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1. Introduccion

En los problemas de Inferencia Estadistica es frecuente que por razones ajenas, o
no, al experimento la informacidn que el estadistico reciba sea parcial en algin
sentido. A este respecto, es claro que si la informacién que se obtiene proviene de
la medicion de un fenémeno con un cierto aparato, pueda ocurrir que el valor real y
preciso de dicha medicion venga alterado por problemas de precision, o bien que la
medicion exceda, superior o inferiormente, los limites de la escala de medibilidad
del aparato. También es posible que, al recoger la informacion, ésta se encuentre
agrupada, disponiéndose solamente de una tabla de frecuencias. En cualquiera de
estos casos la informacion es incompleta.

En toda esta memoria se asume que la informacior: se encuentra censurada
en alguna medida. En sentido amplio, diremos que un dato es censurado si toda
la informacién de que se dispone sobre el mismo es su pertenencia a un cierto
subconjunto, pero no su valor exacto. Las dos situaciones mencionadas arriba
constituyen dos ejemplos diferentes de censura. En primer lugar, el aparato de
medida no podia medir por encima de una cota maxima cmax, que determina su
limite superior de deteccion.

En la segunda situacion la censura podria aparecer, por ejemplo, cuando
los datos provienen de diferentes fuentes. Algunas de estas fuentes pueden
proporcionar los valores exactos de sus elementos muestrales. Por el contrario,
otras fuentes quizds no proporcionen los valores exactos, sino solamente una

agrupacion ad hoc con diferentes intervalos de agrupacion.
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Basicamente seran estos dos tipos de censura los que se utilizaran a lo largo de
la memoria. Estos dos tipos de censura son claramente diferentes, en el sentido
que se explicara mas adelante en esta introduccion.

En cuanto a los problemas de inferencia a los que se refiere el titulo de la
memoria, debe indicarse que se tratan de problemas de estimacion paramétrica
en modelos de regresion lineal y no lineal.

Ante una muestra proveniente de un modelo paramétrico, existen diferentes
procedimientos muy conocidos de estimacion puntual (e.g., maxima verosimilitud,
momentos,...). Sin embargo, dichos métodos suelen estar concebidos para una
muestra completa, no existiendo en muchos casos una manera clara d¢ adaptarlos
ante situaciones de datos incompletos o censurados. Despreciar la informacion
censurada y quedarse s6lo con la informacién no censurada, para después aplicar
los métodos usuales a esta muestra reducida, es claramente inadecuado.

Por ejemplo, en el caso de los datos provenientes de distintas fuentes
eventualmente agrupados en clases, si se desprecia la informacion agrupada se
pueden producir sesgos y, ademas, se estara perdiendo una informacién util. De
igual forma, en el caso citado de aparatos sometidos a limites de deteccion cpax
no tiene sentido despreciar la informacion censurada. La utilizacidn, pues, de esta
ultima resulta imprescindible, no pudiendo ser arbitraria ni obviada.

Debe hacerse notar que, en todos los problemas que se trataran en esta memoria,
la informacion disponible constara de una parte con datos censurados y de otra con
datos no censurados. La proporcion de datos censurados queda libre pudiendo
llegar a ser muy préxima a la unidad, en el peor de los casos.

Para introducir la técnica iterativa propuesta en esta memoria, se presentara
un ejemplo simple. Supongamos que se quiere estimar la media de una normal
N{(,1) a partir de una muestra aleatoria, eventualmente censurada, a través del

estimador habitual, es decir, la media muestral. Si la informacién, relativa a un
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1. Introduccién

dato censurado es que su valor estd en un determinado intervalo C, ;cémo se
puede utilizar dicha informacién? Inicialmente, se podria pensar en sustituir el
valor faltante por un valor arbitrario dentro del intervalo C' y calcular la media
muestral de la muestra completa resultante de esa imputaciéon. Claramente, esta
sustitucion por un valor arbitrario puede producir resultados nefastos. Asi pues, se
podria pensar, en segunda opcion, sustituir el valor faltante por el valor medio de
la variable truncada sobre el intervalo C. Esto, sin embargo, no es posible, puesto
que, desconociéndose el valor de p, esta indeterminada la distribucidn truncada.

Nuestra propuesta consiste en un proceso iterativo en el cual se parte de un
valor p arbitrario para después sustituir todos los datos faltantes por la media de
la variable en estudio supuesto que i sea el verdadero valor del parametro. Una
vez obtenida de esta forma la muestra completa, se estima el parametro con ella
mediante, por ejemplo, la media muestral, como se ha indicado. Asi se obtiene
una nueva estimacion del pardmetro p1; con el que se reitera el proceso.

Esta es la idea basica que sustenta los algoritmos tratados en esta memoria y
que puede tener su precedente en los algoritmos EM, los cuales se utilizan, como es
sabido, para aproximar iterativamente los maximos de la funcién de verosimilitud
de un modelo con datos incompletos (DEMPSTER, LAIRD Y RUBIN (1977);
LITTLE Y RUBIN (1987); TANNER (1993); WU (1983); SCHMEE Y HAHN
(1979)).

En el capitulo 2 se desarrolla el primer algoritmo utilizando el esquema anterior
para la estimacién del pardmetro de un modelo lineal con datos censurados.
Dicho algoritmo se identificard en lo sucesivo como algoritmo en dos iteraciones
con correcciones en media. El término correcciones en media proviene de la
utilizacién de la esperanza condicionada para sustituir los datos faltantes por un
valor concreto. La razon del calificativo dos iteraciones se basa en la existencia

de un proceso iterativo primario y un proceso iterativo secundario. El proceso
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secundario consiste en la iteracion que se debe llevar a cabo para obtener la
estimacion del parametro cuando se fija un tamafio de muestra. Dicho proceso
secundario se obtendra a partir de un paso de proyeccion, propio de los modelos
lineales, y de un paso de sustitucién, utilizando las correcciones en media. La
iteracion primaria surge de la necesidad de obtener resultados asintoticos cuando
el tamarfio de la muestra crece. Obviamente, las propiedades de insesgadez o
de minima varianza para la estimacion obtenida con un tamafio muestral fijo,
no consideran el proceso recursivo primario. En esta memoria el interés estara
centrado en la obtencion de buenas propiedades asintdticas de los estimadores
(ya sean de consistencia, convergencia en media, casi segura o en distribucion
a variables normales) sobre la citada iteracion primaria.

A partir de este punto de arranque, la memoria presenta dos lineas

fundamentales de desarrollo.

1. La primera linea consiste en simplificar los métodos de dos iteraciones
(incluidos en los capitulos 2 y 3) y proponer métodos de una sola iteracion

(capitulos 4 y 5). El interés de esta simplificacion radica en dos puntos.

(a) La mayor sencillez de los métodos de una iteracion. De esta forma,
computacionalmente al menos, se ahorrara tiempo.

(b) La imposibilidad de llevar, en muchas situaciones, el proceso secundario
hasta el final e, incluso, de realizar un alto nimero de iteraciones (por
razones de coste o tiempo) para obtener una buena aproximacion del
punto limite. Este Gltimo proporciona, en definitiva, la estimacion del
parametro a tamario de muestra fijo. Si la citada aproximacioén no es muy
precisa es posible que las propiedades asintéticas del proceso primario
demostradas en esta memoria, se alejen de aquellas que afectan realmente

al valor obtenido. En todo caso, las iteraciones anidadas siempre son poco

) 000 0000000000000 0000000000000000C0CGOFICOIIFIOINNINONONRPOINOGNOINOGINNIOIONOBNONINYNYNYT



DO 0000000000000 0C00000000000000000000000000%0000000000%000900

1. Introduccién

atractivas por principio.

Los métodos de una iteracion, basicamente, consisten en mantener el proceso
primario y realizar una unica iteracién del proceso secundario (o un numero
reducido de ellas).

A raiz del primer método propuesto de una sola iteracién surgiran dos mas,
igualmente basados en una iteracién. Todos ellos siguen la linea de las
aéroximaciones estocasticas y seran muy utiles para probar las convergencias
estocasticas que afectan a todas las generalizaciones ante problemas de
regresion no lineal contenidas en el capitulo 7 de la memoria. Para tener una
idea sobre las aproximaciones estocasticas se puede consultar KUSHNER Y
YIN (1997); KUSHNER Y CLARK (1978).

2. La segunda linea de desarrollo de la memoria se centra en la sustitucion
de los métodos de correccion en media condicionada (capitulos 2, 4) por
correcciones en moda condicionada (capitulos 3, 5), asi como otros tipos de
correcciones muy generales (capitulo 6). Asi se intentan evitar los tediosos
calculos que pueden suponer las evaluaciones de las esperanzas condicionadas.
En ocasiones, dichas esperanzas no admiten una expresién cerrada, no siendo
calculables facilmente. En resumen, es preciso utilizar métodos de cuadratura,
lo cual puede suponer un aumento excesivo de tiempo de calculo a la hora
de implementar el algoritmo. Este calculo de integrales sera sustituido por
la evaluacién bien de las modas condicionadas citadas (que, en situaciones
habituales, sélo dependen de la forma de las distribuciones involucradas) o

bien de los otros tipos de correcciones mas generales mencionados arriba.

Se vera que las propiedades asintéticas con este tltimo tipo de correcciones son
similares a las demostradas con correcciones en media, tanto para los algoritmos
de una iteracion como para los de dos iteraciones. Sin embargo, el tiempo de

célculo de los primeros serd muy inferior al de los segundos. Esto se comprobaré
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mediante algunas simulaciones de situaciones concretas.

Estas simulaciones también serviran para comparar la eficacia de los métodos
de dos iteraciones frente a los de una iteracion. Adicionalmente, se usaran para
mostrar numéricamente las propiedades de convergencia que tedricamente se han
demostrado en esta memoria.

Como ya se ha indicado, en el capitulo 6 se defiende la posibilidad de utilizar
tipos generales de correccion, e.g., correccion en mediana, sustitucion por un valor
intermedio del intervalo de censura, etc. Mas alin, se vera que las sustituciones no
tienen por qué ser necesariamente deterministas, pudiendo igualmente asignarse
valores aleatorios. Con esto, se quiere mostrar la gran variedad de posibilidades
que existe a la hora de imputar la informacion censurada. Con todas ellas se pueden
conseguir buenas propiedades de convergencia estocastica y ahorro de tiempo de
célculo.

Por ultimo, en el capitulo 7 se estudiard el problema de la estimacién
paramétrica en modelos no lineales. Dicha estimacion se podra llevar a cabo
con cualquiera de los mencionados tipos de correccion de los datos censurados
(en media, moda, mediana, etc.). Aqui lo fundamental es el tipo de técnicas
de demostracion empleadas. Todas ellas estan basadas en aproximaciones
estocasticas. La razon hay que buscarla en el hecho de que en los modelos
no lineales no existe el paso claro de proyeccion, propio de los lineales. Las
aproximaciones estocdsticas no utilizan ningin tipo de proyeccion. Por el
contrario, dependen de un tamafio de paso a, > 0 decreciendo hacia cero, el
cual debera seleccionarse de forma adecuada para obtener convergencia.

En definitiva, para concluir se puede decir que los algoritmos mas general
entre los aqui estudiados son aquellos que se incluyen en el capitulo 7 que se
estd comentando. Por ser los mas generales requeriran ciertas condiciones de

regularidad que deberan imponerse sobre las funciones regresoras no lineales

DO 00 000000000000 CO0CICR0000C0CDNCPCSGOGIOGOIOPOINNNOEIINONIONONTIOINOGNOIOIOGNIODOIOIOGIOSNONINYYNYT



) 0000 CQ0000C 000000000000 000000000000000000000C000OCOCFKOCGOROIKOGOSIOGTTONIOINITE

1. Introduccién

(ademas de la ya citada seleccion adecuada de los tamaiios de paso que caracteriza
las técnicas de aproximaciones estocasticas) para llegar a obtener convergencia

global.
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Métodos de dos iteraciones
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2. Algoritmo MD de estimacion en modelos
lineales con datos agrupados y correcciones
“en media

2.1 Introduccion

En este capitulo se introduce un algoritmo de estimacion iterativa basado en
imputaciones en media condicionada valido para ajustar modelos lineales, cuando
la informacion es parcial. En particular, cuando algunos datos estan agrupados en
intervalos y asumiéndose que aquellos se extraen de diferentes fuentes. De esta
forma, los intervalos de agrupacion pueden variar para los diferentes elementos de
la muestra. En resumen, se supondra que los criterios de agrupacion pueden ser
diferentes para los distintos valores muestreados, aunque en todo caso en nimero
finito.

El algoritmo propuesto se inspira en el EM. Este, como es sabido, consta de un
primer paso E que consiste en una evaluacion en media (como el aqui propuesto),
seguido de un paso M de maximizacién. Este tltimo coincide con la proyeccion
habitual por minimos cuadrados cuando el error se distribuye normalmente. Sin
embargo, el algoritmo de estimacion aqui propuesto no exige la citada distribucion
normal para los errores. Las convergencias estocasticas demostradas en este
capitulo son validas ante una clase bastante general de distribuciones.

Se probara la convergencia del algoritmo iterativo secundario a un punto que

no tiene necesariamente que coincidir con el estimador maximo verosimil del
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modelo censurado, tal como ocurre con el EM. En todo caso, se demostrara que
el estimador aqui propuesto tiene buenas propiedades estocésticas asintdticas,
muy similares a las del propio estimador maximo verosimil. En particular, se
probara que el estimador tiene distribucion asintdtica normal y se propondra una
estimacion consistente de su matriz de covarianzas asintotica.

En resumen, la idea original del algoritmo aqui propuesto hay que buscarla
en el propio EM. A este respecto, las referencias DEMPSTER, LAIRD Y
RuBIN (1977), TANNER (1993) y MCLACHLAN Y KRISHNAN (1997) son
obligadas como antecedentes inmediatos al trabajo aqui expuesto. Finalmente, el
estudio de las convergencias estocasticas asintdticas (tanto del proceso iterativo
primario como del secundario, los cuales en conjunto determinan, como se
verd, el algoritmo) tiene, fundamentalmente, como antecedentes Wu (1983) y

MCcLACHLAN Y KRISHNAN (1997).

2.2 Modelo de regresion lineal, notacion, algoritmo e
hipétesis
Considérese un modelo lineal usual, para una muestra de tamafio n, de la forma

z=ar+v;, i=1,..,n 9]

donde tanto el parametro a, que debe ser estimado, como las variables
independientes x;’s son m-dimensionales, y los errores v; son independientes
e idénticamente distribuidos con funcion de densidad f(z) > 0, Vx € R,
admitiéndose que tiene varianza finita. Sin pérdida de generalidad, se supondra
que los errores tienen media cero, como es habitual, y varianza uno.

Se asumira que la variable dependiente ha sido obtenida de diferentes
fuentes, pudiendo ser bien agrupada (posiblemente con diferentes intervalos de

clasificacion dentro de cada fuente) o no agrupada. Asi pues, el conjunto
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2. Algoritmo MD de estimacion en modelos lineales con datos agrupados y correcciones en media

I = {1,...,n} puede particionarse en I9 y en I"™9, conteniendo respectivamente
aquellos 2’s cuyos valores muestrales z; han sido agrupados o no lo han sido.
Mas atin, como se indicé arriba, el criterio de clasificacion puede variar de una
fuente a otra en un nimero finito. En consecuencia, puede asumirse la particion
I9 = 1U...UI, donde dentro de cada I} los intervalos de agrupacion estan dados

por los puntos extremos del j-ésimo criterio de agrupacion o censura
=00 =G0 < Cj1 < .o < Cjpy—1 < Cjyp; = OO0,

conr; > 1. Paracadai € 19, solamente se conoce el criterio de clasificacion y el
intervalo que contiene a 2;. Por el contrario si ¢ € I™ se conoce el valor exacto
2;. Se asumira, ademés, que valores relacionados con los conjuntos I™9, Iy, ..., I
aparecen en la poblacion completa con probabilidades positivas mg, 1, ..., Ts.

Finalmente, de aqui en adelante se supondra que X*X es una matriz de rango
completo, donde X! = (z1,...,%,). Se tratard de buscar una estimacion del
parametro vectorial a en el modelo (1). Para ello, se sugiere un procedimiento
recursivo basado en medias condicionadas, segin el cual secuencialmente se
imputan primero los valores agrupados (usando la informacién disponible hasta
el momento) y después se mejora la actual estimacidon de a mediante minimos
cuadrados.

Fijada la muestra de tamafio n, con datos censurados y no censurados, el
método iterativo propuesto es el siguiente:

INICIALIZACION: Fijese una estimacion vectorial inicial arbitraria ag.

ITERACION: Asumiendo que la estimacién actual conocida es ay, la siguiente

estimacion viene definida por
-1
ap1 = (X'X)7 X'y(ap),
donde paracadai € I

vilap) = 2, size ™

15
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t t t s
= apT;i + ’)’(—ap.’L‘i + Cjry —QpT; + cj,r+1), sit€lj,z € (Cj,r, Cj,r+1] .

En la Gltima expresion, la funcion v se define para parejas (¢,w), con —oo < t <
w < 00, mediante
Y(t,w) = E(vlv € (t,w)),

siendo v una variable aleatoria con funcién de densidad f. Se escribiran siempre
intervalos de la forma (¢, w| entendiendo que si w = oo el intervalo es en realidad
de la forma (t,00). En todo caso, como se trabaja con distribuciones continuas,
podrl;an ponerse siempre intervalos abiertos. El anterior procedimiento recursivo
se llamara en lo sucesivo algoritmo MD.

Denotando 6§(83) = (8 + t, 8 + w), la siguiente condicion técnica se asumira

de aqui en adelante:
8(8) y B — 6(B) son no decrecientes (ConpicioN C1)

cualquiera que sea t < w. La necesidad de imponer esta condicion, que afecta
al comportamiento de las medias truncadas de la funcion de densidad f, hace que
se restrinja el conjunto de densidades f sobre las cuales se pueden aplicar los
resultados de convergencia demostrados en este capitulo.

OBSERVACION: Puede comprobarse facilmente que una buena parte de las
distribuciones usuales cumplen la CONDICION C1. Entre ellas, por ejemplo, la
distribucién normal, Laplace, logistica, una distribucion plana alrededor del cero

y con colas normales o exponenciales, etc.
2.3 Un primer resultado de convergencia

Fijada una muestra de tamafio n proveniente del modelo (1), la sucesién
determinista a, generada por el algoritmo MD converge a un punto que es

independiente de la estimacién inicial que se proponga ag.

Teorema 2.1 Si (X!'X)" = Y, in, xixt es una matriz definida positiva,
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2. Algoritmo MD de estimacidn en modelos lineales con datos agrupados y correcciones en media

entonces, para cualquier vector inicial ag, la sucesion a, generada por el
algoritmo MD converge a un vector a* que satisface la ecuacion implicita

a* = (X'X) 7! Xty(a®). 1))

Adicionalmente, el punto o* es la unica solucion de la anterior ecuacion.

DEMOSTRACION: Puesto que la muestra esta fijada, se puede suponer que cada
1 € I9 tiene asignado un intervalo de clasificacion fijo y conocido, que llamaremos
(l;,us), recubriendo el dato no observado 2;. Se sigue de la primera parte de la

ConpicionN C1 que la funcién integral

- /0 ’ 5w

es convexa en R. En consecuencia, la funcién auxiliar

H(a) = Z(zl—ax, +ZI"(—a :v,)

1€I ng i€l
es estrictamente convexa y cumple la condicién de cono

H(a) 2 nllall + x
para ciertos valores 7 > 0y x € R, puesto que H(a) — oosi |la|| — oo. Puede

asegurarse, pues, que H(a) tiene un tnico punto critico a* donde su gradiente se

anula. La igualdad

%Z( )——-Zmz(i—a x;) Zx, —a*z;) =0

i€Ino ielo
es equivalente a (2).

Es claro que cualquier punto limite de cualquier sucesion {a,} generada por el
algoritmo tiene que verificar la mencionada expresion (2). Se probara ahora que

siempre existe el limite de la sucesion generada por el método MD. Escribase
api1 — ap = (X' X) 71X (y(ap) — y(ap-1))-
Obsérvese entonces que

y(a) = (2™, X%)" + (0, D(a)1%)",
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donde X = (X™,X9), z = (2™,29)", D(a) = diag(di(a)), con di(a) =
v (—a'z; + I, —atz; + u;) para cada i € I, y, finalmente, el vector 19 =

(1, ...,1), es de orden igual al cardinal de I9. Asi pues
y(ap) — y(ap—1) = (0,X%(ap — ap_1))"* + (0, (D(ap) — D(ap_1)) 19)* .
Asumiendo 7 € IY, se sigue, a partir de la CoNDICION C1, que
di(ap) = di(ap-1) = —m{ (@ — ap-1)'m;,

para algin 0 < ml(.p ) < 1. Por otro lado, hagase m{¥ ) = 1 cuando i € I"9. Todo

esto produce
api1 — ap = (XX) 71X (1= MP) X (e = ap1),
donde M®) = diag (mfp))
Esta altima igualdad permite escribir
|xtX)% (aper - ap)
= H (XEX)" 5 (XtX) i Xt (I - M(”)> X(XtX)"5 (X' X)? (ap — a,,_l)H

< TPHXXé( _a'P—l) )
donde (X*X ) 2 representa la raiz cuadrada de X*X, que es una matriz simétrica
y definida positiva, y donde 7, es el radio espectral de la matriz simétrica
(XtX)"3X* (I - M®P) X(X*X)™7 que coincide con

ut Xt (I - MP) Xu Yiers(l—m (p))umwu
utXtXu Xt Xu ’

Tp =

= max

llull=1 ljuuli=1

Recordando que 0 < 1 — ml(-p ) < 1, la Gltima expresion esta uniformemente

acotada en p, puesto que

' -1
t t 3 t t
1o U TiTU Minjy =1 e ns Y TiT;U
Dicrs WETT; < (1 lull=1 2 ierns i ) —r <l

max
e
=1  uwtX'Xu MaX|jy|=1 i s UWTiTIU
Esto concluye la demostracién y garantiza la convergencia de cualquier {a,} a a*,

al menos, a una tasa de convergencia lineal.(]
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2. Algoritmo MD de estimacion en modelos lineales con datos agrupados y correcciones en media

Este punto limite a* de cualquier sucesién generada por el algoritmo MD
definira la estimacién propuesta del parametro de regresion. Aunque a* no tiene
que coincidir con el estimador maximo verosimil del modelo censurado, se puede
visualizar como un estimador de Huber, al igual que aquél, al venir definido por

una ecuacion implicita.
2.4 Resultados de convergencia estocastica

Hasta este momento, n se ha supuesto fijo. Ahora se denotard a* = a,, para
hacer explicita la dependencia del estimador de la muestra de tamafio n. Esta
recursividad en n determina el proceso primario de iteracion del algoritmo, el
cual presenta en cada etapa la iteracion anidada explicada en las dos secciones
anteriores. Se investigara en esta seccién la convergencia y las propiedades
estocasticas de a, cuando n — oo. De hecho, se comprobaran propiedades
que asemejan a, con los estimadores maximo verosimiles, los cuales pueden
obtenerse, como es sabido, con los métodos EM.

Sea a el verdadero valor del parametro de regresion en el modelo (1). Se
asumira en lo sucesivo una cuestion técnica que no supone en realidad pérdida
en generalidad. Para cada j y 7, se supondra que 6; -(8) = Y(B+¢j,r, B+ Cjira1)
es continuamente diferenciable en un entorno de —a'z;, para cada ¢ € N. Sila
funcion de densidad f de los errores v es continua, esta condicién, obviamente,
se cumple. Por el contrario, si f tiene un conjunto numerable de saltos, la
anterior hipétesis ocurre con probabilidad uno, suponiendo simplemente que la
distribucion subyacente de las variables independientes z; es continua.

La primera propiedad del estimador a,, es la de ser consistente, es decir,
converge en probabilidad al verdadero valor a. De hecho, la convergencia probada

en el siguiente teorema es en media de orden 2.

Teorema 2.2 Si (X'X)™ es definida positiva y se cumplen las dos condiciones
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técnicas siguientes

inf A = A >0, 3)
max [|z:]|* = O(1), @)

, . . L
donde M\, denota el minimo autovalor de la matriz n 1(X tx )™, entonces an A

. . . o1
a, de donde, a., es un estimador consistente de a. Ademds, la sucesionnz (an — a)
es acotada en Ls.

OBSERVACION: La hipétesis (4) equivale a que existe una cota superior K < 0o,
para las normas de las variables independientes. Es decir, para cada i € N, se
cumple
lz:ll < K.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Se haasumido que a es el verdadero valor del
parametro de regresion. Definamos las funciones indicadoras 8; 9 (= 1sit € I™Y)
yNijn(=1sii € I; CI9y 2 € (¢jh-1,Cjn)), paracada i € N,j=1,..,8y
h=1,..r;

Obsérvese que y(a) puede escribirse en la forma

y(a) = Xa +¢,
donde las componentes de € = (g3, ..., en)t son independientes y definidas como
s Tj
€i=8iovi + Z Zni,j,h'y (—a'z; + cjp-1,—a'zi + cjn) -
j=1 h=1

Si F es la funcién de distribucion de probabilidad de los errores v, esta claro que

€; = v;sii € Iy, por el contrario, siz € 19
ei = E (v|v € (=a'z; + ¢jn—1, —a'zi + ¢jp)) con probabilidad 7;g;n,

donde g, = F (—a'z; + cjp) — F (—a'z; + ¢jh-1)- Nétese que las esperanzas

de &; son nulas, debido a las correcciones empleadas en media condicionada:
8 T

E(e;) = moE (vi) + Z zﬂij,h’Y (—a'z; + -1, —a'z; +cjp) = 0.
j=1h=1

Igualmente, se puede afirmar que V(e;) < V(v) = 1.
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2. Algoritmo MD de estimacién en modelos lineales con datos agrupados y correcciones en media

Al igual que se hizo al probar el teorema 2.1, escribase
y(an) —y(a) = (I - M*) X(an — a),

donde la matriz aleatoria M* esta asociada a (a,, @) de la misma manera que M ®)
lo esta a la pareja (ap,ap—1) en la demostracion anterior. Todos los a, cumplen

(2), de donde
Xte = X'y(a) - X' Xa — X'y(an) + X' Xan,
es decir,
X'e = X'M*X (an — a). ®)
A partir de (3), se obtiene que el minimo autovalor de X*M*X no puede ser

inferior anA, > nX > 0, de donde

an —a = (X'M*X) 1 Xte.

Asi pues,
n
2 _ —
Bllan — al < X2n72m 3 il Bleseo)] lll
ik=1
Teniendo en cuenta que, si i # j es |E(eiex)] = |E(e:))E (ex)] = 0, que

|E(e?)| = V(es) < 1y que, adems, ||z;|| < K, se puede concluir directamente
que
n
Ellan —a|? < A72n72m ) " |lmil|* < A7 imK? = 0 (n71),

i=1
probandose asi la primera parte del teorema.

Finalmente, obsérvese que, repitiendo un argumento similar al de antes, se

puede escribir

|

. 2 =
n2 (ap — a)“ < nA"imn? Z lz:|> < A?mK2=0(1),

con lo que se finaliza la demostracién.(J
A continuacion se formulara un resultado que refleja la ley de probabilidad

limite del estimador propuesto a,. Se verd que la convergencia es a una
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distribucién normal, cuya matriz de covarianzas desconocida, después, se tratara

de estimar. El resultado es el siguiente:

Teorema 2.3 Bajo las mismas hipdtesis del teorema 2.2, la sucesion nz (a, — a)
converge en distribucion a una normal, es decir,

ni(a, — a) Bw N(0,A)

para alguna matriz de covarianzas A.  En consecuencia, supuesto m
suficientemente grande, la distribucion de a,, — a puede ser aproximada por

(an — a) = N(0,n"!A).

DEMOSTRACION:  Definase la matriz M = diag(m;), donde m; =
diﬂéj,r(ﬁﬂﬁ:_atz‘., sit € Ij Yy 2 € (Cj,rycj,r-f-l], ym; = 1, sii € I™9, Se

probara que se producen las siguientes dos convergencias estocasticas

n~3 XYM — E(M))X (an — a) nf—}w (6)
y
n~3 Xt (M* — M) X (an — a) n_%» 0. (7

Para ver la primera de ellas, denétese (p;x) = n~ ! X*(M — E(M))X y obsérvese

que

|41 = BQ)X (0~ )| < 3 losel [t an - )]

5 k=1

A partir del teorema 2.2, seré suficiente con demostrar que p;x L 0, ya que por la

desigualdad de Holder

m
E|Y lpl |

Jk=1

2 3
1 m 1 2
i -o|| < (B D ol | E|nt(an - a)
Jk=1

de donde se concluira que la parte derecha de la desigualdad converge a cero. Para

todo j, k, veamos, pues, que p;k L30. Se tiene que
n
pjk =n"" zxijxik (m; — BE(my)) .
i=1

Recordando que 0 < m; < 1y también la independencia de las m;, puede
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2. Algoritmo MD de estimacién en modelos lincales con datos agrupados y correcciones en media

concluirse a partir de (4) que

n n

- . )

E(pk) = n?) alaqE|mi — E(m)* <n W EA
i=1

i=1
< nlKi'=0 (n—l) ,
lo cual implica la convergencia en cuestion.
Con el fin de probar el segundo limite en probabilidad (7), nétese que, a partir
de las hipétesis de diferenciabilidad establecidas al principio de la seccién junto
con la propiedad ya probada a, il a, se cumple que m; — m; £ 0. Definase

(rjk) = n 1 XY (M* — M)X y escribase

) 2
nz(an — a)” ,

n=ixt 0~ x| < [ 32 ) |
k=1

donde

n

n
_ 1
frsel < n maxc ol S Im - mil < K225 g —m
isn =1 n i=1

Puesto que todas las m; — m} estan acotadas, se sigue, por la ley débil de los
grandes nimeros, que 7k LA 0, lo cual implica el limite en probabilidad (7).

Con la misma notacién de arriba, escribase ahora (después de sumar y restar
(M + M*))

n"iX'E(M)X (an —a) = n"i X M* X (an — a) + ()
con ¢,, — 0 en probabilidad. Puesto que E(m;) = 1 paratodoi € I™, el minifno
autovalor de la matriz simétrica n=! X*E(M)X no puede ser inferior a X. Esto
implica la no singularidad de la matriz de arriba y también la de su limite cuando
n — oo (si tal limite existe). Teniendo en cuenta (5), se puede escribir
n_lXtE(M)Xn%(an —-a)= nTi Xt + (s

de donde, por la no singularidad citada,

ni(an, —a) = (X' E(M)X) ™ ni Xt + (. (8)
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Obsérvese que [|CX]l < A7HICall — % 0. En consecuencia, las distribuciones
asintéticas de 13 (a, — a) y de n? (X*E(M)X )_IX te tienen que coincidir.

Notese que la j-ésima componente del Gltimo vector aleatorio es
n
1 -1 -1
[ 2 (XtE(M) ) tE]j:’n ZijxiEi;
i=1

con f; denotando la j-ésima filade (n~*X*E(M)X) ~! . Es suficiente con probar
que todas estas componentes se distribuyen en el limite normalmente. Para este

fin, obsérvese que la varianza de cada término de la suma esta acotada por

1

_ 2
n_l(fjati)ZV(Ei) _<_ n“l H (n‘lX‘E(M)X) ZT; S ’l’l,-l)\“2 [(11”2 .

En conclusidn, las dos siguientes relaciones se siguen directamente de la acotacion
de las variables independientes

max V <n—%f]-3:ie,~) < A% Y (max ||z ||?) < A% 1K? = O(n7Y)
i<n i<n

Zv(n §fymie) <A Zn-IZuw I < A?K> = 0(1).
=1
Ambas relacwnes implican las condlclones del teorema central del limite de

Lindeberg-Feller, completandose asi la demostracion (ver LAHA Y ROHATGI

(1979)).0

2.5 Estimacion de la matriz de covarianzas asintotica

En esta seccion se tratara de obtener una estimacion, a partir de la informacion de
que se dispone en cada momento, de la matriz de covarianzas asintética A, que
aparece en el ltimo resultado de la seccion anterior. Las hipétesis de partida son

las mismas alli citadas, en concreto las relativas a la diferenciabilidad de 6.

Considérese e(a) = (£1(a), ...,en(a))’, donde & € R™ y

8 Tj
t t
ei(a) = 5,"()1/1' + Z Zni,j,h'y (—Oé Zi+ Cjh-1, O T; + Cj’h) .
j=1h=1
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2. Algoritmo MD de estimacidn en modelos lineales con datos agrupados y correcciones en media

Notese que el vector ¢ definido a lo largo de la demostracion del teorema 2.2
corresponde a e(a). Sea X(e(c)) la matriz diagonal de covarianzas de € (a).

Asumase la existencia de los siguiente dos limites:
® =lim &, = lim nT1X'S(e) X )
W = lim W, = lim n“IX'E(M)X (10)
Mirando la expresion (8), es claro que A = W~1®W ™!, Definase la matriz, de

tamafio n x n, dada por M,, = diag m™) donde m™ = 46, +(8)|g=—at z,, Si
g7 B T

i 1

i€ Iy 2z € (cjr, Cirs1)s Y mgn) =1, si1 € I™. Cuando la dltima derivada no

existe, definase mf.”) = @, como un valor arbitrario. Puesto que a, LA a, también
m{™ — m; 5 0, bajo las hipétesis asumidas de diferenciabilidad. Denétese
O, = n" XM, X yII, = n7'X'S(e(a,))X. Se afirma que las matrices
©; 11,0, estiman consistentemente la matriz de covarianzas A, puesto que los

siguiente limite en probabilidad ocurren, como se vera a continuacion,

[1©n — Wall 50

I, — @.] S 0.
Recuérdese, de la demostracion del teorema 2.3, que n™ ' Xt (M — E(M)) X L
0, de donde el primer limite se concluiria a partir de que n~ ! X*(M™ — M)X =

P . .
(8jx) — 0. Finalmente, obsérvese que

n n
- 1
s8] < max lzil* = Y [ml™ - my| < K223 |ml® —
= i=1 i=1

(n)

)

P . .

Puesto que mgn) —m; — 0, siendo todas las m; ’ — m; acotadas, se sigue que
% S Im,(") — mil £ 0, completandose la demostracion del primer limite.

Para el segundo, obsérvese que ¢;(ay) L ei(a). Puesto que {e;(ap)} son

uniformemente acotadas, puede escribirse Var (gi(a,)) — Var(ei(a)). Un
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argumento similar al empleado arriba permite asegurar que
n~1Xt (S(ean)) - S(E) X 5 0.
En conclusién, la siguiente proposicion ha sido demostrada:

Teorema 2.4 Bajo las hipdtesis del teorema 2.3 de la seccion anterior y
asumiendo la existencia de los limites (9) y (10), las matrices ©;'11,,0;,* estiman
consistentemente la matriz de covarianzas asintotica A.

En definitiva, supuesto n suficientemente grande, la distribucion de a, es

aproximadamente N (a,n~10;,'I1,0,1).
2.6 Simulaciones

En esta seccion se muestra mediante simulaciones el comportamiento del
algoritmo MD expuesto en este capitulo, el cual utiliza, como se ha explicado,
correcciones en media.

Se ha asumido que en el modelo lineal
zi=atxi+u,-, i=1,...,N,

los términos de error v; son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas como normales N (0,1). El parametro a estimar se ha fijado como

10
independientes acotadas x; se toman de forma que x;; = 1y x;o sea extraido

a= . Buscando ajustar una recta que no pase por el origen, las variables
dentro del intervalo (1.2,2.7). Algunos de los valores z; no son observados y han
sido censurados. En concreto, el 90% de los datos se censuran, lo cual indica que
la informacién real es muy limitada. Cuando 2; es censurado se clasifica su valor

en alguno de los siguientes intervalos:
(=00,0], (0,10}, (10,15], (15, 20] , (20, 30] , (30, 00) .
Fijado este modelo lineal con censura, se extrae una muestra concreta, con

informacién parcial, de tamafio N = 1000. Las primeras 10 realizaciones de
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esta muestra aparecen en la tabla 1 del final de la seccién, mostrandose, ademas,
los correspondientes intervalos de censura para los datos agrupados. En la tabla
citada, la Giltima columna refleja la variable p;, indicatriz de la censura de z;, de
forma que p; = 1 cuando el dato 2; es censurado y p; = 0 en otro caso. Para cada
dato censurado, la tabla 1 incluye su intervalo de censura (I;,u;]. Se asume que
este intervalo es conocido; no asi el verdadero valor de z;, si bien en la tabla 1
aparece dicho valor, con el fin de ilustrar como se ejerce la censura.

La estimacion ay en la etapa N = 1000 del proceso iterativo primario es
ay = (—4.423,10.271). La tabla 2 muestra el resultado de las iteraciones del
proceso secundario tomando distintos puntos de arranque, en concreto (25, 50),
(1000, —1000) y (0, 0). En todos los casos los puntos de éonvergencia coinciden,
tal como se demostrd en el teorema 2.1. Puede observase que, si se considera como
criterio de parada del método iterativo secundario el que la distancia entre cada una
de las componentes de dos valores sucesivos sea menor que 1073, el nimero de
iteraciones que se deben realizar es de aproximadamente 40, para todos los puntos
de arranque antes citados.

A continuacion, se ha simulado también el mismo modelo anterior cuando
se censuran solamente un 50% de los datos. La tabla 3 muestra la evolucién
de las primeras 15 iteraciones del proceso secundario, tomando como puntos de
arranque (50, —30), (0,0) y (—50,80). La convergencia se produce al punto
(—6.155,11.130). Con el criterio mencionado de parada, el nimero de iteraciones
necesarias para obtener convergencia se reduce hasta aproximadamente 8
iteraciones.

En cualquier caso, uno de los objetivos de esta seccion se centra en comprobar
numéricamente que la convergencia en Ly demostrada en el teorema 2.2 es
efectiva. Para comprobar que E ||a,, — al|® . 0 se realiza el proceso de

estimacion descrito para un total de M = 60 muestras diferentes. Para cada
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etapa n = 1,...,50, del proceso iterativo primario, se estiman las esperanzas

E ||an — a||?, empiricamente mediante

60
- 1
Ellan—alf’ = = > llan (m) - a||?,
60 =

donde a,, (m) denota la estimacion en la etapa n, para la m-ésima muestra, m =
1,...,60. La figura 1 muestra como las citadas esperanzas cuadraticas empiricas
tienen una tendencia de decrecimiento hacia cero a medida que n aumenta.

Por altimo, se ha querido comprobar la normalidad asintética que establece
el teorema 2.3 y estimar, ademads, la matriz de covarianzas implicada en esa
convergencia. Fijado un tamafio de muestra N = 200, el teorema 2.3 establece
que

VN (ay —a) = N (0,A), (11)
siendo A una matriz de covarianzas asintdtica de tamafio 2 x 2. Como antes
se han tomado M = 60 muestras diferentes del modelo lineal de censura y se
han calculado para cada una de ellas las estimaciones correspondientes a la etapa
primaria a, utilizando el algoritmo MD de dos iteraciones.

Los contrastes de Kolmogorov-Smirnov o de la x? pueden servir para
comprobar la hipétesis de normalidad. Con el primero de ellos, se han obtenido p-
valores de 0.95 y 0.9346 para la normalidad de cada una de las componentes de a .
Con los segundos, los p-valores se reducen ligeramente. Finalmente, considerando

(11) se obtiene como estimacién de A la matriz

A= 185.18 -87.16
—\ —87.16 41.29 :
CONCLUSIONES

En sintesis:

1. Se observa que a medida que el porcentaje de datos censurados aumenta

el nimero de iteraciones necesarias para obtener convergencia del proceso
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secundario también aumenta. De hecho, con un 90% de datos censurados se

precisan 40 iteraciones, las cuales se reducen a 8 con un 50% de censuras.

. Lafigura 1 muestra que hay una clara tendencia de decrecimiento hacia cero del

error cuadratico de estimacién a medida que el nimero de iteraciones primarias
crece. Sin embargo, la figura no es siempre decreciente, observandose
en ocasiones ligeros aumentos de los errores cuadraticos medios estimados.
Estos ligeros aumentos pueden deberse al hecho de que E|ja, — al|* no
sea estrictamente decreciente. En todo caso, los ligeros aumentos podrian,
también, justificarse a través de la aleatorizacion latente en la aproximacion,
pudiendo evitarse simplemente aumentando el nimero M = 60 de muestras.
Por ultimo, se quiere hacer notar que la realizacion de esta simulacion exige un
enorme tiempo de computacion (alrededor de 110 minutos). Ello estd motivado
por el gran nimero de iteraciones que conlleva la obtencion de las estimaciones
y porque cada iteracién supone un célculo de esperanzas condicionadas que
se han llevado a cabo con un método de Gauss-Kronrod de cuadratura (y
en consecuencia, muchas nuevas iteraciones y calculos). En los siguientes
capitulos se vera como se reduce este tiempo de célculo utilizando otro tipo de
correcciones distintas de las basadas en esperanzas condicionadas (e.g., moda,

mediana,...).

. Lanormalidad asintética esta garantizada. En este sentido, simplemente remito

a los p-valores que se han obtenido con los contrastes habituales de bondad de

ajuste antes citados.
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Xis Xi2 Z; l; U; y4i
1 1.0 1.5 12.209 0
2 1.0 1.7 11.837 10.0 15.0 1
3 1.0 1.9 14.346 0
4 1.0 2.2 19.657 15.0 20.0 1
5 1.0 1.5 13.092 10.0 15.0 1
6 1.0 1.7 11.752 10.0 15.0 1
7 1.0 1.9 15.306 0
8 1.0 2.2 18.275 15.0 20.0 1
9 1.0 1.5 12.273 10.0 15.0 1
10 1.0 1.7 13.521 10.0 15.0 1

Tabla 1: 10 valores muestrales del modelo lineal censurado de la
seccion 2.6

120.00 —

————L

80.00 —

I
[

40.00 —

0.00

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00
Figura 1

Figura 1: Error cuadrdtico de estimacicén del algoritmo MD
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p Pto. inicio (25,50) Pto. inicio (1000,-1000) Pto. inicio (0,0)
25 50 1000 -1000 0 0

1 | -5.49862 | 11.51941 | -0.35003 | 7.18298 | -0.87555 | 7.46832
2 | -7.07464 | 12.09423 | 0.445012 | 7.07964 0.16142 | 7.24334
3 | -7.01913 | 11.93961 | -0.13582 | 7.55728 | -0.31961 | 7.66773
4 | -6.59551 | 11.63954 | -0.96244 | 8.10687 | -1.09530 | 8.18832
5 | -6.14536 | 11.34843 | -1.72713 | 8.59325 | -1.82826 | 8.65578
6 | -5.80094 | 11.13016 |} -2.31872 | 8.96513 | -2.39739 | 9.01395
7 | -5.51621 | 10.95185 | -2.79818 | 9.26451 -2.85993 | 9.30288
8 | -5.28757 | 10.80928 | -3.18041 9.50259 | -3.22904 | 9.53282
9 | -5.10592 | 10.69620 | -3.48324 | 9.69103 | -3.52159 | 9.71487
10 | -4.96220 | 10.60678 | -3.72260 | 9.83992 [ -3.75285 | 9.85873
11| -4.84866 | 10.53616 | -3.92925 | 9.96495 | -3.95312 | 9.97979
12 ] -4.75902 | 10.48041 | -4.08132 | 10.05845 | -4.05401 |10.04214
13} -4.68826 | 10.43640 | -4.15182 | 10.10264 | -4.13239 |[10.09077
14 | -4.63241 | 10.40167 | -4.20856 | 10.13804 | -4.19388 |10.12897
33 | -4.42564 | 10.27308 | -4.42092 | 10.27015 | -4.42076 |10.27005
34 | -4.42515 | 10.27278 | -4.42142 | 10.27046 | -4.42130 |10.27038
35| -4.42476 | 10.27254 | -4.42182 | 10.27071 | -4.42172 |10.27065
36 | -4.42446 | 10.27235 | -4.42213 | 10.27090 | -4.42206 |10.27086
37| -4.42422 | 10.27220 | -4.42238 | 10.27106 | -4.42232 |10.27102
38 | -4.42403 | 10.27208 | -4.42258 | 10.27118 | -4.42253 [10.27115
39 | -4.42388 | 10.27199 | -4.42274 | 10.27128 | -4.42270 |10.27125
40 [ -4.42376 | 10.27192 | -4.42286 | 10.27135 | -4.42283 |10.27133
41 | -4.42367 | 10.27186 | -4.42295 | 10.27141 | -4.42293 [10.27140
42 | -4.42359 | 10.27181 | -4.42303 | 10.27146 | -4.42301 |10.27145
43 | -4.42353 | 10.27177 | -4.42309 | 10.27150 | -4.42307 |10.27149
44 | -4.42349 | 10.27175 | -4.42314 | 10.27153 | -4.42312 |10.27152
45 | -4.42345 | 10.27172 | -4.42317 [ 10.27155 | -4.42317 |10.27155
93 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 (10.27164
94 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 |10.27164
95 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 [10.27164
96 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 [10.27164
97 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 |10.27164
98 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 |10.27164
99 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 | 10.27164 | -4.42331 |10.27164

Tabla 2: Iteraciones del proceso secundario con diferentes puntos de inicio.
90% de censura
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=

Punto inicio (50,-30) Punto inicio (0,0)

Punto inicio (-50,80)

50 -30 0 0
-5.44796 | 10.49727 | -5.46073 | 10.50627
-5.94308 | 10.97499 | -5.94622 | 10.97703
-6.11469 | 11.10063 | -6.11521 | 11.10097
-6.14829 | 11.12471 | -6.14838 | 11.12477
-6.15439 | 11.12911 | -6.15441 | 11.12912
-6.15550 | 11.12991 | -6.15550 | 11.12991
-6.15570 | 11.13005 | -6.15570 | 11.13005
-6.15573 | 11.13008 | -6.15573 | 11.13008
-6.15574 | 11.13009 | -6.15574 | 11.13009
10 | -6.15574 | 11.13009 | -6.15574 | 11.13009
11 | -6.15574 | 11.13009 | -6.15574 | 11.13009
12 | -6.15574 | 11.13009 | -6.15574 | 11.13009

OO0~V H LN —

=50
-6.65461
-6.29683
-6.19772
-6.16544
-6.15773
-6.15613
-6.15582
-6.15576
-6.15574
-6.15574
-6.15574
-6.15574

80
11.84927
11.28603
11.16654
11.13775
11.13160
11.13038
11.13014
11.13010
11.13009
11.13009
11.13009
11.13009

Tabla 3: Iteraciones del proceso secundario con diferentes puntos de inicio.

50% de censura
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Notas y comentarios

e Aunque, como se ha dicho en la introduccién, el algoritmo MD tiene relacion

con el EM, éste ultimo presenta un antecedente histérico, el cual podria
referenciarse, igualmente, como antecedente del algoritmo aqui propuesto. Se
tratade ORCHARD Y WOODBURY (1972), donde por primera vez se presenta
el asi 1lamado principio de informacion incompleta.

La ConDICION C1 que figura al comienzo del capitulo es obligada para poder
garantizar todos los resultados contenidos en él. Dicha condicion afecta al peso
de las colas de la distribucion de los términos de error. Cuanto menos pesadas
sean éstas mas facilmente se podra garantizar dicha condicion. En el ejemplo
iii) de la seccién 6.2.1 se incluye algln resultado que garantiza la condicién en
cuestion.

Como se ha indicado, el punto débil del algoritmo, cuando se consideran
términos generales de error, hay que buscarlo en las cuadraturas que conlleva.
A este respecto, las referencias TIERNEY Y KADANE (1986) y GEWEKE

(1989) resultan obligadas, en mi opinion.
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3. Algoritmo MdD de estimacion en modelos
lineales con datos agrupados y correcciones
-modales

3.1 Introduccion

En este capitulo se desarrolla un algoritmo iterativo de estimacién basado en
correcciones en moda, el cual continta siendo valido para ajustar modelos lineales
con datos agrupados en intervalos. Se seguira asumiendo, como en el capitulo
anterior, que los datos pueden ser extraidos de diferentes fuentes, de forma que
los intervalos de agrupacion, antes citados, pueden variar para los diferentes
elementos de la muestra.

La idea de las imputaciones en moda surge como respuesta a los problemas
computacionales que implican el célculo de esperanzas condicionadas del
algoritmo visto en el capitulo anterior. El célculo de las integrales involucradas
en el anterior procedimiento MD puede ser abordado por los distintos métodos de
cuadratura existentes. Pese a ello, la utilizacién de estos Gltimos supone de facto
afiadir un nuevo proceso iterativo anidado a los dos que componen, como se sabe,
el MD. Hoy dia esta aceptado con generalidad que las iteraciones anidadas tienden
a degenerar los resultados, computacionalmente hablando, y deben ser evitadas en
la medida de lo posible.

En la linea antes citada, se propone sustituir el paso relativo a las correcciones

en media condicionada por un paso alternativo de correccién en modas



Sobre Aproximaciones Estocésticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informacion parcial

condicionadas. Este Gltimo resulta mucho mas sencillo de calcular puesto que,
como se vera mas adelante, depende fundamentalmente de la forma de las
distribuciones de los términos de error. Por lo demés, se mantiene el esquema
operativo del algoritmo MD. En este sentido, el segundo paso del mismo continda
consistiendo en la proyeccion ya explicada en la seccion 2.2.

Por lo tanto, encontramos dos ventajas fundamentales en esta propuesta:
primera la reduccién computacional de tiempo; y segunda la aplicabilidad a una
familia de distribuciones mas amplia que la utilizada con la correccion en media.
De hecho sera un método valido para cualquier distribucion unimodal en cero.
Todo esto se complementa con la permanencia de los resultados asintoticos, en la
linea de los del capitulo anterior, en particular los de consistencia y convergencia
en ley a la normal.

Es de resaltar que la utilizacion de correcciones en moda no tiene precedentes.
El nuevo procedimiento iterativo de estimacion se separa completamente del EM,
el cual, como se ha indicado en la introduccién del capitulo anterior, constituyo
nuestro punto de partida inicial. Las referencias mencionadas DEMPSTER,
LAIRD Y RUBIN (1977), TANNER (1993) y MCLACHLAN Y KRISHNAN
(1997) pierden el caracter citado como antecedentes del trabajo que sigue. No asi
ORCHARD Y WOODBURY (1972), Wu (1983) y Louis (1982) en lo relativo
al principio subyacente a la informacién incompleta, la busqueda de convergencia
nica (independiente del punto de arranque) para el proceso iterativo secundario

y el intento de aceleracion global.

3.2 Modelo de regresion lineal, notacion, algoritmo e
hipétesis

El modelo inicial coincide, salvo en la forma de los errores, con el expuesto en la
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3. Algoritmo MdD de estimacién en modelos lineales con datos agrupados y correcciones modales

seccion 2.2, es decir, considérese un modelo lineal

z=adz+v; i=1,..,n (12)
con las mismas condiciones que el modelo (1). Tan s6lo se impondra aqui una
hipétesis distribucional que afecta a los errores v;. Se asumira que su densidad
f > 0 es simétrica, unimodal en cero y con varianza finita. En esta situacion, la
esperanza de los errores es cero y, sin pérdida de generalidad, puede aceptarse que
tienen varianza uno.

Las variables dependientes se' asumira que pueden ser agrupadas o no
agrupadas, existiendo diferentes particiones en intervalos de clasificacion en el
caso de ser agrupadas. Se asumira, en este sentido, la misma notacién usada en la
seccién 2.2, en lo que afecta tanto a los conjuntos de indices I, 9, I"9 como a los
intervalos de agrupacion de los datos dentro de cada fuente:

-0 =¢j0 <Gl < .o < CGpy = O0.

Asi mismo, se asumira que X'X es una matriz de rango completo, donde X* =
(z1, ..., Ty). Para la estimacion del vector a en el modelo (12), se sugiere emplear
un procedimiento recursivo similar al MD del capitulo anterior. La unica diferencia
entre ambos afectaré a las correcciones o imputaciones de los valores censurados.
Las correcciones en media condicionada se sustituiran por correcciones en moda
condicionada, mucho mas simple que aquéllas ante las condiciones de forma
impuestas sobre la densidad subyacente a los errores.

Formalmente, el proceso iterativo secundario, fijada la muestra de tamafio n,
es el siguiente:

INICIALIZACION: Fijese una estimaci6n vectorial inicial arbitraria ag.

ITERACION: Asumiendo que la estimacién actual conocida es ay, la siguiente

estimacion esta definida por:

apr1 = (X'X) 7 X*y(ap)
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donde paracadaz € I

vi(ap) = =z, siie I

t ¢ ¢ .
= a,%+ 'y(—apwi + Cjr, —apTi + Cirt1), St € Ij, 2z € (¢, Cjirt1] -

En la Gltima expresién , la funcién «y se define para parejas (¢, w), siendo t < w,
mediante
v(t,w) = Moda (vlv € (t,w)).
Como se indicé en el capitulo anterior si w = oo se entendera que el intervalo
es de la forma (¢, 00). En lo sucesivo llamaremos a este procedimiento algoritmo
MdD.
Supuesto t, w fijos, denotando por §(8) = (B + t,8 + w), la expresion

explicita de esta funcién § con el tipo de errores fijado es clara:

B+w si B < —w
§(B) = 0 si. —w<f< -t
B+t si 8> —t.

Se observa, pues, que §(3) es una funcién no decreciente, al igual que 3 — §(5).
Ambas funciones son, ademas, independientes de la distribucion unimodal en cero

asumida para el término de error v .
3.3 Un primer resultado de convergencia

Veamos, en primer lugar, que cualquier sucesion a, generada por el proceso
secundario del algoritmo MdD converge a un punto que es independiente de la
estimacion inicial ag que se proponga.

, t n — t > .
Teorema 3.1 Asiimase que (X'X)™ = Y ,cin0 TiT: es una matriz definida
positiva.  Para cualquier vector inicial ag, la sucesion ap generada por el
algoritmo MdD converge a un vector a* que satisface la ecuacion implicita

a* = (XtX)7! Xty(a"). (13)

Adicionalmente, el punto a* es la unica solucion de la anterior ecuacion.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que, una vez que se dispone de una
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realizacién del experimento, cada dato tiene asignado un intervalo fijo de
clasificacion y siguiendo el argumento de demostracién utilizado en el teorema
2.1, se puede afirmar que la ecuacion

a= (XtX)"1 X'y(a), aeR™
tiene una Gnica solucién, en un cierto punto a*.

El punto limite de cualquier sucesion determinista {a,} generada por el
algoritmo debe verificar la expresion (13). Solo resta probar que siempre existe el
limite de esa sucesion generada por el método MdD. Para ello, escribase

Gp+1 —0dp = (X*X) 7 X" (y(ap) — y(ap-1)) -
Utilizando la forma de la funcién §(8) asociada a las correcciones en moda
empleadas, se puede escribir, equivalentemente, como
app1 — ap = (X'X)71XY (1 - M(”)) X (ap — ap-1)

donde M®) = diag (mﬁ”)> y0 < m,(”) < 1. De esta expresion, siguiendo
nuevamente la demostracién del teorema 2.1, se puede concluir que

|0t - e s 7| (XX @ -apn)]| 0
para un valor 7 € (0,1). En consecuencia,

|3 @pss = ap)| < 7| (X203 (@ - a0)| -

Se sigue, paracadar > 1,

IN

H(XtX)%(apM—ap)H H(Xt)()é (a1 -ao)”i,,—p-e-i
i=1

IN

o0
H(sz)% (a1 — ao)” S,
i=1

cuyo ultimo término converge hacia cero cuando p — oo. Esto implica que la
sucesién {a,} es de Cauchy, convergiendo, pues, al vector a*. La desigualdad

(14) indica que la tasa de convergencia de cada sucesién secundaria a,, es, cuanto
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menos, lineal.O]

Se propone al punto a*, limite Unico de cualquier sucesion generada por el
proceso secundario del algoritmo MdD, como estimacion del vector a del modelo
(12) atamaiio muestral fijo. El vector a* se puede ver como un estimador de Huber,
igual que ocurria con el algoritmo MD, por ser solucién de la ecuacion implicita
(13). Esto permitira demostrar las propiedades de convergencia asintdtica (en el

proceso primario de iteracién) que se probaran a continuacion.
3.4 Resultados de convergencia estocastica

Como en el capitulo anterior, denotemos a* = a,, para hacer explicita la
dependencia del estimador del tamafio muestral n. Se investigara en esta seccion la
convergenciay las propiedades estocésticas de a,, cuandon — 0o. Se comprobara
que, pese a la simplificacion que supone emplear correcciones en moda, a,
continfa siendo un estimador consistente de a asintéticamente distribuido como
una normal. Obsérvese, pues, que sus propiedades son equiparables con las de
los estimadores de maxima verosimilitud del modelo censurado (obtenidos, por
ejemplo, via el algoritmo EM) e, incluso, con las de los estimadores derivados del
algoritmo MD con correcciones en media.

Recordemos que a denota el verdadero valor del parametro de regresion a
estimar en el modelo (12). Obsérvese que paracadaj =1,...,syr =0,...,7;—1,
6;-(B) = (B + ¢jr, B+ cjrt+1) es continuamente diferenciable, salvo en —c;
y en —c;jr+1. Asumamos en lo sucesivo que ¢;, # a'z;, paracada jy r. Esta
condicion no supone en la practica gran restriccion. Por ejemplo, si se supone
que la distribucion subyacente de las ;s es continua, al ser el conjunto de puntos
extremos c; - finito, la condicion se cumplira con probabilidad uno.

La primera propiedad que se probara para el estimador a,, es la de consistencia,

es decir, la convergencia en probabilidad de a, al verdadero valor a. De hecho,
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3. Algoritmo MdD de estimacion en modelos lineales con datos agrupados y correcciones modales

como en el algoritmo MD, puede garantizarse, incluso, la convergencia mas

restrictiva en media cuadréatica.

Teorema 3.2 Si (X'X)™ es definida positiva y existe un valor real p > 1 para
el cual se cumplen las dos condiciones técnicas siguientes

ir&f A =A>0, (15)
max [|zi]|* = O(n?™Y), (16)
i<n
donde M\ denota el minimo autovalor de la matriz n=P(X'X)™, entonces

L . . . , .
an 32 a, es decir a, es un estimador consistente de a. Ademds, la sucesion
L
nz (a, — E(ay)) es acotada en L.

OBSERVACIONES: Las hip6tesis (15) y (16) implican que
n
0<A< A\ < n—p; ||| < n*=° max [EA T

1

n " : s
— — —£ -
Wl < |3l < nof (7 e
i=1 i=1 -

En consecuencia, las siguientes dos condiciones también se cumplen

> lzl?=0@), (17)
i=1

n'pillxiﬂ =O(n_§) . (18)
DEMOSTRACION DEL TEORE?;;{A: Para cada i € N, definamos las funciones
indicadoras 6;0 (= 1sii € I")ym, (= 1sii € I; y 2z € (¢jn-1,C5n)),
J=1,..,8syh=1,..,7;
Obsérvese que y(a) puede escribirse en la forma

y(a) = Xa +e¢,

donde las componentes de € = (e1, ..., €,)" son independientes y definidas como

S T
gi = iovi + Z Zni’j,,ﬁ (—a'z; + cjpo1, —a'zi + cjp) -
j=1 h=1
Sea F' la funcién de distribucion de probabilidad de los errores v. Esta claro

41



Sobre Aproximaciones Estocasticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informacion parcial

que g; = v; sit € I™ y, por el contrario, si i € 19
& = (—a'z; + cjp-1, —a'z; +¢;p) con probabilidad 7;g; x
(paraj =1,...,s, h =1,...,7;), donde
gjip=F (—a‘zi+cjp) — F (—a'z; + cjp-1) -

Notese, en primer lugar, que las esperanzas

8 T

E(e) = z Z miq5nY (—at:ci + Cjh~1, —alz; + Cj,h)
Jj=1h=1

estan acotadas, es decir, |E(e;)| < H < 00, Vi € N. En efecto, esto ocurre puesto
que la funcién
s T
g9(2) = > ) ;i [F(z+cjp) = F (2 +¢cjn-1)] 7 (2 + Cip-1,2 + jh)

j=1h=1
es continua y g(z) — 0 cuando |z| — oco. Igualmente, esta claro que también las

varianzas estan acotadas, es decir, V' (g;) < H < oo, paracadai € N.
Al igual que se hizo al probar el teorema anterior, escribase
y(an) —y(a) = (I - M*) X(an —a),
donde la matriz aleatoria M* est4 asociada a (an, a) de lamisma manera que M (p)
lo est4 a la pareja (ap,ap—1) en la demostracion del teorema 3.1. Todos los an,
cumplen (13), de donde
Xte = X'M*X(an — a).
A partir de (16), se obtiene que el minimo autovalor de X tM*X no puede ser
inferior a n? )\, > nP\ > 0, por lo cual puede escribirse
an —a = (XIM*X) 1 X,
Asi pues,

) |
Ellan — oll® < A2 %m Y |1zl | ECeie)] el -
ik
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Combinando (18) junto con que |E(eiex)| = |E(es)| |E(ex)| < max {H? H},

se concluye directamente que

i=1

2
Ella, — a”2 < A 2mmax {H2, 1} n=2% [Zn: Hm,ll] =0 (n—”) . (19)
Finalmente, obsérvese que
an — E(an) = (X'M* X)) X' (e - E(e)) (20)
y repitase un argumento similar al de antes (teniendo en cuenta que

|E (ei — E (€:)) (ex — E(ex))| = |E(ei = E(e:))| |[E(ex—E(ex))] = 0y
utilizando la propiedad (17)) para poder escribir

.2 < nPA" " %m i H:r:,“2 V (&)

i=1

E Hn‘ (an — Ean))

IN

n :
X2mHn Y " |lzif* < T < oo,
i=1

concluyendo asi la demostracion.(J

Observemos que las condiciones de este teorema difieren de las impuestas
para el algoritmo MD fundamentalmente en la no acotacién de las variables
independientes a medida que el tamaifio de la muestra aumenta. En todo caso, esta
hipotesis es plausible en situaciones practicas en las que, por ejemplo, interviene
el tiempo como variable del modelo, o alguna variable acumulativa.

A continuacién se formulara un teorema central que refleja la ley de
probabilidad limite del estimador propuesto a,. La convergencia a una
distribucion normal del proceso primario del algoritmo modal MdD contintia

cumpliéndose, en semejanza con los resultados obtenidos para el algoritmo mas

complejo MD. El resultado es el siguiente:
Teorema 3.3 Bajo las mismas hipotesis del teorema anterior la sucesion
nz(a, — E(a,)) converge en distribucién

nt(an - B(an) 2 N(0,A)
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para alguna matriz de covarianzas A. Asi pues, supuesto n suficientemente
grande, la distribucion de a,, — a puede ser aproximada mediante

(an — a) = N(0,n"PA).

DEMOSTRACION:  Definase la matriz M = diag(m;) donde m; =
E%(Sj,r(ﬁ)lﬁ=_atz‘., sii € Iiyz € (GrCryl, ym = 1, sii €
I™. Observemos que, al contrario de lo que ocurre en el teorema 2.3,
%(%‘;T(,B)Ig:_azzi toma los valores 0 6 1, y que, por hipétesis, existe para todo
i€ I9.

Aceptemos que se cumplen los posteriores lema 3.4 y lema 3.5, cuya
demostracién se pospone para no desviar la atencioén sobre cuestiones adyacentes.

Se puede escribir a partir de los lemas citados
n~ X E(M)X (an — E(an)) = n 2 X*M*X (an — E(an)) + ¢n,
con ¢, £ 0. De la misma forma que se vio en el teorema 2.3, la matriz simétrica
n~PX'E(M)X,y su limite, si existe, son no singulares. A partir de la expresion
(20), se tiene que
n~E X E(M)X (an — E(an)) = 0”5 X"(e — E(€)) + Cn-
Se sigue que
n% (an — Ean)) = nf (X*E(M)X) ™" X4 (e — E(€)) + (s

< AUl B 0. Esto

siendo [l = |[n” (X*E(M)X) ¢,

implica que la distribucién asinttica del vector ns(an — E(as)) y la de

na (XtE(M)X)_1 Xt (e — E(¢)) tienen que coincidir. La j-ésima componente

del Gltimo vector aleatorio es

[n% (x*BO0)X) ™ Xt (e - Be))], = n~* Sz (e~ Bed)
i=1

con f; denotando la j-ésima fila de (n=?X'E(M)X )—1. Operando de forma

analoga a como se hizo en la ultima parte del teorema 2.3 y utilizando (16) y (17),
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3. Algoritmo MdD de estimacion en modelos lincales con datos agrupados y correcciones modales

se puede llegar a que

moxc V' (n™4 fz: (e = B(ei))) < A\~ (maxJaif®) = O(n™")

i<n

}: v (n £ £ (e — E(e,))) < AP Z Izl = O(1).
i=]
Esto mdlca que las condiciones del teorema central del limite de Lindeberg-Feller

se cumplen, completandose asi la demostracién.C)

Lema 3.4 Se verifica la siguiente convergencia en media de orden uno

n~EXH(M - B(M))X (an — E(an)) 3 0,

siendo M la matriz cuya definicion figura al principio de la demostracion del
teorema 3.3.

DEMOSTRACION: Denétese en corto la matriz (p;x) = n X" (M — E(M))X

. . L
Por el teorema 3.2, sera suficiente con demostrar que p,. — 0, puesto que por la
que p; P que p

y obsérvese que

n (an — E(an))

l < i |pjil

“n“fx‘(M — E(M))X(an — E(an))

desigualdad de Holder

Z Ipjkl l ( < (Z lpjel | E

de donde se concluiria, por el teorema 3.2, que la parte derecha de la desigualdad

2
ne (an E(ay)) ng(an - E(an))”

converge a cero. Paratodo j, k € {1,...,m}

n
pik =n"" Y iz (mi — E(my)) .
=1
Finalmente, recordando que 0 < m; < 1y también la independencia de las m;,

puede concluirse, a partir de (16) y (17), que

E(pj) = ”’qummEm - B(my) <n7% Y |l

i=1

45



Sobre Aproximaciones Estocasticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informaci6n parcial

n
< n % max|lzi|® ) Jall* = 0 (n71),
sn i1

lo cual implica que pjx LoD

Lema 3.5 Se produce la siguiente convergencia en probabilidad
n~$ Xt (M* — M) X(an — E(an)) 5 0,
n—00

siendo M y M* las matrices que figuran respectivamente en las demostraciones
de los teoremas 3.3y 3.2.

DEMOSTRACION: Notese que, a partir de las hipotesis de diferenciabilidad
establecidas al principio de la seccion y también a partir de que a, Ll a, sucede
que m; — m} £ 0. Definase la matriz (rjx) =n"PX"(M* — M)X y escribase

2 m
2
| S {2k l

gk

2
n%(an — E(an))”

Hn'th(M* — M)X(an — E(axs))

donde

n
el < 1™ ma st 3 b — .
- i=1

. . P T
Puesto que todas las m; —m} estan acotadas, se sigue que ;, — 0, lo cual implica,

utilizando el teorema 3.2, el limite en probabilidad que formula el teorema.
3.5 Estimacion de la matriz de covarianzas asintéotica

En esta seccidn se dara una estimacion, calculable a partir de la informacion de
que se dispone en cada momento, de la matriz de covarianzas asintética A, que
figuras en el teorema 3.3. Esta estimacion sera util para confeccionar intervalos
de confianza para el pardmetro a, o para realizar contrastes de hipétesis sobre su
valor.

Considérese el siguiente vector funcional de error e(a) = (€1(a), --- en(a)),
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3. Algoritmo MdD de estimaci6én en modelos lineales con datos agrupados y correcciones modales

dependiente del valor del vector a € R™, donde
s Tj

ei(a) = 51',01/1' + Z Zni,j,h'y (—ata:i + Cjh-1, —Ott:L‘z' + Cj,h) R
J=1h=1
siendo -y la funcidn de correccién en moda condicionada utilizada a lo largo de todo

este capitulo. El vector € definido en el curso de la demostracién del teorema 3.2
coincide con e(a). Sea Z(e) la matriz de covarianzas de € y asimase la existencia

de los siguiente dos limites:
® =1lim®, = limn""X'S(e) X 21)
n n
W =1limW, = limn?X*E(M)X. (22)
n n
Es facil darse cuenta de que A = W™1®W~!, Definase la matriz n x n
dada por M,, = diag (mz(")) donde mz(") — E%éj,r(ﬁ) |g=—atz,» SiT € Ijy
2 € (¢jr Cirt1)s ¥ m§“) = 1,sii € I, Cuando la Gltima derivada no
exista, considérese que ml(-") es un valor arbitrario. Puesto que a, £ a, también
mz(n) —m; Ll 0, bajo las hipdtesis hechas al principio de la seccién 3.4.
Para concluir, denétese ©, = n ?X'M, X y II, = n~?X'E(e(an))X. Con
todos los anteriores elementos se llega a la siguiente estimacién consistente de A.

Teorema 3.6 Bajo las hipdtesis del teorema 3.3 y asumiendo las condiciones
limite (21) y (22), las matrices ©;;'11,0;1 estiman consistentemente la matriz
de covarianzas asintdtica A.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar los siguientes limites en probabilidad

1©n — Wall 50

I, — @4 5 0.
Ambas convergencias se prueban mediante un razonamiento similar al utilizado
en la demostracion del teorema 2.4.0
En definitiva, se puede decir que, supuesto que n sea suficientemente grande,

la distribucion de a,, es aproximadamente N (a, n~PO; 11,0, 1), distribucion
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atil, segan se indicd, para hacer inferencias sobre el parametro.

Notas y comentarios

e Se han realizado distintas simulaciones con correcciones en moda, si bien su
presentacion sera pospuesta hasta el final del capitulo 5, con el fin de mostrar,

ademas, distintas comparaciones con otros procedimientos de correccion

alternativos.

e En relacién con las condiciones de no acotacién para las variables
independientes del teorema 3.1, es de resaltar que se podrian imponer
condiciones de aleatorizacion sobre los intervalos de agrupacion para relajar
la no acotacidn citada. Véase al respecto las secciones 58 y 5.9. La
misma condicion de aleatorizacion podria conducir, adicionalmente, a que se

mantuviera la igualdad E (g;) = 0, la cual, como se ha visto, se pierde a

consecuencia de las correcciones modales aqui empleadas.
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4. Algoritmos de una iteracion basados en
correcciones en media

4.1 Introduccion. Procesos de una iteracion

Los métodos iterativos MD y MdD (de dos iteraciones) presentados en la Parte I de
esta memoria estan concebidos en la misma linea que los estimadores usuales. Su
novedad estriba en la concepcidn del proceso secundario, si bien las propiedades
asintoticas de los estimadores resultantes se establecen siguiendo un esquema
ortodoxo. Por ejemplo, los estimadores (usuales) maximo verosimiles pueden
identificarse como algoritmos de iteracion doble, en la mayoria de las situaciones
reales donde se aplican. La iteracion secundaria reflejaria el proceso secuencial
por el que se ha optado para obtener el 6ptimo de la verosimilitud a tamaiio de
muestra dado, cuando dicho 6ptimo no admita expresion cerrada. Desde luego,
esta Gltima situacion es habitual en la mayoria de los casos practicos, cuando
existen datos incompletos o censurados como los tratados en esta memoria. Por
su parte, el proceso primario consistiria en hacer crecer el tamafio muestral n,
buscando algin tipo de convergencia estocastica (por general, en ley), cuando
n — oo.

En el mejor de los casos, los estimadores usuales presentan propiedades
similares a las que han sido demostradas para los algoritmos MD y MdD
antes citados. Por ejemplo, en el caso de los estimadores maximo verosimiles,

la propiedad de trayectorias unicas (independientes de los puntos de arranque
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elegidos del proceso secundario en cada etapa primaria) solo estd garantizada
si la sucesion funcional de verosimilitudes cumple, por ejemplo, condiciones
de concavidad y 6ptimo unico, término a término. De no ser asi, los procesos
iterativos secundarios (obtenidos mediante algoritmos usuales, e. g., Newton-
Raphson, EM, etc.) sélo garantizan convergencia a puntos criticos de las
verosimilitudes, dependiendo del punto de arranque que se haya elegido. Los
citados algoritmos secundarios pueden, incluso, ciclar, algo que nunca ocurre con
los métodos MD y MdD presentados en los capitulos precedentes.

Todos los procesos iterativos con anidamiento secundario presentan desde un

punto de vista practico varios inconvenientes. Entre ellos:

1. Los procesos secundarios nunca se pueden prolongar infinitamente. Ello obliga
a imponer una condicién de parada que habitualmente se establece mediante
la existencia de un umbral £ > 0 (por ejemplo, ¢ = 1078 6 ¢ = 1073) de
modo que se termina el proceso si la distancia entre dos términos sucesivos
de la sucesion generada, digamos d (ap—1, ap), no sobrepasa el citado umbral.
Es evidente que este criterio de parada no garantiza un nivel de aproximacion
al punto buscado, digamos a, por debajo del umbral antes citado, puesto que
ello implicaria que d (ap,a) < €. En resumen, la condicién de parada sélo
se justifica en términos pragmaticos (operativamente hablando) pudiendo ser
arbitraria en ciertos casos. Ahora bien, puesto que los resultados asintéticos del
proceso primario son validos exclusivamente para la sucesion de puntos limite
exactos del proceso secundario, se sigue que pueden existir discrepancias claras
por esta via a nivel practico.

2. En sentido estricto, aun obviando la limitacion anterior, el proceso de iteracion
primario se deberia ejecutar en la misma linea. Asi, cuando se utilizan
estimadores maximo varosimiles (al igual que ocurre si se usaran los métodos

MD y/o MdD), uno deberia tener elementos muestrales de holgura para
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4, Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

contrastar (jcuanto menos!) una cierta regla de parada. ;Por qué no se hace asi?
Por un lado, porque habria que establecer dicha regla frente a convergencias
estocasticas (;cual?). En segundo lugar, porque el proceso secundario no
tiene memoria al iterar en el primario. Obsérvese: cuando se afiade un
nuevo elemento muestral, el nuevo dptimo de la verosimilitud ampliada no es
calculable a partir del anterior. En consecuencia, los calculos deben repetirse
desde el principio, con el consiguiente deterioro en tiempo de célculo que esto
supone. El resultado final es que, por lo general, no se itera en el proceso
primario, asumiéndose que , para un tamafio de muestra dado, uno se encuentra

proximo al infinito que exige el resultado asintdtico. ;Por qué?

Una posibilidad para atajar este problema descansa en sustituir la doble
iteracidn por una sola, de la misma forma que, existiendo un limite doble dmm —
a, uno intenta obtenerlo a través de un camino, digamos m = n o, en general,
m = m(n). Esta es la idea matriz que subyace en los planteamientos llevados
a cabo por la via de las redes neuronales (véase WHITE (1992) y HAYKIN
(1994), por ejemplo) y por las aproximaciones estocasticas tipo Kushner (véase
KUSHNER Y YIN (1997), WASAN (1969) y BENVENISTE, METIVIER Y
PRIOURET (1990), entre otros). En el contexto de estimacion recursiva con datos
incompletos o censurados, como se trata en esta memoria, no existen antecedentes.
Los capitulos 4 y 5 que constituyen la Parte II de este trabajo, exploran distintas
variantes de esta via inédita de itclaracién Gnica. En este sentido, el actual capitulo 4
prolonga el 2, considerando exclusivamente correcciones en media. Por su parte,

el capitulo 5 constituye una similar extension del 3.
4.2 Formalizacion del modelo

Como se seifial6 en la introduccion, en este capitulo se presentan y analizan

distintas variantes de una iteracion para el proceso iterativo de estimacion MD
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introducido en el capitulo 2. Como viene siendo habitual, se centrara la atencion

sobre el modelo lineal
z=azi+vi, i=1,...n (23)

donde tanto el parametro a, que tiene que ser estimado, como las variables
independientes z; son m-dimensionales, y los errores v; son independientes, con
media cero y varianza finita. Supondremos que v; son variables aleatorias con
recorrido toda la recta real, o al menos un conjunto denso de ella. Sin pérdida
de generalidad se supondra que los errores tienen varianza uno. De nuevo, se
asumird que la informacidon que se conoce de la muestra obtenida es parcial,
pudiendo algunos datos 2; ser agrupados con criterios dispares. Se mantendra
la notacién empleada en la seccion 2.2. El conjunto de observaciones hasta la
etapan, I, = {1,...,n}, se dividird en I} y en I5,Y, conteniendo respectivamente
aquellos i’s cuyos valores muestrales 2; han sido agrupados y no lo han sido. Por
otra parte, denotaremos por I3 = ITU...UI? los diferentes criterios de agrupacion.
Para cada i € I3}, se asumird que solamente se conoce el criterio de clasificacién
y el intervalo que contiene a 2;. Por el contrario si, 7 € I, se observa el valor
exacto z;. Obsérvese que I C I;H'l y Iz* C I}{,, y lamemos I; = limy, I},
I9 =lim, I} y I'9 = lim,, I,’.

Finalmente, de aqui en adelante se asumird, siempre que sea necesario, que
X'X es una matriz de rango completo, donde X* = (zy,...,z,). Esta altima
condicién no sera necesaria, por ejemplo, para el algoritmo que se propone en la
seccion 4.6.

A lo largo del capitulo se sugiere buscar una estimacion de a, en el modelo
(23), mediante una serie de procedimientos recursivos de una iteracion basados
en correcciones en esperanzas condicionadas. De esta forma, se intenta atajar la
problemaética innata de los métodos en dos iteraciones citada en la introduccién. La

doble iteracion propia del MD se evitara sustituyendo las infinitas iteraciones del
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4. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

proceso secundario por una sola. Se probara que este método sigue manteniendo
buenas propiedades asintéticas de convergencia. De hecho se probard la
convergencia en media de orden uno, asi como un teorema central similar al que
se obtuvo para el procedimiento MD puro.

La simplificacion puede llevarse aun maés lejos. Obsérvese que, en el algoritmo
propuesto en la seccidén 2.2, el paso principal de actualizaciéon del proceso
secundario corresponde a

ap+1 = (XtX)"1 X'y (ap) -
Es decir, en cada iteracion del proceso primario es necesario calcular la inversa
de la matriz Xt X, y esto puede resultar costoso, sobre todo si m es grande. En la
seccion 4.5 se tratara de evitar ese calculo, sustituyendo simplemente la matriz por
una tamafio de paso real y positivo, que se elegira adecuadamente. Esta idea es la
que subyace en las técnicas de aproximaciones estocésticas del tipo de KUSHNER
Y YIN (1997).

Por altimo, en la secci6n 4.6 se desarrolla un tercer algoritmo que simplifica
ain mas el anterior. Obsérvese que el vector y (a) es de tamaiio n, involucrando
todos los valores muestrales hasta esa etapa. En esta seccion se trata de utilizar
exclusivamente la informacion que aporta el ultimo valor muestral obtenido, de
nuevo en la linea de las técnicas de aproximaciones estocasticas. Son claras las
ventajas computacionales de este método, puesto que en cada iteracion sélo se
necesita computar un producto con un total de m factores.

Pese a las enormes simplificaciones citadas, tanto en la secciéon 4.5 como
en la 4.6 se continla garantizando consistencia de las estimaciones, habiéndose

probado, ademas, la convergencia en media de orden uno.

4.3 Un primer algoritmo de una iteracion. Algoritmo
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MD de una iteracion

Como se ha indicado, este primer método constituye una variante de iteracién
inica del método MD desarrollado en el capitulo 2. Del proceso secundario se
ejecuta una sola iteracion, utilizindose su salida como punto inicial en la etapa
primaria siguiente a la actual.

Formalmente, el nuevo método iterativo es el siguiente:

INICIALIZACION: Toémese un vector inicial a; arbitrario.

ITERACION: Si ar, es laestimacion en la etapa primaria n del verdadero vector

a, la nueva estimacion para la etapa n + 1 sera
-1
On+1 = (XtX) Xty(an),

donde Xt = (=1, ...,Zn) €s una matriz de tamafio m x n, y el vector y(a,) =

(y1(@n), ..., yn(as))" tiene por componentes

vilan) = =z, siteI™

t t t ..
= a,T;i + 7(_anmi + Cjry —QpTi + cj,T+1)a s11 € IJ" Z; € (CJ',T’ c:i,T+1] .

Obsérvese que en sentido estricto se deberia escribir X = X, para hacer explicita
la dependencia de X del tamaiio muestral n, si bien suprimiremos el subindice
de aqui en adelante. Paracadaj = 1,...,syr = 0,1,...,7; — 1, la funcién
y(—abz; + Cjrs —alz; + Cjr+1) S€ corresponde con una correccion en esperanza
condicionada, es decir, coincide con el valor esperado del error v, condicionado
a que el pardmetro coincide con su actual estimacion a,, y a que v; pertenece al
intervalo correspondiente, cuyos extremos figuran como argumentos de la funcién

7. En concreto, si llamamos 8 (8) = ¥(B + ¢, B + cjr+1) se tendra que
bjr (B) = E(v|v € (B + cjr, B+ cjrt1]) -

El algoritmo propuesto se denotara de aqui en adelante, pese a la inconsistencia

del término, algoritmo MD de una iteracion. Obsérvese al respecto que la D se
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4. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en media

introdujo para referirse a la doble iteracion que esta implicita en el MD puro.
El nombre MU seria mas correcto para nombrar esta variante simplificadora (de
iteracion Unica) contemplada en este capitulo. Pese a ello, se ha preferido hacer
explicito con el nombre elegido que procede del MD.

Astimase en lo sucesivo la condicion técnica
8;r (B) y B — 65 (B) son no decrecientes (Conpicion C1)

cualquiera que sean j = 1,...,s yr = 0,1,...,,7; — 1. Esta condici6n restringe
en la practica la clase de distribuciones de error v a las que se puede aplicar el
método propuesto de estimacion, en el sentido de poder asegurar la convergencia.
En cualquier caso, una buena parte de las distribuciones usuales cumplen esta
condicién segun se indicé en la seccion 2.2.

El principal resultado de convergencia del método MD de una iteracion
se enuncia a continuaciéon. Se asumen unas ciertas condiciones que afectan
solamente a los valores x; de las variables independientes, llegandose a asegurar
la convergencia en media de orden uno y, en consecuencia, la convergencia en
probabilidad. Recordemos que con el método MD puro de dos iteraciones se
obtiene, al menos, convergencia en media de orden dos. En cualquier caso, €l coste
de una iteracion con este nuevo método es minimo, manteniédose igualmente la
consistencia.

Teorema 4.1 Aceptemos que (X' X )" =3, jno 23wl y (X' X)9 = 3,0 T3]
son matrices definidas positivas para cadan € N, y que, ademds, se cumplen las
siguientes condiciones

iréf An=A>0,

|lz:|| < K < 400,  paracadai € N,
donde M), denota el minimo autovalor de la matriz n=(X*X)™9 . En estas

.. L . . .
condzczones, Qn =3 a ), en consecuencia, an e€s un estimador consistente de a.

OBSERVACION: La matriz n™}(X®X)? es cuadrada de orden m, simétrica y

definida positiva. De hecho, su maximo autovalor coincide con su traza. Si
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ponemos, por otra parte,

n~HXIX) =n"t Z Tzt
i€l
se obtiene claramente que la traza de esa matriz coincide con
-1 2
Y .
i€l
Denotando por 6, el méximo autovalor de la matrizn = (X*X)9, se tendré, a partir
de la segunda hipétesis del teorema, que
bp=n"1 Z llz:||* < K? < oo.
iel}
En definitiva, para la demostracion posterior, escribase

supd, = M < oo.
n
DEMOSTRACION DEL TEOREMA:  Definanse las siguientes funciones
indicatrices: &;0 = 1sii € I, n;;, =1sii € [ C yz € (Cjrs Cjr+1)s
dondei € N, j = 1,..,syr = 0,1,...,7; — 1. Obsérvese que y(a) puede
escribirse como

y(a) = Xa + €(a),

donde las componentes de £(a) = (e1(a),...,en(a))’ son independientes y
definidas como
8 Tj—l
61;(0,) = 51"01/,‘ + Z Z 7’]1-’]-,7.6]'7 (—ata:,-) .
j=1r=0

Por analogia, se puede definir
e(an) = ylan) — Xanp.
Segun la definicion de la sucesion a,, se puede escribir
ant1 = (X*X) 7 Xty(an) = an + (XX) ™" X'e(an). (24)
Teniendo en cuenta el lema 4.3 posterior, sit € I; C I9y 2; € (¢jr, Cjr+1]

vi(an) —yi(a) = atz; —a‘w; + Ojr (—aﬁl:vi) —bjr (—atmi)
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= aiz; — 'z +mf (—abz; + a'm)
= (1-m}) (ahzi — d'z;).
Si, por el contrario, 7 € I™9
yi(an) — yi(a) = 0.
En definitiva, se puede concluir que
y(an) —y(a) = (I - M*) X(an — a),
donde M* = diag (m]), cumpliéndose que m; = 1,sii € I™,y 0 < m; < 1, si
1 € I9. La diferencia entre los errores en a, Y a quedaria
elay) —e(a) = —Xap+Xa+ (I -M")X(an—a)
= -M'X(a, —a).
Por consiguiente,
Qpy1 = Qp — (XtX)_1 X'M*X(an —a) + (XtX)_1 Xte(a),
o bien
ant1 —a = [I= (XX) ™ XM X] (an - a) + (X'X) 7 X'e(a).

Esta (ltima expresion es mejor escribirla, equivalentemente, en los siguientes
términos

ny1 —a = (X*X) 7 XH(I = M*) X(an —a) + (X'X) 7 Xe(a). (25)

Obsérvese que F (g;(a)) = 0. Para verlo recuérdese que

E(lv € 4) = %(A) /AmdF(x),

donde F' es la funcidn de distribucion asociada al error . En consecuencia, se

puede poner

E(ei(a)) = moE (vi)
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L] ri—1
+ ) 7 Z Pr (I/i € (—ata:i + Cjr, —atz; + cj,r]) 8jr (—atz:i)
ij=1 r=0
8 ‘I‘j—l
= 7TOE (Vi) + Ty Z / xdFy‘(.’L')
j=1  r=0 J(—a'Titcjr,—atTite; ]

= 7r0E(Vi)+Z7rj/zdF,,‘.(:z)
=1 'R

= moE (vi) + Zﬂ'jE (vi)
j=1

= E(v)=0,
sin mas que tener en cuenta que los errores v; son todos de media cero. Como
se puede ver, utilizar las correcciones en media condicionada produce errores
muestrales que tienen esperanza nula.
Calculando la norma euclidea de la expresion (25) y aplicando la desigualdad
triangular, resulta que
lans1 = all < pin llan — all + || (X°X) " X'e(a)|,
siendo p,, el mayor autovalor de la matriz definida positiva
(XtX) 7' Xt (I - M*) X.
Los autovalores de esta matriz coinciden con los de
(XtX)* (X1X) 7 XU (I = M*) X (X'X)~
= (X'X)7PXU(I- M*) X (X'X) 77,

N -

™ -

Resulta, pues, que se puede poner u,, de la siguiente forma
ax wtXt (I — M*) Xu Yiere(1 — miutziziu
flull=1 utXtXu utXtXu

Recordando que para cadai € If es0 < 1 —m} < 1,y que tanto ) ;e T;Z}

T lull=1

como X*!X son matrices definidas positivas, resulta que la Gltima expresion esta
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acotada superiormente por

Cieguman ( u' X' Xu )‘1

max ——ft-———— = 'max
full=1  wXtXu llull=1 ieqo WzThu
to by \
e gno WTTLU
= max <1 + -—————————2161" 7 - )
llul|=1 D icrs WTiTiu
-1
. t,.. it
Minyy=1 D _eme U TiTU
< |1+ P .
MaXjy|j=1 ey UETU
Puesto que
min w'z;xty = min vt (XtX)ng =nA, >nA >0
llull=1 =, flull=1
i€l
y
max » ulzziu = max u* (X'X)?u =nb, <nM < oo,
lull=1 = Hull=1
iely
basta tomar
A\ !
T=|14—
para poder afirmar que
po ST <1

Asi pues, se concluye que
lons1 = all < 7llan = all + || (X:X) " X'e(a)|.
El minimo autovalor de la matriz definida positiva X*X es no inferior al minimo
autovalor de (X tx )ng , el cual coincide con n),. Observemos, por tanto, que si
Cn = H (XtX)"1 X‘E(a)”, se tiene que
E() < X2n72E|X'(a) ||2
= A2n72E [e(a) X X e(a)]

n

= An%E Zei(a)sj(a)xﬁzj
i,y=1

Finalmente, teniendo en cuenta primero que, por la independencia de las

observaciones y por la propiedad de la esperanza nula de los errores de
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observacion, se verifica

E (ei(a)ej(a)) = E (ei(a)) E (¢(a)) =0
y, utilizando después la hipdtesis de acotacion de las variables independientes z;,

resulta que

E () ZZE ei(a)?) lla:ll®

IA

IA

A2 2K? ZE (ei(a)?) .
i=1
Se puede también calcular la varianza de los errores de observacion. Esta
coincide con

E (ei(a)?) = moE (V?)

ri—1

+ Z?@ Z Pr 1/z € —alz; + (Cj’r,Cj,r.Q_]]) (6]',;1 (—at:c,-}[;g)
j=1 r==0

ri—1

moE (v +ZwJ Z / z*dF,, ()

atz;+c¢j,r,—atz;+c; )

= mE (v +Zw1 / z*dF,, (x)
= 7TOE +Z7TJ

= E(l/i) = Var (l/z') =

IA

La desigualdad que aparece arriba simplemente se deriva de la conocida propiedad

de las esperanzas condicionadas, valida para cualquier suceso A
E (v|4)? < E (VY)4).
Teniendo en cuenta la anterior acotacion de la varianza de los errores, se cumple

que

E(c2) <A *n7'K? — 0.

n—oo
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4. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

En definitiva, se tiene que
Ellan+: —all S TE|lan — all + E(cr)
donde 0 < 7 < 1y donde

dn = E(ca) < (B(&))? — 0.

n—oo
Iterando la desigualdad anterior n veces, resulta
n
Ellan+1 —all S T"Ellay —a|| + Y T 7'd;.

i=1

Finalmente, aplicando el lema 4.2 posterior, se puede concluir que
Ellan —a|| — 0,
n—o0
. P . .
con lo cual, también a,, — a y se termina la demostracion.(]

Lemad.2 Si0 < 7 < 1y {d;} es una sucesion de valores positivos, tal que
d; — O, entonces
1— 00
n

ZTn—idi - 0.

— n—00

=
DEMOSTRACION: Se sabe que Y20, 78 = 12~ = M < oo. Fijadoe > 0, se
puede encontrar ng tal que 0 < dp, < 357, para cada n > ng. Témese después

ny > ng verificando para cada n > n;

€
len—l + d27'n-—2 + ...+ dno_lTn_n°+1 < 5
Por consiguiente, para cadan > n;

n no—1 n
S = S Y
i=1 i=1 i=ng

no—1 c n
< T 4 —— Tt
-4 “ oM Z

i=1 i=ng

'no—l €

n—ijg 4 =

< Z T™"7'd; + 5 <eOd

=1
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Lema 4.3 La CoNDICION C1 asegura que cualquiera que sean j,vr € Ny
a,b € R, existe m* € [0,1] tal que

(5j1— (b) - 6_7'1' (a) =m* (b - a) .
DEMOSTRACION: Sia > b
a = 6jr(a) 2 b= &jr (b)
y asi
0 < 6jr(a) = é5r (b) < (a - 1),
con lo cual existira un valor m* € [0, 1], dependiente de a y b, tal que
(5_7'7- (a) - 5_7'7- (b) =m* (CL - b) .

Idénticamente, se llega a la misma conclusién si a < b.00
4.4 Resultado de convergencia en distribucion

Se enunciara a continuacién un teorema que demuestra que la estimacidn
propuesta por el procedimiento iterativo de estimacion MD en una sola etapa tiene

distribucién normal en el limite.

Teorema 4.4 Bajo las condiciones del teorema 4.1 existe una matriz de
covarianzas ¥ tal que

V7 (an ~ a) ngoo N(0,%).

DEMOSTRACION:  Llamemos X! = (z1,...,Z,) para hacer explicita
la dependencia de n. Definamos A; = (X,‘zXn)_IX,‘L (I-M*")X, y
A, = E(A4) = (X,‘,Xn)—1 Xt (I — E(M*))X,. Teniendo en cuenta la
expresion (25) de la demostracion del teorema anterior y llamando e"(a) =
(e1(a), ...,en(a)), de nuevo para notar su dependencia de n, se puede poner
Gny1—0 = Arn(an—a)+ (X,t,Xn)-1 Xte™(a)
= Ap(an—a)+ (X,‘IXn)_l Xte™(a)
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+ (45, — Ar) (an — a).
Probaremos que nz (A% — Ay) (an — a) % 0. En efecto, para ello, en primer
lugar, denotemos por pjx = n~ 'Y 1| zijzy (m} — E (m})) a la componente
4,k = 1,...,mdelamatrizcuadradan~' X,, (M* — E (M*)) X%. Como a, L,
resulta que

n
sl < K201y |mf — E(mf)| S 0.
=1

En segundo lugar, probaremos que ns (an — a)” esta acotado en L;. Para ello

recuérdese que se puede escribir

|

n
3 (Gng1 — a)” <nit"E|a —a| + ZT"_in%d,-,
i=1

— 1 .y . . , .
donde d, < M!Kn~: — 0. En la expresién anterior, el primer término
n—o0
1 r . -
converge a cero, n27"E|la; —al| — 0, y el segundo término esta acotado,
n-—o0
. l - — - — .
SR TVinad; < ATIKY R vt < ATIK(1-7) 1. En consecuencia,
queda demostrada la acotacion en L, citada.

Por Gltimo, observemos que

lo cual permite afirmar la convergencia a cero en probabilidad del primer término,

m
1
n? (an41 —a)“ Z Ipjxl

ns (A — Ap) (an — a)” <Al |
k=1

como se pretendia demostrar.

Queda probado, pues, que la distribucion asintética de né(an — a) coincide
con lade An(an — a) + (X5 Xy) ~! Xten(a). Iterando n veces se puede ver que,
ademas, coincide con la distribucion asintotica de

n n [n
Va4l —a)+va Y [T 4| (XiX:) 7 Xle'(a).
i=1 i=1 |j=i

Obsérvese ahora que cualquiera que sea el vector b € R™ y n € N resulta que
q q y q

[l Andll < 7[j8]l,
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siendo 7 = (1 — %)_1 < 1 el valor definido a lo largo de la demostracion del

teorema 4.1. Entonces

Al a0
=1

Directamente de esta propiedad se tiene que /n[[i-; Ai(a1 — a) A

< Vot o] — 0.
n—oo

0, resultando que la distribucion limite de /n(an+1 —a) coincide con la
de /3 0, [H;‘:i AJ-] (X!X;) 7! Xtei(a), que serd la que se estudiard a

continuacion. Este Gltimo término se puede escribir de la siguiente manera:

YT 45| (xix) ™ xteia) )
i=1 _]=i ]
= va Y |14 (xtx) ™S zken(a)
i=1 |j=i | k=1

= Ve ST 45| (xtx:) ™ zenla)-

k=1i=k |j=i

Llamemos > 1, [H;-’:i AJ-] (X-‘Xi)_1 = Ck. Se puede escribir la siguiente

1

cadena de desigualdades

n

Xn: HAj (Xin)_l Tk
i=k

IN

x|

j=i

IA

il ” (XitXi)_l -’Ek“

i=k '
n .

ZTn—z+1/\—1i—1 ”xk“

i=k

n
< A_lKZTn_i.{—li—l.
i=k

IA

La tercera desigualdad es consecuencia de que el minimo autovalor de X}X;

no puede ser inferior al minimo autovalor de (Xin)ng , el cual por hipdtesis

esta acotado inferiormente por Ai. A partir del lema 4.5 se puede concluir que
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2 -
[Craxl|” = O (n72).
Si fJ’Fn denota la fila j-ésima de la matriz C%, j = 1,...,m, la componente

j-€ésima de (27) sera .
VY fhare(a),
que tiene media cero y verifica, adgz-r;llés, que
Var (\/ﬁf fn-’ﬂkek(a)) = n (f fnxk)2 E (ex(a)?)
C’,’iavk”2 E (ex(a)?) .

IN

n I

Teniendo en cuenta que la varianza de los errores de observacion se acota por uno,

Var (ex(a)) = E (ex(a)?) < 1, se puede escribir
2

rlglsa;vlc Var (\/ﬁffna:ksk(a)> <A 72K%n (Zk 'r"‘i“z'"l) =0 (n_l)

2
n n
ZVar (\/ﬁffna:ksk(a)> < AT2Kn? (E 'r“‘i“i“l) =0(1).
k=1 i=k
Ambas expresiones implican la convergencia buscada de cada componente

NI ffnxkek (a) a una distribucion normal, y en consecuencia la
convergencia de la variable m-dimensional \/n (a, — a) a una normal de media

cero.(d

Lemad.5 Si0 <7 <1yk > 1, entonces existe un valor C < oo tal que para
todon € N

n
T<L nZT"_”'li'l <C.
i=k

DEMOSTRACION: Témese e > 0. Se cumple 1 < 2 < 14€(1 —7)si,y sélo
si, 7 > m’ifﬂ Por otra parte se puede tomar ng tal que para cada n > ng se

verifica

n277:=l(£_:£)r7"5 (1+E(1—7‘))€.
T
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En esta situacion se puede escribir
n

@) < Y eeomeitie 3 (2
- i=k

1=k ) 'i=£<‘: k
> ST
oo n
< Qte-Yr+ 3 mrnowE
=1 . z=1’<l:
Steaon
n2 —_n a1
< —+4e+ — iR T
1-7 1+e(l-1)
< +2 <C,
-T

concluyéndose la demostracion.(J
4.5 Un segundo algoritmo de una iteracion

La expresion (24) permite contemplar el método iterativo MD de una iteracion
como un tipo de aproximacion estocastica, en la cual la expresion de la estimacion
an+1 en la etapa n + 1 corresponde a la estimacion en la etapa » sumado un
factor aleatorio de busqueda que depende de €(a,,). Este factor £(a,) depende,
a su vez, de todas las observaciones hechas hasta la etapa n. Las aproximaciones
estocasticas corrigen la Gltima estimacién mediante una variable cuya esperanza
depende del valor a estimar multiplicada adecuadamente por un tamaiio de paso.
De esta forma, las aproximaciones estocasticas adoptan la forma de ecuaciones en
diferencias estocasticas. En nuestro caso, el problema estriba en que la estimacion
es multidimensional, con lo cual los tamafios de paso necesario podrian variar
en cada componente. De todas formas, el problema podra reducirse a uno de
tipo unidimensional al tomar normas. En todo caso, las técnicas de demostracién
clasicas de WASAN (1969) y las més novedosas de KUSHNER Y YIN (1997),
podrian ser de utilidad en nuestro caso.

En concreto, las aproximaciones estocésticas permiten concebir una variante
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del algoritmo antes visto, en la cual se sustituya la inversién de la matriz (X tx ),
distinta para cada paso n, por unos valores positivos ay, que llamaremos tamafio
de paso. El método iterativo propuesto se puede escribir formalmente como sigue:
INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario (el cual podria
comenzar con k datos en lugar de uno solo).
ITERACION: Si a,, es la estimacion en la etapa n del verdadero vector a, la

estimacion para la etapa n + 1 se actualiza mediante la expresion
t
Une1 = Gp + anX'e(an),

donde £(an) = (e1(an), ..., en(an))" y cada componente coincide con g;(as) =
y; (ay) — at,z;. El valor de y; (an) ya fue establecido en la seccién 4.3, y se basa
en las esperanzas de los errores condicionadas tanto a los intervalos de agrupacion
como a la asuncion de que el verdadero valor del parametro es a,.

Para poder asegurar la convergencia de las estimaciones a, al verdadero valor
a del modelo lineal se deberan elegir adecuadamente los tamaiios de paso o, En
todo caso, si la eleccion de au, €s sencilla el ahorro de tiempo al utilizar este método
frente al método que utiliza la inversion de XX es sustancial (ver al respecto las
simulaciones presentadas al final de este capitulo). Obsérvese que este algoritmo
de estimacion (aun mas simplificado que el anterior) continta siendo de una sola
iteracion, con todas las ventajas ya expuestas al principio del capitulo. El siguiente

lema hace referencia a la seleccion de los tamaiios de paso.

Lema 4.6 Tdmese una sucesion de pasos positivos {ay}, de tal forma que
anpn — 0, Y apn = oo, Zanni < 00y ap max v, < 1, siendo vy, el mdximo
autovalor de la matriz X' X. Supdngase ademds que inf A, = A > 0, siendo
An el minimo autovalor de la matriz n™ (X*X )"g . Sea la matriz de tamario n,
M* = diag (m}) definida de forma que m} = 1sii € Iz, y0 < m} < 1si
i € IS. Con todo lo anterior los autovalores de la matriz I — an XM* X son
positivos y menores que 1 — a,n < 1, a partir de un n en adelante.

DEMOSTRACION: En efecto, el minimo autovalor de la matriz simétrica y
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definida positiva del enunciado se corresponde con

min ! (I —enX'M*X)u = 1- o, max v'X'M*Xu
lluli=1 llull=1
n

= l-a, ”m“ax mivtzriu
uj|= i

> 1-a, maxZuxlmu

lulf=1

= 1-oapu, > l—anmaxvn > 0.

Por otra parte, el maximo de los autovalores coincide con

1 — a, min ' X'M*Xu

llull =1

max u (I - anXtM*X) u
llull=1
n

= 1-—a, min m; u‘a:l:vtu

llull=1%

< 1-a, min utx,:vtu
lull=1 275,

= 1-azni, <1-apn.
Ademas, 1 — a,n\ < 1, si n es suficientemente grande, lo cual concluye la
demostracion.O
OBSERVACION: Teniendo en cuenta que a,n — 0, una condicién suficiente para
que se cumpla la hipétesis o, max v, < 1 es que supé, = M < 00, siendo 6,
el maximo autovalor de la matrizn~1 X*X.

Si suponemos que ||z;|| < K < +oo para cada i € N, entonces &, =
n~15T llz:||*> < K? paracadan € N, con lo cual se cumple la susodicha
hipdtesis del lema 4.6.

Se enunciara ahora un teorema en el que se demuestra la convergencia del
nuevo método propuesto de una iteracion al verdadero valor buscado del modelo
lineal. La convergencia probada es en L1, tal como ocurria en el método MD de

una iteracion contemplado en la seccion 4.3 anterior.

Teorema 4.7 Asumamos que (X' X)™ es una matriz definida positiva para cada

70



4. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

n € N. Supongamos que las siguientes condiciones se cumplen
inf A, = A >0,
n
|lzi|l < K < +00,  paracadai€ N,

donde Ay, denota el minimo autovalor de la matriz n='(X*X)™ . Si se selecciona

en cada etapa un tamafio de paso o, de forma que apn — 0, 3 apn = 0y

1 , . . L
S-ann: < oo, entonces el método de una iteracién cumple que an, = a ), en
consecuencia, a,, es un estimador consistente de a.

DEMOSTRACION: Recordemos que los errores v son tales que para cada j,7 € N/
se cumple la ConDICION C1. En consecuencia, de la misma forma que en el

resultado principal de la seccion anterior, se puede escribir
Uny1 = Gp — an X M* X (ar — a) + anX'e(a),
donde M* = diag (m}) verificaque m} = 1sii € In%,y0 <m} < 1sii€ L.
Esta Gltima expresion es mas conveniente ponerla de la siguiente forma
ans1 —a = [ — o X'M*X] (an — a) + anX'e(a).
Tomando normas euclideas se tiene
lant1 —all < kg llan = all + an ”th(a)“ )

siendo y,, el radio espectral de la matriz I — a, X*M*X. Segin se probo en el
lema 4.6, esta matriz es definida positiva y ademas p,, < 1 — apnA < 1, paran
suficientemente grande.

Llamemos ¢, = ay || X*e(a)]||. La independencia, la media nula y la varianza

acotada por uno de los errores de observacion €;(a), probada en la demostracion

del teorema 4.1 y vaélida en este contexto, permite afirmar que

n

2E (| X'e@)) = 2B | 3 eila)ej(a)aiz;

i,j=1

E (ci)
= a2 [l B (:(e)?)
i=1
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< afnK? - 0,

n—o0

puesto que a1 — 0.

En definitiva
Elans1 - all < pnE llan — all + E (ca)
Puesto que se supone que ) . apn = 00, se tiene que [, (1 — annA) = 0, con
lo cual también [, p,, = 0. Por consiguiente ,

n n
Elnss —all < [ B llos —all + Y 7B (cr),
i=1 =1

siendo 7%, = H;;i +1 K- Asi pues, teniendo en cuenta que i) T e 0, para cada
i fijo, if) 7%, < 1y iii)
o0 o0 1 o0 .
S Bl <SSP} S K aant <oo
n=1 n=1 n=1

se puede concluir, a partir del lema 4.8 posterior, que
Ellan—al] — 0.
n—oo

Queda asi probada la convergencia en media de orden 1 y, en consecuencia, la

consistencia del estimador propuesto a,.0J

Lema 4.8 Sean d; y 7', valores positivos tales que 3 o0, d; < 0o, T, — 0,
n—oo

paracadai € Ny 1i, < D < oo, para cadai,n € N. Se verifica que

n

Ti,,di — 0.

=1 n—0o0o
DEMOSTRACION: Supongamos que Y .o, d; = M < oo. Fijado & > 0 se puede

encontrar ng tal que paracadan > ng se cumple Y . d; < &/2D. Paran > ng

i=ng
sera
n no—1
Thdi = Thd; + Thdi

>_mh Z >
i=1 = i=ng o

< ZTd+DZd<ZTd+—

i=ngo
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Por otra parte, para cada ¢ = 1,...,np — 1, existe n; tal que paran > n; es

7% < 55%. Se sigue que

‘no—'l € no'—l €
td, < —— d; < =.

En conclusién, Y -, 7id; < €, paracadan > max {ng,ny, ..., Nny—1 }.0
4.6 Un tercer algoritmo de una iteracion

El método propuesto de la seccion anterior se inspira en las técnicas de
aproximaciones estocasticas tipo KUSHNER Y YIN (1997), existiendo como en
éstos un tamafio de paso a;,, que debe ser fijado adecuadamente. Pese a ello, no
coincide exactamente con una aproximacion estocastica del tipo citado. La razon
esta en el factor de biisqueda, que corresponde al vector X'e (a,). Obsérvese
que € (an) es un vector de tamafio n, que incorpora informacién de todos los
datos observados hasta la etapa n. Es decir, que la informacién se va acumulando
y utilizando repetidas veces en cada iteracion. La idea de las aproximaciones
estocasticas no es la de acumular la informacion, sino solamente utilizar la tltima
estimacion obtenida, en la misma linea que actian las redes neuronales. Ademas,
para calcular ese factor de busqueda deben hacerse en cada etapa un total de n x m
productos y n X m sumas, correspondientes a m productos escalares de vectores
de tamafio n involucrados. Todo ello puede suponer un enorme tiempo de célculo
a medida que n crece.

En el método que se propone a continuacion se utilizara en cada iteracion
Unicamente la informacién que proporciona el Gltimo valor muestral, para
actualizar la estimacion actual del parametro. De este modo, se intenta conseguir
estrictamente una aproximacion estocastica en el sentido d¢ KUSHNER Y YIN
(1997). Por otra parte, este nuevo procedimiento no necesita realizar ningun

célculo para obtener la direccién de busqueda en la etapa n, puesto que ésta vendra
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dada por el propio vector de variables independientes de la observacion n-ésima.
Es decir, cualquiera que sea n, el nimero de operaciones a realizar en dicha etapa
es el mismo, al contrario de lo que ocurria con el método anterior. La disminucion
que este hecho supone en complejidad computacional resulta evidente.
Estrictamente, se propone el siguiente tipo de estimacion recursiva:
INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.
ITERACION: Si a,, es la estimacion en la etapa n del verdadero vector a, la

estimacion en la etapa n + 1 se llevara a cabo mediante la ecuacion recursiva
Qnyl = Qp + QGpTpEn (an) y

donde €, (an) = Yn (an) — a4zn, an > 0y an,z, € R™.

Obsérvese que se puede escribir X'e (a,) = > 1, zi€i (an), con lo cual
este nuevo método propuesto simplifica el de la seccion 4.5 al quedarnos
exclusivamente con el ultimo sumando. El método de aquella seccion puede en
ocasiones ser mas eficiente que éste, porque el factor de busqueda, al multiplicarlo
por el tamafio del paso, se convierte en una ponderacion de los errores utilizados
en el nuevo algoritmo aqui propuesto.

En definitiva, si comparamos esta propuesta con los métodos vistos hasta el
momento, encontramos que ésta supone una indudable reduccién del nimero de
operaciones por iteracion. Es de esperar que la convergencia de este nuevo método
sea mas lenta, necesitindose mas iteraciones para obtener una buena aproximacion
del limite buscado. En todo caso, como cada iteracion conlleva menor nimero de
célculos, es posible que, en tiempo, sea este iltimo un método mas eficiente que
los anteriores.

El interés se centrara en buscar una sucesién de tamafios de paso {an} C
R* adecuada para poder garantizar la convergencia an, L a Adicionalmente,
manteniendo la notacion de la seccion 4.3, se puede cambiara algo la CONDICION

C1, para ampliar el conjunto de distribuciones F,, sobre las cuales seré aplicable
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el resultado posterior de convergencia del algoritmo. En concreto, supongamos

que se verifica la CONDICION C2, que viene dada por las dos hipétesis siguientes
d;r (B) es no decreciente (28)
y que existe una constante M < oo tal que

M — 6;- (B) es no decreciente. (29)

Lema 4.9 Las condiciones (28) y (29) aseguran que, cualquiera que sean j
1,..,87=01,..,7m;—-1ya,b € R, existem* € [0, M] tal que § j (b)—b;r (a)
m*(b—a).

DEMOSTRACION: Sia > b,
Ma —6;r (a) > Mb — 65, (b).
Asi,
0 < 6jr(a) — 83r (b) < M (a—b),
por lo cual existira un valor m* € [0, M], dependiente de a y b, tal que
6;r (a) — 850 (b) = m" (a = b).
A la misma conclusion se llega sia < b.0J
Puesto que las correcciones se siguen haciendo en esperanza condicionada,
de la misma forma que en desarrollos anteriores se contintia verificando que
E (512 (a)) < 1, para todo z; € R™. No sera preciso utilizar en este desarrollo el
hecho de que las variables ¢; (a) son independientes y tienen media cero.
OBSERVACIONES: Se haran una serie de observaciones previas antes de imponer
las condiciones precisas sobre los pasos ax,.
i) La matriz z,zf, es de tamafio m x m y rango 1, cualquiera que sea el vector

t

z, # 0. Asi pues, si m > 1 el minimo autovalor de z,z}, es cero, y su maximo

autovalor es ||z, |2, Obsérvese que, en efecto, %, es semidefinida positiva y

max u'znai = max [lu'za[* = max ul® floa|* [cos(@ )" =
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ii) Los autovalores de I — A son {1 — \;}, siendo {\;} los de A, puesto que

para cada A

det(I—A-A)=(-1)"det(A—(1-N)1I).
Asi pues, el maximo autovalor de I — az,z¢, con a > 0, sera 1 y el minimo
serd 1 — a||z,||%. Por tanto, se puede siempre encontrar o > 0 cumpliendo que
o ||za|? < 1. Asi, 1—a||z,]|* > 0, con lo cual I — o,z seria definida positiva

y su maximo autovalor 1.

Procedamos como en los casos anteriores del siguiente modo. Se sabe que

€n (an) = Yn (an) — THan,
o bien,
en (an) = —mpz;, (an — a) +en(a),
donde ahora m;, = 1 cuando el dato n-ésimo es no agrupado,y 0 < m;, < M
cuando n € I9. Recuérdese que a € R™ es el verdadero valor del parametro

desconocido del modelo lineal. Se tiene, pues, que
Tnen (@) = —MEzn!, (an — @) + Znen (a),
de donde
Anyl = Qp — CMATLTY (an — @) + anTnen (a) .
Después de sumar a en cada uno de los dos miembros, se obtiene
anp1—a=[I - anm;mnmfl] (an — @) + anTnen (a). 30)
Esta ultima es la expresion fundamental sobre la que se pivotard en nuestro
desarrollo. Como z,, son valores conocidos, en todas las etapas se puede tomar
a, positivo tal que ay, ||mcn||2 M < 1, con lo cual la matriz I — aymiz,2%, es
definida positiva. Con esta condicion sobre la eleccion de los pasos o, se puede

continuar poniendo, como en casos anteriores,

llans1 = all < py llan — all + an [[2agn (a)ll
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donde p,, es el maximo autovalor I — o m}znzt,. Como sabemos es f, = 1,

llegandose, pues, a
lan+1 — all < llan — all + an |Znen (a)l,

no pudiéndose alcanzar por este camino la convergencia de ||a, — al| a cero.

La forma de proceder debe ser diferente a la que se acaba de explicar, la cual
coincide con la utilizada en la seccién 4.5. Se enunciara a continuacion el resultado
general que, como en los casos precedentes, asegura convergencia en media de
orden uno. Las condiciones que se imponen hacen referencia a la adecuada
seleccion de los tamafios de paso a,, establecidos de acuerdo a los valores de
Zn. Sobre estos ultimos, en principio, no se supone ninguna condicién adicional
de acotacion. Mas adelante se veran condiciones que aseguran las asumidas en
el teorema que sigue. Por otra parte, en el capitulo 7 se analizara este mismo
algoritmo desde otra perspectiva, asegurandose la convergencia en Ly bajo otras

condiciones distintas a las actuales.

Teorema 4.10 Tomense los tamafios de paso o, > 0 tales que, para cada
n €N, ap ||lza)|* M < 1, y cumpliéndose, ademds,

o0
Z o ||zn]| < oo.
n=1

Llamemos 1, al maximo autovalor de la matriz definida positiva

n

H [I — ajm;:z:jxg»] .

j=i
Si para cada i € N existe una sucesion determinista {T:L} convergente a cero
cuando n. — oo, tal que nt, < 1% c.s., entonces se cumple que E |lap, — al| — 0.

. L s . R
Es decir a, =3 a ), en consecuencia, a,, es un estimador consistente de a.

DEMOSTRACION: La existencia de las sucesiones {‘T:l} esta ligada directamente
a la eleccién de la sucesion de tamafios de paso {ay}, por lo que esta condicion

debe ser coherente con las anteriormente impuestas sobre los tamafios de paso.
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Obsérvese que 7%, < 1, con lo cual, si existe una sucesién 7% en las condiciones
del enunciado, se puede suponer, sih pérdida de generalidad, que 7, < 1. En otro
caso basta tomar 7, = max {1, 7%}, que verifica las condiciones del teorema y
se encuentra uniformemente acotada por uno.

La demostracion del resultado se basa en la linea argumental previa, y en

concreto, en la iteracién n veces de la ecuacion (30), que produce
n

n n
Ont1 —a = H [I - aim;xixﬁ] (a1 —a) + Z H [I - ajm;fa:jx;] a;zie; (a) .

i=1 i=1 j=i

Asi, tomando normas euclideas en este momento resulta

n
lansy — all < mp lax = all + Y e il le: (a)],

i=1

donde 7}, es el maximo autovalor de la matriz definida positiva
n
.t
H [I - ajmjxjxj] .
j=i

Por las hipétesis del enunciado, se puede asegurar que

n
lans1 —all € 73 llar = all + Y Thos |l@ill ei (a)] cs.
i=1

Llamando ¢; = «; ||z:]| |e: (a)| y tomando esperanzas en la Gltima expresion se

llega a

n
Ellant1 —al| < ThE a1 —al + Y ThE ().

Como E (g7 (a)) < 1, también es E (le; (a)]) < 12,_$ara todo z; € R™. Puesto
que ahora es E (¢;) < o ||z;i| resulta, por las hipétesis del teorema, que es
S oo, E () < 0o. Sélo queda aplicar el lema 4.8 de la seccion anterior, teniendo
en cuenta que 75, < 1y 75 — 0, para llegar a que >~ ; 75 E () il 0. Esto
asegura que G, 22\ a, con lo cual se concluye la demostracion.[]

OBSERVACIONES: Denotemos por max (A) y min (A) al maximo y minimo

autovalor de la matriz cuadrada A, respectivamente. Se verifican los siguientes

lemas.
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Lema 4.11 Si A es una matriz m X m definida positiva, siempre es posible
encontrar un vectory € R™ con ||y|| = 1, de tal forma que

| Ay|| = max (A) .
De igual forma, existe x € R™, ||z|| = 1, tal que
[|Az|| = min (A).

DEMOSTRACION: Es evidente, sin mas que tomar sendos autovalores asociados,

respectivamente, a max (A) y min (A) y reescalarlos, después, a norma uno.l]
Lema 4.12 Si Ay B son matrices definidas positivas resulta que

max (AB) < max (A) max (B)

min (AB) > min (A) min (B).

DEMOSTRACION: Témese el vector y que proporciona el lema anterior para la

matriz AB, con lo cual
max (AB) = ||ABy|| < max (A) || By|| < max (A) max (B).
Un razonamiento similar conduce a la segunda desigualdad del lema.O]

Lema 4.13  Sila matriz A es invertible, los autovalores de AB coinciden con los
de BA.

DEMOSTRACION: Para cada valor complejo A, directamente, se verifica que

det (AB — M) = det (A™' (AB — M) A) = det(BA—AI).0

Llamemos A; = [I - ajm;mjx;]. Paracadan >4 > 1, si la matriz H;;ll A;

es definida positiva, se puede escribir

n i—1 -1 n
IT4i=114] T4
j=i =1 =1
Aplicando el lema 4.12, cualquiera que sea el vectory € R™ sera

[T As|| < i llyll < ¢amn iyl

j=i
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siendo ¢}_; > 0 el méximo autovalor de la matriz [H;;ll Aj] , que coincide con
la inversa del minimo autovalor de H;;ll A;. Bajo las hipétesis del teorema 4.10,
se tiene que ¢1_;nL < ¢}_;7) c.s., donde el ltimo término converge casi seguro
a cero cuando n — oco. En todo caso, el desarrollo anterior no permite acotar por
un valor determinista a ¢}_; 71, puesto que ¢}_; sigue siendo aleatorio. Por esta

razén el siguiente teorema tiene interés.

Teoréma 4.14 Tomense oy, > 0 tales que o, ||z0)|> M < 1, para cadan € N,
cumpliéndose, ademds, que

oo
Z an [|zn|| < oo.
n=1

Llamemos 0 al méximo autovalor de la matriz definida positiva
n

H [I - ajm;a:jx;] )
j=1

Si existe una sucesion de numeros reales {7',1,} convergente a cero cuando n —

L
oo, tal que 0k, < T), c.5., entonces se cumple que an, = a.

DEMOSTRACION: Obsérvese que el resultado es cierto si existen niimeros reales
{Ci} tal que ¢}_; < Ci_1 < o0 c.5., puesto que en esa situacién 7, < (175 <
Ci_lT .},_ — 0.
n—oo

El minimo autovalor de A; coincide con 1 — a; ||z;[|mj, que esta acotado
inferiormente por 1 — a; ||z;{| M. En cualquier situacion, se puede tomar el valor
positivo C;—; = [H;;ll (1 - oy ||z;]] M)] - < 00, como cota del valor ¢,
descrito.C]

Los lemas que se enunciaron anteriormente permiten aiin formular otra versién

alternativa del teorema 4.10.

Teorema 4.15  Elijanse tamafios de paso o, > 0 tales que o, |I$n||2 M <1,
para cadan € N, y de forma que se cumpla, ademds, la condicion

oo
Z an ||zn|| < oo.
n=1
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Llamemos p, al mdximo autovalor de la matriz definida positiva

n
t
H [I - ajxj:r;j] .
Jj=1
jeI’lg
Si existe una sucesion de niimeros reales {1}, convergente a cero cuando n —

1 1 Ly
oo, tal que p,, < T, c.S., entonces se cumple que a, — a.

DEMOSTRACION :  Este resultado permite trasladar las condiciones impuestas
sobre las matrices aleatorias de la forma (31), en donde intervienen los valores m;
desconocidos, a las matrices del tipo (32), que s6lo son aleatorias en el conjunto
de indices cuyos datos son no agrupados. En todo caso, las condiciones siguen
haciendo referencia a la eleccion del tamafio de paso «;, de la aproximacion
estocastica.

Para la demostracion, basta observar que el maximo autovalor de la matriz

definida positiva
n

H [I - ajm;xj:t:;] (€29)
=1
es menor o igual que el maximo autovalor de la matriz definida positiva
n n
II (7 - ymizat] = T] [I - ejz;el] O (32)
JEIn jeIms

4.6.1 Observacion sobre las hipdtesis

En esta subseccion se comprobara en alglin caso practico las condiciones que han
sido impuestas sobre la distribucién de los errores, las cuales permiten aplicar
los resultados de convergencia expuestos. Por poner un ejemplo, se vera que la
distribucién normal verifica la CONDICION C1 pero no las verifica la distribucion
t-Student.

En concreto, con la notacién utilizada a lo largo del capitulo, se han fijado los
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valores c;» = 0y ¢jr4+1 = 4. La funcién que se debe estudiar corresponde a
6;r (B) =E (vlv € (B,8+4]).

Témese inicialmente v como una variable aleatoria distribuida segin una normal
N (0,1). La figura 2.a, al final de la subseccion, muestra el comportamiento de
8jr (B), cuando —30 < B < 30. Se observa claramente que es una funcién
creciente. De la misma forma la figura 2.b muestra el comportamiento de la
funcfén B — 6;r (B) cuando —30 < B < 30. También se observa claramente
que es una funcién creciente. Asi se muestra que la distribucién normal verifica
la Conpicion C1.

Sin embargo, si se toma v distribuida segun una t-Student ¢ (2), resulta que,
si bien la funcioén 6;, (3) tiene un comportamiento similar al de la normal (no se
ha dibujado), no asi la funcién 8 — §;- (B3), cuya grafica se muestra en la figura
2.c, para —30 < B < 30. Se ve que no es una funcién creciente y por lo tanto
la distribucién t-Student no verifica la CONDICION C1 y no se puede asegurar la
convergencia de los algoritmos que dependen de esta condicion (aquéllos incluidos
en la seccion 4.3 y 4.5).

Por otra parte, en la dltima seccion se ha propuesto la CONDICION C2,
dada por (28) y (29), como alternativa a la CoNDICION C1. De hecho, C2 es
menos restrictivas que C1. Para comprobarlo, témese M = 1.1. Se verifica
que la funcion MG — §;, (B) es creciente para la distribucién t-Student, segin
se muestra en la figura 2.d. Se desprende de ello que el algoritmo de esta
seccion 4.6, basado en las aproximaciones estocasticas, se puede utilizar cuando la
distribucion subyacente a los errores del modelo es una t-Student. Evidentemente,

este algoritmo también es valido para la normal tomando M = 1.
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Figuras 2.a, b: Funciones &) y f-&(f) para la distribucién normal
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4.7 Simulaciones

En esta seccién se expondran los resultados que se han obtenido por simulacion
tras haber aplicado los algoritmos de una iteracion con correcciones en media
tratados en este capitulo. Dichas simulaciones serviran, ademas, para comprobar
los resultados tedricos vistos. Adicionalmente, se incluiran en esta seccién
distintas comparaciones entre los algoritmos de este capitulo con el embrién
origihal de todos ellos: el MD puro de dos iteraciones, presentado en el capitulo 2

de esta memoria.

PRIMERA SIMULACION

Los datos y el modelo de censura de los que se parten son los mismos que en
la seccidn 2.6. Debe hacerse notar que, en el método MD de dos iteraciones del
capitulo 2, se puede calcular la estimacién en la etapa N sin necesidad de calcular
la estimacién en las etapas anteriores. Esta es una de las causas, como ya fue
indicado, por las que los métodos de dos iteraciones demandan una gran cantidad
de tiempo, puesto que en cierta medida los calculos se rehacen el completo en cada
etapa primaria. Por el contrario, los métodos de una iteracién no permiten obtener
la estimacion en la etapa N sin calcular previamente las de las etapas anteriores.
Por esta razon, se han querido comparar ambos métodos, habiéndose calculado sus
respectivas estimaciones en las etapas n = 1, ..., N, con N = 1000. Los célculos
con el método de dos iteraciones se han extendido sobre un namero P = 100
de iteraciones del proceso secundario para cada etapa primaria. Las citadas
iteraciones son suficientes para obtener en cada etapa una buena aproximacién
del punto limite buscado.

Las secuencia de estimaciones obtenidas haciendo uso del método de dos
iteraciones y el de una iteracion de la seccion 4.3, ambos con punto de partida

(25,50), aparece en la tabla 4. Las figuras 3.a, b, c, d muestran graficamente las
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trayectorias de las estimaciones para tamafios de muestra comprendidos entre 1y
100. En concreto, las figuras 3.a y 3.b se corresponden con las trayectorias del
proceso primario para la primera y segunda componente del vector a = (—4, 10)*
con el método MD puro de dos iteraciones. Por su parte, las figuras 3.c y 3.d
muestran las trayectorias similares a las anteriores obtenidas con el algoritmo de
una iteracion presentado en la seccion 4.3.

Adicionalmente, se ha simulado el comportamiento del método de una iteracién
presentado en la seccién 4.5. Este ha sido aplicado a la misma muestra de datos,
con idéntico punto de arranque (25,50). Como se sabe, las iteraciones de este

proceso de estimacion vienen dadas por la ecuacién
t
Ont+1 = an + o X'e(ay,) .

Los tamaiios de paso que se han elegido han sido

_ 1

Xt (@a)ll”

para que en cada iteracion el salto sea de norma unidad. Las figuras 4.a y

Qn

4.c grafican las primeras 1000 iteraciones del proceso, respectivamente, para la
primera y la segunda componente del parimetro a = (—4,10)*. Las figuras 4.by
4.d muestran, por su parte, una ampliacion de las anteriores figuras 4.a y 4.c, para
las etapas finales posteriores a la 900. Tras las 1000 iteraciones anteriores, se han
cambiado los tamafios de paso a a, = n™17 y se ha proseguido el proceso. Las
figuras 4.e y 4.f muestran las trayectorias obtenidas para otras 1000 iteraciones

con los nuevos pasos, para la primera y segunda componente, respectivamente.

CONCLUSIONES

1. Con n pequefio las estimaciones con el método MD de dos iteraciones y el
de una iteracion de la seccion 4.3 (figuras 3) se alejan considerablemente del

punto de convergencia para después volver rapidamente a sus proximidades.
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4. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en media

Aungque este comportamiento es similar en ambos métodos, la estimacion de
una iteracidn parece algo mas regular, lo cual es alentador por la simplificacién
que éste supone frente al MD puro. El comportamiento citado no se produce,
sin embargo, en la simulacién del método presentado en la seccion 4.5 (figuras
4). Este, aparentemente, refleja una cierta regularidad que no muestran los

otros dos métodos.

. Si bien se tiene asegurada convergencia en L; de las estimaciones, cosa que

no se puede apreciar observando una tnica trayectoria, al menos, las figuras
3 y 4 muestran que las trayectorias tienden a estabilizarse, si bien no lo hacen
exactamente en el punto (—4, 10)*, que se esperaria con la convergencia casi

segura.

. A partir de esta simulacién se puede apreciar un comportamiento que no se

habia visto tedricamente. En las figuras 5.a, b, ¢ y d el trazo grueso corresponde
a la estimacion con el método de una iteracion de la seccion 4.3 y el trazo fino al
de dos iteraciones. En concreto, las figuras 5.a y 5.b presentan las trayectorias
superpuestas de ambos métodos para la primera componente del vector a, entre
rangos de 0 a 100 iteraciones y de 500 a 1000, respectivamente. Las figuras 5.c
y 5.d son similares para la componente segunda. Segilin se visualiza en dichas
figuras, cuando n es grande (n > 50) las estimaciones con ambos métodos
de dos y de una iteracion tienden a ser la misma. Ademas, las estimaciones
del método de dos iteraciones son algo mas irregulares que en el caso de una
iteraciéon. Esto permitiria conjeturar que la eficacia de ambos métodos sea
asintéticamente la misma, pese a la simplificacion que supone el método de

una iteracion. Este tema se tratara mas adelante.

. Si en el algoritmo de la seccién 4.5 se pretenden tomar tamafios de paso de la

forma

Qn = nP’
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las condiciones del teorema 4.7 exigen que se cumpla
2y
nPtl -0, E nftl =00y E nt2 < 0.
Esto implica que se deba seleccionar p € [—2, —%), para que el algoritmo
converja. Sin embargo, en este caso, la distancia entre dos saltos consecutivos
decrece rapidamente, razon por la cual el nimero de iteraciones necesarias

para obtener una buena estimacion del punto @ = (—4,10)" puede hacerse

muy grande. Para evitar esta situacion es posible hacer una seleccion dindmica

de a,. El objetivo es seleccionar para las primeras iteraciones tamafios de

paso grande, para llegar en pocas iteraciones a las proximidades del punto

(—4,10)t. Después, se decrece sucesivamente el tamafio de paso ay,, para

garantizar las propiedades asintéticas que son exigidas a los tamaiios de paso.
Asi, se intentaria aumentar la eficacia del método.

. En relacién con el método de una iteracion de la seccién 4.5, se observa
que, cuando se toma un tamaifio de paso grande, las trayectorias oscilan, pero
siempre en las proximidades del punto (—4, 10)? (véase figuras 4.by 4.d). Esto
mismo ocurre cuando el tamaiio de paso disminuye (véase figuras 4.e y 4.f),
si bien la elongacion de las oscilaciones tiende a decrecer a medida que el
numero de iteraciones aumenta. En todo caso, lo anterior es consistente con

la convergencia en L; al punto (—4, 10)*, demostrada en el teorema 4.7.

SEGUNDA SIMULACION

En el método de una iteracion se garantiza convergencia estocastica en
probabilidad (via L; o L2) y en ley. Desde un punto de vista inferencial, dichas
convergencias son suficientes, puesto que la ultima, mas débil, es la utilizada
habitualmente con el fin citado. Sin embargo, no esta garantizada la independencia
de la trayectoria con respecto al punto de arranque a diferencia de lo que ocurria

con el MD puro de dos iteraciones. Esta segunda simulacién ha pretendido
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4. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

contrastar la dependencia o independencia de los algoritmos de una iteracion con
respecto al punto de arranque. Las figuras 6 muestran las trayectorias obtenidas
con el algoritmo de una iteracién presentado en la seccién 4.3 cuando los puntos
de arranque son (50, —30)°, (=50, 80)" y (0, 0)*, todos ellos muy alejados entre si.
Las figuras 6.a y 6.b muestran las trayectorias a corto y largo plazo para la primera
componente del parametro. Analogamente, las figuras 6.c y 6.d lo hacen para la
segunda. En ambos casos, puede comprobarse que todas las trayectorias citadas

coinciden a partir de la iteracién 11, a menos de un error de 107°.

CONCLUSION

Aparentemente, se produce una independencia de las trayectorias desde un n
(n = 11, en nuestro caso) en adelante, tal como ocurria con el MD puro de
dos iteraciones. De nuevo, este resultado refleja una conducta muy alentadora
a favor de los métodos de una iteracion. jPese a la simplificacion que ellos
suponen, aparentemente, no se pierden las buenas propiedades de los métodos

basados en dos iteraciones!

TERCERA SIMULACION

Con los mismos datos de las dos simulaciones anteriores, en esta tercera
simulacién se pretende mostrar la evolucion de los errores en Ly de las secuencias
generadas por los algoritmos de una iteracion. Para todos ellos la convergencia en
L, ha sido demostrada teéricamente. En consecuencia, E [|a, — a|| — 0, cuando
n — oo. La figura 7 muestra este hecho para los algoritmos MD puro (de dos
iteraciones) y MD de una iteracion presentado en la seccion 4.3. Para cada etapa
(primaria en el MD puro) se ha evaluado E ||a, — al| empiricamente a partir de
M = 60 muestras diferentes, mediante la expresion habitual

60
— 1
Eflan~all = g5 3" llon (m) = all,

i=1
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siendo a,, (m) la estimacion para la m-ésima muestra. El trazo grueso de la citada
figura se corresponde con el algoritmo MD de dos iteraciones. Este sigue, como se
sabe, trayectorias independientes del punto de arranque. No asi el de una iteracion
(trazo fino de la figura 7) para el cual se ha graficado la trayectoria con punto de
arranque a; = (34, 32)".

CONCLUSIONES

1. La figura 7 confirma la convergencia E'||la, — a|| — 0, en todos los casos.
Pese a ello, la rapidez de la convergencia parece ser ligeramente mayor para el
MD puro, si bien para un tamafio n > 50 practicamente coinciden. Incluso
para n > 30 se producen cruces, lo cual, aparentemente, indica que las
tasas de convergencia a cero de los errores en L; son similares para ambos
algoritmos (de nuevo, jpese a la simplificacion que suponen los algoritmos de
una iteracion!).

2. Pese a que en los métodos de una iteracion las trayectorias pueden depender del
punto de arranque, las figuras 6 indican que esta dependencia es minima. En
consecuencia, haber tomado como punto de inicio (34,32)" es practicamente

irrelevante frente a las conclusiones citadas.

CUARTA SIMULACION

En esta ultima simulacion se comprueba la normalidad asintética de las
estimaciones, demostrada en el teorema 4.4, estimandose, también, las matrices
de covarianzas asociadas. Para ello, se ha calculado ap, para N = 200, a partir
de M = 60 muestras diferentes.

Los contrastes habituales de bondad de ajuste (Kolmogorov-Smirnov y de
la x?) pueden emplearse con los 60 valores de ay obtenidos. Los p-valores
resultantes usando el contraste de la x? han sido 0.9453 y 0.9290 para cada una de

las coordenadas del parametro a. Con el contraste de Kolmogorov-Smirnov los
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4. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en media

p-valores son del mismo orden.

Por ultimo, la matriz de varianzas-covarianzas empirica para la citada muestra

de tamaiio 60 de an es

S = 185.2 —87.2
T\ 872 413 J°

CONCLUSION

Puede comprobarse que la matriz de covarianzas anterior es similar a la
obtenida para el proceso de dos iteraciones en la seccion 2.6. De nuevo,
aparentemente, lo anterior indica que pese a la simplificacion que supone el
método de una iteracion frente el MD puro, las variabilidades asintéticas de

ambos son del mismo rango.
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n Proceso de dos iteraciones Proceso de una iteracion
25 50

1 474.99542 -249.99725 474.99542 -249.99725

2 369.41260 -187.49756 424.07901 -217.49739

3 174.12247 -72.54400 259.86374 -118.33829

4 30.622290 -4.53251 137.36356 -54.64499

5 14.09649 1.10129 80.61238 -28.02524

6 14.09649 1.10129 51.49039 -14.24667
7 14.09649 1.10129 36.23812 -7.19063
8 14.09649 1.10129 31.09683 -4.99985
9 14.09649 1.10129 26.56226 -3.23885
10 16.35790 -0.70784 23.59492 -2.46498
11 16.35791 -0.70784 20.99416 -1.58322
12 1.69823 7.00738 15.35925 0.88987
13 1.69400 7.00999 11.970343 2.40073
14 2.94461 6.17625 9.46344 3.42061
44 -2.04358 9.18527 -1.15210 8.66886
45 -2.04358 9.18527 -1.39474 8.79960
46 -2.55304 9.52491 -1.58843 8.92453
47 -3.60512 10.17074 -1.937692 9.14084
48 -4,.68194 10.73749 -2.68979 9.54773
49 -4.68194 10.73749 -3.15857 9.81258
50 -4.18377 10.40538 -3.44887 9.96965
51 -4.18377 10.40538 -3.62370 10.06764
52 -4.21197 10.42022 -3.76190 10.14616
53 -4.21197 10.42022 -3.85678 10.20194
54 -3.80090 10.14618 -3.89749 10.21527
55 -3.80090 10.14618 -3.90337 10.21366
56 -4.51353 10.51124 -4.19780 10.35530
995 -4.35349 10.22796 -4.34117 10.22028
996 -4.36305 10.23433 -4.34440 10.22260
997 -4.36305 10.23433 -4.34791 10.22487
998 -4.38348 10.24509 -4.36147 10.23198
999 -4.383489 10.24509 -4.36796 10.23561
1000 -4.42331 10.27164 -4.37459 10.24085

Tabla 4: Estimaciones del proceso MD de dos y una iteracion
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Figuras 3.a, b: Estimacidn del vector a=(-4,10) mediante el
algoritmo MD de dos iteraciones
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Figuras 3.c, d: Estimacion del vector a=(-4,10) mediante el
algoritmo MD de una iteraciones de la seccion 4.3
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Figuras 4: Estimaciones del vector a=(-4,10) mediante el
algoritmo de una iteraciones de la seccion 4.5
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Figuras 5: Comparacion de las estimaciones entre el algoritmo MD de una iteracion de
la seccion 4.3 (trazo grueso) y el algoritmo MD de dos iteraciones (trazo fino)
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Figuras 6: Estimaciones del punto a=(-4,10) con el algoritmo MD de una iteracién de
la seccién 4.3 para diferentes puntos de arranque.
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Figura 7: Comparacion de los errores absolutos de estimacion entre el algoritmo de
una iteracion de la seccion 4.3 (trazo fino) y el MD de dos iteraciones (trazo grueso)
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5. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en moda

Notas y comentarios

o Los algoritmos presentados en este capitulo constituyen versiones particulares

de una iteracion del algoritmo MD de dos iteraciones. Este ultimo es especifico
dentro del contexto de estimacién de modelos lineales con datos censurados.
Sin embargo, los algoritmos de dos iteraciones aparecen de facto en otros
muchos contextos de estimacion (e. g., maxima verosimilitud, estimacion
bayesiana,...). Asi pues, se podria intentar adaptar métodos de una iteracién
en todos ellos.

Los algoritmos de una iteracion presentados en las secciones 4.3, 4.5 y 4.6,
por este orden, representan niveles cada vez mas cercanos a los esquemas
propios de las redes neuronales y las aproximaciones estocasticas tipo Kushner.
El dltimo de ellos coincide exactamente con los esquemas citados. Véase al
respecto WHITE (1992) y KUSHNER Y YIN (1997).

La eleccién de los tamafios de paso variables (teoremas 4.7 y 4.10) puede
entrafiar alguna dificultad. En este sentido, las elecciones adaptativas podrian
aumentar la velocidad de las convergencias estocasticas de los algoritmos. En
la primera simulacién se incluye un ejemplo de ello. Al respecto, la utilizacion
de los habituales tamafios de paso constantes podria ser conveniente en alguna
fase de la ejecucion del algoritmo. Véase, en este sentido, KUSHNER Y YIN

(1997) y KUSHNER Y CLARK (1978).
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5. Algoritmos de una iteracion basados en
correcciones en moda

5.1 Introduccion

Como se ha indicado en la introduccion del capitulo anterior, se centrard ahora
la atencidn en simplificar los algoritmos modales de dos iteraciones, buscando,
de nuevo, una iteracion simple. La razon que justifica esta actuacion ya
ha sido mencionada en la citada introduccién, a la cual remitimos en este
momento. Adicionalmente, los comentarios vertidos en el capitulo 3, sobre
la conveniencia de utilizar correcciones en moda en lugar de correcciones en
media, continGian aqui siendo validos. En primer lugar, pese a la simplificacién
que suponen los algoritmos de una iteracion frente a los de iteracion doble, los
algoritmos presentados en el capitulo anterior no evitan los célculos de cuadratura
asociados a las correcciones en media, cuando las distribuciones de los errores
son generales. En el capitulo 3 se observé que la sustitucion de correcciones en
media por correcciones modales relajaba los citados calculos de cuadratura bajo las
condiciones habituales de simetria y moda unica de las densidades de los errores.
En estos casos, las correcciones en moda son practicamente libres de distribucion,
simplificandose los calculos enormemente. Al respecto, se pueden consultar los
resultados comparativos presentados en la seccion 5.10 de este mismo capitulo.
Pese a la simplificacion citada, los resultados del capitulo 3 mostraban que las

propiedades de convergencia de los algoritmos modales eran similares a las de los
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algoritmos MD, con correcciones en media. El unico coste afectaba a la rapidez
de convergencia, deteriorandose ésta ligeramente. En todo caso, los resultados
presentados al final de este capitulo indican que la pérdida en velocidad de
convergencia afecta, tan solo, al nimero de iteraciones necesarias para obtener una
precision dada, el cual aumenta ligeramente. Pese a ello, en términos de tiempo
la relacion se invierte, puesto que el mayor niimero de iteraciones que exigen los
algoritmos modales se compensa con creces por la citada menor complejidad en
los célculos de las correcciones que deben llevarse a cabo en cada iteracion.

En resumen, en este capitulo, como en el anterior, el esquema de actuacion
busca acercarse a planteamientos proximos a las redes neuronales y las
aproximaciones estocésticas tipo Kushner. Puesto que el tipo de algoritmos
propuestos son inéditos en el contexto de censura tratado en esta memoria, las
referencias que enmarcan el desarrollo que figura a continuacién coinciden con
las del capitulo 4 anterior. En particular, WHITE (1992), HAYKIN (1994),
KUSHNER Y YIN (1997), WASAN (1969) y BENVENISTE, METIVIER Y
PRIOURET (1990).

5.2 Formalizacion del modelo

De nuevo, se tratara un modelo de regresion lineal del tipo
zi=dzi+v;, i=1,..,n. (33)

El parametro a debe ser estimado y la variable independiente z;, al igual
que a, es m-dimensional. Los errores v; son independientes e idénticamente
distribuidos. Se asumiré que la variable dependiente ha sido obtenida de diferentes
fuentes, pudiendo ser bien agrupada (posiblemente con diferentes intervalos de
clasificacion dentro de cada fuente) o no agrupada. El conjunto de observaciones

I={1,2,3,...} puede particionarse en la forma I = YU I™ = 1 U..I,UI™,
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5. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en moda

con la notacién habitualmente usada hasta ahora. Dentro de cada I}, las clases de
agrupacion estan dadas por los puntos extremos
—00 =¢j,0 < Cj1 < e < Cjipj—1 < Cjp; = OO

j = 1,.,8 8 < oco. Paracadai € I9 solamente se conoce el criterio de
clasificacién y el intervalo que contiene a 2;. Por el contrario, si 7 € I™9, se
conoce y se observa el valor exacto z;. Asumamos, ademds, que los valores
muestrales relacionados con los conjuntos I™9, I, ..., Is aparecen en la poblacion
con probabilidades positivas 7, 71, ..., Ts.

Adicionalmente, de aqui en adelante se asumira que X*X es una matriz de
rango completo, donde X! = (z1,...,z,). Por iGltimo, para simplificar los
calculos, en lo sucesivo se supondra que los errores v; son variables aleatorias
continuas con funcién de densidad simétrica, unimodal en cero y con colas no
crecientes (podria asumirse, pese a ello, que los errores tienen otra forma diferente,

obteniéndose también convergencia, segun se explicard mas adelante).

5.3 Un primer algoritmo de una iteracién. Algoritmo
MdD de una iteracion

Por similitud con el método propuesto en la seccion 4.3, se propone a continuacion
un primer algoritmo de una unica iteracion que frente a aquél simplemente cambia
las correcciones en media por correcciones en moda. Formalmente, es el siguiente.
INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.
ITERACION: Si a,, es la estimacion en la etapa n del verdadero vector a, la

estimacion para la etapa n + 1 sigue la ecuacion en diferencias
-1
ant1 = (X*X)7 X'y(an),

donde Xt = (z1,...,%,) €s una matriz de tamafio m x n y el vector y(an) =

107



Sobre Aproximaciones Estocasticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informacién parcial

(y1(an), ..., yn(as))" tiene por componentes

vilan) = 2z, site I™

t t, t s
= apZi +7(—aTi + Cjjr, —nTi + Cjir41),81 1 € Ij, 2 € (Cjyry Cjrt1] -

Paracadaj =1,..,syr = 0,1,...,7;—1, lafuncién y(—al,zi+c;r, —abzi+
cjr+1) iguala el valor modal del error v, condicionado a que i) el verdadero
parametro es el valor actual de la estimacion a, y ii) v estd en el intervalo
correépondiente asociado. En concreto, manteniendo la notacion del capitulo
anterior, Y(8 + ¢jr, B + ¢jr41) = 6r (B) con

8jr (B) = Moda (v|v € (B + cjr, B + cjrs1]) -

El algoritmo propuesto se llamara, de aqui en adelante, algoritmo MdD de una
iteracion (pese a la transgresion semantica ya apuntada al presentar el anterior
algoritmo MD de una iteracion).

Las funciones §;, ahora son calculables explicitamente. Teniendo en cuenta
la forma de los errores antes citados, es claro que para cada j = 1,...,8y

r=0,1,.,1;—1,

B+ cjrs1, s B < =Cjr+1
5]'-,- (,3) = 0, S! —Cjr+1 < ﬂ < =Cjr ,
B+cjr, si B> —cjr
donde pudiera ocurrir que ¢j 41 = 00 y/o ¢j, = —oo. Esta funcién §;-

es continua, lineal a trozos y con pendiente uno o cero (por consiguiente, no

decreciente). Adicionalmente,

—Cjr+1, si ﬂ < —=Cjr+41
,3 - 5jr (,3) = ,B, S1 —Cjr+l < ﬁ < —Cjr
—Cjr, S B> —cjr

es, de nuevo, una funcién continua, lineal a trozos y no decreciente con pendiente

uno o cero. En definitiva, por construccién se cumple que
8;r (B) y B — é; (B) son no decrecientes, 34

cualquieraqueseanj = 1,...,syr = 0, 1,...,7;—1. Es posible que esta condicién
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5. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en moda

se cumpla aun cuando los errores no tengan la forma particular asumida. De hecho,
podrian no ser unimodales y seguirse cumpliendo la condicion (34). En todo caso,
por simplicidad seguiremos aceptando que los errores tienen la forma propuesta,
ya que no supone una gran limitacién en la practica, al coincidir con las hipétesis
generalmente aceptadas.

El principal resultado de convergencia del método MdD de una iteracion se
enuncia a continuacion. Se asumiran determinadas condiciones técnicas relativas
a los valores z; de las variables independientes, para asegurar la convergencia
en media de orden uno y, en consecuencia, la convergencia en probabilidad.
La principal diferencia con el resultado del capitulo precedente afecta a la no
acotacion de los valores z;, aunque mas adelante se tratard de resolver ese

problema.

Teorema 5.1 Sean (X'X)™ y (X'X)9 matrices definidas positivas para cada
n € N. Supongamos que existe p > 1 para el cual las siguientes condiciones

técnicas se cumplen
inf A\, =2 >0,
n

2 -1
rpsagllxill =0 (n*7),

donde M\, denota el minimo autovalor de la matriz n=P(X*X)™ . En estas

. . L . . .
condiciones, a, =3 a ), en consecuencia, a,, es un estimador consistente de a.

OBSERVACIONES: La segunda propiedad indica que existe K < oo tal que
nl=P max lz:||> < K, paracadan € N.
i<n
El maximo autovalor de la matrizn™?(X'X)9 = n= Y, ., z;x} coincide con su
- 2
n? Yl

i€l
Denotando por §,, el maximo autovalor de la matrizn=?(X*X )9, se tendré, a partir

traza que es igual a
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de la segunda hipétesis del teorema, que

- 2 1- 2
bp=n ”Z lz:i]|” <n pr1n<arz(||x1|| <K < oo.
ielf -
En definitiva, podemos escribir
supd, = M < oo.
n
Por otra parte, las hipdtesis del teorema implican que
n
— 2 - 2
0<As A <n p;llxi” <n! ”rlnsafzc”a:iﬂ
1=

1

1
n n 2 2
n="Y Ilwillsn"’[E Ilwz-llﬂ <n7% (nl"’f&aXIlwdF) -
i<n
i=1 =1 -

Adicionalmente, la siguiente condicién también se cumple

nP Xn: ||| = O (n-’é) . | (35)
i=1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Definanse las siguientes variables binarias
con valores unitarios (siendo nulas en caso contrario): 6;0 = 1sii € I
Mijh = 1sit € [ CHyz € (¢jh-1,Cjn), donde i € N, j = 1,..,8y

h =1,...,r;. Obsérvese que y(a) puede escribirse como

y(a) = Xa + ¢(a),

donde las componentes de e(a) = (e1(a),...,en(a))’ son independientes y
definidas como
8 T
ei(a) = 51',01/1' + Z Zni,j,h')’ (_atxi + ¢jh-1, —atl‘i + Cj,h) .
j=1 h=1

Por otra parte, definiendo
e(an) = y(an) — Xay,
se puede escribir

a1 = (X1X) 7 Xty(an) = an + (X*X) 7! Xte(an). (36)
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5. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en moda

Teniendo en cuenta la propiedad (34), razonando como en el capitulo anterior, se

puede escribir
y(an) —y(a) = (I - M") X(an — a),
donde M* = diag (m}), siendom} = 1sii € In?,y0 < m} < 1sii € I5. Se
puede concluir, pues,
elan) —ela) = —Xan+Xa+ (I -M*")X(an —a)
= —-M*'X(an—a).
Sumando a cada término el vector a, se llega a
ant1 —a = [I- (xX)7" X*M*X] (an = 0) + (X*X) ™" X'e(a),

o equivalentemente

i1 —a = (XX) T XH(I - M*) X(an — o) + (X'X) 7 X'e(a).  (37)
Es facil observar que la condicién E (g;(a)) = 0, que se verificaba en el
teorema 4.1, ahora no tiene por qué cumplirse. Sin embargo, se probara que
|E (ei(a))| < H, para cada z; € R™. En efecto, denotemos por F, a la funcion

de distribucién asociada al error v. Es claro que si E (¢") < oo, T > 1, entonces

fz°° y"dF,(y) — 0. Portanto,si —co < a < by z > —a se cumple que
0 < (z4+a)" (F(2+b) - F,(2+a)) <(z+a)" (1 - F,(z+a))
o0 o0
= (z+ a)r/ dF,(y) < / ydF,(y) — 0.

+a +a z—0

Tomando z suficientemente grande, lo anterior conduce a que, cuando —oco <
Cjh—1 < Cjp < 00,
Gin(2) = Pr(vi € (z+cjp1,2+cipn]) (V(z + cino1, 2+ ¢50))"
= Pr(v; € (z+cjp1,2+c;n)) (2 + ¢jp-1)" 2 0.

Si por el contrario —co = ¢j p—1 < ¢j p, de nuevo para z suficientemente grande
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esy (z + ¢jh-1,2+¢;n) = 0, con lo cual también
gin (2) = Pr(vi € (2 + ¢jn-1,2 + ¢in]) (v (z + Cin-1, 2+ ¢5n))" 2 0.
En definitiva, se ha demostrado que '

7@ =315 g ()

j=1  h=1
es una funcion continua que converge a cero cuando z — oo. Un razonamiento

idéntico al realizado permite ver que también converge a cero cuando z — —oo.
En conclusion, las funciones g” (2) estan todas acotadas. La esperanza en cuestion

coincide con

E(ei(a)) = moE(vi)

s T
+ Zﬂj ZPr (1/,' € —alz; + (Cj,h—l,cj,h]) 6ih-1 (—atxi)

j=1 k=l
s Ty
= D m) g (-a'z) =g (-a'z),
j=1 k=1

de donde se desprende que debe existir H < oo (cota de g!) tal que |E (ei(a))| <
H, cualquiera que sea el vector independiente z; € R™ de la observacion i-ésima.

Queda claro que utilizar las correcciones en modas condicionadas no produce
errores muestrales con esperanza nula, a diferencia de lo que ocurria en caso de
utilizar correcciones en medias condicionadas.

Observemos también que
E (ei(a)?) = ¢* (—a'z;),
con lo cual, de nuevo, debe existir H* < oo cumpliendo que 0 < E (g;(a)?) <
H* cualquiera que sea el vector z; € R™.
Calculando la norma euclidea, y aplicando la desigualdad triangular, en la

expresion (37), resulta que

lons1 = af < oo llan — ol + | (X°X) ™ X'e(a),
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5. Algoritmos de una iteracidn basados en correcciones en moda

donde ., es un valor real que denota el mayor autovalor de la matriz definida
positiva (X'X )_1 X'(I-M*)X. Los autovalores de la matriz anterior

coinciden, por semejanza, con los de
(X'X)73 Xt(I - M*) X (XX)77,

con lo cual p,, es
L = max ut Xt (I - M*) Xu Yicrs (1 = mi)utz;ziu
L T wtXtXu wtXtXu

Recordemos que, para cada i € I, es0 < 1 —m} < 1, y que tanto

lluli=1

> icrg Tixh como XX son matrices definidas positivas. Resulta, pues, que la
altima expresion esta acotada superiormente por

-1
P s ( u' X! Xu >

max —=“———"— = max
lull=1 utXtXu llull=1 sers WTTiu

e e utTiztu -1
max |14 =2 — *

to. il
lull=1 Liery VT

. to. .t
Minjjy)=1 Y icrme YT U

-1

< 1
MaX|y|=1 2iery WTiTiU
Puesto que
min ulziziu = min ot (XtX)ngu = A > >0
fuli=1 <1, full=1
16111
y
max ulz;riu = max ut (XtX)g u = 6ynP < Mnf < o0,
flufl=1 lufl=1
i€l
basta tomar
A\ !
T=|(14+—
para poder afirmar que
U ST <1

Asi pues, se puede escribir
-1
lans1 — al| < 7 [lan — al| + || (XX) Xte(a)H .

El minimo autovalor de la matriz definida positiva X*X es no inferior al minimo
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autovalor de (X tX )ng , que coincide con n?)\,. Por consiguiente, llamando
Ch = ||(X‘X)_1 X‘e(a)“ se llegaa
E(2) < N ¥E|Xte(a)|’
= A2 %E [e(a)' X X'e(a)]
n
= A\ In%E Z ei(a)ej(a)ziz;
i,j=1

Finalmente, por la independencia de las observaciones y por la acotacién de las

esperanzas de los errores de observacion, es claro que
|E (ei(a)ej()] = |E (ei(a))] |E (ej(a))] < H?,
resultando

X272 3" |E (ei(@)es(@)] il s

1,j=1

E (02)

n

IA

< A" max {H* H*} Z [N A

1,j=1

n 2
= A 2p % max {H?, H*} [Z ”sz|] .
i=1

La condicién (35), asegura
E (c,zl) <0 (n7?) e 0.
En definitiva, se tiene que
Ellant1 —al| < 7E|lan —afl + E(cn),
donde0 <7< 1y
dn = E(en) < (E(2))? <0 (n7%) = 0.
Por tanto,

n
E|lans1 — ol S T"Elay —all + Y 7" ds.

i=1
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Aplicando el lema 4.2 del capitulo precedente, se concluye que
Ella, — al T 0,

de donde, también a,, £ a, terminandose asi la demostracion..d
5.4 Resultado de convergencia en distribucion

Se enunciara en esta seccidn un teorema de convergencia en distribucion a
la normal del estimador propuesto a,. Una posible estimacion de la matriz
de covarianzas asintdtica proporcionaria un medio para construir intervalos de

confianza y realizar contrastes de hipdtesis sobre el valor del parametro a.

Teorema 5.2 Bajo las condiciones del teorema 5.1 existe una mairiz de
covarianzas ¥ tal que

n% (an — E (an)) 2> N(0,%).

n—r00

DEMOSTRACION: Denétese X: = (z,...,Zn) para notar la dependencia
de n. Definamos A} = (Xlen)_1 X (I-MX,y Ay, = E(A}) =
(X,tLXn)—1 Xt (I — E(M*)) X,,. Teniendo en cuenta la expresién (37) y
llamando e™(a) = (e1(a),...,en(a)), de nuevo para hacer explicita su
dependencia de n, se puede poner
Gni1 — a = Anfan — a) + (XEXn) 7" XEe™(a) + (A — An) (an — a).

Probaremos que n% (A% — A,) (an — a) £ 0. En efecto, para ello, en primer
lugar, denotemos por pjx = n™P Y ", Tijxiy (M — E (m})) la componente j, k
(= 1,...,m) de la matriz cuadrada n=*X,, (M* — E (M*)) X}. Como a, £,

teniendo en cuenta que n!~? max;<x lz:||2 = O (nP=1), resulta que
n
_ -~ P
il < m max P Yt — B (m)] S 0.
= i=1
En segundo lugar, se puede probar que ||n?(an — a)|| esta acotado en L. Para
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ello, recordemos que se puede escribir

n
EI ng (an-{-l - (L)” < nngE ||a1 - a|| + ZTn—ingdi,

donde d,, < O(n"g) . 0. Como niT"E [laa —a|| T 0 y, también,
n—
S * 7" in2d; = O (1), queda demostrada la acotacion deseada. Por qltimo,

observemos que

lo cual permite afirmar la convergencia nz (A% — A,) (an — a) £o.

m
L
nf (anes = a)|| 3 Ipil

nf (45 - 4n) (an - @) <271
jk=1

. . . Y] . y e F4 . .
Si la distribucién asintdtica de n2 (a, — a) coincide con la de A,(a, — a) +
-1 . L
(XtXn)"" XLe™(a), iterando n veces se puede ver que, ademas, coincide con la

distribucién asintética de

n

ne HA(al—a +n52 HA (XiXi)~ ' Xtei(a).

i=1 i=1

Observemos ahora que

[TA4i(e1 - a)

i=1

<n$7% (@1~ a)ll =0,

siendo 7 = (1—%)—1 < 1 el valor definido a lo largo de la
demostraciéon del teorema anterior. Se sigue que la distribucion limite de
n% (any1 — a) coincide con la de n% 31, [H;.l:i Aj] (Xi‘Xi)_1 Xtei(a), de
igual forma que la de n% (any1 — E (ans1)) coincide con la distribucién
de n2 S, [H;‘:i Aj- (X!X,)™ Xt (€(a) - E (€'(a))), que estudiaremos a

continuacion. Este ultimo término se puede poner de la siguiente manera:

n:y_ fIAj (X:X:) 7 Xt (4(a) - E (€'(a))) (38)
i=1 | j=i
= ns HA Xin)_l Zxk (e'(a) — E (¢'(a)))
k=1

.

i=1 ]—'L
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n

= nf 33 T4 | (XX) ™ ak (£'(a) — E (€1(a))) -

k=1i=k |j=i
Llamemos 1 [H;.’:i Aj] (X!X;)™! = Cky observemos que se puede escribir
la siguiente cadena de desigualdades

ek < S| |TT45| (xix) e
i=k
n

j=i

INA

Tn_i+1 ” (Xle) -1 .’L‘k“
i=k

n
DT I ||
r

IN

n .
Al S
i=k

La tercera desigualdad es consecuencia de que el minimo autovalor de X!X;
no puede ser inferior al minimo autovalor de (X!X;)™ que, por hipétesis, esta
acotado inferiormente por Ai”.
Si f]'.cn denota la fila j-ésima de la matriz C¥, j = 1,...,m, la componente
j-ésima de (38) seria
n
n > frak (ex(a) — E (ex(a))

k=1
que tiene media cero y verifica lo siguiente:

Var (fhane(@) = (fhae) B ((ex(@) - B (e4(a))?)
ko] B ((eeta) - B ent@)?)

1- 7’)'2 A"2n~% |[ar:k||2 Var (ex(a)) .

IA

A

La tltima desigualdad es consecuencia del lema 5.3 posterior. Teniendo en cuenta

que la varianza de los errores de observacion esté acotada, Var (ex(a)) < H*, se
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puede escribir

-2

maxVor (nf fho () - Be@) < (725) H'n " maxlod?
- 0

y

n -2 n

> Var (nf fhan (e@) - Blewla) < (125) w7 Sl =0,

k=1 k=1

que, en conjunto, implican la convergencia en ley de la sucesion de variables reales
£ . . .y .
nz Yy fnack (ek(a) — E (ex(a))) a unadistribucion normal, y en consecuencia
. . . . L
la convergencia de la variable m-dimensional nz (a, — E (a,)) a una normal de

media cero.(J

Lemas3 Si0O<7<1lyp>1, entonces
n
ZT”"”li_” =0 (n_”) .
i=k
DEMOSTRACION: Similar a la demostracion del lema 4.5.00
5.5 Un segundo algoritmo de una iteracion

Basandonos en la expresion (36) y con la misma idea original de la seccién 4.5, se
puede proponer un algoritmo donde las correcciones se hagan en moda (evitandose
asi las posibles aproximaciones de cuadratura propias de las correcciones en
media) y se eviten, ademas, los calculos que implican las inversiones de las
matrices X*X. Basta sustituir dicha matriz inversa por un tamaiio de paso a, > 0,
el cual debera elegirse adecuadamente para continuar manteniendo las buenas
propiedades de convergencia estocastica obtenidas en la seccion anterior.

La idea de las aproximaciones estocasticas permite proponer el siguiente
algoritmo iterativo:

INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.
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ITERACION: Siendo a., 1a estimacion en la etapa n del verdadero vector a, su

actualizacion en la etapa n + 1 tomara la forma

Gny1 = Gn + anXte(ay),
donde el vector e(an) = (€1(an), ...,€n(as))" tiene por componentes &;(an) =
yi(an) — at,z;, siendo y;(an) el valor imputado para el dato censurado i-ésimo
de acuerdo con el criterio modal y considerando que a,, es el verdadero valor del

parametro. Es decir,
vilan) = z;, sii € I™

= ol t . . t . . iiel. z . :

= abz; +y(~ahzi + cjr,—a,Ti + Cjry1), 81t € I}, 2 € (Cjry Cira1]
siendo

t t t t
Y(—at,zi4-cjr, —alzitcjry1) = Moda (Vv € (—ab @i + cjr, —ab i + ¢jri1]) -
Las condiciones que se impondran sobre los tamafios de paso tienen cierta

relacién con las vistas en su momento en el caso de la correccion en media.

Propongamos un lema cuya demostracion esta en linea con la del lema 4.6 de

la seccion 4.5.

Lema 5.4 Sea un valor p > 1. Tomese una sucesion {on}, o de valores
positivos, de tal forma que ann® — 0, > apn? = oo, Sanpn: < 00
y apnPsupb, < 1, siendo b, el maximo autovalor de la matriz n=PX tx.
Supdngase ademds que inf A, = A > 0, siendo A, el minimo autovalor de la
matriz v (X*X)™. Sea la matriz de tamafio n, M* = diag (m}) definida de
formaquem? = 1sii € Iy?, y0 < m} < 1sii € I En estas condiciones, se
verifica que los autovalores de la matriz I — an X*M* X son positivos y menores
que 1 — apnP < 1, a partir de un n en adelante.

DEMOSTRACION: Similar a la vista en el lema 4.6 con p = 1.00
OBSERVACION: Teniendo en cuenta que a,n” — 0, una condicién suficiente
para que se cumpla a,n” supd, < 1 es que supd, = M < oco. Si suponemos

que existe K < +00 tal que max;<y, ||zi[|* < Kn?~! para cada n € N, entonces
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bn =nP " 2l < nPnmaxicn ||z:]|* < K paracadan € A, con lo cual
se cumple la condicion del lema.

Se enunciara a continuacién un teorema en el que se demuestra la convergencia
del nuevo método de una iteracidon con correccién en moda, al verdadero valor
a desconocido del modelo lineal (33). Las condiciones sobre las variables
independientes son similares a las del teorema de convergencia del algoritmo
completo y la seleccion de los témaﬁos de paso debe estar acorde con las

condiciones del lema 5.4.

Teorema 5.5 Sean (X'X)™ y (X'X)9 matrices definidas positivas para cada
n € N. Supongamos que existe p > 1 para el cual las siguientes condiciones

técnicas se cumplen
inf A, =X >0,
n

N2 = p-1
max 24l = O (w~1),
donde )\, denota el minimo autovalor de la matriz n=P(X*X)"9 . Seleccidnese

en cada etapa un tamario de paso oy, de forma que apn® — 0, Y apn® = ooy
£ .. ’ . .7 .
> apnz < oo. Enestas condiciones, el método de una iteracion con correcciones

. L . .
en moda converge en L1, es decir a, = a ), en consecuencia, a,, es un estimador
consistente de a.

DEMOSTRACION: Recordemos que las correcciones en moda implicaban, para
cada j,» € N, las condiciones (34), cualquiera que fueran los errores v
unimodales en cero y simétricos. En consecuencia, operando como en resultados

anteriores, se puede escribir lo siguiente
Unil = Gp — 0 X M* X (an, — @) + anX'e(a),

donde M* = diag (m}) verificaque m} = 1sii € IY,y0 <m} < 1sii € I.

Esta dltima expresion conviene escribirla en la siguiente forma
any1 —a= [l — o X'M*X] (an — a) + anX'e(a).
Tomando normas euclideas se tiene

lan+1 — all < pnllan —all + o ”Xt‘f(a)“ )
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siendo p,, el maximo autovalor de la matriz I — a, X*M* X . Segiin se probd en el
lema 5.4, esta matriz es definida positiva y, ademas, p,, < 1 —a,n?A < 1, paran
grande. Se supone, sin pérdida de generalidad, que esa acotacion por 1 se cumple
paracadan > 1.

La acotacién, ya vista en la seccion 5.3, de los dos primeros momentos de los
errores de observacion €;(a) se sigue cumpliendo aqui. Basta razonar como alli
se hizo. Es decir, existen constantes H, H* < oo, tales que |E (g;(a))| < H
y E (ei(a)2) < H*, cualquiera que sean los valores z; € R™. Llamando

, a partir de la independencia y las acotaciones citadas de los

tn = an || X'e(a)]

momentos de los errores €;(a), se llega a

2B ([ X'e(@)[*) = a2E | I eila)e;(alata

1,7=1

n
< olmax{H%H'} Y |l [zl

ij=1

= o max {H2,H*} [Z ||a:1||}
i=1

Teniendo en cuenta que la condicion (35) sigue siendo cierta como consecuencia

E (cn)

directa de las hipotesis establecidas sobre las z;, resulta que existe K' < oo tal que
2 2
E(c}) < of max {H,H*} Kn* =0,
puesto que a,n? — 0 por hipdtesis.
En definitiva,
Ellan+1 — all € ppEllan — al + E () -
Puesto que 3, ap,n? = oo se tiene que [, (1 — annfA) p,, = 0, y asi también

es [],, ttn = 0. Asi pues,

n n
Ellans1 —all < J[ wEllaz — all + > m5E (), (39)

=1 i=1
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siendo 7%, = H?:i +1 K;- Finalmente, teniendo en cuenta que 1 > T Nt 0, para
cada ¢ fijo, y considerando que
o0 o0 L o0
D E(en) <) E(})* <K omni <oo,
n=1 n=1 n=1

se puede concluir, a través del lema 4.8 del capitulo precedente, que
Ellap—a|| — 0,
n—oo
puesto que convergen a cero los dos sumandos a la derecha de la expresion (39),

concluyéndose la demostracién.(]
5.6 Un tercer algoritmo de una iteracion

En esta seccion desarrollaremos el ltimo algoritmo inspirado en el desarrollo de la
seccion 4.6, aunque usando ahora correcciones en moda. Las razones que inspiran
el establecimiento de este nuevo algoritmo son similares a las expresadas en aquel
momento y se omiten aqui. El algoritmo estrictamente es el siguiente:
INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.
ITERACION: Sea a,, la estimacién en la etapa n del verdadero vector a. La

nueva estimacion para la etapa n + 1 sera entonces
Ap41 = Qp + QpTrEn (an) s
donde ey, (@) = yn (an) — akzn, an > 0,a, € R™y 2, € R™, con

yn(an) = Zn, sine ™

t t t :
= a,zn +y(-ahzn + ¢jr, —aLTn + Cjri1),8i 0 € I, 2n € (CjryCiry1) -

Como es natural 7y es aqui la funcién de correccion en moda

'y(—afba:n—i—cj,r, ——aﬁlmn+cj,r+1) = Moda (V|V € (—af,.'z:n +cjr, —a%a:n + cj,,.+1]) .

Obsérvense las implicaciones simplificadoras de este nuevo algoritmo. Cada

dato se utiliza una unica vez en el proceso. Es decir, cuando el dato es censurado
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solamente se imputa su valor faltante una vez, a diferencia de cémo ocurria en
los algoritmos anteriores. En estos (ltimos, de las secciones 5.3 y 5.5, segin
se actualizaba la estimacién del parametro en cada etapa, era preciso imputar
repetidamente todos los datos censurados. De esta forma, cada iteracion obligaba
al célculo del vector completo de datos censurados que a su vez se utilizaba para
la actualizacion del parametro. En resumen, la eventual (?) menor eficacia de este
método puede verse compensada con el menor esfuerzo de calculo, al no requerir el
almacenamiento de toda la informacion pasada, sino solamente el almacenamiento
de la ultima estimacion, que es en definitiva la idea de las aproximaciones
estocasticas. Esta consiste, como se sabe, en mejorar la estimacion actual mediante
la informacidn que proporciona el Gltimo valor muestral.

Nuestro objetivo sera buscar una sucesion de pasos {a,} C Rt adecuada para
garantizar convergencia del tipo a, La

Puesto que las correcciones se hacen en moda, recordemos que se cumple
que 8- (B8) y B — 6;r (B) son no decrecientes, con lo cual si el dato n-ésimo es
censurado, z, € (cj,r, cj,,+1] y la estimacion actual es a,, se puede encontrar un
valorm}, € [0,1], depéndiente de a, y a, tal que

Y(=atzn + Cjr, —aLTn + Cjrs1) — V(—a'Tn + Cjir, —a' T + Cjry1§40)
t t * 1

= bjr(—alzy) — §jr(—atzn) = —m}, (ahzn — a'zn) = —myat, (an — ).

El teorema que asegura la convergencia de a,, es el siguiente.

Teorema 5.6 Tdmense o, > O tales que ay, ||z,)|> < 1, para cadan € N,
cumpliéndose, ademads, que

o0
Z an ||zn] < oo.
n=1

Llamemos ', al mdximo autovalor de la matriz definida positiva
n

[Tz - ajmjz;af],

j=i
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donde m; se ha definido en (40). Si para cada i € N existe una sucesion

determinista {T:L} convergente a cero cuando n — oo, tal que 0%, < 7% c.s.,
entonces se cumple que E ||ap, —al| — 0, (es decir an converge en Ly, y en
consecuencia converge en probabilidad).

DEMOSTRACION: La existencia de las sucesiones {77, } estd ligada directamente
a la eleccién de la sucesion de tamafios de paso {a,}, por lo que esta condicién
debe ser coherente con las anteriormente impuestas sobre los tamafios de paso.
Obséfvese que 7, < 1. Por tanto, si existe una sucesién 7%, en las condiciones del

enunciado, puede suponerse uniformemente acotada por uno.

La demostracion del resultado parte de escribir, tras considerar (40),
en (an) = —myay, (an — a) + €n (a),
donde m;, = 1 cuando el dato n-ésimo es no agrupado, y 0 < m;, < 1 cuando el
dato n-ésimo es agrupado. Recuérdese que en el ultimo caso m;, depende de a,, y

del verdadero valor del parametro desconocido a.

En consecuencia,
* t
Qn4l = Qp — My Tn;, (an — @) + anZnen (@),
resultando, después de sumar a en cada uno de los dos miembros, que
t
ant1 — a = [I — anm}zazh) (an — a) + anznen (a) . 41
El valor seleccionado de o, > 0 hace que la matriz I — o, m}, 2,2, sea definida
positiva, puesto que su minimo autovalor corresponde a 1 — ax, ||:vn||2 > 0.
Iterando n veces la expresion (41) resulta,

n n n
pt1 — Q= H [I - a,—m,’fxi:z;f] (ay —a)+ ZH [I - ajm;a:j:c;-] a;zie; (a) .
i=1

i=1 j=ti

Asi pues, tomando normas euclideas en este momento se llega a

n
lants = all < 7 llax — all + ) mhou il le: (o)l

i=1

donde 7%, se define en el enunciado como el maximo autovalor de la matriz definida
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positiva
n

H [I - a,-m;xjxg-] .

j=i
Por las hipotesis de acotacion sobre 7}, se puede poner

n
lanss — all < 74 llas — all + Y mhasllzill lei (a)]  c.s.
=1

Llamando ¢; = o ||zi|| |ei (a)| y tomando esperanza en la ultima expresion se
llega.a

n
Elans1 — all S ThEla1 —all + Y ThE ()
i=1

Como E (¢ (a)) < H*, también E(|e; (a)|) < VH*, para todo z; € R™
Dado que E (¢c;) < VH*o; ||zi||, una de las hipotesis del teorema conduce
ay 2 E(c) < oo. Solo queda aplicar el lema 4.8 del capitulo anterior,
teniendo en cuenta que 7%, < 1y 74 S 0, para llegar a la conclusion de que
S TLE (¢i) = 0. Se sigue, como se deseaba probar, que a,, Ly a, siendo,
en consecuencia, a,, s un estimador consistente de a.[]

Las observaciones hechas en la seccion 4.6 en este punto con respecto a la

posibilidad de mejorar las hipétesis de teorema son validas también ahora, y no se

repiten.
5.7 Sobre las hipétesis de no acotacion

Las hipétesis del teorema principal de la seccion 5.3, relativas al algoritmo MdD
de una iteracién, implican la no acotacién de las variables independientes, ya que
al ser p > 1 resulta max;<n |lzil|> = O (n?~!) — oo. Por el contrario, las
hipétesis del capitulo 4 hacian referencia a variables x; acotadas, que suele ser
una condicién mas comin en la practica. Sin embargo, un problema con variables

acotadas se puede transformar facilmente en uno que no lo sea, pudiéndose aplicar
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los resultados con correcciones en moda al nuevo problema. En efecto, sea
_ .t
Z; =a'T; + Vi,
con v; variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y z; € R™,

tal que ||z;|| < K para cadai € N. Es suficiente poner
zi+c=a'z+e+v
donde {c;} C R es una sucesion no acotada, y escribir el nuevo modelo como
zf =blz! +u;
donde 2} = z;+¢;, z} = (z:,¢:)" € R™H! y el parametro a estimar es b = (a, 1)*
€ R™*1, En esta situacién, hay que dejar que el algoritmo estime b sin considerar
la condicién de contorno b,,4+; = 1. En todo caso, la eleccion de ¢; puede necesitar

algun esfuerzo en vistas a que se cumplan de forma adecuada las dos condiciones

del enunciado del teorema 5.1.
5.8 Aleatorizacion de los intervalos de clasificacion

En esta seccion se estudia otra manera de salvar el problema de la no acotacion de
las variables independientes, que consiste en replantear el modelo inicial de forma
que se aleatoricen las clases de agrupacion de los datos censurados. Esto permitird
modificar el teorema 5.1 e imponer condiciones de acotaciéon manteniendo la
misma conclusion. La técnica sera extensible al teorema 5.5.

Como ya se comentd en la seccion anterior, los resultados con correcciones
en moda no son aplicables cuando las variables x; son acotadas. La razén
fundamental subyacente es que los errores muestrales €; (a), para los indices
censurados, no es seguro que tengan media cero, excepto cuando la correccion es
en media. Ahora bien, incluso no siendo cero esta media, atin es posible aleatorizar
sobre los intervalos de clasificacion de los datos censurados de forma que los

valores positivos y negativos de las citadas medias (con intervalos de clasificacion
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5. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en moda

fijos) se compensen. Esta es la idea que se propone a lo largo de esta seccion.
Las hipétesis de aleatorizacién de los intervalos dependiendo del problema seran
comprobables con mayor o menor facilidad.

De nuevo, considérese el modelo lineal

zZi = atz; + vi, t=1,..,n

donde a,z; € R™ y v; son variables aleatorias independientes € idénticamente
distribuidas, simétricas, unimodales en cero y de varianza uno. Supongamos
que el dato i-ésimo z; es no censurado con probabilidad 7y y es censurado con
probabilidad 1 — mp. De esta forma, el conjunto de indices se puede dividir en
I™ e I9 conteniendo los indices no censurados y censurados, respectivamente.
Cuando ¢ € I9, no se conoce, como en anteriores ocasiones, el valor exacto de z;,
sino un intervalo de agrupacion (I;,u;), donde —oo < I; < u; < 0o. Se supondra
que los limites de censura (;,u;) no son fijos, como ha sido usual hasta ahora,
sino aleatorios. El algoritmo MdD de una iteracion con correcciones en moda de
la seccién 5.3 se puede escribir de la siguiente forma:

INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.

ITERACION: Si a,, es la estimacién en la etapa n del verdadero vector a, su

actualizacion en la etapa n + 1 se lleva a cabo mediante
ant1 = (X*X) 7! Xty(an).
El vector y(an) = (y1(an), ..., yn(as))* tiene por componentes
yi(an) = z, site I™
= alz; +y(—abz; + Ui, —abz; +w), sii € I9, 2z € (I, wi),
donde
y(—at i + b, —abzi +w;) = Moda (v|v € (—abzi + I, —abai + w;)) .

A continuacién se enunciard un teorema de convergencia para el anterior
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algoritmo. Las condiciones de acotacién sobre las variables independientes x;
coinciden con las asumidas en los teoremas vistos en el caso de correcciones
en media. El aspecto esencial en este caso es la aleatorizacion de las clases de
censura, la cual permite, bajo ciertas condiciones de simetria, obtener errores
de observacién de esperanza cero, con las consiguientes ventajas técnicas ya
apuntadas con antelacion.

Sean L;, U; las variables aleatorias representando los extremos inferior y
superior del intervalo de clasificacién de dato i-ésimo. Se asumira, como es lélgico,

que L; < U; c.s., para cada dato censurado.

Teorema 5.7 Sean (X'X)™ y (X'X)9 matrices definidas positivas para cada
n € N. Supongamos que las siguientes condiciones se cumplen

inf Ay =X >0,
n

l|lz:|| < K < 400,  paracadai€ N,
donde )\, denota el minimo autovalor de la matriz n~1(X*X)™ . Supongamos

que, para cada i € N, se cumple que
(Lo, Us) — atz; £ atz; — (U;, L) (42)

y
E(L?) <C<oo. (43)

- L . . .
En estas condiciones, an, = a (en consecuencia, an, es un estimador consistente
de a). '

DEeEMosTRACION: Fijados I; < u; se sabe que la funcién en 3

61.‘14.‘ (IB) = ’Y(ﬂ + li,IB + ui)
verifica que es no decreciente, al igual que 3 — 6;.,, (3). La expresién (37)

continiia cumpliéndose, de donde
ani1 —a= (X'X) 7 X (I = M*) X(an — @) + (X'X) ™" X'e(a),
siendo M* = diag (m}),conm} =1sii € I"y0 <m} < 1sii€ I9.

Se probara ahora que E (g; (a)) = 0, al contrario de lo que ocurria en el caso
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5. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en moda

de correcciones modales con intervalos de censura fijos. En efecto,
& (@) = bi,u, (—a'mi), sit€ Iy z € (li,w).
En consecuencia,
E(ei(a) i€ I%) = E(pu, (—d'z;))
= /{Datmi} (=a'z; + ;) dFy, (L;)

+/ (—ata:i + ui) dFU‘. (u,) .
{ui<atz;}
Teniendo en cuenta la condicion de simetria (42), resulta que

A S } (—ata:,- + :E) dFLe (.’L‘) = /{ S } ('—atl‘i + 117) dFQatz‘._Ui (IIJ)
r>atc; z>atz;
= /{ ) ata) (a*zi — u) dFy, (u)
atz;—u>a'x; :

= / (a*z; — u) dFy, (u).
{u<atz;}
Se sigue que E (g; (a) |i € I9) = 0, concluyéndose que
E(ei(a)) = moE(ei(a)li € ")+ (1 —mo) E (ei(a)|i € I9)
= mokE (l/i) = 0,

puesto que E (v;) = 0 por la simetria de los errores.

También se puede probar que existe H* < oo, tal que F (e,- (a)z) < H*,
para cada z;. En efecto, obsérvese que, por la acotacién de las z; y de Ef (L?), se

verifica, para algun valor H real, que
E ((L,- - a‘x,-)2) < H < o0.
Si el dato i-ésimo es censurado, resulta
E (ei (a)?li e Ig) = E(6.y, (—d'z))

/{l4> ;) (—a,t:z:i + li)2 dFy, (L)
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+/ (—a'z; +Ui)2dFU.~ (i)
{’!l..‘((l"zi}
— 9 / (—atz; + ) dF Ly, (b w)
{l,‘>0-!xi}
— 9 / 22dFy, _gs, (%)
{Z"<0}

< 2 /R 22dFyp,_ge0, (2) < 2H.
En consecuencia, el segundo momento de los errores €; (a) se puede escribir como

E (ei (a)2) = moE (e,- @)?fi e fng) +(1-m)E (si @)?i e Ig)

< mE (Vi) + (1 —mo) 2H = mo + (1 — mo) 2H,
habiéndose probado su acotaciéon uniforme por H* = mo + (1 —mp)2H,
cualquiera que sea la variable independiente z;.

La existencia de la matriz M*, la esperanza cero y la varianza acotada de los
errores de observacion permite concluir el resultado, siguiendo los mismos pasos
empleados en la demostracion del teorema 4.1 del capitulo 4.0
OBSERVACION:  La expresion (42) es una condicién de simetria en la
aleatorizacion de los intervalos de clasificacion. En concreto, afirma que si el
dato i-ésimo es censurado, la distribucion de los intervalos de censura es simétrica

respecto al valor medio del dato a’z;.

5.9 Otra forma de aleatorizar los intervalos de
clasificacion

Lo que se aleatoriza en este caso es el conjunto de posibles particiones de
agrupacion de los datos censurados. Sea P el conjunto de posibles particiones
de R en un conjunto finito de intervalos. Se puede representar P =

{(e1y ey} |r €N, =00 < €1 < ... < ¢ < 00}, donde (cy, ..., ;) representaala
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5. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en moda

particién
(—00,c1],(c1,€2] 5oy (Cr=1,¢r) , (Cry00) .
Sea p una medida de probabilidad sobre (Par,o (Pyr)), siendo o (Py) la o-
algebra de Borel asociada a Pn. La manera de obtener un intervalo de
clasificacion, si el dato i-ésimo es censurado, es seleccionando una particion de
P mediante la medida de probabilidad 4, observando después en qué intervalo de
esa particion cae el valor z;. De esta forma, fijado el elemento (c1, ...,cr) € P,
resulta que paraj =0,...,7 —1
Pr (2 € (¢j,ci41)) = Pr (v; € (—a'z; + ¢j, —a'mi + ¢j41)) -

Obsérvese que el modelo original de censura desarrollado a lo largo de la
memoria coincide con un caso particular de éste. Para verlo, sea 1 — mg la
probabilidad de que el dato i-ésimo sea censurado. Sean P, ..., Ps un conjunto
finito de s particiones de la recta real. Basta tomar . una medida de probabilidad

discreta sobre Py, ..., P; de forma que

p(Pi) =

Tanto el algoritmo MD con correcciones en media como el MdD con

Ur

1—’)‘(‘0'

correcciones en moda, de una iteracion, se pueden particularizar a este tipo de
aleatorizaciones de la siguiente forma:

INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.

ITERACION: Si a,, es la estimacion en la etapa n del verdadero vector a, la

nueva estimacion para la etapa n + 1 sera

ant1 = (X'X) 7! X'y(an),
donde el vector y(an) = (¥1(an), ..., Yn(an))" tiene por componentes
yi(an) = =, siteI™

= az; +y(—akzi + cij, —ahzi + cij1), sit € I, z; € (cij, Cij1) -
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La funcidn v puede establecerse de la forma habitual, tanto en términos de la media
como de la moda, habiéndose seleccionado (¢, ..., ¢ir) de acuerdo a la medida de
probabilidad p.

Los resultados de convergencia vistos en las secciones 4.3 y 5.3 siguen siendo
validos aqui.

Teorema 5.8 Cualquiera que sea la medida de probabilidad 1, los teoremas 4.1
y 5.1 se verifican para el algoritmo anterior

DEMOSTRACION: Soélo es necesario tener en cuenta el comportamiento de los

errores de observacion en lo relativo a su media y su varianza. En efecto,
E(ei(a)|(ci1y ey Cir) 3 € I9)

R
= Z Pr(v; € —a‘z; + (cin-1,G0)) 7 (—a'mi + cip1, —a'Ti + cin) -
h=1
En el caso de lamedia E (¢; (a) | (i1, ---, Cir) , @ € I9) = 0y en el caso de la moda

E(g; (a)]| (e, ... Cir) ,4 € I9) < H, segln se probd en los respectivos teoremas.

Asi pues,

E(ei(a) = WOE(V,-)+(1—WO)/P E (e (a) | (Cit, o cir) i € I9) dpt

= (1-m) /7>NE(6.i (@) | (i1, .oy Cir) ,t € I9) dpa.
Se sigue que, en el caso de la media, F (g;(a)) = 0, mientras que, ante
correcciones en moda, E (¢; (a)) < (1 — mo) H.
De la misma forma se demuestra que, en ambos casos, E ((61' (a))2) < H*.
Estas dos acotaciones permiten seguir las demostraciones respectivas del

teorema 4.1 y 5.1 para concluir el resultado.[]
5.10 Simulaciones

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos por simulacién tras aplicar

alguno de los algoritmos de una iteracion con correcciones en moda, expuestos en
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5. Algoritmos de una iteracién basados en correcciones en moda

este capitulo. Como en anteriores ocasiones, se ha partido del modelo lineal

t
z;=ax; +V;,

10
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas segiin normales

cona = Los errores v; se han simulado asumiéndose que son
estandar NV (0,1). Los valores de la variable independiente x; se han elegido no

acotados, cumpliéndose que
max [lzi]|* = O (V). (44)
i<n
Finalmente, el 80% de los datos se han censurado sobre los intervalos de censura
(—00,0],(0,20], (20,50], (50, 100] , (100, 200] , (200, 00) .

Con las caracteristicas citadas, se ha obtenido un nimero N = 1000 de
datos, siguiendo el modelo de censura anterior. Algunos de los valores obtenidos
aparecen de forma ilustrativa en la tabla 5. La Gltima columna refleja el indicador
de censura. Si p; = 0 el dato i-ésimo es observado, mientras que si p; = 1 el
dato es censurado, indicando las columnas /;, u; su correspondiente intervalo de
censura. Puede observarse como cada componente de x; crece de acuerdo con la
expresion en notacion Landau (44).

Las figuras 8 muestran las trayectorias del algoritmo modal de una
iteracidn, presentado en la seccion 5.3, para los puntos de arranque (100, 100),
(-100,-100) y (0,0). La figura 8.a refleja la secuencia obtenida para la primera
componente de a,, mientras que la figura 8.b hace lo propio para la segunda.

En todos los algoritmos MdD, tanto de una como de dos iteraciones, se ha
demostrado, cuanto menos, la convergencia en L, al verdadero valor del parametro
de la sucesién generada por el algoritmo. Exactamente lo mismo sucede con los
algoritmos MD, de dos o una iteracion, en donde se emplean correcciones en
media. Las figuras 9 muestran, con fines comparativos entre las correcciones en

media y en moda, las trayectorias (empiricas) de la sucesion E ||a,, — al| — 0, para
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las estimaciones proporcionadas por los algoritmos MD y MdD de una iteracion.
La evaluacién empirica de las anteriores diferencias esperadas en norma en cada
etapa se han obtenido a partir de M = 5000 reiteraciones de la secuencia {a,},

mediante
| 5000

B fan —all = g5 3. len (m) -l
donde a, (m) denota el valor de a, en la reiteracion m-ésima. La figura 9.a

superpone las sucesiones F [ja, — a|| para los dos algoritmos citados hasta la
iteracion 50, tomando como punto de arranque el (20, 20) en el algoritmo de una
iteracion. La figura 9.b, por su parte, es similar dentro del rango de iteraciones de
1 a 500 (de facto, ambas coinciden debido a la reduccidn de escala).

El algoritmo de una iteracion presentado en la seccidn 5.3 converge en ley a
la normal (teorema 5.2). Esta se puede contrastar mediante los test usuales de
bondad de ajuste (x2, Kolmogorov-Smirmov,...). Con este fin, se han obtenido
para la etapa N = 500, un nimero M = 600 de valores reiterados de asgg. Con
esta muestra el contraste de la x? obtiene como p-valores 0.9505 y 0.9316. EI

teorema 5.2, antes citado, establece que
500% (asp0 — a) =~ N (0,%).

Los datos z;, mostrados parcialmente en la tabla 5, se han obtenido, segiin (44),
para p = % Con este valor, la matriz de varianzas-covarianzas empirica £

obtenida con la muestra citada de 600 valores de a5qp coincidio con

« (509 241
2=(-241 110 )

CONCLUSIONES

1. Como ocurria con las correcciones en media, los algoritmos modales de una
iteracion no garantizan la unicidad de las trayectorias con respecto al punto de

arranque (a diferencia de los de iteracion doble). Las figuras 8 indican que, pese

134

1 000 0000000000000 000C0OOCIFCOEIOGNIONIOGNGONIOGONOGOGINOIGIOGIONINOGOIOGOIOGINODOONOSONONORNONNOGQONONPVONTS



5. Algoritmos de una iteracion basados en correcciones en moda

a lo anterior, las trayectorias correspondientes a puntos de arranque distintos
tienden a confundirse a medida que n crece. De hecho, en las simulaciones
realizadas todas las trayectorias a partir de n = 46 difieren en menos de 1073,
En este sentido, la simplificacién que suponen los algoritmos de una iteracion

apenas limita de facto la propiedad de trayectorias unicas.

. Los algoritmos en moda suponen, como ya fue indicado en el capitulo 3, una

gran reduccién de tiempo de calculo frente a los de correcciones en media,
puesto que los primeros evitan calculos de cuadratura propios de los altimos.
En este sentido, los tiempos empleados para llevar a cabo las simulaciones
precisadas para obtener la figura 9 han puesto de manifiesto una reduccién
de tiempos 2200 veces a favor de los algoritmos modales. Pese a ello, puede
observarse que las tasas de convergencia en L; para ambos son similares.
Obsérvese que, practicamente, la figura 9.b identifica las trayectorias obtenidas
para los algoritmos en media y moda. La figura 9.a, por su parte, indica que la
pérdida en precisién derivada de la simplificacion citada sélo es visible en las,

aproximadamente, 20 primeras iteraciones.

. En resumen, al igual que en el capitulo 3, todo apunta a que los algoritmos

modales suponen una enorme ventaja frente a los que utilizan correcciones en

media, cuando los errores son unimodales y simétricos, al menos.
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Xiy Xi2 Zi k U; Di

1 1.0 2.00 15.22 0 20 1
2 1.2 2.74 23.18 20 50 1
3 1.7 3.29 26.18 20 50 1
4 1.8 3.82 32.04 20 50 1
5 1.5 2.99 23.26 20 50 1
6 1.6 3.60 29.99 20 50 1
7 2.1 4.07 31.88 0
8 2.2 4.54 37.76 20 50 1
‘9 1.7 3.46 26.82 0
10 1.8 4.09 32.99 20 50 1
11 24 4.55 34.08 20 50 1
12 2.4 5.03 41.85 20 50 1
13 1.9 3.80 31.89 20 50 1
14 1.9 4.45 34.29 20 50 1
15 2.6 4.92 38.45 20 50 1
16 2.6 5.40 44.66 20 50 1
17 2.0 4.06 33.20 20 50 1
18 2.1 4.74 39.18 20 50 1
19 2.7 5.22 44.10 20 50 1
20 2.7 5.71 46.94 0

Tabla 5: 20 valores de una muestra del modelo de la seccién 5.10
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Figuras 8: Estimaciones del punto a=(-4,10) con el algoritmo MdD de una iteracion de
la seccion 5.3 para diferentes puntos de arranque.
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Figura 9.8
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Figura 9.b

Figuras 9: Comparacicn de los errores absolutos de estimacién entre los algoritmos
con correcciones en media (trazo fino) y en moda (trazo grueso)
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Notas y comentarios

La aleatorizacién sobre los intervalos de censura (véanse secciones 5.8 y 5.9)
constituyen una via para abordar el problema técnico derivado del hecho de
que los errores € (a) no tengan por qué estar centrados en medias, cuando las
correcciones se ejercen en moda. Aunque en el capitulo 4 no se hizo mencién
alguna sobre la citada aleatorizacién, con correcciones en media la condicién
E (e (a)) = 0 esta asegurada. En consecuencia, esta tltima igualdad continia
siendo cierta cualquiera que fuera el tipo de aleatorizacioén que se eligiera. Se
sigue que todos los resultados del capitulo 4 continian siendo validos en este

caso sin necesidad de imponer ninguna condicion de simetria.
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6. Correccion general

6.1 . Introduccion

En los capitulos 2 a 5 se han estudiado distintos algoritmos de estimacion con dos o
una iteracién, cuando la informacion es parcial por haberse sometido a censura. La
idea central de todos los algoritmos citados radica en la existencia de un proceso
de correccidén. En éste se estima, a partir de la informacidn actual, el valor de:
los datos censurados, con el objetivo de obtener una muestra completa particular.
Con ésta se opera, después, como si el problema fuera con informacion completa.
Hasta ahora, sdlo se han considerado dos tipos de correcciones: en media y en
moda.

Con ambas correcciones se obtienen resultados de convergencia estocéstica
similares, pese a las diferencias significativas existentes entre ellos (por ejemplo,
la modal es libre de distribucién y la otra no). Este hecho induce a pensar si
con otros tipos de correcciones, dependientes o no de distribucion, se podrian
seguir garantizando convergencias estocasticas similares a las establecidas en los
teoremas de los capitulos 2 a 5. Si asi fuera, las posibilidades de correccion se
ampliarian y, en cada caso concreto, se podria optar por una u otra, atendiendo
a criterios de facilidad de calculo, rapidez de convergencia, precision, etc. Por
ejemplo, cuando un dato estuviese censurado en el intervalo (a,b), se podria
imputar su valor desconocido (en lugar de por la media o la moda condicionada

a dicho intervalo y a la estimacién actual del parametro) por la mediana o,
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simplemente, por un punto intermedio entre a y b, etc. En esta seccion se
analizaran las distintas funciones de correccion posibles, asi como las condiciones
que serd necesario imponer sobre ellas para que el estimador resultante sigan
manteniendo buenas propiedades asintéticas, e. g., consistencia, normalidad
asintotica, etc.

En este sentido, se vera a lo largo del capitulo que las correcciones en mediana
se comportan de una manera muy similar a las correcciones en moda, bajo
determinadas condiciones (lema 6.2). Cuando éstas se cumplen y, ademas, F~!
admite forma explicita (siendo F' la distribucion de los términos de error), es facil
comprobar que las correcciones en mediana son muy sencillas de aplicar. Asi
se evitan las aproximaciones por cuadratura involucradas en las correcciones en
media que justificaron, en su momento, su sustitucion por correcciones modales.
Lo mismo ocurre cuando las correcciones dentro de un intervalo se efectian a
través de puntos intermedios al mismo. Puesto que estas dos nuevas correcciones
se equiparan a la moda, los comentarios vertidos en la introduccién del capitulo 5
podrian ser repetidos ahora.

Finalmente, en la ultima parte de este capitulo (secciéon 6.6) se verd que,
incluso, las correcciones aleatorias podrian tener un comportamiento similar a las

correcciones fijas, pudiendo aquéllas estar justificadas en ciertos casos.

6.2 Formalizacion del modelo y diferentes tipos de
correcciones

Como en los capitulos precedentes, volvamos a considerar el modelo de regresion
lineal

zi=ad'z; +v;, i=1,..,n, “45)
donde a y z; son m-dimensionales, y los errores v; son independientes e

idénticamente distribuidos con media cero y varianza uno. La forma de agrupacién
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o censura de datos coincide con la descrita en secciones anteriores, existiendo s
criterios diferentes de agrupacion, que aparecen en la poblacion con probabilidades
71,...,Ms. El criterio j-ésimo se determina por los puntos extremos de sus

intervalos de clasificacion
—00 = ¢Cj0 < Cj1 <. < Cjirj—1 < Cj,r; = OO.
Se propone llevar a cabo la estimacién del pardmetro a mediante un
procédimiento recursivo, segun el cual se imputan los datos censurados usando la
informacion disponible hasta el momento, a través de una funcién de correccion

seleccionada dentro de una familia, mas o menos amplia, de posibilidades. La
citada familia de funciones reales con valores en R sera denotada por
A={b0:t=cjp-1,w=cjpparaalginj=1,...,syh=1,..,7;}.
Se supondra que todos sus miembros satisfacen las siguientes tres condiciones, las
cuales seran mantenidas como hipétesis a lo largo de todo el capitulo:
CONDICION 1: B+t < 6t 0(B) < B+w
CONDICION 2: 8;4,(8) y B — 6t,w(B) son no decrecientes en todo 8 € R.
CONDICION 3: 8;4,(B) es diferenciable con continuidad localmente en cada
punto —a’z;, cualquiera que sea 7 € I9, excepto para un nimero finito de dichos
indices.
A continuacion se indican distintas familias A que satisfacen las CONDICIONES

1-3.

6.2.1 Algunos ejemplos de correcciones

i) IMPUTACIONES DE DISTRIBUCION-LIBRE: Para cada ¢, w finitos, tdmese
alguin valor arbitrario 0 < ay ., < 1,y definamos ; ,,(5) como el valor intermedio

entre (3 +t) y (8 + w) dado por
btw(B) = (B + t)atw + (B +w)(1 — otw)-
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Adicionalmente, definase 6; oo (8) = B+t + a1y —cow(B) = B+ w — ay,
donde a; > 0y az > 0 son dos valores previamente fijados. Es claro que todas
las funciones definidas de este modo son lineales y con pendiente uno, por lo que

claramente satisfacen las CONDICIONES 1-3.
ii) IMPUTACION EN MODA: Tdémese
6t w(B) = Moda (vlv € (B+1t,8+w]).

Cuando los errores tienen funcion de densidad unimodal en cero, estas funciones

toman la forma explicita

btw(B) = (W + B)(—co,~w] (B) + (t + B)[—t,00)(8)
que es lineal a trozos y claramente cumplen las CONDICIONES 1-2. La tercera
condicion no es muy restrictiva y, por ejemplo, se cumple con probabilidad uno,
si la distribucién subyacente de las z;5 es continua. Este caso se corresponde

exactamente con el tratado en los capitulos 3 y 5.

iti) IMPUTACION EN MEDIA: En este caso, tdmese

Stw(B) =E(vlv e (B+1t,B+w)) (46)
con lo cual A obviamente satisface la CONDICION 1. Si la funcién de densidad
de los errores v es continua y positiva en todo R, la CONDICION 3 también se
cumple y, ademas, 6;,,(3) crece estrictamente. Asi pues, la tnica hipétesis que
debe ser comprobada es la de no decrecimiento de 3 — &8;,(3). El siguiente
lema establece una condicién suficiente para que esto ocurra. Llamemos f(z)
a la funcién de densidad del error v y supongamos que f(z) es una funcién
absolutamente continua, es decir, que (casi seguro Lebesgue) existe f{(z) tal que,

paracadat < w,
w

f@)dz = f(w) - f(1).

t
Definase en esta situacién la funcién ¢(z) = — f(z)/ f(z), z € R.
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Lema 6.1 Si f es una funcion de densidad absolutamente continua y, para todo
w > 0y B > 0, las tres siguientes covarianzas condicionadas

Cov ((v,p(W))|1B—w <v < B+w),
Cov ((v,¢(v))| -0 <v < f),
Cov (v, (1)) |8 < v < o)
son no negativas, entonces se cumplen las CONDICIONES 1-3, y reciprocamente.

DEMOSTRACION: Puesto que se ha asumido que f es continua, solamente se
precisa demostrar que 8 4,(8) — B es una funcion no creciente en (3 para todo
t < w, donde al menos uno de estos dos valores es finito. Para valores dados
t < w donde ambos son finitos, 8i+qw+d(B) = 6:w(B + d). Se sigue que
si el lema es cierto para los extremos del intervalo [t,w], entonces también es
cierto para los extremos de cualquier otro intervalo [to, wo] de la misma longitud.
En consecuencia, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que t = —w.
Omitiendo el subindice (6_v = &) para mayor simplicidad, es ficil comprobar
que & es una funcién par y continua. Asi pues, basta demostrar que §(3) — 8 no

crece estrictamente en 8 > 0. A continuacion, escribase

Jou(@+ B)f(z + B)dz
6 =
=T et P
y diferénciese dentro del signo integral para concluir que
i(f—i(;i) =1—cov((v,p(W)IB~w <v < B+w)).

Esto significa que si la covarianza de la parte derecha es positiva, entonces 3—6(3)
es creciente. Solo resta probar que §_co.w(B) — B Y t,00(3) — B no crece,
cualesquiera que sean los valores finitos ¢t y w. Como antes, obsérvese que
6—cow+d(B) = b—cow(B + d), (existe una expresion similar para 8;,(/3)) de
donde la condicién deseada se cumple para todo t,w si, y sélo si, se verifica
para cualquier valor particular, por ejemplo para t = w = 0. Finalmente,
obsérvese que §_oo0(8) — B = —b0,00(B8) — B. Asi pues, sdlo una de las dos

condiciones atn no probadas tiene que ser demostrada, pero sélo para 3 > 0. Un
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razonamiento similar al utilizado mas arriba al tratar el caso de §_, ., conduce a
afirmar que 6_o0,0(3) — By 60,00(3) — B son ambas funciones no decrecientes
en 8 > O si las covarianzas condicionadas cov ((v,p(v)| —c0o<v < f))y
cov ((v,(V)|B < v < o0)) son no negativas, lo cual completa la demostracion.C]

Puede comprobarse facilmente que las siguientes densidades, entre otras,
cumplen las condiciones del lema 6.1: normal N(0,09); Laplace; f(z) =

271 (1+|z))™ ',z e R.
iv) IMPUTACIONES EN MEDIANA: Definase ahora
8t w(B) = Mediana (vlv € (B+1t,6+w]). CY))

La CONDICION 1 se verifica obviamente. Adicionalmente, como en el ejemplo
anterior, si la funcién de densidad de los errores v es continua, la CONDICION 3,
asi como la primera parte de la CONDICION 2, también se cumplen. El siguiente
lema proporciona una condicién suficiente para que 5 — s ,(3) sea no decreciente
(y, por consiguiente, las tres condiciones antes citadas se verifiquen), cuando las

densidades de los errores son simétricas y unimodales en cero.

Lema 6.2 Si f(x) > 0 és una densidad simétrica y unimodal en cero y, ademds,
para cada a > 0, p, () = f(z)/f(z + a) es una funcion no decreciente en
cualquier = > 0, entonces se cumplen las CONDICIONES 1-3.

DEMOSTRACION: Como se ha dicho, solamente es necesario comprobar que
B — 6:w(B) es no decreciente. En efecto, la hipétesis de enunciado garantiza
que f(z) alcanza su maximo en z = 0, y decrece cuando |2| — co. Supéngase
que t y w son finitos. Puesto que 644 w+d(8) = 6t,w (8 +d), es obvio comprobar
que si el lema es cierto para los extremos del intervalo [t, w], también lo es para los
extremos de cualquier otro intervalo [to, wo] de la misma longitud. Asi pues, sin
pérdida de generalidad, se puede asumir que t = —w y se omitiran los subindices
(8—w,w = 6) puesto que no se hara uso de ellos en lo sucesivo de la demostracion.

Adicionalmente, puesto que §(—3) = —6(8) y 6(0) = 0, es suficiente con probar
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6. Correccién general

el lema para 8 > 0. Si 0 < 8 < t, la propiedad es claramente cierta. Para 3 > ¢,

se debe probar que para todod > 0
§(B+d) - 6(B) < d.

Para verlo, nétese que la mediana de v;|(8 —t < v; < B +t) no puede ser menor
que la mediana de v; — d|(8 —t +d < v; < f+t+d), puesto que sus respectivas
densidades son no nulas en el intervalo [ — t, 8 + t], ambas son no crecientes y
f(2)] f(z + a) no decrece. Esto significa que la grafica de la segunda densidad
comienza por encima de la de la primera, y se cruzan solamente una vez, lo cual
implica la mencionada propiedad de las medianas. Esto concluye la demostracion
puesto que para t = —00 or w = 00, es posible apelar a un argumento similar.0J

Los siguientes son algunos ejemplos de funciones de densidad para las cuales el
lema 6.2 es (til, garantizandose asi que las CONDICIONES 1-3 se cumplen: normal
N(0,0p); distribucién de Laplace; distribucion logistica; f plana alrededor del
cero y teniendo colas normales o exponenciales.

La condicién impuesta sobre f(2)/ f(z+a) significa que la tasa de crecimiento
relativo de la funcidn de densidad del error sobre cualquier intervalo positivo de
longitud a no decrece cuando el intervalo de desplaza hacia la derecha.

Existen condiciones suficientes adicionales para verificar que 8 —6; ., (3 ) esno
decreciente. Una, que podria ser util cuando F~* admite una expresion explicita,
simplemente obliga a fF~! a ser una funci6n céncava en (0,1). Para demostrar

esto tiltimo basta simplemente diferenciar.

v) MIXTURAS: En los ejemplos previos, todas las funciones de la familia A
corresponden al mismo tipo de imputaciones, pero no existe ningtin problema en
que algunos de los elementos de A sean, por ejemplo, imputaciones en moda y
otros lo sean en mediana. O bien, en otro sentido, que un elemento &; , sea una

combinacion lineal convexa de las correcciones, por ejemplo, en moda, mediana
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y del punto medio. De esta forma, se pone de manifiesto que las posibilidades de
eleccion de la familia A son muy amplias.

Propondremos a continuacién un método de dos iteraciones utilizando una
familia arbitraria de correcciones A, y después se extenderan los resultados al
caso de algoritmos de una iteracion. Asi, se seguira el mismo orden de exposicién

de los capitulos 2 a 5.
6.3 Meétodo general de estimacion en dos iteraciones

Recuérdese que en los métodos de dos iteraciones, la obtencion de la estimacion
del pardmetro desconocido a en la etapa primaria n, suponia la iteracion sucesiva
de un proceso secundario, cuyo limite proporcionaba dicha estimacién. El
anteriormente mencionado método de estimacion en dos iteraciones consiste
estrictamente en los siguientes pasos:

ITERACION PRIMARIA: La etapa n-ésima de este proceso iterativo
corresponde a tomar n valores muestrales, que pueden ser censurados o no, de
acuerdo con las probabilidades de censura establecidas en la seccion 6.2.

ITERACION SECUNDARIA:

INICIALIZACION: Fijese un valor arbitrario de la estimacion inicial ag, del
vector a.

ITERACION: Asumiendo que la estimacion en la etapa p corresponde a ay,
calctlese un vector de datos, imputando cada uno de los valores faltantes mediante

un método de correccion extraido de la familia A, es decir, para cada ¢ € I tdmese
yi(ap) = 2, site I
t t .
= a,%i+ 6Cj.rycj.r+l (—apxi) ,Sit € I, 2 € (cj,r, cj,,.+1] .

Después, actualicese la estimacion en la etapa p mediante el proceso de proyeccion
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habitual, utilizando el vector de datos completo obtenido, es decir,
apt1 = (XtX)_1 Xty(ap).

Este método recursivo se referird en lo sucesivo como el A-algoritmo de
dos iteraciones, para hacer ver la dependencia de la familia de correcciones A
utilizada. Noétese que a lo largo del proceso secundario la matriz de datos X t=
(x1...z) permanece invariable, cambiando sélo en la iteracién primaria.

Puesto que la clase A esta abierta a muchas posibilidades, se puede disponer de
una gran variedad de correcciones para imputar los datos censurados. Usualmente,
pero no siempre (tal como se vio en los ejemplos), se definira cada elemento de A
como una funcién dependiente de los errores v que aparecen en el modelo lineal
(45). En cualquiera de los casos, dependan o no de v, se demostrara que el proceso
iterativo secundario converge siempre, cualquiera que sea el punto inicial, a un
anico punto fijo, que no depende de este vector de arranque. Adicionalmente, se
veran diferentes convergencias estocasticas del proceso iterativo primario, segun

el tamafio muestral aumenta.

6.3.1 Convergencia del proceso secundario

El siguiente teorema refleja la convergencia del proceso secundario del A-
algoritmo, cualquiera que sea el vector inicial.
Teorema 6.3 Astimase que (X'X)™ = 3", cn, Ti} es definida positiva. Para

cualquier vector inicial ag, la sucesion a,, generada por el A-algoritmo converge
a un vector a*, que satisface la ecuacion implicita

a* = (X'X) 7 Xty(a®). (48)

Ademds, el punto a* es la unica solucion de la anterior ecuacion.

DEMOSTRACION: Similar a la del teorema 2.1.00
La existencia de este inico punto limite a* de cualquier sucesion generada por

el A-algoritmo permite definir este valor como la estimacién del parametro de

151



Sobre Aproximaciones Estocasticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informacion parcial

regresion en la etapa n, el cual se corresponde con un M-estimador de Huber,
al estar determinado mediante la ecuacién implicita (48). Obsérvese que esta
estimacion es independiente de la estimacion inicial, al contrario de lo que sucede

en los algoritmos de una iteracion.

6.3.2 Convergencias estocasticas del proceso iterativo
primario

Ahora se haran iteraciones en el indice n del proceso primario. Denotemos
a* = a, (para notar la dependencia de la estimacion del tamafio muestral n).
En los siguientes teoremas se investigara la convergencia de a,, cuando n — oo,
asumiendo que a es el verdadero valor del parametro de regresion. En todos ellos,
se omitiran las demostraciones por ser similares a las desarrolladas en teoremas

previos.

Teorema 6.4 Si (X X)™ es definida positiva y existe p > 1 para el cual se
verifican las siguientes propiedades

inf Ap = A >0, (49)
n
max [lz;]|* = O(n*~"), (50)

.. N L
donde A, denota el minimo autovalor de la matriz n=?(X*X)™, entonces a,, =3
, . . ’ .7 £
a, y, asi, an, es un estimador consistente de a. Ademds, la sucesicnnz (a,—E(ar))
estd acotada en Lo.

DEMOSTRACION: Similar a la del teorema 3.2.00
Llegados a este punto, es interesante formular un teorema central del limite para
an, con el fin de poder obtener, aparte de la estimacion puntual de a, intervalos de

confianza y realizar contrastes de hipdtesis.

. . . . .y 2
Teorema 6.5 Bajo las hipétesis del teorema anterior la sucesionnz (an, — E(an))
converge en distribucion a una normal, es decir,

n% (an — E(an)) n_—%oo N(0,A)
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para alguna matriz de covarianzas A. Esto quiere decir que, supuesto n
suficientemente grande, la distribucion de an, — a puede ser aproximada por

(an — a) = N(0,n"PA).

DEMOSTRACION: Similar a la del teorema 3.3.0
A continuacién se pasara a exponer algunos resultados para los algoritmos de

una iteracion.

6.4 Métodos generales de estimacion en una iteracion

6.4.1 Meétodo completo

En semejanza con las secciones 4.3 y 5.3, se propondra aqui un algoritmo de
una iteraciéon con correcciones generales. Las demostraciones que afectan a
las convergencias estocasticas se omitiran, referenciando sélo sus precedentes
argumentales, tal como se ha hecho en la seccién anterior.

El proceso iterativo de estimacion sera el siguiente:

INICIALIZACION: F ijese un valor arbitrario para la estimacion inicial a;, del
vector a.

ITERACION: Asumiendo que la estimacion en la etapa n es ap, calcilese un
vector de datos, imputando cada uno de los valores faltantes mediante un método

de correccion extraido de la familia A, esto es, parai € I = {1,...,n}
vi(ap) = z, site I
= abTi+6c;,c;mnt (—aﬁlxi) ,sii € I, zi € (Cjry Cjrt1] -
Después, actualicese la estimacion en la etapa n mediante la ecuacion
Qny1 = (XtX)_1 Xty(an).
Este método recursivo mantiene unas propiedades de convergencia analogas a

las del método de dos iteraciones, las cuales se establecen en el siguiente teorema.
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Teorema 6.6 Sean (X'X)™ y (X'X)9 matrices definidas positivas para cada
n € N y supdngase que existe un nimero real p > 1 para el cual las siguientes

condiciones se cumplen
inf Ap =X >0,
n

en lz:l|* = O (nF71),

donde )\, denota el minimo autovalor de la matriz n=°(X'X)" . En estas

.. L , . . .
condiciones, an, = a ), ademds, existe una matriz de covarianzas ¥ tal que a,
converge en distribucion a la normal

ns (an — E(az)) 2 N(0,3).
n—oo
DEMOSTRACION: Basta argumentar como en los teoremas 5.1 y 5.2.00

6.4.2 Meétodo basado en aproximaciones estocasticas

En este caso, se debe disponer de una sucesion de valores reales, o tamaifios de
paso, a;, de forma que, elegidos de forma adecuada, se consiga que el algoritmo
propuesto converja al verdadero valor del pardmetro a.

INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; arbitrario.

ITERACION: Partiendo de la estimacion a,, en la etapa n, su actualizacién en

la etapa n + 1 tomara la forma

any1 = an + anXte(ay),
donde el vector e(a,) = (e1(an),-..,en(an)) tiene por componentes &;(a,) =
yi(an) — at,z;, siendo y;(ay) el valor imputado para el dato censurado i-ésimo de
acuerdo con la funcion de la familia A correspondiente.

El siguiente teorema propone algunas condiciones suficientes, aunque no

necesarias, para que se produzca la convergencia citada.

Teorema 6.7 Sean (X:X)™ y (X'X)9 matrices definidas positivas para cada
n € N. Supongamos que existe p > 1 para el cual las siguientes condiciones

técnicas se cumplen
inf \p =A>0,
n
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2 _ -1
max o[ = O (oY),
donde Ay, denota el minimo autovalor de la matriz n=?(X'X)™ . Seleccidnese

en cada etapa un tamario de paso o, de forma que apn® — 0, > opn? = 0y
£ . . . . .. .
Y- anpn? < oco. En estas condiciones, el A-algoritmo de una iteracion enunciado

. . , L
inmediatamente converge en Ly, es decir an = a.
DEMOSTRACION: Sigue la misma linea argumental del teorema 5.5.03

6.5 Observaciones y otros algoritmos

6.5.1 Otro algoritmo alternativo al completo

En el método en dos iteraciones, el llamado proceso secundario era un proceso
iterativo que convergia a un punto que se consideraba el valor de la estimacion en
la etapa primaria actual. En el método completo anterior conveniamos en hacer
solamente una iteracion de ese proceso secundario. Pese a la simplificacion, se
obtenia de hecho convergencia en los mismos términos. Lo que se propone ahora
es un método intermedio entre estos dos, de forma que en el proceso secundario
hagamos un niimero k > 1 de iteraciones, en lugar de infinitas. Este nimero de
iteraciones k podria, incluso, variar dependiendo de la etapa primaria n. En todo
caso, la razon de su aparicion viene marcada por el hecho de que, a nivel practico,
en el proceso secundario nunca se podran ejecutar las infinitas iteraciones de que
consta, pudiendo, ademas, ser muy costoso realizar aquéllas necesarias para llegar
a una buena aproximacion del limite.

El algoritmo puede escribirse de la siguiente forma:

INICIALIZACION: Fijese un valor inicial arbitrario como estimacién de a,
digamos a;.

ITERACION: Si la estimacion en la etapa primaria n es a,,, realicense k,, < 0o

iteraciones secundarias como sigue:
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INICIALIZACION: Témese al = a,.

ITERACION: Partiendo de a%, calculese la siguiente iteracion en p mediante
1 ty "1yt
a‘ﬁ+ = (X X) X y(a'fl), p= 1a "',kn';
donde Xt = (x,...z,) y el vector y(ak) se define como en la seccion anterior,

utilizando la familia de correcciones A.

La actualizacion de la estimacion en la etapa n + 1 iguala al ultimo vector de la
iteracion anidada, es decir,
ap41 = aﬁ"“.
Para este proceso cabe esperar que se sigan verificando resultados de
convergencia en linea con los de la seccién 6.4. En concreto, apy1 = af;““ L
y un resultado de convergencia en distribucion similar al que aparece en el teorema

6.6.

6.5.2 Sobre la correccion en media

En el ejemplo iii) de la seccién 6.2.1, al igual que en los capitulos 2 y 4 se propone
utilizar correcciones en media. En ambos casos, se obtienen convergencias
estocasticas similares bajo ciertas condiciones. Las impuestas en este capitulo
no coinciden con las que se incluyen en los dos restantes capitulos citados. La
razon es que en esta parte de la memoria se hace un planteamiento general para la
clase amplia de correcciones A, el cual no explota la especificidad de la correccion
particular en media. En todo caso, los resultados de este capitulo son compatibles

con todos los anteriores, si bien, repito, no coinciden.

6.5.3 Correcciones aleatorias

Segin se adelantd en la introduccion, las correcciones no tienen necesariamente

que ser funciones deterministas, pudiendo ser, también, aleatorias. Considérese la
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familia de variables aleatorias
A* = {6, t=cjp1,w=cjp,paraalginj =1,..,syh=1,..,7;},

donde 67, (3) es una variable aleatoria con valores en el intervalo [ + t, 8 + w]

de media 6, ., (B), para cada 8 € R, es decir,
E (84 (8)) = 8t (8) -

Obsérvese que 8:.w (B) debe verificar las CONDICIONES 1-3. Adicionalmente,

supongase que esas variables aleatorias tienen varianzas acotadas
Var (62‘,,” (,8)) <o?,
para cada t, w.
Con estas condiciones se puede plantear un A*-algoritmo en una iteracion de
la siguiente forma:
INICIALIZACION: Fijese el valor arbitrario de la estimacién inicial a;.
ITERACION: Asumiendo que la estimacion en la etapa n es an, calcilese el

vector de datos completo, es decir, para i € I = {1,...,n} calcilese
vilan) = =, site I

t
= a,z;+6;

Cj.ryCiirt1 (—a'ilzi) , Sii € Ij’ z € (cj,T’Cj,T+1] )

*

t . . . 13 .
CiomiCsmt (—anxl) representa esa propia variable aleatoria realizada.

donde aqui §

Después, actualicese la estimacién mediante la ecuacion
ty\ =1yt
ant1 = (X'X)7" X'y(an).
Con esta modificaci6n se sigue manteniendo el resultado de convergencia visto

para el algoritmo no aleatorio equivalente.

Teorema 6.8 El teorema 6.6 continva siendo vdlido cuando la sucesion ay,
proviene del A*-algoritmo de una iteracion.

DEMOSTRACION: Sigase la del teorema 6.6 y las subsiguientes observaciones de

la demostracion del teorema 6.9.0
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Resultados anlogos se podrian enunciar para los algoritmos de dos iteraciones
y para los algoritmos de una iteraciéon basados en aproximaciones estocasticas

(utilizando distintos tamafios de paso o,), ambos con correcciones aleatorias.
6.6 Aleatorizacion de las correcciones en media

Cuando las correcciones son en media, los datos censurados se han venido
sustituyendo hasta ahora por su media condicionada al intervalo de censura y a
la actual estimacion del parametro. En esta seccion, en la misma linea que en la
anterior 6.5.3, se propone sustituir el dato censurado no por su media sino por una
variable aleatoria cuya esperanza coincida con ella.

En concreto, para cada t < w fijos, considérese una variable aleatoria tomando

valores en el intervalo [t,w], digamos v* (t,w), cumpliéndose

E(y* (t,w)) =7 (t,w) = E(v|v € [t,w])

Var (v* (t,w)) < 0% < 0.
Se puede plantear un algoritmo MD de una iteracién con correcciones en media
aleatorias de la siguiente forma:
INICIALIZACION: Fijese el valor arbitrario de la estimacién inicial a;.
ITERACION: Asumiendo que la estimacion en la etapa n es an, calcilese el

vector de datos completo

vilan) = z, sit e I™

t * t t ..
= abz; + 7 (—azi + Cjry—0pTi + Cjry1), SiT € I, 2; € (Cjry Cjrs1)

donde ahora v*(—alz; + cj,,—aLz; + cjr41) denotan realizaciones bajo
independencia de las variables aleatorias analogas. Después, actualicese la

estimacion en la etapa n mediante la ecuacion

ant1 = (X1X) 7 Xty(an).
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Con esta modificacién, se sigue manteniendo un resultado de convergencia

similar al de la version equivalente no aleatorizada del algoritmo.

Teorema 6.9 El teorema 4.1 continua siendo vdlido cuando la sucesion a,
proviene del anterior algoritmo MD de una iteracion con correcciones aleatorias.

DEMOSTRACION: Siguiendo la linea de la demostracion del teorema 4.1, se

puede escribir
y(a) = Xa +2(a),
donde

s 1‘,—1

=¢g(a) + Z Z 50 Rir (—az:) .

j=1r=
El vector €(a) esta definido en el citado teorema 4.1y

Rjr (—ata:i) = y*(—abzitcjr, —abzitciri1) —y(—akzitcjr, —ahTitCirin)-
Llamemos R;(a) = Y, st N ;rRjr (—a‘z;), siendo una variable
aleatoria nula si ¢ € I™9. Definiendo
g(an) = y(an) — Xan,
se puede concluir, a partir de las propiedades de -y, que
y(an) —y(a) = (I - M*) X(an — a) + R(an) — R(a),
donde R = (Ry, ..., Ry). En definitiva,
g(an) —€(a) = —-M*X(an — a) + R(an) — R(a),
donde M* se define aqui como en el teorema 4.1. Por dltimo, escribamos
ant1 —a = [T = (XX) 7 X'M*X] (a0 — a) + (X'X) ™" X*((an,a),
siendo {(an,a) = &(a) + R(a,) — R(a) = €(a) + R (an). Obsérvese que
E (Ri (an) |an) =0,
con lo cual, al ser E' (e(a)) = 0, resulta que

E ((i(an,a)) = E (E ((i(an, a)|ar)) = E (E (Ri (an) |an)) + E (ei(a)) = 0
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Por otra parte,
E (R? (an) Ian) < 02,
de donde, por la desigualdad de Minkowski, resulta
E (C?(an,a)lan) < [E (R,2 (an) lan)% + E'(E,‘(a))%]2 <(o+ 1)2 .
Por ultimo, las componentes de (a) son independientes, asi como también las de
R (ay) condicionadas por ay,.
Llamando ¢, = ” (Xtx )—1 Xt(an,a) “, todo lo anterior permite escribir que
E(c2) =E(E()lan) < XA 207 K% (14 0)°.
Se concluye la demostracién razonando como en el teorema 4.1, teniendo en
cuenta que las esperanzas se deben tomar primero condicionadas por a,.0J
Se puede concluir, a la vista de esta demostracién, que los algoritmos que
utilizan correcciones aleatorias se comportan idénticamente a los que utilizan
correcciones deterministas. Por ello, se puede afirmar que, utilizando dichas
correcciones aleatorias, se siguen verificando todos los teoremas de los capitulos 2
a 5, referidos a algoritmos con dos y una iteracién. En todo caso, no se enunciaran

explicitamente.

Notas y comentarios

e Los resultados tedricos de este capitulo parecen indicar que se pueden emplear
distintos criterios de correccién (siempre que éstos se establezcan con cierta
l6gica), garantizandose con todos ellos que los estimadores finales disfrutan de

buenas propiedades asintéticas en términos de convergencia estocastica.
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7. Analisis de otras situaciones colaterales

e En el algoritmo alternativo presentado en al seccioén 6.5.1, se sugiere sustituir
las infinitas iteraciones secundarias en cada etapa primaria por un numero finito
de ellas. Esta misma idea fue sugerida por LANGE (1995) en contextos del
EM. En este dltimo trabajo, la recomendacion final consistio en realizar una
sola, convirtiéndose asi de facto en un algoritmo de iteracién Gnica. Pese a
ello, se comprueba, en el trabajo citado, que la eficiencia asintética de ambos

algoritmos resulta ser localmente equivalente.
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7. Analisis de otras situaciones colaterales

7.1 . Introduccion

En este capitulo se intenta mostrar como se podrian extender las aproximaciones
estocasticas sobre modelos lineales con datos censurados, vistas hasta ahora, al
caso de modelos no lineales. Ante las dificultades que se presentan en la regresién
no lineal con parametros multidimensionales, se desarrollard inicialmente en
detalle el caso unidimensional, exponiéndose después sus posibilidades de
ampliacién al caso multivariante. Los algoritmos que se proponen se basan en
los que han sido desarrollados en los capitulos precedentes.

Cuando las funciones de regresion son generales no se dispone de un paso claro
de proyeccion, similar al lineal, para actualizar la estimacion presente. Por esta
causa, los algoritmos de aproximaciones estocasticas, similares a los desarrollados
en las secciones 4.5, 4.6, 5.5 y 5.6, seran los (inicos viables ahora. Es de resaltar
que los resultados incluidos en las citadas secciones, al igual que los formulados en
este capitulo, establecen convergencias en media cuadrética o en media de orden
uno, asegurandose de esta forma la consistencia o convergencia en probabilidad.
En KUSHNER Y YIN (1997) muchos resultados se establecen en términos de
convergencia casi seguro, si bien muy habitualmente para subsucesiones de la
secuencia generada por los algoritmos. Es conocido que, bajo condiciones de
acotacién, por ejemplo, la convergencia casi seguro implica la convergencia en

media y que la convergencia en media s6lo implica la convergencia casi seguro
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de una subsucesion, pero no de toda la sucesion al completo. Por estas razones
es previsible que los resultados aqui establecidos en contextos de censura sean
similares a los de KUSHNER Y YIN (1997) y KUSHNER Y CLARK (1978).
En este capitulo, ademas, se consideraran distintos tipos de censura,
mostrandose con algun ejemplo su factibilidad ante situaciones reales. Asi se hara

presente que las técnicas desarrolladas son aplicables a contextos muy dispares.
7.2 Regresion no lineal. Caso unidimensional

Se comenzara considerando un modelo no lineal del tipo

zi=gi(a)+v;, 1=12,.., (51)
donde z; € R,a € R, g; : R — Ry v; es un error aleatorio real. Como siempre,
se supone que algunos datos son no agrupados, si¢ € I™9, en cuyo caso se observa
el valor z;, mientras que otros valores z; se encuentran agrupados, cuando 7 € I9.
Por simplicidad, aunque sin pérdida de generalidad, se supondra que existe un

unico criterio de clasificacion determinado por r puntos extremos
—00=¢c < < <... <G =00,

de forma que, si ¢ es agrupado, tan s6lo se sabe que z; € (cj,cj+1), para algin
j € {0,1,...,r — 1}. Asumase, por tltimo, que la probabilidad de I™ sobre el
conjunto poblacional de indices es 7. Se trata de estimar el pardmetro a € R del
modelo (51) a partir de esa muestra sometida al proceso de censura citado mediante
un procedimiento inspirado en las aproximaciones estocasticas, en la linea de las
secciones 4.6 y 5.6 anteriores. Se supondra, como es habitual, que los errores v;
tienen media cero y varianza finita.

Se propone el siguiente algoritmo de aproximacién estocastica con
correcciones aleatorias.

INICIALIZACION: Témese un valor inicial arbitrario a; € R.
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ITERACION: Supuesta conocida la estimacién a, de la etapa n, su

actualizacion n + 1 se calcula mediante la expresion
an+1 = an + By (Yn (an) = gn (an)), (52)
donde
Yn(an) = zn, sineI™

= gn(an) - 5;' (—gn(arn)), sin € I, 2z, € (cj, cjt1] -

En la dltima igualdad 67 (—gn (an)) denota una realizacion de una variable
aleatoria definida sobre el intervalo (—gn (an) + ¢j, —gn (@n) + cj41).  Se

supondra que dicha variable aleatoria cumple que

E (5; (—gn (an)) |an) = 6;(~gn(an))
= E (Vv € (=gn (an) + ¢j; —gn (an) + ¢j+1])
y tienen varianzas uniformemente acotadas
Var (65 (—gn (an)) lan) < o2,
para todo a,, € R. Obsérvese que en el planteamiento anterior, se podria suponer
que &7 es una variable degenerada en §;. En este caso, el algoritmo anterior llevaria
a cabo correcciones no aleatorias.

Se vera a lo largo del capitulo que, bajo ciertas condiciones, se puede
conseguir que la secuencia a, generada por el algoritmo converja, en algin
sentido estocastico, al verdadero valor a. Las hipétesis que se impondran
sobre los tamafios de paso son las usuales (véase KUSHNER Y YIN (1997)).
Adicionalmente, se impondran ciertas condiciones de acotacién que surgen como
consecuencia de la no linealidad del modelo y de la propia censura. Se vera
que dichas condiciones no son muy restrictivas, pudiéndose, incluso, relajar para

obtener mayor generalidad.
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Por ultimo, las funciones g, podrian depender de una variable observable,
de forma que g, (a) = g(a,z,), con z, € R™, como es habitual. En lo
sucesivo, cuando sea factible, se utilizaré la notacion Leibniz g,, (o) = ‘—37(—1'& (o) y
8; (@) = %i ().

El siguiente teorema establece un primer resultado de convergencia en media

cuadratica del algoritmo descrito arriba.

Teorema 7.1 Supongamos que gy, () y 6; () son derivables y admiten derivadas
uniformemente acotadas superior e inferiormente, es deciy existen € > 0y
M < oo tales que

€ Sgn () S M
y .

e<6; () <M.
Si B, = 00y Y. B < oo, entonces a, 13 o (concluyéndose que ay, es un
estimador consistente de a).

DEMOSTRACION: El algoritmo aqui propuesto generaliza los de las secciones
4.6 y 5.6. Se puede escribir en los mismos términos que en las secciones citadas
como

Qnt1 = Gn + ,ann (an) »
siendo &, (an) = yn (an) — gn (an). Es facil ver que si el modelo es lineal, y se
asumen correcciones no aleatorias con tamario de paso 3,, = a,Zn, €l algoritmo
propuesto coincide exactamente con el de la seccion 4.6.

Como consecuencia directa de las hipétesis del enunciado, resulta que

gn (an) — gn (a) =0n (&r) (an —a), (53)
siendo &,, un valor intermedio del segmento de extremos a,, y a. Por la misma

razon, también es cierto que
6 (~9n (an)) = 65 (=9n (@) = = 65 (Ca) (9n (@) = 9n (@)}, (54)

donde (,, pertenece al segmento de extremos —gn, (an) y —gn (a). En definitiva,

166

1 00008 0000000880000 000200000000000000000FC°OCPOCESBCROOIILIOANCGIESOSONOCGINESONOGYNYYDS



) 0000 0QOCHEO0SLAVECB OGS COSEVGCCLODOCOROS2T0CODOISESOSIOINEBOINDOIOGICQROIOCOSTS

7. Analisis de otras situaciones colaterales

sin e I,
Yn (@) —yn (a) =0,

mientras que, sin € I9y z, € (¢j,¢j+1),
Yn (@n) = U (3) = gn (an) = 92 (a) = 85 (o) 9n (€0) (an — ).
En consecuencia, la diferencia de los errores muestrales se puede escribir como
€n(an) —€n(a) = Yn(an) = 9n(an) — ¥n (@) +gn (a)
= —-my (an —a),

donde

*

m, = gn(&n)a SinGI”g
= 65 (¢n) gn (), sine 7y z, € (cj,ci41] -
La acotacion de las derivadas de g, y 6; garantiza la acotacién de la variable my,.

Por tanto,
0<&g<m, <H<oo,

siendo H = max {M, M?} y & = min {¢,€?}. El algoritmo propuesto se puede

escribir, pues, en la forma

Un+l = Qn — ﬂnm:; (an - a) + Bren (a) .
Se sigue que
(ant1 —a)* = (an — a)’ + Bims? (an — @)’ + Bach (a)

_Qﬁnm; (an - a)2 + ﬂnsn (a) (an - a’)
‘ﬂ?zm:ﬁn (a)(an —a).

Tomando esperanzas resulta

B (a1 =) = E((an—a)?) = B (Bym (2 = fpm}) (an — a)?)
+E (fel (a)

puesto que E (e, (a)) = 0y £, (a) es independiente de a,. Como m;, < H, se

167



Sobre Aproximaciones Estocasticas aplicadas a problemas de Inferencia Estadistica con informacién parcial

puede tomar 3, < %, para todo n € N, con lo cual 2 — m% 3, > 0. Como
my 3, < Hf, — 0, se puede considerar que 2 — 3, m;, > 1, a partir de un ng en
adelante. Ademas, se sabe que m;, > €, con lo cual se concluye que

B}, (2 = Bymy) (an = a)* 2 Byms, (an — a)® 286, (an —a)?,
para todo n desde un ng en adelante. Si llamamos b, = E ((an - a)2) , después

de iterar n veces la expresion anterior se obtiene

by = boy— Y E (B;mi (2 - Bimi) (@i — 0)°)

+3 B (B @)
< bay = Y EBE (@i - a)) + 3 BE (e (0)-

Se afirma que E (¢7 (a)) < 1+ o2, En efecto, por una parte
E (2 (a)]i € I'Y) = Var (v),

Y, por otra,

E (612 (a)]i € Ig) = ZPr (2 € (¢j,¢j41]) E (5; (a)2 li € Ig>
j=1
= ZPr (2 € (cj,¢j41)) (Var (65 (a)) + 65 (a)z)
=1

< Y Pr(z € (¢j,¢441) (02 +6; (a)z)
=1
< o?+1.

Teniendo en cuanta que b,+1 > 0, se puede deducir que
n

> &Bbi < bny + Zn: BZE (% (a))

i=ng i=no
n
< bng+(14+0%) > B2
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7. Analisis de otras situaciones colaterales

o0
< b+ (1+0%) ) B <o

1=nNg

Esto significa, en conclusidn, que

o0
> Bibi < o0

’l:=n0
o0
i=‘no

bp=FE ((an - a)2) — 0,

n—oo

lo cual, junto a que ) B; = oo, implica que

. L
es decir, a, 23 a.0
A continuacidn, se vera que las condiciones de derivabilidad no son obligadas.

Lo esencial es que g,, se encuentre encerrada en un cono, al igual que las §;.

Corolario 7.2 Supongamos que existen M < oo y € > 0 tales que para cada
an #aes

e < gn (an) — gn (a) <M

ap —a
yparacadaj=0,..r—1ypB, # Byes
65 (B1) — 85 (B2)
<M.
B — B h

i . L
En estas condiciones, si 3" 3, = 0oy 3 B2 < oo se cumple que ar, =3 a.

€<

DEMOSTRACION: Basta observar que se siguen verificando ecuaciones similares
a(53) y(54), incluso aunque g, y §; no sean derivables. En este caso, los anteriores
valores 9y, (€,) Y § ; (¢,), representan los cocientes de incrementos del enunciado
en lugar de derivadas.O

OBSERVACION: La condicién impuesta en este corolario sobre la funcién g,
significa que existe un cono con vértice en el punto (a, gr (a)), conteniendo al
grafo de la funcién g,. Las condiciones ¢ > 0 y M < oo implican que dicho
cono esta generado por dos vectores de coordenadas estrictamente positivas. Un
comentario semejante afecta a las funciones §;.

Finalmente, en el siguiente corolario se relajan las condiciones impuestas de
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acotacion uniforme.

Corolario 7.3 Supongamos que existen dos sucesiones {My,} y {€,} tales que
para cada a,, # a se cumple

< 9n(an) — gn(a)

O<en < <M, <o

an"a

yparacadaj=0,..,r—1yB3; # Py es
O0<en < 8;(B1) = 6;(Ba) <M, < oo.

B By — B2
Supongamos, ademds, que para cadan € N, Mpf, < e <2y Y enf, =
En estas condiciones, si ¥ 3, = 0oy 3. B2 < oo se cumple que ax, La

DEMOSTRACION: Similar a la del corolario 7.2.0]

Es de resaltar que, en el algoritmo (52), la direccion a lo largo de la cual
se mueve la actualizacién a, 41 a partir de a,, depende solamente del signo de
Yn (@n) — gn (an) = €n (an). Después, en el teorema 7.1, se vio que el algoritmo
converge si gn, es creciente. Si g, fuera decreciente se podria cambiar €, (a,) por
—en (an), para llegar a obtener convergencia de igual forma. En resumen, si g,
fueran mondtonas, bastaria multiplicar el error €, (ar,) por el signo de la derivada
de gn (e, incluso, por la misma derivada si ésta es acotada) para poder concluir que
el algoritmo converge. Esta idea sera fundamental en el caso multidimensional,
ya que en este caso se debe buscar, no sélo un signo, sino una direccion de cambio
adecuada.

A continuacion, se vera un resultado que sera util mas adelante, a la hora de
hablar del caso multidimensional. Lo importante aqui es que, aunque las hipétesis
son menos restrictivas que las del teorema 7.1, se obtiene una conclusién, no
idéntica, pero en muchos casos suficiente, similar a las que se conseguiran en el

caso multidimensional.

Teorema 7.4 Supongamos que g (-) y 6; (-) son derivables y existen e > 0y
M < oo tales que
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7. Analisis de otras situaciones colaterales

y .
€ S(Sj () < M.
En estas condiciones, si 3.0, = 00y 3. 0% < oo se cumple que g (an) —
Lo
gn(a) 3 0.

DEMOSTRACION: De la misma forma que en el teorema 7.1 se puede escribir

n41 = An — ﬁnm:; (gn (an) —0n (a)) + ﬁnsn (a) )
donde

*

m = ]_, sineI™
= 6_7 (Cn)a SinEI‘qyan (Cj,Cj+1].
Por la acotacion de la derivada de §;, se tiene una acotacion equivalente para my,

que, en concreto, se pondra como
0<&g<m, <H<o.
Restando a, elevando al cuadrado y tomando esperanzas resulta que
E((@nr1—=0a)) = E((an-a)’) +E (B2 (@)

+E (82m2 (9n (an) = 9n (2))?)

—E (28,m;, (9n (an) — gn (a)) (an — a)).
Aplicando el teorema del valor medio, existe un valor €, € [an, a] tal que

9n (an) = gn (a) =9n (€,) (an — a),

de donde, al ser la derivada de g,, positiva,

(9n (@n) — gn (a)) (an —a) 2 % (9n (an) = gn (@))*.

Se sigue de esta desigualdad que
E((@n1—=0)) < E((an—a)’) +E (B2ei (o))
- (Bt (7~ Bams) o o) =90 (@)
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Tomando n > ng se puede conseguir que
2 €
* *
/B'n,mn (M - ﬁnmn Z ’Mﬂna
con lo cual, iterando n — ng veces el proceso anterior, se llega a

E ((an+1 - a)2) < E ((ano - 0)2) - Xn: %@-E ((gi (ai) — g (a))2)

i=‘no

+ Y E (B! (a)

i=ng

B ((an — o) = 32 Z:E (0 (@) 9 @))?)

?::no

+(1+0?%) Z B2

‘i=no

IA

Teniendo en cuenta que E ((an+1 - a)2) > 0, se puede deducir que

% :Ln; biE ((gi (a:) — g: (a))2> <FE ((an0 - a)2) +(1+ 02){2 B2 < oo,

lo cual implica que
E ((9n (as) = 9. (@)*) =0,

como se queria demostrar.CJ

El préximo resultado también es una consecuencia del teorema 7.1 anterior.
Las condiciones de monotonia impuestas sobre las g, se pueden modificar,
exigiendo s6lo monotonia lateral a la izquierda y a la derecha de a, aunque no
necesariamente del mismo tipo (en dichos lados y en las sucesivas g,). Puesto
que, como se ha indicado, el signo de los errores es determinante, se propondra el
siguiente algoritmo de estimacion bajo derivabilidad de las g, (ya comentado tras
la demostracién del corolario 7.3).

INICIALIZACION: Témese un valor real arbitrario a;.

ITERACION: Actualicese la estimacion a,, mediante la ecuacién en diferencias

Ap4+1 = Qn + ﬂn gn (an) (an = a) N
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siendo 9, (an) la derivada de g,, evaluada en el punto a,, (positiva o negativa,

dependiendo del tipo de monotonia).

Teorema 7.5 Supongamos que las §; (-) son derivables y que existen e > 0y
M < oo tales que
[ S(Sj () < M.
Adicionalmente, supongamos que las g (-) son mondtonas y derivables,
verificando
S

9 () <M.

- . L
En estas condiciones, si 3. 3, = 0oy 3 2 < 0o se cumple que a, =3 a.

DEMOSTRACION: Sigue la misma linea argumental de la demostracién de los
altimos resultados.CJ

Las condiciones de acotacién de las derivadas impuestas implican que g, es
monotona decreciente o creciente en todo R. Una monotonia lateral distinta a
la derecha e izquierda de a podria ser posible sustituyendo las condiciones de
derivabilidad por condiciones cono, en la linea de los corolarios 7.2 y 7.3. En
este caso, la derivada 9 (an) en el algoritmo deberia sustituirse simplemente
por un signo, positivo o negativo dependiendo de si g, (a) esta por encima o
por debajo de g,, (a). De esta forma, la convergencia establecida en el teorema
7.5 se mantendria. En todo caso, la aplicabilidad de esta tltima formulacion
exigiria conocer g, (a), siendo a desconocido. Aunque se podria disponer de esta
informacion en algun caso, se ha omitido su formulacion explicita por considerar

que tiene un interés mas bien referencial.

7.2.1 Un modelo de censura alternativo

Los resultados obtenidos se mantienen bajo otras muchas circunstancias. A titulo
de ejemplo, se planteara a continuacion una situacion de censura distinta a la
considerada hasta ahora. Esta nueva censura se referenciara en lo sucesivo como

modelo alternativo, frente al modelo original que se ha venido utilizando hasta
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ahora en esta memoria.

El modelo alternativo de censura citado, asumira que los datos no seran
observados siempre que caigan dentro de un cierto intervalo C fijo. Esto implica
que la muestra observada esta truncada en el conjunto complementario de C.
En este caso, el mecanismo de pérdida no es ignorable, no pudiéndose utilizar
solamente los datos no censurados. Este nuevo tipo de censura difiere del original,
puesto que en este Gltimo la muestra no agrupada no era, en absoluto, truncada.

En resumen, si C = [a,b] es un intervalo fijado, se considera el modelo no
lineal

Zn=gn(a) +vn
con las mismas caracteristicas (excepto el tipo de censura) expuestas al comienzo
de la seccion 7.2. Como se ha indicado, si z, ¢ C se observa su valor exacto, a
diferencia de cuando z, € C. De nuevo, los indices naturales se particionan en I9
e I9, conteniendo los indices censurados y no censurados, respectivamente.
E! método iterativo que se propone es el siguiente:
INICIALIZACION: Témese un a; inicial.

ITERACION: Actualicese la estimacién a,, de la etapa n mediante

ang1 = an + B, (Yn (an) = gn (an)),
siendo
yn(an) = 2n, siz, ¢ C(neI™)

= gn(an) +6(—gn(an)), sizn € C(n € I9)

§(B)=E(vlve[B+a,p+1]).
Como antes, también ahora podria sustituirse § por una correccion aleatoria 6*, con
media § y varianza acotada. Por simplicidad, se utilizara solamente 6 determinista.

Obsérvese que la forma de evaluar las iteraciones de este algoritmo se inspira en
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(52), si bien la situacion aqui tratada es formalmente diferente.

Teorema 7.6 Asumase que las funciones reales gn, () y 6 (-) admiten derivadas y
éstas son uniformemente acotadas en una banda, es decir; existene > 0y M < oo
tales que

E<9n()SM
y' .
e<b() <M.
Si, ademds, se toman tamafios de paso de forma que 3" B, = 00y 3 82 < o0,

: . L
entonces se verifica que a, =3 a.

DEMOSTRACION: Puede emplearse un razonamiento similar al del teorema 7.1.
Para ello, obsérvese que se cumplen dos propiedades analogas a las vistas en el

citado teorema, aunque sus respectivas demostraciones difieren. En primer lugar,
sien (a) = yn (@) — gn (a), resulta que

E(en(a)) = E(zn—9gn(a)|zn ¢ C)Pr(zn ¢ C) +6(—gn(a))Pr(z, € )
E (vn|vn € —gn(a) + C) Pr(vn ¢ —gn (a) + C)

+E (v|v € —gn(a) + C)Pr(vn € —gn(a) + C)

= 0.
En segundo lugar, también se cumple que
E(e2(a)) = E(Vilvn¢ —gn(a) +C)Pr(vn ¢ —ga(a)+C)
+(E (Vv € =gn (a) + C))*Pr (v € —gn (a) + C)
E (V3|vn ¢ —gn (a) + C) Pr(va ¢ —ga (a) + C)
+E (V*|v € —gn (a) + C) Pr(vn € —gn (a) + C)

IN

= Var(v).
Estas condiciones son suficientes para concluir que

E(an—a)2 — 0.0

n—o00

Corolario 7.7 (Relajacion de la diferenciabilidad) Supongamos que existen dos
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valores M < ooy € > 0 cumpliéndose que, para cada a,, # aq,
< gn (@n) — gn (a) <M

an—a
Y para cada 3, # B,
L 8B -86) _
1= B

En estas condiciones, si 3.3, = ooy Y. % < oo, se sigue verificando la

. . . L
conclusion del teorema anterior. es decir a, =3 a.

DEMOSTRACION: Procédase como en el corolario 7.2.00
Podria incluso enunciarse un corolario que sustituyera los valores fijos M y
€ por otros variables en cada iteracion M, y €5, en términos similares a los del

corolario 7.3, si bien no sera enunciado.
7.3 Estimacion paramétrica

A continuacion es vera como las aproximaciones estocasticas vistas en la seccidn
anterior pueden aplicarse a problemas de estimacion paramétrica. Si las funciones
de regresion gy, son constantes (es decir, g, = g, para cada n € N), el modelo no
lineal visto se convierte en

2n :g(a)-i-}/n, (55)
propio de un problema de estimacion paramétrica (se ha cambiado el parametro
a por ). Estos problemas de estimacion en presencia de censura pueden, por
tanto, ser abordados mediante las técnicas de aproximaciones estocasticas. Por
simplicidad, se considerara un modelo paramétrico unidimensional, si bien no
necesariamente g (6) tiene que ser una reparametrizacion de posicién, como

aparece en (55).

7.3.1 Modelo de censura alternativo

Sea F = {Fp : § € © C R} unafamilia paramétrica de funciones de distribuci6n.
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7. Analisis de otras situaciones colaterales

Se comenzara asumiendo un modelo de censura similar al de la seccion 7.2.1,
si bien, después, se considerara el tipo de censura original. Asi pues, existe un
conjunto fijo de censura C (no necesariamente un intervalo) perteneciente a la -
algebra de Borel en R. Las variables de observacion {Z,} son independientes
e idénticamente distribuidas con funcion de distribucién Fy € F, para un valor
0 € © desconocido. Se asumira que esta muestra es solamente observable fuera
de C (es decir, si Z, ¢ C), no siéndolo si Z, € C. Ademas, se supondrd que
conocemos la funcion g : R — R, siendo
9(0) =E(Z).

El algoritmo que se propone (en la linea de las aproximaciones estocdsticas) para
estimar @ es el siguiente.

INICIALIZACION: Témese un valor inicial 6, € ©.

ITERACION: La estimacion en la etapa n + 1 se calculara a partir de la
estimacion de la etapa n y de la informacion que proporciona tinicamente el valor

muestral Z,,, mediante la ecuacion recurrente
9n+1 = 0n + En (Zn — g (917,)) I(Zn ¢ C) + E'n (Zn (en) - g (0n)) I(Zn E C),

siendo Z, (6,) es una variable aleatoria con distribucion Fp, truncada en C. El

proceso iterativo se puede escribir como
Ons1 = On +&n (yn (6n) — g (6n)) (56)
donde
Un(0n) = Zn, sineI™
= Zn(6n),sinel’,

teniendo 19 e I™ el mismo significado asumido en todas las secciones anteriores.
Si © # R, es posible que la aplicacion de (56) no garantice que 0,41 € ©,

cuando 6, € ©. En este caso, seria necesario llevar a cabo un proceso Ilg de
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proyeccién sobre ©, convirtiéndose (56) en

Ont1 = o (0n +&n (Yn (On) — g(6r))) -
Sin embargo, no se estudiaré esta situacion y se supondra que el algoritmo esta
bien definido, siendo (56) la ecuacion que determina su iteracion.

La citada aproximacién estocastica permite garantizar la convergencia casi
seguro, en lugar de la convergencia en Ly, como hasta ahora. Para ver que 6, gy
interesa calcular la esperanza de la variable aleatoria y,, (65), condicionada por 6,
y por todas las realizaciones anteriores, para analizar su comportamiento como

funcion de 8,,. Esta esperanza es:

B (4 (60)6) = [ 2dPo(@) +Pr (Zn € C) E(Z0 (62)161).
Definanse los valores A = [, xdFy(z) y B = Pr(Z; € C), ambos constantes,
y h(6,) = E(Z,(6,)|0,) como funcién en 8,,. Si 8, = 0, es claro que
A+ Bh(8) = g (8), pues

A+Bg() = /C 2dFy(@) + P (21 € C) B (Za (0)10)

= / zdFy(z) + / zdFy(z) = g(0).
B ()
Supodngase, por altimo, que. A+Bh (-)—g () es continua y que tiene un tnico cero

en 8 (verdadero valor del pardmetro). Posteriormente se veran distintas situaciones

donde estas condiciones son factibles. Se tiene entonces que

soigneo (A+Bh(65) —g(6n)) = — s;'gneo (A+ Bh(8,) —g(6r)) .

n

En consecuencia, la ecuacion diferencial

d

50 = A+ Bh(6(t)) - g (6(t))
tiene, en general, una dnica solucién constante que corresponde a 6 (t) = 6. Si
este punto @ es una solucidn asintdticamente estable para la ecuacion diferencial

anterior y se seleccionan los tamafios de paso adecuadamente, se puede conseguir

que 8, <3 0 (véase KUSHNER Y YIN (1997), capitulo 5). Si  es una solucion
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7. Anélisis de otras situaciones colaterales

asintéticamente inestable para la ecuacidn diferencial es suficiente con cambiar €5,
C.8.
por —en,, para que 6, — 6.

Se vera, finalmente, que las condiciones seiialadas sobre continuidad y cero
Gnico en 8 de la funcién A + Bh(-) — g(-) son casi coincidentes, en muchos
casos, con las hipétesis impuestas para garantizar los resultados de convergencia
de la seccidn anterior. Con este objetivo, se comenzaré analizando la funcién en

On
fc zdFy, (z)

h(6n) = B (Zn (0n)16n) = Tgp 0y

en ciertos ejemplos y casos particulares.

Ejemplos i) Sea C = (c,00), para un ¢ > 0, y asumase que las Fy son
distribuciones exponenciales de pardmetro § € © = (0,00). Es claro que
g9(8) = E(Zy) = 0, donde Zy es una variable aleatoria distribuida como Fj.
Se puede calcular facilmente que h(0) = E (Zy|Zg > c) = 6 + ¢, con lo cual
A+ Bh(6,) — 0,, como funcion 8, es continua y tiene un nico cero si, y sélo
si, B = Pr(Zy > ¢) # 1, lo cual siempre ocurre por ser ¢ > 0. El hecho de
que B < 1 significa que no todos los datos son censurados. Ademas, la ecuacion

diferencial citada arriba adopta la forma

d
50(t) = (A+Bc) + (B - 1) 6(t).

Dicha ecuacidn es asintéticamente estable por ser B — 1 < 0, concluyéndose que
0 5 0.

ii) Sea Z, una variable distribuida como una Beta(a,1) y C = (c,1) ,
cona > 0y 0 < ¢ < 1. Reparametricemos la distribucién beta mediante

6=a(l—a)™?,0<6 < 1. Ladensidad de Zy puede escribirse como

20—1

6 201
f(:c,0)—1_9m -, O<z<l
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Asi pues, g (6) = E(Zg) = 6. Es facil comprobar que la funcion
h(9)=E(Z(9|C<Zo<1)=91——C£i, 0<6<1

1 —ci-o
es derivable con continuidad, cumpliéndose 0 < £ (6) < 1, paratodo 0 < 6 <
1. En consecuencia, A + Bh (6,) — 0, tiene derivada negativa, admitiendo, por
ello, una raiz unica en (0, 1), que coincide con 8, = 6. Asi pues, de nuevo, se

. C.S.
verifica que 6, — 6.

Caso de parametro de localizacion Obsérvese que en los dos ejemplos
anteriores g (8) no era un parametro de localizacién del modelo. Supéngase ahora
que si lo fuera, es decir: z, = g (6) + vy, donde las v, son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Supongamos, por analogia con el
teorema 7.6, que g (8,,) y h (6,,) son derivables, como funciones en 8,,. Se cumple,
asi, que h (6,) = g (6n) + 6 (—g (0r)), donde 6 (—g (85)) es la funcién
§(-g(6n)) =E(v|lv € —g(6n) +C),

siendo —g (8;,) + C una traslacién del conjunto de censura C' C R. Interesa que
A+ (B —1)g(6,)+ Bb(—g (6,)) sea una funcion con una tnica raizen §, = 6.
En particular, esto se cumple si es monétona en 6y,.

Si Egj 9 (6n) > 0 (condicion que se impone en el teorema 7.6), una condicidn
suficiente para que se cumpla la monotonia citada es que ag—ﬂé (6,) >1- B,
en cuyo caso la solucidn es asintoticamente estable y se verifica que 0, =% 0.
En la situacion degenerada B = 0 la condicion de monotonia resulta inmediata,
si bien aquélla indica que la probabilidad de censura es cero, siendo la muestra
completamente observada con probabilidad uno.

Si %g (6,) < 0, la condicién Eg—ﬂ&(ﬁn) > 1 — B! implica que la solucién
sea asintoticamente inestable, por lo cual se debe cambiar el signo del tamafio del
paso para obtener convergencia.

En cualquiera de los dos casos, si 0 < B < 1, resulta que una condicién
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suficiente para la convergencia casi seguro citada es que ag—né (6,) >0>1-B7},
en concordancia con el tipo de hipdtesis que fueron impuestas en las secciones
precedentes. Hay que hacer notar que si B = 1, la probabilidad de censura es uno,
dedonde A =0y §(0,) = 0. Laecuacion A+(B — 1) g (6n)+B6(—g(6,)) =0
se verifica, pues, para cualquier 8, no teniendo solucién unica. En conclusién,
no se puede abordar con este método la estimacion de @ si todos los datos son

censurados (con probabilidad uno).

Situacién practica A continuacion, se expondrd una situacién préctica en
donde el tipo de censuras aqui tratado es factible.

Supdngase que la duracion de una cierta pieza sigue una distribucion
exponencial de densidad f(t) = Ae~*, con t,A > 0. Si cuando una pieza se
rompe es sustituida inmediatamente por otra igual, el nimero N; de piezas rotas en
el intervalo de tiempo [0, ] es un proceso de Poisson de parametro A. Es conocido
que la distribucién conjunta de IV; y de los instantes de ruptura T1, T5, ... T, hasta

el instante £, s6lo depende de ¢. En concreto,
f(NhT‘,,,,,TNl)(natly -~-7tn) = Ane_At Si 0 < t] <. < tn <t
=0 en otro caso.

De lo anterior se deduce que el estimador maximo verosimil de A es

N

¢

el cual es suficiente si ¢ es fijo. Ademas, es facil ver que ﬁtl — A c.s., cuando

A=

t — oo.

Si la sustitucion de la pieza rota por una nueva requiere la intervencion de
un operario, lo natural es que éste no pueda estar todo el tiempo pendiente
de la maquina (posiblemente porque tenga otras maquinas que revisar). En
consecuencia, una politica de mantenimiento plausible podria ser la siguiente.

Cuando el operario coloca una pieza nueva se ausenta (tras anotar la hora de
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reparacion) y regresa al cabo de un tiempo a, vigilando el funcionamiento de
la pieza durante un periodo de tiempo b, si aquélla no se estropea antes. Por
tanto, cuando una pieza deja de funcionar o bien es cambiada instantdneamente
(si en el instante de ruptura el operario esta presente) o bien existe un tiempo de
inoperatividad hasta que el operario regresa. De esta forma éste s6lo sabe el tiempo
exacto de duracion de una pieza si se rompe en su presencia. En otro caso, la citada
duracién sera censurada, por razones obvias.

Ante la politica de mantenimiento inmediatamente explicada, dendtese por R;
el instante de ruptura de la i-ésima pieza y por S; el tiempo que transcurre entre
R; y el instante de reparacién. Adicionalmente, el proceso puntual indicando
el nimero de piezas rotas hasta t, sera denotado por X;. Es claro que existe
una relacion entre los anteriores procesos y el de Poisson puro IV; y sus tiempos
Ty, T», ... asociados, antes citados. De hecho, puede razonarse facilmente que (con
So=0)

Timi=Rip1—-5-..-8;, 1=0,1,2,...
Después de la ruptura de la pieza ¢ + 1 habra un tiempo positivo de inoperatividad
de la maquina si, y solo si,
Tiy1—-Ti € U (2k(a + b), 2k(a + b) + a) Uck =

k=0
En otro caso, la pieza es sustituida inmediatamente y Ia maquina no dejara de

funcionar en ningiin momento. En concreto, en el primero de los casos, si
Ti1 — T; € (2kiy1(a +b),2kit1(a +b) +a),
entonces
Si = 2kiy1(a+b)+a— (Tiy1 —Ti) > 0.
Finalmente, obsérvese que paraz = 0,1,2, ...
X = Nigimms, =0, site[Ti+S1+..+8,Tir1 +S1+ ... + 5i)
= Ng,, =t+1,sit€[Tiq1+S1+...+8,Tis1 +S1+ ... + Siv1) .
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Se comprobara que la densidad conjunta de X; y de los instantes de ruptura es de

la forma siguiente:
fX R By ) (T T1y o Tr) = Ne M9 si0<r <..<rp <t
= 0, en otro caso,
donde s es el tiempo que la maquina esta inoperativa en el intervalo [0, t], es decir,
s = 81+ ...+ sn, Sit>rn + 8n
= 81+ ...+8Sp1+t—7Tn, sit <7TH+ Sy

Para verlo, basta observar que S; depende solamente de Ry, ..., R;. Esto significa

que S depende de Ry, ..., R,. En forma expandida se puede escribir, pues,
i = R
T, = Ro-S5(Ri)

T, = Rp—Si(R1)—...=Su1(R1,...; Rp-1)-

Se sigue que

f(Xg,Rl,...,RNt)(na T15e0y Tn)

= f(Ng_,,Tl,...,TNt_a)(nar117‘2 — 81,5 — 81 — ... = Sn—l)

/\ne—)\(t—s),

siempreque 0 <7} < ...< 71, <1

En conclusidn, la distribucién conjunta de X, Ry, ..., Ry, sélo depende de
t y de S, por lo que un estimador bidimensional suficiente, si se dispusiera de
la informacion completa, seria (N;,S) = (N, S(Ry,...,Rn)). En la citada

situacion, el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro A es
~ N;
A= ——

t— S
Como se ha indicado el valor S no es observable, porque las piezas se pueden
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romper cuando el operario no esté presente. Este hecho invalida la utilizacion del
anterior estimador A. Asi pues, el método clasico no sirve para estimar .

La estimacion se puede abordar, sin embargo, mediante las aproximaciones
estocasticas expuestas, considerando las duraciones de las sucesivas piezas como
una muestra de una variable aleatoria exponencial eventualmente sometida a
censura. Reparametricese mediante § = %, para que § coincida con la esperanza
de la exponencial asociada. Fijado ¢, se propone la siguiente aproximacion
estocéstica que consta de [V; pasos, con la cual se proporcionara la estimacion

de 6. Fijado un 6, inicial, en cada uno de los pasos n se actualizara el valor de 6,

mediante
o0
Onts = O +n (Yo = 0n) I(Ya £ C) + Y en (Y8 = 6) I(¥a € Ci),
k=0
donde YV,, = Tpy1 — T e Ye’f, es una realizacion de una variable aleatoria

exponencial de parametro 6, truncada en Ck. Es inmediato observar que si Y

. . . -1
es una variable exponencial con densidad f(t) = ;},e s%, entonces
b—a

b—a *

—e e
Esto sugiere proponer una version del algoritmo anterior con correcciones no

E(Y|Y €la,b)) =0+b—

aleatorizadas, en la cual el valor aleatorio Yg’f‘ se sustituira por el fijo

Yy =0, + (2k(a +b) +a) — 1——?—:2 = hi(0n).

— e bfn
Para analizar la convergencia de la citada version, obsérvese que Ny — oo c.s.,

sit — oo, por lo que se analizara la convergencia de 6, cuando n — co. Para
ello, si Fy es la funcion de distribucion de una variable aleatoria exponencial de

pardmetro A = 4, resulta que

h(8,) = /C zdF@) + Y /C dFy(2)ge(02) — On
k=0 k

tiene una {nica solucién en 8, = 6. Para ello, es suficiente comprobar que

0< %hk(on) < 1, con lo cual d—gﬂ—h(On) < 0. Asi pues, 8 es la unica solucion

184



7. Anélisis de otras situaciones colaterales

constante de la ecuacion diferencial

d
S0()=h(0()

. oL C.8.
la cual es asintéticamente estable, por lo que se concluye que 8, = 6.

7.3.2 Modelo de censura original

Por Gltimo, se expondran brevemente las aproximaciones estocasticas para abordar
un problema de estimacién paramétrica, similar al anterior, cuando el modelo
de censura es el original, utilizado en todos los capitulos anteriores. Sea una
familia paramétrica de funciones de distribucion en R, F = {Fp : § € ©}, siendo
© C R. La experimentacién {Z,}>-; se identificara con una sucesion de
variables aleatorias con funcién de distribucién Fy € F, para un valor § € ©
desconocido. Se supondra que la sucesioén {Z,} no es completamente observada,

pudiendo algunos valores estar agrupados dentro de intervalos con extremos
—00=¢g < <..< ¢y <C =00

Particionemos el conjunto de indicesen 19 € I™9, de forma que sin € I9 solamente
se conoce el intervalo de clasificacion que contiene a Z,,, mientras que sin € I™9
se observa el valor exacto de Z,. Asimase, por Gltimo, que las probabilidades de
I™9 e I9 sobre la poblacién de indices son mg y 1 — mp. Como en la subseccion
anterior, se trata de estimar el valor § € © a partir de la citada experimentacion
censurada.

Se asumira que cada distribucion Fj tiene esperanza conocida,
q(8) = / 2dFy(x), paracada § € ©.
R

La aproximacién estocastica que se propone para abordar el problema de
estimacion citado es la siguiente.
INICIALIZACION: Témese 6; € © como valor inicial arbitrario.

ITERACION: Partiendo de la estimacion 6, actualicese ésta mediante
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Oni1=0n +en (Yn (6n) — g (6n)).
En esta ecuacién recursiva
Yn (6n) = Zn, sine ™
= Z3(8n), sin € I9, Z, € (cj,cj+1]

y Z%_(Bn) es cualquier realizacion de una variable aleatoria distribuida como Fy,,
truncada sobre el intervalo (c;, cj+1]. Como en la seccién anterior, se supondra que
el algoritmo esté bien definido, obteniéndose en cada iteracion n un valor 8,, € ©.

La convergencia a 8 del algoritmo planteado puede analizarse, como antes,
a través del comportamiento de la esperanza de yy,, (6,), condicionada por todas

las realizaciones anteriores. Teniendo en cuenta que el valor en la etapa n sélo

depende del valor en la etapa anterior y de la tltima realizacion, dicha esperanza

es:
r—1

G (6n) = E (yn (0n) |6n) = g (8) mo+(1 — mo) ZPr (Zn € (¢j,¢j41]) Bj (6n)
=0

siendo

| S+ 3 dFp, (o

Es claro que, si 8, = 0 resulta
r—1

G(9) = g(O)mo+(1—m) ) Pr(Zi € (cjcivl) by (6)

=0

= 9@mo+-m) [ sdFi(z)
i=07es

= GOm0+ (1-70)g(6) = 9(6).-

Supdngase que la ecuacion

r—1

G (82)—g (6n) = g (8) mo+(1 — m0) Y _ Pr(Z1 € (¢j,¢j41)) by (0n) =9 (6n) = 0

§=0
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tiene una unica solucion en 6, = 6. Bajo esta hipdtesis, la ecuacion diferencial

200t = G (0(1)) - 9 6(1)
tiene una Gnica solucién constante, la cual es 6 (t) = 6. Si esta solucién es
asintéticamente estable entonces 8, =5 6 (véase de nuevo KUSHNER Y YIN
(1997), capitulo 5). Si es asintéticamente inestable es suficiente con tomar
tamarfios de pasos negativos, es decir, cambiar e, por —e,, para conseguir que

6, %5 . El siguiente ejemplo puede ser clarificador.
Caso de parametro de localizacién  Supdngase que g (8) es un parametro de
posicion, cumpliéndose que

Zn=9g (9) + Vn,
donde v,, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con
media cero y varianza finita. Las funciones definidas previamente vienen dadas

por

hj(6n) =g (6n) + 6; (—g(6n)),
donde, para cada valor § € R, se define

6;(B) = E(vlv € (B+cj,B+cj41])-

Dendtese, ademas, B; = Pr(Z; € (c;j, cj+1]) En esta situacion, se tiene que

G (6n) — 9 (6n)

mog (6) + (1 — 7o) ZBJ n) + 685 (=9 (6r))) — g (6a)

j=

= mog (f) — mog (6r) + ZBJ'5J' (=9 (6n)).
j=0
Sid; (-) y g () son funciones derivables

] 89 (0,) =
o (G (602) = 9 0n)) = ~m 2%\ ZB ) O P sy

Suponiendo, por ejemplo, que —M >0y —Mﬂ > 0, paracada B € R, se
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verifica que G (6,) — g (0r) es estrictamente monédtona decreciente, con lo que la

solucidn 8,, = 8 es asintéticamente estable de la ecuacidn diferencial

L0()=C0)-9060). (57)

Se sigue, por tanto, que 6, <> 6.
Si, por el contrario, se supone que @5(;?2 < 0Oy @5?(,@ > 0, para cada
B € R, se verifica que G (6,) — g () es estrictamente creciente, por lo que
0, = 6 es una solucion de la ecuacion diferencial (57) asintoticamente inestable.
En consecuencia, deberian tomarse tamafios de paso negativos para obtener la

convergencia.
7.4 Regresion no lineal. Caso multidimensional

Considérese el modelo no lineal dado por
zi=gi(a)+v;, 1=12,..,

donde 2, € R,a € R™, gi : R™ — Ry v; son variables aleatorias
reales, independientes e idénticamente distribuidas. Se supone que los criterios
de agrupacion de los datos son los mismos que se propusieron en la seccion 7.2.

Los primeros métodos de aproximaciones estocasticas (véase ROBBINS Y
MONRO (1951) y KIEFER Y WOLFOWITZ (1952)) tratan la estimacién de
parametros unidimensionales, tal como se ha hecho hasta este momento en el
capitulo. Para actualizar la estimacion actual a,, se debe corregir este valor real a

partir del resultado de una variable aleatoria real Y, de forma que
On+1 = Gp + 0 Yy,

donde a;, es un valor real positivo. DependiendodesiY, > 00Y, < Ola
direccion de cambio a partir de a,, es una u otra. En este caso lo tnico que hace
oy, > 0 es controlar la magnitud del cambio, si bien no la direccion.

En nuestro problema de regresion no lineal, Y7, es un error de observacion, es
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decir, la diferencia entre el valor observado de una variable aleatoria Z,, y su valor
estimado a partir del valor actual del parametro g, (a,) (recordar la notacién de la
seccion 7.2). Por tanto, Y;, = Z, — gn (an) es un valor real. Si se supone que a,

es m-dimensional, con m > 1, y la aproximacion estocastica es del tipo
Qnt1 = Gn + 0 Yy,

se debe tomar o, también m-dimensional. En esta situacién, a, determina
claraimente la direccién de cambio en la actualizacién y no sélo su amplitud. Esta
es la razon por la que el tratamiento del caso multidimensional es diferente al del
caso unidimensional.

En las referencias de  KUSHNER se plantean  distintas
situaciones multidimensionales desde una perspectiva distinta a la anterior. Alli
Y,, es una variable aleatoria m-dimensional, con lo cual se puede tomar «, real,
no debiéndonos preocupar de la eleccién de su direccion, sino sélo de su magnitud.
En este capitulo, por el contrario, se mantendra Y, como el error de observacion
real y se buscara en cada momento una direccién de cambio adecuada. En el caso
lineal, dicha direccién de cambio se iguala al vector z,, de variables independientes
del modelo de regresion, si bien en el caso no lineal esta direccion no es tan facil
de asignar. Se vera, sin embargo, que la eleccion del gradiente de la funcion de
regresion en el punto de estimacion actual como direccién de cambio puede ser

conveniente.

7.4.1 Primeros resultados

Se comenzard viendo que siempre existe un algoritmo, del tipo de las
aproximaciones estocasticas usadas en las anteriores secciones, que converge al
verdadero valor del paraimetro multidimensional a € R™. El algoritmo general es
el siguiente:

INICIALIZACION: Témese un vector inicial a; € R™ arbitrario.
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ITERACION: Actualicese a,, mediante

Gn+1 = an + Br, (Yn (@n) — gn (an)),
donde y,, (ay) es la correccién en media habitual (aleatorizada o no aleatorizada)
y B, € R™ es un vector que hay que elegir adecuadamente. En principio, se
supondra que dicho vector es aleatorio, dependiente del valor de a,.
Supongamos que g, : R™ — R es diferenciable en todo su dominio y
denotemos su vector gradiente en el punto & € R™ por 9n (a). Del teorema
del valor medio se desprende que existe un vector £,, = &, (an,a) que esta en el

segmento cerrado de extremos a,, y a cumpliendo

gn (@n) — gn (a) =gn (fn)t (an—a).

En el algoritmo descrito, la eleccion de los pasos vectoriales se tomara

Bn = IBn. gn (gn) )

siendo B, € R un tamafio de paso real, que verificara unas ciertas condiciones
similares a las impuestas en el caso unidimensional. La igualdad anterior significa
que la direccién de actualizacion del algoritmo cuando se esta en a,, viene dada
por el vector gradiente de g, en el punto &,,. Como es evidente, el punto &,, no
es calculable, puesto que se desconoce el valor de a. En todo caso, se vera que el
algoritmo converge en Ly y después se tratara de estimar el vector g,, (£,,) en cada

iteracion.

Teorema 7.8 Supongamos que las funciones reales con valores reales 6; (-) son
derivables para cada j = 0,1,...,7 — 1, y que existene > 0y M < oo
cumpliéndose que

90 ()] < M

y .

Si se toman tamarios de paso positivos tales que Y3, = ooy Y. B < oo
entonces, gn (an) — gn (@) o,
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DEMOSTRACION: Siguiendo el argumento del caso unidimensional, se llega
facilmente a

an+1 = Qn — ﬂnm; (gn (a‘n) —Ggn (a)) gn (én) + ﬂ'nen (a) .dn (gn) »
donde

*

m, = 1, SinEI"g
= 6.7 (Cn)v sine Igyzn S (Cj,Cj+1},

para algun valor {,, del segmento de extremos —g, (a,) Y —gn (a). En definitiva,

teniendo en cuenta la esperanza nula de los errores ¢, (a), resulta

6 (an) 0n (6)|
+ (B2 9n (o) = 90 @) [ c0) )
2 (Bam} (91 (a1) = 90 (@) g (€)' (an — a)
. 2
= Elan-a|*+B2E Hsn (an) gn (€n) \

_E (ﬂnm:z (2 - B,m% |lgn (€,) 2) (9n (an) = gn (a))2> :

Para valores de n suficientemente grande (n > ng), teniendo en cuenta que

Elant1 —a|* = Ellan—al* +BLE

min {1,e} < m;, < max {1, M},
se puede conseguir que
By, (2 — Bpms M?) > 26,
siendo € = min{l,e}. Por otra parte, también se puede afirmar que
Elen (as)]* < 1+ 02, donde 02 = 0 si las correcciones son no aleatorizadas,
y o?

la acotacién de las normas del gradiente de g,, se pueden igualmente acotar las

> 0 si, por el contrario, las correcciones son aleatorizadas. A partir de

esperanzas mediante

Ellant1—al® < Ellan = a|® + FaM?E |en (an)]
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—2B,E ((gn (@n) — gn (a))2)
< Ellan —al?* + BZM2 (1 +0?)

—EBLE ((gn (an) = gn (a))z) .
Iterando en esta desigualdad n — ng veces resulta

n
0 < Elans1 —al? < Ellan, —af* + M* (1+0%) Y 57

i=ng

-3 a8 (@ (e) - @),

De aqui se deriva que la ultima serie es convergente y, por el mismo argumento

que en el caso unidimensional (ver teorema 7.1), se concluye que

E ((Qi (ai) — gs (a))2> — 0.0

1—00

OBSERVACIONES: i) La condicién 9n (an) — gn (a) %2 0no implica que ay, L
a. Por ejemplo, supongase que se trata de estimar un parametro bidimensional
(01, 82) a partir de unas variables de esperanza desconocida g (61,62) = 6, +0; =
¢, que pueden ser censuradas o no serlo. Puesto que el algoritmo sélo depende del
resultado de las variables y de g (8 + 02) = c, parece intuitivo pensar que lo més
que se puede estimar es la suma 63 + 82 = ¢, no siendo identificable cada uno de
los parametros.

ii) Por otro lado, obsérvese que, si bien en general In (&) no es calculable,
podré serlo en algun caso particular. Asisucede, por ejemplo, cuando las funciones
regresoras g, son lineales. En concreto, supongamos que g, (a) = z%a, para
cada a € R™. El gradiente es un vector constante QnE Tn, con lo cual el
método es aplicable y se obtiene convergencia en los términos descritos. El paso

de ITERACION del algoritmo adopta la forma

An41 = an + B, (yn (an) — mﬁzan) Tn,

donde (3,, es un tamafio de paso real y positivo. Este algoritmo coincide con uno de
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los vistos en el capitulo 4, en concreto en la seccion 4.6, si bien alli las condiciones
de convergencia impuestas diferian de las vistas aqui. También diferian las técnicas
de demostracién alli empleadas y, de hecho, la conclusién z, (an — a) R 0, que
se obtiene aqui, tampoco coincide con el tipo de convergencia obtenida en aquel

lugar.

7.4.2 Un nuevo algoritmo

Para algunos tipos concretos de funciones g, se puede proponer un algoritmo
sin indeterminacidn alguna (es decir, calculable siempre) que consigue un tipo de
convergencia similar a la establecida en el teorema 7.8. Bastaria tomar a,, como
estimacion de £,, en el algoritmo anterior, o bien en el algoritmo general tomar el
paso vectorial
Bn = ﬂ'n g.n (an) )

con B, > 0. Segln esto, el algoritmo progresa en la direccién del gradiente de
g en el punto a,. Para probar la convergencia seran necesarias condiciones de
monotonia similares a las vistas en el caso unidimensional. Estas, informalmente,
asegurarn que la direccion del gradiente en a,, es la misma que en &, si bien
ambos gradientes no coincidiran en norma. El siguiente teorema establece un
resultado de utilidad, para el cual se sigue asumiendo la diferenciabilidad de las

funciones gn.

Teorema 7.9 Supongamos que existen e > 0y M < oo cumpliéndose que

gn (an)t (an — a)
gn (an) — gn(a)’

O<e<L

para cada gn (an) # gn (a), y
l9n (0 < .
Ademds, supongamos que las §; son derivables, verificando
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Si se toman tamarios de paso reales y positivos tales que Y 3, = coy ,8,21 < 09,

se verifica que g, (an) — gn (@) 0.

DEMOSTRACION: Como antes (véase el teorema 7.4), se puede llegar a que

Elanii—al? = Ellan—al?+ 52E||en (an) a (an)|
2 %2 21 2
+ (B2mi2 (an () = 90 @) e

=2 (B3 (9 (@n) — 92 (@)) g (@)’ (an - a))
E |las — a|)* + B2 M? (1+0?)
~E (B3 (2 = BumiM?) (9 (an) = 9n (2))?) -
Ademas, existe un ng € N tal que para cada n > ng se cumple que

Bumma, (26 — Bymy,M?) > €.

Iterando, lo anterior conduce a

INA

n
0 < Ellanss —all® < Ellan, — al* + M? (1+0%) Y g2

’l:=1’l0

- i EﬁiE ((gi (ai) -G (a))2) ,

lo cual implica la convergencia
E ((g:(a:) - 9: (@))’) . 0D

Ejemplos  Veamos dos casos particulares donde se cumplen las hipétesis del
teorema anterior.
i) Si las funciones g, son lineales, gn, (a) = z!,a, basta tomar ¢ = 1 para que
gn (an)t (an — a) _ -"751 (an —a) =1

gn(an) —gn(a)  zhan —zhe
ii) Considérense las funciones h,, : R — R, verificando las condiciones del

teorema 7.1. Definanse después
gn{(a) = hn (mﬁla) ,
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7. Anélisis de otras situaciones colaterales

de donde
9n (@) =hn (zt,a) Zn.
Aplicando el teorema del valor medio, se asegura que
gn (an) — gn (a) =gn (€n) (an — @) =hn (x:zfn) -'L':z (an —a),
donde &,, esta en el segmento definido por los extremos a, y a. Se sigue que

an (an) (an — @) _ b (zhan) €
gn (an) —gn (@) o (2 >— >0,

sin mas que recordar las condiciones de monotonia de hy, en el teorema 7.1 (h,
corresponde a la g,, de dicho teorema). Si, ademas, se impone que ||z.|| < M, se
cumplira que

9 (@) = | (2t) | hoall < 222
Todas las condiciones impuestas sobre la funcién g,, en el teorema 7.9 han sido

comprobadas, pues, en este caso.

Notas y comentarios

e Las convergencias casi seguro establecidas en la seccion 7.3 son las dnicas
que presentan tal caracter a lo largo de toda esta memoria. Las técnicas
de demostraciéon empleadas estan basadas en el método ODE (por ordinary
differential equations) que, en esencia, permite estudiar las convergencias de
ecuaciones en diferencias estocésticas mediante la estabilidad asintdtica de
ciertas ecuaciones diferenciales deterministas. La referencia KUSHNER Y YIN

(1997) es, en este sentido, obligada.
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e Una buena parte de las convergencias en L, contenidas en este capitulo (por
ejemplo, teoremas 7.1 y 7.9) precisan de ciertas condiciones de monotonia
sobre las funciones regresoras. Las convergencias globales obtenidas se
convertirian en locales si las monotonias antes citadas tuvieran este mismo

caracter.
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8. Conclusiones finales

En este apartado se apuntan escuetamente los resultados mas relevantes obtenidos
durante el desarrollo de esta memoria. Se comentaran capitulo a capitulo,
excluyendo el primero que, como se sabe, es introductorio.

En el capitulo 2:

e Se propone y analiza el algoritmo de dos iteraciones MD (M por correccion
en Media y D por Dos iteraciones). Este es valido para modelos lineales con
informacion censurada y errores cualesquiera. Sigue la linea del EM, si bien
solo coincide con €l bajo normalidad.

e Enelteorema 2.1 se demuestra que el proceso de iteracion secundario converge
a un unico punto, independientemente del punto de arranque elegido.

o Elteorema 2.3 demuestra un Teorema Central del Limite que afecta al proceso
primario de iteracién. Dicho teorema puede servir para llevar a cabo inferencias
a partir de la distribucion asintética estimada (véase teorema 2.4).

o El punto débil de los algoritmos propuestos radica en los métodos de cuadratura
que se deben utilizar para la evaluacion de las esperanzas condicionadas de

correccidn, ante distribuciones generales de los términos de error.
En el capitulo 3:

e Se proponen los algoritmos MdD (Md por correccion en Moda y D por dos
iteraciones). Con ellos se intentan solucionar los problemas de cuadratura

antes citados, separandonos totalmente del EM. Pese a la simplificacion que
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suponen los algoritmos MdD los resultados asintéticos que se han demostrado
son similares a los obtenidos en el capitulo 2. El teorema 3.1 afecta a la unicidad
del punto limite del proceso secundario. Por su parte, los teoremas 3.2 y 3.3

se refieren a las convergencias estocasticas relativas al proceso primario de

iteracion.

errores generales, asumiéndose simplemente condiciones de forma sobre sus

densidades.

capitulos 2 y 3, tanto los algoritmos MD como MdD mantienen sus propiedades

de convergencia estocéstica ante situaciones de falta de homocedasticidad.

En el capitulo 4:

iteraciones anidadas propias de los de dos iteraciones. La versién mas simple

de los algoritmos aqui tratados esta contenida en la seccion 4.6 y apunta en su

forma hacia las redes neuronales.

e La simplificacion que suponen es enorme. Pese a ello, las propiedades
asintoticas se mantienen. Los teoremas 4.1, 4.4, 4.7 y 4.10 constituyen las

aportaciones propias mas relevantes que afectan a la convergencia estocastica

de los algoritmos propuestos.

a los de dos iteraciones, enormes ventajas de calculo, sin apenas pérdida de

eficiencia (véase la figura 7).

las trayectorias particulares del algoritmo aparentemente son independientes

del punto de arranque (a partir de un n en adelante). Este resultado es
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Las correcciones en moda suponen una enorme facilidad de célculo ante

Como subproducto de las demostraciones de los teoremas contenidos en los

Con los algoritmos de una iteraciéon aqui propuestos se tratan de evitar las

Los resultados computacionales muestran que estos algoritmos suponen, frente

En las simulaciones que se han realizado (véanse las figuras 6) se aprecia que
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8. Conclusiones finales

sorprendente y, sin duda, alentador.
En el capitulo 5:

Como en el capitulo 3, aqui los algoritmos de estimacion de una iteracién
considerados sustituyen las correcciones en esperanza condicionada por
correcciones en moda. La simplificacion que esto supone ya ha sido explicada
y se omite.

Las propiedades asintGticas se mantienen. Los resultados propios mas
relevantes sobre convergencias estocasticas estan contenidos en los teoremas
5.1,5.2,5.5y5.6.

Las simulaciones llevadas a cabo en la seccion 5.10 de esta memoria muestran
que los tiempos de célculo se dividen por aproximadamente 2200 sin pérdida

significativa de eficiencia.
En el capitulo 6:

La escasa dependencia distribucional de las correcciones en moda induce un
tipo de correcciones generales. Se permiten, incluso, correcciones de tipo
aleatorio.

En conclusion, todo parece indicar que cualquier tipo de correccién es bueno
si se hace con cierta logica. Los resultados propios mas significativos estan
contenidos en los teoremas 6.8 y 6.9 (para correcciones aleatorias) y en los

teoremas 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 (para las correcciones deterministas generales).
En el capitulo 7:

Se utilizan las aproximaciones estocasticas para el tratamiento de modelos no
lineales.
Los teoremas 7.8 y 7.9 constituyen las aportaciones propias que considero mas

relevante del capitulo. Las técnicas de demostracién de las convergencias se
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basan en aproximaciones estocasticas y los algoritmos propuestos son los mas
generales entre los contenidos en esta memoria. Por este motivo, se exigen
ciertas condiciones de regularidad (para las funciones regresoras no lineales
y para los tamaiios de paso) con el fin de poder garantizar las convergencias

estocasticas globales que constituyen la tesis de los teoremas citados.

DESARROLLOS FUTUROS: Los algoritmos de dos iteraciones son habituales
en distintos contextos de estimacién, con o sin informacion parcial (e.g., maxima
verosimilitud, métodos bayesianos, etc.). Por ejemplo, es tipico que a la hora de
calcular un estimador maximo verosimil, con tamafio de muestra dado, se empleen
métodos iterativos Newton-Raphson (iteracion secundaria), para luego utilizar la
distribucion asintdtica del estimador de maxima verosimilitud (iteracion primaria).
Esta altima constituye de facto el limite estocéstico de la iteracion primaria.

El precedente estudiado en esta memoria, en el sentido de sustituir dos
iteraciones por una tnica, podria ser extendido a todos los contextos de estimacion
en dos iteraciones antes citados. La posibilidad de ampliacion de esta memoria a
otras situaciones usuales es practicamente ilimitada y supondra sin duda una linea

futura de trabajo.
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