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| ntroduccioén

En @ capitulo Il dd libro 1V de Enriques-Chisini (1915) [EC] se hace un estudio de los
sigemas de curvas planas que pasan por un conj unto finito de puntos base con multipli cidades
asignadas. El conjunto de puntos base esta formado por puntos del plano proyectivo (digamos
puntos propios) y por puntosinfinitamente proximos en | 0s suced vos entornos de algun punto
propio. En particular, se dan condiciones necesarias y suficientes gue hay que imponer en un
conjunto finito de puntos infi nitamente proximos a un punto propio de una superficie age-
braicalisacon multiplicidades asignadas, para obtener gérmenes de curvas que pasen por di chos
puntos con esas multipli cidades. Su andlisis es puramente geoméidri co.

Ve nte afibs més tarde, Zari ki desarrolla unateoriaaritmeti ca parald aalateoriageométrica
de puntos infinitamente proximos. En [Z1] , introduce el concepto de idea completo, por
ana ogia con la idea de sistema lineal completo, para estudiar los 9 s¢emas de gérmenes de
curvas planas que pasan por un conjunto finto de puntos base con multipli cidades asignadas.
Uno de los princi paesresul tados es quelosidedescompletos dd anillo | oca factorizan deforma
[dnica en producto de ideales completos S mples (es decir, dementosi rreduci blesdel semi grupo).
Ademés deduce que un ided completo essimple si y s6lo si su elemento genérico es andliti-
camente irreducible, y la factorizacion de un idea compl eto corresponde a | afactorizaci on de
un eemento genéri co en factores and iticamente irreducibles ([Z1] , teorema11).

Podemos decir que existe una teoria aritméti ca de idea es completos con un tratamiento en
términos de dgebra conmutativa, que ha sdo desarrollada y utilizada en digintas épocas por
el propio Zarii ([Z-S] , apéndices 5y 7) y otros como Hoskinen [Ho] , Lipmanen[L1] y
[L2] , Ddigne en [D] , Glhner en [G] , Reesen [R1] , [R2] y [R3] , Spivakovsky en [Sp]
y Cutkovsky en [Cul] , [Cu2] y [Cu3] . En[L1], Lipman considera lateoria de los idedes
compl etos en anillos locales regul ares de dimension dos con dngularidad raciond, caracteri-
zando dichos idedes completos por medio de ciertos divisores con soporte excepciona aso-

ciadosy edudiando € problemade factorizacion en este contexto.



En general no hay factori zacion Unica, perosi se puede recuperar la semifactorizaci dnen este
caso (ver [Cu2] ). Un trabajo reciente en € que se presenta estateoriaaritmeticaes[L2] , en €
cua extiende tambiénlateoriaa caso deided esde soporte finito sobre anilloslocales regulares
de dimension arbitraria. Aqultampoco hay factorizacion Gnica, pero setiene unafactorizacion

[nica 9 s permiten exponentes enteros negativos.

Por otrolado, tenemos unateoria geométrica de i ded es completos que, partiendo del estudio
clés co delositdianos, haddo elaboradapor Casas en [Cs] , Lgeune-Jaabert en [Lj], Lipman
en[L3] y[L4], Campillo, Gonzalez-Sprinberg y L geune-Jalabert en [C-G-L] y [C-G] vy
Reguera en [Re] . En general, reuniendo lainformaci 6n de | as teorias dgebraicay geométrica
se observa como la totalidad de | osresultados de Zariski parad caso de superficies lisasno se

tienen para otra cl ase deideales que hayan sido estudi ados.

Como principal resultado de eta Memoria, encontramos una clase amplia de idedes
completos en los que los resultados de Zariski en dimensdn dos s pueden generalizar a
dimend O6n arbitraria. Para esta cl ase de ideales, se deduce de forma natural que la esructura
de ssmigrupo formado por dichos ided eseslade un semigrupo librey revisamos| osresultados

que gparecen en [Z-§ y en[L2] extendiendolos de forma completaa nuestro caso.

Unavez probada | a utilidad de los idedes completos monomid es de la clase citada, es una
pregunta natura averiguar cuad eslacomplejidad d gebraica de | os mismos, queriendo decir con
el o, entender sus sistemas minima es de generadores y lasrelaciones y sicigias de orden supe-
rior asociados aellos. Asilidamos también un agoritmo que nos permite encontrar un s gema
minima de generadores monomid es para estos ideales completos. Dicho d goritmo determina
de forma naturd una biyeccion entre el conjunto minimal de generadores monomidesy €
conjunto minimal de generadores de una potencia adecuada ddl ideal maximal, dicho de otra
forma, € primer nimero de Betti de un idea de esta familia coincide con el primer nimero
de Betti de una potencia adecuada del idead maxima. Recuerdese que, en generd, no es facil

precisar los 9 gemas minimales de generadores de un idea monomid.

Fina mente, mediante un estudio homologico, construimos la resolucién minima para |l os
ideales de la clase citada, 10 que nos permite encontrar sus nimeros de Betti y sus médulos de

sicigias.



Laclase dudidaes unasubcl asedel acl asede ided es compl etos de soporte fini to monomiaes

gue hasido esudiadaen [C-G-L] . Por tanto nuestro tratamiento esaredi zado en esecontexto.

En & primer capitul o i ntroduci mos | os conceptos de vaoracion y anillo de vaoracion, asi
como larelacci 6n de dominacién paralacual los anillosde vaoracion son | os elementos maxi-
mal es. Introducimos el concepto de va oraci n que es la contraparte aritmética del concepto de

anillo de valoraci 6n.

A continuacion estudi amos @ concepto deideal completo tal y como lo hizo Zariki en[Z1]
0 [Z-§ explicitando a gunas caracterizaciones de los ideales compl etos de un dominio inte-
gramente cerrado'y surelaccion conlos conceptosdevaloraci dny de anillos de va oracion. Para
establ ecer esa relacion utilizaremos @ anillo de Rees de un ideal. Egte anillo tiene una gran
importancia en geometria ya que @ esguema proyectivo asociado a dicho anillo es lo que se
conoce como la explosién a lo largo de dicho ided. Prestaremos atencidn a resultado bien
conocido de que este anillo es integramente cerrado si y solamente S todas las potencias del

ideal de partida son ideadescompletos

Enlasegundasecciondeeste capitulo mograremosd transfondo geométrico de los conceptos
gue hemos visto en la primera seccion, asociando a cada ideal completo de soporte finito un
divisor con soporte excepciona y prabando que dicha asociacion esinyectiva(ver [L1] ). Para

ello utilizamos & concepto de explosion de un anillo local.

En latercera secci 6nintroducimos otro probl ema geométrico, en este caso decaracter globd,
guenos conduce también a estudio dela completitud de las potenciasdeunidea compl eto y nos
motivaa realizar dicho esudio. Ege problema es @ de saber cuantas variedades existen entre
dos vari edades relacionadas por un morfismo dado por lacompos cién deexplosiones sucesvas

de puntos en | a situacion térica

Para elo estudiamos los conos caracterigicos. Las cdulas de estos conos nos deter-
minan cuantas variedades intermedi as exi gen entre dos variedades dadas. El esudio del cono
caracteristico nos lleva ala conclusion de que s ademas de querer saber cuantas variedades
intermedias hay, queremos determinar dichas variedades es preciso resolver tambiéen €
problema de encontrar un ideal completo de soporte finito cuyo divisor asociado et en una

de lascélul asen consideracion y cuyas potencias también sean completas. Como severa en esta



Memoriata hecho no serélposibl e, en general, excepto paral aclasede ideales que consideramos

en la Memoria.

Debido a que una vaoracién es una gplicacion (de hecho un homomorfismo) dd gupo
multiplicativo de un cuerpo en un grupo ordenado, es decir, un grupo dotado de una relaccion
de orden quecumplequesi a < byc < dentoncesa+c < b+ d, en @ capitul o dos estudiamos
con detale e concepto de grupo ordenado.

En la primera secci 6n mogtramos el concepto de valor absol uto generdizadoy como através
de él llegamos al de subgruposaislados El nimero de subgrupos aislados de un grupo ordenado
se le denominarango. Nosotros nos concentramos en los grupos ordenados de rango finito, ya
gue son los que revisten importancia para nosotros porque on |osque aparecen en la teoriade

vaoraciones

A patir de los resultados obtenidos sobre grupos ordenados, tratamos el siguiente
problema: Dado un anillo loca regular, (A, M), de dimension d, un Ssemaregular de para
Metros {z;, rs, .. ., 74}, UN grupo ordenado, I' y d dlementosdel’, v,,7,,...,7, cony; > 0

(j =1,2,...,d) OExiste una vaoracion v tal que:

() v(@;) =~ (G=12,...,d)

(i) v (O° A\pM,) = ming, (v(M})) donde M, sonmonomiosenlasz,, zs, ... ,xqylas\, ¢ M?
Larespuedaaesta preguntaes afirmativa. Esta propiedad es de hecho, bien conociday uti-

lizadaenla précti ca en multitud de construcciones. S nembargo, esta tratada de maneraconfusa

en laliteratura, por €lo lahemosconsderado aqui. L aformade construir dichava oracionesa

travésde unaciertafiltracion del anillo A.

Las vaoraciones que cumplen (ii) s Ilaman valoraciones monomid es relaivas a | os parg&
Metros x, x»,. .., x4 Y probamos que paralos idedes que poseen un sigema de generadores
formados por monomios en z;, x», ..., x4 |lamados idedes monomiales, bastan Unicamente

estas va oraci ones para determinar su cierre entero.

En la segunda seccion de este capitulo i ntroduci mos el concepto de region de Newton que nos
servira paracaracterizar d cierre completo deun ideal monomia y esudiamos con detenimiento
las regiones de Newton que aparecen en € estudio de los idedes completos de soporte finito.

Estaacabara siendo unabase técnicaimportante delaMemoria.



M ogtraremos como el nlimero de val oraciones monomid es que se necesitan para determinar
el cierre entero de un ideal monomial esfinito y que dichasva oraci ones se corresponden biyec-
tivamente con las caras del poliedro de Newton asociado a dicho ided monomial de soporte
finito.

En el capitulo tres introducimos @ que Ilamaremos “ semigrupo térico egpecid"” , es decir,
el semigrupo de ideales completos monomiaes de soporte finito cuyos elementos congdituyen
la clase de ided es anteriommente referida. Se tratardde un semigrupo maxima en € que los

resultados de Zariski para dimend 6n dos se pueden extender.

En laprimera seccion de este capitulo vemos lareaccion que existe entrel as cadenas toricas,
es decir, sucesiones de puntos en los que cada punto es una 7'-Orbita de dimensién cero de la

variedad obtenida por explos énen d punto anterior, Sendo 1" un toro agebréico.

Podemos codificar cada cadena térica por una serie de enteros positivos y utilizando dicha
codificacion y larelaccion exigente entre ideaes monomiaes completos de soporte finito se
encuentra una codifi cacidn del osidedes completos de soportefinito a través de &boles orien-
tados con hdices en lasramasy pesos en| os vértices cumpliendo unasdeterminadascondici ones

llamadas ded gualdades de proxi midad.

A cadauno delos vértices que aparecen en d &bol anteriormente mencionado | e podemos
asociar unavaoracion monamia de tal suerte quetodas estas valoraci ones monomi ales bastaran

paradeterminar @ cierre entero del idea monomial de soportefinito de partida

Utilizando este hecho encontramas una serie de propiedades aritméticas de dichas vao-

raci ones en las que se basan muchos de los resultados del resto delaMemoria.

Damos, también, en esta secciOn una serie de contragemplos que nos demuestran que no
podemos esperar que @ producto de ideales monomiaes completos de soporte finito es
compl eto, ni 9 quierasus potenciasy quetampoco latrandormadaedricta deuno deesosidedes
€s, en general, completa. Llamamos la atencion al | ector sobre € hecho de que la localizacion
de estos contrag empl os no hasido tareafacil, yaque, a priori, los especialistas suponian queno
existian y eraun problema abi erto € de probar que lateoriade Zariski eraciertaparalaclase de
todos | osideades compl etos desoporte finito. L aloca izacion de los contragjempl os ha ayudado

adefinir laclase especid toérica



En la seccion dos de ege capitulo estuadi amos con detenimiento aguell os idedes determi-
nados Uni camente por un tipo egpecia de va oraci ones monomid es, que [lamamos va oraci ones
monomiaesde talloi (dondei corresponde al indice del parametro x;), que serdlh parte impor-
tanteen e desarrolloy definicion del semigrupotorico especid (dehecho sepuededefinir como
el semigrupo generado por agunos de estos ideales, que en [C-G-L] < refieren como idedles
soportados sobre cadenas). Nos detendremos especialmente en la determinacidn decondici ones
bgo | as cualesel producto de dosidedes de esa cl ase son completosy daremos un gemplo en
el gque se muestraque, en general, € producto de egetipo deideales no es compl eto.

En laseccion tres se definen los ideales de Lipman como los ideales asoci ados a unas deter-
minadas parejas de puntos infi nitamente proximos. Estos idedes seran todos de talo i y seran
los dementosirreducibl es en d semigrupo torico especial.

A continuacion probamas que en @ semigrupo determinado por estos ideales se cumplenlos
princi pales resultados de la teoria de Zariski y que tenemos factorizacion Unica en funcién de
los ideales de Lipman.

Para terminar |a secci Gn damos una caracteri zacion de los elementos del semigrupo térico
especid en funcidn de los pesos del cluger asociado (segin terminologia de [C-G-L] ) v
también un a goritmo para la construcci 6n de un sistemaminimal de generadores monomiaes
delosidealesdd semigrupo térico especia. Este a goritmo establ ece unabiyecci 6n entredi chos
generadoresy | os generadores mini mal es de una potencia adecuada del ideal maxima (ided que
también ega contenido en el semigrupo torico especid).

En el @ilitimo capitulo sehaceun estudio homol égico en busquedade las sicigiasy los nlimeros
de Betti delosidealesdel semigrupo térico especial. Ede estudio resul tardlfue se puede gene-
rdizar a otros ideales completos monomiades de soporte finito (aquellos que cumplan una
serie de condi ciones precisas) encontrandose unaresol ucién minimal de dichos ideades Enlas
secci ones sigui entes e utili zaraléga resol ucion para determi nar [os nimeros de Betti (que coin-
ciden con los de una potenci a adecuada del maximal ) y precisar los modulos de sicigias delos
ideales del semigrupo tori co especi al.

En la primera seccion, damos la resolucion minima de un idea que sea un eemento del
semigrupo tori co egpecial utilizando un argumento muy similar d usado por Eliahou y Kervaire

en [E] . Eliahou y Kervai ne utilizaron este razonami ento para encontrar una resolucion mini mal



delos llamados ideales estables con regpecto a un orden monomid, <, que son aquel losidedes
paralos cuaes 9 u y v son dos monomios de igual grado talesque v < vy v estalén d ided
entonces también lo ega u.

La andogia que se encuentra entre los idedes estables y los elementos del grupo térico
especi d esgue egos (illitimos son una especie de "pegado” de idedes estables.

Para encontrar esta resolucion minimal, cambiaremos € anillo en & que trabgiamos por €
anillo de polinomios de 7Z sobre d variables transcendentes, siendo d la dimensén del anillo
local regul ar de partida, y trasredizar un producto tensorid de laresol ucion minimal obtenida
con el anillo de partida, lograr de estaformala resolucion minima en € anillo loca regular de
dimeng on d.

En la secci 6n dos utilizamos la resoluci n mi nimal anteriormente encontrada para determinar
los nlimeros de Betti de los ideades pertenecientes d semigrupo térico especid. Obtenemos
expliléitamente tales nUmerosy observamos que sd o dependen de ladimension del anillo y del
orden del ided, por lo que todos los nimeros de Betti de un ided perteneciente a semigrupo
torico especid coinciden, como yaseha mencionado, con|os deuna potencia adecuadadel i ded
maximal .

Para terminar esa seccion caculamos las dcigias de un ideal perteneciente a semigrupo

torico especid.






Capitulol
| deales completos. Conos car acteristicosy
explosiones

En dimension dos € trabajo de Zariski en [Z-§ y [Z2] hadado lugar a una interesante
teoria sobre | osideales compl etos. El propio Zariski plante6 d probl emade extender estateoria
con sus consecuencias a gebro-geométricas adimenson superior. En dimension superior ados
se consiguen generdizar las definiciones de los conceptos y resultados interesantes en casos
parti culares, pero hasta ahora no se ha conseguido una generdi zacion sufici entemente satisfac-
toriade losresultados. EsaM emori apretende analizar, desde otra perspectivamés, | adificultad
deegeproblemade generalizaci 6n, exhibi endo una clase dei dedes completos, amplia pero muy
parti cular, ala que sl pueden extender la totalidad de los resultados de | ateoria de Zariski de

forma que adquieran las mismasexpresiones y utilidades

Estimamos quelaausenciaen laliteratura declases de idedes con di cha propiedad (de hecho

nosotros congtruimos la primera) explicala compli caciéon del probl ema planteado por Zariski.

Por razones de dotar alaMemoria de caracter autocontenido introducimos en este capitulo
agunos conceptos tanto algebraicos como geométricos, que han estado en el origen de
problema o bien necesitaremos mastarde, asLtomo d tramiento de la cuegsion quepretendemos

resolver en esta Memoria

En la primera seccidn de este capitulo recordamos|os conceptos decierre integroy de anill os
de vadoracion y explicitamosla intima relaccion que existe entre ellos, pudiendose definir €
cierreintegro de un dominio como la intersecci 6n delos anill os de valoraci 6n que contienen a
dicho dominio. Utilizando & concepto de divi sores de cero, se prueba que en red idad basta una

subfamiliade anilllos de va oracion, | lamados anill os de vaoracion discreta.

Tambi én s recuerda el concepto de va oracidon que ese equivalente aritméti co de concepto
agebraicodeanillo de va aracion, pudiendoseasignar acadaanill o deva oraci 6n unaval oracion

y acadavd oracion un anill o de vaoracion.
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A continuacion se introduce la nocion de cierre entero de un ideal, concepto basco a lo
largo de laMemoria, ta y como lo introdujo Zariski y s rel acciona dicho concepto con € de
vaoracion.

Para establ ecer estare aci 6n, que queremos poner de manifiesto porque dal ugar, en el fondo,
alaprincipal raz6n geométri cadel esudio de losideaes completos, ultilizaremos e concepto de
anillo de Rees deunided . Este anill o es de gran importancia en geometria, ya que € esquema
proyectivo asoci ado aél es |o que se conoce como explosién a lo largo de dicho ided. Setiene
gue este anillo de Rees es integramente cerrado 9§ y olamente si todas las potencias del i dea
de partida son compl etas, 1o que justifica un estudio sobre cuando las potencias de un ided
compl eto, esdecir integramente cerrado, son compl etas.

En la seccion tres introduci mos el problema que nos conduce d estudio de la completitud
de las potencias de un idedl. Se trata cd cular cuantas variedades normales exigen entre dos
variedadesdadas, 7 y X, tambi én normd esy relacionadas por un morfismo propioy birracional.

Tras precisar la nocion de cono sobre un espaci o vectoria, condderamos a conti nuacion,
para cada par de variedades Z y X con larelacion anterior, dos R-espaci os vectoriaes, uno
dud d otro, AY(Z/X) y A,(Z/X), que son, respectivamente, |os espacios generados por las
clases deequi vadencia numeéricade divisores de Cartier rel ativosy de curvas completasre ativas.
Aquiiclo de dimension arbitrariai relativo quiere decir un ciclo de dimens 6n ¢ obre Z que
secontraeen X. Recuérdese que un divisor es un ciclo de codi mension uno, mientras que una
curvaesun ciclode dimend 6n uno.

Introducimos, a continuacion, en A;(Z/X) el cono generado por todas las curvas relati-
vas irreduci bles. Dicho cono se llama cono de curvasy es denotado por NE(Z/X). El cono de
curvasesd ingrediente principa delateoriade Mori, yaque a partir de é s hapodido formular
el estudi o de las contraci ones utilizadas en di cha teoria (son contraciones a variedades normales
quetienen solo singularidades de un tipo concreto Ilamadas |og-terminades). A partir del cono
de curvas, por dualidad, se construye en A'(Z/X) e cono dual de NE(Z/X) que = llana g
cono semiamplio P(Z/X ). El cono semiamplio, cuyo interior es el llamado cono amplio (es
decir, € generado por las clases de equivalencia numérica de divisores amplios) fue exten-
samente edudiado por Kleeman en los aibs 60 ([KI] ). Fnamente nos fijaremos en un

subcono dd cono semiamplio, ]S(Z /X), llamado € cono caracterfistico que es € cono
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generado por los divisores inverdbles en Z que son generados por sus secci ones globales. El
cono caracteristico fue esudiado por Hironaka, siendo este objeto @ que permite estudiar las
variedades intermedias. Snembargo, de la estructura de cono caracteristi co se sabe muy poco

y hallarla es un probl ema abierto (muy cotizado debido a sus importantes apli caciones).
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1.1 Dependencia entera e ideales completos

En primer lugar, revisaremos de forma autocontenida agunos resultados sobre clausura
integra que luego utilizaremos a hablar de estos idedes Puede conaultarse [Z-F] , [En] ¥

[Ka] para unaampliacion de detdles.

DEFINICION1.1 Sea A C Bunaextensilhdeanillosyx € B. Decimosque x esentero sobre
Agedsteunn € N,mayorqueOya; € A,i=1, ..., ntalesque

"+ a8 a4 -+ a, =0

Al conjunto de todos| os elementos de B enterossobre A, s le denotaeror,_él. Esclaro que
A esunsubanillo de B yaque lacondicion deque z esentero sobre A esequivaente aque A z]
seaun A-modulo detipo finito. Al anillo A selellama dlausura enterade A en B. Ademéses
facil ver que si A esundominio y x esun demento de A que no es una unidad entonces tampoco

es unaunidad en A.

PROPOSICION 1.1 Sea A C B unaextensibh de anillos, donde B esun dominioy z € B. Las
siguientes propi edades son equival entes:
(i) x esentero sobre A.

(i) BExgeun A-médulo, C, finitamente generado tal que xC' C C

Demostraci 6h
(i) = (ii). S z esentero sobre A entoncesbagacon tomar C' = A[z].
(i) = (i). Supongamosque C' esé generado como A-modulopor vy, ..., y,. Como xC C C'se
tiene que
LY = Z A jYj
donde ), ; € A. Ahora pasando todo al |ado i zquierdo de la ecuacion y aplicando lateoria de

ecuacioneslined es s hadetener que:

‘ T — )\1,1 —)\1,2 _)\1,71 |
—/\2,1 T — )\2,2 s _)\2,11 _
0
| —An1 $—)\n7n|

y desarrollando d determinante tenemos la ecuaci 6n que pruebaque x esentero.
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El caso especialmente importante en la Memoriaes € caso en € que A es un dominio de
integridad y B = K es au cuerpo de fracciones. En este caso la hocion de dependenci aentera

estaligadaa lade anill os de val oraci 6n. Revisaremos con detal le este concepto a conti nuacion.

DEFINICION1.2 Sea V undominio deintegridad y & su cuer po de fracciones, decimos que V'

esun anillodevaloraci6h d dadoz € K, z # 0, setienequeobienz € V ozl e V.

DEFINICION 1.3 Dados dos subanillos locales Ay B deun cuerpo K con ideales maximales
respectivos M, y M diceque Bdominaa AsiAC ByMpgnA= M,.

EJEMPLO 1.1 Sea K un cuerpo arbitrario. Condderemosd anillo A = K[X,Y, Z]. Clara-
mente A esun dominio deintegridad y por tanto contenido en un cuerpo de fracciones K. Sea
v laaplicaciéh de A en N tal que a cada polinomio le asocia d mimimo de | os grados delos
monomios quelo formanyseaV = {g&% e /u(P)> U(Q)}.

El conjunto V asf tefinido heredade K laegructurade anillo cono consecuencia directade
las operaciones + y - definidassobre K delaforma habitual . Por ctra parte V' es, claramente,
un anillo de valoraciéh, ya que s tenemos un elemento de K que no est@len IV |o podemos

expresar dela forma % conv(P) < v(Q) ypor tanto su inverso estalen V.

PROPOSICION 12 Sea V' undominio deintegridad y C su cuerpo de fracciones, entonceslas
siguientes proposiciones son equival entes:

1. V esun anillo de valoraciah.

2. El conjunto de ideal es principalesde 1/ eg&ltotal mente ordenado por la inclus éh.

3. El conjunto de ideales de V' estéltotalmente ordenado por la i nclusigh.

4.V esmaximal entre todos los anillos locales contenidos edrictamente en /C, estando este

conj unto ordenado por larelaciéh “ B dominaa A’

Denostraci 6h
Veamos que 1. implica2. Seanz, y € V talesque 2V ¢ yV, probaremos que entonces yV' C

x V. En efecto tenemos dos pod bili dades:
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e y = (: entonces hemos acabado.
e y#£0: entonceszy ' ¢ VycomoV esun anillo de valoracion, tenemosque yz ' € V, 0

lo que eslo mismo que yV C zV.

Probemos ahora que 2. implica3. Sean a, b dosidedesde V talesquea ¢ b, probaremos
entoncesque b C a. Como a € b podemos encontrar z € ay z ¢ b, conloqueyV C zV
Vyebyportantob C xV Ca.
Probemos que 3. implica 4. Claramente V' tiene que tener d menos un ideal maxima (yaque
e cero esnoinvertibleen V). Supongamos que hay dosideales maximales, digamos M y M/,
entonces M C M’ o bien M’ C M, lo que no lleva aque M = M’ por maximali dad.
En particular, tenemosque V' es un anillo locd; d ideal maximal de V' 1o denotaremos a partir
de ahora por M.
Sea (V’, M’) un anilloloca quedomineaV' y seax € V', z # 0, entoncesz = ¢, cona,b € V
y ahorapor 3. tenemos dos pod bilidades:
1. oV C bV: Entonces setienetrividlmentequez € V.
2.0V CaV:Entoncesz~! € V; ahorasi x=1 € M stiene quexz— € M’ porque V' domina
aV, lo cual es unacontradiccion y entonces se debetener quex—! ¢ M, porloquex € V.
Nos quedaprobar Gni camente que4. implical. Seax € K, x # 0; supongamosquex, z~ ' ¢ V.
Consg deremosahoralos anillos V' = V[az] y V" = V[z~!]; supongamos también que M|[z] =
=V’ yque M[z '] = V", Entoncestenemas ecuaci ones de laforma
l=a+ax+ ...+ apz" Q)

L=bo+biz ' +... + by ™ 2)
dondelos a;, b, € My donde podemos suponer, sin perdida de generaidad, quem y n sonlos
vaores mihi mos que podemos encontrar de forma gque tengamos ecuaciones del tipo (1) y del
tipo (2). Ahorase nos presentan dos posibilidades:
1. m <n: Multiplicando alaecuacion (2) por x™ tenemos que:

(1 —bo)a" =bra" '+ ... +bpa™™™
y como (1 — bo) es unaunidad stiene que:

"= w4 wer™ ™
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donde los wr € M. Llevando eg0 a (1) nos queda una expresion polindbmica en = con los
coeficientes en € ideal maximal de V' igual a 1, de grado menor que n, o que contradice la
minimalidad de n.

2. m > n: Multiplicando alaecuacién (1) por =~ nos queda que:
(1—ag)r™ ™ =aw ™+ .. +aa"™

y como (1 — ag) es unaunidad se tiene que:

—m-—+1 4 m

" =pu e A
dondelos p; € My llevando esto a (2) nos queda una expres 6n polinémicaen z~* con
los coeficientes en é maximal de V' igual al, de grado menor que m, 10 que contradice la
minimalidad de m.

Con lo que tenemos que 0 M[z~1] # V" o bien M[z] # V’. Podemos, pues, suponer sin

pérdidade generalidad que M [z] # V'y como M [z] esun ideal de V', diginto de V’, entonces

debe existir unided maxima M’ deV”’ td que M[x] C M'. Consideremosahorad anilloloca

B =V}, cuyoideal maximd es M’'B, tenemosque M'BNV = (M'BN V)NV = M'NV.

Ahorabien M C M'NV (yagqueM C M yMCV). SM NV =Ventonces1 € M’

lo cual es absurdo yaque M’ es unidead maximal de V'. AsiOMB NV = My Besunanillo

local quedominaal’. Por lamaximdidad de V' tenemosque V' = By deaqullr € V' y por

tanto V' es un anillo de valoracion.

Ahorarecordaremoslare acion entre cl ausuraenteray los anillos de va oracion que dominan

a dominio A.

LEMA11 Sea Aundominio, K su cuerpo defracciones, » ¢ A, A’ = A[z—1]. Entonces existe
al menos un ideal maximal M C A’tal quez—! € M; ademas para cada uno de estos ideales

maximales setiene que M N A esun ideal maximal de A.

Denostraci 6h

Como = ¢ A, tiene quez ¢ A’ (yaque en caso cortrario tendrliamos unare acion de depen-
denciaenteraen A dex). Por tanto existe un ideal maximal en A’ que contieneax~!, yaque no
es unaunidad en A'.

Sea M unta maxima de A’, entonces todo elemento de A’/ M tiene un representante en A'y
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por tantosi 7 € A, td que T ¢ MN A, setienequeexiste nny € A td queyr = 1+ m, donde
m € My deesto sededucequem € MnN A, yportanto A = (7, MN A), esdecir M N Aes

un ideal maxima de A.

PROPOSICION 1.3 Sea A un anillolocal, tal que A C K, donde K es su cuerpo de fracci ones

Entonces exige al menos un anillo de valoraci éh diginto de X quedominaa A.

Denstraci @h

Cond deremosl afamiliaF , formadapor todosl os anill oslocal es contenidos en £, pero distintos
de K quedominana A, ordenemos parcid mente a continuacion los eementos de 7,4 por medio
delardacion de dominacion (el hecho de que la dominacion sea unarelacion de orden parcial
s evidente). Veamos a continuacion que F 4 junto con estarelaci on de orden parcia formanun
sigema inductivo.

Sea G C F, totdmente ordenado por la rel aci 6n de dominacién veamos que G tiene una cota
superior en F4. Llamemos W = U, A,, donde 7 es unindice td que al variarlo recorremos
todo G. Veamos que I es una cota superior de G en F4. Es obvio que W esun anillo, por
tanto neces tamos ver que es un anillo local que dominaa todos|oselementos de G. En efecto,
consideremos | os d ementos no invertibles de 1//. Evidentemente son todos aguellos x € W
tdesquez ™' ¢ W.

Veamos que dichos elementos forman unided. Sean x, y dos elementos no invertibles de V.
Supongamos ahoraque (z+y)~! € W, entoncesdebeexistirun A, € G td que(z+y)~! € A,;
por otrapartecomo z,y € W,y W esun anillo, entonces x + y estétambién en 1/, conlo cud
existeun A, € Gtd quez +y € A, (observemos que podemos € egir este 7' de forma que
x,y € Ay); ahoracomo G egétotalmente ordenado con la relaci 6n de dominacion entonces
uno de dlos esxatontenido en el otro, podemos suponer que A, C A,y entoncestenemos que
x4y ¢ M-, siendo M, d maximal de A,; aharacomox ey sonno invertibles en 1/, entonces
también |o deben ser en A, esdecir, z, y € M, conlo que z +y € M., contradiccion; luego
x + y esno invertible.

Sea ahora, x un elemento no invertiblede W'y seay € W; por estar G ordenado totamente
por lard aci 6n de dominacién podemos encontrar un A- enGta quex,y € A-; ahoraz € M-

con lo cual zy € M, y entonces (zy)~' ¢ A-, y por tanto tampoco estéen ninguno de los
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elementos de G contenidos en A,; para los que contienen a A, tenemos que los maximal es de
dichos anill os conti enen a maxima de A (por larelacion dedominaci 6n) y entonces (zy) ' no

estd len ninguno de los contienen aA- y por tanto xy esno invertible en 1. Adl]os € ementos
no invertiblesforman un ideal y entonces 1 esun anillo locd .

Veamos que W domina atodos|os eementos de G. En primer lugar probaremos que todos| os
elementosno invertibles soniguaesau, M.,.

Supongamos que z € W'y que z no esinvertibleen 1V, es decir, que =1 ¢ W, conlo que z 1

no es&éen ningun anillo de G; como x € W, entonces existe un 7 tal que x € A,, conlo que
x € M.y por tanto z eg&én la union de todos| os maximales. Por otro lado, supongamas que

reWyquez! e W,entoncesdebe exigirunr td que x,z~ € A, y entoncesx ¢ M.,

ahora por la relacion de dominacion tenemos gque x no estéen el maxima de ninguno de los

anillos en G que contengan a A ,; paral os que esan contenidosen A, tenemosque x no estaen

el maxima (ya gue en caso contrario, estariaen € de A.) con lo que tenemos que & maxima

de W esigud ala unidn detodos los maximades deG.

Veamosfinamente ahora que 1/ dominaatodoslos dementosde G. Sea B unelemento de Gy

sea M su maximal entonces tenemos que paral os maximales del osanill osque contengan a B

a cortarlos con B nos da.M y para los maxima es delosanillosde G que esan contenidos en

B, nos dad ideal maxima dd anillo menor que naturdmente egaltontenido en M y por tanto

la union detodos esos eementos es M y entonces W dominaa B. Que W # K es evidente

porque W domina atodos los eementos de G y K evidentemente no lo hace.

Con todo eg0 tenemos que F 4 es un sistemainductivo y claramente A € F,, por lo tanto

aplicando d Lemade Zorn hay d menosun maxima en F,. Ahora, por € teoremaanterior este

maxima es un anillo de va oracion.

COROLARIO 11 Sea A undominio, K el cuerpo defraccionesde Ay S d conjunto de todos
los anill osde valoracibh contenidos estrictamente en /C que contienen a A, entonces

A=V

VeSS
Denostraci h

Sear € Z, entonces tenemos queexisgen € Ny a; € A tdesque

"+ a7 4+t an=0 3
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Tomemos un anillo deval oracion V quecontengaa A y ta que = ¢ V. Entoncesz ™' € V (de
hecho 2! estéen el maxima de V). Ahora multiplicando (3) por ", tenemos que 1 estalJen
el ideal maximd de V, lo cud esunacontradiccion

Siz ¢ A, podemoscongruir & anillo A’ = Az~ ,; donde M es un ideal maximal de A" =
= A[z~!] quecontieneazr ! (verlemal1.1). Por lapropod cién 1.3 existe unanillode va oracion
V quedominaa A’ y por tanto que cumpleque =~ ! es@en e maxima de V, conloque z ¢ V

y hemos terminado.

PROPOSICION 14 Sea (A, M) un dominio local, K € cuerpo de fraccionesde Ay S’ €
conjunto de todos los anillos de valoraci @h contenidos estri ctamente en /C que dominan a A,

entonces
A= (Vv
veS’

Demostraci 6h

Esevidente que A C (.5 V. Tomemosz ¢ Aysea R = Alz~!]. Por d lema 1.1 existe un
ideal maximal M C Rtd quexz' € M. SeaR; = R,,. Claramente R, esun anillo local y por
tanto existe un anillo de valoracién V' quelo domina. Sea M’ € ided maxima de 1/, entonces
tenemosque M' N A = (M'NR1)NA=MRyNA=(MRuNR)NA=MNA=M,

dondela Gltimaigualdad setienepor el lemal.1,y por tanto V' € S'.
Ahora bien, z~! estden € maxima de V'y por tanto x ¢ V.

Veremos ahora a gunos hechos que nos permitiran refinar més alh los dtimos resultados

Para un estudio més exaustivo ver [Ka]

DEFINICION 1.4 Dado unanillo A, unsubconjuntode A, digamos 1", se d ce que es multiplica-
tivamentecerrado si dados x,y € T e tienequexy € T'.

Un subconjunto multi plicativamente cerrado, 7', de A sellama saturado si dado z € T se
tiene que todos| s divisoresde = eséih tambiChen 7.

DEFINICION 1.5 Dado unanillo, A, un subconjunto multi plicativamente cerrado de A, 7", yun

ideal de A, I, decimosquel nocortaal siI NT =@
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PROPOSICION 15 Sea A un anillo, 7" un subconjunto multiplicativamente cerrado de A

entonces los ideales maxi mal esentre los que no cortan a 7' son idelesprimos

Denostraci @h

Laexistenciade ta es ided es maxi maes egdgarantizada por € lemade Zorn. Paraprobar que
son ideales primos, tomemosunided , 7, maxima entrelosque no cortan a’7’. Supongamos que
ab € I debemos probar que 0 a 0 b esténen 1. En caso contrario d idedl (7, a) generado por 1
Y por a €s estrictamente mayor que [ y por tanto cortaa 7. Luego existe un elementot; € T
delaformat, = i; + xza, dondei; € Iy x € A. Deformasimilar tenemos unt, € T con
ty = iy + yb. Pero entonces

tity = (i1 + za)(iz + yb)
y loscuatro términosde producto anterior es[h en I (lostres primeros porque unfactor estéen

1y d cuarto porque ab estéen I). Por lotanto ¢ ¢, € I, absurdo.

PROPOSICION 1.6 Dado un subconjunto, 7', de un anillo A, esequivalente

() T esun subconjunto multipli cati vamente cerrado de A saturado

(if) El conplementario de 7' en A esla unibh de idealesprimos de A.

Denostr aci h

(i) = (ii). Tomemas = enel conplementario de7 en A. El ided (x) A no intersecacon 7' yaque
T essaturado. Podemos entonces, aplicando el lemade Zorn, extender (z)A aun ideal maximal
con respecto a la no interseccidn con 7. Por | a proposicion anterior dicho ided, 1, esunided
primo. Por lo tanto todo = que no etéen 7' 1o hemosinsertado en idea primo disjunto con T,
lo que prueba (ii)

(i) = (i). Es evidente de | as defini ciones

DEFINICION 1.6 Dado un anillo A yun A-nbdulo B, sedice quex € A, es un divisor de cero
deBd exsteuny € B,y # 0tal quexy = 0.
Al conjunto de todos|osdivisores de cero de B |o denotarermos por Z(B).

Alos d ementos de B que no estéh en Z(B) selesllama no divi sores de cero.
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OBSERVACION 1.1 El conjunto de no divisores de cero de un A-métlulo B es un subconjunto
multiplicativamente cerrado saturado y por tanto Z(B) esla unith de un conjunto de primos
de A.

DEFINICION 1.7 Dado unanillo A, un A-médulo B yun ideal, I C Z(B), [lamamos primos
maximalesde / en B acualquier ideal de A maxima con respecto a“edar contenidoen Z(B)'.

En € caso en d que no s especifique el A-mdul o se entender@que dicho A-mdul o es i?

DEFINICION1.8 Sea A un anillo, B un A-médulo nonuloy b € B un demento no nulo
definimosanul(b) = {a € Aconab=0} C Z((b)A)

PROPOSICION 1.7 Sea A unanillo noetheriano, B un A-midtdul o no nul o fi nitamentegenerado.
Entonces existe solamente un nlimero finito de primos maximalesen A y cada uno dedloses

anulador deun € emento no nulo de B.

Dempstraci 6h
Condderemos el conjunto de todos los anuladores de edementos de B. Cada
anulador, por la condicion de cadena ascendente, esatontenido en un anulador maximd. Evi-
dentemente Z (B) es la union de todos estos anuladores maxi males
Veamos que estos anuladores maximales son primos: sea [ = anul(z) maxima . Dadosab € T
ta quea ¢ I debemosprobar queb € 1. Como a ¢ I entoncesax # 0y ademés anul(ax) 2O 1.
Ahorabien por maximdidad de I tenemosqueanul(ax) = I'ycomob(az) = 0 entoncesd € I.
Probemos ahora gque solamente hay una cantidad finita. Llamemos a estos anuladores maxi-
maes{Q;} yseaQ; = anul(a;). Consideremos & A-mddulo generado por los{a; } ; como este
maodulo estacontenido en B esun médulo finitamente generado y por tanto esaragenerado por
una cantidad finita de elas digamos por a1, . ..,a,. Si tuvieramos mas primos tendriamos la
siguiente ecuacion

Apt1 = 101+ - - +Tpay
dondelos z; € A y de aguillse deduce queQ,+1 2 Q1 N --- N Q. Porlo tanto paradgun j,
(j=1,...,n),setieneque Q»+1 2 Q; locua contradice laméximdidadde ;. Por tanto solo

existe unacantidad finita de anul adores maxi mal es.
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Para completar la prueba de esa proposiciolh solamente nos queda probar que cualquier ided,
J, contenido en Z( B) estétontenido en alguno de losideales Q1 .. ., Qn.

Sea ¢ el menor nimero natural tal que J C @, U --- U @Q;,. Para dmplificar la notacion

supongamos que son los ¢ primeros. Entonces para cada k con 1 < k£ < t tenemos que
J € QU UQp1 UQp1 U---UQ,. Podemos entonces, encontrar, para cada &, un

elemento x;, que eslen J pero que no eséenlalado izquierdo de laanterior desigua dad. Cada
uno de estos z, € Qr y no edarlJen ninguno de |os otros. Congderemos ahora @ eemento

de J,y = x1 + x2x3- --x,. Ahorabien, y no es&en ninguno de los anul adores maxi males

contradiccion.

PROPOSICION 18 Sea A undominio. Entonces A = NA(, dondelainter secci @h setoma entre

todos los primos maximales de | os ideales principal es.

Denostraci @h
Tomemos u € NAg Yy ecribamosu = LZ (a,be A). Seal & conjurto detodoslosy € A con

ya € (b)A. S 1 = Aentoncesa € (b)Ayu € Ayhemosterminado. S I # A tenemos que

1CZ (AA) . Podemos expandir 7 aunprimo maxima @ de (b) Ay entonces u € Ag y por

tantou = - =

1o

>~ 12=

. (ce Ayeé¢ Q). Laecuecion ea = be prueba quee € I C @, absurdo.

Nuestro objetivo ahora es probar que, en @ caso de que A ademas sea i ntegramente cerrado,
tenemos que | os A, son anillos de val oracion discreta, es decir, anill osde va oracionenlosque

el maximal esun ided principd .

PROPOSICION 19 Sea (A, M) undominiolocal entonceslas dos proposiciones sigui entes son
equivalentes:
(i) Aesunanillo devaoracion discreta

(i) M esunided principd.

Demostraci 6h
(i) = (ii) Estrivial. (ii) = (i) Condderemos Q = N, M"'ysea M = (z)A Tenemos
entonces que M@ = zQ = . Ahora como A es un anillo noetheriano y @ un ided de

A tenemos que ) egdTinitamente generado. Supongamos que ¢ # 0 y tomemos un siste-
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maminimal de generadoresde A (en & sentido de que no podemos eliminar ninguno delos ee-
mentos de dicho sistema de generadores) digamos, y1,...,y». Ahora como MQ = @
tenemos que y1 = biyr +- -+ + bpyn dondelosb; € M (j=1,...,n). Entonces (1 — b1)y =
=byys + -+ - + b,y, perocomo 1 — b; es unaunidad en A y entonces podemos eiminar y, de
anterior sistemade generadores, contradiccion.

Con esto hemos demostradodado » € M exigeun k tal que 2* esun divisor de z pero z%t1 no
divide az y por tanto que z = Az* con \ ¢ M.

Ahora egamos en condiciones de probar que A es un anillo de vaoracion. Tomemos % ¢ A,
b , :

tenemos que ver que — € A. Por lo anteriormente visto a = Ma™ y b = \2" donde )\,
a

Ao & M. Comog ¢ Atenemosque k; < ky y por tantoé € A.
a

DEFINICION1.9 Sea A undominio con cuerpo defracciones K eI C A unideal, sedefine d
inverso de I, y lo sedenota por 71, al conjuntode todos los b € K talesquebl C A.

Sediceque esinversibles 7771 = A.

PROPOSICION 110 Sea A un dominio, entonces cualqui er ideal invertible es finitamente gene-

rado, mas ain, 9 A esun anillo local entonces es principal.

Denstraci @h

Para la demodraci 6n de la primera parte de |a propos cién tomemos un idead I C A gue sea
invertible entonces 71! = A ytenemosa; € I yb; € I tdesque Y a;b; = 1. Tomemos
ahorax € I entoncesz = >~ a,(xb;) y por tanto los a; generan 1.

Parala segunda parte de lademogracion observemos que alguno de los productos a;b; €s nece-
sariamente una unidad en A, digamos por g emplo que a,b;. Ahora para cada i s tiene que

a; = ay(bya;)(a by)~ 1y entonces I estdgenerado solamente por a; .

DEFINICION1.10 Sedice queunideal 7 enunanillo A tienegrado 1 si contiene un no divisor

A
C — .
deceroxrtal quel/ C Z ((@A)
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OBSERVACION 1.2 En un dominio los primos maximales para un ideal principal tienen grado
1. Seaun prino maximal @ para € ideal (x) A, todo € lo contenido en un dominio A. Basardl
con probar que x € . Supongamos lo contrario, entonces condderenos el ideal (Q, z). Evi-
dentemente dicho ideal est@lcontenidoen Z %) pero contiene edrictamente a @, 10 que
es una contradiccibh por la maximalidad de Q.< %)

PROPOSICION 111 Sea / un ideal de grado 1 en un dominio noetheriano A. Entonces /!

conti ene propiamentea A.

Denostraci @h

A
Como [ tiene grado 1 existeunno divisordeceroz t que I C Z W . Podemos extender
I aun primo maximd de (x) A. Dicho primo maximal esel anulador deun eemento y ¢ (x)A

y entonces [y C (x) A. Por tanto 4 estllen I, perono egdén A.
x

PROPOSICION 1.12 Sea (A, M) un anillo local. Supongamos que A es integramente cerrado

y que M tienegrado 1. Entonces M es un ideal principal.

Denstraci @h

Por la propodicion anterior, M ™! contiene propiamente a A. Por otra parte tenemos que M C
C MM C Ay entonces debeserigud aMoaA. Parosi MM ™ = M entonces M~ ' es
integro sobre A (proposicion 1.1) y ya que A esintegramente cerrado, e tieneque M~! = A,
lo que contradice | a filtima proposicion y por tanto MM ™' = Ay por laproposicion 1.10 es

un ideal principd.

PROPOSICION 1.13 En undominio noetherianointegramente cerrado A setieneque paratodo
ideal primo () degrado 1, A es un anillo de val oracih discreta.

Denostr aci h

z)A
@’ un primo maxima de (z)A que contengaa (). Entonces )’ es un anulador de un elemento

y ¢ (¢)Ay portanto y@’ C (x)A.
Condderemosel anillo A; = Ag.. Ahora Q" Ay es todavia de grado 1, ya que € mismo «

A
Como @ tiene grado 1 setieneque existeun0 # x € Q talque @ C Z ((— . Tomemos

funciona. El punto clave esver quey ¢ (x)A,. Pero edo esfécil dever yaquesi y = <%> x
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cona,s € Ay s ¢ Q' tenemosque sy = ax y entonces s € Q'. Contradiccién.

Ahoracomo ()’ Ay tienegrado 1y es € ideal maxima de un anillo local, integramente cerrado,
tenemos que esun ided principd y por tanto, por laproposicion 1.9 es un anillo de va oracion
discreta

Par otraparte por o vigo en lademosgraci 6n de la proposici6n 1.9 tenemos que en un anillo de

vaoracion discretael Unico primo es € ideal maximad y portanto Q' = Q.

PROPOSICION 114 Sea A un dominio, K el cuerpo de fraccionesde A y Sy €l conjunto
de todos | os anillos de val oracith discreta contenidos estrictamente en K que contienen a A,

entonces

A=V

VESuais
Demostraci 6h
Claramente tenemos que A C Nves,.V - Tomemosz ¢ Ay consideremos d anillo 4, =
= A[z~1]. z=! noesuna unidad en A;, yaque en este caso tendriamos unarel accion de depen-
denciaintegrade x sobre A y por lo tantotampoco lo es sobre R = “A,. Consideremosun primo
maximal del idea (z~')R, digamos (. Por € teorema anterior R, es un anillo de val oracion

discretaque pertenece aS;,.Por otrapatecomo =~ € @ tenemosquez ' € QR y entonces
x ¢ Rq.

PROPOSICION 1.15 Sea (A, M) un dominio local, IC & cuerpo de fraccionesde Ay S, €
conjunto de todos los anillos de valoracibh di screta conteni dos estrictamenteen X que dominan

a A, entonces

Demostraci 6h

Claramente tenemos que A C MNye s, V . Tomemos z ¢ Ay consideremos d anillo R =
= A[z~Y. En Rcondderemos € ided M = xR+ M # A, yaqued 1 € M tendr@mosuna
ecuacion de dependencia entera de x sobre A. Claramente M es unidead maximal y por tanto
primo.

Tomemos un ddema de generadores de M, digamos 71,...,7m, Yy los anillos R; =
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i T
Veremos ahora que para aguh valor de: setiene que M R; N R = M. Supongamos que esto es

=R |:ﬁ, ,QL:| .ObseI‘VernOSqueMRiz (Ti)Ri’ (Z = ]_,2,. ..,TL)

faso y entonces tenemos que paracadai (i = 1,...,n) podemos encontrar un € emento en R,
digamos ¢;, tal que (; ¢ My (; € MR; . Sea( = (1(y- ¢, Entonces ¢ ¢ My C € (r;)R;

paatodoi.(i =1,2,...,n).
rivi(ri,r2,. .., T0)

(1)

Paracada: sstieneque( = donde v; esunaformahomogéneaen r1, ..., n
de grado v; con coeficientes en R.

Seav = max(v;) entonces se tiene que ( ()"~ ' = ; (11, r2,..., ) donde 1; es unaforma
homogéneade grado v con coeficientesen R. Deaqui sesigueque € producto de ¢ por cualquier
monomioenry, r,,...,r, degrado N = nv esigua aunaformadegado N+1enry,ry, ..., 7,
con coeficientesen R, esdecir, (MY C MN+1,

Pasando ahoraal anillo R” = R, eda Ultimarelaccion nos dice que (M R")N = (MR")N+L
Aplicando ahoraun razonamiento S milar al seguido enlaproposicion 1.9 tenemosque M R" =
=0, lo cud esabsurdo.

Sabemos pues que para ddih R; e tiene que (r;)R; N R = M y por tanto, ; no es una
unidad en R; y entoncestampoco en R;. Sea un primomaximal parae ided principa (ri)E.
Congderemos d anillo A" = (E)Q . Este anillo es un anillo de valoracion discretay ademas
e QA luegox ¢ A'.

Paraterminar la pruebanos basta con probar que A’ es un e emento de S, paraello debemos
verqueQA NA =M.

Ahora bien, como QA'NA = (QANR;)NAD (ry)RRNA=((r)R,NR)NA=MNAD
D MyQA esunided propioy M esunided maximal entonces QA’ N A = M.

La nocién de anill o de valoracion es | a contraparte algebrai ca del concepto “aritmético’ de
vaoracion. Si K esun cuerpoy I" un grupo abdiano ordenado (es decir un grupo provigo de
unarelacion de orden totd, tal que s a,b,c,d € T'cona < byc < d tienequea + ¢ <
< b+d), entonces por unavaoracion sobre K congrupo devaloresT™ s entiende unaaplicacion

v: K — I'"U{oo} tal que
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(i) viz)=c0c=x=0

(i) v(zy) =v(x) +v(y) Yo,y € K
(i) v(r +y) < max(v(z),v(y)) Vr,y € K

Si v es una vaoracién, entonces & conjunto A, = {z € K /v(z) > 0} es un anillo de
valoracion de K cuyoided maxima es M, = {z € K /v(x) > 0}. Masadn laimagen por
vdeA, — {0} esunsemigrupo2 deT’, = {a € I'/a> 0} que = puede identificar, viala
aplicacion v, con @ conjunto de idedes de R, ordenados por la inclusion. Con méas precision
la correspondencia queasociaacadaa € Q el ided I, = {z € A, /v(x) > a} esbiyectivay
define un isomorfismo de semigrupos ordenados entre 2 y @ semigrupo delos idedes de A,

donde la operacion ddl semigrupo entre ideales es € producto.

Reciprocamente, si V' esun anill o devd oracion entoncessu semigrupo ordenado dei dedeses
cancelativo, es decir, esun subsemigrupo de ungrupo abdiano I', y laaplicacion v que asignaa
cadazr € V,x # 0d ided principad zV eslarestriccional’ de unavaoracién sobre K valorada
enl,td queV = A,. Cuando I" se toma como & miihi mo grupo abeliano que contiene a ) 0
a semigrupo de ided es, segiin € caso, se dirdlgue v es una vaoracion normalizada De esta
forma los anillos de va oraci 6n se corresponden uno a uno con las cl ases de isomorfismos de
vaoraciones normal izadas sobre K, donde isomorfismo entre dos valoracionesv : K — T,
v . K — T significa que existe un isomorfismo de grupos ordenados o : I' — I/ td que

pov="1.

Observemosque si V' es ademasde va oraci On discretaentonces el grupo de va ores debeser

isomorfo aZ.

Dado un anillolocd (A, M) y una vaoracion v, decimos que v dominaa A si su anillo de
vaoracion (A,, M,) cumpleque A, O AyqueM,N A = M. S 0lo sedalaprimera

condicion decimos que v estétentradaen A.

Despuésdelarevision anterior sobre anillos de vaoracion, vamos a introduci r a conti nuacion
la nocion de dependencia entera sobre un ideal que serédd objeto basico de esudio en esta

Memoria.
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DEFINICION1.11 Sea A un anillo conmutativo, z € A e unideal de A. Decimos que z es

enterosobre I si existeunn € N,n > 0y a; € I' tales que:

a2 a2+ 4 an=0

EJEMPLO 1.2 \&remos ahora, que en general, que hay elementos enteros que no esah en €
ideal de partida. Consideremos € mismo anillo A que en & gemplo 1.1y sea / € ideal de A
generado por |os monomios { X°, X?Z, XY?}. Tomemos z = X*Y, entonces, evidentemente,
z ¢ 1y z esintegro sobre I, ya que

22— (XP)(XY?) =0

DEFINICION1.12 Sea A un anilloconmutativo e I unideal de A, entonces al anillo B(1, A) =
= A[It] C AJt], esllamado € anillo de Reesde A conrespectoa /. B(I, A) es un subanillo
graduado de A[t] cuyo Proj esel esquema expl od 6h de Spec( A) con centro enel ideal 1.

Observemos que, evidentemente, S A es un dominio de integridad entonces también |o son
los anillosde Rees de A conrespecto acudquier ideal de A, puesegén contenidosenun anillo
gue triviad mente es un dominio.

El anillo de Rees nos sirve para transladar los resultados antes obtenidos sobre anillos
compl etos y cierres integros de anill os a la dependenci a entera sobre ideaes.

El sguiente resultado aclaraesta relaccion:

PROPOSICION 1.16 Sea A unanillo conmutativo, I unideal de A yx € A, entoncesx esentero

sobre I § y solamente si zt es entero sobre B(1, A).

Denostraci 6h
Sea
a4+ Fan=0a€ I
unaecuaci 6n de dependencia entera de x sobre 7. Multiplicando por ¢" obtenemos
(wt)" + (art)(xt)" '+ ...+ (ant™) = 0 ait’ € B(I, A) (4)
y por tanto =t esentero sobre B(I, A).
Supongamos ahora que xt es entero Lbre B(I,A), entonces tenemos una ecuacion

homogénea de dependencia entera del tipo de (4) y como ¢" es un no divisor de cero en Aft],
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tenemos € resultado requerido de que = es entero obre 1.

COROLARIO 12 Sea Aundominioe [ unideal de A, entonces 7 esun ideal de A.

DEFINICION1.13 Sea A un dominio, ysea [ unideal de A, s diceque I es completo o inte-

gramentecerrados [ = 1.

La notacién deideddntegramente cerrado provi enedelalgebray delasimilitud conlos anill os
integramente cerrados por € contrario lanotacion deidea compl eto procedede lagemetria, ya
gue eslacontraparte a gebrai cadd concepto de sigemallinea completo. Laandogiaentre etos
dos conceptos s debe a larelaccion dela clausuraintegra con las vaoraciones di sponibles en

d caso delos dominios

EJEMPLO 1.3 Sgamoscon d anillo A considerado en losgemplos1.1y 1.2y sea I el ideal de
A generado por los monomios X'Y7 Z* talesque se tiene 20: + 155 + 12k > 60. Observemos
que P(X,Y, Z) € I 9 ylamented P se puede escribir como una combinaciCh lineal con
coeficientesen K de monomios en 1.

Tomemos un z € A integro sobre I, veamos que z € I. S al expresar z cono combinacion
lineal de monomios con coeficientes no nulos en Ky tales quetodos los monomios que apa-
rezcan sean distintos, tenemos que todos|os monomios que aparecen estan en I entonces hemos
acabado. S alglin monomi o no estélen I entonces tenemosquehay una ecuaci 6h dedependencia

integra del ti po:

a4+ 4a,=0q €1
Condgderemos  monomio que aparece en la expresibh de z como combinacibh lineal de
monomios distintos con coeficientesno nulosese i mo en el orden | exi cogréfico entre todos
aquellosque minimizan 20: + 155 + 12k . Claramente | a potenci a enésima de di cho monomio
aparece en 2" y ademés no se anula con ninguno de los monomi os que aparecen en | os poli-
nomiosa;z"~! ya quetodos e lostienen € valor de 20 + 155 + 12k edtri ctamente mayor, lo cual

esimpogble.
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NOTACION 1.1 Sea A un dominio noetheriano, X su cuerpo de fracciones, v una valoracith
sabre /C, e I unideal de A entonces denotamos por v (/) al minimo delos valores v(x), donde

z €l

PROPOSICION 117 (Criterio valorativo dela dependencia entera) Sea A un dominio noethe-
riano, C su cuerpo de fracciones, I unideal de A, S;;, € conjunto de todas | as valoraci ones

discretas de KC cuyo anillo de valoracibh contiene a A entonces

I= () {z€A/v@) =)}

VES ;s
Denstraci @h
Supongamos que = € 1, entonces tenemos que
"+ a4+ 4a,=0q € I
Si v € Sais Senos presentan dos posibilidades
1. v(z) = oo: Entonces no hay nadaque probar.
2. v(x) < oo: Supongamos que v(z) < v(I), entonces tenemosque
v(az"™") = v(a;) + (n —i)(z) >v(l)+ (n —i)v(x) > nv(x)
por tanto nv(x) = v(z") = v(z" + ayz™ ' +. .. + a,) = v(0) = oo, contradiccion.
Al revés, sear € Ay supongamos que paratodava oraci 6n discreta cuyo anillo de vd oracion
contenga a A se cumple que v(z) > v(I); tomemos una vd oracion discreta w del cuerpo de
fracciones de B(/, A) cuyoanillodeva oracion contengaa B(1, A), entoncesw restringidaa
nos daunavaloracion discretade X cuyo anillo de valoracion contiene a A, entonces w(xt) =

=w(z)+w(t) > wl)+w(t) =w(lt) > 0y entoncespor lapropod cion 1.14 setiene quext €

€ B(I, A), y por laproposicién 1.16 = € 1.

PROPOSICION 118 (Criterio valorativo de la dependencia entera) Sea (A, M) un dominio
local, K su cuerpo defracciones, / unideal de A, S.;, € conjunto de todas las valor aci ones

discretas de KC cuyo anillo de valoraciéh domina a A entonces

I= () {z€A/v@) =)}

!
vESy;
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Demostraci @h
Supongamos que z € I, entonces tenemos que
2"+ a2 4. . 4+a,=0aq, €I
Siv € §);, senos presentan dos posibil idades
1. v(x) = oo: Entonces no hay nada que probar.
2. v(x) < oo: Supongamos quev(z) < v (I), entonces tenemos que
v(a;z"") = v(a;) + (n —i)(z) >iv(l) + (n —i)v(z) > nv(x)

por tanto nv(x) = v(z") = v(z" + ayz™ ' +. .. + a,) = v(0) = oo, contradiccion.

Al revés, supongamos que = ¢ Ay consideremos el anillo 4’ = Alz~1]. Tomemos d ided
maxima de A, M, M =z 'TA" + M .

Condderemos el anillo A” = (A4'),,. Por la demostracion de la proposicion 1.15 existe una
vaoracion discretaque dominaa A”. Seaw dichavaloracion. Como 2z~ 1A C M tenemosque
v(z7 T A') > 0y entonces —v(x) + v(l) > 0= v(z) < v(l).

Sd o nos queda probar que v dominaa A, ahorabien, como M C M tenemosquev (M) > 0y

tenemos d resultado pedido.

COROLARIO 1.3 Sea A un dominio noetheriano, v una valoracibh de su cuerpo de fracciones

centrada en A, I unideal de A, entonces tenemosquev (/) = v ().

Denostraci @h
Como I C 1, entonces es evidente quew (1) < v(I); por otra parte por la demostracién de la
propod cion 1.17 setiene que todoslos elementos de ] tienenva oracion mayor oigual que v (1),

conlocud, v(1) = v(I).

COROLARIO 14 Sea A undominio, I unideal de A, entoncs? —7.

Claramente siempre s tiene que_I C 1, con lo cud nos basta probar la includg 6n contraria
Seax € I, entonces paratoda va oracion discreta v cuyo anillo de valoracion contenga a A se

tienequev(x) > v(_l) =wv([)y portanto x € 1.
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PROPOSCION 119 Sea A undominio, / unideal de A, entonces

B(I,A) =PI

n>0

Denostraci Ch

Sea A d cierre integrode A, entoncescomo A’ = AJt] esintegro, se debetener que B(I, A) C

C A', conloques lepuededar a B(I, A) unaegructurade anillo graduado.

Basta pues probar que B(I, A) N A" = I"". Claramente se tiene que I"t" C B(I, A)N

NA, Supongamos ahora que tenemos un eemento at™ € B(I,A) N At". Como at™ €

€ B(I, A) entonces existe una ecuacion homogénea de dependencia entera 'y dividiendo por
t"", donde r es € grado de |a ecuacion homogenea, obtenemos una ecuacion de dependencia

enterade a sobre [" y por tanto a € 1"

COROLARIO 15 Sea A undominio, I un ideal de A, entonces B(1, A) es un anillo integra-

mente cerrado si y solamente si /" esconpleto paratodon € N.

Denostr aci h

Es evidente de la proposici 6n anterior .

Dadoun dominio A y unideal I en A podemosdefinir laexplos dnnormalizadaalolargode
I como el esquemanormali zado delaexplos éncon centroen I, esdecir, que € Ultimo corolario
se puede parafrasear diciendo que la explod dn normal con centro I coincide con la explasion

con centro  si y solamente si todas las potencias de I son compl etas

EJEMPLO 1.4 Puede ocurrir que un ideal I sea completoy, sin embargo, sus potencias no lo
sean. En efecto, consderenos d anillo A utilizado en los genplos 1.1, 1.2y 1.3 e[ € ideal de
A definido en d gjenplo 1.3. Considerenps z = X2Y3 2% ¢ A. Claramente 2 € I? ya que
2 - (XY (2% (XY2Z)] =0

pero z ¢ I* puesto que no se puede poner como producto de dos ementos de I ya que
en cualquier factorizaci@h de z como producto de dos monomi os no triviales aparecen cono
factores algunos delossiguientes X, Y, Z, X XY, XZ Y2 Y 7, 7* X*Y,X?Z XY?* XY Z,
XZ2 Y3 Y ZYZ? 722, XYZ? XZ3 Y32, Y?Z% Y Z3y ninguno pertenecea I.



Un problemaimportante en geometriaes conocer condici ones suficientes para que las poten-
ciasdeunided completo sean compl etas, es decir, para que laexplos dn de un idea completo

sea un egguema norma . En esa Memoria trataremos este probl ema para | a clase concreta de
ideales completos alaque eté dedicadalamisma.

El esquemaproyectivo asociado d anillo graduado normd B(1, A) sedenominalaexpl asion
normaizada dd ided I. Nétese que |a explosién normalizada de un ided es la composicién
de la explos 6n de dicho idedl con la normalizacion. Las condiciones del corolario 1.5 son la

condiciones necesariasy aufici entes paraque laexplosion de unided coincida con su expl osidn
norma izada.
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1.2 Diviores excepcionales eideales completos

Enlaseccion anterior, hemos considerado las noci ones deexpl o 6ny explosion normali zada
En geometria algebraica estos conceptos son importantes, yaque aparecen en € estudio delas
variedades intermedi as a dos relacionadas entre siCpor un morfi smo proyecti vo.

Iniciaremos aqui_lin estudi o geométrico de dichos objetos, ya definidos agebraicamente, en
la dtuacion particular en que € morfismo que relaciona las dos vari edades es una suces 6n de
explosiones en puntos cerrados no S ngulares

Fijemos unavariedad algebraica lisa X, es decir, un esquema reduci do eirreduci ble de tipo
finito sobreun cuerpo perfectoy un punto cerrado no singular (a partir deahora, todos| os puntos

serén entendidos de esta forma), P.

DEFINICION 1.14 Cualquier punto P’ en cualquier variedad Z obtenida de X por una sucesibh
finita de explosiones en puntos cer rados no singulares, se dice un punto i nfinitamente prki no
aP si P eslaimagen de P’ via las apli caci ones asociadas a dichas expl os onesy se denota por
P<P.

DEFINICION 1.15 Una conste acith de puntos infi nitamente pridkimos a P (o una constelacibh
con origen en P) e un conjunto finito de puntos infinitamente prékimos a P,
C={P~,P,...,P,}talesquem > 1, P, = Pyparal <i < m — 1, cada P;,; esun
punto sobre la variedad Z; obtenida de Z;_; como explosbh con centro P; (7, esla variedad
inicial X).

Cuando tenemos que cada P;,; es infinitamente prokimo a F,, entonces decimos que la

constd acibh C esuna cadena.

Por tanto una congdeacion C = {Py, P,...,P,} con origen en P define una cadena de
explosiones
Z=20, %7 " g IS =X

donde los 7; son los morfismos asoci ados a | as explosiones Z;—; con centroen P; y nc s la
composicién de todos esos morfiamos Para simplificar y cuando no haya posible confusién

denotaremos a ¢ por .
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Siguiendolaterminologiade [C-G-L] y [Re] alavariedad Z selellama cielo asociado aC

0 S mplemente cielo.

DEFINICION1.16 Sea C una congdacibh {Pi, P, .. ., P}, entonces definimos por B; C Z;
al divisor excepcional de la explosibh 7; en € punto P;. Denotaremos por E; al transfor mado
estriccode B;en Zy £ = (T 0 M1 0...0Mjp00mj)" (By)dj=1,... m—1yE} =
=B,

DEFINICION1.17 Un cluster A = (C,s) es un par condgente de una constelacibh
C ={PR,P,,...,P,} yunasucesbh s = (sg,...,$,) Oe enterosno negativos El entero

s; esllamado € peso (o multiplicidad virtual) de P; en el cluster.

DEFINICION1.18 Dado un cluster A = (C, s) podemos asociarle un divisor sobre @ cielo de

la constelaci 6h dado por

Dy :ZsjE;
j=1

DEFINICION1.19 Dado unideal I C Ox y una congdaciéh { P, Ps,..., F,} se define d
peso s; en P, y latrandormadadébil de 7 en P;, I; = Ip,, inductivamentede | a siguiente for ma:
I =1, s1 = ordp,(I1)

I = (:L’)fsi_lfifpélpi, si = ordp,(1)
donde Ap, es el anillo local correspondiente al punto P; y = esun eemento general del ideal
maximal de Ap_, Yy ordp, es la funci@h orden con respecto al ideal maximal de anillo

correspondi ente a dicho punto.

DEFINICION1.20 Unideal I C Ox p se dce que es de soporte finito o fi nitamente soportado
exi sesblamenteuna cantidad finita de puntosinfinitamenteprékimosde X, talesquel, # Ag.

Un punto infi nitamente priékimo () de P es un punto basede I 5 secunple I # Ag

Claramente dado un ided de soportefinito podemos construir un cluster, donde los puntos
gue gparecen son | os puntos base del ided y donde € peso de cada punto esla multi plicidad del

ideal (o de sus transformados) en dicho punto.
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Ahora veremos que hay una correspondenci a inyectiva entre ideaes completos de soporte
finitoy divi sorescon soporteexcepcional, paralo cual necesitamos agunas noci ones dgebraicas
gue introduciremos a conti nuacion.

En dgebra conmutativa los puntos los veremos como anillos locaes regulares y la rel acidn
entre cada unade élos es que 9 Py (Q son puntos infinitamente préximos entonces exi $e una
cadena de transformaciones cuadréticas que nos permiten obtener apartir del anillo asociado a
P d anillo asociado a ().

Por todas estas razones recordaremosla definion de lo que es unade dichas transformaci ones
y veremos algunos resultados sobre € las que utili zaremos en |0 suced vo. Paraunaampliacion
dedetdlesver [A]

DEFINICION1.21 Sea (A, M) un anillo local regular de dimendé@h d > 1, {z1,...,24} un
sigemaminimal de generadoresdd ideal maximal y v una valoraci @h del cuerpo de fracci ones
de A al que llamaremos . Supongamos que hemos ordenado |os & ementos =; de forma que
v(zy) <wv(z;)coni =1,...,d. Sea R= Alxy/xy,...,24/71], Q' = RN M, (donde M, es
el ideal maximal del anillo devaloracith asociado av) y R’ = R entoncesa R’ selellama

la transfor macibh cuadrétrica de A alolargode v.

LEMA12 Sea (A, M) unanillolocal regular dedimensibh d > 1y sea v unavaloracibh de su
cuer po de fracciones, entonces, con la notacibh dela definiciéh anterior R’ es un anillo local

regular dedimensibh ¢ < d

Denostraci @h

Con la notecion de la definicion 1.21 es facil ver, que R* = R/(z;1)R =
~ (A M)[xy, . .., 4]

Sea@* = Q' /(z1) Ry consderemos € anillo R,.. Este anillo es un anillo loca con maxima

Q" Ry, y ademas podemos eegir yy,. ..,y, con h < d — 1 deformaque (yi,...,yx)Ro. =

== Q*R*Q* .
Sean 2y, . .., z;, dementosen R deformaque su clase conrespecto a(x;) Rseaigud ay; ...y,
respectivamente. Tenemos entonces que claramente ()’ R = (x4, 21, . .. , 2, )R’ y por tanto

t=alt(Q'Ry) =alt(Q*)+1=h+1
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con loque R’ esunanillo local regular. Por otraparte como/ < d— 1 tenemos que ladimension

de R’ es menor o igua queladimension de A.

Observemos que si v es una vaoracion que domina a un anillo loca (A, M)y R’ esla

transformacion cuadréticade A alo largo de v entonces dicha va oracion dominatambiéna R’

DEFINICION 1.22 Dadoun anillolocal (A, M) yuna valoraciéhv quedominaa A, se definela
A-dimenséh de v como el grado de trascendencia de la extens@h de cuerpos
[Ay/ M, : A/M] donde A, esel anillo de valoraciah asociado av y M, es d maximal de

dicho anillo.

PROPOSICION 120 Sea (A, M) un anillo local regular de dimensiéh d > 1, v una valoracih
guedominea A, R’ latransformacibh cuadrética de A alolargo dew, t la dimens éh de R/, d’
la A-dimensibh dev y d* la R’-dmend &éh dev entoncesd — t = d' — d*.

Denostraci @h

Con la notacion de la demostrecionl dd lema 1.2, es evidente, que la dife
rencia d’ — d* es igud a grado de transcendencia de la extension de cuerpos
[Ro//PRgy : AIM] = [R*o-/Q*R*o- : A/ M], d tenerseque Ry /Q'Rg = R*o+/Q* R* o+,
pero dicho grado de transcendenciaes claramenteigud ad— 1 — h =d — t.

LEMA13 Sea (A, M) unanillolocal regular de dimensibh d > 1y sea v una valoracibh que
domina a A, entonces son equivalentes:
() veslavaloraciolh M-adicade A

(i) latransfomadade A alo largo de v esun anillo de valoracion

Denstraci @h

(i) = (ii) Porlaproposcion 1.9y el lema 1.2 bastaver que d ided maximal delatransformada
de A alolargo dewv esunideal principd.

Condderemos € anillo R = Alze/x1,23/x1,...,2x4/x1] donde {z1,z2,..., 24} € un
sigema regular de pardmetros de A. Claramente tenemos que @' = M, N R =

= Mx2/x1,23/21,...,704/21] = 21 R, por lo que Q'R¢ es principa como se querfaver.
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(i) = (i) Sea{z1, x2,...,xqa} Un Stemaregular de pardmetros de A organizado de formaque
v(x1) <w(x;) paracualquier i (i = 1,...,d) y R como antes.
Denotemos por w la vaoracion M-adicade Aysan ) = M, N Ry Q" = M,N R =
= (x1) R, donde M, y M,, son los maximales de los anill os de valoracion asociadosa v y w
respectivamente.
Claramentesetieneque " C Q'. S Q"' # @' entonces )" R esun ided primode Ry distinto
del maximal, lo cud es absurdo, ya que R esun anillo de vaoraciony por tanto Q' = Q" 'y
entonces Ry = Rgr Yy por tanto dichas valoraciones son iguaes.

El siguiente resultado es bien conocido, pero, aparece de una manera muy confusa en la

literaturapor lo que sel e presta atencion aqui.

PROPOSICION 121 Sea v una valoracibh discreta que domina aun anillolocal regular (A, M)
de dimensibh d > 1, entonces la cadena de trangormaci ones cuadréticas alo largo de v es

finita.

Denstraci @h
Supongamos gue no es cierto, entonces tenemos una cadenainfinita
A=A C A C---
donde cada Ai41 (i € N) esla transformacion cuadréticade A; alo largo de v.
Por el lemal.2tenemos queexige unj ta quet = dim(A;) = dim(A; ;) = dim(A,45) = - --
Fijemosahoraun sistemaregular de parametrospara A;, digamos, {1, z,, .. ., z;}. Obtenemos

de forma natural un s gema de parametros para A, ; dado por:

TyTy Tey  Ten B

’:US ’ ’ZES 7 ”7;5 :ES ’ ’:US
dondev(z,) < v(x,) (r=1,2,...,t) (1 <s < t).Utilizando estemétodo se obtienen sistemas

de parametrosparalos A; ., con h € N.

Denotaremos por mp d vaor minimo de v sobre d sistemaregular de parametros correspondi-
ente aA;,, y M, al valor maximo de v sobre & mismo sistema regular de parametros.

Entonces tenemos que:
(l) 0<my< M,Vh eN
(i) M, < My, Vh € N
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pero esto esimpos ble, ya quetanto M}, como my, estén en N.

Con lastécni cas algebrai cas quehemos descrito, examos ahora en condicionesde volver ala
situacion geométrica paracompl etar y obtener losresul tados deseados. Para €l o, recordaremos
brevemente, nuedtras intenciones y objetivos.

Dado un ideal completo de soporte finito le hemos asociado anteriormente un cluster y por
medio de dicho cluger un divisor con soparte excepcional. Veremos a continuacion que esta
asociacion es inyectiva, es decir, si tenemos dos ideales completos de soporte finito distintos
nos gustaria saber si 10s clusters asociados son distintoso no.

Observemos que si (A, M) es un anillo local regular e I C A esunided completo de
soporte finito y v es una va oracion discreta de A, entonces para conocer @ vaor v(/) nos
basta con saber los pesos de I en todos | 0s puntos infi nitamente proximos a A. En efecto, si
v esta que la cadenade trandormaciones cuadraticas que lleva desde A d primer anillo para
el cual v coincide con la va oraci 6n asociada a su maxima, tiene algh anillo que esla loca
lizaci &n en un primo no maximal entonces en dicho anillo su trandormada débil esigua al to-
tal, ya que en caso contrario, en todos | os infi nitos maximales que contienen a dicho primo se
tiene que latransformada débil es distintadel total y por tanto I no esde soporte finito. Si dicha
cadena esta formada por anillos que son lalocalizacion en maximales, entonces conocemos| os
ordenes necesarios y volviendo hacia atrastenemos que conocemos tambiénel valor de v(1).

Con lo cud esevidente que 9 los clusters asociados a dos i ded es completos y de soporte
finito son igual es es porque dichos ideales son el misno y tenemos una aplicaci On inyectiva

entre ideales compl etos de soporte finito y divisores excepciona es.

DEFINICION 1.23 Mantengamoslasnotacionesanteriores. Sea A = {C, s} un cluster, decimos
qued cluster esidealistico 9 existe unideal completo (necesariamente nico) de soportefinito
querealizadicho cluster, esdecir, § exigeun ideal completo desoportefinito / tal que /Ox ¢y =
= Ox(c)(—D4), donde X (C) es e cidode C y D 4 es € divisor asociado a A.

Fijada una congdacion, C = {P,... P, }, podemos definir una operaci 6n entre todos | os
clusters con dicha constd aci 6n de puntos: dados dos clusters con la mismacongeacion defi-
nimos su suma como el cluster que tiene la misma constel acion y como pesos |a suma de | os

pesos



M

Con la anterior operaci 6n los clusters idealisticos, fijada la constelacion de puntos, forman
un semigrupo, yaquelavaoracion de lacompleccion del producto deidealesesigua alasuma
de cada unade las vaoraciones de di chos ided es.

La operacion anterior, suma de clusters, corresponde ala operacion sobre € conjunto de
ideales completos dada por [ * J = 1J. En efecto, es evidente, por |las definiciones que d

divisor asociado al * J essumadelosdivisores asociadosal y a J.
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1.3 Conoscar acter isticos

Expondremos ahora una vid 6n geomérica de | os ided es completos en d contexto de | os
llamados conosde curvas caracteridicas, ((Cu3] y [KI] ) que nos daréan unavison general de
los resultados Sea X' = Spec(A), donde (A, M) es un anillo locd regular, Z una variedad

norma y f unaagplicacion proyectivabirraciond f : 7 — X.

DEFINICION1.24 Sea £ un fibrado lineal (es decir, un fibrado vectorial de rango 1) de 7, se
dice que esnuméticamente equivalenteacero s (C' - £) = 0 para toda curva cerrada eintegra
C C f~YP),donde Pesel origende X, esdecir, esel punto cerrado asociado al ideal maximal
de X. Al conjunto de los fibrados lineal es numéticamente equival entes a cero los denotamos
por Num!(Z/X). Setratade un subgrupo del grupo abeliano Pic(Z) mbdul o equival encia

lineal.

NOTACION 1.2 Denotaremos por N'(Z/X) al cociente Pic(Z)/Num!(Z/X). Notese que
N(Z/X) esun grupoabeliano sin torsibh, es decir, un reticulo.

DEFINICION 1.25 Decimos que un subconjunto cerrado de dimenséh 1, Y C Z esrdativo
si cada una de sus conponertes irreduci bles tiene dimensibh 1 y aden&s proyecta en el punto
cerradode X. Unl-cicordativoesunciclo ) s;,C; donde cada C; esun subconjunto rel ativo
irreducibley cada s; esun entero.

Al grupo abeliano delos 1-ciclos cor relati vos o denotaremos por F1(Z/X).

DEFINICION1.26 Dado un demento 7" € F1(Z/X) decimos que es numéfi camente equiva-
lentea cero 9 VL € Pic(Z) stieneque (L -T) = 0. Al subgrupo de | os 1-ciclos numéi-
camente equival entes a cero los denotaremos por Num, (Z/X )y al grupo abeiano cociente
F(Z/X)/Num1(Z/X) lo denotaremospor N;(Z/X).

Ndtese que debido a teoremade Neron-Severi N, (Z/X) y N'(Z/X) son grupos abeli anos
derango finito y libresde torsién que son duales mutuamente ya que laintersecci 6n de 1-ciclos
y fibrados|ined es dalugar auna paridad no degenerada

Ni(Z/X)x N (Z/X) — Z
gue define la citada dualidad.



NOTACION 1.3 Sendo Zy X como antes denotamos por :
ANZ/X) = N (Z/X)®zR
A1(Z)X) = Ni(Z/X)®zR

PROPOSICION 122 A'(Z/X) es un R-egpacio vectorial de dimensibh finita, aden®s si
Ey, ..., E; sonlosdivisoresexcepcionalesprimosde Z, entonces{ £, . .., £, } generan Pic(Z)
y son una R-basede A (Z/X).

Denostraci 6h

Dado L € Pic(Z) tenemosdivioresprimos D; en Z no excepciona esy enterosa; y b, talesque
L~ 0z((X;aiEi) + (X;b;D;)). Sea D = f(D;). Observemos que Ox (X" ;b;D})) ~ A
Tenemos, pues, que £ ~ L ® f*(Ox(—>_,b;D})) = Oz(3_,; c;E;) paraciertos enteros c;, con
lo que | os divisores excepcionaes primos generan Pic(Z) y por tanto A'(Z/X), con lo que
AY(Z/X) es dedimension finita.

Nos gueda solamente probar que no hay unarelacion de dependencia entre los F;. Sean =
= dim(A) y supongamosque exigen a; € Rtalesque ", a,; F; esnuméricamenteequiva ente a
cero. Sea L un fibradolined muy ampliosobreZy seanTy, ..., T, € lugar geométrico delos
ceros de n — 2 secciones globales generaesindependientesdeI' (7, £). SeaW =Ty --- T, o;
entonces 1V esno sngular dedimensén2y cada £; - TV esuna curvaintegra por d teoremade
Bertini, que llamaremos C;, pero ) . a; E; esnuméri camente equiva ente acero y claramente se

tieneque (E; - C;) = 0sii#j y (E; - C;) # 0, con lo que claramente
0=(O_ wk)-C)) =a;(E;-Cy)

y por tanto a; = 0 paratodo j y hemosprobado que {F: ... £} esunabasede A'(Z/X)

DEFINICION 1.27 Dado K un subconjunto de un R-espacio vectorial V' decimos que K esun

cono convexo si cumple que:

1 K+KCK
2.aK C K paracualquier a € R,a >0

Nétese que K esde hecho un subconjunto convexo de V.
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DEFINICION 1.28 Dado un conjunto C' de eementos de un R-egpacio vectorial V, [lamamos
cono generado por dicho conjunto a las combi naciones lineales finitas de coefici entes positivos
dedementosdeC.

Evi dentemente por € cono generado por C' entendemos € menor cono que contienea C'.

DEFINICION 1.29 Dado un morfisno birracional proyectivo f : Z — X como antes, & cono
de curvas N E(Z/X') s define comp € cono generado por las imgenes en A:1(Z/X) delas

curvas relativas irreducibles

OBSERVACION 1.3 LasimBbenes detodas las curvas efectivas son, obviamente, € ementos de
NE(Z/X). M&s auan, NE(Z/X) genera a A (Z/X) como grupo, es decir s tiene que
A(Z/X)=NE(Z/X)- NE(Z/X)

DEFINICION 1.30 El cono semiarmplio P(Z/X) esd dual en A(Z/X) respecto del producto
de interseccibh de N E(Z/X), es decir, es € conjunto de todoslos D € Al(Z/X) tales que
(D-C) >0VC € NE(Z/X); por P (Z/X) denotaremos su interior topol@gico, es decir,
P (Z/X) = int(P(Z/X))

OBSERVACION 1.4 S K es un cono, entonces int(K), es tambiéh un cono. En efecto, sean
u, v € int (K), entonces existen entor nos abi ertos ddl cero, digamos, U, V' tal queu—+U,v+V C
C int(K). Por otra parte, supongamos queu + v ¢ int(K ), entonces para cualquier entorno
de cero, enparticular para UNV, exideun dementoz € UNV'talqueu+v+z ¢ K; peroesto
esunacontradicci@hyaqueu +v+z = (u+ 2)+v,u+z € u+U Cint(K) C Ky K esun
cono. Laotracondicith se cumpletrivialmenteyaquesi u € int(K') entonces existe un entorno
del cero U tal queu + U estBlcontenido en int( K). Ahora claramentesi a > 0, au € int(K),
ya quesino paracual quier entornodd cero, en particu ar paraalU existe un & emento, digamos
z =au+az',conz € Utal que z ¢ K, peroeso esabsurdoyaquez = a(u + 2’), queesta

en K,al ser Kunconoywu+ 2 undemento de K.

Kleiman ([KI] ) muedra, de hecho, que P (Z/X) es e cono cuyos puntos reticulares son
exactamente ague los quecorresponden a divisores amplios, que asu vez son los divi ores dados

por fibradoslinedes £ talesque (£ - C') > 0 paratodacurvarelaivaC'.
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Introduciremos ahorael |lamado cono caracteristico de f, que nos servirapara contabil izar
las variedades normales intermedias a Z y a X, es decir, variedades norma es 1/ paralas que

hay unafactorizacién de Steinde f.

DEFINICION1.31 En A'(Z/X) definimos & cono caracteristi co de f, conmp el cono generado
por lasimBgenes en Al (Z/X) de los haces inversibl es generados por sus secci ones globales
es decir, por las imBgenes de los divisores asociadosa idealesconpletos I C A talesque IO 4

esinversible. Sguiendo a[L 1] , denotaremosa este cono por ]5(Z /X)

OBSERVACION 1.5 Observemos quecl aramente P (Z/X) C P(Z/X) C P(Z/X), (yaquesi
D es un hazamplio, entonces una potencia suya suficientemente grande es&lgenerada por sus
secci ones globales y por otro lado todo haz generado por secciones global es es semanyplio) y
por tanto p (Z/X) C int(P(Z/X)) —p (Z/X), por lo que tenemos que int(P(Z/X)) =
—P(Z/X).

DEFINICION 1.32 Decimos que (g, W, h) es una factorizacibh de Stein (o simplemente una
factorizaciéh) de f si W es uma variedad normal y exigen dos morfismos birracionales
g: Z— Wyh: W — Xconf=hog,g sobreyectivay h proyectiva.

El estudio de las factorizaciones de f, o bien, el esudio de las variedades W (llamadas
variedades sandwiched en [C-G] ) es el motivo de la consgderacion dd cono caracteristico
P(Z/X). Nétese que una factorizacion estdtleterminada por el conocimiento de la variedad
intermedia |V yaque es bien sabido que 3 existe unmorfismo birracional entre dosvariedades
entonces éste estdnico.

Si acadavariedadintermediall seleasociad cono IS(W/X) y setieneen cuenta que existe
unaaplicacion lined inyectiva canénica A'(W/X) — Al(Z/X) (sugeridapor laas gnacion
a cada fibrado lineal Ly, sobre W dd fibrado ~*Ly,), mediante la cua € cono caracteris
tico P(W/X) seidentifica con un cierto subcono de P(Z/X). Resultaas que setiene una

correspondenciaentre las variedadesintermedias y ciertos subconosde 15(Z /X).
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DEFINICION 1.33 Dado un cono K en un espacio vectorial de dimeng éh finita 1V con V' =
= K — K, = definen las cAlulas de K por recurrencia sobre la dimensith de V. En primer
lugar s define una Unica cBlula de K de dimensith igual a la de V' que es & cono int(K).
Ahora las cBlulas de | os subconos maximales de K — int(K') son las cElulas de dimend ones
menoresque la dimensibh de V.

S V tiene dimensibh 1, la situaciéh es trivial ya que K ha de ser una semrecta y entonces
las cBlulas son la semirecta abierta y, en € caso deque K seacerrado € origen. Esto sugiere
que en € extremo opuesto a int( k), para un cono dado K, setendréh, eventualmente, cBul as

1-dimensionales que son ar{stas y € propio origen cono célul a 0-dimens onal.

Los subconos de ]3(Z /X') que aparecen como i magenes de los conos caracterigicos de las
variedades intermedi as son | as célul as topolgicas de cono caracteristi co. Con mas precis 6nse

tiene d gguiente teoremadebido aKleman ([KI] ).

TEOREMA 11 En las condiciones anteriores, existe una biyeccibh entre las variedades
intermedias W entre Z y X (o factorizaciones de f: 7 — X) y cHulas dd cono carac-
ter(Stico P(Z/X), queasociaa W laimagen en P(Z/X) del interior del cono caracter [@ico
P(W/X).

N otese quel aanteri or correspondencia da en situaci ones extremas d g guiente resultado: ala
variedad intermedia Z le corresponde e cono P (Z/X) mientras que ala variedad i ntermedia
X lecorresponde € origen de Al(Z/X).

Mas alh si W y W' son dos variedades intermedi as entonces la célul a correspondiente a W/
esté contenidaen la clausura delacélula correspondientea 17’ 9 y solo si existe un morfismo
birraciond W' — W.

AsdilIse tiene un isomorfismo de conjuntos ordenados entre € conjunto de variedades inter-
medi as (para & orden dado por la dominacién birraciond; esdecir, existencia de un morfismo
birraciona de una variedad a otra) y d de célul as topol dgicas del cono caracteristico (para la
relacci 6n de orden “ egar contenida en laadherencia de’).

Exigen gemplos de morfianos f que muestran que los conjuntos de variedades intermedias

y de cdulastopd Ogicas puede sr infinito (ver [C-G] y [CuJ] ).
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Los siguientes estén tomados de [C-G] y de [Cu3] respectivamente y son gemplos de

morfismos obtenidos por explosion sucesiva de los puntos de ciertas constelaci ones.

EJEMPLO 1.5 Condderemos la cadena C = {P,..., Py} donde P, ..., P Son puntos
consecutivos sobre € punto P; = (0,0, 1) origen de laciibicayz? = 2%z + 2* contenida en €
divisor excepcional de la explosibh en P, del espectro de un anillo local regular R1 = Ox.p,
de dimensibh 3, Sendo X una variedad lisa 3-dimensional. Sea 7 — X & morfismo obtenido
por composicibh de las sucesivas explosiones en los puntos P, . .., Pig.

\eremos ahora que, en este casn, s tienen infinitas variedades intermedias. Para €dlo
debemos encontrar curvas irreducibles C talesqueC' - C = -1y C - Kg, = —1, donde
Ey esla trandormada débil en Z del divisor excepcional de la primera explosioh y K, es €
divisor candnico de £y,

Ahora la primera delas condiciones nos d ce que s debetener que

10
E el=n*+1
i=2

dondee; esla multiplicidad en cada uno_de lospuntos P; yn esel grado de lacurva C.

La segunda condici 6h nos dice que se debe tener que:
10

Zei:?m—l

=2
Ahorasi paracadat € Ntomamosn = 3t2 +3, e, = t2+t,e3 =12 +2,e4 = €5 = -+ - =

=e9 =t2+1Yye o = t? —t, e satisfacen | as dos ecuaci ones y entonces tenemosinfinitas curvas
irreducibl es (ya que s cor regponden conrayos extremalesen NE (FE, /X)) que son variedades

intermedi asa | as dadas.

EJEMPLO 1.6 El sguiente genploesmuysimilar enel desarrol lo aritméli co al anterior, aunque
geoméricamente son distintos  Consderemos el espectro de un anillo local regular de
dimensibh 3y acontinuaci 6h explotaremos dicho esquema en € punto cor respond ente al ideal
maximal dd citado anillo local, P;. A continuaci@h tomemos|os nueve purtos de inter seccibh
P, . .., Pip de dos clibicas generales en el divisor excepcional y expl otaremos dicho esquema
en estos puntos. Como antes e tiene € morfismo Z — X obtenido por composiciéh de las

sucesivas explod ones en los puntos 7, . . ., Pio.



Para encontrar infinitas variedades intermedias procedemos como en el caso anterior
buscando curvas que cumplan las anteriores igualdades y utilizando la misma aritn&lica
( tomando los e; con la misma funcibh de ¢ y haciendo ¢ suficientemente grande) |legamos a
gue en ede caso tambiéh se tienen infinitas vari edades intermedi as

OBSERVACION1.6 En el enunciado del teoremal.l se describe la célula asociada a una
varieiedad intermedia 1. También es posible describir la asignaciéh inversa ya que si K’ es
una cBlula de K entonces la correspondi ente variedad intermedia es la variedad obtenida por
la explosiCh normalizada de cualquier ideal completo / C A tal que /O, seainversibley cuyo
divisor asociadotengaimagenen A*(Z/X) dentrodel cono K. Nétese que el ideal 7 noesen

absoluto Unico, al contrario, los ideales dados por /O, tienen clase de equivalencia numeérica
que son puntos reticulares de la célula y obviamente se dispone de infinitos puntos reticulares s

ladimensiéon dela célulano esO.

Hay dos preguntas naturales en este contexto cuyas soluciones conforman dos problemas
abiertos que consideraremos en esta Memoria

Laprimeraes determinar las condi cionesbajo lascuaes exi ¢eun nlimero finito devariedades
intermedias parael morfismo f.

La segunda es suponiendo que ya que hayan caracterizado las células, cacular expli-
citamente ideaes compl etos cuya explosion de lugar alavariedad i ntermedia corregpondi ente a
cadacélula. NGtese que aqui se requiere no sl o encontrar unidea completo / 9no que también
Sus potencias I" sean completas, ya que sepide dbtener directamente la vari edad intermedi apor
explosion de dicho ided sin que sea ya, entonces, necesariala normalizacion.

Unarespuesta parcid al primer problemaesta dado en [C-G] medi ante una condi cién sufi-

ciente.

TEOREMA 12 (& [C-G] ) Existe una aplicacibh inyectiva entre el conjunto de cdulas del
cono caracter[stico y el conjunto de células dd cono semiamplio. En particular S el cono de

curvas NE(Z/X) espoli&rico entoncesel nimero de variedadesinter media es finito.
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OBSERVACION 1.7 Paragarantizar que d cono N E(Z/X) es poli&drico es suficiente que lo
sean los conos de curvas efectivas N E(E;/ X) de las componentes irreducibl es F; del divisor
excepcional f~'(P) de f.

Por gemplo, en [C-G] se muestran congeaciones cuya explosith da lugar a conosde curvas
poli&dri cosimponiendo condiciones alos E;. Ad]por g emplo, 5 dim(A) = 3y laconstelacibh
es tal que cada punto tienealo sumo 8 puntos infinitamente prékimos s tieneque NE(Z/X)

es politrico y por tanto P(Z/X) tiene un nGimero finito de cBul as

Para el segundo problema, la principal dificultad en lapractica es encontrar un divisor D en
unacéuladada K’ ta que O, (—D) estégenerado por sus secciones globa es. A Uh cuando esta
dificultad ederesueta, @ problema es, todavia, encontrar un D adecuado paraque los idedes
f.(O4(—nD)) sean las potencias del ided I = f,(O,(—D)).

El objetivo de esa Memoria es determinar, condiciones suficientes en € caso de cadenas
toricas, para determinar si el divisor elegido D es generado por sus seccionesglobaesy g € idea
f+(Oz(—nD)) esuna potenciade . O dicho de otro modo, intentaremos solventar & segundo
problema, al menos parcidmente, en el caso de cadenas téricas (es decir, puntos i nfini tamente
préximos que son Grbitas 0— dimensionales para la accidn obviadd toro sobre un espacio afin

provisto de una referencia).






Capitulo2
| deales monomiales completos, poligonos
de Newton y valor aciones monomiales.

En € anterior capitulo hemos explicado € objetivo Utimo de esa Memoria. Para apro-
ximarnos a dicho objetivo hemos de esudiar |os idea es completos, y en particular, aguellos
ideales completos que tienen soporte sobre una cadena torica, llamados ideales monomiaes
También hemos mogrado que el cierre integro deunided I, en un anillo loca regular, A, esta
formado por todos los dementos, «, en dicho anillo que cumplen que paracua quier val oracion
v podtivasobre A, v(z) > v(I); hemosvisto que dicho conjunto esigual al que s ti ene cuando
se cond dera ol amente | as valoraci ones que dominan a A y cuando e consideran Uni camente
los divisores primos.

Pondremos énfasis, ahora, en lapropiedad deque 9 7 es un idea monomial, basta con con-
siderar una clase especid de valoraciones que denominaremos monomiades Para ello comen-
zaremos estudiando los grupos ordenados, esdecir, grupos dotados de unarel acion de orden <
quecumpleques a <byc < dentoncesa + ¢ < b+ d, siendo + la operacion del grupo. La
razon por laque s consideran esta clase de grupos es porque unaval oraci 6n no es mas que un
homomorfismo entre & grupo multiplicativo de un cuerpo y un grupo ordenado.

En la seccion primera repasamos € concepto de rango. Aslcomenzamos introduciendo la
funcion valor absoluto generdizada que ayudarCadefinir e concepto de subgrupos aislados de
un grupo ordenado. A partir de dlos y observando que larelacion deinclusion es una re acion
de orden total para estos subgrupos definimos los subconjuntos A, = {y € Ty /v ¢ Tx 1},
dondeI'; son los subgruposaid adosdel grupo ardenado I'. Paracada uno de estos subconj untos
se obtendraque en dl os se tiene siempre la propiedad arquimediana del orden, aungue no se dé
totalmente en el grupo I'. Ello permite entender el concepto derango cuyo vaor es e nimero

de componentes arqui medi anas que ti ene un grupo ordenado dado.
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A partir de agquily considerando Unicamente grupos ordenados fini tamente generados, ya que
son |os que aparecen en las valoraciones monomia es, se tiene la operativa propiedad de que
los conjuntos {y € S / v > ¢} tienen un d emento minimo, siendo 6 € Sy S el semigupo
determinado por un conjunto de generadores positivosdel grupo ordenado I".

Esta propi edad nos permitira congruir unafiltracion del anilloloca regular de dimension d,
A, que nos proporcionarala pos bilidad de construir una vaoracién monomia (de su cuerpo
de fracciones) en la que hemos fijado de antemano el vaor de dicha vaoracion en un Sgema
de pardmetros regulares de nuestro anillo locd regular. También probamos que @ graduado
con respecto a una vaoracion es isomorfo a un anillo de pdinomios en las indeterminadas
correspondientesalasimagenes ddl sistema de parametros regularesdd anillo A 5 y solamente
si dicha vaoracion es unavaloracion monomial.

A continuacion mostramos la propi edad que nosinteresa, que parael caso de unidea mono-
mial bastan las vaoraciones monomia es que dominan a A paraencontrar su ci erre [ntegro.

A partir de aqui la teoria de la clausura entera de i deal es monomid es se puede desarrd lar
faciimente y queda tedricamente entendida. Por ello en ese capitul o incluimos la teoria de
vaoraciones necesaria para explicar lasituacion que nosinteresa con d finde poder desarrd lar
con propiedad el estudio de los ideales monomiales de soporte finito. En € resto del capitulo se
ofrecelardacién entre el cierre entero de idealesmonomiales y los poliedros de Newton siendo

dicha relacion esencid paralos resultados de esta M emoriaen | os capitulos sigui entes
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2.1 Grupos ordenados, valor aciones monomi ales eideal es monomial es completos

Comenzaremosel estudi o del osi dedles monomiales completos con unarevid 6n del concepto
de grupo ordenado y de sus principales propiedades. Esto nos |l evarda algunas consecuencias
sabre | as valoraci ones monomid es, tales como su existencia sobre cuaquier grupo ordenado,

unavez fijados|osvalores de dichavd oracion sobre un sistema de parametros

A partir de ahoraI” serdJun grupo tota mente ordenado con un orden '<’, y denotaremos por
I'y dconjunto ', = {o € I"' /a > 0}. El conjunto I', es cerrado parala suma, es decir, si
a, ey, entoncesa + 3 € I',. Enefectocomo o, 8 € T', entonces o, 3 > 0, por tanto se
tienequea + 5 > 0y a + 3 € I',. Ahorase define, sig : I' — {—1,1} como laaplicacion
dada por:

-1 99<0

sig(7y) = _
1 9v>0

A sig(v)~ seledenotapor |v|.

Sea A C T, decimos que A esun segmentode I si paratodo o € A setieneque V3 € I'td
que || < |a| ' cumpleque 5 € A. SeaS G el conjunto de todoslossegmentosde I, entonces
S§ estd totalmente ordenado por lainclusion. En efecto, sean A, A’ € SG y supongamos que
AZ NyqueA’' ¢ A, entoncesexisteun atd quea € Ay a ¢ A’; por otraparte existe un
ptalqueps € Ay 5 ¢ A. Ahorapodemos suponer sin perdida de generdidad que |a| < |S|y
entoncesa € A

Sea A C I'unsegmentodeI'. Sediceque A esun subgrupo aislado del” si A esun subgrupo

propio deI". Al conjunto de todos los subgrupos a dadosde (I', <) lo denotamos por G.A; asu

cardinal selellamarango deI'y sele denotapor rang(l).

A partir de ahora supondremos querang(I') = r esfinito, yaque es € caso interesante para
nosotrosen laMemoria

Seen0 =1y C---CI',_;losgruposadadosdel’ y al’, = I'entoncesparal < j <r
definimos los conjuntos A; = {y €T'; /v ¢ T';_1}, Ay = 0. Setiene, entoncesque

k
Tp=|JA; 0<k<r

J=0



En efecto, parak = 0 estrivid. Supongamosque & > 0, entonces tenemostrivialmente que
A C Ty, 0<j < ky portanto U;?:OAJ» C I'x; tomemos ahoraun § € T’y se presentan dos
pos bili dades:

1.0 =0: Enestecaso§ € A,.
2. § # 0: Consideramos entonces la sigui ente suces 6n descendente de grupos:
e 2T 220 2T =0
Setiene trivilmente qued € T', y 6 ¢ Ty, conlo cud debe existirun/, con k > [ > 0, td
qued € Iy o ¢ T, 1, yportantod € A,.

Detodo | o anterior se deduce f&cil mente quesi @ # j, entonces A; N A; = @.

PROPOSICION 21 Seanl'y C I'y € --- C I'.; todoslosgrupos aisladosde (I', <)y I, =T
entonces S o, f € I'talesquea,B > 0y B > «, entonces o, B € A; para algin j, con

0<j<r,syslarentesi existeunm € N, tal que ma > .

Demostraci 6h

Supongamos que o, B € A; y que no exigeun m € N, tal que ma > . Condderemos A =
={yveT'/3n e Noonna > |4|}. Claramente A esun grupo aislado deI’, peroI';,_; C A C
I'; yaques ¢ Ay a e A;absurdo.

Swpongamos ahoraquea € A; yqueexisteunm € N, taquema > 5 = ma e l'; = g€ 1Y,

pero como 3 > « entonces 5 ¢ I';_; (yaque en caso contrario o € T';_;). Por lotanto 5 € A;.

COROLARIO21 Sea (T, <) un grupo total mente ordenado de rango finito r y sean o, 3 €

el',, ael;yBe A conj > i, entonces tenemos que 3 > a.

Demostraci @h
Supongamosque 3 < a entoncestenemosque|5| = 8 < a = |a| y portanto 5 € I'; conloque

pe A,conl <k <i<jysetieneentoncesquek # jyqued, NA; # &; contradiccion.

DEFINICION2.1 Sea I' un grupo, dados aq,...,a, € I' decimos que son racionalmente
dependi entes cuando exigen enteros sy, . . ., s,,, NO todos dlos nulos tal es que Z;.”Zl sy = 0,

en caso contrario decimos que son racional mente independientes.
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OBSERVACION2.1 Sea I’ un grupo, ai,...,an € I son racionalmente independientes si y

sdamentesi a1 ® 1,.. ., an ® 1 son Q-linealmente independientesen I’ ®z Q.

DEFINICION2.2 Sea I un grupo definimos € rango racional de I" como el makimo numero
de dementos racionalmente independientes en I' (é rango racional puede ser infinito) y lo

denotaremos por rang rac(").

OBSERVACION2.2 S I' esun grupo finitamente generado, entonces surangoracional esfinito
yesigual al makimo nimero de € ementos racional mente i ndependientes en cualquier S sema

finito de generadores

NOTACION 21 Sea (I, <) un grupo totalmente ordenado derango finito, diganos por gemnplo
r, entonces denotamos a los grupos aidados de (I', <) por I'; 0 < j < r — 1. Teniendo en

cuenta que en eda ordenacith seha detener quel’; C I'; & i < J.

PROPOSICION 22 Sea (I',<) un grupo totalmente ordenado, entonces tenemos que

rang rac(T") > rang(T).

Demostraci @h
Si @ rang rac(I") esinfinito entonces|adesigua dad que debemos probar setiene triviamente.

Podemos suponer entonces que rang rac(l') es finito; sea G A € conjunto de todos |os
subgruposaisladosde (T", <) y supongamos que € cardind de G.A esmayor que rang rac(l’) =
= m; tomemos[;, € --- C I';, un subconjunto deG.A td ques > myseal’; ,, = I’ sean
o €T,j=1,---stdesquea; € I';; y o; ¢ I';,_,; upongamos ahora que tenemos que
> i—1m;a; = 0, donde los m; son enteros no todos nulos, sea ahora g = max{;j / m; # 0};
entonces e tieneque 35 mja; = 0 < 37 mja; = 0y por tanto mya, = S-9-) —m;ay,
por lo que mya, € T, _, y como I';, , esun grupo aidado y m, # 0 entonces tenemos que

ag € I'i_,, 1o cud es una contradiccion; con lo que los elementos {ax, ..., as} Son racio-

g—17

nalmente independientes y por tanto m = rang rac(I') > s > m, lo cud es unacontradiccion

obteni éndose d resul tado dessado.
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COROLARIO22 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado fi nitamente generado, entonces
rango deT" esfinito y ademéses menor oigual que € cardinal de cualquier conjunto finito de

generadoresdel’.

Dempstraci 6h

Por e Wltimo lema tenemos que (I', <) es de rango racional finito y dicho rango raciona es
menor o igual que d cardind de cuaquier conjunto finito de generadores de I'; ahora por la
[dIti ma proposicion tenemos que d rango de (I', <) esmenor que e rango raciond y s tiene €

resultado pedido.

NOTACION 22 Sea (I', <) un grupo totalmenteordenado ysean v, , . .., v, € I',, denotaremos
por S, . ., 0sencillamente por S cuando no se preste a confusibh al semigrupo generado por
Y1y - -5 Vg €S decit, € conjunto de expresiones de la formam iy, + may, + -+ - + mygy, cON

my,.. ., mg ENtErOSNO negativaes.

LEMA21 Sea(I', <) ungrupototalmente ordenado, finitamente generado ysean 4, ..., v, €
€ I'y talesque I’ = 2?212% fijemos un 6 € T'y, entonces 9§ § € A existe
min{y = Z%_ﬂkil siv; /7> 0Ys; € NVj},

Denostraci 6h

Utilizando laproposicion 2.1 para cada +; definimos m; de lasiguiente forma

min{t € Z, /ty; >} Sy, €0

0 Siv; €l
Definimos ahorae S guiente conjunto:

d
B={y=> sp;/s;<mVjyvy>d}

j=1
d . - .

Ahoracomo I" = ijl Zv,;, existe dgun~y; tal que v; ¢ I, _i(yaquesinol' = T}_;)y

como myy,; € B, entonces B # &; por otra parte de la definicion setiene, claramente, que €

cardind deB esfinito y entonces, comoI" esun grupo totamente ordenado, exige min{y € B};

denotemos adicho minimo por M.
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Tomemos ahoraun v = Z%FH sjv; cons; € NVjy tal quey > 4; tenemos dos casos:

1. Exigeun [ td que s; > m;: Entonces:

v ¢Tk—1 ;¢ k-1
J#l

v = Z 85V = { Z 5§77 +(Szmz)%} +myy,

y por tanto v > myy, > M.
2.5 < my Vil v e By portanto M <.
Con todo esto tenemos que:

M = min{y = Z siv; /v >0Ys; € NVj}
v;€lk-1
gue esel resultado deseado.

NOTACION23 Sea (I',<) un grupo totalmente ordenado y finitamente generado
(rang(T) = r); sean v, ...,v, € I', talesquel’ = Z;l:lZ%-i fjemosun § € A, con
0 < k<r,d >0 entonces definimospor §* por:

min{y = Z’Yjﬁérk—l sj; /v >0Ys; €NV sid#0

—

min{y, } Sio=0
EJEMPLO 21 El siguiente genplo muestra que @ valor de §* depende fuertemente de | os
generadores v, , . ..,y € egidos.

Sl = Z. S consideremos I' generado por {1}y = 1 entonces 6 = 1, pero si en lugar

de esto | o consideremos generado por {3,4}, 6" = 3.

LEMA22 Sea (T', <) un grupo tota mente ordenado de rango finito (rang(I') = r), 74, ..,
vy €T yo = ijltﬂj ocont; € N, § # 0, entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes

1.oec A,

2.k =max{m /35,1 <s<d,con~v, € A,yt, #0}

Denstraci @h
Si max{m /3s,1 < s < d,cony, € A,yt; # 0} < k, entonces tenemos que / =
— Zwerkiltﬂj, y por tanto 6 € I';,_¢; lo cud es una contradiccion. Por elo tenemos que
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k> max{m /3s1 < s < dcon~y, € AnYyts # 0}; supongamos que k es mayor que
e anterior maximo, entonces existe unm > ky uns € Ncon~vy, € A, yts # 0y por
tanto = tiene que v, < 4, lo cual impica que v, € T'x, pero ego esabsurdo y se tiene que
k =max{m/3s,1 < s <d,cony, € A, yt, #0}. Esto muestraque 1. implica2.

Veamos ahora, por Utimo, que 2. implica 1.Seak = max{m /3ds1 < s < dcon~y, €
€ A,yts #0}, entonces § = ijerk tiy;y existeunl ta quevy, € A,y t; # 0, conlo cud
setiere trivialmentequed € I', yd ¢ I')_;(yaquesnoy, <6 €Iy ; = v,€I';_1)oloque

eslomismoqued € A;.

TEOREMA 21 Sea (T, <) ungrupo totalmente ordenado fi nitamente generado con rang(I") =
=r;eany,,...,v, € 'y generadoresdeI'y S @ semigrupo generado por dichos emertos
fijemosé € S tal qued > 0, entonces existe min{y € S/~ > §}, es decir & elemento mifi mo

del conjunto {y € S /v >d}.

Denostraci 6h
En esa demostracion supondremos | as sumeas vacias iguades a0.Para o = 0, entonces setiene
triviamente que dicho minimo existey esigud ad ™.
Pademos pues suponer que d # 0y por tantoexisteunk € Z ta qued € Ax; comod € SN Ak,
entonces por € Lema 2.2 tenemos qued = Zvjepk sjy; c0ns; € NVj.
Definimos a conti nuaci 6n d siguiente conjunto:

B= {62 >ty /t NV, egay(s—eerk_}

| V1€ A
\Veremos a continuacion que 1 es no vecio y de cardina finito; paraver que B es no vacio

basta con dar dgun eemento de B; ahora estrivia comprobar que ijeAk sjv; € B,yaque
Djea, S Soyademdsd — > cu 877 = Dy er, , 57 € it
Paraver que 5 tiene cardinal finito procederemos de lasiguiente forma observemos que para
cada v; € A tenemos que existen enteros m; tales quem;y; > ¢, con lo queel cardina de B
estdacotado por el nimero ij ca, M; Y por tanto esde cardind finito.
Condruyamos ahora el conj unto:

C={e+(—et/ec B}u{s"}

Evidentemente & cardina de C esigua d cardina de B més unoy por tanto C esfinito y no
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vacio y existe unvalor minimo en C, digamos c.

Veamos que ¢ es @ va or buscado; para ello tomemos un z = Z?thﬂj >0 = z¢€ A con
[ > k.

Sil > ktrividmente z > ¢, por lo que podemos suponer que ! = k y entonces tenemos dos
pos bili dades

0] Z%‘eAk tyy; > 01 Entonces z > ZvjeAk tyy; > 6" >c

(||) Z’ijAk tj’}/j <9 Comoé — Z’YjG-Ak tj”}/j < Z’YjEFk—l tj’}/j = 0— ZVJE.A)@ tj”}/j el

+
y por tanto ijeAk tjy; € By ademas querk_l tiy; > (6 — ijeAk tﬂj> y entonces

+
c< Yty (6= Dot | < Dot D, L=z
’YjE-Ak WjEAk- Wje-Ak ’Yjerk—l

y tenemos € resultado buscado.

DEFINICION23 Sea (I',<) un grupo totalmente ordenado y finitamente generado
(rang(T') = r), AN 7,,...,7, € 'y talesque ' = Z?ZIZ% y sea S el semigrupo
generado por dichos eementos; fijemosun § € S con é > 0 entonces definimos ) 4 por:

dy =min{yeS/v > d}

Ahora utilizaremos los resultados obtenidos sobre grupos ordenados para congrur una
filtracion de un anillo local regular que nos conduzca a un tipo especia de va oraciones
llamadas monomi ales que nos serviran paracacular @ cierre entero de un ideal monomial, es

decir, un ideal generado por monomios en un sistemaregul ar de pardmetrosfijo.

DEFINICION2.4 Seav una valoraciéh de un anillo local regular (A, M), P = {zy,..., x4}
un ssema regular de par@metros, decimos que v es una val oraciéh nonomial si dado X =

= >_, Ajm;, donde ); sonunidadesen A ym; monomiosenP setieneque v(X ) = inf;{v(m;)}.

La pregunta que nos hacemosa continuaci 6n eslasiguiente: Dado un grupo ordenado (T, <),
unanillolocd regular (A, M), undgemaregular de parametrosP = {xzy,. .., 24} YV, -, Vg4 €
€ I, OPodemos construir una vaoracion monomial v : K — I' U {cc}, donde K esd cuerpo

defraccionesde A, ta quev(x;) = v,7?
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Pararesponder a esta pregunta contrui remos unafiltracion de ideales de A que nos permitir

encontrar la vaoracion deseada.

DEFINICION2.5 Sea (T", <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimensiéh d, {z1,...,z4} unddemaregular deparahetrosde A, sean~,,...,7, € ', ysea

S d semigrupo generado por dichos & ementos, entoncespara cada d € S— {0} definimos

d d
Ls = {H gjj“j/ Zaj")/j > (S}
j=1 j=1
yF(g = L(;A
Parad = 0, definimos Fs = {1}y Ls = A.

DEFINICION2.6 Sea (A, M) un anillolocal regular dedimensibh d, {1, ..., z4} un Ssema
regular de parémetros de A, (G, <) un grupo tatalmente ordenado, sean ~v,,...,7, € G4,
sean 'y S € grupo y el semigrupo respectivamente generados por dichos eementos, entonces
definimosparal < j < rang(I') = r, p; € ideal generado por los eementos z;, con v, ¢

¢T';_,. Alosideales dd conjunto D = {py, pa, ..., P, } los llamaremos primos asociados con

Yis oo Va-

DEFINICION 2.7 Con la notacibh dela definici@h anterior Ilamamos rango de A con respecto
ayy,-..,7v, 0 mssencillamente rango de A cuando no hayaconfusibh posble, al cardinal de

D'y lo denotaremos por rang,, .. ,(A) o rang(A).

OBSERVACION 2.3 El rango de A conregpectoa~,, ..., v, €s siemprefinito, positivo y menor

oigual que rang(T'), sendo T = 39 | Z ;.

OBSERVACION 2.4 Observemos que hay casos en que la desigualdad comentada en la obser-
vaci Gh anterior esedricta. Sea (G, <) = Z @ Z con & orden lexi cogr &fico habitual y sea A
un anillo local regular dedimengéh 2, por genplo C[ Xy, X](y, 4,) Y tOmemosy, = (1,3) y
75 = (1,2), con lo cual s tieneque G = T' y por tanto rang(I') = 2; ahora tenemos que

P1 = (21, 22) Y P2 = (21, 22), conloquerang(A) =1 < 2 = rang(T)
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LEMA23 Sea (G, <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimensidh d, {z1,...,zq4} un sistema regular de par&metros de A, sean v,...,74 € G4+ Yy
sea S y I' el semigrupoy € grupo respectivamente generadas por dichos elementos, entonces
con las notaciones de la defini cibh 2.5 setiene que:

1S o, €8y a> entonces F, C Fj

2.S o, € Sentonces F,F3 C F,, 3

3.8 acSa#0,entoncessi o € A; tenemosque \/Fa =p;

4.Sea o € S, s definimos L, = {[[_, 2,4/ 3, I;; > a}, entonces F,, = L,tA

5.8 G# {0} = (N,csFa=1(0)

Denostraci 6h

1. y 2. on evidentes de la definicion de los F,. Para probar 3. observemos que S x;, esun
generador de p;, entonces~y, ¢ I';_;, y por tanto existe un m;, € Z, tal que myy, > ay
entonces z,"* € La, con lo que trividmente p; C VFa por otra parte sea ngl xS € La,

es decir, que tenemos que Zizl asys > 'y portanto dguin v, en la expres 6n anterior tiene

d
s

as # 0 yademésy, ¢ I';_1 y entonces zs € p; conloque [[,_, zs € pj, ad pues tenemos
quep; 2 F, y por tantop; D V', y tenemos por doble inclus 6nlaigualdad deseada
Para probar 4. basta con ver que L, = L,*; veremos esta igua dad por el procedimiento

habitua de ladoble inclug 6n:

e L, CL Seall’ 2% € L,, entoncestenemosque "¢  a,v, > o, > a'yasi pues
d
II,_, =% € L,".
e L,"CL,: Seal]’ x5 € L, entoncestenemos que 3¢ , a,y, > a, con lo que
d . d
Zs:l s s Z ey ag:pues Hs:l ':Csas € La+'

Con todo esto hemos probado € punto 4.

Seaahoraf = maxs_ 4 {7} Y 7m = mp, m € N, entoncescadamonomioen L.  tienegrado
mayor que m, por tanto Fr,, C M™ y NyesFa C M1 Frn € Ny M™ =
= (0).
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LEMA24 Sea (T',<) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimensidh d, {z1,...,zq4} un sistema regular de parémetros de A, v1,...,74 € '+ ysea
m = rang,,..~,(A), entonces Vy € M, y # 0 setiene que existe un polinomio >, sz,
donde \; ¢ M tal quey — >~ Az’ € a; Sendo aesd ideal de A generado por todos |os

monomios [[7_, = talesque Y°7_, ayy, > > % i,y paraalgin I.

Demostraci @h
Llamaremos p,,,,1 = (0)A.

Haremos la demostracidn por induccion en d.

e d = 1. Eneste caso setiene quex = \z;™ + 3/, donde m’ es el orden de y con respecto a
idea maximal de A, \ esunaunidad ey’ € M™+1 C a.
e d> 1.Comotenemosquey € p; €y & Py 1, ENtoncesexideun kta quey € prY ¥ € Pry1-
a Sip1 # (0)A, entonces tenemos, aplicando la hipdtesis de induccion ay+ pi.1 y d
anillo A’ = ﬁ’ que
y = Z Az’ -y
dondelosz! ¢ pyi1 €y’ € Pry1 C a.I

b.Si p..1 = (0) A, cond deremos
t = max {j EN/yEpkj}
o = min{y, /z; € P}

B =max{y;/x; € p}
Ahoraexisteunr € N td que t5 < (r + 1)« e y S puede expresar como

y=> B’ +y (5)
I
donde z! es un monomio en los generadoresde p,, degrado ¢, 3/ € p,j“ ylosfs, & pg.

Aplicando la hipotes s de induccion a 5,+ p, y d anillo A” = -é en d caso de que

B; € M, cadauno delos /3, se puede porer de la g guiente forma
Br= Z Az + ;"
M

donde 2™ esunmonomio enlos generadores del maximal que no estan en px, Az, as N

unidades ey;” € q, siendo q € ideal de A generado por los monomios mayores que | os
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que aparecen en la expresion de 3.

LIevando la ecuacion (5) alaecuaci 6n (6) tenemos que:

y=> Az 4oy
M

con z € ay donde | os distintos monomios no s anulan ya que son & producto de dos
factores primos entre s[J

Ahorarepitiendo este razonamiento ay’ y asitodaslasveces quehagan fa ta obtendremos
un polinomio con las caracterigticas pedidas més un demento en (p;)"* C ay un de-

mento que estd en a, debido a quet3 < (r + 1)a, por construcci On.

Veremos ahora unos resul tados sobre |os ideales monomi ades, es decir, los ideales generados

por los productos de un sistemaregular de parametros en un anillo loca regular.

NOTACION 24 Dadoun anillo local regular (A, M)y un e emento de A, = denotanos por = a

laimagen de = enel graduado de A con respecto al ideal maximal.
OBSERVACION 2.5 Tanto losideales F, como |osidealesp; son ideales monomiales.

LEMA25 Sea (A, M) un anillo local regular noetheriano, v la valoracibh M -&tica de A,

Y, .- Ys € As > 1talesquem = v(y;), entonces v(} ", y;) > me >0 7 =0,

Denostraci 6h

Supongamos que s cumple que >, 7; = 0, entonces utilizando el hecho que la inyeccién
candnicaeslineal s ti enem = 0 y utilizando la inyectividad de la aplicacion candnica
de M™/M™ ! en Bsesiguequed ;_, y + M™ 1 =0y portanto > ;_, y; € M™*L conlo
cud v(> 7 yi) > m.

Supongamos que v(> i yi) > m, entonces > i yi € M™ 1y por tanto S5, yit

H+M™ =0, conlocud >,y = 0y aplicando lalinedidad de la aplicacion candnica
de M™/M™ en Btenemosque > i, i = 0.
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LEMA26 Sea(A, M) unanillolocal regular noetheriano, v lavaloracibh M-&dicade A, I C
C A un ideal monomial de A, {x1,...,z4} un sistema regular de par&hetrosy S =
= {Hf:1 r;% = w;} un sistema monomial de generadores de I, entonces § z € I setiene
queexisten v, € A talesque:

Z = Z%uz

dondelos u; € S ydondev(z) < v(v,u;)

Denostr aci h

Como z € I tenemos que existen o; € A tales que:

Z = Z Q;Uy; (6)
dondelos «; sonno nul s, mnsidaanosahorz;N =min(v(o;u;)) Yy M = Zv(aim)zN o
Observemos ahora que N < w(z), ya que en cao contrario tendriamos que todos |os
sumandos en que podemos expresar z tendrl@n valoracion mayor quelavaloracion de z, 1o cud
es unacontradi cci0n. Unavez hecha esta observacion se harala demostracion par i nduccion en
t=v(z) — N:
1.t =0: Entonces v(z) = Ny hemos acabado.
2.t > 0: En este caso tenemosquev(M ) > N, yaquesi v(M) = N tendriamosquev(z) = N

y quet = 0. Ahoragplicando el lemaanterior tenemos que:
Y, @wm=0

v(aius)=N
Ahorasi B es d anillo graduado de A con respecto d maximal, entonces cada «; es un

elemento homogéneo en B de grado v(«a;) = a; y por tanto cada «; cumple quea; =
= Z@(?)J’i, donde los J, ¢ son multi-indices con ||.J,i|| = a; y donde cada c;; es un
elemento no nulo de A/ M.
Podemos ahoraelegir \,,; unidades en A tales que ) ;; = ¢ con:

D> N =0
donde \; = 3" Az’
Entonces tenemos triviamente que o; = \; + §; conv(d;) > a; y por tanto

M = Zémi

y sustituyendo en (7) tenemos que z s puede poner como sumandos de la forma pedida
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siendo la va aracion de cada uno de ellos mayor que N y ahora por hip6tesis de i nduccion

tenemos € reaul tado deseado.

PROPOSICION 23 Sea (G, <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regul ar
de dimensith d, {zy,...,z,} un Sdema regular de parémetrosde A, sean~,,...,v, € G4,
seaS y I'el samigrupoy el grupo respectivamente gener ados por dichoselementosy seaz € A,

z # 0, entoncestenemos que existe max{y € S/ z € I }.

Demostraci 6h
Si z es unaunidad, entonces claramente tenemos que dicho maximo es0.
Podemos pues suponer que z no esunidad.

Con lamismanotacion del Lema 2.4 tenemos que:

z :Z)\[I1+y
1

dondey € a

Sea dhoraa = min{zgzl Iyy; /(I1,...,13) = I paradgln [ }; claramente tenemos que z €
€ F,; paraver que este es d maximo buscado nos bagacon ver que z ¢ F,, y paraesto
recurriremosalareducciona absurdo. Supongamosque z € F,,, ; por otrapartecomoy € F,,
esto ocurre § y solamente si 2’ = Y~ Az’ € F,, y denuevo esto setiene si y solamentesi
2" = Zzzﬂjza Azl € F,,.

Ahora bien, si 2" € F,, ., entonces se tiene que:
Z” — Z BJ-ZJ
J

donde los monomios cumplen que >°¢_ Jyv, > «, y donde ord (3 ;27) > ord (2") con
lo cud al tomar laimagen de z” en grad,,(A) tenemosque d resultado es un polinomio en €
gue todos | os monomios gque aparecen cumpl en que 27:1 s1y; > «, pero por laotra definicion
de 2" tenemos que dichaimagen en un polinomio en el que todos de los monomios que lo
forman cumple que Zle rvy, = «, lo cud es una contradiccion a ser grady,(A) un anillo de

polinomios.
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DEFINICION2.8 Sea A unanillolocal regular dedimensiéh d, {z1, ... ,zqs} unsistemaregul ar
de par&retros de A, (I', <) un grupo totalmente ordenado, sean vy, ...,74 € I'y,sea S
semigrupo generado por dichoselementosy seax € A, x # 0, entoncesdefinimos v*(x) por:

v(z) =max{a € S/x € F,}

LEMA27 Sea A un anillo local regular de dimensiéh d, {z,..., z;} un S¢emaregular de
paréimetros de A, (T', <) un grupo totalmente ordenado, sean v, ...,v, € I';,sea S € smi-
grupo generado por dichoseementos, z € A, z # 0yv* como enladefinici @h anterior, entonces
tenemos existeunpolinomio oy, .. Az, tal que); ¢ Mytal QUEZ—D 5y v (2) Azl e
Fore)

+

Demostraci @h
Seobtienetriviad mente considerando en e polinomio del | ema 2.4 sol amente aquellos monomi os

quecumplen que Y-¢ | I;y; = v*(2).

PROPOSICION 24 Sea A un anillo local regular de dimensidh d, {z1,...,z4} un Sdema
regular de paré@metros de A, (I', <) un grupo totalmente ordenado, sean v, ...,v, € I';, sea
S d s=migrupo generado por dichos dementosy sea v* conmo en la definici@h 2.8, entonces
tenemos que:

1.9 z,y € A — {0} tales que = # —y entonces v*(r +v) > min{v*(x), v*(y)}

2.5 2 = szl xJI-j entonces v*(z) = Z?Zl Iyv;

3.Sa 2= > ; \a! con \; ¢ M entonces v*(z) = min{v*(z')}

4.5 z,y € A— {0} entoncestenemos que v*(zy) = v*(z) + v*(y)

Demostraci @h

1. Trividmente se tienre que * € [, Yy que y € Fu(); sea aora a =
= min{v*(x), v*(y) }, entoncestenemos que =,y € F, y como F, eswnided, z +y € F,
y por tanto v*(z + y) > o = min{v*(z),v"(y)}

2. S|aa = Z;l:l I;~;. Esevidenteque z € F.; para probar que v*(z) = « nos basta ver que

z ¢ F,. Yy paraesto utilizaremos la reduccion d absurdo. Supongamos, pues, que z € Fu .,



67

entonces tenemos que:
2= Ba’
J
donde >, jkvk > o+ > a'y dondeordm(Byz’) > ordm(z).

Ahora tenemos que:

lo cual es unacontradiccion por ser € grad ,4(A) un anillo de polinomiosen las {z; }.
3. Seaa = min{v*(z’)}. Claramente setiene que € F,; veamos ahora que z ¢ F,,.
Haremos |a demostracion por reduccion al absurdo y supondremos, pues quez € Fy ., conlo

gue se tiene que:

z :ZBJZJ
J

dondelos 3, € 4, con S0, Jiy, > ay > aydonde orda(8,2’) > orda(z). Tomando
iméagenes en grad ,(A) usando la migma natacion para dichas imagenes tantas veces vista,

tenemos que:

lo cual es unacontradiccion al ser grada(A) un anillo de polinomiosenlas {z; }.
4. Sean

a=v"(z)

p=v"(y)

v=min{7yy,..., 74}

con lo quetenemos trividlmentequez € F, y quey € Fjz y por tanto zy € F,Fj3 C F,, 3 por
d Lema2.3, conlocud tenemosque v*(zy) > v*(2) +v*(y). Ahorapor € Lema2.10 tenemos

que exigen dos pdinomiosen las x; con coeficientes unidades en A tales que:

z = E ez’ + 2

I
y=> o'+
J
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donde v*(z!) = v*(2), v*(z’) = v*(y), v*(2)) > a,v*(y) > BYyer,ds ¢ M,conlo quese
tienetrivial mente que:
2y = (Z 611:I> <Z 5J.’Z:J> +
J

I
donde v(w’) > «a + . Ahoraparacadal y paacadaJ definimosM = 1+ Jy ¢, =

= >, €167 conlo que nos queda que:

2y = Z Pz + ' (7)
M
Ahora bien todos los M para los que ¢,, € M = F, stiene que ¢,z € F, 5., conlo que
=Y o™+ ®
M
S EM

siendo
w//:w/+ Z QZSMIM

M
oy EM
y por tanto = tiene quev*(w'') > « + 3; ahara ordenando los elementos del sistemade paré-

metros con el orden lexicografico hahitual tenemos ordenados todos los monomios ahora es
féacil ver que el menor en este orden de los que aparecen en la expresion (7) cumple que €
elemento ¢,, por & que va multiplicado es unaunidaden Ay por tanto lasuma que aparece en
(8) es no vaciay por laparte 3. setiene que:

VY ™) =a+p

M
S EM
Ahorabien zy € Fi, 5, 9y Slamnented b1 EM oM € Fioyp). 1o cud es una contra

diccion por 3.

TEOREMA 22 Sea A un anillo local regular de dimensiéh d, {z,...,z4} un dSstema regu-
lar de paré&metros de A, K € cuerpo de fracciones de A, (G, <) un grupo total mente orde-
nado, v, ...,v, € G+, 'y S d grupoy € semigrupo, respecti vamente, generados por dichos
elementos, entonces existeuna tnica valor acibh monomial de X quedominaa A tal quev(z;) =
=v,1=1,....d.

Adermés di cha va oracibh monomial cunpleque € semigrupode valoresen A esSy d grupo

devaloresesT



69

Denostraci 6h

Par [ovisto en la Proposicion 2.4 tenemos que v * se puede extender a una vaoracion monomia
v y claramente por € gpartado 2. de dicha proposicion v(z;) = v; j = 1,...,d, con lo cud
tenemos probadala existencia

Parala unici dad supongamos que tenemos otra vaoracion monomia de X que dominaa A, w,
td que w(z;) = ;i =1,...,d; veamos quev Yy w coinciden sobrelos eementos de A — {0}

con lo que tendremos que ambas va oraci ones on iguales.
Seaz € A — {0}; senos presentan dos casos:

1. z ¢ M: Comoambas va oraciones dominan a A entonces setienetrivid mente que v*(z) =
=v(z) =w(z)=0.
2. 2 € M: Enedeca utilizando € Lema2.4 tenemos que:

2= Z Nl + 2!
1
donde \; ¢ M, 2’ € F,,), Y v(z') = v(z). Ahoracomo w y v coinciden sobre los
monomios de grado 1, coinciden sobre todos los monomios y por tanto se tiene que
w(Fyz,) = v(Fyo.) > v(z) y que v(z’) = w(z’); por otra parte como w es una
va oraci Gn monomial tenemos que:

v(z) = U(Z Arzt) = w(z Arzl) = w(z)

y por tanto que v(z) = w(z).

Con todo esto hemos Ilegado a que existe una Unica valoracion monomia que domina a
A, una vez fijados los valores de |os dementos del sigema de parametros degido; las otras

proposd ciones que contiene @ teoremason triviales por construccion.

DEFINICION2.9 Sea A un dominio noetheriano, K el cuerpo de fracciones de A, v una
valoraciéh de K centrada en A, (I', <) su semigrupo de valores en A, entonces para cada
a € I" definimos

Jo ={x € A/v(z) > a}

Jif={z e A/v(z) > a}
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OBSERVACION 2.6 Observemos que como v estél centrada en A | os conjuntos anterior mente

definidos son trivialmente ideales de A.

DEFINICION2.10 Sea A un dominio noetheriano, /C su cuerpo de fracci ones, v una valoracith
de /C centrada en A, v(A) @ semigrupo de valores en A, entonces defininos gr,(A) cono €
anillo
a5 Ja
acv( A) T
OBSERVACION 2.7 Observemos que para | as valor aci ones monomial es que henos congruido
(y que por € teorema 2.2 sontodas| as val oraci ones monomiales posibles que dominan a A) se

tieneque F, = J,yqueJ = F,,

TEOREMA 23 Sea (A, M) un anillo local regular de dimensith d, {zy,...,z;} un Sdema
regular de par&hetros, K cuerpo defracciones, K su cuerpo resdual, (G, <) un grupo total-
mente ordenado, y v unaval oracibh de K en G quedominaa A, yseanzy, . .., x4 lasinégenes
del anterior sistema de paré&metros en gr,(A), entonces tenemos que las d guientes proposi-
ciones son equi valentes:

1. v es una val oraci @h monomial para {zi,...,x4}.
2. gr,(A) = K[z1,.. ., 74

Denstraci @h
Al grupo de valoresde v lo denotaremos por I'. Veamos que 1. = 2. Supongamos que v €s
monomi al, entonces por € teorema 2.2 tenemaos queel semigrupo devaloresen A etdlgenerado
por las imégenes por v dd sistema de parametros fijado; a dichas imagenes las denotaremos
respectivamente por v, .. ., v,-
Para tener la igualdad de 2. necesitamos encontrar un isomorfismo ¢ de K[X,..., Xy en
gr,(A) tal quep(X;) ==, j =1,...,d, donde las X; son indeterminadas.
SeaP (Xy,...,Xq) = > /(Ar+ M)z’ unelementocudquieradeK[ X, . .., X, entoncespara
cada a € v(A) definimos:

Pa(X1,.... Xa)= Y (Ar+ M)z

Eljyj=a
donde supondremos lasuma igud a0 9 éstaesvecia
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Ahora nos encontramos en condici ones de definir € isomorfismo ¢:
¢ K[Xy,. .., X4 —  gr,(A)

P(Xl,...,Xd) — @QEU(A) Pa(a?—l,,?d)
Es evidente de lapropia definicidnde ¢ que éste es un homomorfigano de anillos. Paraver que

es un isomorfiSmo nos basta pues con probar que es inyectivo y supreyecti vo.

o ¢gesinyectiva: Sean P(Xi,...,X,),Q(Xy,....Xy) € KXy, ..., X, tdes que
Q(Xy, ..., Xy) # P(Xy,...,X,),entoncesexisteuna € I'deformaqueP, (X1, ..., Xy #
# Qo(X1,...,Xy),yaque, encasocontrario, estrivial que P (X 1, ... ,.Xy) = Q(X4,...,Xq).
Con todo esto tenemos que existen indices.J con ZZ:1 JrYr =ayunidadesen A, a; tdes

que:

PXi o Xg) = Qu(X1, oo X) = D (g + M)z’

J
y por tanto tenemos que:

Pa(x—la 7Yd) - Qa(‘r—la"w?d) = Z(QJ_'—M)EJ

J
pero como v es monomial tenemos que la suma de la derecha es distinta de 0 con lo cud

P,(x1, ..., 7q) # Qu(T1,..., T4 yentonces ¢(P) # ¢(Q) y tenemos que ¢ es inyectiva.
e ¢ essobreyectivo: Sea B crz, con z, € F,. Paalos atdesquev(z,) > « (lo cual ocurre

con todos excepto una cantidad finita) hacemos P, (X1, .. ., X4) = 0y paraaquellos z, tdes

quev(z,) = « Senos presentan dos casos:
e o = (: Entoncesz,, es unaunidad y hacemos Py( X1, ..., Xy) = zq.
e o #0: Entoncesz, € My z, # 0, yaquev(z,) = a # oo, conlo cud por € Lema2.4
setiene que:
o= ) (M

I
Yljyj=a
Por o que basta tomar

Po(Xp, o X)) = Y (A+ M)
Equ{j:a
Si hacemos P = ) . P, setiene que ¢(P) = ©qcrz, Y POr tanto ¢ es sobreyectiva.
Para ver que gr,(A) = K[zy,.. ., 7y, s0lo nos queda por comprobar que ¢(X;) = ;

j=1,...,d, pero esto es evidente por | a definicion de ¢.
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Veamosque 2. = 1. Seaz = >, Az’ dondelos \; son unidadesen Ay sea v = min{v(z’)}
tenemos que probar quev(z) = aoloqueeslomismoque z € J.y que z ¢ J.". Como por la
observaci 6n 2.6 setiene quetanto J, y J;~ son idedes de A entonces tenemos que claramente
z€ J,yquez € JI siy solamente
Y= Z Azt € J;r 9
I

v(z!)=a

Ahora bien tomando iméagenesen gr.,(A) tenemosque y € J." si y solamentesi setiene que:

> az'=0
1

v(zD=a

y como gr,(A) esigud aK|[zy, ..., 74| tenemosque esto es equivaente a decir que )\ es cero
paratodo 7, o lo que eslomismo que \; € M, lo cual esuna cortradiccion a menos que la

sumaen (9) sea vacia, lo cual esimposibleyaque o = min{v(z!)}.

A continuacién veremos que para calcular el cierre completo de los idedes monomiades

sol amente necesitamos las va oraciones monomid es.

DEFINICION2.11 Dado I C A decimosque I esunideal monomial 9 exige un sistema finito

de generadores de I formado por monomios en P.

TEOREMA 24 Seal C A unided monomial y s2a )V’ @ conjunto de todas las valoraci ones
monomial es que dominan a A. Entonces se tiene que:
I=(){zeA/v(z) =v(])}
veV
Denostraci @h
SeaJ = ey {z € A/v(z) > v(I)} Claramente tenemosque ] C .J. Seaztal que z ¢ I,y
z € J, entonces existe una valoracion que dominaa A, w, tal que w(z) < w(I'). Consideremos

ahoralava oracion monomial que dominaa A ta que v(x;) = w(x;); claramente tenemas que

v(I) = w(I), por otraparte por & lema 2.4 tenemos que:

Z:Z/\KIK‘l—y
K

donde v(z™) = v(z) ey € Fy().. Por tanto tenemos que w(z) > v(z) y ahoracomo z € J
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tenemos que w(z) > v(z) > v(I) = w(I); asurdo.

Asdlpues < tiene que 9 I es un ided monomid nos bastan las vaoraciones mono-
miales para decribir la clausura entera del idea. Egta stuacion nos presenta un puente entre
e dlgebraconmutativay lacombinatoria. Dicho puente se puede precisar alln mucho mas con
la ayuda de las regiones y poliedros de Newton. Asi,en la siguiente seccion introduciremos
las regiones de Newton de un ided monomia, que nos permitiran probar que en € caso en que
ademas de ser monomial, dicho idea sea de soporte finito, nos bastan unas va oraciones mono-

miales que dominen a A muy concretas, de hecho con un grupo isomorfo a Z.
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2.2 Regionesde Newton e ideales monomiales radicales par a € maximal.

En lo que queda de capitul o identifi caremos la estructura vectorid de R* O Q¢ O Z? O N¢
con laedructurade espacio ain con origen de coordenadas en € punto O = (0, ..., 0) yacada
eemento deR? | o llamamos punto.

Bg o edaidentificaci dn podemostransladar las operacionesdd espacio vectorid a la estruc-
turaafin delaformasiguiente:

(i) Dadounpunto P € R?y A\ € R definimos T' = AP como el (ihico punto que cumpl e que
— —
AOP = OT.

—_— —

(ii) Dados P, Q € R? definimosT’ = P +( comod Unico punto que cumplequeOP +0Q =

—
=0T
Un conjunto de puntos en (R*)d, digamos Py, ..., B, P; # O,1 < i < m, sedicederango
— —
maximo g los vectores {OPl, cey OPm} generan R? como epacio vectorid. Claramente se

tienequed < m.

Dado un conjunto de puntosen N? C R¢ derangoméximo { R, . .., P,,} definimoslaregion
de Newton, R, asociada a los puntos {P;, ..., P,,} como convex(U™ [P, + (R*)?]) y alos
puntos { P, ..., P,,} *lesllamageneradoresde R .

Esevidenteques P e Ry Q € (R+)? entonces P + Q € Ry ques tenemosdos regiones
deNewton Ry R’ talesque R "N¢ = R' N N¢setieneque R = R’

Consideremosun conjunto de puntos{ Py, ..., P,,} en N tdes que P, # O y ademas existe
uno sobre cada uno de los ges candnicos de R?. Claramente {O—Pl), e ,O—P>m} generan R¢
como un especiovectorid y por tanto lospuntos{ Py, . . . , B, } sonderango méximo y podemos
construir con €l os unaregion de Newton.

Este serd d caso interesante en esaMemoriay por tanto apartir de ahoranos limitaremas a
regiones de Newton que tengan un conjunto de generadores que cumplan esta condi cion.

Se puede ver que laregion de Newton R generada por los puntos { Pi, ..., Pn} se puede
describir como | os puntos de laforma

R:{i)\ipi/ i)\zz LAx>0Vi=1,...,m}
=1

i=1

Ademés se prueba quesi Q € RN Q7 entonces los \; anteriores se pueden degir en Q.
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Estapropiedad ser & basica en nuedro estudio del cierre completo de ided es monomiales de
soporte finito.

Otrade las propi edades que cumpl eegas reg ones de Newton es que la suma de dos regi ones
de Newton es una regién de Newton y ademas se puede generar por la sumade los generadares

decadaunade dlas

A esta operacion entre regi ones de Newton la denotaremos por +.

DEFINICION2.12 Sea (A, M) unanillolocal regular, P = {xy,...,x4} undgemaregular de
parémetros de A, sea I C A unideal generado por nonomios en P tal que VIi=M y S un
sigema de generadoresmonom al de 7, entoncesalaregith de Newton generada por los puntos

P = (Py,.... Py tlesque [}, z;% € S sele denota por Rs.

Observemos gue para que esta definicion tenga sentido es necesario es necesario que d
conjunto delos P; tengarango maximo, pero esto esevidente yaque / esradicd para € maxi-
mal .

PROPOSICION 25 Sea (A, M) un anillolocal regular, P = {z1,...,zq} un sistema regular
de par&hetrosde A, sea I C A un ideal generado por monomios en P tal que VI =M y
S ={y;}yS = {w} dos ssemas monomiales de generadoresde I = Rg = Rg. A dicha

regibh de Newton se le | lama regith de Newton asociada a 7 y sele denota por R ;.

Demostraci 6h
En primer lugar observemos que basta con probar que Rs C Ry, ya que por simetriase tendra
el resultado pedido.

Sea@® = (ay,...,aq)td que H?Zl x;% € S, entonces seti ene que:

d
[T =D awn
i=1

donde ), € Ay ord(Aywy) > > a;. Ahora tomando clases en € graduado con respecto
a maxima tenemos que exige un demento de S’, digamos szl xjij, que cumple que i; <
<a;Vj=1,...,d, conloquetenemosaue (ay,...,a,) € P+ (RT)! paadgin P € Rg/, y

entonces Rg C Rg-.
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NOTACION 25 A partir de ete monmento, si no s expecifica ninguna otra cosa, A serélun
anillolocal regular noetheriano de dimensbh d con maximal M, P = {z1, ..., z4} un Sdema
regular de parémetros, B serlJd anillo graduado de A con respecto al maximal, v la valoracith
M-&tlicade A, e I unideal monomial de A cuyo radical serélel maximal.

TEOREMA 25 Seal C A, entonces

d
ijbj €7<=>(b1,. ., bd) € Rr NN
j=1

Denostraci 6h

d

i1 xbie 1, entonces paraa glh m natural y positivo tenemos que

2" = Z ajzm*j (10)
j=1
dondea; € IV y donde ord(a;2™7) > ordp(z™).

Suwpongamos que z = [ ]

Esto nos dauna rel accién del tipo (10) de dependenciaintegra de sobre.J, Sendo J € ided
en B = gry(A) generado por lasimagenes de los monomi os que forman parte de 7 y por tanto
7z esintegro sobre J.
Elijamosm deta formaqgue seaminimal entretodosl osnaturaespositivos paralos que podemos
establ ecer unarelacci 6n de depenciade™ sobre J, digamos

2 4a 2"+ am =0
Como z es un monomio, entonces podemos encontrar una relacion de dependencia sobre J de
grado m donde podemos suponer quelosa; son el producto deun € emento de A/ M por un
monomioy en la cua se debe tener por minimalidad de m quea,, 0.
Ahora ya que B es un anillo de polinomios y debido ala minimalidad de m es necesario que
an = AZ™,con\ ¢ My yaque z™ es un monomio entonces s« hadetener que z™ € ™ y por
lo tantotenemas que m(by, . .., by) = tiPi+. ..+ 1, P, + @, donde | os puntos P; corresponden
amonomiosgeneradores de ] y por tanto estanen R, lost; e Noon ) ¢; = my Q € N¢, por
lo que (by,...,by) € Ry NN
Si (by,...,bs) € R; N N entonces existen riimeros natural es t;y mtalesquem(by, ..., by =
=t,P1+... +t, B, +Qcon ) t; =m,dondecada P; corresponde aun monomioen/y () €

e N? porloque 2™ € I™ y setiene entonces una ecuacion de dependenciaintegraen I y = € 1.
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Notese que tiene sentido hablar de sistemas minimales de generadores monomia es ya que
tanto / como M son idedes monomides y por lotanto también lo es I M. Ahorapor el lemade
Nakayama los ddemas de generadores con menor numero de eementos on
aqud los que forman unabase dd espacio vectorid %/l M [$alh un conjunto de € ementosde

: : . . 1
I esun dgema de generadores 9 y solamente si es un 9 Sema de generadores de T

Observemos ahora que la region de Newton asociada aun ided I, R;, es un poliedro de
dimens 6n mé&xima y por tanto s puede poner como la interseccién de regiones dadas por
desigua dades del tipo z;’:l a; X; > b. Ahora si buscamos & conjunto minimal de dichas
regiones, vemosquelosa; deben ser no negativos, yaque S algin a;, < 0 entoncesexigir@un
¢t € N suficientemente grande de forma que & punto te, estdlen R ; y ademés ta, < b. Esto
nos dice ademas que b > 0, ya que en caso contrario e tendria una region superflua. Ahora
sib = 0 las desguadades no superfluas son lasdel tipo X; > 0y 9 b > 0 tenemos quelos
a; > 0 puesto que en otro caso cuaquiera podriamosrazonar como antes y encontrar puntos de

laregion de Newton que no cumplirian dichas ded gualdades.

Consideremos ahora d conjunto de puntos P, .. ., P,, € conjunto de puntos que ncs han

servido para generar laregion de Newton R;. Si ahoratenemos que exigeun k ta que:

Po=) NP
j=1
j#k
con; >0y > A > 1, entonces podemos eiminar dicho punto del conjunto de generadares

y tendriamos la misma region de Newton. A demas es0s puntos que no podemos diminar son,

necesariamente, vertices de laregion de Newton.

Al revés g tenemosun vértice delaregi Gn deNewton en consideracion debeegar siempreen
todo sisema de generadores de dicharegion y por tanto tenemos quelosa; y 10sb son nimeros
naturales, en el caso de regiones de Newton provinientes de ideades monomial es.

Ahora a cada una de dichas desigua des esencides digintas de las del tipo X; > 0 s le
puede asociar una va oracion monomiad que domine a A de ladguiente formav(z;) = a; y
entoncestenemosquew(/) = b. Al conjunto dedichasvaloraciones lasllamaremos va oraci ones

esencidesde I y las denotaremos por VE(I).
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Es facil ver que para cua quiera de estas vaoraciones esencides s tiene que el grupo de
vaoracion es un grupo isomoarfo aZ (de hecho es una consecuencia trivia del algoritmo de la

division en N)

PROPOSICION 26 Sea I C A entonces setiene que:

I= () {zeA/vx)>vl)}

veEVE(I)
Ademas I esd ideal de A generado por todos los monomios cuyos puntos asoci ados estah en

R

Demostraci @h
Sea Digud af,cpe(ry {7 € A/ v(x) > v(I)}y J e ided de A generado por todosl osmonomios
cuyos puntos asociados estan en R ;. Es evidente entonces que J C 1CD.
Seaz € D. Entonces, comod cardind de VE(!) esfinito, existeunt € N tal que para cualquier
valoracion, v, en VE(I) setienetv (M) > v(I), y por tanto los puntos obtenidos por medio de
los exponentes de los monomi osde grado ¢ estan todosen R y setiene que M" C J.
Par otraparte es evidente que

z= Z Az +y
dondey € M!y donde \;; es una unidad]gn Ay ||M] <t conloqueparaverque z € J es
bastante con probar que >, A2 estdlen J. Ahorayaque z € D setiene que paracualquier
v € VE(I), v(z) > v(I). Ahoracomo v(y) > v(I), entonces tenemos que >~ ,, Az € D,
pero como las vaoraciones de VE(I) son monomiales, entonces se tiene que cada uno delos

2M e DyenJ, conloquesetieneque JC I C D C Jyportanto J = I = D.

COROLARIO23 Seal,J C A ideales monomiales de A cuyo radical esd maximal. Consi-
deremosun s gemaregular deparé@imetrosde A, {z1, ... ,zq}, entonces R = R si ysolamente

si_[:J.

PROPOSICION 27 SealBBa = {I C A/ I esunideal monomial completo cuyo radical es M},
entonces existe unabiyeccibhentre 34 y € conjunto .44 de las regi ones de Newton en di mensith
d.
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Denwpstraci @h. Consideremos la aplicecion ¢ : B4 — Aqg, dada de la siguiente manera: si
I € By, entonces ¢(1) = R;; por € corolario anterior tenemos que ¢ es inyectiva.

Para probar que ¢ es sobreyectiva tomemos una region de Newton cuaquiera, digamos R
entonces consideremos € ided .J generado por losmonomios H?lejaj tdesque(ay, ..., aq) €
€ RNN4, donde {z1, ..., x4} esunsistemaregular de pardmetrosde A; entonces por ladefini-
cion de region de Newton tenemos que € radical de 7 es € maxima de A y por definicion
tenemos que / es monomial, por otra partees evidente que R; = R,y ademas I es completo

por € corolario 23.

DEFINICION2.13 En B4 s puededefinir un producto = dela sigui ente forma: dados i, J € By,
definimos/ « .J = I.J.

OBSERVACION 2.8 La operacibh anteriormente definida sobre B, cumple que ¢(I * J) =
= ¢(I) + ¢(J), esdedit, R;.; = R+ Ry






Capitulo3
El semigrupo torico especial

En los anteriores capitulos hemos tenido una vis on genera de | os ingredientes que tienen
que ver con la teoriade Zariski de ideales completos, con € énfasis puesto en | a consideracion
de dicha teoria en dimensiones superiores. En este capitulo, se verden primer lugar que dicho
intento es irrealizable, siempre y cuando pretendamos extender la teoria de Zariski atodos | os
ideales completos , pero que si tratamos con un subconj unto de ideaes compl etos | ateoria de

Zari ki = extiende adi mensiones superiores

Este conjunto de idedes, eslo que hemos demoninado € semigrupo térico especia de un
anillo local regular. Deci mos semi grupo envez de subconjunto ya que se tratara de un subsemi-

grupo dd semigrupo deideales completos con laoperacion x.

En la primera secci 6n esgudiaremos| are acion que existe entre las constelaciones téricas, es
decir, suced ones de T-Orbitas de dimend 6n cero en variedades toricas obtenidas a partir de la

primerapor sucesivas expl o onesen dichas orbitas.

En primer lugar podemos establecer una biyeccidn entre cada sucesion de enteros con unas
determinadas condiciones y una cadena térica. Por otra parte a cada constel aci 6n torica se le
puede asociar un grafo en el que los vérti ces se corresponden con |l os puntosde laconstelaciony
dos vértices estén unidossi y solamentesi uno eslaimagen deotro por las gplicacionescanonicas

Y ho existe otro punto intermedio que la imagen del de i ndice menor via dichas aplicaci ones

Utilizando estos dos conceptos e tiene una codifi cacion de las constel aci ones téricas como
arboles d-narios, donde d es la dimendon de la constd aci 6n térica. Los pesos de estos arboles

determinan la eleccién de una T-6rbita.

A partir de esta asoci acion observamos que las vaoraciones monomi aes de Rees deunided
monomia, que como ya hemos visto son valoraciones en los enteros, dcanzan € minimo de
los va ores en un S gema de pardmetros en un Unico parfimetro. El [Adiceen & cuad se da este
minimo determi na la clase de d chavaloracion.

81
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Probamos, a continuacion, una serie de propiedades aritméticas que cumplen estas vao-
racionesy gue nos permitiran, en suces vas seccionesy capitulos, extender completamente la

teoriade Zariski al osided esdel semigrupo torico egpecial.

Se muestraque si un cluster cumple la desigua dades de proxi midad entonces existe un idea
monomi a completo desoporte finito queredizadicho cluster. A travésde estehecho mostramos
gue existe una biyeccion entre € conjunto deideal es monomia es completos de soporte finito
y € conjunto de &rboles d-narios con pesos en los vértices que cumplen | as des guadades de
proximi dad.

Obtenemos en esta seccidn, a continuacion, utilizando la técnica de los arboles una serie de
contrejemplos, que nos permiten probar, a dferencia de lo que hasta ahora se creia, que no se
puede extender los resultados de lateoria de Zariski atodos| os ided es monomi des completos
de soportefinito.

En lasegunda secci 6n estudi aremos en profundidad unacl aseespecia de ided esmonomiaes
compl etos de soporte finito, aguell os que sus Ui cas valoraciones de Rees distintas de lafuncién
orden conrespectod maxima son valoraci onesmonomi desde clase i, esdecir, sonideales cuyo
arbol asociado ti ene una (i carama saliendo desde la raiz y dicharama esta eti quedata con €
nimero i. Estos ided es los denotamosi deal es monomiales compl etos de clasei.

Probamos en esta seccion queel producto dei ded es monomial es completos de soporte finito
de distinta clase es completo y que latrandormada edtri cta de estos ideales es también un i ded
completo. Degyraciadamente € producto de dos ideales de la misma clase no es en generd,
compl eto, como = ve en el (ltimo g empl o de esta seccion.

LI egados a este punto, en la siguiente seccidn, introducimos el semi grupo téri co especid, que
es e semigrupo generado por unosi dedesmonomid es compl etos de soportefinito de clase i, que
llamaremosi deal esesencid esy que esan en biyeccion con @ conjunto de puntosinfini tamente
préximos a uno dado.

Probamos que para los ided es del semigrupo tori co especial se puede extender lateoria de
Zari ki adimensiones superiores y damos una caracterizacion de estos ided esen funcion delos
pesosdel arbol asociado a dicho ided.

A continuacion damos una biyecci 6n entre los generadores minimaes de un ided pertene-

ciente al semigrupo torico especid y los generadores mini maes de una potencia adecuada del
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maximal, |0 que nos permite encontrar los generadores de dicho ideal. Recordaremos agui la
dificultad que existe, en generd, para determinar |os generadores mi nimales de unideal, siendo

estadificultad ya perceptible en & caso monomiadl.



3.1 Cluderstéricos eideales monomiales completos de sopor te finito.

En [C-G-L] se etablece una biyeccion entre |os ideales compl etos de soporte finito y |os
arboles con origeny con pesos cumpliendo las desigual dadesde proximi dad, con lo que enteoria
basta con dar un &bol cumpliendo estas condiciones para tener un ideal completo de soporte
finito. AllCktambién se obtiene que acadauno de los vértices del [tbol sele puede asociar una
vaoracion de formaque bastan estas vaoraciones para poner a dicho ideal como interseccion

deidedesde vaoracion.

Haremos, a continuacion, un resumen de | os resultados obtenidos en [C-G-L] que utiliza

remos mas addante.

Sea N = Z un reticulo de dimensiCh d > 2, N* = Homy(N, Z) d reticulo dual, K un
cuerpoy A unabanicoen Ng = N ®; Q, esdecir, unafamilia de conos raci onales cumpliendo
quetoda cara de un cono en A estd en A y que la interseccion de dosconosen A esun carade

cada uno dedlos

Denotaremos por X a alavariedadtérica sobre K asociadaa A, junto conlaaccion de untoro
dgebraico T = (K*)“. Lavariedad Xa es union de abiertos afines, uno paracadacono de A
cuyo al gebra de coordenadas es € al gebradd semigrupo de puntos de coordenadas enteras que
estaen d interior del cono dual.Hay una biyecci 6n candnicaentrelasorbitas deT en X, y los
conosdeA; acadaconor € A lecorresponde una7-6rbita Q. isomorfaa Spec[r NN *|, donde
7+ denotad conjunto de formaslinedes quese anulan sobre 7. Setieneque dim O, = codim 7
yque O, C O, siy solamentesi 7/ C 7, donde O, eslaclausurade Q,. (ver [O] , [Ke] o
[F] ). Hjemos unabase ordenada B = {vy,...,v;} de N. SeaA = (B) d cono regular de
dimens on d en Ny generado por 3, esto es, aquel cuyos vectores extremales son los € ementos
de B, X, = K% lavariedad térica af [ asoci ada a abanico A, formado por todaslascarasde A,
Qo laT-6rbita cerradaen X yo, : X1 — X, la explosion con centro en Q. Lavariedad X
es la variedad téricaasociadad abanico A4, lasubdivisdn minima de A, que contiene € rayo

(cono de dimension 1) generado por u = > v;.

Paracadaentero i, 1 < i < d, sea BB; labase ordenada de N que se obtiene reempl azando

v; por u enlabase By A; = (B;) @ cono regular generado por B;. El divisor excepciona
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By = o' (P) esladausuraen X; delaT-orbitadefinidapor € rayo generado por u. Cada

T-6rbitade dimension 0 en X se corresponde con el cono A, 1 <i <d.

DEFINICION3.1 Una congédacih tbrica de puntos infinitamente prékimos a 4 es una
constdacibh ¢ = {Py,..., B, } tal que cada P; es una T-0fbita de dimensh cero en la

variedad tafica X;_; obtenida por blowing-upen P;_; € X; 5,2 < j <m.

La deccion de un punto P, de una cadena térica C es equivaente a la eleccion de un
entero a;, 1 < a; < d, que determina € cono A,, dd abanico A;. La subdivision A, de
A;correspondiente al blowing-up en P, se obtiene reemplazando A,, (y sus caras) en A; por
losconos A, ; = (B,,.) (y uscares), 1 < i < d, donde 5, ; eslabase de NV obtenida por la
substitucion en 3, de sui-ésimo vector por Y v, v € B,,.

La eleccion de un punto P es equiva ente a la eleccion deun entero a,, 1 < a, < d, que
determina & cono A, ,,. Por induccion sobre d obtenemos la siguiente codificacion de las

cadenas téricas

PROPOSICION 3.1 Sea m un entero positivo. La aplicaciéh que asocia a cada sucesibh de
enteros (ai,...,a,, 1) talquel < a; < d,1 <i < m— 1, lacadenatética{P,...,E,},
donde P, esla T{rbita correspondiente al conoA = (B),y P4, 1 < i < m— 1,eslaT-
orbita correspondiente al cono A, . ,, del abanico A;, es una biyecci@h entre & conjunto de
sucesiones dem — 1 enterosentre 1y d, y el conjunto de cadenast@ti casde dimens éh d con m

puntos.

OBSERVACION 3.1 A cada constelaci @h (no necesariamente téfica) C = {R,...,P,} sele
puede asociar un grafo C. en el que los v&ttices del grafo se corresponden con | os puntos de
la constel acibh y 1os Vertices corregpondientes a los puntos P; y P, @ < j, estéh unidos si y
sdamentesi P; eslaimagen de P; por las aplicacionescanonicasy no existe k, i < k < j, tal

que P, sea laimagen de P; via dichas aplicaciones

Utilizando ege grafo y la codificacion anterior paralas cadenas tori cas tenemos la sigui ente

codificacion para las constelaci ones téricas
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PROPOSICION 32 Llamamos arbd d-nario a un arbol con una rai z ta que cada v&tticetiene
alo umo d vétticesadyacentes Hay unabiyeccibh natural entre e conjunto de constelaci ones
thricas de d mend @h d con origen y @ conjunto def@rhbol es d-narios finitos con origen, con | os
lados pesados con enteros positi vos menores o iguales que d, tales que dos lados con & misno

ori gen ti enen di gi ntos pesos

OBSERVACION 3.2 Naturalmente los pesos de los arboles n-narios determinan |a € ecci 6h de

una 7T-@rbita de dimensith, como en d caso de las cadenas.

DEFINICION 3.2 Dado un punto ¢) en una constelaci@h tbrica C dedimend éh d y enteros no
negativos a, b, ttalesque 1 < a <d,1 < b < d, a # b, sea Q(a,b") d punto termnal de la
cadena conorigen en Q y codificada par (a,b, .. .,b) donde b aparecet veces (ver proposicibh
3.1). St = 0, ecribiremos Q(a). El punto Q(a,b") puede no egar enC. Un punto P infini-
tamente priokimo a @ sellama linealmente prokimo a Q, y se escribe P = Q, si P = Q(a, b")

con a, by t como antes.

Unaconstd aciontoéricaC = { Py, ..., P} defineun morfismo f : Z — X ,donde X esla
variedad en laque elegimos P, y S es lavariedad obtenidatraslas sucesivas expl oS onesen|os
puntos deC.

Podemos preguntarnos cuantas variedades intermedias existen entre Z y X. Paa dlo
construiremos | 0s conos, ver seccién 1.3, NE(Z/X), P(Z/X)y P(Z/X). Se nos presentan

tal y como ya ®vio a hablar de etos conosdos problemas:

e Determinar las cdulas del cono P(Z/X).
e Unavez caracterizadas edas céulas determinar ided esen O x p, quenos permitan a través

de laexplosion en dichos ideales obtener las vari edades intermedias.

El primer problemasseresuelveen [C-G-L] , al menosen € caso en d que estos conos son

regulares, através de la sigui ente proposicion:
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PROPOSICION 33 (MW [C-G-L] ). S C es una constdacibh torica de puntos infinitamente

proikimos sobre Z y f : 7 — X esd norfiano determinado por exploséh deC, entoncesse

tiene que

1. El conodecurvas NE(Z/X) espoliérico.

2. El cono semiamplio ye caracterigtico coinciden, esdecir, P(Z/X) = P(Z/X) siendo pdi&
dricos anmbos por 1.

3. S D esundivisor cuya clasereticular estdlen P(Z/X) entonces Oz(— D) estBgenerado
por sus secci ones globales.

4. Se pueden dar condiciones necesarias y uficientes para que NE(Z/X) sea un cono
simplicial. Esta condionesgarantizanque N E(Z/X) esdehechoregular ydeaquil]P(Z/ X)
y P(Z/X) son tarrbi éh regulares. Dichas condiciones equivalentes son

a Loselementos extremales de P(Z/.X) sonlosdivisores D¢, con ) € C dado por:

DQ = Z meE;;
PeC
donde E'; eslaimagenen Z dd divisor excepcional de la explos@hen P, mgo = 1,

mpo =08 P£QYmpg= ZmPRg P<QYyP#Q

ReC
R P
b. El grafo asociado a C es binario, es decir, de cada Vettice S1amente salen dosramasy
paracada Q € C ypesos a,by ctalesque a # by {Q(a), Q(b), Q(a,c)} C C. entonces
b=c.

Observemos que egas condi ciones se satisfacen en particular § C es una cadena de puntos
infinitamente prékimos, es decir, una sucesibh de puntos cada uno en el divisor excepcional

dela explosibh del anterior.

Nosotros en esta Memaria intentaremos dar condiciones suficientes para determinar si un
ideal monomid completo cuyo divisor asociado esden una determinada clula de ]5(Z/X)
cumpl e que sus potenciastambién completas, es decir, intentaremos dar condici ones necesarias
para resolver € segundo de los problemas planteados. Una vez determinado el problema a
resolver pasaremos aver con un poco mas de detenimiento las cadenas téricas

Sea P = P: laT-orbitacerradade X el C Ox,p unided monomid, es decir, un ided

T-invariante. Lapropiedad de que I sea de soporte finito puede ser caracteri zada en términos
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de su politopo de Newton N\ definido con relaccion a sistema locd de pardmetros de O x. p
inducido por unabase B dd retléulo N. El politopode Newton N de un idea monomia I esla
union de la caras acotadas del cierre convexo (en N) dem + AY, cuando m recorre el conjunto
de exponentes de monomios en /. El politopo de Newtoninduce un abanico A -, en Ny, que es

unasubdivision de A ([K¢] ). La caracteri zacidn viene expresada en la sigui ente proposicion:

PROPOSICION 34 El ideal monomal I es de soporte finito § y sblo § existe una subdivisibh
regular T de A\ tal queY esobtenidapor una sucesibh desubdivi s onesde A cor respondientes

a la explosibh de una sucesith C de T-6r bitas de dimensibh 0.

Denostraci 6h
Sedgueinmediatamente dd hecho de que lavariedad torica X asociadaa A eslaexplosion

norma izada con centroen /.

OBSERVACION 3.3 Un ideal monomal I es completo (es decir, integramente cerrado) si y
sdamente si contiene todos los monomios cuyo exponente es un punto del retidulo N* en la
regibh V' + AV (ver proposicibh 2.6)

OBSERVACION 3.4 Todo ideal monomial de soporte finito es necesariamente radical para €
meximal, ya que en caso contrario, existe un indice digamos % tal queVt € N stieneque ()"
no estélen dicho ideal y por tanto | as suces vas expl osonesen la direcci @h x;, nosdan lugar a

trandormaci ones edrictas de dicho ideal distintas ddl total y por tanto no es de soporte finito.

OBSERVACION 3.5 Lascarasdd pditopo de Newton deunideal monomi al completo de soporte
finito I estéh en correspondencia 1-1 con las valoracionesde Reesdd ideal 7, esdecir, conlas

componentesi rreduci bles del divisor excepcional de la explosibh normalizada concentroen /.

DEFINICION3.3 Uncluster A= (C,m) est@ricosi lacongdacibhC estbrica. S I esun ideal
monomial desoporte finito, sucluser asociado A; estdrico para la constelaci @h depuntos base
del ideal.

OBSERVACION 3.6 Recordenos que un cluster A es idealistico si existe un ideal de soporte
finito 7 tal que A; = A.
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Veremos ahora que condiciones debe cumplir un cluger para ser idedigico. Para dlo
introduciremos una serie de definiciones que nos permitiran egablecer unas condiciones
sabre los pesos del ided que llamaremos des guadades de proximidad. Estas ded gualdades
ser[h unacondicion necesariay suficiente paraque el cluster A = (C,m) seaidealisti co.

DEFINICION3.4 Sea C el &bol orientado con lados pesados asociado a una constelacith

térica C conunorigen, Q@ € Cy A = (C,m) un cluster térico entonces defini mos:

Mola,b) = Y mqp
t>0
DEFINICION35 Sea A = (C,m) uncluster y ) € C denotamos por A, € subcluster de A
cuya corstelaci Gh C, estéldada por () y los puntos de C infinitamente prékimos a ) con |os

pesosgue tienen en A.

PROPOSICION 35 Sea A = (C,m) uncluger dedimens éh d que cumple queparacada @ € C
setiene que:

Mq(a,b) + Mq(b,a) < mq (DP)
conl < a < b < d, B una base ordenada dd reticulo N que induce un sistema local de
paréimetros en el anillolocal Ry paracada@ € Cy N € politopo de Newton con respecto
a ede gstema local de parametros determinado por € conjunto G, definido de la marera
siguiente:

(i) S noexiste ningun punto irfinitamente prximo a (), definimos G, como|los vértices de d
poliedro de Newton dela m,-&ima potencia del ideal maximal de .
(i) S existealgn punto infinitamente prokimo a (), suponganos que tenemos definido G )

paracada Q(a) € Cyque Gg(,) = {0} si Q(a) ¢ C,1 <a < d,entoncessea
Go= |J WT, ' (Gqw)

1<a<d
donde WT, : Z¢ — 7% eslatransormacibh dada por:

(tl,...atd) - (t17 .. '7ta717 Z tl - mQ7ta+17 .. ‘7td)

1<i<d

Consideremos la familia de conjuntos G obtenida por induccith descendente para cada

uno de los puntos @ € C y sea Ng € politopo de Newton determinado por G, entonces €
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cluster del ideal monomial completo I C R definido por N es Ag paracada @ € C . En

particular, 9§ P eslaraizdeC, entonces A; = Aparal = Iq,.

Denostraci 6h

Si @ notiene ningunpuntoen( infinitamente proximo a [, entoncesel resultado sobre € ided

monomia completo 7, es facilmente verificable.

Si @ tiene dgun punto en C infinitamente proximo a [, condderemos m = mg, M,, =

= Mo(a,b), M,, = mg) paral <a <d,1 < b< d,a# b Supongamosque G, = G

hasido abtenido de manera anteri ormente descritay que I, = Ig(,) cumpleque A;, = Ag(q),

1<a<d.

Sea {v;}, 1 < i < d, labase ¢andard de Z¢, x; | as coordenadas, K, el Smplex con vertices
O, M, qvy,..., M, vqy Hy, & conjunto definido por Eﬁ: >1lyporx; > 0,1 <i<d. Paa
cadai, 1 < ¢ <d, d punto M, ,v; € G,,1 < a < d,yaque I, es unided finitamente soportado

cuyo clugter es Ag(,). Y por tanto, G, C K.

Como a # b, utilizando | as des guadades de proximidad (DP) y de una computacion directa
sabre los vértices de K, tenemos que WT,(WT, 1 (K,)) C H,.

Ahora, sea G = G definido como en (ii) y J € ideal generado por los monomios cuyos
exponentes son purntosen G. Esfécil ver que G C {>_x; >m} y que hay puntosen G que
satisfacen que ) _ z; = m, conlo que ordg(J) = m.

Sea J(b) latransformada debil de J en Ry ). El ideal J(b) estéd]generado por | os monomios
cuyos exponentes pertenecen aW T, (G). Por definicion de G tenemos que:

w6 = | WTAWTJ(GQ»Gbu( U WTb<W7;1(Ga>>)
a/ 1<a<d, a#b

1<a<d

Lainduson WT,(WT, 1 (G,)) € WT,(WT,YK,)) se cumple, yaqueG, C K,y por tanto
WT,(WT,;*(G,)) € Hysi a # b. Yaque los puntos con coordenadas enteras de H, son
exponentes de monomios en I, ( recordemos que I, es completo), tenemos que J(b) C I,.

Por otraparte, como J (b) contiene |os monomi 0s cuyos exponentes pertenecen a Gy, entonces

J(b) = Tb) = I, con lo que basta hacer I = 7 paratener € resultado deseado.

TEOREMA 31 SeaA = (C,m) un cluster téricode dimend h d, entonces A esideal (Sticosi y

sdamente si cunple las desigualdades de proximidad (DP) (ver [C-G-L] ).
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Denstraci @h

Si A esidealisticoy D 4 d divisor asciado adicho cluster, entonces existe un ideal completo /
td que IO x(c) = Ox(c)(—Da).

Sea () un punto de C. Consideremos la recta proyectiva [ que une los puntos Q(a) y Q(b),
1<a<b<d, ysea-l latrandormadaestricta del en X (C), entoncestenemosque

OSDA~-l: (Z €p(l)mp—mQ>

P—Q
Ahoral os Unicos puntos infinitamente proximosa @ paraloscuales ep(1) # 0 son agudlosque

sondelaforma@(a,b)y Q(b, a') parat > 0. Paraestos puntoslamultiplicidad esigua a 1 ya
gue tanto [ como sus transformadas edrictas son suaves, con | o que se tienen las des gualdades
(DP).

Si se cumplen las des guaddades de proximidad (DP) entonces € cluster es idealistico por la

propos cion 3.5.

OBSERVACION 3.7 De todo lo anterior mente expuesto se tiene que existe una biyeccibh entre
el conjunto de ideales monomi ales completos de soporte finito en un anillo local regular de
dimensibh d y el conjunto de &rbol es d-narios con origen con los lados pesos con enteros posi-
tivosentre 1 y d y tales que dos lados con el mismo origen tienen disti ntos peso y con pesos en

los V&t ti ces cumpliendo las desigualdades de proximidad. (DP)

De esta hiyeccidon y dd estudio que hemos hecho de las regiones de Newton se pueden
deducir agunas propiedades i mportantes de las va oraciones de Rees de |os idedes mono-
miales completos de soporte finito que utilizaremosalo largo de laMemoriay unaclasficacion

dedichas vaoraciones de Rees

PROPOSICION 36 Sea I C A unideal monomial completo de soporte finitoy v # orda una
valoraci@h de Reesde I, entonces existe 1 < ¢ < d tal queV; # i v(z;) < v(z;).

Denostraci 6h
Consderemos € cluster asociado al, A = (C,m). SeaC¢ el arbol asociado a la constel acion

C y seai el indice delaprimeraramadel camino que une & punto asociado a v con el origen'y
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B latrandormacion cuadréticade A con M(A)B = (x;)B; yaque v domina B entonces

Vi # i ols) = vlrj/ri) + v(wi) > ()

DEFINICION 3.6 Alasval oraciones monomi ales queson valoraciones de Reesparaalgun ideal
de monomal completo de soporte finito les Ilamaremos val oraciones monomial es de soporte

finitoy al conjunto de dlaslo denotaremospor V

Estas va oraci ones s pueden asoci ar de forma biyectiva conlos puntosinfinitamente préxi-
mos & origen de X, P; de hecho estas val oraci ones son | as vaoraciones M, -adicas ddl anillo

local asoci ado a estos puntos, donde M., es € ided maximal de esosanillos.

DEFINICION3.7 Seav € V, entoncesv esdeclasei # 0 si v#ords y Vj # iv(x;) <v(z;)

Decimos quev esdeclae 0 9 v = ord 4.

DEFINICION3.8 Seawv € V,yI C A unideal nonomial compl eto de soportefinito entonces
1. S vesdeclase i # 0 considerenos € origen dela conste acibh asociada a I, P, entonces

definimos

Pv([> = Zmp(it)
t>0
donde P(i') esel punto en que terminala subcadenatficaqueenpieza en Py escodificada

por (i,...,i) donde i aparece ¢ veces

2.S vesdedlase 0 entonces P,(I) = ord4(I)

LEMA31 Seav € V,I C A unideal monomal completo de soportefinito,y M = H?lejaa‘
entonces:

1.S vesdeclase i # 0,0rd(M) — a; > orda(I) entonces v(M) > v(I).

2.9 orda(M) > P,(I) entonces v(M) > v(1).

Demostraci 6h
Seal(v) lalongitud dd camino que vadesde € origen hasta € punto asociado a v, en € érbol

de la constel acion asociada a I. Haremos la prueba por induccion en [(v).
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e Sil(v) = 0,entonces v = orda Y por lo tanto ol o necesitamos probar 2., pero 2., en este
caso, estrivid.

e Sil(v) > 0 entoncesexiste: # 0 tal quev esde clase i. Sea B latrangormacion cuadréti ca
de Acon M(A) = (z;)B,sea N = < d <£;>aj> (x;)erda(M)—orda(l) ¢ By gea [P la
#j

T

trangformacion débil de I en B. Si probamosque v(N) > v(1 ) entonces:
v(M) = orda(Iv(z;) = v(N) = v(Ip) = v(I) — ord 4(I)v(z;)
y tendremos d resultado deseado.
aPaal, 3 ven B tiene clasei entonces ordg(N) — orda(M) + ord(I) > ords(I) >
> ordg(Ip) y por la hipdtesis de induccion tenemos que v(N) > v(Ip). S v tiene
clasej # ien B ordg(N) > ords(I) > P,(Ip) por las desigualdades de proxi midad.
Entonces por la hi pétesis de induccion tenemos que v(N) > v(1p).
b. Para 2.

| Si v tiene clase i en B, entonces ords(N) > orda(M) — orda(l) > Py(I)—
—orda(I) = Py(Ip),y por la hipoted sdeinducci 6n tenemosque v(N) > v(IB).

Il Sivnotieneclasei en B entonces P, (1) = ord (1) + ordg(Ip)
Si v = ordp, tenemosque v (N) = ordg (N) > ord (M) — orda(I) > ordg(Ip) =
= v(Ip)
Si v tiene en B clase j # 1,0 entonces ordg (N) — a; > orda(M) — orda(I) >

> ordg(Ip) y < tiene por lahipétesis deinduccion quev(N) > v(15).

Utilizando lastécni cas anteriormente estudiadas, veremos queel producto de ideales comple-
tos de soporte finito no es en generd completo, que latransormada débil de un ided monomia
compl eto de soportefinito no es completay que tampoco | as potencias de un ideal monomia
compl eto de soporte finito son, engenerd , completas, con lo que tenemos que | os resultados de
la teorild de Zariski sobre ideales completos no son generalizables a dimens ones superiores a
2. Recuerdese que lateoria de Campill o, Gonzalez-Springer y Monique L I eune muestraque,
no obgante, estos ideales satisfacen propiedades andl ogas alos de la teoriade Zariski. Nuestra
observaci 6n anterior quiere decir que habria tres propiedades importantes (las ya citadas) queno

admiten generaizacion. Este hecho muestralaimportanciade encontrar condi ciones sobre | os
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ideales completos monomid es de soporte finito, o sobre los divisores asoci ados a dichos ide-
des, que nos permitan saber si las potenciasde dicho idea son compl etas para laresol ucién de

nuestro problema.

EJEMPLO3.1 Sea A unanillolocal reguar dedimensith 3y sea {z,y, z} un sistema regul ar

de parairetrosde A. Sea I C A el ideal asociado al [rbol:
1

1
/ 2 1
1 A
1
2 2 %
> 11
1 //
1

\2

1

El ideal asociadoaestedrbol es =< xy3, 24, 1322, 2%y 22, 22y2?, 1223, 29?22, 2y 23, ¥°, vz,

4

322, 9223, aty?, 'ty 2, a7 2y, 262 > A.
Claramente setieneque t = 2°y2° pertenece I * I, ya que:

£ — [(oy")(a%")] (22222 ()2 = 0
es decir, existe una ecuaci 6h de dependencia enterasobre /2. Sin embargo ¢ ¢ I?, ya que como
ord,(I) = 4 entonces para ponerlo cono el producto de dos demento de I éstos deber &h ser
uno de grado 4 y otro de grado 5, pero lanica pos bilidad es z*(2*yz) pero 2*yz ¢ I, como

se puede ver através delos generadores de /.

OBSERVACION 3.8 Stenemosunideal I C Ay Beslatrandormada cuadr&ticaparalacual se
tieneque M(A) B = (z;)B, entonces e atbol asociadoal completado de 5 es, evidentemente,
el que == obtiene dd asociado a I al que se le han suprimido todas las ramas que salen de

origen que no estan etiquetadas con 7 y al que se le ha eliminado € punto asociado a A, ya
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gue todo punto base de /s es un punto base de 7 y los puntos base de I que no i nfini tamente

prbkimosa B no son puntosbasede /5.

Veamos que, en general, | atransformada débil deun ideal completo finitamente soportado no
es compl eto.

EJEMPLO 3.2 Condderarermos unanillo local (A, M(A)) dedimensih 3y un sistemaregul ar

de par &metros de dicho anillo {x,y, z} y el ideal correspondiente al siguiente arbol:

1 1
2
1 1
2 2
2 1
X/
3

Esdecir, [ =< x2%,y%, 23y, a2, 22yz, vy 2,222, y23, 24 2° > A.

El cierreintegro de la transformada dé bil de I en la transormaci 6h cuadrética B en la que

M(A)B = (z)B estAlasociado al &rbol:
/

1

1

2
2

Ahora (z/x)(y/x)? no estlll 3, ya que xyz, vy*, y* 2 ¢ I, pero,

(z/2(y/2)* = (/2 (y/2)) ((w/2)?) = 0
con lo que (z/z)(y/x)* € In y por tanto la transformada débil de un ideal completo de soporte

finito no es completo, al contrario delo que ocurre dimensith dos.


Nosotros


Nosotros

Nosotros

Nosotros
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De todo es0 se deduce gue en dimensidn superior a dos no tenemos ninguna de la buenas
propiedades que sedan en dimension dos como consecuenciade lateoria deZariski sobrei deales

compl etos.
A continuaci 6n trataremos de regringir |os ideales monomia es compl etos de soporte finito

paralos cual es podemostransladar | osresultados de la teoriade Zariski paraided escompletos
Como ya hemos visto anteriormente, estos i ded es formaran un semigrupo que | lamaremos €
semigrupo torico especia de un anillo locd regul ar.

Recordemos, también, que el segundo problema planteado en esta secci On estaria resudto si
conseguimos encontrar en cada cdl ula de P (Z/X) divisores cuyo idedl asociado pertenezca a

este semigrupo.
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3.2 I deales monomiales completosde sopor tefinito detallo|i

Como hasta ahora hemos visto 1os ideales monomiales completos de soporte finito en
dimenson d > 2 no tienen las propiedades que necesitamos en nuestro estudio de las
variedades intermedias a dos dadas Nuedro objetivo es, ahora, determinar que condiciones
deben cumplir esosidedes, o equivdentemente los divisores asociados o0 € arbol d-nario aso-
ciado, paraque s tengan edas propi edades

Antesde d canzar nuestro objetivo esudiaremos un conjunto dei ded es completos de soporte
finito, Ilamados idedesdetdl o, ya que sus propiedades nos ayudaran a construir un subsemi-
grupo (el semigrupo torico especial) en el cual s den todas estas propi edades.

Estos i ded es tienen algunas propi edades i mportantes tales como que su transformada débil
es completa, pero, desgraciadamente, € producto de dos de estos idedes no es, en generd,
completo ni poseen una egructura algebraica compatible con € producto *, por gemplo, no
forman un subsemigrupo del semigrupo de ideales compl etos de soporte finito.

Fijaremos un anillo locd regular (A, M) de dimension d y un Sstema regular de parg

metrosde A, {x1,...,za}.

DEFINICION3.9 Seal C A unideal monomial completo de soporte finito, decimosque I esde
tallo i +# 0 si el &tbol asociado a I tiene al menos dos puntos y adem(s todas las valor aci ones
asociadas a dichos puntos distintas de ord4 son de clase ¢, es decir, 9 el arbol asociado a /

tiene una sbla rama partiendo del origen que estéleti quetada coni.

Nuestro objetivo es, ahora, probar que el producto de idedes completosde soportefinito de
tallo 7 es completo bajo determi nadas condiciones Veremos antes unos casos particulares que

nosayudaran a lahorade ver € caso general.

PROPOSICION 37 Sea I C A unideal monomial conpleto de soporte finito de talloi # 0,
entonces [ « M = IM.
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Demostraci 6h
SeaM =[]}, z;% ungenerador minima de I+ My v € V de dlasei.

e Sia; #0entoncessea N = (Hﬂ CE’jaj) (z:)%~ ', entonces
o(N) = w(M) — o) 2 o(1) + 0(M) — v(z:) — v(I)
y portanto N € .
e Sia; = 0, entonces existe k td que a, # 0; sea N = | [[;=1 a:ﬂj) (z3,)%~1, ya que
ord s (N) — a; > ord,(I), por el lema3.1 v(N) > v(I),y N e 1.

LEMA32 Sean/,J C Adosideal es monomialesconpl etos de soporte finito, 7 detalloi # 0
y J unideal cuyas valoraciones esenciales no ssan de clase i; sfa M = H;l:la:jaj y v una
valoraci@hdeclasei entoncessi ord, (M) —a; > orda(I) Y ord (M) > ord (I = J) entonces
v(M) > o(I * J)

Demostraci @h

Como orda(M) — a; > orda(l) entoncesexisten b, € N (j = 1,...,d) (j # i) tdesque
b; <ajycon> b = orda(l);seaX = H:z:?j ey = (Hj# a:?j_bj> z$'. Por d lema 3.1
v(X) > v(I) y ademés

v(Y) 2 [orda (M) — orda(I)] v(z;) = [orda(I * J) — orda(I)] v(z;) = orda(J)v(x;) = v(J)
Luego v(M) = v(X) +v(Y) > v(l) +v(J) =v(l* J)

LEMA33 Seal C A unideal monomial completode soportefinitodetalloi #40,yseaJ C A

un ideal monomial conypl eto de soportefinito detallo j # 0,4, entonces [ x J = 1.J.

Demostraci @h
Sea M =]_, ;% ungenerador minima de I * .J, entoncestenemas tres casos
1.Si a; > ordy(J) =1 SeaN =z;" yN' = M/N,por é lena3.1v(N) > ord(J) paa
todav € V decae jy entonces N € J; ademassi w € V esde tdloi:
o(N') =v(M)—v(N) > o)+ v(J) —rv(zi) =v(I) + rv(z;) — rv(x) = v(I)
yN el
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2.Si a; > orda(l) entonces por un razonamiento similar tenemos el resultado deseado.

3.Sia;<orda(l)= sy a; < orda(J) =r entonces existen b,, < am m # i,j taes que
Siobm +a = r. Sea N = ([[, ")z Ahora por d lema 31 N ¢
€ J,yN =M/N € J,yaqueords(N') — 0> ord(I).

LEMA34 S 1,15, I3 C A son tres ideal esmonomiales completos de soporte finito de tallo 7,

ooni; # i, Sl j # kei; # 0 entonces [;1,1; es un ideal conpl eto.

Denostraci @h

Sea X =[], x,% ungenerador minimal de.J = Iy x I, * I3,y b; = orda(1;).
Para 9 mplificar, podemos suponer, Sn perdida de generdidad, que i; = j, y que b; < bo, bs;
Seac, = ) 4, bi,dondedb, = 05 [ #1,2,3.

e Siexigeun; € {1,2,3}tal quea; > ¢; entoncess X' = z;% eY = X /X', entonces por
dlema3.1 X €], I,y S vesunavaoracion de tipo j
v(Y) = v(X) = v(X') = v(J) = cju(z;) = v(1))
y,portanto, Y € [; y X € 1 I215.
e SiVj € {1,2,3} a; < ¢;, entonces tenemos que ord, (1) = ords(X), ya que en caso
contrario X no seriaun generador minima .
Tenemos 3 casos:

aas > byy a, > by Evidentemente b, + b3 > by + b3 — a; Y por hipoted s tenemos que

by + b3 —a; > 0. Exiden, entonces, Dy, D3 € N con D, < byy D3 < b3 taesque
Dy + D3 = by + b3 — ay.
Sea X' = m"wy g2 Y = myt2 Peugt3 P2 1., 5 5 ;% . Yaqueay — Dy +ag— Dy +
> 41,23 0; = by tenemos queY € I;. Probaremos ahoraque X’ € I  I3; observemos
que:

Dy +ay =by+ by — D3 > by

D3 +a1=by+b3— D2 > b3

y entonces por € lema 3.2y el lema 3.3 tenemos € resul tado deseado.
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b.as < bsyas >bs0as >b2yaz < bs: Probaremos € primer caso y por simetria

tendremos & segundo.
Por hipotesis tenemosque a1 < bs + b2y que Y i 5a; +b3 > b2 +b3 —a1 > 0y
entonces existen D; < a;ye < b3 Dj, e c Nt que}_ ., , Dj+e=by + b3 — ar.
Definimos X/ = z,%x5° H#szij yY = p,927¢ H]#Q x4~ D,
Claramente X = X'Y y adem($, Y € [,. Ahora

ZDj+CL1:b2+b3—€2 bz

J#1,2

Z Dj+e+ar=b2 +b3 — D3 > b2+ b3 —asz > b3

j#12.3
y entonces por € lema 3.2 y el lema 3.3 tenemos & resultado deseado.

C.az < by Yy a, < by: Sabemospor hipdtesisque ) -, a; > by 'y entonces existen nimeros

naturdes D; tales que D; < a;,y Y., .; D; = by. Condderemos X' =[], ;" e
| P
Claramente tenemos que X' € ;. Ademés

Z(aj_Dj)+CL1 :Zaj+D2—b1 = ij—a2+D2 —b1 :b2+(b3 —CL2)+D2 Z b2

1.2 J#2 j

Z(CL] +a1 ZCL]‘{'D;;—bl Zb'—a3+D3—b1:bg+(bz—a3>+D32b3

J#1.3
y entonces por el Iema 31lyellema3. 2 tenemos d resultado deseado.

PROPOSICION38 Seal;,t € Z C{l,...,d} ideales, talesque I; es unideal monomial com

pleto detallo i entonces [ [, /; €s un ideal completo.

Denostraci 6h

SeaJ = [Liezli Yy X = Iln,za™ un generador minima de J. Sea b, =
= orda(lj),ycj = ) ..;bi, dondeb; = 0,9 7 ¢ Z. Parasimplificar la notacion, podemos
suponer quel € Z,y queb: < by, Vt € Z. Haremos la prueba por inducciénen ! = |Z|.

Si] = 1estrivid;si [ = 2 entonces, esd lema 3.3, si [ = 3 esel lema 3.4. Podemos suponer

quel > 3.
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e Siexisteunj € Z tal quea; > c;entoncessea X' = z;% eY = X/X'. Por d lema3.1
X' €Il Imy sivesunavdoracion detdlo j entonces
v(Y) = v(X) = v(X) =2 v(J) = ¢ju(z;) = v(l;)
yportantoY € I;y X € [[ 1.

o SiVj e Za; < ¢ entonces orda(l) = ord,(X) ya que en caso contrario X no esun

generador minima de /. Tenemosdos casos.

ajjeZj#ltdqued 7 by<a;SeareZconr#1,j,X =uztreY =X/X"
[£LIF£]

Pordlema3.l1 X' €. ysis#r jys € Zentonces

Zal+aj—br>2al+2blzbs

1] 1] 1#1
l#s l#s I#j
l#Tr

Si v es unavaloraci n monomial detalo j entonces

v(Y) = v(X) = v(X') > v(J) = bo(a;) = o] &)
t#£r
yportantoY € H;érlt, y X €[], 1; por hipétes sde inducci [h.

b.Vj € Zj #1tenemosque > ez b > a;: Por hipotesis tenemos que 27:2 a > b
17
[#1

entonces existen nimeros naturdes D; con 2 < j < dtdesque D; < a; Yy con

ijg D; =b. Sea X' = H;lzzxjf’f ey = z@ (szz xj“ﬂ'—Dj>. Evidentemente

X = X'Y y claramente X’ € I,,ad fjue sOlo necesitamos probar queY € H;"% I;; pero
J

esto setienepor el lema3.2yaque d s # 1 s tiene que

ar+ Y (aj—Dj)=Y aj—bi+Ds=> bj—as+tDs=bs+tDs+ (Z bj—as> > by

J#lys J#s J#1 J#1s

LEMA35 S 7 C Aesunideal monomal completo de soportefinitodetalloi # 0,ysi Bes
unatransformaci 6h cuadréticade A enzi,y Z = ([ f=1(zj /i)™ )2:% esun generador minimal
J#i

de I; entonces
d

a; > Z a; —ordy(I)

=t
J#i
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Denostraci 6h

Supongamos que a; < Z;Llaj — orda(I), entonces exigen b; < a; con j # i tales que
J#i

> bj = orda(I). Sea ' = ]; z;% € I por el lema 3.1; y por la definicion de tranformada
débil de I en B, 77 = 7' /x;" € Ig, donder = ord(I), pero Z” esundivisor de Z ya que

bj
T .,
z" =1l (—1> ; contraccion.

Z;
COROLARIO31 S I C Aesunideal monomial completo de soportefinito detallo # 0, y si

B esuna transformacibh cuadr atica de A entonces [ 3 es completo.

Denostraci h

Sea B latrandormaci on cuadr(iica de A en z;.

e Sii# jentonces Ip = B,y d resultado estrivid.

e Sii—jentoncessa Z = ([[f=1(xj/2:)%)x:% un generador minimal de [5.Sea 7' =
i

= (TTf=12;%)x;, dondet = a; +ord,(I) — =1 a;; por d lema3.4 Z' € A. Por otro lado,
G J#i

7' =z 7z y ord 4(I) < ords(Z') entonces Z' € I y portanto Z € Ip.

En € sigui ente ejemplo, veremos que no podemos esperar que d producto de dos ideales del

mismo tall o seacompl eto, si ede talo es distinto de 0.

EJEMPLO3.3 Sea A un anillo local regular de dimensgéh 3, {z,y, z} un sistema regular de
paréimetros y sea I el ideal asociado al arbol:
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1 1
2 y
1 1
2 2
1 2
\/

3

2

5

es decir, I =< 25 2ty atz, 23y z, 322 2%yPe, APy, 1223wyt w2t 25 ByR a3,

2.4 .2 5 5 5.2 T ,8 7
y 2oy ay sy ay 'yt e > A

Sea J d ideal asociadoal drbol:

esdecit, J =< x,y?,2 > A.

Entoncest = zy%2 € I x J yaque

t? — [2(2*y2)][y? (y*)] =0

pero ybz, zytz, xyb ¢ I, yentonces, ¢t ¢ I.J.


Nosotros

Nosotros

Nosotros
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3.3 El semigrupo térico especial deun anillo local regular

Recordemos que si fijamos un punto P (vigo agebraicamente, un anillo local regular de
dimenson d (A, M)), ver seccion 1.3, a cada punto infinitamente proximo a P, (), sele puede

asociar un divisor dado por:

DQ = Z mQQ/EE},
Q<P
donde E7,, eslaimagen del divisor excepciona de laexplosionen ¢ por & morfimo que vadela

variedad obteni da por las expl os ones suces vas en la cadena de puntosi nfini tamente préximos
queva de A a B ala variedad en la que se encuentra 4, mgg = 1, mggr = 08 Q £ Q'

Yy mogr = Z mogr 9 Q < @'. Cada uno de estos divisores cumple | as ded guadades de

"

proximidad y bor tanto tiene en A asociado un dnicoided monomia completo de soporte finito

que llamaremos Pp ). Esosided es s2llamaréan idedesde Lipman.

OBSERVACION 3.9 Losidealesde Lipman on idealesdetallo: #09 P # @,y detallo0 si
P=Q

DEFINICION3.10 Decimosque I € S(A) si I esigual al *x-producto de ideales de Lipman.

Llamamos a S(A) & semigrupo thrico especial de A.

OBSERVACION3.10 Claramente S(A) y la operacifh « forman un semigr upo; Este es & mayor
sem grupo con |a operacibh * contenido en los ideal es monomiales completos de sopor te finito

en @ quetenemas factorizacith nica con factores que sean ideal esde Li pman.

Veremos que en S(A) @ «-producto es igual d producto usud.

LEMA3.6 SeanPpg, idealesdelLipmanconj € Zy|Z| < oo talesquetodosellosson ideales

detallo i, entonces [, Prq, €s unideal conpleto.

Demostraci [h
SeaJ = [[jes Prg, Y X un generador minimal de J; haremos la prueba por induccion en

I = max(l(Ppg,)), dondel(Pry, ) eslalongitud del camino que une P con Q;.

e Si [ = 0 entonces todos los idedes esencides son d ideal maximd, y € producto usual es

unapotencia dd ideal maximal, que escompleto.
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e Si/ > 0 entoncesexigei # 0tal quetodoslosideales tienen tdlo i; sea B latrandormacion
cuadréticade A tal que M B = (z;) By Q" € punto asociado a B.
Yaque [ [;; P, escompleto, por | ahipdtesisde inducci on, entoncestenemas que Jz =
=1ljer Por @
Sir = ord,(J) entonces por & lema 3.5 X/z;" = [, x; conz;z;7 € A dondex; estdl]
enlatransformadadébil de Prq, y 7; = orda(Prg,), conloque X = [, ;(z;)z;"7 y por
tanto X € [[,.; Prg, Y este producto es completo.

COROLARIO32 Seal =[], Ppq, ertonces escompleto, el € S(A).

Demostraci 6h
1= Hj.ez Pp,q,; reordenando losfactores, s esnecesario, 1 ese x-producto de ideales comple-
tos detallo distinto, y entonces por laproposicion 3.8, ese producto esigua a producto usual,

pero cada factor es d producto de ided esde Lipman del mismo tallo y entoncespor € lema 3.6
este producto es igud d producto usual y tenemos € resul tado pedido.

PROPOSICION39 S/ € S(A) entonces 3! np > 0 tales que
I = H Po.p"e

Q<P

Denostr aci @h

Estrivid por el anterior resultado y por lafactorizaci 6n (inicaegablecidaen [L2] .

PROPOSICION 310 S I € S(A) yQ esunpunto infinitamente prékimo a P entonces I, esun

ideal completo.

Demostraci Ch. Por [L2] y d corolario 3.1 la transformada débil de un ided de Lipman es un

ideal de Lipman, y entoncessi

I= 1] Pra"

R<P
tenemos que

Ip = ] Par = Ig
R<Q

TEOREMA 32 S I,J € S(A) entonces I.J esunideal conpleto.
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Demostraci 6h

Par lafactorizaci on nica y la anterior proposicion 3.9 3ny,mg > Otdesquel = [[Ppg"<
y J =[][Prqo™e. Ahora, por lafactorizacion Gnicay laproposicion 3.9 tenemos que I x J =
=[1Prgme™e =1J.

Este teoremadaa S(A) laedructurade semigrupo con el producto usud deideales.
Vemos ahora una caracterizacion de los ideales en S(A) en funcidn de | os pesos del arbol

asociado a!.

PROPOSICION 311 Sea I C A un ideal monomal completo de soporte finito, 7 € S(A) 9y

s6lo g9, paratodo P en € érbol asociado a I tenemos que:

d
m(P)> Y m(P,i)
=1
donde m(P,i) = m(P(i)) + >, ;> 05, m(P(i,4,1)), m(P(i)) es & peso del sucesor de P
en @ lado etiquetado con i,y m(P(i, j,t)), es & peso dd sucesor de P(i,j,t — 1) en e lado

etiquetadocon jsit > 1,ysit =1 esd peso del sucesor de P(i) en & lado etiquetado con j.

Denostraci @h

Yaque m(P) > S°%, m(P,i) es una desigua dad lineal, es bastante probara para e caso de
ideales de Lipman, pero en este caso 0on | as ded guadades de proximi dad.

Si I esun ided monomia completo de soporte finito e I cumple las desiguddades m (P) >
> Y m(P,i) entoncesI_Q € S(B) (siendo B d anillo locd regular asociado a @), por
hipotes sde inducci 6n en € nimero de puntosbasede 1. Entonces I = M*[[*P p z"%, donde
(Po.r)"" esté enlafactorizacion deﬂg paraadglh Q queesté enel primer vecindario infinite-
smal de Pyt = ordy(I) — orda(I[" Pac™) > 0,y entonces I € S(A).

PROPOSICION 312 S I € S(A) existe una biyeccibh entrelos generadores minimalesde 7'y

los generadores minimal es de M°®, donde b = ord 4 (I).

Demostraci 6h
Podemos suponer que b # 0, yaques b = 0 lapropod cién estrivid.
Comol € S(A)exigenl;,j € Z C {0,1,2,...,d} idedesmonomia es compl etos de soporte

finito detalo j talesque ! = [['; I;; seab; = orda(l;) y definimos paracada j € 7 ¢; =
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ZDgg.bich' =bsj¢ I
(5]
Sea X = ], #,% un generador minimal de I

e Siexisteun a; > ¢; paradglh j € 7 entonces Z#laz < b; (%) yaquesi Z 1a, > b;
tenemos que X’ = X/x; € I por € lema 3.1, y entonces X' no es un generador m| nlmal de
1.

e Podemos definir

sz
Z;éj
dondet =b — Zz 1a;.

i

e Sipaatodoj € Z a; < c¢jyorda(X) > bentoncess k estd quear # 0 X' = X/z € 1
por & lema3.1y X no esun generador minima . Entoncessi Vj € 7 a; < ¢; tenemos que
orda(X) = ord(I)y podemosdefinir ¢(X) = X.

Observos que ¢ estalbien definida, yaque si exigeni, j € 7 i # j talesque a; > ¢;, a; > ¢,
entonces X' = X /x; € I por d lema3.1.

Ahora construiremoslainversa. Para élo condderemos 7 : R — N lagplicacion tal que 7(x)
es & menor nimero en N mayor oigud ax.

SeaX =[]¢, z i tal que)}? a; > b

e Siexisteun;j € Z cona; > c¢; entonces consideraremos & numero ¢ = max((v(/) —
—v(X))/v(x;)) donde el maximo es tomado en todas las va oraci ones de clase j asociadas
al; sat’ = 7(t), entonces ®(X) = Xz, Esfleil ver que ®(X) esun generador minimal
delyquepo d(X)=X.

e SiVj € Ztenemosa; < ¢; entonces v(X) > v(I) paratodava oracion monomia asociada

al,yentonces X € I. Enestecaso definimos ®(X) = X

Esfécil ver, ahora quep o ®(X) = X yqued o ¢ = I d.

OBSERVACION 3.11 Observemosquelaanterior proposicibh es ci erta cuando  esel x-producto
de ideales de tallo j, donde dos ideal es distintos tienen tallo diginto, y no €o cuando I €
e S(A).
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COROLARIO33 ST € S(A)yb= orda(l) entonces € nlimero de gener adores minimales de

I esigual a el nimero de generadores minimales de M(A)’.

Esta biyeccion nos da un algoritmo para encontrar los generadores minimales de 1, si cono-
cemos las va oraciones monomiales asociadas a I, y una factorizacion de I en productos de

ideales detipo ¢, donde dos ideales distintostienen digitnto tipo.

Una vez estudiado en profundidad € semigrupo térico especial de un anillo loca regular
podemos vd ver d problemacobj eti vo de esta M emoria, dar condi ciones sufici entes para saber si
unideal monomia campleto de soporte finito cumple que sus potencias también son completas
Evidentemente, de | osresul tados obtenidos en eda seccion este problema se resuel ve diciendo

quedicho ideal debe egar en € semigrupo térico especid .

Podemos ahora preguntarnos dada una congelacién térica que condiciones debe cumplir
dicha constel acion para que todos los ideales monomiales completos cuyo soporte sea dicha
constelacion esén en @ semigrupo torico especid. La respuesta a dicha pregunta se tiene
comparando las desgualdades de proximidad que deben cumplir todos los ided es mono-
miales con soporte en la constelacion con las desiguadades que deben cumplir los ideales que
pertenecen a semigrupo térico especia dd origen de lacongdacion. Evidentemente para que
las desigualdes de proximi dad garantizen que se cumplen tamhi én las desigualdades que carac-
terizan € semigrupo torico especia, la constd acién debe cumplir Ias mismas condiciones que
se han dado, ver seccién 3.1, paraque d cono de curvas searegular. Dicho de otra forma €
cono de curvas es regular si 'y solamente si & tiene que todos los ideales soportados sobre la
constel aci 6n estan en el semi grupo tltico especid .

En terminos de los conos caracteristi cos el ssmigrupo térico s puede interpretar como un
subcono de 15(2 /X) (El generado por | os divisores asoci ados a los ideales de Lipman). En €
caso regular en € cud el cono caracteristi co es poliedrico estos dos conos coinciden (y por tanto
todos los ideales soportados sobre |a constelacion estan en @ semigrupo torico epecial). Ya
gue | os divisores asoci ados al os ideales de Lipman son, en este caso, | 0s vectores extremales,
podemos facilmente encontrar las células(no son mas gque los conos abi ertos generados por un
subconjunto cud quiera de dichos elementos extremales). De esta forma podemos saber cuan-

tas variedades intermedi as exigen. Para dlo sdlo hay quetener en cuenta que hay 2™ células
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donde m es @ nlmero de puntos Como dos de estas cdulas (lade dimension 0 y lade dimen-
sion maxima respectivamente) corresponden a la variedades X y Z, entonces € nimero tata
de variedades intermedias es 2™ — 2. Alh més, podemos encontrar de forma explicita edas
variedades, ya que basta con d egir un idea en cada célula(como todos esén en d semigrupo
torico, todos nos producen variedades normal es) y explotarlos. Ademés |osided es de Lipman
son los dementos extremales del cono caracter(stico y por tanto cada célulade dimension r se
caracteriza por las combinaciones lineaes con coeficientes positivos de r de esos € ementos
extremal es, por | o cual tenemos | ocdizandas todas | as vari edades i ntermedias, a menos, en €

caso térico y regular.






Capitulo4
Estudio homologico de losideales del
semigrupo torico especial

En este capitulo, para completar nuestro estudio de los i dedl es pertenecientes a semi grupo
torico especid, redizaremos un estudio homolégico de dichos idedes que tendréatomo fina
lidad la determinaci 6n de las g cigias de la resolucion minimd y d calcul o de los nimeros de
Betti. Paradlo, enlaprimeraseccion, construi remos unaresol ucion minima de dichosidedes

consideradoscomo A-maodulos.

Para encontrarl a, 1o haremos, de hecho, globamente. Es decir, susuiremos nuestro anllo
local regular de dimension d por € anillo de polinomios en d vari ables con coefici entesenteros,
guellamaremos R. Podemostransladar nuestroideal monomial aesenuevo anill o considerando

el ided generado por | os mismos monomios pero en | as nuevas indetermi nadas.

Unavez conseguidalaresolucion minimal paraese nuevo anillo obtendremos ladel anillo

local regul ar redizando un producto tens orid como Z-modul os por € anillo de partida

Para determinar esta resolucion minimal utilizaremos un razonamiento similar a utilizado
en [EIl] , con las debidas modificaciones. Estas modificaciones consisten en dividir |os gene-
radoresddl ideal monomia desoportefinitoend+1 clasesdistintas, deformaqueen cadaunade
ell as, con un orden especid , podamos utilizar | aderivaci n propiade losidedesegables Obser-
vamos que estos razonami entos estén basados en € hecho deque paratodoidea perteneciente d
semigrupo torico especid exige unafactorizacion en ideaes monomiaes completos de soporte
finito de clase i, con todos los factores de distintaclase. No dbstante exi gen i ded es comple-
tos de soporte finito para los cuaes existe esta factorizaci 6n, pero que no pertenecen d semi-
grupo torico especid; paraestosidea estambién se tendr(dla resolucion minima anteriormente

mencionada.

Una vez establecida dicha resolucion, en la seccion segunda, determinamos los nimeros
de Betti de los idedes del semigrupo torico egpecial. L a determinacidn, una vez conocida la
m



12

resolucion minima, ha resultado muy simple ya que, con un razonamiento muy sencillo, se

puede mogtrar que coincide con € rango de los médulos li bres encontrados.

Observamos que dichos nimeros de Betti silo dependen, aparte dd indice, dela dimension
y del orden ddl ided del semigrupo térico especia, par 1o cua coinciden con |os delapotercia
del maximal quetiene el mismo orden que € ideal considerado. Damos, en esta mi sma seccion,
también una formula combinatoria que nos permite encontrar dichos nlimeros

En la tercera secci 6n calculamos los modulos de s cigias de un ided perteneciente d semi-
grupo torico especia. Para elo utilizamos de forma esencia que la resolucién minimal que
hemos encontrado es unaresolucion exacta. En funcion de esta resoluci 6n damos los modul os
desicigias dd ided considerado, como lasimagenes por cada derivaci on de los modulos libres
gue componen laresol ucion minimal.
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4.1 Unaresolucién minimal paralos idealesper tenecientesal semigrupo td ico especial.

En esta secci On estudi aremos una resolucién minimal para los idedes del ssmigrupo térico
especid gue, en secciones siguientes de esta M emori g, utilizaremos paracalcul ar lassicigiasy
los nlimeros de Betti de dichos ideales.

Para la construccion de la resolucidén minimal seguiremos un razonamiento similar, aunque
con las necesarias y l@icas transformaci ones para adaptarlo a nuestro caso, al seguido por
Elighouy Kervare en [El] .

La relaccion entre |os idedes estables, y los € ementos del semigrupo térico epecid se
establ ece através dela biyeccidn que existe entre los generadores de los ideaes del semi grupo
torico especial y unapotenciadel ideal maxima adecuada, que pertenece alos ided es estables

Podemos entender los ideales del ssmigrupo térico especia, como un 'pegado’ de idedes
estables con una zona de transici6n que garantiza que el 'pegado’ s lleva a cabo de forma
coherente, en | os que hemos utili zado para definirlos unos ordenes distintosal habitua paralos
nameros {1, ...,d} donde d esladimend 6n de anillo A.

Con edas ideas veremos como < trandorma el razonamiento hecho en por Eliahou y
Kervairey y como dicho razonamiento nos conduce alaresolucion minima de los idedes dd

semigrupo torico especid .

DEFINICION4.1 Dado un anillo local (A, M) yun A-médulo B, decimos que (Li, d;) esuna
resolucibh minimal de B si (L;, d;) esunaresolucibh de B y ademasd; (L;) C ML; ;.

En esta secci 6n de la Memoria cambiaremos un poco la notacion con el fin de hacerla ma’s
simple.

Sea (A, M) un anillo local regular dedimension d, {z1,. .., x4} unsistemaregul ar de par&
metrosde A e I un eementodel semigrupo torico especial de A.

Consideremos d anillo R = Z[X, ..., Xy], ¢ & homomorfismo candnico de R en A que
cumple que ¢(X;) = x;, entonces consideremos d ideal en R generado por los & ementos
u = ¢~ *(w) donde w recorre los d ementos de un sistemaminima degeneradores de ! formado

por monomiosenzy, ..., zq Porsimplicidad ata s $emadegeneradoreslo Il amaremos a partir
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de ahora le [lamaremos sistema minimal de generadores de I y a sus elementos generadores
mini mal es.
Por d siguiente teoremadebido aJ Eagony M.Hochger en[E] tenemos que basaencontrar

unaresolucién minima de J paratener unaresolucid minima de .

TEOREMA 4.1 Con lanotacidhanteriormente introducida s (L;, d; ) esunaresolucibh minimal

de J entonces(L; ®r A, d; ®r Id) es unaresolucibh minimal para /.

Como I estéen & semigrupotéricoespecial exigenidedes; i =0, ..., dtalesque I = [] I;
y paralos que se cumpleque cada I; esdetipo i si I; # A. Eq0s ided es nos dan también una
factorizacion de J enlosidedes J; = o~ 1(1;).

Exide, por loyavigo enla seccion tres del capitulo cuatro, una biyeccion entre | os gene-
radores minimaes de J y los generadores minimaes de M* cont = ordy(I), siendo M =

= (X1, ..., Xy) R. Dichabiyecci 6n serétenotada por ¢.

DEFINICION4.2 Sea X = H;l:l X;‘j un monomio. El orden <;estal que 1<;... <; i — 1<;
<i i+ 1<;...<id — 1<;d<; i. Claramente el orden <4 esigual al orden natural. Cada <;
induce un orden lexicogr &fi co inverso. max; (X)) (min; (X)) esel maximo (minimo)ihdice en &
orden <; con exponente en X no nulo. Para snplificar, escribiremos, algunas veces, max (X))
(min (X)) enlugar de maxy(X) (ming(X))

DEFINICION4.3 Con la notaciGh ya vida, definimos b; = ord(1;) yc; = .. b;.

i#j

DEFINICION4.4 Seawu un generador minimal de J y ¢(u) = H;l:l X7, decimos que u es de
clasei # 0 existeuni tal quea; > ¢;.

S u noesdeclasei paraningCh i # 0, entonces decimos que « es de clase 0.

DEFINICION4.5 e(ji,. .., Jjs;u) esunsithbolo posbles j; < j, < ... < js Y u €sun gene-
rador minimal de J.
S e(ji,...,js;u) esun dmbolo posible, entonces ordle(ji1, ..., js;u)] = s.

Cs =®e(j,. .., Js;u)R, dondee(j1, .. ., js; u) €sun dinbolo posbledeorden sy C—1 = J
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DEFINICION4.6 Dadoe(ji,...,jsu), con¢(u) = [[%_; X" denotamos por u; a:
1.¢ "(¢(u)X;,/X;) d laclasede uesj £0y j # ji.
2. ¢ (d(u)X;,/ Xmaxw)) Si ladase dew €s0, aj, < ¢;, Y ji < max(u).

3. u en otro caso.

DEFINICION 4.7 Definimos D, (e(j1, .. ., js; u)) por

s

Z(_l)l (ij€<.]17 s infla.]'iJrlJ e 7]87“’) - yie(jla s 7ji717ji+17' e 7.]87“1)) Si s % 0

i=1

donde inu = YiU;

uds=0
LEMA41 S s > 1entonces (u,); = (uy),

Demostraci @h
Sea ¢(u) = Hizl X,,%m. Sn perdida de generalidad podemos suponer quet < r. Por la
proposd cion 3.12 es suficiente probar que ¢ ((u, );) = &((uy).)

l.uesdedaej#0,a; >c; +1,Y ji, j, # Jjentonces

o(w)y) = LXi Xy

X; X

ol(w)) = A

2.uesdedaxej #0,a; =c¢; + 1, ji, jr # j Y jr > max(u) entonces

o)) = 20X Xy 00X,

Xj X X
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3.uesdedaej #£0,a; =c¢j+ 1, ji, jr # j Y jr < max(u) entonces

_¢(u)X7r Xit
o) = S

p(u)X;, X,
X Xmax(u)

¢<(ut)r) =

4.y esdeclaz j # 0,y unodedlos, por ejemplo, j, esigud aj, entonces

5.siuesdedae0, a;. < cj,, aj, < ¢, max(u/X max(w) < Jjr < max(u), entonces

S — 20Xe X S,

Xma.x( u) Xjr Xma.x(u)

O((ue),) = m

6.u esdedase 0,0; < c¢;,a; < cj,e=max(u/X maxw)) > Jr

o((u,)y) = 2Xe X

Xmax(u) Xe



7. sl u esdeclase 0 y uno de dlos, por g emplo, j- cumplequea;, = c¢;,, entonces

o((ur)) = d(ur)

8.si uesdeclae 0y j. > max(u), entonces

O((ur)e) = duy)

¢((ue)r) = o(ut)

y tenemos € resultado deseado.

PROPOSICION 41 (C,, D,) esun complego

Demostraci 6h
Necesitamos probar que D, 1D (e(ji, ..., jsu)) = 0.
e Sis=1,entoncesestrivid.

e Sis > 1, entonces definimos:

S

Dsl(e(jla s ’js; U)) = Z<_1)1X]16(j1) .. '7ji717ji+17 .. '7j5; u)

i=1

S

D$2(€<j1, .. 7]8’u>> - _Z(_l)zyle(jb .. '7ji—laji+1a .- '7j$; uz)

=1
Ahoratenemos que:

s

Ds—llel(e(jla s >Jsau)) = l)s—l1 <Z<_1>2X]Z€(]17 <. 7ji—17 ji+17 s

=1

s i—1

= Z Z<_1)l+ijszme<]l7 teey jm717jm+17 s 7]’7,'717 ji+17 oo

i=1 m=1

,js;U)) =

Jsiu)+

17z
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+ Z Z (_1)i+m_1inije(j1> s 7ji—17ji+17 cee >jm—17jm+17 s 7j8; U) =0
=1 m=i+1
Por otro lado:

(Dsoi'Dg® +Dy_i*DSY) (e, - - - jssu) =

- Ds_ll (Z(_l)i+1yi€(jl> c e 7ji—17 ji"rla v 7j5; ul)) +

=1

+Ds—12 (Z(_l)ZX]zeOla B 7ji—17ji+17 SR ]s7u)> =

=1

s 1—1

= Z Z<_1)i+m+linjme<jl7 <. 7jm*17jm+17 v 7ji*17ji+17 ceey j57u1)+

=1 m=1

+ Z Z <_1)i+minjme(j17 oo 7ji*17ji+17 L) jm*17 jm+17 cee 7j5; ul)+

=1 m=i+1

S
+ZZ Z+m+1 (j17“'7jm717jm+17"‘7ji*17ji+17-"7js; um)+

=1 m=1

S S
+Z Z (_1)Z+mmeJze(j17 .. 7ji*17ji+17 R 7jm*17jm+17 v 7j5; U/m) =0

=1 m=i+1

y
s
Ds,12D32(6(j1, e ,js; U)) = DS,12 (Z(_l)lJrlyie(jly o 7ji*17ji+17 ceey ]Sv uz)) -
=1
s 1—1
= ZZ z+m+2 (]17 "7jm—17jm+17"'7ji—17ji+17--'7js; (uz)m)+
i=1 m=1

+ Z Z - Z—’—m—‘_lyi,me(jl7 v 7ji—17 ji-l—la s 7jm—1a jm+17 ceey jS? (uz)m> =0
= =i+1

yaque (u;)m = (Um)i €Ym; = Yi.m conloque(C;, D,) esun complgo.
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DEFINICION4.8 Sea e(ji,...,jsu) un sihbolo posible y ¢(u) = []%_, X" entonces
e(j1, ..., Js;u) esun simbolo inadmisible S:

1. utieneclaze j # 0y existe k tal que j, = j.

2.utieneclae 0y j, > max(u)

3.utieneclase 0y existek tal quea;, = c;,

DEFINICION4.9 Sea N, = ®e(jy, ..., js;u)Rdondee(jy, .. ., js; u)esundirbol oinadmisible

conordens, 9 s> 0,yNy=N_; =0

Claramerte D (N,) C N,_y, y entoncess L, = C,/N,,y d, esla derivacion inducida,

entonces tenemosque (L., d,) esun complejo.

DEFINICION4.10 Sea e(ji, ..., js;u) un dibolo posible, decimos que e(j1, .. ., js;u) €sun

siibol o admi 9 ble, si no es un sifdbol o inadmisible.

OBSERVACION 4.1 Trivialmente tenemos que L, ~ @e(ji,- .., js;u)R, donde e(jy, ..., jgu)

es un dirbol o admisibl e.

DEFINICION4.11 Seawu, v generadores mnmales de J, decimos queu < v Si

1. Laclaszde u esmenor quela clase dewv

2. Lacdlae de u esigua alaclae dew, estaclase noesigua aceroy « esmenor que v end
orden lexicogréfico inverso inducido por el orden <, donde es laclase de w.

3. Laclasedeu esigud alaclase dew, estaclase esigua aceroy u esmenor que v en € orden

lexicogréf ico inverso inducido por el orden natura enN.
OBSERVACION 4.2 S e(j1, ..., js;u) €sun sihbolo admisible u, < w.

DEFINICION4.12 Sean e(jy,...,jsu),e(d), ..., ji;v) dos dirbolos admisibles entonces

decimos quee(ji,.. ., jsu) <e(jl,...,jlv) s
lLu<vw
2u=vY (ji,...,Js) < (j1,-..,7j.) enorden lexicogrifico inducido por € orden natural en

N.
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LEMA42 Seaa = e(jo,...,js;u) € Lsy1, 00ns > 0, entonces e(j1, ..., js;u) €S € mayor
siibol o en d(a).

Denostraci @h

Trivid.

DEFINICION4.13 Sea a = ze(ji,...,js;u), donde z es un monomo en Xq,..., X, y
e(ju, - - -, Js;u) esun sihbolo admisible, entoncesdecimosque a esnormal si z = 1 09

l.s=0,laclasedeu esj # 0y min;(z) =j

2.5 =0, laclasede u es0, y min(z) > max(u) 0 #j < max(u) ta queel exponentede X, en
¢(u) noesigud ac;,y X, | 2.

3.5s>0,lacasedeu esj # 0y min;(z) = j omin;(z) > j

4.5 > 0,laclasedeu es0,y min(z) > j; 0 #ij < j, tal queel exponente de X ; en ¢(u) no es

|gua| aCj,ij ’ Z.

DEFINICION4.14 Un demento de L, esnormal si es combinacibh li neal de dibol os normales

oesigual a0.

LEMA43 S f € L,noesnormal, entonces f esequivalentemédulo Img (d,, 1) aunelemento

normal.

Demostraci 6h

Swpongamos que f = ze(jy,. .., Jjs;u), donde z es un monomio. Entonces, por la defini-
cion de elemento normd, existe m td que z/z,, € A,y a = z/xpe(m, ji,. .., js;u) €
€ Lgy1, dla) = —f+ dmbolos en L, menores que f, y entonces podemos sudituir f mo-
dulo I'mg (d, 1) por € ementos ma pequefibs, y asisuces vamente. Pero este proceso tiene un
fin porquehay so6lo una cantidad finitade Smbolosy entoncestenemos que Il egar aun elemento

norma .

LEMA44 Seaa = ze(ji,...,js;u) € Ls, un lemento normal y sea b = ye(jy,. .., j.;v),
donde z e y son monomios, tales que & mayor eemento en d(a) aparece en d(b), entonces

e(Ji, -, Jssu) < e(fi, .- - g v):



121

Demostraci @h
_ d a; o d ) . .
Seau = [[;_1 X%, yv =][;—,X;%, entonces tenemos varios casos:

1.s=0vylaclasede uesj # 0: entoncesz =X ;". Tenemos que y =X ;v’, donde X ; {v’, y
uz =vy. Sin < eentoncesu = v; sin > e, tieneque X;" “u = vv'; entonces la clase
devesjyg = (n—e)+a; >a;luegou < v.

2.5 =0, laclasede v es 0y min(z) > max(u): Tenemos que uz = yv. Podemos suponer
quelaclasedev es0 y max(u) > max(v), yague en caso contrario no hay nadaque probar.
Si max(u) > max(v) entoncesv | u, y eto es absurdo. Si max(u) = max(v) tenemos dos
casps:

aVk < max(u) ay = gi, ENLONCES Gmax(u) = Jmax(w) Y U = V.
b.3k < max(u) ta que a; > g, €NtONCES Umax(u) < Gmax(w) Y U < V.

3.s=0, lacdasedeu es0,t = min(z) < max(u), y € exponentede X, en ¢(u) esigual ac;:
Podemos suponer, sin perdi da de generalidad, que laclase de v es0, y entonces tenemos que
X, | y. Sea z = (X;)™/, entonces tenemos dos casos

4.y = (X;)?v”, donde X; 1 v” y min(v') > max(u). Podemos suponer que max(u) >
> max(v); Entoncesn < e,y uv’ = v” X, "v, y estamos en el caso 2.

52 = (X,)(Xy)"h, donde ' = min(@) < max(u) y min(h) > max(u), entonces
y= (X, (Xp)?h' con X;, Xyt h/,n <e,n' < €y estanosen 2 otravez.

Si s > 0 entonces podemos suponer por laobservacion 4.2, queu = v.

1s>0,laclasedeu esj # 0,y z =X;", entonces 2. X ;, = yX;, (¥) Ye(ja,...,jsiu) =
= e(J1s- -y JrotrJrsr -+ Jsu) (). POr (x), y yaque j. # j tenemos que j;, = ji Yy
entoncesr =1,y e(ji,..., jssu) =e(j],...,J5v)

2.5 >0, laclaedeues;j # 0,y z =X;™’, conmin(v') > j; y X; { v’. Tenemos de nuevo
lasigua dades (x) y (*x), y por tanto s tieneque j. > j;. Sir > lentoncesj, = j._, <
<guyeljy, - jsiu) <e(fy,-..,isv). Sr=1entoncestrivilmente e(jy, ..., js;u) <
< e, o0 div).

3.5 >0, laclasedeu es0,y min(z) > ji, entoncestenemaos (x) y (), y estamosen d [l timo

Caso.

4.5 >0, laclaede ues0, min(z) < j1 y existe k tal que d exponente de X en ¢(u) esigud
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acky z =X conmin(v') > ji. Otraveztenemos (x) y (xx), yyaque j. # k setiene
que;j’ > ji y estamos en e caso 2.

5.5 >0, laclasedeu es0, min(z) < j1 y exigen k, k' taesque & exponente de X en ¢(u) es
igual acy, y e de X}, esigua acy y z =X;°X v’ conmin(v') > j;. De nuevo tenemos ()
y (xx), y yaque j. # k, k' entonces setiene que j. > j; y de nuevo esamos en d fina de

caso 2.

LEMA45 S f € ker(d,) esun eemento normal, entonces f = 0.

Denostraci 6h

Sea f € ker(dy), f unelemento normal, f # 0; ¢ & mayor Smbolo en £,y a & mayor simbolo
en d(c); entonces por & lema 4.4 a no puede cancelarse contraninglin otro término en d( f). Y
por tanto d(f) # 0.

PROPOSICION 42 ker(ds) = Img(ds+1)

Demostraci @h
Sea f € ker(ds), entonces3g normd, tal que f = g+ Img(ds+1); y portanto 0 = d( f) = d(g),
ypordlemad5g =0,y f € Img(d,1), conloqueker(d;) = Img(d1).

OBSERVACION 4.3 Esta propod cibh nos dice que (L,, d,) esuna resolucibh de J, y ya que
ds(Ls) C (Xy,...,X4)Ls_ 1, entonces (L, ®r A,d, ®p Id) esuna resolucidh minimal de /.

OBSERVACION 4.4 No necesitamos que I € S(A), tenemos la misma resolucith minimal si /

es un x-producto de ideales de clase j, donde dos ideales con lamisma clase son @ mismo.
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4.2 Losnumerosde Betti de los ideales del semigr upo térico especial

Fijaremos como en todo lo anterior un anill o local regular (A, M) dedimensg 6nd, un 9 sema
regular de pardmetros dedicho anillo {x 4, ..., z,} yunided I € S(A).

A patir de ahora llamaremos k a cuerpo % Definimos el i-é3mo nmero de Betti de 1,
B;(I), como lak-dimend 6n dd espacio vectorial Tor; (k, I).

En la seccion anterior encontramos una resoluci on minimal para estosidedes, (L, ®z A),
donde R = Z[X4, ..., X,]. Podemos, pues utilizar dicharesolucion paracacular Tor;(k, I).

Ahoraal ser una resolucion minimal entonces [d; ® g A] ®4 Id = 0y por tanto € i-ésimo
nlimero de Betti de 7 esigual d rangode L; ®r A, 0lo que eslo mismo, a rango de L;, por lo

queesevidenteque B;(I) =05 i>d

TEOREMA 42 Seal € S(A) entonces B;(1) = B;(M*®), dondea = ord(I)

Denostraci @h
Haremos la demostracion por induccion ent = # A, donde A = {;j / hay en el arbol asociado a

I unaramaetiquetadacon j saliendo del origen}

e Sit =0;entonces I es unapotencia del ided maximal, y la propod cion es trivid.

e Sit > 0; Podemos suponer, sn perdida de generdidad, que d € A, ya que esto = consigue
reordenando | os eementosdd sistemaregular de parametrosfijo, con lo que tendriamosotra
resolucion minimal. Perolos nlimeros de Betti no dependen de laresoluci 6n mini mal € egida,
puesto que son la dimensién de T'or; (k, I), y ed0s espacios vectoriales no dependen de la
resolucion eegida
Sea I' el ided monomia completo de soporte finito asociado a &tbol que obtenemos
éliminando la rama etiquedacon d; 9§ [ = Iy ... [;, donde [, = Asij ¢ A e
I; esunided declase j si j € A, una factorizacion de I en idedes de clase j entonces
I'= (Igx M%) I, ... x I,_4,donde b = ord,(1,;). Usando esta factorizacion tenemos
quee(ji, ..., jiu) € Li(I) < e(ji, ..., ji;o(u)) € Li(I'), donde o eslabiyeccién entre
conjunto minima degeneradoresde I,y € conjunto minima degeneradoresde’, y entonces
Li(I) ~ Li(I'), y aplicando lahipétesi sde induccion B;(1) = Bi(I') = Bi(M?).
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LEMA46 S0<g<n,d>1,yn > 1, entonces

n

=m0

Denostraci 6h

Haremos | a demostracion por induccionCenn. Sin = 1 entoncesq = 0 estaigud dad estrivid.
Sean > 1 entonces

e ¢ <n — 1tenemos que

n

Dol G [ G b ol G [y R (e [

(d+n—=2\[(d+q—1 d+n—-2\(n—-1\  (d+n-=2!(d+q—-1!
_< d+q >( q >+< n—1 )( q )_(d+q)!(n—2—q)!q!(d—1)!+
N (d+n—2)! CdAen—2Vd+q-—Dn—-1—q)+d+n—2)(d+q)!
(d—Dl(n—1-¢q)q' d+!l(n—1—q)qg!(d—1)! B
Cdtn =2 d+qg-—D!n—-14+d)  (d+n-D(d+qg—-1)!
o d+ ) n—=1=)g d=1) @+ (n—1—¢)¢ (d—1)

_ (d—i—n—l) (d—l—q—l)
\ d+gq q
e Sig=mn—1,laproposicion estrivid

COROLARIO 41 Sea(A, M)un anillo local dedimensith d, sea I un ideal monomial compl eto

de soportefinitoy a = ord 4 (I) entoncessu i-8imo nimero deBetti (0 < i < d) es

By(I) = <d4;i;1> (a+§—1)
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Demostraci 6h
Par el teorema anterior es sufi ciente probar que
d+a—1\ fa+i—1

s = (7))
Probaremos estai gualdad contando € nCimero de generadores minimales » de M conun m =
= max(u) dado. Ede niimero es (“jn ™ 2) , porgque lad vision por x,,, nos da unabiyeccion entre
este conjunto y el conjunto de monomiosen x4, ..., x,, de gradoa — 1. Ahora paracadau, en
estas condi ciones, se ti enen (mi‘l) elementos admi s bles, y entonces:

o $ () ()

m=i+1

OBSERVACION 4.5 S dim(A4) = 2 entonces por [L2] tenemos quesi 7 isunideal monomial
completo de soportefinitoentonces I € S(A); y podemosapli car losresultados de esta seccibh

sin ningun problema.

EJEMPLO 4.1 Condderemos un anillo local regular de dimensith 3, A, un 9gema regular de
paréimetros {z,y, 2} de Ay dideal I = (12,y, 2) A.
Entonces tenemos que

Ly@rA=e(r?)Ade(y) Ade(z) Ay por lotanto By(1) =3 = (*11;1) ("5

LiorA=e2a?)A@eBa?)A@e(2 2)Ay Bi(l) =3=("1}") (7))

1+1

Ly®rA=e(2,3;2%)Ay By(I) = 1= (*115Y) ("2
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4.3 Los modulos de scigiasdelos ideal es dd semigrupo térico egecial

DEFINICION4.15 Sea R un anillo, M un R-nduloy L un R-matu o libre tal que exista una
aplicacibh suprayectiva de L en M. Al nucleo de esta aplicacibh se le denomina un primer
nmbdul o de sicigiasde M.

El -85 mo nbdul o de sici gias se defi ne i nducti vamente como el primer niddul o de sicigias
del (¢ — 1)-médulo de sicigias de M.

Fijemos ahora, un anillo loca regular de dimension s, (A, M),y unided de S(A), I.

Utilizando la anterior resolucion minima paraun ideal del semi grupo térico especia de un
anillo loca regular podemos cacular fécilmente los médulos de sicigias correspondientes a
dichoided I.

El resultado obtenido se encuentra en € sigui ente teorema:

TEOREMA 43 Con |la notaci6h dela seccibh 1 de este mismo capitulo se tiene queel j-8no
mdul o desicigiasde I es (dj ®r I[d)(L; ®r A).

Denostraci h

Lo haremos por inducci6n en ;.

e Paraj = 1 tenemosque dy®  Id es unaaplicaci on suprayectivade Lo ® z A en Iy por tanto
un primer médul o de sicigias de I es € nicleo de dicha aplicacilh, pero como es parte de
unaresolucion de 7 egenucleo esigud a(d, ®gi Id)(L; @R A).

e Paraj > 1. Por hipdtesis de induccion € (j — 1)-dmo médulo de sicigias de [ esigua a
(dj—1 ®pg Id)(L;—1 ®r A) Yy entonces un j-ésimo modulo de sicigiasde I esd ncleo de
dj_1 ®pr Id, esdecir, (d; @r Id)(L; @r A).
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EJEMPLO 4.2 Condderemos un anillo local regular de dimensibh 3, un sistema regular de

paréimetros de dicho ideal {z,y, 2}y el ideal monom al compl eto de soportefinito, /, generado
por 22, y, 2.

Tenemos que:

(di ®g 1d)(e(2;2%) ®r 1) = yle(z?) ®g 1] —2?[e(y) @R 1]
(di @R Id)(e(3;27) ®p 1) = z[e(z?) @R 1] — 2%[e(2) @p 1]
(di ®r 1d)(e(2;2) @r 1) = yle(z) @r 1] — z[e(y) @R 1]

Por lo tanto un primer métulo de S cigiases & generado por y[e(2?) ®p 1] — 22[e(y) ®@g 1],
zle(z?) ®@r 1] — 2%[e(2) ®r 1], yle(2) @r 1] — 2[e(y) @r 1].



128

BIBLIOGRAFIA

[A] S.S Abhyankar, On the valuations centered in alocal domain, Amer. J Math., 78, 321-348,
(1956)

[C-G-L] A. Campillo, G. Gonzd ez-Sprinberg and M.Lgeune-Jdabert, Clusters of infinitely
near points, Math Anna en, 306, 169-194, (1996)

[C-G] A. Campillo, G. Gonzalez-Sprinberg, Onthe char acteristic cones, clusters and chains of
infinitely near points. Briskoru Anniverersary Vol ume. Progressin Math. Volumen 162, (1998)

[Cul] S.D. Cutkosky, Factorization of completeideals. Journa Algebra, 115, 144-149, (1988)

[Cu2] S.D. Cutkosky, On unique and almog uniquefactorization of omplete idealsll. Inv. Math.,
98, 59-74, (1989)

[Cu3] S.D. Cutkosky, Complete Ideal sin Algebra and Geometry. Contemporany Mathematics,
159, 27-39, (1994)

[Cs] E. Casas-Alvero, Infinitely near imposed singul arities and g ngularities of polar curves
Math. Ann., 287, 429-454, (1990)

[D] P Ddigne, Intersections sur lessurfacesrilttesin“ Groupes de Monodromie.. . . (SGA7,I1)
', Lecture Notes in Math., no 340, Springer-Verlag, (1973)

[E] J. Eagon and M. Hochster, R-sequences and indeter minates, Quart. J Math., 25, 6111,
(1974)

[EC] E Enriques y O. Chisini, Lezioni sulla teoria geometrica dell e equazioni e de le fuzioni
algebriche. Bologna. Zanicheli (1915)

[El] S. Elighou and M. Kervaire, Minimal resol utions of some monomi al ideals, Journal of Al-
gebra, 129, 1-25, (1990)

[En] O. Ender, \al uation theory. Springer-Verlag (1972)



129

[F] W. Fulton, Introduction to Toric \ari eties. Princeton Universty Press (1993)

[G] H. Glhner, Semifactoriality and Muhlys condition (N) in two dmensonal local rings, J.
Algebra, 34, 403429, (1975)

[He] M. Herman, S. Ikeday U. Orbanz, Equimulti plicity and Blowing up. Springer-Verlag (1980)

[Ho] M.A. Hoskin, Zero-dimens onal valuation ideal s associated with plane curve branches,
Proc. London Math. Soc (3), 6, 7088, (1956)

[Ka] I. Kaplansky, Connutative rings The University of Chicago Press (1974)

[Kel G. Kempf, E Knusdsen, D. Mumford, B. Saint Donat. Toroidal embeddings |, L ectures

notes in Mathematics

[KI] SL. Kleiman, Toward a numerical theory of ampleness, Annas of Math, 84, 293-344,
(1966)

[L1] J Lipman, Rational 9 ngularities, with appli cationsto algebraic surfacesand uni que fac-
torization, Publ. Math. Ins. Hautes Ctudes ci., 36, 1952179, (1969)
[L2],Oncompleteidealsinregul ar local rings. Al gebraic Geometryand Conmutative

Algebra, val 1, in honor of Massayoshi Nagata. Kinokuniya, Tokyo, 203-231, (1988)

[L3] , Proximity inequalities for conmplete ideds in two dimensonal regular local

rings Conmutative Algebraweek, Mount Holyoke Colllege, (1992)

[L4] , Adjoints and polars of simple complete ideals in two dimensial local regular
rings Algebraand Algebraic Geometry, Tenerife, (1992)

[Lj] M. Lejeune-Jd abert, Linear systems with near base conditions and conpl ete ideal s in di-
mend on two, Preprint (1992)

[N] D.G. Northcott, Lessonson rings, modul esand multiplicities Ed. Cambridge at the Univer-
sity Press, (1968)

[O] T. Oda, Convex bodies and al gebraic geometry. An introduction to the theory of toric vari-
eties, Ergebnisse der Math., 15, Springer-Ve arg, (1988)

[R1] D. Rees, \aluati onsassociated with ideals. J L ondon Math. Soc.(2), 31, 221-228 (1956)



130

[R2] D. Rees, \aluations asociated with a local ring. J. London Math. Soc.(2), 31, 228-235
(1956)

[R3] D. Rees, Hilbert functions and pseudo-rational local rings of dimension two. J. L ondon
Math. Soc.(2), 24, 467-479 (1981)

[Re] A. Regeral [pez, Proximidad, cCimulos eideal es completossobresingularidades racionales
de superficie. Tesis Doctord . Univers dad de Valadolid, (1993)

[Sp] M. Spivakovsky, Sur |a cohomologi e de varietCs algibraiques J. Math. Pures et Appl ., 36,
(1981)

[Z1] O.Zariski, Polynomial ideal sdefined by infinity near base points, Amer. J. Math, 60, 1511
204, (1937)

[Z2] , The reduction of the sindularities of an algebraic surface. Ann. of Math. (3),
40, 639-689, (1939)

[Z3] , Algebrai c Surfaces (second supplemented edition). Springer-Verl ag, (1960)

[Z-9 O. Zariki and P Samud, Conmutati ve Algebra. \blume II. D. Van Nostrand Company,
Inc., (1960)



	INDICE
	Introducción
	Capítulo1Ideales completos. Conos característicos yexplosiones
	1.1 Dependencia entera e ideales completos
	1.2 Divisores excepcionales e ideales completos
	1.3 Conos característicos

	Capítulo2Ideales monomiales completos, polígonosde Newton y valoraciones monomiales.
	2.1 Grupos ordenados, valoraciones monomiales e ideales monomiales completos
	2.2 Regiones de Newton e ideales monomiales radicales para el maximal.

	Capítulo3El semigrupo tórico especial
	3.1 Clusters tóricos e ideales monomiales completos de soporte finito.
	3.2 Ideales monomiales completos de soporte finito de tallo i
	3.3 El semigrupo tórico especial de un anillo local regular

	Capítulo4Estudio homológico de los ideales delsemigrupo tórico especial
	4.1 Una resolución minimal para los ideales pertenecientes al semigrupo tórico especial.
	4.2 Los números de Betti de los ideales del semigrupo tórico especial
	4.3 Los módulos de sicigias de los ideales del semigrupo tórico especial

	BIBLIOGRAFIA

	fffff: 


