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Prefacio

El origen del trabajo es la memoria titulada ”Optimal Sequentially Planned Decision
Procedures” debida a Norbert Schmitz, publicada en 1993. Los resultados de esta memo-

ria de los cuales hemos hecho uso estan recogidos en el primer capitulo.

Sobre el modelo introducido por Schmitz, hemos ido obteniendo resultados tanto de
tipo probabilistico, que hemos recogido bajo el titulo Anélisis Estocastico, como de tipo
estadistico que se concretan en un estudio de la suficiencia y la invariancia para dicho

modelo.

En la presente memoria se estudian diferentes aspectos de los problemas de decisién
secuencialmente planificados asociados a un problema de decision secuencial general. Los
problemas de decision secuencialmente planificados son problemas secuenciales en los que
en cada etapa no sélo se decide si parar o seguir con el muestreo, sino en este ultimo
caso qué numero de observaciones tomar en la siguiente etapa; el tamano de la siguiente
submuestra dependera de la informacién obtenida hasta ese instante.

Se va a tratar de un problema de decisién dindnima, cuyo espacio de tiempos A, va a estar

constituido por sucesiones de niimeros naturales.

En el primer capitulo, de caracter introductorio, se plantean los problemas de decision
secuencialmente planificados, se muestran algunos ejemplos para ilustrarlos, y se define
el problema de muestreo optimo: secuencia de tamanos muestrales, que indica en cada
coordenada el tamano muestral a tomar en la correspondiente etapa. Para la mejor com-
prension de los siguientes capitulos se exponen los algoritmos que permiten encontrar el
plan de muestreo 6ptimo para un determinado problema de decisién secuencialmente pla-
nificado en dos situaciones, cuando el conjunto de posibles secuencias muestrales es finito
y en el caso general.

También se incluyen condiciones necesarias para la existencia del plan de muestreo éptimo.



En el segundo capitulo dedicado al analisis estocéstico, se estudia el problema de parada
opcional para una sucesién de planes de muestreo {7}y, de forma que entre 7, y 7,41
se verifica una relacion de orden parcial < que permite identificar en este caso a 7,, como
predecesor de 7, 1.

Con este objetivo, empiezo por realizar un andlisis de las propiedades de los planes de
muestreo; defino para ello las o-algebras asociadas a los mismos y estudio sus carac-
teristicas. Asimismo, defino por su utilidad en analisis posteriores a partir de un plan de

muestreo dado:
e la secuencia muestral con a lo sumo k etapas.
e la secuencia muestral con a lo sumo j observaciones.
e se comprueba que son planes de muestreo y se estudian sus propiedades.

Estos planes de muestreo se corresponden en este tipo de problemas, con la aproximacion
usual de un tiempo de parada T por T,, = min{7,n}; en nuestro caso podemos aproximar

un plan de muestreo de dos formas distintas.

Se obtiene un resultado fundamental en este capitulo que es la verificacion del teorema

de la proyeccion opcional.

Se definen y se estudian a continuacién las propiedades de las martingalas, submartin-
galas y supermartingalas para las familias { X, B, } . 4 con indices en el espacio de tiempos

considerado.

Una primera solucién al problema de parada opcional se consigue en el caso de que la
sucesion de planes de muestreo sean sucesores directos.
Ahora bien para poder resolver el problema de parada opcional en el caso general, es
necesario recurrir a las definiciones de planes de muestreo alcanzables, fuertemente al-
canzables y finitamente alcanzables, definidos por Washburn y Willsky [30] basados en
funciones que bajo determinadas condiciones permiten pasar de un plan de muestreo a
otro plan de muestreo sucesor del anterior, y que aplicamos en el contexto de los proble-
mas secuencialmente planificados.
Se prueba el teorema de parada opcional para el caso de planes de muestreo finitamente
alcanzables y para planes de muestreo alcanzables; se demuestra finalmente que dos planes
de muestreo cualesquiera con la tnica condicién de que uno preceda al otro son alcanza-

bles entre si.



Finalmente se estudia el teorema de parada opcional bajo integrabilidad uniforme,
para ello se adaptan los conceptos de integrabilidad uniforme para el tipo de sucesiones
estocasticas que estamos tratando, y de ultimo elemento de una martingala o submartin-

gala, y se obtienen resultados interesantes en este sentido.

En los capitulos tercero y cuarto se ha tratado de generalizar al caso considerado, re-
sultados clasicos sobre suficiencia e invariancia de la teoria de la decisién secuencial.
La principal novedad de la generalizacién que se propone aparte del espacio de tiempos
considerado es construir los resultados a partir de familias no isoténicas de o-algebras
suficientes o invariantes respectivamente.
En el tercer capitulo se introduce el concepto de suficiencia en el modelo considerado y se
obtiene que los procedimientos de decisién secuencialmente planificados basados en una
familia de o-algebras suficientes transitivas forman una clase esencialmente completa.
Como las familias de o-algebras suficientes en general no son isoténicas, ello nos lleva a
definir los planes de muestreo respecto a una familia de sub-o-algebras no isoténica. Otro
concepto que se introduce en este sentido es el de familia de sub-o-algebra transitiva res-
pecto de otra familia de sub-o-algebras. Se resuelve el teorema de la proyeccion opcional

para familias de o-algebras no isoténicas; y se llega al resultado planteado.

En el cuarto capitulo se definen los problemas de decisién secuencialmente planifica-
dos invariantes bajo un grupo de transformaciones; se muestran propiedas bésicas de los
mismos.

Una vez planteados los procedimientos de decisién secuencialmente planificados invarian-
tes, nuestro objetivo es encontrar el procedimiento de decisién secuencialmente planificado

invariante 6ptimo, que minimice la funcién de riesgo asociada al problema.

El inconveniente se presenta porque la familia de sub-o-dlgebras invariantes no tiene
por qué ser isoténica, por lo que basandonos en los conceptos definidos en el capitulo
anterior, buscamos el plan éptimo dentro del conjunto de planes de muestreo respecto de

una familia de sub-o-algebras no isoténicas.

Se soluciona el problema de muestreo éptimo invariante primero en el caso finito, y
a continuacién el caso de horizonte infinito y niimero maximo de etapas m. Se obtiene
en ambos casos que el plan de muestreo 6ptimo es invariante y es plan de muestreo res-
pecto de la familia no isoténica de sub-o-algebras. Se trata finalmente el caso general,
obteniéndose el plan de muestreo 6ptimo invariante, pero que no es plan de muestreo

respecto de la familia no isoténica.



Y en la ultima seccion de este capitulo se dan condiciones acerca de la funcién de pérdida
para aproximar la solucion del problema general a través de los problemas truncados en
m etapas; proporcionandose dos aproximaciones.

Si el valor del problema general se puede aproximar por los valores de los problemas
truncados, se tiene que el plan de muestreo éptimo es invariante y es plan de muestreo

respecto a la familia no isoténica.
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Capitulo 1

Procedimientos de Decision

Secuencialmente Planificados

Los procedimientos de decision secuencialmente planificados, surgen con la idea de de-
sarrollar una teoria generalizada de la decision secuencial de manera que conserve las

ventajas de los procedimientos secuenciales, evitando sus inconvenientes.

Los procedimientos secuenciales tienen entre otros objetivos: evitar el sobremuestreo
y por tanto reducir los costes muestrales, asi como resolver problemas que no pueden lle-
varse a cabo mediante procedimientos que utilizan muestras de tamano fijo. Ademas las
observaciones no son tomadas todas a la vez, sino por etapas, en cada una de las cuales

la toma de decisiones esta basada en la informacién disponible hasta ese instante.

Y como inconvenientes, podemos observar entre otros los siguientes: el tiempo de
parada asociado al procedimiento secuencial minimiza el niimero esperado de observa-
ciones, pero no los costes muestrales, y en muchas ocasiones es mas caro evaluar k£ muestras
de tamano uno, que una de tamano k. Otra objecién a los procedimientos secuenciales,
seria que en algunas investigaciones cientificas las observaciones necesitan un tiempo de
desarrollo, por lo que no parece logico ir obteniendo las observaciones una a una.

Una desventaja mas, viene causada por la idea de que tamanos muestrales pequenos

pueden ser el resultado de ”outliers”.

Estas observaciones plantean el investigar grupos de items cuyos tamanos muestrales
dependan de la informacién disponible en cada instante, lo que nos lleva a los Proce-
dimientos Secuencialmente Planificados. Estos consisten en generalizar la teoria de la
Decisién Secuencial, investigando grupos de observaciones muestrales de tamano variable.

El tamano de los grupos dependerd de la informacién obtenida hasta ese instante.
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En este primer capitulo definiremos los Procedimientos de Decision Secuencialmente
Planificados planteados por Schmitz [25] basados en el concepto de ”variables de control”
debido a Haggstrom [9], y posteriormente trataremos el problema de muestreo éptimo [25],
en el caso finito y en el caso general; consistente en encontrar un plan de muestreo que
minimice o maximice el valor del problema. Se incluye la solucién detallada del problema
de muestreo éptimo que puede ser clarificadora para capitulos posteriores en que se hara

referencia a la misma.

Todos estos conceptos seran imprescindibles para el posterior desarrollo sobre analisis
estocastico, invariancia y suficiencia de los procedimientos de decisién secuencialmente

planificados, que llevaremos a cabo en la presente memoria.

1.1 Procedimientos Secuencialmente Planificados

Empezaremos por introducir el espacio de los tiempos de nuestro problema:

Definicién 1.1.1 1. M C N denotamos:
Ay = U M U{()}
j=1
A = MN = {(a1,as,..)  a; € M,Vi e N}

2. Sia=(ay,...,a;),b=(by,...,b) € Apy definimosa = b, sij <kya;=0b,i=1,....].
3. 8ia=(a,..,a;) € Ay, b= (b1,bo,...) € Ay, definimosa = b sia;, =b;, i =1,..., ],

4. Sia=(ay,as,..),b= (b, by,...) € A%, definimos a X b si a; =b;, Vi € N.
En particular () < a, Va € Ay U A}

Observacién 1

1. El conjunto M describe el tamano de las posibles submuestras; (), significa no tomar

observaciones. Algunos ejemplos:

e M = {1,...,m}, el tamano de cada una de las submuestras es menor o igual a
m.

e M = N, no se impone ninguna restriccion acerca de los tamanos de las submues-

tras.

2. Ay (0 A), contiene todas las posibles secuencias finitas de tamanos muestrales. Ob-

viamente es numerable.
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Por ejemplo: a = (a4, ...,a;) € A, significa que comenzamos con una submuestra de
tamano a;, continuamos con otra de tamano as,,...

Llamaremos a los elementos de A U A* secuencias muestrales.
3. Dado a = (ay, ...,a;) € A, definimos:
eh:A— N, con h(a) = j, si a = (ai,...,a;) € A, h(()) = 0, proporciona el
numero de submuestras de la secuencia a.

eg:A— N, congla) =X a;sia=(a..a;) €A, g(()) = 0, proporciona

el tamano muestral total de la secuencia a.

o Asi,

A, = {a€ A:h(a) =k}
A* = {a€ A:gla) =k}

que son respectivamente el conjunto de todas las secuencias muestrales con k-

submuestras, y el conjunto de todas las secuencias muestrales de tamano muestral

k.

4. La relaciéon < es un orden parcial sobre A U A*.

a = b significa que la secuencia b es una continuacion de a.

5. Diremos que b € A es un sucesor directo de a € A, si a < b, y no existe ¢ € A tal
que a < c=<b.
Asi por ejemplo dado a = (ay,...,a;) € A, ak = (a1,....,a;,k), K € M son los
sucesores directos de a.
Para ai,as € A, con a; £ as £ a1, podemos obtener by;,bs € AU A* con a; < by, y
as = by, tales que by A by A by, es decir, (A, <) es un arbol.

Describimos a continuacién los procedimientos secuenciales donde los tamanos de las

sucesivas submuestras se determinan de forma secuencial.

Definicién 1.1.2 Un problema general de decision secuencial es una upla

((X, B), @7 (P0)0€®7 A; (Ba)aGAa (Da D)7 (La)aeA; C)

e (X, B) es un espacio medible.
e O es el espacio paramétrico.

e (P)oco es una familia de distribuciones sobre (X, B).



1.1 PROCEDIMIENTOS SECUENCIALMENTE PLANIFICADOS 10

AC A=UZ M U{()}, conjunto de las sucesiones muestrales admisibles finitas,

que juega el papel de espacio de los tiempos.

(Ba)aca, familia isoténica de sub-o-dlgebras de B, es decir, B, C B, C B, Ya,b, € A,

con a < b.

(D, D) espacio medible, llamado espacio de acciones.

(La)aca familia de funciones de pérdida
L,:9xDxX— [0,+)]
donde V8 € ©, y Vd € D, L, es B,-medible.

e c:0OxAXxX — [0,400) funcién de coste, donde V0 € ©, Vo € X, ¢(0,-,x) es

mondtona no decreciente en a.

Definicién 1.1.3 Un procedimiento de decision secuencialmente planificado (para un pro-

blema de decision general P) es un par (T,¢) consistente en:

1. Una funcion 7 : X — AU A*, tal que {1 < a} € By, y {7 = (a1,...,a;,k)} € B,
Va = (a1,...,a;) € A, Vk € M. Llamamos a T plan secuencial de muestreo no

aleatorizado.

2. ¢ = (Ya)aca familia de funciones de decision terminal aleatorizadas respecto a Bg, y

@ es el procedimiento de decision terminal.

Observacién 2

1.Si M = {1}, y A = A, es decir, después de cada observacién simple, se toma
una nueva decision, nos lleva a la definicion dada en los procedimientos secuenciales

habituales.

2. B, representa la informaciéon obtenida de la sucesién muestral a, 6 informacién

disponible en el instante a.

3. La hipétesis de la B,-medibilidad del plan de muestreo 7, significa que la decision
de parar con la sucesién muestral o decidir el tamano muestral de la siguiente sub-
muestra, depende unicamente de la informacion obtenida hasta ese momento. Una

interpretacion analoga tiene la B,-medibilidad de las funciones de decision terminal

Pa-

4. El conjunto A permite recoger restricciones del tipo

A={ac A:h(a) <k} A={acA:g(a) <k}
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5. En relacién con la definicién de A, extendemos la familia de funciones de pérdida de

forma que L, = oo, Va ¢ A.
6. Nos interesaran a efecto préacticos planes de muestreo con la propiedad
Pyco(re A) =1
VO € O, es decir que paren c.s. con sucesiones muestrales admisibles.

7. Si con frecuencia se admite la siguiente estructura de la funcién de coste ¢, ¢(0,n, )
representa el coste de la submuestra de tamano n, si Py es la distribucion de probabil-
idad asociada, y se ha observado z; se supone que una secuencia a = (ay, ...,a;) € A,
conlleva un coste _

J
C(0,a,2) => c(b,a; )
i=1

con C(6,0,z) =0, si 0 es el valor verdadero del pardmetro.

Asfi definidos, los Procedimientos de Decisién Secuencialmente Planificados son facilmen-
te aplicables. En primer lugar seleccionamos una muestra inicial de tamano a; de forma
deterministica, pues By = {0, X} (no hay informacién inicial). Con frecuencia serd
B, = o(Xy, -

acuerdo al plan 7, parar o elegir una submuestra de tamano as; donde a, es una variable

, Xg(a)) €n cuyo caso, de las observaciones i, ...,%4(,), decidimos de

aleatoria puesto que estd determinada a partir de B,, como funcién de X1, ..., X(q,).
Si se para se toma ¢,,. Sino la decision se toma en funcién de z1, ..., Zgay), --s Tg(a)+g(as)

y de nuevo esta es parar o muestrear de nuevo. Y asi sucesivamente.

1.2 Ejemplos

1. Los procedimientos secuenciales (N, o) cldsicos son un caso particular de los proce-

dimientos secuencialmente planificados donde M = {1}, y A = N.

2. El procedimiento de Stein [28] se puede ajustar a estos modelos. Este procedimiento
consiste en considerar X7, X, - - - una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas N(u,0?), siendo p, o? desconocidos. Para | > 0y
a € (0,1) tratamos de construir un intervalo de confianza a nivel 1 — a, con longitud
2l. Como probé Dantzig [4] no existe intervalo de confianza para una muestra de
tamano fijo con estas propiedades. Pero se puede resolver el problema segin el

siguiente resultado bietdpico dado por Stein [28]:

Teorema 1.2.1 Sea ny > 2, se toma una muestra inicial de tamano ny y se define

N = mé’X{n17 [Sgllt?llfl;a/Q/ZQ]}
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siendo X () la media muestral y S? la varianza muestral para una muestra de tamario

n. Entonces, tomada una seqgunda muestra, hasta tener un total de N observaciones,
es un intervalo de confianza a nivel 1 — « para p.

Veamos como se puede ajustar el procedimiento de Stein a los modelos de decisién

secuencialmente planificados:

Tomamos una muestra inicial de tamano fijo nq, utilizando
(Xa B); @7 (P9)9€@> (D7 D); a, Ny

Y = [Srgzl 't2171,a/2/l2] y M =N

n

Podemos describir el procedimiento de Stein a través de una procedimiento secuen-

cialmente planificado mediante

(n1) Y <mn
T =

(nl,Y — nl) Y >n
Pa(®) = (T(ga)) — L:T(g(a)) +1)

Asi el coste asociado es
Co -+ Ccnq + (CO + C(Y — nl))f{y>nl})
mientras que en un muestreo uno a uno, el coste seria

(co+c)n + ((co+¢)(Y — nl)I{Y>n1})
obviamente mayor que el anterior.
3. El procedimiento de inspeccién doble de Dodge y Romig [5], consistente en:

(a) Observar una primera muestra de n; piezas.

(b) Si el niimero de piezas defectuosas encontradas no excede de ¢;, nimero maximo

de piezas defectuosas permitidas para la primera muestra, se acepta el lote.

(c) Si el nimero de piezas defectuosas encontradas en la primera muestra excede
¢y, nimero maximo de observaciones defectuosas permitidas para la primera y

segunda muestra, se inspeccionan todas las piezas restantes.

(d) Si el nimero de piezas defectuosas encontradas en la primera muestra excede ¢y,

pero no excede ¢y, se inspecciona una segunda muestra de ny piezas.
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(e) Si el numero de piezas defectuosas en la primera y segunda muestra no excede
co, se acepta el lote.
(f) Si el nimero total de piezas defectuosas en la primera y segunda muestra excede

Cs, se inspeccionan todas las piezas restantes.
se puede ajustar a los procedimientos secuencialmente planificados. Sea (X, ), 0, (Py)gco
D = {aceptar, inspeccién total} D = P(D), M = {1,...,n}, ny,ng, c1,c0 € N, con

1 < Co.
El plan de muestreo secuencial

ni Y X<
S (nb n— nl) Y X > e
(n1,mn2) <YM Xi<c, YHMX, <c

n ni+no
(n,n2,m—ny —ng) ¢ < Xi <o e <YTX,
Y el procedimiento de decisién secuencial no aleatorizado

aceptar Y9 < e

T1,..., =
Pal@1; s Ty(a) { inspeccién total Zfial) T; > Co
que en efecto describe el procedimiento de doble inspeccion.

Definimos a continuacién los planes de muestreo aleatorizados necesarios para reduc-

ciones por suficiencia, transitividad e invariancia.

1.3 Planes de Muestreo Aleatorizados

Definicién 1.3.1 Sea un problema de decision secuencial general
P = ((X, 8)7 @; (P0)0€97 A; (Ba)aGAa (D7 D)7 (La)a€A7 C)

1. Un plan de muestreo secuencial aleatorizado f = (B,)aca €s una familia de proba-
bilidades de transicion de (X,B,) en (My, P(My)), con B, : X x P(My) — [0,1],
donde My = M U {0}.

2. Para un plan de muestreo secuencial aleatorizado = (B4)aca y a = (ay, ...,a,) € A,

n € N, sea

n—1
bg('r’ k) - /841(1:7 k.) H /8((117‘“7(11')(1.7 a”i+1)
i=0

Vee X, ke Myy bf}) = [y siendo () sin observaciones.

3. Un plan de muestreo secuencial aleatorizado B = (B4)aca diremos que tiene la propiedad

terminal si
S bi(,00=1 Pp—cs. V9O
acA
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/.

Un plan de muestreo aleatorizado secuencialmente planificado es un par (3,¢) con-
sistente en un plan de muestreo secuencial aleatorizado (B y una regla de decision

terminal .

Observacién 3

1.

Bu(x,-) para z € X y a = (ay,...,a,) da la probabilidad condicionada de todas las
posibles continuaciones del experimento (representadas en M) si los tamanos previos

SON @7, ..., Gp.

La B,-medibilidad de f,(-, k) garantiza que sélo la informacién disponible hasta ese
momento (a = (aq, ..., a,)) es utilizada para determinar la distribucién de probabili-
dad sobre M.

b3(x, k) describen para z € X, a € A, k € M la probabilidad de que la secuencia a
pertenezca al sub-drbol {e € A : e = ak}. Y b2(-,0) determina la probabilidad de

que muestreando segin 3 la secuencia a € A se realice.

La propiedad de terminacién, significa que el muestreo terminara en un ntimero finito

de etapas a través de secuencias muestrales admisibles.

. El plan de muestreo secuencial aleatorizado 3 generaliza el plan de muestreo no

aleatorizado 7. Asi, podemos identificar 7, a través de 3 dado por

ﬂa(% ) =

¢; Jj € M tal que 7(z) > aj
€yp otro caso

(indicando €; una masa 1 en j)
{Bu(- k) =0} =< {t=ak} a=1 € B,

luego B = (B4)aca €s una plan de muestreo secuencial bien definido.
Ademds b2(-,0) = If;_q), Ya € A, luego la condicién Py(t € A) = 1 es equivalente
a Z b3(-,0) = 1, Ps-c.s. por lo que la propiedad de terminacién coincide en ambos

acA
Casos.

1.4 Plan de Muestreo ()ptimo

La presente seccion esta dividida en tres partes: en la primera daremos una definicién del

problema de muestreo 6ptimo, en la segunda se obtiene un algoritmo para la bisqueda

del plan de muestreo 6ptimo 7*; y en la tltima se da la estructura de 7%, y las condiciones

bajo las cuales existira dicho plan de muestreo 6ptimo.
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1.4.1 Problema de Muestreo ()ptimo

En los procedimientos de decision secuencial clasicos, a la hora de buscar un procedimiento
de decision 6ptimo, podemos tratar de encontrar un tiempo de parada N para una regla
de decision terminal ¢* fija. Este problema nos lo resuelve la teoria de parada 6ptima
(ver [2]).

Teniendo en cuenta que los procedimientos de decision secuencialmente planificados,
vienen definidos por un par (7,¢), donde 7 es un plan secuencial de muestreo y ¢ una
regla de decision terminal, podemos pensar, elegida ¢*, en desarrollar la correspondiente

teoria acerca de muestreo éptimo, generalizacion del problema de parada éptima.

A diferencia de los problemas de parada éptima, en los problemas de muestreo secuen-
cial no solamente debemos decidir si parar o no en un determinado instante, sino qué
tamano muestral tomar en el caso de que la decisién sea continuar.

Para ello definimos a continuacion:
Definicién 1.4.1 Un problema de muestreo optimo es una upla
((X,B,P), A, (Ba)aca, (Za)aca)
e (X, B, P) espacio de probabilidad.
e ACA=U3, M/ U{()}, con M C N, secuencias muestrales finitas admisibles.
e (B,)aca familia isoténica de sub-o-dlgebras de B.
® (Zy)aca con Z, : (X,B,) — (R, B) funciones B,/B-medibles.
Observacién 4 1. (X,B, P), espacio de probabilidad con P conocida.

2. Z, es el pago asociado a la secuencia muestral a € A, definimos Z, = —oo si

a€(AUAY) — A

3. Consideraremos planes de muestreo T no aleatorizados. No es una restriccion subs-
tancial, puesto que es posible describir los planes de muestreo secuenciales exten-

diendo el espacio X y las o-dlgebras B, de forma apropiada, ver Siegmund [27].

4. Para cada plan secuencial de muestreo T definimos

ZT:{ZG {r=a}siac A

—00  otro caso

que proporciona la correspondiente ganancia. Como A es numerable Z, es una

funcién B/B medible.
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Al ser los problemas de parada éptima un caso particular de los problemas de muestreo

optimo para M = 1 tenemos una gran variedad de ejemplos.

Ejemplo:

S, .

— modificado.

n

Sean X1, X,, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tales
que

P(X; =1) = 1/2 = P(X, = —1)

En cada instante de decisién se debe determinar el nimero de jugadas (tamano de la
muestra) en esa etapa. Si paramos el juego después de j-decisiones, que dan lugar a k

observaciones individuales X, el resultado es valorado a través de la funcién de ganancia

Podemos considerar tres variantes del juego

i) Sin restricciones sobre el nimero de decisiones a tomar, y sobre el nimero de obser-

vaciones en cada etapa.

ii) Supongamos que podemos elegir a los sumo m € N observaciones en cada etapa,

pero no tenemos restricciones en el nimero de decisiones a tomar.
iii) El nimero total de observaciones a tomar es menor o igual que m € N.

Formulamos a continuacién estos juegos como problemas de muestreo éptimo.

- (2,8,P) = ({(=1, N P({~1,1}N), N), donde Q(-1) = Q(1) = 1/2,y X, = 11,
(proyeccién sobre la i-ésima componente).
- ) M=N, A=A
i) M=A{1,...m}, A=A
iii) M ={1,...m}, A={a € A:g(a) <m}.
- By = 0(Xy, ..., X40)), a € A, para una secuencia muestral a, la o-algebra B, contiene

la informacion de los resultados de las g(a) observaciones individuales.

g(a)
> X

_ =1 —
- L, = h(a) ,CLEA,CL%(),Z()—O.
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O

Definicién 1.4.2 Sea ((X,B, P), A, (Ba)aca, (Za)aca) un problema de muestreo optimo.

1.T = {7 : 7 plan de muestreo secuencial tal que IEZ,} conjunto de los planes de

muestreo admisibles.

2. v =sup EZ, valor del problema.
T€T

3. Diremos que un plan 7* € T es optimo st v = FEZ .
Denotamos por
T={reT:EZ < +oo}
To={r€eT:7-a} acA

T={reT:7=a} acA

1.4.2 Plan de Muestreo ()ptimo con Horizonte Finito

Seran los planes de muestreo, tales que el tamano muestral total esta acotado por m € N,
A es finito, es decir, A C {a € A: g(a) < m}.

De acuerdo a la idea bésica de la programacion dindmica, a través del método de
induccion hacia atras (método backward), obtendremos un plan de muestreo 6ptimo, para
el correspondiente problema de muestreo éptimo.

Previamente definimos,

A={acA:Jac Aa=a}

el minimo 4rbol de A, que contiene a A, con ) € A como minimo elemento. A es finito,
por serlo A.
Sea Va € A,

M,=1{j€M:ajc A}

y para a = (ag,...,a;) € A,y 1 <i<k

las primeras i-submuestras.

Teorema 1.4.1 Sea (X, B, P), A, (B,)aca; (Za)aca) un problema de muestreo dptimo con
A finito. Definimos para a = (ay,...,ax) € A

g | Z si M, =0
C | méx{Z,, méx;y E(Usi/Ba)}  si My #0
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E(aj) ={z:j=min{l € M, : E(Uy/B,) =méx E(Uy/B,)}}

i€ M,
para M, # 0, j € M,.
Y

a si Uy(z) = Z4(x)
() =4 b= (a1, ..., ar, by, ....,0;) sipara b’ Uy(z) > Zy(z),z € B(b1),
k<i<k+j,Uz) = Zy(z)

Entonces Ya € A, se tiene:
1. 77 €1,
2. E(Z,:/B,) = U, P-c.s.
3. U, > E(Z;/B,) P-c.s. V7 tal que T es un plan de muestreo T = a.

4. EZ.. = sup EZ,, en particular v = EZTG'
T7ET,

Demostracién:

1. 7,» € T,, Va € A. Probaremos que 7+ es un plan de muestreo, que Va & A es
P(r; € A) =1, y finalmente EZ,. < +o0.

- 7 es un plan de muestreo.

Si M, =0, Uy(z) = Zy(x) y Z, es una funcién B,-medible,
{rs =a} ={z:7,(z) = a} = {z: Uu(z) = Zi(2)} € B,
Y ademés Va € A, M, # 0, j € M,, B(aj) € B,
(" =ble B, Vbed
{7a = bj} € By
- Z,=—o00siaec A— A, entonces por la construccién de T €es
P(rFe A)=1VYaec A

- De la propia definicién de 7 es 77 = a, Va € A

- 7 = a esta contenido en el conjunto {b € A:b > a}, Va € A. Como b € A no es
posible que Z, = —oo, entonces es Z, < oo, de donde se deduce que EZ,” < co.
Como ademas A es finito Z EZ,~ < +o00, y entonces

be A:b>a

EZ,< Y EZ5 <

beA:b=a
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Por lo tanto 77 € T,,, Va € A como querfamos probar.

2. v 3. Probaremos estos apartados por induccién hacia atras. Para cada a € A tal que

M, = 0, como U, = Z, es 7; = a, y entonces Z,» = Z,, por lo tanto
E(Z:;/B.) = E(Z4/B.)
como Z, es B,-medible y para 7 > a como Ma = () entonces
E(Z.+|B,) = E(Z,/B,) = Zo = Uy, = E(Z:/B,)

este resultado se tiene en particular para a € A tales que g(a) = m = max,_ 5 g(b).
Consideremos ahora i = {1,...,m}, y supongamos que 2. y 3. se tiene para cada
ac Al ={acA:gla)=j}coni<j<m. Seaac A~ y7 > aun plan de

muestreo. Para cada k € Ma sea

- :{T {1 = ak}

ak otro caso

que define un plan de muestreo 7, = ak.

Sea C € B,

74P = / 7.dP + /
/C’ Cn{r=a} Z ﬁ{T>-ak}

kEM,

= Z,dP + /
~/Cﬂ{7':a} Z ﬂ{T>al~c}

keM,

B /Cﬂ{r:a ZdP+ Z /O{T>akz} i ar

keM,

= ZodP /. B
& /Cﬂ{r:a} + Z ﬂ{T>al~c} / )

keM,

—G /C'O{Ta} Z dP+ Z /ﬂ{r>—ak} /Bak)/B )]

kEM,

Z,dP + Z/ (U /Ba)dP

Cn{r-ak
kEM, {r= “}

IA
N3
g

N{r=a}

< / Z,dP + méx E(Uyy,/By)dP
Cn{r=a}

Cn{r>a} k€M,

< / méx{ Z,, méx E(Uy,/Ba)}dP + méx{ Z,, méx E(Uy,/Ba)}dP
Cn{r=a} k€M,

Ccn{r>a} keM,

= /max{Za,]?IaXE( Uak/Ba) ydP

_ /UdP

(1), sobre {7 = ak} es T = T.
(2), como C N {7 = ak} € B,, Yk € M,.
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(3), By C Bag, Yk € M,.

(4), por hipdtesis de induccién.

Entonces es VC' € B,, y T = a
/ Z.dP < / U,dP
C C
%
/ E(Z,/B,)dP < / U,dP
C C

para todo C' € B, y 7 = a.
Luego
U,>E(Z;/B,) cs. VT = a

a € A1, Por induccién hacia atrds, queda probado el resultado 3, Va € A.

Probamos a continuacion 2.
Previamente definimos
* *
N T A1} = ak}
Tk =
ak otro caso
Siendo 73 >~ ak, plan de muestreo.

Sea C € B,

| Zzap = [ ZzdP+ Y [ dP
c “ Cn{rr=a} Cn{rx >akz}

(1
k€M,

_ Z,dP + / P
/Cﬂ{'r;:a} Z Cn{r}>ak} T

keM,

_ Z,dP / B
/Cﬂ{'r;:a} * Z ﬂ{T*>ak} / )

keM,

= o 2P 2 [ (E(Zz, /Bux) /Ba)dP

Cr{r*>=ak
a ke, {ra a}

- ZudP /. /B
W Aﬁ{T*a} * Z cn{rx >—ak} k/ )

kEM,

—® w/C'ﬁ{T;a U b+ Z /ﬁ{T >—ak} P

kEM,

_ / U,dP + U,dP = / U,dP
Cn{rt=a} Cn{rt>=a} C

(1), hip6tesis de induccién.
(2), si {7y = ak}, entonces méx; . E(Us;/Ba) = E(Uak/Ba) =

Si{rf=a}, Z,=1U,.
Por tanto VC € B,
/ Z,.dP = / U,dP
c c
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Entonces es [, E(Z+/B,)dP = [, U,dP. Luego
E(Z/B,) =U, cs.
El resultado es cierto para a € A1 por induccién hacia atrés se tiene Va € A.

4. Tomando esperanzas en las expresiones anteriores 2. y 3. se tiene
EE(Z:/B.)) = E(U,) > E[E(Z;/B,)] V1= a

Entonces E(Z.+) = E(U,) > E(Z;), V1 € Ty, y 72 € T,,.
Entonces
sup E(Z,) = E(Z,+)

a
TETG.

Ahora como caso particular tenemos 7) € T(y =T’ 0 e A) Entonces
E(Zy)> B(Z,), YreT

v=sup E(Z;) = E(Z»)

TeT 0

Observacién 5

~

1. B(aj) es el conjunto de muestras para el que la secuencia muestral aj es la de menor

tamano que continda a a, y hace méxima la esperanza condicionada de U,; por B,.

2. La idea bésica de la construccién de 7 es comenzar con una secuencia muestral fija
a € A,y continuar con b € A, si Up(x) > Zy(z) de forma 6ptima tomando el tamano
de la siguiente submuestra de acuerdo a = € E(bl{:), parando el muestreo cuando

Up(z) = Zy(x) (es decir cuando la ganancia esperada bajo B, es maxima).

3. La definicién Z,(x) = —oo, Vb € A — A tiene como consecuencia la toma de obser-

vaciones con secuencias muestrales admisibles a € A.

4. EZ.+ = sup, .7, EZ;, en particular v = EZT(*) da en principio una solucién completa
al problema de muestreo 6ptimo con horizonte finito: 7 € Ty = T es un plan de

muestreo secuencial éptimo.

Sn
Ejemplo: —-modificado.
n

Para m = 6, es decir g(a) < 6, tenemos por lo tanto |A| = 64 secuencias muestrales

admisibles como se observa en el siguiente grafico
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1,11, (1,1,1,1,1,1)

(
(1,1,1,1) " (1.1.1.1.2)
(11 ;1112 (1,1,1,2,1)
11,1,3
(1,1,2,1)_ . (1,1,2,1,1)
112;11111122
(1,1) @sz (1,1,3,1)
\i:ﬂl
(1,2,1,1)__.(1,2,1,1,1)
121
Ki::1212
(1) (1220 (12,2,1)
(1.2) <
(1,2,3)
(131 (131,1)
(13) <
(1,3,2)
0 (1,4) — (1,4,1)
(1,5)
21,11 (2,1,1,1,1)
(21,10 (2,1,1,2)
2,1) (2,1,2) (2,1,2,1)
(2,1,3)
(22,10 .(22,1,1)
(2) (2,2)
(2,2,2)
(23) (2,31
(2,4)
31,0 (31,11

(3,1)
Lina
(3)

(3,2) (3,2,1)
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(4,1) . (4,1,1)

(4><(4,2)

0 (5)——(51)

(6)

Siguiendo el teorema anterior, el correspondiente plan de muestreo 6ptimo 7* se ob-
tendria procediendo de la siguiente forma. Realizaremos tnicamente algunos calculos
como muestra

1. Si a = (6), entonces
6

> X

i=1
M, = 0 luego Z, = U, y paramos E(Z,) = E(X%_, X;) = E(U,) =0

(—6,—4,-2,0,2,4,6)

2. Sia= (5,1), entonces
6

3 X; = (—6,—4,-2,0,2,4,6)

i=1
h(a) =2
Z,=(-3,-2,-1,0,1,2,3)

M, = 0 luego Z, = U, y paramos E(Z,)=EU,) =0
3. a = (5), entonces
ZXZ» =(-5,-3,-1,1,3,5)
h(a) =1
Z, = (—5,-3,-1,1,3,5)
U, tomara diferentes valores dependiendo del valor de } X;

(a) Y2, X, =5, Zy= 5= E(Upsy/ X X; = —5) =-3-1/2-2-1/2 = —5/2.

Luego Uz = —5/2, continuamos con el muestreo.
(b) X0, X;=-3,Z,=-3= E(Up1/ T X;=-3)=—-2-1/2-1-1/2==3/2.
Luego Uy = —3/2, continuamos con el muestreo.

() S Xi=—1,Zy=—1= E(Ui1)/ L Xi = —1) = —1/2.

Luego Uiy = —1/2, continuamos con el muestreo.
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(d) Y, X;=1,Z,=1= E(Us1/ T X; =1)=1/2.
Luego U5 = 1, paramos.

(6) X2, X; =3, Z,=3= E(U1)/ X X; =3) =3/2.
Luego U5 = 3, paramos.

(f) X0 Xi =5, Zo =5 = E(Uis1)/ © Xi = 5) = 5/2.

Luego Us) = 5, paramos.

Es decir
0= (5) = para.r s? ZZ:1 X; >0
continuar si Y7 ; X; <0

4. Pasamos al sub-arbol correspondiente a a = (3), procediendo de forma anéloga a la

anterior se llega:
(a) a=(3,1,1) es X0, X; = (=5,-3,-1,1,3,5) vy se tiene

parar si Y X >0

a=(3,1,1) = . i
continuar si Y7 ; X; <0
() a=(3,1)es =F | X; = (—4,-2,0,2,4) y se tiene

(3.1) parar si Y, X >0
a=(3,1)= , .
continuar si Y1, X; <0

(c) a=(3)es %, X; =(—3,-1,1,3) y se tiene

3) parar si Y X >0
a = =
continuar si Z?:l X, <0

Obtenemos por lo tanto

5 . )
4 x. — _9 i=1 X; =—1 continuar
=17 5 )
3 2 1 X; =—3 continuar
X, =—3 : ‘
4 > X;=-3 continuar
- X, = —4 . ‘
o1 X;=—4 continuar
5 _
4 x. =0 =1 Xi=1  parar
=1 7T T 5 .
3 21 X;=—1 continuar
c X =1 . ‘
4 2 1 X;=—1 continuar
=1 Xi = —2 5 .
2, X; =—3 continuar

Por lo que llegamos al plan de muestreo 6ptimo siguiente
(3) si Y2 x>0

(21, 6) = ¢ (3,1,1) si Y m=—1, Y x=1
(3,1,1,1) otro caso
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Es decir comenzamos el muestreo con una muestra inicial de tamafio 3, si >3, x; = 1
6 3 paramos el muestreo, sino continuamos el mismo. En el caso de que Y7 x; = 1
(posible solamente si 37 | #; = —1) paramos el muestreo, en caso contrario continuamos

muestreando hasta una muestra de tamano maximo igual a 6.

1.4.3 Existencia de Planes de Muestreo ()ptimo para el caso general A

Nuestro objetivo es probar bajo algunas condiciones, la existencia y estructura de los

planes de muestreo éptimos para conjuntos arbitrarios de secuencias muestrales.

El problema surge al no tener un tltimo elemento en la sucesién de secuencias mues-

trales para comenzar el proceso definido mediante el teorema anterior.

Del teorema anterior se tenia, que para horizonte finito dado a = (ay, ..., ax) € A finito,

con la definicién dada para U, resultaba,
U,>E(Z;/B,) cs., VTra

de donde se deduce
U, = ess sup E(Z./B,) Va € A finito

TET,

por lo que para cada a € A, U, es una funcién B, /B- medible tnica c.s.

En el caso actual el procedimiento es el inverso, veremos que definida
U, = ess sup B(Z./B,), VYac A
T€Ta
se cumple para este caso
U, = méx{Z,, sup E(Uqr/Ba)}
keMa
y daremos condiciones que nos permitiran encontrar planes de muestreo éptimos para el
caso que nos ocupa.
Al igual que en la teoria de parada déptima, supongamos que la secuencia estocéstica
(Z4)aca verifica:

E(sup Z}) < +o0
acA

Para tratar de solventar el problema previamente expuesto, definiremos
A={aeA:Jaec A, a=<a}
el minimo sub-4rbol de A cuyo elemento minimo es () y que contiene a .A.

My={jeM:ajc A} acA
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el conjunto de sucesores directos de a.

Demostraremos primero la integrabilidad de

U, = ess sup E(Z,/B,), ac A
TET,
viendo que

E(U,) < E(sup Z;") < +o0
be A
En efecto,

Z,<supZ), T=a, acA
be A

E(Z,/B,) < E(sup Z}/B,), VT =a, a€A
be A

ess sup E(Z,/B,) < E(sup Z; /B,)
be A

7T,

U, < E(sup Z; /B,)
be A

E(U,) < E(sup Z;") < 00
beA

Obtengamos ahora para U, una representacion similar a la que definia a esta funcion en

el caso finito, en efecto:
Lema 1 (Ecuacién de Bellman). Para todo a € A se tiene
U, = max{Z,, sup E(U./B,)}, c.s.

k€M,

Demostracion:

probaremos la relacién anterior en los siguientes pasos:

1. U, = max{Z,,ess sup E(Z./B,)} c.s.

7'€TL;F
2. ess sup B(Z,/B,) = E(Ua/B,) c.s. Yk € M, (si M, # ).
TET 1
3. ess sup E(Z,/B,) = sup E(Uu/B,) c.s.
reTt k€M,

1. Siparaa € A, es M, = 0 1. se da de forma obvia. Supongamos a € A, M, # (). Sea

T = a constante, sabemos

U,>E(Z;/B,) =Z,cs. ac€ A
U, > —o0=12,cs. a¢ A
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Como T, C T,, se sigue

U, =ess sup E(Z,/B,) > ess sup E(Z,/B,), c.s.

T€T, TETS

U, >{Z,,esssup E(Z,;/B,)}, c.s.
+

TeT,

Sea ahora 7 € T,, definimos

7~_:{T {1 > a}
b {r=a}

con b secuencia muestral admisible que sucede a a (es decir, b = a). Asi obtenemos

que 7 € T.
E(ZT/B(I) = E(I{T:a}ZT + ]{T>—a}ZT/Ba)
= E(ZGI{T:a}/Ba) + E(Z?]{T>—a}/8a)
< I{T:a}Za + I{.r}a} €ss sup E(Z:;/Ba)
TeTt
< méx{Z,,ess sup E(Z-/B,)}, c.s.
TETF
Es decir
E(Z./B,) < méax{Z,,ess sup E(Z~/B,)} c.s. VT € T,
TeTt
ess sup E(Z,/B,) < méx{Z,,ess sup E(Z=/B,)} cs.
TET, ;—\eTj
U, <méx{Z,,ess sup E(Z-/B,)} c.s.
TETS

Asi, de las dos desigualdades obtenemos la igualdad.

2.a€ A M, +0, ke M, ComoU, = ess sup, et E(Z:/Bay), es Uy > E(Z;/Bay) c.8. Y7 =

ak. Entonces,
E(Uuk/Bs) > E(E(Z;/Bak)/Bs) = E(Z;/B,) c.s. VT = ak
E(Uu/B,) > ess sup E(Z,/B,) c.s.
TET o1

Por otro lado de las propiedades del supremo esencial, tenemos la existencia de una

secuencia (7,), _y de planes de muestreo 7, € Ty, tales que

Ua = sup E(Z,, /Ba) c.s.
ne |N
Supongamos sin pérdida de generalidad, 7y = b, donde b € A, b = ak fijo.
Definimos

7~'1 =T
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~ Tn—1 Bn
Th =

. Be
donde B, = {E(Z;,_,/Ba) > E(Z,, /Ba)}. Asi (7)

tales que 7,, € Ty.

2N Son planes de muestreo

E(Z?n/Bak) — E(]Bann_l/Bak) + E(IBfLZTﬂ/Bak)
=a) I, E(Zs,_,/Bak) + Ipe E(Z:, [ Bar)
= wmix{E(Zs, /Bu), E(Z,, |Bu)} c.5. ¥n

(1), B, es B, medible
Como E(Z;—n /Bak> = mé,X{E(Z-;

n—1

/Bax), E(Z,, /Bar)} c.s., entonces forma una sucesién

en n no decreciente c.s. Y, Vn € N
E(Z:,/Bak) > E(Zy,/Bar) cs.

Ua = sup E(Z,, /Ba) < sup E(Zz, [Baux) = nh_)rglo E(Zz, /Ba) c.s.

nelN nelN
Uae < lim E(Z;, |Bak) c.s.
Tomando esperanzas condicionadas, y aplicando el Teorema de la convergencia mondtona
E(Uak/Ba) < E(lim E(Z,/Bay)/Ba)
lim E(Zz, /B,) < s Sup E(Z./B,) c.s.
T€Tak

Tn € Tur, VN luego
E(Uuk/B.) < ess sup E(Z./B,) c.s.

TE€ETqk

Deduciéndose de ambas desigualdades, la igualdad.

3. Sea a € A, tal que M, = 0, la igualdad se tiene de forma obvia.
Consideremos por tanto a € A, M, # (). Como Ty, C T,+, se tiene entonces

ess sup E(Z,/B,) > ess sup E(Z,/B,) = E(Uy/B,) c.s.

TETCL+ TE€ETuk

por 2.
ess sup E(Z,/B,) > E(Uuw/B,) c.s. Yk € M,

TGTCL+
Y asi,
ess sup E(Z,/B,) > sup E(Uu/B,) c.s.

€T, ¢ keM,
Para la otra desigualdad, sea 7 € T+, para cada k € M, sea 7, € Ty

. :{T {1 = ak}

ak otro caso



1.4 PLAN DE MUESTREO OPTIMO 29

E(ZT/BG) = E( Z I{Tiak}ZTk/Ba)
ke M,
=) B(Y_ Iprary 23 /Ba) = E( Y- Irrary 2,/ Ba)
keM, ke,
= 2 BliranZ; /Ba) = 3 EllranyZ;,/Ba)
kEM, keM,
- Z E(I{Ttak}ZTk/Ba) —(2) Z I{Ttak}E(ZTk/Ba)
k€M, kEM,
—(3) Z I{Tiak}E(E(ZTk/Bak)/Ba) S Z I{Ttak}E(Uak/Ba)
k€M, kEM,
< sup E(Uu/B,) cs.
ke M,

(1), 7 € Ty, T = Upegy, {7 = ak}.
, AT = ak} € By, luego I¢,v iy s B,-medible.
(2), {7 > ak} € Ba, uego I(rya s By-medibl

(3), Ba C Bax.
Luego
E(Z;/B,) < sup E(Uu/B,) c.s. VY7 € Ty
ke,
ess sup E(Z,/B,) < sup E(Uu/B,) c.s.
TET + ke,

de donde se deduce la igualdad, y asi junto con los casos anteriores 1. y 2., se tiene

la ecuaciéon de Bellman.

Observacién 6

Si tratamos de definir un plan de muestreo 0 andlogo al del caso finito, cuando | M| = +o0,
puede existir a € A, z € X, para el cual el supremo de la ecuacién de Bellman no sea
alcanzable, es decir
B(aco) = {E(Ua/Ba) < sup E(Usj/Ba)} ({Ua > Za}, Yk € M,
JEM,
es no vacio.
Por ello definimos de forma anéloga al caso finito, para a € A, con M, # 0, j € M,

B(aj) = {j = min{k € M, : E(Ua/Ba) = sup E(Uai/Bu)}} ({Ua > Za}

1E€EMg
0 Uy(x) = Zp(x)
T*(.I') _ a = (ala ...,Clj) six € B(CLH_I), 0 S 1< j, Ua(fL‘) = Za(x)
a = (ay,ay, ...) siz € B(a't!), Vie N,

a=(ay,...a;,mym,...) m=minM,z € Ba™), 0<i<j, z¢€ B(a?0)
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Falta comprobar que 7* es un plan de muestreo, es decir {7* =a} € B, y {7* = ak} €
B,,.
Sia=(a,..,a5) € A, como B(a™?t) € By C By, 0 <4 < 4,y Z,, U, son funciones
B,-medibles, se tiene
{r* =a} € B,
Siac A—A, {*=a} =0 € B,.
Sea a = (a1, ...,a;) € A, k € M, entonces

N/—; B(a't") N B(ak) k#m
{r" = ak} = { nl;B(a'*) N Blak) UUL, NiZg B(a"!) N Blaioo) k =m,

r =max{s: as # m}

Y se tiene {7* = ak} € B,. Luego se satisfacen las condiciones de medibilidad de los
planes de muestreo secuencial.
7 comienza con una muestra (), y paramos cuando a € A, si U,(z) = Z,(z), es decir, si
bajo la informacién que proporciona ,, la ganancia maxima esperada U,(x) es alcanzada.
Ya € A— A, Z, = —o0, entonces paramos en aquellas secuencias muestrales a € A, es
decir

P(rre A—A)=0
Si Uy(z) > Z,(x), el tamano muestral de la siguiente submuestra, es el menor de entre
todas las posibles continuaciones éptimas, dadas por sup,, ;. E(Uai/Ba).
Si este supremo no es alcanzable, el muestreo es definido de forma arbitraria tomando

siempre m observaciones.

El siguiente teorema ofrece un resultado acerca de la optimalidad de 7*.
Teorema 1.4.2 Si P(7* € A) =1 = 7* es un plan de muestreo dptimo.

Demostracion:

Como ya hemos visto, 7* es un plan de muestreo (verifica las condiciones de medibili-
dad), luego es suficiente probar Uy = E(Z+/B)) c.s.
Pues como Uy > E(Z;/B)), VT € T, entonces se tendria que

E(ZT*/B()) > E(ZT/B()), VreT

tomando esperanzas
E(ZT*) EE(ZT)7 VreT

probando que 7" € T', se tiene entonces

sup E(Z;) = E(Z;+)

TeT
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Vn € Ny, probaremos
U() = E(I{T*<ﬂn}ZT* + Z I{T*ia}Ua/B()) C.S. (1.1)
aefin
con A, = {a € A: hia) =n}, y {r < A} = Ui, Used, {7" = a}. Teniéndose en
particular {7* < Ay} = (. Probaremos (1.1) por induccién.

Paran =0,
E(lipijyZe + D IrzapUa/Bp)
aE.,[lo
= E(Y IirraiUa/By) = E(Iiz- 3 Uy /Byy) = Uy c.s.
aEAo

Supongamos ahora, que la ecuacién (1.1) se tiene para n € Ny, y habrd que ver si se

cumple para n + 1. Para el segundo miembro

E(Y IpeaUa/By) = E(Y I—aUa+ Y0 D IirrainnyzaBieoo)Ua

ac Ay, a€ A, a€ Ay, jEMa
+ Y I raminipen Booo)Ua/Bp)
aGAn
=) B(Y Itr=ayZa/B) + E( Y Y IirrajyUa/By)
ac A, a€ Ay, jEM,
=@ B(X lir=ayZa/Bp) + E( 3. Y Iirerajy E(Uas/Ba)/By)
acA, acA, je]fla
= BE(pcanZe/By)+ 3 > EllrapUai/Bo)
acA, jeM,
= E(ImcinZe/Bo)+ Do E(lrnUs/By)
bGAn+1
= E(I{T*Ejn}ZT* + Z E(I{T*ib}Ub/B()) C.S.
bGATH,l
(1), como P(r* € A) = 1 paramos c.s., luego el conjunto donde no paramos {7* >
am} N Uy<qB(boo) tiene probabilidad cero, es decir E(I{r+amjnu,<.Boo)) = 0, luego
I mam}nUp<a Bboo) = 0 €.8. y entonces I -qjinn, 2, Bboo)e = L{r+xaj} C-S. i
(2), si 7" = aj, continuamos con un plan de muestreo aj, donde j = min{l € M, :
E(Uq/Ba) = sup,e i, E(Uqi/B,)}, entonces es
E(Uaj/Ba) = sup E(Uai/Ba)
i€Ma
Y
U, = E(U,;/B,)

Quedando finalmente,

U() = E(I{T*<ﬂn}ZT* + I{T*e./in}ZT* + Z E(I{T*ib}Ub/B())

bG./in+1
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= E(I{T*<An+1}ZT* + Z E(I{T*ib}Ub/B()) C.S.
bG./in+1
es decir, la ecuacién (1.1) se tiene paran+ 1. De 7 € A c.s. y E(sup,c4 Z; ) < +o0, se

sigue

limsup E( Y IireayUa/Bpy) <@y limsup E( ) I{T*EG}E(sbuE Z1B.)/Bo)
S

n—oo ~ n—oo ~
aEA, acA,

- hmsup E(E( Z I{T*ta} 22}2 Z;/Ba)/B())

n—oo ~
aE.An

=) limsup B( > I{rera} sup Z/Bg)
€

n—oo -
aE.An

IN

E(limsup I ., 5 ysup Z, /By) =0 c.s.
n—oo - beA

(1), Ua < E(suppe4 Z,/Ba)-
(2), By € Ba
Resulta entonces la ecuacion (1.1)

U() = llglﬁsog,p E(I{T*<An}ZT* + Z ]{T*EG}UG/B())
aefin

< limsup E(I,._ 1,,Z/By) cs.

n—oo

Como ]{r*<An} 11 c.s., entonces se sigue
O S I{T*-<An}Z7t T Z;_i—* C.S.
O S I{T*%An}ZT_* T ZT_* C.S.
Aplicando el Teorema de la convergencia mondtona

U() < limsup[E(I{T*<An}Z$/B()) - E(I{T*—<AH}Z7:/B()):I

n—oo

= E(Z./By) - E(Z%./B)) = E(Z/B) cs.

Entonces
U() S E(ZT*/BO) C.S.
E(U()) < E(ZT*)
Como
—00 < E(U()) < E(Z:+)
es decir
E(Z.)<4o0o=171"€T
Deduciéndose el resultado. O

Observacién 7
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P(r* € A) =1 es condicién suficiente para la optimalidad de 7*.

Esto nos lleva a que la propiedad
P({r* = a} N B(ax)) =0 VYaec A (1.2)

que resulta de la condicion anterior, es necesaria para la optimalidad de 7*.

En efecto, puesto que si no se cumple, el conjunto

D= U~({T* = a} N B(ax))
acA

tendria probabilidad positiva, y 7* € A* sobre D, luego Z,+ = —oo sobre D. Como

E(ZT*):/ Z,.dP + ZT*dPg/ Z,.dP + E(sup Z)
D De D acA

Como E(sup,ec4 Z,) < 400 por hipdtesis, se llega
E(Zw)=-c0< E(Z:), VreT
7* nos lleva a la ganancia menos favorable.
La condicién (1.2), se verifica en particular si M es finito, es decir, si existe una cota

superior para el tamafio de las submuestras (asi, los conjuntos M, son finitos y por tanto

sup;c iz, ££(Uaj/Ba) se alcanza siempre).

Al contrario de lo que ocurre en la teoria de parada éptima, la existencia de un plan

6ptimo, no implica la optimalidad de 7*.
Ejemplo:

S,
Problema — modificado para el caso en el que el nimero méximo de observaciones
n

por etapa es m.

1 ai+...+aj
Za a;) — . Z Xz < m
( Tyeeey J) j
i=1

entonces

y se puede probar que existe un plan de muestreo 6ptimo.
Sea
A, ={a x (m)i<i<k = (a1, ...,a5,m,..m) : k € N}

T ={reT:P(recA,) =1}
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entonces se demuestra que

ess sup F(Z,/B,) = ess sup E(Z,/B,)

TET, TETcEm)

por lo que la atencién se puede restringir a T(()m), es decir, a los planes de muestreo con

tamano muestral fijo m. O

El siguiente resultando proporciona una condicién suficiente para la optimalidad de 7*
facil de verificar.

Teorema 1.4.3 Sea P(B(acxc)) = 0, Va € A, y X una variable aleatoria integrable,
{Tn}nelNo una secuencia de numeros reales, tales que lim, .7, = —00 y Z, < X 4+ 1,

c.s. VneNg ya e A, = 7* es un plan de muestreo dptimo.

Demostracion:

Si probamos P(7* € A) = 1, el teorema anterior nos proporciona el resultado.
Como P(B(aco)) = 0 Va € A, las funciones U, y E(Uu/B,) pueden elegirse sin ninguna

restriccion tales que B(aoo) = (), y por lo tanto

{r* = a}ﬂ U B(boo) =0, {7 = a}ﬂ ﬂ B(boo) = {7* = a}

b<a b<a

Luego
U {r* :a}U U {r* = a}
a=An a€A,
es una particién de X para cada n € N,.

Consideremos las siguientes etapas en la demostracion:

1. para cada n € Ny fijo la siguiente familia

B,={CeB:C= |J HU |J K.}
a—<./in aeAn
donde H, € B, H,C {t*=a}, K, € B, K, C {7 » a}, es una o-dlgebra sobre
X. En efecto

(a) Podemos considerar H, = {7* = a} para a < A, y K, = {7* = a} para a € A,,,
y asi obtenemos
X=|J H,U |J K,eB,
a<A, ac Ay
(b) C € B,
C=x-C= J{r"=a}u |J{r*=a}-C

a<A, acA,
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Como

C=|J H.U |J K.
a—<An G/EAn
Entonces

co= | ({r=a}-H)U |J ({r = a} - K,) € B,

a<A, ac A,
(c) Sea {Ci}, Ny Ci € B, Vi €N,
Ci = U H,;U U Ka;

a<Ay a€An

entonces

(G

Uczz U Ha,iUUUKa,iEBn
i=1 i

a< A, =1 ac A, =1

Ademas B,, C B,;1 Vn € N,.

2. Consideremos la sucesién (V,,), \, donde
Vi = Z I{T*:a}Ua + Z I{T*ia}Ua
a</in aeAn

se tiene que es una martingala respecto de (By) |\, -
Sea X, : (X,B,) — (IR, B) una variable aleatoria con a < A,, y n € Ny, entonces
las funciones

Iiri—y Xa

Itrerq) X, para h(a) =n

son funciones B,,-medibles. Y obtenemos

E(Vn+1/8n) = E( Z I{T*:a}Ua/Bn) + E( Z I{T*ia}Ua/Bn)

a<An+1 GGATL+1

= Z E([{T*:a}Ua/Bn)—l—E( Z I{T*ia}Ua/Bn)

a<./in+1 a€fin+1

= Y JpeUa + E(Y Y IirrapUaj/Bn)

a<./in+1 a€./in jGN[a
=0 2 Tr=aUe+ Y Ip—aUa+ - Y IrrappUs

a<An acA, ac A, jEM,

= D Ip=aUat ) IrraUs

a<An acA,

= V,cs.

(1), E(I{z+rayUaj/Brn) = Itrerajty E(Uaj/Ba) = I{z++aj3Ua de acuerdo a la definicién
de 7*.



1.4 PLAN DE MUESTREO OPTIMO 36

Para la integrabilidad de V,,, del resultado anterior se tiene que |E(V,,)| = |E(V)| =
|E(Upy| < oo, puesto que habfamos visto en el teorema previo que E(Uj)) > —oc.

Como

sup E(V.) < E(sup Z)) < o0
n€|N0 acA

por el teorema de convergencia martingala se tiene que la sucesion (V},) | cIN, converge

c.s. a una variable aleatoria integrable V.
3. Supongamos 7" ¢ A con probabilidad positiva. Por la construccién de 7*
Pirre A-A)=0

luego
P(rre A*) >0

P(lim V, = —o0) = P(lim (I 5,1 Zr + 3 TirraylUa) = =)
a€A,
> P Y Tl = )
a€An
>y P(Hm 3 Irwajy B(X + supr;/B,) = —00)
G/EAn ]Zn
> P(lim I ., ;,supr; = —00)
nmee BT gz

=@) P(I{rea-ylimsupr, = 00)
= P(t"eA")>0
(1), por hipétesis Z, < X +r,, Ya € A, luego

sup Z, < X +supr;
b=A, j>n

Zy < sup Z, < X +supr; ac A, Vrra
b-A, jzn

E(Z./B,) < E(X +supr;/B,) VYac A, Vr=a
jzn

Luego
U, = ess sup E(Z,/B,) < E(X +supr;/B,) a€ A,
j>n

a€Ty,
(2), puesto que limy, oo Yo 4. Irra} B(X/B,) < 400 c.s.

Que contradice la convergencia de la sucesién (V) N, hacia un limite finito c.s.

n€|
probada en el apartado anterior. Luego

P(tre A) =1



Capitulo 2

Analisis Estocastico

2.1 Introduccién

En este capitulo se estudia el Problema de Parada Opcional para una sucesion de planes

de muestreo {7,} |\, tales que
Tn =X Tot1, VN €N

Para ello se comienza realizando un andlisis pormenorizado de las distintas propiedades
que cumplen los planes de muestreo. Se definen la o-algebras asociadas al plan de muestreo
y se describen sus propiedades. Dentro de la misma seccién, definimos otros dos tipos
distintos de planes de muestreo a partir de uno dado: el plan de muestreo en k etapas, y

el plan de muestreo con j observaciones, estudiandose las caracteristicas de los mismos.

En la siguiente seccién se obtiene el Teorema de la Proyeccion Opcional, resultado

basico que prueba que para cualquier funcién integrable f, sea
W, = Es(f(0,a,2)/G,), Ga C B,

se tiene

WT = Eé(f(ev T, x)/g‘J

y que se emplea tanto en este capitulo como en los dos siguientes.

Posteriormente, se definen y se estudian, las martingalas, submartingalas y super-

mantingalas para las familias { X, By }aca-
La seccion de planes de muestreo alcanzables tiene como objetivo, definir una funcién

(lamada funcién de decisién) que bajo determinadas condiciones de medibilidad, y por

recurrencia en su aplicacion nos permita pasar de un plan de muestreo a otro que lo

37
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sucede, es decir que se cumpla la relacion < entre ambos. Esto va ser interesante a la
hora de obtener el Teorema de parada opcional para dos planes de muestreo cualesquiera

que no sean necesariamente sucesores directos.

La siguiente seccion dedicada al problema de parada opcional, comienza proporcio-
nando un resultado sobre el mismo en el caso de que los planes de muestreo involucrados
sean sucesores directos. El siguiente paso en la construccién del teorema general, consiste
en dar un teorema de parada opcional, para planes de muestreo finitamente alcanzables,
es decir, aquellos planes de muestreo o < 7, de forma que partiendo de ¢ podemos llegar
a 7 a través de una funcién de decision, aplicindola un nimero finito de veces.

Y finalmente en cuanto al problema de parada opcional, se proporciona un resultado para
planes de muestreo alcanzables. Estos son, como se prueba en la seccion donde se definen,
cualquier par de planes de muestreo o, 7 admisibles, tales que ¢ < 7. Es decir, con este
resultado se prueba el teorema de parada opcional para cualquier sucesién {7,} |y de

planes de muestreo con tal de que sean admisibles y
T RTy N DTy 2o

La seccién de parada optima proporciona un resultado reciproco al teorema de parada
opcional anterior, este resultado se obtiene a través del corolario que resulta de la ecuacion
de Bellman, basandose la demostracion de dicha ecuacion en la teoria de los planes de

muestreo alcanzables.

Y finalmente en la ultima seccién tratamos el problema de parada opcional desde el
punto de vista de la integrabilidad uniforme. Se define la integrabilidad uniforme para
una secuencia {X,, B, }sca donde sobre el conjunto de indices tenemos definido un orden

parcial.

2.2 Planes de Muestreo

En la presente seccién comenzaremos recordando el concepto de plan de muestreo dado
en el capitulo 1 (1.1.3), y definiendo la o-édlgebra asociada a un plan de muestreo T,
estudiamos las propiedades de los conceptos anteriores; y definiremos, a partir de un plan
de muestreo cualquiera 7 dos funciones: la primera le hace corresponder a 7 las £ € N
primeras etapas, y la segunda las j € N primeras observaciones. Estos conceptos seran

empleados en el analisis posterior.

Definicién 2.2.1 Una funcion 7 : X — AU A*, tal que {1 <X a} € B,, y {7 =
(a1,...,a;,k)} € B, Ya = (ay,...,a;) € A, Vk € M, es un plan secuencial de muestreo no

aleatorizado.
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Observacién 8

De la definicién anterior, se deduce que {7 = a}, {r = a} son conjunto B,-medibles,
Va € A.

1. En efecto, sea a = (a1, -+, ax) € A,
{r=a}={r=a}n{r=<d1ecB,
puesto que

{r<a}€B, {r=d"'}*eBy1ChB,

2.{tr = a} = {7 = a} U{7r > a} € B,, puesto que, {7 = a} € B,, por el apartado

anterior, y

{r>a} = U{Tiaj}

jeM,

{r = aj} € B,,Vj € M, por la definicién de plan de muestreo, luego

U {r=aj}eB,

jEM,

Definicién 2.2.2 Sea 7 un plan de muestreo, definimos
Bl={CeB:Yac A CNn{r=a}leB, yVhe M, Cn{r=ah}cB,}
Observacion 9

La clase B! es una o-dlgebra. En efecto:

LXN{r=a}={r=<ale€B,yXN{r=ah} € B,, Ya € A,Yh € M,. Luego
X € B;.

2. Sea C' € B,, entonces, Va € A, Vh € M,,
cn{rat={r=<a} - (CNn{r2a})eBb,
C°N{r = ah} ={r =ah} — (CN{r = ah}) € B,

3. Sea {C;} € B,,Ya € A, Yh e M,

[e @]

(QCi)ﬂ{Tja} =JCin{r <a}) € B,

i=1

oo

(Uc)nir=any = ({7 = an}) € B,

i=1
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Observacién 10
De la observacién anterior (8) se deduce que
VO eB, VacA, Cn{r=a}eB, Cn{r=a}eB,

Proposiciéon 2.2.1 Dados T y o planes de muestreo, tales que T < o, se tiene que Bl C
BL.

Demostracion:
Sea B € B!, entonces se verifica que Va € A, Vh € M,,

Bn{r=<a}€B,
Bn{r > ah} € B,
Be Bl siVac A,y Vh e M,, se verifica
Bn{o =a} € B, BN{o =ah} € B,
En efecto, sea a € A, h € M,,

1. Bn{o =2 a} € B,.
Como 7 = o, se tiene que
{o0 2a} C{r <a}

Luego podemos escribir BN {o < a} de la siguiente forma,
Bn{oc<a}=Bn{r=<a}n{oc=<a}eb,
2. BN {o = ah} € B,. Escribimos este conjunto de la siguiente forma,
Bn{o =ah} = (BN{r 2 a}n{o=ah})|J(BN{T > a} N{o = ah})

Bn{r <a}n{o = ah} e B,

Y,

Bn{r=a}n{o = ah} e B,
Veamoslo:
{T>a} = U {1 = aj}, luego,

Bn{r>=a}n{o=ah} = u (BN{r = aj}n{o = ah})

con BN{r = aj} € B, por hipédtesis y, {o = ah} € B, por ser ¢ plan de muestreo.
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Entonces,
B e B!

Definicién 2.2.3 Sea 7 un plan de muestreo, definimos
B,={CeB:Yac A,CN{r=a} €B,}
Observacién 11

La clase B, es una o-algebra. En efecto:
L. XN{r=a}={r=0a} € B, Vac A
2.Sea CeB,,CN{r=a}={r=a} - (CN{r =a}) € B, Va € A.
3. Sea {C;} € B;,

[e @] [e @]

(JC)n{r=a}=(JCin{r=0a}) e B, VacA
i=1 i=1
Observacion 12
Deduciéndose de la definicién anterior que VC' € B,
Cn{r=<a}teB, VYacA

por ser la familia B, isoténica, y por la demostracién de la proposicién (2.2.1) resulta que

dados dos planes de muestreo 7, o, tales que 7 < o, se cumple B, C B,.
Observacién 13
En el caso de familias isoténicas de o-algebras se cumple

B, ={CeB:Yac A, Cn{r=a}eB,}
Observaciéon 14
B! C B,.

Proposicion 2.2.2 Si X, es B,-medible, entonces X, serd B.-medible, con tal que T sea

admisible, es decir, g(T) < +00 c.s.
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Demostracién:
En tal caso si A™ = {a € A: g(a) = n},

N
Xp=lim > > Xalp=a

n=1 gc Aln
serd B,-medible, si X,l(;—, es B.-medible.
r: X, <yfnN{r=a y <0
{:l: : Xa]{‘r:a} < y} = { } { } c
{z: X, <ytn{r=alu{r=a}* y>0

Siy <0,

| - B 0 aZb
{$~Xa§y}ﬂ{7—a}ﬂ{7—jb}_{ {z: X, <y}n{r=a} ajb}egb

{z: X, <ytn{r=a}eB,CBy, a=b

Siy >0,

{r=0} N ({z:X.<y}n{r=alu{r=a})
= ({z: Xa<ypn{r=a}n{r 20} U({r = a}*Nn{r 2b})

Sabemos que
{z: X, <ytn{r=a}n{rb} b,
Veamos que {7 = a}*N {7 2 b} € By, en efecto, para a = (ay,---,a),
{r <b} a>b oatbyb#ta

{r=a}n{r 20} =4 Uufr =V} a<bJkcon a=0b" ;€B,
{r=<a*1'} a=0b

Entonces X, es B.-medible. O

Definicién 2.2.4 Dados 1, o planes de muestreo, diremos que son sucesores directos, si
o 21y, bien, h(c) = h(1), 6 h(r) = h(o) + 1.

Definicién 2.2.5 Dado un plan de muestreo 7, definimos 7, Vk € N,

Observacién 15

k41T ¥ T son sucesores directos, Vk € N.
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Proposicién 2.2.3 Dado 7 un plan de muestreo, entonces 7, Vk € N, es un plan de

- C.S.
muestreo admisible, y 7 — T.

k—oc
Demostracion:

Por la definicién, dado k£ € N, ;7 consta a lo sumo de k etapas, por lo que serd admisible.

T es plan de muestreo, en efecto, seaa € Ay j € M,:
{r =a} h(a) <

()7 =a} = {r=a}U Uje]ffa{T =aj} ha)=
0 h(a) >

e B,

Sl

Por lo tanto,
h(a)

{s7 2a}=J{sr=d'} €B,

i=1

vaque a' <a,i=1,...,h(a),y By C B,.

4 )t =aj} ha)<k-1
{krzay}—{m h(a)>/<;_1}€8a

Proposicion 2.2.4 Sea 7 un plan de muestreo, y T, entonces

1.B.CB Vk € N.

k+1T7

2. B CB., Vk € N.

Demostracién:

Cierto utilizando la observacién (12) por ser ,7 <1 7,y ,7 = 7, Vk € N. O

Proposicién 2.2.5 Dados 7 un plan de muestreo, y 7, entonces Iz, -y es una funcion
B, ,-medible, Vk € N.

Demostracién:
Itre (or)y serd B, ,-medible, si {7 > (,7)} € B, pero {7 =, 7} = (h(7) > k). Sea a € A,
h e M,,

0 h(a) # k
{T>=a} h(a)=k

(h(T) > k)N {7 =a} = {

Por tanto,
(h(1) >k)N{y7=a} €B,, Vac A

Deduciéndose el resultado. O
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Definicién 2.2.6 Sea T un plan de muestreo, definimos *7, Vk € N,

kT:{T 9(m) <k

(1507, 0) g(71,0smy) <k, g(T1y -y Tjp1) >k, g(m,...,7,0) =k
be M.

Proposicién 2.2.6 Sea 7 un plan de muestreo, entonces *r, Yk € N, es un plan de

c.s,
muestreo admisible, y ¥ =% 1.

k—oo

Demostracién:

Sea a = (ay,---,a;) € A,

{rzat=U en {72 (0 U{r=0a} gla) =k

g(1)>g(a’)

{fr=at=1{ (r=a) gla) <k { € Ba
0 gla) >k
Entonces,
{kfr <a} € B,
Sea j € M,,
= al <k-—j
{kT > CL]} = Ug(ll)ezj\s/l[(j){T =4 } g(a) B J € Ba

0 gla) >k—j

Efectivamente *7, es un plan de muestreo admisible, pues, g(*7) < k, Vk € N. a

2.3 Teorema de la Proyecciéon Opcional

Teorema 2.3.1 Sea G, C B, una sub-o-dlgebra, Va € A, tal que G, C Gy, sia = b. Sea
f:Ox Ax X — R una funcion integrable, tal que Va € A, f es B,-medible. Definimos
W, = E¢(f(0,a,2)/G,), Ya € A. Entonces para todo plan de muestreo admisible T, es

W, = Ey(f(0,1,2)/G.,).

Demostracion:
Sea B € G,,
flo, 7, x)dP = / fl,7,z)dP = / f(0,a,x)dP
/B ( ) anA Bn{r= a} anA Bn{r=a} )

- £(0,a,2)/G.)dP = / W,dP
anA/Bm{T a} / aezA Bn{r=a}

_ W,dP = / W, dP
(;A/Bﬂ{Ta} B
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Teorema 2.3.2 En las mismas hipdtesis del teorema anterior, se cumple que para todo

plan de muestreo T, es Wil ry<yoor = Eo(f(0, 7, ) [{n(r)<to0t/Gr)-

Demostracion:
Sea B € G,

67 ) I T }dP = /
éf( T :E) th(r)<toe} Bn{h(T)<+o00}

-y /

k=1 acA, J B{r=a}

siendo Ay = {a € A: h(a) = k}. O

f(0,r,z)dP

W,dP = / Wi LinryesocydP
B

2.4 Martingalas y Submartingalas

Sea X : A x X — IR una aplicacion integrable, adaptada a la familia de sub-o-algebras

de B, (B,)sca. Diremos que,
Definicién 2.4.1 {X,, B,}aca €s una martingala si,
E(Xo/B,) =X, c.s. Yk € M,, VaeA
Definicién 2.4.2 {X,, B,}aca es una submartingala si,
E(Xa/By) > X, c.s. Vke M,, Yae A
Definicién 2.4.3 {X,, B,}aca €s una supermartingala si,
E(Xau/B,) < X, c.s. VE € M,, Vac A
Observacién 16

Las definiciones anteriores son equivalentes a la siguiente. Diremos que {X,, By}aca €s

una martingala (sub o super) si

E(Xgit1/Bgi) = X4 cs. (>,< resp.) Va€e A
con a' = (ay, ..., a;).
2.4.1 Propiedades

1. Si {X,, B,}aca es una martingala (sub o super), entonces

E(Xqi+i/Bai) = X4 cs. (>,< resp.), Va€ A, Vi,j€N

Demostracion:

Por el método de induccion.
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e k =1 es cierto por la observacién anterior.
e supongamos que es cierto para k = n.

e veamos que es cierto para n + 1

E(Xyiini1/By) = E(E(Xyirns1)Byiin)/Bas)

= E(Xai+n/Bai) = Xai C.S.
de forma analoga se demostraria para submartingalas y supermartingalas.

O

2. {X,, Ba}aca s una martingala (sub o super) <= para cada a € A, VB € B,,
Vk € M, / Xade:/ X,dP (>, < resp.)
B B

Demostracién:
Probaremos el resultado para el caso martingala, siendo los otros dos analogos.
Dadoa € A, Be B,,y k € M,

/B XopdP = /B E(X1/B,)dP = /B X,dP

2.5 Planes de Muestreo Alcanzables

A continuacién definimos los conceptos de funcion de decision, y alcanzabilidad para el
problema secuencialmente planificado. Estos conceptos fueron desarrollados por Wash-
burn, Willsky [30], en términos de tiempos de parada para funciones con indices sobre un

conjunto parcialmente ordenado.

Se estudian las distintas relaciones que existen entre los términos para dos planes de
muestreo 7, y ¢ de ser finitamente alcanzable, fuertemente alcanzable y alcanzable uno
respecto del otro. Se llega a probar que el conjunto de todos las funciones estocasticas 7,
tales que 7 > o con ¢ plan de muestreo, coincide con el conjunto de planes de muestreo
alcanzables desde o y a su vez con el conjunto de los fuertemente alcanzables desde o;
resultado muy interesante a la hora de demostrar el teorema de parada opcional para una

sucesion 7y < - -+ < 7, de planes de muestreo admisibles.
Definicién 2.5.1 Una funcion de decision ¢ es una aplicacion

p: AxX — A
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que satisface:

a=d¢la,z), y{r € X :¢(a,x) =b} € B,, Va,be A

Sea D el conjunto de todas las funciones de decisién definidas sobre (A, <).

Observacién 17

D depende de (A, =) y de (Bg)aca-

Observacién 18

Nos vamos a centrar en el resto del capitulo en planes de muestreo admisibles, es decir, o

plan de muestreo sera admisible si verifica

Plce A) =1

Observacién 19
Dado k € N, ¢* denota el resultado de las k aplicaciones sucesivas de la funcién ¢. Asi:
¢k+1(a7 :E) = ¢(¢k(a7 I), :E)

con ¢°(a,x) =a, Va € A, Vo € X.

Observacién 20

Para cualquier plan de muestreo o, ¢(o) denota la funcién aleatoria x — ¢(o(x), z).

Proposicién 2.5.1 Sea ¢ € D, definida en (2.5.1), entonces se cumple:
1. {x € X : ¢(a,x) = b} € By, Va,b € A.
2. {x € X : ¢(a,z) X b} € B,, Va,b e A.
3. {xeX:¢(a,x) =0} € By, YVa,be A, j €N.

4. {r e X :¢'(a,x) b} € By, Va,be A, j €N.
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Demostracién:

1. Sea ¢ € D funcién de decision, y a,b € A.

Sia=<b,
{reX ¢a,x) =b}=|J{r e X:¢(a,x)=c} €B,
SiaZAbbAa, _
{zeX:¢(a,x) =b} =0 € B,
Sib=a,

{r e X : ¢pla,x) b} =Q € B,

2. Sea ¢ € D funcién de decision, y a,b € A.

Sia=<b,
{xEX:qb(a,x)jb}:hL(j){xEX:qb(a):bi}EBa
Sia=b, -
{r e X:¢(a,x)=a} € B,
Sia#b,

{r e X :d(a,x) b} =0 € B,

3. Sea ¢ € D funcién de decision, a,b € A, j € N.
Veamos que se cumple para j = 2,

Si a = b, entonces,
{r € X:¢*a,r)=b} B,

Si a < b, entonces,

{reX:¢*(a,x)=bt= |J {reX:d(a,z)=c}n{z € X:d(c1,z) =b} € B,

puesto que,
{reX: pla,x)=c b} eB, C By, Ya<c1 2b

{r e X :¢(c1,2) =b} € B, CBy, VYa<c 2D

Supongamos ahora que {z € X : ¢/ "!(a,z) = b} € By, y veamos que se cumple para
J €N,

{freX:¢laz)=b} = |J {zeX:¢ (a,2)=0¢1=20b}

ajcj_ljb

N {zeX:d(cj_1,2) =b} € By
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puesto que,
{zeXx: ¢ a,x) =cj_, Xb} € By, parac;_; b

{il? eX: ¢(Cj,1,il?) = b} S Bb, Ci—1 = b
4. Sea ¢ € D funciéon de decisién, a,b € A, j € N.

{reX ¢(a,z)<b}=|J{zreX ¢ (a,2)=c}eB.CB

cEA
c=b

Observacién 21

Supongamos para las definiciones siguientes, que 7 : X — A U A*, es una funcién

aleatoria, que verifica {7 = a} € B, Va € A; y que ¢ es un plan de muestreo admisible.

Definicién 2.5.2 Diremos que 7 es finitamente alcanzable desde o, si existe ¢ € D, y
k € N, tal que,

¢*(0) =T c.s.
Denotamos por F'A(c), al conjunto de todos los 7 finitamente alcanzables desde o.

Definicién 2.5.3 Diremos que 7 es fuertemente alcanzable desde o, si existe ¢ € D, tal
que, existe
lim ¢*(o)

k—o0

y es igual a T c.s.

El limite anterior, se interpreta en términos de la topologia discreta sobre A. Es decir,
para casi todo x, tenemos que el klim #*(o(z),z) = 7(x), si y sélo si, ¢"(o(x),z) = 7(z),
— 00

para algin n, que dependera en general de x.

Denotamos por FRA(0), al conjunto de todos los 7 fuertemente alcanzables desde o.

Definicién 2.5.4 Diremos que T es alcanzable desde o, si {1} secuencia en F A(c), tal
que,
klim P(r,#71)=0

Denotamos por A(c), al conjunto de todos los 7 alcanzables desde o.

Proposicion 2.5.2 Sea o un plan de muestreo admisible, ¢ € D, y k € N, entonces

¢* (o) = T, es un plan de muestreo admisible.
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Demostracién:

T serd un plan de muestreo, si verifica que Va € A y Vh € M,,
{r 2a}, {7 = ah} € B,
En efecto,

{r=a} = {¢°(0) 2 a}
= {¢*(0) 2a}n{o =2a}

h(a)

= U{e*(a) 2atn{o=a'}) € B,

i=1

{¢*(a’) < a} € B,, por la proposicién (2.5.1).
{r=ah} = {¢*(0) = ah}
= (U10) 2} 19" (0) = ] U = an)
({¢’(0) 2 a} C {JU < a})

k—1h(a

)
= (U U{# (o) 2a} n{¢’*!(0) = ah} N {o = a’}]U{o = ah} € B,

j=0 i=1

puesto que,
{o=d"} € B, CB,

{o = ah} € B,
por ser o plan de muestreo, y,

{#(a) =a} n {¢"(a') = ah}
— U{gbj(ai) =a" < a} N {¢(a*) = ah}

k>i

Entonces,

{¢/(a') =a" 2a} € B,
{¢(a¥) = ah} € B, C B,

por la proposicién (2.5.1). Lo que prueba que cualquier funcién aleatoria, finitamente

alcanzable desde un plan de muestreo admisible, es plan de muestreo admisible. a
Observacion 22

Dado o plan de muestreo admisible, Vk € N, se tiene por la observacion (12) que By () C

B¢k+1(g) .
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Observaciéon 23

Hemos definido con anterioridad 7 una funcién aleatoria, esto no es una restriccion en
nuestro caso, puesto que mas adelante veremos, que si 7 € A(o) con o plan de muestreo

admisible, entonces 7 es un plan de muestreo admisible. Y ademas, A(c) = FRA(o).

Observacion 24
Dado o plan de muestreo admisible y {X,, B,}sc4 una submartingala,
1. Llamamos ST(0) ”sucesor temporal” al conjunto de todos los 7, tales que, o < 7.

2. Por PO(0,{Xq, Bs}aca) denotamos al conjunto de todos los 7, tales que o < 7, y se

verifica
E(X,/B,;) > X, cs.

PO(0), indicara el conjunto de los 7, tales que se cumple el teorema de parada

opcional, para cualquier submartingala que consideremos.

En el siguiente teorema se prueba la relacion existente entre los conjuntos definidos

previamente.
Teorema 2.5.1 Sea o un plan de muestreo admisible, entonces
FA(o) C FRA(o) C A(o) C ST(o)

Demostracién:

1. FA(o) C FRA(0):
Sea 7 € FA(o), entonces 3¢ € D y k € N, tal que 7 = ¢*(0), luego

7 = lim ¢*(0) cs.

k—oo

deduciéndose, que 7 € FRA(0).

2. FRA(o) C A(o):
Sea 7 € FRA(0), entonces d¢ € D, tal que

T = klim ¢* (o) c.s.

Para cada k € N, sea 7, = ¢*, 7, € FA(0). Sea B, = {z € X : 7(z) # ()},

k € N, consideramos

k>n
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Se tiene que
Cc{ze: klim (z) # 7(2)}

En efecto, si x € C', entonces,
rxeC, VYVneN
luego, x € U, B, Vn € N por lo tanto,
VneN, 3Jk,>n, m(x)#71(x)

entonces,

Tr(z) no converge a 7(x)
Como 7 € FRA(0), resulta P(C) =0,y C, | C, serd r}l—{go P(C,) = 0. Ademis
B, C C,, Vn € N, quedando entonces, P(B,,) < P(C,), y asi,
lim P(B,) =0

n—oo

es decir,
lim P(7, #7)=0

n—od

deduciéndose, que T € A(o).

3. A(o) C ST(0):
Sea T € A(0), entonces 3{7;}, |y una sucesion en F'A(o), tal que kh_)rgo P{{m #71}) =
0,yVkeN, 7, = o.
Llamamos Ay = {7 # 7}, y como klgglo P({m, # 7}) =0, elegimos:
Para ¢ = 1/2, ny, tal que, P({7,, # 7}) < 1/2.
Para e; = 1/2%, ny > ny, tal que, P({7,, # 7}) < 1/22.
Para ¢, = 1/2% nj, > ... > ny, tal que, P({r,, #7}) < 1/2F.

P(lig:s;lijnk) < ZP(AM) <5 vy
k>j
Entonces,
P(limsup A,,) =0
k—o0
N

P(liminf(A4,,)°) =1

k—

Entonces, Yz € X, Tk, tal que, Vk > ko, z € (A4,,)¢, c.s., es decir, z € {z € X :

7(x) = Ty, (z)} c.s. Como Vk € N, es 7,, = o, entonces es

T > O C.S.
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Observacién 25

Intuitivamente, 7 es alcanzable desde o, si existe una secuencia finita de funciones de
decisiéon que alcanzan 7 desde o, con probabilidad arbitrariamente grande.

El siguiente teorema muestra, que si 7, € A(7y), con 71 plan de muestreo admisible,
se tiene que 7, también es un plan de muestreo admisible; y que para cualquier par de
planes de muestreo admisibles 71 < 73, 7 es fuertemente alcanzable desde 71. Lo que nos
lleva a que en el caso de los planes de muestreo los conceptos de alcanzable y fuertemente

alcanzable coinciden.

Teorema 2.5.2 1. Sean 11 =2 79 planes de muestreo admisibles = 7, € FRA(T).

2. Sea 19 € A(1y), 71 un plan de muestreo admisible —> 171 =< To, Yy T es un plan de

muestreo admisible.
Luego, A(m) = FRA(T).

Demostracién:

1. Sean 77 =< 7y planes de muestreo admisibles = 7 € FRA(7). Probamos este

resultado en dos etapas:

(a) Supongamos 71 = a, con a € A. Si 75 plan de muestreo admisible, tal que 75 = a,
veamos que 7, € FRA(a).

Supongamos a = (a, ..., a,) € A. Definimos:
o(a,z) = (a1, .oy Qpy Any1) To(w) = (@, ...y Gny Gny)
a To(x) < (a1, ey Ay Qg1

¢ esta bien definida, al ser A un arbol, y ¢(a) es B,-medible, por ser 75 un plan

de muestreo. En efecto:

, a0 b M,
{mEX.gb(a,m)—b}—{{Tg(x)ib} bGMa}EBa

Si 75 ¥ a, entonces ¢(a,z) = a y limy_.o. ¢*(a,z) = a.
Si 9 = a, entonces a < ¢(a,z) < 7(z).
Por lo tanto si a = (ay,...,a,), y para x € X, supongamos que es T(x) =

(t{(x), ..., 72, ,(x)) entonces,

(T3(x), 2(2), ... T2, (7)) < Fla,x), 1<) <k
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Y ¢*(a,z) = 1o(x), resultando,

lim *(a,2) = ()

siempre que mo(x) = a. Asi,
Ty € FRA(a)

(b) Sean 7, < 7y planes de muestreo admisibles, aplicamos ¢ € D definida en el

apartado anterior a 7y:

¢(7’1($), l.) = Z (Tl (l.)? al)I{Tzi(Tl,al)} + Tl(x)I{TZZTl}

a1EM

¢*(n(z),z) = (d(ni(x),z) = D (11(2),a1,02) e (ry,00 {rox (r1,a1,2))

ay,a2€M
+ Z (Tl (I), al)I{m:(n,al)} + T (I)I{n:m}
a1,a2€M
= Z (Tl(x),alaGQ)I{Tgt(n,al,aQ)} + Z (Tl(x>=a1)f{72:(71,al)}
ay1,a2€M a1EM
+ Tl(x)l{n:m}
¢3(7’1($),ZL‘) = Z ¢(¢2(7—1(I)7 (x))) = (Tl(x)valvaQJa3)I{T2i(Tl,a1,a2,a3)}

ay,a9,a3€M

+ Z (Tl(f),alaGQ)ITgt(n,al,aQ)} + Z (Tl(x)’al)l{m:(ﬁ,al)}

ai,a2€M a1EM
+ T (x)f{n:m}

= Z (Tl (x)7 aj, g, a3)I{T25(7'17¢117¢127a3)}

ay,a2,a3€M

+ Z (1(2), as, a2)]{T2:(ﬁ,a1,a2)} + Z (T1(m), al)I{m:(ﬁ,al)}

a1,a2€M a1€EM
+ () [{r=r)

¢k(7-1(x)7$) = Z (Tl(l.))al)a% "-7ak)]{’rgt(’rl,al,ag,u.,ak)}
+ Z (7-1 (x)a ai, g, ..., akf1)]{72:(71,al,a2,.“,ak,1)}

4+ e Z (Tl(x),a1,612)[{72:(n,a1,a2)}

ay,a2eM
+ Z (Tl (I), al)I{m:(n,al)} + Tl(x)l{m:ﬁ}
a1 €M
Y asi
¢k(7—1($)>x) = Z (Tl(x)aalaa% ---7ak)I{T2t(71,a1,a27-~,ak)} +¢k71(7-1($)’x)

— Z (7'1 (x)a Gy, ag, ..., akfl)I{Tz>(n,a17a2,<..,ak—1)}
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A continuacién probaremos, que 75 € FRA(m). Como 71 X 7y, para cada z € X,
dn, k € N, tal que,

mi(2) = (11(2), ..., 7, (7))

(@) = (1(2), 0y T (@), -, T 4 ()
siendo 72(z) = 11 (2), ..., 7} (z) = 72(x).
Y,
(TE(2), s Ty (@) 2 (1i(2),2), 1<j<k
O (11(x), 2) = To(x), y " (1 (), x) = 72(x), 7 > 1. Entonces:
lim ¢*(1) = 7 c.s.

k—oo

= Ty € FRA(Tl)

2. Supongamos ahora, que 7, € A(77) es una funcién aleatoria, 71 es un plan de muestreo

admisible, entonces por el teorema (2.5.1), es 75 = 71. Si 71 es plan de muestreo ad-
misible, se tiene que 73 es plan de muestreo. En efecto:
Sea 7, € A(71), por lo tanto, 3{7;}, |\, una sucesién en F'A(7;), tales que, kh_)rgo P(1, #
73) = 0. Hemos demostrado previamente en la proposicion (2.5.2), que 7, Vk € N, es
un plan de muestreo admisible, es decir, {7, < a}, {7 = ah} € B,, Vk € N,Ya € A,
Vh e M,.

Para probar que 7 es plan de muestreo, debemos demostrar que,
{ry <a} €B, VaeA
{ry=ah} € B,, VYaecA, YheM,

De acuerdo con la demostracién del teorema (2.5.1) Vo € X', Jkq, tal que, Vk > ko,
z € (A,,)" cs., siendo A, = {7, # 7}, esdecir, z € {z € X : »(z) =7, (2)} cs.
Dadoa € A,y h € M,,

si z € {m < a}, entonces kg, tal que Vk > ko = € {m(x) = 7, (2)} c.s., luego
x € {1, (z) < a}, es decir,

x € G ﬁ {Tn, X a} cs.

ko=1k>ko

si r € Ugomi Mo 17ne = @} c.5., se tiene
z € {m <X a} cs.

luego podemos escribir:

{r Xa} = G ﬁ {Tn, 2 a} cs.

ko=1k>ko
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{m = ah} = Ej ﬁ {Tn, = ah} cs.

ko=1k>ko

Como 7, es plan de muestreo Vk € N,
{70, 2 a}, {1, = ah} € B,

se tiene que
{rn 2a} €B,, cs. ,Vac A
{m, = ah} € B,, cs. ,Ya € A, Yh € M,
Asi, 75 es c.s. un plan de muestreo, y por ser de A(1;) para c.s., pues Ty se puede

alcanzar desde 71, en un nimero finito de etapas, como vimos en la definicion de ”ser

alcanzable”.

Finalmente, para 71, 75 planes de muestreo admisibles, 71 < 7, = 1, € FRA(1) =
Ty € A(T1) = 11 =2 7o admisibles. Se tiene,

A(m) = FRA(m)

Corolario 2.5.3 Sea 71 un plan de muestreo admisible, entonces
FRA(Tl) = A(Tl) = ST(Tl)

Demostracién:
A(m) C ST(7), como vimos en el teorema (2.5.1). Sea 7, € ST'(m), es decir 75 < 79, por
el teorema previo se tiene que 75 es un plan de muestreo admisible, tal que 7 € A(m),

quedando asi probado el otro contenido. O

Proposicion 2.5.3 Sean 11,79, planes de muestreo admisibles, definimos

¢(T1 ($)> 13) = Z (T1($)7 al)]{mt(n,al)} +7 ($)]{72=71}

a1EM

con ¢ € D, definida en el teorema (2.5.2), entonces se tiene que ¢ es B, -medible, con-
siderando sobre A, la o-dlgebra P(A).

Demostracién:

¢ serd BB,,-medible, si Va € A, y VB € P(A), se cumple,

{r e X:¢(n(x),z) e BiNn{n(z) =a} € B,
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Sea b € A,

{ra(z) = b} N {n(z)=a} be M,
{r e X:¢(n(z),z) = b}{7(z) = a} = { {n(z) =a} ar=b € B,
0 abbd M,

{n(z) =a}N{n(x) =a} b= a
{x e X:¢(ri(z),z) =b}n{n(x) =a} ={ {m(x) =b}N{n(r)=a} be M, c B,

) otro caso

O

2.6 Teorema de Parada Opcional

2.6.1 Parada Opcional para Sucesores Directos

Teorema 2.6.1 Sea {X,, Ba}aca una submartingala (respec., martingala). Sea {7,}, N
una sucesion de planes de muestreo admisibles, tales que, Yn € N 7, < 7,1 Sucesores
directos, y E(|X,,|) < +oco. Entonces {X,,,B.,}, N €s una submartingala (respec.,

martingala,).

Demostracién:
Como E(|X,,|) < +o00, X,, es integrable Vn € N.

Sea B € B, , probaremos que

/ X, dP > / X, dP
B B

Escribimos B = | J (BN {7, = a}), llamamos D, = BN {7, =a}, Va € A, D, € B,.
acA
Ademas, como {7,, = a} C {741 = a}, podemos escribir, D, = D, N {71 = a}.

Da

X, dP = / X, .dP
mt BN{tn=a} mt

dP

n+1

X, dP+ ¥ / X, dP

/CGM aﬂ{’rﬂ+1 ak}

/ o {Tn+1-a}

Daﬁ{Tn+1 a}

- XdP+ Y [ dP
w/D oN{Tn+1=a} Z o {Tnt1=ak} k

keM,

X,dP + / F(X,./B.)dP
/D N{Tn+1=a} Z o {Tnt1=ak} ( k/ )

keM,

> / X,dP + / X,dP
Don{Tnt1=a} Z o {Tnt1=ak}

keM,
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= / X,dP + X,dP
Do {Tny1=a} Dan{Tpny1>a}

- / X,dP = / X, dP= [ X, dP
Dam{T'rH»lia} a

Da
(1), {m=a}n{m1 =ak}={r =a}N{r1 = ak} € B,, por ser 7,, y T,,.1 sucesores
directos. O

Observacién 26
En el teorema anterior (2.6.1) la condicién
E(X,,|) <4

se cumplird si g(1,) < k, < +00, Vn € N. En particular, si A es finito.

Demostracién:
Si g(7,) < k, < 400, entonces
BIX,)< Y BX) <+oc
acA:g(a)<kn
pues el conjunto {a € A : g(a) < k,} = A, tiene cardinal finito. O
Corolario 2.6.2 Sea {X,, B,}aca una submartingala (respec., martingala). Sea T un plan
de muestreo y Vk € N, consideremos 7 planes de muestreo introducidos en la definicion

(2.2.5), tales que, E(|X,.|) < +oo. Entonces, {X, -, B}, N €s una submartingala (re-

spec., martingala).
Demostracion:
Inmediata, pues x7,,41 7 son sucesores directos. a

Observacién 27

El proceso {X W78, - }eeIN serd denominado proceso "7 parado en k7.

2.6.2 Parada Opcional para Planes de Muestreo Finitamente Alcanzables

Ahora bien el Teorema de Parada Opcional, se ha obtenido para el caso en el que la

sucesion de planes de muestreo sean sucesores directos.

Por lo que es necesario introducir un nuevo concepto que relacione planes de muestreo
no necesariamente sucesores directos, y que nos permita aplicar el Teorema de Parada
Opcional para cualquier par de planes de muestreo admisibles o, 7, tales que, 0 < 7. Es
decir, en el presente epigrafe daremos condiciones bajo las cuales, dados o, 7, planes de

muestreo admisibles, tales que o < 7,y {X,, B, }aca una submartingala, se cumpla,

E(X:/B;) =2 X,
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Teorema 2.6.3 (Teorema de Parada Opcional en FA(0)) Sea {Z,,Bu}aca una sub-
martingala (martingala, resp.). Sea o un plan de muestreo admisible, entonces VY1 €
FA(o)

E(Z;/By) > Z,, (=, resp.)

Demostracién:
Sea 7 € FA(c), entonces 3¢ € D y k € N, tal que, 7 = ¢*(¢). Con 7 plan de muestreo
como vimos en el teorema (2.5.2).
Veamos que ¢(0) € PO(o) definida en la observacién (24). Para ello, es suficiente probar
que

E(Zy0)/Bs) = Z.

o equivalentemente, que para cualquier B € B, es

ZUdP>/ZUdP
| ZowdP = |

Podemos escribir,

B=|JBn(e=a)=)Ds D,eB, VacA

a€A acA

Z&@de) -

7, ndP
Da /me(a)ta} o)

/ ZydP

br-abe A Y Dan{d(o)=b}

(Da N {p(o) =b} =Bn{oc=a}n{p(c) =01} € B,)
- ¥ E(Z,/B,)dP

babe A Pal{d(0)=

> Z,dP
> /Daﬁ{¢(<f)b}

brabe A

Z.dP = / Z.dP = | Z.dP

Da

/Daﬂ{¢(0)ia}

A continuacién probamos que Yk € N, es ¢*(0) € PO(0).
Aplicamos el principio de induccién:

Supongamos que se cumple para k — 1, es decir,
E(Zg10)/Bs) > Z,
Veamos que se cumple para k,

E(Zy0)/Bs) > Z,
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Para ello probamos en primer lugar,
E(Zg(0)/Byi=1(0)) 2 Zgi1 (o)
Sea B € Bx-1(,), entonces escribimos,

B=J(Bn{¢" (o) = Da

acA acA

Como ¢* (o) es un plan de muestreo Vk € N proposicién (2.5.2), se tiene que el conjunto
D,=Bn{¢"o)=a} €B,, VacA

Ademds, como ¢*(c) = ¢(¢* (o)), sobre el conjunto donde ¢* (o) = a, es ¢* (o) = ¢(a).

Entonces,

ZygrdP = [ ZywdP = / E(Z/B
Da. ¢ ( ) Da. ¢( b}§€A aﬂ{(j)(a b/ )
> / R R
o2t oot b, Zom)

Luego,
éZ¢k(a)dP > éZ¢k—1(a)dP, VB € B¢k—1(g)

Como Vk € N, B, C By (,), entonces

E(Z¢k(0)/80—) = E[E(Z¢k(0. /Bd)k_l(a )/Bs]

Vv

(1) por hipétesis de induccién.
Por lo que ¢*(0) € PO(0), Vk € N. Luego,

FA(o) C PO(o)

se verifica, cualquiera que sea la submartingala considerada. O

2.6.3 Parada Opcional para Planes de Muestreo Alcanzables

Definicién 2.6.1 Sea (Z,),ca una sucesion de variables aleatorias B,-medibles Va € A,

diremos que es uniformemente acotada, si 32+ > 0, variable aleatoria integrable, tal que
|Z4| < ZT, Va € A.

Teorema 2.6.4 (Teorema de Parada Opcional en A(c)) Sea {Z,,B,}aca, una sub-
martingala (martingala, resp.) uniformemente acotada. Sea o un plan de muestreo ad-

misible, entonces V1 € A(o)

B(Z./By) > Zy, (=, resp)
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Demostracién:

Sea 7 € A(0), probaremos que
E(Z./B,) > Z,

Como 7 € A(0), entonces existe {73}, |y una sucesion en F'A(o), tal que klim P(r, #
—00

7) = 0. Para cada k € N, escribimos
Zr = Zn, + (Zr — Zo) L {rpny
tomando esperanzas en la expresion anterior,
E(Z:/Bs) = E(Zr,/Bs) + E(Zr — Zn, ) I{r 473/ Bo)

Como 11, € FA(o), Yk € N, entonces por el teorema de Parada Opcional en FA(0) (2.6.3),

se tiene

E(Z, /By) > Z,

Por lo tanto,
E(Z./By) > Zo + E(Z; — Zr ) 17 tr3 / Bo) (2.1)

(Za)aca, es una sucesioén uniformemente acotada, entonces
\Z,, — Z,| <2Z" VkeN, kllHIElOP(Tk #7)=0
tomando limite inferior en la expresién (2.1)
E(Z:/B5) > Zo + liminf E((Z; — Z7)l{z273/Bs)
ahora bien

liminf B(Zr — Zn)lrpmy/Bs) < Mminf |[E((Z; — Zy,) iy /Bs)|
hlgn inf E(‘ZT - Zrk ‘I{T¢Tk}/BJ)

AN

lim sup E((ZT - ZTk)I{T¢Tk}/BU) > hmsup(_|E((ZT - ZTk)I{T;éTk}/BU)D

k—oo k—oo

= —liminf B(|Z, — Zr, [ Ir20,3/B5)
VB € B,,

E(Z, — Z. | Irsny/B,)dP :/ 7. — 7. |dP
| B(Z: = 24|l /By) s 17 = 20

< / 97+dP — 0
{r#m}

k—o0

pues Z* es integrable y P(7 # 1,) — 0.

k—oo

Luego,
lim inf E(‘ZT — ZTk‘I{T?ng}/BJ)dP =0, VBe-B,
B

k—o0
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Aplicando el lema de Fatou, a la expresion anterior,

liminf B(|Zy—Zs, | T(r 4z} /B,)dP < lim inf / B(|Zs—Zs | Iriny/Bo)AP =0, VB € B,
— 00 B

B k—oo

Entonces,

hlgn inf E(|ZT — ZTk|I{T7,ng}/BU) = 0, C.S.
por lo que

lilgn inf |E((Z: — Zr, ) I (z4r,}/Bs)| =0, cs.
Asi,

E(Z,/B,) > Z,

como queriamos probar. Luego,

T € PO(0)

Se verifica el Teorema de Parada Opcional para el conjunto de planes de muestreo A(o),

con ¢ admisible, siempre que la submartingala sea uniformemente acotada. O
Observacién 28

Luego se cumple el Teorema de Parada Opcional para 7, o, planes de muestreo admisibles,

con tal de que o < 7, para cualquier submartingala uniformemente acotada.

Pudiéndose por lo tanto generalizar dicho teorema a una sucesion de planes de muestreo,
en las condiciones vistas, de manera analoga al Teorema de parada opcional para planes
de muestreo sucesores directos (2.6.1), sin suponer ahora que los planes de muestreo o, T
sean sucesores directos.

Como contrapartida tenemos que exigir ahora que la submartingala {X,, B, }sca sea uni-

formemente acotada.

2.6.4 Reciprocidad entre Parada Opcional y Alcance

En esta seccion se plantea un resultado reciproco al teorema de parada opcional para
planes de muestreo alcanzables. Para ello comenzamos probando unos resultados pre-
vios que atanen al problema de parada 6ptima en el conjunto de los planes alcanzas (el

problema se presenta bajo forma de minimo en lugar de maximo).

Teorema 2.6.5 Sea Z : Ax X — R una aplicacion uniformemente acotada, y adaptada

a (Ba)aca- Sea T un plan de muestreo admisible, definimos:
Ula,7) = E(Z,/B,), a€A

Uy = engAl(g)f{E(ZT/Ba)}, acA
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Se tiene,

U, = ggg{min( (Up/Ba), Zs)},a,b € A

Demostracion:

En primer lugar, veamos que, para a € A

ess Inf{ B(Zr/Ba)} = ess inf{E(Z;/Ba)}

Como FA(a) C A(a), se tiene

ess 1nf{E(Z /Ba)} < ess 1nf{E(Z /B.)}

TEA(a) TEF A(a)

Para ver la otra desigualdad, consideremos 7 € A(a), entonces 3{7;}, y sucesién en
FA(a), escribimos, para cada k € N,

E(ZTk/Ba) = E(ZT/Ba) + E(Zm - ZT/Ba)I{WéTk}
Como 7, € FA(a), Yk € N, VT € A(a),
7686%1%5 {E(Z+/Ba)} < E(Z;,/B.)
- E(ZT/BG) + E(ZTk - ZT/Ba)I{T7£Tk}

Haciendo k — oo,

ess inf {E(Z+/B,)} < E(Z;/B,), V7€ A(a)

T*EF A(a)
Asi,
ess inf {E(Z;+/B,)} < ess mf{E(Z /Ba)}

T*eF A(a)

Llamamos U, = infy, {min(E(U,/B,), Z,)}, Ya € A. Demostramos que U, = Ul,,
Va € A.

- Probamos en primer lugar, que U, > U,, Va € A.
Sea 7 € FA(a), entonces 3¢ € D y 3k € N, tal que 7 = ¢*(a). Definimos
5 { T T2xah
T =
ah en otro caso
Se cumple que 7 es un plan de muestreo en FA(ah). Veamos que 1) € F A(ah):
sabemos que 7 € FA(a), luego 3¢ € D, tal que Ik € N, de manera que ¢*(a) = 7,

e Si {7 ah}, ! = ah, y entonces de manera obvia ' € FA(ah).

e Si {7 = ah}, ' = 7, luego ¢(a) = ah. Si ¢(a) = ah y ¢*(a) = 7, entonces
d*~1(ah) =t y por lo tanto T € FA(ah).
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e Si ¢(a) > ah, definimos
¢la,z) r=ah
o(r)  r#ah

1) es una funcion de decisiéon, en efecto:
si r # ah, ¥(r,z) = ¢(r, z), entonces

{zeX  Y(r,x) b} ={z e X:¢(rx) b} €B,
si r = ah, Y(ah,z) = ¢(a, z), entonces
{r e X :¢Y(ah,z) b} ={z € X : ¢(a,x) 2 b} € B, C Bap
Sobre el conjunto {7 = ah} es T = 7 = ¢*(a) entonces
¢"~'d(a) = ¢* "M (ah) = N (ah) = 7f

asi,

' € FA(ah)

E(ZT/BG) = I{T:a}Za+ Z I{Tiah}Z-rlh/Ba>

aheM,
= Zodp—ay + Z Itrrany E(E(Zy/Ban/Ba)

aheM,
> Z.I_, Ivam E( ess inf E(Zy+/Bon/Ba
- { }+ahezjv'fa frean) (ng%f{&h) ( / h/ )
= ZGI{TZG}+ Z I{Tiah}E(Uah/Ba)

aheM,

E(ZT/BG) > 1n£ min{Za7 E(Uah/Ba)}

ah€ M,

> l1)1>1f min{Z,, E(Uy/B.)}

V1 € FA(a), tomamos ess inf sobre 7 € F'A(a), se tiene

U, = ess inf E(Z,/B,) > rggn{E(Ub/Ba), Z,}, VYaeA

TEFA(a)

- Para probar U, < U,, Ya € A, comenzaremos demostrando que para ¢ > 0, Ir €
FRA(a), tal que se verifica

U,+e>Ula,7)=E(Z;/B,), VYaecA

Sea a € A,

Uy = ess flg(;f) E(Z,/B.)
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Veamos que {E(Z,/B,), T € FA(a)} tiene la propiedad filtrante decreciente, es decir,
que dados dos elementos del conjunto, existe otro menor que ellos que pertenece a
dicho conjunto.

Sea 11,79 € F'A(a), sea

C={xeX: :E(Z,/B,) < E(Z.,/B.)}

obviamente C' € B,, sea

() z e C°

() = { n(x) ze€l

Se tiene que 73 >~ a y es un plan de muestreo, en efecto,
{m=b=Cn{n=0Hu(C°N{r=>0}) € B,Vb=a, beA

{75 = bR} = (C'N {m = bh}) U (C° N {rs = bR}) € By, Wb = a,¥h € My, b€ A

73 € F'A(a), en efecto:
como 71,7y € FA(a), existen ¢y, ¢y € D, tal que 7 = ¢y*(a), y 7 = ¢5*(a), para
ki, ks € N.

Definimos Vc¢ = a,

$1(c,x) xeCn{n #c}
¢le,z) = § dalc,) we€C°N{r# c}

c en otro caso
¢ es una funcién de decisién, y si k = max(ky, ks),
qﬁk(a,x) =1(z)lc(x) + Tolce(x) = 13(x), Ve X

entonces,

T3 € FA(&)
y ademas,

E(ZT3/Ba) = ICE(ZTl/Ba) + ]CCE(ZTQ/Ba) = E(ZTl/Ba) N E(ZTQ/BG)

g
E(Zr/Ba) N E(Zr,/Ba)

pertenece al conjunto sobre el que vamos a tomar el infimo esencial, entonces Va € A
EI{Tk}de € FA(a), tal que E(Z,,/B.) | U,
Como 71, € FA(a), es 7, € FRA(a), entonces d¢y, € D, tales que,

T, = lim ¢} (a) c.s

n—oo
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Por definicién de infimo, dado ¢ > 0, Vo € X, Jk*(z) funcién aleatoria entero
valorada, tal que
Ual@) + € > E(Zs, /B)(2)

para todo k > k*(x), siendo k* el primer indice que cumple esta desigualdad.

Veamos que k* es variable aleatoria B,-medible.

{reX k' (x)=k} = khl{x €X: U, +e< E(Z;;/Ba)} ﬁ{z ceX :Us+e>E(Z;;/Ba)}
€ B,

Ahora Vk, ¢, € D y In;,, € N, tal que

T(y) = ¢p*(a,y),Vy € X

entonces
T () (2) = 645 (a, @)
Sea
) e (rx) (r=a) N (Tre@)(T) #7)
¢(T7 */E) -

T en otro caso
Veamos que ¢ € D:
¢(r,x) = r, de manera evidente por la propia definicién.
Sib=r,yr>=a,

{reX:¢(rx) =0} = {6 X : pe(n)(r,z) = b}
= Q{xe)(:qﬁk(r,x):b}ﬂ{k*(a:):k}elgb

pues {x € X : ¢pe(y(r,2) = b} € B, C By, y {k*(z) =k} € B, C By. Sib>r,y
rita,

{zeX :¢(r,x)=0b}=0€B,
Sib/tr,

{reX:¢(r,x)=0b}=0€bB,

Sib=r,yr#%a,
{reX ¢(rx)=0b}=X€cB,

Y se verifica:

n—oo

Sea 7(z) = T+ (), Vo € X', entonces

7(z) = lim ¢} (a,x)

n—od
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Como ¢ € D, se deduce, la existencia de 7 € FFRA(a), plan de muestreo por lo tanto,

tal que
U,+e>E(Z;/B,), VaecA

Sea € > 0, b = a, como acabamos de ver, 37 € FRA(D), tal que,
Uy +e>U(b,T)=E(Z./B) (2.2)

’ , ..
Queremos probar que 7 € A(a), y asi, tomando esperanzas condicionadas por B,

obtener el resultado.
Como 7 € FRA(b), 3¢ € D, tal que,

lim ¢F(b) =7 c.s.

k—oo
Definimos r € A,
o(r) r=b
W(r)=<X b r=<b
T resto
YeD,
{reX p(rx)=c}t c=r=b
(XYeX: pra)—ct=] (czmr=b | p
0 c<r
X en el resto
y para b > a,
PHa) = P*H(a) = YD) = UFT(D) = U TPe(b)
= PFI(b) = = 9" (D)
luego,
Jim 04(0) = Jim o) = 7
Asi 7' € FRA(a), entonces,
7 € Ala)

Tomamos esperanzas condicionadas respecto de B, en la desigualdad (2.2)

E(Upy/Bs) +¢ > EU(b,7)/B.)
EE(Z,/By)/Ba] = E(Z,+ | Ba)
By)

ess inf E(Z_/B,) = U,
7' €A(a)

(Ba

vV N
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Y obtenemos,
EUy/B,) > U,, Yb>a

Ademas, Z, = E(Z,/B,) > U,, se tiene

U, < Zl)r;f min{E(U,/B.), Zs}, VYa,be A

Por lo que queda probado que U, = U,.

Corolario 2.6.6 Para cualquier plan de muestreo admisible o, y Ve > 0, 31 € FRA(0),
tal que,
U,+e>U(o,T)

Demostracion:
Sea o plan de muestreo admisible. Hemos probado que para cada a € A, existe 7, €
FRA(a), tal que,
U,+e€¢>E(Z;,/B.)

para un € > 0 dado. Sea ¢, € D, tal que,

lim ¢F =7, c.s.
k—oo

Definimos una nueva funcion,

¢(a):{ op(a) b=ayo=1>

a ocAa
¢ €D,
¢(a,z) = a
{reX ¢pla,z)=c} c-arb o=b
{reX: ¢la,x)=c}=¢ X c=a, ocAa € B,
0 c<a

Dado z € X, si o(x) = b, entonces

7(z) = lim ¢*(o(x),z) = klggo or(b,z) = ()

k—oo

Asi, dado o plan de muestreo admisible, 37 plan de muestreo, tal que 7 € FRA(o), y

veamos que se tiene

U, +¢> E(Z,/B,)
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U, +e = Z(Ub + 6)]{0':6} > Z E(ZTb/Bb)I{U:b}

beA beA
= S E(Z./By) (o) =) BE(Z,/B,)
beA

(1), aplicando el Teorema de la Proyeccién Opcional.

Teorema 2.6.7 Sean 7 y o dos planes de muestreo admisibles y tales que para cualquier

submartingala uniformemente acotada {U,, By}aca se cumple
E(U./B;) > U,, c.s.
entonces T € A(o)

Demostracion:
Consideramos la funcién Z, = I{;4q4), a € A, tenemos que U,, definida en el teorema
anterior (2.6.5) cumple |U,| <1, a € A.
Como vimos en la demostracion del teorema anterior (2.6.5), consideremos ak € A, con
ke M, ydadoe>0,3r e FRA(ak) = A(ak) que cumple

Uak + € 2 E(ZT//Bak)

. ! .-, o .
siendo 7 € A(a) como ya se vi6 en el teorema. Tomando esperanzas condicionadas en la

expresion anterior respecto de B,,

EUar/Ba) +¢ > E(E(Z;/Ba)/Ba)) = E(Z,/B,)
> essinf E(Z.+/B,) = U,

TteA(a)

Por tanto tenemos que {U,, B, }sca €s una submartingala uniformemente acotada por 1.
Como U, =0, E(U,/B,) > U,, y U, > 0, entonces es

U, =0

Por el corolario previo (2.6.6), dado € = 1/k, {7} sucesién de planes de muestreo en
FRA(0) tales que

U, +1/k > E(Z,,/B,) = P(rs # 7/B,), VkeN

entonces

P(ry #7/B,) <1/k, VkeN

tomando esperanzas

Py #7)<1/k, VYkeN
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luego
lim P(r, #7)=0

k—oo
y se deduce
T € A(o)

como queriamos probar. O

2.7 Integrabilidad Uniforme

En la siguiente seccion tratamos el Problema de Parada Opcional desde el punto de vista de
la integrabilidad uniforme. Para ello, definimos los conceptos de Integrabilidad Uniforme

para una sucesion {X,, B, }aca, y de dltimo elemento de una submartingala (martingala).

Definicién 2.7.1 Dada {X,, B, }taca diremos que esta sucesion de variables aleatorias es

uniformemente integrable, si

/ X,|dP — 0
(Xal2c} om0

uniformemente en a € A.

Definicién 2.7.2 Dada {X,, B,}aca una submartingala (martingala), diremos que tiene
ultimo elemento si 31X variable aleatoria integrable, tal que X, < E(Xs/B,), (=, res-

pectivamente), Va € A.

Lema 2 Sea Y una variable aleatoria integrable definida sobre el espacio de probabilidad
(X,B,P). Sea {B,}aca una familia de sub-o-dlgebras de B, entonces X, = E(Y/B,) son

uniformemente integrables.

Demostracion:
Para todo a € A,
| Xal = |E(Y/Ba)| < E([Y]/Ba), cs.

Como X, es B,-medible, entonces

{|Xa| > ¢} € B,
/ | X,|dP g/ E(\Y\/Ba)dP:/ Y|dP
{IXa|2c} {|Xal>c} {IXal>c}
Aplicando la Desigualdad de Tchebychev, Va € A,
1 1
P(IX.| > ¢) < ZB(X]) < ~B(Y]) — 0
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puesto que E(]Y]) < 4o0.

Al ser Y variable aleatoria integrable, se tiene

/ Y]dP — 0
(1Xal>e) om0

deduciéndose el resultado. O

2.7.1 Teoremas de Parada Opcional

A continuacion se demuestra el teorema de parada opcional para toda submartingala
con tltimo elemento, y se demuestra este mismo teorema, para toda submartingala que
verifique

E(’ka — Xb‘/Bb) S C

sobre {7 = b}, siendo 7 un plan de muestreo admisible, con nimero esperado de etapas
finito.

Teorema 2.7.1 Sea { X, B,}aca una submartingala con ultimo elemento Xo. Sea o, un

plan de muestreo admisible. Entonces
E(X./B,) > X, ¢c.s., VT =0

Es decir, V7 = o, 7 € PO(0,{X4,Bi}taca), con {Xa, By}taca submartingala con wltimo

elemento.

Demostracién:

Para cada a € A, escribimos
Xa = Xo = E(Xoo/Ba) + E(Xo/Ba)
1. Llamamos Z, = F(X«/B,). Za,, son variables aleatorias Ya € A:
E(|Za]) = E|E(Xo/Ba)|) < B(E(|Xx|/Ba)) = E(| Xx|) < 400
Veamos que {Z,, B, }aca €s una martingala; sea a € Ay k € M,,

E(Zak/Ba) = E[E(XOO/Bak)/Ba] - E(XOO/Ba) = Z,

Sea 7 € A(o), plan de muestreo admisible. Consideremos 7, Vk € N, plan de
muestreo con a lo sumo k etapas, definido en (2.2.5).

Por el Teorema de la proyeccién opcional (2.3.1) se tiene Yk € N
Zr = E(XOO/BkT)

Z, = E(XOO/BT)
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Deduciéndose entonces que Z., y Z, ., Yk € N son variables aleatorias integrables:
E(|Z:|) = |E(E(X/B:))| < E(E(|X«|/B;)) = E(|Xx|) < +00

E(|Z-) = [E(E(Xoo/Byr))| < E(E(|Xoo|/Byr)) = E(|Xoo|) < +00

Entonces {Z,;, B, },.N, es una martingala uniformemente integrable que converge
c.s. y en m! hacia una variable aleatoria integrable, es decir,

1

c.S., m
Z,. — E(X«/Bx)
k—oo
con By = o( | B,r)-
kelN
Por otra parte como
C.S.
T — T
k—o0

por la proposicién (2.2.3), entonces es

C.S.
ZkT — ZT

k—oo

Luego,

c.s., m!
—/

ZkT Z‘r

k—oo

Como o = 7, entonces (y0) < (x7), Vk € N, y ademds ,7 € FA(y0), como vimos en

el teorema (2.5.2), al ser (o) =< (,7), definfamos ¢ € D, tal que, lim ¢/(,0) = T
j—o00

c.s. como h(xo) < ky h(xr) < k, tenemos que

¢k(k0) =k T

por lo que Yk € N yo =<; 7 cumplirdn el Teorema de parada opcional (2.6.3), en

particular para la submartingala {Z,, B, }ac4, es decir,
E(Z./B.) > Z ,cs., VkeN
Probamos a continuacion que se cumple
E(Z./B,) > Z, cs.

Escribimos
Z; = ZkT + (ZT - ZkT)I{T?ékT}

Sea B € B,

74P = /ZTdP /ZT—ZTIT P
é Pt +B( k){?ék}

Z .dP + Z. — Z VirsodP
/Bmh(a)sm * Bm(hw)gm( o Mirin)

+ / 7 dP + 7 — 7 Vs dP
BN(h(o)>k) Bﬁ(h(a)>k)( i) iy
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BN (h(o) < k) € By, Vk € N. En efecto, sea a € A,y j € M,,

Bﬂ(h(a)<k)ﬂ(ka:a):{ Bolo=a) ha)<k }eBa

B 0 h(a) > k
entonces
/ Z..dP > / Z, ,dP
BN(h(0)<k) BN(h(o)<k)
luego Vk € N
7Z.dp > / 7 .dP 7. — 7 Vs rdP
/B BN(h(o)<k) * + Bm(h(a)gk)( ) ter)
+ Z.,.dP + Z, — 7y dP
BN(h(o)>k) Bm(h(a)gk)( i) iy
= Z,dP + Zr—2Z )rr, ndP
@ /Bm(h(a <k) Bﬁ(h(a)<k;)( ) ety
Z Agrs AdP Zr— 72 Vi, dP
/Bﬂ(h( kTH{T#RT} + Bﬂ(h(a)>k)( k ) {r#r7}

- Z,dP + Z. — Z Vs AdP
/Bmh(a)gk) Bm(hw)gm( oM irin)

+ ZTI{T#CT}CZP

/Bm(h(a)>k)

(1), si h(o) < k entonces o = 0.

/ Z.dP
BA(h(o)<k)

y la sucesion {Z, o)<k} }oN» cumpliéndose

Consideramos la integral

|\ ZoItnoy<iy| < |25, VkeN
con Z, integrable, como ¢ es un plan de muestreo admisible
I{h(a)gk}]zol c.s.

entonces

Zal{h(a)ﬁkz} li—i; Za

aplicando el Teorema de la convergencia dominada,

Zo I nior<prdP / Z.dP
/B {no)<ky ¢ 2 |

Consideramos la integral

7. — 7 VsndP| < /
| Bm(h@-)sm( M dP] B(h(0)<k)

|(ZT - ZkT)|I{T7ékT}dP

IN

/ (2~ Z,)|dP — 0
BN(h(0)<k) k=00
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por la convergencia de
Z - m, Z

k—oo

Y finalmente consideramos la integral
Z I pmdP| < / Z, Ity sy dP
|/Bm(h(a)>k) andP] < Bﬂ(h(a)>k;)| ey

/ 1Z,|dP
BN(h(o)>k)

IN

La sucesién
{Z: o>k } e

es tal que
|Z:\ Iinoysny < 1221,k

con Z, variable aleatoria integrable, ademés como ¢ es un plan de muestreo admisible,
C.s,
I — 0
{h(o)>k} [~
aplicando el Teorema de la convergencia dominada,

/ \Z,|dP — 0
BN(h(o)>k) k—oo

De esta forma dado B € B,,

/ Z.dP > lim Z,dP
B k—o0 JBN(h(a)<k)
i Zr —Z )z, ndP + i Z Iz AdP
T Bm(h(a)gk-)( Mirtar) Pyl BN(h(o)>k) r#em)
- / Z,dP
B

luego
E(Z./B,) > Z, cs.

2. Llamamos W, = X, — F(X«/B,), variables aleatorias integrables Va € A. Es
We<0,Vae A, y Wy, =0.
Tratamos de ver que E(W,/B,) > W,. Consideremos los planes de muestreo ,o, 5T,
para todo k € N.
Probamos en primer lugar que W., W,, W, ,, W, son integrables Vk € N. EI proce-
dimiento para la demostracion es el mismo para todas las variables mencionadas, asi
que lo haremos tinicamente para W..
Sea 7, consideramos el plan de muestreo asociado a él que consiste en tomar j ob-

servaciones, /7 definido en (2.2.6), con g(“7) < j, Vj € N. Entonces,

E(|Wi ) < > E(|W,]) < +o0, Vae A

acA
g(a)<j
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. .. . c.s.
Luego W;, son variables aleatorias integrables, como 77 T entonces
— 00
C.S.
Wi, — W,
k—oo

ademas W;,. <0, Vj € N; por lo que aplicando el Lema de Fatou,

hmsup/ VVJTdP</ lim sup W, dP — /de<0

]—)OO J—)OO

Como W, son integrables, entonces W, es integrable.

A continuacién consideramos o, y 7, como ¢ = T, entonces, (x0) = (x7), Yk € N.
Sabemos que ;7 € FA(x0), Yk, como hemos deducido en el apartado anterior de esta
demostracién por el teorema (2.5.2). Por lo que se cumplira el teorema de parada
opcional, puesto que F'A(y0) C PO(x0) por el teorema (2.6.3), es decir, VB € B,,,

/ W,,dP < / W,,dP
B

Sea B € B,, k € N, como BN (h(c) < k) € B,,, y sobre el conjunto (h(c) < k),
o = (x0), y sobre (h(1) < k), 7 = (47), Vk € N, tendremos

/ Woar — | WoodP <q) [ W,.dP
BA(h(o)<k) B (h()<h) B (h(o)<k)
=@ / W,dP = W.dP
BO(h(r)<k) BA(h(r)<H)

como la desigualdad se cumple Vk € N, aplicando el Teorema de la convergencia
dominada, se tiene que VB € B,,

/ W,dP < / W.dP
B B

(1), Teorema de parada opcional en F'A(y0) (2.6.3).
(2), por la propiedad de monotonia en integracién al ser (h(7) < k) C (h(o) < k), y
W <.

De esta forma como
X, =7, + W,
entonces tomando esperanzas condicionadas sobre B,,

E(XT/BO') = E(ZT/BU) + E(WT/BU)
> Z,+W, =X, cs.

Es decir se verifica el teorema de parada opcional para ¢ =< 7 planes de muestreo admisi-
bles, siempre y cuando la submartingala que estemos considerando tenga ultimo elemento.
O
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Teorema 2.7.2 Sea { Xy, By}oea una submartingala y 7 un plan de muestreo admisible,

tal que T = a, con a € A. Supongamos:
1. E(h(T)) < 400.
2. E(|Xor — X3|/By) < ¢ < +00, sobre {T = b}, con'b = a, y k € M,

Entonces,
E(X,/B,) > X, c.s.

Demostracion:
Sea T > a, para a € A. Tenemos para b € A

h(b)
Xb - Z(sz - Xbi—l)

i=1
siendo X = 0. Entonces
h(T)

Xr = Z (XiT - XiflT) + Xgn@)1
i=h(a)

Llamamos
Zbi = |sz - Xbi—1|
Y,
h(r)
Y, = Z Z.
i=h(a)
Por tanto,

h(T) h(T)
X < Z [ Xir = Xoir + [Xar@ | = Z Zir + | Xan@-1]
i=h(a) i=h(a)
= Y; —+ ‘Xah(a)—l‘

Si para 7, consideramos ,7 plan de muestreo consistente en tomar las k primeras etapas

del plan de muestreo 7, es Yk > h(a)

h(x)
XkT - Z (XzT - Xi—lT) + Xah(“)—l
i=h(a)
como h(1) > h(p7),
h(kT)
‘XkT‘ < Z ‘XiT - XiflT’ + ’Xah(“)*ly
i=h(a)
h(T)
Z |XzT - Xi—lT| + |Xah(a)—1|
i=h(a)
h(T)
= Z Zr+ |Xah(a)—1| =Y, + |Xah(a)—1|
i=h(a)

IN
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Como X, n)-1 es integrable, si Y, es una variable aleatoria integrable, se tendra que X, y

X,r, VE € N estan uniformemente acotadas. En efecto,

h(T) h(T)
E(Y,) = /YdP /ZZdP_Z/ZdP
i=h(a) i=h(a)
h(b)
SN BRI S
b>-a1 h(a) i=h(a) bg—(:);elA
_ 7 .dP = / Z..dP
z%a ;/T p}n{h(b)>i} z%a ; {r=b}n{h(r)
B Z /h(T ZirdP =q) Z Z/ L r=b}n{h(r)>3} ZirdP

= h( 1= h,(a b>—a

=2 Z X >

i=h(a) prah(a)=1 ke M,
b A

=@3) i > Z/ . E(Zy/By)dP

i=h(a) pyah(a)—1 ke N, {i—1m=b}n{h(r)>i}N{s7=bk}
beA

< dP = P(h
< XYY / cdP=c 'y > i)
i=h(a) pyah(@—1 ge gt * Lim1T=0IN{R(T) 2N bk} i=h(a)
beA

< cE(h(T)) < +o0

(1), {h(7) 2 i} = {h(7) <i} ={h(r) <i-1} € B, s
(2) sobre {;_17 = b} = |J {i7 = bk}. Ahora bien, si {,_17 = b}, entonces Ik € M,, tal
kEMa

que {;7 = bk} = {;7 = bk}.
(3), {iit=b}N{h(T) > i} € By, y {iT = bk} € By, entonces

{iam =0} N {h(r) > i} N {iT = bk} € By

/ Z..dP
i—17=b}n{h(1)>i}n{;T=bk}

(4), E(Zy./By) < ¢, sobre el conjunto {7 = b}, como estamos sobre el conjunto donde
{i.im =0} N {h(r) > i}, es entonces {7 > b} C {7 = b}.

Por tanto Y, es una variable aleatoria integrable. Escribimos para todo k > h(a),
Xr =X+ (XT - XkT)I{nékT}
tomando esperanzas condicionadas por B,
E(XT/Ba) = E(XkT/Ba) + E((XT - XkT)I{T#kT}/Ba)
x7 € FA(a), por lo que se verifica el Teorema de parada opcional (2.6.3), y para todo
k> h(a)
E(X,./B,) > X
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Por otro lado,
’E((XT - XkT)I{T?ékT}/Ba)’ < E(‘XT - XkT’I{T?ékT}/BG)

como |X; — X, ;| < 2Y;, variable aleatoria integrable, entonces al igual que en la de-

mostracion del Teorema de parada opcional en A(c) (2.6.4) se tiene,

liminfE((XT - XkT)I{T¢kT}/Ba) =0

k—oo

Luego como para todo k > h(a),
E(X;/B,) = X+ E((X; — XkT)I{T?ékT}/Ba)

tomando lim inf se obtiene

E(X,/B,) > X, cs.



Capitulo 3

Suficiencia

3.1 Introduccion

En el presente capitulo, introducido el concepto de familia de o-algebras suficientes transi-
tivas; se obtiene que la clases de procedimientos de decision secuencialmente planificados,
basados en la familia de o-algebras suficientes, forman una clase esencialmente completa,
de acuerdo con ello el decisor puede restringir su eleccién a dichos procedimientos sin

aumentar en absoluto el riesgo.

Con el objetivo de probar que los procedimientos de decision secuencialmente plani-
ficados basados en la familia de o-algebras suficientes transitivas forman una clase esen-
cialmente completa, definimos en primer lugar la familia {G,} de o- dlgebras suficientes
para {B,}, y dado un plan de muestreo 7 las familias de o-algebras G, = o(G,U{r = a}),

v Go = (G, U {7 = a}), siendo {G,} en general una familia no isoténica de o-dlgebras.

Se definen también los planes de muestreo respecto a la familia no isoténica {G,}
no aleatorizados y aleatorizados, concluyéndose que los procedimientos secuencialmente
planificados (7%, ¢*), donde 7* es un plan de muestreo aleatorizado respecto de {G,}, y

¢ es G,-medible, forman una clase esencialmente completa.

Definicién 3.1.1 Diremos que {Ga}aca €s una familia de o-dlgebras suficientes para
{Ba}aEA st ga C Ba; Va € A; ) VB € Ba

Ey(I5/Ga)
tiene una version independiente de 6, 6 € O.

Supondremos que la familia (FPp)sce de distribuciones probabilisticas sobre (X, B), esta

dominada por una medida o-finita, con lo que existird una medida A equivalente a (FPp)gco

79
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sobre cada B,, y sera
E@(IB/QG) = E,\(IB/QG), VB € Ba, Va € A

Dadoa € A, a = (ay, -, a;), sea @’ = (ay,...,a;), i = 1,---, k. Sea G* = o(U"_, Gi),

con ello {G}},ca serd una familia isoténica de o-dlgebras.

Ademas al estar (Py)gco dominada por una medida o-finita sobre B,, se deduce por el

teorema de factorizacién, por ser G, C G C B,, que G! es o-élgebra suficiente para B,,

Va € A.

Definimos a continuacion los conceptos de familia de sub-o-algebras transitiva respecto
de una familia isoténica de sub-o-algebras y de plan de muestreo respecto de una familia

de sub-o-algebras no isoténicas.

Definicién 3.1.2 Sean {G,}aca, Y {G:}aca dos familias de sub-o- dlgebras de B. Diremos
que {Gataca es transitiva respecto a {G'}aca, si para cualquier funcion G.,-medible e
integrable f, a € A yk € M,, se cumple

E(f/G.) = E(f/G7) c.s.

Definicién 3.1.3 Sea {G,}aca una familia de o-dlgebras de B no isotdnica, tal que G, C
* Ya € A con {G!}aca familia de o-dlgebras de B isoténica. Diremos que T es un plan

de muestreo respecto a {G,}, si para cada a € A y k € M, se cumple

{r=a}eg,
{r=a}t={r=a}nND; Dy€eg,
{r=ak}={r>=a}NDy Dy€gG,

Observacién 29

Se deduce de la definicién anterior (3.1.3), que si 7 es un plan de muestreo respecto de
{G.} entonces es un plan de muestreo respecto de la familia isoténica {G!}. En efecto,
para a = (a1, as,...,a;) € Ay k € M,,

{rfa}zQ{rzai}u{<>}eg;

{r = ak} € G
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Proposicién 3.1.1 Dada una familia no isoténica {G,} y un plan de muestreo T respecto

a{B,}, sea

Go = 0(G. U{T = a})

Y sea

G, ={CeB:Cn{r=a}eq,}

Entonces G, es o-dlgebra.

Demostracién:

Xn{r=a}eg,
2. Si C € G,, entonces C N {1 = a} € G,, asi
Cn{r=al=X-C)n{r=a}={r=a}—(CN{r=a}) €G,
3. Si {C;} € G,, Vi, entonces
UC)ni{r=a} =J(C:n{r=a}) €G,
O

Teorema 3.1.1 (Teorema de la proyeccién opcional para las familias no isoténicas
Qa). Sea f: O X AXx X — IR, Va € A es una funcion B,-medible e integrable. Sea
W, = Ey(f(0,a, x)/QNG), Va € A. Entonces para todo plan de muestreo admisible T res-

pecto a B, es

WT = Eé(f(ev T, x)/gv‘J

Demostracion:
Subsiste la misma que en el teorema de la proyeccién opcional (2.3.1) del capitulo de

andlisis estocéstico. O

Proposicién 3.1.2 Dada una familia no isoténica {G,} y un plan de muestreo T respecto

a B,, si X, es G,-medible, entonces X, es QNT—medible con tal que T sea admisible.

Demostracion:

Definimos A®™ = {a € A : g(a) = n},
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sera QNT—medible si Xoql{r—q) €8 Q~T—medible.

(r€X: XIew <y} = {reX: Xy <ypn{r=aj y<0
- Agl{r=a} > {xeX:XaSy}ﬂ{T:CL}U{T:a}C yZO
Sea b e A,
Siy<0
0 a#b ~
{z <ytn{r=aln{r } {{xeX:Xbﬁy}m{T:b} a:b} Gp
Siy >0,

{Xoe <yln{r=a}n{r=0} U {r=a}Nn{r=05}

B {Xpy <ytn{r=0b} a=0b 5
B {{T:b} a%b}egb

O

Proposicién 3.1.3 Dada una familia no isoténica {G,} y un plan de muestreo T respecto
a {Ga}, sea
ga - U(ga U {T i CL})

Y,
G.={CeB:Cn{r=a}eq,}

Entonces QAT es o-dlgebra.

Demostracion:

Xn{r=a}={r=a}={r=alnD g,
2. Si C € G,, entonces C' N {7 = a} € G,, por lo tanto,
Cnf{r=a}=X-0O)n{r=a} ={r=a} - (CN{r=a}) €q,
3. Y si, {C;} € G,, Vi, entonces

UG)n{r =a} =UCin{r =a}) € Ga
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Teorema 3.1.2 (Teorema de la proyeccién opcional para las familias no isoténicas
Qa). Sea f: O X AXx X — IR, Va € A es una funcion B,-medible e integrable. Sea
W, = Ey4(f(0,a, x)/ga), Va € A. Entonces para todo plan de muestreo admisible T res-
pecto a B, es

WT = Eé(f(ev T, x)/G\T)

Demostracion:
Subsiste la misma que en el teorema de la proyeccién opcional (2.3.1) del capitulo de

andlisis estocéstico. O

Proposicién 3.1.4 Dada una familia no isoténica {G,} y un plan de muestreo T respecto

a{G.}, X, serd G.-medible con tal que T sea admisible, es decir, g(T) < 400 c.s.

Demostracion:
Definimos A™ = {a € A : g(a) = n},

N
Xp=lim > > Xolr—a

n=1qc Aln

sera QAT—medible si Xoqlr—q) €8 QAT—medible.

| Jfrex:X.<yin{r=a} y<0
{xeX.Xa]{T:a}Sy}_{{IGX:XGSy}ﬂ{T:a}U{T:a}C y>0
Siy<0
| - B B @ a%b -~
{wEX-Xaﬁy}“{T_a}m{T_b}_{ freX:X,<yin{r=0) azb}egb

En efecto, si 7 es plan de muestreo respecto a G,

{Xp, <ypn{r=0b} = {r=b}nDN{X, <y}
= {TEb}ﬂC’EQAb, pues C' € G

Siy >0,

{Xo <yln{r=a}tn{r=0} U {r=a}n{r=05}

{Xy <y}n{r=10} a=b 5
{{T:b}:Dlﬂ{TEb} a#b}egb

O

Proposicién 3.1.5 Si 7 es plan de muestreo respecto a {B,} y {G.} es una familia sufi-

ciente, entonces G, es o-dlgebra suficiente para B;.
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Demostracién:

Por la dominancia, {(ja} serd suficiente para B,. Sea A € B,

Iir—ayEo(14/Ga) =y EBo(InIpr—ay/Ga) =2) EA(IaI{r-0}/Ga)
= I{T:a}EA(IA/ga)
(1), pues {7 = a} € G,.
(2), por la suficiencia.

Hemos utilizado que I n¢;—q) es B,-medible, pues
An{r=a}l=An{r 2a})n{r 2 d'}*eB,
puesto que AN{r <X a} € B,,y {r X a*7'} € B! C B,.
Por el teorema de la proyeccién opcional, si
Wa = Ex(14/Ga)
entonces,
WT = EA(IA/QT)

siendo

WT = Z I{T:a}Wa
acA

y por lo mismo

Eo(I4/Gr) = 3 Itreay Bo(14/Ga)

acA
como hemos probado que

]{TZG}EH(IA/QVa) - ]{T:a}E/\(IA/gVa)

resulta
E@(IA/GV'J = E)\(IA/GT)J C.S., VA € BT

entonces G, es suficiente para B, . O

Proposicién 3.1.6 Si 7 es un plan de muestreo respecto a {G,}, y {G.} es una familia

suficiente, entonces G, es suficiente para B..

Demostracién:

En efecto, al ser 7 plan de muestreo respecto a {G,},
{r=a}={r=a}nNDy, Di€g,
entonces {7 = a} € G,. Sea A € B,

I{T:a}EO(IA/G\a) = EG(]{T:Q}IA/G\a) = EA(I{T:a}]A/G\a)
- I{T:a}EA(IA/G\a)
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Ya que
An{r=a}=An{r=a}ND = An{r = (" a)} N D; € B,

puesto que
AN {T b (ak_l, ak)} € By C B,

Y de aqui por el Teorema de la Proyeccién Opcional (2.3.1),

EQ(IA/G\T) = E}\(IA/G\T)7 A cs.

Observacién 30
1. G, C G, puesto que {7 = a} € G

2. Se satisface que {1 = a} € Ga, v {T = ak} € G,. Que {r=a} e G., va estd visto, v
{r = ak} € Ga, ya que
{r = ak}={r=a} N D,

con Dy € G,.
Observacién 31
La estructura de G, = 0(Ga, T = a), es de la siguiente forma. Sea
H={(ANn{r=a})U(BN{r#a}), A BeEG,}
Se tiene que H es un o-algebra, con G, C H, y {7 = a} C H, entonces
Ga=MH

Observacién 32

De manera analoga a la observacién anterior, se tiene, que la estructura de G, = 0(G,, 7 =

a), es de la siguiente forma. Sea
I={(An{r=ap)U(BN{T #4a}), A BeG.}

7 es un o-algebra, con G, C Z, y {T = a} C Z, entonces

ga:I
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3.2 Reglas de Decision Terminales adaptadas a la Familia Sufi-

ciente

Teorema 3.2.1 Sea D un espacio métrico completo y separable. Si {G,} es una familia
de sub-o-dlgebras suficientes para {B,}, dada una regla de decision cualquiera (T, ), existe

una regla de decision (T,¢*), tal que Va € A, ¢* es G.-medible, y

R, (1,¢%)) = R(0, (1,¢)), V€O

Demostracién:

VB € D,Vae A, Vx € X, sea

902(557 B) = E,\((,Oa(iﬂ, B)/QNa)

independiente de 6, por ser ¢,(z, B), B,-medible y ser G, suficiente para B,. Al ser D
espacio métrico completo y separable, existe una versién de la esperanza condicionada, de
forma que ¢*(z, -) es un probabilidad sobre (D, Bp). Como {7 = a} € G,,

Ir—aypi(, B) = Ex(I{r=a)¢a(z, B)/Ga)

= I{T:a}E)\(SOT('r7 B)/ga)

Por tanto,

90:(%7B) = ZAI{T:a}EX(SOT("E: B)/Ga) - E)\((pT(x7B)/§T)

por el Teorema de la Proyeccién Opcional (2.3.1).

Ahora por la observacién anterior (32), al ser ¢*(x, B) = Ex(pa(, B)/G,), Go-medible,

por la estructura de G, se podra escribir como:
(2, B) = Itr=ay@a(t, B) + Ifrtay 0a(z, B)
siendo ! (-, B) y ©2(-, B), G,-medibles, con lo que
7 (z, B) = ¢;(z, B)

siendo pl(-, B), G,-medible.
Sean

V(A x B) = /A - (z, B)\(dz)

v(Ax B) = [ ¢ BINdr) = [ oHz. BAda)
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con A€ B,y B € Bp. Se tiene que v y v* son dos medidas sobre B x Bp. Y se cumple,
v(Ax B)=v*(Ax B),VA € G., BeBp, vaquesi A€ G,,

vAxB) = [ oo, B)Ndr) = [ Ex(e(a, B)/G)A(dw)
- /A o*(z, B)A(dx) = v*(A x B)
Entonces VA € G,,
/A B /D Loy (0, €, 2) 020 (2, de) /G N (dr)  =qy /A /D Loy (0, €,2) 020 (x, de) A(dx)

- Ly)(0, €, dz,d
/AXD @ (0, e,z)v(dz, de)

= Ly (0,e,2)v*(dx, de)

AxD

= /A/DLT(:E)(97eax)@T(m)(zade))‘(dl‘)

= [ Bl Low(0.c,0)0%) (@, de) /GrIA(d)
(1), independiente de 0 por la suficiencia de G, para B, vy ser

/D Lr)(0, e, )0 (z, de)

B,-medible.

Al ser valido VA ¢ QNT y ser las funciones QNT medibles, entonces
E| /D Ly (0 €, 2) 020y (2, de) /G,] = B /D Leia (8, €,2)¢% 0 (0, de) /G, cs.
Por lo tanto
RO.(r9) = [ [ Liw(0.e.2)000(x, de)ldPy(a) + [ c(b,7(x))dPi(x)
= Bl Liw(0..2)prn(@.de)] + [ c(0.7(2))dP(a)
= EoB[[ Luw(0,0,0)¢00)(x.de)/G;] + [ cl6,7())dPy(a)

— B[ Lo (6.0,0)¢5 0 (w,d0) /G + [ 0, 7())dP(@)
— RO, (")

O

Teorema 3.2.2 Si{G,} es familia de sub-o-dlgebras suficientes para {B,}, dada una regla
de decision (1,¢), con T plan de muestreo respecto a {G,}, existe una regla (1, 9*), tal

que Ya € A, ©¥* es Go-medible y

R(97 (Ta 90**)) = R(97 (T7 @))a Vo € ©
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Demostracién:

VB € D,Vae A, Vx € X, sea
¢y (2, B) = BEx(ga(w, B)/Ga)
independiente de 6. Como {7 = a} € Gq, al ser {r = a} = {r = a} N Dy, D; € G,

I{r:a}@z*(% B) = I{T:a}EA(SOT(x’ B)/G\a)

y la demostracién subsiste igual que en la proposicién anterior.

*k

*(z, B), QAa—medible, se puede escribir por la estructura de G, como

Al ser ¢

@, (v, B) = ]{Tta}@}z(% B) + I{Tia}sp?z(z? B)

¢u(z, B), y ¢2(z, B), Go-medibles. Y

¢r = ¢l(z, B)

3.3 Completitud de la Clase de Reglas Adaptadas a la Familia
Suficiente
Definicién 3.3.1 Diremos que T es un plan aleatorizado respecto de {G,} si dado a € A,

y k € M,, se cumple
P(r = a/B,), es G — medible

Ba(+,0) = P(T = a/Bu, 7 = a), es Go — medible
Bu(- k) = P(r = ak/B,, = a), es G, — medible

Observacién 33

Veamos que esta definicién coincide cuando 7 es no aleatorizado con la dada para 7 plan
de muestreo no aleatorizado respecto a {G,}.
Si 7 es no aleatorizado, P(T = a/B,, T = a), serd o bien 0 6 bien 1, y la funcién indicatriz

del conjunto {7 = a}, debe ser G,-medible. Entonces,

I{T:a} = I(Blﬂ{ria}) + I(BQPI{TZG})? Bl; B, € ga (31)

Si w € {7 = a}, entonces Ij;—g} = 1,y Iz0ay = 1, Iz = 0. Luego, de la ecuacién
anterior (3.1) tendremos, I, = 1, entonces w € By, entonces {r =a} C BN {7 = a}.

Reciprocamente, si w € By N {7 = a}, es I;ra3n5, (W) = 1, ¥ Ifryayns, = 0, entonces
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It-—qy = 1y por lo tanto, By N {7 = a} C {7 = a}.

Con lo que si 7 es no aleatorizado queda,
{r=a}={r=a}NB;, B €g,

como en la definicién de 7 no aleatorizado basado en {G,} Andlogamente, como P(7 =
ak/B,,T = a), es una funcién QAa—medible, al ser 7 un plan de muestreo no aleatorizado,
queda

{r=ak}={r=a}nNC;, Ci€q,

como en la definiciéon de 7 no aleatorizado basado en G,,.

Y finalmente, si 7 es un plan de muestreo no aleatorizado
P(r = a/Ba) = I{rra)

si es G*-medible serd {7 > a} € G*.

Observacion 34

Al ser (3,(-,0), G,-medible, serd

P(r=a/G,)
P(r <a/G,)

con lo que B,(+,0), serd G,-medible. Y por lo mismo B, (-, k) serd también G,-medible.

Ba(,0) = P(r = a/G,, 7 < a) =

Proposicién 3.3.1 (Propiedad de la transitividad entre G,, y G}). Si {G.} es

transitiva respecto a {Gr}, para todo B € G, se tiene

E(Ip/Gar) = E(E(Ip/Ga)/Gar)

Demostracion:
Sea B € Gf, y C € G, entonces

| Bs/Gu)dP = [ IolsdP = [ B(ic/;)p

Por otra parte,
| B(BU5/6)/Gu)dP = [ IcE(In/G.)P
— [ BUcE(I5/.)/G2)AP = [ E(lo/G.)E(Is/G)dP
— / [3E(I0/G.)dP = /B E(Io/G.)dP
Como por la transitividad E(I¢/G*) = E(I¢/G,) resulta,

E(I3/Gak) = E(E(I3/Ga)/Gar), VB € G}
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Corolario 3.3.1

E(f/Gu) = E(E(f/Ga)/Gax), Y[ funcion G; — medible

Definicién 3.3.2 Diremos que la familia de o-dlgebras {G,} es transitiva respecto a

{B.}aca, st para toda funcion f Gu.-medible,

E(f/G.) = E(f/B,), X c.s.

Observacién 35

Por la demostracién de la proposicién (3.3.1), tomando B € B,, queda

E(f/Qak) - E(E(f/ga)/gak)
para toda f B,-medible.

Teorema 3.3.2 Si [ es un plan de muestreo aleatorizado y {G,} es una familia de o-
dlgebras suficientes transitivas respecto de {B,}, existe un plan de muestreo aleatorizado

B, que es plan de muestreo respecto de {G,}, y tal que
E(WP(-k)/G.) = BV(-,k)/Ga) A cs., Yac A, Vke M,U{0}
en particular B
Pl(a) = PJ(a), Yac A, V9O
y para toda funcion Z,, G,-medible
Eo(Z5) = Eo(Z;)

Demostracién:
Sea B()(k) = By(k), Yk € M, definimos
Gk = —EOR/G) P = ak/G.)
| Sieir, BOA(,1/Ga)  P(T=a/Ga)
= P(7 = ak/7 = 0,Ga) = E(Iiz2a1/Ga) = E(E(Iirary/Ba) /Ga)
= E(Bu(k)/Ga)

Y,
Ba(-,0) = P(r = a/7 = a,Ga) = E(fa(-0)/Ga)
con ello se cumplirdn las condiciones segunda y tercera de plan aleatorizado 7* respecto
a {G,}. La primera condicidn,
P(t* = a/B,), es Gi-medible, equivale a

S E((-1)/Ba)

1€ M,U{0}
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es Gi-medible. En efecto, Ba(-,k), es G,-medible, por la definicién. Al ser Ba(-,k) Go-
medible, entonces b2(-, k) es G*-medible, Yk € M, U 0.
A continuacién demostraremos que

E(M (- k)/G.) = E(W(-,k)/G.) Acs., Vae A, Vke M,U{0}
en particular N
P’({a}) = PP({a}), Yac A
Por induccién respecto a h(a),

1. si h(a) =0, Vk € M() U {0}, Q() =(Q, @)

E®) (- k)/Go) = EW) (k) = BO) (k) = BO)(-,k)/Gp)
2. Suponemos que se cumple par h(a) =n — 1, y lo vemos para n,

) (a1 an_l)('7an)/ga)

(- k)E(0, an_l)(-,an)/ga)

( ,k)E(E( (al an,l)(',an)/gan—l/ga)
( ,k)E(E( (a1, an,l)(',an)/ganfl/ga)
(-, k) E(

(- k)

EM®(-k)/Ga) = EQBa(-k
= Balk
=(1) Ba
=(2) Ba
=3 Ba
=w Ba

k)E b(ﬁal an,l)("an)/ga)
k)Y EO(.1)/G)

1e M, U{0}

=) B k)/Ga)

(1), al ser b(a1 an_1)> an—r-medible y por tanto, B,;»-1-medible, y por la transitividad.
(2), hip6tesis de induccién.

(3), por la transitividad.

(4), ya que O i (an) = > b0

le Mu{0}

(5), por la definicién de Ba(', k)

3. Como
P({a}) = [ bi(z,0)dP(x)

entonces

P({a}) = B(b(-.0) = E@](-.0)) = B} ({a})

4. Para cualquier funcién G,-medible, Z,,

Ey(Z5) = Eo(>_b(-,0)Z

acA
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= Eo(B(Y_b3(-,0)Z4/Ga)) = Eo( Y. Z.E(BE(-,0)/Ga))

ac A N ac A
_ Ea(%ZaE(bg(-,O)/ga)) = Ey(Z3)

O

Teorema 3.3.3 Si {G,} es una familia de o-dlgebras suficientes para B, y transitivas
respecto a B, la funcion de coste c(0,a,-) es Go-medible, y la funcion de pérdida es G,-
medible, entonces la clase de reglas de decision tales que T es plan aleatorizado respecto

a G, y gl es G.- medible es esencialmente completa.

Demostracién:

Dada cualquier regla (7, ) elegimos ¢* como en el teorema (3.2.1), con lo que

R(0,(,¢)) = R(0,(1,¢%)), V0e€O

RO () = [ ([ Low(O.e.2)0 (. de) + clb,2,7(x)) Py(da)
_ /X ( /D Ly (8, €, )0} o (x, de) + c(6, 2, 7())) Py(dx)
- /X Z.(0, ) Py(dx)

siendo Z,(0,z) = [p La(0, e, 2)pk(x, de) + c(8, z, a).
Veamos que en efecto,

Zr = / LT(LE)(97 ¢, 13)(,0:(13, de) + 6(97 T(.T), 12)
D

Teniamos

¢r(z,B) = ) Ipr—aypy(w, B)
acA

= Z I{‘rza}SO(lz(x7 B)
acA

Sea x € X, si 7(z) = a € A, entonces Z, = Z,, ¢-(x,B) = ¢l(x,B), L.(»)(0,e,2) =
L,(0,e,2),y c(0,7(x),z) = c(0,a,x), luego

Z, =

S—

L0, e,2)p5(x,de) +c(0,7(x), x), cs.

D

Al ser ¢l(x, B) G,-medible y L,(0, e, z) G,-medible, entonces

[ Lal0,,2)0h(a, de)
D

es G,-medible y Z, es G,-medible, ya que c(0, z,a) es G,-medible por hipdtesis.
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Entonces hallamos a partir del plan de muestreo 7, 7* plan aleatorizado de muestreo

respecto a G,, en virtud del teorema (3.3.2), con lo cual
R(0, (7, ¢")) = Eo(Z3) = Ep(Z5) = R(0, (", ¢"))

resultando

3.4 Ejemplo

Sean X1, X5, - una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas segtin una Poisson de parametro 6, con 8 > 0. Sea

(g(a) +1)°

L,(0,e,z) = n) (0 — e)?

independiente de x. Consideremos un coste constante c¢q por cada etapa de muestreo y

un coste constante ¢; por cada observacién. Sea

estadistico suficiente transitivo. Nos limitaremos a reglas basadas en él. Construiremos
una regla Bayes, consideramos que el parametro 6 sigue una distribucién Gamma de

pardmetros (1,1). Se tiene entonces, que la distribucién

Q/xla"'azg(a)zg(1+saa )

gla) +1
La regla terminal Bayes es

14+ 599X, 1485,
gla)+1  gla)+1

Qoa(ml’ T ng(a)> =

(orrm ) = J@ D 145 Sat]
Pl Bo(@) = TN (gl@) + 12 h(a)

Tenemos que parar de manera éptima la sucesion

g(a)
Z, = m(; X;+ 1)+ coh(a) + c19(a)

Supondremos que el problema es un problema finito con A = {a € A : g(a) < 3}.

Supongamos que g(a) = j, entonces para calcular la distribucién de (X,;/X5, -, X;1),
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hacemos en primer lugar

o 1 S
flzy, - zy) = /0 P "d@z—%'/o gSi+1-1,=(+1)0 79

_ I'(S;+1) (]+1S+1/ 9Si+1-1,—(+1)0 gp
xq!-xl(f+ )5 T(S; + 1
S;! 1

xq!-xl (54 1)t

f(xl, o e ,m]) B S_]' ij—1+1
flasfen i) = Ty T o8, G e
(Sj1+zy), J )Sj_1+1( 1 )%

.CL']'SJ,N ]“—1 ]+1
Al ser funcién de cuantia

if(k?/ﬁl, R ,IEj_l) = ]_
k=0

entonces © (S 4+ k) 1 1
i ! ] .
Y )t = Sl
P k! Jj+1 j
Por lo que,

_ j Sj—1+1 1 — (Sj—l+k)! 1 k

(X /X ---. X, _ = — Vi1

( ]/ 1 ) <X g 1) (]+1) Sj—l!kgl (]{3—1)' (]+1)

St 1 1 i(sj_1+1+k;)!( 1
Si—ilj+154, k! j+1

<.

= (—=—

j—l—l

)k;

1 1 j—l—l
= Sj-1+1 — (S, +1)! Sj—1+2

1
= 3(5 —1+1)

Consideremos la distribucién de (X;_1, X;)/ X1, -+, X2

f(x17"'7xj) _ Sj‘ (j_l) j-2tl
flzy, -, Tj— 2) zj-1lz;155 ! (j+1)5i+t
(Sj2+zj 1 +x;)! (J_l)JQH 1

f(mj—b %‘/901, T ,%‘—2)

— )wj—1+~’ﬁj
Tzl 5! (F+1)%+ Y5 +1
sera
Z ]2+k+l)( 1 )k+l:(5 2)(]+1) o1
== k! j+1 R R |
resultando

j+1

=0 IEJ_1!IJ!SJ_2. 7+ 1 7+ 1
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- — L sy i (Sj 2+ + ’f)!( Ly
;1S5 5 i+ 1 I+ = k! J+1
— xj!Slj_Q! ;:Lbsj_gﬂ(ﬁ)xj(sj_g N xj)!(j J]r 1)sj_2+mj+1
- lesle! (] ; 1)37‘2“(%)% (S22
B(X;/Xy,, Xj) = 5,1_2, =2 S o+ k) (%)
j

= Sjl_g!(j : 1)SJ 2+1j li ;'(SJ 9+ k+1)! (%)

el (e M (ORERIC e

= (Sj—2+ 1)% 11 - Sgﬁ_j; =

La solucion del problema de muestreo 6ptimo:

Por induccién hacia atras calculamos los valores de la funciéon U,, para a € A secuencias

muestrales admisibles. Como g(a) < 3, las secuencias muestrales resultantes son las que

aparecen a continuacion, reflejadas en el arbol

e La secuencia muestral (1,1, 1), es tal que M(l 1,1 = 0, luego Up 1,1y = Z(1,1,1), entonces

Z(l 1,1) (S?, + 1) + 300 + 361 U(17171)
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e La secuencia muestral (1,1), es tal que ]\;[(171) = {1}, para obtener

Uiy = mfn{Z(l,l), E(U(l,l,l)/Xb Xo)}

1
Z(l,l) = 5(52 + 1) + 200 + 201

1
E(Z(l,l,l)/XlaXQ) = g(SQ"‘E(Xg/Xl,XQ)"—].)+3CO+301
1 1
= 5(52+§(SQ+1)+1)+360+301

4
—= §(SQ+1)+3CO+301

1 4
U(l,l) - min{§(52 + 1) + 2¢o + 2¢4, 5(32 + 1) + 3¢ + 301}

1 4
§(SQ+1)—|—2CO—|—201—§(SQ+1)+3CO+301 >0

si
1
1—8(SQ+1)—CO—01>0

entonces
SQ +1> 18(00 + Cl)

por lo tanto,

Unny = {

e La secuencia muestral (1,2), es tal que ]\;[(171) = (), luego

(So+1)4+2c)+2¢; siSy+ 1< 18(¢o+ ¢1) en cuyo caso paramos
(So+1)4+3co+3c;  siSy+ 1> 18(¢o + ¢1) en cuyo caso se toma X3

OIS N =

1
U(LQ) = Z(l’g) = 5(53 + 1) + 260 + 361

e La secuencia muestral (1), es tal que M) = {1,2} luego
Uqy = min{Zy), E(U,1y/X1), E(Uq2)/ X1)}
calculamos cada una de las esperanzas

Z(l) = (Sl + 1) +co+

1
E(Upg/X1) = 5(51+E(X2/X1)+E(X3/X1)+1)+200+3cl
1 1 1
= 5(51+§(Sl+1)+§(Sl+1)+1)+2c0+3c1

1
= 52(51 +1) 4+ 2co+3c; = (S1+ 1) + 2¢9 + 3¢4
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Para calcular la otra esperanza sabemos,

Uay = {

Sea Z =X+ Xo+4+1,con Z=1,2,3,---

(X1+X2+1)+260+261 (X1+X2+1) < 18(Co+01)
(Xl + X5 + 1) + 3¢co + 3¢1 (Xl + XQ + 1) > 18(00 + Cl)

O o=

[18(co+e1)] s

4
E(Un/X1) = Z (§z+200 +2¢1)p(z/X1) + Z (=z+ 3co + 3c1)p(z/X1)
z=1 z=[18(co+c1)]+1
representado [ ] parte entera.

SiXi=k z=k+1,k+2k+3 -
Si k> [18(co + ¢1)], entonces P(Z > [18(cy + ¢1)] + 1) = 1, luego

4
U(l,l) = §(X1 + X2 + 1) + 300 + 301

por lo tanto,

4 1
EUny/X1=k) = §(X1 + §(X1 +1)+1) + 3¢y + 3¢y
43 2
= §§(l€+ 1) +360 +361 = g(k—F 1) +300 +361
Para k < [18(¢o +¢1)] — 1
[18(co+c1)]—1—k
E(Uan/X1=k) = > (§(k: + 14 1) 4+ 2¢o + 2¢))p( Xy = 1/ X, = k)
1=0
s 4
- Yoo (5(B+141)+3c)+3a)p(Xo =1/X1 = k)
l=[18(00+cl)}—k:
B oy (kD201

4
EUqy/X1=k) = (§(k’ +14+1)+2¢o+2¢1)p(Xo =1/ X, = k)

[18(004»01)}—1—]{5

sl = I8

1=0
oo

+ (C()+Cl) Z p(XQZZ/Xlzk)
l=[18(00+01)}—k5
4

= E(§( 1+X2+1)+200+261/X1:k')
1 [18(co+c1)]—1—k

=0

+ (C()+Cl) Z p(XQZZ/Xlzk)
l=[18(00+01)}—k5
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4 1
1 [18(co+c1)]—1—k
18 =

+ (C()+Cl) Z p(XQZZ/Xlzk)
11[18(Co+cl)]7k

Como -
ZP(XQ =l/X1=k)=1
1=0
entonces,
0 [18(co+c1)]—k—1
l=[18(00+01)]—k5 =0
por lo que
2 8lcote) A1 M e\ 1,2
E(Uny/X1=k) = g(k +1)+3co+3c1 — (co+ 1) (2)H(5)F
= l 373
Jo4 1 B8ote ==k fp 41\ 1,02
4+ — (_)l(_)k+1
18 = l 373
Si hacemos ¢q = ¢; = 1/4, habria que calcular lo anterior para k =0,1,---,8.

1. Si X; > 9, entonces como
Uny =min{Zny, E(Un,1y/X1), E(Up 2/ X1)}
se tiene
Uy = min{(X; +1) + ¢ + a1, %(Xl +1) + 3co + 3¢1, (X1 + 1) + 2¢0 + 3¢, }

resultando que

2 2 13
U(l) = g(Xl + 1) —|—3CO +3Cl = gXl + E

por lo que se tomaria una observacion mas si X; > 9.
2. Calculamos a continuacién Uy para el caso en que X; < 8. Llamamos

[18(co+ec1)]—k—1 k' +l 1 2
El — Z ( | ) (g)l(g)k—l—l

22 -
=0

18(coter)) -1k ( k+1+1 ) 1,2
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fSiX1:O,k:O,y

2 1
E{Unn/X1=0) = g(k +1) +3co + 3¢1 — (co + 01)21 + =2

18
2 .1 2kt
= —+3CO+301 Co+Cl Z—
3 l:O3
138 1,2
N+ 1D)(=)(5
D G)
2 3 1 1 2 3 1 1
3—|—2 5 1+18 2 3+2 209999+18 99 75

—SiX,=1,k=1,y

2 1
E(Unny/Xi=1) = g(k+1)+360+361 (co+c1)X1 + =2

18
2 7 2
= —2+3CO+301 CO—|—01 Zl+1 2
3 =0 3
1 &(+2)(1+1) 1,2,
- 18; 5 (3)(3)
4 3 1 1 2 3 1 1
— 4 Iy 4=y, =242 209990 + —1.4948 = 2.499
3T T g2 T 3T T BT

—SiX, =2, k=2y

2
E(Unny/X1=2) = §(k +1) 4+ 3co + 31 — (co + )21 + 1822

9 6 l+2 (1+1 2
= 23+30+30—(0+a Z )(3)(5)3

1=0

168 (l+3)(l+2)(l+1) .
6 3 1 1 6 3 1 1

= S oY =Yy = =~ £ 2~ 20.9917 + —1.4705 = 3.249
3T gt g T3 g T

*SiX1:3,]€:3,y

2 1
E(Uqy /X1 =3) = g(k+1)+360+361 (co+cl)21+1822

2 S (l+3)(I+2)(1+1),1,,2,
= §4+300+301—(00+01)Z 6 (5) (g)

=0

L S (+4)(I+3)(1+2)(1+1) 1,2,
O i 56

1=0
3 1 2 3
2 2

1
SV 4 =%y ==
SSi =+

8 1 1
= - 0. —1.385 = 3.

5+ 50.9575 + —21.385 = 3.9957
—SiX, =4, k=4,y

2
E(Uqyy/X1=4) = §(k +1) 4+ 3co + 31 — (co + )21 + 1822
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S X, =T, k="T,y

E(U(l,l)

/

X1:7):

2
= =54 3cy+ 31

3
LA+ +3)(1+2)(1+1) 1,2

- (00—1—61)2 Al (g) (5)5

=0

Ll+5I+4)1+3)(1+2)(1+1) 1,2
> g (3)G)

2
g(k; + 1) + 3co + 3¢ — (o +¢1)X1 + 1822

2
=6+ 3¢co + 3¢;

3
(co+ ¢ Z (I+5)( l+4)(145r!3)(l+2)(l+1)(%)1(2)6

3 (l;G)(l+5)(l+4)(l+3)(l+2)(l+1) 1.,,2.6
P 6 56
12

3 1 1 2 3 1 1
Z 2oy Sy=Z 422 —
T 558 ge =5 5 — 50.6503 + £0.8389

2 1
—(k+1)+3co+3c1 — (cg+ )21 + =35

3 18
2
§7+3CO+361

2 0+6)I+5)I+DU+3)(1+2)(1+1),1,.2
o+ )3 LHOU S D42+ 1) Ly 2

=0 :
iﬁ:(l+7)(l+6)(l+5)(l+4)(l+3)(l+2)(l+1)(1)1(2)7
18 & 7! 373
14 3 14 3

3_15 Sy = —+=—=0.37717 + —0.44
3+2 21+182 3+2 203777+ 80 87
6.1525

2 1
g(k+1)+360+361 (CO—FCl)El—i‘ 1822

2
=8+ 3¢ + 31

3

L+71+6)1+5)1+4)(1+3)(1+2)(1+1) 1

(co+ Z o (g)l(%)g

1=0
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1 & U+8)(I+NI+6)(+5)(+4)(1+3)(1+2)(1+1)
DS

18 £ 8!

6 3 1 1 16 3 1 1
— 4l oy 4y, =—4+2_2014 —0.1

3 Tg o1 Tg2=3 713 50 30+180 o60
— 6.8311

2 1
E(U(l,l)/Xl = 8) = g(k’ + 1) + 300 + 301 — (C() + 01)21 + 1—822

2 2 1,2

= 59 + 360 + 301 — (CO + Cl)(g)g + 1_8(§)g
18 3 1 1

BRI T
2 3 1 1

= —+ =+ =0.0260 + —0.0260 = 7.513
3 + 2 + 2 + 18

Calculamos a continuacién para cada valor de X; =0,---,8,

U(l) = ml'n{Z(l), E(U(l,l)/X1>7 E(U(Lg)/Xl)}

_XIZOJ
Zay= 1+ 1) +co+a=1+1/2=3/2

E(Upg/X1=0)=(S1+1)+2¢0+3c1 =1+2/4+3/4=9/4
Uy =min{3/2,1.75,9/4} = 3/2
la decisién sera parar.

*X1:17
Zoy= 1+ 1) +co+a=2+1/2=5/2

Up = min{5/2,2.4999, 13/4} = 2.4999
la decision sera tomar una observacion mas.

*X1:27
Zoyy= 1 +1)+co+a=3+1/2=7/2

E(Unp/X1=1)=(S1+1) +2c0+3c1 =3+2/4+3/4=17/4
Uy = min{7/2,3.2492,17/4} = 3.2492

la decision serda tomar una observacion mas.
- Xl = 37
Zy=(S1+1)+cot+ci=4+1/2=9/2

(

1
3

(5

2

)8
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Uny = min{9/2,3.9957,21/4} = 3.9957

la decision sera tomar una observacion mas.
— X, =4,
Zy=(S1+1)+co+ci=5+1/2=11/2

E(Ung/X1=1)=(S14+1)4+2c0+3c; =5+2/4+3/4=25/4
Uny = min{11/2,4.7336,25/4} = 4.7336

la decision serd tomar una observacion mas.
- Xl = 57
Zay=(S1+1)+co+c=6+1/2=13/2

E(Unp/X1=1)=(S1+1) +2c+3c1 =6+2/4+3/4=29/4
Uy = min{13/2, 5.45448,29/4} = 5.45448

la decision sera tomar una observacién mas.
- X; = 67
Zoyy=(S1+1)+co+c=6+1/2=15/2

Uy = min{15/2, 6.1525, 33 /4} = 6.1525

la decision sera tomar una observacién mas.
- Xy = 7;
Zay=(S1+1)+co+c=8+1/2=17/2

E(Ung/X1=1)=(S;+1)+2c)+3c; =8+2/4+3/4=37/4
Uqy = min{17/2,6.8311, 37/4} = 6.8311

la decision serd tomar una observacion mas.
- Xl - 87
Zy=(S1+1)+co+c1=9+1/2=19/2

E(Un2/X1=1)=(S14+1)4+2c0+3c; =9+2/4+3/4=41/4
Up = min{19/2,7.513,41/4} = 7.513
la decision serd tomar una observacion mas.

— Para X; > 9, se tomaba una observacién mas.

El calculo de las esperanzas arroja los siguientes resultados,
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e Para la secuencia muestral (1),

1 1 1
EUw) = Un(0);+Un( +Z 6 vy

= 2.2909 + 0.017252 = 2.308152
e Para la secuencia muestral (3),
U@y = Z(3) =S3+14+c+3c=(X1+Xo+X3)+14+1=X;+Xo+ X3+2

luego
E(Usg) =3E(X)+2=5

e Para la secuencia muestral (2), calculamos

1
U(QJ Z(21 (S3+1) +260+301 2(X1 +X2+X3—|—1) —+

INES Y

3
Z(2):(X1+X2+1)+co+261:X1+X2+1+Z:X1+X2+

1 1 5
E(Us1)/X1,X2) = §(X1+X2+§(X1+X2+1)+1+Z
14 5 2

Zioy > E(U21)/ X1, Xs), si
3 2
(X1+X2+1)+Z >§(X1+X2+1)+—
es decir, si

1
X1+X2>§

Salvo que X; = X5 = 0 en cuyo caso pararemos, para cualquier otro valor de X; o

X5, tomaremos otra observacién. Entonces,

Up) = {

f(X17X2) =

X1 — 0, X2 — 0
(X1+ X5+ 1)+2 en otro caso

(Xl + XQ)! 1)X1+X2+1

X! X! 3

(k+1)!
_1111

WiN =T

E(X)) = E(Xy) = ii =)kt

:0

£l
Il

—_
-

1

’““Z k:+1

w

“\k+1 1= k+1
) k.<2>

— i 1k+1 Zk,
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EUa) = ZP(Xl20;X2=0)+§P(X1%0,X27A0 +§§l§;k+z+ (kkT“l)!(%)kHH
- %+§§<§>'ﬂ“§—“ﬂ“”<§y
_ %+% gk‘”llkﬂ i k+l+1) Ly (k+1)!>
- %+§+§m<k+1><§>k+l (@)m 1)

Por lo tanto la decision sera:

Comenzar tomando una muestra de tamano uno, ya que £(Uq)) = 2.308152, continuamos

de manera 6ptima de la siguiente forma; si X; = 0, se para, y si X; > 1, se toma una

observaciéon mas, como
Ua,

Z1,1)

E(Z11,)/X1,X5)

por lo tanto,

(SQ + 1) + 200 + 201

U(l,l) = (SQ + 1) + 300 + 301

O =

= min{Z(Ll), E(U(l,l,l)/Xla XQ)}

1
= —(SQ + ].) + 200 + 201
2

4
= 5(52 + 1)+ 3¢y + 34

si Sy + 1 < 18(cy + ¢1) en cuyo caso paramos
si S+ 1 > 18(cp + ¢1) en cuyo caso se toma
X3



Capitulo 4

Procedimientos Secuencialmente

Planificados Invariantes

El criterio de invariancia tiene una justificacién de tipo intuitivo: en aquellos problemas
simétricos o invariantes bajo un grupo de transformaciones, parece légico limitarse a la
consideracién de reglas igualmente simétricas o invariantes bajo las mismas transforma-

ciones.

A continuacién, definimos los Problemas de Decision Secuencialmente Planificados In-
variantes; para un grupo de transformaciones F, se define la invariancia en distribucion,
la invariancia de la funcién de pérdida y de la funcién de costes, lo que nos permite lle-

gar a definir los procedimientos de decisién secuencialmente planificados invariantes (3, ).

Se demostraran algunas propiedades basicas de los mismos, como por ejemplo que
cualquier procedimiento de decisién secuencialmente planificado invariante (3, ) tiene
funciéon de riesgo constante sobre las érbitas de F. Y se introducen los conceptos de

estadistico maximal invariante y la transitividad del grupo F.

En la siguiente seccién el objetivo es encontrar el procedimiento de decision secuen-
cialmente planificado invariante éptimo, con el objetivo de minimizar la funcion de riesgo
asociada al problema de decision. El problema que presenta este estudio radica en que
la familia de sub-o-dlgebras de {B,}.ca invariantes {G,}.ca, N0 es isoténica, por lo que
partiendo de los conceptos definidos en el capitulo anterior: planes de muestreo respecto
de una familia de sub-o-dlgebras no isoténicas (3.1.3), y transitividad de una familia de

sub-o- élgebras respecto de otra (3.1.2), permiten resolver el problema.

Asi, en la seccién siguiente se soluciona el problema del plan de muestreo éptimo in-

105
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variante para el caso finito. Para resolver el problema en el caso general, es necesaria una
etapa previa, que consiste en encontrar el 6ptimo en el caso de horizonte infinito y niimero

maximo de etapas m.

Y finalmente, se trata de aproximar la solucién del problema general, a través de los
problemas trucados en m etapas; se prueba que bajo determinadas condiciones acerca de
la funcién de pérdida L, se tiene un resultado en este sentido, obteniéndose dos aproxi-
maciones una por arriba y otra por abajo del problema general mediante los problemas

truncados.

4.1 Introduccién

Sea F un grupo de transformaciones medibles (que deben de ser biyectivas), de X en si
mismo, tal que f € F, f = (f4)aca siendo f, B,- medibles, Va € A.

Definicién 4.1.1 Diremos que un problema de decision secuencialmente planificado, es

invariante bajo el grupo F de transformaciones, si cumple:

1. (Invariancia de distribuciones): Vf € F, V0 € ©, existe un inico 8’ € O, tal que
Va € A la distribucion de f,(X,) dado 0, es idéntica a la distribucion de X, dado 6.

0" estd determinado por f y 0, denotaremos por f(0) = 6. Entonces,
F={f:feF}

es un grupo de transformaciones medibles sobre ©. Para simplificar la notacion

suprimiremos los paréntesis y escribiremos f,X,, o f0.

2. (Invariancia de la funcién de pérdida): para todo 6 € ©, x € X, a € A yd € D,
existe un unico d € D, tal que Vx € X yVa € A

Lo(f0,d, fox) = La(0,d, )

Definiéndose d' = fd, asi,
F=A{f:feF}
es un grupo de transformaciones medibles sobre D.

3. (Invariancia de la funcién de costes): Va € A, V0 € O, Vo € X
c(f0,a, fur) = c(0,a,z)

Observacién 36
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La existencia de un tnico d’ no es una condicién restrictiva, puesto que si existiera d”, tal
que

Lo(f0,d, fox) = Lo(f0,d", fur) VO €©, Vxe X, Vac A
entonces

Lo(6,d x) = Lo(6,d",z), YO€O, VzeX, VacA

por lo que bastaria eliminar d” del espacio de acciones D.

Recordemos que dado un espacio Y y un grupo de transformaciones H sobre él dos

puntos y; e Yo pertenecen a la misma érbita si Jh € H, tal que yo = h(yy).

La siguiente definicién nos proporciona los Procedimientos de Decisiéon Secuencialmente

Planificados Invariantes.

Definicién 4.1.2 Un procedimiento de decision secuencialmente planificado (3, p) es in-

variante, St:

1. fcpa(:z:) = pu(fox), Yx € X, Ya € A, Vf € F. Representando ¢,(x), la regla de
decision terminal; siendo f(pa(x) la distribucion de fZ, Yy Z una v.a. con distribucion
va(x), T € X, a € A.

2. Ba(xa, k) = Bu(faa k), Vo € X, Vk € My, a € A, yVf € F. fu(xa, k) es la proba-
bilidad de elegir un tamano muestral k, para la submuestra siguiente condicionada a

la historia pasada.
Observacion 37

Entonces b?(fx, k) = b°(z, k), Va € A, Vo € X, Vk € My, Vf € F, representando b°(z, k)
la probabilidad de una sucesién de tamanos muestrales (a, k) condicionado a z.

En lo sucesivo y de manera general, denotaremos b2(z, k) = b,(z, k) con el fin de abreviar
la notacion.

Sea 7 un plan de muestreo no aleatorizado, entonces es b,(-,0) = I;—q(-), Va € A.

Teorema 4.1.1 La funcion de riesgo de un Procedimiento de Decision Secuencialmente

Planificado Invariante (3,p) es constante sobre las drbitas de F, es decir,

R(f0,(8,¢)) = R(0,(8,¢)), VfeF, V9ecO©

Demostracion:

R(O,(8,0)) = > Eopba(X,0)(La(0, 0a(X), X) + (0,0, X)))

acA
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—(1) Z Ee,ﬁ(ba(fX7 0)(La(767 f@oa(X% fX)) + 0(787 a, fX)))

acA

=@ Y Eopba(fX,0)(La(fO, pu(fX), fX) + c(f0,a, fX)))

acA

—(3) ZA Ef@ﬂ(ba(Xv 0)(La(787 Qoa(X)7 X) + 0(76, a, X)))

= R(f0,(8,9))

(1), por la invariancia de la funcién de pérdida, y de la funcién de costes.
(2), invariancia de ,.
(3), la distribucién de fX bajo 6, es idéntica a la distribucién de X bajo f0. O

Definicién 4.1.3 Diremos que un grupo F de transformaciones en © es transitivo, si
para cada par 0y, 05 € O, existe f € F, tal que f0; = 05.

Observacién 38

La definiciéon anterior nos lleva, a que todos los Procedimientos de Decisién Secuencial-
mente Planificados Invariantes (3, ) tienen riesgo constante, cuando F es transitivo en

0.
En efecto, sean 6,0, € O, existe f € F tal que §, = f6,. Entonces

R(0s, (B,¢)) = R(f61. (8. ¢)) = R(6h. (B, ¥))

O

Definicién 4.1.4 Diremos que un conjunto B es invariante, si es union de orbitas, es
decir, si se cumple x € B=— fr e B,Vf e F.

Y representamos por B; a la o-dlgebra de los conjuntos invariantes, donde
B = {BeB: f(B)= B}
Andlogamente definimos
Bl ={BeB,: f.(B)y=B}, Vac A

Definicion 4.1.5 Sea X un espacio y F un grupo de transformaciones en X. Una funcion

T(x) sobre X se dice que es mazximal invariante con respecto a F, si
1. T(f(z)) =T(x),Vx € X,Vf e F.
2. T(xy) = T(xq), implica que 1 = fxs para alguna funcién f € F.

Observacién 39
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Un estadistico maximal invariante, es aquél que es constante sobre las érbitas de X', y
toma una valor distinto sobre cada una de ellas.
La minima o-algebra que hace al estadistico maximal invariante medible, coincide con la

o-algebra B; de los conjuntos invariantes.
Observacién 40

Sea (X, B) un espacio medible, F un grupo de transformaciones medibles en X, T'(z) una
funciéon maximal invariante con respecto a F.

Una funcién ¢(z) es invariante respecto de F <= ¢ es funcién de T'(z).
Observacion 41

Dado un Procedimiento de Decisién Secuencialmente Planificado (5, ) de forma que
las funciones f,, Va € A, son funciones invariantes bajo el grupo F, de transformaciones
medibles, entonces por la observacién anterior son funciones del maximal invariante Y, (X,)
de F,, Va € A.

Escribiremos para enfatizar esta dependencia, (,(Y,, k) y ba(Ya, k), Va € A, Vk € M.

Observaciéon 42

La distribucién de una funcién invariante depende del parametro a través del maximal
invariante paramétrico; con lo que si F es transitivo, las distribuciones de 3,(Y,, k) y

ba(Y,, k) serdn independientes de 6.

Teorema 4.1.2 Sea F un grupo transitivo sobre ©, e Y, una funcion mazimal invariante
bajo F,. Supongamos que (3,¢°) es un Procedimiento de Decision Secuencialmente Pla-
nificado, tal que Va € A, ¢V es una regla de decision terminal invariante que minimiza
para 6y € O,

EH@ (La(90> Soa(X)a X)/Y;l)
sobre el conjunto de todas las reglas invariantes de decision. Entonces, V0 € O,

R(0,(3,¢")) < R(0,(8,¢))

en el conjunto de todos los procedimientos de decision invariantes (3, ) con 3 fijo.

Demostracién:
Sea 6, € O fijo,
R(0,(8,¢)) = R(0o, (B, ¢ X%Eeo a(Ya, 0)(La (00, pa(X), X)) + c(bo, a, X))
= E%E a(¥a,0) Ea:o((La(Go,soa(X),X))+C(9o,a,X))/Ya))
> %E (Ya, 0)Eg, ((La(f, a(X), X)) + c(bo, a, X)) /Ya))

= R(eo, (ﬁ, 300)) = R(97 (ﬁ; 900))
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al ser ¢ invariante. O

4.2 Procedimiento de Decision Secuencialmente Planificado ()ptimo

Nuestro objetivo consiste en minimizar R(, (7, ¢)), funcién de riesgo asociada al problema
de decisién. Si el grupo F es transitivo, el espacio © tiene una tinica érbita, y el problema

planteado se reduce a encontrar (7, ), que minimice para 6y € O, R(6y, (T, ¢)).

R(0o, (7,0)) = > Elba(Ya, 0) gy (La(00, pa(X), X) + c(flo, a, X))/ Ya)]

acA
Sea ¥ = (¢%)4ea, con @, Va € A, regla de decisién terminal invariante que minimiza la
siguiente expresion,
Epy(La(00, 0a(Xa), Xa)/Ya), 00 €O
El riesgo se minimizara encontrando el plan de muestreo 6ptimo 7* para la sucesion

_E90 [(La(607 902(Xa)7 Xa) - C(QOJ a, X))/lftz]

Denotando por L,(Y,) = Egy[(La(00, 92(Xa), Xa)/Ya] y por ca(Ya) = Epy[c(Bo, a, X)/Ya),
que claramente es Va € A, una funcién del estadistico maximal invariante Y,, por lo que
escribimos L,(Y,) v c.(Y,) para enfatizar la dependencia del maximal invariante. Escribi-

mos entonces
Egy[(La (6o, ¢5(Xa), Xa) + (6o, a, X)) /Y] = La(Ya) + ca(Ya)
O equivalentemente, el riesgo serd minimo para el plan de muestreo 6ptimo de la sucesién,
Za(Ya) = ~La(Ya) — c(Ya), Vae€ A

Supongamos sin pérdida de generalidad que la funciéon de pérdida y la funcién de costes

son funciones no negativas. Asi,

Z,(Ya) <0, VYac A

4.2.1 Formalizacion del Problema

Definicién 4.2.1 Un Problema de Muestreo Optimo Invariante, es una upla
(X, B, P), A, (Ba)aea, (Ya)aea, (Za(Ya))aca, (0(Ya))acn)
donde
o (X,B,P) es un espacio de probabilidad.

o A C A es el conjunto de secuencias muestrales admisibles finitas.
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o (Bu)aca familia isotonica de sub-o-dlgebras de B.
e Va € A, Y, estadistico maximal invariante bajo F,, tal que Y, : (X,B,) — (), C).
o (0(Ya))aca familia sub-o-dlgebras de B.

o Vac A, Z,(Y,) es una variable aleatoria que depende del maximal invariante, y por

lo tanto invariante, o(Y,)/IB- medible.
Observacion 43

1. Definimos VYa € (AU A*) — A, Z, = —oo. Siendo Z, la ganancia asociada a la

secuencia muestral a € A.

2., = Z Y;LI{T:a}-

acA

3. Para cada plan secuencial de muestreo 7 es

Zo(Yy) {T=a}l,ae A

—00 resto

4. Obviamente o(Y,) C B, Ya € A, pero (0(Y,))asca no tiene porqué ser una familia

isoténica de sub-o-dlgebras. Denotamos por G, = o(Y,), VYa € A.

5. Denotaremos por {G*}.c 4 a la familia de sub-o- dlgebras isoténica de {B,} tales que,
G =0, --,Y,), paraa = (a1, --,a,) € A. Es claro que G, C G, Va € A.

Definicién 4.2.2 Consideremos una Problema de Muestreo Optimo Invariante Transitivo

((Xa B; P); A7 (Ba)aeA; (Kz)ae/b (Za(Y;L))aG.A; (ga)aGA)

1. Sea T = {7 : 7 plan secuencial de muestreo tal que AEZ.} el conjunto de todos los

planes secuenciales de muestreo admisibles.
2. Sea v =sup__s EZ,; el valor del problema.
3. Diremos que un plan secuencial de muestreo admisible T* es optimo, si v = EZ «.
Definimos los siguientes conjuntos por su utilidad en el desarrollo posterior:
T={reT:EZ > -}
T.={r€T:17>a},ac A
T, = {r €T, : 7 es plan de muestreo respecto a {G'}},a € A

Tr = {7 €T, : 7 es plan de muestreo respecto a {G,}},a € A

T, ={r € T : 7 es invariante},a € A
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Buscamos el plan de muestreo invariante 7* € T, que maximice la ganancia esperada,
nos restringiremos a planes de muestreo secuenciales 7 € T admisibles, es decir, que

cumplan:

Pire A)=1

4.2.2 Plan Secuencial de Muestreo Invariante ()ptimo en el caso Finito

En la presente seccién se da una solucién al problema planteado cuando el conjunto A de
secuencias muestrales admisibles cumple A C {a € A : g(a) < m}, m € N. Siendo por
tanto A un conjunto finito.

De acuerdo a la idea basica de la programacion dindamica, construiremos un plan de

muestreo invariante 6ptimo a través del principio de induccién hacia atrds. Sea
A={acA:Jac Aa=a}

el minimo sub-arbol de A que contiene a A; obviamente A es finito.
Definimos Va € A

—{jeM:aje A
y para a = (ay,...,a;) € A, 1 <i<k

las ¢ primeras submuestras.

En nuestro caso M, = 0, Va € A, tal que g(a) > m.

Z,(Y,) es una funcién medible, Ya € A, como Z, < +o0, y Z, < 0, entonces Z, es una
funcién integrable Va € A.

Teorema 4.2.1 Consideremos un Problema de Muestreo Optz'mo Invariante Transitivo,
con A finito, y tal que {G,} es una familia de sub-o-dlgebras transitiva respecto a {G*}.

Definimos para a = (ay, ...,a;) € A

Z,(Y,) si M, =0

Ua(Ya) = { max{Z,(Y,), MAX; 7. E(Uqa;(Yaej)/Ya)}  si M, #0

B(aj) = {z: j =min{l € M, : E(Uu(Yu)/Y.) = Igj%le( oi(Yai)/Ya)}}
para M, 7é M
Y
a st Ug(Yy) = Za(Ya)

T, () =< b= (ay,...,ap, by, ....b;) siparab’ Uy(Yy)> Zy(Yy),x € B(bit1),
k<i<k+j,U(Ys) = Zy(Ys)

Entonces Ya € fl, se tiene:
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1. 7*(x) es un plan de muestreo respecto a {G,} invariante, es decir, 7* € T,, a € A.

2. BE(Zw:(Yr:)/G2) = Ua(Y,) P-c.s.

3. U,(Y,) > E(Z:(Y;)/GF) P-c.s., para cualquier T plan de muestreo secuencial con
TeT,.

4. EZT;(YT;) = sup EZ.(Y,), en particular v = EZT(*)(YT(*)),
TETC,L

Demostracion:
Se omite la demostracién de este teorema, por ser una particularizacion de la del teorema
de muestreo 6ptimo con horizonte infinito y niimero maximo de etapas m (4.3.1), que se

plantea en la seccién siguiente. O

Corolario 4.2.2 Bajo la hipdtesis de transitividad nos podemos limitar a considerar planes

de muestreo respecto a {G,} invariantes.

Demostracién:

Como T, C T,, entonces

sup E(Z:(Y7)/G,) < sup E(Z:(Y2)/G;) < Ua(Ya) = E(Zr;(Yr;)/G0)

T T,

como 7, € 1y, se tiene

sup E(Z-(Y, )/g)_supE( +(Y2)/G,)

T T,

4.3 Plan Secuencial de Muestreo Invariante ()ptimo con hori-
zonte infinito y Nuimero maximo de etapas m

Consideremos el problema del plan secuencial de muestreo invariante éptimo cuando el

conjunto A de secuencias muestrales admisibles es tal que
Ac{a€ A:h(a) <m}, meN

A={aeA:Jaec A, a=<a}

Y que Va € A con h(a) > m es M, = 0.
Z,(Y,) es una funcién G,-medible, Va € A, como Z; < 400,y Z, < 0 Va € A, entonces

Z, es una funcién integrable Va € A.
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Teorema 4.3.1 Consideremos un Problema de Muestreo (jptimo Invariante Transitivo
con A C {a € A: h(a) < m}, m € N, satisfaciendo M, = 0, Ya € A, tales que
h(a) = m, y de manera que {G,} es una familia de sub-o-dlgebras transitiva respecto a
{g:}--

Zo(Ya)

i M, =10
max{Za(Ya), sup;egy, B(Uy(Ya)/Ya)} 51 My #0

| %
Sea

B(aj) = {z € X : j = min{l € My : E(Ua(Ya)/Ya) = sup E(Ua(Yas) /Ya)}}

ZEMa
para M, # 0, j € M,.
Sea

B(a,00) = {2 € X : E(Uu(Yar)/Ya) < sup E(Uyj(Yay)/Ya), Vk € M} N {U, > Z,}

]€]V[a

para M, +0, 7€ M,.
Y para 60y € © y Va € A, Supongamos que

Py, (B(a,>)) =0

Definimos para cada a = (a1, - ,a;) € A
a st Ug(Yy) = Za(Ya)
b= (ay,...,a5,b1,....,0;) siparab’ Uy(Yyi) > Zyi(Yyi),x € B(b+),
Ta(@) = k<i<k+5,U(%) = Z(%), k+j<m

b= (ay,...,a5,b1,....,0;) sipara b’ Uy (Yy) > Zy(Yy),x € B(b+),
k<i<k+jzeBbo), k+j<m

Entonces Ya € A, se tiene:
1. Py(B(a,0)) =0, Va e A, V0 € ©.

2. 7(x) es un plan de muestreo respecto a {G,} invariante, es decir, 7} € T,, a € A,

tal que h(1}) < m.

3. E(Z(Yr)/GE) = Un(Y,) P-c.s.

4. U,(Ya) > E(Z,(Y;)/GE) P-c.s., para cualquier T plan de muestreo secuencial con
TeT,.

5. EZ+(Yrs) = sup EZ(Y:), en particular v = EZT(*)(YT(*)),
TETC,L
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Demostracién:

.Va € A, Py(B(a,>)) =0, V0 € ©, debido a que el grupo F es un grupo transitivo y
B(a,o0) es un conjunto invariante por pertenecer a o(Y,).

En efecto
Py(B(a,00)) = P, (B(a,00)) = Py,(f~'B(a,00)) = Py,(B(a,0))
. 7 es un plan de muestreo respecto a {G,} invariante, tal que h(7) < m. En efecto,
sea a = (a1, --,ag), b= (by,---,b;) € A,
{(fF=by={zeX:ze B k<i<k+j k+j<m}
{rs =b} =0, h()>m
Como E(aj) € §G,, entonces
B+ € Gy C G C G

entonces

{1 =by e Gy
Por otra parte, si h(b) < m
{ra =0} ={7, = b} N D

siendo

Dy ={z € X: Uy(z) = Zy(x)} U{B(b,00)} € Gy
puesto que {U, = Z,} € Gy, B(b,0) € G,. Si h(b) < m,

{r = bk} = {7} = b} N D; N {B(bk)} € G,

puesto que D¢ N {B(bk)} € G,.
7% es funcién de los maximales invariantes y por tanto invariante.

Bajo la hipétesis Py(B(a,0)) = 0, V8 € © implica que para cualquier funcién f cuya

integral exista se tiene
/ FdP, = / fdP;, Vo€ ®©
{ri=a} Uy=2Z4
.y 4. Se demuestran por induccién hacia atrds respecto al nimero de etapas. Si
h(a) = m, es M, = ), entonces 7* = a y

Z,:(Yiz) = Za(Ya)

a a
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luego Z,» = Z,(Y,) es una funcién integrable, G,-medible y por lo tanto G;-medible,

y se verifica el punto 3, puesto que,

E(Z:4(Yr:)/Gs) = E(Za(Ya)/Gy) = Za(Ya) = Ua(Ya)
Y Vr € T, ha de ser 7 = a, es Z,(Y;) = Z,(Y,) = U,(Y,), asi Z, es una funcién

integrable, G,- medible y por lo tanto G}-medible y se verifica el punto 4, es decir

E(ZTG/T)/QZ) - Za(lfa) - Ua(lfa)

Supongamos que 3 y 4 se cumplen para todo a € A; = {a € A : h(a) = j} con
i<j<m,i=1,---,m. Veamos que se verifica para todo a € A;_;.
Sea para cada k € M,
T T = ak
- { {r = ak}

ak otro caso

que define un plan de muestreo en 7, .

Sea C' € G
/CZT(YT)dP B /Cm{ra} Yr)dp + Z /ﬁ{r>—ak} A(Yr)dP
- /cm{fa} Yo)db + ke% / m{r>ak} Y7)dP
- /Cm{rza} Yo)dP + kEZM / Cn{rrak} Zz,
—W /cm{fza} dPJrkeZM / Cn{rak} El./Ga)aF
—(2 /cm{T:a} dp+k§ /m{rmk} (Z3,/9ar)/9a)
=) /Cﬂ{Ta} Yo)db + kZM / m{r>ak} Uar(Yar)/Ga)dP
—@ /Cm{fa} Yo)db + kEZM / m{r>ak} Uat(Yar)/Ga)dP
S gy O B [y i BU(Ver) )P
- /Cm{rza} Za(Ya)dP + On{r=a} ;21?4}5 B(Uaj(Ya3)/Ga) P

< [ uavap

(1), CN{r = ak} € G
(2)7 g; C gzk
(3), por hipétesis de induccién, Uqi(Yar) > E(Z7, /Giy), va que ak € A;, 7 = ak.
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(4), por la transitividad de {G,}, respecto de {G:}.

Entonces YO € G, y 7 € T, plan secuencial de muestreo

/Z dP</U )dP

| EBz(v)/G)apP < [ U(va)dp
Luego
Ua(Yo) > E(Z,(Y,)/Gy) c.

VYae A1, Vre T plan secuencial de muestreo. Por lo tanto por induccién hacia
atras, queda probado el resultado 4, Va € A.
La demostracion subsiste si en vez de considerar C' € G} se considera C € G,, al ser

U,(Y,), Go-medible, y se tiene en este caso

Ua(Ya) = E(Z:(Y7)/Ga) c.

Demostramos a continuacién 3,

Sea a € fli,l, consideremos 7. Sea C € G

/C Zpy (Yey)dP = /C i {T;:a} .)dp +k§ / ot Zry (Yry)dP
— /Cﬂ{r*—a} dP+k€ZM /ﬂ{r*>ak} (Y, ) AP
o o )P+ > Loy B (V22 /G007
- /Cm{rga} Ya)dP + kGZMa / cn{rx >—ak} ;’“ (YT;k)/g;k)/QZ)dP
—® /Cm{rga} Yo)dP + kGZM /n{T >—ak} (Ua/Ga)dP

W /Cm{rgza} YaJdP + 3 / (Uar/Ga)AP

kel ﬂ{T*>ak}
=) [, U(Ya)dP

(1); Iireraky Zrs = I{zzsaky Zo, , en efecto: si z € {7, = ak}, entonces

ak Ua () = Zap(x)
(ak,by,---,b;) =€ BUY), h(ak) <i< h(ak) +j

Es decir,

* *
Iireraiy Ta = Lirymak} Tak
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entonces,
I{TC’L‘ rak} ZT;‘ (YT; ) - I{'rjzk >ak} (-[{‘FC’Lk :ak:}Zak (Y:1k> + Z I{Tc’[:b} Zb (n))
n(bm
= I{TS >ak} (I{T;k:ak}Zak (}/ak) + Z I{T;k:b} Zb (}/b))
G
= Irzmary 2, (Ye2,)
Por tanto,

/ Zr; (Vy)aP = | Zye (Yee )P
cn{riz=ak}y ¢ ° Cn{rtr-ak} ok ok

(2), CN{rr = ak} € G*.

(3), hipétesis de induccién E(Zyx (Yz+ )/Gri) = Uak-

(4), por la transitividad de {G,}, respecto de {G}.

(5), sobre el conjunto {7; = ak} es max,.;; E(Us/Ga) = E(Uar/Ga) y PO tanto
UalYa) = E(Ua/Ga).

Por tanto, Z.+(Y:) es una variable integrable, y VC € G

/CZT;(YT;)CZPZ/CU(;(KL)CZP

Entonces
B(Z5(Y;)/G2) = Ua(Ya) e

El resultado es cierto para a € A" !, entonces por induccién hacia atrds se tiene
Va € A.
La demostracion sigue siendo vélida, si como en el caso anterior consideramos C' € G,,,

tendriamos:

E(ZTZ{ (YTZ{)/ga) = Ua(Ya)
5. Tomando esperanzas en las expresiones anterior 3. y 4. se tiene
E[E(Z:;(Y7:)/G2)] = E(Ua(Ya)) = E[E(Z:(Y7)/G7)]

. !
VT > a, plan secuencial de muestreo en 7,.

Entonces,
E(ZTZL‘ (YT;)) = E(Ua(}/aD > E(ZTG/T))

Vr €T, vyt €T, Porlotanto

sup E(Z,(Y;)) = B(Z,:(Ys))
7'€T;u
Considerando como caso particular T € T(’) =T 0 e fl) Se cumple para cualquier
reT,

E(ZT(*) (YT(*) )) > E(ZT(K'))
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v= Sup, E(Z’T(YT)) = E(ZT<*) (YT(*)))
T€T

Por el corolario(4.2.2) se deduce que nos podemos limitar a considerar tnicamente

planes de muestreo respecto a {G,} invariantes. O

4.4 Plan Secuencial de Muestreo Invariante ()ptimo en el Caso

General

4.4.1 Planteamiento del Problema

Consideremos para a € A C Ay Z,(Y,) funcién G,-medible. De manera analoga al caso

del capitulo de introduccién, denotamos

U, = ess sup BE(Z,/G), Vaec A

TETG.
La ecuacién de Bellman es
U, = max{Z,(Y,), sup E(Uy/G))}, cs.
keMa
de acuerdo a la demostracion de Schmitz ([25]), recogida en el capitulo 1, lema 1 (1), bajo

la hipdtesis F(supye4 Z;7) < +00. En nuestro caso no es necesaria esta hipGtesis puesto
que Z, <0, Va € A.

4.4.2 Plan de Muestreo ()ptimo

A lo largo de toda la seccién, definimos a € A,y j € M,

B(a,0) = {E(Ua/G}) < sup E(Uu;/GL), Yk € My} N {Us > Za}

JEMa

B(aj) = {j = min{k € M, : E(Uu/G}) = sup E(Uu/G2)} N {U, > Z,}}

€M,
Se tiene Va € A,y j € M,
B(a, ), B(aj) € G;

Sea a € A, con a = (aq,---,ay), definimos

a Uy(z) = Zy(x)

b:(ab"';ak?bla“'?bj) meé(bi-l-l), k§1<k+ja Ub(x>:Zb(x)
T, =4 b=(ay, - ,a by, b ") xeé(b”l), Vi>k

b= (ay, - a, by, -, bj,mym,---) m=minM, zeBOHV), k<i<k+j
r € B(b", 00)
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Proposicién 4.4.1 7} definido previamente es un plan de muestreo respecto a {G*} in-

variante.

Demostracion:
Sea a = (ala"'7ah)>b: (ab'";ah;bl;"'?bj) EA;

{rr = b} = N2 B UUZ niz) B N B(Y, 00) € G

siendo 7 = méx{s : s # m}. Sea k € M,
{r* = b} N B(bk) k #m

* > bkl = a ~ . L~ )
t7a 2 Bk} { {72 = b} 0 (B(bk) UUL] Nz BUHY) N B(bioo)) k=m
con B(bk) € G7, vy UZI NiZ} B(B1) N B(bi,00) € G;.

Ademés 7 es invariante puesto que es funcién de los maximales invariantes Y.
Teorema 4.4.1 Si P(1} € A) =1 entonces T es un plan de muestreo dptimo invariante.

Demostracién:

Para probar que 7 es el plan de muestreo 6ptimo, basta ver que
Us = E(ZTZ{/Q:)
Sea A2 ={bec A:b>a, h(b)— h(a)=n} entonces,
n—1
{m<A=U Ut =0}
j=0 bG./ij

Veamos que
Ua = E(I{T;<A%}ZT; + Z I{T;tb}Ub/gg) C.S.

bc.Ag
Paran =0
E(I{Tﬁﬂg}ZT; + Y I Us/Gr) = U, cas.

be Ag
Supongamos que se cumple para n,
E(Y " ImenUs/Gs) = E(Y Im=npZo+ X Y Inisbjdinazasbed.o0 E(Ubi/G))
beAa beAa beAa je M,
+ Z I{Tgibm}ﬂUajdij(d,oo) /gZ)

be A
=0 ElpucinZe+ Y > Lot E(Uy/9;)/9:)
beAa je M,
= E(lgucanyZn/92) + D2 Y0 E(Lim-iyUsi/G3)/G2)
be Ag je M,
= ElleanZn+ 2 Toz=pUe/92)

bede
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(1), puesto que P(7 € A) = 1.
Resultando

U = Bl i1 Zr/90) + BicanyZes + 32 TimenyUs/92)

be A |
= E(I{T;<AZ+1}ZT; + Z I{T;tb}Ub/g;) C.S.
beEAL

por lo tanto se cumple el resultado para n + 1. Resulta

Ua = hgisong(I{T;<A%}ZT; + Z ]{ngb}Ub/g;)
beAa

< limsup E(I(. 401272 /Gs) c5.

n—od

vaque U, <0, Vbe A

Como I (rr< A2} T 1, c.s. por el Teorema de la convergencia monotona,
Us < E(Z::/G)), cs.
pero por definicién de U, es
Us 2 E(ZT;‘/QZ)
deduciéndose por tanto,
U,=E(Z:/G;), cs.

O

Teorema 4.4.2 Sea P(B(a,0)) = 0Va € A y sea X una variable aleatoria integrable, y

{76} e IN una secuencia de mimeros reales, tales que, klim re=—00Y Zyg < X+ry, P-cs.
—00

Vk € N and Va € Ay. Entonces TX es un plan de muestreo éptimo invariante.

Demostracién:

Andloga a la dada por Schmitz ([25]), recogida en el capitulo 1, teorema (1.4.3).

Corolario 4.4.3 Si se supone que M, es finito, Va € A, y que Vk € N, 3r, € R, tal que

c(0o,a,x) > 1K, Ya € Ay, entonces T, es dptimo invariante.

Siendo A, = {a € A: h(a) = k}.

Demostracién:

Se dan las condiciones del teorema de Haggstrom (4.4.2), ya que P(B(a,c0)) =0, Va € A,
por ser M, finito, y puesto que —c(6y, a,z) < —ry, Va € Ay,

ZG(YZL) = _La(Y;z) - Ca(Y;z) S _CG(Y;I) S Tk
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con lim —r, = —oo. Entonces
k—o0
Za S — Tk, Ya € /Ik
por lo que se tiene que 7* es un plan de muestreo éptimo. O

4.5 Convergencias

Diremos que un problema de decisiéon secuencialmente planificado estd truncado en la
etapa m, si nos restringimos a planes de muestreo 7 tales que h(7) < m, es decir, aquéllos
que tienen a los sumo m etapas.

Obteniendo el riesgo 6ptimo para los problemas truncados, en esta seccién daremos condi-
ciones bajo las cuales, el é6ptimo del problema general se puede aproximar por los 6ptimos

de los problemas truncados.

Teorema 4.5.1 El problema de horizonte infinito general se puede aprorimar por la
sucesion de problemas truncados por nimero de etapas bajo cualquiera de las dos hipotesis

siguientes:

1. 7™ es un plan de muestreo optimo en el problema general y

Ego (sup La(lfoz)) < 400, 80 €0
acA

2. 7" es un plan de muestreo optimo en el problema general y

B (Y La(Ya) < +00, 6h€©

aeAk

siendo Vk € N A, = {a € A: h(a) = k}.

Demostracion:
Sea 7* el plan de muestreo éptimo para el problema general, es decir,

vV =sup EGOZT = EOOZT*
T€T

y denotamos por
vF = sup Ey Z;
{r:h(m)<k}
para el problema truncado en k etapas.
Introducimos como en el capitulo de Analisis Estocastico el plan de muestreo con a lo

sumo k etapas (2.2.5),
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con lo que 7 es un plan de muestreo tal que

kT Liney<ky = T o<k, Yk €N

i~ T", C.s.
— 00

Como 7 € {7 : h(1) < k} serd v* > Fy (Z, ). Tendremos,
0 = v v > Eéo(ZkT) — Ly, (ZT*) = EGo(_LkT(YkT) + Ly (YT*))
By (=, (Yir) + €+ (Yr4))
= Egp (=L (Yyr) + Lo (Yr ) L nryshy) + Eoo(—Cr (Yir) + e (Yrr)
2(1) EGO(_LkT(KcT)I{h(T*)>k}) — 0

k~>oo<2)

(1), probaremos que Eg,(—c,r(Y,r) + ¢7+(Y7+)) = 0 bajo la hipétesis de que la funcién de
coste ¢(b, a, z) es no decreciente en a.
De acuerdo con la notacién de epigrafes anteriores consideraremos las o-algebras G, y G.

Sea
6:1 = E90 (6(907 a, l‘)/g;)
con lo que por el Teorema de la proyeccién opcional (2.3.1), se tiene

CIT* = Ly, (0(607 T, x)/g:*)

C;-r - E90 (0(60716 T, x)/g:T)
Como 7 = 7" c.s., entonces G*, C Gy (0o, 7, ) < c(bp, 7", 7) c.s. y tendremos

!

Cor = By (Eoy (c(00;x Tam)/g:*)/g;') < Eeo(Eeo(c(QOaT*’x)/g:*)/ng)
< Byl /Gr)

Ahora

0ok 7,2)/G,r) = Eoo(Ego (00,1 7,2)/G)7)/Gyr)
T/ng) < E90 (E90 (C;* /g;:r)/gm‘)

con lo cual, tomando esperanzas

E90(CM) < E90(c(6077—*=x)) :E90(E90(C(007T*75E)/g7*))
= EQO(CT*)

(2), veamos
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1. Bajo la hipétesis 1. la variable L = sup L,(Y,) es integrable, y
acA

_LkT(}/kT) > —L

con lo cual
Bpo (=L, (Vo) Iiniryory) = Boo(—LIgnroyony) = / —LdPy, — 0
{h(*)>k} k—oo
puesto que

Py (h(T*) > k) — 0

k—o0

por ser 7" admisible.

2. Bajo la hipétesis 2. L, = > L4(Y,) es una variable aleatoria integrable. Si h(7*) >
GGAk
k, entonces h(y7) =k 'y

LineysipLyr(Yer) = Ineeoysiy Y. Tier=ay La(Ya)

aGAk
< Inerysky . La(Ya)
a€./ik
= Liltneys)
y
Ego(— Ly (Yo In(ry>ky) > Eoy(— Lidineysiy) = /{h(f*)>k} — Ly dPy, 0

quedando asi probado el resultado puesto que

Py (h(T*) > k) — 0

k—o0

Observacién 44

Si no hacemos la hipétesis de que 7* sea 6ptimo, y consideramos un plan de muestreo
e-Optimo 7, es decir, tal que
EpZ;. > v —¢€

para € > 0, que siempre existira. Sea

Te h(t) <k
Te =
g (Tets -+ Ter) h(7) >k

Tendremos de forma analoga a la demostracién previa,
0 > Vk_l/ > EHO(ZkTe)_EGO(ZTe)_E
2 EGO (_LkTE (Y;cTé)I{h(Te)>kf}) — €
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en virtud de idéntico razonamiento que en el teorema anterior.
Ahora al ser
EQO(ZTé) 2 V—e

ha de ser
P(re¢g A)=0
yva que Va &€ A, Z, = —o0, en consecuencia como antes
P(h(1e) > k)k—> 0
y bajo la hipdtesis
Ey,(sup L, (Y,)) < +00
acA

6 la hipdtesis
Ey, ( Z L,(Y,)) < +o0
ac Ay
se tendra
Ego (= Lz (Yer) I in(rey>ky) —2 0
y al ser € arbitrario, se deduce que el problema general se puede aproximar por la sucesién

de problemas truncados por ntimero de etapas.

Corolario 4.5.2 Si M, es un conjunto finito Ya € A, entonces el problema general se
puede aproximar por la sucesion de los problemas truncados, y para cada uno de estos

ezistird un plan de muestreo optimo.

Demostracion:

Evidentemente si M, es finito, entonces
Py (Bla,0)) =0, Yaec A, 6O

y para cada problema truncado en k etapas, k € N, existird un plan de muestreo 6ptimo
k7* de acuerdo con el teorema (4.5.1).

Ademads

card(A) = Y card(M,), card(/(()) =1
a€./‘ik,1

con lo cual card(Ay) es finito, Yk € Ny como L, (Y,) es integrable, Va € A, seré integrable
> Lo(Y,), y se cumplird la hipdtesis 2. del teorema (4.5.1). O
a€ Ay

Teorema 4.5.3 Si 7* es un plan de muestreo dptimo para el problema general y éste
puede ser aprozimado por la sucesion de problemas truncados en m, siendo {G,} transitiva
respecto de {Gr}, entonces se verifica la ecuacion de Bellman

Us = méx{Z,(Ya), sup E(Uar/Ga)}

keM,
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Se cumple que Ya € A, Vj € M,

B(a,0) = {E(Uak/Ga) < sup E(Uaj/Ga), Yk € My} N{Us > Zy}

ke M,
B(a,j) = min{k € M, : E(Uu/Gu) = sup E(Uy;/Ga)} N{U, > Z,}
JEM,

y 7 es un plan de muestreo respecto de {G,} invariante.

Demostracién:
En las condiciones del teorema (4.5.1),

U, =esssup E(Z,/G}) = E(Z,+/G)

TETG.
Sea

T/ ={reT:7=a, h(r)<J}

y sea
UC;] =ess sup E(Z,/G))

TET]
De acuerdo con los resultados relativos al problema de muestreo 6ptimo con nimero
maximo de etapas J, existe Ya con h(a) < J, 727 € T,] tal que U] = E(Z,../G}).

Comparando 7, con 7,7/ resulta V.J > j, con a = (a1, -, a;),

Iineny<nta = Inen<nte” = I < (57a)

*

siempre es 7/ < 7*, entonces

Tendremos
0 > Ul —Us=E(Z,21/Gs) — E(Z::/G)
= Eoo(=Lrys (Yro) & Loy (Ve ) inirgy>y 2 Boo(—Lgs (Vrza ) inirgy>ay 720

La demostracién de que
Eeo(_CT;J + CT;) > O

sera similar a la del teorema (4.5.1), resulta pues,

U, = lim U/, cs.
J—oo

De acuerdo con el teorema (4.3.1), U/ es G,-medible, resultando U, G,-medible. U7, es

Gae-medible, resultado Uy, G.r-medible, por la propiedad de transitividad se tendra

E(Uak/g;) - E(Uak/ga)
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resultando la ecuacién de Bellman
U, = max{Z,(Yy,), sup E(U./Ga)}, c.s.
keM,

Veamos que 7* es un plan de muestreo respecto de {G,}.

Ya se ha visto en la proposicién (4.4.1), que
{t* = a} €G;

Ahora,
{t" =a} ={"=a}N{U, = Z,}

con {U, = Z,} € G,, al ser tanto U, como Z, funciones G,-medibles.

{r* = a} N (B(am) U B(a,>0)) {r* = a} = NiZ B(a™)
{7* = a} {r* = a} = U__ niZ} B(a'*") N B(a?, 00)

{1 = am} :{

siendo r = méax{s : a, # m}.

El segundo caso tiene probabilidad nula de acuerdo con las hipdtesis. En el primer caso
B(am) € G,, B(a,0) € G, de acuerdo con la definicién de ambos al ser U, G,-medible.
En ambos casos

{t" =am} ={r"=a}NN

con N € G,. Deduciéndose que 7* es plan de muestreo respecto a {G,}. O

4.5.1 Problema Truncado en k Etapas Modificado

Después de haber aproximado el problema general por abajo, es decir,

V<< <vE<oo <

tratamos de encontrar una sucesion decreciente que aproxime el valor del problema general
por arriba.
Consideramos que en el problema truncado en k etapas, se modifica la funcién de pérdida

y se toma
L,(0,04(x),2,) =0, h(a)=k, VYae A

Con lo que para a € A, tal que h(a) = k sera

Sea
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Sera

pk = sup Ey, Zf
{r:h(7)<k}

en el problema truncado en k& modificado.

Zk—i—l

Si 7 es un plan de muestreo, consideramos ;7 y x417 y comparamos Fj, ZfT y Eo 2+

resulta
k k ¢
1
Eo 2 — BoZ): = Eo(D_ Itnr)=ivZr) — Eoo (¢ Linr)>ky)
i=1

k—1
— Eop (> Itnn=iy Zr) + Eoy (¢ Linry>k1y)

i=1

= Ep(Iintry=ry (= Lr — ¢7)) + By (Iinry=ycr) — Eoo (Iinry>ky (Coprr — 1))
= Ep(~Iinir)=ry Lr) — Eoo(Iinry>ky (C1prr — Cir))
S _E90 (I{h(T)>k}(ck+1T - ckT))

Como ;7 =<y1 T, por el mismo razonamiento empleado en el teorema (4.5.1) en su segundo

apartado

EGO CkT S EGO Ck+1T

0 < E00(0k+17' - CkT) = E90 (I{h(T)>/€}(Ck+1T - CkT))

puesto que 17 =g 7, si h(7) < k. Por tanto

E90Zk+1 < E90Zf7' < _E90 (I{h(7)>k}(ck+1r - CkT)) <0

k+1T

Asi,
Eg ZF < Fyp Z¥,, VT

k41T —

resultando entonces
P < VEeN

y por lo mismo
v<p® VkeN
Estudiemos si p* | v, cuando k — 0.

Teorema 4.5.4 Supongamos que se cumple alguna de las hipdtesis del teorema (4.5.1) y

ademds c(0y,a,z) > 11, conry € R y rp — 00, cuando k — 0o, Ya € Ay, entonces

pk lk—)OO 14
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Demostracion:
Sea 7 plan de muestreo e-6ptimo en el problema truncado en k etapas modificado, para
e > 0.
By, 75 > pF —¢, EpZax <v

,01C —v < EgOka - E@OZTk + e = Ey, (L.[-k[{h(.[-k):k}) + €

Bajo la hipétesis 1. del teorema (4.5.1), como L.+ < L variable aleatoria integrable
0 < p" — v < By (Lniy—iy) + €

Y

Y

Epo (LyeIiniry=ry) < Eoo (LLn(rry=ry) = /

. ky
o) d Py, IH—O:)O, si Py, (h(T%) =k) — 0

k—o0

Bajo la hip6tesis 2. del teorema (4.5.1),

LoeIineey=hy = Ineoy=ry D Lalirizay < Tinei=iy L

aEAk

Entonces

0 < pk - VE90(LT’“]{h(Tk):k}) < EGO(I{h(Tk):k} Z LaI{T’“:a})

aEAk

<EJT_L’:/ L'dP
< E(lyry=ip L) ety %o

y llegamos al mismo resultado.

Hemos de demostrar que
Py, (h(TF) = k) — 0

k—o0

Dado e >0
v—e< pk —€e< E’90Z-lr€’€ < Eeo(_ch]{h(Tk):k})

Si se diese la hip6tesis ¢(6,, a,x) > 1y, Ya € A, con rp — 0o. Serd ca(Yy) > 1y, Va € Ag.

Por lo tanto,

Cred{p(riy—py = (Z Ca(Y:l)I{Tka}) Tin(rey=ry

aeAk
> rlgpery—ry

De acuerdo con lo anterior
By (corLiniriy—ry) < —Trlin(ery—y

luego

v—e< —T’kE(eo(f{h(Tk):k}) = —TkP(I{h(T’“):k})
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con lo que

—V—+e
SN 0
Tk k—oo

Poo(Lingrry=k}) <

al ser € arbitrario.
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