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Introduccion

En las ultimas tres décadas el andlisis estadistico de datos categdricos ha
despertado gran interés entre numerosos estadisticos. El desarrollo de mode-
los apropiados ha sido tema comun de importantes e interesantes libros: Cox
(1970), Haberman (1974, 1978, 1979), Bishop y otros (1975), Gokhale y Kull-
back (1978), Upton (1978), Fienberg (1979, 1980), Plackett (1981), Agresti (1984,
1990), Goodman (1984), Freeman (1987), Leonard (2000), etc...

Generalmente, estos autores han prestado una especial atenciéon a comprobar
a través de los estadisticos de la ji-cuadrado y del cociente de verosimilitudes,
que los datos se ajustaban correctamente al modelo seleccionado. Frente a este
punto de vista de construir modelos y validarlos a través del estadistico de la
ji-cuadrado o del cociente de verosimilitudes, otros autores se han preocupado
de construir nuevos estadisticos para la validacién de modelos que mejoren, en
algin sentido, los ya existentes. Cressie y Read (1984) y Read y Cressie (1988)
fueron los pioneros a la hora de abordar este problema, utilizando la familia de
divergencias que lleva su nombre, para construir una familia de estadisticos de
contraste en el caso de hipdtesis nula simple como compuesta y establecer, en el
caso de hipotesis nula simple, que un elemento de la familia de estadisticos, el
correspondiente a A = 2/3, tiene un comportamiento mejor que el estadistico del
cociente de verosimilitudes y que el de la ji-cuadrado. Posteriormente Zografos y
otros (1990) extendieron los resultados de Cressie y Read al considerar la familia
de p-divergencias, en lugar de la familia de divergencias de Cressie y Read. La
familia de medidas de p-divergencias contiene como caso particular a la familia
de Cressie y Read, como se vera en el Capitulo I. Posteriormente en Menéndez
y otros (1995) se establecié, que en el sentido de Cressie y Read, las mejores
p-divergencias se obtienen como solucién de la ecuacion

4" (1) + 3™ (1) = 0. (1)
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El valor A = 2/3 obtenido por Cressie y Read es una solucién de la ecuacién
anterior cuando se utiliza la familia de divergencias introducida por ellos. Pos-
teriormente en Morales y otros (1995), se utilizaron por primera vez las medidas
de ¢-divergencias para el problema de bondad de ajuste cuando la hipétesis nula
es compuesta. En esta situacion al tener que estimar pardmetros se propuso el
método de estimacién de minima ¢-divergencia que generaliza, como mas tarde se
vera en el Capitulo II, el método de maxima verosimilitud. Muchos e importantes
han sido los trabajos, aparte de los ya citados, que se han publicado en esta linea.
Entre otros cabe destacar los siguientes: Lindsay (1994), Simpson (1987), Basu y
Harris (1994), Basu, Harris y Basu (1996), Basu y Lindsay (1994), Basu y Sarkar
(1994a,b), Beran (1977), Parr (1981), Pardo, M. C. (1996, 1999), Morales y otros
(1997), Menéndez y otros (1995), etc...

Todos estos trabajos tienen en comun la utilizacién de medidas de divergen-
cia para abordar problemas estadisticos de estimacién y contraste, encuadrandose
pues en lo que hoy dia se conoce como Teorfa de la Informacién Estadistica: Uti-
lizacion de las herramientas béasicas que proporciona la Teoria de la Informacion;
es decir, entropias y divergencias, para abordar los problemas clasicos de esti-
macién y contraste, tanto en poblaciones multinomiales como generales.

Los trabajos senalados anteriormente consideran las medidas de divergencia
como medidas cuantitativas de discriminacién entre dos poblaciones, caracteri-
zadas por sus respectivas distribuciones de probabilidad, pero sin tener en cuenta
la importancia de los resultados asociados al experimento bajo consideracion, res-
pecto a un fin determinado. A la hora de pensar en la adaptacién de las medidas
de divergencia al contexto en el cual los resultados del experimento bajo consi-
deracion no tienen la misma importancia con respecto a un fin determinado, uno
puede tomar como referencia la linea establecida inicialmente por Belis y Guiasu
(1968) y posteriormente por Gil (1975) en relacién a la entropia de Shannon y
consistente en ponderar la autoinformacion asociada a cada resultado. Es decir,
asignar a los resultados del experimento bajo consideracién, una ponderacién, que
represente la importancia del mismo con respecto al fin determinado. Asi, parece
l6gico adaptar las medidas de divergencia mediante la asignacién también de una
ponderacién a los elementos del espacio muestral sobre el que estdn definidas las
distribuciones de probabilidad que intervienen en la medida de divergencia. Para
abordar la afirmacion hecha repetidamente en los parrafos previos “importancia

con respecto a un fin determinado” se presentaran varios ejemplos en el Capitulo

L



El objetivo central de esta memoria es abordar problemas de bondad de
ajuste, bajo el supuesto de que los datos estdn bien o mal clasificados y tanto
bajo hipétesis nula simple como compuesta, cuando las clases utilizadas tengan
asignada una diferente ponderacion. En el caso de hipétesis nula compuesta se re-
querira la estimacion del parametro desconocido mediante estimadores de minima
divergencia, que tendran en cuenta las diferentes ponderaciones. En definitiva,
esta memoria se encuadra dentro de la denominada Teoria de la Informacion
Estadistica a la que ya se ha hecho referencia anteriormente.

En el Capitulo I tras hacer un anilisis de las medidas de divergencia més
importantes hasta ahora en la literatura estadistica se pone de manifiesto, que
tras un estadistico de contraste para bondad de ajuste, siempre subyace una
medida de divergencia. Asi, en el caso de los dos estadisticos de contraste mas
conocidos: El estadistico de la ji-cuadrado y el del cociente de verosimilitudes,
subyacen la divergencia de Pearson y la de Kullback, que a su vez son un caso
particular de la familia de divergencias de Cressie y Read y ésta de la familia
de ¢-divergencias de Csiszar. Tras este andlisis se pasa a definir la familia de
divergencias ponderadas que serd el objeto de estudio a lo largo de esta memoria:
Las (h, ¢)-divergencias ponderadas. Una de las propiedades a las que se dedica
una especial atencién es a la no negatividad y a que toma el valor cero cuando
las dos distribuciones de probabilidad coinciden. Esta propiedad serd esencial a
la hora de dar sentido a los contrastes de bondad de ajuste planteados a lo largo
de la memoria.

El Capitulo II estd dedicado al estudio de los estimadores de minima (h, ¢)-
divergencia ponderada. Tras describir la importancia, en general, de los esti-
madores de minima divergencia asociados a las poblaciones multinomiales se pasa
a analizar como en realidad los estimadores de minima divergencia son una ex-
tension natural del estimador de méaxima verosimilitud, y se basan en cuantificar
la distancia entre el vector de frecuencias observadas, estimador no paramétrico
del modelo, y el vector de probabilidades que describe el modelo con una medida
de divergencia distinta de la de Kullback. El estimador de maxima verosimilitud
no es mas que el valor del pardmetro que hace que la distancia, cuantificada en
términos de la divergencia de Kullback, entre el estimador no paramétrico del
modelo y el vector de probabilidades que rige el modelo sea minima. Esta justifi-
cacién intuitiva de los estimadores de minima divergencia permite definir de forma
natural el concepto de minima (h,y)-divergencia ponderada. Seguidamente, y
bajo la suposicién de que el modelo bajo consideracién verifica las condiciones de
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Birch, se pasa al estudio de sus propiedades asintdticas. Se demuestra su norma-
lidad asintética y consistencia. Ademads, se prueba que el método es robusto en
el sentido de que a pequenas desviaciones del modelo le corresponden pequenas
desviaciones de la estimacion del parametro. Se finalizara el capitulo con el estu-
dio del estimador de minima (h, ¢)-divergencia con ponderaciones cuando existen
un nimero determinado de condiciones que restringen el pardametro de nuestro
modelo. En esta nueva situacién se vuelve a establecer la normalidad asintética
del mismo como otras propiedades de interés.

A partir de la (h, ¢)-divergencia ponderada entre el estimador no paramétrico
y la distribucién de probabilidad teérica del mismo, se propone, en el Capitulo
III, un contraste de bondad de ajuste. Se abordara el problema tanto en el caso
de hipétesis nula simple como compuesta. En el caso de hipdtesis nula compuesta
serd necesario estimar el parametro desconocido. Ello se llevara a cabo a través
del estimador de minima (h, ¢)-divergencia ponderada introducido y estudiado
en el capitulo anterior. La distribucién asintética en ambos casos conduce a
una combinacion lineal de distribuciones ji-cuadrados. En principio, el que la
distribucion asintética del estadistico de contraste sea una combinacion lineal de
distribuciones ji-cuadrados produce una cierta inquietud. Esto desaparecerd en
gran medida si se hace uso de las excelentes aproximaciones que existen en la
literatura estadistica para las combinaciones de ji-cuadrados. Ademas, se calcula
la potencia del contraste y a partir de ésta se describe un procedimiento para
determinar el tamano muestral necesario que garantice una potencia prefijada. Se
presentan otros contrastes de interés y se finaliza este capitulo particularizando los
resultados obtenidos al caso binomial. En esta situacién la distribucion asintética
resultante es una ji-cuadrado, en lugar de una combinacién lineal de ji-cuadrados.

El Capitulo IV estd dedicado al analisis de la optimalidad en los contrastes
de bondad de ajuste introducidos en el capitulo anterior, en el supuesto de que la
hipdtesis nula sea simple. La familia de estadisticos de contraste utilizada para
abordar el problema de bondad de ajuste tenia una distribucién asintética, bajo
la hipétesis nula, que no dependia de las distintas funciones que intervienen en
la definicién del estadistico. Desde un punto de vista préactico se trabajara con
muestras finitas y en muchas ocasiones pequenas, y en estos casos deberd haber
diferencias a la hora de la eleccién de las correspondientes funciones de las familias
@y h que determinan el estadistico de contraste. En este capitulo se analizan dos
procedimientos: Uno basado en la funciéon de potencia, introducida y estudiada
en el capitulo anterior, del test de bondad de ajuste y el otro consistente en



seleccionar las funciones de las familias ¢ y h de forma que permitan una mayor
proximidad entre los momentos exactos y asintéticos del estadistico de contraste
bajo la hipétesis nula. Este segundo procedimiento conduce a la resoluciéon de una
ecuacion diferencial, que en el caso de que las familias ¢ y h estén compuestas por
un dnico elemento y las ponderaciones sean las mismas coincide con la ecuacién
planteada en (1) .

Finalmente el Capitulo V estd dedicado a abordar el problema de bondad
de ajuste, en el caso de hipdtesis nula simple, ante la posibilidad de que existan
varias observaciones mal clasificadas en las correspondientes clases. Bross (1954)
establecié que el estimador no paramétrico en esta situacién es sesgado y ademas,
el sesgo es funcién del nimero de observaciones mal clasificadas. El efecto de
datos mal clasificados sobre el estadistico de la ji-cuadrado, en el problema usual
de bondad de ajuste, es el aumento del tamano del mismo y la disminucién de
su potencia. Este resultado fue establecido en Mote y Anderson (1965). La
forma en la que abordaron el problema Mote y Anderson (1965) es claramente
extensible al estadistico de contraste considerado en el capitulo anterior, cuando
las clases estan ponderadas, y como consecuencia, el estadistico de contraste,
para el problema de bondad de ajuste, estudiado en el capitulo anterior tiene el
mismo problema. La solucién que se da en este capitulo a este problema se basa
en sustituir el estimador no paramétrico por otro obtenido a través del muestreo
doble introducido y estudiado por Tenenbein (1970, 1971, 1972). Tras describir
el método de estimacién por muestreo doble, se estudia la distribucién asintética
del correspondiente estimador de méaxima verosimilitud y se plantea el contraste
de bondad de ajuste con datos mal clasificados basado en las (h, ¢)-divergencias
ponderadas. La distribucion asintotica del estadistico de contraste, como era de
esperar, resulta ser una combinacion lineal de ji-cuadrados. Se finaliza el capitulo
haciendo especial hincapié en el caso binomial.

Por dltimo, quiero dedicar unas palabras de agradecimiento, en especial al
profesor Leandro Pardo Llorente, por la ayuda, comprensién y apoyo prestado
en todo momento, a mi familia por haberme “sufrido” durante este periodo y al
Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa de la Facultad de Ciencias
Matematicas por su colaboracién.
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Medidas de (h, ¢) —Divergencia
ponderadas

1.1. Introduccion

Sea X1, ..., X;, una muestra aleatoria simple de una poblacién X con valores
en el espacio estadistico (X, Sy, P). El problema de bondad de ajuste consiste
en contrastar si P pertenece a la familia paramétrica

P={Py:0c6cCRM}

de distribuciones sobre (X, Byx). Una clase importante de contrastes de hipdtesis,
para abordar este problema, esta basada en distancias, generalmente medidas de
divergencia, entre la distribucién discreta bajo la hipdtesis nula

p(8) = (p1(8),...o0 (9))"
obtenida al considerar una particién fija A ={Ay,..., Ay} C Bx de X, con
p; (0) = Py (4;) 1<j<M
y el estimador no paramétrico
p=(p1, ... pm)" (1.1)

con
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n

El estadistico (Ni, .., Na), con N = > I, (X;), es suficiente para el modelo
i=1

estadistico bajo consideracién y multinomialmente distribuido con parametros

(n;p1(0) ..., o (0)).

El contraste de bondad de ajuste, en el caso de hip6tesis nula simple, se puede
entonces formular mediante

Hy:p=p(fo), (1.2)

donde 6y es un valor fijo y conocido. Los dos estadisticos mas comtinmente usados
son el estadistico X2 de Pearson,

M 2
2 _ N~ &V —np; (6o))
S Sy (13)

y el estadistico del cociente de verosimilitudes, G

_ZZN In (np] )>. (1.4)

Es importante observar que (1.3) se puede escribir de la forma

— pj (bo) R
winy ~ ”90 O _ 202 (. (00) (L5)
j=1 j (

donde X2 (p,p (0g)) es la distancia o medida de divergencia de Pearson. De la
misma forma, (1.4) se pude escribir mediante

M ~
G* =2n ﬁ-ln( b
]z::l ’ p;j (o)

donde Dyyipack (D, p (00)) es la divergencia de Kullback-Leibler (Kullback-Leibler
1951) entre las distribuciones de probabilidad p y p (6p).

) = 2nDyuiipack (9, P (00)) (1.6)

Si en lugar de considerar hipétesis nula simple se considera la hipdtesis nula
compuesta,

Ho:p=p(0) (L.7)
los estadisticos X? y G? siguen siendo vélidos sin mds que estimar ahora el

parametro desconocido de forma conveniente. Es bien conocido que la dis-
tribucién asintética de X2 y G? es la misma: Ji-cuadrado con M — 1 grados
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de libertad, en el caso de hipdtesis nula simple, y Ji-cuadrado con M — My — 1
grados de libertad en el caso de hipdtesis nula compuesta si el pardmetro se es-
tima de forma conveniente. Siendo esto importante, en este capitulo, inicamente
nos fijaremos en las relaciones dadas (1.5) y (1.6): Las medidas de divergencias
asociadas a los estadisticos X2 y G2.

La presente memoria se ocuparé de diversas cuestiones relativas al problema
de bondad de ajuste cuando los elementos de la particién A = {44, ..., Ay} C By
de X tienen una ponderacion asociada. Estos problemas se abordaran a través de
las denominadas (h, ¢)-divergencias ponderadas que se introducirén y estudiaran
en esta memoria. Con el fin de centrar convenientemente esta clase de medidas
de divergencias, en el siguiente apartado se hard un breve repaso de las diversas
familias de divergencias y en el apartado siguiente se introducird y analizara la
familia de (h, p)-divergencias ponderadas.

1.2. Divergencias entre dos poblaciones

En lo que sigue se denotara por

Ao ={p(0) = (p1(0),....pr (0))',0 € © C RMo}

con pj (0) = Py (Aj), j=1,...,M y por

M
Ay = {p = (p1, o) 0< i €1, pi = 1}

=1

el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad sobre A ={A4,..., Ay }.
Es claro que Aprg C Apy.

Intuitivamente una medida de divergencia representa, desde un punto de vista
estadistico, el “distanciamiento” entre dos poblaciones caracterizadas por sus
respectivas distribuciones de probabilidad.

Dados dos vectores de probabilidad p = (p1,....pm)" vy ¢ = (q1, -y qu)’
pertenecientes a Ay, la divergencia de Kullback-Leibler (1951), entre p y g viene
dada por

M
.
D(p,g) =) _p; log
j=1 J
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y admite la siguiente interesante expresién

D (p,q) =1(p/q) — H (p)
donde

M
I(p/q)=> pjlogg
j=1

es la Inacuracidad de Kerridge (1961) y

M
H(p) =-— ij log p; (1.8)

es la medida de Entropia de Shannon (1948). Un amplio estudio de esta medida
de entropia, asi como de otras, puede verse en Pardo, L. (1997b).

El primer intento para desarrollar una generalizacion de la divergencia de
Kullback-Leibler fue llevado a cabo por Rényi (1961), que defini6 la medida que
lleva su nombre en los siguientes términos:

M
D}(p,q) = (r(r—1))""log{ > pig} ™" r# 1L #£0.
j=1

Otras generalizaciones fueron dadas por Sharma y Mittal (1975) y se cono-
cen como divergencia de orden 1 y grado s y divergencia de orden r y grado s,

respectivamente,
M .
Di(p.a)=(s =)' Sexp [(s = 1) Y pylog 2| =10, s#1
- qj
7j=1
s—1
M r—1
Dipg)=(s=1)7' ¢ D pjai™"|  —1p, r#ls#L
j=1

Puede verse que se verifica:



1.2. DIVERGENCIAS ENTRE DOS POBLACIONES 13

lim D; (p, q) = rD; (p, q)
lim Dy (p,q) = Di (p,q)

lim D7 (p,q) = lim D3 (p,q) = lim D (p,q) = D (p,q)
s—1

Para mas detalles acerca de estas y otras medidas de divergencia consultar
Liese y Vajda (1987) y Pardo, L. (1997a,b).

Por otra parte, la divergencia de Kullback-Leibler es un caso particular de
las p-divergencias introducidas y estudiadas, independientemente, por Csiszar
(1963) y Ali y Silvey (1966), que se definen mediante la expresién

M
P .
Dy(p,q) =Y aje <q”> , ped
j=1 !

donde ®* es la clase de todas las funciones convexas ¢: [0,00) — RU{occ} tales que
enz=1,¢(1)=0,¢"(1) >0yenz =0,00(0/0) =0y 0p(p/0) =p ulij](r)l()#.
Para cada ¢ € ®* diferenciable, la funcién

Y(z)=p(x)—¢ (1) (z—-1)
también pertenece a ®*. Es claro que
Dy (p,q) = Dy (p,q) ,
y % tiene la propiedad adicional de que v’ (1) = 0.

Al ser las dos medidas de divergencia equivalentes podemos considerar que el
conjunto ®* es equivalente al conjunto

p=0"N{p:¢ (1)=0}.
Asi pues, al hacer referencia a las p-divergencias se utilizara indistintamente
p P S pe P

Seguidamente se presentan algunas medidas importantes de divergencia que
se pueden obtener como caso particular de la familia de p-divergencias de Csiszar.

o Kullback-Leibler
() =zxlogz
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Desde un punto de vista estadistico la familia mas importante es la de Cressie
y Read introducida y estudiada por estos autores, ver Cressie y Read (1984) y

Variacional o Estadistica
¢ (x) =z —1]
X?2-divergencia o distancia de Pearson
p(x)=5(1-2)?
Matusita
plr)=1]1- xa\% con 0<a <1
Balakrishnan y Sanghvi

o—1)2
p(x) = ((;L’—‘rll))

Rathie y Kanappan
s () = (2° — x) (28_1 — 1)_
Media arménica

plx)=1- 2r (1+ .CC_T)_%

,8#£ 1

Cressie y Read

pr(@) = DA+ DT @M —2) A £ =LA #0
Rukhin

Y (z) = {[a+(1—a)x]_1—l},0§a<1
Lin

wp () =bxlogx — (bx +1—b)log (bx +1—0b).

Read y Cressie (1988).

En las medidas de divergencia listadas anteriormente se ha supuesto que ¢ €
®*. Obsérvese por ejemplo que la familia de medidas de Cressie y Read obtenida
mediante @) () € ®* da lugar a la misma familia de medidas de divergencia que

si se considera

Ua(@) =pr(z) = (-1 A+1)7", A#£-1,A#0
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con ¢ € P.

Las indeterminaciones, para algunos valores de los parametros, de las medidas
de divergencia introducidas anteriormente se suelen resolver tomando limites.
Asi, en el caso de la medida de Rathie y Kanappan

1 (z) = lim g, (2)
y en el caso de la de Cressie y Read
vo (2) = lim gy (2) y -1 (x) = lim o5 (2).

Es interesante observar que los estadisticos X2 y G2 son un caso particular de la
familia de estadisticos asociados a la familia de divergencias de Cressie-Read,

A

R 2n M R pj A
2nD) (p,p (60)) = )\()\‘Fl);pj <<pj (00)> - 1) ,—00 < A < 00.(1.9)

Los estadisticos 2nDg (p,p (60)) v 2nD_1 (p,p (0y)) se definen como casos limites
de 2nD, (P,P(00)> cuando A — 0 y A\ — —1, respectivamente. Si en (1.9)
se hace A = 1, se obtiene el estadistico X? y para A\ — 0, el G2. Conviene
también senalar que para A = —1/2 se obtiene el estadistico de Freeman-Tukey
y para A = —2 el de Neyman modificado. Cressie y Read establecieron que
todos los elementos de la familia (1.9) tienen la misma distribucién asintética y
ésta es una Ji-cuadrado con M — 1 grados de libertad. Asi mismo, estos autores
establecieron que en caso de hipdtesis nula compuesta, la familia de estadisticos
2nDy <]§, P (é)), con 0 el estimador de maxima verosimilitud de 0, en el modelo

discretizado asociado, se distribuye asintéticamente como una Ji-cuadrado con
M — My — 1 grados de libertad.

De la misma forma que a partir de la familia de divergencias de Cressie-Read
se ha definido una familia de estadisticos para el problema de bondad de ajuste,
lo mismo se puede hacer a partir de la familia de Csiszar. Asi, Zografos y otros
(1990) establecieron que bajo la hipdtesis nula simple la familia de estadisticos

TS = 9027(‘1)0 (5,p (60)

se distribuye asintéticamente, independientemente de ¢, como una Ji-cuadrado
con M — 1 grados de libertad. En el caso de hipétesis nula compuesta Morales y
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otros (1997) establecieron que la familia de estadisticos

12 o (0(0)

siendo é¢ el estimador de minima divergencia definido mediante
O = in Dy (p,p (6 1.10
o = argmin Dy (p,p (9)), (1.10)

se distribuye asintoticamente como una Ji-cuadrado con M — My — 1 grados de
libertad, independientemente de las funciones ¢ y ¢ consideradas. Ahora no nos
detendremos a analizar el estimador de minima divergencia ya que volveremos
a él de forma extensiva en el Capitulo 2. Unicamente senalar que generaliza
el concepto de estimador de méaxima verosimilitud en el sentido de que para
¢ (r) = zlogz — x + 1 se obtiene el estimador de maxima verosimilitud.

Puede observarse que tanto la medida de divergencia de Rényi como la de
Sharma y Mittal no se pueden obtener como una ¢-divergencia.

Por este motivo, Menéndez y otros (1995), definieron un funcional que las
inclufa, asi como a otras muchas. Dicho funcional, llamado (h, ¢) —divergencia,
tiene la siguiente expresion

A M
b
Dl (p,q) = naha | D ¢ja <q]> (1.11)
a=1 j=1 J

donde h = (hg)aen » ©=(Pa)acA » pa satisface las condiciones de la divergencia

. , . . . u .
de Csiszar, h, es no decreciente y continua en (0, lim %T())? es decir, sobre el

U—0o0
rango de la funcién D, (p,q) con h, (0) =0y 71, son pesos positivos.

Es claro que las medidas de Renyi y Sharma-Mittal, que no se podian obtener
como un caso particular de las ¢-divergencias, se pueden obtener ahora como un
caso particular de las (h, p)-divergencias, con A = 1, n, = 1, y las siguientes
funciones h y :

* Rényi
h(:z:):ﬁlog(l—i—r(r—l)x);r#o,l

p(z) = T £ 0,1
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* Sharma y Mittal

s—1

h(x)zs_%{(l—i-r(r—l)a:)f—l —1};5,7‘7&1

o (2) = T r £ 0,1,

En el citado trabajo de Menéndez y otros (1995) se establece que la familia

de estadisticos N
D¢ (p,p (60))

A
3 mah (0) 24 (1)

se distribuye asintéticamente como una Ji-cuadrado con M —1 grados de libertad,

T — on

n

(1.12)

independientemente de h = (ha)yep > © = (Pa)aer Y (Ma)gen - Mientras que
Morales y otros (1995) establecieron que la familia de estadisticos

Toho = o b (ﬁ’p <é¢)> : (1.13)

A
PIERACEAD

con é¢ definido en (1.10) se distribuye asintéticamente como una Ji-cuadrado con
M — My — 1 grados de libertad.

Es claro que de (1.11) se obtiene, para h(z) =z, A =1y 1, = 1, la familia
de divergencias de Csiszar. Por tanto, buena parte de los estadisticos de bondad
de ajuste, tanto en el caso de hipdtesis nula simple como compuesta, se pueden
obtener como un caso particular de T}’ " o bien de T¥™®. En consecuencia,
haciendo uso de los estadisticos dados en (1.12) y (1.13), se deberd rechazar la
hipétesis nula de bondad de ajuste si

Tn%h > XJ\2/[—1,a7
en el caso de la hipédtesis nula simple dada en (1.2), y
T > X ag-1a
en el caso de la hipétesis nula compuesta dada en (1.7).

Otras medidas de divergencia importantes son las Ry- divergencias, las L-,
K-y M-divergencias introducidas por Burbea y Rao (1982). Aplicaciones es-
tadisticas interesantes de las Ry- divergencias pueden verse en Pardo, M.C. y
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Vajda (1997). Mientras que en Pérez, T. (2000) pueden verse aplicaciones a
diversos problemas estadisticos de las L-, K- y M-divergencias.

Todas las divergencias hasta ahora presentadas estdn disenadas para el estudio
entre dos poblaciones, pero en ciertas aplicaciones como por ejemplo en Biologia
y Genética es necesario considerar k poblaciones.

Matusita (1967, 1973), propuso por primera vez, una generalizacién del coe-
ficiente de Battacharya para expresar de forma cuantitativa analogias y dife-
rencias entre k poblaciones, aplicandolo a técnicas analiticas de discriminacién.
Kaufman y Mathai (1973) ofrecieron una base axiomética en el caso discreto,
y algunas propiedades de estas medidas fueron estudiadas por Toussaint (1974).
Este iltimo, ademads present6 una sencilla medida de divergencia, la J-divergencia
entre k poblaciones. Gyorfi y Nemetz (1978) introdujeron una clase general de
divergencias, llamada f-disimilaridad entre k poblaciones.

Sean pi,...,pr € Ap, con p; = (pjl,...,ij)t, entonces la f-disimilaridad
entre las k poblaciones pq, ..., pr se define mediante

M

Dy (p1, s pk) = > f P11y s Ph2) (1.14)
=1

donde f es una funcién continua, convexa, homogénea y definida sobre

S={(s1,-,8k):0< s, <00,i=1,....,k}.

Si
1
k k
f (xlu 7$k) - H x]
j=1
y
k
[y, og) = Hx?jﬂj >0
j=1
k
con a; = 1, entonces la f-disimilaridad es la afinidad de Matusita cambiada
j=1

de signo y la afinidad introducida por Toussaint, respectivamente.
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Si,
k k
=1 =1

se tiene la divergencia “Diferencia de Jensen” para k poblaciones dada por Burbea
y Rao (1982). Tomando ¢ (x) = —zlogz, se tiene el Radio de Informacién para
k poblaciones. En Menéndez y otros (1992) pueden verse tres generalizaciones
diferentes del Radio de Informacién para k poblaciones.

Ademas la f-disimilaridad también conduce a la ¢-divergencia de Csiszar si
T

[ (x1,22) = 229 <1)
T2

Otras medidas de divergencia entre k poblaciones pueden encontrarse en Ka-
pur (1988), Sahoo y Wong (1988), Rao (1982), Toussaint (1978) y otros.

Zografos (1994) obtuvo la distribucién asintética de la familia de divergencias
introducidas por Gyorfi y Nemetz en un contexto multinomial y la utilizé para
construir contrastes de homogeneidad. En poblaciones generales el problema fue
abordado en Menéndez y otros (1997a).

1.3. Divergencias ponderadas

Tanto la medida de entropia de Shannon dada en (1.8) como las diferentes
medidas de divergencias consideradas en la Seccién 1.2 fueron introducidas como
medidas cuantitativas de informacién, o lo que es equivalente, como medida de
la incertidumbre, en el caso de la entropia de Shannon asociada a una medida de
probabilidad p € Ajs y como medidas cuantitativas de discriminacién entre dos
medidas de probabilidad p y ¢ € A en el caso de las medidas de divergencia.

En un sistema cibernético (biolégico o técnico) toda la actividad estd dirigida
hacia la realizaciéon de un fin cualquiera. El sistema debe disponer entonces de
un criterio para poder diferenciar los sucesos. El criterio cibernético para una
diferenciacién cualitativa de los sucesos consiste en la importancia, la significacion
o la utilidad de la informacién que reportan respecto al fin. La aparicién de un

“incertidumbre”: una de orden cuantitativo relativa a

suceso elimina una doble
la probabilidad de aparicién y otra de orden cualitativo relativa a su utilidad

en relacion al fin. Este aspecto de orden cualitativo no queda recogido ni en la
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entropia de Shannon ni en las familias de divergencias consideradas en la Seccion
anterior.

La importancia del aspecto cualitativo se verd mas claramente a través de
los siguientes ajemplos: Asi, frente a un viaje por una carretera en la que la
probabilidad de sufrir un accidente es de 0.28, la entropia de Shannon ofrece el
mismo valor que para el viaje por otra via en la que la probabilidad de accidentes
sea de 0.72. Desde luego, en general, nadie consideraria ambas situaciones como
igualmente inciertas. Otro ejemplo: dos tratamientos médicos son tales que uno
de ellos lleva a la curacion total en el 90% de los casos, y a una mejora visible
en el 10% restante, mientras que el segundo proporciona una mejora visible en el
90% y concluye con la curacién total del paciente en el 10% restante. Los valores
de entropia asociados son idénticos para los dos sistemas de probabilidades pero,
evidentemente, nadie los consideraria como equiparables. Para evidenciar atn
mas estos hechos, se analizardn otras dos nuevas situaciones. La primera se refiere
a una leyenda de la mitologia griega. Teseo, partiendo para una expedicién, ha
prometido a su padre Egeo que, si consigue su hazafnia, reemplazard a su vuelta la
vela negra de su barco por una vela blanca. Podemos hacernos ahora la siguiente
pregunta: ;Cudl es la cantidad de informacién contenida en las velas? El segundo
problema se reduce a la cuestion trivial: ;Cudl es la cantidad de informacion
que se obtiene cuando se lanza una moneda? Aunque completamente diferentes,
estos dos problemas ponen en juego el mismo esquema. Las dos velas como
las dos caras de la moneda representan dos sucesos equiprobables y encierran la
misma cantidad de informacidn, logy 2 = 1. Pero para Egeo, entre la informacién
proporcionada por la vela negra y la proporcionada por la vela blanca habia una
distincién importante; asi, al olvidarse Teseo de sustituir la vela negra por la
blanca, su padre en la desesperacién, al creerlo muerto, se lanzé al mar desde lo
alto de una roca. Sin embargo, para la Teoria de la Informacién esta distincién
no es esencial, si no se consideran las denominadas medidas ponderadas, tanto
de entropia como de divergencia.

Belis y Guiasu (1968) adaptaron la entropia de Shannon a este esquema. Gil
(1975) la redefinié de una forma mas razonable. Supéngase que los elementos A;,
i =1,..., M de la particién A son mas o menos importantes con respecto al fin
que se quiere alcanzar, es decir, tienen ponderaciones diferentes. La ponderacion
de un elemento de la particién puede ser independiente de su probabilidad. Por
ejemplo, un elemento de la particién poco probable puede tener una gran pon-
deracion, mientras que un elemento muy probable, incluso seguro, puede tener
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una ponderacién nula para un fin cualquiera. En los trabajos de Bouchon (1976),
Emptoz (1976), Houda y Tuteja (1981), Guiasu (1977, 1986), Longo (1972), Pi-
card (1979) y Sharma, Mitler y Mohan (1978), por ejemplo, puede verse una
motivacion interesante acerca de la consideracién de ponderaciones.

Para diferenciar los elementos de la particion respecto a un fin, se va a asociar
a cada elemento Ay de A, k =1,..., M, un nimero no negativo ug, k=1, ..., M,
llamado “ponderacién del elemento Ay”. Los valores ug, k =1, ..., M, pueden ser
cualesquiera niimeros reales no negativos. En esta situacién se denomina entropia
de Shannon ponderada a la expresion

M
U;
WH(p)=—-> B, ()" 08P
=1

M
donde E, (u) = > wip;.
i=1

El siguiente ejemplo analiza una situacién real.

Ejemplo 1.1

Una naviera recibe el encargo de transportar petroleo desde un pais productor
a una cierta refineria, por lo que recibird un pago de 280 millones de pesetas.
La compania en ese momento solo dispone de un petrolero antiguo cuyo coste de
uso para este flete asciende, incluyendo gastos de sequro y amortizacion a 160
millones en caso de no producirse ninguna averia. Tras una cuidadosa revision
del barco, por parte de los técnicos de la compania y teniendo en cuenta datos
historicos correspondientes a 90 situaciones andlogas en la propia compaiiia, se
llega a la conclusion de que la probabilidad de averia es 1/5 y, en este caso las
probabilidades de que la averia sea grave, media o ligera son respectivamente del
30%, 50% vy 20%. A partir de estos datos se tiene la siguiente estimacion de la
distribucion de probabilidad asociada a la variable aleatoria X (Resultado de la
utilizacion del petrolero antiguo disponible):

Di
Sin averia 0.8

Con averia grave | 0.06
Con averia media | 0.1
Con averia ligera | 0.04
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Es claro que la incertidumbre asociada o esta variable aleatoria, y cuantificada
en términos de la entropia de Shannon, viene dada por

H (p) = —0.810g 0.8 — 0.06 log 0.06 — 0.11log 0.1 — 0.0410g 0.04 = 0. 70633

Pero es claro que esta medida no esta recogiendo la importancia que para la em-
presa tienen los diferentes resultados de la variable aleatoria en estudio. No serd
lo mismo para ella que el barco tenga averia a que no la tenga. Es mds la companiia
deberd evaluar las consecuencias asociadas a cada una de estas situaciones. Asi
por ejemplo despues de un exhaustivo estudio ha llegado a la conclusion de que
en cada uno de los diferentes supuestos los gastos de transporte que la maviera
deberd afrontar se elevarian respectivamente de los 160 millones iniciales a 360,
220 y 180 millones, respectivamente. Esto lleva a considerar las siguientes pon-
deraciones (en este caso costes de transporte) sobre cada uno de los resultados de
la variable en estudio,
u = (160, 360, 220, 180).

Si se quiere tener una medida que tenga en cuenta tanto la incertidumbre asociada
a las distintas situaciones como la importancia que tiene cada una de ellas para
la empresa, seria necesario utilizar la entropia ponderada. Para ello se calculard
previamente,

E5 (u) = 0.8 x 160 + 0.06 x 360 + 0.1 x 220 4+ 180 x 0.04 = 178.8

para sequidamente calcular

WH (X)= g (—160 x 0.81og 0.8 — 360 x 0.06 log 0.06
—220 x 0.11og 0.1 — 180 x 0.041og 0.04)
= 0.91255

Esta seria una medida mas realista para medir tanto la incertidumbre asociada a
la aparicion de los diferentes resultados como la importancia de los mismos para
la empresa.

Un amplio estudio de las propiedades y comportamiento de la entropia de
Shannon ponderada puede verse en Gil, Pardo y Gil (1993).

En relacién con las medidas de divergencia fue Taneja, H.C. (1985) quien por
primera vez introdujo el concepto de medida de divergencia ponderada. De forma
més precisa, dadas dos medidas de probabilidad p y ¢ € Ay y una ponderacion
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u; sobre el elemento A; de la particién A, i = 1,..., M, definié la medida de
divergencia de Kullback-Leibler ponderada, en los siguientes y términos,

M
WD (p,q) = Z u;p; log %
i=1 ¢

Ademas estudié la distribucién asintética del estadistico WD (p, q) donde p
estd definida en (1.1).

No hay que profundizar demasiado para advertir que la expresién anterior
plantea diversos problemas. En el caso de que u; = u Vi = 1,..., M, pareceria
l6gico que se obtuviera directamente la divergencia de Kullback-Leibler y no ésta
multiplicada por la constante u. Este problema es sencillo de solucionar sin mas
que multiplicar la expresién de la divergencia Kullback dada anteriormente bien
por

bien por

No obstante ain siendo importante este problema mas lo es el siguiente:

Se consideran las distribuciones de probabilidad

p=m1-p)' qg=(1-pp)

y se tiene

1
WD (p,q) =log (

Es claro que si

U2 p
lL=p>p vy u71<ﬂ
6

u2 p

l-p<p y —>-—
ul 1—p
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entonces

WD (p,q) <0.

Con el fin de que la medida de divergencia ponderada resultante tenga apli-
cabilidad en el contraste de hipdtesis de bondad de ajuste seria importante el
conseguir que WD (p,q) > 0 y que la igualdad se diera si p = ¢. Una forma de
resolver estos dos problemas es redefinir la divergencia de Kullback-Leibler con
ponderaciones en los siguientes términos,

)

M
1 Pi
WD (p,q) = D (pilogq+Qi> -1

En este caso es sencillo comprobar que
WD (p,q) >0

y toma el valor cero cuando p = . Esto es obvio sin més que observar que la
funcién g () = xlogx —z + 1 es convexa con g (1) =0y ¢ (1) = 0.

En esta memoria se introduce una familia de divergencias basada en las (h, ¢)-
divergencias y que no presenta los problemas sefialados anteriormente: Las (h, ¢)-
divergencias ponderadas. Esta familia de divergencias ponderadas se define en
los siguientes términos

A M
Uiq; bi
WDL]; (p,q) = Z"?aha Z Pa | — (1.15)
a=1 i=1 Ep (u)
donde

o h = (ha)y1 . ps ¢ = (Pa)u=1.. A> ha ¥ o son funciones de clase 2 para
a=1,..,A.

g satisface las condiciones de definicién de la divergencia de Csiszar con
wa (1) = ¢, (1) = 0.

he son funciones no decrecientes y continuas con hg, (0) = 0, para a =
1,...,A.

Na, @ = 1, ..., A son ntimeros positivos
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e u; es la ponderacién asociada al elemento A;, i = 1,..., M, de la particién

A.

Partiendo del Ejemplo 1.1 se considerara una nueva situaciéon que pone de
manifiesto el alcance de la familia de divergencias ponderadas introducidas en
(1.15).

Ejemplo 1.2

Continuando con el Ejemplo 1.1, supongamos ahora que la empresa no se
fia, por experiencias anteriores, de las probabilidades asignadas por sus técnicos
y pide un estudio a una consultoria. Fsta consultoria establece, teniendo en
cuenta datos historicos correspondientes a 150 situaciones andlogas en la propia
compania y en otras companias, una estimacion para la probabilidad de averia de
0.3 y en este caso sus estimaciones de que la averia sea grave, media o ligera son
respectivamente del 28%, 60% y 12%. Entonces se tiene

q;

Sin averia 0.7

Con averia grave | 0.3 x 0.28 = (0.084
Con averia media | 0.3 X 0.6 = 0.18
Con averia ligera | 0.3 x 0.12 = 0.0 36

Ahora se puede plantear el cdlculo de la (h,p)-divergencia ponderada dada en
(1.15) y se pueden hacer consideraciones del tipo contrastar

Hy:p=gq,

teniendo en cuenta la diferente importancia que tiene para la naviera los distintos
resultados de la variable, utilizando WDZ; (P, q) -

La no negatividad de la familia de divergencias dada en (1.15), asi como su
valor nulo cuando p = ¢, se sigue ya que ,, a = 1,..., A, se supone que son
funciones convexas dos veces diferenciables con ¢, (1) = ¢, (1) =0, a = 1,...,A.
Asi pues, WDQ (p,q) > 0y se da la igualdad para p = ¢, pero no es cierto que
si WDZ (p,q) = 0, entonces se tenga que verificar que p = ¢, como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.3
Seanp:(p,l—p),q:(l—p,p), U1:U2=%,A:5, @a(l'):%jL%*\/E,
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a=1,2,3,4y5, yhg(x) :mzix{O,x(:U2+3a2) —a(a2+3x2)}, a=1,2,3,4y
9.

Y

N[ —

FEs claro que Ep, (u) =

5
WDE(p,q) = D faha ((1 —p) G i 2(1p— e P >
a=1

I—p
1 1-—p 1—p
+p<2+ 2p Vo p >>

Para 0 < p <1, la funcion

R e

1
5-

varia entre 0 y 1, tomando el valor 0 para p =

Por otro lado, las funciones
go () =2 (xQ + 3a2) —a (a2 + 3;U2)
para a =1,2,3,4 5 yx € [0,1] son negativas, por lo tanto
ha (f(p)) =0, a=1,2,3,4,5

Yy como consecuencia

5
WD (p,q) = naha (£ (p)) = 0.

a=1

Aunque no serd objeto de estudio en esta memoria conviene resaltar que la
f-disimilaridad introducida por Gyorfi y Nemetz y definida en (1.14) admite una
clara adaptacion al caso en el que sobre los elementos A; de la particién A,
i1 =1,..., M, existan definidas unas ponderaciones, ya que en este caso se podria
definir la f-disimilaridad ponderada en los siguientes términos

M

f(pll,---,pkz)-
YWk By, (u)F
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Si bien esta medida de divergencia entre k poblaciones se define por primera

vez en esta memoria, no serd objeto de estudio en la misma y constituye un
problema abierto para posteriores estudios.

En los siguientes capitulos se centrard nuestro estudio en la familia de las

(h, ¢)-divergencias ponderadas introducida en (1.15) de acuerdo al esquema senialado
en la introduccién de esta memoria.
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2

Estimadores de Minima
(h, ¢)-divergencia ponderada

2.1. Introduccion

En este capitulo se considera una amplia clase de estimadores que se pueden
usar cuando los datos son discretos, bien porque la distribucién subyacente lo
sea 0 bien porque sea continua pero las observaciones se clasifiquen en grupos.
Esta clasificacién se puede llevar a cabo por razones experimentales o porque el
problema de estimacién que se desea resolver con los datos no agrupados tiene
caracteristicas no deseables.

Algunos ejemplos sencillos y otros no tan sencillos en los que falla el método de
méxima verosimilitud son expuestos por Le Cam (1990). Por ejemplo, suponga-
mos que Xi, Xo,..., X;, son variables aleatorias independientes y distribuidas
como una mixtura de dos poblaciones normales con funcién de densidad

+(1 —w) ! e ! (
W) ———— exp | —=
(27r)1/2 lop P12 02

donde 6 = (1, p2, 01,09, w), p1,pu2 € R, 01,00 > 0y w € (0,1). La funcién de

verosimilitud para estimar los cinco pardametros de esta distribucién viene dada
por

L(0;z1,..xy) = H fo (xj) .
j=1
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Si se hace p1 = pg = x; para algin i (i = 1,...,n), entonces

fo(x;) >w (\/ 27r01>71
+ — . 2

<$J xz) ] para j # i.
02

(n— 1 i\ 2
L(0;1,...0) > (27r)_”/2w(1 —w)" ! 01_102( 2 exp ——Z <W>
2N o

donde eligiendo o1 suficientemente pequeno, se puede hacer L tan grande como

[N

o (2) > (1 - w) (Varon)  exp [—

De esta forma

se quiera. Por tanto no existen valores w, o1, 02, 11 y po que maximicen L. Es
decir, no siempre existe estimador de maxima verosimilitud basado en los datos
originales.

El primero en dar una solucién a este problema fue Pearson (1894) mediante
el método de los momentos. No obstante, a pesar de ser muchos los fenémenos
aleatorios que siguen esta distribuciéon pasé mucho tiempo hasta que Hassenblad
(1966) reabrié el tema. Desde entonces son muchos los autores que han abordado
este problema, Cohen (1967) desarrolla un procedimiento iterativo que reduce el
esfuerzo computacional requerido para resolver la ecuacién de grado nueve que
propuso Pearson. Day (1969) y Behboodian (1970) obtienen mediante métodos
iterativos los maximos locales de la funcién de verosimilitud, ya que como se ha
visto no es acotada. Posteriormente, Fryer y Robertson (1972) compararon las
estimaciones de los momentos y los de méxima verosimilitud y minima X? para
los datos agrupados de los pardmetros de varias mixturas de normales. Estos
autores concluyen que las estimaciones para datos agrupados son més precisas
que las de los momentos para la mayoria de las distribuciones consideradas. En
los dltimos anos Woodward y otros (1984) y Woodward y otros (1995) han reali-
zado interesantes comparaciones entre el estimador de méaxima verosimilitud y
los estimadores de minima distancia basados en la distancia de Cramér-von Mises
y en la de Hellinger, respectivamente.

Un procedimiento, que entre otros, resuelve el problema es a través del modelo
discretizado. Dado el espacio estadistico (X 7/8X7P9)9€9§ RMo, Se considera la
particién fija A = {A1, ..., Ay} C Bx, de X, con

pj (0) =Py (Aj)7 Jj=1..,M, (2.1)
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y la variable aleatoria M-dimensional (N1, ..., Njs), basada en una muestra aleato-
ria simple X4, ..., X,,, con

Ny = I (X)),
=1

Esta variable M-dimensional, (N1, ..., Nas), es un estadistico suficiente para el
modelo bajo consideraciéon y multinomialmente distribuida con parametros

(n;p1(0) .., par (0)) -

El problema de estimar 8, por maxima verosimilitud una vez agrupados los datos
consiste en maximizar para (ni,...,ny) fijo

n!

Py (N1 =n1,... Ny =ny) = 1P1 O™ ...on (0)™™

ny!l...np!

o equivalentemente
In Py (N1 = n1, ..., Nop = nyr) = —nDicuitvack (D, q (0)) + cte

siendo p = (p1, ..., par)" con pi = %, i =1,.., M, p(6) = (p1 (0),....pm (0))" ¥
Dxuitback 1a divergencia de Kullback-Leibler. Por tanto estimar 6 a través del

modelo discretizado mediante maxima verosimilitud es equivalente a minimizar
en 6 € ©C RMo |, divergencia de Kullback-Leibler.

Ahora bien la divergencia de Kullback-Leibler, segin se vio en el Capitulo
1, no es la unica medida de divergencia. De esta forma surge el método de
estimacién basado en la minima distancia, que consiste en elegir como estimador
de 6 el valor 6 tal que

D (b (F)) =, ot DG.p(®)

siendo D cualquier medida de divergencia. Para mas detalles acerca de este
procedimiento de estimacién, ver Pardo, L. (1997Db).

A lo largo de este capitulo se abordara el problema de estimacién basdandonos
en las (h, ¢)-divergencias ponderadas ya que se supondrd como se hizo ver en el
apartado 1.3 del Capitulo 1 que los elementos A;, j = 1,..., M, asociados a la
particién A estdn ponderados.
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2.2. El estimador de minima WDg-divergencia

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria simple procedente de una poblacién de-
pendiente de un pardmetro desconocido § € © C RMo. Supéngase que existe la
funcién p (0) = (p1 (0) , ..., par ()" siendo p; (A) el definido en (2.1) que aplica
cada valor de 0 = (64, ...,HMO)t en Ayy.

Cuando § varia sobre ©, p (6) varfa sobre un subconjunto Ay de Aps. Si el
modelo elegido es correcto existird un valor 6y € © de tal forma que p(6y) = 7
donde 7 es el verdadero valor de la probabilidad de la multinomial, es decir,
m € Aprp. En caso de que el modelo no sea correcto, en general m ¢ Apyg, es
decir, no existira el valor 6y € O tal que p (6y) = 7.

Definicién 2.1

Dada una muestra aleatoria simple de tamano n, X1,..., X,, procedente de
una poblacion con espacio estadistico (X, Bx, Pp)gcoc pmo, €l estimador de minima
(h, ¢)-divergencia ponderada de 6, basado en la parti_cién A={Ay,...,Ap} C Bx
de X, es cualquier é¢7h7w € O que verifique

WD} (5.0 (frow)) =, it WD (5.0 (0)),

siendo p = (P, ..., Pm )" ypj, j=1,..., M, estd definido en (1.1).

En lo sucesivo el estimador de minima (h, ¢)-divergencia ponderada se de-
nominard estimador de minima WDg—divergencia y se expresard mediante

Onpw = arg inf WDE (p,p ()

siendo A M 4 b
h(s — D, ;
WD} (5.0(6) =3 el (Z B, ()7 (0) <pi (9)))

con u; la ponderacién del elemento A; de la particiéon A y suponiendo que las
funciones hg, ¢, a = 1,..., A verifican las condiciones senialadas en (1.15).

Este método elige el punto de Aprg que estd més préximo al valor p en el
sentido de la distancia elegida.

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.1

Sea X una variable aleatoria que toma los valores x1, xo y x3 con probabili-
dades respectivas % -0, %— 0 y 260 siendo 0 < 0 < % Supuesto que los resultados
de x1, xo y x3 estan ponderados por uy, ug y us respectivamente, se obtendrd el
estimador de minima WD(};—divergencz’a, basado en una muestra de tamario n, y
supuesto que AN=1,m =1, h(z)=x y

Al ser,

3 A
WDLGna0) = 53 gt ) (M0 P o)

3 -
= ;ZE:EU)m(pi () — pi)*,

el cdlculo del estimador de minima WDg—divergencia se obtendrd al minimizar
en 6, la funcion

0) = 1 un (1 0 ni 2+u2n 2 0 n9 2+’LL3TL (29 n3)2
g\vr= 2E;(u) | n1 \3 n na \ 3 n n3 n '
Deriwando respecto de 6 e igualando a cero se tiene,

pgy w1 e (2 me\ U (o MBN,
g(@)—n1<3 9 n>(1)+n2<3 0 n>(1)+n3(29 n)z_o.

2 2 4
_£+E_ﬂ+@_ﬁ:9 _ﬂ_%_ﬂ
3n1 n 3n9 n n

Yy en consecuencia

(75} 2UQ 1
— —_ — (2 — —
31 + s + o (2ug — uy — ug)

uy  uo  4usg
_l’_ i

On,¢.w (n1,M2, M3, U1, U2, U3) =

ny n2 n3
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Obsérvese que para u1 = ug = ug se obtiene
1 2

A 3 3
0¢ (nl, na, ng) = % (22)

ny mn2 N3
y ademds ¢ (x) = ¢_9) (z) con ¢_9) (v) la funcién asociada a la divergencia
de Cressie y Read con N\ = —2. Asi, el estimador obtenido en (2.2) se corres-
ponde con el estimador de minima Ji-cuadrado modificado o Neyman modificado,
obtenido al minimizar en 6 la expresion

11
527 — )"

=1 P

En lo que sigue se supondrd que el modelo es correcto, p(6y) = m y que
My < M — 1. Adema&s se admitiran las siguientes condiciones de regularidad
dadas por Birch (1964):

1. El punto 0y es un punto interior de ©.

2. m = pi(6g) > 0,7 =1,...,M, por tanto 7 = (7r1,...,7rM)t es un punto
interior de Ay .

3. La aplicaciéon p : © — Ay es totalmente diferenciable en 6y. Por tanto
existen las derivadas parciales de p; con respecto a cada 6; en 6y y p; (0) se
puede expresar de la forma:

M

Op; (6
pi (0) = p; (6) + Z (65 — 6o) p@é.o) +0(]|6 —6p||) cuando 6 — 6,
i=1 J
. o(ll0=6ol)
donde GILHO}O 00, =0.
4. La matriz
dp (0o) dp; (o)
760 = ( - - (23)
o0 0=6o 86.7 j:%j...:ﬁo

tiene rango Mj.
5. La aplicacién inversa p~! : A9 — © es continua y p (6p) = .

6. La aplicacién p : © — Ajs es continua para todo 6 € ©.
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2.3. Propiedades asintoticas del estimador de minima
WDg-divergencia

Dado el vector p € Ay, a la aplicacién definida de Aps en © mediante
Ongw () = arg inf WD (p,p ()

se le denominard en lo que sigue funcién de minima WDg—divergencia. Obsérvese
que dada una muestra aleatoria simple de tamano n y la distribucion de frecuen-
cias, p, asociada a ella, el estimador de # de minima WDg-divergencia viene dado
por el valor de la funcién de minima WDg—divergencia en p, es decir,

Onpw = Onpw (D) -

Los siguientes teoremas establecen propiedades asintdticas del estimador de
minima WDg—divergencia. El primero de ellos establece la convergencia casi
seguro del estimador de minima WDZ—divergencia.

Teorema 2.1

Sea © compacto y las funciones hg, ¢q, a € A, verifican las condiciones
requeridas en (1.15). Suponiendo que se verifican las condiciones de regularidad
1-6 de Birch y arg 9125 WDZ (p,p(0)) es tnico en un entorno cerrado de T, se

tiene

A c.s.
eh,gb,w — 00 .
n—oo

Demostracion
Se comenzara probando que 6y, 4, definida mediante

Ohow: Ay — O
_ : h
P = Ongw(p) =arg nf WDE(pp(0)).

es una funcién continua.

Se establecerd que dada una sucesion {p,},cy con p, € Ay, Vn, tal que
lim p,, = 7 y supuesto que se hace la hipotesis
n—oo

lim 6, 4. (pn) = lim arg Hin(g WD(}; (Pn,p(0)) # O g ()
n—o00 n—o00 c
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entonces se estd en contradiccién con las hipotesis formuladas en el enunciado del
teorema. Esto conducird a la continuidad de la funcién 05 ¢ .-

Como por hipétesis © es un conjunto compacto existe una subsucesion

{Oh.p.0 (pm)}meN C {bhpw (pn)}ng]v

verificando
lim 0p.6.0 (Pm) = 05 # Ongw (7).

Por hipdétesis WDZ (p,p(0)) es una funcién continua de 0 Vp € Ay, luego
WD (p,p(05)) = lim WDg (p,p (Ong0 (Pm))) -

Por otra parte, como
lim WD (pa.p (6)) = WDl (.p(6) ¥ € ©

y © es compacto, la convergencia puntual implica la convergencia uniforme, con

lo cual
tim_ sup [1D} (b, p (6)) — W D} (. p (6))| = 0, (2.4)
n—oo c
y por tanto
lim |inf WD" (pn,p(#)) — inf WD 6))| = 0. 2.
A | inf WDg (pn, p (6)) — inf WDg (m, p ( ))‘ 0 (2.5)
Al ser
élel(g WDZ (pnvp (9)) = WDZ (pnap (eh#f),w (pn)))
(&

inf WD (m,p(0)) = WD (7,0 (On,6. (7))

se tiene de (2.5) que

lim WD; (pnvp (Hh,qS,w (pn))) = WDZ (7T,p (eh,dhw (77))) . (2'6)

n—oo
De (2.4) se deduce que

lim (WD (s 2 (Ong0 (Pn))) = WD (10,0 (Bn,g (1)) | = 0 (2.7)

n—oo
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por lo que estamos en condiciones de concluir de, (2.6) y (2.7), que

i WD (7.9 (Bhs (b)) = WD (7, (O, (7))

Entonces,
WD} (m,p(65)) = WD} (m,p (0h,60 (7))
lo cual estd en contradiccién con la hipdtesis de que arg ein(g WDZ (p,p(0)) es
€

tnico en un entorno cerrado de 7 y por tanto 0} 4 ,, es una funcién continua.

Al ser

p S m=p(h),

n—oo

con p definido en (1.1), se tiene por la continuidad de 0}, 4., que
Onp0 = Oniw (B) 5 Onw (p (00)) = .

[
El siguiente teorema da una descomposicién para el estimador de minima

WDg—divergencia.

Teorema 2.2

Bajo las hipdtesis requeridas a las funciones ¢q y hq, a = 1,..., A, en (1.15),
supuesto que se verifican las condiciones de reqularidad 1-6 de Birch y suponiendo
que la aplicacion p : © — Ay tiene sequndas derivadas parciales continuas en
un entorno de 0y, se tiene

On g = 00 + B (00) diag (Us') (= p(60)) + o (115 —p ()]
donde éhmw es unico en un entorno de 6,

B* (6p) = (A* (60)' A% (60)) " A* (60)"

A" (8) = dmg( i/z)MXM <(8pééf0)>>:‘

T

==

y Uy es el vector definido mediante,

UpM

= <p112190)""’pM (90)>t'
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Demostracion

Sea IM el interior del cubo unitario M-dimensional con Ay C M y sea U
un entorno de g en el cual p : ® — Ajs tiene derivadas segundas continuas.
Considérese la funcion

F = (F,..,Fy) : 1M xU — RMo

de tal forma que

W DY (p,p(6))
96,

FJ (p17"'7pM;01a--~70M0): j=1,...., My

siendo

A M . Di
h _ S, ;
WD (p,p (6) = Y Nlaha (i:l B, (u)" (©) ¢ (Pz’ (9)>> '

a=1
Para m; = p; (09), i =1, ..., M, se tiene que
Fj (7T1,...,7TM;901,...,90M0):0 Vj:L...,M().

En efecto, llamando
OWD! (p,p(6))

00,

se tiene Vj = 1,..., My

A Mo ;s
A = 3k Zﬂjmem(qi @)

i=1
M
1 Op; (0) Di Y Di Di
“u [.Z " 00, (‘/’“ <pi <0>> “\5i @) 5:0)
> up; H=t
i=1
y entonces
A M
1 dp; (6
-F?j(ﬂ-la-"aﬂ-M;HOlv"'veOMo) = Znah’; (0) M Zuz paé()) (¢a (1) _qb:l (1))
a=1 S wgm =1 J
i=1
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ya que por hipétesis ¢, (1) = ¢, (1) = 0.
Seguidamente se comprueba que la matriz

o= (@)
00 00, jfll 77777777 1\]\2[0

es no singular en (71, ..., mar; 001, -, Gonsg)-

Al ser,

o (4) = GZAl"“hZ @E B, (" % (p%)» (5 P [i:[: “a (G
- <pp(19)> pf(ze))] [ﬁg " 813930) <¢a (pzp(;)) ¢ <pzp(l9)> pzp(29)>]
+ g Mol ii %u;ipipi (60) ¢a ( pip(i9)> fl %u;pi ?929?5(993 Pa <pip(i9)>

pi(0)" 06, 06

B L wipi (9)¢/ ( pi ) pi 9*pi(0)
M “\ pi (0 (0)% 00,00, |’
= S ©)/ pi (0) !

=1
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se tiene,
o8 (or)
900 90 (7157213001 5.0 )
A M
. / 17 1 Uy apz 90) Oopi (90)
- Z nah‘a (0) ¢a (1) M Z: 90 ’r‘ aej
Z UiPi (90) - r=1,...,My
=1 7j=1,....,Mp
A
Zl Nala (0) ¢ (1)
= o= A* (6o tAx 0o) .
Ep(90) (u) ) o)
Donde

t
. Op; (6
A (Go)t = <( paé O)> i:l,...,M) diag <U1/2>MxM'
r r=1,...,Mo

Se sigue que rango (A* (90)1&) = My ya que si C' es una matriz u X v 'y B es
una matriz no singular de orden v, entonces rango (CB) = rango (C). Tomando

t
| {Opi (6o)
C‘((aa Sl

-----

7).,

se tiene que A* (A)" tiene rango My. Por otra parte si dado Byrxy, (M < N)y
rango (B) = M, se tiene que rango (BtB) = M. En consecuencia como rango
de A* (6p)" = My se tiene que

rango (A* (60)" A* (90)) = Mj.

()= (@)

es no singular en (71, ..., mas; o1, -, Gons) -

En definitiva la matriz

Aplicando El Teorema de la Funcién Implicita existe un entorno M -dimensional
Uy de m = (71, ..., 7TM)t en RM y una tnica funcién diferenciable con continuidad
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6 : Uy — RMo de tal forma que F (p, 0 (p)) =0Vpe Uy 0(n)=06y. Aplicando
la regla de la cadena se tiene

OF (paé(p)) OF <p,5(p)) 06 (p)
P)

+ - =0
Op 0 (p) op
y para p =T,
oF  oF oy _
or 96y O
Ahora
oF 9 [OWDE(p,p(9))
opi  Opi 90;
A
i " al Ui Pj (9) bi
- | £ (2
a=1 =13 up; !
i=1
M M
1 Op; (0) ( Di ) ;Db pi  Opi(0)
X Z (% ¢a - Z Ui Pi (0) ¢a 2
% uip; (i:l 09; pi (0) i=1 pi (0)/ pi(6) '
i=1
) 0 | XM M »;
X I 3 (Uzpz (9) (ba (pi (9)> i (0) ; U Pi ; Ui Pi (‘9) ®a (pi (9)
Z Ui Pi
i=1
A M
Ui Py (9) Di 1
+2 b | )5 <pz<e>> TR
a=1 =1y uip; (Z uipi>
i=1 i=1
M
op;i (0) , ( pi ) 1
X i a UiP;g
< 06, “\pi®) 9); 3
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o1 “\pi(0)) pi (6)* 99,

M M
Ipi (0) ( Pi > /< Pi ) pi Opi (0)
— U u; a =D _uipi (0 :
(Z 55, % 5@ ; pi (0) ¢
y para (71, ..., mar; 001, .-, Boar) se tiene

) <8WD5,; (p,p (%))) A Opi (00)  us 1

api (99]'

Entonces, hemos llegado que por una parte

A
Nahy (0) ¢g (1)
8F a=1 * t g%
— = A" (0g) A* (0
900 By () (6o)" A™ (6b)

y por otra

A
op w060

o A* (00 diag (U
o Eyoy) (1) (60) ( )

con lo cual 56
0 _ * togx -1 x t 7. 1/2
52 = (A7 (60)" A" (60)) " A (60)' diag (u* )

Desarrollando por Taylor (p) en un entorno de 7, se tiene

é<p>=é<w)+<@%§f)) (0~ )+ o(llp — )

y como 0 (m) = by, se llega a

0(p) = 00 + (4™ (60)' A" (60)) " A" (00)' diag (UL*) (0 =) + o (lp — 7 -

. ~ C.S. A . o .z
Ahorabienp =5 m, porlo tanto p € Uy y como consecuencia 6 (p) es solucién
n—oo
Unica de las ecuaciones

owoy(po@)
69] — Y J=L.., Mg
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en un entorno de m, luego 0 (p) es el estimador de minima (h, ¢)-divergencia
ponderada, 0} ¢ ., que como consecuencia de lo anterior verifica

Onow = B0+ (A" (00) A" (00)) " A (60)' diag (Us'?) (5~ 7)

+o(llp—p(6o)l)-

Teorema 2.3
Bajo las condiciones del teorema anterior se tiene

Vi (B —00) 5 N (0,37)

con
S* = B* (0p) diag (uj/ 2) %00 diag ( Y 2) B* (6o)'

donde la matriz B* (0y) estd definida en el teorema anterior.
Demostracion

Aplicando el Teorema Central del Limite se tiene que

Vi —p(6o) = N(0,Zy0)

n—oo

siendo
So(60) = diag (p (60)) — p (60) p (60)" -

Por el teorema anterior

Onow =00 = (A" (60)" A7 (60)) " A" (60)" diag (1'°) (5 — )
+o(lp—p (00)])

= B" (6)diag (%) (6~ ) + o (Ip — p (B0)])

con

B* (o) = (A* (60)' A* (60)) ™" A* (6)".

COmO consecuencia
Vi (B —00) 5 N(0,3)
n—oo
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con

X = B* (6) diag (Us"*) Sy, diag (Us'?) B* (60)'

Ejemplo 2.2
Continuando con el Ejemplo 2.1, ahora se obtendrd la distribucion asintotica
del estimador de minima WDg—divergencia.

En primer lugar se calculardn las matrices ¥ 9,), A* (60) y B* (6o) diag (Uiﬂ) .

Se tiene:

© S0y = diag(p(6o)) —p(f0)p(fo)"

$—60 0 0 10

_ 0 2-6 0 |- 2-0]|(i-0 2-0 2)
0 0 20 20
G-OG+0) ~(F-0(G-0) ~(G-0)2

= | -G-0G-0 G-0G+0) G-
—(1-6)20 —(2-0)2¢ (1—20)26

. ‘ Op; (0
o A% (0y) = diag <U3/2>MxM (( paé 0)> i=1,...,M>
r L.
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o B* (0) diag (u,}/Q) - (A*(eo)tA*(eo))‘lA*(90)tdz‘ag(ui”)
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donde
-1
-1 Ul U 2ug
c = (A% (60)" A% (60)) :<+ +> :
-0 %2-0 0
Luego,
. —uic —Uu2Cc uUsC
B* (0y) diag 12 = ; |
) ={a=aa-a
Finalmente,

¥* = B*(by)diag <Z/L3/2> Yp(9o)diag <Z/I,}/2> B* (6o)’

(=14 30) (=2 + 360)% 0%uy (3u10 — 6usd + 3ul + 2us + 2u1 — us)
(—6u160 + 9162 — 3uzf + ugf? — dus + 18uszh — 18uz62)>

(=1 4 360)% (=2 + 30) 6%us (3u10 — 6usd + 3uzb + dug — 2u; + us)
(—6u160 + 9u1 62 — 3uz0 + ug0? — dusz + 18usz0 — 18u302)

(=1 + 360)% (=2 + 30) Ous (u16 — 2usb + ub + us)
(—6u10 + 9162 — 3uz0 + Jusb? — dug + 18usf — 18uz02)*

+
(2.8)

FE's decir,
N L "
Vi (Bnow—00) £ N(0,7%)

con X* la calculada anteriormente. Teniendo en cuenta la expresion de Oy, 4., se

tiene 5 1
u U
L 22 (Qus — ug — ug)
N 3nt 3na n _9
Ul u9 4’LL3 0
— 4+ — + —

ny n2 n3
converge en ley a una normal de media cero y varianza dada en (2.8).

Si se toma u1 = ue = ug, se tiene entonces que
¥* = B*(0y)diag ( 3/2> Yp(60)diag ( i/2> B* (hp)"

(—1+30) (—2 + 30) (4 — 96)
81 '
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FEs decir,
1 2

3n1 3n2
2l s s e

ni ng ns

converge en ley a una normal con media cero y varianza

(—1+360) (—2 + 30) (4 — 99)
81 '

Teorema 2.4
Bajo las condiciones del teorema anterior se tiene,

Vvn (p (éh,¢,w) -p (90)) L N (0,2)

stendo
5 = J (60) C (00) Sp(0)C (60)" T (60)"
C (6o) = B* (6y) diag (ui/ 2)
Y
| {Opi (0o)
I (o) = (( 00, )=t
Demostracion

Por el teorema anterior se tiene,

Vi (B —00) 5 N(0,37)

con

S = C (60) Sp(a0)C (60)" -

Desarrollando en serie de Taylor p (é) en un entorno de 6y, se tiene

p () =pio - (200)

yee5 a0

Con lo cual

Vi (b (Or) =2 (00)) = N (0.57)

M (éh,¢,w - 90) +o0 (Héh,¢,w — 90H> .
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siendo

S = T (60) C (60) Zpay)C (60)" T (6p)"
= J(6)X*J (6p)".

En los teoremas anteriores se ha supuesto que la distribucién que rige el
modelo discretizado es p(8) = (p1 (8),...,pa (9))'. En el siguiente teorema se
consideran desviaciones del modelo dadas por la familia

pe(0) =(1—¢)p(0) +ep

cone > 0,0 € ©ype Ay. Los elementos del vector p. (f) se denotardan
mediante p; (0, ¢). Es decir,

pi (0,6) = (1 —€) p; (0) + ep;
i=1,..., M.

Denotemos por 6; , (p) el vector que minimiza la funcién

A Mo Di
9: (p.0) = az_‘:naha (; B, (P (09 <p(96)>> ‘

Para garantizar la robustez de 9,&% bw (p), lo que hay que comprobar es que a
pequenas desviaciones de p () le corresponden pequenas desviaciones de 05 6.0 (p);
o bien que

im0}, 4.0 (P) = On.gw (P) -

Las condiciones que garantizan la robustez de la funcién de minima WD(’;—
divergencia vienen dadas en el siguiente teorema:

Teorema 2.5

Sea © compacto y las funciones hg, ¢q, a € A, verifican las condiciones
requeridas en (1.15). Suponiendo que se verifican las condiciones 1-6 de Birch y
éh’qb’w es unico en un entorno cerrado de m = p (6p), se tiene

lim 0}, 5.0 (P) = Onow (P) -
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Demostracion

Sea {ey,} una sucesién arbitraria de nimeros positivos verificando £, — 0.
n—oo

Por ser hg, ¢4, a € A, continuas y

pi(0,en) — pi(0) i=1,..,M,

En—

se tiene que
9en (p,0) _— 90(p,0) Vo € ©.

Al ser © compacto la convergencia puntual implica la convergencia uniforme
y en consecuencia

lim sup|ge, (p,0) — g0 (p,0)] =0
en—0 9cO

lo que implica que

lim
en—0

inf 0) — inf 0)| =0
inf ge. (p, ) Inf 90 (p )‘ ,

o lo que es lo mismo

Gen (p, GZTW) — 90 (p, éh,qﬁ,w)’ = 0.

—0

lim
€n

En definitiva se ha demostrado que

s (5 50) =0 (510

en—0
Si

resulta que por ser © compacto existe una subsucesién

{00, 0} < {650, )}

verificando
limo Oi%,w (p) =6"#bhow (D).

On—

EETO 9en (p’ 927;;5711)) =90 (pv eh,d),w)
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se sigue que

90 (p,0%) = go (p, éh,qﬁ,w)

con 0* # 0y 4.0 (p) lo cual contradice la unicidad de 6 4., (p).

Finalmente, de la arbitrariedad de la sucesién {e, } se deduce el teorema. -

Otra forma maés general de enfocar la robustez es suponer que la verdadera
distribucién que rige el modelo discretizado, m = p (6y) € Apy, cumple

lm —p(O)ll <e

para un # € © y comprobar que si € es pequefio, el valor 8, 4, (7) es proximo a
Ongw (P (0)) = 0.

Teorema 2.6

Bajo las condiciones del teorema anterior supuesto que w € Ayy, se tiene

o, O () = Ong (P (6))

Demostracion

Inmediata por ser 6, 4 ,, continua.

2.4. El estimador de minima WDg-divergencia con
restricciones

Un nuevo problema de estimacién se plantea si se tienen v (v < My) fun-
ciones f1(0), f2(0) ..., f, (0), definidas de © en R, que restringen el pardmetro
g cOc R, f.(0)=0,m=1,.,v. El problema de estimacién que aparece
recibe el nombre de estimacion con restricciones. En caso de poblaciones generales
Atchison y Silvey (1958) definieron y estudiaron por primera vez el problema del
estimador de maxima verosimilitud con restricciones, mientras que Diamond,
Milra y Roy (1960) lo hicieron en caso de poblaciones multinomiales. En Pardo,
J.A.y otros (2001) se introdujo el estimador de minima ¢-divergencia bajo restric-
ciones y se estudiaron sus propiedades. El estimador de minima ¢-divergencia
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(r)

con restricciones de 6 es el valor 6 s € © que satisface la condicién

D <ﬁ,p (ég)>) N {GGG)CRMO:fjﬁg)zo,mzl,..,u} Do (.2(0))

En este apartado se introduce y se estudia el problema de estimacién con
restricciones, supuesto que los elementos A;, j = 1, ..., M, asociados a la particién
A estén ponderados, baséndonos en las (h, ¢)-divergencias ponderadas. A lo largo
de esta Seccién se supondran las dos condiciones siguientes:

1. Cada funcién f,, (0) tiene derivadas parciales segundas continuas,

2. La matriz

m=1,....v
k=1,...,Mo

tiene rango v.

Supuestas estas dos condiciones. El estimador de minima (h, ¢)-divergencia
ponderada con restricciones de 6, es cualquier 9,(::325@ € O que verifique

W D" (ﬁ P (é(’”) )) - inf WD (5, p(8)).
¢ ’ h,¢,w {GEGCRMO:fm(9)=0,m:1,.,,y} ] ( )
En lo sucesivo el estimador de minima (h, ¢)-divergencia ponderada con restric-
ciones se denominard estimador de minima WDg—divergencia con restricciones y
se expresara mediante

Ol = axg juf WD (5. (9)).

De la misma forma que en la Seccién 2.3 se estudiaron las propiedades asintoti-
cas del estimador de minima WDg-divergencia se pueden estudiar para el esti-
mador de minima WDg—divergencia con restricciones. Dada la similitud de las
demostraciones tinicamente se senialardn los resultados que se obtienen, pero sin
dar su demostracién.

Bajo las hipétesis resefiadas en el Teorema 2.2 y supuesto que se verifiquen
las condiciones 1 y 2 senaladas anteriormente, se tiene

) o0 = B0 + H" (80) B* (60) diag (Ui"*) (5= p (60)) + 0 (Ip — p (B0)])  (2.9)
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donde é,(:?ﬁ » €8 lUnico en un entorno de 6y, B* (6p) y Uy estan definidas en el
Teorema 2.2 y la matriz H* (6y) estd definida mediante,

H*(00) = Tugwaro — (A% (60) A% (60)) " D (60)"

< (D (80) (4" (60)' 4" (60)) " D (80)') " D (00).

Es interesante observar que si 41 = us = ... = up; = u, se tiene

0 = o+ H (60) Ir (60) A (60)" diag (p (60)"'*) (6~ p (00)

+o (5 —p(6o)ll)

donde HA,(LTZ) es tinico en un entorno de 6y y las matrices Ir (6) " y H (6p) se

definen mediante,

Ir (00)~" = A(6)" A(6o)

A(00) = diag (p(00)'"%) 7 (60)

H (00) = nparo — I (00) ™ D (00)' (D (00) 11 (60) " D (60)) ' D (80).

La matriz J (6y) estd definida en (2.3). Es decir, se llega al resultado obtenido
en Pardo, J.A. (2001).

A partir de la descomposicién dada en (2.9) se tiene por un lado que

Jn (émw - 90) L N(0,3)

con
TR fT* * . 1/2 . 1/2 * t rr= t
L= H (00) B* (6) diag (U:'%) Sy, diag (Us'?) B* (60) H* (60)'
y por otro
A(r L *
Vi (p(00),,) ~p600)) 5 N(0,%3)
con

25 = J (60) =17 (6)" -
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Distribucién asintotica de las
(h, p)-divergencias ponderadas:
Aplicaciones estadisticas

3.1. Introduccion

En este capitulo se estudiard el problema de bondad de ajuste (hipdtesis
nula simple y compuesta), en el supuesto de que se tengan ponderaciones sobre
los elementos A;, i = 1,...,M, de la particién A de X, haciendo uso del esti-
mador analdgico de las (h, ¢)-divergencias ponderadas, WDZ (P, po), en el caso

de hipotesis nula simple y de WDZ (]3, P (éh@,w)) en el caso de hipétesis nula
compuesta.

Si bien los antecedentes de la utilizacién de las medidas de divergencia en
el andlisis de datos categorizables hay que situarlos en Pearson (1900), ya que
el estadistico Ji-cuadrado no es mds que una (h, ¢)-divergencia ponderada con
h(z)=z,¢(x)=3(1- )2 yu; =uVi=1,...,M, es en los estudios de Cressie
y Read (1984), Zografos (1993), Zografos y otros (1990), Pardo, L y otros (1993a),
Morales y otros (1994a,b), Pardo, M.C. (1994a,b), etc... en donde de una forma
explicita se hace referencia a la importancia de las medidas de divergencia en el
analisis de datos categorizables.

Desde un punto de vista intuitivo si se desea contrastar Hy : p = pg frente a
Hy : p # pg supuestas ponderaciones sobre los elementos de la particién realizada
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sobre X (o sobre las clases), parece 16gico rechazar la hipétesis nula si WDZ (P, po)
es superior a una constante ¢ (pg conocida).

La cuestién radica en encontrar c¢ de tal forma que el test resultante tenga un
nivel de significacién prefijado a.. La obtencién de c se llevara a cabo mediante la
obtencién de la distribucién, bajo la hipotesis nula, de la familia de estadisticos
WDg (P, po). La distribucién exacta resulta imposible, en la mayoria de los casos,
de obtener por lo que se hara uso de la distribucion asintética. Asi, el contraste
se realizara en base a la distribucién asintética y ésta se obtendra, por separado,
en primer lugar para hipdtesis nula simple (py conocida) y en segundo lugar para
hipétesis nula compuesta (p = p (), 6 desconocido).

En el caso de que § € © ¢ RMo, sea desconocido, serd necesario recurrir
previamente a la estimacion de 6. A lo largo del capitulo se procederd a estimar
f mediante el estimador de minima WDg—divergencia introducido y estudiadas
sus propiedades en el capitulo anterior.

El esquema que se seguird en este capitulo sera el siguiente: En primer lugar
sera necesario calcular la distribucion de WDZ (p,po) con py conocida para pos-

teriormente obtener la distribucién de WDZ (ﬁ, P (éh7¢7w>>. Obsérvese que para
evitar problemas de notacién, en lo que sigue ¢ se utilizara para definir la corres-
pondiente familia de estadisticos asociada a las (h, ¢)-divergencias ponderadas y
¢ se dejard para definir el correspondiente estimador de minima (h, ¢)-divergencia
ponderada. Asi, cuando se escriba WDZZ €ﬁ7 P (éh,cb,w)) se estara indicando que
se utiliza la familia ¢ para construir la familia de estadisticos de contraste y
la familia ¢ para construir la correspondiente familia de estimadores de minima
divergencia ponderada.

Antes de establecer la distribucién asintética del estadistico VVDZ7 (P, po) se
dard una observacién, cuya demostracién puede verse en Dik y Gunst (1985) que
sera de gran utilidad a lo largo de la presente memoria.

Observacién 3.1

Sea X una variable aleatoria normal d-dimensional con vector de medias 0 y
matriz de varianzas covarianzas . Sea A una matriz real simétrica de orden d,
r=rango (XAX), r > 1 y A\, ...., \r los autovalores no nulos de A, entonces la
distribucion de la variable aleatoria Xt AX coincide con la de la variable aleatoria
227:1 )\z’Z,? donde Zy, ...., Z, son variables aleatorias normales e independientes
de media cero y varianza uno.
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En el supuesto que se verifique
YAYAY =Y AY

se tiene que
L
—

n—oo

XtAX X2

siendo s = traza (AX).

Un resultado mds general se tiene en el supuesto de que la variable aleatoria
d-dimensional X tenga como vector de medias p, en lugar de cero, ya que en este
caso la forma cuadrdtica X'AX sigue una distribucion Ji-cuadrado no centrada
sty solo st

SAYAY, = Y AN
pAYAp = ptAp
YAYAYn = XAu

siendo el nimero de grados de libertad traza (AY) y el pardmetro de no centra-
lidad ptAp.

3.2. Distribucion asintética de WDZ (P, po)

Seguidamente se obtendra la distribucién asintética del estadistico WDpr (P, o)
bajo la hipdtesis de que las observaciones proceden de una poblacién p = (p1, ..., p M)t
con p # pg. Posteriormente se obtendra la distribucién asintética bajo la hipdtesis
de que p = pg y finalmente bajo hipdtesis contiguas alternativas, es decir p =

M
po+n~Y2d donde d = (dy, ..., dps)" con 3. d; = 0.
=1

3.2.1. Distribucién asintética con p # py

Se considera el desarrollo en serie de Taylor de la funcién WDZ (P, po) en el
punto p = (p1, ....,ﬁM)t y en un entorno de p = (p1, ....,pM)t. Se tiene entonces,

WD (,po) = WD (p,po)+ Y O ) (i — pi)+o([lp — pll)
i=1 ’ (p1,-p0)
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donde Vi =1, ...., M, la expresién de

OW DL (p, po)
Op;
p=(P1,---,P1)

viene dada por

M
A > UiPio

A R — a<pl) X
2\ E, () 7" \pio

a=1

Por el Teorema Central del Limite se tiene que

2 (p—p) = N(0,5,)
con
5y = diag (p) — pp’
entonces

n'/2(p—p) = 0y (1)

o lo que es lo mismo

nZo(lp—pl) = n'’%o (0p (“‘” 2))

Por tanto las variables aleatorias

1 ~
nz (WDZ (p,po) — WD, (p,p0)>

M
1 . 1 .
n2 (Z ti (pi — Pi)) =n2T" (p—p)
i=1
tienen la misma distribucion asintética, siendo T = (¢, ....,t M)t y

OW D! (p,
i = (“"(p p0)> Ci=1, ., M.
Op;
p=(p1,---PM)
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Ahora bien
n%Tt(ﬁ—p) L N (0,0 )
n—oo
siendo
oy = T'8,T
Yy = diag(p)— pp'
T = (t1,.nty)

Con los resultados anteriores se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 3.1

Considérese el estimador analdgico, WDZ (P, po), obtenido de reemplazar los
p; por sus frecuencias relativas observadas p;, i =1, ..., M, basadas en una mues-
tra aleatoria simple de tamano n. Silas funciones hg Yy pq, a = 1,..., A | verifican
las condiciones requeridas en (1.15), entonces

~ L
WD (b, po) — WD, (P,Po)} N (0,02)

siempre y cuando Uf, > 0, donde

M M 2
-5 St (L)
i=1

1=1
con
Ep = (pi (85 — pj))Z',j:l,,_,,M = diag (p) — pp'

T= (tlv "'7tM)t
siendoVi=1,.... M

A Zuzpzo
Di
=D My | Fmea |
Eyp (u) Pio

a=1

s (4(2) oSy (2)

Corolario 3.1

En el caso de las (h, ) —divergencias, es decir, si u; = u ¥i = 1,..., M, se

o2 o (S (2)) < (4 (2) - o (2))]

a=1

tiene
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Yy
M A M b »; 2
0’12) = Z [Z {nahg (sz'osf?a <Z>> SO:I (z) }] Di
i=1 La=1 i=1 Pio DPio
M A M D »; 2
- Z Z Mol sz'o% <Z> Oy <Z> Di
i=1 La=1 =1 Pio Pio
Demostracién
Para hallar ¢; basta reemplazar en la féormula general u; por u para todo
i=1,...,M.

Sean

M
Aa = nah; (Zpios% (pl>)
=1 Pio

entonces, se tiene

Se sabe que
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i=1 \a=1 a=1
M /A 2 A 2 A M /A
= Z <Z AaBZ> pi + <Z Aaca> -2 <Z AaCa> Z (Z AQBZ;> Di
i=1 \a=1 a=1 a=1 i=1 \a=1
M /A . A M 2
- <Z <Z AaB¢11> bi — Z Aaca ZP’L) )
i=1 \a=1 a=1 =1

con lo cual

Es decir,

que es lo que se queria demostrar.

Corolario 3.2

En el caso de las p-divergencias ponderadas, WD, (p,po). Es decir, si A =1,
m=1, b (2) = y o1 (2) = p (), s tiene

M M
Ug 1 Pi bi
ti=— | ¢ () g wip; — g WiPiop ()
! (M >2 ( po) = =TT o

Z Ui Pj
i=1

1 M
O'2 = 7]\/{ Z (uiap' (

P 3
(Z Uz’pi> =1
=

»i
Pio

)) o (S (2)n)
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Corolario 3.3
Si ademds u; = u Vi = 1,...., M, es decir en el caso de las p-divergencias,

M
Pi P
ti=¢' <l> - Zpiosé’ <Z>
Pio 1 pio

=3 (¢ (2)) o (S0 (2)n)

Este resultado se obtuvo por primera vez en Zografos y otros (1990).

entonces

con lo cual

En el caso de la divergencia de Kullback, ¢ (x) = xlogz —x + 1, se tiene
2 ? %
oy = E i [ log— | — E log — | .
P& bi ( gpw) (il b gPiO)

Si el primer término del desarrollo en serie de la funcién WDZ (P, po) se anula,
entonces hay que acudir al segundo término de dicho desarrollo.

A continuacién se verd cuando ocurre ésto.

Proposiciéon 3.1

M
Sea S, = /n > t; (pi — pi). Entonces
i=1

Sn:0Vn<:>U§:0.

Demostracion

Si se cumple que S, = 0 Vn entonces, Va (S,) = 0Vn, conlo cual lim Va(S,) =

02 =0 (donde Va (S,) denota la varianza de Sy,).

Sea ahora o = 0, es decir, T"%,T = 0. Al ser

M M 2
e =S ()
i—1

i=1
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la varianza de una variable aleatoria que toma los valores t1,....,t3; con proba-
bilidades p1,....,pp se deberd verificar que t1 = .... = tp; con lo cual S,

M
\/ﬁ;ti(ﬁi*pi)zo- -

Si p = pg se tiene que t; =0 Vi =1,...., M, luego t; = .... = tp; con lo cual

2 _
O'p—O.

3.2.2. Distribucién asintética con p = py

Antes de abordar el caso p = pg se analizard el caso mas general que se obtiene

cuando 012) = 0. Asi, se supone inicialmente 012) = 0.

Se considera el segundo término del desarrollo en serie de Taylor de WDZ (Pypo)-

O*W DL (p, po)
h [~ _ h ) N
WDg (h,po) = WD (p,po) ZZ(M (i — i) (B; — py)

=1 j=1
~ 2
o (Il - plP?)

entonces

Ip—pl* = Op(n7")

o(Ip=pl?) = no (0, (n7"))

Por consiguiente se puede afirmar que las variables aleatorias

2n (WD (p,po) — WD, (p,po)}

~ t ~
n(p—p) Ap—p)
tienen la misma distribucion asintética, siendo

_ (52WD$ (p, Po))

8}%’ 8pj 1,j=1 M
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Por otra parte, como n'/? (p — p) L N (0,%,) con X, = diag (p) — pp', se

tiene que
T
~ ~ L
n(p-p)AB-p) = > BiZ}
=1

donde las Z; son variables aleatorias normales independientes de media cero y
varianza uno, los (3; son los autovalores no nulos de AY, y r = rango (¥,A%,).

Asi, con estos resultados se puede escribir el siguiente teorema:

Teorema 3.2

Sea WDf; (p,po) y su estimador analdgico WDZ (p, po) obtenido al reemplazar
p; por sus frecuencias relativas observadas p;, i = 1,...., M, basadas en una mues-
tra aleatoria simple de tamarno n y supongase que se verifican las hipotesis re-
queridas a las funciones hg Y vq, a = 1,....; A, en (1.15). Si ag =0, entonces

T
A L
20 WD (5,p0) ~ WD (p.po)| £ >~ 6,22
=1

donde las Z; son variables aleatorias mormales independientes de media cero y
varianza uno, los B son los autovalores no nulos de AX, y r = rango (X,A%,).
Siendo

¥, = diag (p) — pp'

Y
dpiOp; P Wij=1,0, M
con
M
A >_ Uibio -
i = S [ S (1) |
7



3.2. DISTRIBUCION ASINTOTICA DE WD (p,po) 63

M
A > uiPio
1| =1 Di
- Z naha ?@a (po)
a=1 > uip; '
i=1

M 2 M
<Z uipl) Zuzpz
i=1 i=1
Yy
M
A > UiPio ) 2
~ . 2
o= 3wt | T () | s
_ 7
a=1 > uipi <Z Uipi)
i=1 i=1
/ 1 (3
(e () S5 S ()
<a<pi0);ll ;” ¢ mo)

M
A Z U3 Pio D;
+ Z nahg 1341730(1 <Z)

— Dio
a=1 > uip;
i=1

M
) ) 2 . Di
uipg ( i ) 2uf g, (ppTZO ) 2u; z; ibio$a (piO )

M M 2 M 3
Pio D Wi (Z uﬂ%) (Z uﬂ%’)
= i=1 i=1

X

i=1

Corolario 3.4

Si p = pg, se tiene que WDZ (p,po) =0y A= (aij)ij:1 oy con
0 si i#j
A / " Uj . .
aij =9 2 Naly (0) @ (1) ———— si i=
a=1
Pio Y WiPio

i=1
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De esta forma resulta
2nW D} (, po) Z@Z?

donde las Z; son variables aleatorias normales independientes de media cero y
varianza uno, los B; son los autovalores no nulos de A%, yr = rango (X,A%,).

Corolario 3.5
Sip = po, en el caso de las (h,p)-divergencias, es decir, si u; = u Yi =

. M, se tiene
0 st 1#£j
a;j = A S
Z ha (0) g (1) — si i=j

con lo cual

A
A =3 nahi (0) 97 (1) C
a=1
donde C = diag (pal).
De esta forma CXp, = (8i5 = pjo); jo1. . Y CBpeC2py = (c;-“j)  siendo
J=1,, i

M

¢ = (1—pin)* +pio Y _pjo=(1—pio)* +pio (1 — pio)
J#
= (L —pio) (1 = pio +pio) =1 —pio
M
¢; = —(1—pio)pjo—pjo (1 = pjo) +Pjo Y Pro
oy

= pjo(=1+pio —1+pjo+1—Dpio—Dpjo) = —pjo-

Es decir, C¥p,CE,, = CEy, y aplicando la Observacion 3.1, se tiene,
2TLWD$ (ﬁ7p0) L 2

A njoo traza(CEpo)
2, Maha (0) 2 (1)
a=

donde
M
Traza (CEy,) Z 1 — pio) —1.
=1
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A
En definitiva, si Y, nghl, (0) ¢ (1) # 0, se obtiene

a=1

2nW DL (B, po) 1

A — X]\24_1
NACEAD

Resultado conocido para las (h, p)-divergencias. Para mds detalles ver Menéndez
y otros (1995).

Corolario 3.6
Sip = po, en el caso de WD (p,po), es decir, A=1,m =1, hy(z) =z y
o1 (z) = ¢ (), entonces

0 st =7
u;” (1 S
aij = #() sii#j
Pio Y, UiPio
i=1
)
2nW D (p, po) Z@ZQ

donde los 3; son los autovalores de la matriz AX, y Z; son variables aleatorias
normales independientes de media cero y varianza uno.

Corolario 3.7
Si en el caso anterior ademds u; = u Vi = 1,...., M, es decir, en el caso de
las p-divergencias, se tiene

v — 0 St F£ ]
Y " (D pyyt sii=3
por lo que A= ¢" (1) C, donde C = diag (Pal)-

Ademds ya se ha visto anteriormente que la matriz CY,, es idempotente. En
conclusion, si ¢" (1) # 0 entonces

20Dy (p;po) L,

2
(10//(1) N—00 XMfl'
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3.2.3. Distribucién asintética con hipdtesis contiguas alternati-
vas

En este apartado se analizara la distribucién asintética de la familia de los
estadisticos
20 D! (5, po) (3.1)

bajo las hipdtesis alternativas contiguas

Hyp:p™ =po+n~12d (3.2)

M
donde d = (dy, ...,dpr)" con 3 d; = 0. Es claro que estas hipStesis convergen a
i=1
la hipétesis nula Hy : p = pp.
El siguiente teorema presenta la distribucién asintética de la familia de es-
tadisticos dadas en (3.1) bajo las hipétesis contiguas dadas en (3.2).

Antes de establecer el teorema se dard una observacion, cuya demostracion
puede verse en Dik y Gunst (1985).

Observacion 3.2

Sea X una variable aleatoria mormal d-dimensional con vector de medias p
y matriz de varianzas covarianzas . Sea A una matriz real simétrica de orden
d, r = rango (XAY), r > 1 y sean \1,..., A\, los autovalores no nulos de AX.
Entonces las variables aleatorias

T
X'AX Y Z)\Z (Zi —i—wi)Q + &
i=1
estdn idénticamente distribuidas donde Zi,...,Z, son variables aleatorias nor-

males e independientes de media cero y vartanza uno. Los valores de w =
t . .
(Wi, .eoywy)” y & vienen dados mediante

w = AIR'S'Ap
¢ = plAp —wAw
siendo A = diag (A1, ..., \r), St es una raiz arbitraria de ¥ y R es la correspon-

diente matriz de autovectores de STAS.

Teorema 3.3
Bajo las hipdtesis alternativas

Hyp:p™ =po+n~2d

)
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M

con d = (dy,...,dy)", Y d; = 0, y supuesto que las funciones @q, he, a =
i=1

1,..., A, satisfacen las condiciones requeridas en (1.15), se tiene

T
~ L
2nW Dg (p,po) =€ = ;ﬂi (Zi + wi)?
1=

siendo r = rango (Xp,AX,,), B, ..., Br los autovalores positivos de AY,,, A la
matriz dada en el Teorema 3.2, Z;, i = 1, ...,r, variables aleatorias independientes
normales de media cero y varianza uno, w = A" RSt Ad, € = d'Ad—w'Aw donde
A = diag (51, ..., Br), S* es una raiz arbitraria de £,, y R es la correspondiente
matriz de autovectores de S'AS.

Demostracion

Se tiene,

Vn(p—po) = Vn
vn

Entonces al ser, bajo Hy ,,
. L
vn (p - pm)) = (0, %)

se llega a
. L
Vn(p—p) = N(d,%p).

Por otro lado la distribucién asintética de la familia de estadisticos 2nWD$ (P, po)
y de la forma cuadratica v/n (p — po)" Av/n (p — po) es la misma segiin se vio en el
Teorema 3.2. El resultado ahora se sigue sin méas que hacer uso de la observacion

anterior. -

3.3. Distribucion asintética de WDZ (po, D)

En este apartado se va a hallar la distribucién asintdtica de WDZ (po, p), es
decir, si se permutan los argumentos del apartado anterior.
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Se tiene py conocida y de la misma forma que en el caso anterior p se estima a
través del vector de frecuencias relativas basado en una muestra aleatoria simple
de tamano n.

Sea

Di
=1 o Dio
WD p07 Zﬁa al|l 27 Pal|

De manera anéloga al apartado 3.2, desarrollando en serie de Taylor la funcién
WDh (po, p) en el punto (pi,....,par) y en un entorno de (pi, ....,par), se obtiene
que las variables aleatorias

1\3\»—‘

(WD (po, p) — WD, (PO,P)>

w\»—t

M
Z —pi) =n28" (p— p)

. . . . ., . sl . t
siguen la misma distribucién asintética, siendo S = (s1,....,80)" ¥

8WD (p07 )
S = ——
8191
P=(P1,+-PM)

coni=1,..,M.

Ahora bien
nz St (p—p) néoo N (0,0 )
siendo
crg = S5'%,S
¥, =diag(p) —pp'
p = (pl,....,pM)t.

Con lo que se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 3.4
Sea WDZ (po,p) y su estimador analdgico, WDZ; (po,p), obtenido al reem-
plazar p; por sus frecuencias relativas observadas p;, i = 1, ..., M, basadas en una
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muestra aleatoria simple de tamano n. Bajo las hipdtesis de que las funciones hq
Y pa, a = 1,..., A, verifican las hipdtesis requeridas en (1.15), se tiene

1 . L
nz (WDZ (p()vp) - WDZ (pOap)> njoo N (07 0-127)
siempre y cuando 012) > 0, donde

M M 2
op = S'8,8 =) " sipi - (Z Sip¢>
i1

i=1
con

Ep = (pi (05 — pi))i,sz,,,.,M = diag (p) — pp’

p=(p1, o)’
siendo, Vi =1,.... M,

M
A Ui P » u » ) )
- 0 . 0 0 o
S; = Z Uahg lei% <pl> Mil (Soa (pl ) - 902 (;) pl>
7 (] (3 (]
o=l > UiPio S wipio
i=1 i=1
Corolario 3.8
En el caso de las (h,p)-divergencias, es decir, si u; = u Vi = 1,...., M, se
tiene
A M i i pio\ ps
w= o (e (52)) (2 () - (52) 52)
3 aZ:1 {na a (; iPa i Pa i ®, i 5
)
M /A M » ’ o\ p 2
i0 0 0 i0
ot = S (St Lomea (22)) (i (22) -t (22) 22) )
i=1 \a=1 i1 pi Di Di ) Di

(3 (S (S (22) (o (22) - (22)22)) )
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Corolario 3.9
En el caso de las p-divergencias ponderadas, W Dy, (po,p). Es decir, si A =1,

m=1,h(2) =2 y 1 (2) = 9 (), se tiene

U DPio ;[ Pio \ Pio
=gt (e (5) -2 (5) )
1 1 (A

Uj Pio 1 [ Pio \ Pio 2
-~ \PNV— ) =¥\ —— ) ) Pi
Di Di bi

2

Corolario 3.10
En el caso de las p-divergencias, es decir, si u; = u Vi = 1,..... M, A = 1,

m=1, b (2) =2 y o1 (x) = 0 (), se tiene

B (W)) ,<pz‘0>1%0
si=e( )¢ ()
bi Di Di
) ()2 () (2)2)-
— Di Di Di i—1 Di Di Di

En el caso de la divergencia de Kullback, ¢ (x) = zlogx — z + 1, se tiene

M- 9
o2 = = 1.
P D;

i=1

Si el primer término del desarrollo de Taylor de la funcién WDZ (po, p) es cero,
entonces para obtener su distribucion asintdtica serd preciso recurrir al término
de segundo orden de dicho desarrollo.
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Proposicion 3.2

M
Sea Sy, =\/nY s; (pi — pi) . Entonces
i=1

Sn=0Vn<o2=0

Demostracion

Andloga a la demostracién de la Proposicién 3.1 -

Si pg = p se tiene que 02 = 0 y por consiguiente el primer término del desa-
rrollo en serie de Taylor de WD (po, p) se anula. Antes de abordar esta situacion,
en el siguiente teorema se presenta la distribucién asintética de WDZ}, (po, D)

cuando Ug =0.

Teorema 3.5

Sea WDZ (po,p) y su estimador analégico WD (po, p) obtenido al reemplazar
p; por sus frecuencias relativas observadas p;, 1 = 1, ..., M, basadas en una mues-
tra aleatoria simple de tamano n. Bajo las hipdtesis de que las funciones hq y
©Ya, @ =1, ....; A\, verifican las hipdtesis requeridas en (1.15). Si ag =0, entonces

2n |W D, (po, p) — WD, (po, p } Z@Z2

donde las Z; son variables aleatorias normales independientes de media cero y
varianza uno, los B; son los autovalores no nulos de BY, y r = rango (£,BY%,).
Siendo

Sy = diag (p) — pp'

_ <02WDZ; (po,p)) ~ (by) y
Y ij)i5=1,...,
OpiOp; Y

con

M
A 2, i Pio Ut Pio
~ ) ) )
bij = > mahy | S (l) — (soa (l) -
a=1 bi M
Z UiPio Z UiPio
i=1 i=1

(M)PJO)}
“Npi/) pj

/ (M’O) pfO)
“\pi) pi
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Y
M
A Z UiPi 2 2
bei — p | A=t Pio Uu; Pio ;[ Pio\ Pio
i =2 AMaha | S Ca | ) | a| ) —va | =)
a=1 pi M Di pi ) Di
=1 i=1
M
A 2, P Pio uip; Pio
— ,
+ Zl nah:z 3\/[ Pa <pl> Mz o @g (pz)
= (3 (2
‘ > UiPio P;?’ > UiPio
i=1 i=1
Demostracion
Se siguen los mismos pasos que en la demostracién del Teorema 3.2. -

Observacion 3.3
Sip=po se tiene que

0 sii#j
A Us .. .
bij = - Mahy (0) ¢5 (1) — Ssti=y
a=1
Pio Z Ui Pio
i=1

Corolario 3.11
Sip = po, en el caso de las (h,p)-divergencias, es decir, si u; = u Vi =

1,...., M, se tiene
0 st iFJ

bij = A / i 1 - .
Z Nalg (0) Pa (1) — St 1=]
a=1 Pio

Con lo cual

A
B =Y nahi, (0) ¢} (1) diag (py ')
a=1

y st C = diag (pal), se tiene que CXy, es una matriz idempotente.
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A
Entonces, si Y, nahl, (0) @l (1) #0

a=1

2nWD (po, D) 1A X]%4_1-

n—od

5 (0) 4 1)

Corolario 3.12
Sip=po, en el caso de las o-divergencias ponderadas, WD, (po,p), se tiene

0 si itj
bz‘j: 90”(1)M71 st 1=
Pi0 Y WiPio
=1
Y
20W Dy, (po, 2@22

donde los 3; son los autovalores de la matriz BZp y Z; son variables aleatorias
normales independientes de media cero y varianza uno.

Si en el caso anterior ademds u; = u Vi = 1,...., M, es decir, en el caso de
las p-divergencias, se tiene

b4 0 sii#j
R (1)pi—01 s11=7J
por lo que B = ¢" (1) C, donde C = diag (Pal)-

Ademds como ya se ha visto la matriz CE,, es idempotente. En conclusion,

si " (1) # 0 entonces

onD 5
n f(po,p) Lox2
" (1)  n—ooo

3.4. Distribucién asintética de VVDZ1 (ﬁ,p <éh2¢w)>

Para realizar el contraste de bondad de ajuste

Hy:m=m (3.3)
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donde 79 = p(0) = (p1(6),....pnmr (0))" € Aprp C Ay y 6 € © C RMo es
desconocido, se debera estimar previamente el pardametro. Es decir, hay que
elegir un valor p <é) € Anr,p que sea lo més consistente posible con las frecuencias
observadas p. El método més conocido para seleccionar p (6) consiste en estimar
0 por maxima verosilimitud en el modelo multinomial asociado, pero también es

una opcion razonable elegir el valor de p (§) € Ajpsp mas préximo a p con respecto
a la medida WDZ; (p,p(0)). En definitiva, se puede considerar p <9Ah7<p7w), donde

éh,%w es el estimador de minima WD(};—divergencia introducido y estudiado en el
Capitulo 2.

En el siguiente teorema se presenta la distribuciéon asintética de WDZ (p,p(0))
bajo la hipétesis dada en (3.3) .

Teorema 3.6
Supongase que se verifican las condiciones de regularidad senaladas en el Teo-
rema 2.2, entonces

2 WD (p p(éh . ) M
) ) 2,0, w I
i ( ) 2Bz
nahi, (0)¢f (1) =1

a=1

donde B; son los autovalores de la matriz
T =D (Sp(0) = L¥p(00) = Zpt00) L' + LEp(o0) L)

con
1

Ep(g) (u)
Sp(60) = diag (p (60)) — p (60) p (60)"

L= ((@;ﬁ)) Z‘fﬁ) (A (60)! A% (65)) " A* (80)" diag <Ui/2)

r=1,...,Mp

te= (pl%o) T p;%o)y

y las Z; son variables aleatorias normales e independientes de media cero y va-

D = diag (Uy)

rianza uno.
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Demostracion
Se sabe que

Onsiso =00 = (A" (80)" A" (00)) " A" (60)' diag (L") (5= p (60)) + 0p (n™"/2)

= C (o) (p—p (o)) +0p (”71/2>

¥ que
o)1= (%) . ) o) 7)
Por tanto
b (%W) —p (o) = ((a%}(f) ) :11%) C (60) (5 — p (60)) + 0p (n—l/z)

con C' (6p) definido de la misma forma que en el Teorema 2.4.

En lo que sigue se denotara

L = ((8];0i0)>;:11%0> (A" (00)" A" (80)) ™" A* (60)" diag (uim)

Al ser

»—p(0o) I A )
(p (éhg,qﬁ,w) —-p (90)) orixl - <L>2M><M P—p60))rrx1 T 0p (n 1/2)

se tiene que

Al ) 22 0 G )

ya que
R L
Vn(p—p () = N(0,Z,4,)-

n—oo
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Es decir,

Ja ) D —p(6o) L N (07 < Ep(ﬁo) Ep((’o)Lt . ))
p (9h2,¢,w) —p(6o) et LYpy)  LEpoo) L

y en consecuencia

Vi (B =P (Ohaow) ) 5V (0, Zp00) = Spion L' = L) + LTy L)

Por otro lado, llamando

A= VVDZ1 (ﬁ,p (éh%(p,w)) )

se tiene

M 2 h1
A - 1z<6 Whe b 90”) (b~ s (60)) (55 — s (60)
p=p(6o)

=1 aplapj

i WD (p,p(6)) A A
" ( apzapy (6o) >p=p(90) (pi — pi (60)) (Pj (9h27¢2,w) —pj (90)>

M

22

M 2 ha A A

5 (D) o) ) o ) )

p=p(0o)
+op (nfl) .
Ahora
(32WD$1 (p,p(eo))> B { 0 » S
8 Za - = ah, 0 g 1 7 . P
PioP; p=p(6o) a§1n la( ) #al )pi (6o) Ep(Go) (u) vt
(aQWngl (p,p(eo))> _ { 0 A w L
dpidp; (6 - oy, (0) ¢y (1 3 =]
P pg( 0) p=p(60) a; n (0) ¢ ( )Pz 00) E (00)( ) st 1=]
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(azwpf; <p,p<eo>>> _ { " . s i# ]
Tp: (o) O, (0 - . (0) gl (1 ; i
p ( 0) p]( 0) p=p(60) aZ::lU 1a( )Soa( )pi (00) Ep(eo) (u) 811 J

en consecuencia

— 1 L3 / 1 (7 R 9
A= 52 D, O g e )
M oA y A
- ; ; nahi, (0) ¢q (1) 21 (60) Eyony (@) (Pi — pi (60)) (Pi (9h2,¢,w) —Di (90)>

1 L / 1" Us A 2
+3 20 2 mhh, O () s (9 (Bhass) — i (60))

1 i / 7 U; A
= 3 Z > nahf, (0) & (1) 71 00) By (@) [(Pz‘ —pi (6))?

=2 (pi — pi (60)) <pz‘ (éh2,¢>,w) — i (90)> + <pz‘ (éh2,¢>,w) — i (90)>2]

+op (n71)
1 LA . A 2
— 2;;%%@ (O)sOZ(l)pi(eO)E;wo)(u) (55 = e (Bro) ) + 00 (7).
Asi pues,
2W DR (5, p (G0 " A
fwnaia <o(> J;n)) = Lt (0 (re)) ot
2 T,

o lo que es lo mismo
2W D (5,0 (Ons 00 )

A
> b, (0) ¢4 (1)

= () D (=) 7
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con )
D = diag (Uy,) —.
Ep(6o) (u)

Resumiendo, por un lado se tiene

Vi (5= (Bhasa) ) 2 N (0:p00) = Sy L' = LEp(an) + Ly L)

n—oo

y por otro lado

Wl [
2nW;\D¢1 <p7p <9h2,¢>,w>) _ (]5 y (éh2,¢,w>>t b (ﬁ , (éh%@w)) o)
nahy, (0) @7 (1)

a=1

con lo cual

2nWADg1 (5.7 (Onso0) ) B i W
nah’;, (0) @l (1) =1

a=1

donde (; son los autovalores de la matriz
T =D (Sp(80) = L¥p(00) = Zp(00) L' + LEp(s0) L)

y Z; son variables aleatorias normales e independientes de media cero y varianza

uno.
]

Corolario 3.13
En el caso de las (h, p)-divergencias, es decir, siu; = u Vi =1, ..., M, entonces

Qanl (ﬁ,p (éhg,qﬁ,w)) .

A
3 mah, (0)¢% (1)

se tiene

2
XM—MO—I'
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Demostracion

En este caso se tiene que

20Dl (5,9 (Bhaw ) )

A
3 mah, (0)¢% (1)

M
L Z 2
n—oo
=1

donde (; son los autovalores de la matriz

T =D (00 — LEp(00) — Zpoo) L' + LEp(a) L)

D = diag (p (90)_1)
Sp(60) = diag (p (60)) — p (60) p (60)"
b= ((a%e(0)>:11%> (A (60)" A(80)) " A(80)' diag (p(60)") v
siendo
A(6) = diag (p (60)/?) ((%”) ff%) :

Es inmediato comprobar que los autovalores de la matriz
diag (pil) M
coinciden con los autovalores de la matriz
diag (p_1/2> Mdiag (p_1/2>
ya que
’diag (p_l) M — )\I‘ =0+ ‘diag (p_l/Q) Mdiag (p_1/2> — )\I) = 0.

Por tanto los autovalores de la matriz T son los mismos que los de la matriz
T*, con
T = diag ( )
= diag ( )

-1/2

+diag <

(Sp00) = LZpi00) — Zpton) L' + LEp00) L) diag (p (60) /)
Yp60)diag < (6o)~ 1/2> — diag (p (00)_1/2) LY 9y diag (p (90)_1/2>
) p(60) L'diag < (00)71/2) )
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Ahora bien, llamando
S = diag (p (00)_1/2) Yp(00)diag (P (90)_1/2>
se tiene
S = diag (p (90)_1/2) (diag (p (60)) — p (6) p (eo)t) diag (p (90)_1/2)
= 1~ diag (p(60) /%) p(60) p (60)' diag (p (60) /%)

= 1= (0" (p00)"?)

A continuacion, se da una forma mas sencilla de expresar la matriz

B = diag (p (00)_1/2) LY 9y diag (p (90)_1/2) .

B = diag (p(60) ) L (diag (p (60)) — p (60) p (0)") diag (p (60)~'?)
= diag (p (90)_1/2> Ldiag (p (00)1/2>
—diag (p (00)71/2) Lp (90)p(90)t diag (p (90)71/2)

y teniendo en cuenta que

p(60)" = \/Mdiag <p (90)1/2)

B = diag <p (00)_1/2) Ldiag (p(90)1/2)
_diag (p(@o)_1/2> Ldiag (p (60)"/ 2) P (60)1/p (60)"

= diag (p (00)_1/2) Ldiag (p(90)1/2) (I —/p(6o) P(90)t>
= KS

siendo
K = diag (p (00)_1/2) Ldiag (p (90)1/2> .

Con lo que se llega a

T =S - KS—SK'+ KSK*
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siendo

con

=1,...,

Ahora bien,

A(0y) = diag (P(90)71/2> (<6];9(T0)>z‘;11 ..... 5\44)
J

,,,,,

con lo cual se tiene

Como consecuencia

T = S— A(60) (A(60) A6o)) " A(60)' S — SA(6o) (A(Bo)" A(6)) " Al(bo)"
+A (6) (A (60) A (6 >) " A(80)' SA <90> (A (80)" A (60)) " A (60)"

= 1—/p(80)\/p(60)" — A(B0) (A(60) A(60)) " A(6)" <I—\/IW\/p(90)t)
- (1-va@/a @) ) A(80)" A B0
1A (6) (A (60) A (6)) " ( o) \/TO)

XA(Q()) (A (eo)tA(Qo)) A(eo) .

Adems4s

p(00)'A () =0

entonces

* =T —/p(00)\/p (00)" A(60)) " A6y
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Veamos que es idempotente

T = I—+/p(6o)\/p(6) 0)" A(6)) YA (6,)
—v/p (60)\/p (00)" + /P (60)\/p (6) \/p(eo)\/P(%)t

/P (B0 p (60)' A (60) (A(Go)tA(9o))_1A(90)t
— A (6) (A (8)' A(90)) A(Go)t

+A (60) (A (6o)" A ) A(00)" v/p (00)\/p (60)"

+A (o) (A (60)" A(90)) " A (60)" A (60) (A (60)" A (60)) " A(bo)!

A (o) (A (90)tA(90))71A(90)t p(00)\/p(00)" =
y
VP (00)'\/p(fo) =1
se tiene
(T*)? = I- \/ (@0)\/p (60)" 0)' A (60)) A (6o)"

Al ser idempotente la matriz T*, tiene tinicamente los autovalores “0” y “1”.
Veamos el nimero de autovalores unitarios

traza (T) = traza(l)—traza <\/p(90)\/m>
traza ( A(00) (A (6p) A(6p)) " A (90)1})

— M—1-traza <(A (00)" A (60)) " A(8y)" A (90))
= M—-—1- M,

ya que
(A (60)" A (60)) " A(B0)" A (60) = Tasex o

Corolario 3.14
En el caso de las WD, (ﬁ,p <é¢)), es decir, si A = 1, m =1, hy, (z) =
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donde [3; son los autovalores de la matriz
T =D (Sp(65) = L¥p(o0) — Zpo0) L' + Lp(o0) L)

con
1

EP(QO) (u)

Sp(60) = diag (p (60)) — p (60) p (60)"

L= ((32;@-0(1?)) i:l,-va) (A* (6p)" A* (90))*114* (60)! diag (u /2)

D = diag (U,)

r=1,...,Mo

y Z; son variables aleatorias normales e independientes de media cero y varianza
uno.

Corolario 3.15

Si ademds u; = u Vi = 1,..., M, es decir en el caso de las @-divergencias,
entonces
D, (b7 (%)) P
SDH n—oo | M—Mo—1-
Demostracién

Anéloga al Corolario 3.13.

3.5. Contraste de bondad de ajuste

Sea X1,...., X;, una muestra aleatoria que se sospecha que procede de una
poblaciéon X con valores en el espacio (X, 3y, P). Sea A = {A1,...,Au} C By
una particion de X, con

pjo = pj (6o) = Po, (4;) 1<j<M.
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Es decir, la distribucién de X se supone completamente conocida. Supuesto que
sobre cada elemento A;, j = 1,..., M, de la particién A existe una ponderacién
uj, j = 1,..., M, se trata de contrastar

Hy:p=po
con po = p (6o).
Asi, el test basado en WDZ (P, po) viene dado por

(3.4)

R 1 st Ty >ty
0 en otro caso

siendo
Ty = 2nW D (p, po)

y to un numero real tal que

P <Zr:5,z§ > ta> =«
=1

donde (; v Z; son los definidos en el Corolario 3.4.

Si se desea contrastar la hipdtesis nula compuesta de que Hy : p = p(0),
6 € © Cc RMo el test basado en I/VDZ1 (ﬁ,p (éh2,¢,w)> viene dado por

1 8iT2>tZ

(3.5)
0 en otro caso

¢2 (P1y ooy PM) = {

siendo
2nW Dl (p, P (éh2,¢,w)>

= —
3 mah, (0) ¢4 (1)

con éhg,d),w el estimador de 6 de minima (hg, ¢)-divergencia ponderada y t} un
numero real tal que

.
P <Zﬁ,~2§ > t;;) =a
=1

donde (; v Z; estan definidas en el Teorema 3.5.
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Observacién 3.4

Al realizar el procedimiento de contraste anterior uno se puede sentir preocu-
pado al haber obtenido un procedimiento de contraste basado en una combinacion
lineal de Ji-cuadrados. Pero si uno lee cuidadosamente el trabajo de Rao y Scott
(1981) esta preocupacion desaparece ya que en €l se presentan diversos, intere-
santes y precisos procedimientos para aproximar combinaciones lineales de Ji-
cuadrados mediante una distribucion Ji-cuadrado. Ademds como senalan Jensen
y Solomon (1972) no debe uno de extranarse al encontrarse un procedimiento
inferencial que de lugar a una combinacion lineal de Ji-cuadrados.

Ahora se analizardn diversas aproximaciones de combinaciones lineales de
Ji-cuadrados mediante una Ji-cuadrado.

a) Si se considera el estadistico
(8%)" 20 W DG (B, po)
con * = méx {f1,...., Br}, se tiene

(8°) " 2nW DL (p,po) < > Z}.
=1

s

Como la distribucién de Y Z? es una Ji-cuadrado con r grados de libertad,
i=1

st rechazamos la hipotesis nula Hy : p = pg si

(8%)~" 2nW DL (p, po) > X2

se tendrd un test conservativo. En esta aproximacion unicamente se necesitard
el mayor autovalor. En general 3* serd desconocido, pero no serd dificil obtener
un estimador consistente G* de 3*.

b) Si se considera el estadistico

(B)~" 2nW D (p, po)

con
’
> Bi
2 i=1
= r
se tiene
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y por tanto se puede suponer que aprorimadamente la distribucion asintotica del
estadistico (B)fl 2nWD$ (P, po) es un Ji-cuadrado con r grados de libertad.

Podemos observar lo siguiente:
B[(B) 2w Dl p.m0)| = (B) S pB (2] =1 =B [¥2]
i=1

3 2 é /Bz r (ﬁ _ B)2
Va [(ﬂ)‘1 2nW D (ﬁ,po)] = Zgg —2r+ Y ’Tzr (1 LoV (5)2) > Va[x2],
=1

donde CV () es el coeficiente de variacion de las ;.

Luego con esta aprorimacion se consigue un estadistico que tiene igual espe-
ranza que la Ji-cuadrado correspondiente, pero mayor varianza.

Si se denota por A = diag (B4, ...., By) se tiene

E

i i}
i=1

= Z Bi = traza (A) = traza (A%,)
i=1

siendo A la matriz diagonal obtenida en el Corolario 3.4 y que viene dada por

0 si i
A / " Us .. .
A= (aij)i,jzl,...,M = 21 Nalg (0) g (1) Y )
“ Dio Y WiPio
i=1

Por tanto,

r A r
Us
d B o= (Z Nahe (0) 5 (U) > " pio (1= pio) 7
=l a=1 =l Pio 2 iPio
=1
> ui (1= pio)

A
- (Z nah, (0) ¢l (1)) =S
a=1

Z Ui Pi0
=1
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En consecuencia se podrd calcular 3, mediante

> Mah (0) g (1) [ 22 ui (1= pio)

M
Z U3 Pio
i=1

En el procedimiento de aproximacion anterior se consideraba un estadistico
con la misma esperanza que la Ji-cuadrado o la que se le aproximaba. FEn el
siguiente procedimiento no solamente el estadistico tendrd la misma esperanza
stno que también tendrd la misma varianza.

c) Si se considera el estadistico

(B)~" (1 +22) " 20w DL (5, po)

r _3)\2
y 2=y (5:5) se tiene que

y se le aprozima por una X? siendo v = Y
i=1

T
1422

E{(B)—l (1+)\2)_12nWDZ(]3,p0)} = 1+>\2 — Zﬂl_ 1+)\2 — E[x7]
i:lﬂ
Va|(3) (1427 20w DL (5,p0)| = 51(1 ;AQQ 252 +)\2:Va [x2].
i=1

Al igual que en las situaciones anteriores serd necesario calcular f y A\2. La
forma de calcular 3 ya se establecié. En cuanto a la forma de estimar \* serd

.
suficiente con ser capaces de calcular ) 67?. Al ser ,
i=1

Zr:ﬁf = traza (A2) = traza <(A2p)2>
i=1

A 2
( 3, (0) ¢, <1>) )
= " Z Uy 1 — 21%0 (Z uszO)
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,
se tiene que Y ﬁf viene dado por
i=1

(0 2m)

M 2
(Z Uz‘pw)
i=1

d) Para valores pequenos de k estd tabulada la funcion de distribucion de la

T T 2
> ui (1—2pi)* + (Z Uz‘pi0>
=1 i=1

variable aleatoria

k
E CLZZZ2
1=1

Estas tabulaciones se pueden encontrar en Solomon (1960), Johnson y Kotz
(1968), Jensen y Solomon (1972), Eckler (1969) y Gupta (1963).

Un estudio similar se puede llevar a cabo cuando se considera una hipétesis

nula compuesta.

3.5.1. Potencia del contraste

Sea p* = (p7, ....,p*jw)t # po = (P10, ..., Paro)" entonces la potencia del test en
p* = (p},....,p}y) dado en (3.4) viene dada por

B (B, Pis) = Proe (T3 > ta) = Pre (20W DL (5,po) > o) -
Ahora bien, como

L N (0,02)

n—oo

1 ~ *
n? (WDZ (h,po) — WD (p ,po)>

se tiene

* * A~ tOé
5n(p17""7pM) = P<7’Ll/2WDZZ;(p,p0)> )
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Es decir,

(3.6)

ta — 2nW D" *
Bn (P15 -, Phr) :1—<1>n< o (P po))

1/2
2n/ap*

donde @, () es una sucesién de funciones de distribucién que tiende uniforme-

mente a la funcién de distribuciéon, ®, de una normal de media cero y varianza
. . t

uno y op+ es la expresion definida en el Teorema 3.1 para p* = (p7,....,p3;)"

Ademas
lim G, (p3,.....py) =1
n—oo
por lo que el test obtenido es asintéticamente consistente en el sentido de Fraser.

Ahora se calculara una aproximacién a la funcion de potencia para el contraste
de hipétesis nula compuesta dado en (3.5). Sea ¢ ¢ {p(0) : 0 € O}. Supuesto que
la hipétesis alternativa g es cierta, se tiene

P
—

n—oo

Supongamos que existe
0, = inf W D! 0
a argelg: ¢(Q7p( ))

verificando que

n—oo

P <éh,¢>,w) = p(0a)
y ademas
Vi (5= (fnow)) = N(©O)
donde

by by .
Y= T ) ey = diag (q) — ¢'q, T12 = Xo1.
Yo1 2o

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7
Bajo las hipotesis dadas en el Teorema 3.6, se verifica que

Vi (WL (6.0 (Bnow) ) = WD (0,0 (0)))
converge en ley a una normal de media cero y varianza o® dada por

02 =TS T+ TE15S8" 4+ S Tt + 5590 5? (3.7)
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siendo
T= (th 7tM) Y S = (31’ ﬂSM)t
con
ti = <WD$(Qap)> ) ’L:L aM
9q; p=p(0a)
Y
0 h
S = aichp(qvp) 7Z:17 7M
Di p=p(0a)
Demostracion

El desarrollo en serie de Taylor de primer orden da

WO (5.0 (Bnow)) = WD @00 +T 6~ +5 (b0 (Dow) —p02)

o (16 = all+ [# (Gr.ou) —p0a)])

Ahora el resultado se sigue de forma inmediata de las hipdtesis del teorema.

Haciendo uso de este teorema se tiene que la potencia del test (3.5) viene
dada por

o1/ (3.8)

B (s ar) =1 - ® (ti@ —20W D} <q,p<9a>>>

donde ¢ viene dada en (3.7) y ®,, (z) es una sucesién de funciones de distribucién
que tiende a la funcién de distribucién, ®, de una normal de media cero y varianza
uno.

Observacion 3.5

Las aprozimaciones obtenidas de las funciones de potencia permiten dar un
procedimiento para la determinacion del tamano muestral. Para fijar ideas se
considerard la funcion de potencia dada en (3.6) para el test estadistico conside-
rado en (3.4). La cuestion que se plantea ahora es ;Cdomo utilizar la funcion de
potencia para la determinacion el tamanio muestral? Sea p* = (pj, ...,p}*\/[)t un
punto de la alternativa de forma que en €l se desea tener una potencia igual a
B*. El tamarnio muestral, n*, necesario para alcanzar en p* una potencia 3%, se
obtendrd como solucion de la ecuacion

to — QnWDh (p*apO)
B*=1-®npa - .
(0,1) 2n1/20-p*
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Luego el n* deberd ser solucion de la ecuacion
h (% h [, % — %12
AW DL (", po) — 4n (LW DL (%, o) + 02 @ly 1) (1= 5)7) + 2 =0
y esta viene dada por

4 (taW DL (0", p0) + 0@ ) (1~ 6%)?)

2
V(D@ p0) + 20, (1= 37 160Dk o) 2

+1
8W DL (p*, po)

+

donde [x] denota la parte entera de x.

Un estudio andlogo se podria realizar con la funcién de potencia dada en (3.8)

para el estadistico considerado en (3.5).

Una aproximacién, distinta a la dada en (3.6), se puede obtener para la
funcién de potencia del test estadistico definido en (3.4) si se considera el resul-
tado obtenido en el Teorema 3.3. Asi dado p(™ = pg+n~=12d cond = (dy, ...,dp;)"

M
y > d; =0, se tiene
i=1
B (p™) = P(Ty > ta/ Hyn)
donde Hj j, esta definido en (3.2). Luego
B (p") =1~ G (ta)

para una sucesién de funciones de distribucién G, (z) que tienden uniformemente

a la funcién de distribucién de la variable aleatoria

Z’BZ (ZZ' + wi)Z .
=1

De la misma forma se puede proceder para el test estadistico definido en (3.5).
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3.6. Otros contrastes de interés

A continuacién se muestran otros contrastes de hipdtesis que se pueden rea-
lizar basandose en los resultados asint6ticos obtenidos previamente para las (h, ¢)-
divergencias ponderadas.

3.6.1. La WDZ}, (p,po) es un valor prefijado

Se trata de contrastar que la (h, ¢)-divergencia ponderada entre las distribu-
ciones p y po es un valor prefijado Wy, supuesto que pg es conocida, es decir

Ho: WD (p,po) = Wo
Hy: WDL(p,po) # Wo

con Wy # 0.

El test viene definido por

1 st ‘Tg‘ > Za )2
0 en otro caso

®3 (P1y s PM1) = {

donde R
n'/2 [WDE (p, po) — Wy

N

Op

Ty =

siendo &, el valor de o, dado en el Teorema 3.1 para p y 2z, es un ntimero real
tal que
P(N(0,1) > z4) = .

Obsérvese que por el Teorema 3.1,

V2 [WDE (p, po) — Wi
n'/2 [WDg (b,p0) = Wo] 1 N (O.1)

Op n— oo

y por otro lado
. P
6p — O
P, 9P

luego aplicando el teorema de Slutsky (ver Ferguson 1996, Capitulo 6), se tiene

que

T, 5 N(0,1).

n—oo
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En este contexto, un intervalo de confianza a nivel 1 — « para WDZ; (p, o)
viene dado por

h 9p
WDcp (p7p0) + Za/QW'

3.6.2. Las WDZ; (p,po) entre r pares de distribuciones coinciden
con un valor prefijado

Sean pj, pjo € Ay para j = 1,....,7. Se trata de contrastar que las (h, p)-
divergencias ponderadas entre r pares (p;,pjo); j = 1, ....,7, son iguales a un valor
Wy supuesto que las pjp son conocidas, es decir

Ho : WD (p1,p10) = -..... = WD (pr, pro) = Wo

con Wy conocido, frente a la alternativa H; : 35,k € {1,....,7} de tal forma que

WDZ (pj,pjo) # WDZZ (pk,Pro)- Se consideran r muestras independientes y a
partir de ellas p;, j = 1,...,7.

Se sabe que

WD (b5, pj0) — Wi
V15 (WD (B pio) = Wl L N@©0,1) Vje {1, r).

Jpj n—oo

Por tanto )
nj [WDL (p;, pj0) — Wo L4
6’2 n—oo 1

bj
y por consiguiente

. 2
ZT: n; (WDg (95 pjo) = Wol™ 1 e
, G2 n—oo
j=1 P
Asi, si se quiere contrastar
Hy : WD (p1,p1jo) = ... = WD (pr, pro) = Wo

el test vendrd dado por

. 2
(1) (1) A(7) A(r)) _ 1 s1 T4 > Xr,a
G4 <p1 yees Paps s P e Py { 0 en otro caso
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siendo )
" n; (WD (p:,pi0) = W,
S

j=1 pj

donde [712,], son las expresiones de la varianza 012, dadas en el Teorema 3.1 cuando

p; se sustituye por ﬁz(-j);z' =1. M j=1...,ry X,%a es un numero real positivo
verificando P (Xf > X,?’a) = .

3.6.3. Las WDZ (pj, pjo) entre r pares de distribuciones coinciden

Si se considera que las pjo son conocidas; j = 1,....,7, se trata, en este caso,
de realizar el siguiente contraste

Hy : WD (p1,p10) = -..... = WD (pr, pro)

a partir de r muestras independientes.

El test, entonces vendra dado por

; 2
(1) (1) () A(r)> _ )L s> A7,
o5 (pl R |3V AR R )} { 0 en otro coso

siendo . N
T, = Z j [WDw (ijz’ pjo) W]
j=1 7p;
donde .
W ZT: ;LQJ i: anDO%Q(ﬁjaij)
j=1"Pj j=1 Pj

y las 6}2,], se obtienen como el contraste anterior.

A continuacion se vera que la distribucion asintdtica del estadistico 15 es una
Ji-cuadrado con r-1 grados de libertad.

" nj [WDE (p;.pj0) — Wo)” =1 [WDE (B, pj0) =W + W — Wo)”
Z 52 o Z 52
=1

bj j=1 pj
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ya que el doble producto se anula sin mas que considerar la definicién de W.

Por un lado se tiene que el primer término de la igualdad se distribuye

asint6ticamente como una 2.

Por otro, se verd que el segundo término del lado derecho de la igualdad sigue

una distribucién X2

Se sabe que
T WDh A . — W,
Vg [ so{pwpﬂ)) 0] L N(@©0,1) Vie{l,...r
O . n—oo
Pj
por tanto
VAW D (P,Q;) ~ N <\/n7W0 )
Op, i
V5 VW DG (b, pio) ~ N nj)
A jal = /\2 ’ A2
2] Op; b
i nJWD({, (Pj, pjo) ~ N | Wy i o i e
~9 ~ 52 7 52
j=1 Tp, 7=1 % 3=1%;
T ome r nJWDh (pj,p]O) SR
ZA;WZZ = ~ N WOZA;,ZA;
j=1p; j=1 ) =L e J=1h
T n _ -
=) J=1"p;
Entonces,

Es decir, se tiene

6-2

2 2
r n; [WDZ (ﬁj,pjo) — Wo] r 1 [WDZ (ﬁj,pj[)) — W] n; = 2
-y +3° (- W)
j; b p= b =1 77

X2 X2

[
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Si las r muestras son independientes, se puede aplicar el siguiente resultado
del Teorema de Cochran; ( Rao 1973, pdg. 187. Resultado iii) ):

Sea Y'Y = Y!AY +Y!BY con Y normal r-dimensional con vector de medias
cero y matriz de varianzas covarianzas la identidad e Y*AY distribuida como una
Ji-cuadrado con a grados de libertad, entonces Y!BY se distribuye como una
Ji-cuadrado con r-a grados de libertad.

Se aplicard este resultado para establecer que

" n; [WDE (p;, ps0) — W]
=3 P G0 -V

j=1 pj

sigue una distribucién Ji-cuadrado con r-1 grados de libertad.

En efecto, si
V75 (WD (5, pj0) — Wo

Y, = .
Upj

J

eY = (Y1,....,Y;)". Basta comprobar que

~2
j=1 7p;
Como .
r ~
W = l anDap (pj7pj0)
a 62
]:]_ pj
con
,r .
a= g "j
= ps
j:l pj

se tiene que
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2
1 <~ ;WD (b5, pjo)
- (a 52 —Wo
j=1 Z

2
_ 1 i ni WD} (bj, pjo) i m e
a 62 62

J=1 bj j=1 "Pj

~2
j=1 apj

1 (Zr: nW DL (pj, pjo) — Wo

T 'S
1
. 6y 0
7j=11:=1 Pj pe
donde A = (aij); ;_y .,V
—1
.
Aj; = 6’7 G Z &2
pj “pi j=1 "Pj
Ademads Vi, j, k,l =1,...,7
A5 Qg _
= QijQk — QKA
ap; Ak

(/AR R T A
( )

Op; Opi Opl Opk Opk Opi Op; Opl

lo que significa que el rango (A) = 1.

Finalmente, B = I — A y aplicando el corolario anteriormente citado se tiene

en definitiva que
Y!BY ~ X2 ,.

En conclusion, se ha visto lo que se queria

'8 h [/~ =72
Z nj [WDL (bj,pjo) — W™ 1,
T5 = 6-2 njoo Xr—l'
j=1 by




98  DISTRIBUCION ASINTOTICA DE LAS (h, ¢)-DIVERGENCIAS PONDERADAS: APLICACIONES ESTAD{STICAS

3.7. Contrastes para datos binomiales

Un caso especialmente importante se presenta cuando M = 2, es decir si se
tienen uUnicamente dos clases. En esta situacién, entonces se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.8
Sea M = 2 y supongase que se verifican las hipdtesis requeridas a las funciones
ha ¥ Ya, a =1,...,A en (1.15). Bajo la hipdtesis que p = po, se verifica

QHWDZ (ﬁ?p()) L

- X12.
A _1 n—oo
(e 012 (0)) €01 (4= )+ ) Caap + 2 (1 )
a=
Demostracion
Sip=pgy M =2 se tiene a partir del Corolario 3.4 que
0 st 1#£j
A / " Uj .. . ..
Qij = Znah(z(o)@a(l) 2 st 1= ’7’332172
a=1
Dbi Z U;Ps
i=1
es decir,
A Uy
>, (0) ¢l (1) —5— 0
= P10 Y WiPio
A — =1
A / 1" U2
0 > Nalg (0) ¢ (1) ————
a=1
P20 Y UiPio
i=1
A “ T 0
_ Znah; (0) " (1) po (u1po +(1)12( —po)) s 7
a=1

(1 = po) (u1po + u2 (1 — po))
habiéndose denotado p1g = po y p20 = 1 — po.

Se sabe por el Corolario 3.4 que,

-

h (a L 2

2nWD<p (D, o) njoo 21 BiZ;
1=
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donde las Z; son variables aleatorias normales independientes de media cero y
varianza uno, los f3; son los autovalores no nulos de AY,, y r = rango (£,,A%,,).

En este caso se tiene,
s o Po (1-=po) —po(1—po)
Po — )
—po (1 =po)  po(1—po)

con lo cual

U1

0
1—
AS,, = L po (u1po +g2 (1—po)) Uy Yo
(1 —po) (u1po + u2 (1 —po))
uy (1 — po) —u1 (1 = po)
_ 1| wpo+uz(l—po) wuipo+ uz(l—po)
—Uu2Po u2po

uipo +u2 (1 —po)  wipo +uz2 (1 — po)
A
con L = 37 nahg (0) ¢y (1).
a=1
Los autovalores (3; de AY,, son los mismos que los autovalores \; de CX,,;

A
multiplicados por Y n.hl, (0) ¢” (1), donde
a=1

uy (1 —po) —uy (1 —po)
_ | wipotu2(l—po) wipo+ u2(l—po
Cpo = ' —Uzl(?o ) U2p§) )

wipo +u2 (1 —po)  wipo + u2 (1 — po)

Entonces si se calculan los autovalores \; se tiene

w1 (1 —po) B —uy (1 —po)
_ _ uipo + uz (1 — po u1po + u2 (1 —po
’CZPO /\I‘ - —1&2]90 ) uz2p ( )

-
u1po + u2 (1 — po) u1po + u2 (1 — po)

A2 (u1po + ug (1 —po))? — A (urpo + ug (1 — po)) ur (1 — po)
(u1po + u2 (1 — pp))?
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— A (u1po + w2 (1 — po)) uapo
(u1po + ua (1 — po))®

Por lo que |CX,, — M| =0, si y s6lo si
A(u1po +u2 (1 = po)) [A (u1po + w2 (1 — po)) — w1 (1 — po) — uz2po] =0
con lo cual los autovalores que resultan son

A= 0
w1 (1 — po) + u2po
u1po + uz (1 —po)

Asi, el tnico autovalor no nulo 3 de AX,, es

A
(ur (1= )+ wapo) (3 00 1)

u1po + u2 (1 — po)

con lo que la distribucién asintética en este caso es de la forma

(

Teorema 3.9

27'LWD(Z (ﬁ7p0) L 2
hd 1-
| n—o0

Q
1=

nahy, (0) ¢l (1)> (u1 (1 — po) + u2po) (urpo + uz (1 — po))~

Supongase que se verifican las condiciones del teorema anterior. Bajo las
hipotesis alternativas
Hyp:p™ =po+n~'2d

donde py = (plo,pzo)t y d=(d, dg)t con dy +dy =0, se tiene

QHWDZ (ﬁ?])O) L

n = X7 (9)
(21 nahy, (0) @l (1)) (u1 (1 = po) + u2po) (urpo + uz (1 — po)) "

n—oo

siendo X7 (8) una Ji-cuadrado no central con 1 grado de libertad y pardmetro de
no centralidad
d2

0= ————.
po (1 — po)
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Demostracion

Se tiene,

Vn(p—po) = \/ﬁ(ﬁ*p(”)

se llega a
. L
\/ﬁ(p — Po) I N (d, Zp,) -

Por otro lado la distribucién asintética de la familia de estadisticos 2nWD3, (P, o)
y de la forma cuadratica /n (p — po)’ Av/n (P — po) con

A
> Mahy (0) ¢q (1) 1

u1po + u2 (1 — po) 0 up(l—po) "
y llamando p1g = po y p20 = 1 — po, es la misma segin se vio en el Teorema 3.2.
Entonces,

2nW D% (, po)

(Z: nahy, (0) ol (1)> (w1 (1 = po) + u2po) (urpo + uz (1 — po)) ™"

y la forma cuadratica /n (p — po)’ By/n (P — po) con

1
Ly wap 0
B = (u1 (1 — po) + uzpo) ™" ( 100 ug (1= po)~" )

tienen la misma distribucién asintdtica.

Ahora,

t
ViBY2 (p—p) L N (Bl/zd, B2, (B'?) )
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siendo
t
v Bl/22p0 (Bl/2)

—/urugpo (1 — po) )

- " 1 Ul (1—]?0)
= (u1 (1 —po) + uzpo) (_\/m U2Po

Como ¥*¥* = ¥* y rango(X*) = 1, se tiene que X* es una proyeccién de rango
1. Asi, aplicando el Lema de p. 63 en Ferguson (1996) se obtiene

(

con

2nW D" (p,

n—oo

IS
1=

nahy (0) f (1)> (u1 (1 = po) + uapo) (urpo + uz (1 — po)) "

5= <dBl/2>t <dBl/2) - (1d2_ -
v di=d, dy = —d.

3.8. Otros resultados asintéticos de interés. Aplica-
ciones estadisticas

Al hacer el contraste de bondad de ajuste, con hipdtesis nula simple, se obtenia
la distribucién asintdtica del estadistico WDZ; (, po) con pg conocido y determi-
nado a través de la hipdtesis nula. En este caso unicamente hay una poblacion
involucrada. En muchas situaciones sera necesario estimar los dos argumentos
de las (h, ¢)-divergencias ponderadas, WDZ}, (p,q), es decir, estaran involucradas
dos poblaciones cuyas distribuciones de probabilidad asociadas, en relacién a la
particién A = {41, ..., Ay}, serdn p y g, respectivamente, y desconocidas. Los es-
timadores no paramétricos de p y ¢ se obtendran a través de dos muestras aleato-
rias independientes de tamafnios n y m respectivamente. La distribucién asintética
de WDpr (P, §) nos permitira hacer el contraste de homogeneidad Hy : p = ¢, asi
como obtener una aproximacién de la funcién de potencia del mismo.

3.8.1. Distribucién asintética de WDZ (P, q)

Sean p = (p1,.....pm)' v ¢ = (q1, ..., qu)" las distribuciones de probabilidad
sobre A = {Ay,..., Ay}, es decir, p,qg € Ay y sean p = (1, pm)' v ¢ =
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(G1y ..., ch)t los estimadores no paramétricos de p y g basados en dos muestras
aleatorias e independientes entre ellas de tamanos n y m respectivamente

Seguidamente se obtendrd la distribucién asintética del estadistico WDZ (P, q) -

Recuérdese que

A Zuz% "
WDL (p,q) = flaha | S0 <(;)

a=1 > wip; '
i=1
y considérese el desarrollo en serie de Taylor de la funcién WDZ (p, q) en el punto
(D1, ey DM Q15 ....,(jM)t y en un entorno de (pi,...., par, q1, ....,qM)t. Se tiene,

WDL(p,G) = WD (pq)

M h
OWDg (p,q) )
+ Z (a;i (Pi — pi)
(p17 ,PM 41, 7¢ZM)

i=1

OW D" (p,q)

M
4 e M
> ("5

+o(llp —pll +11g — 4ll)

) (G — ai)
(P15 s DML o5 01)

donde Vi =1, ...., M

oo S s [t (4 () S S ()]}
gl (- ()= ()

- P> (s
Aa,i = nahiz i]\:/lli(pa <pl>
. q;

S)

a=1

siendo

Suponiendo que
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se tiene que
nm

n—+m

o([lp = pll + 1g = qll) = 0p (1)

Por tanto las variables aleatorias

( = )é (WDZ (p,4) — WD (p, q))

n-+m

<n+m> (Zt +§jsi<cﬁqi)>

tienen la misma distribucién asintética.

Ahora bien

<n+m)é§:tz (nfmf(\/ﬁTt(ﬁ—p))

converge en ley a una distribucién normal unidimensional con media cero y va-

rianza /\a]% = A\T'S,T, siendo T = (t1,.....tp)" v 5, = diag (p) — pp!, mientras

() St = () st a-0)

converge en ley a una distribucién normal unidimensional con media cero y va-

rianza (1 — X)o7 = (1 —\) 53,5, siendo S = (s1, ..., sv)' v By = diag (q) —qq'.

que

En definitiva, se tiene

1
nm \ 2 hoa A h L 2
<n+m> (W% (,4) = WDg (p, Q)> e NV (0,0%)
siendo

2 :)\ai—i-(l—)\)ag.

Con los resultados anteriores se puede establecer el siguiente teorema

Teorema 3.10

Considérese el estimador analdgico WDZ., (P, q4), obtenido al reemplazar las
probabilidades p; y q; por sus frecuencias relativas observadas p; y ¢; (i =1, ..., M)
respectivamente, basadas en sendas muestras aleatorias simples de tamarnios n y
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m, y supongase que se verifican las hipdtesis requeridas a las funciones hq Y @q,

a=1,..,A, en (1.15), entonces si ;75— — X con A€ (0,1), se tiene
n,Mm—00

( nm >é (WDZ (p,q) — WDZ; (p, q)) L N (O, 02)

n—+m n,m—o0
siempre y cuando o® > 0, donde

2 2 2
o =Xo, +(1=X\)o,

con

M M 2
012) = TtEpT = Zt?pi — (Z tipi>
i=1

i=1

M M 2
ol = §'%,8=3 sig— (Z SiQi>
=1 =1

S, = diag(p) —pp'
Y, = diag(q) —qq'

y T = (t, ....,tM)t siendoVi=1,.....M

A w »; M M »;

ti = Z Agi X ﬁ <<Pf; <qz> Zuipi - ZuiQiSDa <qz>) )
(3 . . 1
a=1 <Z uipi) =1 =1
i=1
S = (s1, ....,sM)t siendoVi=1,....M
=3 o () - (5) 5)
a=1 (Z uipi> a4 e e
i=1

donde

M
> uigi 0,
Aa,i = nah; =1 Pa ( Z)

M @

Z Ui Pj
=1
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Corolario 3.16
En el caso de las (h,p)-divergencias, es decir, si u; = u Vi = 1,.....M,

entonces se tiene
A M D D M D
ti = Z nah; Zq%@a <Z> X 90:1 (Z> - ZQiSOa <Z>
a=1 i=1 i 4 =1 qi
A &l Di Di Pi\ Di
- (e 2) ()2 ()2
221 {77 <; i 4i v 4i v 4./ 4i

a

) (s (2) - (2)2))] o
) (o (2) -t (2) )]

Corolario 3.17
En el caso de las WDy (p,q), es decir, si A = 1, m =1, hi(z) =z y

1 (z) = ¢ (x), se tiene

w i M M D
o= ——— <<p’ (;)Zumi—zuiw (q’))
< ) v oi=1 i=1 v

Z Ui Py
i=1

T Eay )N

M
(z wip:
=1
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Corolario 3.18
Si ademds u; = u Vi = 1,..., M, es decir en el caso de las @-divergencias,

entonces
Pi M pi
=) )
_ <pz> /<Pi> bi
S = @\ — ) =¥\ )=
qi qi/) Qi
Y
2= 3¢ (%) - (Xe (2)n
i=1 i i=1 i
M M 2
2 ( (Pz) /<pi>pz‘>2 Z( (pz> /<pi)pi)
o, = — ] = — =] ¢ - — = — )= )a] .
7 ;wf}i(pqz'qz'lilsoqz'qu‘qil

Observacién 3.6
En el caso de la divergencia de Kullback, se tiene

M pA 2 M p, 2
op = DD <log Z> — D pilog =
i=1 i i=1 i

M
- pi?
= &
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Si el primer término del desarrollo en serie de Taylor es cero, entonces es
necesario recurrir al segundo término de dicho desarrollo para poder encontrar la
distribucién asintética de WD (p,q) .

Proposicién 3.3

2 (M Mo
Sea Spm = <n’1—mm> (Zl ti (pi — pi) + 2& (¢ — qz)> . Entonces
1= 1=

Smm:OVn,m(:}aQ:O

Demostracion

Se sabe que

M M M 2
Va <\/ﬁztz (Di — pi)> = U;% = Zt?pi - <Z tipi)

i—1 i—1 i—1

M M M 2
Va (x/ﬁz si (@i — Qi)> = og=) siqi- (Z Sz‘%) :

=1 i—1 i—1

Asi pues,
m n
O'Z% + 02
n+m n-+m

Va(Spm) =

)

lim Va(Sym)= )\Ug +(1=)\o?=02%

n,Mm—00 4

Si se cumple que Sy, = 0 Vn,m entonces, Va (Sym) = 0 Vn,m con lo cual
lim Va(Sym)=o0%=0.

n,m—00

Sea ahora o2 = 0, es decir 0 = )\ag + (1 =X o2 = 02 con lo que 012) =0y

q
M M 2
02 = 0. Al ser 012, = th?pz- — (2@@ la varianza de una variable aleatoria
= —

‘2

que toma los valores tq,...,t5s con probabilidades pi,...., ppr se debera verificar
M
que t1 = .... = tpy y en consecuencia . t; (p; — p;) = 0. Anédlogamente se obtiene
i=1
M

que Y s; (¢ — ¢;) =0, con lo que S, ,, =0 Vn,m.

=1
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Sip=gqsetiene quet; =0y s; =0Vi=1,... M con lo cual 02 = 0. En
consecuencia, si p = ¢ el primer término del desarrollo de Taylor de WDZ (P, q)
es cero.

Se supone p = ¢q. Por consiguiente, se considera el segundo término del
desarrollo en serie de Taylor de WDZ}, (P, q)

h 2M 2M 82WDh W) ) A ) ) ) ,
WDR(5,0) = 5 DD o (i = w) (g — wy)+o (19— ol + 1~ ol
? J

21]1

i si 1=1,.....M
w; =
! Gioym Si i=M+1,...,2M

donde

b osi i=1,..,M
Giov si i=M+1,....2M

ademds, W = (p, q), W= (D, 4)-

Las derivadas parciales segundas son de la forma

O*W Dl (W) A g
<éﬁ§ ::zymumdu>1w

' pi 21 u;p;
FWDLW))
apia% B

O*W DL (W) A w
@ / " i

5 = D 1l (0) ¢y (1) ——

o o=l pi % u;p;
i=1

A
w
= =)k (0) gl (1) ———
a=1 Pi ) Uipi
=1
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Si denotamos por C la matriz

u1 ul
M M
Pl Y WiPi P1 Y. Uipi
=1 i=1
up up
M M
PM Y. UiPi PM Y. UiPi
C = i=1 i=1
- _ uy ul
M M
P1 Y Uipi D1 Y WiPi
i=1 i=1
o upy up
M
PM Y UiPi PM D UiDi
=1 =
se tiene
aQWDh Z h, e
Na .
8w18w3
Al ser,
nm ( R 2 R 2
olllp—0pIl” +1l9d—¢q =o0,(1
g (5= 9l + N - al?) = 0p (1)

las variables

2mn WDZ (P, 4)
n+m A

Z nahy (0) ¢

() (v-wy'e(

tienen la misma distribucién asintotica.

a (1)

nm nm

n-+m

) (v-w)

n-—+m

nm
Ahora, el vector ( e

cero y matriz de varianzas covarianzas

(% 1)

donde ¥, y ¥, son los mismos que se definieron en el Teorema 3.1.

AY,
0

0
(1=X)%,

1
) : (W — W) sigue una distribucién normal de media
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Por tanto
2mn WDZZ (P, 4)
n+m A
Zl nahy (0) g (1)
a=

donde r = rango (X*C¥*), las Z; son variables aleatorias normales de media cero

r
L Z 2
n,Mm—00
=1

y varianza uno y los (3; son los autovalores de la matriz C'¥*.
Con lo que se puede establecer

Teorema 3.11

Considérese el estimador analdgico WDZ (p,q), obtenido al reemplazar las
probabilidades p; y q; por sus frecuencias relativas observadas p; y G; (i =1, ..., M)
respectivamente, basadas en sendas muestras aleatorias simples independientes
de tamanos n y m, y supongase que se verifican las hipdtesis requeridas a las
funciones hg y @4, a =1,.....; A, en (1.15), entonces si p = q, se tiene

2mn wDh (;q) L -
- oo ; B Z?

n+m A
> ki (0) 1 (1)

donde r = rango (X*CX*), las Z; son variables aleatorias normales e independien-
tes de media cero y varianza uno y los B; son los autovalores no nulos de la matriz

CY*, siendo
AX 0
= P
( 0 (1-X)3%, )

y C la matriz

__u1 Ui
M M
1Y uip; P1 Y. Uip;
=1 =1
upN _ unp
M M
PM Y WiDi PM Y, WiDi
C = i=1 i=1
— Ul __ui
M M
P1 Y wibi D1 Y Wipi
=1 =1
UM ___uUm
M M
PM D UiDi PM Y. UiPi
i=1 i=1
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Corolario 3.19

Sip = q, en el caso de las (h,)-divergencias, es decir, si u; = u Vi =
1,....,M, entonces se tiene
2mn WDZ (P, q) L 2
— M-1-
n+m A n,M—00

3 mah (0) 2 (1)

Demostracion

Siu; =uVi=1,...., M, se tiene

p1—1 _p1—1
—1 —1
C = Py Py
= T 1
/41 Py
—py; P

Pero en este caso X*CY*CY* = ¥*C'¥* y por tanto la variable anterior seguira
una distribucion Ji-cuadrado con la traza de C¥* como grados de libertad.

En efecto, para comprobar que X*C¥*CY* = Y*C'Y* basta ver que CYX*CY* =
Ccxx.

Primero se calcula la matriz CYX*

e[ AGy—p) |- =Ny —p))
o> <_)‘(5ij_pj) (1 =A) (055 — pj) )

Sean CX* = (¢y5),; ; y OXCY* = (cZ) _entonces se tendran que estudiar
’ ]

los siguientes casos
(i) 1<ij<M

(i) 1<i<M<j<2M
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(iii) 1<j< M <i<2M
(iv) M <i,j <2M.

Se comprobard el primer caso

M M
¢ = NMA-p)+Xpi Y pi A=A =p)?+ A1 =N)p; ¥ _p
j#i J#
M
= A1=p)*+ ;) pj
i

= AM@Q-p)+pi (1 —pi)}

= A1-p).
M
cj = “N(—p)pj—Npi(1—p)+Xp; > pe— A1 =N (1—p)p;
ki,
M
“AA=Np =p) + A1 =Np; Y p
k#i,j
M
= Npj(pi—l4pi—1+1—pi+1—p)+Ap; [ Y pr+pi—1+p—1
ki)
= —)\pj.
Por tanto

cfj:cijsilgi,jSM.

De forma andloga se comprueba para los otros casos.
Por otra parte
M M
Traza (CY*) = )\Z(l —pi)+ (11— )\)Z(l —pi)=M—-1
i=1 i=1
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con lo cual, utilizando la Observacién 3.1,

2mn  WDL(p,q) L 2
- M—1-
n+m A n,m—00
Zl nahg (0) @5 (1)
a=

Corolario 3.20
Sip = gq, en el caso de WDy, (p,q¢)es decir, A =1, 1 =1, hi(z) =z y
¢1 () = ¢ (), entonces

2mn WD, (p,4) 1 " )
n+m (P” (1) n7m_—)>oo;ﬁlzi’

donde r = rango (X*CX*), las Z; son variables aleatorias normales e independien-
tes de media cero y varianza uno y los 3; son los autovalores no nulos de la matriz

cx*.
Demostracion

No hay mas que ver que en este caso se tiene

A
> nahi (0) @ (1) = ¢" (1)
a=1

Corolario 3.21
Si en el caso anterior ademds, u; = u Vi = 1,...., M, es decir, en el caso de

las p-divergencias, se tiene

2mn Dy (p,4) L 9
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Demostracion

Siu; =uVi=1,....., M se tiene

prt —pi?
—1 —1
C = Py —Py
= | — = =1
D D
—py; P

Como se ha visto anteriormente la matriz C¥* es idempotente y traza (CX*) =
M — 1 por lo que
o9mn Dy (P,d) L o
n+m SOH (1) n,m—00

3.8.2. Aplicaciones estadisticas

Se van a plantear dos tipos de contrastes de homogeneidad, el primero ho-
mogeneidad con una distribucién conocida y el segundo homogeneidad entre dos
muestras. En ambos casos los contrastes se basaran en las (h, p)-divergencias
ponderadas ya que supondremos que los elementos A;, j = 1,..., M, asociados a
la particion A estén ponderados .

i) Homogeneidad con una distribucién conocida

Sean X1 = (Xfl), ....,XSR) s, XM = (X{m), --~-7X7(z::))7 m muestras in-
dependientes de tamanos ni,...., n,,, respectivamente. Se desea contrastar Hy :
Las m muestras proceden de la misma poblacién cuya distribucion de probabili-
dad perfectamente conocida se denotard por (). Se considera el espacio estadistico
(X, Bx,Q) v la particion A = {Aj,...., Ay} C Bx, con P(X(j) € AZ-) = pij,
i=1,...M,j5=1,....m.

Entonces, el contraste sera

Ho:pr=...=pu=gq
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o equivalentemente

Ho:pin=pig= ... =pim=¢q =Q(A),i=1,... M.
Sean njﬁgj), ..... , nj]ﬁg\j} el niimero respectivo de observaciones X (/) 7=1,...,m,
sobre los elementos de la particién Ai,...., Aps. Los vectores

(n]ﬁgj)’ ..... 7”]]55\34)) N ] — 17 ”“’m
se distribuyen multinomialmente con pardmetros (nj;pij,....,Pm5), 5 = 1, ..., m.

Si Hj es cierta, entonces intuitivamente se espera que WDZ (Pj, q) sea pequeila,
el alejamiento del cero indica la poca compatibilidad de los datos con la hipétesis
nula.

Asi, para tamanos muestrales grandes, el test de tamafio o basado en WDZ (P, q),
viene dado por

(1) A1) A(m) MU_ L siT6 > to
gi)(pl yores D s ooy D1y ey Py {0 o ofro caso

siendo .
To = — > n;WDL (p;,q)
> nahy (0) g (1) 3=1

. NN
donde p; = (ﬁgj), ..... ,ﬁ%) v ¢=(q1, -y qur)" ¥ to un nimero real tal que

m s

P ZZ)\Z]Z% >t | =a.

j=1i=1
Obsérvese que por el Corolario 3.4 se tiene para cada j, con j =1,...,m
T
h (s L 2
2n; WD, (s> q) o Z Bij Zi;
i=1

donde Z;; son variables aleatorias normales independientes de media cero y va-
rianza uno, los f;; son los autovalores no nulos de A%, y r = rango (X,A%,),
donde la matriz A viene dada por

0 si 1#£j
e — A . . . .
dij = Qm%@%m—#*szwj
a=

Pi ) Uipi

i=1
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Al ser N
A=) nahy (0) ¢ (1)C
a=1

con C' = (cij); imy

0 st 1#£j
Cij = 71&” St 1 :j
yZ3 Z UipP;
i=1
Entonces se tiene para cada j =1,.....m
2n]WD (Pj,q

n—00 Z)\”
Z Mah (0) g (1)

donde Z;; son variables aleatorias normales independientes de media cero y va-
rianza uno, los A;; son los autovalores no nulos de CY, y r = rango (X,A%,) =
rango (X,C%)).

ii) Homogeneidad

Supoéngase ahora que se tienen dos muestras aleatorias independientes X =
(X1,...., Xpn) e Y = (Y1,...., Ys,) de tamanos n y m respectivamente. Para con-
trastar que las dos muestras proceden de la misma poblacion, se considera la par-
ticion A ={Ay,..., Ay} ysean P(X € A;))=p;y P(Y € 4;)=qi,i=1,.... M.
La hipétesis que se desea contrastar es

Hy:pr=q1,.....pm = qum1-

Sean p = (p1, ....,ﬁM)t Y q=(q1,.es ch)t los vectores de frecuencias relativas
basados en X e Y respectivamente.

El test, entonces vendra dado por

1 si 17 > t,
0 en otro caso

¢(p1’ ""7pM7q17 ""7qM) = {

donde
2mn WDZZ (P, 9)
n+m A

Z%h’() a(1)

T7 =
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y to un nimero real tal que

P <Zr:@z§ > ta> =a
=1

donde (; y Z; son los definidos en el Teorema 3.11.

Observacién 3.7
El Teorema 3.11 se puede utilizar para calcular la potencia asintotica del test
anterior en p = (p1,.....pnm)’ ¥ ¢ = (q1, ..., qur)’, con p # q. Esta viene dada por

2mn WDZZ (P, q)
n+m A
3 mah (0) ¢4 (1)

ﬂn,m (pa Q) = Pp,q (T7 > ta) = Pp,q > ta

Ahora bien, como

n-—+m

(”m )é(WDg@(ﬁ,qA)—WDgZ(p,q)) £ N(0.0%)

se tiene

Bam (p,@) = P (

A
con L =5 nahl, (0) ¢ (1), es decir,

a=1

A
fo 3 mal (0) (1) =2 (285 ) WD (po0)
ﬂn,m (p) Q) =1- (Pn,m e
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donde o (p, q) es la expresion de la varianza del Teorema 3.11 y Qo (x) es una
sucesion de funciones de distribucion que tiende uniformemente a la funcion de
distribucion, ®, de una normal de media cero y varianza uno.

Ademas,

lim ﬁn,m (p, Q) = 1;

n,1M—00

es decir, el test es consistente en el sentido de Fraser.
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4

Optimalidad en los contrastes
de bondad de ajuste

4.1. Introducciéon

En el Capitulo 3 se obtuvo que la distribucién asintética de la familia de

estadisticos
Tl = QHWDZ (ﬁvp()) ;

bajo la hipétesis de que p = pg = (po1, .., poar)’, coincide con la de la variable

i 02}
i=1

donde las Z; son variables aleatorias normales e independientes de media cero y
varianza uno, los 3; son los autovalores no nulos de AX,,,, A viene dada en el Teo-
rema 3.2, ¥, = diag (po) —poply y = rango (X,,A%,, ). Es decir desde un punto
de vista asintético el comportamiento de la familia de las (h,)-divergencias
ponderadas es el mismo, es decir, la distribucion asintdtica es independiente de
h = (ha)gen> ¢ = (Pa)ger ¥ (Ma)qen- La cuestion es que desde un punto de vista
préactico se trabajara con muestras finitas y en muchas ocasiones pequenas, y en
estos casos si existira diferencia significativa a la hora de la eleccién de las corres-
pondientes funciones h y ¢, y en consecuencia resultard interesante el disponer
de algun criterio que permita la seleccion de tales funciones. En general el estu-
dio no se podra llevar a cabo para todas las (h, ¢)-divergencias y se tendrd que
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considerar una familia concreta de medidas de divergencia dependientes de un
parametro y dar algin criterio que permita seleccionar de forma conveniente el
valor 6ptimo del parametro. En este capitulo se analizaran dos procedimientos.
Uno basado en la funcién de potencia, introducida y estudiada en el capitulo
anterior, del test de bondad de ajuste y el otro consistente en seleccionar las
funciones h y ¢, asociadas al estadistico 17, que permitan una mejor proximidad
entre los momentos exactos y asintéticos bajo la hipdtesis nula.

4.2. Funcién de potencia

Dado un punto p* = (pj, ..., p"jw)t, la funcién de potencia asociada a la familia
de estadisticos 17 cuantifica la probabilidad de rechazar la hipétesis nula Hy : p =
po cuando el valor de p es p*. Los mejores estadisticos de la familia son aquellos
cuya funciéon de potencia se aproxime a 1. Dada la distribucién de probabilidad
p* distinta de py una aproximacion de la funcién de potencia del test basado en
el estadistico, 17, viene dada, segtin se vio en el Capitulo 3 mediante la expresion

to — 2nWDE (p*, p0)>

B (PTs s hp) = 1= Pno) ( N
p

donde t, y o, aparecen explicitados en la Seccién 3.5.1 y p* = (p], ..., p*M)t.

Asi dado un tamano muestral n y una familia de estadisticos, por ejemplo la
basada en la divergencia de Renyi, se puede elegir el valor r del parametro que
proporciona una mayor potencia para diversas alternativas dadas.

Se puede obtener otra aproximacion a la funcién de potencia si el vector de
probabilidades de la alternativa no es fijo sino que converge al vector pg, de la
hipétesis nula cuando n — oo. La funcién de potencia del test basandose en el

estadistico 17 cuando se consideran las alternativas, que convergen a Hy,

Hyp:p™ =po+n~12d

M
donde d = (dy, ..., dps)" es tal que Y. d; = 0, viene dada por
i=1

B2 (0", p57) = P (T3 > ta/Hi).
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Haciendo uso del resultado del Teorema 3.3 se tiene que la funcién de potencia
se podra aproximar mediante la expresién

ﬁ% (pgn), ...,pg\Z)) =1-G(ta)

r

donde G es la funcién de distribucién de la variable aleatoria 3 §; (Z; + wi)*+¢€.
i=1

Si en lugar de considerar el estadistico T} se consideran los estadisticos
a) (8*)"" 2nW D (p, po) con B* = mix {By, .., B},
T
b) (8)' 2nW D% (p, po) con B* = £ 3" B;,
i=1

&) (8 2n (14 X2) WL (5 po) con 3 = 13"y A2 = 3 B
i=1 ;

= 1=
que sabemos siguen una distribucién Ji-Cuadrado con r grados de libertad el
primero y el segundo, y v = r/ (1 + )\2) el tercero, se tendrd que

/32 (pgn)7 ...,pg\z)) =1-F (Xs%a — f)

donde F' es la funcién de distribucién de una Ji-Cuadrado con s grados de libertad
(s = r para los dos primeros y s = v para el tercer estadistico) y pardmetro de

-
no centralidad 6 = ) w?. Este resultado se sigue por el hecho de que la variable
i=1

aleatoria . (Z; 4+ w;)? es una variable aleatoria Ji-Cuadrado con s grados de

r
=1

,
libertad y pardmetro de no centralidad § = > w?.
i=1

4.3. Momentos asintdticos y exactos: Comparacion

En este apartado se buscan condiciones sobre las funciones ¢ y h asociadas
al estadistico 17 que permitan mayor proximidad entre los momentos exactos y
asintéticos bajo la hipétesis nula.

Se comenzard dando un teorema que establece la esperanza y varianza asintética
del estadistico 17 bajo la hipétesis nula Hy : p = po.

Teorema 4.1

Bajo la hipdtesis nula Hy : p = py se tiene que la esperanza y la varianza
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asintotica del estadistico Ty vienen dadas por

- 1 - ’ //
E ;ﬂzzzz :Epo(u);%’(l_?zo (Znah ))

)
r 9 M 2 A
72| 2 / 7
Va S8 = 2 a2 + (me) (zma 0
=1 i=1 a=1
respectivamente.
Demostracion

Se tiene, denotando por A = diag (04, ..., Br), que

E ZT: Bz = Z GiE Z Bi = traza (A) = traza (AX,,)
i=1

M
ui (1 —pio) <Z nah (0) 5 (1)>
a=1

ya que es inmediato comprobar que la diagonal de la matriz AX,,, con A definida

en el Corolario 3.4, viene dada por

lizis (ur (1 = p1o) s un (1= piu)),
A
siendo l1121,1 = m <Z nah (0) g (U)
a=1

En lo sucesivo se denotara por
l
lijkl;r = E, (u (Z ?7a a (1) ) : (41)

En relacién a la varianza, se tiene

.
> iz}
i=1

Va

Z B32Va [ZZZ] = 2traza (A2) = 2traza ((AZPO)Q)

i=1

Po

M M 2
= 2§ D ui (1= 2pio) + (Z uiPiO)
i=1 i=1

9 M M 2 A
= B, )2 > i (1 - 2pio) + (Z uz'pm) (Z Mahq (0) ¢ (1
i=1 i=1 a=1

)

)
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es sencillo comprobar que la diagonal de la matriz (AEPO)2 viene dada por

M M—1
1%121;1 uf (1 — 1010)2 + u1p1o Z WjPj0y -+ udy (1= paro) + unrparo Z ujPj0
j=2 j=1

Observacion 4.1
Dado que luego se necesitard la expresion asintotica del momento de orden 2
respecto al origen, se procederd a su cdlculo,

T 2 '
E (ZﬂzZ12> = Val|d) Bz
=1

i=1

2

ZT: BiZ}

i=1

+FE

M M 2
= 11042 ZU? (1 —2pj) + <Z u; (1 — piO))

i=1

o 2
+2 (Z uz’pi0>
i—1

Para los posteriores estudios de seleccién de los mejores h y ¢ via momentos
resulta mas conveniente escribir la expresion anterior del momento de orden 2,
en los siguientes términos

r 2 M M M 2
E (Z 51‘21'2) = 1%121;1 22“3 - 42%21?1‘0 + <Z Uz)
i=1 i=1 i=1 i=1
M M
2 (Z u) (Zuwz-o> +3E,, <u>2} .
i=1

i=1
Puesto que bajo la hipdtesis nula simple

Hy :p=po

el estadistico
2nW D (p, po)

1 A
5 mul (0) ¢ (1)
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se distribuye asintéticamente como una combinacién lineal de Ji-cuadrados y los
momentos de esta distribucién limite son finitos y fueron hallados en el Teorema
4.1, se tiene que

P - g Zwlm
E {(Tl)ﬂ - Epol(u)Q {21%1 uf — 41‘%1 uZpio + (1%1 ui)2
—2 (Aé U> (Aé UiPzO) + 3E,, (u)2}

Obsérvese que para u; = u, ¢ = 1,..., M, se llega a

E[Ty] — M-1

E[(Tl)ﬂ M2

es decir, los dos primeros momentos de T} son asintoticamente equivalentes a los
dos primeros momentos de una Ji-cuadrado cuando n — oo.

Para estudiar la velocidad de convergencia de los momentos exactos

po (1) = E[(1)°], p=1.2

del estadistico 17 a los asintéticos, se calcula el desarrollo asintético de segundo
orden de estos momentos y se comprobara que se pueden escribir de la forma

mpa1 (907 h)

-1 .
N +0(n ), 6=1,2

pa (Th) =mgp (@, h) +

siendo ademas

mao (0, h) = pg (Z ﬂiZz'2> :
i=1

Luego, habra que elegir las ¢ y las h que verifiquen

ma1(p,h) =0, B=1,2

La proposicién siguiente da el desarrollo en serie de Taylor del estadistico T3
para p en un entorno de pg.
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Proposicién 4.1
Denotando por Wi = \/n (p; — pio), i = 1,..., M, se tiene

M M
Bo= s e fl S a5 S e WEW
Epy (u) = pio " 3 | hi2n0 = PV — ‘o1 pio Vn
M M M 27772
L1 hiain Z U; i4 5 L2122 3 uiu; WiW;
12 li2t0 < P 11121;0 o ‘o piobjo
M M M
l1131 ;2 Z Z uluj W W 12 ﬁﬁ
l11210 Pt P2 Ep0 (u)? — bio n

M W2 W22
HZZWWW+22%W?
J=1 i=1 j=1

i i

n Z Z Z uzu]uk W W Wk n Op (77‘73/2)

1:i=1
Z#J#kj

con lijiyr definido en (4.1).
Demostracion

Se comenzara dando el desarrollo de Taylor de WDZ (p, po) en torno al punto

po. Este viene dado en los siguientes términos:

M h
OW D (p,po)
WDL (p,po) = Z(;pi (pi — pio)
P=pPo

1) & (0*W D (p, po) (i — pio)?
8])12 bi — Pio
pP=Ppo
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M M 3 h
+BZ > (W) (pi — pi0)* (pj — Pjo)

&*W D (p, po)

M M M
* Z Z > (W)p:p (Pi = pio) (Pj — Pjo) (Pr — Pro)

M 4 h
1 "W D¢ (p,po) 4
+I { E <8p§1 (pi - pio)
P=Po

d*W DL (p, po)

M M
+4Z Z ((31)?81)]) (pi *pio)g (pj *Pjo)

*W D (p, po)
_ e M N2 (. — )2
aplzapjz (pz sz) (p] p]O)
b=Po

=17
i#j
M M M 4 h
WD (p7p0) 9
o BT — Pi — Di pi — pio) (P — Pk
Z; 32—:1 ;< op;op;iopr ) ( 0)” (P = Pjo) ( 0)
- js B =Po
i#i#k
M M M M 4 N
WD (p7p0>
DI ( I
= o oo \ Opidpidpedpe )
£ ARAL

X (px — pro) (21 — 10)} + o (lp — poll) -

Utilizando la notacién dada en (4.1), se tiene

<82WDZ (p, po) ) U;
pP=Po

= l21;1—
ap% " Pio

GQW‘DZ (p,pO) —
OpiOp; B
pP=Po
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W DE (p, o) u? u;

— = —3l1121;27Z + l1131;17

6pi = Pio Pio
WD (p. po) N
ﬁpl ap] P=po pio

&*W D (p, po) ~ 0
OpiOp;Opy . '

Por lo que el término correspondiente a las derivadas terceras se puede escribir
de la forma

M 3 h
0°WD; (p,po)
© 3
E <6p3 (pi — pio)
p=po

=1 v

83WD D, P0) )
+3 Z Z <W (pi — pio)” (pj — Pjo)
P=Po

i=1 j=1
i
M U
’ 2
= l1131;1271 — pio) —3l11212zz — (pi — pio)” (pj — pjo) -
i=1 Pio i=1 j=1 P

Veamos las expresiones correspondientes a las derivadas cuartas,

84WDh (p,po) u2 u3 uQ W;
8—Z = 3Bl — + 1201913 — 43120~ + a1 —
P; p=po Pio Pio DPio Pio
34WDZ§ (p, po) — 6l u?uj 1 Ui Uy
B - — = 06l1121;3 113125
81%’ apj R pio DPio

= 212222 + 211121, 37 4+ 203191, 3
8pl Gpj

(84WDh (p, p0)> uit " il
p=po szP]O DPjo DPio
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(‘34WDZ§ (p,po) — 1o UiU UL
op?0p;Opr | ~ pio
P=po

84WDZZ (p7p0> - 0
dpiOp;0prOp; ) ’

con lo cual se tiene,

M 4 h
0*WD{ (p,po)
Z o\ SR
( 8]);1 (pz _sz) +
pP=po

M M 4 h
I*WD (p,po)
e \P 3
+4ZZ (31933%' (Pi = pio)” (pj = Pjo)
i=17=1 ! P=Po
i#j
M M 4 h
O*WD; (p, po)
p 2 2
+3Z; Z <3])2(9})2 (pi — pio) (pj *pjo)
i=1j=1 v P=po

M
= lian Z p% (pi — p¢0)4 + 3l2122;2 Z Z # (pi — 102‘0)2 (pj — pj0)2

M3

DPio

M
—4l1131;2 Z Z 12 L (pi = pio)’ (P — pjo) + 12213 {Z — (pi — pio)

i=1 "

MM , MM ) ,
+2) ) (pi — pio)’ ( — Pjo) + D> (pi —pio)” (pj — Pjo)
1 i1 Pi0 1 i—1 Pi0
7 7 1 J
i i

MMM
+ Z Z Z — " (0i — pio)* (0 — pjo) (P& — Pro)
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En definitiva se llega a,

M
w
WD (p,po) = =li2ia —
o (P 10) 2 ’ ;pio
1 M ulu]
+agp | st Z - (pi — pio)” — Bl1210 Z Z
’ i=1 pl i=1 j=1 Pio
1 M Ui Uj
+E l1141:1 Z (pi — pio)* + 3l2122:2 Z Z
’ i=1 pl i=1 j=1 szpjo
Mo M

i — pio)”® (D

i=1 j=1 10 i=
M M oo
u;u? uju
2375 (o) + 3
i=1 j=1 Pio zl]lpzo
i i

M M M
WU U, 9
+ Z Z Z sz‘JO (pi — pio)” (pj — Pjo) (Px — Pro)
i=1 j=1 k=1
i#j#k

Haciendo p = p, W; = v/n (p; — pio) y teniendo en cuenta que

_ 2nW D! (p, po)
l1121,0
se tiene el resultado enunciado.

Teorema 4.2
Elmomento de orden 1, 5 =1, puy (11) =
la relacion asintotica

1

_ . l 1 —-3/2
E[Tl]_M 1+nfh,<p,u+0<n )

stendo

f 1 —l—l +
hyp,u al 4a2 as

E [T1] satisface, para pg = (Mv

u,
—pjo) + 1212153 | Y — (pi — pio)”

:—pio)? (pj — pjo)
—pio)? (pj — pjo)’
3
DPio
— pi0)” (pj — pjo)”
o(llp—pol) -
| |
1\¢
7H) J)
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con
M
l > 2
ar = 2L (2-3M + M?) —6+3M + (6M —3M?) =L
L1121 M
> Ui
i=1
M
ap = L (1-2M + M?) + 222 (3 - 2M + My) + (2M? — 4M) —=L
l1121 1121 M
> Ui
i=1
M
l 5 u2
1131 2 i=1
= AL M) (M2 - M) =L
4 l1121 ( )+ ) M2
> Ui
i=1
M M M M
Mo 5M > Y wlu;  2M Y Zuzuf
21 U; i=15=1 i=15=1
2 1= 17£] i#]
+ 3—M+ (3M?* —5M) 3 TR 3
() (59 (3
i=1 i=1 i=1
M M
M2Y S uzug
i=15=1
i#]
(%)
i=1
Demostracion
Llamando,
1 M U
A = ——— Y Lw?
Ep, (u) ; pio "

AQ _ 11131;1 % EWE B 3 ii UqUyg WEW]‘
ligi0 S pig Vo B, (u) 4 '

M 4

A L1411 u; Wi

3 l 3. n
11210 5= Pio
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A = l21222 ZZ ‘ujuy WiWGE W2
511210 o fo piopjo
l1131 | & uiu; WPW;

Ay = ZZ

l
11210 (= P

M M M M M 2 1727172
12 ud Wi w2u; W2AW. uus Wa2W.
Ag = 149 A AN + G Ve YV i
E,, (u)? z; pio 1 121: ; pio N 221: ; pio n
i#j i#]
M M M
U Uj UL W W Wk
fy oYy
i=1 j=1 i=1 v
i#£j £k
se tiene
1 1 3
:A1—|-§A2+E(A3+A4—A5+A6)+Op<n )
Calculemos ahora la esperanza de A4;, i =1, ...,6.
Se tiene,
1 M
BElA] = u; (1 = pio)
Ep, (u) ; ' '
11 M 1 3 M
E[A)] = - 113151 W <2p‘0 — 34+ ) R u2 2]32 — 3pio + 1
[A2] n {11121;0 ; ’ ' Pio E,, (u)? ;  (2pio ' )
M M
+ Z Zuiu] (22?10]9]0 p]())
i=1  j=1
i
11 M
E[As] = —7223 " (3pzo —6+ >
n 20 = Dio
31 M M M
2122:2
ElA4 = EE > u? (3pip — 6pio+3) + Y > uiuj (3piopjo — pio + 1 — pjo)
; i=1 i=1  j=1

i#j
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E [A5]

E [Ag]

+0 (n_3/2)

n l1121,0

~ Aluzie N 2 (a2 SES
= —— Z’UJZ (3pi0 — 6pio + 3) + Z Z Ui Ui 3p10p]0 - 31)]0)
(2

i=1 i=1
i#j /

+0 (n_3/2)

12 M

nEPo (u)3

M M
- Z u; (3pi — 6P + 3pio) + 2 Z Z u?u; (3pjypio — 3piopjo)
4 =

=1 =1
i#]

M M

+ ) > wad (3pjpio — piopjo + pjo — o)

=1 =1
i#]

Para pg = (ﬁ, - ﬁ)t, se llega a

E[A]

N UVE' (2—3M + M?) — 6+ 3M + (6M — 3M?)
n |l
_ 1{l1141 (3- 6M+3M2)}
n (21
M
311 > u?
= S{Z2 (3 -2M + M?) + (2M? - AM) —=L—
n | li121

M M M
+ Z Z Zuzu ug, (3piopjopro — PjoPko) ¢ + O ( 73/2)
‘ =1
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4 ) s 2 = —3/2
BlAs] = o7 |(3-3M)+ (3M7 = 3M) "l | 6 40 <n )
(Z)
i=1
M nx o,
5M U
12 -Zlu? E“Zl o
_  -“ _ 2 1= §
E[Ag] = —43 M + (3M* —5M) 3 3
(Z) (&)
i=1 i=1
M M M M
i.§1j=1 i.§1j=1 y
. i#J i#J —3/2
M 3 T M 3 +0 (n ) ‘
(Z)  (5)
i=1 i=1
Con lo cual se tiene el resultado enunciado. .

Corolario 4.1
Paraw,=u,i=1,...M ypy= (ﬁ, - ﬁ)t se tiene

1
BT =M—1+>fl +0 <n_3/2>

stendo

o1 {11131 (2 —3M + M?) }+1 {l“‘“ (3—6M +3M?) + gla122 (M2~ 1)} .
e 3 s 12 {1121 L1121

Demostracion

El resultado se sigue del teorema anterior haciendo u; = u, ¢ = 1,.., M, en la

sz 1
expresiéon de fh,%u. -

Corolario 4.2
Parauw;, =u,i=1,..,M, py = (H""vﬁ)t Yhe(r) =z conA=1yn, =1,

se tiene

siendo

1 " () 2y, ¢ (1) 2
fo= 357 (1) (2-3M + M?) Ty (1—2M + M?) .
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Demostracion

El resultado se sigue del corolario anterior haciendo hy (r) = x con A =1y

Ne = 1, en la expresion de f,% o .

Teorema 4.3
Para M — o0, la condicion que deben verificar las ¢ y las h para que los
S 1 1 1 ; ; ; .
términos fh’%u, fh,<p y [, se anulen vienen dadas mediante las ecuaciones:

52 52 52
0 — Ll z; ' Lhigr | 1loizo 14 z; ' l1131 izzl '

311121 M 2" 4191 4ln; M 2|l s M 2
i=1 i=1 i=1

411131 + 3l1141 + 3l2122 = 0
para ff{,tp =0, supuesto que l1191 # 0.
Finalmente,
4%0ll/ (1) _|_ 390//// (1) — 0
para f; =0, supuesto que ¢" (1) #0

Demostracion

El resultado se sigue del Teorema 4.2 y de los Corolarios 4.1 y 4.2 haciendo

tender M a infinito. -

Teorema 4.4
El momento de orden 2, B = 2, uso ((Tl)Q) =F [(Tl)z} satisface, para pg =

t . .
(ﬁ, - ﬁ) , la relacion asintética

B[] -5 (; @-Zf) 2 + %fﬁw +0 (22
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stendo
1. 2 1 1, 1
2 _ 1 E L o 1 1 5
fh,gp,u b1+3b2+3b3+9b4 b5+2b6+2b7+ bg
con
M
> uf
b = (—6+4M — M?) + (8M — 6M?* + M?) —=L—
M
=1
M 2
hiz\” 2 2 3 z; K
by = (=) S (=5+6M —3M?)+ (9IM —12M* + 5M°) 5
l1121 M
(£
=1
$° 02
u
l 2. Y
by = PLL(10 —4M — M2 + M?) + (30M — 33M2 + 9M?) =L
l1121 M 2
(£
=1
M M 2
> “? i:lz_ _ ]gl it
—2(33M — 42M? + 15M?) Z; 5 — 2 (33M — 24M? + 3M°) ’74 .
(£ (£
=1 i=1
M
> uj
bi = (<154 6M — M?) + (30M — 44M? + 15M%) — =L & (30M — 26M2 + 3M°)

£-)

=1
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MM
_; Zuzu]

i#]

(E)

M M
X > i
i=1 =1 i
————— + (78M — 44M? + 6M?)

(E)

X

N

+ (51M — 12M? + M?) -
M
> Uz)

+ (40M — 18 M7 + 2M?)

Mz
&Q[\_’)

@
I
—

i”‘“ (=5 +7M — 3M? + M) + (8M — 12M? + 4M?)
1121

TR
Mz
g

\/M

@
I
—

Mz
£,

s
I
—

?ﬂ (=15 +9M — 3M2 + M3) + (36M — 42M? + 14M°)
1121

Mz
g
N———

<.
I
—
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M M
> 2 uiu,
i=1_ g=1
+ (36M — 18M? + 6M?) ————
M
(%)
i=1
M
> uj
bs = (—15+6M — M?) + (39M — 44M?* + 15M°3) =L
M
(%)
i=1
M M M M
> Uiy > v
=1 j=1 i=1_ g=1
+ (T8M — 44M? + 6M°) ————— + (39M — 24M* + 3M°) ————
(%) (%)
i=1 i=1
M M M
Do 2 Dl ujujug
i=1 j=1 k=1
+(30M —12M% + MP) — 2
M
(%)
i=1
Demostracion
Se siguen los mismos pasos que en el Teorema 4.2 .
Corolario 4.3
Paravw,=u,i=1,.... M, y pg = (ﬁ, e ﬁ)t se tiene

E [(TI)Z} M2 _14 %f}aw L0 (n_3/2>
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siendo

l 2
2, = (2—2M)+§<”31> (4 — 6M + 2M?)

l1121
l l
18 (3—5M —2M? + (M + + 1222 (MB 4+ OM? — M —
+ A (3 5M — 2M% 4 (M +3) M?) + 1222 (M3 4+ 9M? — M - 3)
L1121 1121
l
+ 37 (10— 13M — 60 + (M +8) M?) .
1121
Demostracion

El resultado se sigue del teorema anterior haciendo u; = u, ¢ =1, ..., M, en la

., 2
expresion de fh’%u. .

Corolario 4.4
Parauw;=u,i=1,....M, pyg = (ﬁ,...,ﬁ)t Yyhe(z)=x conA=1yn, =1,
se tiene

E [(Tlﬂ — M1y %fz To (n—:a/z)

siendo

f2 = 2-2M)+4 (‘pm(l)>2 (4 —6M +2M?)

¢" (1)
"
1
+ %‘i,, ((1)> (3—5M —2M? + (M + 3) M?)
2 ¢ (1)
+ 2 (10 — 13M — 6M2 + (M + 8) M?).
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Demostracion

El resultado se sigue del corolario anterior haciendo hy () =x con A =1y

7e = 1, en la expresion de f}% o -

Teorema 4.5
Para M — oo la condicion que deben wverificar las ¢ y las h para que los

términos f,f@ w f,fq) Y fg, se anulen viene dada mediante las ecuaciones

= 5 (s \° & 21131 e =107
0 = =L 42 : - 1-30— —6
v N? 3 <l1121 v NZ T 3 l1121 Mo\ 3 Mo\ 3
i=1 i=1 i=1 i=1
M M M M M M M
Mo > Y uiud Y uuy > > Do ujujuk
Z uz 7;214 ,-721 ’i:l. ,j:1 =1 .‘7:,1 k=1
+§ =1 + 1 £ + g i#£] + 1 i#£jFk
3 /M 43 M 4 3 M 4 9 M 4
Ew) (& (&) (Z)
i=1 i=1 i=1 i=1
M % % 2 M
u;u
Z1u? =l T o 1lhian z1u§
_2 = _ 4 ! - 1 4 1=
0 M 3 M 3 211121 MY 2
(Z uz) (Z uz) (Z uz>
i=1 i=1 i=1

1lo120 K ==t
S22 1= 6——
+211121 - T Mo\3
() (%)
=1 =1
M M M M M M M
L PORDORTETY > U?U? > D D ujujug
D u; i=1_ =1 =1 J=1 =1 =1 k=1
+30—— 12—~ +6—= +2—7

0 = 4l1131 + 3l1141 + 3l2129
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para ff%,go =0.

Finalmente

0 — 4()0/// (1) + 390//// (1)

2 _
para fg = 0.
Demostracion

El resultado sigue del Teorema 4.4 y Corolarios 4.3 y 4.4 haciendo tender M
a infinito. .

En definitiva la mejor elecciéon de las funciones h y ¢ vienen dadas por la

fé#p,u =0
f’i«p,u =0

donde f}i%u y fﬁ,%u vienen dadas, respectivamente en los Teoremas 4.2 y 4.4.

resolucién del sistema

En el caso general obsérvese que habra que recurrir a procedimientos nimericos
para su resolucién. Sin embargo para u; = u, i = 1, ..., M, se llega a que ambas
ecuaciones son la misma y viene dada por

0 = 411131 + 3l1141 + 3l2122.

Asi por ejemplo si se considera la familia de divergencias de Renyi que viene
caracterizada por

ol —r(r—-1)-1

i 0,1
Y 1
(1) = ———1 —Da+1 1
hy () Py og(r(r—=1)xz+1) r#0
se tiene que
liisr = r—2
i = (r—2)(r—3)
lojgg = —r(r—1)

con lo cual se llega a que el r éptimo es 5/4.
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La misma sencillez se presenta en el caso u; = u, i = 1,..., M,y hg(x) =z
con A =1y n, =1 ya que para este caso las divergencias éptimas se obtendran
como solucién de la ecuacién

0 — 4S0/// (1) + 3()0//// (1) .

Asi por ejemplo en el caso de la familia de divergencias de Rukhin, dada por

eo@ = (Gra=am 1)

se tiene que el valor de a 6ptimo viene dado por a = 2/3.
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Bondad de ajuste con datos
mal clasificados basados en
(h, p)— Divergencias
ponderadas

5.1. Introduccion

En el Capitulo 3 se analizé ampliamente el problema de bondad de ajuste en
el caso de hipétesis nula simple Hg : p = pg en el supuesto de que se tengan pon-
deraciones sobre los elementos A;, i = 1, ..., M de la particién A de X, haciendo
uso de la familia de estadisticos de contraste

Ty = 2nW D (p,po) -

Una de las dificultades, que se suele encontrar en la practica, es la posibilidad
de una falsa o mala clasificaciéon de uno o mas individuos en las respectivas clases
o categorias. Este problema fue abordado por primera vez por Bross (1954) para
el caso de dos clases. Bross establecid que la proporcién muestral es un estimador
sesgado y el sesgo es una funcién de la cantidad de observaciones mal clasificadas.
Mote y Anderson (1965) estudiaron el efecto de una clasificacién errénea sobre el
estadistico X2 de Pearson y llegaron a la conclusién de que si se ignoran los errores
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de clasificacién, el tamafio del test aumentard y la potencia asintética se reducira.
Un razonamiento similar con la familia de tests estadisticos 77 = 2nWDZ (P, po)
conduciria a los mismos resultados. Esto nos lleva a que en el supuesto de que
haya datos mal clasificados, la familia de tests estadisticos T7 = 2nWD<’; (P, po)
se debe modificar para paliar los problemas senalados previamente.

En este capitulo se introduce una familia de tests basados en las (h, ) —
divergencias ponderadas, para el contraste de bondad de ajuste cuando el pro-
cedimiento o clasificador que se utiliza para asignar las observaciones X1, ..., X,
a los elementos A;, 1 = 1, ..., M de la particién A de X, puede conducir a la clasi-
ficacién errénea de algunas observaciones y existen ponderaciones en las clases.
En esencia el nuevo procedimiento se basara en sustituir el estimador de maxima
verosimilitud, p, de p por uno obtenido por muestreo doble.

5.2. Método de estimacién por muestreo doble

El método de muestreo doble fue introducido por Tenenbein (1970, 1971,
1972) en el contexto de la siguiente situacién experimental. Supongamos que
tenemos dos procedimientos para asignar las observaciones X1, ..., X,, a los ele-
mentos A;, i = 1,..., M de la particién A de X. Uno de ellos resulta muy costoso y
estd practicamente libre de error y el otro es muy barato, pero resulta fiable hasta
un cierto punto. Generalmente el aspecto costo es importante y se supondra que
los recursos estan limitados. Un ejemplo sencillo serfa el siguiente: Supongamos
que las observaciones hay que clasificarlas como buenas o defectuosas. La tnica
forma de saber si se debe clasificar como buena conduce a su destruccién (proce-
dimiento caro, pero seguro) mientras que por otro lado mediante una inspeccién
visual se puede clasificar como buena o defectuosa (procedimiento barato, pero
no seguro). Diamond y Lilienfield (1962) analizan una interesante situacién ex-
perimental relativa a una determinada enfermedad. Esta se puede diagnosticar
mediante una serie de pruebas de bajo coste, pero no totalmente fiables o me-
diante una serie de pruebas muy costosas, pero practicamente libres de error.

El método de muestreo doble de Tenenbein da un procedimiento alternativo
que trata de dar a un coste razonable unos resultados suficientemente precisos. El
esquema consiste en considerar n unidades experimentales en una primera etapa
y clasificarlas en los correspondientes elementos de la particién A;, i = 1,..., M,
utilizando los dos procedimientos de clasificacién y en una segunda etapa tomar
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N — n unidades experimentales adicionales y clasificarlas en los elementos A;,
1 =1,..., M, de la particién utilizando el procedimiento de clasificacién sujeto a
errores. Hochberg (1977) extendié el uso del muestreo doble dado por Tenenbein
al caso de tablas de contingencia multiples y Cheng y otros (1998) utilizaron el
muestreo doble para dar contrastes alternativos a los de la ji-cuadrado y cociente
de verosimilitudes en el problema de bondad de ajuste.

Veamos de una forma mas precisa la forma de proceder con el muestreo doble
de Tenenbein:

Se considera una muestra, Xi,..., X,, de forma que cada unidad se pueda
clasificar en una de las M diferentes clases, A;, i = 1, ..., M de la particién A de
X. Para cada unidad muestral se definen las variables aleatorias Y e Y en la
forma siguiente:

Y = 1 sila unidad muestral verdaderamente pertenece a la categoria
Ajconi=1,...M
Y0 = jsila unidad muestral es clasificada, por el procedimiento de

clasificacion que puede dar lugar a una clasificacién errénea,
en la categoria A; con j =1,..., M.

Las distribuciones marginales de Y e Y son respectivamente

plzp(yzz)’ﬂ']:P(Yozj)’z’]zl,’M’

M M
con Y. pi=y m=1
i=1 j=1

Para describir la clasificacién errénea se definen las siguientes probabilidades:
0;; = Probabilidad de que una unidad muestral perteneciendo a la

categoria A; se clasifique en la categoria A;.

Es decir,

Es claro que:
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M
T = Zpieij, i,j = 1,...,M.
=1

Con esta notacién el procedimiento de muestreo doble se puede describir me-

diante las dos siguientes etapas:

1. Se obtiene una muestra de n observaciones y se clasifican segtin los dos pro-
cedimientos: el que asigna las observaciones a las clases sin ningin género
de duda, Y1, ..., Y,, en lo sucesivo se denominara clasificador correcto, y el
que las puede clasificar de forma errénea, YIO, ey Yg, en lo sucesivo se de-
nominard clasificador erréneo. La utilizacién de ambos procedimientos da
lugar a la siguiente tabla de contingencia M x M

Clasificador erréneo

A Ay .. A .. Ay
Ay | nn | na2 |- . mi . .| mam | N
Ay | mor | moo | . . m2j . .| Mam | N2k
Clasificador correcto
A | nar | a2 |- o mg | i | s
Ay | nyn [ na2 | - - v - - | v | Novs
M1 MNy2 . . N« 5 . . N M n

donde n;; es el nimero de unidades de la muestra cuya verdadera categoria
es A; y son clasificadas en la categoria A;, y

M M M M
Njx = E nij, Nyj = g Nij, n= E E nij.
j=1 =1

i=1 j=1

2. Posteriormente, se obtiene una muestra de N — n unidades adicionales y

se clasifica por el procedimiento que puede producir errores, Y,? 1 ...,Yje,.

Denotamos por
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el nimero de unidades que segun este clasificador se han asignado a la
categoria A;, j =1,..., M, entre las N — n observadas y por (m1, ...,mM)t
el vector de frecuencias asociado a Y, {, ..., Y.

En la primera etapa del muestreo doble, se tiene que de las n observaciones
tomadas hay n;; unidades, cuya verdadera categoria es A; y una vez clasificadas
han ido a parar a la categoria A;. Consideremos n;; para 4 fijo. La tabla de
contingencia M x M dada anteriormente se puede ahora considerar como una
tabla 2 x M, dependiendo si la verdadera categoria de una unidad es 4; o no A;,

es decir
yo
Ay Ay A L A
no Ai Nyl — N1 N2 — N2 . . . . . Ny M — MM N — Ngx
Nx1 Ny . . . . . Ny M n

La distribucién de la variable aleatoria 2M-dimensional
(P31 +ooy TGM 5 Mgl — MLy ooy s — MM )
es una multinomial con parametros

(n; 014, -, Oinapis 1 — Gipis -, Tar — OineDi)

ya que
PY=4Y"=j) = PY'=j/Y =i)P(Y =i)=0yp;
P(Y#iY'=j) = P(Y'=j)=P (Y =0iY"=j)=m—0ip;

En la segunda etapa, utilizando el clasificador erréneo, se observan m; unidades
(de entre las N — n) en la clase Aj. Por tanto (mq,...,mys) se distribuye segin
una multinomial con pardmetros

(N = 1, ey 1)

ya que
P(Y'=j) =m, j=1,...,M.
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Como la segunda muestra es independiente de la primera, la funciéon de
verosimilitud conjunta es proporcional a

M
L(p;,0 H 0iip1)" (mj — i)™~ ] (my
Jj=1 g
donde 6 = (Oij)i7j:1,...7M'
0ijpi
Ty

L = LNty Nint, 715 - T01)

Sea )\ij =

, entonces se tiene

M M

= [T )" ()" (= Aigmy)™=i =" T ] ()™
=1 j=1
M M

= ] )™ ()™ (1= Nij)™= " ] ()™
j=1 j=1
M M

= TLOw™ (= gy T (e,
j=1 Jj=1

Tomando logaritmos se tiene,

M M M
logL = Zn” log \ij + Z (nsj — nij) log (1 — Nij) + Z (mj + nyj) log m;
7=1 7=1 7j=1
M M—1
= an log A\ij + Z (nyj — niz) log (1 — Nij) + (mj + ny;) logm;
M
+ (mar + nsar) log 1—279-
j=1

Derivando respecto a \A;; e igualando a cero se llega a,

Olog L _ Mg Mg — N

=0,

luego
u Nyj

n*j
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Derivando respecto a m; e igualando a cero se tiene,

OlogL_%aAU n*j—nijﬁ(l—)\ij)erjJrn*j 777"LM+7”L*M

37'(']' )\ij 871']' 1—)\1'1' 87Tj 7Tj ™M
Al ser,
\.. — igpi
ij ]
T
se tiene,
8)\2] aijpz o >\’Lj
ST a2
on; 5 uy
y como
/\z'j
n*j
se llega a
Olog L Ny niji Mg — Nij niji My + N _mM—i—n*M
aﬂ'j )\Z'jn*jﬂ'j 1_)\ij Ny Ty Uy M
_ Mg g Lo (nay —ng) e nyg 1 I Tk L0 Vi VA
Nj;  Nyj Ty N5 — N5 Ty T4 Uy T M

De la anterior igualdad se tiene,
j T

luego
T (my + nag) = 75 (Mg + naar)

y sumando en j se llega a
1 ™

N mpy+ Ny
con lo cual se tiene que

Ty = ——— =1,...,.M.
J N J
~ Oipi M . : A
Como \;j = y pi = > \ijm; la expresion de los estimadores 6;; y p; viene
J Jj=1
dada por
A My + Nyj) Nij
091']' = M Z,jzl,...,M
Nn*jpi
M
(mj + nyj)n;
Pi Z (g + 1g) mig i=1,.. M.

Nn; ’
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Observacion 5.1
Ahora se calculard la matriz de informacion de Fisher parai fijo. Los pardmetros
del modelo son

(Nity ooy NiM, Ty ey TAI—1) -

En lo sucesivo se utilizard la siguiente notacion
a1 = Ni1, @2 = Ai2y oo, AN = AiMy OM A1 = Ty eeey Q2N —1 = TA—1-

Asi el elemento (u,v) de la matriz de informacion de Fisher, Ly, (a1, ..., on—1)
viene dado por

5 log L (p,0)
[uv (Oél, ...,OKQM_]_) =F <_8auaav> y u,v = 1, ,2M —1.

Ahora se calculard esta expresion segun los diferentes valores de los indices u
Y.

e Siu#wv, uv=1,.. M, se tiene

Olog L(p,0) _ Miu  Tew — Miu
logL(p,6) _
’ *log L (5.0) ?log L (7.0)
0“log L (p,0 0°log L (p, 6
-2z _p( 28T
( 00,001, > ( ONiuOAiy 0

e Siu=wv,u=1,..,M, se tiene

0? log L (p, 0) o Ny Ny — Ny

Al ser, como ya se vio anteriormente, la distribucion conjunta de
(nﬂ, ey TG My M1 — MGl eeey Mk AT — nzM)
una multinomial con pardmetros

(13 0i1Di, .o, Oinepi, ™1 — 0314 oo, s — GinaDi)
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se tiene que n;j, a i fijo, es una binomial de pardmetros (n;0;;p;), con lo cual
F (nm) = n&ijpi = n)\ijﬂ'j,

Y Nyj — Nyj, a @ fijo, es también una binomial, pero ahora los pardmetros son

(nymj — 0i5pi), con lo cual
E (nyj —nij) = n(mj — O55p;) = nmj (1= Agj) .

Asi, se tiene

_821ogL(p,0)> _ (_821ogL(p,9)>

qu(ala-uyaQMfl) = E( 80&% a)\?u

NNy Ty N7y (1 — i)

)‘z2u (1 - /\ZU)2
I S
- >\zu 1- )\w
B Ny,

De forma andloga se obtiene,
e Siu=1,..M,v=M+1,....2M — 1, entonces

_8210gL(p,c9)) _0

Ly (a1, .y aop—1) = E < Oy 0Ty

e Situ=M+1,...2M —1,v=1,..., M, entonces

OQlogL(p,O)) _0

Iuv (Oél, ceey OéQM*l) = E ( 87'(”8)\“;

o Siu#v,u,v=M+1,...,2M — 1, entonces

_8210gL(p,9)> N

O, 0Ty ™

Iy (a1, ., 0m—1) = E <
™M

e Siu=v,u,v=M+1,...,2M — 1, entonces

_821ogL(p,9)> _ g+ N

I 1)=F —
wuv (ala y Qo 1) ( 87Tu871'v

Ty M
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En definitiva la matriz de informacion de Fisher, viene dada mediante

ndiag (T’ 0
Ly (0, .y opr—1) = < g( ) o )

siendo diag (T') una matriz M x M cuyos elementos en la diagonal principal son

Ty

_ =1,..M
>\iu (1 _)\zu) “ T

y A= (auw), w=M+1... 2M—1 Cuyos elementos ay, vienen dados mediante

1 1 .
—+— S u=v
Ty M

Aoy =
1 )
—_— st uFv
M

Es claro a partir de este resultado que la variable aleatoria

vn ((5\“, s 5\1’M,7AT1, s fTM) — (Nily ooy Nidd, 15 ...77TM)>

converge en Ley a una normal 2M-dimensional con vector de medias cero y matriz

de varianzas covarianzas dada mediante

diag (T)™" 0
0 Yr

Y = diag (7) — 7'

2=

siendo

El siguiente resultado que se establecera es importante ya que permite obtener
los resultados asintéticos més importantes que se obtienen en este capitulo.

Teorema 5.1

Sea

iwj mjtng)ng 5y
— Nn;
el estimador de mdzrima Ueroszm@lztud de p;, © = 1,..., M, bajo la hipotesis del
muestreo doble. Supuesto que n/N tiende a f > 0, cuando N tiende a infinito,
entonces
VN (1 = prs s bar = par) 5 N (0,27)
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siendo 3* = (04j); iy _p CON
Pigi 1=
L 1- (- k) sii=
1-—= Z )\z’k>\jk7"k —pip; St 1 7J
)iz
Ademds,
g = l—pi
2
K; = (COT’F (I(Y:i)vE (I(Y:i)/yo)))
M o
i 0%
= — 25— 1
qi <; Tk )
pibij
Nj = = E(ly=y/Y" =)
Ty
Demostraciéon

En primer lugar se calculard la varianza de las p;. Es decir o;;. Al ser,
M
Pi=_ A, i=1,..,M
j=1
se tiene que el desarrollo de Taylor de primer orden de p; en p; viene dado por
M M
pi —Dpi = Zﬂu ()\iu - jxm) + Z)\m (Ty — Tu) + 0 (HA - )\H + |lm — 7AT||)
u=1 u=1

con A = (\j1, ...,)\iM)t y = (71, ...,7rM)t.

Por tanto la varianza asintética de p;, teniendo en cuenta las relaciones exis-
tentes entre las diferentes covarianzas, viene dada por

M M M M
Va(p;) = Z WiVa (5%) + Z )\?uVa (7ru) + Z Z Cova (Try, Ty) NiuAiv-
u=1 u=1 u=1 v=1
uF v

Ahora bien, al ser

5. ) A (1 — Niw)

Ny,
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1

Va(r,) = Nﬂ'u(l — ) u=1,...M
1
Cova (Try, Ty) = —y TuTo

y teniendo en cuenta que N\, = pifiy /7y, se tiene

Pi PR 02, PP 02, PPem P e
AN Pq i ) i i i .
Va@p)="1="13 2+ N =T D D b
u=1 u=1 u=1 u:lu?&v v=1
Ahora bien, llamando
2 M o
Di p 0;
Cc, =2 P “iu
y
2
DL z P
-1
se tiene,
1 M g2
C1 = —|(ma+p])—piY
n = Ty
1 2 M g2 2
= — | Pigi 1-—- bi Zﬂ‘i‘pz
n Diq; u—l Ty, Piqi
M
_ big 1_]2 Z%_l
n qi u—l Ty
_ p;:]i (1- K;)
y
p? 02
C - -t R
- B3R %)
u=1
M o
Pigi [ pi 0,
= = Jiu _
_ piQiKi'

N
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Luego,
A i i idi i n
Va(p) = P80 -K)+ 50K =20 (1- K+ 1K)
_ piql’( ( ”))_pi%’
= 1-K;|1——]) = 1-K;(1- .
» (1-3) =2 - K- )

En definitiva

Va (VNpi) = p}qi 1-K;(1— f)) = os.

Para comprobar que
Cova (\/ Nﬁl, vNﬁj) = 045
hay que tener en cuenta que

. . 0 st s#Em
Cova (/\z‘s — Nis, Ajm — )\jm) = AisAjs

st s=m

TN
y la relacion existente entre las diferentes covarianzas.

Veamos esta ultima igualdad. Al ser,

T oh (z,
hiay) = =mmww+(<y§ (e - a0)
Y Oz (z0,Y0)

oh (x,
+<(y)> (y — y0) + o (Il — ol + lly — vol)
(z0,Y0)

Ay
i) 1 i)
= —+—(@—20) — —5 (W —vo) +o(llz— ol + |ly — voll)
Yo Yo Yo
se tiene, tomando
T=nis 20 = Enis] = nisTs

Y = Nxs yo=FE [n*S] = NTs,

que

Nis n/\isws + 1 n/\isﬂs

5\is =

Nss N NTs n2rw
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Sea i # j, entonces

. . 1 Aj
Cova ()\is — Nisy Ajs — Ajs) = 22 Cova (nis, njs) — n2j7:§ Cova (njs, Nxs)
Ai XisAi
_n;;g Cova (njs, nys) + ]28%%5 Va (ns)
1
= 93 (—nXisTsAjoTs)
S
Ajs o
— 5.3 ova (s, nis) + Z Cova (Nis, Nys)
s uF#L
)\is )\js)\is
2 Cova (njs, nys) + 022 nms (1 — 7s)
NisAi A
= _% - n2j7:2 (n)\isﬂ-s (1 — Ais — 7rs)

s

)\is
_ Z NAisAusT2 | — Cova (njs, nys)

o n?m2
+AjsAis . )\js)\is
NTg n
_ _)\js/\is _ 9 )\js (/\is _ )\isﬂs) + )\js/\is . )\js)\is
n N N n

_)\js)\is _ 2)\]'5)\2'5 + 2)\js)\is + )\js)\is _ )\js)\is

n N n N n

B >\js>\is

N

Asi se tiene que

Cova (\/Nﬁi, \/Nﬁj> = Nf: Cova (5\@5 — Niss j\js - /\js) 773
s=1

M M
_|_NZ Z Cov (7g, Tm) NjmAis,

s=1m=1
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con

M M Mo Mo
Cova (g, Tm) NjmAis = — = TsTmAjmAis
Z Z J 12 Z N J

s=1m=1 s

N
s=1
M M
. Z Z 1 pjejmpzezs
= — N’ﬂ'sﬂ'm
s=1 m=1 Tm Ts
m#s
s (1 — ms)
)\js)\is
s=1 N
1 M M
- ke Y Y
s=1 y m=1

Teniendo en cuenta que

M M M
5003 b= 1= 3 b
s=1 m=1 m=1
m#£s
se llega a
MM 1 1 <
YN Cova (s, ftm) AjmAis = — PP+ > Oimbimpip;
s=1m=1 m=1

M 71'8(1—775))\ )
Py,
s=1

1 1 &
= _Npipj + N Z >\im77m>\jm7rm
m=1
1 M

+N (7['3 —7T§) >\js)\is

s=1
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1 1 X
= _Npipj‘i’ﬁzﬂ's)\js)\is-

s=1

Asi, se tiene

M M
. . N
Cova (\/ Np;, \/ij> = —pip; + z;ﬂ'g)\ngiS - z;ﬂ's)\js)\i&
S= S=
Bajo la hipdtesis nula

Ho:p=po= (po1, . pom)"

Cheng y otros (1998) establecieron que

M—1M-1 ;
N z; z; (Pi — poi) Tij (Dj — Poj) s X3,
1= 1=

siendo X! = (), i=1... M1 > la matriz obtenida al eliminar la tltima fila y la
ultima columna de la matriz 3* con 7;; el estimador de méxima verosimilitud de
7i; v P = (D1, .., ﬁM)t el estimador de méxima verosimilitud de p con muestreo
doble.

En el apartado siguiente se presenta una nueva familia de estadisticos de con-
traste, basados en las (h, ¢)-divergencias ponderadas para abordar aquellas situa-
ciones en las que se tengan ponderaciones sobre los elementos A;, i = 1,..., M, de
la particién A de X. Es decir, se trata de presentar una familia de estadisticos
de contraste que sustituya a la familia

Ty = 2nW D! (p, po)

cuando p se estima a través de maxima verosimilitud, pero utilizando un muestreo
doble.

5.3. Bondad de ajuste con datos mal clasificados

Teorema 5.2
Sea p = (ﬁl,...,ﬁM)t obtenido por el procedimiento de muestreo doble de
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Tenenbein, siendo

M m + Nwi) Ny
* 1 .
§ J ) AL BURL. JAL i=1,..M
= Nny;

con n/N N f > 0. Bajo la hipdtesis nula
— 00

Ho:p=po=(po1, - porr)’

y para 3X* la matriz de varianzas covarianzas asintdtica del vector aleatorio vV N (p — po),

dada en el apartado anterior, entonces
a) Siq # po, se tiene
. L
VN (WDZ (p,q) — WD, (po,q)) LN (0.07)

donde
o? =TT (5.1)
y T la definida en el Capitulo 3.
b) Siq = po, se tiene
2NW DL (b, po) Z&Zz
donde las Z; son variables aleatorias independientes normales de media cero

y varianza uno, los B; son los autovalores no nulos de AX*, siendo A la

matriz definida en el Corolario 8.4, A = (aij)ijzl p con

0 si i#j
A / 17 Us . .
aij: Znaha(o)()o (I)T St 1=
a=1
Pi D wipi
=1

y r =rango (X*AY*).
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Demostracion

a) El desarrollo en serie de Taylor de primer orden de la funcién WDZ (P, q),
viene dado por

VN (WD (5.q) = WD (po,0)) = VNT (5 )' + VNo (|l — all).
Al ser,
VNG -q) 5 N0,
N—oo
se tiene
VNo(Ip —all) = 0, (1)
El resultado, ahora, se sigue de forma inmediata.

b) El desarrollo en serie de Taylor de segundo orden de la funcién WDZ (P, q),
viene dado por

WD (p,q) — WD (po,q) =

1. . .
. 5 (5= p0)" 46— po) + 0 (15— pol®)

2
con A la matriz dada en el enunciado.

Como WDZ (po,q) =0sig=mpoy
N—oo
se tiene

No (1l = poll*) = 0, (1).

Aplicando la Observacién 3.1 del Capitulo 3, se sigue que

2NW DL (p, po) Z@ZQ

donde las Z; son variables aleatorias independientes normales de media
cero y varianza uno, los [; son los autovalores no nulos de AYX* y r =
rango (X*A¥¥). .
Observacion 5.2

A la vista del apartado b) de este teorema para contrastar

Ho :p=po
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cuando p = (p1, ...,pM)t se ha estimado utilizando el muestreo doble y sobre los
elementos A;, i = 1,...,M, de la particion A de X, existen ponderaciones, se
deberd rechazar la hipotesis nula si

T* — ANWDL (o) > ta

siendo to de forma que

P (iﬂizf > ta> =a.
=1

Observacién 5.3
Dado un punto q # po, el apartado a) del teorema anterior permite obtener

la potencia en q. FEsta viene dada mediante,

ta —2NW D! (po, q)
IN124

ﬁN(Q)—1—¢N<

o vi . v ., ) o,
donde o viene dada en (5.1) y ®n (x) es una sucesion de funciones de distribucion
que tiende a la funcion de distribucion, ®, de una normal de media cero y varianza
Uno.

Se puede obtener otra aproximacion a la funcién de potencia cuando se con-
sideran alternativas, que convergen a la hipdtesis nula Hjy, como se vio en el
Capitulo 3,

Hyn :p™N) =po+ N2
M

cond = (di,....dy)", vy 3. di = 0.
i=1

Teorema 5.3
Bajo las hipdtesis alternativas

Hyy:p™) =py+ N2

M
cond=(dy,....dy)", y > d; =0, se tiene
i=1

T
R L
2NW DL (p,po) — & N 2@‘ (Z; +w;)?
=
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siendo r = rango (X*AX*), b1, ..., By los autovalores positivos de AX*, A y X* las
matrices dadas en el Teorema 5.2, Z;, 1 = 1,...,r, variables aleatorias indepen-
dientes normales de media cero y varianza uno, w = A"'R!'S'Ad, ¢ = d'Ad —
wiAw donde A = diag (31, ..., 3:), St es una raiz arbitraria de ¥* y R es la

correspondiente matriz de autovectores de S'AS.
Demostraciéon
Se tiene,
VN (p—po) = \/N(ﬁ—p(m) + \/N(p(N) —po)
= VN (p-pV) +d

Entonces al ser, bajo Hy y,
VN (p —p<N>) L N(0,5%)
N—oo

se llega a
VN(—p) & N(dX).

—00
Por otro lado la distribucion asintética de la familia de estadisticos
2NW DY} (p, po)
y de la forma cuadrética
VN (p—po)' AVN (p — po)

es la misma segin se vio en el Teorema 5.2 parte b). El resultado ahora se sigue

sin més que hacer uso de la Observacién 3.3. -

Observacion 5.4
Usando el resultado del teorema previo se obtiene una aproximacion de la

funcidn de potencia en p\N) = po + N=Y2d mediante la expresion

BN <p(N)> =1-G(ta)

donde G es la funcién de distribucién de la variable aleatoria S B; (Zi + w;)*+E€.
i=1
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5.4. El caso binomial con errores de clasificacion

En esta seccién se van a particularizar los resultados obtenidos en la seccién
anterior, para el caso binomial. En esta situacién la hipétesis nula es

Hy :p=po

donde p es la probabilidad de tener el resultado uno y ¢ = 1 —p es la probabilidad
de obtener el resultado cero.

En este caso se utilizarad la siguiente notaciéon para designar a las probabili-
dades de clasificacién errénea,

g
I
~
>~.<
I

P( 0 1) = 610

1— PY'=1/Y =1)=0n
¥ PY°=1/Y =0) =b0n
1—¢ = P({Y°=0/Y =0) = .

Es inmediato que

T o= P(Yozl):p(l—H)—i—qu)
-7 = P(Y"=0)=pf+q(l—1).

Aligual que en el caso general se denotard por n;; el nimero de unidades cuya
verdadera categoria es i y una vez clasificadas han ido a parar a la categoria j,
i,j=0,1y

N
me =y Iiyoyy, k=01
j=n+1

En este contexto los estimadores de maxima verosimilitud de las probabili-
dades p, 6 y ¢ son de la forma

p = N1 M1+ Nyl | N10 M0 + N0
Nx1 N nx0 N

g — Moo + N0
%0 Np

b = no1 M1 + N1

na N (1-p)
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En este caso la matriz A, como ya se vio en el Teorema 3.8, viene dada por

U1

A— 1| polupo+wuz(l—po))
0

0
U2
(1 = po) (u1po + u2 (1 — po))

con

A
L=> nah, (0)¢(1).
a=1

Por otro lado se tiene,
X .
2= (044); jm1,2

con
Didi

f

(1-01-f)K) st i=]
Uz’j:

1\ M .
(1 - ) Do Ak —Dipj St 1 F ]
)iz

Ahora se obtendran las expresiones de o117 y 012 en el caso binomial. La
expresion de 011 viene dada por

1—
on =P k)
f
con ) )
K =2 {911+012—1}.
l—-p|m T
Seguidamente se obtendra la expresion de K; cuando p = pg
— 0)? 2
K o= 0 (1=96) + b -1
1—po T 1—m
w0 -m)+OPr—m(l-T)
 1-po m(1—m)

= (1_p0)p72(1_7r) {(1_9)2(1_W)+927r—p0q0(1—9—¢)2

—po(1=0)0 —qo(1—1)v}



5.4. EL CASO BINOMIAL CON ERRORES DE CLASIFICACION 167

Asi

DPo

2
T g L= (A=) (1 =m) = pob) + 0

—pogo (1 — 0 — )% —qo (1 — ¢)¢}

Po
(1=po)m(l—m)

{(1—=6) (1 —0) (pot + g0 (1 — 1)) — pob)

+6 (po (1 — 0) + qob) — pogo (1 — 0 — 1)* — qo (1 — ww}

Po
(1 —po)m (1l —m)

{(1=0) (1 =0)0po+ (1 —0)qo (1 — ) — pod + 6%po)

+6%0 — podo (1= 0 )° = qo (1 = ) ¥}

Po

(1—po)m (1 —m) {(1 —6)* (9po + g0 (1 — ¥) — pob)

a0t (67 = (1= %)) = poao (1~ 0 — ©)*}

Po
(1 —=po)m

T {0-6) 00 (1 =) + qow (67— (1 - )

—pogo (1 — 0 — ¢)2}

Pog
(1 —po)owo(l — ) {(1 — 0P (1= 9)+¢ (0° = (1-¢)) —po(1 -6~ ¢)2}
wéﬁw)“1_9—¢f—PM1—9—wV}
Tr(]iOzOﬂ-) {(1_9_¢)2}
, se tiene
gnzm 1_<1_f) Pbodo (1_9_w)2 .

f w(1—m)
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Ahora se calculara o12. Se tiene,

2
1
o12 = (1 - f) > AkdakTk — podo-

k=1
Al ser,
A o= 2a-9)
T
Ao = @w
T
Po
A pu—
12 -
40
A = 1-—
22 - (1-19)
se tiene,
A11A217T + A12A22 (1 —7) = pogo ( 1 — o __ (1—0—v)*).
(1 —m)
Luego
1 P0g0 2
= (1-2 1- P g gy -
12 ( f)m%< ﬂ“_ﬂﬂ ¥)” ) = pogo
P0qo P0q0 2
— Poto i 10— 1] =—
e
y
o921 = 012
o1l = 022

De esta forma la matriz ¥*, viene dada por
v Va® -va®)
—Va(p) Va(p)

con

Va(p) =20 [1— () 00— yp]
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Yy g0 =1 — po.

Por lo tanto se tiene,

(/5] 0
Po (w1po + u2 (1 — po))
AY* = L >

U9

0 (1 —po) (w1po + u2 (1 — po))

ui1Va (p) B ui1Va (p)

po (u1po + u2 (1 — po)) po (u1po + u2 (1 — po))
= L
u2Va (p) u2Va (p)

(1 =po) (u1po +u2 (1 —po)) (1 —po) (urpo + uz (1 — po))

Los autovalores 3; de AX* son los mismos que los autovalores A; de CX* multi-

A
plicados por L = 3" n,hl, (0) ¢ (1), donde

a=1
ui1Va (p) B ui1Va (p)
Po (u1po + u2 (1 — po)) Po (u1po + u2 (1 — po))
cYy* =
B u2Va (p) u2Va (p)
(1 = po) (u1po + uz (1 — po)) (1 —po) (u1po + u2 (1 —po))
Al ser,
u1Va (p) ) B u1Va (p)
po (u1po + w2 (1 — po)) po (u1po + u2 (1 — po))
CS* —\I| =
u2Va (p) u2Va (p)

(1 = po) (u1po + u2 (1 — po)) (1 = po) (u1po + u2 (1 — po))

A% (u1po + u2qo) pPogo — A (uiqoVa (p) + uapoVa (p))
Pogo (u1po + u2qo)

I

se tiene que |[CX* — M| = 0, si y sdlo si,

A [A (u1po + u2q0) pogo — Va (p) (w1qo + uzpo)] = 0

—A
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con lo cual los autovalores que resultan son
Ao =0

Va (p) (ui1go + u2po)

Ay = .
(w1po + u290) Pogo

Asi, el tinico autovalor no nulo 5 de AYX* es
_ Va(p) (u1qo + u2po)
B = L
(u1po + u2q0) Pogo

A
_ Y e L P Y S,
_ ;naha(o)%(l)ulpoJrquof(1 ) g ¢)>.

Entonces, se tiene,
2NW D! (p,
© (p pO) i} X12
ﬁ N—oo

Si llamamos

- u1qo + upo 1 Pog 5 0)?
ﬂ—Znah;(O)sOZ(l)OO(l—(l—f)00)(1—9—1&)),
a=1

wipo + u2qo f T(l—m
entonces b
2NW D" (p,
ip (p pO) i} X12
ﬂ N—oo

En este caso la potencia asintética en p* # pg, viene dada por

X2, 3~ 2NWDL (p*, po)
By (p*) =1— P01 : g
(0,1) N2,

con p* = (p*,1 — p*)t y op+ la expresion definida en el Teorema 5.2 parte a) para
*

p.

Observacion 5.5
SiAN=1,m=1h(z) =2z ¢ (z) = 5(z— 1?2 yup = ug; es decir, en el
caso de las p-divergencias, se tiene
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Y
2NWDE (b,po) 2N Dy, (p, po)
3 o ()3 (1— (1 f) 2 (1— 0 — 4)?)
n(H— po)*

poao (1= (1= f) 225 (1 — 0 — 4)?)
Es decir, el estadistico obtenido por Cheng y otros (1998).
Se consideran ahora, las hipdtesis alternativas de la forma
Hyn :p™N) =po+ N2

donde po = (p0,0)’s o =1 —po v d = (dy,d2)" con dy + da = 0.

Teorema 5.4
Bajo las hipdtesis alternativas

Hyy :p™) =py+ N712d
donde pg = (po,qo)t, g=1—pyyd= (dl,dg)t condy =d ydy = —d, se tiene

2NWDY (p,po) 1

donde X2 () es una distribucién Ji-cuadrado no central con un grado de libertad
y pardametro de no centralidad

1 Pogo - 2))1 d
o=|=(1-1—-f)————(1—-0— _
(F-0-n2g25(1-0-9))) 5=y
B el autovalor no nulo de la matriz AX* y A la matriz definida en el Teorema
5.2 parte b).

Demostracion

Se tiene,

VN (p—po) = \/N(ﬁ—p“w +\/Jv(p(N) —po)
N
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Entonces al ser, bajo Hy y,

VN (p-p™) 5 N3

se llega a
VN (G —p) 5 N3
oo Vat) V()
—Va(p) Va(p)
y

o po(I=po) [, o apo(l—po) . 2
Vap) =22 |y p U2 g

Por otro lado la distribucion asintotica de la familia de estadisticos 2N WDZ (P, po)
y de la forma cuadratica v N (p — po)' AV N (p — pg) con

A
(;%mmmﬂn<mml . )

~uipo + ug (1 — po) 0 ug(l—po)*

y llamando p1g = po vy p20 = 1 — po, es la misma segin se vio en el Teorema 5.2
parte b).

Entonces,
2NW D (p, po)
p

con [ el autovalor no nulo de A¥X* hallado anteriormente y la forma cuadratica

VN (p = po) BVN (p — po) con

1
_ U 0
B = C (u1 (1 —po) +uzpo) " ( 1](;0 up (1 —po) ™! )

1 P0q0 ( - a2\
=(=(1-(1—-f)———(1—-0— >
o= (F(-a-ngfty v
tienen la misma distribucién asintética.

Ahora,

N—oo

t
VNB/2 (5 — po) L (Bl/Qd,Bl/QE* (Bl/2> )
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siendo

v pgl/2y (B1/2>t

= (u1 (1= po) + uapo) " w (1= po) —/uruapo (1 = po)
1 0 2P0 S =) . ‘

Como X**3¥** = ¥** y rango(X**) = 1, se tiene que X** es una proyeccion de
rango 1. Asi, aplicando el Lema de p. 63 en Ferguson (1996) se obtiene
2NWDZ (p.po) 1

con

5= (dBl/Q)t (dBl/z) _ (} <1 —(1 _f)% (1—@_1&)2))1])0(1%_})0)

ydlzd,dzz—d- ]
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