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Introduccion

En el capitulo II del libro IV de Enriques-Chisini (1915) [EC] se hace un estudio de los
sistemas de curvas planas que pasan por un conjunto finito de puntos base con multiplicidades
asignadas. El conjunto de puntos base est4 formado por puntos del plano proyectivo (digamos
puntos propios) y por puntos infinitamente proximos en los sucesivos entornos de algiin punto
propio. En particular, se dan condiciones necesarias y suficientes que hay que imponer en un
conjunto finito de puntos infinitamente. proximos a un punto propio de una superficie alge-
braica lisa con multiplicidades asignadas, para obtener gérmenes de curvas que pasen por dichos
puntos con esas multiplicidades. Su analisis es puramente geométrico.

Veinte afios mas tarde, Zariski desarrolla una teoria aritmetica paralela a la teoria geométrica
de puntos infinitamente proximos. En [Z1] , introduce el concepto de ideal completo, por
analogia con la idea de sistema lineal completo, para estudiar los sistemas de gérmenes de
curvas planas que pasan por un conjunto finito de puntos base con multiplicidades asignadas.
Uno de los principales resultados es que los ideales completos del anillo local factorizan de forma
Unica en producto de ideales completos simples (es decir, elementos irreducibles del semigrupo).
Ademas deduce que un ideal completo es simple si y sélo si su elemento genérico es analiti-
camente irreducible, y la factorizacion de un ideal completo corresponde a la factorizacién de
un elemento genérico en factores analiticamente irreducibles ([Z1] , teorema 11).

Podemos decir que existe una teoria aritmética de ideales completos con un tratamiento en
términos de algebra conmutativa, que ha sido desarrollada y utilizada en distintas épocas por
el propio Zariski ([Z-S] , apéndices 5y 7) y otros como Hoskin en [Ho] , Lipman en [L1] y
[L2] , Deligne en [D] , Gohner en [G] , Rees en [R1], [R2] 'y [R3], Spivakovsky en [Sp]
y Cutkovsky en [Cul], [Cu2] y [Cu3] . En [L1], Lipman considera la teoria de los ideales
completos en anillos locales regulares de dimensién dos con singularidad racional, caracteri-
zando dichos ideales completos por medio de ciertos divisores con soporte excepcional aso-

ciados y estudiando el problema de factorizacion en este contexto.



En general no hay factorizacién Unica, pero si se puede recuperar la semifactorizacién en este
caso (ver [Cu2] ). Un trabajo reciente en el que se presenta esta teoria aritmetica es [L2] , en el
cual extiende también la teoria al caso de ideales de soporte finito sobre anillos locales regulares

de dimension arbitraria. Aqui tampoco hay factorizacion tinica, pero se tiene una factorizacién

unica si se permiten exponentes enteros negativos.

Por otro lado, tenemos una teoria geométrica de ideales completos que, partiendo del estudio
clasico de los italianos, ha sido elaborada por Casas en [Cs] , Lejeune-Jalabert en [Lj] , Lipman
en [L3] y [L4] , Campillo, Gonzalez-Sprinberg y Lejeune-Jalabert en [C-G-L] y [C-G] y
Reguera en [Re] . En general, reuniendo la informacién de las teorias algebraica y geométrica
se observa como la totalidad de los resultados de Zariski para el caso de superficies lisas no se

tienen para otra clase de ideales que hayan sido estudiados.

Como principal resultado de esta Memoria, encontramos una clase amplia de ideales
completos en los que los resultados de Zariski en dimension dos se pueden generalizar a
dimension arbitraria. Para esta clase de ideales, se deduce de forma natural que la estructura
de semigrupo formado por dichos ideales es la de un semigrupo libre y revisamos los resultados

que aparecen en [Z-S] y en [L2] extendiendolos de forma completa a nuestro caso.

Una vez probada la utilidad de los ideales completos monomiales de la clase citada, es una
pregunta natural averiguar cual es la complejidad algebraica de los mismos, queriendo decir con
ello, entender sus sistemas minimales de generadores y las relaciones y sicigias de orden supe-
rior asociados a ellos. Asi damos también un algoritmo que nos permite encontrar un sistema
minimal de generadores monomiales para estos ideales completos. Dicho algoritmo determina
de forma natural una biyeccién entre el conjunto minimal de generadores monomiales y el
conjunto minimal de generadores de una potencia adecuada del ideal maximal, dicho de otra
forma, el primer nimero de Betti de un ideal de esta familia coincide con el primer nimero
de Betti de una potencia adecuada del ideal maximal. Recuerdese que, en general, no es facil

precisar los sistemas minimales de generadores de un ideal monomial.

Finalmente, mediante un estudio homolodgico, construimos la resoluciéon minimal para los

ideales de la clase citada, lo que nos permite encontrar sus numeros de Betti y sus mddulos de

sicigias.
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Laclase aludida es una subclase de la clase de ideales completos de soporte finito monomiales

que ha sido estudiada en [C-G-L] . Por tanto nuestro tratamiento esta realizado en este contexto.

En el primer capitulo introducimos los conceptos de valoracién y anillo de valoracion, asi
como la relaccion de dominacién para la cual los anillos de valoracidn son los elementos maxi-

males. Introducimos el concepto de valoracion que es la contraparte aritmética del concepto de

anillo de valoracion. .

A continuacién estudiamos el concepto de ideal completo tal y como lo hizo Zariski en [Z1]
o [Z-S] explicitando algunas caracterizaciones de los ideales completos de un dominio inte-
gramente cerrado y su relaccion con los conceptos de valoracion y de anillos de valoracion. Para
eétablecer esta relacion utilizaremos el anillo de Rees de un ideal. Este anillo tiene una gran
importancia en geometria ya que el esquema proyectivo asociado a dicho anillo es lo que se
conoce como la explosion a lo largo de dicho ideal. Prestaremos atencién al resultado bien

conocido de que este anillo es integramente cerrado si y solamente si todas las potencias del

ideal de partida son ideales completos.

En la segunda seccion de este capitulo mostraremos el transfondo geométrico de los conceptos
que hemos visto en la primera seccidn, asociando a cada ideal completo de soporte finito un
divisor con soporte excepcional y probando que dicha asociacién es inyectiva (ver [L1} ). Para

ello utilizamos el concepto de explosion de un anillo local.

En la tercera seccion introducimos otro problema geométrico, en este caso de caracter global;
que nos conduce también al estudio de la completitud de las potencias de un ideal completo y nos
motiva a realizar dicho estudio. Este problema es el de saber cuantas variedades existen entre

dos variedades relacionadas por un morfismo dado por la composicion de explosiones sucesivas

de puntos en la situacion térica.

Para ello estudiamos los conos caracteristicos. Las células de estos conos nos deter-
minan cuantas variedades intermedias existen entre dos variedades dadas. El estudio del cono
caracteristico nos lleva a la conclusién de que si ademéas de querer saber cuantas variedades
intermedias hay, queremos determinar dichas variedades, es preciso resolver también el
problema de encontrar un ideal completo de soporte finito cuyo divisor asociado esté en una

de las células en consideracion y cuyas potencias también sean completas. Como se vera en esta



Memoria tal hecho no sera posible, en general, excepto para la clase de ideales que consideramos

en la Memoria.

Debido a que una valoracién es una aplicacion (de hecho un homomorfismo) del grupo
multiplicativo de un cuerpo en un grupo ordenado, es decir, un grupo dotado de una relaccién

de orden que cumple que sia < by ¢ < d entonces a + ¢ < b+ d, en el capitulo dos estudiamos

con detalle el concepto de grupo ordenado.

En la primera secciéon mostramos el concepto de valor absoluto generalizado y como a través
de ¢l llegamos al de subgrupos aislados. El nimero de subgrupos aislados de un grupo ordenado
se le denomina rango. Nosotros nos concentramos en los grupos ordenados de rango finito, ya

que son los que revisten importancia para nosotros porque son los que aparecen en la teoria de

valoraciones.

A partir de los resultados obtenidos sobre grupos ordenados, tratamos el siguiente
problema: Dado un anillo local regular, (A, M), de dimension d, un sistema regular de para-
metros {z;,Zs,...,Z4}, un grupo ordenado, I' y d elementos de T, 7y;,7s, - - . ,774 con v; >0

(7=1,2,...,d) ;Existe una valoracion v tal que:

0 ve) =7 (G=12...,d

(i) v (>° ApMy) = ming (v(M;)) donde M, son monomios enlas zy, z,, ..., z4y las Ay & M?
La respuesta a esta pregunta es afirmativa. Esta propiedad es, de hecho, bien conocida y uti-

lizada en la practica en multitud de construcciones. Sin embargo, est4 tratada de manera confusa

en la literatura, por ello la hemos considerado aqui. La forma de construir dicha valoracién es a

través de una cierta filtracion del anillo A.

Las valoraciones que cumplen (ii) se llaman valoraciones monomiales relativas a los para-
metros i, Zs,...,Zq Y probamos que para los ideales que poseen un sistema de generadores

formados por monomios en z,Z,,. .., %4, llamados ideales monomiales, bastan unicamente

estas valoraciones para determinar su cierre entero.

Enla segunda seccion de este capitulo introducimos el concepto de-regi()n de Newton que nos
servira para caracterizar el cierre completo de un ideal monomial y estudiamos con detenimiento
las regiones de Newton que aparecen en el estudio de los ideales completos de soporte finito.

Esta acabara siendo una base técnica importante de la Memonia.



Mostraremos cémo el nimero de valoraciones monomiales que se necesitan para determinar
el cierre entero de un ideal monomial es finito y que dichas valoraciones se corresponden biyec-
tivamente con las caras del poliedro de Newton asociado a dicho ideal monomial de soporte

finito.

En el capitulo tres introducimos el que llamaremos “semigrupo toérico especial”, es decir,
el semigrupo de ideales completos monomiales de soporte finito cuyos elementos constituyen
la clase de ideales anteriormente referida. Se tratard de un semigrupo maximal en el que los

resultados de Zariski para dimension dos se pueden extender.

En la primera seccion de este capitulo vemos la relaccion que existe entre las cadenas toricas,
es decir, sucesiones de puntos en los que cada punto es una T'-6rbita de dimension cero de la

variedad obtenida por explosion en el punto anterior, siendo 7" un toro algebraico.

Podemos codificar cada cadena torica por una serie de enteros positivos y utilizando dicha
codificacion y la relaccion existente entre ideales monomiales completos de soporte finito se
encuentra una codificacion de los ideales completos de soporte finito a través de arboles orien-
tados con indices en las ramas y pesos en los vértices cumpliendo unas determinadas condiciones

llamadas desigualdades de proximidad.

A cada uno de los vértices que aparecen en el arbol anteriormente mencionado le podemos
asociar una valoracién monomial de tal suerte que todas estas valoraciones monomiales bastaran

para determinar el cierre entero del ideal monomial de soporte finito de partida.

Utilizando este hecho encontramos una serie de propiedades aritméticas de dichas valo-

raciones en las que se basan muchos de los resultados del resto de la Memoria.

Damos, también, en esta seccion una serie de contraejemplos que nos demuestran que no
podemos esperar que el producto de ideales monomiales completos de soporte finito es
completo, ni siquiera sus potencias y que tampoco la transformada estricta de uno de estos ideales
es, en general, completa. Llamamos la atencion al lector sobre el hecho de que la localizacion
de estos contraejemplos no ha sido tarea facil, ya que, a priori, los especialistas suponién que no
existian y era un problema abierto el de probar que la teoria de Zariski era cierta para la clase de

todos los ideales completos de soporte finito. La localizacién de los contraejemplos ha ayudado

a definir la clase especial torica.



En la seccion dos de este capitulo estuadiamos con detenimiento aquellos ideales determi-
nados Uinicamente por un tipo especial de valoraciones monomiales, que llamamos valoraciones
monomiales de tallo i (dénde i corresponde al indice del parametro x;), que seran parte impor-
tante en el desarrollo y definicion del semigrupo torico especial (de hecho se puede definir como
el semigrupo generado por algunos de estos ideales, que en [C-G-L] se refieren como ideales
soportados sobre cadenas). Nos detendremos especialmente en la determinacién de condiciones
bajo las cuales el producto de dos ideales de esta clase son completos y daremos un ejemplo en
el que se muestra que, en general, el producto de este tipo de ideales no es completo.

En la seccion tres se definen los ideales de Lipman como los ideales asociados a unas deter-
minadés parejas de puntos infinitamente préoximos. Estos ideales seran todos de tallo i y seran
los elementos irreducibles en el semigrupo térico especial.

A continuacién probamos que en el semigrupo determinado por estos ideales se cumplen los
principales resultados de la teoria de Zariski y que tenemos factorizacion Unica en funcién de
los ideales de Lipman.

Para terminar la seccion damos una caracterizacion de los elementos del semigrupo térico
especial en funcién de los pesos del cluster asociado (segin terminologia de [C-G-L] )y
también un algoritmo para la construccion de un sistema minimal de generadores monomiales
de losideales del semigrupo torico especial. Este algoritmo establece una biyeccion entre dichos
generadores y los generadores minimales de una potencia adecuada del ideal maximal (ideal que
también esta contenido en el semigrupo torico especial).

En el tltimo capitulo se hace un estudio homoldgico en busqueda de las sicigias y los ntimeros
de Betti de los ideales del semigrupo torico especial. Este estudio resultard que se puede gene-
raliiar a otros ideales completos monomiales de soporte finito (aquellos que cumplan una
serie de condiciones precisas) encontrandose una resoluciéon minimal de dichos ideales. En las
secciones siguientes se utilizara esta resolucion para determinar los nimeros de Betti (que coin-
ciden con los de una potencia adecuada del maximal ) y precisar los médulos de sicigias de los
ideales del semigrupo torico especial.

En la primera seccion, damos la resolucién minimal de un ideal que sea un elemento del

semigrupo torico especial utilizando un argumento muy similar al usado por Eliahou y Kervaire

en [E] . Eliahou y Kervaine utilizar6n este razonamiento para encontrar una resolucion minimal



de los llamados ideales estables con respecto a un orden monomial, <, que son aquellos ideales
para los cuales si u y v son dos monomios de igual grado tales que © < v y v esta en el ideal
entonces también lo esta u.

La analogia que se encuentra entre los ideales estables y los elementos del grupo térico
especial es que estos Gltimos son una especie de “pegado” de ideales estables.

Para encontrar esta resolucién minimal, cambiaremos el anillo en el que trabajamos por el
anillo de polinomios de Z sobre d variables transcendentes, siendo d la dimension del anillo
local regular de partida, y tras realizar un producto tensorial de la resolucion minimal obtenida

con el anillo de partida, lograr de esta forma la resolucién minimal en el anillo local regular de
dimension d. k

En la seccion dos utilizamos la resolucién minimal anterionneﬁte encontrada para determinar
los nimeros de Betti de los ideales pertenecientes al semigrupo torico especial. Obtenemos
explicitamente tales nimeros y observamos que solo dependen de la dimension del anillo y del
orden del ideal, por lo que todos los nimeros de Betti de un ideal perteneciente al semigrupo
torico especial coinciden, como ya se ha mencionado, con los de una potencia adecuada del ideal

maximal.

Para terminar esta seccion calculamos las sicigias de un ideal perteneciente al semigrupo

torico especial.






Capitulo1
Ideales completos. Conos caracteristicos y
~ explosiones

En dimension dos el trabajo de Zariski en [Z-S] y [Z2] ha dado lugar a una interesante
teoria sobre los ideales completos. El propio Zariski planteo el problema de extender esta teoria
con sus consecuencias algebro-geométricas a dimensidn superior. En dimensién superior a dos,
se consiguen generalizar las definiciones de los conceptos y resultados interesantes en casos
particulares, pero hasta ahora no se ha conseguido una generalizacion suficientemente satisfac-
toria de los resultados. Esta Memoria pfeténde analizar, desde otfa perspectiva mas, la dificultad
de este problema de generalizacion, exhibiendo una clase de ideales completos, amplia pero muy
particular, a la que si se pueden extender la totalidad de los resultados de la teoria de Zariski de

forma que adquieran las mismas expresiones y utilidades.

Estimamos que la ausencia en la literatura de clases de ideales con dicha propiedad (de hecho

nosotros construimos la primera) explica la complicacion del problema planteado por Zariski.

Por razones de dotar a la Memoria de caracter autocontenido introducimos en este capitulo
algunos conceptos, tanto algebraicos como geométricos, que han estado en el origen del

problema o bien necesitaremos mas tarde, asi como el tramiento de la cuestiéon que pretendemos

resolver en esta Memoria.

En la primera secci6n de este capitulo recordamos los conceptos de cierre integro y de anillos
de valoracion y explicitamos la intima relaccion que existe entre ellos, pudiendose definir el
cierre integro de un dominio como la interseccion de los anillos de valoracién que contienen a |
dicho dominio. Utilizando el concepto de divisores de cero, se prueba que en realidad basta una

subfamilia de anilllos de valoracién, llamados anillos de valoracién discreta.

También se recuerda el concepto de valoracion que es el equivalente aritmético del concepto
algebraico de anillo de valoracién, pudiendose asignar a cada anillo de valoracién una valoracién
y a cada valoracién un anillo de valoracion.

11
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A continuacion se introduce la nocién de cierre entero de un ideal, concepto bésico a lo

largo de la Memoria, tal y como lo introdujo Zariski y se relacciona dicho concepto con el de

valoracion.

Para establecer esta relacion, que queremos poner de manifiesto porque da lugar, en el fondo,
a la principal razén geométrica del estudio de los ideales completos, ultilizaremos el concepto de
anillo de Rees de un ideal. Este anillo es de gran importancia en geometria, ya que el esquema
proyectivo asociado a él es lo que se conoce como explosion a lo largo de dicho ideal. Se tiene
que este anillo de Rees es integramente cerrado si y solamente si todas las potencias del ideal
de partida son completas, lo que justifica un estudio sobre cuando las potencias de un ideal
completo, es decir integramente cerrado, son completas. |

En la seccion tres introducimos el problema que nos conduce al estudio de la completitud
de las potencias de un ideal. Se trata calcular cuéntas variedades normales existen entre dos
variedades dadas, Z y X, también normales y relacionadas por un morfismo propio y birracional.

Tras precisar la nocion de cono sobre un espacio vectorial, consideramos, a continuacion,
para cada par de variedades Z y X con la relacién anterior, dos R-espacios vectoriales, uno
dual al otro, A'(Z/X)y A;(Z/X), que son, respectivamente, los espacios generados por las
clases de equivalencia numérica de divisores de Cartier relativos y de curvas completas relativas.
Aqui ciclo de dimensio6n arbitraria 4 relativo quiefe decir un ciclo de dimension ¢ sobre Z que
se contrae en X. Recuérdese que un divisor es un ciclo de codimensién uno, mientras que una
curva es un ciclo de dimension uno.

Introducimos, a continuacién, en A;(Z/X) el cono generado por todas las curvas relati-
vas irreducibles. Dicho cono se llama cono de curvas y es denotado por N E"(Z /X). El cono de
curvas es €l ingrediente principal de la teoria de Mori, ya que a partir de él se ha podido formular
el estudio de las contraciones utilizadas en dicha teoria (son contraciones a variedades normales
que tienen sélo singularidades de un tipo concreto llamadas log-terminales). A partir del cono
de curvas, por dualidad, se construye en A'(Z/X) el cono dual de NE(Z/X) que se llama el
cono semiamplio P(Z/X). El cono semiamplio, cuyo interior es el llamado cono amplio (es
decir, el generado por las clases de equivalencia numérica de divisores amplios) fue exten-
samente estudiado por Kleiman en los afios 60 ([Kl] ). Finalmente nos fijaremos en un

subcono del cono semiamplio, P(Z/X), llamado el cono caracteristico que es el cono
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generado por los divisores inversibles en Z que son generados por sus secciones globales. El
cono caracteristico fue estudiado por Hironaka, siendo este objeto el que permite estudiar las
variedades intermedias. Sin embargo, de la estructura del cono caracteristico se sabe muy poco

y hallarla es un problema abierto (muy cotizado debido a sus importantes aplicaciones).
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1.1 Dependencia entera e ideales completos

En primer lugar, revisaremos de forma autocontenida algunos resultados sobre clausura
integra que luego utilizaremos al hablar de estos ideales. Puede consultarse [Z-S] , [En] y

[Ka] para una ampliacion de detalles.

DEFINICION 1.1 Sea A C B una extension de anillosy © € B. Decimos que x es entero sobre
Asiexisteunn € N, mayor que 0y a; € A, i =1,...,n tales que:

"+ a1z" 4+ az” 24+ +a, =0

Al conjunto de todos los elementos de B enteros sobre A, se le denotara por A. Es claro que
A es un subanillo de B ya que la condicién de que z es entero sobre A es equivalente a que A[z]
sea un A-médulo de tipo finito. Al anillo 4 se le llama clausura entera de A en B. Ademas es
facil ver que si A es un dominio y z es un elemento de A que no es una unidad entonces tampoco

es una unidad en A.

PROPOSICION 1.1 Sea A C B una extension de anillos, donde B es un dominioy z € B. Las
siguientes propiedades son equivalentes:
(1) z es entero sobre A.

(1) Existe un A-modulo, C, finitamente generado tal que zC C C

Demostracion
(i) = (ii). Si z es entero sobre A entonces basta con tomar C' = Alz].

(it) = (i). Supongamos que C esta generado como A-mddulo por 41, ..., yn. Como zC C C se

By = sl

donde ); ; € A. Ahora pasando todo al lado izquierdo de la ecuacion y aplicando la teorfa de

tiene que:

ecuaciones lineales se ha de tener que:

T = >\1,1 A2 —A1n
—)\2,1 T — /\2,2 s _)\2,11 -0
~An1 o T = Ann

y desarrollando el determinante tenemos la ecuacion que prueba que z €s entero.
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El caso especialmente importante en la Memoria es el caso en el que A es un dominio de
integridad y B = K es su cuerpo de fracciones. En este caso la nocién de dependencia entera

esta ligada a la de anillos de valoracidon. Revisaremos con detalle este concepto a continuacion.

DEFINICION 1.2 Sea V' un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones, decimos que V

es un anillo de valoracion sidado © € K, x # 0, se tiene que o bienz € Voz ' € V.

DEFINICION 1.3 Dados dos subanillos locales A y B de un cuerpo K con ideales maximales
respectivos M 4 y Mg se dice que B dominaa Asi AC By MgN A= M,.

EJEMPLO 1.1 Sea K un cuerpo arbitrario. Consideremos el anillo A =K |X,Y, Z]. Clara- _
mente A e;s un dominio de integridad y por tanto contenido en un cuerpo de fracciones K. Sea
v la aplicacion de A en N tal que a cada polinomio le asocia el minimo de los grados de los
monomios que lolformany seaV = {%é—i:—g% eK /v(P)> U(Q)}.

El conjunto V asi definido hereda de K la estructura de anillo como consecuencia directa de
las operaciones + y - definidas sobre K de la forma habitual. Por otra parte V es, claramente,

un anillo de valoracion, ya que si tenemos un elemento de K que no estd en V lo podemos

expresar de la forma %g{%l) con v(P) < v(Q) y por tanto su inverso estd en V.

PROPOSICION 1.2 Sea V un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes: |
1. V es un anillo de valoracion.
2. El conjunto de ideales principales de 'V estd totalmente ordenado por la inclusion.
3. El conjunto de ideales de 'V estd totalmente ordenado por la inclusion.

4.V es maximal entre todos los anillos locales contenidos estrictamente en K, estando este
conjunto ordenado por la relacion “ B dominaa A”.
Demostracion

Veamos que 1. implica 2. Sean z,y € V tales que zV ¢ yV, probaremos que entonces yV C

zV. En efecto tenemos dos posibilidades:
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e y = 0: entonces hemos acabado.

e y # 0: entonces zy~! ¢ V' y como V es un anillo de valoracién, tenemos queyz~l eV, o

lo que es lo mismo que yV C zV.

Probemos ahora que 2. implica 3. Sean a,b dos ideales de V' tales que a € b, probaremos
entonces que b C a. Como a ¢ b podemos encontrar z € ay z ¢ b, conlo que yV C 2V

Vy € by portanto b C zV C a.

Probemos que 3. implica 4. Claramente V' tiene que tener al menos un ideal maximal (ya que
el cero es no invertible en V'). Supongamos que hay dos ideales maximales, digamos M y M,
entonces M C M’ o bien M’ C M, 16 que no lleva a que M = M’ por maximalidad.

En particular, tenémos que V' es un anillo local; al ideal maximal de V' lo denotaremos a partir

de ahora por M.

Sea (V', M') un anillo local que domine a V y seaz € V', z = 0, entonces z = g,cona,beV
y ahora por 3. tenemos dos posibilidades:
1.aV C bV': Entonces se tiene trivialmente que z € V.
2.V C aV: Entonces z7! € V; ahorasi z7! € M setiene que z~! € M’ porque V' domina
a V, lo cual es una contradiccién y entonces se debe tener que 7! ¢ M, porloque z € V.
Nos queda probar inicamente que 4. implica 1. Seax € K, z # 0; supongamos que z,z~! ¢ V.
Consideremos ahora los anillos V' = V{z] y V" = V[z™!]; supongamos también que M|z] =
= V" y que M[z~1] = V”. Entonces tenemos ecuaciones de la forma:
1=a0+a1$+...+dnx" (1)
l=by+bz ' +.. . +bpz™ ()
donde los a;, by € My donde podemos suponer, sin perdida de generalidad, que m yn son los
valores minimos que podemos encontrar de forma que tengamos ecuaciones del tipo (1) y del
tipo (2). Ahora se nos presentan dos posibilidades:
1. m < n: Multiplicando a la ecuacién (2) por z™ tenemos que:
(1—-bo)z" =byz" P+ ... 4 bpz™™
y como (1 — bo) es una unidad se tiene que:

" =w ™ w ™™
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donde los wy € M. Llevando esto a (1) nos queda una expresion polinémica en z con los

coeficientes en el ideal maximal de V igual a 1, de grado menor que n, lo que contradice la

minimalidad de n.
2. m > n: Multiplicando a la ecuacién (1) por z~™ nos queda que:

(1—ag)z™™ =az™™ + ... +az™™ ™
y como (1 — ap) es una unidad se tiene que:
g™ =pzT™ L pp™

donde los p; € My llevando esto a (2) nos queda una expresién polindémica en z~! con

los coeficientes en el maximal de V igual a 1, de grado menor que m, lo que contradice la

minimalidad de m. . . |
Con lo que tenemos que o M[z™!] # V" o bien M[z] # V’. Podemos, pues, suponer sin
pérdida de generalidad que M|z] # V' y como M |z] es un ideal de V’, distinto de V’, entonces
debe existir un ideal maximal M’ de V" tal que M[z] C M'. Consideremos ahora el anillo local
B =V, cuyo ideal maximal es M'B, tenemos que M'BNV = (M'BNV' )NV = M'NV.
Ahorabien M C M' NV yaque M C My MCV) SiMNV =V entonces1 € M
lo cual es absurdo ya que M’ es un ideal maximal de V'. Asi M'BNV = My B esun anillo
local que domina a V. Por la maximalidad de V' tenemos que V' = B yde aqui z € V' y por

tanto V es un anillo de valoracion.

Ahora recordaremos la relacion entre clausura entera y los anillos de valoracién que dominan

al dominid A.

LEMA 1.1 Sea A un dominio, K su cuerpo de fracciones, = ¢ A, A' = Alz~']. Entonces existe
al menos un ideal maximal M C A’ tal que z=1 € M, ademds para cada uno de estos ideales

maximales se tiene que M N A es un ideal maximal de A.

Demostracion

Como z ¢ A, se tiene que z ¢ A’ (ya que en caso contrario tendriamos una relacion de depen-
dencia entera en A de z). Por tanto existe un ideal maximal en A’ que contiene a ™!, ya que no

es una unidad en A4’

Sea M un tal maximal de A’, entonces todo elemento de A’/ M tiene un representante en A y
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por tanto si 7 € A, tal que 7 ¢ M N A, setiene que existeuny € Atal queyr =1+m, donde
m € My de esto se deduce que m € M N A,y por tanto A = (1, M N A), es decir M N Aes

un ideal maximal de A.

PROPOSICION 1.3 Sea A un anillo local, tal que A C K, donde K es su cuerpo de fracciones.

Entonces existe al menos un anillo de valoracion distinto de K que domina a A.

Demostracion

Consideremos la familia F 4 formada por todos los anillos locales contenidos en X, pero distintos
de K que dominan a A, ordenemos parcialmente a continuacién los elementos de F 4 por medio
de la relacion de dor'r.xi‘flaéién (el hecho de que la dominacién sea una relacién de‘ orden parcial
es evidente). Veamos a continuacion que F 4 junto con esta relacién de orden parcial forman un
sistema inductivo. ‘

Sea G C F4 totalmente ordenado por la relacién de dominacion veamos que G tiene una cota
superior en F4. Llamemos W = U,A,, donde 7 es un indice tal que al variarlo recorremos
todo G. Veamos que W es una cota superior de G en F4. Es obvio que W es un anillo, por
tanto necesitamos ver que es un anillo local que domina a todos los elementos de G. En efecto,
consideremos los elementos no invertibles de W. Evidentemente son todos aquellos z € W
tales que z~' ¢ W.

‘Veamos que dichos elementos forman un ideal. Sean z,y dos elementos no invertibles de W.
Supongamos ahora que (z+y)~* € W, entonces debe existirun A, € G tal que (z+y)™! € Ay
por otra parte como z,y € W,y W es un anillo, entonces = + y esta también en W, con lo cual
existe un A € G tal que z +y € A, (observemos que podemos elegir este 7' de forma que
z,y € Ap); ahora como G esta totalmente ordenado con la relacién de dominaci(')h entonces
uno de ellos esta contenido en el otro, podemos suponer que A, C A, y entonces tenemos que
r+y ¢ M., siendo M, el maximal de A,; ahora como z e y son no invertibles en W, entonces
" también lo deben ser en A,, es decir, z,y € M., con lo que z + y € M., contradiccion; luego
z + y es no invertible.

Sea ahora, z un elemento no invertible de W'y sea y € W, por estar G ordenado totalmente
por la relacion de dominacion podemos encontrar un A, en G tal que z,y € A,; ahoraz € M,

con lo cual zy € M, y entonces (zy)~* ¢ A., y por tanto tampoco esta en ninguno de los
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elementos de G contenidos en A,; para los que contienen a A, tenemos que los maximales de
dichos anillos contienen al maximal de A, (por la relacion de dominacion) y entonces (zy) ™! no
estd en ninguno de los contienen a A, y por tanto zy es no invertible en W. Asi los elementos
no invertibles forman un ideal y entonces W es un anillo local.

Veamos que W domina a todos los elementos de G. En primer lugar probaremos que todos los
elementos no invertibles son iguales a U, M.

Supongamos que z € W y que z no es invertible en W, es decir, que z7! ¢ W, con lo que 7!
no esta en ningln anillo de G; como =z € W, entonces existe un 7 tal que x € A,, con lo que
x € M, y por tanto z esta en la unién de todos los maximales. Por otro lado, supongamos que
z € Wyquez ! € W, entonces debe existir un 7 tal que :cv,‘ z~' € A;, y entonces © ¢ M.,
ahora por la relacion de dominacién tenemos que z no esta en el maximal de ninguno de los
anillos en G que contengan a A;; para los que estén contenidos en A, tenemos que 2 no esta en
el maximal (ya que en caso contrario, estaria en el de A,) con lo que tenemos que el maximal
de W es igual a la unién de todos los maximales de §.

Veamos finalmente ahora que W domina a todos los elementos de G. Sea B un elementode Gy
sea M su maximal entonces tenemos que para los maximales de los anillos que contengan a B
al cortarlos con B nos da M y para los maximales de los anillos de G que estén contenidos en
B, nos da el ideal maximal del anillo menor que naturalmente est4 contenido en My por tanto
la uni6n de todos estos elementos es M y entonces W domina a B. Que W # K es evidente
porque W domina a todos los elementos de G y K evidentemente no lo hace.

Con todo esto tenemos que F4 es un sistema inductivo y claramente A € F4, por lo tanto
aplicando el Lema de Zom hay al menos un maximal en F 4. Ahora, por el teorema anterior este

maximal es un anillo de valoracion.

COROLARIO 1.1 Sea A un dominio, K el cuerpo de fracciones de Ay S el conjunto de todos
los anillos de valoracion contenidos estrictamente en K que contienen a A, entonces

A=V

ves
Demostracion

Sea z € A, entonces tenemos que existe n € Ny a; € A tales que:

"+ oz 4+ +a, =0 (3)
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Tomemos un anillo de valoraciéon V que contenga a A y tal que = ¢ V. Entonces 27! € V (de
hecho z~! est4 en el maximal de V). Ahora multiplicando (3) por ™", tenemos que 1 esta en

el ideal maximal de V/, lo cual es una contradiccién.

Siz ¢ A, podemos construir el anillo A’ = A[z~]z,; donde M es un ideal maximal de A” =

= Alz™!] que contiene a z~* (verlema 1.1). Por la proposicién 1.3 existe un anillo de valoracién

V que domina a A’ y por tanto que cumple que ! estd en el maximal de V, conloquez ¢ V
q q q

y hemos terminado.

PROPOSICION 1.4 Sea (A, M) un dominio local, K el cuerpo de fracciones de Ay S' el

conjunto de todos los anillos de valoracion contenidos estrictamente en K que dominan a A,

entonces

i=-Nv

ves!

Demostracicn

Es evidente que A C (Vs V. Tomemos z ¢ Ay sea R = A{z™!]. Por el lema 1.1 existe un
ideal maximal M C Rtal quez~! € M. Sea R; = R),. Claramente R; es un anillo local y por
tanto existe un anillo de valoracién V' que lo domina. Sea M’ el ideal maximal de V, entonces
tenemos que M'NA = (M'NR;))NA=MRyNA=(MRyNR)NA=MNA=M,
donde la Gltima 1gualdad se tiene por el lema 1.1, y portanto V € S’.

Ahora bien, z7! esta en el maximal de V' y por tanto z ¢ V-

Veremos ahora algunos hechos que nos permitiran refinar mas aun los ultimos resultados.

Para un estudio mas exaustivo ver [Ka]

DEFINICION 1.4 Dado un anillo A, un subconjunto de A, digamos T, se dice que es multiplica-

tivamente cerrado si dados x,y € T se tiene que xy € T.

Un subconjunto multiplicativamente cerrado, T, de A se llama saturado si dado = € T se

tiene que todos los divisores de x estan tambiénen T.

DEFINICION 1.5 Dado un anillo, A, un subconjunto multiplicativamente cerradode A, T, y un
ideal de A, I, decimos que I no cortaaT siINT = &
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PROPOSICION 1.5 Sea A un anillo, T' un subconjunto multiplicativamente cerrado de A

entonces los ideales maximales entre los que no cortan a T son ideles primos.

Demostracion

La existencia de tales ideales maximales esta garantizada por el lema de Zorn. Para probar que
son ideales primos, tomemos un ideal, J, maximal entre los que nocortana T Supongamos que
ab € I debemos probar que 0 a 0 b estan en I. En caso contrario el ideal (I, a) generado por I
y por a es estrictamente mayor que J y por tanto corta a T. Luego existe un elemento t; € T
de la forma ¢; = 4; + za, donde i; € I y z € A De forma similar tenemos un t, € T con
ty = 12 + yb. Pero entonces . ‘
| tity = (i1 + 2a) (i + yb)

y los cuatro terminos del producto anterior estan en I (los tres primeros porque un factor est4 en

I'y el cuarto porque ab esta en I). Por lo tanto tyt, € I, absurdo.

PROPOSICION 1.6 Dado un subconjunto, T, de un anillo A, es equivalente

(i) T es un subconjunto multiplicativamente cerrado de A saturado

(i) El complementario de T en A es la unién de ideales primos de A.

Demostracion

(i) = (i1). Tomemos z en el conplementario de T en A. El ideal (z) A4 no interseca con T ya que
T es saturado. Podemos entonces, aplicando el lema de Zorn, extender (z) A a un ideal maximal.
con respecto a la no interseccion con T'. Por la proposicién anterior dicho ideal, I, es un ideal
primo. Por lo tanto todo z que no esta en T lo hemos insertado en ideal primo disjunto con 7T,
lo que prueba (11)

(i) = (i). Es evidente de las definiciones.

DEFINICION 1.6 Dado un anillo Ay un A-mddulo B, se dice que x € A, es un divisor de cero

de B siexisteuny € B, y # 0 tal que zy = 0.
Al conjunto de todos los divisores de cero de B lo denotaremos por Z(B).

A los elementos de B que no estdn en Z(B) se les llama no divisores de cero.
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OBSERVACION 1.1 El conjunto de no divisores de cero de un A-mddulo B es un subconjunto

multiplicativamente cerrado saturado y por tanto Z(B) es la union de un conjunto de primos

de A

DEFINICION 1.7 Dado un anillo A, un A-médulo B y un ideal, I C Z(B), llamamos primos
maximales de I en B a cualquier ideal de A maximal conrespecto a “estar contenido en Z(B)".

' A
En el caso en el que no se especifique el A-mddulo se entendera que dicho A-mdédulo es —

DEFINICION 1.8 Sea A un anillo, B un A-mddulo no nulo y b € B un elemento no nulo
- definimos anul(b) = {a € Aconab=0} C Z((b)A)

PROPOSICION 1.7 Sea A un anillo noetheriano, B un A-maodulo no nulo finitamente generado.

Entonces existe solamente un numero finito de primos maximales en Ay cada uno de ellos es el

anulador de un elemento no nulo de B.

Demostracion

Consideremos el conjunto de todos los anuladores de elementos de B. Cada
anulador, por la condicion de cadena ascendente, esta contenido en un anulador maximal. Evi-
dentemente Z(B) es la uni6én de todos estos anuladores maximales.

Veamos que estos anuladores maximales son primos: sea ] = anul(z) maximal. Dados ab € [
tal que a ¢ I debemos probar que b € I. Como a ¢ I entonces az # 0y ademas anul(az) 2 I.
Ahora bien por maximalidad de I tenemos que anul(az) = I'y como b(az) = 0 entonces b € I.
Probemos ahora que solamente hay una cantidad finita. Llamemos a estos anuladores maxi-
males {Q;} y sea Q; = anul(a;). Consideremos el A-modulo generado por los {a;} ; como este
moédulo esta contenido en B es un médulo finitamente generado y por tanto estara generado por
una cantidad finita de ellas digamos por aj, ..., an. Si tuvieramos mas primos tendriamos la
siguiente ecuacién

nt1 = 2101 + - * * + Tplp
donde los z; € Ay de aqui se deduce que Q41 2 @1 N--- N Q,. Por lo tanto para algin 7,

(7=1,...,n), setiene que Qny; 2 @; lo cual contradice la maximalidad de @;. Por tanto solo

existe una cantidad finita de anuladores maximales.
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Para completar la prueba de esta proposicién solamente nos queda probar que cualquier ideal,
J, contenido en Z(B) esta contenido en alguno de los ideales Q1,...,Qn.

Sea t el menor nimero natural tal que J C Qi U -+ U Q. Para simplificar la notacién
supongamos que son los ¢t primeros. Entonces para cada k con 1 < k < t tenemos que
JZ QU U Q-1 UQrps U...U Q.. Podemos, entonces, encbntrar, para cada k, un
elemento zy que esté en J pero que no esté en la lado izquierdo de la anterior desigualdad. Cada
uno de estos zx € x y no estara en ninguno de los otros. Consideremos ahora el elemento
de J, y = z1 + ZoT3 - - - T,. Ahora bien, y no estd en ninguno de los anuladores maximales,

contradiccion.

PROPOSICION 1.8 Sea A un dominio. Entonces A = N Ag, donde la interseccién se toma entre

todos los primos maximales de los ideales principales.

Demostracion

Tomemos u € NAg y escribamos u = % (a,b € A). Sea I el conjunto de todos los y € A con
ya € (b)A. Si I = Aentonces a € (b)Ayu € Ay hemos terminado. Si I # A tenemos que
ICZ (T/)lZ) . Podemos expandir I a un primo maximal Q) de (b)A y entonces u € Ag y por

tanto u = % = g (c€ Aye ¢ Q). Laecuacion ea = be prueba que e € I C Q, absurdo.

Nuestro objetivo ahora es probar que, en el caso de que A ademas sea integramente cerrado,
tenemos que los Ag son anillos de valoracion discreta, es decir, anillos de valoracion en los que

el maximal es un ideal principal.

PROPOSICION 1.9 Sea (A, M) un dominio local entonces las dos proposiciones siguientes son

equivalentes:
(i) A esun anillo de valoracién discreta

(i) M es un ideal principal.

Demostracidn
(i) = (ii) Es trivial. (ii) = (i) Consideremos @ = N2, M’y sea M = (z)A. Tenemos
entonces que MQ = zQ = Q. Ahora como A es un anillo noetheriano y Q un ideal de

A tenemos que () esta finitamente generado. Supongamos que Q # 0y tomemos un siste-
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ma minimal de generadores de A (en el sentido de que no podemos eliminar ninguno de los ele-
mentos de dicho sistema de generadores) digamos, ¥i,...,Yn. Ahora como MQ = @
tenemos que y; = biy; + - - - + bnyn dondelos b; € M (j =1,...,n). Entonces (1 — b;)y; =

= byys + - -+ + byyn pero como 1 — b; es una unidad en A y entonces podemos eliminar y; del

anterior sistema de generadores, contradiccion.
Con esto hemos demostrado dado z € M existe un k tal que z* es un divisor de z pero zF*! no

divide a z y por tanto que z = Az* con A ¢ M.

- : . a

Ahora estamos en condiciones de probar que A es un anillo de valoraciéon. Tomemos — ¢ A,
b ! :

tenemos que ver que — € A. Por lo anteriormente visto a = Az y b = ;2% donde A,
a :

Ay & M. Como % ¢ A tenemos que k1 < ko y por tanto - € A.

DEFINICION 1.9 Sea A un dominio con cuerpo de fracciones K e I C A un ideal, se define el

inverso de 1, y lo se denota por [, al conjunto de todos los b € K tales que bl C A.

Se dice que I es inversible si [I™1 = A.

PROPOSICION 1.10 Sea A un dominio, entonces cualquier ideal invertible es finitamente gene-

rado, mas aun, si A es un anillo local entonces es principal.

Demostracion

Para la demostracién de la primera parte de la proposicién tomemos un ideal I C A que sea
invertible entonces JI™! = Ay tenemos a; € Iy b; € I7! tales que 5 a;b; = 1. Tomemos
ahora z € I entonces z = Y a;(zb;) y por tanto los a; generan J.

Para la segunda parte de la demostracién observemos que alguno de los productos a;b; es nece-

sariamente una unidad en A, digamos por ejemplo que a;b;. Ahora para cada ¢ se tiene que

a; = aj(bia;)(a1b1)~! y entonces I esta generado solamente por a;.

DEFINICION 1.10  Se dice que un ideal I en un anillo A tiene grado 1 si contiene un no divisor

de ceroz talque I C Z (ﬁ) .

---------........oooooooocoooocoooo0000000000000000"""‘
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OBSERVACION 1.2 En un dominio los primos maximales para un ideal principal tienen grado
1. Sea un primo maximal Q para el ideal () A, todo ello contenido en un dominio A. Bastard
con probar que T € Q. Supongamos lo contrario, entonces consideremos el ideal (Q, z). Evi-
dentemente dicho ideal estd contenido en Z (G?Z) pero contiene estrictamente a Q, lo que
es una contradiccion por la maximalidad de Q).

PROPOSICION 1.11  Sea I un ideal de grado 1 en un dominio noetheriano A. FEntonces ™!

contiene propiamente a A.

Demostracion
--Como [ tiene grado 1 existe un no divisor de cero z tal que I C Z (% . Podemos extender-
I a un primo maximal de (z)A. Dicho primo maximal es el anulador de un elemento y ¢ (z)A

y entonces [y C (z)A. Por tanto Y estaen I ~1 perono esta en A.
xr

PROPOSICION 1.12  Sea (A, M) un anillo local. Supongamos que A es integramente cerrado
y que M tiene grado 1. Entonces M es un ideal principal.

Demostracion

Por la proposicion anterior, M ™! contiene propiamente a A. Por otra parte tenemos que M C
C MM ! C Ay entonces debe ser igual a M o0 a A. Pero si MM ™! = M entonces M~ es
integro sobre A (proposiciéon 1.1) y ya que A es integramente cerrado, se tiene que M~ = A,

lo que contradice la ultima proposicién y por tanto MAM™ = A'y por la proposicion 1.10 es

un ideal principal.

PROPOSICION 1.13  En un dominio noetheriano integramente cerrado A se tiene que para todo

ideal primo Q de grado 1, Aq es un anillo de valoracion discreta.

Demostracion

Como () tiene grado 1 se tiene que existeun 0 # z € Q tal que Q C 2 —%) . Tomemos
T

@' un primo maximal de (z)A que contenga a Q. Entonces Q' es un anulador de un elemento
y ¢ (z)Ay por tanto yQ' C (z)A.
Consideremos el anillo A; = Ag/. Ahora Q' Ag: es todavia de grado 1, ya que el mismo z

funciona. El punto clave es ver que y ¢ (z)A;. Pero esto es facil de ver ya que siy = (2) z
s
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cona,s € Ay s ¢ Q' tenemos que sy = ax y entonces s € Q'. Contradiccién.

Ahora como Q' Ay tiene grado 1y es el ideal maximal de un anillo local, integramente cerrado,
tenemos qué es un ideal principal y por tanto, por la proposicion 1.9 es un anillo de valoracién
discreta.

Por otra parte por lo visto en la demostracién de la proposicion 1.9 tenemos‘que en un anillo de

valoracién discreta el Unico primo es el ideal maximal y por tanto Q' = Q.

PROPOSICION 1.14’ Sea A un dominio, K el cuerpo de fracciones de Ay Sy, el conjunto
de todos los anillos de valoracion discreta contenidos estrictamente en K que contienen a A,
entonces . |
A= (Vv
VESyis

Demostracion

Claramente tenemos que A C [, sy, V - Tomemos z ¢ A'y consideremos el anillo A4; =
= Alz™!]. 7! no es una unidad en A;, ya Que en este caso tendriamos una relaccién de depen-
dencia integra de z sobre Ay por lo tanto tampoco lo es sobre R = A;. Consideremos un primo
maximal del ideal (z7')R, digamos Q. Por el teorema anterior Rg es un anillo de valoracién

discreta que pertenece a S;,.Por otra parte como z™! € @ tenemos que z~! € QR y entonces
Z ¢ RQ.

PROPOSICION 115 Sea (A, M) un dominio local, K el cuerpo de fracciones de A y S, el
conjunto de todos los anillos de valoracion discreta contenidos estrictamente en K que dominan

a A, entonces

Demostracion

Claramente tenemos que A < Nyve st V . Tomemos z ¢ Ay consideremos el anillo R =
= A[z™']. En R consideremos el ideal M = 2z 'R+ M # A; yaquesi1 € M tendriamos una
ecuacion de dependencia entera de z sobre A. Claramente M es un ideal maximal y por tanto
primo.

Tomemos un sistema de generadores de M, digamos 7y,...,r, y los anillos R; =

200000000000V 000000 0000000000000 00000Q00C0K0CFK0FCNCCROOTOOIYNIPIOPTOESROVVT
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=R [T—l,---,—r—’?] . Observemos que MR; = (r;)R;, (i =1,2,...,n)

1 T3
\/éremgs ahora que para algln valor de ¢ se tiene que M R.NR= M. Supongamos que esto es
falso y entonces tenemos que para cada ¢ (i = 1,...,n) podemos encontrar un elemento en R,
digamos (;, tal que ¢; ¢ My (; € MR; . Sea { = (,(,---(,. Entonces ¢ ¢ My ( € (r;)R;
paratodoi.(i =1,2,...,n).

. . ryY;\T1,T9,...,T ,
Paracadai setiene que { = il (’ )’U ) donde vy, es una forma homogéneaen r,...,r,
i)t .
de grado v; con coeficientes en R.
Sea v = max(v;) entonces se tiene que ((r;)""! = v;(r1,79,...,7,) donde 1, es una forma

homogénea de grado v con coeficientes en R. De aqui se sigue que el producto de ¢ por cualquier

‘monomioenry,ry, ..., ,degrado N = nvesigual aunaformade grado N+1lenry,ry, ... 70

con coeficientes en R, es decir, (MY C MN+1, »

Pasando ahora al anillo R” = R, esta ltima relaccion nos dice que (M R")N = (M R")N+
Aplicando ahora un razonamiento similar al seguido en la proposicién 1.9 tenemos que M R" =
= 0, lo cual es absurdo.

Sabemos pues, que para algun R; se tiene que (r;)R; N R = M vy por tanto, ; no es una
unidad en R; y entonces tampoco en R;. Sea @ un primo maximal para el ideal principal (r;)R;.
Consideremos el anillo A’ = (E) o Este anillo es un anillo de valoracién discreta y ademés
71 € QA luegoz ¢ A

Para terminar la prueba nos basta con probar que A’ es un elemento de S, para ello debemos
verque QA' N A = M.

Ahora bien, como QA NA = (QANR)NAD (n)RRNA=((r))RNR)NA=MNAD
2 My QA esunideal propio y M es un ideal maximal entonces QA' N A = M.

La nocion de anillo de valoracién es la contraparte algebraica del concepto “aritmético” de
valoracion. Si K es un cuerpo y I' un grupo abeliano ordenado (es decir un grupo provisto de
una relacion de orden total, tal que si a,b,¢c,d € T'cona < byc < dsetiene que a + ¢ <
< b+d), entonces por una valoracion sobre K con grupo de valores I se entiende una aplicacion

v: K — T'U {00} tal que:
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(i) v(iz) =0 z=0
(i) v(zy) = v(z) +v(y) Vo,y € K
(i) v(z + y) < max(v(z),v(y)) Vz,y S K

Si v es una valoracién, entonces el conjunto A, = {z € K /v(z) > 0} es un anillo de
valoracién de K cuyo ideal maximal es M, = {z € K /v(z) > 0}. Mas aun la imagen por
v de A, — {0} es un semigrupo Q2 de I'y = {a € I'/a > 0} que se puede identificar, via la
aplicacion v, .con el conjunto de ideales de R,, ordenados por la inclusiéon. Con mas precision
la correspondencia que asocia a cada a € el ideal I, = {z € A, /v(z) > a} es biyectivay

define un isomorfismo de semigrupos ordenados entre {2 y el semigrupo de los ideales de A,

donde lav operacic’)ri del semigfupo entre ideales es el producto.

Reciprocamente, si V' es un anillo de valoracion entonces su semigrupo ordenado de ideales es
cancelativo, es decir, es un subsemigrupo de un grupo abeliano I, y la aplicacién v que asigna a
cadaz € V, z # (el ideal principal zVes la restriccion a V' de una valoracion sobre K valorada
en T, tal que V = A,. Cuando I se toma como el minimo grupo abeliano que contiene a o
al semigrupo de ideales, segun el caso, se dira que v es una valoracion normalizada. De esta
forma los anillos de valoracion se corresponden uno a uno con las clases de isomorfismos de
valoraciones normalizadas sobre K, donde isomorfismo entre dos valoraciones v : K — T,

v' 1 K — I” significa que existe un isomorfismo de grupos ordenados ¢ : I' — I" tal que

pov="1".

Observemos que si V' es ademas de valoracion discreta entonces el grupo de valores debe ser

1somorfo a Z.

Dado un anillo local (A, M) y una valoracién v, decimos que v domina a A si su anillo de
valoracion (A,, M,) cumple que A, 2 Ay que M, N A = M. Si solo se da la primera

condicién decimos que v esta centrada en A.

Después de la revision anterior sobre anillos de valoracion, vamos a introducir a continuacién

la nocién de dependencia entera sobre un ideal que sera el objeto basico de estudio en esta

Memoria.

..l........O.Q...Q..‘....C...Q.‘.OQ.O‘.Q.‘.’......QC..Q..QQI
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DEFINICION 1.11 Sea A un anillo conmutativo, z € A e I unideal de A. Decimos que z es

entero sobre I si existeunn € N,n > 0y a; € I* tales que:

P4 a2" T a2V 4. +a, =0

EJEMPLO 1.2 Jéremos ahora, que en general, que hay elementos enteros que no estan en el
ideal de partida. Consideremos el mismo anillo A que en el ejemplo 1.1y sea I el ideal de A
generado por los monomios {X® X*Z, XY?}. Tomemos z = X3Y, entonces, evidentemente,

z ¢ Iy z es integro sobre 1, ya que
22— (X®)(XY?) =0

DEFINICION 1.12  Sea A un anillo conmutativo e I un ideal de .A, entonces al anillo B(I,A) =
= A[It] C A[t), es llamado el anillo de Rees de A con respecto a I. B(I, A) es un subanillo
graduado de Alt) cuyo Proj es el esquema explosion de Spec(A) con centro en el ideal I.

Observemos que, evidentemente, si A es un dominio de integridad entonces también lo son
los anillos de Rees de A con respecto a cualquier ideal de A, pues estan contenidos en un anillo
que trivialmente es un dominio.

El anillo de Rees nos sirve para transladar los resultados antes obtenidos sobre anillos
completos y cierres integros de anillos a la dependencia entera sobre ideales.

El siguiente resultado aclara esta relaccion:

PROPOSICION 1.16 Sea A un anillo conmutativo, I unidealde Ay x € A, entonces x es entero

sobre I si y solamente si xt es entero sobre B(I, A).

Demostracion
Sea
" +az" '+ ... +a, =00, €I
una ecuacion de dependencia entera de z sobre I. Multiplicando por t™ obtenemos
(zt)™ + (a1t) (@)™ + ... + (ant™) = 0 ait* € B(I, A) 4)
y por tanto zt es entero sobre B(I, A).
Supongamos ahora que zt es entero sobre B(I,A), entonces tenemos una ecuacién

homogénea de dependencia entera del tipo de (4) y como t™ es un no divisor de cero en A[t],
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tenemos el resultado requerido de que z es entero sobre /.
COROLARIO 1.2 Sea A un dominio e I un ideal de A, entonces I es un ideal de A.

DEFINICION 1.13 Sea A un dominio, y sea I un ideal de A, se dice que I es completo o inte-

gramente cerrado si I = 1.

Lanotacion deideal integramente cerrado proviene del algebra y dela similitud conlos anillos
integramente cerrados; por el contrario la notacion de ideal completo procede de la gemetria, ya
que es la contraparte algebréica del concepto de sistema lineal completo. La analogia entre estos

dos conceptos se debe a la relaccion de la clausura integra con las valoraciones disponibles en
el caso de los dominios.

EJEMPLO 1.3 Sigamos con el anillo A considerado en los ejemplos 1.1y 1.2 y sea I el ideal de
A generado por los monomios X'Y7 Z* tales que se tiene 201 + 155 + 12k > 60. Observemos

que P(X,Y,Z) € I siy solamente si P se puede escribir como una combinacion lineal con

coeficientes en K de monomios en I.

Iomemos un z € A integro sobre I, veamos que z € I. Si al expresar z como combinacion
lineal de monomios con coeficientes no nulos en K y tales que todos los monomios que apa-
rezcan sean distintos, tenemos que todos los monomios que aparecen estan en I entonces hemos

acabado. Si algun monomio no estd en I entonces tenemos que hay una ecuacion de dependencia
integra del tipo:

"+az2" '+ .. . 4+a,=0q €l
Consideremos el monomio que aparece en la expresion de z como combinacion lineal de
monomios distintos con coeﬁcientes no nulos es el minimo en el orden lexicogrdfico entre todos
aquellos que minimizan 20t + 155 4+ 12k . Claramente la potencia enésima de dicho monomio
aparece en 2" y ademds no se anula con ninguno de los monomios que aparecen en los poli-

nomios a,2™* ya que todos ellos tienen el valor de 20i + 15 + 12k estrictamente mayor, lo cual
es imposible.

o
| J
o
|
®
o
o
e
®
[
o
|
o
o
L
[
|
o
o
@
L
®
®
®
o
o
°
®
L
o
@
o
®
®
@
o
L
o
e
L
L
L
L
L
¢
¢
¢
¢
€
(
4
1
{

1



100000000000 00000000000000008000080009000000000008000000000066

31

NOTACION 1.1 Sea A un dominio noetheriano, K su cuerpo de fracciones, v una valoracion
sobre K, e I un ideal de A entonces denotamos por v(I) al minimo de los valores v(z), donde

z €I

PROPOSICION 1.17 (Criterio valorativo de la dependencia entera) Sea A un dominio noethe-
riano, K su cuerpo de fracciones, I un ideal de A, Sy, el conjunto de todas las valoraciones

discretas de K cuyo anillo de valoracion contiene a A entonces

I= ﬂ {z € A/v(z) > v(I)}

vESy4is

Demostracion
Supongamos que z € _f, entonces tenemos que o
" +az" '+, +a,=0a; €
Si v € Sy, se nos presentan dos posibilidades:
1. v(z) = oo: Entonces no hay nada que probar.
2. v(z) < oo: Supongamos que v(z) < v(I), entonces tenemos que
v(a;z" ) = v(a;) + (n = i)v(z) > w(l) + (n —i)v(z) > nv(z)
por tanto nv(z) = v(z") = v(z™ + a1z 1 + ... + an) = v(0) = oo, contradiccion.
Al revés, sea z € Ay supongamos que para toda valoracidn discreta cuyo anillo de valoracion
contenga a A se cumple que v(z) > v([); tomemos una valoracion discreta w del cuerpo de
fracciones de B(I, A) cuyo anillo de valoracion contenga a B(I, A), entonces w restringida a K
nos da una valoracién discreta de K cuyo anillo de valoracion contiene a A, entonces w(zt) =
= w(z)+w(t) > w(l)+w(t) = w(lt) > 0y entonces por la proposicion 1.14 se tiene que ot €
€ B(I, A), y por la proposicién 1.16 z € T.

PROPOSICION 1.18 (Criterio valorativo de la dependencia entera) Sea (A, M) un dominio
local, K su cuerpo de fracciones, I un ideal de A, S),, el conjunto de todas las valoraciones

discretas de K cuyo anillo de valoracion domina a A entonces

I= () {z€A/v(z) 20}

ve Stliis
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Demostracion
Supongamos que = € I, entonces tenemos que
" +az" '+ ... +a,=0a, €’
Siv € S}, se nos presentan dos posibilidades:
1. v(z) = co: Entonces no hay nada que probar.
2. v(z) < oo: Supongamos que v(z) < v(I), entonces tenemos que
v(a;z" ") = v(a:) + (n —i)v(z) > iv(I) + (n — i)v(z) > nv(z)

por tanto nv(z) = v(z") = v(z" + ;2" 1 + ... + a,) = v(0) = oo, contradiccion.

Al revés, supongamos que :c_g?é Ay consideremos el anillo A’ = A[af‘ll ]. Tomemos el ideal
maximal de A, M, M = z"1TA' + M .

Consideremos el anillo A” = (A’),, . Por la demostracion de la proposicion 1.15 existe una
valoracion discreta que domina a A”. Sea v dicha valoracién. Como z7 /A" C M tenemos que
v(z™1IA") > 0y entonces —v(z) +v(I) > 0 « v(z) < v(I).

Solo nos queda probar que v domina a A, ahora bien, como M C M tenemos que v(M) > 0y

tenemos el resultado pedido.

COROLARIO 1.3 Sea A un dominio noetheriano, v una valoracion de su cuerpo de fracciones

centrada en A, I un ideal de A, entonces tenemos que v(I) = v(I).

Demostracion

Como I C 7, entonces es evidente que v(I) < v(I); por otra parte por la demostracién de la

proposicién 1.17 se tiene que todos los elementos de I tienen valoracién mayor o igual que v(I),
con lo cual, v(I) = v(I).

COROLARIO 1.4 Sea A un dominio, I un ideal de A, entonces T = 1.

Claramente siempre se tiene que I C I, con lo cual nos basta probar la inclusién contraria.
Sea z € I, entonces para toda valoracion discreta v cuyo anillo de valoracién contenga a A se

tiene que v(z) > v(I) = v(I) y portanto z € T.

.------.-‘-........CQOQQ.O....O.‘C...’.O.Q....OOO..O..".‘“
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PROPOSICION 1.19 Sea A un dominio, I un ideal de A, entonces

B(ILA =TI

n>0

Demostracion

Sea A el cierre integro de A, entonces como A’ = A[t] es integro, se debe tener que B(I, A) C
C A’, con lo que se le puede dar a B(I, A) una estructura de anillo graduado.

Basta pues probar que B(I, A) N At" = It". Claramente se tiene que I"t" C B(I, A)n
NAt". Supongamos ahora que tenemos un elemento at™ € _B—(I—,X) N At". Como at" €
€ 73_(:7,—A) entonces existe una ecuacion homogénea de dependencia entera y dividiendo por
t™, donde r es el grado de la ecuacién homogenea, obtenemos una ecuacion de dependencia

entera de a sobre I™ y por tanto a eTr,

COROLARIO 1.5 Sea A un dominio, I un ideal de A, entonces B(I, A) es un anillo integra-

mente cerrado si 'y solamente si I"™ es completo para todo n € N.

Demostracion

Es evidente de la proposicion anterior.

Dado un dominio Ay unideal I en A podemos definir la explosion normalizada a lo largo de
I como el esquema normalizado de la explosion con centro en I, es decir, que el Gltimo corolario
se puede parafrasear diciendo que la explosién normal con centro I coincide con la explosion

con centro [ siy solamente si todas las potencias de I son completas.

EJEMPLO 1.4 Puede ocurrir que un ideal I sea completo y, sin embargo, sus potencias no lo
sean. En efecto, consideremos el anillo A utilizado en los ejemplos 1.1, 1.2 y 1.3 e I el ideal de

A definido en el ejemplo 1.3. Consideremos z = X2Y3Z® € A. Claramente z € I? ya que

2 = [(X)YY(Z2°)(XY?2Z)] =0
pero z & I? puesto que no se puede poner como producto de dos elementos de I ya que
en cualquier factorizacion de z como producto de dos monomios no triviales aparecen como
factores algunos de los siguientes XY, Z, X? XY, XZ,Y? Y Z,2? X*Y,X?Z XY? XY Z,
XZ2 Y3 Y2Z,YZ 723, XY 22, X 78 Y3 Z,Y?Z? Y Z3 y ninguno pertenece a I.
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Un problema importante en geometria es conocer condiciones suficientes para que las poten-
cias de un ideal completo sean completas, es decir, para que la explosién de un ideal completo
sea un esquema normal. En esta Memoria trataremos este problema para la clase concreta de
ideales completos a la que esta dedicada la misma.

El esquema proyectivo asociado al anillo graduado normal m se denomina la explosién
normalizada del ideal J. Noétese que la explosion normalizada de un ideal es la composicion
de la explosion de dicho ideal con la normalizacion. Las condiciones del corolario 1.5 son la

condiciones necesarias y suficientes para que la explosion de un ideal coincida con su explosion

normalizada.

l.Q..Q...O..........O.Q.0...QOC.‘........‘..00.0.'.".'0.0.l
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1.2 Divisores excepcionales e ideales completos

En la seccién anterior, hemos considerado las nociones de explosion y explosién normalizada.
En geometria algebraica estos conceptos son importantes, ya que aparecen en el estudio de las
variedades intermedias a dos relacionadas entre si por un morfismo proyectivo.

Iniciaremos aqui un estudio geométrico de dichos objetos, ya definidos algebraicamente, en
la situacion particular en que el morfismo que relaciona las dos variedades es una sucesién de
explosiones en puntos cerrados no singulares.

Fijemos una variedad algebraica lisa X, es decir, un esquema reducido e irreducible de tipo
ﬁmto sobre un cuerpo perfecto yun punto cerrado no singular (a partir de ahora, todos los puntos

seran entendidos de esta forma) P

DEFINICION 1.14  Cualquier punto P’ en cualquier variedad Z obtenida de X por una sucesién
finita de explosiones en puntos cerrados no singulares, se dice un punto infinitamente préximo

a P si P es la imagen de P' via las aplicaciones asociadas a dichas explosiones y se denota por
P<P.

DEFINICION 1.15  Una constelacion de puntos infinitamente proximos a P (o una constelacion
con origen en P) es un conjunto finito de puntos infinitamente préximos a . P,
C={P,R,...,P,}talesquem > 1, P, = Pyparal < i < m — 1, cada P 1 esun
punto sobre la variedad Z; obtenida de Z;_; como explosién con centro P; (Z, es la variedad
inicial X).

Cuando tenemos que cada P, es infinitamente proximo a P, entonces decimos que la

constelacion C es una cadena.

Por tanto una constelacion C = {P;, P,..., P,,} con origen en P deﬁne_ una cadena de
explosiones
T Tm~1
Z-:Zm——') m-—l—_)---—>Zl ZO X

donde los 7; son los morfismos asociados a las explosiones Z;_; con centro en FP; y 7 es la

composicion de todos estos morfismos. Para simplificar y cuando no haya posible confusién

denotaremos a ¢ por .
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Siguiendo la terminologia de [C-G-L] y [Re] ala variedad Z se le llama cielo asociado a C
o simplemente cielo.

DEFINICION 116 Sea C una constelacién {P,, P,, .. ., Py}, entonces definimos por B; C Z;

al divisor excepcional de la explosion 7 ; en el punto P;. Denotaremos por E; al transformado
estrictode Bjen Zy B} =

(7rmo7rm_1o...o7rj+207rj+1)*(Bj)sij=_1,...,m—-1yE,*n——
= B,,

DEFINICION 1.17 Un cluster A = (C,s) es un par consistente de una constelacion

C = {P,Ps,...,Pn} yuna sucesion s = (s1,...,8m) de enteros no negativos. El entero

. sz es llamado el peso (o multiplicidad virtual) de P; en el cluster

DEFINICION 1.18 Dado un cluster A = (C, s) podemos asociarle un divisor sobre el cielo de
la constelacion dado por

Di= s;E;
j=1

DEFINICION 1.19 Dado un ideal I C Ox y una constelacion {P,, P,, ..., P,.} se define el

peso s; en P,y la transformada débil de I en P, I; = Ip, inductivamente de la siguiente forma:
L =1, 81 -“Z'-Opol(Il)

Iz’ = (m)—si‘l-[i—lAPi’ 8; = ordpi(.[i)
donde Ap, es el anillo local correspondiente al punto P; y x es un elemento general del ideal

maximal de Ap,_, y ordp, es la funcién orden con respecto al ideal maximal del anillo
correspondiente a dicho punto.

DEFINICION 1.20 Un ideal I C Ox p se dice que es de soporte finito o finitamente soportado
existe sélamente una cantidad finita de puntos infinitamente proximos de X, tales que I # Ag.

Un punto infinitamente proximo Q) de P es un punto base de I si se cumple I # Ag

Claramente dado un ideal de soporte finito podemos construir un cluster, donde los puntos

que aparecen son los puntos base del ideal y donde el peso de cada punto es la multiplicidad del

ideal (o de sus transformados) en dicho punto.
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Abora veremos que hay una correspondencia inyectiva entre ideales completos de soporte
finito y divisores con soporte excepcional, para lo cual necesitamos algunas nociones algebraicas
que introduciremos a continuacion.

En 4lgebra conmutativa los puntos los veremos como anillos locales regulares y la relaciéon
entre cada una de ellos es que si P y () son puntos infinitamente proximos entonces existe una
cadena de transformaciones cuadraticas que nos permiten obtener a partir del anillo asociado a
P el anillo asociado a Q.

Por todas estas razones recordaremos la definidn de lo que es una de dichas transformaciones

y veremos algunos resultados sobre ellas que utilizaremos en lo sucesivo. Para una ampliacion

- de detalles ver [A]

DEFINICION 1.21 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d > 1, {z1,...,z4} un
sistema minimal de generadores del ideal maximal y v una valoracion del cuerpo de fracciones
de A al que llamaremos K. Supongamos que hemos ordenado los elementos x; de forma que
v(zy) <v(z;)coni=1,...,d SeaR= A[xz/:b], .o, zg/z1], @ = RN M, (donde M, es
el ideal maximal del anillo de valoracién asociado a v) y R' = Rg entonces a R se le llama

la transformacion cuadratrica de A a lo largo de v.

LEMA 1.2 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d > 1y sea v una valoracion de su

cuerpo de fracciones, entonces, con la notacion de la definicion anterior R’ es un anillo local

regular de dimensiont < d

Demostracion

Con la notacién de la definicion 121 es facil ver, que R* = R/(z;)R =
~ (A/ M)z, . .., z4).

Sea Q* = Q'/(z1) R y consideremos el anillo R,.. Este anillo es un anillo local con maximal
Q' Ry,. y ademés podemos elegir ;,...,y, con h < d — 1 de forma que (yi,. .. Un)Rg. =
= Q" Rp..

Sean 2, ..., 2z, elementos en R de forma que su clase con respecto a (z1)R seaigual ay; ...y

respectivamente. Tenemos entonces que claramente Q' Ry = (21, 21, . . ., z») R’ y por tanto

t = alt(Q'RL) = alt(Q*) + 1= h +1
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conlo que R’ esun anillo local regular. Por otra parte como h < d — 1 tenemos que la dimensidn
q gu p q

de R’ es menor o igual que la dimension de A.

Observemos que si v es una valoraciéon que domina a un anillo local (A, M) y R’ es la

transformacion cuadratica de A a lo largo de v entonces dicha valoracion domina también a R’

DEFINICION 1.22  Dado un anillo local (A, M) y una valoracién v que domina a A, se define la
A-dimension de v como el grado de trascendencia de la extension de -cuerpos

[A, /M, : A/ M)] donde A, es el anillo de valoracion asociado a v y M, es el maximal de
dicho anillo.

PROPOSICION 1.20 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d > 1, v una valoracién

que domine a A, R' la transformacion cuadratica de A a lo largo de v, t la dimension de R', d'

la A-dimension de v y d* la R'-dimension de v entonces d — t = d' — d*.
Demostracion

Con la notacion de la demostracion del lema 1.2, es evidente, que la dife-

rencia d — d* es igual al grado de transcendencia de la extension de cuerpos
[Ro/PRg : A/JM] = [R*q-/Q*R*q+ : A/ M|, al tenerse que Ry /Q'Rg = R*g-/Q*R*g-,
pero dicho grado de transcendencia es claramenteignalad — 1 —h =d — t.

LEMA 1.3 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d > 1y sea v una valoracion que

domina a A, entonces son equivalentes:
(1) wv eslavaloracion M-adica de A

(i) latransformada de A a lo largo de v es un anillo de valoracion
Demostracion

(i) = (ii) Por la proposicion 1.9y el lema 1.2 basta ver que el ideal maximal de la transformada
de A alo largo de v es un ideal principal.

Consideremos el anillo R = Alzy/z1,23/%1,...,24/21] donde {z1,%,,...,24} es un

sistema regular de parametros de A. Claramente tenemos que Q' -

= M, N R =
=M[$2/$1,z3/m1,..

., xq/z1] = 1 R, por lo que @' Ry es principal como se queria ver.
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(i) = (i) Sea {1, T, . .., T4} un sistema regular de parametros de A organizado de forma que
v(z1) < v(z;) para cualquier: (i = 1,...,d) y R como antes.
Denotemos por w la valoracién M-adicade Ay sean Q' = M, NRy Q" = M,NR =
= ()R, donde M, y M,, son los maximales de los anillos de valoracién asociados a vy w
respectivamente.
Claramente se tiene que Q" C Q'. Si Q" # Q' entonces Q" Rgr es unideal primo de Rg distinto
del maximal, lo cual es absurdo, ya que Rg es un anillo de valoracién y por tanto Q' = Q" y
entonces Ry = Rgn y por tanto dichas valoraciones son iguales.

El siguiente resultado es bien conocido, pero, aparece de una manera muy confusa en la
literatura por lo qué se le presta atencion aqui.

Una valoracién discreta sobre un anillo local regular se dice divisional si su A -dimensién es

d — 1, donde d es la dimensién de A.

PROPOSICION 1.21  Sea v una valoracion divisional que domina a un anillo local regular (A, M)
de dimension d > 1, entonces la cadena de transformaciones cuadrdticas a lo largo de v es

finita. Mds aun, la cadena se estabiliza en el anillo de valoracion de v.

Demostracion
Supongamos que no es cierto, entonces tenemos una cadena infinita
A=A CAC- -
donde cada A;;; (¢ € N) es la transformacién cuadratica de 4; a lo largo de v.
Por el lema 1.2 tenemos que existe un j tal que t = dim(4;) = dim(4;4;) = dim(A;45) = -+ -
Fijemos ahora un sistema regular de pardmetros para A;, digamos, {z1,22,...,z:}. Obtenemos

de forma natural un sistema de parametros para A;,; dado por:

{56‘1 T2 Ts—1 . Ls+1 -’IJt}

) ? ) b 8 ) )
Ts Tg Ty T Zs

dondev(zs) < v(z,) (r =1,2,...,t) (1 < s < t). Utilizando este método se obtienen sistemas

de parametros para los A;, con h € N.

Denotaremos por my, al valor minimo de v sobre el sistema regular de pardmetros correspondi-

ente a A;.n y My al valor maximo de v sobre el mismo sistema regular de parametros.
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Entonces tenemos que:
(i) 0<my< M,VheN
(i) My < Mpja VR EN

pero esto es impostble, ya que tanto M}, como m, estan en N.

Con las técnicas algebraicas que hemos descrito, estamos ahora en condiciones de volverala
situacion geomeétrica para completar y obtener los resultados deseados. Para ello, recordaremos
brevemente, nuestras intenciones y objetivos.

Dado un ideal completo de soporte finito le hemos asociado anteriormente un cluster y por
medio de dicho cluster un divisor con soporte excepcional. Veremos a continuacion que esta
asociacion es inyectiva, es decir, si ténemoé dos ideales completos de soporte finito distintos,
nés gustaria saber si los clusters asociados son distintos o no.

Observemos que si (A, M) es un anillo local regular e I C A es un ideal completo de
soporte finito y v es una valoracion discreta de A, entonces para conocer el valor v(I) nos
basta con saber los pesos de [ en todos los puntos infinitamente préoximos a A. En efecto, si
v es tal que la cadena de transformaciones cuadraticas que lleva desde A al primer anillo para
el cual v coincide con la valoracién asociada a su maximal, tiene algin anillo que es la loca-

lizacién en un primo no maximal entonces en dicho anillo su transformada débil es igual al to-
tal, ya que en caso contrario, en todos los infinitos maximales que contienen a dicho primo se
tiene que la transformada débil es distinta del total y por tanto I no es de soporte finito. Si dicha
cadena esta formada por anillos que son la localizacién en maximales, entonces conocemos los
ordenes necesarios y volviendo hacia atras tenemos que conocemos también el valor de v(I).
Con lo cual es evidente que si los clusters asociados a dos ideales completos y de soporte
finito son iguales es porque dichos ideales son el mismo y tenemos una aplicacién inyectiva

entre ideales completos de soporte finito y divisores excepcionales.

DEFINICION 1.23 Mantengamos las notaciones anteriores. Sea A = {C, s} un cluster decimos
que el cluster es idealistico si existe un ideal completo (necesariamente unico) de soporte finito
que realiza dicho cluster, es decir,q si existe un ideal completo de soporte finito I tal que 1O x ¢y =

= Ox(c)(—D ), donde X (C) es el cielo de C y D 4 es el divisor asociado a A
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Fijada una constelacion, C = {Pi,... P}, podemos definir una operacion entre todos los
clusters con dicha constelacion de puntos: dados dos clusters con la misma constelacién defi-
nimos su suma como el cluster que tiene la misma constelacién y como pesos la suma de los
pesos.

Con la anterior operacién los clusters idealisticos, fijada la constelacion de puntos, forman
un semigrupo, ya que la valoracion de la compleccion del producto de ideales es igual ala suma
de cada una de las valoraciones de dichos ideales. i
La operacion anterior, suma de clusters, corrésponde a la operacion sobre el conjunto de

ideales completos dada por I x J = IJ. En efecto, es evidente, por las definiciones que el

divisor asociado a I x J es suma de los divisores asociados a'/ y a J.
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1.3 Conos caracteristicos

Expondremos ahora una visién geométrica de los ideales completos en el contexto de los
llamados conos de curvas caracteristicas y de los conos caracteristicos, ([Cu3] y [Kl] ) que nos
daran una vision general de los resultados. Sea X = Spec(A), donde (A, M) es un anillo local

regular, Z una variedad normal y f una aplicacion proyectiva birracional f : Z — X.

DEFiNICION 1.24 Sea L un ﬁbrddo lineal (es decir un fibrado vectorial de rango 1) de Z, se
dice que es numéricamente equivalente a cero si (C - L) = 0 para foda curva cerrada e integra
C C f~Y(P), donde P es el origende X, es decir, es el punto cerrado asociado al ideal maximal
de X. Al conjunio de los fibrados lineales numéricamente equivalentes a cero los denotamos

por Num?(Z/X). Se trata de un subgrupo del grupo abeliano Pic(Z ) modulo equivalencia

lineal.

NOTACION 1.2 Denotaremos por N*(Z/X) al cociente Pic(Z)/Num'(Z/X). Notese que

NY(Z/X) es un grupo abeliano sin torsicn, es decir, un reticulo.

DEFINICION 1.25 Decimos que un subconjunto cerrado de dimension 1, Y C Z es relativo
si cada una de sus componentes irreducibles tiene dimension 1 y ademas proyecta en el punto

cerrado de X. Un I-ciclo relativo es un ciclo ., s;C; donde cada C; es un subconjunto relativo

irreducible y cada s; es un entero.

Al grupo abeliano de los 1-ciclos correlativos lo denotaremos por Fy (Z]X).

DEFINICION 1.26 Dado un elemento T € Fy(Z/X) decimos que es numéricamente equiva-
lente a cero siVL € Pic(Z) se tiene que (L - T) = 0. Al subgrupo de los I-ciclos numéri-
camente equivalentes a cero los denotaremos por Numy(Z/X) y al grupo abeliano cociente

Fi1(Z/X)/Numi(Z/X) lo denotaremos por N1(Z/X).

Notese que debido al teorema de Neron-Severi N1(Z/X)y N(Z/X) son grupos abelianos
de rango finito y libres de torsién que son duales mutuamente ya que la interseccion de 1-ciclos
y fibrados lineales da lugar a una paridad no degenerada

N(Z/X)x N (Z)X) — Z

que define la citada dualidad.
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NOTACION 1.3 Siendo Z y X como antes denotamos por:
AY(Z/X) = N'(Z/X)®zR
A (Z/X) = N(Z/X)®zR

PROPOSICION 1.22  A'(Z/X) es un R-espacio vectorial de dimensién finita, ademds si
Er, ..., E;sonlosdivisores excepcionales primos de Z, entonces { F, . . . , E,} generan Pic(Z)

y son una R-base de A(Z/X).

Demostracion

Dado £ € Pic(Z) tenemos divisores primos D, en Z no excepcionalesy eﬁteros a; y b tales que
L~ 0z((3;:B:) + (£,b;D;)). Sea D = f(D;). Observemos que Ox (Y, b;04)) ~ A.
Tenemos, pues, que L ~ L ® f*(Ox(—3_,b:.D})) = Oz(3, ciE;) para ciertos enteros ¢;, con
lo que los divisores excepcionales primos generan Pic(Z) y por tanto A1(Z /X), con lo que
A'(Z/X) es de dimension finita.

Nos queda solamente probar que no hay una relacion de dependencia entre los £;. Sea n =
= dim(A) y supongamos que existen a; € R tales que ) . a;E; es numéricamente equivalente a
cero. Sea £ un fibrado lineal muy amplio sobre Z y sean 77, . . ., T\,_ el lugar geométrico de los
ceros de n — 2 secciones globales generales independientes de I'(Z, £). Sea W =Ty .- Tp_o;
entonces W es no singular de dimension 2 y cada E; - W es una curva integral por el teorema de
Bertini, que llamaremos Cj, pero ) *; a;F; es numéricamente equivalente a cero y claramente se
tiene que (E; - C;) = 0sii£jy (E; - C;) # 0, con lo que claramente

0= (O akB)-C;) =a;(B;- Cy)

y por tanto a; = 0 para todo j y hemos probado que {£; ... E;} es una base de A*(Z/X)

DEFINICION 1.27 Dado K un subconjunto de un R-espacio vectorial V decimos que K es un

cono convexo si cumple que:
L.K+KCK
2.aK C K para cualquier a € R, a > 0

Nétese que K es de hecho un subconjunto convexo de V.
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DEFINICION 1.28 Dado un conjunto C' de elementos de un R-espacio vectorial V, llamamos
cono generado por dicho conjunto a las combinaciones lineales finitas de coeficientes positivos

de elementos de C.

Evidentemente por el cono generado por C entendemos el menor cono que contiene a C.

DEFINICION 1.29 Dado un morfismo birracional proyectivo f : Z — X como antes, el cono

de curvas NE(Z/X) se define como el cono generado por las imdgenes en A,(Z/X) de las

curvas relativas irreducibles.

OBSERVACION 1.3 Las imadgenes de todas las curvas efectivas son, obviamente, elementos de

NE(Z/X). Mas ain, NE(Z/X) genera aiAl(Z/X) como grupo, es decir se tiene que
A(Z)X) = NE(Z/X) = NE(Z/X)

DEFINICION 1.30 £ cono semiamplio P(Z/X) es el dual en A*(Z]/X) respecto del producto
de interseccion de NE(Z/X), es decir, es el conjunto de todos los D € AYZ/X) tales que
(D-C) >0VC € NE(Z/X), por P (Z/X) denotaremos su interior topoldgico, es decir,
P (2/X) = int(P(Z/X))

OBSERVACION 1.4 Si K es un cono, entonces int(K), es también un cono. En efecto, sean
u, v € int(K), entonces existen entornos abiertos del cero, digamos, U, V tal que u+U,v+V C
C int(K). Por otra parte, supongamos que v + v & int(K), entonces para cualquier entorno
de cero, en particular para UNV, existe un elemento z € UNV tal que u+v+2z ¢ K, pero esto
es una contradiccionya que u+v+z = (u+2)+v, u+z€u+U Cint(K) C Ky Kesun
cono. La otra condicion se cumple trivialmente ya que si u € int( K) entonces existe un entorno
del cero U tal que v + U esta contenido en int(K). Ahora claramente si a > 0, au € int(K),
ya que sino para cualquier entorno del cero, en particular para aU existe un elemento, digamos

z=au+az, conz €U tal que z ¢ K, pero esto es absurdo ya que z = a(u + 2'), que estd

en K, al ser K unconoy u + 2’ un elemento de K.

o
Kleiman ([KI] ) muestra, de hecho, que P (Z/X) es el cono cuyos puntos reticulares son
exactamente aquellos que corresponden a divisores amplios, que a su vez son los divisores dados

por fibrados lineales £ tales que (£ - C') > 0 para toda curva relativa C.

L 0 0000000000000000000000000000000000000°
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Introduciremos ahora el llamado cono caracteristico de f, que nos servira para contabilizar
las variedades normales intermedias a Z y a X, es decir, variedades normales W para las que

hay una factorizacion de Stein de f.

DEFINICION 131 En A'(Z/X ) definimos el cono caracteristico de f, como el cono generado
por las imdgenes en A'(Z/X) de los haces inversibles generados por sus secciones globales,
es decir, por las imdgenes de los divisores asociados a ideales completos I C A tales que 10,

es inversible. Siguiendo a [L1] , denotaremos a este cono por P(Z/X)

OBSERVACION 1.5 Observemos que claramente P (Z/X) C P(2/X) C P(Z/X), (va que si
D es un haz amplio, entonces una potencia -Suj)a suficientemente grande estd generada por sus
seéciones globales y por otro lado todo haz generado por secciones globales es semiamplio) y
por tanto P (Z/X) C int(P(Z2/X)) =P (Z/X), por lo que tenemos que int(P(Z/)X)) =
=P (Z/X).

DEFINICION 1.32  Decimos que (g, W, h) es una factorizacion de Stein (o simplemente una
Jactorizacion ) de f si W es una variedad normal y existen dos morfismos birracionales

g: Z— Wyh: W — X con f = hog, gsobreyectivay h proyectiva.

El estudio de las factorizaciones de f, o bien, el estudio de las variedades W (llamadas
variedades sandwiched en [C-G] ) es el motivo de la consideracion del cono caracteristico
P(Z/X). Nétese que una factorizacion esta determinada por el conocimiento de la variedad
intermedia W ya que es bien sabido que si existe un morfismo birracional entre dos variedades
entonces €ste es unico.

Si a cada variedad intermedia W se le asocia el cono P (W/X) y se tiene en cuenta que existe
una aplicacion lineal inyectiva canénica A'(W/X) — AY(Z/X) (sugerida por la asignacién
a cada fibrado lineal Ly sobre W del fibrado h*Ly ), mediante la cual el cono caracteris-
tico P(W/X) se identifica con un cierto subcono de IS(Z/X). Resulta asi que se tiene una

correspondencia entre las variedades intermedias y ciertos subconos de P (Z]X).
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DEFINICION 1.33 Dado un cono K en un espacio vectorial de dimensicn finita V con V =
= K — K, se definen las células de K por recurrencia sobre la dimension de V. En primer
lugar se define una unica célula de K de dimensién igual a la de V' que es el cono int(K).
Ahora las células de los subconos maximales de K — int(K) son las células de dimensiones
menores que la dimension de V.

Si 'V tiene dimension 1, la situacion es trivial ya que K ha de ser una semirecta y entonces
las células son la semirecta abierta y, en el caso de que K sea cerrado el origen. Esto sugiere
que en el extremo opuesto a int(K), para un cono dado K, se tendran, eventualmente, células

I-dimensionales que son aristas y el propio origen como célula 0-dimensional.

Los subconos de P(Z/X) que aparecen como imagenes de los conos caracteristicos de las
variedades intermedia son las células topoldgicas del cono caracteristico. Con mas precision se

tiene el siguiente teorema debido a Kleiman ([KI1] ).

TEOREMA 1.1 En las condiciones anteriores, existe una biyeccion entre las variedades
intermedia W entre Z y X (o factorizaciones de [ : Z — X) y células del cono carac-

teristico P(Z/X), que asocia a W la imdgen en P(Z]X) del interior del cono caracteristico

P(W/X).

Notese que la anterior correspondencia da en situaciones extremas el siguiente resultado: ala
variedad intermedia Z le corresponde el cono P (Z/X) mientras que a la variedad intermedia
X le corresponde el origen de A'(Z/X).

Maés aun si Wy W' son dos variedades intermedias entonces la célula correspondiente a W
estd contenida en la clausura de la célula correspondiente a W' si y s6lo si existe un morfismo
birracional W' — W.

Asi se tiene un isomorfismo de conjuntos ordenados entre el conjunto de variedades inter-
medias (para el orden dado por la dominacion birracional; es decir, existencia de un morfismo
birracional de una variedad a otra) y el de células topologicas del cono caracteristico (para la

relaccion de orden “estar contenida en la adherencia de™).

Existen ejemplos de morfismos f que muestran que los conjuntos de variedades intermedias

y de células topologicas puede ser infinito (ver [C-G] y [Cu3] ).
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Los siguientes estan tomados de [C-G] y de [Cu3] respectivamente y son ejemplos de

morfismos obtenidos por explosion sucesiva de los puntos de ciertas constelaciones.

EJEMPLO 1.5 Consideremos la cadena C = {Py,...,Py} donde P,,..., Py son puntos
consecutivos sobre el punto P; = (0,0,1) origen de la cubica yz? = z*z + z® contenida en el
divisor excepcional de la explosion en Py del espectro de un anillo local regular Ry = Ox p,
de dimension 3, siendo X una variedad lisa 3-dimensional. Sea Z — X el morfismo obtenido

por composicion de las sucesivas explosiones en los puntos P, . . ., Pyg.

Veremos ahora que, en este caso, se tienen infinitas variedades intermedias. Para ello

[N

debemos encontrar curvas irreducibles C tales que C - C = =1y C - Kg, = —1, donde
Ey es la transformada débil en Z del divisor excepcional de la primera explosion y Kg_ es el
divisor candnico de Ey.

Ahora la primera de las condiciones nos dice que se debe tener que:
10

Z ei2 =n?+1
=2
donde e; es la multiplicidad en cada uno de los puntos P, y n es el grado de la curva C.

La segunda condicion nos dice que se debe tener que:

10
Z € = 3n—1
1=2

Ahora si para cadat € N tomamosn = 3t2 +3, eg =t +t, e =t +2 ey =e5 = --- =
=g =t2+1yep = t2—t, se satisfacen las dos ecuaciones y entonces tenemos infinitas curvas

irreducibles (ya que se corresponden con rayos extremales en N E(Ey /X)) que son variedades

intermedias a las dadas.

EJEMPLO 1.6  Elsiguiente ejemplo es muy similar en el desarrollo aritmético al anterior; aunque
geométricamente son distintos. Consideremos el espectro de un anillo local regular de
dimension 3 y a continuacion explotaremos dicho esquema en el punto correspondiente al ideal
maximal del citado anillo local, P,. A continuacion tomemos los nueve puntos de interseccion
Py, ..., Py de dos cubicas generales en el divisor excepcional y explotaremos dicho esquema
en estos puntos. Como antes se tiene el morfismo Z — X obtenido por composicion de las

sucesivas explosiones en los puntos P, .. . , Py,.
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Para encontrar infinitas variedades intermedias procedemos como en el caso anterior
buscando curvas que cumplan las anteriores igualdades y utilizando la misma aritmética
( tomando los e; con la misma funcion de t y haciendo t suficientemente grande) llegamos a

que en este caso también se tienen infinitas variedades intermedias.

OBSERVACION 1.6 FEn el enunciado del teorema 1.1 se describe la célula asociada a una
variedad intermedia W. Tambien es posible describir la asignacion inversa ya que si K' es
una célula de K entonces la correspondiente variedad intermedia es la variedad obtenida por
la explosion normalizada de cualquier ideal compleio I C A tal que 10z sea inversible y cuyo
divisor asociado tenga imdagen en AY(Z/X) dentro del cono K'. Nétese quee/ ideal I no es en
absoluto tinico, al contrario, los ideales dados por IOy tienen clase de equivalencia numérica
que son puntos reticulares de la célula y obviamente se dispone de infinitos puntos reticulares si

la dimension de la célula no es 0.

Hay dos preguntas naturales en este contexto cuyas soluciones conforman dos problemas

abiertos que consideraremos en esta Memoria.

La primera es determinar las condiciones bajo las cuales existe un nimero finito de variedades

intermedia para el morfismo f.

La segunda es: suponiendo que ya que hayan caracterizado las células, calcular expli-

citamente ideales completos cuya explosion de lugar a la variedad intermedia correspondiente a
cada célula. Notese que aqui se requiere no s6lo encontrar un ideal completo I sino que también
sus potencias I™ sean completas, ya que se pide obtener directamente la variedad intermedia por
explosion de dicho ideal sin que sea ya, entonces, necesaria la normalizacion.

Una respuesta parcial al primer problema esta dado en [C-G] mediante una condicién sufi-

ciente.

TEOREMA 1.2 (¥ér [C-G] ) Existe una aplicacion inyectiva entre el conjunto de células del
cono caracteristico y el conjunto de células del cono semiamplio. En particular si el cono de

curvas N E(Z/X) es poliédrico entonces el nimero de variedades intermedia es finito.
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OBSERVACION 1.7 Para garantizar que el cono NE(Z/X) es poliédrico es suficiente que lo
sean los conos de curvas efectivas N E(E; /X)) de las componentes irreducibles E; del divisor
excepcional f~(P) de f.

Por ejemplo, en [C-G] se muestran constelaciones cuya explosion da lugar a conos de curvas
poliédricos imponiendo condiciones a los E;. Asi, por ejemplo, si dim(A) = 3 y la constelacion
es tal que cada punto tiene a lo sumo 8 puntos infinitamente proximos se tiene que NE(Z/X)

es poliédrico y por tanto 13(2 /X)) tiene un nimero finito de células.

Para el segundo problema, la principal dificultad en la practica es encontrar un divisor D en
una célula dada K tal que Oz(—D) esté generado por sus secciones globales. Aun cuando esta
dificultad este xeéuelta, el problema es, todavia, encontrar un [ adecuado para que los ideales
f.(Oz(—nD)) sean las potencias del ideal I = f,(Oz(—D)).

El objetivo de esta Memoria es determinar, condiciones suficientes en el caso de cadenas
téricas, para determinar si el divisor elegido D es generado por sus secciones globales y si el ideal
f+(Oz(—nD)) es una potencia de I. O dicho de otro modo, intentaremos solventar el segundo
problema, al menos parcialmente, en el caso de cadenas toricas (es decir, puntos infinitamente
préximos que son orbitas 0—dimensionales para la accién obvia del toro sobre un espacio afin

provisto de una referencia).
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Capitulo?2
Ideales monomiales completos, poligonos
de Newton y valoraciones monomiales.

En el anterior capitulo hemos explicado el objetivo ultimo de esta Memoria. Para apro-
ximarnos a dicho objetivo hemos de estudiar los ideales completos, y en particular, aquellos
ideales completos generados por monomios, llamados ideales monomiales. También hemos

mostrado que el cierre intégro de un ideal /, en un anillo local regular, A, esta formado por to-

- dos los elementos, z, en dicho anillo que cumplen que para cualquier valoracién v positiva sobre

A, v(z) > v(I); hemos visto que dicho conjunto es igual al que se tiene cuando se considera
solamente las valoraciones que dominan a A y cuando se consideran Uinicamente los divisores
primos. Pondremos énfasis, ahora, en la propiedad de que si I es un ideal monomial, basta con
considerar una clase especial de valoraciones que denominaremos monomiales. Para ello comen-
zaremos estudiando los grupos ordenados, es decir, grupos dotados de una relacién de orden <
que cumple que sia < by ¢ < d entonces a + ¢ < b+ d, siendo + la operacion del grupo. La
razo6n por la que se consideran esta clase de grupos es porque una valoracién no es mas que un

homomorfismo entre el grupo multiplicativo de un cuerpo y un grupo ordenado.

En la seccion primera repasamos el concepto de rango. Asi comenzamos introduciendo la
funcién valor absoluto generalizada que ayudara a definir el concepto de subgrupos aislados de
un grupo ordenado. A partir de ellos y observando que la relacién de inclusién es una relacion
de orden total para estos subgrupos definimos los subconjuntos A, = {y € Ty /v ¢ Tx_1},
donde I'; son los subgrupos aislados del grupo ordenado I'. Para cada uno de estos subconjuntos
se obtendra que en ellos se tiene siempre la propiedad arquimediana del orden, aunque no se dé
totalmente en el grupo I'. Ello permite entender el concepto de rango cuyo valor es el nimero

de componentes arquimedianas que tiene un grupo ordenado dado.

A partir de aqui y considerando unicamente grupos ordenados finitamente generados, ya que
son los que aparecen en las valoraciones monomiales, se tiene la operativa propiedad de que
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los conjuntos {y € S / v > §} tienen un elemento minimo, siendo § € Sy S el semigrupo

determinado por un conjunto de generadores positivos del grupo ordenado T'.

Esta propiedad nos permitira construir una filtracion del anillo local regular de dimensién d,
A, que nos proporcionara la posibilidad de construir una valoracién monomial (de su cuerpo
de fracciones) en la que hemos fijado de antemano el valor de dicha valoracién en un sistema
de parametros regulares de nuestro anillo local regular. También probamos que el graduado
con respecto a una valoracion es 1somorfo a un anillo de polinomios en las indeterminadas
correspondientes a las imagenes del sistema de parametros regulares del anillo A si y solamente
si dicha valoracién es una valoracion monomial.

A contiritiacién mostramos la propiedad que nos interesa, que para el caso de un ideal mono-
mial bastan las valoraciones monomiales que dominan a A para encontrar su cierre integro.

A partir de aqui la teoria de la clausura entera de ideales monomiales se puede desarrollar
facilmente y queda tedricamente entendida. Por ello en este capitulo incluimos la teoria de
valoraciones necesaria para explicar la situacién que nos interesa con el fin de poder desarrollar
con propiedad el estudio de los ideales monomiales de soporte finito. En el resto del capitulo se
ofrece la relacion entre el cierre entero de ideales monomiales y los poliedros de Newton siendo

dicha relacién esencial para los resultados de esta Memoria en los capitulos siguientes.
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2.1 Grupos ordenados, valoraciones monomiales e ideales monomiales completos

Comenzaremos el estudio de los ideales monomiales completos con una revision del concepto
de grupo ordenado y de sus principales propiedades. Esto nos llevara a algunas consecuencias
sobre las valoraciones monomiales, tales como su existencia sobre cualquier grupo ordenado,

una vez fijados los valores de dicha valoracién sobre un sistema de parametros.

A partir de ahora I" sera un grupo totalmente ordenado con un orden ”<”, y denotaremos por
I, al conjunto I'y = {@ € I"'/a > 0}. El conjunto I, es cerrado para la suma, es decir, si

a,B € T'y, entonces o + B € I'.. En efecto como «, 8 € ', entonces «, 3 > 0, por tanto se

. tiene que o + B >0y a+ €Ty Ahora se define, sig : I' — {-=1,1} como lza aplicacién

dada por:

-1 siy<O0

sig(y) =
1 s1i7y2>0

A sig(7y) se le denota por |7/ .

Sea A C T, decimos que A es un segmento de I si para todo o € A se tiene que V(3 € T tal
que |G| < |a| se cumple que § € A. Sea SG el conjunto de todos los segmentos de I, entonces
S esta totalmente ordenado por la inclusién. En efecto, sean A, A’ € SG y supongamos que
A ¢ AyqueA’ € A, entonces existe un « tal que @ € Ay o ¢ A'; por otra parte existe un
Btal que f € A’y B ¢ A. Ahora podemos suponer sin perdida de generalidad que |a] < |G|y

entonces @ € A’.

Sea A C I'un segmentode I'. Se dice que A esun subgrupo aislado de I" si A es un subgrupo
propio de I'. Al conjunto de todos los subgrupos aislados de (I', <) lo denotamos por G.A; a su

cardinal se le llama rango de I y se le denota por rang(T").

A partir de ahora supondremos que rang(I") = r es finito, ya que es el caso interesante para
nosotros en la Memoria.

Sean0 =Ty € --+- C I'._; los grupos aislados de "'y sea I, = I" entonces paral < j < r
definimos los conjuntos A; = {y € I'; /v ¢ I';_1}, Ao = 0. Se tiene, entonces que

k
Fk=UAj.OSkST‘

§=0
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En efecto, para k = 0 es trivial. Supongamos que k£ > 0, entonces tenemos trivialmente que
A; CT%, 0 < j < ky por tanto UfzoAj C I'k; tomemos ahora un § € I'; se presentan dos
posibilidades:

1.6 =0: Eneste caso § € Ap.
2.6 # 0: Consideramos entonces la siguiente sucesion descendente de grupos:
I 2T%12 - 211 2T =0
Se tiene trivialmente que § € I'y y § ¢ Ty, con lo cual debe existir un I, con k > [ > 0, tal
qued € yd ¢TI, y,yportanto§ € A,

De todo lo anterior se deduce facilmente que si i # j, entonces A; N A =@.

PROPOSICION 2.1 SeanT'o C Ty C --- G T,y todos los grupos aislados de (I, <)y T, = T

entonces si a3 € T tales que o, 3 > 0y B > «, entonces o, 8 € A; para algin j, con

0 < j <, siy solamente si existe unm € N, tal que ma > .

Demostracion

Supongamos que o, B € A; y que no existe unm € N, tal que ma > §. Consideremos A =
={y€T'/3n € Nconna > |y|}. Claramente A es un grupo aislado de T, pero .1 CAC
[jyaque 3¢ Aya€ A, absurdo.

Supongamos ahora que o € A; y que existeunm € N, tal quema > 8 = ma € I'y=perly

pero como fJ > « entonces [ ¢ T';_; (ya que en caso contrario & € T';_;). Por lo tanto 8 € A;.

COROLARIO 2.1 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado de rango finito r ysean o, 3 €

€Ty, a €T ypB € Ajconj> i, enfonces tenemos que > .

Demostracion

Supongamos que 8 < o entonces tenemos que |§] = 8 < a = |a| y por tanto A € T; con lo que

peApconl <k <1< jy setiene entonces que k # j y que A, N A; # @; contradiccion.

DEFINICION 2.1 Sea I' un grupo, dados a,...,c,, € T decimos que son racionalmente

y

dependientes cuando existen enteros sy, . .., sm no todos ellos nulos tales que > o8y =0

en caso contrario decimos que son racionalmente independientes.
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OBSERVACION 2.1 Sea I" un grupo, ¢, ...,am € I son racionalmente independientes si y

solamente sia; ® 1,. . .,y @ 1 son Q-linealmente independientes en I" @z Q.

DEFINICION 2.2 Sea I" un grupo definimos el rango racional de T" como el maximo numero
de elementos racionalmente independientes en " (el rango racional puede ser infinito) y lo

denotaremos por rang rac(l’).

OBSERVACION 2.2 Si I es un grupo finitamente generado, entonces su rango racional es finito
y es igual al maximo numero de elementos racionalmente independientes en cualquier sistema

finito de generadores.

NOTACION 2.1 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado de rango finito, digamos por ejemplo
7, entonces denotamos a los grupos aislados de (I', <) por T'; 0 < j < r — 1. Rniendo en

cuenta que en esta ordenacion se ha de tener que I'; C I'; & 1 < j.

PROPOSICION 2.2 Sea (I',<) un grupo totalmente ordenado, entonces tenemos que

rang rac(I') > rang(T).

Demostracion

~ Siel rang rac(T") es infinito entonces la desigualdad que debemos probar se tiene trivialmente.

Podemos suponer entonces que rang rac(T') es finito, sea G.A el conjunto de todos los
subgrupos aislados de (T", <) y supongamos que el cardinal de G.A es mayor que rang rac(l’) =
= m; tomemos I';; C --: C I';, un subconjunto de G.A tal que s > myseal';,,, =T sean
a; €I,j =1,---stales que o; € I';; y ; ¢ T;,_,; supongamos ahora que tenemos que
> ;1 ™ja; = 0, donde los m; son enteros no todos nulos; sea ahora g = max{j /m; # 0},
entonces se tiene que Y 7, mya; =0 & Y7 mja; = 0y por tanto mga, = ';’-;} —m;a;,
por lo que mya, € Ty, , y como I';,_; es un grupo aislado y m, # 0 entonces tenemos que
a, € T,_;, lo cual es una contradiccion; con lo que los elementos {a;,...,as} son racio-
nalmente independientes y por tanto m = rang rac(I') > s > m, lo cual es una contradiccién

obteniéndose el resultado deseado.
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COROLARIO 2.2 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado finitamente generado, entonces el

rango de I es finito y ademas es menor o igual que el cardinal de cualquier conjunto finito de

generadores de T

Demostracion

Por el dltimo lema tenemos que (T", <) es de rango racional finito y dicho rango racional es
menor o igual que el cardinal de cualquier conjunto finito de generadores de I'; ahora por la

tltima proposicion tenemos que el rango de (I, <) es menor que el rango racional y se tiene el

resultado pedido.

NOTACION 2.2 Sea (I", <) un grupo totalmente ordenado y sean Y1, -, € Ty, denotaremos

por Sy, ..., 0 sencillamente por S cuando no se preste a confusion al semigrupo generado por

Y1, --,Yq¢ €S decir el conjunto de expresiones de la forma myvy; + moy, + -+ - + myy, con

my, ..., Mg enteros no negativos.

LEMA 2.1 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado, finitamente generadoy seanyy, ..., v, €
€ Ty tales que T' = Zt;:l Zv,; fijemos un 6 € T, enfonces si 6 € Ay existe
min{y =3, o, , 857;/7> 6y s; € NVj}.

Demostracion

Utilizando la proposicion 2.1 para cada «y; definimos m; de la siguiente forma:

min{t € Zy [/ty; > 8}  siy; & Txy
m; =
0 si Y € Fk—l
Definimos ahora el siguiente conjunto:

d
B={y=> s;;/s; <m;Vjyy> 6}
7j=1
Ahora como I' = z?:l Zvy;, existe alglin v, tal que 7; ¢ I'y_1(ya que sino ' = Tx_;) y
como m;vy; € B, entonces B # &; por otra parte de la definicion se tiene, claramente, que el
cardinal de B es finito y entonces, como I'" es un grupo totalmente ordenado, existe min{y € B},

denotemos a dicho minimo por M.

-.-.-..........0.....0‘Q..Q..QQQ..Q..i".’.....QQ..Q.O.CO..'
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Tomemos ahora un y = Zw‘ﬂk , 8575 con s; € NVjy tal quey > d; tenemos dos casos:
78T

1. Existe un [ tal que s, > m;: Entonces:

V= Z 85 = }: 85Y; + (st = mu)y | +muy,
7;#Tk-1 7€k -1
J#l
y por tanto y > myy, > M.
2.5, <myVl:y€ Byportanto M < 7.
Con todo esto tenemos que:
M=min{y= 3" s;/7>68ys; €NVj}
¥;¥Tk-1
. que es el resultado deseado. - inicner e oo

NOTACION 2.3 Sea (I',<) wun grupo (lotalmente ordenado y finitamente generado
(rang(T) = r); sean vy,...,7q € 'y tales que T = ZLZ%-; fijemos un § € Ay con
0 < k <, &> 0 entonces definimos por § por:

min{y = ngr\k_l siv; /v >08ys; ENVj}Y  sié#0
5§t =

min{7y,} sié6=0

EJEMPLO 2.1 EI siguiente ejemplo muestra que el valor de 6% depende fuertemente de los
generadores vy, . . . 7y, elegidos.

Sea T = Z. Si consideremos T" generado por {1} y 6§ = 1 entonces §* = 1, pero si en lugar

de esto lo consideremos generado por {3,4}, 6% = 3.

LEMA 2.2 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado de rango finito (rang(T') = r), vy, ..

vy ETyyo = ELI tyv; cont; € N, 6 # 0, entonces las siguientes proposiciones son

equivalentes
1.6 € A
2. k=max{m /35,1 <s<d,conn, €A,yt,#0}

Demostracion

Si max{m/3s,1 < s < d,cony, € Anyts # 0} < k, entonces tenemos que § =

= Ev,-el‘k-l tj7;, y por tanto 6 € I'y_y; lo cual es una contradiccion. Por ello tenemos que
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k > max{m/3s1 < s < dcony, € Anyts # 0}; supongamos que k es mayor que
-el anterior maximo, entonces existeunm > kyuns € Nconvy, € A, yts # 0y por
tanto se tiene que v, < 6, lo cual implica que v, € I, pero esto es absurdo y se tiene que
k = max{m /3s,1 < s<d,convy, € A,y t; # 0}. Esto muestra que 1. implica 2.

Veamos ahora, por ultimo, que 2. implica 1.Sea ¥ = max{m /3s1 < s < dconvy, €
€ A, yts # 0}, entonces § = Z,ljepk tjv; y existe un ! tal que y, € Ay y ¢; # 0, con lo cual
setiene trivialmente que 6 € 'y y 6 ¢ I'y_1(vaquesinoy, < 6§ € T4y = v, €4 1) oloque

es lo mismo que 6 € Ai.

- 4TEOREMA 2. 1 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado ﬁmtamente gener:zdo conrang(l) = .

= r; sean Yi5---,Yq € Iy generadoresde T' y S el semigrupo generado por dichos elementos;
fijemos & € S tal que § > 0, entonces existe min{~y € S /v > 8}, es decir el elemento minimo

del conjunto {y € S /v > 6}.

Demostracion

En esta demostracion supondremos las sumas vacias iguales a 0.Para § = 0, entonces se tiene
trivialmente que dicho minimo existe y es igual a 6™

Podemos pues suponer que § # 0y por tanto existeun k € Z, tal que § € Ay; comoé € SNAy,
entonces por el Lema 2.2 tenemos que § = ijer‘k s;7; con 8; € NVj.

Definimos a continuacién el siguiente conjunto:

B = €_Ztl’)’l/t[ENVl 6<6Y6—66Fk1

TEAR
Veremos a continuaciéon que B es no vacio y de cardlnal finito; para ver que B es no vacio

basta con dar algin elemento de B, ahora es trivial comprobar que que 4, 5i7; € B, yaque
nyjeAk s;7; < 6y ademas § — ijeAk 857; = Z’Yjer‘k—l 857 € Te-1.

Para ver que B tiene cardinal finito procederemos de la siguiente forma: observemos que para
cada 7, € Ay tenemos que existen enteros m; tales que m;y; > 6, con lo que el cardinal de B

esta acotado por el numero [ ], . 4. m; y por tanto es de cardinal finito.
J .

Construyamos ahora el conjunto:
C={e+(6—-¢t/ecB}uU{6"}

Evidentemente el cardinal de C es igual al cardinal de B mas uno y por tanto C es finito y no
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vacio y existe un valor minimo en C, digamos c.

Veamos que c es el valor buscado; para ello tomemos un 2z = ZLI tyy; > 6 = z € Ajcon
[>k.

Si [ > k tnivialmente z > ¢, por lo que podemos suponer que ! = k y entonces tenemos dos

posibilidades

. . X
) 3,ea,t:7; > 6: Entonces z > 35, 4, t7; = 67 > ¢
() Z”“" ty7; < 6 Como 6 = Z%‘EAk £33 < E’Yjepk—l tyy; = 6= Z’YjEAk tiv; € Te—a

+
y por tanto Z7jeAk t;v; € By ademas Z’YjEPk—l tivy 2 ((5 — ZvjeAk tjfyj) y entonces

c< Doty 6= Dty ) < Dty Dty =z
7 €Ak 7 €Ak 7€ Ak 7€k -1
y tenemos el resultado buscado.

DEFINICION 2.3 Sea (I',<) un grupo ftotalmente ordenado y finitamente generado
(rang(T’) = r), sean 7y,,...,74 € Ty tales que T' = Z?:]Z’Yj y sea S el semigrupo
generado por dichos elementos; fijemos un b € S con § > 0 entonces definimos 6. por:

b+ =min{ye S /vy > 6}

Ahora utilizaremos los resultados obtenidos sobre grupos ordenados para construir una
filtracién de un anillo local regular que nos conduzca a un tipo especial de valoraciones
llamadas monomiales que nos serviran para calcular el cierre entero de un ideal monomial, es

decir, un ideal generado por monomios en un sistema regular de pardmetros fijo.

DEFINICION 2.4 Sea v una valoracion de un anillo local regular (A, M), P = {z;,...,z4}
un sistema regular de parametros, decimos que v es una valoracion monomial si dado X =

= )_; \jmy, donde \; son unidades en Ay m; monomios en P se tiene que v(X) = inf;{v(m;)}.

La pregunta que nos hacemos a continuacion es la siguiente: Dado un grupo ordenado (T, <),
un anillolocal regular (A, M), un sistema regular de parametros P = {zy,..., T4} YV, -, V4 €

€ I'y ;Podemos construir una valoracién monomial v : K — I' U {co}, donde K es el cuerpo

de fracciones de A, tal que v(z;) = v,?
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Para responder a esta pregunta contruiremos una filtracion de ideales de A que nos permitira

- encontrar la valoracion deseada.

DEFINICION 2.5 Sea (T, <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimensién d, {x1,. .., xq4} un sistema regular de pardmetros de A, seany,...,7q € 'y y sea

S el semigrupo generado por dichos elementos, entonces para cada § € S— {0} definimos

d d
Ls = {Hmjaj / Eaj’)’j > 6}
=1 =1
yFs = LsA.
Para$ =0, defimimos Fs = {1}y Ls = A

DEFINICION 2.6 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d, {z1,...,z4} un sistema
regular de pardmetros de A, (G,<) un grupo totalmente ordenado, sean 7y,,...,7s € Gy,

seanT'y S el grupo y el semigrupo respectivamente generados por dichos elementos, entonces’

definimos para 1 < j < rang(T') = r, p; el ideal generado por los elementos xy con 7y ¢

¢ T';_1. A los ideales del conjunto D = {p1,p2,...,pr} los llamaremos primos asociados con

Y1 Var

DEFINICION 2.7 Con la notacion de la definicion anterior llamamos rango de A con respecto
avyy, ..., 0mds sencillamente rango de A cuando no haya confusion posible, al cardinal de

D y lo denotaremos por rang., ...~,(A) o rang(A).

OBSERVACION 2.3 El rango de A con respecto ay,, . .., 7, es siempre finito, positivo y menor

o igual que rang(T), siendo T’ = Z?zl Z ;.

OBSERVACION 2.4 Observemos que hay casos en que la desigualdad comentada en la obser-
vacion anterior es estricta. Sea (G,<) = Z @ Z con el orden lexicogrdfico habitual y sea A
un anillo local regular de dimensién 2, por ejemplo C[X1, Xo)(a, o,) Y tomemos v, = (1,3) y
v, = (1,2), con lo cual se tiene que G = Ty por tanto rang(T') = 2; ahora tenemos que

py = (z1,T9) y P2 = (z1,22), con lo que rang(A) =1 < 2 = rang(T)
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LEMA 23 Sea (G,<) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimension d, {z1,...,zq} un sistema regular de parametros de A, sean vy,,...,v4 € Gy y
sea S y T el semigrupo y el grupo respectivamente generados por dichos elementos, entonces

con las notaciones de la definicion 2.5 se tiene que:

1.8 a,f € Sy o> [ entonces F, C Fp

2.8i a,f € S entonces Fo,Fp C Foyp

3.8ea o € S a # 0, entonces si o € A; tenemos que /Fy = p;

4. Sea o € S, si definimos Lt = {H‘;.:l z;% [ 3. Iy7y; > o}, entonces Fo, = Lt A
5.8 G# {0} = [Naes Fa = (0)

-~ Dentostracion

1. y 2. son evidentes de la definicidn de los F,. Para probar 3. observemos que si 2 es un
generador de p;, entonces v, ¢ I';_1, y por tanto existe un my € Z., tal que myy, > ay
entonces z,* € Lq, con lo que trivialmente p; C +/F,; por otra parte sea H‘:=1 x> € Lg,
es decir, que tenemos que Zj=1 asys > oy por tanto algun vy, en la expresion anterior tiene
as # 0y ademas v, ¢ T';_; y entonces z, € p; con lo que [[¢_, z 2 € pj, asi pues tenemos
que p; 2 F, y portanto p; 2 v/F, y tenemos por doble inclusién la igualdad deseada.

Para probar 4. basta con ver que L,, = L_*; veremos esta igualdad por el procedimiento

habitual de la doble inclusion:

e Lo, CL.T: Sea Hle zle € L; . entonces tenemos que E‘:zl asYs > oy > ay asi pues
H‘:=l zl e Lt

o Lot CL,,: Sea H':zl z2 € L,* entonces tenemos que Z‘;] asy, > «, con lo que
S L agy, > ay; asipues [[2, 29 € Lo, .

Con todo esto hemos probado el punto 4.

Seaahora § = maxs=1,.q4 {7¥,} ¥ Tm = mB, m € N, entonces cada monomio en L., tiene grado
mayor que m, por tanto Fr, C M™y (\esFa C Moy Fr, C (P, M™ =

= (0).
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LEMA 24 Sea (I', <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular de
dimensién d, {x;,...,z4} un sistema regular de pardmetros de A, 7y,...,% € 'y y sea
m = rang,,,.,(A), entonces ¥y € M, y # 0 se tiene que existe un polinomio Sl

donde \; ¢ M tal que y — 5, Mz’ € a; siendo a es el ideal de A generado por todos los

. rTe d d ,
monomios [[o_, z 2 tales que Y ;_, agy, > Y oy U5, para algun I.

Demostracion
Llamaremos pp,+1 = (0)A.

Haremos la demostracion por induccién en d.

e d = 1. En este caso se tiene que © = Az;™ + ¢/, donde m’ es el orden de con respecto al |

ideal maximal de A, Mesunaunidadey € M™+ C a.
e d>1 Comotenemosquey € p; ey & Pmy1, entonces existeunk talquey € pry y & Pr41.
a.Si pry1 # (0)A, entonces tenemos, aplicando la hipétesis de induccion a y+ px1 y al
anillo A’ = ﬁ—], que
y= Z Az +y
donde los =7 ¢ pry1 €y € pry1 C a.I

b. Si pr41 = (0)A, consideremos
t=max{j EN/yep,’}
-~ a=min{y, /z; € px}

B = max{y; / z; € px}

Ahora existeun r € N tal que t8 < (r + 1)a e y se puede expresar como

y=>) Bz’ +y )
I
donde z’ es un monomio en los generadores de py, de gradot, y' € p kt“ y los B; € px.
Aplicando la hipétesis de induccién a §;+ px y al anillo A” = &, en el caso de que

B; € M, cada uno delos 3; se puede poner de la siguiente forma:
Br = Z Az + )"
M

donde ™D esun monomio en los generadores del maximal que no estan en px, Az, son

unidades e y,” € q, siendo q el ideal de A generado por los monomios fnayores que los
Yr g p
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que aparecen en la expresion de ;.

Llevando la ecuacién (5) a la ecuacion (6) tenemos que:
y = Z /\I,Mg;.HrM(I) + 24 y'
LM

con z € ay donde los distintos monomios no se anulan ya que son el producto de dos
factores primos entre si.

Ahora repitiendo este razonamiento a y' y asi todas las veces que hagan falta obtendremos
un polinomio con las caracteristicas pedidas mas un elemento en (px)"*! C ay un ele-

mento que esta en a, debido a que t3 < (r + 1), por construccion.

wsr. -~ Veremos ahora unos resultados sobre los ideales monomiales, es decir, los ideales gencrados

por los productos de un sistema regular de parametros en un anillo local regular.

NOTACION 2.4 Dado un anillo local regular (A, M) y un elemento de A, x denotamos por T a

la imagen de x en el graduado de A con respecto al ideal maximal.
OBSERVACION 2.5 Janto los ideales F,, como los ideales p ; son ideales monomiales.

LEMA 2.5 Sea (A, M) un anillo local regular noetheriano, v la valoracion M-ddica de A,

Y1,---,Ys € As > 1tales que m = v(y;), entonces v() ;_ y;) >m ey o T =0

Demostracion _

Supongamos que se cumple que Y ., ¥; = 0, entonces utilizando el hecho que la inyeccion
canobnica es lineal se tiene Y ., y; = 0 y utilizando la inyectividad de la aplicacién canénica
de M™/M™+! en B se sigue que Y ;_, y; + M™! =0y portanto ) ;_, y; € M™*! conlo
cual v(3",_, vi) > m. ,

Supongamos que v(} ;_;y;) > m, entonces Y ; ;v € M™ y por tanto 7, yi+
+M™*1 = 0, conlocual > ;_ v = 0y aplicando la linealidad de la aplicacién canénica
de M™/M™*1 en B tenemos que Y ;_, % = 0.
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LEMA 2.6 Sea (A, M) un anillo local regular noetheriano, v lavaloracion M-ddicade A, I C
C A un ideal monomial de A, {z1,...,z4} un sistema regular de pardmetros y S =
= {H?zl z; = u;} un sistema monomial de generadores de I, entonces si z € I se tiene
que existen vy; € A tales que:

z = Z’Yiui

donde los u; € Sy donde v(z) < v(yu;)

Demostracion

Como z € I tenemos que existen o; € A tales que:

CE=Y e e

donde los o son no nulos; consideremos ahora N = min(v(;u;)) y M = 3, 40y @ills
Observemos ahora que N < wv(z), ya que en caso contrario tendriamos que todos los
sumandos en que podemos expresar 2 tendrian valoracioén mayor que la valoracion de z, lo cual
es una contradiccion. Una vez hecha esta observacion se hara la demostracion por induccién en
t=v(z) — N: '

1.t = 0: Entonces v(2) = N y hemos acabado.

2.t > 0: En este caso tenemos que v(M) > N, ya que si u(M) = N tendriamos que v(z) = N

y que t = 0. Ahora aplicando el lema anterior tenemos que:

v(aui)=N

Ahora si B es el anillo graduado de A con respecto al maximal, entonces cada @; es un
elemento homogéneo en B de grado v(e;) = a; y por tanto cada o; cumple que a; =
= ZE};@U, donde los J,¢ son multi-indices con ||J,:]| = a; y donde cada €;; es un
elemento no nulo de A/ M.

Podemos ahora elegir A s: unidades en A tales que 3\; =Cj, con:

2 )\7;’(1,1; =0
donde X; = Y Az’

Entonces tenemos trivialmente que o; = \; + 6; con v(8;) > a; y por tanto

M = Z (S.,;'ui

y sustituyendo en (7) tenemos que z se puede poner como sumandos de la forma pedida

D.CO...Q0.0..'O.Q‘...0000......OQQ..........'O...O..‘.O....C
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siendo la valoracion de cada uno de ellos mayor que IV y ahora por hipotesis de induccion

tenemos el resultado deseado.

PROPOSICION 2.3 Sea (G, <) un grupo totalmente ordenado, (A, M) un anillo local regular
de dimension d, {z;, ..., x4} un sistema regular de pardmetros de A, sean vy,,...,v4 € Gy,
sea S y T el semigrupo y el grupo respectivamente generados por dichos elementos y sea z € A,

z # 0, entonces tenemos que existe max{y € S [z € F,}.

Demostracion
Si z es una unidad, entonces claramente tenemos que dicho méaximo es 0.
Podemos pues suponer que 2z no es unidad.

Con la misma notacién del Lema 2.4 tenemos que:

Z=Z)\1$_I+y
I

dondey € a

Sea ahora o = min{}:‘;:1 Ijv; / (I1,. .., 1s) = I paraalgin I'}; claramente tenemos que z €
€ F,, para ver que este es el maximo buscado nos basta con ver que z ¢ F,, y para esto
recurriremos a la reduccién al absurdo. Supongamos que z € F,,_ ; por otra pafte comoy € F,,
esto ocurre si y solamente si 2/ = 5 I Mzl e F, . ¥ de nuevo esto se tiene si y solamente si
2= Z}:Ijryj=a )‘IQI € F0t+'

Ahora bien, si 2 € F,,, entonces se tiene que:

Z“ = Zﬂjz‘]
J

donde los monomios cumplen que S %_, Jiy, > a,y donde orda (8,z7) > orday(2") con
lo cual al tomar la imagen de z” en grad s, (A) tenemos que el resultado es un polinomio en el
que todos los monomios que aparecen cumplen que Zfﬂ 81y, > «, pero por la otra definicion
de 2" tenemos que dicha imagen en un polinomio en el que todos de los monomios que lo

forman cumple que Z?:l T¢7Y; = ¢, lo cual es una contradiccion al ser grada (A) un anillo de

polinomios.
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DEFINICION 2.8 Sea Aun anillo local regular de dimension d, {z,, ..., x4} un sistemaregular
de parametros de A, (I',<) un grupo totalmente ordenado, sean v,,...,vq € I'y, sea S el
semigrupo generado por dichos elementos y sea x € A, x # 0, entonces definimos v*(z) por:

v (z) =max{a € S/z € F,}

LEMA 2.7 Sea A un anillo local regular de dimension d, {z., ..., x4} un sistema regular de
pardmetros de A, (T, <) un grupo totalmente ordenado, sean vy,,...,v; € 'y, sea S el semi-
grupo generado por dichos elementos, z € A, z # 0y v* como en ladefinicion anterior, entonces
tenemos existe un polinomio Ezzjqj:v‘(z)4>‘=§ , tal que A & Mytal que Z—Zmﬂj:v.(z) AIQ €

Fv‘k2)+

Demostracion

Se obtiene trivialmente considerando en el polinomio del lema 2.4 solamente aquellos monomios

que cumplen que Z‘;:l Iy, = v*(2).

PROPOSICION 2.4 Sea A un anillo local regular de dimension d, {z1,...,z4} un sistema
regular de pardmetros de A, (T, <) un grupo totalmente ordenado, sean v,, . ..,v, € Ty, sea
S el semigrupo generado por dichos elementos y sea v* como en la definicion 2.8, entonces

fenemos que:

1.8i z,y € A— {0} tales que = # —y enfonces v*(z + y) > min{v*(z),v*(y)}
2.8ea z = H?:] :1:;’ entonces v*(z) = Z?zl I;y;
3.8ea z = 5", Ajz! con Ay ¢ M entonces v*(z) = min{v*(z')}

4.8i z,y € A— {0} entonces tenemos que v*(zy) = v*(z) + v*(y)

Demostracion _
1 Trivialmente se tiene que * € Fu y que y € Fuey); séa ahora a =
= min{v*(z),v*(y)}, entonces tenemos que z,y € F, y como F, es unideal, z +y € F,
y por tanto v*(z + ¥) > a = min{v*(z),v*(y)}

2. Seac = $¢

J=1
z ¢ F,, y para esto utilizaremos la reduccién al absurdo. Supongamos, pues, que z € Fy,

I;7;. Es evidente que z € F,,; para probar que v*(z) = a nos basta ver que
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entonces tenemos que:

z = ZﬁJiJ
J

donde >, _, jkvx > a4 > ay donde ordp (0,z7) > ordm(z).
Ahora tenemos que:

d
H"Ej’—z— _S_ . Bz
=1

o(Byz7)=0(z)

lo cual es una contradiccion por ser el grad(A) un anillo de polinomios en las {Z;}.
3. Sea @ = min{v*(z')}. Claramente se tiene que z € Fy; veamos ahora que z ¢ F,, .
Haremos la demostracion por reduccion al absurdo y supondremos, pues, que z € F,_, con lo

que se tiene que:

z= Zﬁfgj
J

donde los #; € A, con ZL] Jvx 2 ay > ay donde ordu(8;27) > ordam(z). Tomando
imagenes en grada(A) usando la misma notacidn para dichas iméagenes tantas veces vista,

tenemos que:

Y nE=z= Y BT

ofal)=o(z) o(8 ,27)=o0(2)

lo cual es una contradiccion al ser grada(A) un anillo de polinomios en las {Z;}.

4. Sean
a=v*(z)
p=v"(y)
y=min{y,, ..., 74}

con lo que tenemos trivialmente que z € F, y quey € Fpy por tanto 2y € FoFp C F,yp por
el Lema 2.3, con lo cual tenemos que v*(zy) > v*(2) +v*(y). Ahora por el Lema 2.10 tenemos

que existen dos polinomios en las z; con coeficientes unidades en A tales que:

z= 5 ezl + 2

I
y=261§’+y’
J
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donde v*(z!) = v*(2), v*(z’) = v*(y), v*(<) > oz,. v*(y') > By er,bs ¢ M, conlo que se
tiene trivialmente que:

zy = (Z €I§I> <Z 5J§J> +w'
donde v(w') > « + [. Ahora para fzada Iy par; cada J definimos M = [ +‘J y oy =

= 3 14y €16 con lo que nos queda que:

=) bz +w | )
M
Ahora bien todos los M para los que ¢,, € M = F,, se tiene que ¢ uZM € Faip4y conlo que:
2y= > $pz" +u" | (®)
M |

siendo
v =w + § ¢M§M

M
dpEM
y por tanto se tiene que v*(w"”) > o + f; ahora ordenando los elementos del sistema de para-

metros con el orden lexicografico habitual tenemos ordenados todos los monomios; ahora es

facil ver que el menor en este orden de los que aparecen en la expresion (7) cumple que el
elemento ¢,, por el que va multiplicado es una unidad en Ay por tanto la suma que aparece en
(8) es no vacia y por la parte 3. se tiene que:
V(Y due™)=a+p
M

dmEM
Abora bien zy € Fiaip), S1Y solamentg S apdm P mTM € Flaip), lo cual es una contra-

diccidn por 3.

TEOREMA 2.2 Sea A un anillo local regular de dimension d, {z1,...,za} un sistema regu-

lar de pardmetros de A, K el cuerpo de fracciones de A, (G, <) un grupo totalmente orde-
nado, 7y, . ..,74 € G4, Ty S el grupo y el semigrupo, respectivamente, generados por dichos
elementos, entonces existe una unica valoracién monomial de K que domina a A tal que v(z;) =
=yi=1,...,d

Ademas dicha valoracion monomial cumple que el semigrupo de valoresen A es Sy el grupo

de valores es T’
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Demostracion

Por lo visto en la Proposicion 2.4 tenemos que v* se puede extender a una valoraciéon monomial
vy claramente por el apartado 2. de dicha proposicién v(z;) = v; j = 1,...,d, con lo cual
tenemos probada la existencia

Para la unicidad supongamos que tenemos otra valoraciéon monomial de X que domina a A, w,

tal que w(z;) =y, ¢ =1,...,d; veamos que v y w coinciden sobre los elementos de A — {0}

con lo que tendremos que ambas valoraciones son iguales.

Sea z € A — {0}, se nos presentan dos casos:

1. z ¢ M: Como ambas valoraciones dominan a.A4 entonces se tiene trivialmente que v*(z) =
= u(s) = w(z) =0

2. z € M: En este caso utilizando el Lema 2.4 tenemos que:

z= Z Mzl + 1
I

donde \; ¢ M, & € Fy), y v(z!) = v(z). Ahora como w y v coinciden sobre los
monomios de grado 1, coinciden sobre todos los monomios y por tanto se tiene que
w(Fyz),) = v(Fue),) > v(z) y que v(z’) = w(z’); por otra parte como w es una
valoracién monomial tenemos que:

v(z) = 'U(Z Azl = w(Z Arz!) = w(z)

y por tanto que v(z) = w(z).

Con todo esto hemos llegado a que existe una Unica valoracion monomial que domina a
A, una vez fijados los valores de los elementos del sistema de parametros elegido; las otras

proposiciones que contiene el teorema son triviales por construccion.

DEFINICION 2.9 Sea A un dominio noetheriano, K el cuerpo de fracciones de A, v una
valoracion de K centrada en A, (T',<) su semigrupo de valores en A, entonces para cada
a € T definimos -

Jo={z € A/v(z) > a}

Jt={z € A/v(z) > a}
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OBSERVACION 2.6 Observemos que como v estd centrada en A los conjuntos anteriormente

definidos son trivialmente ideales de A.

DEFINICION 2.10 Sea A un dominio noetheriano, K su cuerpo de fracciones, v una valoracion

de K centrada en A, v(A) el semigrupo de valores en A, entonces definimos gr,(A) como el
anillo
d 3=
+
acv(A) Ja

OBSERVACION 2.7 Observemos que para las valoraciones monomiales que hemos construido

. (y que por el teorema 2.2 son todas las valoraciones monomiales posibles que dominan a A) se.

tiene que F, = Jyy que J} = F,,

TEOREMA 2.3 Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d, {x,...,zq} un sistema
regular de parametros, K cuerpo de fracciones, K su cuerpo residual, (G, <) un grupo total-
mente ordenado, y v una valoracionde K en G que dominaa A, y seanzy, . .., T4 las imagenes
del anterior sistema de pardmetros en gr,(A), entonces tenemos que las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

1. v es una valoracién monomial para {z,,...,z4}.

2. gro(A) = KT, ..., Ta).

Demostracion
Al grupo de valores de v lo denotaremos por I'. Veamos que 1. = 2. Supongamos que v es
monomial, entonces por el teorema 2.2 tenemos que el semigrupo de valores en A esta generado
por las iméagenes por v del sistema de parametros fijado; a dichas imagenes las denotaremos
respectivamente por vy, ..., Y4-
Para tener la igualdad de 2. necesitamos encontrar un isomorfismo ¢ de K[Xj,..., X ] en
gru(A) tal que ¢(X;) =Z; j =1,...,d, donde las X; son indeterminadas.
Sea P(Xy,...,Xa) = 3, (Ar+ M)z" un elemento cualquiera de K[ X1, .. ., X,], entonces para
cada a € v(A) definimos:

Py(Xy,..., Xa)= Y (A+M)!

D=
donde supondremos la suma igual a 0 si ésta es vacia.
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Ahora nos encontramos en condiciones de definir el isomorfismo ¢:
¢: K[Xy,...,.Xa] — gri(4)

P(X1,...,Xq) — @QEU(A) P,(z1,...,Tq)
Es evidente de la propia definicién de ¢ que éste es un homomorfismo de anillos. Para ver que

es un isomorfismo nos basta pues con probar que es inyectivo y supreyectivo.

e ¢esinyectiva: Sean P(Xi,...,X4),Q(X1,...,Xs) € K[Xi,...,Xq tales que
Q(Xy,...,Xa) # P(Xy,...,X4), entonces existeun o € I'deforma que P, (X3, ..., Xy) #
# Qo(X1,. .., X4), yaque, en caso contrario, es trivial que P(X,...,Xg4) = Q(X4,...,Xa).
Con todo esto tenemos que existen indices J con ZZ=1 Jx7Y, = oy unidades en A, a; tales
que:” o
Po(X1,. .., Xa) = Qa(Xy, ..., Xa) = ) (as+ M)z’

J
y por tanto tenemos que:

Pa(_ﬁ) LR ;ﬁ) - Qa(-x—l;- .. >ﬁ) = Z(a'.] + M)EJ
J
pero como v es monomial tenemos que la suma de la derecha es distinta de 0 con lo cual

P,(T1,...,Zq) # QulZT1, ..., Tq) y entonces ¢(P) # ¢(Q) y tenemos que ¢ es inyectiva.

o ¢ es sobreyectivo: Sea @Pyerz, con 2z, € F,. Para los « tales que v(z,) > « (lo cual ocurre

con todos excepto una cantidad finita) hacemos P, (X, ..., Xq4) =0 y para aquellos z, tales

que v(z,) = « se nos presentan dos casos:

e o = 0: Entonces z, es una unidad y hacemos Po(Xj,...,Xg) = 2.

e o # 0: Entonces z, € My z, # 0, ya que v(z,) = o # 00, con lo cual por el Lema 2.4
s€ tiene que:
Zn= Yy (M+MF

I
Dljv;=a
Por lo que basta tomar

Pa(Xla"')Xd)z Z ()‘I+M)§I
Efj’{jza
Si hacemos P = ) . P, se tiene que ¢(P) = @qerZa y POr tanto ¢ es sobreyectiva.
Para ver que gr,(A) = K[Z7,...,Z3), solo nos queda por comprobar que ¢(X;) = Z;

j=1,...,d, pero esto es evidente por la definicion de ¢.
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Veamos que 2. => 1. Sea z = Y, A\;z! donde los ); son unidades en A y sea & = min{v(z’)}
tenemos que probar que v(z) = a o lo que es lo mismo que z € J, y que z ¢ J}. Como por la
observacion 2.6 se tiene que tanto J, y J son ideales de A entonces tenemos que claramente
z € J,y que z € JI siy solamente
| y= > gl eJ? ©
1

v(z!)=a

Ahora bien tomando iméagenes en gr,(A) tenemos que y € J si y solamente si se tiene que:

> N =0
I

v(z!)=a

.y como-gr,(A) esigual a K[Z7,.. ., tenemos que esto es equivalente a decir que A; es cero

para todo I, o lo que es lo mismo que A\; € M, lo cual es una contradicciéon a menos que la

suma en (9) sea vacia, lo cual es imposible ya que & = min{v(z")}.

A continuacién veremos que para calcular el cierre completo de los ideales monomiales

sdélamente necesitamos las valoraciones monomiales.

DEFINICION 2.11 Dado I C A decimos que I es un ideal monomial si existe un sistema finito

de generadores de 1 formado por monomios en P.

TEOREMA 24 Sea I C A un ideal monomial y sea V' el conjunto de fodas las valoraciones

monomiales que dominan a A. Entonces se tiene que:

IT=(){z€A/uv(z) >v(I)}

vey!

Demostracion

Sea J = (\,epr {2 € A/v(2) > v(I)} Claramente tenemos que I C J. Sea z tal que z ¢ 1,y
z € J, entonces existe una valoracién que domina a A, w, tal que w(z) < w(I). Consideremos
ahora la valoracién monomial que domina a A tal que v(z;) = w(z;); claramente tenemos que

v(I) = w([), por otra parte por el lema 2.4 tenemos que:

Z=Z)\KQB_K+IU
K

donde v(z®) = v(z) e y € Fy(,), . Por tanto tenemos que w(z) > v(z) y ahora como z € J

l.‘.....‘.....OQ.QQCQ.C..0.....00......Q.....O..C.....Q..QG
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tenemos que w(z) > v(z) > v(I) = w(I); absurdo.

Ast pues, se tiene que si I es un ideal monorhial nos bastan las valoraciones mono-
miales para describir la clausura entera del idea. Esta situacién nos presenta un puente entre
el algebra conmutativa y la combinatoria. Dicho puente se puede precisar ain mucho mas con
la ayuda de las regiones y poliedros de Newton. Asi, en la siguiente seccion introduciremos
las regiones de Newton de un ideal monomial, que nos permitiran probar que en el caso en que
ademas de ser monomial, di cho ideal sea de soporte finito, nos bastan unas valoraciones mono-

miales que dominen a A muy concretas, de hecho con un grupo isomorfo a Z.
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2.2 Regiones de Newton e ideales monomiales radicales para el maximal.

En lo que queda de capitulo identificaremos la estructura vectorial de R% D Q¢ D Z¢ D N¢
con la estructura de espacio afin con origen de coordenadas en el punto O = (0,...,0) y a cada
elemento de R? lo llamamos punto.

Bajo esta identificacion podemos transladar las operaciones del espacio vectorial a la estruc-
tura afin de la forma siguiente:

(i) Dadoun punto P € R%y A € R definimos T' = AP como el unico punto que cumple que
\OP = OT.
.- {i1) Dados P; @ € R?definimos T" = P+ @) como el tnico punto que cufn;)le que (IC)‘ + (%2) =
3 = ‘ :

Un conjunto de puntos en (R*)% digamos P, . .., P, P; # 0,1 <1 < m, sedice de rango
maximo si los vectores {O—Pl), . ,ai} generan R? como espacio vectorial. Claramente se
tiene que d < m.

Dado un conjunto de puntos en N* C R* de rango méaximo {P,, . .., P,,} definimos la region
de Newton, R, asociada a los puntos {Py,..., P} como convez(UR,[P; + (R*)%]) y a los
puntos {Py,..., Py} seles llama generadores de R.

Es evidente quesi P € Ry Q € (R*)® entonces P +Q € Ry que si tenemos dos regiones
de Newton R y R' tales que R N N% = R/ N N¢ se tiene que R = R’

Consideremos un conjunto de puntos { P}, ..., P,;} en N tales que P, # O y ademés existe
uno sobre cada uno de los ejes canénicos de R, Claramente {0—151> b ,(—)-P:} generan R¢
como un espacio vectorial y por tanto los puntos { P, ..., P,,} son de rango maximo y podemos
construir con ellos una regién de Newton. |

Este sera el caso interesante en esta Memoria y por tanto a partir de ahora nos limitaremos a
regiones de Newton que tengan un conjunto de generadores que cumplan esta condicion.

Se puede ver que la region de Newton R generada por los puntos {P;, ..., P} se puede

describir como los puntos de la forma:

=1 i=1

Ademés se prueba que si ) € R N Q entonces los ); anteriores se pueden elegir en Q.
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Esta propiedad sera basica en nuestro estudio del cierre completo de ideales monomiales de
soporte finito.

Otra de las propiedades que cumple estas regiones de Newton es que la suma de dos regiones
de Newton es una regién de Newton y ademas se puede generar por la suma de los generadores
de cada una de ellas.

A esta operacion entre regiones de Newton la denotaremos por +.

DEFINICION 2.12 Sea (A, M) un anillo local regular, P = {xy,. .., x4} un sistema regular de

pardmetros de A, sea I C A un ideal generado por monomios en P tal que NI = M ySun

szstema de generadores monomial de I, entonces a la region de Newton generada por. los  puntos

P (P“, = Pdl) tales que H -z e Ssele denotapor Rs.

Observemos que para que esta definicion tenga sentido es necesario es necesario que el
conjunto de los F; tenga rango méaximo, pero esto es evidente ya que I es radical para el maxi-

mal.

PROPOSICION 2.5 Sea (A, M) un anillo local regular, P = {z1,... x4} un sistema regular
de pardmetros de A, sea I C A un ideal generado por monomios en P tal que /I = M y
S = {u;} y 8" = {wx} dos sistemas monomiales de generadores de I = Rg = Rg.. A dicha

region de Newton se le llama region de Newton asociada a I y se le denota por R ;.

Demostracion .
En primer lugar observemos que basta con probar que Rs C R/, ya que por simetria se tendra
el resultado pedido.

Sea Q = (ay,...,aq) tal que H?:l z;% € S, entonces se tiene que:

d \
[T% = M
i=1

donde Ay € Ay ord(Aywx) > Y a;. Ahora tomando clases en el graduado con respecto
al maximal tenemos que existe un elemento de S’, digamos H;l=1 :cjij, que cumple que 3; <
<a;Vj=1,...,d, conlo que tenemos que (ay,...,aq) € P+ (R*)? para algun P € Ry, y

entonces Rg C Ry
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NOTACION 2.5 4 partir de este momento, si no se expecifica ninguna otra cosa, A serd un
anillo local regular noetheriano de dimension d con maximal M, P = {zy, ..., x4} un sistema
regular de pardmetros, B serd el anillo graduado de A con respecto al maximal, v la valoracion

M-ddica de A, e I un ideal monomial de A cuyo radical serd el maximal.

TEOREMA 2.5 Sea I C A, enfonces
d
H.’Ejbj € T<=> (b],. - ,bd) eER, ﬂNd
=1
Demostracion

Supongamos que z = H‘;=1 z;% €1, entonces para algan m natural y positivo tenemos que

2" = iajzm'j .(10)
Jj=1 v
donde a; € I’ y donde ordp(a;z™ %) > ordu(z™).
Esto nos da una relaccion del tipo (10) de dependencia integra de Z sobre J, siendo J el ideal
en B = gru(A) generado por las imagenes de los monomios que forman parte de I y por tanto
Z es integro sobre J.
Elijamos m de tal forma que sea minimal entre todos los naturales positivos para los que podemos
establecer una rélaccién de depencia de Z sobre J, digamos |
| PRt SR i)

Como Z es un monomio, entonces podemos encontrar una relacién de dependencia sobre J de
grado m donde podemos suponer que los a; son el producto de un elemento de A/M por un
monomio y en la cual se debe tener por minimalidad de m que @,,#0.
Ahora ya que B es un anillo de polinomios y debido a la minimalidad de m es necesario que
am = XZ™, con A ¢ My ya que 2™ es un monomio entonces se ha de tener que 2™ € I™ y por
lo tanto tenemos que m(by, . ..,by) = t; Py +. ..+t P, + Q, donde los puntos P; corresponden
a monomios generadores de I y por tanto estan en R, lost; € Ncon ) t; = my Q € N% por
lo que (by,...,bs) € Ry N N2,
Si (by,...,ba) € R; NN entonces existen nimeros naturales t; y m tales que m(by,. .., ba) =
=t1P1+...+t,Py+ Qcon _t; = m, donde cada P; corresponde a un monomioen Iy Q €

€ N por lo que 2™ € I™ y se tiene entonces una ecuacién de dependencia integraen Iy z € I.

T Y XX N AN R XN AN R RN R R RN RN NN N X AN N RN N AR RN R RN NN N A NN ZNANNNEZRRRRNNX
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Notese que tiene sentido hablar de sistemas minimales de generadores monomiales ya que
tanto  como M son ideales monomiales y por lo tanto también lo es M. Ahora por el lema de
Nakayama los sistemas de generadores con menor nimero de elementos son

: T L, .
aquellos que forman una base del espacio vectorial ™ Mas ain un conjunto de elementos de

: : : : I
I es un sistema de generadores si y solamente si es un sistema de generadores de ™

Observemos ahora que la regién de Newton asociada a un ideal I, R, es un poliedro de
dimensién méaxima y por tanto se puede poner como la interseccion de regiones dadas por
desigualdades del tipo ijl a; X; > b. Abora si buscamos el conjunto minimal de dichas

regiones, vemos que los a; deben ser no negativos, ya que si alglin ax, < 0 entonces existiria un

'1"€ N'suficientemente grande de forma que el punto tey estd en R; y ademas ta; < b. Esto

nos dice ademas que b > 0, ya que en caso contrario se tendria una regién superflua. Ahora
st b = 0 las desigualdades no superfluas nos las del tipo X; > 0y si b > 0 tenemos que los
a; > 0 puesto que en otro caso cualquiera podriamos razonar como antes y encontrar puntos de

la regién de Newton que no cumplirian dichas desigualdades.

Consideremos ahora el conjunto de puntos P, ..., Py, el conjunto de puntos que nos han

servido para generar la region de Newton R ;. Si ahora tenemos que existe un k tal que:

=Y AP
j=1
%k : :
con A; > 0y ) )A; > 1, entonces podemos eliminar dicho punto del conjunto de generadores

y tendriamos la misma regién de Newton. Ademas estos puntos que no podemos eliminar son,

necesariamente, vértices de la region de Newton.

Al revés, si tenemos un vértice de la region de Newton en consideracion debe estar siempre en
todo sistema de generadores de dicha region y por tanto tenemos que los a; y los b son nimeros

naturales, en el caso de regiones de Newton provinientes de ideales monomiales.

Ahora a cada una de dichas desigualdes esenciales distintas de las del tipo X; > 0 se le
puede asociar una valoracién monomial que domine a A de la siguiente forma v(z;) = a; y
entonces tenemos que v(I) = b. Al conjunto de dichas valoraciones las llamaremos valoraciones

esenciales de I y las denotaremos por VE(I).
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Es facil ver que para cualquiera de estas valoraciones esenciales se tiene que el grupo de

valoracion es un grupo isomorfo a Z (de hecho es una consecuencia trivial del algontmo de la

divisién en N)

PROPOSICION 2.6 Sea I C A entonces se tiene que:

T= () {z€A/v(@)z o)}

veVE(T)
Ademas T es el ideal de A generado por todos los monomios cuyos puntos asociados estdn en
R,

Demostracion

Sea Diguala(),cyepy {z € A/ v(z) 2 v(I)}y J elideal de A generado por todos los monomios
cuyos puntos asociados estdn en R;. Es evidente entonces que J C I C D.

Sea z € D. Entonces, como el cardinal de VE(I) es finito, existe un t € N tal que para cualquier
valoracién, v, en VE(I) se tiene tv(M) > v(I), y por tanto los puntos obtenidos por medio de
los exponentes de los monomios de grado t estan todos en R; y se tiene que M* C J.

Por otra parte es evidente que

Z=Z)\MS_BM+y

donde y € Mty donde Ay, es una unidadAgn Ay |M]| < tconlo que para ver que z € J es
bastante con probar que Y ,, Az estd en J. Ahoraya que z € D se tiene que para cualquier
v € VE(I), v(z) > v(I). Ahora como v(y) > v(I), entonces tenemos que >, Ayz™ € D,
pero como las valoraciones de VE(I) son monomiales, entonces se tiene que cada uno de los

QMEDyenJ,conloquesetienequngngQJyportantoJ=7=D..

COROLARIO 23 Sea I, J C A ideales monomiales de A cuyo radical es el maximal. Consi-

deremos un sistema regular de parametrosde A, {z1, ..., zq}, entonces Ry = R, siy solamente
sil=1.

PROPOSICION 2.7 Sea B4 = {I C A / I es un ideal monomial completo cuyo radical es M},

entonces existe una biyeccion entre B, y el conjunto A, de las regiones de Newton en dimension
d.

-........I..O.‘.QQQ..Q..COQ....0’.0CC'..Q..O‘....Q.QCOO...*
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Demostracion. Consideremos la aplicacién ¢ : By — A4, dada de la siguiente manera: si
I € By, entonces ¢(I) = Ry; por el corolario anterior tenemos que ¢ es inyectiva.

Para probar que ¢ es sobreyectiva tomemos una regién de Newton cualquiera, digamos R
entonces consideremos el ideal J generado por los monomios H?zl z;% tales que (ay,...,aq4) €
€ RNN¢, donde {z1,..., 4} es un sistema regular de parametros de A; entonces por la defini-
cion de region de Newton tenemos que el radical de I es el maximal de A y por definicién
tenemos que I es monomial, por otra parte es evidente que R; = R, y ademas I es completo

por el corolario 2.3.

DEFINICION 2.13  En B4 se puede definir un producto x de la siguiente forma: dados I, J € By,
definimos I x J = IJ. . o SrELr T

OBSERVACION 2.8 La operacidn anteriormente definida sobre B, cumple que ¢(I x J) =
= ¢(I) + ¢(J), esdecir Rp,; =R;+ R,
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Capitulo3
El semigrupo torico especial

En los anteriores capitulos hemos tenido una visioén general de los ingredientes que tienen
que ver con la teoria de Zariski de ideales completos, con el énfasis puesto en la consideracién
de dicha teoria en dimensiones superiores. En este capitulo, se vera en primer lugar que dicho
intento es irrealizable, siempre y cuando pretendamos extender la teoria de Zariski a todos los
ideales completos , pero que si tratamos con un subconjunto de ideales completos la teoria de

Zariski se extiende a dimensiones superiores.

Este conjunto de ideales, es lo que hemos demoninado el semigrupo toérico especial de un
anillo local regular. Decimos semigrupo en vez de subconjunto ya que se tratar4 de un subsemi-

grupo del semigrupo de ideales completos con la operacién *.

En la primera seccion estudiaremos la relacion que existe entre las constelaciones toricas, es
decir, sucesiones de T-Orbitas de dimension cero en variedades téricas obtenidas a partir de la

primera por sucesivas explosiones en dichas o6rbitas.

En priméf lugar podemos establecer una biyeccion entre cada sucesion de enteros con unas
determinadas condiciones y una cadena torica. Por otra parte a cada constelacién térica se le
puede asociar un grafo en el que los vértices se corresponden con los puntos de la constelacién y
dos vértices estan unidos si y solamente si uno es laimagen de otro por las aplicaciones canénicas

y no existe otro punto intermedio que la imagen del de indice menor via dichas aplicaciones.

Utilizando estos dos conceptos se tiene una codificacién de las constelaciones toricas como
arboles d-narios, donde d es la dimension de la constelacion torica. Los pesos de estos arboles

determinan la eleccidn de una T-6rbita.

A partir de esta asociacion observamos que las valoraciones monomiales de Rees de un ideal
monomial, que como ya hemos visto son valoraciones en los enteros, alcanzan el minimo de

los valores en un sistema de pardmetros en un tinico parametro. El indice en el cual se da este
minimo determina la clase de dicha valoracién.

81
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Probamos, a continuacion, una serie de propiedades aritméticas que cumplen estas valo-
raciones y que nos permitiran, en sucesivas secciones y capitulos, extender completamente la

teoria de Zariski a los ideales del semigrupo torico especial.

Se muestra que si un cluster cumple la desigualdades de proximidad entonces existe un ideal
monomial completo de soporte finito que realiza dicho cluster. A través de este hecho mostramos
que existe una biyeccion entre el conjunto de ideales monomiales completos de soporte finito
y el conjunto de arboles d-narios con pesos en los vértices que cumplen las desigualdades de
proximidad.

Obtenemos en esta seccidn, a continuacion, utilizando la técnica de los arboles, una serie de

- contrejemplos, que nos permiten probar, a diferencia de lo que hasta ahora se creia, que no sg i

puede extender los resultados de la teorfa de Zariski a todos los ideales monomiales completos
de soporte finito.

En la segunda seccion estudiaremos en profundidad una clase especial de ideales monomiales
completos de soporte ﬁhito, aquellos que sus unicas valoraciones de Rees distintas de la funcién
orden con respecto al maximal son valoraciones monomiales de clase i, es decir, son ideales cuyo
arbol asociado tiene una unica rama saliendo desde la raiz y dicha rama esta etiquedata con el
numero i. Estos ideales los denotamos ideales monomiales completos de clase i.

Probamos en esta seccién que el producto de ideales monomiales completos de soporte finito
de distinta clase es completo y que la transformada estricta de estos ideales es también un ideal
completo. Desgraciadamente el producto de dos ideales de la misma clase no es, en general,
completo, como se ve en el ultimo ejemplo de esta seccion.

Llegados a este punto, en la siguiente seccidn, introducimos el semigrupo térico especial, que
es el semigrupo generado por unos ideales monbmiales completos de soporte finito de clase i, que
llamaremos ideales esenciales y que estan en biyeccion con el conj'unto de puntos infinitamente
préximos a uno dado.

Probamos que para los ideales del semigrupo torico especial se puede extender la teoria de
Zariski a dimensiones superiores y damos una caracterizacion de estos ideales en funcién de los
pesos del arbol asociado a dicho ideal.

A continuacion damos una biyeccion entre los generadores minimales de un ideal pertene-

ciente al semigrupo torico especial y los generadores minimales de una potencia adecuada del
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maximal, lo que nos permite encontrar los generadores de dicho ideal. Recordaremos aqui la
dificultad que existe, en general, para determinar los generadores minimales de un ideal, siendo

esta dificultad ya perceptible en el caso monomial.
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3.1 Clusters toricos e ideales monomiales completos de soporte finito.

En [C-G-L] se establece una biyeccién entre los ideales completos de soporte finito y los
arboles con origen y con pesos cumpliendo las desigualdades de proximidad, con lo que en teoria
basta con dar un arbol cumpliendo estas condiciones para tener un ideal completo de soporte
finito. Alli también se obtiene que a cada uno de los vértices del arbol se le puede asociar una

valoracién de forma que bastan estas valoraciones para poner a dicho ideal como interseccion

de ideales de valoracion.

Haremos, a continuacién, un resumen de los resultados obtenidos en [C-G-L] que utiliza-

~ =~ Temos ffas adelante.

L e

Sea N = Z% un reticulo de dimension d > 2, N* = Homg(N,Z) el reticulo dual, K un
cuerpo y A un abanico en Ng = N ®z Q, es decir, una familia de conos racionales cumpliendo

que toda cara de un cono en A estd en A y que la interseccién de dos conos en A es un cara de

cada uno de ellos.

Denotaremos por X ala variedad térica sobre K asociadaa A, junto con la accién de un toro
algebraico T’ = (K*)%. La variedad X es union de abiertos afines, uno para cada cono de A
cuyo algebra de coordenadas es el algebra del semigrupo de puntos de coordenadas enteras que
estd en el interior del cono dual Hay una biyeccion candnica entre las orbitas de 7" en X y los
conos de A; a cada cono 7 € A le corresponde una T-érbita O, isomérfa a Spec[rNN*], donde
7+ denota el conjunto de formas lineales que se anulan sobre 7. Se tiene que dim @, = codim 7
y que @, C O, si y solamente si 7' C 7, donde O, es la clausura de Q; (ver [O], [Ke] o
[F] ). Fijemos una base ordenada B = {v,...,v3} de N. Sea A = (B) el cono regular de
dimension d en Ng generado por B, esto es, aquel cuyos vectores extremales son los elementos
de B, X, = K*la variedad torica afin asociada al abanico A formado por todas las caras de A,
Qo la T-orbita cerréda en Xoy o1 : X3 — X la explosion con centro en QJp. La variedad Xl.
es la variedad torica asociada al abanico A, la subdivisén minimal de Ag que contiene el rayo

(cono de dimensién 1) generado por u = ) v;.

Para cada entero 4, 1 < ¢ < d, sea B; la base ordenada de NV que se obtiene reemplazando

v; por u en la base By A; = (B;) el cono regular generado por B;. El divisor excepcional
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Bo = o7'(P) es la clausura en X; de la T-6rbita definida por el rayo generado por u. Cada

T-orbita de dimension O en X se corresponde con el cono A;, 1 <17 < d.

DEFINICION 3.1 Una constelacion torica de puntos infinitamente proximos a P, es una
constelacion C = {Py,..., Py} tal que cada P; es una T-0rbita de dimension cero en la

variedad torica X ;_, obtenida por blowing-upen P;_y € X;_5,2 < j < m.

La eleccién de un punto P, de una cadena térica C es equivalente a la eleccion de un
entero a3, 1 < a; < d, que determina el cono A,, del abanico A;. La subdivision A, de
Ajcorrespondiente al blowing-up en P, se obtiene reemplazando A,, (y sus caras) en Ay por
los conos Ay i = {Ba;,i) (v sus caras), 1 < i < d, donde By, ; es la base de N obtenida por la
substitucion en B,,; de su i-ésimo vector por Y v, v € B, .

La eleccion de un punto P es equivalente a la eleccién de un entero az, 1 < a, < d, que
determina el cono A, q,. Por induccién sobre d obtenemos la siguiente codificacion de las

cadenas toricas:

PROPOSICION 3.1 Sea m un entero positivo. La aplicacion que asocia a cada sucesion de
enteros (ay, ... ,am-1) tal que 1 < a; < d, 1 < i < m — 1, la cadena torica {P,...,Pn},
donde P, es la T-drbita correspondiente al cono A = (B), y Py, 1 < i< m -1, eslaT-
orbita correspondiente al cono A, . o, del abanico A;, es una biyeccion entre el conjunto de
sucesiones de m — 1 enteros entre 1 y d, y el conjunto de cadenas toricas de dimension d con m

puntos.

OBSERVACION 3.1 4 cada constelacion (no necesariamente térica) C = {Py,... P,} se le
puede asociar un grafo Cc en el que los vértices del grafo se corresponden con los puntos de
la constelacion y los vértices correspondientes a los puntos P,y P;, i < j, estdn unidos si y
solamente si P; es la imagén de P; por las aplicaciones candnicas y no existe k, i < k < 7, tal

que Py sea la imagén de P; via dichas aplicaciones.

Utilizando este grafo y la codificacion anterior para las cadenas toricas tenemos la siguiente

codificacion para las constelaciones téricas.
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PROPOSICION 3.2 Llamamos drbol d-nario a un arbol con una raiz tal que cada vértice tiene
a lo sumo d vértices adyacentes. Hay una biyeccion natural entre el conjunto de constelaciones
Idricas de dimension d con origen y el conjunto de drboles d-narios finitos con origen, con los

lados pesados con enteros positivos menores o iguales que d, tales que dos lados con el mismo

origen tienen distintos pesos.

OBSERVACION 3.2 Naturalmente los pesos de los arboles n-narios determinan la eleccion de

una T-orbita de dimension, como en el caso de las cadenas.

DEFINICION 3.2 Dado un punto Q) en una constelacién tdrica C de dimension d y enteros no

negativos a,b,t tales que 1 < a < d, 1 < b <d, a # b, sea Q(a,b") el punto tern'rz'nd de la :

cadena con origen en Q y codificada por (a,b, . . . ,b) donde b aparece t veces (ver proposicion
3.1). Sit = 0, escribiremos Q(a). El punto Q{a,b*) puede no estar en C. Un punto P infini-

tamente proximo a @ se llama linealmente proximo a Q, y se escribe P — @, si P = Q(a, b%)

con a, byt como antes.

Una constelacion torica C = {P,. .., Py} define un morfismo f : Z — X, donde X esla

variedad en la que elegimos P; y S es la variedad obtenida tras las sucesivas explosiones en los

puntos de C.

Podemos preguntarnos cuantas variedades intermedias existen entre Z y X. Para ello
construiremos los conos, ver seccién 1.3, NE(Z/X), P(Z/X)y P(Z/X). Se nos presentan
tal y como ya se vio al hablar de estos conos dos problemas:

e Determinar las células del cono P(Z/X).

o Una vez caracterizadas estas células determinar ideales en Ox p, que nos permitan a través

de la explosion en dichos ideales obtener las variedades intermedias.

El primer problemas se resuelve en [C-G-L] , al menos en el caso en el que estos conos son

regulares, a través de la siguiente proposicidn:
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PROPOSICION 3.3 (ér [C-G-L] ). §i C es una constelacién térica de puntos infinitamente
proximos sobre Z y f . Z — X es el morfismo determinado por explosion de C, entonces se
liene que:
1. El cono de curvas NE(Z/X) es poliédrico.
2. El cono semiamplioy el caracteristico coinciden, es decir, P(Z/X) = P(Z/X) siendo polié-
dricos ambos por 1.
3.8i D es un divisor cuya clase reticular estd en P(Z/X) entonces Oz(—D) estd generado
por sus secciones globales.
4. Se pueden dar condiciones necesarias y suficientes para que NE(Z/X) sea un cono
simplicial. Esta condiones garantizan que N E(Z|X) es de hecho regular y de aqui, P(Z/X)
" yt.ﬁ(Z /X) son también regulares. Dichas condiciones equivalentes son

a. Los elementos extremales de P(Z/X) son los divisores Dg con Q € C dado por:
DQ = Z meE;;

PecC
‘donde E es la imagén en Z del divisor excepcional de la explosién en P, mgg = 1,
mpg=0si P£Qympg= ZmpRsi PL<QyP#Q
ReC
R—»P
b. £l grafo asociado a C es binario, es decir; de cada vértice sélamente salen dos ramas y

paracada Q) € Cypesos a,by ctales que a # by {Q(a), Q(d), Q(a,c)} C C. entonces

b=rc.

Observemos que estas condiciones se satisfacen en particular si C es una cadena de puntos
infinitamente proximos, es decir, una sucesién de puntos cada uno en el divisor excepcional

de la explosion del anterior

Nosotros en esta Memoria intentaremos dar condiciones suficientes para determinar si un
1deal monomial completo cuyo divisor asociado esté en una determinada célula de 13(Z /X)
cumple que sus potencias también completas, es decir, intentaremos dar condiciones necesarias
para resolver el segundo de los problemas planteados. Una vez determinado el problema a
resolver pasaremos a ver con un poco mas de detenimiento las cadenas téricas.

Sea P = P) la T-6rbita cerradade X e I C Ox,p un ideal monomial, es decir, un ideal

T-invariante. La propiedad de que I sea de soporte finito puede ser caracterizada en términos
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de su politopo de Newton N definido con relaccion al sistema local de parametros de Ox p
inducido por una base B del reticulo N. El politopo de Newton A de un ideal monomial I es la
union de la caras acotadas del cierre convexo (en Ng) de m+ AY, cuando m recorre el conjunto
de exponentes de monomios en I. El politopo de Newton induce un abanico Ay, en Ng, que es

una subdivision de A ([Ke] ). La caracterizacién viene expresada en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.4 £l ideal monomial I es de soporte finito si y solo si existe una subdivision
regular Y de Ay tal que T es obtenida por una sucesion de subdivisiones de A correspondientes

a la explosion de una sucesion C de T'-Orbitas de dimension 0.

Demostracion

Se sigue inmediatamente del hecho de que la variedad térica X; asociada a Ay es la explosion

normalizada con centro en /.

OBSERVACION 3.3 Un ideal monomial I es completo (es decir, integramente cerrado) si y
solamente si contiene todos los monomios cuyo exponente es un punto del reticulo N* en la

region N + AV (ver proposicion 2.6)

OBSERVACION 34 Jodo ideal monomial de soporte finito es necesariamente radical para el
maximal, ya que en caso contrario, existe un indice digamos k tal que V't € N se tiene que (z)*
no esta en dicho ideal y por tanto las sucesivas explosiones en la direccion xy, nos dan lugar a

transformaciones estrictas de dicho ideal distintas del total y por tanto no es de soporte finito.

OBSERVACION 3.5 Las caras del politopo de Newton de un ideal monomial completo de soporte
finito I estdn en correspondencia 1-1 con las valoraciones de Rees del ideal I, es decir con las

componentes irreducibles del divisor excepcional de la explosion normalizada con centro en I.

DEFINICION 3.3 Un cluster A = (C,m) es térico si la constelacion C es torica. Si I es un ideal

monomial de soporte finito, su cluster asociado A es torico para la constelacion de puntos base
del ideal.

OBSERVACION 3.6 Recordemos que un cluster A es idealistico si existe un ideal de soporte
Sinito I tal que A; = A
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Veremos ahora que condiciones debe cumplir un cluster para ser idealistico. Para ello
introduciremos una serie de definiciones que nos permitirAn establecer unas condiciones
sobre los pesos del ideal que llamaremos desigualdades de proximidad. Estas desigualdades

seran una condicién necesaria y suficiente para que el cluster A = (C,m) sea idealistico.

DEFINICION 3.4 Sea C el arbol orientado con lados pesados asociado a una constelacion

torica C con un origen, Q € C y A = (C,m) un cluster drico entonces definimos:

MQ a, b Z MQ(a,bt)
20
DEFINICION 3.5 Sea A = (C,m) un cluster y QQ € C denotamos por Ag el subcluster de A
cuya constelacion C"Q'estd dada por () y los puntos de C infinitamente pro'ximos a @ con los

pesos que tienen en A.

PROPOSICION 3.5 Sea A = (C,m) un cluster de dimension d que cumple que para cada Q) € C
se tiene que: '

Mag(e,b) + Mg(b,a) < myg (DP)
conl < a < b < d, B una base ordenada del reticulo N que induce un sistema local de
parametros en el anillo local Rg para cada Q € Cy Ny el politopo de Newton con respecto
a este sistema local de pardmetros determinado por el conjunto Gq definido de la manera
Siguiente:

(i) Sino existe ningin punto infinitamente préximo a Q, definimos G g como los vértices de el
poliedro de Newton de la mg-ésima potencia del ideal maximal de Ry
(ii) S existe algun punto infinitamente préximo a Q, supongamos que tenemos definido Go(a)

paracada Q(a) € C y que Gg) = {0} si Q(a) ¢ C,1 < a < d, entonces sea
U WT, Y (Gaw)

1<a<d
donde WT, : Z* — Z° es la transformacion dada por:

(t1,..,ta) = (t1,- ., ta1, 2 ti —mg,tat1, . - - ta)
1<i<d

Consideremos la familia de conjuntos G obtenida por induccion descendente para cada

uno de los punios Q) € C y sea Ny el politopo de Newton determinado por Gy, entonces el
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cluster del ideal monomial completo I C Rq definido por Ng es Aq paracada @ € C . En

particular, si Py es laraiz de C, enfonces Ay = Aparal = Iq,.

Demostracion

Si Q no tiene ninguin punto en C infinitamente proximo a él, entonces el resultado sobre el ideal
monomial completo I es facilmente verificable.

Si @ tiene algun punto en C infinitamente préximo a €l, consideremos m = mg, M,, =
= Mg(a,b), Moo = mguyparal <a <d,1 <b < d,a# b Supongamos que G, = Go(q)
ha sido obtenido de manera anteriormente descrita y que I, = Ig() cumple que A;, = Aga),
1<a<d. '

Sea {v;}, 1 < i < d, la'base standard de 78, z; las coordenédas, K, el simplex con vertices
O, Mg1v1,. .., Maqvg y Hp €l conjunto definido por Z 7”5;— >lyporz; 20,1 <i<d. Para
cadaiz, 1 < i< d, el punto M, ;v; € Go, 1 < a < d, yaz que’Ia es un ideal finitamente soportado
cuyo cluster es Ag(,). Y por tanto, G, C K.

Como a # b, utilizando las desigualdades de proximidad (DP) y de una computacion directa
sobre los vértices de K, tenemos que WT,(WT, 1 (K,)) C H,.

Ahora, sea G = (g definido como en (ii) y J el ideal generado por los monomios cuyos

exponentes son puntos en G. Es facil ver que G C {3 ; > m} y que hay puntos en G que

satisfacen que ) z; = m, con lo que ordg(J) = m.

Sea J(b) la transformada débil de J en Rg;). El ideal J(b) esta generado bor los monomios

cuyos exponentes pertenecen a WT,(G). Por definicién de G tenemos que:

WLG) = | WLWT1(G.)) = Gy U U WLWI'(G.)

1<a<d a/1<a<d, a#b

Lainclusion WT(WT; 1(G,)) € WTy(WT;1(K,)) se cumple, ya que G, C K, y por tanto
WT,(WT;'(Gs)) € Hysia # b Ya que los puntos con coordenadas enteras de H, son
exponentes de monomios en /, ( recordemos que I, es completo), tenemos que J(b) C I.
Por otra parte, como J(b) contiene los monomios cuyos exponentes pertenecen a G, entonces

_7@ = J(b) = I, con lo que basta hacer I = J para tener el resultado deseado.

TEOREMA 3.1 Sea A = (C,m) un cluster torico de dimension d, entonces A'es idealistico si y

solamente si cumple las desigualdades de proximidad (DP) (ver [C-G-L] ).

020000000000
---------.-.-.........O.......Q.O......Q........
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Demostracion

Si A es idealistico y D 4 el divisor asociado a dicho cluster, entonces existe un ideal completo J
tal que IOx(cy = Ox(c)(—Da). '

Sea @ un punto de C. Consideremos la recta proyectiva ! que une los puntos Q(a) y Q(b),
1< a<b<d,yseallatransformada estricta de [ en X (C), entonces tenemos que

0<Dy-l= (Z ep(l)mp—mQ)

P—=Q
Ahora los Unicos puntos infinitamente préoximos a @) para los cuales ep (1) # 0 son aquellos que

son de la forma Q(a, b*) y Q(b, a*) parat > 0. Para estos puntos la multiplicidad es igual a 1 ya
que tanto ! como sus transformadas estrictas son suaves, con lo que se tienen las desigualdades
(DP). ' |

Si se cumplen las desigualdades de proximidad (DP) entonces el cluster es idealistico por la

proposicion 3.5.

OBSERVACION 3.7 De todo lo anteriormente expuesto se tiene que existe una biyeccion entre
el conjunto de ideales monomiales completos de soporte finito en un anillo local regular de
dimension d y el conjunto de darboles d-narios con origen con los lados pesos con enteros posi-
tivos entre 1 y d y tales que dos lados con el mismo origen tienen distintos peso y con pesos en

los vértices cumpliendo las desigualdades de proximidad. (DP)

De esta biyeccion y del estudio que hemos hecho de las regiones de Newton se pueden
deducir algunas propiedades importantes de las valoraciones de Rees de los ideales mono-
miales completos de soporte finito que utilizaremos a lo largo de 1a Memoria y una clasificacién

de dichas valoraciones de Rees.

PROPOSICION 3.6 Sea I C A un ideal monomial completo de soporte finito y v # ord 4 una

valoracion de Rees de I, entonces existe 1 <1 < d tal que Vj # i v(z;) < v(z;).

Demostracion

Consideremos el cluster asociado a I, A = (C,m). Sea C¢ el arbol asociado a la constelacion

Cy seat el indice de la primera rama del camino que une el punto asociado a v con el origen y
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B la transformacion cuadratica de A con M(A)B = (z;)B; ya que v domina B entonces

V3 # 1 o(es) = v(z;/z) + v(z) > v(z:)

DEFINICION 3.6 A las valoraciones monomiales que son valoraciones de Rees para algiun ideal

de monomial completo de soporte finito les llamaremos valoraciones monomiales de soporte

finito y al conjunto de ellas lo denotaremos por V

Estas valoraciones se pueden asociar de forma biyectiva con los puntos infinitamente proxi-
mos al origen de X, P; de hecho estas valoraciones son las valoraciones M-adicas del anillo

local asociado a estos puntos, donde Mg es el ideal maximal de estos anillos.

DEFINICION 3.7 Sea v € V), entonces v es de clase i # 0 siv#Ford, y V5 # i v(z;) < v(z;)

Decimos que v es de clase 0 si v = ord 4.

DEFINICION 3.8 Seav € V, y I C A un ideal monomial completo de soporte finito entonces:
1. 8i v esde clase i # O consideremos el origen de la constelacion asociada a I, P, entonces

definimos

PU (]) = Z Mp(it)
: t>0
donde P (i) es el punto en que termina la subcadena torica que empiezaen P y es codificada

por (z, ...,1) donde 1 aparece t veces.

2. 8i v es de clase 0 entonces P, (I) = orda(1)

LEMA3.1 Seav €V, I C A un ideal monomial completo de soporte finito, y M = H?:] x;%
entonces: (

1.8t vesdeclase 1 # 0, ord,(M) — a; > ord 4(I) entonces v(M) > v(I).

2.8i ord4(M) > P,(I) entonces v(M) > v(I).
Demostracion

Sea {(v) la longitud del camino que va desde el origen hasta el punto asociado a v, en el 4rbol

de la constelacion asociada a . Haremos la prueba por induccién en [(v).
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e Sil(v) = 0, entonces v = ord, y por lo tanto solo necesitamos probar 2., pero 2., en este
caso, es trivial.
o Sil(v) > 0 entonces existe ¢ # 0 tal que v es de clase 4. Sea B la transformacién cuadratica

de A con M(A) = (gf;i)B’ sea N = (Hgil (;)aj) (mi)o’rdA(M)—m'dA(I) € B y sea IB 1a
1£g ot
transformacion débil de I en B. Si probamos que v(IN) > v(Ip) entonces:

V(M) — ords(I)v(z;) = v(N) > v(Ig) = v(I) — ord a(I)v(x;)
y tendremos el resultado deseado.

a.Para 1., si v en B tiene clase ¢ entonces ordp(N) — orda(M) + orda(I) > ords(I) >
> ordp(Ig) y por la hipétesis de induccion tenemos que v(N) > v(Ip). Si v tiene
clase j # i en B ordg(N) > ords(I) > PU(Ig) por las desigualdades de proximidad.
Entonces por la hipétesis de induccion tenemos que v(N) > v(Ip).

b. Para 2.

1 Si v tiene clase ¢ en B, entonces ordg(N) > | ordA(M) — o‘rdlA(I) > P,(I)-
—ords(I) = Pu(fB), y por la hipétesis de induccién tenemos que v(N) > v(Ip).

I Si v no tiene clase i en B entonces P,(I) = ords(I) + ordg(Ig)
Siv = ordp, tenemos que v(N) = ordg(N) > ord 4(M) — brdA(I) > ordg(Ip) =
= v(Ip)
Si v tiene en B clase j # 4,0 entonces ordg(N) — a; > ords(M) = orda(I) >

> ordp(Ip)y se tiene por la hipotesis de induccion que v(N ) > (I B ).

Utilizando las técnicas anteriormente estudiadas, veremos que el producto de ideales comple-
tos de soporte finito no es en general completo, que la transformada débil de un ideal monomial
completo de soporte finito no es completa y que tampoco las potencias de un ideal monomial
completo de soporte finito son, en general, completas, con lo que tenemos que los resultados de
la teoria de Zariski sobre ideales completos no son generalizables a dimensiones superiores a
2. Recuerdese ciue la teoria de Campillo, Gonzalez-Springer y Monique L]ej eune muestra que,
no obstante, estos ideales satisfacen propiedades analogas a los de la teoria de Zariski. Nuestra
observacion anterior quiere decir que habria tres propiedades importantes (las ya citadas) que no

admiten generalizacion. Este hecho muestra la importancia de encontrar condiciones sobre los
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ideales completos monomiales de soporte finito, o sobre los divisores asociados a dichos ide-

ales, que nos permitan saber si las potencias de dicho ideal son completas para la resolucién de

nuestro problema.

EJEMPLO 3.1 Sea A un anillo local regular de dimension 3 y sea {z,vy, z} un sistema regular
de pardmetros de A. Sea I C A el ideal asociado al arbol:

.1
1 1 - /

1 1
1 3 /
1

2

Elideal asociado aeste drboles I =< zy®, 2* 2322 2%z, 2%y2?, 2223, oy?2?, xy2®,y°, vz,
y2 22 y23, aty? ztyz, 27 2%y, 282 > A

Claramente se tiene que t = x3y2° pertenece I * I, ya que:

£~ [(oy")(@22)] (%) = 0
es decir, existe una ecuacion de dependencia entera sobre I*. Sin embargot & I, ya que como
orda(I) = 4 entonces para ponerlo como el producto de dos elemento de.I éstos deberdn ser

uno de grado 4 y otro de grado 5, pero la unica posibilidad es z*(z%yz) pero 23yz ¢ I, como

se puede ver a través de los generadores de 1.

OBSERVACION 3.8 Sitenemosunideal I C Ay B esla transformada cuadratica para la cual se
tiene que M(A)B = (z;) B, entonces el drbol asociado al completado de Ig es, evidentemente,
el que se obtiene del asociado a I al que se le han suprimido todas las ramas que salen del

origen que no estan etiquetadas con 1 y al que se le ha eliminado el punto asociado a A, ya



95

que todo punto base de I es un punto base de I y los puntos base de I que no infinitamente

proximos a B no son puntos base de Ip.

Veamos que, en general, la transformada débil de un ideal completo finitamente soportado no

es completo.

EJEMPLO 3.2 Consideraremos un anillo local (A, M(A)) de dimensidn 3 y un sistema regular

de pardmetros de dicho anillo {z,y, z} y el ideal correspondiente al siguiente drbol:

1
1
/ 2
2 2
2 1
\/
3

Esdecir I =< 22?1, 2%, 282, 2?yz, 22,y 22, y23, 2%, 2° > A.
El cierre integro de la transformada débil de I en la transformacion cuadrdtica B en la que

M(A)B = (z)B estd asociado al drbol: 1

A

1

2

2

Ahora (z/z)(y/x)? no estd Ig, ya que zyz, zy?, y*z ¢ I, pero,

(z/2)*(u/2)* = ((2/2)*(y/2)) ((y/)*) = 0
con lo que (z/z)(y/x)* € Ig y por tanto la transformada débil de un ideal completo de soporte

Jinito no es completo, al contrario de lo que ocurre dimensién dos.



96

De todo esto se deduce que en dimension superior a dos no tenemos ninguna de la buenas
propiedades que se dan en dimension dos como consecuencia de la teoria de Zariski sobre ideales
completos.

A continuacion trataremos de restringtr los ideales monomiales completos de soporte finito
para los cuales podemos transladar los resultados de la teoria de Zariski para ideales completos.
Como ya hemos visto anteriormente, estos ideales formaran un semigrupo que llamaremos el
semigrupo torico especial de un anillo local regular. |

Recordemos, también, que el segundo problema planteado en esta seccidn estaria resuelto si

conseguimos encontrar en cada célula de P(Z/X) divisores cuyo ideal asociado pertenezca a

" este semigrupo. S L
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3.2 Ideales monomiales completos de soporte finito de tallo i

Como hasta ahora hemos visto los ideales monomiales completos de soporte finito en
dimension ¢ > 2 no tienen las propiedades que necesitamos en nuestro estudio de las
variedades intermedias a dos dadas. Nuestro objetivo es, ahora, determinar que condiciones
deben cumplir estos ideales, o equivalentemente los divisores asociados, o el arbol d-nario aso-
ciado, para que se tengan estas propiedades.

Antes de alcanzar nuestro objetivo estudiaremos un conjunto de ideales completos de soporte
finito, llamados ideales de tallo 4, ya que sus propiedades nos ayudaran a construir un subsemi-
grupo (el semigrupo térico especial) en el cual se den todas estas propiedades.

Estos ideales tienen algunas propiedadés importantes tales como que su tra.nsfornﬁada débil
es completa, pero, desgraciadamente, el producto de dos de estos ideales no es, en general,
completo ni poseen una estructura algebraica compatible con el producto *, por ejemplo, no
forman un subsemigrupo del semigrupo de ideales completos de soporte finito.

Fijaremos un anillo local regular (A, M) de dimensioén d y un sistema regular de para-

metros de A, {z;,...,z4}.

DEFINICION 3.9 Sea I C Aun ideal monomial completo de soporte finito, decimos que I es de
tallo i # 0 si el drbol asociado a I tiene al menos dos puntos y ademds todas las valoraciones
asociadas a dichos puntos distintas de ord 4 son de clase i, es decir si el arbol asociado a I

tiene una séla rama partiendo del origen que estd etiquetada con 1.

Nuestro objetivo es, ahora, probar que el producto de ideales completos de soporte finito de
tallo 7 es completo bajo determinadas condiciones. Veremos antes unos casos particulares que

nos ayudaran a la hora de ver el caso general.

PROPOSICION 3.7 Sea I C A un ideal monomial completo de soporte finito de tallo i # 0,
entonces [ x M = I M.
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Demostracion

Sea M = H?=1 z;% un generador minimal de / * M y v € V de clase 1.

e Sia; # 0 entonces sea N = <Hj.:1. :cj“i) (z;)%~!, entonces
v(N) = v(M) —Hzé;(a:z) > v(I) + v(M) —v(z;) = v(])
y por tanto V € I.
e Sia; = 0, entonces existe k tal que a; # 0; sea N = [Ti=1 mj“f> (@x)*~1, ya que
orda(N) — a; > ord4(I), por el lema 3.1 v(N) > v(I),y N € Ijjék

. LEMA32 SeanI,J C A dos ideales monomiales completos de soporte Jinito, I de tallo i # 0

S ’ . . - . d Lo ) ’
y J un ideal cuyas valoraciones esenciales no sean de clase i; sea M = [1 j=1L;" y v una

valoracion de clase i entonces si orda(M) —a; > orda(I)y orda(M) > ord4(I % J) entonces
v(M) > vl *J)

Demostracidn

Como ords(M) — a; > ord,(I) entonces existen b; € N (j = 1,...,d) (j # 1) tales que
bj < ajycon ) b; = orda(l); sea X = Hz:g’ eY = <H#ix;j_bj) z;*. Por el lema 3.1
v(X) > v(I) y ademés

v(Y) 2 [orda(M) — orda(I)]v(z;) > [orda(I * J) — orda(I)] v(z;) = ord4(J)v(z;) = v(J)
Luego v(M) = v(X) + v(Y) > v(I) + v(J) = v(I * J)

LEMA 3.3 Sea I C Aun ideal monomial completo de soporte finitode talloi # 0, y sea J C A

un ideal monomial completo de soporte finito de tallo j # 0,4, entonces I x J = 1J.

Demostracion
Sea M = []7_, ;% un generador minimal de I  J, entonces tenemos tres casos:
1.Sia; > ordg(J)=r.SeaN =27y N' = M/N, por el lema 3.1 v(N) > orda(J) para
todav € V de clase j y entonces N € J; ademas siw € V es de talloi:
v(N') = U(M) —u(N) 2 v(I) +v(J) — rv(z;) = v(I) + rv(z;) — rv(z;) = v(l)
yN €l
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2. Si a; > ord () entonces por un razonamiento similar tenemos el resultado deseado.

3.Si aj < orda(I) = sy a; < orda(J) =r entonces existen b, < am m # i,7 tales que
Sombm +a; = 7. Sea N = ([, ZTm?™)z;%. Ahora por el lema 3.1 N €
€J,yN' = M/N € J,yaque ords(N') — 0 > ord 4(I).

LEMA 3.4 Sily, Iy, I3 C Asontres ideales monomiales completos de soporte finito de tallo i,

coni; # i Si j # k e i; # 0 entonces I, 1,15 es un ideal completo.

Demostracion
Sea X = [],, Zm® un generador minimal de J = I; x I * Is,y b; = orda(I;).
Para gimpli_ﬁcgr, podemos suponer, sin perdida de generalidad, que 7; = j, y que by < by, bs;
Sea = Yy b, donde b = 0'si L £1,2,3. |
e Siexisteun j € {1,2,3} tal que a; > c; entonces si X' = z,% e Y = X/X', entonces por
el lema 3.1 X' € [} .; Im ¥ si v es una valoracién de tipo j
v(Y) = v(X) — v(X') 2 v(J) = cju(z;) = v(I;)
y,portanto, Y € I; y X € 11,13
o SiVj € {1,2,3} a; < cj, entonces tenemos que ords(I) = ords(X), ya que en caso
contrario X no seria un generador minimal.

Tenemos 3 casos:

a.az > by y ap > bz: Evidentemente by + b3 > by + b3 — a; y por hipétesis tenemos que

by + b3 —a; > 0. Existen, entonces, Dy, D3 € N con D, < by y D3 < bj tales que
Dy + D3 = by + bz — a;.
Sea X' = 1,91 2,P33P2 e Y = g,%2 Dsg 03— D2 [1s103%% Ya qué ay— D3 4a3— Do+
2#1’2,3 a; = by tenemos que Y € I;. Probaremos ahora que X' € I, * I3; observemos
que:

Dy+ay=by+b3— D3> by

D3 +ay =by+bs— Dy > b

y entonces por el lema 3.2 y el lema 3.3 tenemos el resultado deseado.
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b.ag S byyas >b30a3 >byyay <bs: Probaremos el primer caso y por simetria

tendremos el segundo.
Por hipétesis tenemos que a; < by + by y que Z#m aj +b3 > by +b3—0a; >0y
entonces existen D; < a;ye <bs Dj,e € Ntalque ) ., , D; +e=by+ b3 — ay.
Definimos X' = 21%25°[]; 4, , 2,7 y ¥V = 2%27° [,y , ;%7 5.
Claramente X = X'Y y ademaés, Y € I;. Ahora

Y Di+ar=by+b—e>b

J#1,2

Z Dij+e+a;=by+bg— D3> by+bs—az>bs
J#1,2,3
y entonces por el lema 3.2 y el lema 3.3 tenemos ei resultado deseado.

c.a3 < by y ap < b3: Sabemos por hipotesis que Zj £1 @) > b; y entonces existen nimeros
naturales D; tales que D; < a;,y . 21 D; = b1. Consideremos X' = []
Y =" [, 2% b;.
Claramente tenemos que X’ € I;. Ademas
D (@=Dj)+ar= a;+Dy—bi= bj=as+Dy—by =by+ (bs — az) + Dy > by
3#1,2 3#2 J

Z(Gj—D')+al _Zaj+D3—b1 =Zb'—a3+D3—b1 =b3+(b2—a3)+D3 > by
y entonces por el lema 3.1y el lema 3. 2 tenemos el resultado deseado.

D.
#1577 €

PROPOSICION 3.8 Sea I, t € T C {1,...,d} ideales, tales que I, es un ideal monomial com-

pleto de tallo i entonces [ |, I; es un ideal completo.

Demostracion

Sea J = [liezlt y X = [l,2%m" un generador minimal de J. Sea b, =
= ords(l;), y ¢; = Zi# bi, donde b; = 0, si 4 ¢ Z. Para simplificar la notacion, podemos
suponer que 1 € 7,y que b; < b;, Vt € Z. Haremos la prueba por induccién en I = |Z|.

Sil = 1 estrivial; si [ = 2 entonces, es el lema 3.3, si | = 3 es el lema 3.4. Podemos suponer

quel > 3.
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e Siexisteun j € Z tal que a; > c; entonces sea X' = z;% e Y = X/X'. Porel lema 3.1
X' e H:n#j I, y si v es una valoracion de tallo j entonces
v(Y) = v(X) = v(X') 2 v(J) — cju(z;) = v(l;)
yportantoY € I; y X € [, Im.
e SiVj € T a; < ¢, entonces ord,(I) = ord4(X) ya que en caso contrario X no es un
generador minimal de /. Tenemos dos casos:
a.3j € Zj # 1tal que Zzﬁz@jbl <aj Sear€Zconr# 1,5, X =z;"eY = X/X'.
Porellema3.1 X' € I, ysis # 7,5y s € T entonces

Zalfaj—br>2a;+Zbl_>_bs

I#j WA AL
l#s l#s iij

Si v es una valoraciéon monomial de tallo 7 entonces

oY) = o(X) = v(X') 2 v(J) - bw(a;) = v([ [ &)
t#r
y portanto Y € H:# I,y X € ], I por hipétesis de induccion.
b.Vj € T j # 1 tenemos que Zﬁif b > a;: Por hipotesis tenemos que Y ,a > b
J

I#]
entonces existen numeros naturales D;, 2 < j < d, tales que D; < a; y con

Z?:z D; = b;. Sea X' = H‘;.=2 z;PieY = ™ (Hj:z a:j“ﬁ‘DJ’). Evidentemente
X = X'Y y claramente X' € I, asi que sélo necesitamos probar que Y € [[jez I;; pero
%1
esto se tiene por el lema 3.2 ya que si s # 1 se tiene que
ai + Z (aj —Dj) = Zaj—bl—l-Ds = ij—as—l-Da = b3+D3+ (Z bj —as) 2 bs
J#Ls J#s J#1 i#1,8
LEMA 3.5 Si I C A esun ideal monomial completo de soporte finito de tallo i # 0, y si B es

una transformacion cuadrdticade Aenz;y Z = ([[1=1(z;/z:)% )z;% es un generador minimal
_ g

de Ig entonces

a

a; 2 Zaj - O’I"dA(I)
i=1
it
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Demostracion

Supongamos que a; < 3 j—1a; — orda(I), entonces existen b; < a; con j # i tales que
J#i

>;b; = orda(I). Sea Z' = [];z;% € I por el lema 3.1; y por la definicion de tranformada
débilde I en B, Z2” = Z'/z;" € Ip, donde r= ord4(I), pero Z” es un divisor de Z ya que

bj
T, .
Z” =11.{ =2} ; contraccion.
=1 (mz)

COROLARIO 3.1 Si I C A es un ideal monomial completo de soporte finito de tallo i # 0, y si
B es una transformacion cuadrdtica de A entonces Ig es completo.

Demostracion

Slea B la transformacién cuadratica de A-en a:J | ‘
e Sii# jentonces Ip = B,y el resultado es trivial.
o Sii=j entonces sea Z = (H?jél (z;/z:)%)z;% un generador minimal de I5.Sea Z' =
i
= (Hg? z;%)z;*, donde t = a;+arda(I) — E’d? aj;porellema3.4 Z' € A. Por otro lado,
7' = ;:i”"’ﬂ(’)Z y ords(I) < ords(2") entoncejs Z' € I'yportanto Z € Ip.

En el siguiente ejemplo, veremos que no podemos esperar que el producto de dos ideales del

mismo tallo sea completo, si este tallo es distinto de 0.

EJEMPLO 3.3 Sea A un anillo local regular de dimension 3, {z,y, z} un sistema regular de

parametros y sea I el ideal asociado al drbol:
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[\ )
/
ja—y

ot
[ 8]

W

T 5 4, A 3 3.2 12,240 2,2 2.3 3 .,..4 .5 ,.3,3 ,.,3.2 ,3.3
es decir I =< z° 2%, 2%2,2%y2, 2°2° x*y°z, x°yz®, x°2°  xy2’, ©2*, 2°, 2y’ wy’ 2* P 20,
2.4 2.5 5 5.2 7 .8 7
ity xyPr, et oyt Y > A

Sea J el ideal asociado al arbol:

esdecir J =< x,y% 2 > A.

Entonces t = zy®z € I x J ya que:

t? — [2(z?*2)|[y* (v*)) = 0

pero y®z, xy*z, xy® ¢ I, y entonces, t ¢ 1J.
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3.3 El semigrupo torico especial de un anillo local regular

Recordemos que si fijamos un punto P (visto algebraicamente, un anillo local regular de
dimension d (A, M)), ver seccidn 1.3, a cada punto infinitamente préximo a P, Q, se le puede

asociar un divisor dado por:

DQ = Z mQQ’Eal
Q'SP
donde £, eslaimagén del divisor excepcional de la explosién en Q' por el morfimo que va de la

variedad obtenida por las explosiones sucesivas en la cadena de puntos infinitamente proximos
que va de A a B ala variedad en la que se encuentra A, mgg = 1, mgg: = 0si Q £ Q

y Mmoo = Z magn si Q < Q'. Cadauno de estos divisores cumple las desigualdades de
Q"~+Q
proximidad y por tanto tiene en A asociado un Unico ideal monomial completo de soporte finito

que llamaremos Pp q. Estos ideales se llamaréan ideales de Lipman.

OBSERVACION 3.9 Los ideales de Lipman son ideales de tallo i # 0 si P # Q, y de tallo 0 si
P=qQ

DEFINICION 3.10  Decimos que I € S(A) si I es igual al x-producio de ideales de Lipman.

Llamamos a S(A) el semigrupo torico especial de A.

OBSERVACION 3.10  Claramente S(A) y la operacion x forman un semigrupo; éste es el mayor
semigrupo con la operacion x contenido en los ideales monomiales completos de soporte finito

en el que tenemos factorizacion vnica con factores que sean ideales de Lipman.

Veremos que en S(A) el x-producto es igual al producto usual.

LEMA 3.6 Sean Ppq, ideales de Lipman con j € Ty |I| < oo tales que todos ellos son ideales

de tallo i, entonces [ [ ,.; Pp,q; es un ideal completo.

Demostracion

Sea J = H;eI Pp,g; y X un generador minimal de J; haremos la prueba por induccién en
! = max(l(Pp,q;)), donde l(Pp,;,) es lalongitud maxima de entre las longitudes de los caminos

contenidos en el arbol asociado a Pp g ;-
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e Sil = 1 entonces todos los ideales esenéiales son el ideal maximal, y el producto usual es
una potencia del ideal maximal, que es completo.

e Sil > 1 entonces existe 7 # 0 tal que todos los ideales tienen tallo z; sea B la transformacion
cuadratica de A tal que MB = (z;)B y Q" el punto asociado a B.
Ya que [ ], Pq,q; es completo, por la hipétesis de induccion, entonces tenemos que Jg =
= HjeI Paor,q;-
Sir = orda(J) entonces por el lema 3.4 X/z;" = [],.;%; con z;z;% € A donde z; esta
en la transformada débil de Ppg; y r; = orda(Ppg;), con lo que X = [[..r(z;)z:"# y por
tanto X € []

jer Prg; ¥ este producto es completo.

COROLARIO 3.2 Seal = [[;.; Ppg, entonces I es completo,e Ies (A)

Demostracion

I= [ ez Pr,q;; reordenando los factores, si es necesario, T es el x-producto de ideales comple-
tos de tallo distinto, y entonces por la proposicion 3.8, este producto es igual al producto usual,
pero cada factor es el producto de ideales de Lipman del mismo tallo y entonces por el lema 3.5

este producto es igual al producto usual y tenemos el resultado pedido.

PROPOSICION 3.9 Si I € S(A) entonces A np > 0 tales que
I=]] Por™

Q<P

Demostracion

Es trivial por el anterior resultado y por la factorizacién unica establecida en [L2] .

PROPOSICION 3.10  Si I € S(A) y Q es un punto infinitamente préximo a P entonces Ig es un

ideal completo.

Demostracion. Por [L2] vy el corolario 3.1 la transformada débil de un ideal de Lipman es un

ideal de Lipman, y entonces si

I=1]] Ppa™

R<P
tenemos que

Ig=[] Per™=1g
R<Q
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TEOREMA 3.2 Sil,J € S(A) entonces IJ es un ideal completo.

Demostracion
Por la factorizacién unica y la anterior proposicién Ing, mg > O tales que I = [[Ppo™@ y
J = [[Ppg™2. Ahora, por la factorizacién unica y la proposicion 3.3 tenemos que [ * J =
=[[Ppom™et"e =1J.

Este teorema da a S(A) la estructura de semigrupo con el producto usual de ideales.

Vemos ahora una caracterizacién de los ideales en S(A) en funcién de los pesos del arbol

asociado a /.

PROPOSICION 3.11 Sea I C A un ideal monomial completo de soporte finito, I € S(A) siy

solo si, para todo P en el arbol asociado a I tenemos que:

d
m(P) > Y m(P,i)
i=1
donde m(P,i) = m(P(1)) + 3,4 3 i M(P(1,5,1)), m(P(2)) es el peso del sucesor de P
en el lado etiquetado con i, y m(P(i, j,t)), es el peso del sucesor de P(i,j,t — 1) en el lado

etiquetado con j sit > 1, y sit = 1 es el peso del sucesor de P(i) en el lado etiquetado con j.

Demostracion

Ya que m(P) > Ele m(P,1) es una desigualdad lineal, es bastante probarla para el casd de
ideales de Lipman, pero en este caso son las desigualdades de proximidad.

Si I es un ideal monomial completo de soporte finito e I cumple las desigualdades m(P) >
> ¢ m(P,1i) entonces Iy € S(B) (siendo B el anillo local regular asociado a @), por
hipétesis de induccioén en el nimero de puntos base de I. Entonces I = M(A)'[[" Ppr"%,

donde (Pg r)"" est4 en la factorizacion de Ig para algin @ que esté en el primer vencindario

infinitesimal de Py t = orda(I) — orda([[* Pac™) > 0,y entonces I € S(A).

PROPOSICION 3.12  Si I € S(A) existe una biyeccion entre los generadores minimales de I y

los generadores minimales de M°, donde b = ord 4(I).

Demostracion

Podemos suponer que b # 0, ya que si b = 0 la proposicion es trivial.
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Como I € S(A)existen [;, j € Z C {0,1,2,...,d} ideal monomial completo de soporte finito
de tallo j tales que I = [[ s I;; sea b; = ord4(I;) y definimos para cada j € T ¢; = Efg’ b;

i#]
ye;=bsij ¢

Sea X = []°, z;% un generador minimal de I

e Si existe un a; > ¢; para algun j € 7 entonces E‘;;g a; < b;(*) ya que si Zg;; a; > by
tenemos que X' = X/z; € I por el lema 3.1, y entonces X no es un generador minimal de
I
e Podemos definir ;
$(X) = (][ =)= .
2

dondet =b — Zf=1 a;.

]

o Siparatodoj € Ta; < c;yorda(X) > bentoncessi kestal queay # 0 X' = X/x), € I
por el lema 3.1 y X no es un generador minimal . Entonces si Vj € Z a; < ¢; tenemos que

ord4(X) = orda(I) y podemos definir ¢(X) = X.

Observos que ¢ esta bien definida, ya que si existen 4, j € T4 # j tales que a; > ¢;, a; > c;,

entonces X' = X/x; € I porellema3.1.

Ahora construiremos la inversa. Para ello consideremos 7 : R — N la aplicacion tal que 7(z)

es el menor nimero en N mayor o igual a z.

Sea X = [, z:% tal que S ai>b

e Siexisteun j € Z con a; > c; entonces consideraremos el numero ¢ = max(v(l)—-
—v(X)/v(z;)) donde el méximo es tomado en todas las valoraciones de tallo j asociadas
al; seat’ = 7(t), entonces ®(X) = Xz, Es facil ver que ®(X) es un generador minimal
delyquegod(X)=X.

e SiVj € T tenemos a; < c; entonces v(X) > v(I) para toda valoracién monomial asociada

a l,y entonces X € I. En este caso definimos ®(X) = X

Es fécil ver, ahora, que ¢ o &(X) = X y que o ¢ = Id.
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OBSERVACION 3.11  Observemos que la anterior proposicion es cierta cuando I es el x-producto
de ideales de tallo j, donde dos ideales distintos tienen tallo distinta, y no solo cuando I €

€ S(A).

COROLARIO 3.3 SiI € S(A)yb = orda(I) entonces el nimero de generadores minimales de

I es igual a el mimero de generadores minimales de M(A)®.

Esta biyeccién nos da un algoritmo para encontrar los generadores minimales de /, si cono-
cemos las valoraciones monomiales asociadas a I, y una factorizacion de I en productos de
ideales de tipo ¢, donde dos ideales distintos tienen distitnto tipo. |

" "Una vez estudiado en profundidad el semigrupo torico especial de un anillo local regular
podemos volver al problema objetivo de esta Memoria, dar condiciones suficientes para saber si
un ideal monomial completo de soporte finito cumple que sus potencias también son completas.
Evidentemente, de los resultados obtenidos en esta seccion este problema se resuelve diciendo
que dicho ideal debe estar en el semigrupo torico especial.

Podemos ahora preguntarnos dada una constelacion térica que condiciones debe cumplir
dicha constelacion para que todos los ideales monomiales completos cuyo soporte sea dicha
constelacion estén en el semigrupo torico especial. La respuesta a dicha pregunta se tiene
comparando las desigualdades de proximidad que deben cumplir todos los ideales mono-
miales con soporte en la constelacion con las desigualdades que deben cumplir los ideales que
pertenecen al semigrupo torico especial del origen de la constelaciéon. Evidentemente para que
las desigualdes de proximidad garantizen que se cumplen también las desigualdades que carac-
terizan el semigrupo torico especial, la constelacion debe cumplir las mismas condiciones que
se han dado, ver seccioén 3.1, para que el cono de curvas sea regular Dicho de otra forma el
cono de curvas es regular si y solamente si se tiene que todos los ideales soportados sobre la
constelacion estan en el semigrupo térico especial.

En terminos de los conos caracteristicos el semigrupo térico se puede interpretar como un
subcono de ﬁ(Z /X) (El generado por los divisores asociados a los ideales de Lipman). En el
caso regular en el cual el cono caractéristico es poliedrico estos dos conos coinciden (y por tanto
todos los ideales soportados sobre la constelacion estan en el semigrupo torico especial). Ya

que los divisores asociados a los ideales de Lipman son, en este caso, los vectores extremales,
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podemos facilmente encontrar las células (no son méas que los conos abiertos generados por un
subconjunto cualquiera de dichos elementos extremales). De estd forma podemos saber cuantas
variedades intermedias existen. Para ello sélo hay que tener en cuenta que hay dos 2™ célu-
las, donde m es el nimero de puntos. Como dos de estas células (la de dimensién 0 y la de
dimension méaxima respectivamente) corresponden a la variedades X y Z, entonces el nimero
total de variedades intermedias es 2™~ !. AUn mas, podemos encontrar de forma explicita estas
variedades, ya que basta con elegir un ideal en cada célula (como todos estan en el semigrupo

torico, todos nos producen variedades normales) y explotarlos.






Capitulo4
Estudio homologico de los ideales del
semigrupo torico especial

En este capitulo, para completar nuestro estudio de los ideales pertenecientes al semigrupo
torico especial, realizaremos un estudio homolégico de dichos ideales que tendra como fina-
lidad la determinacion de las sicigias de la resolucién minimal y el célculo de los nimeros de
Betti. Para ello, en la primera seccion, construiremos una resolucién minimal de dichos ideales,

considerados-como A-méddulos.

Para encontrarla, lo haremos, de hecho, globalmente. Es decir, sustuiremos nuestro anillo
local regular de dimension d por el anillo de polinomios en d variables con coeficientes enteros,
quellamaremos R. Podemos transladar nuestro ideal monomial a este nuevo anillo considerando

el ideal generado por los mismos monomios pero en las nuevas indeterminadas.

Una vez conseguida la resolucion minimal para este nuevo anillo obtendremos la del anillo

local regular realizando un producto tensioria como Z-médulos por el anillo de partida.

Para determinar esta resolucién minimal utilizaremos iun razonamiento similar al utilizado
en [El] , con las debidas modificaciones. Estas modificaciones consisten en dividir los gene-
radores del ideal monomial de soporte finito en d+1 clases distintas, de forma que en cada una de
ellas, conun orden especial, podamos utilizar la derivacion propia de los ideales estables. Obser-
vamos que estos razonamientos estan basados en el hecho de que para todo ideal perteneciente al
semigrupo térico especial existe una factorizacion en ideales monomiales completos de soporte
finito de clase i, con todos los factores de distinta clase. No obstante existen ideales comple-
tos de soporte finito para los cuales existe esta factorizacién, pero que no pertenecen al semi-

grupo térico especial; para estos ideales también se tendria la resolucién minimal anteriormente

mencionada.

Una vez establecida dicha resolucién, en la seccién segunda, determinamos los nimeros
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resolucién minimal, ha resultado muy simple ya que, con un razonamiento muy sencillo, se

puede mostrar que coincide con el rango de los modulos libres encontrados.

Observamos que dichos numeros de Betti sélo dependen, a parte del indice, de la dimension
y del orden del ideal del semigrupo térico especial, por lo cual coinciden con los de la potencia
del maximal que tiene el mismo orden que el ideal considerado. Damos, en esta misma seccion,
también una férmula combinatoria que nos permite encontrar dichos nimeros.

En la tercera seccion calculamos los modulos de sicigias de un ideal perteneciente al semi-
grupo torico especial. Para ello utilizamos de forma esencial que la resoluciéon minimal que
hemos encontrado es una resolucion exacta. En funcién de esta resolucion damos los modulos
de sicigias del ideal considerado, como las imagenes por cada derivacion de los médulos libres

que componen la resolucion minimal.
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4.1 Una resolucion minimal para los ideales pertenecientes al semigrupo térico especial.

En esta seccion estudiaremos una resolucion minimal para los ideales del semigrupo torico
especial que, en secciones siguientes de esta Memoria, utilizaremos para calcular las sicigias y
los nimeros de Betti de dichos ideales.

Para la construccion de la resolucion minimal seguiremos un razonamiento similar, aunque
con las necesarias y logicas transformaciones para adaptarlo a nuestro caso, al seguido por Eli-
ahou y Kervaire en [El] .

La relaccion entre los ideales estables, y los elementos del semigrupo térico especial se es-
tablece a través de la biyeccion que existe entre los generadores de los idéa.les del semigrupo
téricd‘i\aébé(':ial"y una pdténCia del ideal maximal adecuada, que pertenece a los ideales estables.

Podemos entender los ideales del semigrupo torico especial, como un "pegado” de ideales
estables con una zona de transicién que garantiza que el ”pegado” se lleva a cabo de forma
coherente, en los que hemos utilizado para definirlos unos ordenes distintos al habitual para los
numeros {1, ...,d} donde d es la dimensién del anillo A.

Con estas ideas veremos como se transforma el razonamiento hecho en por Eliahou y Ker-

vairey y como dicho razonamiento nos conduce a la resolucion minimal de los ideales del semi-

grupo tdrico especial.

DEFINICION 4.1 Dado un anillo local (A, M) y un A-médulo B, decimos que (L;,d) es una

resolucion minimal de B si (L;, d;) es una resolucién de B y ademds di(L;) C ML;_;.

En esta seccion de la Memoria cambiaremos un poco la notacién con el fin de hacerla mas
simple.
Sea (A, M) un anillo local regular de dimension d, {z, . . . , Tq } un sistema regular de para-

metros de A e I un elemento del semigrupo térico especial de A.

Consideremos el anillo R = Z[Xj, ..., X4), ¢ el homomorfismo canénico de R en A que
cumple que (X;) = z;, entonces consideremos el ideal en R generado por los elementos
u = ¢~ (w) donde w recorre los elementos de un sistema minimal de generadores de I formado

pOr monomios en zy, . . ., 4. Por simplicidad a tal sistema de generadores lo llamaremos a partir
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de ahora le llamaremos sistema minimal de generadores de [ y a sus elementos generadores
minimales.
Por el siguiente teorema debido a J. Eagon y M .Hochster en [E] tenemos que basta encontrar

una resolucion minimal de J para tener una resoluciéon minimal de 1.

TEOREMA 4.1 Con la notacion anteriormente introducida si (L;, d;) es una resolucion minimal

de J entonces (L; ®g A, d; ®r Id) es una resolucién minimal para I.

Como I est4 en el semigrupo torico especial existen ideales I; ¢ = 1,... ,dtalesque [ =[] I;
y para los que se cumple que cada I; es de tipo i si [; # A. Estos ideales nos dan también una

factorizacion de J en los ideales J; = o *(I;).
Existe, por lo ya visto en la seccién tres del capitulo cuatro, una biyeccion entre los gener-
adores minimales de M* con t = ord(I), siendo M = (X;,...,Xy)R, y los generadores

minimales de J. Dicha biyeccién sera denotada por ¢.

DEFINICION 4.2 Sea X = H?=1 X;j un monomio. El orden <; es tal que 1<;...1 — 1<;9 4+
1<;... <;d—1<;d<; . Claramente el orden <4 es igual al orden natural. Cada <; induce un
orden lexicogrdfico inverso. max;(X) (min;(X)) es el maximo (minimo) indice en el orden <;
con exponente en X no nulo. Para simplificar, escribiremos, algunas veces, max(X) (min(X))

en lugar de maxy(X) (ming(X))
DEFINICION 4.3 Con la notacién ya vista, definimos b; = orda(I;) y c; = 35, bi.

DEFINICION 4.4 Sea u un generador minimal de J y ¢(u) = H?:] X}, decimos que w es de
clase © # 0 existe un i tal que a; > c;.

Si u no es de clase i para ningun i # 0, entonces decimos que u es de clase 0.

DEFINICION 4.5 e(Jy, ..., Js;u) es un simbolo posible si j; < jp < ... < j,; ¥ u es un gene-
rador minimal de J.
Sie(j,. .., Js;u) es un simbolo posible, entonces orde(j1, . . ., Js;u)] = s.

Cs = @e(j1,. .., Js; u)R, donde e(j1, . .., js; w) es un simbolo posible de orden sy C_; = J



DEFINICION 4.6 Dado e(jy, . . ., js;w), con ¢(u) = [1% _; X denotamos por u; a:

1. ¢~ H(p(u)X;,/X;) silaclasedeues j # 0y j # .

2. ¢ (d(w) Xy, / Xmax(uy) Silaclase de wes 0, aj;, < c;; y J; < max(u).

3. u en otro caso.

DEFINICION 4.7 Definimos Ds(e(j1,. . ., js; u)) por

3

z(_l)z (ine(jlv e 7j‘i—17ji+1) s )js; U) - yie(j1> o 7j‘i—1)j‘i+17 tee

1=1
donde X ;u = y;u;
usis=>0

LEMA 4.1 Si s > 1 enfonces (u,); = (ut)r

Demostracion

,Js;ui)) Sis#0
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Sea ¢(u) = []%_; Xm®. Sin perdida de generalidad podemos suponer que t < . Por la

proposicion 3.11 es suficiente probar que ¢((ur):) = d((ue)r)

l.uesdeclase j #0, a; > c;+ 1,y ji, jr # j entonces

ol(un)) = H2%
o)) = A5Fn

2.uesdeclase j #0,a; =c¢; + 1, ji, jr # j y jr > max(u) entonces

() = 2K s H0I%s
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3.uesdeclase j #0,a; =¢; + 1, Ji, jr # J ¥ Jr < max(u) entonces

Xj X max(u)

¢((ur)e) =

(u)X; X,
Xj Xmax(u)

¢((we)r) =

4.y es de clase j # 0, y uno de ellos, por ejemplo, j, es igual a j, entonces

o)) = A5
ol(u)) = 25

5.siuesdeclase0, aj, < ¢, aj, < ¢j,, max(u/Xmax)) < Jr < max(u), entonces

_ o)X, X, _ $w)X,
d((ur)e) Xmaxw) Xir  Xmax(u)

6. u es de clase 0,a;, < ¢;,, aj, < ¢, € = max(u/X max(n)) > Jr

¢(w)X;, X

¢((ur)s) = Koy Xe

_ ¢(u)XJ': &1
¢((U’t)7') B -Xma.x(u) Xe
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7. st u es de clase 0 y uno de ellos, por ejemplo, j- cumple que a;, = c;,, entonces

8.si u es de clase 0y j, > max(u), entonces

d((ur)e) = lus)

$((ue)r) = ¢(we)

y tenemos el resultado deseado.

PROPOSICION 4.1 (C., D,) es un complejo
Demostracion

Necesitamos probar que D,_1D;(e(j1, ..., Js;u)) = 0.

e Si s =1, entonces es trivial.
e Sis > 1, entonces definimos:

8

DM (e, dsw) = Y (1) Xye(n, - -

=1

8

Dl e(jr, .- dsw) = = 3 (1) 'me(j, ..

=1
Ahora tenemos que:

8

y Ji—1y Jit1, - - - )js;u)

:]i—l;]i+1>---ajs3ui)

Dy—y'D,'(e(1,- -+, dsiw) = Doy’ (Z(_l)inie(jl, s Jim 15 Jid s - -+ T U)> =

=1

s 1—-1
= Z Z(—l)z—l—ijinme(le s 7jm—1;jm+1: v )j’i—laj’i-}-l) v )js; U)+

i=1 m=1
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s s
+ Z Z (_1)i+m-1inije(j1> S ,ji—l)j'i-i-l) s )jm—l)jm+1) e ,js; 'u’) =0

=1 m=1+1
Por otro lado:

(Ds—I‘llez + Ds——lzDsl) (e(jla v ,js;'LL)) =

= Ds—ll <Z(—1)i+1yie(jh s )ji—l)ji-f-l) s )ja; u‘l.)) +

=1

4Dy (Z(—,l)ixjie(jl, ces Jim1, Jit1, - - <5 I8 u)) =

=1
= (_1)i+m+1injme(jl> s 7jm—17jm+11 v 7ji—1>j’i+17 cee >js; U’z)+
+ Z Z (_1)i+minjme(j1) s )ji-l;.j'i-i-l) e >.jm——1ajm+1> s )js;ui)+
1=1 m=i+1

+ Z Z(—l)i+m+lme.’iie(jl’ e )j’m—lajm—i—l, <o :j‘i-l;ji‘i‘l; ... ,js; 'U,m)+

+Z Z (—1)i+mmejie(j1;---;ji—l;ji—!-l,---;jm—l,jm+l,~-->j3;um) =0

s

DS—12D82(6(j1) s )js; U’)) = DS—12 <Z(_1)i+lyie(j1; s )ji—l:ji-*-l) ce ;js;'u'i)> =

i=1

g i-1

= Z Z(—l)i+m+2yi,m€(j1, cooy Jme1, s - e Jim 1, Jitds - -5 Jsi (Ui)m)+
i=1 m=1
8 s v
+ Z Z (—1)z+m+ly‘i,me(jl) v 7ji-—1)ji+1) s >j77'L—1>jm+l: s st; (uz)m) =
=1 m=1i-1

ya que (4;)m = (Um)s € Ymi = Yim con lo que (C,, D,) es un complejo.

0
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DEFINICION 4.8 Seae(jy, ..., js; u) unsimboloposibley p(u) = [12 _; Xm®; e(j1, . .., js; u)
es un simbolo inadmisible si:

1. v tiene clase j # 0y existe & tal que jx = 7.

2. u tiene clase 0y j, > max(u)

3. u tiene clase O y existe k tal que a;, = c;,

DEFINICION 4.9 Sea N, = @e(ji,. .., js;u)Rdondee(jy, . . ., js; u) es un simbolo inadmisible

conordens, sis >0, yNg=N_1=0

Claramente Dy(N,) € N,_,, y entonces si L, = C,/N,, y d, es la derivacién inducida,

entonces tenemos que (L., d,) es un complejo. - -

DEFINICION 4.10 Sea e(jy, .. ., js;u) un simbolo posible, decimos que e(jy, ... j,;u) es un

simbolo admisible, si no es un simbolo inadmisible.

OBSERWVACION 4.1  Trivialmente tenemos que L, = ®e(jy, . .., js; u)R, donde e(jy,. . ., js; u)

es un simbolo admisible.

DEFINICION 4.1 Sea u, v generadores minimales de J, decimos que u < v si
1. La clase de u es menor que la clase de v

2. La clase de u es igual a la clase de v, esta clase no es igual a cero y u es menor que v en el

orden lexicografico inverso inducido por el orden <;, donde i es la clase de w.

3. Laclase de u esigual a la clase de v, esta clase es igual a cero y u es menor que v en el orden

lexicografico inverso inducido por el orden natural en N.
OBSERVACION 4.2 Sie(jy,...,Js;u) es un simbol admisible v, < u.

DEFINICION 4.12  Sean e(j1, ..., js;u),e(j),..., % v) dos simbolos admisibles, entonces

decimos que e(j, .. ., js;u) < e(jy,. .., 75 v) si

lLu<w

2u=vy (j1,...,7) < (41,---,7,) en orden lexicografico inducido por el orden natural en
N.
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LEMA 4.2 Seaa = e(jo,...,Js;u) € Lsy1, con s > 0, entonces e(ju, . . ., jg; u) es el mayor

simbol en d(a).

Demostracion

Trivial.

DEFINICION 4.13 Sea a = ze(ji,...,Js;u), donde z es un monomio en X,,... X, y
e(J1,- - -, Js; u) es un simbolo admisible, entonces decimos que a es normal si z = 10 si

1.s=0,laclasedeues j # 0y min;(z) = j

2.5 =0,laclase deues 0, y min(z) > max(u) 0 j < max(u) tal que el exponente de X ; en
s Plu)no-esigualacy,y X; | 2.

3.8 >0,laclasede ues j # 0y min;(2) = j o minj(2) > j;

4.5 >0,laclase de u es 0, y min(z) > j; 0 #j < j; tal que el exponente de X; en ¢(u) no es

igual ac;, y X; | 2.

DEFINICION 4.14 Unelemento de L es normal si es combinacion lineal de elementos normales

oesigualal.

LEMA 4.3 Si f € L no es normal, entonces f es equivalehte modulo I'mg (d.1) a unelemento

normal.

Demostracion

Supongamos que f = ze(jy,...,Js;u), donde z es un monomio. Entonces, por la defini-
cion de elemento normal, existe m tal que z/z, € Ay a = z/zme(m,j1,...,Jgu) €
€ Lgy1, d(a) = —f+ simbolos en L; menores que f, y entonces podemos sustituir f mo-
dulo Img (d,+1) por elementos més pequefios, y asi sucesivamente. Pero este proceso tiene un

fin porque hay s6lo una cantidad finita de simbolos y entonces tenemos que llegar a un elemento

normal.

LEMA44 Sea a = ze(jr,...,Js;u) € Ly, un elemento normal y sea b = ye(js,. .., 5 v),
donde z e y son monomios, tales que el mayor elemento en d(a) aparece en d(b), entonces

e(jl) s >js;u’) S e(j'_ll) e ;];)U)
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Demostracion

Seaw =[], X%, yv = [[L,X.%, entonces tenemos varios casos:

1.s = 0ylaclase de u es j # 0: entonces z =X ;". Tenemos que y =X ;°v/, donde X ; { v/, y
uz = vy. Sin < e entonces u = v; sin > e, se tiene que X ;" °u = vv'; entonces la clase
devesjyg;=(n—e)+a;>a;luegou <v.

2.5 = 0, la clase de v es 0 y min(z) > max(u): Tenemos que uz = yv. Podemos suponer
que la clase de v es 0 y max(u) > max(v), ya que en caso contrario no hay nada que probar.
Si max(u) > max(v) entonces v | u, y esto es absurdo. Si max(u) = max(v) tenemos dos
Casos:

a.Vk < max(u) ax = gx, entonces Amax(u) = Jmax(v) ¥ % = V. °
b. 3k < max(u) tal que ax > g entonces Gmax(u) < Jmax(v) ¥ % < V. ‘

3.8 =0, laclase de u es 0, ¢ = min(z) < max(u), y el exponente de X; en ¢(u) es igual a c;:
Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que la clase de v es 0, y entonces tenemos que
X¢ | y. Seaz = (X;)™/, entonces tenemos dos casos:

4.y = (X,)*”, donde X; { v” y min(v') > max(u). Podemos suponer que max(u) >
> max(v); Entonces n < e, y uv’ = v” X;* ™v, y estamos en el caso 2.

5.z = (X)"(Xe)"h, donde t' = min() < max(u) y min(h) > max(u), entonces

Yy = (Xt)e(X,y)e'h’ con X; Xt h',n<e n <€ ynosotros estamos en 2 otra vez.

%

Si s > 0 entonces podemos suponer por la observaciéon 4.2, que u = v.

l.s > 0,]Jaclasedeues j # 0,y z =X,", entonces zX;, = yX; (*)y e(jz,...,js;u) =
= (- Forsdlgrr- oo Jhyu) (x%). Por (x), y ya que j. # j tenemos que j, = ji y
entonces 7 = 1,y e(j1,...,7s;u) = e(j1,..., 7% v)

2.s>0,laclasedeuesj#0,y z=X,;",conmin(v') > j; y X; t v. Tenemos de nuevo
las igualdades (x) y (**), y por tanto se tiene que j;. > j;. Sir > 1 entonces j, = j._, <
<jr,ye(j,. .., ds;u) <e(dy,...,J5;v). Sir =1 entonces trivialmente e(jy, . .., jg; u) <
<e(fh, -1 Jsv).

3.8 > 0,laclasedeu es 0, y min(z) > j;, entonces tenemos (x) y (x#), y estamos en el Gltimo

Caso.

4.5 > 0,laclase dew es 0, min(z) < 7; y existe k tal que el exponente de X, en ¢(u) es igual
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ackyz =Xx®' conmin(v') > ji. Otra vez tenemos () y (x*), y ya que j. # k se tiene
que j, > 71 y estamos en el caso 2.

5.5 > 0,laclase dew es 0, min(z) < j) y existen k, k' tales que el exponente de X}, en ¢(u) es
igual a ci y el de Xy esigual a ¢y y 2 =X3,°X g0’ con min(v') > j;. De nuevo tenemos (%)
y (%), y ya que j,. # k, k' entonces se tiene que 5. > j; y de nuevo estamos en el final del

caso 2.

LEMA 4.5 Si f € ker(ds) es un elemento normal, entonces f = 0.

Demostracion

" Sea f €'ker(d,), f un elemento normal, f # 0; c el mayor simbolo en £, y a el mayor simbolo °

en d(c); entonces por el lema 4.4 a no puede cancelarse contra ningtin otro termino en d(f). Y

por tanto d(f) # 0.

PROPOSICION 4.2  ker(d,) = Img(d,,)

Demostracion .
Sea f € ker(ds), entonces Jg normal, tal que f = g+Img(ds41); y por tanto 0 = d(f) = d(g),
y por el lema 45 g = 0,y f € Img(dyy), con lo que ker(d,)) = Img(dy,).

OBSERVACION 4.3 Este lema nos dice que (L,,d.) es una resolucion de J, y ya que ds(L,) C
C (X1,...,Xa)Ls_, entonces (L, ®g A,d, Qg Id) es una resolucién minimal de I.

OBSERVACION 4.4  No necesitamos que I € S(A), tenemos la misma resolucion minimal si I

es un *-producto de ideales de clase j, donde dos ideales con la misma clase son el mismo.
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4.2 Los numeros de Betti de los ideales del semigrupo torico especial

Fijaremos con en todo lo anterior un anillo local regular (A4, M) de dimensioén d y un sistema
regular de parametros de dicho anillo {z;,...,z4} y unideal I € S(A).

A partir de ahora llamaremos k al cuerpo i Definimos el ¢-¢simo nimero de Betti de I,
B;(I), como la k-dimension del espacio vectorial Tor;(k, I).

En la seccién anterior encontramos una resolucién minimal para estos ideales, (L. ®g A),
donde R = Z[X;,. .., Xq4]. Podemos, pues, utilizar dicha resolucién para calcular Tor;(k, I).

Ahora al ser una resolucién minimal entonces [d; ®r A ® 4 Id = 0y por tanto el i-ésimo
nimero de Betti de I es igual al rango de L; ®g A, o lo que es lo mismo, al rango de L;, porlo

que es evidente que Bi('I):-—'- Osii>d

TEOREMA 4.2 Sea I € S(A) entonces B;(I) = B;(M?®), donde a = ord4(I)

Demostracion

Haremos la demostracion por induccién en ¢t = #A = {4/ hay en el arbol asociado a I una

rama etiquetada con j saliendo del origen}

e Sit = 0; entonces I es una potencia del ideal maximal, y la proposicion es trivial.

e Sit > 0; Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que d € ;1, ya que esto se consigue
reordenando los elementos del sistema regular de parametros fijo, con lo que tendriamos otra
resolucion mimimal. Perolos nﬁmefos de Betti no dependen de la resolucion minimal elegida,
puesto que son la dimensién de Tor;(k, I), y estos espacios vectoriales no dependen de la
resolucion elegida.

Sea I' el ideal monomial completo de soporte finito asociado al arbol que obtenemos
eliminando la rama etiqueda con d; si I = Ip ... * [;, donde I; = Asij ¢ A e
I; es un ideal de clase 7 s1 7 € ;1, una factorizacion de [ en ideales de clase j entonces
I'=(Io* M") x I ... % I;_y, donde b = ord4(I;). Usando ésta factorizacion tenemos
que e(Ji, ..., Jsu) € Li(I) @ e(f,...,J;0(w) € Li(I'), donde o es la biyeccion entre el
conjunto minimal de generadores de I, y el conjunto minimal de generadores de I’, y entonces

Li(I) = L;(I'), y aplicando la hipétesis de induccion B;(I) = B;(I') = By(M®).
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LEMA4.6 Si0<g<d d>1 yn >0, enfonces
zd: d+m—2 (m—l _ d+n—1> d+g—-1
— m—1 q B d+q q

Demostracion

Haremos la demostracién por induccién en d. Si d = 1 entonces ¢ = 0y esta igualdad es trivial.

Sea d > 1 entonces

e g <d—1tenemos que:

()7 -

Y

3
Il

(d+n—2) _ ([d+n-1)(d+g-1) <d+n—1><d+q—1>

@-Din—1-¢q)l¢ (@+ql(n—1-qlg@d-1! \ d4g q

e sig=mn—1,laproposicion es trivial. Q.E.D

COROLARIO 4.1 Con la notacion de la proposicién anterior tenemos que si 0 < i < n
n -1  — 1
By(I) = < tas )(O’H. >
a+1 7

Demostracion

Por el teorema anterior es suficiente probar que

B,-(M“)= (d;igl) <a+z—1>_

() ()

(T () -l
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Probaremos esta igualdad contando el nimero de generadores minimales © de M® con un m =

at+m-—2

= max(u) dado. Este nimero es (*}™

), porque la division por z,, nos da una biyeccion entre
este conjunto y el conjunto de monomios en z, . .., Z, de grado a — 1. Ahora para cada u, en

estas condiciones, se tienen (mi_l) elementos admisibles, y entonces:
“fa+m—2\/m—1 n+a—-1\/a+i—1
Bi(I) = . = . .
=2 () ) -

OBSERVACION 4.5 Si dim(A) = 2 enfonces por [L2] fenemos que si I is un ideal monomial

completo de soporte finito entonces I € S(A); y podemos aplicar los resultados de esta seccion = - -

sin ningun problema.

EJEMPLO 4.1 Consideremos un anillo local regular de dimensién 3, A, un sistema regular de
parametros {z,y,z} de Ay el ideal I = (z? y,z) A
Entonces tenemos que:

Lo®r A=e(z*)A@e(y)A® e(2)Ay porlo tanto Bo(I) = 3 = (*1171) (*+97)

140 0

Li®r A=e(2,0°)ABe(3;2*)ADe(22)Ay By(I) = 3= (171 (+1)

Ly@rA=e(2,3;22)Ay ByI)=1= (34121 (271

142 2
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4.3 Los médulos de sicigias de los ideales del semigrupo térico especial

DEFINICION 4.15  Sea R un anillo, M un R-médulo y L un R-mddulo libre tal que exista una
aplicacion suprayectiva de L en M. Al micleo de esta aplicacion se le denomina un primer

modulo de sicigias de M.

El t-ésimo modulo de sicigias se define inductivamente como el primer médulo de sicigias

del (t — 1)-médulo de sicigias de M.

Fijemos ahora, un anillo local regular de dimension s, (4, M), y un ideal de S(A), I.
Utilizando la anterior resoluciéon minimal para un ideal del semigrupo térico especial de un
anillo local regular podemos calcular facilmente los médulos de sicigias correspondientes a

dicho ideal I.

El resultado obtenido se encuentra en el siguiente teorema:

TEOREMA 4.3 Con la notacicn de la seccion 1 de este mismo capitulo se tiene que el j-ésimo

mddulo de sicigias de I es (d; ®g Id)(L; ®r A).

Demostracion

Lo haremos por induccién en j.

 Paraj =1 tenemos que do ®r Id es una aplicacion suprayectiva de Lo ®z A en I y por tanto
un primer modulo de sicigias de I es el nucleo de dicha aplicacion, pero como es parte de
una resolucion de I este nucleo es igual a (d; ®g Id)(L; ®r A).

e Para j > 1. Por hipotesis de induccién el (j — 1)-ésimo médulo de sicigias de I es igual a

(dj-1 ®r Id)(L;—1 ®k A) y entonces un j-ésimo médulo de sicigias de I es el micleo de
dj_l Rr Id, €s decir, (dj Qr Id)(LJ XRr A)
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EJEMPLO 4.2 Consideremos un anillo local regular de dimension 3, un sistema regular de
pardmetros de dicho ideal {x,y, 2} y el ideal monomial completo de soporte finito, I, generado
por 2y, 2.

Ienemos que:

(dr ®r 1d)(e(2;2°) ®r 1) = yle(z?) ®r 1] — 2°[e(y) ®r 1]
(dr ®r 1d)(e(3; 2%) ®r 1) = zle(z?) ®r 1] — 2%[e(2) ®r 1]
(dr ®r Id){e(2; 2) ®r 1) = yle(2) ®r 1] — 2[e(y) ®r 1]

Por lo tanto un primer médulo de sicigias es el generado por yle(z*) ®r 1] — z*[e(y) ®r 1],

z[e(z*) ®r 1] — 2*[e(2) ®r 1], yle(2) ®r 1] — zle(y) ®r 1]..
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