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Abstract

The purpose of this thesis is to study the auction models used in commercial transactions of
electrical units within a competitive market. In this work, we analyze the strategies that utilities
suppliers must choose in order to maximize their profit and, at the same time, the auction model
that the Market Operator (responsible for purchasing the electrical units necessary to satisfy
the electrical demand) must choose to minimize the payment to the suppliers. In this way, we
try and establish a ranking between the different auction models and also prove, under certain

circumstances, the advantages of one model over the others.

In the last decades the use of auctions for commercial transactions has increased considerably.
This has prompted an ample analysis of the mathematical models that support them [Maasland
and Onderstal (2006); Milgrom (2004), Burguet (2000), Klemperer (1999)]".

For instance, auctions are used at present as a sales system for Treasury bills [Sanjiv and
Rangarajan (1997)], for last generation phone licences [McAfee and McMillan (1996)], for electricity
units [Fehr and Harbord (1993)], for exploitation rights of mineral resources, fresh food, wine,
flowers, works of art, etc. Its economic importance is obvious.

In some countries, such as United Kingdom, Australia, Spain, Chile, Argentina, Canada,etc.,
an auction procedure is followed to regulate the daily electricity market [Fehr and Harbord(1998)].

During the nineties, major changes were performed in the organization and operation of
worldwide electricity markets. There are several underlying reasons for this revolution in the
industry, among which it has been highlighted the search for efficiency and free competition in
a sector which traditionally had been in the hands of the State. Each power company bids an
amount of electricity units on a daily basis and for each hour of the day. In view of the supply, the
central operator (the auctioneer) ranks the bids from the lowest to the highest, then distributes
demand among the lowest bids until demand has been fully met. The price paid to each company

which takes part in the despatch of demand made for that period in question, depends on the

'For an introduction to auction theory.
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auction model adopted for the transaction. There are two main auctioning mechanisms: the
uniform-price auction model and the discriminatory auction model.

In the uniform model, the unit price received by a company despatching in the market is
the same for all companies: the highest accepted bid. In the discriminatory model, however, all
companies despatching in the market collect a unit price equal to the bid placed by them [Fabra
(2001); Fabra, Fehr and Harbord (2002); Fabra, Fehr and Harbord (2003)].

It has not been proven that one model is actually better than the other [Ausubel and Cramton
(2002)]. In relevant published literature, we find works that argue in favor of the Uniform Model
[Wolfram (1999)] while others postulate for the advantages of the Discriminatory Model instead
[Federico and Rahman (2001)].

This work is directed towards clarifying the superiority of one model over the other under
certain hypotheses, which vary in the different chapters. In addition, we will not be analyzing
exclusively the two models already mentioned but instead, we will also examine a third classic
auction model known as the Vickrey auction model [Vickrey (1961)]. That is to say, we will estab-
lish a ranking amongst the three classic auction models within the Electrical Market framework:
Uniform, Discriminatory and Vickrey, within a parametric family of auction models. Therefore,
we will not only accomplish a comparative analysis of the three classic auction models, but also,
obtain a comprehensive analysis of all the auction models found between them and that could
be used in the Electrical Market. We will demonstrate that, under specific circumstances, there
are models belonging to certain family that are better than the three mentioned classic models.
One of the main difficulties is that more than one object is being auctioned (the demand may
be distributed among several companies) and comparison between multiple-unit auction models
is a very complex task.

The two fundamental contributions of this work are firstly, it will analyze a large family
of auction models and, secondly, it will model the Electrical Market as a game of incomplete
information. It has been assumed that companies have some uncertainty about the costs function

of the other competing companies
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Introduccion

El propdsito de esta tesis es el estudio de modelos de subasta utilizados en las transacciones
comerciales de compraventa de unidades eléctricas en un mercado competitivo. En este trabajo se
analizan las estrategias que deben seguir las empresas generadoras, para maximizar sus ingresos,
y el modelo de subasta que debe elegir el Operador del Mercado (responsable de la compra de las
unidades eléctricas necesarias para satisfacer la demanda eléctrica), para minimizar el pago que
debe hacer a las empresas generadoras. De esta forma se intenta establecer una ordenacion entre
los distintos modelos de subasta y establecer, bajo determinadas circunstancias, las ventajas de
un modelo frente a los restantes.

En las iltimas décadas la aplicacién de modelos de subasta a transacciones comerciales ha ido
en rédpido aumento y, con ello, la necesidad de un amplio anélisis de estos modelos mateméticos
[Maasland y Onderstal (2006); Milgrom (2004), Burguet (2000), Klemperer (1999)].

Las subastas se utilizan, en la actualidad, como método de venta de letras del tesoro [Sanjiv
y Rangarajan (1997)], de licencias de méviles de iltima generacién [McAfee y McMillan (1996)],
de unidades de electricidad [Fehr y Harbord(1993)], del derecho de explotacién de yacimientos de
minerales, de alimentos frescos, de vino, de flores, de obras de arte.... La importancia econémica
es obvia.

El gran interés que se ha suscitado en torno a este tipo de negociacién estd inducido, funda-
mentalmente, por dos ideas: por un lado, la imposibilidad de la tasacién directa y absoluta del
bien y, por otro, maximizar el beneficio obligando a competir a aquellos posibles pujadores que
mds valoren la mercancia en cuestion.

Describir un modelo de subasta concreto es determinar las reglas o procedimientos que se
aplicardn para la selecciéon de ofertas y precio (o precios) en la transaccion.

En este tipo de negociaciones ambas partes, subastador y pujadores, desean maximizar sus

respectivos beneficios y esto implica que nos enfrentemos a intereses contrapuestos. Luego cuando

2Para una introduccién a la teorfa de subastas y sus aplicaciones.
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xviii Introduccién

se califique a un modelo de subasta de ventajoso frente a otro, habré que especificar si lo es desde

el punto de vista del subastador o si lo es desde el punto de vista de los pujadores.

Desde el punto de vista de un subastador, cuando éste elige un modelo de subasta debe
predecir el comportamiento de los pujadores. Por otra parte un pujador debe predecir el com-
portamiento del resto de competidores. Para que un pujador pueda predecir el comportamiento
del resto de pujadores, éste debe estimar el valor del bien a subastar que los otros le asignan. A
este valor le llamaremos wvaloracion.

La primera clasificacién de modelos de subasta se basa en la dependencia entre las valora-
ciones de los pujadores. Tendremos que diferenciar dos categorias de modelos de subasta:

Modelos de valoraciones privadas. La valoracién privada que cada pujador asigna al objeto
a subastar no es de conocimiento piblico. Esta incertidumbre es relevante para la decisién de
cada pujador. Una postura exitosa es el resultado de haber formado expectativas correctas sobre
lo que otros esperan a tenor de la informacién que uno tiene.

Modelos de valoraciones comunes. Fn este caso la incertidumbre relevante recae sobre el valor
del objeto a subastar, que es comin a todos los pujadores. Por ejemplo, imaginemos la subasta
de una licencia de explotacion petrolifera: el valor real de esta licencia depende de la cantidad
de petréleo que se consiga extraer. Valor que es desconocido y comin a todos. Puesto que el
objeto tiene valor incierto, las ofertas estdn basadas en estimaciones sobre este valor.

La aplicacién de la teoria de subasta en la que se centra esta memoria es la subasta del
Mercado Eléctrico, que serd considerada, casi siempre, un modelo de valoraciones privadas®. En
algin caso, las valoraciones se consideraran con una componente comun®. En pafses como el
Reino Unido, Australia, Espana, Chile, Argentina, Canadd, Noruega, Nueva Zelanda, Polonia,
Suecia, Holanda, Finlandia, Estados Unidos, Colombia, Alemania y Bolivia se aplica una subasta
para regular el Mercado Eléctrico diario [Fehr y Harbord(1998)].

Durante la década de los 90 se comenzaron a vivir importantes cambios en la organizacion
y el funcionamiento de los mercados eléctricos mundiales. Las razones que motivaron esta re-

volucién en el sector son varias: entre ellas pueden destacar la busqueda de eficiencia y libre

3La valoracién de cada empresa en este contexto estard directamente relacionada con el coste de produccién

eléctrica.
4La valoracién de cada empresa en este contexto estard directamente relacionada con el coste de produccién

eléctrica y con el coste comin de la materia prima necesaria para tal produccién.
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competencia en un sector que, tradicionalmente, estaba en manos estatales®. Estos cambios in-
troducen la competencia en la produccién eléctrica, quedando el transporte y la distribucién
como actividades reguladas. Mediante esta nueva organizacién las empresas generadoras llevan
a subasta su produccién. Cada empresa eléctrica oferta una cantidad de unidades de electri-
cidad y un precio por unidad para cada dia y para cada una (o media) de las 24 horas del
dia siguiente. A partir de las ofertas se construye una lista de méritos ordenando los precios
ofertados de menor a mayor, hasta que ésta interseque la curva de demanda, encontrando el
precio que iguala la oferta a la demanda, llamado precio del mercado. Hay un organismo oficial,
que llamaremos Operador del Mercado (subastador), que selecciona las mejores ofertas (las mas
bajas) hasta cubrir la demanda de ese dia y de esa hora (o media). El precio del mercado, en la
mayoria de los mercados eléctricos, es el precio al que se realizan todas las transacciones. Este
modelo de subasta se conoce con el nombre de modelo de subasta Uniforme, ya que se paga
a todas las empresas el mismo precio por unidad de electricidad despachada. Sin embargo, se
ha discutido mucho sobre las ventajas y desventajas de este modelo frente a uno alternativo
llamado modelo de subasta Discriminatorio [Fabra (2001); Fabra, Fehr y Harbord (2002); Fabra,
Fehr y Harbord (2003)]. En este tltimo, el precio recibido por cada empresa por unidad eléctrica
despachada coincide con su propia oferta.

En realidad no se ha demostrado que un modelo sea absolutamente mejor que el otro [Ausubel
y Cramton (2002)]. En la literatura encontramos trabajos que argumentan a favor del modelo
Uniforme [Wolfram (1999)] y otros a favor del modelo Discriminatorio [Federico y Rahman (2001)].
Una de las complicaciones fundamentales se encuentra en que se estd subastando mds de una
unidad (se subasta el derecho a despachar la demanda eléctrica, que puede ser distribuida entre
varias empresas) y el andlisis de modelos de subasta de muiltiples objetos es muy compleja.

Este trabajo estd encaminado a esclarecer la superioridad de un modelo frente a otro bajo
determinadas hipdtesis, que varian en los distintos capitulos. Ademds, no sélo analizaremos los
dos modelos mencionados; analizaremos un tercer modelo cldsico de subasta llamado modelo de
subasta de Vickrey [Vickrey (1961)]. Es decir, establecemos una ordenacién entre los tres modelos
cldsicos de subasta en el marco del Mercado Eléctrico: Uniforme, Discriminatorio y de Vickrey,
dentro de una familia méds amplia de modelos de subasta. Para ello, lo primero que se calcula

(bajo las hipétesis correspondientes en cada capitulo) son las mejores ofertas que deben pujar

?Se fijaba una tarifa que garantizase la cobertura de costes y una rentabilidad razonable para sus inversiones.
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las empresas para maximizar beneficios y asi predecir como se desarrollard el juego.
Se definird una amplia familia paramétrica de modelos de subasta, que se llamars

Modelo de Subasta General con la que, no sélo se conseguird un andlisis comparativo de

los tres modelos clasicos de subasta, sino un amplio anélisis de todos los modelos de subasta “ra-
zonables” que se podrian emplear en el Mercado Eléctrico. Se demostrard que, bajo determinadas
circunstancias, hay modelos nuevos mejores que los tres modelos cldsicos mencionados.

En la casi totalidad de los trabajos relacionados con la subasta de energia eléctrica, se
modela la subasta empleada para las transacciones de compraventa como un juego no cooperativo
de informacién completa (en el que los costes de produccién de las empresas competidoras se
consideran de conocimiento publico).

Existen pocos trabajos en los que se suponga que existe incertidumbre, por parte de una
empresa, sobre la funcién de costes de las empresas contrarias:

En [Ferrero, Rivera y Shahidehpour (1998)] se analiza un ejemplo numérico y discreto de un
duopolio eléctrico bajo un modelo de subasta Uniforme. Se considera, ademas, que las valora-
ciones son privadas pero correladas (los costes de produccién son informacién privada de cada
empresa, pero ambos dependientes del precio del fuel).

En [Bosco and Parisio (2001)] se analiza un mercado eléctrico en el que participan N empresas,
con dos unidades de produccién cada una de ellas bajo un modelo de subasta Uniforme. Considera
que las empresas son asimétricas en cuanto a capacidades de produccién, pero se limita a la
bisqueda de Equilibrios Bayesianos de Nash simétricos.

En [Schone (2003)] se analiza un modelo en duopolio eléctrico, con idénticas capacidades bajo
un modelo de subasta Uniforme.

Las dos aportaciones fundamentales de este trabajo son que se va a analizar una amplia
familia de modelos de subasta y se va a modelar el Mercado Eléctrico como un juego Bayesiano,
es decir un juego de informacién incompleta. Se ha supuesto que las empresas tienen cierta
incertidumbre acerca de la funcién de costes de las empresas contrarias. Esta hipdtesis de costes
estocdsticos estd motivada por la existencia de contratos privados para la compra de materia
prima, por la posibilidad de almacenamiento de ésta, por gestiones internas desconocidas por
las otras empresas....Ademads de suponer que los costes son estocdsticos, en este trabajo se han
establecido hipétesis menos restrictivas que en los trabajos mencionados, como podrd observarse

en la breve descripcién de los capitulos que se da a continuacién.
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Este trabajo se divide en seis capitulos que pasamos a resumir:

En el Capitulo 1 se presenta una breve introduccion a la Teorfa de Subastas [Burguet (2000),
Klemperer (1999)] v a Juegos Bayesianos. Se presenta, en la seccién 1.3.3., el principal resultado
de la Teoria de Subastas: Teorema de Equivalencia de Ingresos para subastas de un objeto
[Myerson 1981]. Este teorema afirma que cualquier modelo de subasta que asigne el objeto de
la misma forma y dé el mismo pago esperado a un pujador con valoracién nula, da el mismo
pago esperado a cada pujador y el mismo ingreso esperado al subastador. Este resultado se
generaliza a subasta de miiltiples objetos, siempre y cuando cada pujador esté interesado en un
unico objeto (demanda unitaria). No se cumple, en general, si los pujadores quieren obtener
mds de un objeto, como ocurre en el Mercado Eléctrico: en el Mercado Eléctrico una empresa i
estd dispuesta a despachar entre 0 y un maximo de k; unidades en un periodo ( donde k; es la
capacidad de produccién de dicha empresa).

Se generaliza el Teorema de Fquivalencia de Ingresos para subastas de un objeto [Myerson
1981] en la seccién 1.4.2.; a la subasta multiple siguiente: la subasta de m objetos idénticos
més uno heterogéneo. Lo llamamos Teorema de Equivalencia de Ingresos Generalizado. Como
caso particular de este tipo de subasta se encuentra la subasta eléctrica de D unidades entre
n empresas con idéntica capacidad de produccién k, donde la suma de las capacidades nk es
mayor que D. En ese caso entran en el mercado, para despachar, las empresas con las m + 1
menores ofertas (con mk < D < (m + 1)k) donde las m primeras despachan k unidades y, la

dltima en entrar, la demanda restante hasta satisfacer D.

En el Capitulo 2 partimos de un mercado en duopolio donde la capacidad de produccién de
ambas empresas la consideramos idéntica y, ademds, suponemos que se trata de un modelo de
valoraciones privadas e independientes. Calculamos bajo toda una familia de modelos de subasta
(que incluye en particular tres modelos conocidos: Uniforme, Discriminatoria y de Vickrey) los
equilibrios Bayesianos de Nash e ingresos esperados por las empresas. Demostramos que se
verifican las hipétesis del Teorema de Equivalencia de Ingresos Generalizado y, como corolario,
que cualquiera de los modelos de subasta de la familia considerada son equivalentes en cuanto
a ingresos esperados por las empresas y pago que espera hacer el Operador del Mercado por la

demanda eléctrica.



xxii Introduccién

En el Capitulo 3 variamos las hipétesis del Capitulo 2 y consideramos un mercado en duopolio
donde las empresas tiene capacidades de produccién iguales pero las valoraciones privadas son
correladas. Esta hipétesis es més apropiada en determinadas circunstancias en las que pudiese
haber gran influencia de factores comunes en el coste de produccién. Bajo esta nueva hipdtesis
no se obtiene un resultado de equivalencia de ingresos. Lo que se hace es un andlisis comparativo

para establecer la ventaja de un modelo frente a los restantes.

En el Capitulo 4 variamos las hipotesis del Capitulo 2 y consideramos un mercado en duopo-
lio pero donde las empresas tiene capacidades de produccién diferentes. En este caso el cdlculo
de los equilibrios Bayesianos de Nash se complica considerablemente, ya que esa asimetria en las
capacidades de produccién implica que sean diferentes los pagos de las empresas generadoras y
que los Equilibrios Bayesianos de Nash sean asimétricos. No se obtiene un resultado de equiva-
lencia de ingresos y lo que hacemos es un andlisis comparativo para establecer la ventaja de un

modelo frente a los restantes.

En el Capitulo 5, la variante respecto de las hipétesis del Capitulo 2 es que se consideran
dos empresas pero una de ellas posee dos unidades de produccién. Es decir, hay tres pujas
correspondientes a tres generadores distintos, pero dos de ellas pertenecen a la misma empresa
y, por tanto, cooperan entre ellas. Nuevamente la asimetria en este modelo en las unidades de
produccién obliga a la bisqueda de Equilibrios Bayesianos de Nash, en principio no simétricos.
Se analiza nuevamente una familia de modelos de subasta (que incluye en particular tres modelos

cldsicos: Uniforme, Discriminatoria y de Vickrey).

En el Capitulo 6 se resumen los resultados obtenidos y la conclusiones alcanzadas en este
trabajo. Se implementa el modelo de subasta de Vickrey en un caso muy general. Ademds
se plantean algunas variantes y medidas que podrian mejorar los resultados obtenidos en un

Mercado Eléctrico.

Con la idea de que cada capitulo de este trabajo sea autocontenido, en la Seccién 1 de los
capitulos 2, 3 4 y 5, en la que se establece las hipétesis del modelo de mercado que se van a

suponer, se repiten algunas definiciones y la descripcién de los modelos clédsicos de subasta.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se dan algunas definiciones y resultados que forman parte de la base
tedrica que sustenta este trabajo.

En la seccién 1.1. se hace una descripcién de los principales modelos de subasta de un
objeto [Burguet (2000)]. Una subasta en el contexto de este trabajo se va a modelizar como un
juego bayesiano: cada jugador desconoce la valoracién que el resto de jugadores atribuye al bien
a subastar. Por ello, en la seccién 1.2. se presenta una introduccién a dichos juegos [Gibbons
(1997)].

En la Seccién 1.3. se modela una subasta como un caso particular de juego bayesiano. En las
secciones 1.4. y 1.5. se resumen los resultados existentes en los principales modelos de valoraciones
privadas de un objeto y varios objetos, respectivamente.

En particular, en 1.4.2. se recoge uno de los principales resultados de Teoria de Subastas: el
Teorema de Equivalencia de Ingresos en modelos de subasta de un objeto [Myerson (1981)]. Este
teorema no siempre puede generalizarse si alteramos las hipétesis de las que se parte.

En subastas de multiples objetos no se verifica, en general, el Teorema de Equivalencia
de Ingresos [Ausubel y Cramton (2002)]. No obstante, en 1.5.2. generalizaremos el Teorema de
Equivalencia de Ingresos para subastas de un objeto [Myerson (1981)] a la subasta miiltiple
siguiente: la subasta de m objetos idénticos mas uno heterogéneo. Lo denominaremos Teorema
de Fquivalencia de Ingresos Generalizado. Como veremos en el Capitulo 2, lo utilizaremos para
establecer ciertas condiciones bajo las que obtendremos un resultado de equivalencia de ingresos

en el Mercado Eléctrico.




2 Preliminares
1.1 Breve descripcién de los principales modelos de subasta

Las subastas son utilizadas para la compraventa de productos muy dispares. Estos mecanismos
persiguen garantizar la competencia y que el producto a subastar, finalmente, sea adjudicado
a aquel o aquellos que hagan las mejores ofertas. La teoria de subastas permite modelizar los
disefios méds adecuados para cada mercado particular.

Vamos a describir algunos de los modelos mds conocidos de subasta de un objeto. En todos
ellos se supondra que todo comprador potencial posee una valoracién del objeto a subastar, que

sélo él conoce, antes de dar comienzo la subasta.

1.1.1 Subasta Inglesa

Se desarrolla de la siguiente forma:

e El vendedor comienza anunciando un precio de salida (precio minimo aceptado o de

reserva).

e Solicita de los compradores, sucesivamente, ofertas cada vez mayores hasta que ninguno

de los presentes aumente la 1ltima oferta.

e El objeto es vendido al comprador que hizo la iltima oferta y que es, por tanto, la més

alta. Paga por él exactamente el precio que oferto.

Decimos que se trata de una subasta abierta ya que las ofertas se lanzan en presencia del
resto de competidores. Cada participante obtiene informacién sobre la valoracién que el resto

de jugadores tiene del bien a medida que se desarrolla la subasta.

1.1.2 Subasta Holandesa

Se desarrolla de la siguiente forma:

e FEl vendedor comienza anunciando un precio de salida altfsimo que va bajando progresiva-

mente hasta que un comprador acepta la oferta.

e El ganador es el primero que acepta la oferta y paga por el objeto exactamente el precio

que ofertd.
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Observemos que en este caso, un jugador no obtiene informacién relevante sobre las valo-
raciones del resto de los participantes hasta que es demasiado tarde. Se trata también de una

subasta abierta.

1.1.3 Subasta en sobre cerrado al Primer Precio

Se desarrolla de la siguiente forma:

e Los participantes hacen sus ofertas en sobres cerrados.

e Se descubren las ofertas y se determina el ganador que es el que hizo la méxima oferta.

Este paga por el objeto exactamente el precio que ofertd.

Cuando se subastan varios objetos idénticos, se clasifican las ofertas de mayor a menor y se
distribuyen las unidades entre los que més ofrecen, hasta que se agotan. Cada ganador pagar4,
no una cantidad comnin, sino lo que cada uno ofrecié. Por ello decimos que se trata de una

subasta discriminatoria.

1.1.4 Subasta en sobre cerrado al Segundo Precio

Se desarrolla de la siguiente forma:

e Los participantes hacen sus ofertas en sobres cerrados.

e Se abren las ofertas y se determina el ganador que es el que hizo la méxima oferta pero
no paga la oferta que él hizo, es decir, la mds alta de todas, sino la segunda mds alta (la

més alta rechazada).

Por ejemplo, si participan tres compradores A, B y C, cuyas ofertas son respectivamente 30,
40 y 50, gana C' pero paga 40.

Cuando se subastan varios objetos idénticos, se clasifican las ofertas de mayor a menor y se
distribuyen las unidades entre los que més ofrecen hasta que se agotan, pero todos los ganadores
pagan lo mismo (subasta no discriminatoria o Uniforme): la oferta rechazada més alta.

A lo largo de este trabajo los modelos de subasta que se analizan son modelos de subasta en

sobre cerrado. Por ello centraremos nuestra atencién en subastas de este tipo.
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1.2 Juegos bayesianos estaticos

Como en los modelos de subasta que se van a considerar en este trabajo para un jugador existe
incertidumbre sobre el resto de jugadores, se dardn las principales definiciones relacionadas con

los juegos de informacién incompleta.

Definicién 1.2.1 Un juego no cooperativo es de informacion incompleta si al menos un jugador

tiene incertidumbre acerca de la funcion de ganancias de otro jugador.

En el caso de una subasta de valoraciones privadas un jugador conoce la valoracién que
le asigna al bien a subastar, pero no estd seguro de las valoraciones que resto de participantes

asignan y, por tanto, tiene incertidumbre acerca de la funcién de ganancias del resto de jugadores.

1.2.1 Representacién en forma normal de un juego bayesiano estatico

Un juego bayesiano es una modelizacién de un juego de informacién incompleta. Los juegos
bayesianos fueron introducidos por Harsanyi (1967-1968) y modelizan situaciones de incertidum-
bre sobre la funcién de pagos de los competidores. Un juego bayesiano estatico con n jugadores

estd compuesto por los siguientes elementos:
e Los conjuntos de acciones factibles €2; para cada jugador i € {1,...,n}.

e Los conjuntos de tipos O; para cada jugador i € {1,...,n}. Para recoger la incertidumbre
que cada jugador tiene acerca de las funciones de ganancias del resto de jugadores, intro-
ducimos una variable aleatoria 0; llamada tipo del jugador i. Para cada jugador ¢, 8; € ©;
es informacién que sélo i conoce y que el resto de jugadores no. De la misma manera, el
jugador 4 desconoce el tipo de los restantes jugadores. Se denotard por ©_; el conjunto de

todos los posibles valores 6_; de los tipos restantes.

e La distribucién a priori de probabilidad 7(0) = 7 (04, ..., 0,) de la variable aleatoria vecto-

rial cuyas componentes son los tipos de los n jugadores y que es de conocimiento ptblico’.

e Las funciones de ganancia B;(bi, ..., by;0;) de cada jugador i € {1,...,n} donde b; € Q;.

Cada valor del tipo 6; determina una de las funciones de ganancias que el jugador ¢

'No sélo es conocida por el jugador i, sino que el resto de jugadores sabe que el jugador 4 la conoce, y a su

vez, el jugador i, sabe que el resto de jugadores saben que él la conoce...
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puede tener. Luego si el jugador ¢ desconoce el tipo de otro jugador j, implica que ¢ tiene

incertidumbre sobre la funcién de ganancia del jugador j.

Una forma de modelizar la incertidumbre y posterior conjetura sobre los tipos contrarios
en un juego bayesiano, propuesta por Harsanyi (1967-1968), es describir el juego de manera

secuencial donde el azar revela en privado a cada jugador su tipo:

1. El azar determina un vector de tipos 0 = (04, ...,0,) segin la distribucién a priori de

probabilidad 7(6).
2. El azar revela 0; al jugador i, pero a ningin otro jugador.
3. Los jugadores eligen sus acciones simultdneamente (b1, ..., by,).
4. Cada jugador i recibe su ganancia B; (b1, ..., by; 0;).

Al anadir la figura del azar, se describe el juego de informacién incompleta como un juego en
forma extensiva de informacién imperfecta (al menos un jugador no conoce la historia completa
de juego).

En principio, al desconocer el jugador ¢ los tipos del resto de jugadores debera conjeturar
acerca de éstos. Dichas conjeturas pueden ser no consistentes. Es por ello que en los juegos
bayesianos se establece que estas conjeturas procedan del cdlculo, mediante la regla de Bayes
(de ahi el nombre de este tipo de juegos), de la distribucién de probabilidad de los tipos del
resto de jugadores, condicionada al conocimiento del propio tipo, partiendo de la distribucién a

priori de probabilidad 7(6). Es decir:

i (0-4]0;) =

La representacion en forma normal de un juego considera los espacios de acciones de todos los
jugadores, las funciones de ganancias de todos los jugadores y, ademds, si se trata de un juego

bayesiano estético, los espacios de tipos y la distribucién a priori de probabilidad 7(0).

Definicién 1.2.2 La representacion en forma normal de un juego bayesiano estdtico con n

jugadores viene dada por:

G= {Ql, ceey Qn; @1, ceey @n; U Bl, ceny Bn}
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donde para cada i € {1,...,n}, Q; es el espacio de acciones, ©; el conjunto de tipos, m la
distribucion a priori de probabilidad del vector de tipos de la que i obtiene las conjeturas sobre
los tipos restantes mediante la regla de Bayes y B; la funcion de ganancias. El tipo del jugador
1, 0;, es conocido sdlo por el jugador i y determina la funcion de ganancias del jugador i,

Bi (bl, ceey bn; 92)

1.2.2 Equilibrio bayesiano de Nash

Una estrategia no va a ser sencillamente la eleccién de una accidn, sino la eleccién de una accién

para cada posible situacién (cada valor del tipo) en la que pudiera encontrarse el jugador i.

Definicién 1.2.3 En el juego bayesiano estitico G = {1, ...,Qp; 01, ...,Opn;m; By, ..., By}, una
estrategia del jugador i es una funcion b; (0;) : ©; — Q; que a cada valor del tipo 0; le hace
corresponder una accion. El espacio de estrategias del jugador i es el conjunto de todas las

posibles funciones de ©; en ;.

El pedir que la estrategia del jugador i sea un plan completo de acciones factibles para cada
valor del tipo que pueda tener el jugador i, no es innecesario: el jugador ¢ analiza lo que va a
hacer el resto de jugadores, y lo que hagan depende de lo que piensen que hard ¢ para cada uno
de sus tipos.

La definicién de equilibrio en juegos bayesianos es similar que en otros tipos de juegos. La
estrategia elegida por cada jugador debe ser la mejor respuesta a las estrategias elegidas por el

resto de jugadores.

Definicién 1.2.4 En el juego bayesiano G = {Qq,...,Qp; O1, ..., Opn; m; B, ..., By}, el vector de
estrategias (b3 (01),...,b% (0y)) es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras si para

todo i € {1,...,n} y para todo 0; € ©;,

b;k (01) € arg max / B; (b}< (91) yeees b;‘fl (92‘_1) , b;, b;(+1 (92‘_;,_1) yeeny b; (Gn) ,92) dm; (9_Z|01)

b; €Q;

donde ; (0_;]0;) = ;r((;)).

7

Se dice que un jugador tiene una estrategia dominante si la eleccién de ésta es siempre
la que le reporta pago méximo independientemente de las estrategias elegidas por el resto de

competidores. En toda esta memoria se buscardn equilibrios bayesianos de Nash en estrategias
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puras, por ello cuando nos refiramos a equilibrios bayesianos de Nash se referird a equilibrios

bayesianos de Nash en estrategias puras.

1.3 Modelos de Subasta

En este trabajo una subasta serd un caso particular de juego bayesiano estdtico. Para dar su
forma normal debemos identificar: el espacio de acciones de los jugadores, el espacio de tipos
de los jugadores, las conjeturas que hace cada jugador sobre los tipos restantes a partir de
la distribucién a priori de probabilidad y las funciones de ganancias de los jugadores. Ademas
supondremos que la funciones de ganancia de todos los jugadores vienen dadas por los beneficios

monetarios. Es decir, se considerardn que los jugadores son neutrales al riesgo.

Definicién 1.3.1 Una subasta S de un objeto con valoraciones privadas es un juego bayesiano

con n jugadores representado en forma normal como:
S={Q,....,%;01,....,0,;m; By, ..., By}

Una accion del jugador i es una puja, b;. El espacio de acciones es el espacio de pujas factibles
Q;. La valoracion que el jugador i asigna al bien a subastar es el tipo del jugador i, 0;. El espacio
de tipos del jugador i, ©; es el espacio en el que se distribuye la variable aleatoria 0;. La conjetura
del jugador i sobre el resto de los tipos es m;(0—;|0;) y se obtiene mediante la regla de Bayes a
partir de w(01,...,0,) que es la distribucion a priori de probabilidad del vector de valoraciones.
La funcién de ganancia del jugador i (beneficios) serd una funcion a trozos formada por la

diferencia entre su valoracidn 0; y lo que tiene que pagar, si gana, y cero en otro caso:

0; — p;i(b1,...,by) si gana
Bi(by, ..., bn; 0;) =
0 st pierde

donde p;(bi,...,by) es el precio a pagar por i si las pujas de los jugadores son (by,...,b,). Por
dltimo, una estrategia del jugador i serd una funcion b;(0;) definida de ©; en §;, que determina

la oferta que hard el jugador i si su tipo es 0;.

Las funciones de ganancias de los jugadores quedardn completamente determinadas, para
cada uno de ellos, al concretar las reglas que determinan la seleccién de ofertas (seleccién del

ganador) y precio de venta. Por ello se define:
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Definicién 1.3.2 Una regla de asignacion para la subasta de un objeto S es un conjunto de

funciones

{pf(bh?bn)?Xf(bl??bn) ?:1

donde: pf (by,...,by) es el pago que el jugador i debe hacer y x73 (by, ...,by) la probabilidad de que
el jugador i gane el objeto, si (by,...,b,) es el vector de pujas y cada jugador conoce su propia

valoracion.

Definicién 1.3.3 Un modelo de subasta de un objeto es una subasta (juego bayesiano estatico)

donde se ha fijado una regla de asignacion.

De tal manera que en un modelo de subasta S la funcién de ganancia de cada jugador queda

determinada por la regla de asignacién fijada:

Bi(b1, .y bn3 0:) = (05 — pf (b1, -, b1)) X§ (b1, ., b

Obsérvese que una vez conocidas las pujas la regla de asignacién es determinista. Sin embargo, a
priori el jugador ¢ desconoce las valoraciones que el resto de jugadores asigna al bien a subastar
y por tanto, las pujas que estos van a emplear.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.3.4 Consideremos el siguiente modelo de subasta S: se va a subastar un objeto en-
tre dos participantes, de tal forma que cada jugador asigna una valoracion privada 6; al objeto.
Supongamos que las valoraciones de los dos jugadores 01 y 0s son v.a.i.i.d. en un intervalo
[a1,a2], con distribucion a priori de probabilidad w. Los participantes entregan sus pujas Si-
multdneamente. La puja mas alta gana la subasta y el ganador paga el precio de su puja, mientras
que el otro participante tiene ganancia cero. Supondremos que los participantes son neutrales al
riesgo y que todo lo anterior es del dominio piblico. Veamos cual seria la representacion normal

de este juego bayesiano estdtico:
S ={Q1,Q9;01,09;7; B1, B2}

La accion del jugador i es entregar una puja no negativa b;, donde el espacio de acciones de

cada jugador es Q; = [0,00). Su tipo es su valoracion 0; y el espacio de tipos ©; = [a1,az]. La
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regla de asignacion en este caso es

{pf (b1,b2), x5 (b1, b2) }2y
donde

pi (b1,b2) = b;

X5 (b1, b2) = Prob (b; > b;)
Luego la funcion de ganancias del jugador i es:

Bi(by,b2;0;) = (05— p7 (b1, b2)) x7 (b1, ba)
0;—b; st bi>bj
0 st bi< b
Nos queda por determinar los espacios de estrategias. Para el jugador i una estrategia es una
funcion b;(0;) definida de su espacio de tipos a su espacio de acciones, que determina la puja
que elegird para cada uno de sus tipos. El beneficio esperado por el jugador i € {1,2} viene dado

por
BMZ(bZ, bj (93) ,01) = (92 — bZ)PT’Ob(bZ > bj (03))

Obsérvese que un par de estrategias, (b3(01),b5(02)), serd un equilibrio bayesiano de Nash si,

para cada 0; en [ay, as], b (0;) es una solucion de:
H%)ax(ei — b;) Prob(b; > b} (0;))

Definicién 1.3.5 Diremos que un modelo de subasta es eficiente si los ganadores son los que

mayor valoracion asignan a la mercancia o subastar.

1.3.1 Principio de Revelacién

El Principio de Revelacion aplicado a modelos de subasta [Myerson (1981)] es una herramienta til
para el disefio de éstas. Supongamos que las valoraciones de los jugadores {6;}7 ; son v.a.i.i.d.
en [ay, az|, absolutamente continuas con funcién de densidad f (6;). El Principio de Revelacién
afirma que podemos restringirnos, sin pérdida de generalidad, a aquellos modelos de subasta en

los que la estrategia de cada jugador consistente en declarar su verdadero tipo es equilibrio.
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Definicién 1.3.6 Un modelo de subasta se dice que es un mecanismo directo si la unica accion

de un jugador es hacer una declaracion sobre su tipo.

Definicién 1.3.7 Un mecanismo directo es de incentivos compatibles si para todos los jugadores
declarar la verdad sobre su tipo es equilibrio bayesiano de Nash. Es decir, para cada jugador la

funcion identidad es estrategia en equilibrio.

Lema 1.3.8 Principio de Revelacion.
Sea S un modelo de subasta de un objeto con n pujadores y con un unico equilibrio bayesiano

de Nash (b3(61),...,b5(0r)). Sea

{05 (b1, vy b)), X5 (b1, ey ) Yy

la regla de asignacidon de S.

Sea S el mecanismo directo asociado a S cuya regla de asignacion es
S 5
{pz (t17 seey tn)7 X'L <t17 "’7tn)}?:1

donde pS(t1, .., tn) = pEB5(t1), oo, U (tn))s X (F1s ooertn) = XS (B3 (81), o, (1)) Vi € {1,...,n} y
(t1,...,tn) representa las declaraciones de los n jugadores sobre su tipo.

Entonces se verifica

i) S es un mecanismo directo de incentivos compatibles y, por tanto, tiene como equilibrio
bayesiano de Nash a (01, ...,0,).

ii) Ambos modelos dan el mismo pago esperado a todos los pujadores y el mismo ingreso

esperado al subastador.

Es decir, si evaluamos la regla de asignacién de S en el equilibrio bayesiano de Nash, se

obtiene:

{07 (01(01), -, 03 (0)), X7 (B5(01), -, by, (Bn)) Yy = {Pi(01, -, 0), X (O -, ) Hiy

donde p;(01, ...,0,) es el precio que el jugador i debe pagar al subastador y x;(01,...,0,) es la
probabilidad de que el jugador i gane el objeto, si (1, ...,0,) es el vector de tipos. Automatica-
mente se tiene definido un nuevo modelo de subasta S asociado a S que es mecanismo directo

y cuya regla de asignacién es

{07 (b1 ooy tn) X5ty oy ) Yooy = Dty oy b)), X (B e ) Yy
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donde (t1,...,t,) representa las declaraciones de cada jugador sobre su tipo. Este nuevo modelo
de subasta S es de incentivos compatibles y, por tanto, tiene como equilibrio bayesiano de Nash
a (01, ...,0,). Ademéds por construccion, al evaluar la regla de asignacién del mecanismo asociado
S en su equilibrio, observamos que tanto el pago de un jugador, como la probabilidad de que
un jugador gane el objeto, coinciden en el modelo de subasta inicial y en el modelo de subasta
asociado. Es decir, ambas reglas de asignacién evaluadas en sus respectivos equilibrios bayesianos
de Nash coinciden y, por tanto, dan el mismo pago esperado a todos los pujadores y el mismo

ingreso esperado al subastador.

Por otro lado, dado un modelo de subasta cualquiera con un tnico equilibrio bayesiano de
Nash, el argumento que maximiza las funciones beneficio esperado evaluadas en dicho equilibrio,

aplicando el Principio de Revelacién, puede identificarse con la accién decir la verdad, ya que:

Sea S el mecanismo directo con regla de asignacién {pig(tl, vy tn)y Xig(tl, .y tn) Y14 asociado
al modelo de subasta S. El beneficio esperado por el jugador ¢, si éste declara t; sobre su tipo y

el resto de jugadores confiesa el verdadero tipo, viene dado por:

BMS(t;) = / BS(0_i,t:) f—i (0_:) db_;

—1

- /@ (01 = pS(0-ist)) X0, 1) 1 (0-5) dO

- 9i/ .X§(0i,ti)fi(9i)d9i_/ _Pig(@—z’,ti)xigw—iati)ﬁi(sz‘)dQ—z‘

_ o_;

= 0z} (t;) — P (t:)

donde 77 (t;) = Eo_, [xf(e,i,t@-)} y P?(t;) = Fo_, [pf(e,i,ti)xf(e,i,ti)}. Como S es un me-

canismo directo de incentivos compatibles, entonces V6; € [a1, as] se verifica

0; = arg max BMZS(L‘,-) = arg max (szf (t;) — P (t:))

tie[al,az} tiE[al,az]

Nota 1.3.9 En todo este tltimo desarrollo se ha supuesto que cada jugador paga solamente si
gana el objeto a subastar. El Principio de Revelacion se puede generalizar al caso en el que un

Jugador también pague si no gana el objeto.
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1.4 Modelos de subastas de un tinico objeto y valoraciones pri-

vadas

En esta seccién se analizan los dos modelos principales de subasta en sobre cerrado descritos en
la Seccién 1.1. partiendo de un conjunto de hipdtesis iniciales. Se verd que, bajo dichas hipdtesis,
los dos modelos de subastas mencionados son equivalentes, en cuanto a pago esperado por los
jugadores e ingreso esperado por el subastador. Esas hipétesis iniciales son las siguientes:

Se va a considerar la subasta de un tnico objeto. En ella participardn n jugadores neutrales
al riesgo donde 6; serd la valoracién que el jugador i asigna al objeto a subastar, ¢ € {1,...,n}.

El vector § = (01, ..., 0,,) es aleatorio, de tal manera que {6;};_; son v.a.iid. en © = [a1,az] y
sélo el jugador i-ésimo observa la realizacién de ;. Sea F' funcién de distribucién de 6;, acotada
en R, absolutamente continua y de conocimiento piblico. Sea f la funcién de densidad de 6;.
Una estrategia para el jugador i serd una funcién de oferta b;(6;) que se supondrd estrictamente
creciente y diferenciable para cada i € {1,...,n}.

Bajo estas hipétesis nos encontramos en un modelo de subasta de un inico objeto, valoracio-
nes independientes e idénticamente distribuidas y jugadores neutrales al riesgo, que llamaremos

Modelo Simétrico basico de un objeto.

1.4.1 Equilibrios bayesianos de Nash en los principales modelos de subastas

en sobre cerrado

Se enunciardn los equilibrios bayesianos de Nash en cada uno de los dos modelos en sobre cerrado

descritos en la Seccién 1.1..

Subasta en sobre cerrado al Segundo Precio
El beneficio del jugador i € {1,...,n} en este modelo de subasta es:

0;, —0b si by >b;(0;) Yi#j
Bi(b, oy bus 03) = @ 7
0 en otro caso

Donde b(9) representa la segunda mayor oferta.

Proposicién 1.4.1 En un modelo de subasta en sobre cerrado al Sequndo Precio el vector de es-

trategias (01, ...,0,) es equilibrio bayesiano de Nash. Ademds b*(0;) = 0; es estrategia dominante
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para cada jugador.

Obsérvese que al ser b* (6;) = 0; una funcién creciente, el ganador sigue siendo el que més

valora el objeto y, por tanto, el modelo es eficiente.

Subasta en sobre cerrado al Primer Precio

El beneficio del jugador i € {1,...,n} en este modelo de subasta es:

0; —b; si bz>b(0) VZ#]
Bi(by, ..., bn; 6;) = I
0 en otro caso

Proposicién 1.4.2 En el caso de modelo de subasta en sobre cerrado al Primer Precio la es-

trategia en equilibrio para el jugador i € {1,...,n} es:

- [ (B) e

Ademds b*(0;) tiende a 0; cuando n tiende a infinito.

Obsérvese que al ser b* (0;) una funcién creciente, el ganador sigue siendo el que més valora

el objeto y, por tanto, el modelo es eficiente.

Nota 1.4.3 Bajo las hipdtesis del Modelo Simétrico bdsico de un objeto se demuestra que la
subasta Inglesa y la subasta en sobre cerrado al Segundo Precio son equivalentes en cuanto a
ingresos esperados. Lo mismo ocurre con la subasta Holandesa y la subasta en sobre cerrado al
Primer Precio. Pero es que, en realidad, estos cuatro modelos, bajo dichas hipdtesis, rentan lo

mismo tanto a los pujadores como al subastador.

1.4.2 Teorema de equivalencia de ingresos

La estrategia que puede emplear el subastador es elegir el modelo de subasta que va a regir
la transaccién. Luego buscar su estrategia éptima para él es buscar el modelo de subasta que
maximice su beneficio.

Los siguientes resultados nos demuestran que bajo las hipétesis del modelo inicial, los cuatro
modelos de subastas descritos dan el mismo ingreso esperado al subastador y los mismos pagos
esperados a los pujadores. Esto implica que la eleccién de la subasta no es crucial porque cada

modelo rinde, en promedio, el mismo beneficio.
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Proposicién 1.4.4 En los modelos de subasta en sobre cerrado al Primer y Segundo Precio el
ingreso esperado por el subastador y los pagos esperados por los pujadores coinciden (y por tanto

en los cuatro modelos considerados en la primera seccion).

Esta coincidencia no es casual, bajo las hipétesis del Modelo Simétrico inicial de un objeto,
cualquier modelo de subasta que asigne el objeto de la misma forma y dé el mismo pago esperado
a un comprador con valoracién minima, da el mismo pago esperado a cada comprador y, por
tanto, el mismo ingreso esperado al vendedor.

En general si la regla de asignacién en un modelo de subasta S es:

{pf(bb ---abn)7X%9<bl7 7bn) ?:1

y existe un unico equilibrio bayesiano de Nash (b3(61), ..., b%(0,)), evaluando la regla de asig-

nacién en dicho equilibrio se obtiene

{07 (07(01), s b5, (0)) X7 (D(01) -, 03 (0)) Yoy = {2301, v 0), X (01 -+, ) Y

De tal forma que p;(61, ..., 0y,) es el precio que el jugador i debe pagar al subastador y ;(01, ..., 0y)

es la probabilidad de que el jugador i gane el objeto, si (01, ...,0,) es el vector de tipos. Luego
Pf(0:) = Eeo_,[p;(01, ., 0n)Xi (01, .. 0)] vy 27 (6:) = Eo_,[X;(01, ..., On)]

son, respectivamente, el precio que jugador ¢ espera pagar si gana y la probabilidad esperada de
que el jugador ¢ obtenga el objeto, si su tipo es 6;. Se tiene el siguiente resultado conocido por

el Teorema de Equivalencia de Ingresos [Myerson 1981]:

Teorema 1.4.5 Bajo las hipdtesis del Modelo Simétrico bdsico de un objeto, sean S1 y Sa dos

modelos de subasta de un objeto que cumplen que x> (0;) = x52(6;), ¥0; € [a1,a2] y P> (a1) =
!/

Pisz(al). Entonces Pis1 (0;) = PZ-SZ((%) V0; € lai,az]. Ademds Pl-s1 (0;) = feit (ZL‘SI (t)) dt +

al %
P (a1).

Obsérvese que, en particular, implica la equivalencia de los cuatro modelos de subasta clési-
cos, ya que en todos ellos el objeto subastado se asigna de la misma forma (al jugador de mayor
valoracién z;(0;) = F(0;)"!) y un jugador de valoracién minima? estd seguro de pagar cero

(i (a1) = 0).

2En la literatura se suele tomar a; = 0 y por ello se habla de valoracién nula. En este trabajo llamaremos
valoracién minima a tener valoracién a: que es la minima valoracién que un pujador puede asignar al bien a

subastar.
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1.5 Modelos de subastas con miiltiples objetos idénticos y valo-

raciones privadas

En esta seccién vamos a tratar el caso en el que se subastan varias unidades homogéneas de
cierta mercancia. Es decir, se van a subastar D objetos idénticos entre n jugadores neutrales
al riesgo. Se supondra que todos los jugadores quieren comprar una misma cantidad méxima
de unidades del bien. Se representard, al igual que antes, con 6; al tipo del que dependerd la
valoracién que el jugador i asigna a cada objeto, i € {1,...,n}.

Se supondra que el vector @ = (01, ..., 0,) es aleatorio, de tal manera que {6;},; son v.a.i.i.d.
en [ai,az]. Ademds, sélo el jugador i-ésimo observa la realizacién de 6;. Sea F' funcién de dis-
tribucién de 6;, acotada en R, absolutamente continua y de conocimiento piblico. Sea f la
funcién de densidad de 6;. Una estrategia para el jugador ¢ serd una funcién de oferta b;(0;) que
se supondrd estrictamente creciente y diferenciable para cada i € {1,...,n}.

Bajo estas hipé6tesis nos encontramos en un modelo de subasta de miltiples objetos idénticos,
valoraciones independientes e idénticamente distribuidas y jugadores neutrales al riesgo, que

llamaremos Modelo Simétrico inicial de muiltiples objetos idénticos.

Veremos qué resultados pueden generalizarse de los vistos en secciones anteriores.

1.5.1 Cada comprador interesado en un tinico objeto

En este caso, el vendedor va a subastar D objetos idénticos entre n (con n > D) compradores
potenciales interesados, cada uno de ellos, en un tunico objeto. Se le suele llamar modelo de
demanda unitaria. Un ejemplo de modelo con demanda unitaria es la subasta de licencias de
moéviles, donde cada empresa estd interesada en una unica licencia.

Llamaremos subasta en sobre cerrado de Precio Uniforme a la generalizacién de la subasta
en sobre cerrado al Segundo Precio. En este modelo, cada jugador hace una oferta y ganan las
D-ésimas mayores ofertas, pagando todos por su objeto la oferta (D + 1)-ésima mayor.

Se demuestra que en este modelo la estrategia b*(0;) = 0; es dominante para cada jugador
ie{l,..,n}.

Llamaremos subasta en sobre cerrado de Precio Discriminatorio a la generalizaciéon de la
subasta en sobre cerrado al Primer Precio. En este modelo, cada jugador hace una oferta y

ganan las D-ésimas mayores ofertas, pagando ahora por su objeto justamente lo que ofertaron.
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Se demuestra que el equilibrio bayesiano de Nash viene dado por las estrategias:

o et - D () f@)F ()P L - F(a)] P da
b (01) - 9i n—2 _D-—1 D—1
fal (n—1) (D_l)f(x)F(x)" 1 — F(z)] dx

Por otra parte, se comprueba que un comprador con valoracién 6; que gana en esta subasta,

tiene un pago esperado que coincide con el de la subasta de Precio Uniforme. Luego estos dos
modelos son equivalentes para un comprador y, por tanto, para el vendedor. Es mds, se demuestra
[Burguet (2000)] que se verifica el Teorema de Equivalencia de Ingresos para el caso de subasta

de D objetos idénticos donde cada comprador desea adquirir sélo uno.

1.5.2 Cada comprador interesado en mas de un objeto.

El Teorema de Equivalencia de Ingresos no se verifica, en general, si la subasta es de muiltiples
objetos y los jugadores no tienen demanda unitaria [Maasland y Onderstal (2006); Ausubel y Cram-
ton (2002)]. Nosotros lo hemos generalizado para un conjunto particular de modelos de subasta

de miiltiples objetos, con demanda no unitaria. Ese conjunto es el siguiente:

Definicién 1.5.1 Se denotard por S al conjunto de modelos de subasta verificando:

-Hay D unidades idénticas de un bien a subastar entre n > 1 jugadores neutrales al riesgo
dispuestos a comprar un maximo de k unidades del bien (con D < kn).

-9(qi, 0;) es la valoracion que el jugador i asigna a q; unidades del bien si su tipo®es 0;.

-Siendo D = km+a, conm € {0,1,2,....,n—1} ya € [0, k), habré m jugadores que ganardn
k unidades y un jugador mas que ganard el resto o unidades. El resto de jugadores, n—(m+1),
ni ganard ni pagard nada. La eleccion de los ganadores, asi como el precio en las transacciones,
lo determina la regla de asignacidon del modelo de subasta S € S utilizado que, al ser de maltiples

objetos, serd de la forma:

{wP (b1, oo b)), p5 (D1, oy by ), 05 (D1 oy b))y X5 (B, vy ) My

donde wf(bl, .., bp) es el precio que paga el jugador i al subastador si gana o unidades; pf(bl, ey bn)
es el precio que paga el jugador i al subastador si gana k unidades; wzs(bl, .., bn) es la probabi-
lidad de que el jugador i gane o unidades y, por ltimo, Xf(bl, ey bp) es la probabilidad de que

el jugador i gane k unidades, si las pujas son by, ..., by,.

3 Ahora el tipo recoge la informacién privada que sélo el jugador i posee acerca de cémo él valora las unidades

del bien a subastar. La valoracién dependerd también del nimero de unidades de mercancia.
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-La funcion de beneficios del jugador i es:
Bi(b1, ey bns0:) = (g(e,0;) — wf (b1, ey bn)) 5 (b, o.ey by)
+ (g(k, 0;) — p5 (b1, oo b)) X5 (b1, -ees b)
-Existe un tnico equilibrio bayesiano de Nash (b7(01), ..., b5 (6n)).

Si evaluamos la regla de asignacién en el equilibrio se obtiene

{WP (b5(01), - 0y (), 95 (BT (61), - Uy (0)), 05 (B5(61), .., By (Bn)), X3 (b5 (61), -0, 5, (B)) Fiey =

{G5(01, -, 00), 55 (01, e, 00), 03 (01, -, 00), X3 (01, . O0) 12y

Donde w;(04,...,0,) es el precio que el jugador i pagard al subastador si gana a unidades,
0;(01, ..., 0,) es el precio que el jugador i pagard al subastador si gana k unidades; @Nbi(el, ey O) €8
la probabilidad de que el jugador ¢ gane o unidades y, finalmente, x;(01, ..., 0,) es la probabilidad
de que el jugador ¢ gane k unidades, si los tipos son 01, ..., 0,.

Por otro lado denotaremos por

@ (0:) = Eo_, |@i(01,.00)0;(01,....0,)
pzs(el) = E@—i [ﬁz(ab >9n)%z(917 70”)]
y;'s(ei) = E@ﬂ'[&i(gl:'“:en)]

(0:)

= Eo_,[X;(01, ... 0n)]

al pago esperado por el jugador ¢ si gana « unidades, al pago esperado por el jugador i si gana
k unidades, la probabilidad esperada de que el jugador ¢ gane « unidades y la probabilidad
esperada de que el jugador ¢ gane k£ unidades; si su tipo es 6;, respectivamente. El pago total

esperado por el jugador i, si su tipo es 6;, viene dado por
PP(0:) = pi (0:) + ¢ (6:)
Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.5.2 Teorema de Equivalencia de Ingresos Generalizado

Bajo las hipdtesis del Modelo Simétrico inicial de miltiples objetos idénticos, se consideran
dos modelos de subasta S1,52 € S verificando que yfl (0;) = yfz (0:) y zfl(ﬁi) = 2152 (0;) VO, €
[a1,a2] y, ademds, PZ-S1 (a1) = PZ-S2 (a1). Entonces Pisl(ﬁi) = PiSQ(Hi), V0; € a1, az].
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Demostracién. Dado un modelo de subasta S € S con regla de asignacién

{wP (b1, oy b))y pF (D1, ooy b)), 02 (b1 oy b ), X5 (D1, vy ) Yy

y unico equilibrio bayesiano de Nash (b7(01), ..., b} (65)), si consideramos el mecanismo directo

n

S asociado a S con regla de asignacion

{w?(th -'-7tn)apis(t1’ ""tn)vw;s(tlv ”'7tn)7X;'9(t1a "'7tn)}2n:1

= {&’L(tl? Ty tn)75i(tl7 ey tn)7 %’(tl’ ] tn)? %i(tla te0y tn)};;l

por el Principio de Revelacién este modelo S es de incentivos compatibles.
Luego como el beneficio esperado por un jugador ¢, si su declaracién es t; y el resto de

jugadores confiesan el verdadero tipo, bajo el modelo S viene dado por

BM3(t;) = t/‘ gt (0 1) f i (0_1) b,

—1i

ﬁ/g%mﬁwMthnwi
O_;

[ Ot 0t 11 020 do
(C]

—1

A P2 (0—isti)xS (0—isti) f—i (0—;) dO_;

= g(a,0:)y; (t;) + g(k, 0;)25 (t:) — ¢ (t:) — pf (&)

Como los jugadores actiian de tal manera que maximicen su beneficio, usarédn las estrategias que

forman el equilibrio y, por el Principio de Revelacién, obtenemos
0; = arg max{g(a, 0:)y5 (t:) + gk, 0527 (t:) — qf (t:) — p7 (t:)}

quedando la ecuacién

! !/ i

(®7) 0:)+ (&) (05) = g(a, 6;) (yiswz'))l + g(k,0;) (27 (62))

integrando ambos lados se obtiene

0; , 0; ,
g(k, 1) (7 (1)) dt+/ glent) (7 (1)) dt + pf(ar) + ¢ (ar)

al

ﬁ@wwﬂw=/

ai

0;

sy [ S (1)) 5(4))’ S
PE6) = [ otket) () dt+ [ glant) (o) dt+ (@)

1 ai
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Como ™ (0;) = ¥ (0:), 2 (0:) = 272(0;) V0; € [a1, ag] y P (a1) = P;*(ax) entonces P (6;) =
P2(0;) V0; € a1, a2). m

En otras palabras, si un jugador tiene, en dos modelos de subasta, la misma probabilidad de
ganar k unidades del objeto a subastar dado su tipo, la misma probabilidad de ganar o unidades
del objeto a subastar, dado su tipo, y el mismo pago esperado, si su tipo es ai; entonces este
jugador espera el mismo pago en ambos modelos de subasta, dado su tipo. Como el pago esperado
por el subastador en un modelo de subasta S es > 1 ; faaf P5(0;) f: (0;) d9;, también se verifica
que el subastador espera el mismo ingreso en ambos modelos de subasta.

Podemos observar que normalizando y considerando la demanda méxima comiin k = 1,
la subasta descrita se puede interpretar como la subasta de m objetos homogéneos, mds uno
heterogéneo de menor valor®.

Por otro lado si m = 0 se trata de la subasta de un objeto®. Si m = 0 entonces Xf(ﬂ,i, t;)) =0
y sustituyendo en el teorema, la demostracién se reduce a la del Teorema de Equivalencia de
Ingresos de un objeto [Myerson (1981)].

Esta demostracién es una demostracion directa para el caso particular que nos interesa en

este trabajo.

4E] objeto heterogéneo de menor valor es el lote de o unidades, con a < 1.
"En este caso el objeto indivisible a subastar es el lote de o unidades.
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Capitulo 2

Duopolio Simétrico con Valoraciones

Independientes

En el presente capitulo y en los restantes, nos centraremos en los modelos de subasta aplicables en
el Mercado Eléctrico para la compraventa de electricidad necesaria para satisfacer una cantidad
diaria demandada. En el caso del Mercado Eléctrico el papel de comprador y del vendedor se
intercambia. El subastador ahora compra las unidades de electricidad necesarias para cubrir la
demanda y los jugadores venden sus unidades de electricidad producidas.

El modelo de Mercado Eléctrico, en este capitulo, es un modelo de valoraciones privadas e
independientes, de multiples objetos donde los jugadores estdn interesados en despachar més de
una unidad.

A lo largo de esta memoria suponemos que existe incertidumbre sobre la funcién de costes de
las empresas contrarias, es decir, modelizamos la subasta del Mercado Eléctrico de un periodo
como un juego de informacién incompleta. Esta hipdtesis estd motivada por la existencia de
contratos privados para la compra de materia prima y por la posibilidad de almacenamiento de
ésta; o, simplemente, que se puede conocer un intervalo al que pertenece el coste contrario, pero
no son conocidos exactamente todos los aspectos que influyen en él [Bosco y Parisio (2001); Schéne
(2003)]*.

En el presente capitulo partimos, ademds, de la hipétesis de que las empresas eléctricas tienen

una unica unidad de produccién con la misma capacidad de produccion.

Lejemplos de articulos con costes desconocidos.

21
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2.1 El Modelo

En el presente capitulo se van a suponer las siguientes hipétesis:

Hay dos empresas, i € {1,2}, con sendas unidades de produccién y neutrales al riesgo,
interesadas en el despacho de unidades de electricidad en algin Mercado Eléctrico. Supondremos
que ambas empresas tienen capacidades de produccién idénticas k = 1, siendo k perfectamente
divisible.

La funcién de coste de la empresa i € {1,2} es g(q;,0;) creciente y diferenciable en ambas
variables, donde ¢; € [0, 1] es la cantidad generada por i. Ademds se supondréd que g(0,60;) = 0.
Cada 0;, que es informacién privada de la empresa i (su tipo), es una realizacién independiente
de una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F' acotada en R y absolutamente
continua, con funcién de densidad f en el intervalo [a1, a2]. Es decir, 61 y 62 son v.a.i.i.d. con
funcién de distribucién F' y tal que el jugador ¢ y sélo el jugador ¢, observa la realizacién de
0;. Cada variable 6; recoge la incertidumbre que el jugador contrario tiene acerca del coste de
produccién de la empresa 1.

D representard la demanda de un periodo y se supondré ineldstica al precio, es decir inde-
pendiente del precio fijado por medio del modelo de subasta utilizado.

Cada empresa i € {1,2} independiente y simultdneamente realiza una oferta b; € [0, bmax|,
donde especifica el minimo precio por unidad al que estd dispuesta a vender la totalidad de su
capacidad.

Una estrategia para la empresa i € {1,2} es, entonces, una funcién oferta de la forma
bi(0;) : a1, az] — [0, bmax)- El valor real positivo byax es el precio méximo que el Operador del
Mercado estd dispuesto a pagar por cada unidad eléctrica necesaria para satisfacer la demanda
eléctrica. Supondremos que b;(0;) = b(6;) es la funcién oferta utilizada en equilibrio por los dos
jugadores, donde b (60;) es una funcién estrictamente creciente y diferenciable. Es légico suponer,
por la simetria del problema, que en equilibrio las dos empresas se comporten de la misma
manera estratégica. Por ello nos centraremos en la bisqueda de equilibrios bayesianos de Nash
simétricos.

A este modelo de mercado, verificando las hipétesis enunciadas, lo llamaremos
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Modelo Simétrico Inicial.

Basdndose en las ofertas realizadas por los jugadores, el Operador del Mercado distribuye el
despacho de electricidad. Ordena las ofertas de menor a mayor, de tal forma que la empresa de
menor oferta despacha primero. Si su capacidad no es suficiente para satisfacer la demanda, la
empresa de mayor oferta despacha la demanda residual, siempre y cuando ésta sea inferior a su

propia capacidad. Luego la cantidad asignada para el despacho a la empresa i € {1,2} es:

min(1, D) si by < b
Qi(b1,b2) =4 0 si b >bjyD<1
min(D —1,1) si b >bjyD>1
Todos los aspectos de este juego bayesiano, ademds del modelo de subasta que se va a utilizar
para las transacciones del Mercado Eléctrico, son de conocimiento piblico.

El precio fijado para la compra de unidades eléctricas dependerd del modelo de subasta que
se estd empleando para realizar las transacciones. Hay tres modelos de subasta clédsicos aplicables
al Mercado Eléctrico: modelo de subasta Uniforme, modelo de subasta Discriminatoria
y modelo de subasta de Vickrey. Estos han sido analizados ampliamente pero con costes
conocidos, es decir, modelizando el Mercado Eléctrico como un juego de informacién completa.

Describamos brevemente cémo se fija el precio de compra en cada uno de ellos:

En el modelo Uniforme, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa por
unidad eléctrica suministrada es igual a la mayor oferta aceptada. Todas las empresas que

despachan en el mercado reciben el mismo precio por unidad.

En el modelo Discriminatorio, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa
por unidad eléctrica suministrada es igual a su propia oferta. Las empresas que despachan en el

mercado reciben precios distintos por unidad eléctrica.

En el modelo de Vickrey, la regla mediante la cual el Operador del Mercado establece el precio
es algo mds complicada. A cada empresa le pagan, por cada unidad de electricidad despachada,
el precio correspondiente a la unidad que desplaza, es decir, el precio de la unidad eléctrica
necesaria para seguir cubriendo la demanda en el caso de que dicha empresa retirase su oferta
del mercado. En el caso de que la empresa de mayor oferta sea necesaria para satisfacer parte de

la demanda, a ésta se le pagaria el precio maximo by, por unidad despachada. En particular,
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bajo el Modelo Simétrico Inicial si la empresa i es la empresa de menor oferta y, por tanto,
la que entra primero en el mercado, le pagan la oferta contraria b;si D < 1. Y si D > 1 esta
empresa i, de menor oferta, recibe dos precios distintos por las unidades despachadas: la oferta
contraria b; por cada una de las D — 1 primeras unidades y la oferta méxima permitida bmax
por cada una de las 2 — D unidades restantes. A la empresa de mayor oferta le pagan 0 si D <1

v bmax por cada una de las unidades que despacha si D > 1.

No limitaremos nuestro andlisis a los tres modelos cldsicos ya que se analizard una familia
paramétrica de modelos de subasta, que contiene a los tres modelos cldsicos como casos parti-

culares. Dicha familia tendra asociada la siguiente funcién de beneficio de la empresa i € {1,2}:

b; + B1b; + ©bmax — ,0;,) si by <b;
Bi(6s,bi,b;) = ! Pubj + ¢ 9(61,6:) ! (2.1.1.)

Yobi + ©bmax — g(P2, 0;) si by > b;

con j € {1,2}, i # j y siendo vy, By, ¢, 72 € [0,00), 71 + 81+ = ¢, 72+ ¢ = ¢y y donde ¢; y
¢, estdn determinados por la demanda. En esta funcién se estd considerando que si la empresa
i oferta la menor de las dos pujas, la cantidad que despacha la empresa ¢ es v, + 81 + ¢ = ¢4,
recibiendo posiblemente distintos precios por ese total de unidades eléctricas despachadas. Es
decir, el Operador del Mercado paga a 7, si ésta realiza la menor de las pujas, v, unidades a b; la
unidad, 3; unidades a b; la unidad y ¢ unidades a byax la unidad. Por otra parte, si la empresa
i realiza la mayor de las pujas ésta despacha un total de 79 + ¢ = ¢ unidades y el Operador
del Mercado paga a i, v, unidades a b; la unidad, y ¢ unidades a bpax la unidad. Ademds, si la
demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢; = D y ¢ = 0. Si la demanda verifica D = 1+«
con a € (0,1), entonces ¢; = 1 y ¢ = . Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢; = 1
y ¢ = 1.

Esta familia de modelos de subasta verifica tres principios de una subasta eléctrica, que son:

e La puja que una empresa hace es el minimo precio al que estd dispuesto a vender toda su
capacidad. Una vez realizadas las pujas, el Operador del Mercado no puede pagar a una

empresa generadora un precio menor que su propia oferta.

e Debe entrar en el mercado en primer lugar la empresa de menor oferta y, si ésta no es
capaz de satisfacer la totalidad de la demanda, debe entrar la otra empresa para despachar

la demanda residual.
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e El precio méximo permitido, byax, debe ser de tal manera que el Operador del Mercado
asegure a las empresas, que entren en el mercado, al menos el coste de produccién de

cualquiera de sus unidades eléctricas.

La expresion 2.1.1. representa la funcién de beneficio de una familia de modelos de subasta.

A esta familia se la denominard como Modelo de Subasta General y se denotara por MSG.

Con esta familia no sélo se conseguird un andlisis comparativo de los tres principales modelos de
subasta bajo la hipdtesis de costes desconocidos, sino un amplio andlisis de todos los modelos
de subasta que se encuentran de manera continua entre ellos y que se podrian emplear en el
Mercado Eléctrico.

Ma4s adelante se justificard porqué en la funcién de beneficio del Modelo de Subasta General
el coeficiente que acompana a byax, ¢, es el mismo tanto si b; < b; como si b; > bj;, en lugar de
considerar un modelo atin mds general.

Evidentemente, la asignaciéon de valores a los pardmetros fija las funciones de beneficio (por
tanto fija una regla de asignacién) y el modelo de subasta empleado para la transaccién queda
completamente determinado. Ademds, el valor de los pardmetros dependera del tamano de la

demanda respecto del de las capacidades. Por ello se distinguirdn los siguientes tres casos:

Caso 1 Las dos empresas tienen capacidad suficiente para satisfacer la demanda, es decir,
D < 1. En este caso, la empresa que oferté el menor precio despacha toda la demanda y la
otra empresa no despacha ninguna unidad eléctrica, es decir, queda fuera del Mercado Eléctrico.
Como D < 1, se verifica que v;+ 03, +¢ = D, 79 = ¢ = 0, y por tanto 3; = D —~;. La familia de
modelos MSG en este Caso 1 queda, por tanto, reducida a la siguiente familia uniparamétrica

con beneficio

y1bi + (D - 1) bj — g(D,@i) st by < bj
0 si by > bj

Bi(03,bi,b5) = 71 € [0, D]

Caso 2 Se necesita la capacidad de ambas empresas para satisfacer la demanda, pero ésta
es menor que la suma de las dos capacidades, es decir, 1 < D =1+ «a < 2, donde a € (0,1). En
este caso, la empresa de menor oferta despacha toda su capacidad 1 y la otra empresa despacha
la demanda residual D — 1 = a. Como D = 1+ « se verifica v, + 6, +¢ =1, 79+ ¢ = a y, por
tanto, p = a — 9y B =1 —a — 7y + 7. La familia MSG en este Caso 2 queda reducido a la
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siguiente familia biparamétrica con beneficio

Y10 + (1 —a =91 +72) bj + (@ = 73) bmax — 9(1,0;) 51 b; < b;

B;(0;,b,b5) =
Yobi + (@ — 7¥5) bmax — g(, 0;) st by > b;

donde v, € [0,1 —a+ 5] y 72 € [0, al.

Caso 3 La demanda excede la suma de las dos capacidades, es decir 2 < D. Ambas empre-
sas despachan la totalidad de sus capacidades. En este caso no hay competencia y las empresas
pujardn la maxima oferta permitida. Es un caso sin relevancia que utilizaremos solamente para
comprobar la continuidad del ingreso esperado por las empresas y el pago que espera realizar el

subastador, cuando la demanda D tienda a 2.

2.2 Equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta

General

Aunque analizaremos cada caso, dependiendo del tamano de la demanda frente al de la capaci-
dad, y tendremos en cuenta bajo qué modelo de subasta se estdn realizando las transacciones
de compraventa de energfa eléctrica, podemos dar un resultado general de existencia y unicidad

de equilibrio bayesiano de Nash, teniendo en cuenta la forma general de la funcién beneficio.

Proposicién 2.2.1 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Simétrico Inicial y se utiliza un
modelo de subasta S € MSG, es decir, la funcion de beneficio de la empresa i € {1,2} es de la

forma:

Y1bi + B10j 4+ Pbmax — g(h1,0;) si by < b,
Vzbi + @bmax - g(¢2, 02) St bz > bj

B;i(0;,0i,b;) =

COTLj € {172}727&,77 71751790772 S [0700)7 71+51+§0:¢17 72+§0:¢27 ¢1+¢2 =D y-D < 27

entonces

Region I) Si vy, # 0, se verifica que existe un tunico equilibrio bayesiano de Nash simétrico

(¢1 7a2)_g(¢27a2)
@

b*(01),b*(02)), cumpliendo la condicion b*(az) = bmax €ON bmayx > 2 — , que viene
1— b2
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dado por la siguiente expresion:

g(¢1’ 02) — g(¢27 02)

b*(0:) =

1 — Py
p1—¢ P1-¢2
+ (71— (11 —72) F(@i))_'&—vg <bma.x'7;172 +
1 a 9 .
¢1 — ¢2 0 a (g(¢17t) - g(¢2:t)) (71 - ('71 - ’}/2) F(t))’Yl*’YZ dt
_g(gbl?aQ) _g(gbg,ag)’y%)
1 — Py 2
SLYL 7 V2o Y
* 9(¢1,0i) — g(dy, 0:)
) 1 — P
—|-€7¢17—71¢2(17F(9i)) <b _ g(p1,a2) — g(¢27a2))
i o1 — 0y
U02(1-F(0)) pa )
e 71 2 9 by
o ), m @ —gornt)e (1-F @) 4,
Si ’}/1 = '72.

Region II) Si~yy =0y, =0, se verifica que existe una unica estrategia dominante para

cada empresa i € {1,2} dada por

0i) — ;0

Region III) Si~yy = 0 y v, # 0, se verifica que el tinico equilibrio bayesiano de Nash

simétrico (b*(01),b*(02)) viene dado por

—9¢
o az 9 $1—2

= (9(61,1) = g(62, 1)) (1= F (1) 7 dt

b 01 _ g(¢1791) - g(¢2791) (1 - F(H’L))
(6:) P S A

Demostracion. La empresa ¢ conoce su propio tipo 6;, pero 0; es una variable aleatoria para ella.

El beneficio de la empresa ¢ viene dado por:

71bi + 616(9]) + QObmax - g(¢17 01) s bil(bi) < Hj

Yobi + Pbmax — g(¢q, 0;) si b1 (by) > 0,

El beneficio esperado por la empresa 7, dado que su tipo es 0;, es

az

BMi(Gi,bi,b):/ Bi(0:,bi,b(05)) f(0;10:)d0;

ai
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Teniendo en cuenta que los tipos son variables aleatorias independientes:

az
BM1<917bub) = BZ(HZ,bZ,b(GJ))f(GJ)dQJ
ay
b= 1(b;)
- / (vabi + b — 9, 6:)) £(0;)d6;
ay

+ / (4bs + Byb (605) + Phumas — 9(1,0)) £(0;)d0;
b=1(by)

Entonces, b; es la mejor respuesta de la empresa ¢ si maximiza el beneficio esperado, dado que
su tipo es ;. Derivando respecto de b; se tiene, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo:

0 _
ﬁBMi(ai, bi,b) = (vo— 1) FOO' () + 71

d

d—bi(bfl(bi))

+ (= (@1 — d) bi + g(¢1,0:) — g(bg,0:)) f(b"(bs))

Como b~ Y(b;) = 0; < b; = b(6;), reemplazando e igualando a cero, obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial:

((v2 = 1) F(0:) + 1) b7 (0:) — (p1 — o) f(0:)b7(6:)
= —(9(¢1,0:) — g(#,0:)) £(0:)

Luego, todo equilibrio bayesiano de Nash simétrico es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
anterior. La ecuacion diferencial con la condicién inicial b*(a2) = bpax forma un problema de
valor inicial que verifica las hipdtesis de una extensién del teorema de existencia y unicidad de
Picard [Simmons, (1990), pag. 485-486] para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, siempre y
cuando (9 — 1) F(0;) + v, sea distinto de cero en ag. Se obtienen asi los diferentes casos que
pasamos a describir:

Region I) Si v, # 0 se verifica que ((y4 — ;) F(a2) +7v1) = 72 # 0 y cumple la condicién
anterior. Por tanto, existe un unico equilibrio bayesiano de Nash simétrico (b*(61),b*(02)) que

cumple b*(a2) = bmax que se obtiene integrando la ecuacién diferencial anterior:

b*(gz) _ g(¢170i)_g(¢270i)

¢1— by
_ 9190 P1-¢2
+ (1 — (11— v2) F(0;) 77 (bmaﬂ;m n
1 a2 9 o
el M ACCIDECROICTE CRERy FO) TR a

_gl¢i,a) — g<¢2,a2>7f1—$§>
b1 — by 2
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sy # Y2, ¥
. 9(¢1,05) — g(¢s,65)
b (0;) =
() Fa—n
Lo BB A-F0:) <bmax _ 9(¢1,a2) — g(¢, a2))
¢1— &2
L22(1-F(0:) ra =
e 7 2 3 *M(lfF(t))
S e = 1) — t))e m dt
31— 65 5, Ot (9(¢1,t) — g(9,1))

s1 Y1 = 7.

Region II) Si vy, = 0y v, = 0, se verifica ((y9 — 1) F(0;) +7v1) = 0, V0; € [a1,a2] y la

ecuacion diferencial se reduce a

0i) — 0

que es estrategia dominante para ¢ ya que aibiBMi(@i,bi,b) no depende de b (en la ecuacién
diferencial %BMZ-(&-, bi,b) = 0, b representa la estrategia elegida por la empresa contraria).

Regién III) Si vy, =0y v; # 0, se verifica que

Y1 (1= F(0:)) b (05) — (¢1 — @) f(0:)b"(0:) = — (9(¢1,05) — g(¢.04)) f(0:)
Si evaluamos la expresiéon anterior en 6; = ao queda que todo equilibrio bayesiano de Nash
simétrico cumple

b*(CLQ) _ g(¢1> a’;z : 1(2¢2> a2)

La solucién general de la ecuacién diferencial es, integrando:

(- F(o)) 5 (ﬁ / a%m(d)l,ei)—g<¢2,9i>><1—F<9i>> n d9i+0>

Como
Limg,_ (09 = Loncd—9lne)
1 P P1—92
: 52 77 (9(61,0:) — g(¢2,0:)) (1 — F (0;)) > db; +C
Lzmei—m; P1—¢2

(1= F(6;)) ™
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para que este ultimo limite sea finito, teniendo en cuenta que 91%2 > 0, la constante debe

verificar:

$1-9%2

1 0
R [/ 57 (0(61,) = 9(62,1)) (1 = F (1)) 7 dt

t=aso

luego, sustituyendo el valor de la constante, la solucién particular de la ecuacién diferencial

queda:
$1—P2
Gi— ,Qi 1—F0i BT @2 9 $1—9
b0 = 202200002 LZFOD 2 ™2 (g(00,0) — o000 (1= F (0) " at
|

Nota 2.2.2 La hipdtesis de que ambas empresas utilizan la misma funcion de estrategia para
pujar, hizo que en la Proposicion 2.2.1., la bisqueda de equilibrios se restringiese a equilibrios
simétricos. Lo cierto es que inicialmente esta bisqueda se hizo en general y el equilibrio existente,
formado por funciones estrictamente crecientes y diferenciables, resulté ser simétrico en todos

los casos.

Nota 2.2.3 Obsérvese que el equilibrio calculado en la Region II es independiente de la dis-

tribucion de los tipos.

Nota 2.2.4 En la Region II y en la Region III se verifica que b*(az) = M, sin
necesidad, en ambos casos, de imponer ninguna condicion. Se debe a que, si y9 = 0, la compe-
tencia es extrema y las empresas temen quedar fuera del mercado. Bajo esas circunstancias, las
ofertas no se disparan y no es necesario, por tanto, que el Operador del Mercado fije una puja
maxima bypax. Sin embargo, en la Region I el Operador del Mercado debe imponer una oferta
mdxima. En efecto, si v # 0 las dos empresas entran con total sequridad en el mercado y si una
empresa tiene un tipo alto, se ve tentada a pujar lo madzrimo posible al estar sequra de entrar en
el mercado despachando, al menos, la demanda residual. Por otro lado, si la demanda residual
tiende a 1, las empresas se ven tentadas a pujar por la demanda residual el mayor precio permi-
tido. De ahi la importancia de que en este tipo de mercados se fije una puja mdxima. Es evidente
que, cuanto mayor sea byax, mayor serd la puja realizada por las empresas, en cualquiera de los
modelos de la Region I. Esto hace que al Operador del Mercado le interese fijar bypax lo minimo
posible pero respetando el tercer principio de una subasta eléctrica descrito en la Seccion 2.1.,
(¢1,02)—9(¢5,a2)

es decir, le interesa fijar byax = QW-
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Corolario 2.2.5 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Simétrico Inicial, D < 2 y se

utiliza un modelo de subasta S € MSG donde byax = M, entonces existe un unico

b1~
equilibrio bayesiano de Nash simétrico (b*(01),b*(02)) verificando b*(az) = —g(¢1’a£3:;i¢2’a2), y
dado por la siguiente expresion
* g(gblael) _g(ng?ez)
b*(6;) = +
(@) ¢1— ¢
(11— (n — 1) ) =% [ 9 b
Pa— o (9(d1,t) = 9o, 1)) (71 — (y1 = 7o) F(2)) 1772 dt
L1 7 V2
b*(@) _ g(¢1701) _g(¢270i)
b1 — P2
UL2(1-F(0:)  pag
e M 2 9 _$1-d2(q
o | @ —gen e T ar
siy1 =72 # 0.
* g(¢la01) _g(¢2a0i)
b*(0;) =
(@) ¢1— ¢
5171 = 72 = 0.

9(#1,a2)—9(¢5,a2)

o= en las expresiones del equilibrio

Demostracion. En efecto, si tomamos b*(az) =
bayesiano de Nash obtenida en la Proposicién 2.2.1. para la Regién I, se obtienen las expresiones
del enunciado que da el equilibrio bayesiano de Nash asociado a cualquiera de los modelos de

subasta perteneciente a MSG. g

Nota 2.2.6 Obsérvese que, para cualquiera de los modelos pertenecientes a MSG, se verifica

que

b (0; 9(p1,0;) — g(pa,0;)
(6:) 2 1 — P9

FEsa cantidad representa el coste unitario medio de produccion de la empresa i de las unidades
eléctricas que entran en el mercado en primer lugar, y que quedarian fuera, si entrase en seqgundo

lugar. En particular, si el coste es lineal g(q;,0;) = ¢;0;, la desigualdad anterior queda
b*(0;) > 0;
Es decir, las empresas no pujan por debajo de su coste unitario de produccion.

A continuacién, se analizard cémo son las posibles estrategias del equilibrio, dependiendo del

tamano de la demanda frente al de la capacidad de produccién de las empresas.
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2.2.1 Casol (D<1)

En este caso, la cantidad de unidades eléctricas asignada a la empresa i, por el Operador del

Mercado, estd dada por

D si b < bj o ) )
Q’L(blabj) = 1,] € {172} ? 7& J
0 si b > bj
con D <1.

El beneficio de la empresa i viene dado por

v1bi + (D —~y) bj —g(D,0;) si b < bj

0 St bi>bj

Bi(0i,bi,b;) = 71 € [0, D]
Obsérvese que v, = 0, luego, por la Proposicién 2.2.1., sélo hay dos posibles equilibrios

bayesianos de Nash dependiendo de si 7; es cero o no. Aplicando la Proposicién 2.2.1.:
Region II) Si v, = 0, se verifica que §; = D y que existe una unica estrategia dominante

para cada empresa dada por
D.9;
b*(0;) = 9( = i)
En esta regién, quedan determinados univocamente todos los pardmetros de la familia de mo-
delos, es decir se trata de un tnico modelo de subasta.
Region IIT) Si v, # 0, se verifica que v; € (0, D] y ademds que el dnico equilibrio bayesiano
de Nash (b*(61),b*(02)) viene dado por

b (6;) = % (g(D, 0;) + (1 — F(0;)) /;2 %Q(D,t) (1—F @) dt)

En ambas regiones la competencia es extrema y, sin imponer ninguna condicién, se verifica que

la oferta méxima realizada en equilibrio es b*(az) = w.

222 Caso2 (l1<D=1+a<2)

En este caso, la cantidad de unidades eléctricas asignada a la empresa ¢, por el Operador del

Mercado, estd dada por

1 si b < bj o . .
Qz(blvb]) = 1,] € {172} [ 7é J

«  si bi>bj
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con a € (0,1).

El beneficio de la empresa ¢ viene dado por

Y1bi + (1= =71 +72) bj + (@ = 72) bmax —9(1,0:)  si bi <b;
B;(65,bi,bj) = 4
Yobi + (@ — ¥9) bmax — g(«, 6;) st by > bj
donde v; € [0,1 — v+ 5] ¥ 72 € [0, . En este caso, aplicando la Proposicién 2.2.1., se obtiene
que, dependiendo de la regién considerada, los equilibrios son de la siguiente forma:
Regioén I) Siy, # 0, se verifica que existe un unico equilibrio bayesiano de Nash (b*(61), b*(62))

verificando b*(ag) = byax, dado por la siguiente expresién

9(17 01) — g(o‘a 91)

b (0;) = —
_ l-« 1:a
+ (71 - (71 - ")/2) F(Gz)) Y1-72 (bmax7;l "2y
1 7o -
11—« /E <g<1’t) - g(a,t)) (71 - (71 - ’)/2) F(t))’u—’vz dt
0;
_g(1,a9) — gla,a) 51=5
1—a T2
siyy # V2, Y
ciny . 9(1,0:) —gla,0;)
b(0) = )=
—i—eil;_la(l*F(@i)) (bma.x g1 a9) — g(a,a2)>
11—«
La(1-F(6:)) jay
em 0 _1ma ()
er 9 o1 s
e, b meleni)e ™ dt
si ;= 7

Regioén II) Si v, = 0y v, = 0, se verifica que 3; = 1 — a y existe una unica estrategia
dominante para cada empresa dada por

1,0;) — g, 6;)
l—«a

wwﬁzg(

En esta regién quedan univocamente determinados todos los pardmetros, es decir se trata de un
tnico modelo.

Regién III) Siy, =0y v, # 0 se verifica que v, € (0,1 —a] y el tinico equilibrio bayesiano
de Nash (b*(61),b*(62)) viene dado por

160 = = (900,00 = 900,00+ (- F0)) T [7 2 @10 = gl 0= FO)'5 at)
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2.3 Ingresos esperados por las empresas y pago que espera hacer

el Operador del Mercado bajo el Modelo de Subasta General

Si se estd utilizando algiin modelo S € MSG y si ambas empresas juegan el equilibrio corres-

pondiente, el ingreso de la empresa i es

b* (6;) + B,b* (0;) + ©bm , 0; < 0;
1,(0:,0;) = 710" (0:) + 810" (05) + pbmax  si 0; J
72b* (‘91) + (Pbmax st 91 < 9]'

luego, el ingreso esperado por la empresa i bajo el modelo S es

Pi(6;) = / - 1;(0:,05) f(0;)d0;

1

0;
= / (720" (6:) + pbmax) f(0;)d0;

ai

[ 000 00+ 528" ) + ) £05)0,

= O (=92 PV (0) + b+ 61 | 0) F)

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

Pomer - 2/a21Dz(ez)f(0z)dgz

al

= 2 /az (71 — (71 — 72) F(6;)) b*(0:) £ (0;)d0; + 2pbiax

1

w2 [ (ﬁl / b (1) f(t)dt) 7(05)d6;

1
a2

= 2, / P00 £(60:)d0; — 2 (7, — ) / b (0:)F(6:) £ (6:)d6;

1 al

+20bmax + 201 / Y (0:) F'(0:) f(0:)d0;

ai

a2
_—— / b*(0:) £ (0,)d0; + 2pbmas +
a

1

(81— (11— 72)) (bmax - [“wen F?(@»dei)

= 2y / (00 £(6:)40; — (B — (1 — 7)) / (0% (0)) F2(0:)do;

1 ay

+ (20 + 81 — (71 — 72)) bmax

Sustituyendo el equilibrio bayesiano de Nash correspondiente, calculado en la Proposicién 2.2.1.,
obtenemos las expresiones del ingreso esperado por las empresas y el pago que espera hacer el

Operador del Mercado en cada caso.
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2.3.1 Casol (D<1)

En este caso, 79 = ¢ =0y By = D — v,. Por tanto sélo hay que considerar la Regién II y la

Region III de la Proposicién 2.2.1. en las que se verificaba byax = w, luego

Regién II) Las estrategias que formaban el equilibrio si v; = 0y 8; = D eran b*(0;) =

@, i € {1,2}. El ingreso esperado por la empresa i, si ambas empresas juegan el equilibrio,

queda

r) = b “ AP0

= [Camoroa

El pago que espera hacer el Operador del Mercado queda

Pomer = 01 (2552 = [" 0 00) 000,
= D) — | Zg(D, 0, F2(6:)d6;

00,"

al

Region IIT) Las estrategias que formaban el equilibrio bayesiano de Nash eran b*(6;) =
D

Ty D
oDb) | QFO)) L e 8g(D,t) (1 F (1)) dt, i € {1,2}, donde v, € (0, D]. El ingreso

esperado por la empresa 4, si ambas empresas juegan el equilibrio, queda

PA6:) = 1 (1— F(8:)b*(6:) + (D — ) /9 P (@) fo)de

- %@ (1= F@)) + % (1= F@)'™ /92 %Q(D,t) (1—F ()7 dt
s :QQ(D,t) f(t)dt
+D Z)Vl (:2 /:2 (1— F(a:))_% %Q(D,t) (1-F (t))% f(a)dtdz

= [Camoraa

Y, por tanto, como el ingreso esperado coincide con el calculado en la Regién II) también

coincidird el pago que espera hacer el Operador del Mercado:

a9

- NE2(0.)dO:
80ig(D,91)F (0;)d0;

Porner = g(D7a2) -

al
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232 Caso2 (1<D=14+a<2)

En este caso ¢ = o — 79, 81 = 1 — a — v + 7. Por la Proposicién 2.2.1. se obtiene:
Regioén I) Las estrategias que formaban el equilibrio bayesiano de Nash si v # 0, v; € [0, 1],

Y9 € (0,a], 1 — 1 > a — 7y, verificando la condicién b*(az) = byax, eran

9(17 02) — g(a7(9i)

b)) = 1—a
1-a l1—«a
0= (0 =92) FO) 55 (b} 4
1 a2 8 l—«
a5 00D — g t) (= (1 —92) F(@) T
_g(l7a2)_g(a7a2) “&i:z
I—a Y2
si vy # Yoy Y
* g 1702' ) 06,01‘
b0 = & i_of )
resper (y, _ ol —gloven)
l—«
a(l F(0:)) —a
/ 82 g(a,t))eilW_l(lfF(t))dt

sty =72

El ingreso esperado por la empresa i, si ambas empresas juegan el equilibrio, queda

PiB) = (= (0= 72) POV (6 + obm+ 51 [ 07 (0) 01

_ /92 (9(1,8) = g (a, £)) F(£)dt + Abma

en ambos casos. El pago que espera hacer el Operador del Mercado queda

az
Pomer - 2/ ]Dz(ez)f(ez)daz

1
= 2abmax + 9 (1,a2) — g (a, az)

ag a
= | 591t —g(a,t) FP(t)dt

ai

Regién IT) Las estrategias que formaban el equilibrio bayesiano de Nash si 75 = 0, 7; = 0,

B, =1—aeran b*(0;) = W, i € {1,2}. El ingreso esperado por la empresa i, si ambas
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empresas juegan el equilibrio, queda
az
Pi(6) = abme+(1—a) / b () F(b)dt
0;
az
— abuuct [ (9(10) = gl ) S(0)
0;

Como el ingreso esperado por la empresa ¢ coincide con el punto anterior, el pago esperado por

el subastador también serd el mismo:

Pomer = 20bpmax +g (17 a?) -9 (Ol, a2)
a2 a
- 1 F?
G0 gl P
Regioén IIT) Las estrategias que formaban el equilibrio bayesiano de Nash si v, = 0, v, €
(0,1 — ] eran
1 loa
10) = =5 (900,00 ~a(0.0)+ 0= PO [ 26000 =g a) (- F ()T )

0;

i € {1,2}. El ingreso esperado por la empresa i, si ambas empresas juegan el equilibrio, queda

PAB) = (L= FODY () + abuus + 61 [ 5 (0 500
9(1’ 02) — g(a7 61)

=N T (1—F(6:))
Y 1-l=a (92 1-a
+ﬁ (1= F(6:)) 5 9Lt —g(a,t)) (1 - F (1) dt

b+ 51

1— /a2( (1,t) — g(a,t)) f(t)dt
1 —a / /“2 0 —g(a,t)) (1 — F(t))_1§_1a FH) (1 - F("E))l;_la dwdt
= Qabmax +/9. (g(1,t) — g(a, 1)) f(t)dt

Como el ingreso esperado por la empresa i coincide con el obtenido en la Regién I y en la

Regidn I, el pago esperado por el subastador también serd el mismo:

Pomer = bax + g (1 a2) g (O‘7 a2)

/at (1,6) — g (0, 1)) F2(t)dt

Nota 2.3.1 En la Region I de la Proposicion 2.2.1. se impuso la condicion b*(a2) = bmax,

donde byax €s la puja mdxima fijada por el subastador y, en las dos regiones restantes, se
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g(lva2)7g(ava2)

— . Luego, el ingreso esperado por las empresas y el pago que espera

verificaba bpax =
hacer el Operador del Mercado coinciden en todos los modelos de subasta considerados si el

Operador del Mercado fija bymax = %a(a,az) en aquellos modelos de subasta pertenecientes

.. . . 1,a2)—g(a,a
a la Region 1. Si el Operador del Mercado fijara bmax > %

, el pago que esperaria
hacer seria mayor. Luego, efectivamente, la mejor eleccion para el Operador del Mercado es

bmax = ﬂ% tal y como se comentd en la Nota 2.2.4..

2.4 Teorema de Equivalencia de Ingresos en el Mercado Eléc-

trico en el Modelo Simétrico Inicial con n empresas.

En esta seccién se demostrara que la coincidencia que se presenta en la seccién anterior (se
verificé un resultado de equivalencia de ingresos en un duopolio bajo cualquiera de los modelos
perteneciente a MSG) se puede generalizar: bajo dos modelos de subasta con n empresas,
verificindose las hipétesis del Modelo Simétrico Inicial, cada empresa obtiene el mismo ingreso
esperado y, por tanto, el subastador espera pagar lo mismo por la demanda eléctrica, siempre
y cuando, estos dos modelos de subasta verifiquen que dan el mismo ingreso esperado a las dos
empresas, cuando su tipo es méximo.

Para ello se utilizard el Teorema de Equivalencia de Ingresos Generalizado demostrado en el
Capitulo 1 en la seccién 1.5.2., adaptado al contexto del Mercado Eléctrico.

Ahora una empresa puede “ganar” el objeto heterogéneo (el despacho de la demanda residual
a) o puede “ganar” uno de los objetos homogéneos (el despacho de toda su capacidad). El modelo
de mercado que se va a considerar verificard todas las hipétesis del Modelo Simétrico inicial pero,
con n empresas, en lugar de 2. Es decir:

Se va a subastar el derecho del despacho de D unidades eléctricas entre n > 1 empresas
neutrales al riesgo dispuestas a despachar un maximo de k = 1 unidades eléctricas (con D < n).

La funcién de coste de la empresa ¢ € {1,...,n} es g(g;, 0;) creciente y diferenciable en ambas
variables, donde ¢; € [0,1] es la cantidad generada por i. Cada 6;, que es informacién privada
de la empresa i (su tipo), es una realizacién independiente de una variable aleatoria continua
con funcién de distribucién F' acotada en R y absolutamente continua, con funcién de densidad
f en el intervalo [a1,as]. Es decir, {61, ...,0,} son v.a.i.i.d. con funcién de distribucién F' y tal

que el jugador i y sélo el jugador i, observa la realizacién de ;. Cada variable 6; recoge la
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incertidumbre que otro jugador tiene acerca del coste de produccién de la empresa 1.

Si la demanda es D = m + a, con m € {0,1,2,....n — 1} y a € [0,1), habrd m empresas
que podran generar toda su capacidad (las m menores ofertas) y una empresa que generard la
demanda residual de o unidades (la oferta siguiente). El resto de empresas, n — (m + 1), ni
ganard ni pagard nada. La eleccién de las empresas que entran al mercado siempre son aquellas
con las ofertas mds bajas.

El conjunto de modelos de subasta MSG que consideramos en el Modelo Simétrico inicial
estd incluido en un conjunto de modelos de subasta mds amplio que describimos en la siguiente

definicién:

Definicién 2.4.1 Denominaremos conjunto de modelos de subasta eléctrica y se denotard por
S& al conjunto de modelos de subasta verificando lo siguiente:

i) Existe un tnico equilibrio bayesiano de Nash (bj(61),...,b; (6n)) con b} funcion estricta-
mente creciente y diferenciable Vi € {1,...,n}.

i1) La regla de asignacion de un modelo de subasta eléctrica S € SE es de la forma:

{w?(bl, "'7bn)7p;jg(b17 "'7bn)7¢is(b1> "'abn)7X?(b17 abn) ?:1

donde wf(bl, ...,bn) es el ingreso que obtiene la empresa i si genera en el mercado la demanda
residual; pf(bl, ..,bn) es el ingreso que obtiene la empresa i si genera en el mercado toda su
capacidad; @Z}f(bl, ety b)) = Prob (bi = b(m+1)) es la probabilidad de que la empresa © despache
la demanda residual y, por dltimo, Xf(bl, weey b)) = Prob (bi < b(m)) es la probabilidad de que la

empresa i despache toda su capacidad, si las pujas son by, ..., by.

Luego, la funcién de beneficio del jugador ¢ en un modelo S € S€ es:

Bi(b1, .. bni0;) = (w7 (br, -, bn) — (e, 05)) 5 (b, ..., bp)
+ (pf(bh ) bn) - g(la 02)) X?(bla x3) bn)
Obsérvese que lo que diferencia dos modelos pertenecientes a SE es, en realidad, wf (b1, ..., bn)

y pf (b1, ...,bn), ya que las otras dos componentes de la regla de asignacién coinciden en todo

modelo S € SE€. Si evaluamos la regla de asignacién en el equilibrio se obtiene

{w?(bf(91)7 sty b;kz (en))v pf(b;(ﬁl), ) b:; (an))a ¢f(b>{(91)7 sty b;kz (en))v Xf((f{(ﬁl), ) b:; (Qn)) ?:1 =
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{('Nui(gly ceey en)aﬁi(017 ceey 971)717)i(917 "’70n)752i(017 ceey 071) ?:1

Donde w; (01, ...,0,) es el ingreso que obtiene la empresa i si genera en el mercado la demanda
residual, p;(01,...,0,) es el ingreso que obtiene la empresa i si genera en el mercado toda su
capacidad; %(91, ...,0n) es la probabilidad de que la empresa i despache la demanda residual vy,
finalmente, x; (01, ...,0,) es la probabilidad de que la empresa i despache toda su capacidad, si
los tipos son 64, ..., 0,.

Por otro lado denotaremos por

@ 0;) = FEo_, |@i(01,....0,)0;(01,....0,)
pP(6:) = FEo_,[p;(01,.,00)X:(01, ... 0n)]
v (0) = Ee_[;(01,....0)]
Z(0:) = Fo_,[Xi(01,....00)]

al ingreso esperado por la empresa ¢ si genera en el mercado la demanda residual, al ingreso
esperado por la empresa ¢ si genera en el mercado toda su capacidad, la probabilidad esperada
de que la empresa ¢ genere la demanda residual « y la probabilidad esperada de que la empresa
7 genere toda su capacidad, si su tipo es 6;, respectivamente. Obsérvese que el ingreso total

esperado por la empresa 1, PZ-S (0;), si genera en el mercado, es la suma:
P (0:) = pi (6:) + ¢ (6:)

Reescribiremos, para adaptarlo a este contexto eléctrico?, el Teorema de Equivalencia de Ingresos

Generalizado enunciado en el Teorema 1.5.2.:

Teorema 2.4.2 Bajo las hipdtesis del Modelo Simétrico inicial con n empresas, se consideran
dos modelos de subasta S1, S2 € SE. Sean PZS1 0:) y PiS2 (0;) el ingreso total esperado por la

empresa i € {1,...,n} en los dos modelos de subasta S1 y Sa, respectivamente. Entonces, si

PZ-S1 (a2) = PZ-SZ (a2), se verifica PZ-S1 (0;) = PZ-S2 (0;) V0, € [a1,a2].
Demostracién. Dado un modelo de subasta S € SE con regla de asignacién

{w? (b1, oy bp)y p2 (D1, oy b)), W2 (b1 oy b)), X2 (D1, vy ) Yoy

?Téngase en cuenta que siempre se verifica y (8;) = y22(6:), 221 (6:) = 272(0;), ¥S1, S2 € SE .
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y unico equilibrio bayesiano de Nash (b5(01), ..., b} (65)), si consideramos el mecanismo directo

S asociado a S con regla de asignacion

{wis(th ceey tn)u pf(tla ceey tn)u T/Jf(tly ceey tn)7 Xzs(tb ceey tn)}?:l
= {Gi(t1 s tn) Dyt oo )y i (1 ooy )y X (1 oony ) F g
por el Principio de Revelacién este modelo S es de incentivos compatibles.

Luego, el beneficio esperado por un jugador 4, si su declaracion es t; y el resto de jugadores

confiesan el verdadero tipo, bajo el modelo S viene dado por
BM{(t;) = —/@ gla t)yf (0—i,t:) fi (0-3) dO—;
—/@ g(Lt)x3 (0—i,ti) f~i (0—) dO_;
[ B0t Ot 1 0-0) db

+/@ P2 (O—is ti)X5 (0_iti) f—i (0—;) dO_;

—1

= ¢ (t:;) + 08 (t:) — g(ev, )y () — g(1,0;)2 (t;)

Como los jugadores actiian de tal manera que maximicen su beneficio, usaran las estrategias en

equilibrio y, por el Principio de Revelacién, obtenemos
C_ S(+. St NS (. NS (4.
0; = arg rntax{qi (ti) +p7 (ti) — g(a, 0:)y; (ti) — g(1,05)27 (t:)}

quedando la ecuacién

! !

(&) (0:) + (Pz's)/ (0:) = g(c, 0;) (Z/f(ei))l +9(1,0;) (27 (6:))

integrando ambos lados de la igualdad se obtiene

S0+ p5(0:) = — / P () (e - / g t) ) (B)dt +qF (a2) + 0 (a2)
0; 0;

PS) = - | P () (1t - / P g ent) () (t)dt + P (az)
0; 0;

Como yfl(ﬁi) = yfz (6:), 221 (0;) = zfz(ﬁi) VO; € [a1,az2] y VSi, Sa € SE y, por el enunciado,

1

PZ-S1 (a2) = PZ-S2 (a2) entonces PZ-S1 (0;) = PZ-SZ (0;) VO; € [a1,a2]. m



42 Duopolio Simétrico con Valoraciones Independientes

Hemos demostrado que si en dos modelos de subasta eléctrica una empresa de tipo maximo
espera ingresar lo mismo en ambos modelos (PZS Yag) = PiSQ(ag)), tenemos definido univoca-
mente el ingreso esperado por cada empresa (Pis 1(6;) = PZ.S2 (0;)) vy, por tanto, el precio que
espera pagar el Operador del Mercado por la demanda eléctrica.

Podemos obtener, como corolario de este tltimo teorema, la equivalencia de ingresos de cada
una de las dos empresas bajo cualquiera de los modelos analizados pertenecientes al Modelo de

Subasta General.

Corolario 2.4.3 Supongamos que se verifican las hipdtesis del Modelo Simétrico Inicial y sea
S € MSG, entonces las dos empresas esperan el mismo ingreso y el Operador del Mercado espera
pagar lo mismo por la demanda eléctrica D, independientemente de la eleccion de S. Ademds el
ingreso esperado por las empresas es:

i) Si D =a <1 entonces P? (0;) = 0‘12 g (a,t) f(t)dt

i) Sil<D=1+a<2 entonces PP (0;) = ;2 (g(1,t) — g (a,t)) f(t)dt + abmax

ii1) Si D > 2 entonces PZ-S (0;) = bmax

g 1aa2)_g(a7a2

donde bypax = =

Demostracién. Obviamente MSG C SE ya que

MSEG = {S € S€ talesquen =2y { P7 (b1, b2) = v1b; + B1bj + Pbmax }

wi (b1,b2) = Y2bi + Pbmax

Vamos a aplicar el teorema anterior con n = 2 en las tres situaciones del tamafio de la demanda,
tanto para demostrar que Pis (0;) no depende del modelo S considerado, como para el cdlculo
del ingreso esperado por las empresas.

Casol (D=a<1).

Este caso corresponde al valor m = 0 y, en él, la regla de asignacién de un modelo cualquiera

S € MSG es:
PP (b1,b2) = b+ (a—7q)b;

wi(b1,ba) = 0

VP (br,ba) = Prob(b; < bj)

X§(bi,b2) = 0
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luego

¥;(01,09) = Prob(d; < 6;)
%i (917 02) =0
y se obtiene
vP(0:) = 1—F(0)
Z0:;) = 0
Si 0; = aq, la empresa i queda fuera del mercado y en cualquiera de los modelos S € MSG se
verifica que P (az) = 0. Luego, por el teorema anterior se tiene que P2(6;) V0; € [a1, az] es el

mismo V.S € MSG, es decir el mismo ingreso esperado bajo todos los modelos considerados.

El ingreso esperado por la empresa 7 bajo cualquier modelo S € MSG es:

PS(6;) = - /9 g () (4F) (t)dt = /9 g () f(t)dt

Caso2 (1< D=14a<2).

Este caso corresponde al valor m = 1y, en él, la regla de asignacién en cada modelo S € MSG

€S:
p3(b1,02) = b+ (1 —a— 71 +72) bj + (@ — 72) bmax
wis(blv b2) = '72bi + (a’ - ’72) brmax
VP (br,ba) = Prob(b; > bj)
X7 (b1,b2) = Prob(b; <b;)
luego

$;(01,02) = Prob(6; > 6;)
%i(el,gg) = P?“Ob(@i<9j)

y se obtiene

i (6:) = F(6;)
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Si 0; = a9, la empresa i despacha la demanda residual y en cualquiera de los modelos S € MSG
se verifica que P (a2) = abmayx. Luego, por el teorema anterior se tiene que P (6;) es siempre

el mismo VS € MSG, es decir, el mismo ingreso esperado.

El ingreso esperado bajo cualquier modelo S € MSG es:
as , as ,
PE0) = ~ [ g -F@) de— [ gla.t) Fe)dt+ b
91‘ 91’
az
= [ @00 -(0.0) F)dt + b

Caso 3 (D > 2).

Este caso corresponde a los valores m € {2,3,...} y, en él, no hay competencia verificindose

PZ‘S(GQ) = bmax
v (6;) = 0
Z(0:;) = 1

Luego, por el teorema anterior se tiene que PZ-S (0;) es siempre el mismo bajo todos los modelos
S € MSG. Elingreso (no es esperado, las empresas estdn seguras de despachar toda su capacidad
1) bajo cualquier modelo S € MS es: PP (0;) = bmax- m

En realidad no es sorprendente este resultado en el Caso 1y en el Caso 3. El Caso 1 es un
caso particular de subasta de un objeto, el lote completo a, en el que se verificaba el Teorema
de Equivalencia de Ingresos [Myerson, R. 1981]. El Caso 3 es un caso con poca relevancia por
ausencia de competencia. Es en realidad el Caso 2 el que establece una generalizacién novedosa
del Teorema de Equivalencia de Ingresos [Myerson, R. 1981]. En él se ha demostrado que, bajo
ciertas hipétesis, dos modelos que subastan miiltiples objetos son equivalentes en cuanto a los

ingresos esperados por los jugadores y pago esperado por el subastador.

Aunque el ingreso esperado se habia calculado en la Seccién 2.3., aqui se ha vuelto a realizar

dicho célculo, pero utilizando la expresiéon obtenida en el Teorema 2.4.2.

I

PS(0) = — /9 g (L) (=) (t)dt — /9 g (1) (4°) ()t + PS(az)

que no necesita el cdlculo explicito del equilibrio bayesiano de Nash correspondiente.
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2.5 Casos particulares: Modelos Uniforme, Discriminatorio y de

Vickrey.

En esta seccién detallaremos cémo quedan los equilibrios bayesianos de Nash en tres modelos
particulares de MSG que se corresponden con los tres modelos clédsicos de subasta que se suelen
analizar en el contexto de la subasta del Mercado Eléctrico (Uniforme, Discriminatorio y de
Vickrey). La descripcién de estos tres modelos se hizo al principio del presente capitulo en la

Seccién 2.1..

2.5.1 Casol (D<1)

En este caso, los modelos Discriminatorio y Uniforme coinciden. El precio por unidad recibido por
la empresa ganadora es igual a su propia oferta en los dos modelos; en el modelo Discriminatorio,
siempre es as{ y en el modelo Uniforme también lo es porque la unica oferta que entra en el
mercado es la més alta aceptada (la empresa ganadora es la primera y la iltima en entrar al
mercado).

En este Caso 1 se tiene que ¢; = D y ¢9 = 0.

Modelo de subasta Uniforme y Discriminatorio

El beneficio de la empresa ¢ viene dado por:
Db; — g(D, 92) siob < bj
0 si b; > bj

Bi(0;,b;,b5) =

Es decir, es la funcién beneficio del Modelo de Subasta General, dada por la expresién 2.1.1.,
particularizada para los valores de los pardmetros v; = Dy 8; = ¢ = 79 = 0. Luego, por
el resultado obtenido para la Regién III de la Proposicién 2.2.1., existe un tnico equilibrio
bayesiano de Nash (b*(61),b*(02)) donde

5, 9(D,t)f(t)dt
D (1 - F(0:))

b (0;) = ie{1,2}

Ejemplo 2.5.1 Si g(qi,0;) = 0;q; y las variables aleatorias 01 y 02 siguen una distribucion
Uniforme en el intervalo [0,1], el equilibrio en los modelos Uniforme y Discriminatorio estd

formado por las siguientes estrategias:

140

b*(0:) 5

i€ {l1,2}
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Modelo de subasta Vickrey
El beneficio de la empresa ¢ viene dado por:

Dbj — g(D, 91) siob < bj
0 si b; > bj

By(6;,bi, by) =

Es decir, es la funcién beneficio del Modelo de Subasta General, dada por la expresién 2.1.1.,
particularizada para los valores de los pardametros 8, = Dy v; = ¢ = v, = 0. Luego, por el
resultado obtenido para la Regién II de la Proposicién 2.2.1., existe un inico equilibrio bayesiano

de Nash simétrico (b*(61),b*(62)), formado por las siguientes estrategias dominantes:

o) =100 e g

Ejemplo 2.5.2 Si g(¢;,0;) = 0,q;, el equilibrio en el modelo de Vickrey estd formado por las

stguientes estrategias:
b*(gz) =0, 1€ {1,2}
independientemente de la distribucion de los tipos.

Nota 2.5.3 Es de esperar que en el modelo de subasta de Vickrey, las empresas ajusten mds
sus ofertas a su verdadero coste ya que van a recibir, en el caso de ganar, la oferta del otro, que
serd mayor. Es decir, que las empresas se muestran menos agresivas ofertando bajo el modelo

de Vickrey que bajo los modelos Uniforme y Discriminatorio. En efecto, como se verifica

/G2M(1—F(t))dt > 0
(7]

ST ot
s0rlg - [T L2 a > (0,090 - o)
[ aw.saa = o6y - FE) =
o 9D f(B)dt o(D.6)

(1—F(0:))
se obtiene que

. _ Jol e f)dt  g(D,6;)
Unif/Discr(ei) - D (1 _ F(QZ)) 2 D - Vick(ai)
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Nota 2.5.4 Se podria generalizar la familia paramétrica de modelos de subasta MSG con-

siderando que la funcidn de beneficio para la empresa i € {1,2} es de la forma

b¢+ b; + bmax— ,91' St bi<b‘
Bi(6:, b, b;) = 71 B1b; + 1 9(¢1,0:) j
72bi + 902bmax - g(¢2a 02) si b > bj

con vy, By, @1, V2, V2 € [0,00), 71 + B +v1 = ¢y, Y2 + 03 = @9 y donde ¢y y ¢y estin

determinados por la demanda. Sin embargo, cuando ¢, # o las empresas pueden encontrar
dificultades para elegir la estrategia que mazimice sus beneficios y, por tanto, el Operador del
Mercado es incapaz de predecir el comportamiento de las empresas. Al Operador del Mercado no

le interesa un modelo de subasta bajo estas circunstancias, veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.5.5 Sea D € (0,1) y g(qi,0;) = q;0;. Consideremos una generalizacion del modelo

de subasta de Vickrey dada por la funcidn de beneficio

bi(D — + ©1bmax — DO; si b; < b;
Bi(6:, b, b;) = ;i ( ¢1) + ¢1 j

0 st by > b;
con ¢y € [0, D). Calculemos los equilibrios bayesianos de Nash.

La empresa i conoce su propio tipo 0;, pero 0; es una variable aleatoria para ella. El beneficio

de la empresa 1 viene dado por:

bj(D — 901) + Qﬁlbmax — DQZ St b_l(bi) < 9]‘

0 si b7Y(b;) > 0;

El beneficio esperado por la empresa i, dado que su tipo es 0;, es

BM;(0;,b;,b) = /a2 B;(6s,bi,b(0;)) f (6;) d;

1

= /bj(b_) ((D = @1)b(05) + ©1bmax — DO;) f (05) db;

Entonces, b; es la mejor respuesta de la empresa i si maximiza el beneficio esperado, dado que

su tipo es 0;. Derivando respecto de b; se tiene, aplicando el Teorema Fundamental del Cdlculo:

0 d
ot BMil03,bi,b) = (= (D = 1) bi + DOi = 91bmax) f(b_l(bi))d—m(b_l(bi))

Como b=1(b;) = 0; < b; = b(0;), reemplazando e igualando a cero, obtenemos:

_ Daz - (Plbmax

bi (05) D= o
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Si el tipo del jugador i es cero, la puja en equilibrio queda b} (0) = ;gl_b:% que sdlo tiene sentido
para @, = 0. Es decir, existe equilibrio, y por tanto el Operador del Mercado puede predecir

el comportamiento de las empresas, para todos los posibles valores del tipo de los jugadores, si

¢1 = 0.

2.5.2 Caso2 (1<D=14+a<2)

En este caso, la cantidad asignada por el Operador del Mercado a cada empresa, para el despacho

eléctrico, estd dada por:

1 si bi<bj

Qi(bs, b;) = i,je{l,2} i#j

a si b >0b;
Ahora, el precio que el subastador paga a las empresas es diferente en los modelos Discriminatorio
y Uniforme. Por ello, se analizardn los tres modelos por separado.

En este Caso 2 se tiene que ¢ =1y ¢ = «.

Modelo de subasta Uniforme

En el modelo Uniforme, el precio por unidad despachada recibido por una empresa es igual a la
oferta mds alta.
Si b; < bj, la empresa 7 despacha 1 unidad al precio unitario b;, que es la mayor de las ofertas.
Si b; > bj, la empresa i despacha la demanda residual « al precio unitario b;, que es la mayor
de las ofertas.

La funcién de beneficio de la empresa i es, entonces:

b; —g(1,6; si b; <b;

Bty b0y = I P

ab; — g(a, 91) si b > bj
Es decir, es la funcién beneficio del Modelo de Subasta General, dada por la expresién 2.1.1.,
particularizada para los valores de los pardmetros 5; = 1, 79 = a 'y 7; = ¢ = 0. Luego, por el

resultado obtenido para la Regién I de la Proposicién 2.2.1., existe un tinico equilibrio bayesiano

de Nash (b*(01),0*(02)), donde

be(0;) =

g(1,0;) —g(a,0;) F(Ql)lTTa “ 9 B .
1—a e, = (9(Lt) =g (a.t) F ()= dt
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Ejemplo 2.5.6 Si g(qi,0;) = 0;q;, o # % y las variables aleatorias 61 y 02 siguen una dis-
tribucion Uniforme en el intervalo [0,1], el equilibrio bayesiano de Nash estd formado por las

siguientes estrategias:
b*(0;) = ¢9+9_/ = d

aﬁo‘ —(1-a)b; )
= 51 ie{1,2}

Modelo de subasta Discriminatorio

En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad de electricidad despachada que el Operador
del Mercado paga a cada empresa es siempre su propia oferta. Es decir, la empresa i recibe b;
por unidad despachada.

Luego, la funcién de beneficio de la empresa ¢ queda:

b; — 1,(97; si b; < b;
B0y bty = § I ]

Oébi — g(a, 92) si bi > bj
Es decir, es la funcién beneficio del Modelo de Subasta General, dada por la expresién 2.1.1.,
particularizada para los valores de los pardmetros v; = 1, 75 = a y 8; = ¢ = 0. Luego, por el
resultado obtenido para la Regién I de la Proposicién 2.2.1., existe un tinico equilibrio bayesiano
de Nash (b*(61),0*(02)), donde
9(1,0:) —g(0) o 5 (9(1,1) = gla, ) (1= (1 — @) F(t)) dt

11—« (1-—a)(1—(1—a)F(,))

b*(0;) =

Ejemplo 2.5.7 Si g(qi,0;) = 0;q; y las variables aleatorias 01 y 02 siguen una distribucion
Uniforme en el intervalo [0,1], el equilibrio bayesiano de Nash estd formado por las siguientes
estrategias:

14+a—(1—a)f?

B S

ie{1,2}

Modelo de subasta de Vickrey

En el modelo de Vickrey, el precio por unidad despachada recibido por una empresa se establece
de la siguiente manera:
Si b; < bj, la empresa ¢ despacha toda su capacidad 1 y le pagan el precio unitario b; por

1 — a y el precio unitario byax por las o unidades restantes.
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Si b; > bj, la empresa i despacha la demanda residual a que se le paga al precio unitario

bmax-

La funcién de beneficio de la empresa i es, entonces:

Bi(0s,bi,by) — bj(1 — ) + bmaxa — g(1,0;) si by <b;
bmax — g(av, 0;) si b; > b
Es decir, es la funcién beneficio del Modelo de Subasta General, dada por la expresién 2.1.1.,
particularizada para los valores de los pardmetros 3; = (1 — «), ¢ = a 'y 7, = 75 = 0. Luego,
por el resultado obtenido para la Regién II de la Proposicién 2.2.1., existe un tinico equilibrio
bayesiano de Nash (b*(01),b*(02)), formado por estrategias dominantes y dadas por

1,0;) — g(a, 6;)

b (0;) = & )9

Ejemplo 2.5.8 Si g(qi,0;) = 0:q; el equilibrio estd formado por las siguientes estrategias:
b*(@z) =0; 1€ {1,2}

independientemente de la distribucion de los tipos.

2.5.3 Caso3 (2<D)

En este caso, la asignacién que hace el Operador del Mercado viene dada por la siguiente funcién:
Qi(bi,bj) =1 i,je{L,2} i#j

Obsérvese que en realidad no hay competencia. Ambas empresas tienen garantizado el despacho
de toda su capacidad, independientemente de lo que pujen. Luego, su beneficio esperado se

maximiza ofertando la maxima cantidad permitida b*(0;) = byax, independientemente del tipo.

2.6 Conclusiones

En las secciones 2.1, 2.2. y 2.3. se ha analizado una familia paramétrica de modelos de subasta
(que contiene, como casos particulares, a los tres modelos cldsicos: modelo Uniforme, modelo
Discriminatorio y modelo de Vickrey) bajo las hipétesis de mercado fijadas en la primera sec-

cién, entre las que se inclufan las de idéntica capacidad de produccién de las empresas y tipos
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independientes. Dicha familia de modelos de subasta MSG (Modelo de Subasta General) viene

determinada por las funciones de beneficio de las dos empresas:

71bi =+ ﬁlbj + (pbmax - g(¢17 91) st b < bj
Y2bi + Pbmax — g(¢o, 0;) si by > b

B;(0;,bi, bj) =

i €{1,2}, con 71,01, ¢, ¥2 € [0,00), Y1+ 81+ 0 = b1, Y2t 9 = by ¥y ¢1+ ¢ = D. Si la demanda
D es menor o igual que 1, entonces ¢p; = D vy ¢, = 0. Si la demanda verifica D = 1 + «, con

a € (0,1), entonces ¢; = 1y ¢y = . Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢; =1y

gy = 1.

Si D <2, se obtuvo tomando bax = %; un unico equilibrio bayesiano de Nash
(b*(01),b*(02)) donde
b*(0;) = 9(¢1,0:) — g(¢, 0:) n
1 — ¢y
(11— (1 — 1) F(8) =2 [ 9 s,
¢1— &3 o Ot (9(P1,8) — g(d2, ) (v1 — (v1 — 7y2) F(t)) 1772 dt

sy 7 72

b*(&l) _ g(¢1701)_g(¢2701)

P1— P2
$1-¢ )
e—lATZ(l—F(el)) az 9 S i N

+ (g(¢1at) _g(¢2at))€ i dt

¢1 - ¢2 0; a

siyy =72 #0.

0.) — 0.
b*(&,) — g(¢17 l) g(¢27 2)
P1 — @9
si 77 = 79 = 0. Al expresar el ingreso esperado por la empresa ¢, si ambas juegan el equilibrio,

., , . 1l,a2)—g(a,a
como una funcién a trozos en términos de la demanda, se obtuvo con byax = < (, 21_1 02).

o g(D,t)f(t)dt si D<1
Pi(0;, D) = 0‘22 (g(1,t) —g (e, b)) f(t)dt + abmax si 1< D=14a<2
bmax si 2 < D

Obsérvese que es una funcién continua y, ademds, es creciente en D.
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Al expresar el pago por el Operador del Mercado, si ambas empresas juegan el equilibrio,

., , . l,a2)—g(a,a
como una funcién a trozos en términos de la demanda, se obtuvo con byax = 9(l.as)—g(aaz),

-«
9(D,az) — [2 g (D,t) F2(t)dt si D<1
Pomer (D) = g(1,as) — g (o, a2) — fff % (g(1,t) — g (o, ) F2(t)dt + 20bmax si 1< D=1+a <2
2bmax si 2 S D

entonces se puede observar que es una funcién continua y, ademds, es creciente en D.

La observaciéon mas importante es que, tanto el ingreso esperado por las empresas, como el
pago que espera realizar el Operador del Mercado, son independientes de todos los pardmetros
de la familia de modelos considerada. Luego se verifica que hay equivalencia de ingresos en todos
ellos, siempre que el Operador del Mercado fije, en el Caso 2, en todos los modelos de la Regién

_ 9(Las)—g(a,a2)

[, bmax = ==F— 2. Si el Operador del Mercado fijara bmax > w el pago que

(03
esperarfa realizar por la demanda eléctrica serfa mayor que en el caso anterior, por tanto es

— 9(170‘2)79(’17&2) .

razonable suponer que by ax —

En la Seccién 2.4. se obtuvo un resultado en el que se demuestra que, la equivalencia de
ingresos de dos empresas, independientemente del modelo de subasta perteneciente a MSG
utilizado, se generaliza a un resultado de equivalencia de ingresos, bajo cualquier par de modelos
de subasta, con n empresas y que verifique que el ingreso esperado por una empresa, si su tipo
es ag, coincida en ambos modelos.

En la Seccién 2.5. se calcularon, como caso particular de los resultados obtenidos en las seccio-
nes anteriores, los equilibrios bayesianos de Nash en los modelos de subasta cldsicos: Uniforme,

Discriminatorio y de Vickrey.



Capitulo 3

Duopolio Simétrico con Valoraciones

Correladas

En el capitulo anterior se analizé un modelo en un duopolio con tipos independientes. Como el
valor que toma cada tipo determina la funcién de costes de la empresa, al suponer que los tipos
son independientes estamos suponiendo que los costes de producciéon de cada unidad eléctrica
son independientes. En algunas ocasiones, dependiendo de la central eléctrica que consideremos,
es 16gico pensar que el coste de produccién, aun teniendo factores independientes propios de
la gestion de cada empresa, dependa de factores relacionados, como podria ser el coste de la
materia prima necesaria para el funcionamiento de la unidad de produccién en cuestion [Ferrero,
Rivera y Shahidehpour (1998)]!. Por ello, en este capitulo, se analiza un modelo donde se considera

como hipdtesis la dependencia de los tipos.

3.1 El Modelo

En el presente capitulo se van a suponer las siguientes hipétesis:
Hay dos empresas, i € {1,2}, con sendas unidades de produccién y neutrales al riesgo,
interesadas en el despacho de unidades de electricidad en algin Mercado Eléctrico. Supondremos

que ambas empresas tienen capacidades idénticas k = 1, siendo k perfectamente divisible.

'En ese articulo la variable aleatoria discreta f representa el precio de fuel. Se considera que el coste de

produccién depende de dicha variable.

53
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La funcién de coste de la empresa i € {1,2} es g(g;, 0;) creciente y diferenciable en ambas
variables, donde ¢; € [0,1] es la cantidad generada por la empresa i. Ademds supondremos
que ¢g(0,0;) = 0. Se supondré que los tipos 61 y 0 dependen del precio de la materia prima.
Para modelizar la incertidumbre que las empresas tienen sobre él, se considerard una variable
aleatoria univariante absolutamente continua S, con funcién de densidad fg, que representa
dicho precio. Denotaremos como fg,s—s a la funcién de densidad de las variables aleatorias
©;|S = s, i € {1,2}, consideradas v.a.i.i.d. y absolutamente continuas, cuya realizacién sélo es
conocida por la empresa i.

Denotaremos por fe e,—0,(0;) v Fo,je,=0,(05), i, j € {1,2} con i # j, a la funcién de
densidad y de distribucién, respectivamente, del tipo del jugador j, condicionada al conocimiento
del tipo del jugador i. La conjetura del jugador ¢ sobre el tipo del jugador j procederd del
cdlculo, mediante la regla de Bayes (tal y como se describié en el Capitulo 1), de la distribucién
de probabilidad del tipo del jugador j, condicionada al conocimiento del propio tipo, partiendo
de la distribucién a priori de probabilidad conjunta.

D representard la demanda de un periodo y se supondra ineldstica al precio, es decir inde-
pendiente del precio fijado por medio del modelo de subasta utilizado.

Cada empresa i € {1,2} independiente y simultdneamente realiza una oferta b; € [0, bmax|,
donde especifica el minimo precio por unidad al que estd dispuesta a vender la totalidad de su
capacidad.

Una estrategia para la empresa ¢ € {1,2} es, entonces, una funcién oferta de la forma
bi(0;) : a1, a2] — [0, bmax]. El valor real positivo byax es el precio méximo que el Operador del
Mercado estd dispuesto a pagar por cada unidad eléctrica necesaria para satisfacer la demanda
eléctrica. Supondremos que b;(6;) = b(6;) es la funcién oferta utilizada en equilibrio por los dos
jugadores, donde b (6;) es una funcién estrictamente creciente y diferenciable. Es légico suponer,
por la simetria del problema, que en equilibrio las dos empresas se comporten de la misma
manera estratégica. Por ello nos centraremos en la bisqueda de equilibrios bayesianos de Nash
simétricos.

A este modelo de mercado, verificando las hipétesis enunciadas, lo llamaremos

Modelo Simétrico Correlado.

Basédndose en las ofertas realizadas por los jugadores, el Operador del Mercado distribuye el

despacho de electricidad. Ordena las ofertas de menor a mayor, de tal forma que la empresa de
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menor oferta despacha primero. Si su capacidad no es suficiente para satisfacer la demanda, la
empresa de mayor oferta despacha la demanda residual, siempre y cuando ésta sea inferior a su

propia capacidad. Luego la cantidad asignada para el despacho a la empresa i € {1,2} es:

min(1, D) si by < b
Qi(b1,b2) =4 0 si b >bjyD<1
min(D —1,1) si b >bjyD>1
Todos los aspectos de este juego bayesiano, ademds del modelo de subasta que se va a utilizar
para las transacciones del Mercado Eléctrico, son de conocimiento piblico.

El precio fijado para la compra de unidades eléctricas dependerd del modelo de subasta que
se estd empleando para realizar las transacciones. Hay tres modelos de subasta clédsicos aplicables
al Mercado Eléctrico: modelo de subasta Uniforme, modelo de subasta Discriminatoria
y modelo de subasta de Vickrey. Estos han sido analizados ampliamente pero con costes
conocidos, es decir, modelizando el Mercado Eléctrico como un juego de informacién completa.

Recordemos brevemente cémo se fija el precio de compra en cada uno de ellos:

En el modelo Uniforme, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa por
unidad eléctrica suministrada es igual a la mayor oferta aceptada. Todas las empresas que

despachan en el mercado reciben el mismo precio por unidad.

En el modelo Discriminatorio, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa
por unidad eléctrica suministrada es igual a su propia oferta. Las empresas que despachan en el

mercado reciben precios distintos por unidad eléctrica.

En el modelo de Vickrey, la regla mediante la cual el Operador del Mercado establece el precio
es algo mds complicada. A cada empresa le pagan, por cada unidad de electricidad despachada,
el precio correspondiente a la unidad que desplaza, es decir, el precio de la unidad eléctrica
necesaria para seguir cubriendo la demanda en el caso de que dicha empresa retirase su oferta
del mercado. En el caso de que la empresa de mayor oferta sea necesaria para satisfacer parte de
la demanda, a ésta se le pagaria el precio maximo byax por unidad despachada. En particular,
bajo el Modelo Simétrico Correlado si la empresa ¢ es la empresa de menor oferta y, por tanto,
la que entra primero en el mercado, le pagan la oferta contraria b;si D < 1. Y si D > 1 esta

empresa i, de menor oferta, recibe dos precios distintos por las unidades despachadas: la oferta



56  Duopolio Simétrico con Valoraciones Correladas

contraria b; por cada una de las D — 1 primeras unidades y la oferta méxima permitida bmax
por cada una de las 2 — D unidades restantes. A la empresa de mayor oferta le pagan 0 si D < 1

v bmax por cada una de las unidades que despacha si D > 1.

No limitaremos nuestro andlisis a los tres modelos cldsicos ya que se analizard una fa-
milia paramétrica de modelos de subasta, que contiene a los tres modelos cldsicos como ca-
sos particulares. Dicha familia, es la que se definié en la Seccién 2.1. del Capitulo 2 como

Modelo de Subasta General que se denoté por MSG y que tenia asociada la siguiente fun-

cién de beneficio para la empresa ¢ € {1,2}:

bi-i- b; + bmax— ,92' st b@<b
Bi(6:, b, b;) = T Bibj +¢ 9(¢1,6:) J (3.1.1.)

Yobi + ©bmax — g(, 0;) st b; > bj

con j € {1,2}, i # j y siendo vy, By, ¢, 72 € [0,00), 11+ 81+ = ¢1, Y2+ ¢ = ¢y y donde ¢, y
¢, estdn determinadas por la demanda. En esta funcién se estd considerando que si la empresa
i oferta la menor de las dos pujas, la cantidad que despacha la empresa i es v; + 3, + ¢ = ¢4,
recibiendo posiblemente distintos precios por ese total de unidades eléctricas despachadas. Es
decir, el Operador del Mercado paga a i, si ésta realiza la menor de las pujas, v; unidades a b; la
unidad, 3; unidades a b; la unidad y ¢ unidades a byax la unidad. Por otra parte, si la empresa
i realiza la mayor de las pujas ésta despacha un total de v, + ¢ = ¢ unidades y el Operador
del Mercado paga a i, 75 unidades a b; la unidad, y ¢ unidades a bpyax la unidad. Ademsds si la
demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢; = Dy ¢ = 0. Si la demanda verifica D = 1+«
con « € (0,1), entonces ¢; = 1 y ¢ = . Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢; = 1
y ¢ =1

En la Seccién 2.1. del Capitulo 2 también se enunciaron tres principio bésicos que debe
verificar cualquier modelo de subasta eléctrica perteneciente a MSG.

Con esta familia paramétrica de modelos de subasta no sélo se conseguird un andlisis com-
parativo de los tres principales modelos de subasta bajo la hipétesis de costes desconocidos, sino
un amplio andlisis de todos los modelos de subasta “razonables” que se podrian emplear en el
Mercado Eléctrico.

Evidentemente, la asignacién de valores a los pardmetros fija las funciones de beneficio (por
tanto fija una regla de asignacién) y el modelo de subasta empleado para la transaccién queda

completamente determinado. Ademads, el valor de los pardmetros dependerd del tamafio de la
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demanda respecto del de las capacidades. Por ello se distinguirdn los siguientes tres casos:

Caso 1 Las dos empresas tienen capacidad suficiente para satisfacer la demanda, es decir,
D < 1. En este caso la empresa que oferté el menor precio despacha toda la demanda y la
otra empresa no despacha ninguna unidad eléctrica, es decir, queda fuera del Mercado Eléctrico.
Como D < 1, se verifica que v; + 81 +¢ = D, 79 = ¢ = 0 y, por tanto, 3; = D — ;. La familia
de modelos MSG en este Caso 1 queda, por tanto, reducida a la siguiente familia uniparamétrica
con beneficio
Y1bi + (D — 1) bj — g(D, i) si b <b;
0 st b; > b;

B;(0;,bi,b;) = 71 € [0, D]

Caso 2 Se necesita la capacidad de ambas empresas para satisfacer la demanda, pero ésta
es menor que la suma de las dos capacidades, es decir, 1 < D =1+a <2, a € (0,1). En este
caso, la empresa de menor oferta despacha toda su capacidad 1 y la otra empresa despacha la
demanda residual D — 1 = a. Como D =1+ « se verificaque v; + 8, +¢ =1, 79+ =ay,
por tanto p = a — v, v f; =1 — a — 7 + 9. La familia MSG en este Caso 2 queda reducida,

por tanto, a la siguiente familia biparamétrica con beneficio

b + (1 —a—v + b+ (a — b — g(1.0:) si b < b;
Bi(6i,bi,b;) =4 ( 71+ 72) b5 + (@ = 72) bmax — g(1, 0:) ;< b;
Yobi + (@ — V2) bmax — g(a, 0;) si by > b;

donde y; € [0,1 —a+ 5] ¥y 75 € [0,q].

Caso 3 La demanda excede la suma de las dos capacidades, es decir 2 < D. Ambas empre-
sas despachan la totalidad de sus capacidades. En este caso no hay competencia y las empresas
pujardn la maxima oferta permitida. Es un caso sin relevancia que utilizaremos solamente para
comprobar la continuidad del ingreso esperado por las empresas y el pago que espera realizar el

subastador, cuando la demanda D tienda a 2.

3.2 Equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta

General.

Aunque analizaremos cada caso, dependiendo del tamano de la demanda frente al de la capaci-

dad, y tendremos en cuenta bajo qué modelo de subasta se estdn realizando las transacciones
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de compraventa de energfa eléctrica, podemos dar un resultado general de existencia y unicidad

de equilibrio bayesiano de Nash, teniendo en cuenta la forma general de la funcién beneficio.

Proposicién 3.2.1 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Simétrico Correlado y se utiliza
un modelo de subasta S € MSG, es decir, la funcion de beneficio de la empresa i € {1,2} es de

la forma:
’ylbi + ﬁlbj + (,Obmax — g(qbl, 91') st b < bj
72b’i + ‘;Obmax - g(¢2a 02) st bl > bj

COTLj € {1a2}727£]; 717617(10;72 € [0,00), 71+61+¢:¢17 72+(;0:¢2: ¢1+¢2 =D yD < 2;

entonces

B;(0;,b;,b5) =

Region I) Si~yy # 0 se verifica que existe un tnico equilibrio bayesiano de Nash simétrico

1 2)) cumpliendo la condicion b*(a2) = bmax Stendo bymax > FL——""2—=" que viene
(b*(01),0%(02)) pliendo 1 d b*(az) = b do b 9(¢ a¢2>1)_g(2¢2 az) q

dado por las siguiente expresion:

* 9(91,0:) = 9(¢5,0:) ( 9(81,a2) — g(¢s, az)) (61-02) [52 (1)t
b 01 = + bmax — 1 2/ J0;
% b1 — b2 b1 — b2 ‘
e_(¢1_¢2) f \I’(Gi)dei as 8
— — (p1—¢2) [ ()t
¢1 — ¢y g, Ot (9(91,1) = 9(¢s,1))e dt

donde
fo;10,=6,(0:)
(V2 —71) Fo,0,=0,(0i) + 71

Region II) Si~yy =0 y v, =0, se verifica que existe una unica estrategia dominante para

W (0;) = —

cada empresa i € {1,2} dada por

0i) — ;0

Region III) Siv, =0y, # 0, se verifica que existe un inico equilibrio bayesiano de Nash

simétrico (b*(01),b*(02)), dado por las siguiente expresion

b*(el) _ g(¢1,91)—g(¢2,01)

&1 — P2
@—(¢1—¢2)f9(9i)d9i a2 9
+ — ) — t e(@1—d2) [ Qt)dt 3y
b1 — by 6, ot (9(¢>1 ) 9(¢2 ))
donde
10.—0. (0;
Q(60:) = — Jfo,10,=0:(0:)

71 (1 - Fej\@izai(@))
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Demostracion. La empresa ¢ conoce su propio tipo 6;, pero 0; es una variable aleatoria para ella.
El beneficio de la empresa ¢ viene dado por:
b; + B1b(0;) + ©bmax — ,0;) si bN(by) < 6
Bi(6:, b1, b(0;)) = Y1 B1b(0;) + ¢ 9(¢1,0:) | 1( ) J
Yabi + ©bmax — g(P2,0:) st b (bi) > 0;

El beneficio esperado por la empresa i € {1,2}, dado que su tipo es 6;, es

a2
BM;(05,b;,0) = / Bi(6:,bi,b(0;)) fo,|0,=0,(0;)db;

ai

bil(bi)
- / (vabi + @bmas — (. 0)) fo, 0,0, (0370

ai

as
+ /bl(b : (710i + B16(05) + Pbmax — 9(81,64)) fo,j0,=0,(05)d0;

Entonces, b; es la mejor respuesta de la empresa ¢ si maximiza el beneficio esperado, dado que

su tipo es ;. Derivando respecto de b; se tiene, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo:

S BMi(05,0:0) = (= (61— 03) bi-+ 9(01,00) — 9(02,00) fo, jo,ma, (07 (5)) - (07 (1)

0b;
+(v2 —7) Fej\eizoi(bfl(bi)) + 71
Como b~ 1(b;) = 0; < b; = b(6;), reemplazando e igualando a cero, obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial:

((v2 = 1) Fo 0,20, (05) + 71 ) b (8:) — (61 — 62) fo, 0,20, (65" (6:)
= —(9(1,0:) — g(2,0)) fo,0,=0,(0:)

Luego, todo equilibrio bayesiano de Nash simétrico es solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
anterior. La ecuacién diferencial con la condicién inicial b*(a2) = byax forma un problema de
valor inicial que cumple las hipétesis de una extensién del teorema de existencia y unicidad de
Picard [Simmons, (1990), pag. 485-486] para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, siempre
y cuando (y4 —7;) F@ﬂei:ei(ei) + 7, sea distinto de cero en az. Se obtienen asf los diferentes
casos que pasamos a describir:

Region I) Si vy, # 0 se verifica que ((72 —71) Fo,|0,—as (a2) + ’yl> = v # 0 y se cumple la
condicién anterior. Por tanto, existe un dnico equilibrio bayesiano de Nash simétrico (b*(61), b*(02))

que cumple b*(az) = bmax que se obtiene integrando la ecuacién diferencial anterior:

b* (91 _ g(¢17 02) — g(¢27 02) <bmax _ g(¢17 a2) — g(¢27 a2)> (¢1_¢2)f;i2 U(t)dt
(%) s—d T o—d  )°

e~ (d1=02) [ W(0:)d0;  raz g )
1 — P ) a(g(sbl,t) — (g, 1))elB1—92) [ ¥t gy

_l’_
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donde

fo;10:=0:(0:)

U (6) = —
(6) (Y2 — 1) Fo,0,=0,(0i) + 71

Region II) Si vy =0y v, = 0, se verifica ((72 — ) Fo,j0,=0,(0i) + Vl) =0 V0; € [a1,a2]

y la ecuacién diferencial se reduce a

0i) — 0
b*(@z) — g(¢1a qsi — i(;zh )

que es estrategia dominante para ¢ ya que %BMi(ﬁi,bi,b) no depende de b (en la ecuacién

diferencial %BMi(Gi, bi,b) = 0, b representa la estrategia elegida por la otra empresa).

Regién III) Si v, =0y v # 0, se verifica que

Y1 (1 — F@jIG,—:ei(ei)> b*(0;) — (61 — @) f@j\ei:9i(9i)b*(9i)
= —(9(¢1,0:) — 9(¢2,05)) fo,0:=0,(0:)

Si evaluamos la expresién anterior en 6; = as queda que todo equilibrio bayesiano de Nash

cumple

b*(ag) _ g((rbha;)i :.i(;b%a?)

La solucién general de la ecuacion diferencial es, integrando:

0i) — 0

—($1 =0 fQ )db;
6 1~ %2 /80 ¢1’ g(¢2502)) (p1—2) fQ de’de

+06—(¢1—¢2) J Q(05)do;

donde

fo;10:=0,(0:)
g (1 - F@j\@izei(ﬂ))

Q(0;) = -

Imponiendo

b*(CLQ) _ g(¢1> a’;z : 1(2¢2> a2)
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el valor de la constante queda

1 0
T -0 L) 00, ) — 969, 0:)) elr—2) ] 208 g,
¢ ¢1— ¢ [_/ 00; (g(¢1’ 91) g(¢27 01)) e do;

6;=as

Luego, sustituyendo el valor de la constante, la solucién particular de la ecuacién diferencial que

queda es
* g(gbl?el) _g(¢2791)
b*(0;) =
(@) 1 — Py
e~ (b1—02) [ Q0:)dO;  raz g
+ - ,t _ ,t e(¢1*¢2)f9(t)dtdt
b1 — by 6, ot (9(¢1,t) — g(2,1))
donde
10.—p. (04

Q(0:) = — Jo,10,=0,(0:)

|

Nota 3.2.2 La hipdtesis de que ambas empresas utilizan la misma funcion de estrategia para
pujar, hizo que en la Proposicion 3.2.1., la busqueda de equilibrios se restringiese a equilibrios
simétricos. Lo cierto es que inicialmente esta biusqueda se hizo en general y el equilibrio existente,
formado por funciones estrictamente crecientes y diferenciables, resulté ser simétrico en todos

los casos.

Nota 3.2.3 Hay que destacar que

% (Fenei:ei (9)) = fe,0:=0,(0)

no mmplica que

dig (F®j|@i:9(0)) = f®j|@i:9(9)

En realidad se verifica

d d
7 (F®j\@i:9(9)> = fo,j0,=0(0) + [@F@@i:e(tﬂ i
Por ello no es posible simplificar los equilibrios bayesianos de Nash obtenidos, como se hizo en

el modelo simétrico con valoraciones independientes del capitulo anterior.
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Nota 3.2.4 Obsérvese que el equilibrio calculado en la Region II es independiente de la dis-

tribucion de los tipos.

Nota 3.2.5 En la Region II y en la Region III se verifica que b*(az) = %,
sin necesidad, en ambos casos, de imponer ninguna condicion. Se debe a que, si v5 = 0, la
competencia es extrema y las empresas temen quedar fuera del mercado. Luego, las ofertas no se
disparan y no es necesario, por tanto, que el Operador del Mercado fije una puja mazrima byax.
Sin embargo, en la Region I el Operador del Mercado debe imponer una oferta mdxima. En
efecto, si vo # 0 las dos empresas entran con total sequridad en el mercado y si una empresa
tiene un tipo alto, se ve tentada a pujar lo mdzimo posible al estar sequra de entrar en el mercado
despachando, al menos, la demanda residual. Por otro lado, si la demanda residual tiende a 1,
las empresas se ven tentadas a pujar por la demanda residual el mayor precio permitido. De ahi
la importancia de que en este tipo de mercados se fije una puja mdzrima. Es evidente que, cuanto
mayor sea byax, mayor serd la puja realizada por las empresas, en cualquiera de los modelos de

la Region I. Esto hace que al Operador del Mercado le interese fijar bmax lo minimo posible

pero respetando el tercer principio de una subasta eléctrica descrito en la Seccion 2.1., es decir,
— 9(¢1,a2)—g(¢,a2) .

le interesa fijar bmax P

Corolario 3.2.6 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Simétrico Correlado, D < 2 y se

utiliza un modelo de subasta S € MSG donde byax = W, entonces existe un unico

equilibrio bayesiano de Nash simétrico (b*(01),b*(02)) verificando b*(az) = 9(41.02)=9(é9.02)

P1—Po

dado por la siguiente expresion

9(01,0i) — 9(¢2,6:)

b*(0;) = n
00 )
e~ (B1—¢2) [ W(0:)d0;  raz g
a. ,t — 7t 6(¢17¢2),[‘I/(t)dtdt
¢1— ¢y 0; 8t(g(¢1 ) = 9(62,1))
donde
o0 (6;
W (0;) = — fo,10.=0.(03)

(Y2 — 1) Fo,0,=0,(0i) + 71
siT1#0oy#0y

0i) — 0
b*(@z) — g(¢1a qsi — i(;zb )

8171 = 72 = 0.
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Demostracién. En efecto, si tomamos b*(ag) = MW

— en la expresién del equilibrio
1

bayesiano de Nash obtenida en la Proposicién 3.2.1. para la Regién I, se obtienen las expresiones
del enunciado que da el equilibrio bayesiano de Nash asociado a cualquiera de los modelos de

subasta perteneciente a MSG. g

Nota 3.2.7 Obsérvese que, para cualquiera de los modelos pertenecientes a MSG, se verifica

que

b (0, 9(¢1,0:) — g(dy, 0:)
(i) = b1 — Oy

FEsa cantidad representa el coste unitario medio de produccion de la empresa i de las unidades

eléctricas que entran en el mercado en primer lugar y que quedarian fuera, si entrase en sequndo

lugar. En particular, si el coste es lineal, g(q;,0;) = qib;, la desigualdad anterior queda
b*(0;) > 0;

FE's decir, las empresas no pujan por debajo de su coste unitario de produccion.

3.2.1 Ingresos esperados por las empresas y pago que espera hacer el Ope-

rador del Mercado bajo el Modelo de Subasta General

Si se estd utilizando algin modelo S € MSG y si ambas empresas juegan el equilibrio corres-

pondiente, el ingreso de la empresa i es

’}/Qb* (91) -+ gobmax st 92 > Qj

1i(0:,05) =

luego, el ingreso esperado por la empresa ¢ bajo el modelo S es

a2
P6) = / 13(0:,0,) fo, |01 s, (0;)0;
aj
0;

- / (2™ (05) + wbmas) fo 0,0, (05)d6;

1
a2
4 /9 (b (6:) + B1b" (67) + wbmas) fo, ors, (6;)d0;
= (71 - (71 - ’}/2) F@j‘@izai (91)> b*(el) + SObmax

+8, /9 | b (@) fo, 050, (D)dt (3.2.1.1)
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El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

az
Pome ZEe |=2 [ (0 fo. 000

1

Sustituyendo el equilibrio bayesiano de Nash correspondiente, calculado en la Proposicién 3.2.1.
obtenemos las expresiones del ingreso esperado por las empresas y el pago que espera hacer el

Operador del Mercado en cada caso.

3.2.2 Casol (D<1)

En este caso ¢y = D, ¢9 =0, 79 = ¢ = 0y B, = D — v, luego sustituyendo en la expresiéon

3.2.1.1., se obtiene que el ingreso esperado por la empresa ¢ € {1,2} es

Pi(0:) =™ (1 - Fej|ei:9i(9i)> b*(0;) + (D — 1) /:2 b* (1) fo,@,=0;(t)dt

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

2 as
Pormer = Z Eei [Pz(ez)] = 2/ Pl(ez)f@z (el)dez
i=1 @

1

En estas dos ultimas expresiones, b*(6;) es el equilibrio calculado para las distintas regiones de
la Proposicién 3.2.1. Por el valor de los pardmetros en este Caso 1, sélo hay que considerar la
Region IT y la Regiéon III de la Proposicién 3.2.1.; en las que se verificaba byax = %,
luego

Region IT) En este Caso 1, las estrategias que forman el equilibrio, siy; =0y #; = D, son

b*(0;) = 9084 i e (1,9}

Region III) En este Caso 1, las estrategias que forman el equilibrio, si v; # 0, son

1 g, [2 0
b*(0;) = D <9<D79i) + e D09 /e. ag(Dat)eDfQ(t)dtdQ

donde

fo;10:=0,(0:)

Q(0;) = e (1 _ F@j‘@izai(ei)>

Nota 3.2.8 Se comprueba ficilmente que si Fg,je,=0,(0;) = Fo,(0;) y fo,/0,=0,(05) = fo,(0;)

(es decir, si los tipos son variables aleatorias independientes) entonces, el ingreso esperado por
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las empresas y el pago que espera realizar el subastador, si ambas empresas juegan el equilibrio co-
rrespondiente, coinciden quedando, respectivamente, las expresiones P;(0;) = eaf g(D,t)fe,(t)dt
Y Pomer = 9(D, ag) — /az %g(D,t)ng (t)dt, obtenidas en el Caso 1 del Capitulo 2. Si embargo,
st esa independencia n(;llse da, en general el ingreso esperado por las empresas y el pago que
espera realizar el subastador no coinciden bajo todos los modelos. Fs decir, en general, no se

verificard un resultado de equivalencia de ingresos.

323 Caso2 (l1<D=1+a<2)

En este caso ¢; =1, ¢y =, p = — v,y 81 = 1 — a — v; + 75, luego sustituyendo en la

expresion 3.2.1.1., se obtiene que el ingreso esperado por la empresa i es

P0:) = (= (1 = 72) Fo,j0,=0,(6:) ) b"(0:) + P
Hl—a=m+m) [ 80 o O
0;

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por
2 as
Parer = >~ Ea[P03)] =2 [ (00 fo (0106
i=1 a1
En estas dos ultimas expresiones b*(6;) es el dado por las distintas regiones de la Proposicién

3.2.1.:

Regién I) En este Caso 2, las estrategias que forman el equilibrio, si v, # 0, son

11—« l—«

e—(1—a) J¥(0;)do; a2 o
v N (1—-a) [ C(t)dt
T i (9(1,t) — g(a,t))e dt

b*(@l) _ g(la 02) - g(a, 01) + <bmax . g(l7a2) — g(o‘a a2)> 6(1*0‘) feaf W(t)dt

donde

fe;10,=6,(0:)
(V2 = 71) Fo,j0,=0,(0:) + ™1

U (0;) =~

Regién IT) En este Caso 2, las estrategias que forman el equilibrio, si v =0y v; = 0, son

170i) - g(avei)
11—«

b*(gz) _ g(

Region IIT) En este Caso 2, las estrategias que forman el equilibrio, si 79 = 0y «y; # 0, son

) — . —(1—a)fQ(9i)d0i a2
_ 9(1,91) g(aaez) + € 2(9(17t) _g(ajt))e(lfa)ffl(t)dtdt

b*(0;
( ) l-« l-« 0; ot
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donde
fo;10,=0:(0:)
71 (1 - F®j\®i:9i(9z’)>

Nota 3.2.9 En general, el ingreso esperado por las empresas, si éstas juegan el equilibrio co-

Q(0;) = -

rrespondiente, no coincide en todos los modelos de subasta. Se comprueba facilmente que si
Fo,j0,—0,(0;) = Fo, (05) y fo,l0:=0,(0;) = fo,;(0;) (es decir, si los tipos fuesen independientes)
el ingreso esperado, si ambas empresas juegan el equilibrio correspondiente en cada modelo, coin-
cide bajo todos los modelos y queda la expresion P;(0;) = eaf (9(1,t) — g(a,t)) f@j (t)dt + abmax,
obtenida en el Caso 2 del Capitulo 2.

Lo mismo ocurre con el pago que espera hacer el Operador del Mercado: no coincide en general
bajo todos los modelos de subasta analizados. Se comprueba facilmente que si F@j|@i:9i(9j) =
Fo, (0;) y fo,10,=0,(0;) = fo;(0;) (es decir, si los tipos son independientes) el pago que espera
realizar el subastador, si ambas empresas juegan el equilibrio correspondiente en cada modelo,
coincide bajo todos los modelos y queda la expresion

a2 9
Pomer = 2abmax +9 (17 a2) —4g (Oé, a2) - a (g (Lt) -9 (Oé,t)) F(g)J (t)dt
al

obtenida en el Caso 2 del Capitulo 2.

Nota 3.2.10 En la Region I de la Proposicion 3.2.1. se impuso la condicion b*(a2) = bmax,

donde bmax es la puja mdxima fijada por el subastador y, en las dos regiones restantes, se

g(lva@)*g(a»a?) > 9(170'2)79(0‘7“2)
l—a 1—

verificaba byax = o

. Si el Operador del Mercado fijara byax , el pago
que esperaria hacer seria mayor. Luego, nuevamente, la mejor eleccion para el Operador del

Mercado es byax

= %‘7(0"”) tal y como se comentd en la Nota 2.2.4..

—

3.24 Caso3 (2<D)

En este caso, la asignacién para el despacho que hace el Operador del Mercado a la empresa

i€ {l,2} es:
Qi(bi, bj) =1

Obsérvese que en realidad no hay competencia. Ambas empresas tienen garantizado el despacho
de toda su capacidad, independientemente de lo que pujen. Luego su beneficio esperado se

maximiza ofertando la maxima cantidad permitida b*(6;) = bmax, independientemente del tipo.
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En este caso, al no existir competencia, ingresa con seguridad en todos los modelos: by ax.

3.3 Modelo Simétrico Correlado Uniforme

Se analizardn los resultados tedricos obtenidos en las secciones anteriores en un caso particular
que pasamos a describir. En primer lugar se supondra que la funcién de coste de produccion es
de la forma ¢(q;,0;) = c(¢;) 0, donde ¢ (g;) es una funcién creciente y diferenciable verificando
¢ (0) = 0. Ademads, se considerars que la variable S sigue una distribucién Uniforme en el intervalo
[0,1] y las variables ©1]S = s, ©2|S = s siguen una distribucién Uniforme en el intervalo [s, s+1].

Veamos como queda la conjetura sobre el tipo contrario.

En ese caso la funcién de densidad conjunta de 61, 02 viene dada por?:

min(61, 05) si 01,02 € [0,1]
2 —maX(Ql,eg) St 91,92 S [1,2]
f01,02)(01,02) = min(61,6) € [0,1],
min(f1, 03) — max(01,0) +1 si max(61,0s) € [1,2] y
max(f01,602) < 1+ min(6y,02)
0 resto de los casos

Ademas, como la densidad marginal de la variable aleatoria ©; es

) 0; si 6; € 10,1]
fon(6:) = / fonen(01.62)d0, = 2-0, si 0, € [1,2]
0

0 en otro caso

?Los célculos intermedios estdn incluidos en el Apéndice A
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se obtiene la funcién de densidad condicionada:

fo,0.=0,(0;) =

sif; € [0, 1] y

fo,10:=6,(0;)

sif; € [1,2]

f(e1,02) (9 ,02)

I3 fe1.0,) (01,0) db;
Z—Z St (9]' (S [0, 01]
1 St (9]‘ S [01, 1]
6‘,-—90:—!—1 S (93' € [1, 92 + 1]
0 en otro caso

fe1,02) (9 ,02)

Luego la funcién de distribucién queda:

Fo,j0,=0,(0;) =

sif; [0, 1] y

Fo,10,=0,(05) =

sif; € [1,2)

Jo f©1.05) (61,02) d;
(Ll i 0, € [0i-1,1]
1 St 9]' S [1, 01]
gizz S1 9j € [(91, 2]
0 en otro caso
0 si 0 < 0
62 .
2~9Li S1 9j c [0, 91]
0, — % si 0; € [0;1]
A, 00) i gy e (1,146
1 st 0j 2 1+ 91
0 St 9]' S 9@ -1
G s 0; € [0i—1,1]
2 ;9 81 9]' S [1, 91]
0;—2)2 .
G4l si 0 € [0:,2)
1 St 9j 2 2
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El cédlculo de los ingresos esperados por las empresas y el pago que espera realizar el subas-
tador se hard bajo este nuevo modelo que llamaremos

Modelo Simétrico Correlado Uniforme.

3.3.1 Casol (D<1)

Region IT) Siy, =0y By = D, vimos que b*(0;) = g(%e") = %, luego el ingreso esperado

por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio correspondiente, queda

2 (D)t
P (6;) = D/e- (D) fo;j@:=0,(t)dt

¢(D) (f(,{; tdt+f19i“t9ij0—ﬁ“dt> si 60; €10,1]

o(D) [ t3=dt si 0;e[l1,2]

o(D)E=2E g g, € [0,1)

(D)= 5 g, e 1,2
El pago que espera hacer el Operador del Mercado queda
2
Pt = 2 [ P00, 0)ds,
0
! 0; — 207 2240, - 07
= 2¢(D) (/ 34 30; — 200 0;d0; +/ ks (2 - Hi)d9i>
0 6 1 3

7

Regién IIT) La estrategia de la empresa i € {1,2} que forma parte del equilibrio venia dada

por

20— L (o(D 0,) & o—D S0 [ 9 5\ D[ awdy
b%(0i) = 5 ( 9(D,6:) +e ; 5:9(D>tle t

donde, bajo el Modelo Simétrico Correlado Uniforme

fo;10,=6;(0:)

Y1 (1 - F®j\9i:9i(9i)>
2
71 (2 = 6:)

Q(0;) =
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luego queda

D 2D (1 g0 (2 2D 1
b*(ei) = C( )<9i+671f29id9’/9 e 1 2eidtdt>

D
. QC(D) Dﬁz + Y1
D 2D+,

Entonces el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio
correspondiente, queda
II1 2
PIT©0) = 41 (1~ Fo,jo,0,(6)) b°(6:) + (D = 7)) /9 b* (1) fo, jo.—0,(t)dt

DO; + v, < D -~ ) 2¢(D

= 2 @0

2
)/ (Dt +71) fo,|0:=0,(t)dt
0;

D(—262+30;+3)+v, (3—62)

c(D) 3(2D+7;) si 0; €[0,1]
o(D) 2=t si 0;€1,2]

y el pago que espera hacer el Operador del Mercado es
2
P, = 2 [P0 o, (00)ds,
0

LD (=202 +30; +3) + 7, (3 —07) 2240, 07
= 2¢(D L 1 .0;d6; /#2—@@@
‘l )</0 32D 1 171) N A

_ D) <m i g)

332 Caso2 (1<D=14+a<2)

Regién I) Si v, # 0, vimos que la estrategia de la empresa i € {1,2} que forma parte del

9(17(12)79(0‘7&2)

equilibrio, verificando la condicién b*(ag) = — , era
b*(0;) = T +
—(1—a)f\11(0¢)d9i a2 8
e
Z(a(l.4) — MNel—a) [ ¥(@®)dt 34
e ) a0 g0

donde bajo el Modelo Simétrico Correlado Uniforme

fo;10:=0,(0)
(Y2 —71) F®j|6¢=9¢ (0:) + 71
2

B (Y2 —71) i + 27,

V(0:) = —
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luego queda

2(1—a)
i) =
l—a v-m—-2(1-0q) 275 o

Entonces el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio

correspondiente queda

Pl = =000 + (0 - 0) 2200 (1m0 [0 () oo, (01

y el pago que espera hacer el Operador del Mercado queda

2
Pc{mer = 2/0 le(ez)f@z(el)dez

= 2 (/01 P (0;)0;d0; + /12 PL0;)(2 - 91)d91>

Region II) La estrategia de la empresa i € {1,2} que forma parte del equilibrio, si 75 = 0

y 71 =0, era

g(laei) _g(aaei)
l-«
(c(1) — (@) 0i

1l—a

b*(0:) =

Luego el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio

correspondiente, queda

— Cl& 2
PiII(ei) — M <2a + (1 — CY) /9 tf@j@izgi(t)dt>

l—«

(3

([ cl)—c(a) <2a+ (1-a) (f;i tdt + [0t t%%dt)) si 0; €10,1]

11—«

c(l% c(a) (204 +(1—a) f921 t22___0tidt> si 0; €[1,2]

—Q

r (20236, _9p2 )
c(l)c(a)< (207=30:9) 201+3oz+3> s 0ie0.1]

2_g. —0%210,;
e(1)—c(a) <a<0i 9,+43) 61+91+2> si 0;€[1,2]
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y el pago que espera hacer el Operador del Mercado queda
11 2 11
Pomer = 2/ Pz (el)f@z (el)del
0

= 2¢(D) ( /0 1 PH(0,)0;d6; + /1 i PH0;)(2 ~ 0¢)d0¢>

c(l) —cla) 1Ta+ 7
11—« 6

Region IIT) La estrategia de la empresa i € {1,2} que forma parte del equilibrio si v4 =0

y 71 # 0, era
. 9(1,0:) — g(,0;) | e (17 [ 20D rax g (1-a) [ Qt)dt
i = s 1> - )
b*(0:) T + - \ 57 9(1,t) — gl t))e dt
c(1) — c(a) (01 4 o~ (1-0) [ 90:)d0; /az L1-a) fQ(t)dtdt>
1« 0;

donde bajo el Modelo Simétrico Correlado Uniforme

fo;10:=0,(0:)

"1 (1 - F®j\®i:9i(9i)>
I
71 (2 - Qi)

Q0;) =

luego queda

e ell) —ca) 7+ (1= )
b(6:) =2 -« 711—1-2(1—04)

Entonces el ingreso esperado por la empresa ¢ € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio
correspondiente, queda

2—0;
2

PI(0:) = m

— ClX 2
b*(ez) + 2&% + (1 — o — ’yl)/ b* (t) f®j\@z‘=9i (t)dt
(6] 0;

71(2—64)b"(6:) + 2a(c(1)—c(a))
f * ;_fl b (1) (0;—t+1) st 0; €0,1]
+(1-—a—v) (fgib (t)dt+ [, a—idt>

\ l—«

N0 0r) | 2ofelmeled) 4 (1~ — ) [R 0% (1) ZEdt si 6; € [1,2]

( (c(1)—c(a))(a?(207—30,+9)—a(v, (07+3)+2(202—30;+3) )+v, (07 —3)+267—30,—3)
3(1-a)(2a—7,-2)

si 0; €[0,1]

(e(1)—c(e)) (a(@? —07;—&-4) —0? +0i+2)
\ 3(1-a)

si 0;€[1,2]
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y el pago que espera hacer el Operador del Mercado queda

2
PUL = o /0 PIT(6,) fo, (6;)d0

(c(1) = c(@) (17a% = 20 (47, +5) — 47, = 7)
31— (2a—7, —2)

3.4 Comparacion de los modelos

Se ha analizado la familia paramétrica de modelos de subasta, MS&G, definida en la Seccién
3.1., que contiene como casos particulares a los tres modelos cldsicos (modelo Uniforme, modelo
Discriminatorio y modelo de Vickrey) bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Simétrico Correlado
Uniforme descrito en la Seccién 3.3.. Se establecerd una ordenacién entre dichos modelos de
subasta, tanto desde el punto de vista de las empresas como desde el punto de vista del Operador

del Mercado.

3.4.1 Casol (D<1)

El ingreso esperado por la empresa ¢ € {1,2} y el pago que espera hacer el Operador del Mercado,
bajo las hipétesis del Modelo Simétrico Correlado Uniforme, si la demanda verifica D < 1, en

la Regién II y en la Regién III, se calcularon en 3.3.1. y se resumen en

o(D)EU=2E 5 g, € [0,1)

PiII(Qi) —
o(D)ELL i g, e (1,2
)
D(—202+30;+3)+v,(3—62 ,
i,y = | COPETEER D i o€y
c(D)——= st 0; €[1,2]
I (1) = (D) (—’“ + z)
omer 6 (2D + ’Yl) 6

Como PI1(0;) = PI1(0;,0) < PH1(0;,v,) < PHI(6;, D), Vv, € [0, D], (desigualdades estrictas
para 0; € [0,1) y v; € (0,D)) se deduce que las empresas esperan mayores o iguales ingresos

bajo los modelos de subasta de la Regién 111, que bajo los modelos de subasta de la Regién
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II. El modelo bajo el que esperan mayores ingresos es el modelo de la Regién III con v, = D.

._p2
Ese ingreso esperado méximo es PH1(0;, D) = c(D)2+0§ b V6, € [0, 2].

Ademds puede observarse que PLIL () > PIHL (0) = PIL,. = Z¢(D), Vv, € [0,D], (de-
sigualdades estrictas para v, € (0, D]), luego el Operador del Mercado espera pagar menos bajo

el inico modelo de la Regién II que bajo cualquiera de los modelos de la Regién III.

En realidad lo que ocurre es que el ingreso esperado por las empresas, si ambas juegan en

equilibrio, es monétono en todos los pardametros.

342 Caso2 (l1<D=14+a<2)

El ingreso esperado por la empresa ¢ y el pago que espera hacer el Operador del Mercado, bajo
las hipdtesis del Modelo Simétrico Correlado Uniforme, si la demanda verifica 1 < D = 1+a < 2,

en la Region I, Regiéon II y Region III se calcularon en 3.3.2. y se resumen en

POy = 202020 g 4 (o ) p D 20

a2
+(1—a+7y— 71)/0 b* (1) fo,10,=0,(t)dt

donde

2(1—a)
c(1) — c(e) V2 ((72—71)‘91'4'271)72“ it -=a)b;

l—a 7v—7—-2(1-a) 27, Y2

b (0;) = 2
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Sil—7; —a+ vy # 0 el pago que espera hacer el Operador del Mercado es

Pler(r1,72) = ) —cla)
3(1-a)(a+71 =72 = 1) ((n —72)> = 2(1 - a)°) (20 + 3y, — 33, — 2)
) N ) 2(a—1)
a—y1+v2— —+ -
3.9 pv— Yo (71 +72)2 (’Yl’y 72) Y12 )
2

(202 + a (571 — 57y — 4) + 497 — 71 (675 +5) + 293 + 57, + 2)
+68a° 4 4a’ (43y; — 497, — 61)

+a® (9193 — 27y, (1277, + 224) + 11573 + 544, + 296)

—a® (3773 + 973 (17 — 55) + 3, (4193 — 174y, — 104))

—a® (—6773 + 22573 + 456, + 104)

—a (2477 — 2791 (397, + 7) + 377 (7473 — 30y, — 11))

—ar (—27; (9373 + 3373 — 1417, + 16))

—ar (1873 + 7473 — 10573 — 64y, + 44)

—1297 — 73 (3673 — 6675 — 23) + 7 (3673 + 675 — 1357, + 29)
+7; (1275 — 4273 + 5793 + 14y, — 68) — 1295 — 1873 + 773

2(a—1)

")/ Y1—72
+57% + 44y + 28 — 247?72 (71 —72) <’y_1>
2

Sil—~; —a+ vy =0 el pago que espera hacer el Operador del Mercado es

; _ c(1) — c(a) '
Pomer(717’y2) - 18 (1 o Oé)5 (a _ 2,}/2 _ 1)

(9673 (o — 275 — 1) (3a® — 22 (375 +2) + 293 + 4y, + 1) Ln (—a + 27, + 1)

—9673 (@ =y — 1) (@ =275 = 1) Ba = 275 — 1) Ln (—~a + 73 + 1)

+9673 (@ — 1) (@ — 25 — 1) Ln (75)

—9673 (o — 275 — 1) (30 — 2a (3, + 2) + 2793 + 4y, + 1) Ln (2) + 57a°

—a® (137, + 263) + a* (2673 + 5237, + 460)

+20a° (9273 — 4873 — 3617y, — 175) — a? (33673 + 40873 — 13275 — 398y, — 65)
+a (19275 + 48073 + 26475 — 8073 — 377, + 53)

—19275 — 14473 — 4073 + 1873 — 257, — 22)
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c(1)—c(a) (207 —30;+9)+3+30;—267

- 3 st 91 S [O, 1]
Pz'II(ei) =
2_p. —02
c(li:g(a) o (63 01-&-43?—&-2—&-61 . 0 € [1,2]

7 c(l) —cla)17a+7

Pomer = 1—a« 6
1)— a?(2602-30;4+9)—a(v, (62+3)+2(202—30,+3) ) +v, (62—3)+202-30,—3 .
() cto) o*( )l (0243) 2028 30059)) v () si ;01
P (0:,7,) =
2 _g. ._p2
ol)—cle) o0 —0it4) +2+0,0; si 0; €[1,2]

piit (= <) = da) 1702 = 20 (4, +5) =4y, = 7
omer\1) = 11—« 3(204_71_2)

Como PH(0;) = PI1(0;,0) < PHI(0;,~v;) < PHI(0;,1 — a), Vy; € [0,1 — a], (desigualdades

estrictas para 0; € [0,1) y v, € (0,1 — «)) se deduce que las empresas esperan mayores o iguales
ingresos bajo los modelos pertenecientes a la Regién III que los pertenecientes a la Regiéon I1.
El modelo que maximiza el ingreso esperado de todos los pertenecientes a la Region 111 es el que
toma el valor v; = 1 — . Como ademés, P! (0;,7v,,72) < PH1(0;,1 — a), Vv, € [0,1 — a + 7,
y Vvy € [0,a] (desigualdades estrictas para 0; € [0,1)) el modelo que maximiza el ingreso
esperado por las empresas, de todos los contemplados en el Modelo de Subasta General, es, de
los pertenecientes a la Region III, el que toma el valor v; = 1 — «. Este ingreso esperado

st oO152800] g, (g5

méximo es P/11(0;,1 — o) = 259=5
Ademds, con ayuda del software Mathematica 5, se han obtenido las siguientes desigualdades:
PHI (v) > PHI (0) = PII Yy, € 0,1 — al, (desigualdades estrictas para v, € (0,1—a])
luego el Operador del Mercado espera pagar menos bajo el modelo perteneciente a la Regién
IT que bajo los modelos de la Regién III.
Pl o(v1,72) = PL ..(0,Q), ¥y; € [0,1 —a+7y] v Vv, € [0,a], (desigualdades estrictas
para y; € (0,1 —a+7,] v 75 € [0,a)) luego de todos los modelos de subasta pertenecientes a la
Region I, el mds ventajoso para el Operador del Mercado es el de pardmetros v; =0y 75 = «.

PII > PI

e mer (0, @), luego el modelo més ventajoso de los pertenecientes a la Regién I da

menores pagos esperados al Operador del Mercado que el modelo de la Regién II.
Concluyendo, el modelo con el que el Operador del Mercado espera hacer menores pagos

de todos los contemplados en el Modelo de Subasta General en el Caso 2, es el modelo de la



Casos particulares: modelos Uniforme, Discriminatorio y de Vickrey. 77

Regién I con pardmetros 7 = 0y 75 = «. Bajo este modelo el pago que espera realizar el
subastador es

(e(1) = e(@)) (1 + @) (24a3 (1 - ﬁ) 70+ Ta - 14)
3(1l—a)2+a)(Ba—2)

PL .(0,a) =

omer

En realidad lo que ocurre es que el ingreso esperado por las empresas, si ambas juegan en

equilibrio, es mondétono en todos los pardmetros.

3.5 Casos particulares: modelos Uniforme, Discriminatorio y de

Vickrey.

En esta seccién nos centraremos en la discusion cldsica. Se considerardn los equilibrios bayesianos
de Nash, el ingreso esperado por las empresas y el pago que espera realizar el subastador,
bajo los casos particulares de los tres modelos cldsicos de subasta que se suelen analizar en el
contexto de la subasta del Mercado Eléctrico. Dichos cédlculos se hardan bajo las hipétesis del
Modelo Simétrico Correlado y, en particular, bajo las hipédtesis del Modelo Simétrico Correlado
Uniforme. La descripciéon de estos tres modelos, es decir, cémo se fija bajo cada uno de ellos
el precio o precios de la transaccién comercial, se hizo al principio del presente capitulo en la

seccién 3.1.. Identificaremos los tres modelos clasicos dentro de la ordenacion establecida.

3.5.1 Casol (D<1)

En este caso, la cantidad de unidades asignada a la empresa i € {1,2} por el Operador del

Mercado para el despacho eléctrico es:

D si bi<bj
0 si b¢>bj

Qi(bi, bj) =

En este caso, los modelos Discriminatorio y Uniforme coinciden. El precio por unidad recibido por
la empresa ganadora es igual a su propia oferta en los dos modelos; en el modelo Discriminatorio,
siempre es asi y en el modelo Uniforme también lo es porque la tinica oferta que entra en el
mercado es la mds alta aceptada (la empresa ganadora es la primera y la dltima en entrar al
mercado).

En este Caso 1 quedan determinados, por el valor de la demanda, ¢; = D y ¢ = 0.
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Modelos de subasta Uniforme y Discriminatorio

El beneficio de la empresa i € {1,2} viene dado por:
Db; — g(D, 91) si b < bj
0 si b > bj

B;i(0;,b;,b5) =

Es decir, este modelo se identifica con un punto de la Regién III dado por los valores v; = D
y B1 = ¢ = v9 = 0. Luego, por la Regién III de la Proposicién 3.2.1., el tnico equilibrio

bayesiano de Nash simétrico estd formado por las siguientes estrategias:

f 1f2®\@®—90 @ )d@ fo. |©; —+(t)
b* 0 _ g(D79’L) 19:= a2 8 D _f 1— F@ ‘@ _t(t)dtd
0 =12 - [ .o :

Lo que espera ingresar la empresa i € {1,2}, en ambos modelos, si ambas empresas juegan el

equilibrio es

PIMIIPE(0;) = Db (0,)(1 - Fo,j0,-0,(0:))
fo,10,=0,(0) as . Tejlei=t®
_ g(D,HZ) + f 1— F@ |©;=6; (9) } gt (D t) f 1— F@ 1©; —¢(t) dt (1 _ F@j|®i:0i(ei))

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

. . az . .
I Y I A VT
al

7

as f f@,‘@izgi(ei) @ g —f fo,l0, —+(t) dt
_ 2/ g(D, 01) +e 1—F@j\®i=91(9 ) 8t (D t) 1— F@ 19; —¢(t) dt (1 _ F@j|®i:0i (ez))fe)z (92)d92
0;

ai

Consideremos el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme definido al principio
de la Seccién 3.3.. En éste se verificaba que fg,j0,=0(0) = 1y Fo,j0,=0(0) = g y, por tanto,
el equilibrio bayesiano de Nash bajo el modelo Uniforme/Discriminatorio, en el Caso 1, queda

formado por las siguientes estrategias:
2¢ (D) (1 +6;)
D 3

Luego el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio bajo

b*(0;) =

el modelo Discriminatorio/Uniforme, queda, en el Caso 1:
—0? +0; +2
3

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado, en el Caso 1, por

pUnifibisegy — plll(g, D) = ¢(D)

7

PUmf/Dzsc plI (D) _ C(D) E

omer omer 9
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Modelo de subasta Vickrey

El beneficio de la empresa i € {1,2} viene dado por:

Dbj — g(D,Hi) siob < bj
0 si b > bj

B;(65,bi,b;) =

Es decir, este modelo se identifica con un punto de la Regién IT dado por los valores §; = D y
Y1 = ¢ = 79 = 0. Luego, por la Regién II de la Proposicion 3.2.1., el dnico equilibrio bayesiano

de Nash simétrico estd formado por las siguientes estrategias:

b*(0;) = —g(%ei)

Lo que espera ingresar la empresa i € {1,2} bajo el modelo de Vickrey, si juegan el equilibrio,

[S]
. a2
PiVZCk(Hi) — D/9 b*(9j)fej|®,:0i (ej)dej
a2z

= /e 9(D, 0;) fo,0,=0,(0;)d0;

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por
. a .
a(112 a2
- 2/ /9 9(D; i) fo,|e,=0,(0;)d0; fo,(0:)d0;
al i

Consideremos el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme definido al principio
de la Seccién 3.3.. Bajo el modelo de Vickrey, las estrategias del equilibrio bayesiano de Nash,
en el Caso 1, son independientes de la distribucién de los tipos

D

b*(0;) = ie{1,2}

Luego el ingreso esperado por la empresa 7, si ambas empresas juegan el equilibrio bajo el modelo

de Vickrey, queda en el Caso 1:

c(D)7729?4(;%+3 si 0; €10,1]

P@Vzck(gz) — Pill(ez‘) —
o(D)=EEH2 g g e 1,2

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado en el Caso 1 por

Vick _ plI
P, omer P omer

= C(D)g
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Comparacion en el Caso 1

Obsérvese ademsds que, en el Caso 1, el Modelo de Subasta General quedaba reducido a una
familia uniparamétrica de modelos de subasta en el que el intervalo al que pertenece el pardmetro
v:1 era [0, D]. Precisamente en los dos extremos de dicho intervalo aparecen los tres modelos
cldsicos Uniforme, Discriminatorio (que coinciden) y de Vickrey.

Es de esperar que en el modelo de subasta de Vickrey, las empresas ajusten més sus ofertas
a su verdadero coste ya que van a recibir, en el caso de ganar, la oferta del otro, que serd mayor.
Es decir, que las empresas se muestran menos agresivas ofertando bajo el modelo de Vickrey
que bajo los modelos Uniforme y Discriminatorio. En efecto:

fo .‘@izgi(ei)
f fo10,=t(®

1-Fg .109.—¢.(8;) @ o Jejle=t®
9(D,0;) e ©,10;=0; az 9 e e L
Unig/piser(0i) = =, . D o, Ot (D, t)e ojlei=tM " gy

2 =5 = bviar(0i)

Ya vimos en la Seccién 3.4.1. que PH(0;) < PII(0;, D), en realidad PYV¥*(9;) = PI1(0;) <

(2

PHI(9;, D) = PiUmf/Dlsc(Gi) = c(D)9i+€l+2. Luego para las empresas resulta més ventajoso el
modelo Uniforme/Discriminatorio que el modelo de Vickrey, en el Caso 1. No sélo eso, ademads es
el més ventajoso para las empresas entre todos los pertenecientes al Modelo de Subasta General,

segtin se vio en la Seccién 3.4.1..

Ademds, se vio que PIIL (v,) > PIL (0) = PII_ = Zc(D), y eso implica en particular
que P /Pise _ PIL (D) > PIL, = PYick = Z¢(D). Luego el Operador del Mercado espera

pagar menos bajo el modelo de Vickrey que bajo el modelo Uniforme/Discriminatorio. No sélo
eso, en la Seccién 3.4.1 se vio que el modelo de Vickrey es el més ventajoso para el Operador

del Mercado entre todos los modelos de la familia del Modelo de Subasta General.

3.5.2 Caso2 (1<D=14+a<2)

En este caso, la cantidad asignada por el Operador del Mercado a la empresa i € {1,2} estd

dada por la siguiente funcién:
1 si b< bj
Qi(bi,bj) =

a si b > b
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Ahora, el precio que el subastador paga a las empresas que generen en el mercado es diferente
en los modelos Discriminatorio y Uniforme. Por ello, se analizarédn los tres modelos cldsicos por

separado.

En este Caso 2 quedan determinados, por el valor de la demanda, ¢; =1y ¢y = a.

Modelo de subasta Uniforme

En el modelo Uniforme, el precio por unidad despachada recibido por una empresa es igual a la
oferta mds alta aceptada.

Si b; < bj, la empresa ¢ recibe b; por unidad despachada (la empresa j entra en el mercado
despachando la demanda residual y la oferta de la empresa j es la mayor aceptada).

Si b; > bj, la empresa i recibe su propia oferta b; por unidad despachada (la empresa ¢
entra en el mercado despachando la demanda residual « y la oferta de la empresa 7 es la mayor
aceptada).

La funcién de beneficio de la empresa i es, entonces:

Bi(0s, b1, by) = bj —g(1,6;) si b; <bj

ab; —g(a,0;) si b; > b;
Es decir, si se tiene en cuenta la funcién beneficio general, dada por la expresién 3.1.1.; los
valores de los pardmetros en este caso son 31 =1, v = a y 7; = ¢ = 0. Luego, por la Regién
I de la Proposicién 3.2.1., el inico equilibrio bayesiano de Nash simétrico estd formado por las

siguientes estrategias:

ag f9j|9i=t(t)

N ) _ a2 i gy
b*(@z) _ 9(1792) g<a,91)+<bmax_g(1,a2) g(Oé,a2)>€ o JO; F@j‘@i:t(t)

l-a -«

1—a 'f@z"@izei(gi)dg_ t
eTf Fojl0,=0,(%) """ raz g la [iﬁ@;‘fiti t
- —(g(1,t) — g(a,t))e * ° "OO=T gy

. 500 ~g(e1)

El ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas juegan el equilibrio correspondiente,

viene dado por la siguiente expresién

. az
P (0;) = ab*(0:) Fo, 0,—6, (0:) +/9 b*(0) fo,|0,=0,(0;)d0;
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El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

. az .
PUMS z/ PU (0, o, (0:)d0;

1

= 2/ 2 <ab*(9i)F@j|@i—0i(91)+/ Qb*(ej)ijGi—Gi(ej)d0j> fo.(0:)db;
a 0;

1
Consideremos el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme definido al principio
de la Seccién 3.3.. En éste se verificaba que fo,j0,=0(0) =1y Fo,j0,=0(0) = g. Las estrategias
que forman el equilibrio en el Caso 2, bajo el modelo Uniforme quedan

2(1—a)

c(l) —c(a)® %) " —(-wb
(0 — S =l %) " -
2

Luego el ingreso esperado por la empresa i € {1,2} bajo el modelo Uniforme, en el Caso 2,

queda

P (0;) = pl(0:,0,0) = 2% (0;) + [, b* (L) fo, (0,0, ()t

2 2

81\ A 190308\ 1o (1—a)(a—2)(02(30— 13)—120%2%
o(1)—c(a) 120° (5572 ) ¥ 1203 (5§ ) * +0:(1-a)(a—2)(63(30—2)+30,+3) ~12a°2% .
I—a 30;(2—a)(3a—2) si 0; €10,1]
0.\ &
C(li:C(a) 24a3(—21> —0} (303 —11024+120—4) 4603 (a® —4a2 +5a—2) —46; (30> —20%+6a—4) si 0 €12

a 30,(2—a)(3a—2)(0;—2)
El pago que espera hacer el Operador del Mercado bajo el modelo Uniforme, en el Caso 2, viene

dado por

(1) — efa) (@+ 1) (24 (1-27) 0? +70% + 70 - 14)
-« 3(a+2)(Ba—2)

Modelo de subasta Discriminatorio

En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad de electricidad despachada que el Operador
del Mercado paga a cada empresa es siempre su propia oferta. Es decir, la empresa i recibe b;
por unidad despachada.

Luego, la funcién de beneficio de la empresa i € {1,2} queda:
b; — g(l, 01) si b < bj

Bi(0i,bi,b;) =
ab; — g(a, 92) si b > bj
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Es decir, si se tiene en cuenta la funcién beneficio general, dada por la expresién 3.1.1., los
valores de los pardmetros en este caso son v; = 1, 79 = a vy 1 = ¢ = 0. Luego, por la Regién
I de la Proposicién 3.2.1., el tnico equilibrio bayesiano de Nash simétrico estd formado por las

siguientes estrategias:

a foi10;,=t(®)
* o 9(17 H’L) - g(aa 92) 9(17 (],2) - g(@, QQ) _(l_a) 9i2 1—(1—04J)F@ .‘@.:t(t) dt
b(ez) - 1—a + bmax_ 1—a e 71
fo,1@;=0,(0)
(1*04).[ 17(1704])F(; - (9.)d9i fo.l0;=t(t)
j1©=0;"1 a2 9 —(1=a) [ =35 dt
+5 = 5;0(1,8) = gl t))e e le= T gy
—a 0;

El ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas juegan el equilibrio correspondiente,

viene dado por la siguiente expresion

pPiser(g;) = (1 — (1 —a)Fg,0,-0, (91)) b*(0;)

El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

. az .
PR = 2 [ PP fo (000

1

_ / " (1 (1~ ) o 0,0, (6:)) b (6:) fo, (01)::

al

Consideremos el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme definido al principio de
la Seccién 3.3.. En éste que se verificaba que fg,0,=0(0) =1y Fo,|0,=0(0) = g. Las estrategias

que forman el equilibrio en el Caso 2, bajo el modelo Discriminatorio, quedan

o1) — e 2+ 21 =) (1 - (%)2> — 41— q) (1 - (%)3>
I-a (1—(1—a)%>2

Luego el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, bajo el modelo Discriminatorio en el Caso

b*(0;) =

2, queda

PiDiSCT(Hi) — 1DZ~I((91‘,1,O£)

o(1) — e(a) 202 +2(1 — @) <1 - <%>2> —4(1-a)? <1 - <%>3>
1-a (1—(1—04)%@)
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El pago que espera hacer el Operador del Mercado bajo el modelo Discriminatorio, en el Caso

2, viene dado por

PDiSCT = PoImer (]‘ ? a)

omer

1) - 1
_ c; ()1 c(;) (48a3 (1+a)log ( ;“) — 480’ log (a) — Ta + 220% — 1202 — 14 + 11)
—

Modelo de subasta Vickrey

En el modelo Vickrey, el precio por unidad despachada recibido por una empresa se establece
de la siguiente manera:

Si b; < bj, la empresa i recibe b; por cada una de las 1 — o primeras unidades y el precio
mAaximo bpmax por cada una de las a unidades restantes (la empresa i entra en el mercado
despachando toda su capacidad, pero parte de esta capacidad se la pagan a b; y parte a precio
mMAXimo byax)-

Si b; > bj;, la empresa i recibe la oferta maxima byax por cada una de las o unidades que
despacha (la empresa i entra en el mercado despachando la demanda residual)

La funcién de beneficio de la empresa i € {1,2} es, entonces:

Bi(6i,bi.by) = bi(1 — ) + bmaxae — g(1,0;) si by <b;
bmax — g(av, 0;) si b; > b
Es decir, si se tiene en cuenta la funcién beneficio general, dada por la expresién 3.1.1., los
valores de los pardmetros en este caso son 3; = (1 —a), ¢ = a'y 7; = 75 = 0. Luego, por la
Region II de la Proposicién 3.2.1., el tinico equilibrio bayesiano de Nash simétrico estéd formado
por las siguientes estrategias:

1792) - g(avgi)
11—«

b (0;) = &

El ingreso esperado por la empresa i € {1,2}, si ambas empresas juegan el equilibrio es

. a2
PYR0,b°(6:)) = (1-a) /9 - 0(03) 1010, (03)@0; + bunaxr

az
= [ 600,09 = 900,000 fo s (05085 + b
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El pago que espera hacer el Operador del Mercado viene dado por

. a2 .
pPyick = 2 / PYik(0,) fo, (0;)d0;

1
az fas
= 2/ A (9(1791) _g(aaei)) fej\eizei (ej)f(%(ez)de]dez + 2bmaxa
ax i

Consideremos el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme definido al principio
de la Seccién 3.3.. Las estrategias que forman el equilibrio bajo el modelo de Vickrey, en el Caso

2, quedan

b*(0;) = wm ie{1,2}

Luego el pago esperado por la empresa i € {1,2} bajo el modelo de Vickrey, en el Caso 2, queda

PiVick(ei) piff(gi) =
c(li:;(a) (1fa)0i(37260i)+3(3a+1) si 0; €0,1]
) Cblg) B0l i g, € [1,2]

El pago que espera hacer el Operador del Mercado, bajo el modelo de Vickrey, en el Caso 2

viene dado por

PV’L'Ck: — PII —
(1) —c(a)1Ta+7
N 11—« 6

Comparacion en el Caso 2

Ante la no coincidencia de ingresos bajo los diversos modelos de subasta considerados, lo 16gico
es plantearse bajo qué modelo de subasta una empresa obtiene mayores ingresos esperados y el
Operador del Mercado espera pagar menos. Analizaremos graficamente, debido a la complicaciéon
de las expresiones obtenidas, el caso particular del Modelo Simétrico Correlado Uniforme. Se

representa en las siguientes graficas los ingresos esperados en el Caso 2, en los tres modelos de
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subasta cldsicos, por la empresa ¢ dando distintos valores a a.

ingresos 0.001 =« irgléwos 0.121 =a inggwos 0.241 =«
O_Sr/ 1.5 1.5
1 1

tipo
05 1 15 2 05 1 15 2 0.5 1 15 2
ingresos 0.361 -a ingtéwos 0.481 -a ingresos 0.601 =«
1.5 1.5 } 15 [
1 1 1
0.5 0.5 0.5
ti ti ti
05 1 15 2 L 05 1 15 2 152 0.5 1 15 2 12
ingrzwos 0.721 =« ingtéwos 0.841 -« inggesos 0.961 -a
[ .
1.5{ 1.5 15
1 1 1
0.5 0.5 0.5
t ti t
05 1 15 2 L 05 1 15 2 1 0.5 1 15 2 .

Donde la grafica negra gruesa representa el ingreso esperado por la empresa i € {1,2} bajo el
modelo Uniforme, la grafica negra fina bajo el modelo Discriminatorio y la grifica blanca, bajo

el modelo de Vickrey?.

En general, para los distintos valores de a, el ingreso esperado por la empresa i € {1,2}
es algo menor en el modelo Uniforme. El ingreso esperado bajo los modelos Discriminatorio y
Vickrey son similares, aunque algo mayores bajo este ultimo a medida que o aumenta. Ademsds,
a medida que « tiende a 1, los tres modelos tienden a dar el mismo ingreso esperado (tienden a
2sia—1).

Vimos en la Seccién 3.4.2. que PH(0;) < PHI(0;,,1 — ) y PL(0:,71,72) < PHI(0;,1 — a),
lo que implica PYi%(0;) = PI1(0;) < PI(0;,1 — a), PU"(0;) = P1(6;,0,) < P1(0;,1 — )
y PPise(9;) = PL(0;,1,0) < PHI(6;,1— a). Es decir, existe un modelo incluido en el Modelo de
Subasta General mds ventajoso que cualquiera de los tres modelos cldsicos. Se trata del modelo

en la Region III con v; = 1 — a, que llamaremos modelo DV. Dicho modelo queda definido

3Estas graficas se han importado del software Mathematica 5.0 y las sentencias necesarias se incluyen en el

Apéndice A.



Casos particulares: modelos Uniforme, Discriminatorio y de Vickrey. 87

con la funcién beneficio de la empresa ¢ € {1, 2} siguiente

1—a)b; + abmax —c(1)0; si b; < b;
B(Orbity) = | (17T b 0T B <y
abmax — c(@)0; st by > bj
Ademas ese ingreso méximo que esperan las empresas bajo el modelo DV es PiI 1 (0,1 — ) =
1)— 62 —6;+4)+2+06,—07
o)t -0 g )

Representemos las cuatro graficas de los ingresos esperados, anadiendo a las gréficas ante-

riores el ingreso esperado por la empresa ¢ € {1,2} bajo el modelo DV.

Es curioso que aparezca un nuevo modelo que no corresponde a ninguno de los cldsicos con

el que, adem4s, las empresas obtienen mayores ingresos esperados. Obsérvese ademés que en el
Caso 2, el Modelo de Subasta General quedaba reducido a una familia biparamétrica de modelos
de subasta en el que los intervalos a los que pertenecian los pardmetros era vy, € [0,1 — a +v,] vy
79 € [0, . En el siguiente dibujo se muestra dicha region en la que se encuentran, en los vértices,
precisamente los tres modelos cldsicos y ese cuarto modelo llamado Modelo DV encontrado en

este trabajo.
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42

Unif ' Dis

Vick

¥l

Representaremos en una tnica gréfica el pago que espera realizar el subastador en cada uno
de los cuatro modelos, en el Caso 2, por la demanda eléctrica D. En el eje de abcisas se toma

valores de « € [0, 1].

Donde la gréfica negra gruesa representa el pago esperado por el Operador bajo el modelo
Uniforme, la gréfica negra fina bajo el modelo Discriminatorio, en la grafica blanca bajo el
modelo de Vickrey y en la gréfica discontinua bajo el modelo DV*.

El Operador del Mercado espera realizar menor pago con el modelo Uniforme que con los tres

modelos restantes. Ademds, se vio en la Seccion 3.4.2. que PIEL (v,) > PIL_ . PI  (71,7,) >

PoImer(O’ a) y PoI'r{zer 2

Pz{mer(oaa)a luego eso implica que ng{z{er(’)’l) = Polrgzer = Po‘ﬁfigﬁmy >

1Estas graficas se han importado del software Mathematica 5.0 y las sentencias necesarias se incluyen en el

Apéndice A.
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PL .. 0,a) = Pyt , y por tanto se puede afirmar que el modelo Uni-

(1,a) = PDisc > pI

omer — omer

forme es el mds ventajoso para el Operador del Mercado entre todos los modelos incluidos en el

Modelo de Subasta General. Ese pago minimo que espera realizar el subastador es

(e(1) = e(a) (1+a) (2403 (1= 2% ) +70% + 7a — 14)

PUnif _
omer 3(1—a)2+4 a) (3a—2)

3.5.3 Graficas para cualquier tamano de la demanda

Hay que destacar, en primer lugar, que los tres modelos cldsicos Discriminatorio, Uniforme y
de Vickrey, “cambian de nombre” cuando la demanda tiende a uno por la derecha y por la
izquierda. Por ejemplo, si consideramos en el Caso 2 (1 < D =1+ a < 2) el modelo Uniforme,

recordemos que la funcién de beneficio venia dada por la siguiente expresion

b, — 1, 61 si b; < b;
B0ty = I /
ab; — g(a, 01) si by > bj
Si a decrece a cero, la funcién beneficio resultante es

bi —g(1,0;) si b; <b;
By ity = I :
0 si b; > bj
coincidiendo con el modelo de Vickrey del Caso 1 (0 < D < 1), cuya funcién de beneficio venia

dada por la siguiente expresién

Dbj — g(D,Hi) si b < bj
0 si b >b;

B;(0;,b;,b;) =
cuando D crece a 1. No coincidiendo con el modelo Uniforme/Discriminatorio del Caso 1 (0 <
D <1) que era:

Db; — g(D, 92) si b < bj
0 si b > bj

B;i(0;,b,b5) =

Al entrar en el mercado una sélo empresa, el beneficio depende siempre de la propia oferta.
Luego existird continuidad tanto en los ingresos esperados por las empresas, como en el pago
que espera realizar el subastador, si tenemos en cuenta estos “cambios de nombre” cuando la

demanda tiende a 1. Observemos, para que todo esto quede més claro, la siguiente grafica en
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la que se ha representado el ingreso esperado por una de las empresas, para un valor del tipo
fijo @ = 0.001, y en el eje de abcisas la demanda perteneciente al intervalo [0, 3], bajo cuatro

modelos de subasta (Discriminatorio, de Vickrey, Uniforme y DV).

1ng 0.001-=6
2

1.5/

0.5 1 1.5 2

En el intervalo [0, 1] (y, por tanto, en el Caso 1) la gréfica de trazo grueso representa el modelo
de Vickrey y la gréfica de trazo fino, el modelo Uniforme/Discriminatorio. En el intervalo [1, 2]
(v, por tanto, en el Caso 2) la grafica de trazo grueso, ahora, representa el modelo Uniforme,
la gréfica representada en blanco, el modelo de Vickrey, la grifica de trazo fino el modelo
Discriminatorio y la gréfica en trazo discontinuo, el modelo DV.

En realidad la clasificacién de los modelos cldsicos no es muy adecuada. Si nos fijamos, por
ejemplo, en la grafica de trazo grueso (Vickrey en el Casol) y en las dos graficas que parten
de ella (Uniforme y Vickrey en el Caso 2) cuando D = 1, esos tres modelos tiene en comin
que el valor del pardmetro v; = 0. Si nos fijamos, por el contrario, en las otras tres grificas, es
decir, la gréfica que representa al modelo Uniforme/Discriminatorio del Caso 1, que se bifurca en
Discriminatoria del Caso 2 y DV del Caso 2, estos tres modelos tienen en comin que el valor del
pardmetro 3; = 0. Es decir, en el primer grupo de modelos de subasta, el pago recibido depende
de la oferta contraria y no de la propia oferta realizada, y en el segundo grupo de modelos de
subasta el pago recibido depende de la propia oferta y no de la oferta contraria.

Las siguientes graficas son similares a la anterior pero para distintos valores del tipo. En
ellas se ha representado el ingreso esperado por una de las empresas para cualquier valor de la

demanda perteneciente al intervalo [0, 3], bajo los cuatro modelos antes mencionados.
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En el intervalo [0, 1] (y, por tanto, en el Caso 1) la gréfica de trazo grueso representa el modelo
de Vickrey y la gréfica de trazo fino, el modelo Uniforme/Discriminatorio. En el intervalo [1, 2]
(y, por tanto, en el Caso 2) la grifica de trazo grueso, ahora, representa el modelo Uniforme,
la gréfica representada en blanco, el modelo de Vickrey, la grafica de trazo fino el modelo

Discriminatorio y la grafica en trazo discontinuo, el modelo DV.

Se observa que, a medida que el tipo tiende a uno, el ingreso esperado por una empresa tiende
a ser el mismo en todos los modelos considerados y, a partir de 1, como se habia observado en los
calculos explicitos, hay equivalencia de ingresos. En la siguiente gréfica se ha representado el pago
que el Operador del Mercado espera realizar bajo los cuatro modelos de subasta mencionados

para valores de la demanda alrededor del uno.
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/

En el intervalo [0, 1] (y, por tanto, en el Caso 1) la gréfica de trazo grueso representa el modelo
de Vickrey y la gréfica de trazo fino, el modelo Uniforme/Discriminatorio. En el intervalo [1, 2]
(y, por tanto, en el Caso 2) la grifica de trazo grueso, ahora, representa el modelo Uniforme,
la gréfica representada en blanco, el modelo de Vickrey, la grafica de trazo fino el modelo

Discriminatorio y la grafica en trazo discontinuo, el modelo DV.

Desde el punto de vista del Operador del Mercado se concluye que el modelo que le reporta
mayores ventajas es el modelo de Vickrey, en el Caso 1, y el modelo Uniforme, en el Caso
2. El menos ventajoso, con el que més espera pagar por la demanda eléctrica, es el modelo

Uniforme/Discriminatorio, en el Caso 1, y el modelo DV, en el Caso 2.

La gréfica anterior es una ampliacién de la siguiente gréfica en la que la demanda varia entre

cero y tres.
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3.6 Conclusiones

Se ha analizado una familia paramétrica de modelos de subasta, que contiene como casos par-
ticulares a los tres modelos clésicos (modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y modelo de
Vickrey) bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Simétrico Correlado Uniforme descrito en la
Seccién 3.1.. Dicha familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General) tiene asociada

univocamente la siguiente funcién de beneficio de cada empresa i:
V1bi + B1bj + ©bmax — g(¢1,0:) si by <b;
’)/Qbi + Obmax — g(¢2, 01) st b; > bj
con 71,01, @, Y2 € [0,00), 11+ 81+ 9 =1, Y2+ @ =Py ¥ 1+ ¢ = D. Sila demanda D es

menor o igual que 1, entonces ¢; = Dy ¢ = 0. Si la demanda verifica D = 1+«, con a € (0, 1),

B;(05,bi,b5) =

entonces ¢; =1y ¢y = a. Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢; =1y ¢y = 1.

Si D < 2, se obtuvo tomando by, = £ (¢).02)-9(¢ ’a2), un unico equilibrio bayesiano de Nash

1= P2
simétrico (b*(01),b*(02)) donde
* g(¢1701) _g(¢270i)
b*(0;) = +
(@) b1 — 9o
e~ (d1=02) [ W(0:)d0;  raz g
- _ (p1—02) [ T(t)dt

¢1 _ ¢2 at(g(¢17t) g(¢2at))e L2 dt

donde
10.—p, (0;
DACA p—ED

(72 - 71) F@j|@¢=9i (01) +7
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siyp #0079, #0y

b*(0;) = 9(¢1,0i) — g(d9,6:)
¢1— P2
siyy =172 =0.

Se calcularon el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador
del Mercado. Todos estos célculos se resumen en la seccién 3.4. y en dicha seccién se establecié
una ordenacién entre los diferentes modelos de subasta. El ingreso esperado por las empresas,
si ambas juegan en equilibrio, es mondtono en todos los pardmetros y en todos los casos, luego
los ingresos esperados méximos y minimos se sitian en los vértices de las regiones a las que
pertenecen los pardmetros.

Como se demuestra en la Seccién 3.5. los modelos clédsicos aparecen en dicha ordenacién, ya
que se sitian en los vértices de la regién en la que se definen los parametros de la familia de
modelos incluidos en el Modelo de Subasta General. Pero en dichos vértices también aparece un
nuevo modelo que hemos llamado modelo DV. Bajo dicho modelo, en el Caso 2, las empresas
obtienen mayores ingresos esperados que bajo cualquier otro modelo de subasta. El modelo
de subasta mds ventajoso, desde el punto de vista de las empresas en el Caso 1 es el modelo
Uniforme/Discriminatorio.

Desde el punto de vista del Operador del Mercado, el modelo de subasta mas ventajoso es

el modelo de Vickrey, en el Caso 1, y el modelo Uniforme, en el Caso 2.



Capitulo 4

Duopolio Asimétrico en capacidades

de producciéon

En los capitulos anteriores se analizé un modelo en duopolio simétrico en el que las empresas
generadoras en el mercado de compraventa de unidades eléctricas posefan la misma capacidad
de produccién. Eso llevé a que los equilibrios bayesianos de Nash buscados fuesen simétricos
y permitié que se pudiese generalizar el Teorema de Equivalencia de Ingresos en el caso de
valoraciones privadas e independientes del Capitulo 2.

En este capitulo se analizard un modelo de duopolio en el que, al igual que en el Capitulo 2,
supondremos que los tipos son variables aleatorias independientes, pero en el que las empresas
tienen distintas capacidades de produccién. Esto, en general, complica bastante los cdlculos, ya
que el juego que se presenta da pagos asimétricos a las empresas.

Se considerard una familia paramétrica de modelos de subasta en la que trataremos de
determinar que modelo da mayores ingresos esperados a las empresas y menor pago a realizar

por el Operador del Mercado.

4.1 El Modelo

En el presente capitulo se van a suponer las siguientes hipétesis:
Hay dos empresas, i € {1,2}, con sendas unidades de produccién y neutrales al riesgo,

interesadas en el despacho de unidades de electricidad en algin Mercado Eléctrico. La capacidad,

95
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perfectamente divisible, de la empresa ¢ € {1, 2} se denotard por k;. Dichas capacidades son tales

que ki < ka; se supondrd que ky =1y ka =14 3, con 8 € (0,1).

El coste de produccién la empresa i € {1, 2} es g(g;, 0;) = qif;, donde g; € [0, k;] es la cantidad
de unidades eléctricas despachadas por la empresa i. Cada 6;, que es informacién privada de la
empresa i (su tipo), es una realizacién independiente de una variable aleatoria que sigue una
distribucién Uniforme en el intervalo [0, 1]. Luego 61 y 02 son v.a.i.i.d. uniformemente en [0, 1]
tal que el jugador i, y sélo el jugador i, observa la realizacién de 6;. Cada variable 8; recoge la

incertidumbre que el jugador contrario tiene acerca del coste de produccién de la empresa i.

D representard la demanda de un periodo y se supondrd ineldstica al precio, es decir inde-

pendiente del precio fijado por medio del modelo de subasta utilizado

Cada empresa i € {1,2} independiente y simultdneamente realiza una oferta b; € [0, byax],
donde especifica el minimo precio por unidad al que estd dispuesto a vender la totalidad de su
capacidad. El valor real positivo byax es el precio maximo que el Operador del Mercado estd
dispuesto a pagar por cada unidad eléctrica necesaria para satisfacer la demanda eléctrica. Se

justificard mds adelante como el Operador del Mercado fija este valor en funcién de sus intereses.

Una estrategia para la empresa ¢ € {1, 2} es, entonces, una funcién oferta de la forma b;(6;) :
[0,1] — [0, bmax|.- No tiene sentido suponer un comportamiento estratégico similar, como en el
Capitulo 2 y Capitulo 3, y se buscardn equilibrios no necesariamente simétricos'. Se buscardn
equilibrios bayesianos de Nash formados por funciones monétonas crecientes y continuas en [0, 1];

estrictamente crecientes en un subintervalo no vacio I C [0, 1] y tal que verifiquen b;(0;) > ;.
A este modelo de mercado, verificando las hipétesis enunciadas, lo llamaremos

Modelo Asimétrico Lineal Uniforme.

Baséndose en las ofertas realizadas por los jugadores, el Operador del Mercado distribuye el
despacho de electricidad. Ordena las ofertas de menor a mayor, de tal forma que la empresa de
menor oferta despacha primero. Si su capacidad no es suficiente para satisfacer la demanda, la

empresa de mayor oferta despacha la demanda residual, siempre y cuando ésta sea inferior a su

'Las empresas no son estratégicamente indistinguibles.
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propia capacidad. Luego la cantidad asignada para el despacho a la empresa i € {1,2} es:

min(k;, D) si by <bj
Qi(b1,b2) =< 0 si b >bjykj>D
min(D — k‘j, kz) si b; > bj y /{j <D

Todos los aspectos de este juego bayesiano, ademds del modelo de subasta que se va a utilizar
para las transacciones del Mercado Eléctrico, son de conocimiento piblico

El precio de transaccién final dependera del modelo de subasta que se esté empleando. Como
ya se ha comentado, hay tres modelos de subasta cldsicos: modelo de subasta Uniforme,
modelo de subasta Discriminatorio y modelo de subasta Vickrey. Recordemos cémo

se establece el precio de compraventa en cada uno de ellos:

En el modelo Uniforme, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa por
unidad eléctrica suministrada es igual a la mayor oferta aceptada. Todas las empresas que

despachan en el mercado reciben el mismo precio por unidad.

En el modelo Discriminatorio, el precio que el Operador del Mercado paga a cada empresa
por unidad eléctrica suministrada es igual a su propia oferta. Las empresas que despachan en el

mercado reciben precios distintos por unidad eléctrica.

En el modelo de Vickrey, la regla mediante la cual el Operador del Mercado establece el precio
es algo mds complicada. A cada empresa le pagan, por cada unidad de electricidad despachada,
el precio correspondiente a la unidad que desplaza, es decir, el precio de la unidad eléctrica
necesaria para seguir cubriendo la demanda en el caso de que dicha empresa retirase su oferta
del mercado. En el caso de que la empresa de mayor oferta sea necesaria para satisfacer parte de
la demanda, a ésta se le pagaria el precio maximo byax por unidad despachada. En particular,
bajo el Modelo Asimétrico Lineal Uniforme si la empresa i es la empresa de menor oferta vy,
por tanto, la que entra primero en el mercado, le pagan la oferta contraria b; si D < k;. Y
si D > kj, esta empresa i, de menor oferta, recibe dos precios distintos por unidad: el precio
méximo permitido byax por D — k; unidades y la oferta contraria, b;, por las unidades restantes.
Si la empresa ¢ es la empresa de mayor oferta, le pagan 0, si D < kj, y el precio méximo bpyax

por unidad despachada, si D > k;.
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Al igual que se hizo en capitulos anteriores, se pueden considerar una familia de modelos de
subasta llamado Modelo de Subasta General MSG que incluya los tres modelos clésicos.
Dicha familia estard determinada por la siguiente funcién de beneficio de la empresa i € {1, 2}:

B;(0;,b;,b5) = b +/621b] + #'bina _ G0 i bi<by (4.1.1)

V5bi + ©'bmax — P50; si by > by
con j € {1,2}, i # j y siendo 7, B, ¢*, 7% € [0,00), 7] + B1 +¢' = ¢, b+’ = ¢, i € {1,2}
y donde ¢} y ¢4 estan determinados por el valor de la demanda. En estas funciones se est4
considerando que, si la empresa ¢ oferta la menor de las dos pujas, la cantidad que despacha
la empresa 7 es ’yzi + ﬁ’i + ot = ¢’i, recibiendo posiblemente distintos precios por ese total de
unidades eléctricas despachadas. Es decir, el Operador del Mercado paga a i, si ésta realiza la
menor de las pujas, 7% unidades al precio unitario b;, B’i unidades al precio unitario b; y @
unidades al precio unitario byax. De la misma manera, si la empresa ¢ realiza la mayor de las
pujas, ésta despacha un total de v} + ¢ = #% unidades y el Operador del Mercado paga a i, o
unidades al precio unitario b; y cpi unidades al precio unitario by.x. Ademads si la demanda D es
menor o igual que 1, entonces ¢ = ¢2 = D, 3 = ¢2 = 0. Si la demanda verifica D = 1+ a, con
a € (0, 0], entonces ¢1 = 1, ¢3 =0, ¢ = 1 + «, ¢2 = a. Si la demanda verifica D = 1+ 3 + a,
con a € (0,1), entonces ¢1 = 1, ¢3 = o, ¢? = 1+ 3, $3 =  + a. Si la demanda verifica que
es mayor o igual que 2 + §, ambas empresas despachan el total de su capacidad y, entonces,
(Z)% = % =1, ¢% = % = 1+ . Por la asimetria que presentan las dos empresas, la expresion
4.1.1. contiene el doble de pardmetros que en los modelos de subastas considerados en lo dos
capitulos anteriores.

La complicacién de los cédlculos hace imposible estudiar, como en los dos capitulos anteriores,
todos los modelos pertenecientes a MSG. Lo que se hard en el presente capitulo, al menos, es
establecer una ordenacién entre los modelos que se sitien en los vértices de las regiones, en
cada caso. Vértices que, en particular, contienen a los tres modelos clédsicos. En realidad, esta
ordenacion se extenderia a toda la familia de modelos de subasta, si el pago que espera realizar el
Operador del Mercado, si ambas empresas juegan en equilibrio, fuese una funcién monétona en
todos los pardmetros. Esta propiedad se verificaba en los dos capitulos anteriores: en el Capitulo
2 se obtuvo equivalencia de ingresos (independiente de los pardmetros) y, en el Capitulo 3,

todas las expresiones obtenidas del pago que espera realizar el Operador del Mercado, si ambas
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empresas juegan el equilibrio correspondiente, eran funciones mondétonas. Es de esperar que en
este capitulo ocurra igual, pero no se ha podido demostrar para todos los posibles valores de los
pardmetros. Como se verd, a veces sélo se obtiene una expresién implicita del equilibrio bayesiano
de Nash correspondiente, asociado a los posibles valores de los pardmetros. En aquellos casos
en los que se puede obtener explicitamente el equilibrio bayesiano de Nash, se demostrara que
el pago que espera realizar el Operador del Mercado, si ambas empresas juegan el equilibrio, es

una funcién mondtona en cada uno de los pardmetros de los que depende.

La ganancia de cada empresa y la cantidad de despacho asignada a cada empresa, van a
depender del tamano de la demanda respecto de las capacidades. Por ello se distinguirdn los

cuatro casos siguientes:

Caso 1 Las dos empresas tienen capacidad suficiente para satisfacer la demanda, es decir,
D < 1. En este caso, la empresa que oferté el menor precio despacha toda la demanda y la otra

empresa no despacha ninguna unidad eléctrica.

El célculo de equilibrios, ingresos y beneficios en el Caso 1 es independiente de las capacidades
que, por tanto, pueden ser consideradas iguales. Luego, el Caso 1 es idéntico al analizado en el

Capitulo 2.

Caso 2 La empresa de mayor capacidad puede satisfacer toda la demanda pero la empresa
de menor capacidad no; es decir, 1 < D < 1+ . En este caso, si la empresa de menor oferta
es también la de mayor capacidad, la empresa contraria no despacha nada. Por el contrario, si
la empresa de menor oferta es la de menor capacidad, ésta despacha toda su capacidad y la

empresa de mayor capacidad, despacha la demanda residual.
Obsérvese que, si k1 = ko, este Caso 2 no se da.

El Caso 2 presenta la siguiente particularidad: una de las empresas (la empresa de mayor
capacidad) estd segura de entrar siempre en el mercado, mientras que la otra (la empresa de

menor capacidad) no.
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Como D =1+ «, a € (0,], la expresién 4.1.1., para los dos jugadores, queda

i+ (1—~41)ba—601 si by <b
Bi0r,byby) = | TR B or bl
0 st by > by

Yib2 + (1 =23 +73) b1+ (@ = 73) bmax — (L + )02 si by < b
Ba(02,b1,b2) = ) ) 4

Y3ba + (a — 72) bmax — a2 si by > by
donde (7%, V2, 7%) € [0,1] x [0, 1+ 7%] x [0, ). Obsérvese que, la region en la que se define esta
familia paramétrica de modelos de subasta, tiene ocho vértices. Se comparardn, al menos, los

ocho modelos que determinan dichos vértices para establecer una ordenacién entre ellos, desde

el punto de vista de las empresas y desde el punto de vista del Operador del Mercado.

Caso 3 Se necesita la capacidad de ambas empresas para satisfacer la demanda, pero ésta
es menor que la suma de ambas capacidades, es decir, 1 + < D =14+a+ <245, a € (0,1).

En este caso, la empresa de menor oferta despacha toda su capacidad y la otra la demanda
residual. Luego la expresién 4.1.1., para los dos jugadores, queda

11+ (1—a+7—71)ba+ (@ —73) bmax — 01 si by <b
Bibvbib) = 4 ( 73 = 1) by + (@ = 43) bmax — 01 < by

’}/%bl + (Oé — ’}/%) bmax — 0491 st bl > bz

*y%bg—i—(1—a+’y%—’y%)bl+(a+ﬁ—’y%)bmax—(1+ﬂ)92 st by < by

B2(027 b1762) =
V3ba + (a4 B —73) bmax — (o + 3)02 st by > by

donde (v1,73,71,73) € [0,1 — a+ 73] x [0,a] x [0,1 — a +~+3] x [0, + J]. Obsérvese que la
regién en la que se define esta familia paramétrica de modelos de subasta tiene dieciséis vértices.
Se comparardn, al menos, los dieciséis modelos determinados por dichos vértices, con el fin de
establecer una ordenacién entre ellos, desde el punto de vista de los ingresos esperados por las

empresas y desde el punto de vista del pago esperado que realiza el Operador del Mercado.

Caso 4 La demanda excede la suma de las dos capacidades, es decir, 2+ 3 < D. En este caso
el despacho de toda la capacidad estd asegurada para ambas empresas, independientemente de
sus ofertas. Es un caso en el que no existe competencia. Es un caso sin relevancia que analizaremos
solamente para comprobar la continuidad del ingreso esperado por las empresas y el pago que

espera realizar el subastador, cuando la demanda D tienda a 2 + (3.

4.1.2.a)

4.1.2.b)

4.1.3.a)

4.1.3.b)
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4.2 Equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta

General.

Aunque analizaremos cada uno de los casos anteriores y tendremos en cuenta bajo qué modelo
de subasta se estdn realizando las transacciones de compraventa de energia eléctrica, podemos

dar un resultado general de existencia y unicidad de equilibrio bayesiano de Nash.

Proposicién 4.2.1 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Asimétrico Lineal Uniforme
y se utiliza un modelo de subasta S € MSG, es decir, la funcidn de beneficio de la empresa

i € {1,2} es de la forma:

i + Bibi + Qbmax — @40; si by < b;
B;(0;,b;,b5) = T . o . v maX. P16 o
’ylzbi -+ (plbmax — (2522(91 st bi > bj
con j €{1,2}, i # j, 1, B, ', 7h €[0,00), i + O] + @' = 61, 1% +¢' = ), entonces
Region I) Sivi >0 6~% >0,V i€ {1,2}, se verifica que todo equilibrio bayesiano de Nash
(b3 (601) ,05 (02)), que estd formado por funciones mondtonas crecientes y continuas en [0,1], y

que en un intervalo I C (0,1) son estrictamente crecientes y diferenciables, se obtienen como

solucion del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(73 =73 (65) 7 (0) + 74 + (6 = 03) (—t+ 0D ' )
(13 =93) )7 (0 + 3 + (67— 0) (—t+ ()" (1)

S H=
—
S
[\VES
S~—
L
—~
~
N—
I

o)~ (1) =

vt verificando (b%) ™1 (t) € [0,1] y (b5) "' (¢) € [0,1]. Ademds I = [(b;)—l (b5 (0)), (05) 7 (b5 (1)) [N
(b5) ™ (07 (0)), (63)" (87 (1)

Region II) Si~i =0 y~4 =0, para algin i € {1,2}, entonces todo equilibrio bayesiano

de Nash (b} (61),b5(02)), que estd formado por funciones mondtonas crecientes y continuas en

[0,1], y que en un intervalo I C (0,1) son estrictamente crecientes y diferenciables, cumple que

existe una unica estrategia dominante para la empresa ¢ dada por
b;(6;) = 0;

y la estrategia correspondiente a la otra empresa que forma parte del equilibrio es

Yi+(41-¢3)8; . 0. < v
AT 2/ PG
T R e R A C )
J J

1 si 0j>1— —2—

(#1-¢%)
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Demostracion. La empresa ¢ conoce su propio tipo 6;, pero 0; es una variable aleatoria para ella.

El beneficio de la empresa ¢ viene dado por:

’Yllb’t + ((2521 - ¢l2 + 72 71) ( ) (¢2 ) max

"}/ébz + (¢2 - 72) max — ¢292

El beneficio esperado por la empresa i € {1,2}, dado que su tipo es 0;, es

1
BM;(0;, i, b5 () :/ B;(0:,b;,b;(05))d0;
0
Jo (vibi+ (85 — @5 + 7 = 72) b5(0;) + (85 — 75) bmax — ¢105) dO

Jo ) (i + (8 — L) b — 040:) 0+
+fb’ o (7ibi 4 (61 — 0% + 75 —71) 05(05) + (05 — 75) bmax — 616:) dO

Jo (90 + (8 = %) bmax — 030:) dO
71b + (QS 72) max ¢19 + (1 —a+ 72 f}/i) fol b](ej)dej

((72 71)6 + ((b ¢2) ) (bi)+
+ (¢4 — b+ 5 — 1) fb;l(bi 5(03)@0; + b + (9 = 72) bmax — 610;

ry’ébl + ((ﬁé — 72 ) max ¢2

\

La puja b; es la mejor respuesta de la empresa ¢ si maximiza el beneficio esperado, dado que su

tipo es 6;. Derivando respecto de b; se tiene, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo:

i

71

i o S

ap, BMi0::bis 0 () = ¢ (95 = 21) 077 (bi) + 91 + (61 — 62) (b +0) f
7%

—¢i6: si b (bi) <0;
s? b;l(b@) > 9j
si b H(bi) <0
si 0<bl(bh)<1
si by'(bi)>1
si by'(bi) <0
si 0<b(b) <1
si by (b)) > 1
si b (b) <0
(b1 (b)) si 0<b;'(b;) <1
si by (b)) > 1

Si bj_l(bi) < 0, la oferta que maximiza el beneficio esperado por la empresa i es la mayor puja

que verifique bj_l(bi) < 0. Si bj_l(bi) > 1, la oferta que maximiza el beneficio esperado por la
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empresa ¢ es la mayor puja que verifique bj_l(bi) > 1. Analicemos el caso 0 < bj_l(bi) <1
que es lo que ocurria en todos los capitulos anteriores, debido a la simetria estratégica. Como
b.*l(bi) = 60; < b;(0;) = b;, reemplazando e igualando a cero, obtenemos el siguiente sistema de

(2

ecuaciones diferenciales:

(0 =21) ()7 07 (69) + 9% + (61— 65) (7 00) + 0 - (5) ' 07 0) =0 i = 1.2

-1
V0, que verifique que (b;‘) (b (0:)) € [0,1], ¢ = 1,2. Es decir,

w0y € 1= [(b1) 7" (b5 (0)), (61)~" (b5 (1)] 0 [(5) 7" (81 (0)), (63) ™" (8 (1)

Se distinguirdn los siguientes casos
Regién I) Si se verifica que 74 > 0 6 74 > 0, para cada i € {1,2}, y se sustituye en el

sistema de ecuaciones diferenciales anterior bi(61) y b5(62), por ¢, queda

(3 = 71) 05) 7 (&) + 7k + (61— 0d) (—t+ (D) () $ B9 () =0

(13 =93) ) O+ + (67— 6d) (—t+13) " (0) F 6D () =0
Se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones inversas de las estrategias que
forman el equilibrio, b3(61) y b5(02). Por comodidad llamaremos (b3)~1(t) = z(t) y (b7)~1(t) =

y(t). Luego el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal que queda es:

(v = 1) (&) + 41 + (61 — 93) ((t) — 1) 2/(t)
(V=) yt) + 73+ (¢ — 83) (z(t) — ) ¥/ (1)

Vt que verifique que y(t) € [0,1] y z(t) € [0, 1].

0
0

Regioén II) Si v} =0y +4 = 0, para algtin i € {1,2}, la ecuacién diferencial i—ésima queda
i i * o =1\ 4
(94 — ob) (05 (03) +0) () ") (0 (03)) = 0
luego verificando las hipétesis de monotonia estricta sélo queda la solucién
b; (6;) = 0;

independientemente de lo que puje la empresa contraria j. Luego, sustituyendo en la otra

ecuacion diferencial se obtiene

(v =) 55 05) ++ + (] — ) (=5 (05) +05) = 0
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o it (ol -ed)

¢l — &+ — 73

si (b))~ (03 (05)) € [0,1], es decir, si 0; < 1 — ﬁ—% En caso contrario, la empresa j puja lo
méximo permitido byax. Luego
N+ -¢3)0; . 0. < 7
DT\ TPR) <1 —
by = At S (¢J )
i Vi) = ,
bmax si 0 >1— (¢J ¢>J)

Es evidente que el Operador del Mercado fijard byax = 1, en este caso para que el pago esperado
que debe realizar sea menor. g

A continuacién, se demostrard que, el pago que espera realizar el Operador del Mercado, si
ambas empresas juegan el equilibrio correspondiente, bajo cualquier modelo de subasta perteneciente

a la Regién II, es una funcién mondétona en todos los pardmetros.

Proposicién 4.2.2 Supongamos que se verifican las hipdtesis del Modelo Asimétrico Lineal
Uniforme y que se utiliza un modelo de subasta S € MSG. Entonces, si i =0 y~5 =0, para
algun i € {1,2}, el pago que espera realizar el Operador del Mercado, si ambas empresas juegan

en equilibrio, es una funcion creciente en cada uno de los pardmetros de los que depende.

Demostracion. Se trata de los modelos de subasta pertenecientes a la Regién I de la Proposicién
4.2.1. en los que las funciones de ingreso de las dos empresas, si ambas empresas juegan el

equilibrio correspondiente, quedan

nn0y — | G B @) s b0 <b56)
& si b (0:) > b3 (0)
705 05) + (6] = o+ — 1) 00 + (b —3) si b5 (0) < b7 (03)

1;(05,0;) = 205 (0;) + (¢g ) si b%(0;) > b7 ()

Se vio, en la proposicién anterior, que si 'y’i =0y 'y% = 0, para algin i € {1,2}, existe un tnico
equilibrio bayesiano de Nash dado por
P (i \g. j
RGPPSR

(07 (65), b5 (05)) = | 05, $1—02 117 (¢>’J 7)
1 si 0 >1— WZ_)
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Luego el ingreso esperado por las empresas, si ambas juegan el equilibrio, queda:

G+ (01— ob) fvende; s (5) (00 <0

Pi(6:) = , o , -1
O+ (01 = 08) Syt (00 0 (0305 si (55)  (47(0)) 2 0
i _(#mehd)” A
_ b 2(gi -5+ —2) ¢1—d5+71 -7
(¢1=05tn—7)0 -7 —1p—@i+3dy ., o v
2 LT bt

st 0; <

Pi(0;) = 7ib}(0;) + ¢ — 7% + (vé - V{) by (05) (67) " (b5(65))
i shd ) [
+ (¢l -+ — b; (0;) db;
(¢1 @5+ 7y 71) /(b;)l(b;(é)j)) ; (03)

’Yj— ¢j_¢j 2_02 ¢j_¢j 2 . . ’Yj
B o= e B ICE R ey
] g1
& Y =)

Si ¢{ — qﬁ% > 7%, el pago que espera realizar el Operador del Mercado por la demanda eléctrica

viene dado por la siguiente expresién:

Pomer <’Y]1‘7'Y%> = ZEQZ[PZ(QZ)]
=1
v (Aot (G2 (=) - (4) + (- 4)')
= ¢ty —

) . ) . ) N2
3 (¢ —h) (ol — 4 =3 + 1)
Si calculamos las derivadas parciales de la expresién anterior respecto a los dos pardmetros de

los que depende se obtiene:

: oy (=) (2 (=) = (b (el = )
= Pomer (7]:73) = D
3 (o - ad) (o b —d+1)

om

0 . .
a_%Pomer <7{7 7%)

3 ()" (o= ed)" = (3)") o (e = e =8)” (oo + = o) 204 (o] — 6 =)

3(61-64) (61— oh i +)
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Ambas funciones son positivas para todos los valores de los pardmetros verificando ¢{ — ¢% > 'yg
y que pertenecen a una de las dos regiones siguientes: RC2 = {('y%, V2, ’y%) € [0,1] x [0, 14 fy%] X
[0,a]} 6 RO3 = {(71,73,71:73) € [0,1 —a+73] x [0,a] x [0,1 —a+ 3] x [0, + 3]}, corres-
pondientes al Caso 2 y al Caso 3, respectivamente. Ya que, en primer lugar, de los factores que
aparecen, tanto en el numerador como en el denominador de %{pomer (’y{,’yé), el tnico fac-
tor que podria presentar un cambio de signo es 'y{ (7]2 +2 (¢]1 — qﬁ%)) — ’y% (732 — <¢]1 — d)%))

Veamos que es siempre positivo

ol—¢h > =

A6 -¢l) > () =
o (61— 6) +odd+2nd (0 - 0d) > (d) =
A(B+2(el-0d)) - (h- (sl -ed)) > o

En segundo lugar, todos los factores y sumandos que aparecen en %Pomer ('y{,’y%) también
2
son positivos.

Si ¢ — ¢h <}

P; (6;) = ¢}

P; (0;) = ¢}

o ) , .
Ymmwmqﬂm&%mQZZﬁM%M@H=%+%--

A pesar de no poder establecer una ordenacién para todos los modelos de subasta pertenecientes
a MSG, si vamos a poder establecerlo en el subconjunto formado por todos los modelos de su-

basta pertenecientes a la Regién II.

Corolario 4.2.3 Supongamos que se verifican las hipdtesis del Modelo Asimétrico Lineal
Uniforme y que se utiliza un modelo de subasta S € MSG. Entonces, si~; =0 y~5 =0, para
algun © € {1,2}, el modelo de subasta bajo el que el Operador del Mercado espera pagar menos

se encuentra en uno de los vértices de la region a la que pertenece los valores de los pardmetros.

Demostracion. La regién correspondiente al Caso 2 es RC2 = {(71,73,73) € [0,1] x [0,1 +~3] x

[0,a]}. Como el pago que espera realizar el Operador del Mercado es una funcién creciente en
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cada uno de los pardmetros, el modelo bajo el cual el Operador del Mercado espera pagar menos
a las empresas generadoras es el correspondiente a los valores (’y%,’y%,’y%) = (0,0,0).

La region correspondiente al Caso 3 es RC3 = {(7],73,71,73) € [0,1 — a + 73] x [0,a] x
[O, 1l—a+ ’y%] x [0, + 3]}. Como el pago que espera realizar el Operador del Mercado es una
funcién creciente, el modelo bajo el cual el Operador del Mercado espera pagar menos a las
empresas generadoras es el correspondiente a los valores (7%, 13,3, 7%) =(0,0,0,0). m

A continuacion, se analizard como son las estrategias en equilibrio, dependiendo del tamano

de la demanda frente al de la capacidad de produccién de las empresas.

43 Caso2 (1<D=14a<1+0).

En este Caso 2, el tamafio de la demanda implica que ¢ = 1, QS% =0, qb% =1l4+ay QS% = «a. El
precio que el subastador paga a las empresas que generen en el mercado, es diferente segiin el
modelo de subasta utilizado para llevar a cabo las transacciones de compraventa de la energfa
eléctrica. Por ello se analizardan, por separado, los modelos de subasta que quedan determinados
por los vértices de la siguiente region: RC2 = {(71,71,73) € [0,1] x [0,1+~3] x [0,a]}. Estos

ocho modelos quedan univocamente determinados por los valores de los pardmetros y son los

siguientes:

Modelo 7 % 43

Vickrey 0 0 0

A 1 0 0

B 0 1 0

DV 1 1 0

C 0 0 a

E 1 0 o

Uniforme 0 14+4a «
1

Discriminatoria l1+a «

Se analizard cada uno de ellos.

Modelo de subasta de Vickrey En el modelo de Vickrey, el precio por unidad de electricidad

despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa, se establece de la siguiente
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manera:
Si by < by, la empresa 1 recibe el precio b2 por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que el Operador del
Mercado le paga a precio méximo, por unidad despachada.
Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe: la oferta
contraria por 1 unidad y el precio maximo por las o unidades restantes. Es decir, en total recibe
b1 + abmax por las 1 + o unidades eléctricas que despacha.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

bg — 91 si bl < b2
Bl(elablabQ) —
0 si by > by

b1 + abpax — (1 + @)y si by <b
Bg(eg,bl,bg) _ 1 ma ( ) 2 2 1
« (bmax — 92) si by > b
Proposicién 4.3.1 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta de Vickrey, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:
[01(01), b5(02)] = [61, 0]

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo de
Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 41 = 0,73 =0y 73 = 0.
Luego, por la Proposicién 4.2.1. Regién 11, el unico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en

el enunciado y, ademds, estd formado por estrategias dominantes para ambas empresas. g

Nota 4.3.2 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.

Modelo de subasta A En el modelo A, el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 recibe el precio b1 por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que el Operador del

Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.
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Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe: la oferta
contraria por 1 unidad y el precio maximo por las o unidades restantes. Es decir, en total recibe
b1 + abmax por las 1 + a unidades eléctricas que despacha.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 si by < by
Bi(01,b1,b2) =

0 si by > by

b1 + abmax — (1 +a) 0y si by < by
By(02,b1,b2) =

« (bmax — 92) si by > by

Proposicién 4.3.3 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta A, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

0063002 = |50

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo A es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 71 = 1, 42 = 0 y 73 = 0. Luego,
por la Proposicién 4.2.1. Regién II, como 73 = 0 y 73 = 0, se verifica que existe una tinica

estrategia dominante para la empresa 2 dada por
b5(02) = 02

y la estrategia de la empresa 1 que forma parte del equilibrio es

1+ 64
2

b1(01) =
]

Nota 4.3.4 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Regién I1, se obtuvo que bpax = 1

Modelo de subasta B En el modelo B, el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 recibe el precio by por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que el Operador del

Mercado le paga a precio maximo por unidad despachada.
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Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe: su
propia oferta por 1 unidad y el precio méximo por las a unidades restantes. Es decir, en total
recibe bs + abpax por las 1 + a unidades eléctricas que despacha.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 si by < by
Bi(01,b1,b2) =

0 si by > by

by + abmax — (1 +a) Oy si by < by
By(02,b1,b2) =

@ (bmax — 92) si by > b

Proposicién 4.3.5 Supongamos que 1 < D <1+ 3. Bajo las hipétesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta B, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

00630020 = (01,5

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.0), se observa que el modelo B es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 71 = 0, 42 = 1 y 73 = 0. Luego,
por la Proposicién 4.2.1. Regién II, como v} = 0 y 74 = 0, se verifica que existe una tinica

estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1(61) = b1

y la estrategia de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

1+ 05
2

b3(02) =
]

Nota 4.3.6 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Regién I1, se obtuvo que bpax = 1

Modelo de subasta DV En el modelo DV, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 recibe el precio b1 por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que el Operador del

Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.
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Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe: su
propia oferta por 1 unidad y el precio méximo por las a unidades restantes. Es decir, en total
recibe bs + abmax por las 1 + o unidades eléctricas que despacha.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

b1—91 si bl <b2

Bl(ela b17 b2) -
0 si b; > by

by + abmax — (1 + a) 0y si by < by
Ba(02,b1,b2) =
« (bmax — 92) si by > by

— o (b — 02) + bo — 0y si by <l

0 si by > by
Obsérvese que, en realidad, compiten por la misma cantidad de despacho, al mismo precio y al
mismo coste, ya que la empresa 2, independientemente de las ofertas que finalmente se realicen,
tiene asegurado el despacho de « unidades eléctricas pagadas a precio maximo. En realidad
ambas empresas compiten por una unidad eléctrica pagada, en caso de producirse el despacho,

a su propia oferta. En equilibrio, las dos empresas pujardn de manera idéntica y, por tanto, todo

equilibrio bayesiano de Nash puede suponerse simétrico.

Proposicién 4.3.7 Supongamos que 1 < D <1+ 3. Bajo las hipétesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta DV, el iinico equilibrio bayesiano de Nash es:

o0, b302)] = |52 52
Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo DV,
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v = 1, 72 = 1 y 42 = 0.
Luego, aplicando la proposicién 4.2.1. Regién I, se puede afirmar que las funciones inversas
de las estrategias en equilibrio de ambas empresas verifican el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales
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Como las ecuaciones diferenciales coinciden, si denotamos por b* () = by (0) = b3 (0) se tiene

que b* (0) es solucién de la siguiente ecuacién diferencial lineal
(1=0) (") (6) — " (6) = 0
Si evaluamos la expresién anterior en = 1 queda que todo equilibrio bayesiano de Nash cumple
b*(1) =1

La solucién general de la ecuacion diferencial que queda es

6 C
20—-1) " 0=1)

b*(0) =

Luego

92+2C>

b*(].) = Ll’mg_,lf (m

Imponiendo que el limite anterior sea finito, la constante debe verificar:

1
C:_i

Luego la solucién particular de la ecuacion diferencial queda, sustituyendo el valor de la cons-

tante:

. 0+1
b(0) = ——

y el dnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g

Nota 4.3.8 La mdxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es 1. La ofertas no se

disparan y, por tanto, by = 1.

Modelo de subasta C En el modelo C, el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < by, la empresa 1 recibe el precio bo por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que se le paga su propia
oferta por unidad.

Si b1 > bs, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe la oferta

contraria by, por cada una de las 1 4+ « unidades eléctricas que despacha en ese caso.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 si b1 < by

By (01,b1,b2)
0 si by > by

(1 + a) (bl — 92) si by < by
o (bg — 92) si b2 > bl

Bs(02,b1,b2)

Proposicién 4.3.9 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta C, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

« « ﬁ@g St 92 <1l—-«
[61(601), b3(62)] = |61,
1 st O >1—«

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.0), se observa que el modelo C es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son vy = 0, fy% =0y 'y% = «. Luego,
por la Proposicién 4.2.1. Regién II, como v} = 0 y 734 = 0, se verifica que existe una tinica

estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1(01) = 01

y la estrategia de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

1
l—«o

by(62) = 02

siempre que ﬁ@g <1<=0;<1—a.8Sify>1— o maximiza su beneficio esperado si oferta

l. m

Nota 4.3.10 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1

Modelo de subasta E En el modelo E el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 recibe el precio by por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual, que el Operador del

Mercado le paga su propia oferta por unidad despachada.
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Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica. La empresa 2 despacha toda
la demanda y recibe la oferta contraria por cada unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 si by < by
Bl(elablvbQ) =

0 si by > b

(1 + a) (bl — 92) si by < by
o (bg — 92) si b2 > bl

B2(027b17b2) =

Proposicién 4.3.11 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico
Lineal Uniforme y en el modelo de subasta E, se verifica que el siguiente par de estrategias es

un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras

o st 02 < 5
* * o 2+(2—a)91 2— )00 — ) o230
[01(61), b3(02)] = —22-a) % si gt <0y < 2(2?1;)4
— . a2—3a
o B R oy

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio es-
tan dadas por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo E es un caso particular
en el que los valores de los pardmetros son 'y% =1, ’y% =0y 'y% = «. Luego, por la Proposicién
4.2.1. Region 1, el sistema de ecuaciones diferenciales que deben verificar las inversas de las

estrategias que forman el equilibrio es

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y z(t) € [0, 1]. Sustituyendo las funciones z(t) = (1 — a)t + 5%
y y(t) =2t — ﬁ se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores. Luego
-1
k k _ 0 — 0 — : * >k
[b%(01),b5(02)] = [22((227?) 1 ((1275))(2275)] V0; que verifique (bj> (bf (0;)) € [0,1]. Se cumple que
X\ — > 062— (0] X\ >
(b7) 7 (05 (02) € [0,1] = 15 < 0o < G2y que (b3)7" (0] (61)) € [0,1] <= VO €

[0, 1]. Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas seria el dado en el

enunciado. g

Nota 4.3.12 La mdzima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es = 3 La ofertas

=)

1—a
2(2—a) -

no se disparan y, por tanto, byax =
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Modelo de subasta Uniforme En el modelo Uniforme, el precio por unidad despachada
recibido por una empresa es igual a la oferta mds alta aceptada.

Si by < be, la empresa 1 recibe el precio by por unidad despachada (la empresa 2 entra en el
mercado despachando la demanda residual y la oferta de la empresa 2 es la mayor aceptada).

Si by > bo, la empresa 1 no despacha ninguna unidad eléctrica y la empresa 2 recibe su propia
oferta be por unidad despachada (la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda
completa. La oferta de la empresa 2 es, nuevamente, la mayor aceptada).

Ambas empresas reciben el mismo pago por unidad de electricidad servida y es bo.

Las funciones de beneficio de las dos empresas son, entonces:

b2—91 si b1 < b
B1(017b17b2) =

0 si by > by

(1 + a) (bg — 92) si by < by
« (b2 - 92) si b > by

B2(027b17b2) =

Proposicién 4.3.13 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta Uniforme, el unico equilibrio bayesiano de Nash es:

HL;FHZ st 0 <1l—«
[01(61),b3(02)] = |01,
1 st O >1—«

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo
Uniforme es un caso particular en el que los valores de los parametros son 71 =0, 72 = 1+«
v 72 = a. Luego, por la Proposicién 4.2.1. Regién II, como 41 = 0 y 73 = 0, se verifica que

existe una inica estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1(01) = 01

independientemente de la estrategia elegida por la empresa de mayor capacidad y la estrategia

de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

1+a+6,

b5(02) = 5

siempre que #z <1<=05<1-—a.Sify>1—a maximiza su beneficio esperado si oferta

1. m
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Nota 4.3.14 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que bpax =

1

Modelo de subasta Discriminatorio En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad de
electricidad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa es siempre su propia
oferta. Es decir, la empresa %, recibe b; por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by —01 si b1 < by
Bi(01,b1,b2) =
0 si by > by

(1 + a) (bg — 92) si b2 < bl
« (bg — 02) si by >b

Bs(02,b1,b2)

Proposicién 4.3.15 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico
Lineal Uniforme y en el modelo de subasta Discriminatorio, se verifica que el siguiente par de

estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

2043 ; o 3+20+302 . _a

. . _ G st 01 <3 & st 02 <1-%
[01(61), b3(02)] = o : ‘

%L S 012% 1+% St (92>1—%

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que el modelo Discriminatorio es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v = 1,93 = 14+a y 73 = a. Luego,
por la Proposicién 4.2.1. Regidén 1, el sistema de ecuaciones diferenciales que deben verificar

las inversas de las estrategias que forman el equilibrio es

1 —a(t) = (t - y(t)) Fa(t) =0
L+ a—y(t) = (t—=(1) Fu(t) =0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y z(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones z(t) = &=3=2a y
y(t) = w se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores. Luego

-1
[b7(01),b5(02)] = [3+O‘6+391, 3+2Oé+362] VO; que verifique (b}") (b7 (0;)) € [0,1]. Se cumple que
2)) €10,1] <= 02 <1—- %y que 1)) € 10,1] <= 61 > 7. Por tanto, e
(b1) 7" (b3 (62)) € [0,1] fp<1-3 (b3) 7" (b1 (1)) € [0,1] 01>3.P 1

equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas serfa el dado en el enunciado. g

Nota 4.3.16 La mdrima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es 1 + §. La ofertas

no se disparan y, por tanto, bmax =1+ §.
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4.3.1 Ingresos en el Caso 2

Calculemos, en cada modelo de subasta, el ingreso esperado por las empresas y lo que espera
pagar el Operador del Mercado si las empresas juegan en equilibrio. El precio que el Operador
del Mercado espera pagar por la demanda, bajo un formato de subasta f, si ambas empresas

juegan en equilibrio, viene dado por:
2
Pofmer = Z Ep, [sz(e’t)]
i=1

donde Pif (0;) recordemos que denota el ingreso esperado por la empresa i, si su tipo es 6;, bajo

un modelo de subasta f.

Modelo de subasta Vickrey

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1

PYik(g,) = / b3(02)d6
(b3) "' (43 (01))

1-63
2

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

Vick ! -1
PY(0y) = Amlw%»@wn+ama+a0m><%wﬁ0
1— 63

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

es:
. 2 .
Poer = D Eo, [PV (6:)]
i=1
1
= 14« —/ v?dx
0
2
= —_ —|— (8
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Modelo de subasta A

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

P01 = bi(00) (1 (85) " (bi(01)))
1—62
4

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

3 05(61)d61 + si 0y €[0,3]

‘%ﬁ*@%DWWQ+aM&+a«@r%@w”» si 02 (3,1]

S+a  si 0€]0,3]
1]

Pi(0y) =

1-024+a si 0ye(

N[

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:

2
P(;Amer = Z Ey, [PZA(QI)]
=1

N
= -4«
4

Modelo de subasta B

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

[y 05(02)d02 si 01 €[0,3)

f(lbg)fl(bf(al)) b5(02)d0y si 0y € [%7 1}
)

% si 01 € [0,
1-67 si 6y€[5,1]

N[

PP(0y) =

D=

N

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

Py (62)

(b5 (02) + ) (1= (81) ™" (b5 (02))) +a (67) " (03 (62))

1—62
= — ‘o
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:

2
Po?ner = ZEGZ[P'LB(HZ)]
=1

= §+a
4

Modelo de subasta DV

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPY(01) = 0i(00) (1 (b3)" (67(6)))
163
2

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPV(0) = (b5(62) +a) (1= (b1) 7" (03 (02))) + a (b1) " (b5 (02)
_1-63
= 2+a

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S

2
PoDm‘é'r = Z Eei [PzDV(el)]
i=1
_ 2 + «a
3
Modelo de subasta C

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1
PROD = [ b,
(b3) " (63(61))

l+a—(1-a)6?
2
El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:
(1-a2)-03 . N
POy = | e ST (G50 <1
a st ()7 (b3(02) > 1

1—a?—62
2(1—a)

si 0<1—«

« si O0h>1—«
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de produccion

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:

Modelo de subasta E

omer

2
Z Ee, [PZC(G’L)]
i=1

(1+4a)2+a)
3

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PP(01) =

1
b (01)d0
/(b3)1<b1(91>>

(@—1) ((a _9)2¢2 — 4)
4(2 —a)?

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

fol (14 a) b7 (61)db: st
Pr(0s) = f(lb;)’l(b;(az)) (1 + ) b1(01)d0r + fo(bf)il(bg(ez))
fol abs(02)db, si
atdles®) s 02 < 51
— 49%(2—04)2:(2‘1—12)%?:3)1204%804—16 si g <fy< a;(}?’,aj)‘l
% st 0y > ;(—23}034

(b7) 7" (65(62)) < 0

aby(02)d; si 0 < (b)) (b5(0)) < 1

(®5) " (b3(02)) > 1

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€s:

omer
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Modelo de subasta Uniforme

El ingreso esperado por el jugador 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

Joy U5 (02) db si (b))~ (b1(01)) < 0

Jios)escouy 1 00402 st ()7 (B5(01)) > 0

[, ¢ L g s 6 < Ko

P (0y) =

1-a 1+a+6s 1 : 14+a
00— (14a) 5 2dO2+ [[_,dO> st 01> 5
3—a)(l4+a . 1+a

1 si 01 < -

l+a—07 si 6 >152

El ingreso esperado por el jugador 2 si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

=%
~—
|
—_
—
=
[\VES
—
o=
N
~—
~—
—_

b3 (02) (14+ 0 = (1) (b5(02))) si (b

P2Unif(92) . »
abj (02) si (07) " (b3(02)) > 1

2_p2 .
W si O <1—q

« si 0 >1—«

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

es:
. 2 .
PUNE = "By [P (0))]
=1
(1+a)’(B-a)

4

Modelo de subasta Discriminatorio

El ingreso esperado por el jugador 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

ppiserimi(gy by (61) si (b3) 7 (b5(61)) <0
b1 (00) (1 (63) 7" (01(01)) st (53)7 (65(02)) 2 0

B % si 01 <3

= (3+a§_9021 si 0y > %
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El ingreso esperado por el jugador 2 si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

ppierimigyy _ | B0 (Lra— 0D @362) s 0D 030 <1
b3 (02) s () (B3(02)) > 1

20)2—962 .
(342a) 963 0‘1)8 9 0y <1-—-%

a(l+%) si o>1-%
El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€s:

2
PDiscrimi — ZE9i [PiDiscrimi(gi)]

omer
i=1

(18 + 15 — a?) (3 + 2a)
81

4.3.2 Comparacion de los modelos en el Caso 2

Como bajo las hipdtesis consideradas en el presente capitulo, definidas en la Seccién 4.1., las
dos empresas no esperan, en general, ingresar lo mismo bajo los distintos modelos de subasta,
debemos estudiar bajo qué modelo cada empresa espera ingresar més y el subastador espera
pagar menos por la demanda eléctrica.

Todas las gréficas de esta seccién se han importado del software Mathematica 5.0. Las sen-

tencias necesarias se incluyen en el Apéndice B.
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Comparacién desde el punto de vista de las empresas

Si representamos a la vez el ingreso esperado por la empresa 1 en cada uno de los modelos de

subasta dando algunos valores a «, obtenemos

Blanco->Vickrey  Negro->A  Rosa->B  Verde->DV  Rojo->C Morado->E  Azul->Uniforme Naranja->Discriminatorio

Puede observarse que la subasta que resulta mds ventajosa para la empresa 1 es el modelo
Uniforme.
Si representamos a la vez el ingreso esperado por la empresa 2 en cada uno de los modelos

de subasta, obtenemos
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Blanco->Vickrey  Negro->A  Rosa->B  Verde->DV  Rojo->C Morado->E  Azul->Uniforme Naranja->Discriminatorio

Puede observarse que la subasta que resulta mds ventajosa para la empresa 2 es el modelo
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Comparacién desde el punto de vista del subastador.

Si representamos a la vez el pago que el subastador espera hacer a las empresas, bajo los distintos

modelos de subasta considerados, nos queda:

Blanco->Vickrey = Negro->A  Rosa->B  Verde->DV  Rojo->C  Morado->E  Azul->Uniforme Naranja->Discriminatorio

Calculemos la diferencia entre el pago que espera realizar el Operador del Mercado con

cualquiera de los modelos restantes, y el pago que espera realizar bajo el modelo de Vickrey.
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PA Vickrey _ 1
omer ~ 1 omer - 12
PB Vickrey _ 1
omer ~— + omer — 12
DV Vickrey
Pomer - {4 omer =0
C Vickrey _ o2
Pome'r_Pom@T y_%
PE _ pVickrey _ 2—9a%—o?
omer omer - 12(2—a)
PUm'forme Vickrey _ 1+3a+3a2—3a3
omer — Lomer = 12

Discrim Vickrey _ (27—2a)a?
Pomer - Pomer — 81

Los modelos C y Discriminatorio parecen representados por la misma gréfica en el dibujo. Sin
embargo, la diferencia entre lo que el Operador del Mercado espera pagar bajo el modelo C,
menos lo que espera pagar bajo el modelo Discriminatorio es igual a 28;"13. Los modelos A y B son
equivalentes respecto del Operador del Mercado. El Operador del Mercado espera pagar menos
a las empresas bajo los modelos de Vickrey y DV, que bajo cualquiera de los modelos de subasta
restante. Ademds, como pudo observarse, que dichos modelos de subasta son equivalentes en
cuanto a ingresos esperados por parte de las empresas, como en cuanto al pago que el Operador
del Mercado espera realizar. Como ademds el modelo de Vickrey pertenece a la Regién 11, por
la monotonia de las funciones de ingresos esperados por las empresas, se puede afirmar que no

existe un modelo mds ventajoso perteneciente a la Regién 1I.

La regién a la que pertenecen los pardmetros de la familia de modelos, en el Caso 2, es
RC2 = {(71,71,73) € [0,1] x [0,1 +~3] x [0, a]}. El siguiente dibujo representa dicha regién en

cuyos vértices se sitian los modelos de subasta analizados.
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Uriifo Diser

[BaT

e :

Desde el punto de vista del Operador del mercado, los dos modelos equivalentes méas ventajosos
son los modelos de Vickrey y DV. Es légico preguntarse cual es el pago que espera realizar
el Operador bajo alguno de los modelos pertenecientes a la diagonal que une a los modelo de

Vickrey y DV. Dichos modelos intermedios también se van a analizar.

Modelos entre los modelos DV y de Vickrey Los modelos pertenecientes a la diagonal que
une los modelos DV y de Vickrey vienen determinados por las siguientes funciones de beneficio

de las dos empresas:

Ebl—f—(l—{:‘)bg—el si by < by
B1(01,b1,02) =

0 si by > by

eba+ (1 —¢e)by + abmax — (1 + )0y si by < by
Bs(02,b1,b2) =

«Q (bma.x — 92) si bg > bl

ebo+(1—e)by —(14+ )b si by < by
= 0 (b~ 2) == ra)
0 si by > by
donde ¢ € [0,1]. Obsérvese que, en realidad, compiten por la misma cantidad de despacho, al

mismo precio y al mismo coste, ya que la empresa 2, independientemente de las ofertas que

finalmente se realicen, tiene asegurado el despacho de a unidades eléctricas pagadas a precio
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maximo. En equilibrio, las dos empresas pujardn de manera idéntica y, por tanto, todo equilibrio

bayesiano de Nash puede suponerse simétrico.

Proposiciéon 4.3.17 Supongamos que 1 < D < 1+ 3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico
Lineal Uniforme y bajo cualquiera de los modelos perteneciente a la diagonal que une al modelo

DV y al modelo de Vickrey, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

[b%(61), b3(02)] = {9”5 92+g}

1+e’ 1+¢

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 4.1.2.a) y 4.1.2.b), se observa que los modelos
mencionados, son casos particulares en el que los valores de los pardmetros son v} = ¢, 72 = ¢
y 72 = 0. Luego, aplicando la proposicién 4.2.1. Regién I, se puede afirmar que las funciones
inversas de las estrategias en equilibrio de ambas empresas verifican el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales

c—e@) - (t-0n7 o) (697) 1 =0
c—e@) - (t- 097 ) (607) 1 =0

Como las ecuaciones diferenciales coinciden, si denotamos por b* () = by (0) = b3 (0) se tiene

que b* (0) es solucién de la siguiente ecuacion diferencial lineal
e(1—0) (b*) (0) —b* () = —0
Si evaluamos la expresién anterior en § = 1 queda que todo equilibrio bayesiano de Nash cumple
b*(1) =1

Luego la solucién particular de la ecuacién diferencial queda:

y el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g

Nota 4.3.18 La mdxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es 1. La ofertas no

se disparan y, por tanto, bmax = 1.
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El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

es:
1
PO = [ (i) + (1) b5(6) dos
(b5)” (07 (61)
_1-67
2
El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:
1
P;(02) = a+ / . (eb5 (02) + (1 —€) b1(01)) do1
(b1) " (05(62))
1— 603
= 5 2 1«

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S

2
P(fmer = ZE&UDZE(QZ)]
i=1

1
= 1+a—/ 22dx
0

—z—i-a
-3

Nota 4.3.19 Tanto el ingreso esperado por las empresas, como el pago que espera realizar el
Operador del Mercado, son independientes del valor del pardmetro € y, por tanto, concluimos que
todos los modelos de subasta pertenecientes a la diagonal que une los modelos DV y de Vickrey

son equivalentes.

Resumen

Observando la gréficas se llega a las siguientes conclusiones:

e La empresa 1 (la de menor capacidad) espera obtener mayores ingresos bajo el modelo de

subasta Uniforme.

e La empresa 2 (la de mayor capacidad) espera obtener mayores ingresos bajo el modelo de

subasta A.

e Por 1ltimo, observamos que el subastador espera pagar menos bajo dos modelos equivalen-
tes que son el modelo de Vickrey y el modelo DV. Ademés, todos los modelos pertenecientes

a la diagonal que los une, también son equivalentes.
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44 Caso3 (1+08<D=14+0+a<2+0)

En este Caso 3, el tamano de la demanda implica que qﬁi =1, gb% = a, (b% =140y gb% =a+p0.
El precio que el subastador paga a las empresas que generen en el mercado es diferente segin el
modelo de subasta utilizado para llevar a cabo las transacciones de compraventa de la energia
eléctrica. Por ello se analizaran, por separado, los modelos de subasta que quedan determinados
por los 16 vértices de la siguiente regién: RC3 = {(71,73,73,73) € [0,1 — a + 73] x [0,0] x
[O, 1l—a+ ’yg] x [0, a+ 3] }. Estos 16 modelos quedan determinados univocamente por los valores

fijos de los pardmetros y son los siguientes:

Modelo Mmoo Mt B
Vickrey 0 0 0 0
V2 0 ! 0 0
Al l—a 0 0 0
A2 1 o 0 0
B1 0 0 1—-« 0
B2 0 a l-oa 0
DV1 l-a 0 1-a 0
DV2 1 a 1-« 0
C1 0 0 0 a+p
Uniforme 0 Q@ 0 a+p
El 11—« 0 a+
E2 1 Q@ 0 a+p
UNI1 0 0 14+8 a+p
UNI2 0 a 1+8 a+p
DIS1 l—-a 0 148 a+p
Discriminatoria 1 a 1+8 a+p

Se analizara cada uno de ellos.

Modelo de subasta de Vickrey En el modelo de Vickrey, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa, se establece de la siguiente

manera:
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Si by < bg, la empresa 1 recibe abmax + (1 — a)ba: el precio maximo permitido por cada una
de las primeras « unidades y by por cada una de las 1 — o unidades restantes. La empresa 2
entra en el mercado despachando la demanda residual « 4+ (3, que el Operador del Mercado le
paga a precio méximo por unidad despachada.

Si by > bs, la empresa 1 despacha « unidades residuales, por las que recibe el precio médximo
permitido por unidad. La empresa 2 despacha en total 1 + § unidades por las que recibe (1 —
a)by + (a+ B)bmax: €l precio méximo permitido por cada una de las o + [ primeras unidades y
el precio by por cada una de las 1 — « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — Oé)bg + abpax — 01 s1 b1 < by
Bi(01,b1,b2) =

[0} <bmax — 91) si by > by

(I —a)by + (@+ B) bmax — (1 + )02 si be < by
(a + 6) (bmax - 92) si by > b

By(02,b1,b2) =

Proposicién 4.4.1 Supongamos que 1+3 < D < 2+3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta de Vickrey, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:
[01(01), b3(62)] = [0, 02]

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo de
Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =0, 'y% =0, fy% =0
v 73 = 0. Luego, por la Proposicién 4.2.1. Regién II, el tinico equilibrio bayesiano de Nash es el
dado en el enunciado y, ademds, estd formado por estrategias dominantes para ambas empresas.

Nota 4.4.2 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.

Modelo de subasta V2 En el modelo V2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 recibe el precio by por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual @ + 3, que el Operador

del Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.
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Si b1 > bo, la empresa 1 despacha « unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga a
su propia oferta b;. La empresa 2, en ese caso, recibe (1 — a) by + (a + ) bmax: la oferta contraria
por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio médximo por cada una de las a +
unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 04 st by < by
a(bl—él) st by > bsy

Bi(01,b1,b2) =

(1—a)bi+ (@ + B) bmax — (1 + B)02 si by <by
(a + ﬁ) (bmax - 02) st by > by

B2(925b27b1) -

Proposicién 4.4.3 Supongamos que 1+83 < D < 2+03. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico
Lineal Uniforme y en el modelo de subasta V2, el 1inico equilibrio bayesiano de Nash es:
l1—a 01 si 91 < 1—2a

[b7(61), b5(02)] = | ¢ ' =g,
1 si 01 > 1—2cx

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo V2 es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son fy% =0, 'y% = aq, 'y% =0y 'y% =0.
Luego, como 72 = 0 y 73 = 0, por la Proposicién 4.2.1. Regién II, se verifica que existe una

lnica estrategia dominante para la empresa 2 dada por
b5(02) = 04

y la estrategia en equilibrio para la empresa 1 es

11—«
1 -2«

b1(01) = 01

sif) < 11120?‘. En caso contrario la empresa 1 no se encontraria en competencia y pujaria la

maxima oferta permitida. g

Nota 4.4.4 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Regién II, se obtuvo que byax =

1.
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Modelo de subasta A1 En el modelo Al, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < by, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — ) by + abpmax: €l precio
b1 por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio maximo permitido por cada una de
las o unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual
a + 3, que el Operador del Mercado le paga a precio maximo por unidad despachada.

Si by > bo, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
al precio méximo permitido. La empresa 2 recibe (1 — ) b1 + (@ + ) bmax: la oferta contraria
por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio méximo por las o+ (8 unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — Oé) b1 + abmax — 01 st by < by
B1(01,b1,b2) =
« (bmax — 91) st by > by

(1—04)()1+(Oé+ﬁ)bmax— (1+ﬁ)92 st by < by
(a + ﬁ) (bmax - ‘92) St b2 > bl

B2(927b27b1) —

Proposicién 4.4.5 Supongamos que 1+3 < D < 2+3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta A1, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

00,5302 = | <520

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo Al
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 71 =1 —a, 73 =0,72 =0y
'y% = 0. Luego, como 'y% =0y 'y% = 0, por la Proposicién 4.2.1. Region I, se verifica que existe

una tnica estrategia dominante para la empresa 2 dada por
b3(02) = 02

y la estrategia en equilibrio para la empresa 1 es

1+6,
2

b1(61) =
]

Nota 4.4.6 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.
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Modelo de subasta A2 En el modelo A2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si by < by, la empresa 1 recibe el precio b; por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual a + 3, que el Operador
del Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.
Si by > be, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
a su propia oferta by. La empresa 2 recibe (1 — «) by + (a + 3) bmax: la oferta contraria por cada
una de las 1 — « primeras unidades y el precio méximo por las o + 8 unidades restantes.
Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:
bp—01 st by <by
a(by —01) si by >bo

Bl(elab1>b2) —

(1—a)bi + (a+ B) bmax — (L+ B)02 si by < by
(a + ﬁ) (bmax - 02) st by > by

B2(92ab2>b1) —

Proposicién 4.4.7 Supongamos que 1+83 < D < 2+03. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico
Lineal Uniforme y en el modelo de subasta A2, el 1inico equilibrio bayesiano de Nash es:

[b*(61)7 b*(92)] _ 2(1—a) 11—« ’02
1 2
1 si 0 > 2

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.), se observa que el modelo A2 es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =1, fy% = aq, fy% =0y 'yg =0.
Luego, como 72 = 0 y 73 = 0, por la Proposicién 4.2.1. Regién II, se verifica que existe una

lnica estrategia dominante para la empresa 2 dada por
b5(02) = 02

y la estrategia en equilibrio para la empresa 1 es

1+ (1—a)b

bi(01) = —3 (1-a)

sif < 11120‘1". En caso contrario la empresa 1 no se encontraria en competencia y pujaria la

maxima oferta permitida. g

Nota 4.4.8 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Regién II, se obtuvo que byax =

1.
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Modelo de subasta B1 En el modelo Bl, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < by, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — ) ba + abmax: la oferta
contraria por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio mdximo permitido por cada
una de las a unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda
residual o + 3, que el Operador del Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.

Si by > b, la empresa 1 despacha « unidades eléctricas, que el Operador del Mercado
paga al precio maximo permitido. La empresa 2 despacha 1 +  unidades y recibe (1 — a) ba +
(a4 ) bmax: la propia oferta por cada una de las 1 — a primeras unidades y el precio méximo
por las a + 3 unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1—a)bg+abmx—91 si by < by
B1(917b17b2) = *

o (bmax — 91) St bl > b2

(1—a)bg+(a+ﬁ)bmax—(1+ﬁ)92 si by < by
(a + /3) (bmax - 02) St bg > b1
Proposicién 4.4.9 Supongamos que 1+3 < D < 2+3. Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico

B2(927b2ab1) =

Lineal Uniforme y en el modelo de subasta B1, el Winico equilibrio bayesiano de Nash es:

165(61). b3(6)) = [91, Lt "2]

2

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo B1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v =0, 74 =0,74 =1-ay
'y% = 0. Luego, como 'y% =0y 'y% = 0, por la Proposicién 4.2.1. Regioén I, se verifica que existe

una tnica estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1(01) = 01

y la estrategia de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

) 1+6
b5(02) = 5 2

Nota 4.4.10 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.
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Modelo de subasta B2 En el modelo B2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < by, la empresa 1 recibe el precio bs por unidad despachada (que es toda su capacidad)
y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual a + 3, que el Operador
del Mercado le paga a precio méximo por unidad despachada.

Si by > be, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
a precio b. La empresa 2 despacha 1 + 3 unidades y recibe (1 — a) ba + (a + 3) byax: su propia
oferta por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio médximo por las a + § unidades
restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

b2—91 st b1<b2
a(bl—el) si by > bo

B1(917b17b2) =

(1—Oé)b2+(a+ﬁ)bmax—(1+ﬁ)92 si by < by
(a + ﬁ) (bmax - 02) St bg > bl

B2(92ab2>b1) —

Proposicién 4.4.11 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Lineal Uniforme y en el modelo de subasta B2, se verifica que el siguiente par de

estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

l:a st 91<1:a 2-3a)0s+2(1—a
005500 = 1\ (e o 22800t 20 o)
1-0) g g, > L=a 2(2 - 3a)

(1—2a)(2—3a) 2—3a

sia<%.

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo B2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =0, ’y% = q, 'y% =1—-«
y 72 = 0. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales que

verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

ar(t) — (1 —a)(t—y(t)2'(t) =0
—y() + 1 (t—2()y'(t) =0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y x(t) € [0, 1]. Sustituyendo las funciones x(t) = % +2ty
y(t) = 5%+ %t se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores. Luego
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—a —3a)01—« —3a —a)? . * -1 *
07(01), b3(02)] = [U2lasgnised, Bt tloal) v, que verifique (57) (b7 (6:)) € [0,1]. Se

cumple que (b) 7" (b5 (62)) € [0,1] <= V02 € [0,1] y que (b3)~" (b5 (61)) € [0,1] <= 6; >

21:—30(;. Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas seria el dado en el

enunciado. g

Nota 4.4.12 La mdxima estrategia realizada en dicho equilibrio es bj(1) = 55" = bmax-

Modelo de subasta DV1 En el modelo DV1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < bg, la empresa 1 despacha toda su capacidad, recibiendo por ello (1 — ) by + abmax:
su propia oferta por cada una de las 1 — o primeras unidades y el precio maximo por cada una
de las a unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual
a + B, que el Operador del Mercado le paga a precio maximo por unidad despachada.

Si by > bo, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
al precio maximo. La empresa 2 despacha 1+ [ y recibe (1 — )by + (@ + 3) bmax: Su propia
oferta por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio méximo por cada una de las a4+
unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — )by + abmax — 01 si by < by
B1(01,b1,02) =
« (bma.x — 91) si by > by

(1 —a)bg+(a+ﬂ)bmax— (1—|—ﬁ)92 st by < by
(04 + ﬂ) (bmax - 92) st by > b1

By(02,b2,01) =

(1-— a) by + abmax — 02 si by < by
= 5 (bmax - 92) +
[0} <bmax — 92) si by > by

Obsérvese que en realidad compiten por la misma cantidad de despacho, al mismo precio y al
mismo coste. Ya que la empresa 2, independientemente de las ofertas que finalmente se realicen,
tiene asegurado el despacho de 8 unidades eléctricas pagadas a precio maximo. En equilibrio,
las dos empresas pujardn de manera idéntica y, por tanto, todo equilibrio bayesiano de Nash

puede suponerse simétrico.

Proposicién 4.4.13 Bajo las hipdtesis del Modelo Asimétrico Lineal Uniforme y en el modelo
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de subasta DV1, el unico equilibrio bayesiano de Nash simétrico estd dado por:

* * 1 + 91 1 + 92

[01(01), b3(02)] = ;
2 2

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo DV1

es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son fy% =1-—aq, 'y% =0, fy% =1—«

y 73 = 0. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales que

verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

— ) 1+ (0D ) 4
—D O+ 1+ (—t+ )7 W) & 6D () =

Como ambas funciones son idénticas bj (#) = b5 (0) = b* (#) implica que son solucién de la

siguiente ecuacién diferencial lineal
(1-0) (") (0) —b"(0) =0

Evaluando en 6 = 1, queda b* (1) = 1. La solucién particular de la E.D.O. verificando dicha

condicién es b* (0) = 1%9. -

Nota 4.4.14 La mdzxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es 1 = byax.

Modelo de subasta DV2 En el modelo DV2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < be, la empresa 1 recibe su propia oferta por unidad despachada (que es toda su
capacidad) y la empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual o + (3, que el
Operador del Mercado le paga a precio maximo por unidad despachada.

Si by > bo, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
a precio by. La empresa 2 despacha 1 4 § unidades y recibe (1 — «) by + (a + ) bax: Su propia
oferta por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio médximo por las a + § unidades

restantes.



Caso3 (1+8<D=1+F+a<2+p) 139

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

b1—01 st by < by
a(bl—el) si by > by

B1(917b17b2) =

(1—a)b2+(a+ﬁ)bmax— (1+ﬁ)92 si by < by
(a + ﬁ) (bmax - ‘92) St b2 > bl

B2(927b2ab1) =

Proposicién 4.4.15 Supongamos que 1 + 8 < D < 2 + 3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Lineal Uniforme y en el modelo de subasta DV2, se verifica que el siguiente par

de estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

301(1—a)+3—a . - ;
N B B = el AR g o 02 < gty
[ 1( 1)7 2( 2)] - 6—5a ) 3-4a ' 3—2a+302(1—a) 0y > O
6(1—a) st U1 > 307q) T e-a) St V22304

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo DV2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 11 = 1, v} =, 73 = 1 — a
v 73 = 0. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales que

verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

1-(1—a)z(t) - (1—a)(t—yt)2'(t) =0
1—y(t) = (t—x(t)y'(t) =0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y x(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones z(t) = 2t + 3(1 a)

y y(t) = 2t + 3_(f’+a) se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores.

-1
Luego [bi(01), b3(62)] = [, 225 00)) v, que verifique (b7) (5 (69) € [0,1]

Se cumple que (b7)7" (b3 (62)) € [0,1] <= 02 > g5y v que (b3) ™" (b} (61)) € [0,1] <= 61 <

?jf—fg). Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas serfa el dado en el

enunciado. g

Nota 4.4.16 La mdzima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es % = bmax-

Modelo de subasta C1 En el modelo C1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si by < by, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — ) ba + abmax: la oferta

contraria por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio méximo por cada unidad de
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las o unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual
a + (3 recibiendo su propia oferta por unidad.

Si by > b, la empresa 1 despacha o unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
al precio maximo. La empresa 2 recibe la oferta contraria por cada una de las 1 + § unidades
eléctricas que despacha.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1—a)b2+abmax—91 st by < by
Bi(01,b1,b2) =

(e} (bmax — 91) st by > bo

(1—|—ﬁ)(bl—¢92) si by < by
(Oé—i-ﬁ)(bg—eg) St b2>bl

By(02,b2,b1) =

Proposicién 4.4.17 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (. Bajo las hipdtesis del Modelo

Asimétrico Lineal Uniforme y en el modelo de subasta C1, el inico equilibrio bayesiano de

Nash es:

1—a . 1—2a—p

Toargl2 si O < ==

b1(6),63(02)] = |02, TP
1 si 0y > 1220

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo C1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% = 0, 'y% = 0, 'y% =0y
73 = a + 3. Luego, como 71 = 0 y 74 = 0, por la Proposicién 4.2.1. Regién II, se verifica que

existe una tdnica estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1(61) = 04

y la estrategia de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

N 11—«
by(02) = 1T—2a_3 592

. 1—20— . . . ot
si By < %aﬂ En caso contrario la empresa 2 no se encontraria en competencia y pujarfa la

méaxima oferta permitida. g

Nota 4.4.18 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.
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Modelo de subasta Uniforme En el modelo Uniforme, el precio por unidad despachada
recibido por una empresa es igual a la oferta mas alta aceptada. En este Caso 3 las dos empresas
entran en el mercado y el precio del mercado es la mayor de las dos pujas. La empresa de menor
oferta siempre recibe la puja contraria por unidad, despachando toda su capacidad, y la empresa
de menor oferta recibe su propia oferta por unidad, despachando la demanda residual.

Las funciones de beneficio de las dos empresas son, entonces:

by — 04 si by < by
Oé(bl—(gl) si by > by

B1(01,b1,b2) =

(14 8)(by —02) si by <b
(B4 a)(bg —0) si by > by

By(02,b1,b2) =

Proposicién 4.4.19 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta Uniforme, se verifica que el siguiente

par de estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

(1-a)0y | P55 si 62 <520
[bT(61)7 b;(02)] = 1 -2« ) 1—a . 1—2a—3
12a S? 02 > T—2c
st < %

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo
Uniforme es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son yi = 0, 74 = a,
72 =0y 3 = a+ 3. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones

diferenciales que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

ax(t) = (1 —a) (t—y(t))2'(t) = 0
(@+B)y(t) — (1 —a)t—z()y'(t) =0

t(2a+8-1)
a—1

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y x(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones x(t) =

t(20—1 . . . . .
y y(t) = J;‘TZ se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores. Luego

* * _ 61(l—a) 6:1(1-0) . : * -t * .
[01(61),05(02)] = [To5a—5 ~13a-) V0i que verifique (b; (b7 (0;)) € [0,1]. Se cumple que

(03) 7 (5 (02)) € [0,1] <= 02 < 7228 v que (b5) 7" (b% (01)) € [0,1]¥0; € [0,1]. Por tanto, el

equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas serfa el dado en el enunciado. g

Nota 4.4.20 La mdzxima estrategia realizada en dicho equilibrio es bj(1) = 7= = bmax-
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Modelo de subasta E1 En el modelo E1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < be, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) by + abpax: su propia
oferta por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio méximo por cada una de las «
unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual o + (8
y recibe su propia oferta por unidad.

Si by > bo, la empresa 1 despacha a unidades eléctricas, que el Operador del Mercado paga
al precio maximo por unidad. La empresa 2 despacha 14 § unidades eléctricas y recibe la oferta
contraria por cada unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — Oé) b1 + abpax — 01 st b < by
Bi1(01,b1,b2) =
« (bmax — 91) si by > by

(1+ﬁ)(b1—02) st bg<b1
(a+ﬂ)(b2—92) si by > b

32(02>b2ab1) —

Proposicién 4.4.21 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta E1, se verifica que el siguiente par de

estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

(2-3a—B)01+2(1—a) g si 0y < 5730

2(2 — 3 — ’ 1—a)((2—3a—B)02—a—p . —
( a=F) ( (1)—(504—,6)(2—)33—5) Losi 0> > 5ig

[01(61), b5(02)] =

. 1-3
S < -5 -

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.0), se observa que el modelo E1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =1-aq, 7% =0, 'y% =0
v 75 = a + 3. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales

que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

1—a(t) = (t—y(t)a'(t) =0
(a+B)y(t) — (1 —a)(t—=(t)y(t) =0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y =(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones x(t) = —% +
t%‘;—fﬂfl y y(t) = 3%};33)2 + 2t se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales
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. * * 2—3a—03)01+2(1—« —a)((2—3a—B)03—a— .
anteri(ires. Luego [b7(01),05(62)] = [( 2(28)3;:63 ) (1)—(504—,6)(2@33—5) ﬁ)] V0; que verifique
() (07 (6)) € [0, 1]. Se cumple que (57) ™" (85 (62)) € [0,1] <= 0> > 322 y que (55) ™" (8] (B1)) €
[0, 1] <= V0, € [0, 1]. Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas seria

el dado en el enunciado. g
Nota 4.4.22 La mdzima estrategia realizada en dicho equilibrio es b3(1) = % = bmax-
Modelo de subasta E2 En el modelo E2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < b, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe su propia oferta por unidad.
La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual a + 3 y recibe su propia
oferta por unidad.

Si by > bg, la empresa 1 despacha « unidades eléctricas y recibe su propia oferta por unidad.
La empresa 2 despacha 1 4+ § unidades eléctricas y recibe la oferta contraria por cada unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

b1—91 st b1<b2
a(by—01) si by > by

Bl(elab1>b2) —

(1+,8)(bl—92) St b2<b1
(a+ﬂ)(b2—62) S b2>b1

B2(92ab2>b1) —

Proposicién 4.4.23 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta E2, se verifica que el siguiente par de

estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

(g ! . 2(1-a)(1-3a—0)
3 T 333 st 01 < o a-2a-9)
b1(61) =
3a2—a(6—8)+2(1-5) . 1—
\ ([T 2a-p)23a-7) St 01> 5735,
( 1 si 0 < 1
2-3a—p 2% 2=3a—p
X = f2(1—c) +3 : 1 1—-20—3 1
02 =\ s Tmrmes Y TEep <02 Fiea trm
4—3a—p3 . 1—2a—p3 1
\ 5=30=0) 5 02> oy +
8

. 1—
SZO(<T.
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Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo E2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 41 = 1, 74 = a, 92 =0 y
'y% = a + (. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales

que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

1-(1-a)az(t) = (1—a)t—y@)z'(t) =0
(4 B)y(t) — (1 —a)(t —z(t)y'(t) = 0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y z(¢) € [0, 1]. Sustituyendo las funciones z(t) = Wiﬂ?}a—ﬂ) +

1-2a—p
t 11—«

: * % 0 11—« o .
teriores. Luego [b7(01),b5(02)] = [%‘* + 2_32_5, 12—(20(—% - (1720475;2573&7@] V0; que verifique

-1
() (b7 (0)) € [0,1]. Se cumple que (57) ™" (85 (62) € [0, 1] <= 5—h—y < 0 < L22f o L

vy que (b;)_l (b7 (01)) € [0,1] <= 01 < (22,(%),;3)5()162;@5) Por tanto, el equilibrio formado por

y y(t) = 2t — ﬁ se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales an-

estrategias crecientes y continuas serfa el dado en el enunciado. g

_ 3a%—a(6-B)+2(1-8) _
= T 2ap)23aPH)

Nota 4.4.24 La mdxima estrategia realizada en dicho equilibrio es bj(1)

bmax .

Modelo de subasta UNI1 En el modelo UNII1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si b1 < bg, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) be + abpax: la oferta
contraria por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio médximo por cada unidad de
las o unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual
a + [ y recibe su propia oferta por unidad eléctrica.

Si by > bo, la empresa 1 despacha o unidades eléctricas y recibe el precio méximo por unidad.
La empresa 2 despacha 1 + (3 y recibe su propia oferta por unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — Oé) bo + abpax — 01 st b1 < by
Bi1(01,b1,b2) =
« (bmax — 91) si by > by

(1+ﬁ)(bg—02) st bg<b1
(Oz-i—ﬂ)(bg—eg) si by > by

32(02>b2ab1) —
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Proposicién 4.4.25 Supongamos que 1 + 3 < D < 2+ (3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Lineal Uniforme y en el modelo de subasta UNII1, el tinico equilibrio bayesiano de

Nash es:

1+8+(1-a)fs si 0o < 1—2a—03
[bT(al),bS(GQ)] = 017 2(1—a) 2 S —a
1 si 0y > =208

-«

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.0), se observa que el modelo UNI1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son y1 =0, 74 =0,v3 =1+ 8y
'y% = a + (. Luego, como ’y% =0y 'y% = 0, por la Proposicién 4.2.1. Region 11, se verifica que

existe una unica estrategia dominante para la empresa 1 dada por
b1 (01) = 01

v la estrategia de la empresa 2 que forma parte del equilibrio es

1+ 68+ (1—a)by
2(1—-a)

b3(02) =

. 1—20— . p . ot
si gy < %aﬂ En caso contrario la empresa 2 no se encontraria en competencia y pujarfa la

maxima oferta permitida. g

Nota 4.4.26 Recuérdese que, como este modelo pertenece a la Region II, se obtuvo que byax =

1.

Modelo de subasta UNI2 En el modelo UNI2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si b1 < bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe la oferta contraria por unidad
despachada. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual o+ (3 y recibe
su propia oferta por unidad despachada.

Si by > bs, la empresa 1 despacha « unidades eléctricas y recibe su propia oferta por unidad
despachada. La empresa 2 despacha 1+ 3 unidades eléctricas y recibe su propia oferta por unidad

despachada.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 st b1 < by
a(bl—el) si by > bo

Bi(61,b1,b2) =

(1+ﬁ)(b2—92) si by < by
(Oz—i-ﬁ)(bg—@g) St b2>b1

B(02,b2,b1) =

Proposicién 4.4.27 Supongamos que 1 + 8 < D < 2+ (. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta UNI2, se verifica que el siguiente par

de estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

1+ ; 1+

bi0y) = - o si 01 < 3%
1-0)(2-30)01—a(1+8) . 1+

a(17203221733§ L osio 0> 2—3ﬂo¢

92(2—2%3)4?:2§1+ﬂ) si 0y < 2((12_(;")()1(133_5)

b3(02) = o e
302 —a(6+5)+2 . 2(1—a)(1—-3a—03
—(172015(273201) 51 02 > ((273)04()(17204))

. 1-3
S < -3 -

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.0), se observa que el modelo UNI2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son fy% = 0, 7% = q, fy% =147
v 73 = a + 3. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones diferenciales

que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

az(t) — (1 —a)(t —y(t)2'(t) =0
1+ -(1-a)yt)—(1-a)(t—z()y'()=0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y x(t) € [0, 1]. Sustituyendo las funciones x(t) = 23553) +2ty

y(t) = (afl(?(g;)—m + 20?‘:11t se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores.

—1
Luego [0} (01), b3(02)] = (= E52apeallii) 2300 vp, que verifique () (b (0:)) €

0,1). Se cumple que (57) " (b5 (02)) € [0,1] = 02 < 292Dy que (b5) ' (7 (01)) €

0,1] <=0, > % Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes y continuas serfa

el dado en el enunciado. g

Nota 4.4.28 La mdzima estrategia realizada en dicho equilibrio es b3(1) = % =

bmax-
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Modelo de subasta DIS1 En el modelo DISI, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si by < be, la empresa 1 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) by + abpax: su propia
oferta por cada una de las 1 — « primeras unidades y el precio médximo por cada una de las «
unidades restantes. La empresa 2 entra en el mercado despachando la demanda residual o + (8
y recibe su propia oferta por cada unidad despachada.

Si by > bs, la empresa 1 despacha « unidades eléctricas y recibe el precio méximo por cada
unidad despachada. La empresa 2 despacha 1 4+ § unidades eléctricas y recibe su propia oferta
por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1 — Oé) b1 + abpax — 01 st b < by
Bi1(01,b1,b2) =
« (bmax — 91) si by > by

(14—5)([)2—92) St b2<b1
(a+[3)(b2—02) S b2>bl

By(02,b2,b1) =

Proposicién 4.4.29 Supongamos que 1 + 8 < D < 2 + 3. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta DIS1, se verifica que el siguiente par

de estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

(01, b3(02)] = e i gy <t | BZoesilo) g, o des
7 301(1—a)+3-2a48 +8 6+5—5 : 3—da—
o e SR = IO

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo DIS1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 1 =1 —a, 74 =0,72 =1+ 03
y fyg = a + (. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién 1, el sistema de ecuaciones diferenciales

que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda

1—a(t) = (t—y(t)2'(t) = 0
1+0-(1-a)y(t) -1 -a)(t—2(t)y'() =0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y z(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones z(t) = 2t + 0362?;)3 y

y(t) =2t + 2;2;? ;)3 se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores. Luego

-1
[b3(61), b5(02)] = [301(1—6?24:2)—2044-57 3+2[3—6£(¥1+§2§(1_a)] V0; que verifique (b;‘) (b (6;)) € [0,1].
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Si 8 < 3 — 4a, se cumple que (b3)~" (0% (61)) € [0,1] < 6; > ?,(C“l—tﬁa) y que (b3)71 (05 (62)) €
[0,1] <= 62 < %. Sin embargo, si § > 3—4a, se cumple que (b3) " (b% (61)) < 0¥y € [0,1]
y que (b%) 7 (b5 (02)) > 1¥0; € [0,1]. Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes

y continuas serfa el dado en el enunciado. g

Nota 4.4.30 La mdzxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es Gg(l’g:(i’)a = bmax-

Modelo de subasta Discriminatorio En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad de
electricidad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa es siempre su propia
oferta. Es decir, la empresa %, recibe b; por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

by — 01 si by < by
a(by—01) si by > by

Bi(01,b1,b2)

(1+ﬁ)(b2—92) si b2<b1
(O&—Fﬂ)(bQ—ag) si b2>b1

Bs(02,b1,b2)

Proposicién 4.4.31 Supongamos que 1 + 8 < D < 2+ (. Bajo las hipdtesis del Modelo
Asimétrico Uniforme Lineal y en el modelo de subasta Discriminatorio, se verifica que el si-

guiente par de estrategias es un equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:

342 ; 34+284302(1—a . 3(1—a)—8

1B7(01), b5(02)] = s o h<gilm | PR s 6 < Bty
’ 301(1-)+348 . B 6+5—3a . 3(1—a)—3

1 6(1Cia) S? 91 Z 3(1—a) % S1 02 > %

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que el modelo
Discriminatorio es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% =1, 'y% = q,
72 =1+ 8y ~3 = a+ 3. Aplicando la Proposicién 4.2.1. Regién I, el sistema de ecuaciones

diferenciales que verifica las inversas de las estrategias en equilibrio queda
1-(1-a)z(t) =1 —-a)—-y)z'(t) =0
1+8-(1-a)yt)—(1—a)(t—xz()y(t)=0

Vt que cumpla que y(t) € [0,1] y x(t) € [0,1]. Sustituyendo las funciones x(t) = 2t — Bfsz)

y y(t) = 2t — g% se comprueba que verifican las dos ecuaciones diferenciales anteriores.
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6(1—a) ’ 6(1—a)
Si B < 3 —3a, se cumple que (b3) " (b3 (61)) € [0,1] < 6, > ﬁ y que (b)) (b5 (62)) €

[0,1] <= 02 < 33_(5’2;)5 Sin embargo, si § > 3 —3a, se cumple que (b3) " (b5 (61)) < 0¥y € [0, 1]

1
Luego [b3(61), b5(62)] = [391(17a)+3+ﬂ 3+25+302(17a)] V0, que verifique <b;<> (6% (65)) € [0,1].

y que (b5) 71 (b5 (62)) > 1V6; € [0,1]. Por tanto, el equilibrio formado por estrategias crecientes

y continuas serfa el dado en el enunciado. g

Nota 4.4.32 La mdzxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es W—_}%}‘ = bmax-

4.4.1 Ingresos en el Caso 3

Calculemos el ingreso esperado por las empresas y el pago que espera hacer el subastador, en
cada modelo de subasta, si las dos empresas juegan en equilibrio. El precio que el Operador del
Mercado espera pagar por la demanda, bajo un formato de subasta f, si ambas empresas juegan

el equilibrio correspondiente viene dado por:
2
Pofmer = Z Ep, [sz(e’t)]
i=1

donde Pif (0;) recordemos que denota el pago esperado por la empresa i si su tipo es 6; bajo un

modelo de subasta f.

Modelo de subasta Vickrey

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PYiR(0;) = a (1 (b5) " (Bi(01)) + (1 00/ b3(02)db

(b3) =1 (b5 (62))
+a(b3) 71 (b1(01)))

= 0+ D0

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1

Y0 = (34 a) (1 60 (b;(92)>)+(1—a)/(bi)1@3(02))6{(91)(191
+ (B +a) (b)) (05 (02))

= (ﬁ+a)+@(1—e§)
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:
2
Pk = 3 [PV k(0]

i=1
2(1 — o)

= 2
B+ 20 + 3

Modelo de subasta V2

Sia< %, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:

f(lbg)— b3 (62) dbs + abj(01) (b3) ™ (bi(61)) si (b5)™" (bf(61)) < 1

PY2(0) = NG
a si (b3) 7 (b1(61)) > 1

1oy, Oadf Lap) 5 g <l
Jaze g, 02d02 + o (1=5501) st 01 < =5

o si 6 > 11:25
02(1—a)?+20-1 . 1—-2
91(1—)"+2a—1 o
_ 22a-1) st 01 < =3
o si 01 > 11125

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1

PY2(0y) = a+ﬁ+(1—a)/ A
(b7) " (b3(62))
= l—«
= avpri-a (L S
1
+(1—O&) /112‘l d(91

03 (20 — 1) + 20+ 268+ 1
2

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:
2
P(}/n%er = Z Ey, [PZVQ(QZ)]
i=1

33+2+a(2—38) — 3a?
3(1—a)
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Sia > %, la empresa 1 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 2

sigue pujando su propio tipo, ya que ésta era estrategia dominante. Luego en ese caso
PY?(61) =
P2V2(92) =1+ /5'

P2 —14+a+p

omer

Modelo de subasta A1l

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PR ) = (1= a)bi(0r) +a) (1 - (65)7 (57(60)))
ar (85) 7 (b1 (60))
11—«

= 1 (1—9%)4—04

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PAL gy — b <(11 — ) bj(01) + o+ B) oy s (5]t (5(02)) < 0
(1—a) f(bi)_l(bg(%)) bi(01)d0r +a+ 6 si (B5)7H(B5(02)) >0

+43+3 :
% S1 0, <

NI NI

1+8-(1—-a)f3 si  6y>

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S:

2
P(;47‘I‘1L67‘ = Z Eai [PiAl (01)]
i=1

S5a4+ 46+ 3
4
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Modelo de subasta A2
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Sia< %, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-
diente, es:
iaggy _ J 0D (1 (57 010) T abi(o) @) Bi600) s 09 i) <1
1) =
a s (b5) 7 (b1(6) > 1
—115(117_0402)29% si 01 < 1 2“
(a7 si 01 > —=2 1 2a

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

[ (1= a)b(01)dor + o+ 3

PA2(02)

(b7) 7" (b5(62) < 0

si

(1-a) f(lbaf)fl(b;(%)) bE(01)d01 +a+ 8 si (b)) (b5(62)) > 0

1_a(
1_a<

fz 1— a)92 1

l+a+ 08— 1—

@)

l+a+p8-—

21—a>"1d9 + fizza 2ad01>+a+ﬂ si 0 <

1+(1—a)

2(1—04)01d91+f111—__2;d91> +a+p8 si 02>

si

(1—a)f3 si 0y >

0y <

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S:

omer

2

= D Eo[P*(6:)]
i=1

= a+p(+ —da
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Sia > %, la empresa 1 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 2

sigue pujando su propio tipo, ya que ésta era estrategia dominante. Luego en ese caso

PA%(01) =
P2(0y) =140

Porer =14+a+p
Modelo de subasta B1

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(1—a) [ b5(02)d0 + a si (b5)7L(b1(61)) <0
PPYO)) =
(1-a) f(l b5(02)d0s + o si (b3) 71 (b3(01)) > 0

(1—-a) fol #d% +a si 0 <

NI

(1-a) f2101—1 L0260y + o si 01 >

No[—=

at3 : 1
i si 01 <3

1-(1-a)6] si 6,>12
El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPN62) = (1—a)b3(0) (1= (6)7" (65(62)) +a+ 3

_ 1;a(1—9%)+a+,5'

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S

2
PoBrr}er = Z Eai [PzBl(el)]
i=1

S5a+ 46+ 3
4



154  Duopolio Asimétrico en capacidades de produccion

Modelo de subasta B2

Si o < 1. el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-
55 g D D p , p jueg

diente, es:
[ 05(62)d6; si (0371 (6%(01)) <0
PP (0,) =
Sy i 0y VE(02)02 + b7 (01) (55) ™ (0 (01)) i (b3)™" (b7(61)) > 0
4(62:730;) si 01 < 55

—403((1-2)?(2—30)?) +40 —580%+109a> 720+ 16

l—a
4(1—2a)(2—3a)? 01 =

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PP = (1-a)55(02) (1 0171 05.(62))) + (o + 6) o—om

—03 (1 —2a) (2 — 3a)* +4 (40% + a® (68 — 5) — 108 + 46 + 1)
4(2 - 3a)?

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S:

2
P(Fn%er = ZEez[R,BZ(el)]
i=1

119a* + 30° (366 — 59) — 4o (630 + 1)

a 6(3a — 2)°
4o (488 + 25) — 12 (43 + 3)
6 (3a —2)

Modelo de subasta DV1
El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPVY(01) = (1—a)bi(0r) (1 - (63) " (4(61))) +
2

1—
= (1-a) 291+a
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El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPV(02) = (1—a)b3(02) (1— ()" (45(62))) +a+ 3
= (1—04)1_20%+a+ﬁ

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S:

omer

2
PDVl _ ZE&[PZD‘H(H@)]
=1

4 2
= §Oé+ﬁ+§

Modelo de subasta DV2

Sia< %, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:
v b1(00) (1+ (0= 1) (03) " 07(00))) s (63) 7 (57(61)) <1
P7e(00) = 1
abi(01) si (b5) " (b7(01) > 1
a—3)2-962(1—a)2 . —
( )18(1—3() Eosi 0 < 33811%)
0‘6?115% st 01> 33(1—113)

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(1= a)b3(0a) + (o + B) g2 si (01)7 (b3(02)) <0

DV2 —
Py (92) - 1 6—5 . -1
(1= a)b3(02) (1= ()" (05(02)) + (@ + B) B2 si (1) (b3(02)) = 0

_ BiTa +(a+p) G?IE)Z) st 0y < 3(1Oia)
(2a—3)%2—902(1—a)? _5a . o
T8(1—a) + (@ +5) 6(21—5(1) st 02 30—

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S
omer

2
P2 = ST Ey[PPV¥0)
=1

131a3 + 27a%(56 — 9) — 2973 + 54(33 + 2)
162(1 — a)2
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Sia > %, la empresa 1 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 2

: 3—a
puja, en ese caso, m. Luego €N eSe CasSo

PPVHB) = gl

PPVA(0:) = % o+ ) i

pDV2 _ 9a%+a(56—8)—3(26+1)

omer 6(a71)

Modelo de subasta C1

Sia< % el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:

1
PCY) = (1—a)/  bB(0)ddsta
(b3)" (5(61)
(2a+B-1)02 +2a+3+1
2

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(1+5) f(lbf)fl(bg(%)) b3(61)d01 + (o + B) s(02) (b7) " (b3(62)) si (bF) ™" (b3(62)) < 1
Psl(0y) =

a+p si (0) 7" (05(62)) = 1

2
1 11—« . 1-2a—p
(1+75) flflzi—aafg@ 01d01 + (o + B) <—1—2a—[392> si 0y < T
a+p st 0y > 2

62(1—a)?+(1+8)(20+8—1)

si 02<%

5ot 1)
a+ 3 si 0y > %ﬁ
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:
2
Poc;r}er = Z E¢9¢ [chq(el)]
i=1

#+334+2-3a2+a(2-73)
3(1—a)

Sia> #, la empresa 2 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 1

sigue pujando su propio tipo, ya que ésta era estrategia dominante. Luego en ese caso

P{H(601) =1
PFY0)) =a+

POl =1+a+p

omer
Modelo de subasta Uniforme

Sia< #, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:

. 1
plmIermeg,) = / » b3(02)d0 + abl(61) (b3) " (b5(61))
(b)) (b3(61))

(1—a)(l—2a+8-603 (4o’ +2a(8-2) - B+1))
2(1 —2a)?

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

P

0+ﬁ”ﬁﬂ%%%DWWQM1

a sio (b)) (b3(02)) < 1
+(a+ B) b5(02) (b7) " (b3(62))

P2Uniforme(92) _

(o + B) b3(62) sio (b)) (b3(62)) > 1

(1—a)(63 (402 —da+1)+(1+8) (2a+8-1))
2(1—2a)(2a+p-1)

si 0y < 1290

(e+B)(1-a) - 1-2a—p
12a sl 02 2 G755
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:

2
PUnzforme _ Z PUmforme(Hz)]

omer
1=

(—1)(4a? + (36 +2) — 3% —36—2)
3(2a — 1)2

Modelo de subasta E1

Sia< L eli ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:

PPHO1) = abmax+ (1) 0(61) (03) " (b7 (61))
02 <18a3 +302 (T8 —11) +2a (8 —2) (48 —5) + (B —1) (8 — 2)2>
4(2—3a—f)
4 (403 +a*(B-5)—p+1)
4(2—-3a—-0)

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(1+ B) Jy b3(61)d6: si (b)) (b5(62)) < 0
E1(02) _
(L4 5) fiy g oay) V(0100 + (o B) b5(02) (1) ™ (5(0)) i (b) ™" (03(62)) > 0

(148)(6—7a—p) ) 1
12-3a-0) si 0y < 573375

403 (9a*+6a> (B—5)+a2 (8% —~165+37) +2a(2—B)(8—5)+(8-2)%) n
- 4(20+6—1)(2—3a—3)?

. e
si Oy > 307

—4a*+20°(218429)+02 (4157 —448—109)+20(63° —2382 — 3436 ) +3* —837+113%+83—16
4(2a+p-1)(2—3a—p)?
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:

2
PoErr}er = ZEOZ[PzEl(Ql)]
=1

1190 4 o® (1918 — 177) + o2 (1078* — 2873 — 4)

- 6(2—3a—5)° *
a (256° —1275% + 1003 + 100) + 26* — 1758° + 323% + 48 — 36
6(2—3a—0)>

Modelo de subasta E2

Sia<?’ S_gg), el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio corres-

pondiente, es:

PEA(01) = bi(0) (1 (1 - ) (63) " (55(61)))

(1-20—8) (4-(2—3a - 8)°63)
4(2—3a— )
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El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(1+ B) [ b5 (61)d6 si (b7) 71 (b5(62)) < 0

L+ 8) Js1) 7 wg(ony) Y1 O1) 01
+ (o + B) b3(02) (b5) " (b5(02))

PF?(0;) = si 0< ()7 (b3(02) <1

(a+ 3) 5(62) st (b1)7" (05(62)) > 1

(1+8)(6—3a—p) ; 1
13-3a-0) st 02 < 553

463 ((1—a)?(2—3a—pB)?)+18a>(1+8)
4(20+8—-1)(2—3a—3)>

_ a?(2182—368—61)+20(45°—198+3+28) ) 1 1-20—3 1
- 4(20+8-1)(2—-3a—5)2 81 33a=p <02 < Sy toom
B*-86%4+118%+83—16
4(2a+5-1)(2—3a—0)?
4—3a—0 , 1—2a—0 1
(@ +8) s5=3a=p 51 02> Sacay + =5

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€s:

2
P()Enger = ZEez[R,EQ(QZ)]
i=1

1907 — a® (23 — 130) — a (326 + 8) — F — 352 + 160 + 18
12(1 —a)(2—3a—0)




- BB
Si 1(+3ﬂ)

correspondiente, es:

PP2(01) =
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<a< ﬂ, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio
3 & Jueg

b1(01) (1= (1= ) (63) " (07(01))) i (b3)" (v7(61)) <1

aby(61) si (b))t (b3(61)) > 1

( (1-2a—p)(4—(2—3a—p)63)
4(2—3a—0)*

2(1-3a—p)(1—a)

si 01 < 2—3a—B)(1-2a-03)

a(3a2+a(B—6)+2(1-8)) , 2(1-3a—f)(1—a)
((1—2a—ﬂ)<273a—m si 01> <2—(3a—m<172a75)

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1 *

(1+B) [, b5 (61)doy si (b5) ™" (b3(62)) < O

si 0= (0)7" (b3(62)) <1

+(a+ 53) b3(02) (b1) " (b3(62))

(84+1)(9a*4-303 (58—11) 4> (782 —44/3+38)
(2a+6—-1)2(3a+F—2)2
| +a(B-1)(F2—165+18)— (3-1)*(25-3)
(2a+8-1)2(3a+3-2)?

; 1
i 02 <3555

_ 62 (18a°+30(76—23)+4a3 (282 —178+26)+a? (53 —21624+-818—177))

(2a+3—1)2(3a+3—2)2
62 (2a(2—B)(B2=78+7)+(8—2)(8—35+2))
+ GatA—1)2(Bati—2) y 1
904 (B+1)+a3 (1582 —183—35)+a?(78° —3762—78+43)

+ RatA—1)2(3a15-2)°

+ (B4 —1683+178%4+188—22)—28*+53%— 32 —65+4)
(2a+p-1)2(3a+B-2)2
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El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:

omer

2
PR = 3 Ey[PP(0)

108a8 + 272’ (113 — 13) + 9a4(343% — 1033 + 31)
32a+ B —1)2(Ba+ [ —2)3
(14833 — 89742 + 7953 + 104)
32a+ 5 —1)2(3a+ 3 —2)3
a?(34p* — 39533 4 70532 — 1063 — 244)
32a+ 5 -1)2Ba+ 3 —-2)3
a(B—1)(38* — 7762 + 1643% + 83 — 116)
320+ 8 —1)2(Ba+ 4 —2)3
2B 1)*(38° — 862~ 8+9)
320+ 6 —1)2(Ba+3—2)3

_l’_

Modelo de subasta UNI1

Sia< %, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:

(1—a) [ b5(02)dbs + si (637

(1-a) f(lbg)fl(bf(el)) b5(02)d0s + o si (bE)TH (b

PlUNll(gl)

(1-a) fla wda +flzasd02>+0< i 01 < gy
1—2a—p3

(1-a) <f2(11—a0591—(1+ﬁ) W‘w? + f% da?) ta st 0= 2(11t€x)

jyet

14-6)* e 1+
I-ytath st 0 < gy

l-(1-a)fi+a+p si leﬁ%
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El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PYMI6s) = (14 8)85(02) (1- (6)7 (53 6))) + (a-+ 5) B3 (60) ) (53 6)

(148)*—02(1-)® . 1-2a—3
= 4(1*20‘) St 02 < 1—aa
a+p si Gy > 15228

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:

2
PN = 3" By, [PPNT(6:)]
=1
(1+5)*(3—4a-B)
4(1—a)?

Sia> #, la empresa 2 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 1

sigue pujando su propio tipo, ya que ésta era estrategia dominante. Luego en ese caso

PUNIL(9)) =1
PYNIY(9y) = a + 8

PUNII =14 a+ 8

omer

Modelo de subasta UNI2

Sia< 1—g§, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:
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PUNI2(p) Joy b3(62)d02 sio o (b3) (b
1 = —1 /74 . o —
Jss) 650y V(02) 02+ @b (01) (B5) " (B1(61)) s (03)7"

90t —3a8(48+11)—a? (5% —218-38)
(2a—1)2(3a—2)2

20(82—68-9)—32+24+3 - 1+3
+ T Ba— 1P 3a—2)2 st 01 <

6% (18" 5—69a* 41040 —77a%+28a—4)
(20—1)2(3a—2)?
904 —a3(282+168+35)+a2(482+315+43) . 148
+ (2a—1)2(30—2)2 51 0123
+—2a(ﬁ2+10,6+11)+4(ﬂ+1)
\ (2a—1)2(3a—2)2

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:
PYN2(03) = (1+ ) b3 (62) (1 — (o)~ (b3 (92))) + (a+ 8) b3 (02) (b7) " (85 (62))

(1-20)(4(148)*—03(2—30)*) 2(1—a)(1—3a—p)

_ 4(2—30)? si b2 < 2=3a)(1—a)
302 —a(6+5)+2 . 2(1—a)(1—-3a—p3
(a+05) —(17204%(272201) st 022 —((273)54)(1701) :

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€S:

2
B = 3 EaPINR ()
=1
108a5 — 351a° — 9a#(1262% + 3083 — 31)
32a — 1)2(3ac — 2)3

a3(833 — 25542 — 6333 — 104)
B 3(2a — 1)2(3a — 2)3

202(113% — 10832 — 2793 — 122)

3(2c — 1)2(3a — 2)3

—4a(533 — 1832 — 543 — 29) + 6(33 — 32 — 56 — 3)

* 3(2a — 1)2(3a —2)°

Modelo de subasta DIS1

Sia< 3—Z§, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:
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o+ /8 * *\ — *
PPIN0Y) = agp— oy + (- )by (1- @) @io)
402 +a(B—2)—26-3 : a+p
_ I oS <
907(1-c) +11§(Jf1()ﬂ_6)_(ﬂ+3) si 0> S(altﬂa)

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

PPISYG,) = (14 B) b3 (62) (1 — ) B (92))> + (a+ B) b5 (02) (03) " (b3 (62))

(a—28—-3)2—-903(1—a)? . 3—4a—

_ T8(=a) st 02 < 3(1—a)ﬁ
a+p)(5a—p—6 - 3—4o—

( 6)((a—1) ) st 0> 3(1—a)ﬁ

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:

2
PDISl _ ZEei[PiD151<9i)]

omer
=1

13103 + 302(58 — 81) — 3a3(226 + 63) — 2(23% — 2752 — 815 — 54)
162(ac — 1)2

Sia> %, la empresa 2 espera mayores ingresos si oferta lo maximo permitido. La empresa 1

puja 3(;2126 ;)a Luego en ese caso

_ —_9\_4~2
PPISI(f) = (0

PPIS1(02) = (a+ 6) Siesf

pDIS1 _ 9o%+a(53-8)—32—83-3

omer 6(0471)

Modelo de subasta Discriminatorio

Sia< 3—g§, el ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspon-

diente, es:
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b} (61) sio (b)) (5(61)) <0

PlDiscm‘m(el) — bT(Ql) (1 — (b;)_l (bf(el))) . (b*)—l (b*(Q )) >0
S1 2 1\"1

342 .

— 6(1—2) st 01 < 3(1[104)
3+3)2—962(1—a)? .

( 18(1725) Lo 0> 3(1€a)

El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

(L+8)b3 (62) (1= (1) ™" (53 (62)) ) +
PPN (0y) = + (o 8) b5 (62) (7)™ (b5 (62))

s ()71 b3(02) <O
(b}
(o + B3) by (02) sio (b)) b3 (02) >0

3+23)%—9603(1—a)? . 3(1—a)—p
_ ( 18(1— z() o st 02 < (3(122})
(a+0) 5y st 02> el

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€s:
2 . .
Poe:izimm _ Z Eei [PiDzscrzm(ei)]
i=1
_270® —8la? — 2708 (6 +3) — 26° + 27 (6° + 33+ 2)
B 81 (1 — a)?
Si a > 328 1a empresa 2 espera mayores ingresos si puja [56(130‘(56 La empresa 1 espera mayores

lrl resos Sl uja 3420 Lue O €en ese caso
g puj B(1—a)" g

PlDiscrim (01 ) . 6?(:11—25)

P2Discm'm(92) _ (1 + /6) [;6?133;;)6

pDiscrim _ af—(B+1)(B+6)

omer 6(04—1)
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4.4.2 Comparaciéon de los modelos en el Caso 3.

Como en el presente modelo, definido al principio de este capitulo, en general las dos empresas
no esperan ingresar lo mismo bajo los distintos modelos de subasta, el siguiente paso natural
es estudiar bajo qué modelo, cada empresa espera ingresar mdas y el subastador espera pagar

menos por la demanda eléctrica.

Este estudio comparativo constard de dos partes. Se analizard qué modelo da mayores in-
gresos esperados a las empresas, y qué modelo hace que el subastador espere pagar menos. Es
decir, el estudio comparativo desde el punto de vista de las empresas y el estudio comparativo

desde el punto de vista del subastador, en el Caso 3.

Todas las grificas de esta seccién se han importado del software Mathematica 5.0. Las sen-

tencias necesarias se incluyen en el Apéndice B.

Comparacién desde el punto de vista de las empresas

Si representamos a la vez el ingreso esperado por la empresa 1 en cada uno de los distintos

modelos considerados, obtenemos
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Blanco->Vickrey Amarillo->V2 Negro->A1l Gris->A2
Rosa->B1 Burdeos->B2 Verde->DV1 Marrén->DV2
Rojo->C1 Celeste->Uniforme Malva->E1 Lila->E2

Azul->Unil Azul marino->Uni2 Salmoén->Disl Naranja->Discriminatorio

Luego la empresa 1 espera mayores ingresos bajo el modelo Uni2 siempre que o < 1_5/1 En
caso contrario, el modelo bajo el que espera mayores ingresos depende de los valores de o, 3y

el tipo. No existe en ese caso un modelo claramente mejor que los restantes.

Si representamos a la vez el ingreso esperado por la empresa 2 en cada uno de los distintos

modelos considerados modelos de subasta, obtenemos
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Blanco->Vickrey Amarillo->V?2 Negro->A1 Gris->A2
Rosa->B1 Burdeos->B2 Verde->DV1 Marrén->DV?2
Rojo->C1 Celeste->Uniforme Malva->E1 Lila->E2

Azul->Unil Azul marino->Uni2 Salmoén->Disl Naranja->Discriminatorio

Luego la empresa 2 espera mayores ingresos bajo el modelo E2 si a < 1_;@ En caso contrario,
el modelo bajo el que espera mayores ingresos depende de los valores de «, 8 y el tipo. No existe

en ese caso un modelo claramente mejor que los restantes.
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Comparacién desde el punto de vista del subastador.

Si representamos a la vez el pago que el subastador espera hacer a las empresas bajo los modelos

de subasta considerados, nos queda:

Blanco->Vickrey Amarillo->V2 Negro->A1l Gris->A2
Rosa->B1 Burdeos->B2 Verde->DV1 Marrén->DV2
Rojo->C1 Celeste->Uniforme Malva->E1 Lila->E2

Azul->Unil Azul marino->Uni2  Salmén->Disl  Naranja->Discriminatorio

Ya se observé que, de todos los modelos analizados en el Caso 3, para algunos de ellos
no se ha podido resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que debe verificar las funciones
inversas de las estrategias en equilibrio. Dicho sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias era
no lineal y, ademds, la falta de condiciones iniciales hace imposible la aplicacién de un método
numeérico. Se consiguié calcular de manera exacta equilibrios lineales pero no para todos los
posibles valores de «. Esos modelos de subasta son: Modelo E2, Modelo E1, Modelo Uniforme,

Modelo Uni2, Modelo DV2, Modelo Discriminatorio, Modelo Disl y Modelo B2. Se observa
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en el dibujo anterior que, ademds, bajo dichos modelos el pago que el Operador del Mercado
espera realizar crece asintéticamente cuando « crece. Incluso para valores pequenios de «, existen
modelos de subasta méds ventajosos para el Operador del Mercado. El Operador del mercado
descartard dichos modelos de subasta ya que no conoce el comportamiento estratégico de las
empresas para valores grandes de «, y por esperar pagos mayores que con otros modelos de

subasta. Si representamos el resto de modelos de subasta se obtiene

Blanco->Vickrey = Amarillo->V2  Negro->A1l Gris->A2

Rosa->B1 Verde->DV1 Rojo->C1 Azul->Unil

En la gréfica los dos modelos més ventajosos para el Operador del Mercado son el modelo de
Vickrey y el modelo DV1. Calculemos la diferencia entre el pago que espera realizar el Operador

del Mercado con cualquiera de los modelos restantes, y el pago que espera realizar bajo el modelo
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de Vickrey.

Vickre
PR~ Pl =0

PA1 . PV'L’ckrey _1-a

omer omer 12
o? . 1
PV2 PV@'ckrey _ 3-3¢ St @ < 2
omer ~ -+ omer - l—a . 1
== s« > 5
(at+p)® 1-43
pC1 PVickrey _ 3(1—a) 51 a< T3
omer ~ 1+ omer - 1 1-3
—a . _
5= stoa > ==
1-403 : 1
PA2 PV'L’ckrey o 12(1—a)? st < 2
omer omer — 1 1
—«
-3 ST « Z 3
B1 Vickrey _ 1—a
Pomer - Pomer - 12
' 14384382 —38%—128%2a—128a2 —4a3 si < 1-8
pUnil _ P,ﬁ@’ﬁ"ey _ 12(1—a)2 2
omer 1—a . S 1-8
== st a> ==

Efectivamente, bajo los modelos DV1 y de Vickrey, el Operador del Mercado espera realizar el

mismo pago. Ademds este pago es menor que bajo cualquiera de los modelos restantes.

Luego el Operador del Mercado espera pagar menos a las empresas por la demanda eléctrica
indistintamente (ya que son equivalentes) bajo los modelos de Vickrey y DV1. Como ademas el
modelo de Vickrey pertenece a la Region I, por la monotonfa de las funciones de ingresos es-

perados por las empresas, se puede afirmar que no existe un modelo més ventajoso perteneciente

a la Regién II.

La regién a la que pertenecen los pardmetros de la familia de modelos, en el Caso 3, es
RC3 = {(v1,73,7%.73) € [0,1 — a+ 73] x [0,a] x [0,1— a+~3] x [0, + B]}. Desde el punto
de vista del Operador del mercado, los dos modelos equivalentes méds ventajosos son los modelos
de Vickrey v DV1. Es l6gico preguntarse cual es el pago que espera realizar el Operador con
alguno de los modelos pertenecientes a la diagonal que une a los modelo de Vickrey y DV1.

Dichos modelos verifican, en particular, que 'y% = 0. El siguiente dibujo representa la subregién

de RC3 dada por 5 = 0.
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LI

L=

O

a1

/c1

Al igual que se hizo en el Caso 2, se analizardn los modelos de subasta pertenecientes a la

diagonal que une los modelos DV y de Vickrey.

Modelos entre los modelos DV1 y de Vickrey Los modelos pertenecientes a la diagonal
que une los modelos DV1 y de Vickrey vienen determinados por las siguientes funciones de

beneficio de las dos empresas:

Ebl—i-(l—a—é‘)bg—i-abmx—Hl si b1 < b
Bl(ebbl;bQ) = *

« (bmax — 91) si by > by

abg—i—(l—a—s)bl—l—(a—i—ﬂ)bmax—(l—i—ﬂ)ﬁg si by < by
(a+ﬂ)(bmax_92) si b2>b1

32(027b17b2) =

B (b — 62 + eby+ (1 —a—¢e)by + abmax — 02 si ba < by

a (bpax — 62) si by >0
donde € € [0,1 — a]. Obsérvese que, en realidad, compiten por la misma cantidad de despacho,
al mismo precio y al mismo coste, ya que la empresa 2, independientemente de las ofertas
que finalmente se realicen, tiene asegurado el despacho de § unidades eléctricas pagadas a precio

maximo. En equilibrio, las dos empresas pujardn de manera idéntica y, por tanto, todo equilibrio

bayesiano de Nash puede suponerse simétrico.

Proposiciéon 4.4.33 Supongamos que 1 + 0 < D =14+ 6+ a < 2+ 3. Bajo las hipdtesis del

Modelo Asimétrico Lineal Uniforme y bajo cualquiera de los modelos perteneciente a la diagonal
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que une los modelos DV1 y de Vickrey, el inico equilibrio bayesiano de Nash es:

e+(1—a)b; e+ (1 —a)bs

b1(01),b5(02)] =

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 3, por las expresiones 4.1.3.a) y 4.1.3.b), se observa que los modelos
mencionados, son casos particulares en el que los valores de los pardmetros son ’y% =¢, 'y% =0,
72 = ey 72 = 0. Luego, aplicando la proposicién 4.2.1. Regién I, se puede afirmar que
las funciones inversas de las estrategias en equilibrio de ambas empresas verifican el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

c—c@3) (- (—a) (- oD @) (097) 0

!/

s—e®D T W -(-a) (t-@) @) (607 ©

0
0

Como las ecuaciones diferenciales coinciden, si denotamos por b* () = by (0) = b3 (0) se tiene

que b* (0) es solucién de la siguiente ecuacién diferencial lineal
e(1=0)(b") (0) = (1= a)b" () = = (1 — )b
Si evaluamos la expresién anterior en § = 1 queda que todo equilibrio bayesiano de Nash cumple
b*(1) =1

Luego la solucién particular de la ecuacién diferencial queda:

e+(1—a)d

b*(@): l—a+e¢

y el Unico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g

Nota 4.4.34 La mdxima puja realizada en equilibrio por ambas empresas es 1. La ofertas no

se disparan y, por tanto, bya.x = 1.

El ingreso esperado por la empresa 1, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,
es:

1
PE(0)) = a+/ B (eb3(01) + (1 — oo — €) b (B2)) dby
(b3) " (b3(61))

= a+@(1—9%)
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El ingreso esperado por la empresa 2, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente, es:

1
P5(62) = a+ﬁ+/(b*)l(b*(0 | (683 02)+ (1= a = )i (01))

— (ﬁ+a)+(1;a) (1-03)

El ingreso que espera realizar el subastador, si las empresas juegan el equilibrio correspondiente,

€es:
2
P(fmer = ZEQZ[Pla(Gl):I
i=1
_ Broa+2d T @)

Nota 4.4.35 Tanto el ingresos esperado por las empresas, como el pago que espera realizar el
Operador del Mercado, son independientes del valor del pardmetro € y, por tanto, concluimos que
todos los modelos de subasta pertenecientes a la diagonal que une los modelos DV1 y de Vickrey

son equivalentes.

Resumen

Observando la gréficas se llega a las siguientes conclusiones:
e La empresa 1 espera mayores ingresos bajo el modelo Uni2 siempre que 3a + 5 < 1.

e La empresa 2 espera mayores ingresos bajo el modelo E2 siempre que 3o+ 0 < 1.

e El Operador del Mercado espera pagar menos a las empresas por la demanda eléctrica bajo
los modelos de Vickrey y DV1. Ademsds, todos los modelos pertenecientes a la diagonal

que los une, también son equivalentes.

4.5 Pago esperado por el Operador del Mercado bajo cualquier
tamano de la demanda
Podemos unificar, en una gréfica, el pago que el Operador del Mercado espera hacer a las

empresas eléctricas bajo alguno de los modelos de subasta vistos y bajo cualquier valor de la

demanda. Es decir, representar en una tnica grafica el pago que el Operador de Mercado espera
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hacer en todos los casos (Caso 1, Caso 2 y Caso 3) analizados en el presente capitulo. De esta

manera obtenemos, por ejemplo dando a 3 el valor 0.5, la siguiente gréfica:

El Caso 1 queda representado sobre el intervalo [0,1]. Vimos que coincidfa con el primer caso

simétrico del Capitulo 2 en el que se obtenia equivalencia de ingresos bajo todos los modelos.
El Caso 2 estd representado sobre el intervalo [1,1.5]. Sobre dicho intervalo la grifica verde
representa los modelos Vickrey y DV, que quedaban equivalentes (tanto en ingresos esperados
por las empresas, como en el pago que espera hacer el subastador). La gréfica roja representa
el modelo C, la grafica rosa representa los modelos A y B (coincidentes en cuanto al pago que
espera hacer el subastador, pero no equivalentes para las empresas) y, por ultimo, en azul el
modelo Uniforme. Debemos destacar la discontinuidad de salto que se produce en 1 por parte
de los modelos Uniforme y A-B. Se debe a que justamente cuando la demanda alcanza el valor
1, bajo los modelos citados, las empresas pasan de pujar equilibrio simétrico a pujar equilibrio
asimétrico. Esto hace que el pago que espera hacer el subastador se vea bruscamente aumentado.
Sin embargo, bajo esa misma circunstancia (es decir en D=1), no se observa esa discontinuidad en

las gréficas del pago que espera hacer el subastador bajo el resto de los modelos representados.
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Es decir, no se observa discontinuidad en las gréficas de los modelos C y Vickrey-DV. Bajo
estos tres tltimos modelos vimos que, a pesar de encontrarnos bajo las hipétesis de un modelo
asimétrico, las estrategias en equilibrio quedan simétricas y el pago del subastador no se ve

bruscamente afectado.

El Caso 3 estd representado sobre el intervalo [1.5,2.5]. Los colores de las gréficas representan

los distintos modelos de subasta que rige la siguiente tabla:

Amarillo — V2 Gris — A2
Azul — Unil Rosa — B1/A1 (coincid)
Verde —  DV1/Vickrey (equiv) Rojo — C1

Lo primero a destacar es la continuidad en 1.5, punto que separa los Casos 2 y 3 analizados. No
hay discontinuidad ya que las estrategias en equilibrios que se “transformaron” en asimétricas
al pasar por 1, siguen siendo asimétricas al pasar por 1.5. Y las estrategias simétricas adoptadas

por las empresas en el resto de los modelos contindan siendo simétricas en el Caso 3.

El Caso 4, en el que ya no hay competencia para ninguna de las dos empresas, es el repre-

sentado sobre el resto de la recta real.

Como conclusién final del presente capitulo, observar como bajo todos los posibles valores
de la demanda siempre queda como modelo ventajoso, desde el punto de vista del Operador
del Mercado, el modelo llamado primero DV (en el Caso 2) y luego DV1 (en el caso 3). Este
modelo ademds no pertenece al grupo de los modelos cldsicos de subasta del Mercado Eléctrico

(Uniforme, Discriminatorio y de Vickrey), luego se trata de un modelo nuevo.

4.6 Conclusiones

Se ha analizado una familia paramétrica de modelos de subasta MS&G, que contiene como ca-
sos particulares a los tres principales (modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y modelo de
Vickrey) bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Asimétrico Lineal Uniforme descrito en la Seccién

4.1.. Dicha familia de modelos de subasta tiene asociada univocamente las siguientes funciones
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de beneficio para cada empresa, i:

Yib1 + Biby + o' — 9161 si by < by
7%()1 + 901 — gb%@l st bl > bg

Bl (017 bla b2)

V3by + Bib1 + ©? — @302 si by < by

B2(027b2ab1) - 9 9 9 )
v5b2 + ©* — p302 st by > by

con V4,81.¢% 7% € [0,00), 7] + B + @' = @1, vh+ ' = @by ¢l + 3 = ¢3 + ¢ = D, con
i € {1,2}. Si la demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢ = qf)% =D, gb% = gbg =0. Si la
demanda verifica D = 1 + a, con a € (0, 3], entonces ¢ =1, ¢t =0, ¢2 =1+ o, ¢3 = . Si la
demanda, verifica D = 14 4, con a € (0,1), entonces ¢} = 1, ¢ = a, ¢? = 1+, ¢3 = B+a.
Si la demanda verifica que es mayor o igual que 2 + 3, en ese caso las empresas despachan el
total de su capacidad de produccién, y entonces ¢ = ¢t = 1, ¢? = ¢2 = 1 + 3.

Una vez calculados los equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General,
se calculb el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador del
Mercado. Todos estos cdlculos se resumen en las secciones 4.2., 4.3 y 4.4.. Al final de las dos
iltimas secciones mencionadas se establecié una ordenacién entre los diferentes modelos de
subasta que se sitian en los vértices de las regiones a las que pertenecen los pardmetros que
aparecen en MSG.

Para la mayor de las empresas se llega a la conclusiéon que el modelo mas ventajoso es, si
D =1+ a, con a € (0, 5], el modelo de subasta Uniforme. Si D =1+ 3+ a, con « € (0,1) y
3a+ 0 < 1, el modelo de subasta Uni2.

Para la menor de las empresas se llega a la conclusién que el modelo que més le favorece
es,si D =1+ a, con a € (0,0], el modelo de subasta E. Si D =1+ 8+ «, con a € (0,1) y
3a+ (8 < 1, el modelo de subasta E2.

Desde el punto de vista del Operador del Mercado, los modelos que son més ventajosos
(ambos equivalentes) son, si D = 1 + «, con a € (0, ], el modelo de subasta de Vickrey y el
modelo de subasta DV. Si D =1+ f+ «, con a € (0,1) el modelo de subasta de Vickrey y el
modelo de subasta DV1. Algunos autores destacan que el modelo de subasta de Vickrey tiene la
desventaja de que tiene como estrategia dominante el pujar el propio tipo y, por tanto, el revelar
el coste de produccién [Rothkopf, Teisberg and Kahn (1990)]. Las empresas se muestran reticentes

a confesar su propio tipo. En ese sentido, aun obteniéndose el mismo ingreso esperado por parte
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de las empresas generadoras, y el mismo pago que espera hacer el subastador que bajo el modelo
de Vickrey, las estrategias en equilibrio en los modelos DV y DV1 no son pujar el verdadero

tipo.
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Capitulo 5

Duopolio Asimétrico en unidades de

produccion

En el capitulo anterior se analizé6 un modelo asimétrico en el que las dos empresas eléctricas
consideradas tenian sendas unidades de produccién con capacidades distintas.

En este capitulo se analizara el caso en el que ambas empresas tiene la misma capacidad
de produccién total, pero una de ellas posee dos unidades de produccién. Es decir, una de las
empresas realizard dos pujas, en principio distintas, correspondientes a cada una de las unidades
de produccién eléctrica que posee. La otra empresa posee s6lo una unidad de produccién y, por
tanto, realizard una tnica puja. En principio se podria pensar que la empresa 1 se va a ver
favorecida por la oportunidad de ofertar dos precios distintos por la capacidad de energia que
generan sus dos unidades de produccién. Analizaremos las estrategias en equilibrio en diferentes
modelos de subasta. Se comparard el ingreso esperado por las empresas y el pago que espera

hacer el subastador, bajo los diferentes modelos de subasta.

5.1 El Modelo

En el presente capitulo se van a suponer las siguientes hipétesis:
Hay dos empresas neutrales al riesgo, tal que una de ellas (la empresa 2) tiene una tunica
unidad de produccién, mientras que la otra empresa (la empresa 1) posee dos unidades de

produccién (denotadas por los subindices 1,1). Ambas empresas estdn interesadas en vender

181
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unidades de electricidad en un periodo concreto de un Mercado Eléctrico. La capacidad, com-
pletamente divisible, de cada unidad de produccién la vamos a denotar por ki, k7 y k2, donde
las dos primeras son las correspondientes a las dos unidades de produccién de la empresa 1 y, la
dltima, la capacidad correspondiente a la tinica unidad de produccién que posee la empresa 2.
Dichas capacidades son tales que 2ky = 2k; = k2 y supondremos, normalizando, k; = k; = 1.

El coste de cada unidad de produccién es g(q;,0;) = qib;, i € {T,T,Q}, donde g¢; es la
cantidad de unidades eléctricas despachadas por la unidad de produccién i (la produccién sobre
la capacidad es imposible). Supondremos que 67 = 0; = 01 tal que 0; es informacién privada
e independiente de la empresa ¢ y es una realizacién de una variable aleatoria continua que
supondremos distribuida uniformemente en el intervalo [0,1]. Es decir, 6; y 02 son v.a.ii.d.
uniformemente en [0, 1] y tal que la empresa ¢, y sélo la empresa i, observa la realizacién de 6;.

D representard la demanda de un periodo y se supondré ineldstica al precio.

Cada empresa independiente y simultdneamente realiza una oferta: (by,b;) € [0,1] x [0, 1]
es la oferta compuesta por dos elementos, uno por cada unidad de produccién, hecha por la
empresa 1, y by € [0, 1] es la oferta realizada por la empresa 2. En ellas se especifica el minimo
precio por unidad al que cada unidad de produccién estd dispuesta a vender su produccién. Se
ha considerado que el precio méximo que el Operador del Mercado acepta como oferta es el
coste maximo de una unidad eléctrical. Es decir, bpax = 1.

Una estrategia para una unidad de produccién es, entonces, una funcién b;(6;) : [0,1] —
[0,1], 7 € {T, T,2}. Ademas, supondremos que b;(#;) son funciones estrictamente crecientes y
diferenciables verificando la condicién b;(1) = 1, ¢ € {T, T,2}. No tiene sentido suponer un
comportamiento estratégico idéntico de las dos empresas, como en el Capitulo 2, y se buscardn
equilibrios, en principio, no necesariamente simétricos.

A este modelo de mercado, verificando las hipétesis enunciadas, lo llamaremos

Modelo Lineal Uniforme Asimétrico en unidades de produccion.

Basdndose en estas ofertas, el Operador del Mercado distribuye el despacho de electricidad.
Ordena las tres ofertas de menor a mayor, de tal forma que la unidad de produccién que hizo
la menor de las ofertas despacha primero. Si su capacidad no es suficiente para satisfacer la

demanda, la unidad de produccién correspondiente a la segunda oferta mds baja despacha a

'En todos los capitulos anteriores, la puja méxima que le interesaba al Operador del Mercado era bmayx =

9(é ’“jl):ifj’ :22) Bajo las presentes hip6tesis bmax = 1.
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continuacién. Si aun asi no queda satisfecha la demanda, la unidad de produccién que pujo
la mayor oferta despacha la demanda residual, siempre y cuando ésta sea inferior a su propia

capacidad. Luego la cantidad asignada para el despacho a cada empresa es:

(

min(2, D) si M < by
min(1, D) si m<by<MyD<3
Q1(by,b5,b2) = 1+min(1,D—-3) si m<by<My3<D
0 si bo<myD<2

min(2,D —2)  si by <my2<D

\

min(2,D)  si by <m
0 si m<ba<MyD<l1
Q2(by,b3,02) = ¢ min(2,D—1) si m<by<Myl<D
0 si M<byD<2

min(2,D —2) si M<byy2<D

0
Donde m = min(by, b;) y M = max(bs, b7).

Todos los aspectos de este juego bayesiano, ademds del modelo de subasta a utilizar para las
transacciones del Mercado Eléctrico, son de conocimiento piblico

El precio de transaccién final dependersd del modelo de subasta que se esté empleando. Como
ya se ha comentado, hay tres modelos de subasta cldsicos: modelo de subasta Uniforme,

modelo de subasta Discriminatorio y modelo de subasta de Vickrey. Recordemos

c6mo se establece el precio de compraventa en cada uno de ellos:

En el modelo Uniforme, el precio que el Operador del Mercado paga a cada unidad de

produccién, por unidad eléctrica suministrada, es igual a la mayor oferta aceptada. Todas las
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unidades de produccién que despachan en el mercado reciben el mismo precio por unidad.

En el modelo Discriminatorio, el precio que el Operador del Mercado paga a cada unidad
de produccién por unidad eléctrica suministrada es igual a su propia oferta. Las unidades de

produccién que despachan en el mercado reciben precios distintos por unidad eléctrica.

En el modelo de Vickrey, la regla mediante la cual el Operador del Mercado establece el
precio es algo méds complicada. A cada unidad de produccién le pagan, por cada unidad eléctrica
despachada, el precio correspondiente a la unidad eléctrica que desplaza si no ofertase la empresa

a la que esta unidad de produccién pertenece.

Al igual que se hizo en capitulos anteriores se pueden considerar modelos de subasta més ge-
nerales en los que la funcién de beneficio de las empresas 1 y 2 estdn expresadas, respectivamente,

de la siguiente forma:

Hm+ 1AM+ 8lby+ ¢~ 101 si M <b

Bi(01,b7,b5,02) = { AlmAlM 4+ B8y + o — b0y si m<by< M 5.1.1.q)
Yim A IM + ¢ — 6361 si ba<m

viba + ﬁ?m + 5?]\4 +p— 0y si bo <m

By(02,by,b7,b2) = by + B2M + o — ¢20s si m<by< M 5.1.1.b)

Y3b2 + © — d302 si M < by

\

Siendo m = min(by,b) y M = max(by,by) v con v},71,93,95,73.93.13. 81, 5%, 83, 82, €
0,00), Y+ 71+ B +p =01, vt + 7+ B+ 0 =0h B+ +o =65, F+ 81+ 81 +0 =0y,
B+ 8 +e=03 B +e =05+t =% B+ 8% = 81, 1 +% =3 v donde ¢, 0}, 43
y ¢3 estdn determinadas por el valor de la demanda. Si la demanda D es menor o igual que 1,
entonces ¢; = D, q% = qb% = ¢3 = 0. Si la demanda verifica D = 1+ «, con « € (0, 1], entonces
¢ =14, ¢y =1, ¢2 = a, ¢5 = 0. Si la demanda verifica D = 2 + a, con « € (0, 1], entonces
¢ =2, p3 =1, $3 = 1 + a, ¢3 = a. Si la demanda verifica D = 3 + a, con a € (0, 1], entonces
¢ =2, ¢ =1+a, ¢2 =2, ¢3 =1 + a. Si la demanda verifica D > 4, entonces ¢; = 2, ¢5 = 2,
¢3 =2, ¢3 = 2.

Se ha considerado la familia paramétrica mds amplia posible tal que si la empresa 1 decide

pujar la misma oferta con sus dos unidades de produccién, resulte la familia general de mode-
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los de subasta considerados en el Capitulo 2. Ya que en ese caso, en el que las empresas son

indistinguibles, deben quedar idénticas funciones de beneficio para las dos empresas.

Todos los aspectos de este juego bayesiano son de conocimiento piblico. La ganancia de cada
empresa y la cantidad asignada para el despacho a cada empresa va a depender del tamano de

la demanda respecto de las capacidades. Por ello se distinguirdn los siguientes cinco casos:

Caso 1 Las tres unidades de produccién tienen capacidad suficiente para satisfacer la
demanda, es decir, D < 1. En este caso la unidad de produccién que oferté el menor precio
despacha toda la demanda y las otras dos unidades de produccién no despachan ninguna unidad

eléctrica.

El célculo de equilibrios, ingresos y beneficios en Caso 1 es independiente de las capacidades
y del nimero de unidades de produccién. Luego es exacto al Caso 1 analizado en el Capitulo 2,
donde se vio que no es méds que un caso particular de subasta de un objeto con jugadores con

valoraciones privadas e independientes.

Caso 2 La empresa 2 puede satisfacer toda la demanda con su tinica unidad de produccién,
sin embargo la empresa 1, que puede también satisfacer toda la demanda, necesita sus dos
unidades de produccién para ello, es decir 1 < D =1+ a < 2, con a € (0,1). En este caso, si
la empresa de menor oferta es la empresa 2, la empresa 1 no despacha nada. Si la empresa 2
coloca su oferta entre las dos ofertas de la empresa 1, entran en el mercado: una de las unidades
de produccién de la empresa 1, despachando toda su capacidad, y la empresa 2 despachando la
demanda residual «. Por 1ltimo, si la oferta de la empresa 2 es la mayor de las tres, ésta no

despacha nada.
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Si D =1+ « las expresiones 5.1.1.a) y 5.1.1.b) quedan de la siguiente forma

’y}m—i—(’y%—'yDM—i-(l—i-a—’y%)bg—(l—i—a)Gl si M <b
B1(01,b7,07,b2) = 'ygm—k(l—vg) bo — 04 si m<by <M
L 0 si by <m
5.1.2.q)
’y%bg-i-(14—0[—5?—’}’%)7%4-6?]\4—(14-0()92 si by<m
Ba(02,b;,b7,b) = <a - ﬁ?) by + G2M — afs siom<by <M
\ 0 si M < by
5.1.2.)

tal que (ﬂ,ﬁ,ﬁ?) € [0,1] x [ﬁ, 1+ oz} X [O, min{a, 1 + « —7%}]. Siendo m = min(by,b7) y
M = max(by, b;). Se comparardn los seis modelos que determinan los vértices de la regién en
la que se definen los pardmetros, para establecer una ordenacién entre ellos, desde el punto de

vista de las empresas y desde el punto de vista del Operador del Mercado.

Caso 3 Son necesarias las dos empresas para satisfacer la demanda, aunque quiza no las
dos unidades de la empresa 1, es decir, 2 < D =2+ a < 3, con a € (0,1). En este caso, si la
empresa 2 tiene la mayor de las ofertas, entran en el mercado las tres unidades de produccion:
las dos unidades de la empresa 1, despachando la totalidad de sus capacidades y la empresa
2 con la demanda residual a. Pero en caso contrario, si la empresa 2 no tiene la mayor de las
ofertas, la unidad de produccién de la empresa 1 con mayor oferta queda fuera del mercado.

Si D =2 + « las expresiones 5.1.1.a) y 5.1.1.b) quedan de la siguiente forma

B1(01,b7,b7,02) =
Am+ (B )M+ (2-atd -] bta-13-201 s M<b
*y}m—i—’y%M—l—(l—a—i-’y%—’y%—'y})bg—i-a—'y%—ﬁl si m<by<M 5.13.a)
(ﬁ—y%)m—i—v%M—i—a—v%—Oéﬁ s1 by <m

B2(027biab/1\7b2) =

ﬁbﬁ(2—a+7§—6?—7%)m+ﬁ?M+a—7§—292 i by<m
(1+v§—ﬁ?)bz+ﬁ?M+a—v§—(1+a)92 siom<by<M 5.1.3.b)

7§b2+a—’y§—a02 si M < by
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tal que (Vgﬁg,ﬂﬁ%ﬁa € [0,a] x [0,73] x [07 1—a+93— 73} x [ﬂ, 2—a+13

x [0,min{2 — a +~3 —7},1 4+ 73}]. Siendo m = min(by,b;) y M = maz(by,b;). Se com-
pararan los dieciocho modelos que determinan los vértices de la regién en la que se definen los
parametros, para establecer una ordenacién entre ellos, desde el punto de vista de las empresas

y desde el punto de vista del Operador del Mercado.

Caso 4 Son necesarias las dos empresas para satisfacer la demanda y la totalidad de las
unidades de produccién, es decir, 3 < D =3+ a < 4, con o € (0,1). En este caso la empresa
1 siempre despacha la totalidad de su capacidad con la unidad de produccién de menor oferta
y con la otra unidad de produccién al menos la demanda residual a. La empresa 2 despacha
la totalidad de su capacidad, si no tiene la mayor de las ofertas y, en caso contrario, despacha
1+a.

Si D = 3 + « las expresiones 5.1.1.a) y 5.1.1.b) quedan de la siguiente forma

Bl(elvbiab/l\vbQ) =

ﬂer<7¥—7¥)M+(1—a+7§—ﬁ)bz+1+a—7§—291 st M < b
y}'m+7§M+(y%—w}'—yg)bﬁwa—yg—(1+a)91 si m<by<M 5.l4a)
(yg—fyg)m—kfng—l—l%—a—y%—(1+a)91 si ba<m

BQ(G%bivbTab?) =

’y%bg—k(1—a—l—y%—ﬂ?—ﬁ)m%—ﬁ?M—i—l—i—a—’y%—292 si by <m
<l—a+’y§—ﬂ?)b2+ﬁ?M—i—1+a—fy§—202 siom<by <M 5.1.4.)
7§b2+1+04—’}/§—(1+04)92 si M < by

tal que (7577;7?7% ﬂ?) € 10,14 a]x[0,73] x [0, 73— 73} x [ﬁ, 1—a+ v%] x[0,1 —a+13 —7i].
Siendo m = min(by,b;) y M = max(by, by). Se comparardn los doce modelos que determinan
los vértices de la regién en la que se definen los pardmetros, para establecer una ordenacién
entre ellos, desde el punto de vista de las empresas y desde el punto de vista del Operador del

Mercado.

Caso 5 La demanda excede la suma de las tres unidades de produccién, es decir 4 < D. En

este caso el despacho de toda la capacidad estd asegurada para todas las unidades de produccion,
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independientemente de sus ofertas. Es un caso en el que no existe competencia y, por tanto, todas

las unidades de produccién pujaran lo méximo permitido.

5.2 Equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta

General.

Aunque analizaremos cada caso, dependiendo del tamano de la demanda frente al de la capaci-
dad, y tendremos en cuenta bajo qué modelo de subasta se estdn realizando las transacciones de
compraventa de energfa eléctrica, podemos dar un resultado general de bisqueda de equilibrio
bayesiano de Nash, teniendo en cuenta una forma general de la funcién beneficio que englobe

cualquiera de las diferentes circunstancias consideradas.

Proposicién 5.2.1 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme Asimétrico
en unidades de produccion y se utiliza un modelo de subasta S € MSG, es decir las funciones

de beneficio de las empresas son de la forma:
B1(01,b1,07,b2) =
’y%m—i-(’Y%—’y%)M—i—(¢1—¢3+7§_’Y%)b2+¢3_7§_¢191 si. M <by
m+ b 4 (6h =65 +93 -k =) bt 03— 3001 si m<br<M
<7§_ﬁ>m+7%M+¢3_7§_¢391 si bp<m

B2(027bi7bl\7b2) =

oo+ (01— 03 +23 - B - m+ BM+65-93-6.00 i bp<m
(63— 03 +13 - 32) bo + B3M + 6 — 73 — 6365 sim < by < M
Y3ba + b5 — V3 — P30 si M < by
siendo (73,75,71,7%,8%) € 0, 63] x [0,93] x 0,63 = 65+ 93 = 8] x |7h 61 — 05 +3
x [0,min{g; — ¢35+ 93 — 17, 93 — d3 + 73], entonces
Region I) Si ¢5 = ¢, 61 = 63, 71 = 0, 71} =13, &1 — 63 + 73 — 52 — 13 = 0 se puede
afirmar que existen infinitos equilibrios bayesianos de Nash, verificando las hipdtesis establecidas
en Modelo Lineal Uniforme Asimétrico en unidades de produccion, todos ellos de la

forma

(55 (00) 55 (62) 65 (62)) = (55 (61) ,5"(61), 1" (62) )
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en los que la funcion b{« (01) puede ser cualquier funcién estrictamente creciente y diferenciable
que verifique b3 (61) < b*(61) V61 € [0,1].

Region II) Si no se verifica el punto anterior y se verifica alguna de las siguientes

3 #0693 £0

1l =0y~i=13

oy =3 =0y = +k)] (1+k) ¢} =) + key, para algin k € R

se puede afirmar que existe un unico equilibrio bayesiano de Nash, verificando las hipdtesis
establecidas en Modelo Lineal Uniforme Asimétrico en unidades de produccion en el
que todas las unidades de produccion utilizan la misma funcion de oferta, es decir un equilibrio

de la forma
(8 (01) 03 (02) .53 (62)) = (b*(02), 5" (01), b"(62))

La expresion de la funcion de oferta b*(0;) que aparece en los equilibrios, tanto en la Region I
como en la Region II, se obtiene diferenciando los cuatro subcasos siguientes:

a) Siy? = 7% =0, el equilibrio estd formado por las estrategias dominantes
b*(0;) = 0;

b) Siv:i=0y~2#0, el equilibrio estd formado por las estrategias

b*(6;) =
(6) Vi + é1 — @3

c) Siy? #~% #0, el equilibrio estd formado por las estrategias

132 +d3—¢1 b1—¢
(65— 600~ 73+(3) T (34 (13-13) 0

b*(0,) =
(6:) P y—

d) Siy? =72 #0, el equilibrio estd formado por las estrategias

—(1-6;)(¢1—93)
H|t-e

b*(0;) = 0;
(6:) * &1 — 93

Region IIT) Si los parametros no verifican ninguna de los puntos anteriores, sélo se puede

afirmar que: si existe algun equilibrio bayesiano de Nash, verificando las hipdtesis establecidas

en el Modelo Lineal Uniforme Asimétrico en unidades de produccion, entonces es
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tal que las inversas de las estrategias que forman el equilibrio, verifican el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

A (1= )7 ®) + (¢ - ¢2)< (er) ())d() (t) =0
(v -) (- 0) + (- (t—(}) )t 57 (1) =0
1

— @)1 ®) + (63— 05— )(() Y - <§>*1<t>)
(03— a) (= 637" ) G0 + (65— 3) (- 3) " ¢

Demostracién. La empresa ¢ conoce su propio tipo ¢;, pero ¢; es una variable aleatoria. Si

consideramos que la empresa 1 puja con la unidad 1 la menor de sus ofertas, el beneficio de las
dos empresas es:
Bl(elama M7 b2 (92)) =

’Y%W‘i‘(V%"Y%)M‘F(¢1—¢3+V§—’Y%)b2(92)+¢3—V§—¢191 si bg_l(M)<92
yim +y5M + (¢%—¢>3+7§—’Y%—’Y%) by (02) + d3 — 73 — ¢301  si by'(m) <2 <by' (M)
(’7% —7%) m+ M + 63— 73 — d361 si 02 < by " (m)

32(92, bi (91) ,bi (01) ab2) =

o+ (61— 05 +93— 01 =) by (60) + Bib; (0) + 65 =3 =102 st (by) ™ (b) <
(#3 = 05 +73 = 63) ba + BRbq (01) + 65 — 73 — 6305 si by (b) < 01 < by (bo)
V3b2 + b3 — 75 — d302 si 01 < bi_l (b2)

Los jugadores son neutrales al riesgo. Luego la mejor oferta de la empresa i es aquella que
maximiza el beneficio esperado por ella, dado 0;, sobre todos los posibles valores del tipo restante

0;. Luego se quiere maximizar el beneficio medio de la empresa 1, dado 01, que es:

a2

BMi (01, m, M, 5 () :/ Bu(01, m, M, 55(02)) £ (02]01)d0

1



Equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General. 191
Como los tipos son independientes y siguen una distribucién Uniforme en el intervalo [0, 1]:
1
BMOs by, by b5 () = [ Ba(Om, M, b3(62) b
0
= (dm+ (=) Mt 63 -3 - 0001) (1- 03" (a0)
1

+(¢1 — p3+73 — 7?)/( by (02) dOs

b;)*(M)
o (hm M+ 65 =93 = 030 ) (65) 7 () — (83)7 (m))
- ((/5 —G3+1E -k 7?) /(:j)l(f) ba (02) do2
+ (13 =13) m+ M + 65— 23— 9461 (85) " (m)
m+ (71 7}>M+¢3—7§—¢191
+(63) 7 (M) (v =+ 1) M+ (01— 03) 01)

+(65) " (m) ((—7?{ +73 - vg) m+ (3 — ¢3) 91)

Il
=2

1
+(¢1—¢3+7§—ﬁ)/ Ly, b2(02)dbs
(b3)" (M)
oy )T
(05— b5+ —d— 1) /(m RAGIE
> m

?Donde m = min(by,b;) # M = max(by,b;). Calculemos la oferta (b;,b;) que maximiza el
beneficio medio. Supondremos, en primer lugar, que la empresa 1 realiza dos pujas distintas con
sus dos unidades de produccién. Derivando respecto de by y b7 (una de ellas coincide con m y

la otra con M) obtenemos

9 i
a—mBMl(Hl, m, M, bQ ())

= A (B 28) )7 ) + (65— 68) (m— 01) == (8) ™ ()

0
— BM , M, b5
1 1.2 1) pxy-L 1 d
= (-1)+ (-2 +wl) (b5) " (M) + (63— é1) (M = 02) = (53) " (M)
dM
Si con la unidad de produccién 1 realiza la menor de las ofertas se verifica bi(01) = m y

by(01) = M < 01 = b{l(m) = bi_l(M). Sustituyendo e igualando a cero quedan las siguientes

2si 0< (b3) ™" (m)
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ecuaciones diferenciales:
_ - . -1
A+ (=T 493 =93) )7 (m) + (65— ) (m ~ (1) <m>) £ (63) 7 (m) = 0
~ ~ ~ -1
(3 =21) + (s =2 +1) )7 (M) + (64— 1) (M - () <M>) 7 (b5) 7 (M) = 0
evaluando ambas en ¢t quedan
1 1 1 — * -1 *\—
A+ (= +93-90) 697 () + (65— 93) (t— (¥) <t>) %) (1) =0
1 1 1 — * -1 *\—
(3 -21) + (3 =2 +91) ) @) + (63 - 41) (t - (1) <t>) % ()7 (1) =0
Son las dos primeras ecuaciones diferenciales que formaran parte de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, cuyas soluciones serén las funciones inversas de las tres estrategias que
forman el equilibrio.
Si la empresa 1 realiza la misma puja by (61) con sus dos unidades de produccion, en lugar

de obtener estas dos ecuaciones diferenciales se hubiese obtenido solamente una. Esta es

P (8 = R) 037 () + (65— 60) (1 0171 (0)) 2 B) 7 () =0

En cualquier caso, debemos obtener una ecuacién diferencial mas, que se calculard analizando

el comportamiento estratégico de la empresa 2. El beneficio medio de la empresa 2 es

az

BMz(ez,l%(-)abf(-)alh):/ By (02,05 (01) , 07 (01) , b2) f(01]62)db:

al

Como los tipos son independientes y siguen una distribucién Uniforme en el intervalo [0, 1]:
1
BMa(0255 ()55 () .b) = [ Balb.55 60) 55 (02) )ty
0
= (32 + 63— 23 — dnda) (1- ()7 (b))

R 1
+<¢1—¢3+’7§—5%—V%>/
(b%)~1(b2)

(52) 7 (b2) :

+ (83— 05 +93 = 83) o+ 63— 93 — 030 ) (6172 (b2) — ()7 (b))

+ (v3b2 + 63 — 73 — ¢302) (03) 7 (b2)
= b2+ 65— 3 — difa

+(05) 7 (02) (61— 63) 02+ (93— 65+ 93 — 67 = 1) o)

(057 (b2) (— (63— 03— B3) o + (63 — 03) 02

~ 1

¢1—¢3+7§—6?—ﬁ>/

(63) 1 (b2)

- 1
by (61) doy + 5?/ by (61) dor

1

bi (01) d0s + 52 / b: (61) dO,
()1 (b2)

+

/N
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3Calculemos la oferta by que maximiza el beneficio medio. Derivando respecto de by obtenemos

0 Loy
I BM2 (02,05 (), 85 (), ba)

= 1+ (B - 053 - B —a1) (607 (b2) — (65— 05— B2) (6) ()
(08— 61) (02— 02) ()7 (0)) + (0 — 03) (b2 — 62) ((89) (b))

Como by (b2) = 02 <= ba(f2) = ba, sustituyendo e igualando a cero queda la siguiente ecuacién

diferencial:

0 = i+ (63— a3 — 51 —22) 60)7 (b5 (02)) — (3 — 63 — B3) (6)7 (85 (02)
(63— 1) (3 62) = 0) (()71) (45 (6)) + (9 — 63) (03 (62) — 0) (1)) (85 (6)

Evaluando en ¢

0 = t+ (3 -oat2d— 01 —43) )7 ) — (6 — 05— A7) (B 7' (0)
*\ — d *\ — *\ — K\ —
(93— 01) (1= 07 () =D O + (65— 63) (t- 63 ) T @)
Se han calculado, por tanto, las tres ecuaciones diferenciales que deben verificar las funciones
inversas de las estrategias que forman cualquier equilibrio bayesiano de Nash (en el caso en el

que la empresa 1 realice pujas distintas con sus dos unidades de produccién) y es

(

At (A3 -90) 7 0 + (0 ¢2)(t—()1<>>%<62> 0 =0
(1 =a1) + (A=t ) 6 O+ @3- en) (1= (5) " 0) $ 097 0 =0
24 (- os 93— 01 - 93) o)) - (03 - ¢>3 ) ©)71(0)
(93— 1) (£- 057 () HE O + (03— 03) (£ - 137" (1) FED () =0

Si la empresa 1 realiza la misma puja con sus dos unidades de produccién el sistema que queda

€S

(59) { R+ (3 =71 057 () + (63 — ¢1) (t G (t)> &) (1) =0
0

Comencemos a diferenciar los casos enunciados:

35 0< (b) " (ba)
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Region I Si ¢3 = ¢3, ¢1 = ¢3, 71 = 0, 73 =13, ¢1 — ¢3 +73 — 07 — 71 = 0 el sistema (S1)

se reduce a

R+ (13 =23) )7L + (95— 61) (1= (057 (1) HBD W) =0

y junto con las condiciones iniciales b3(1) = b7 (1) = 1, se llega a la conclusién de que, en
equilibrio, la empresa 1 hace la misma puja con su unidad de produccién de mayor oferta
que la empresa 2. Si sustituimos los valores indicados de los pardmetros se observa que ambas
unidades de produccién (la unidad de produccién de mayor oferta de la empresa 1 y la unidad de
produccién de la empresa 2) compiten por la misma cantidad de unidades eléctricas y pagadas,
en caso de producirse el despacho, al mismo precio. Bajo dichas circunstancias es de esperar que
ambas unidades de produccién tengan el mismo comportamiento estratégico y, por tanto, que
el equilibrio bayesiano de Nash que se obtenga sea simétrico.

Resumiendo, se puede afirmar que existen infinitos equilibrios bayesianos de Nash en estrate-

gias puras, todos ellos de la forma

(55.01) .55 02) .53 (62)) = (55 (01) . b°(01).5°(02))

en los que la funcién b7 (61) es tal que b (61) < b*(61) V6, € [0,1].

Regién II Si se verifica alguna de las siguientes situaciones

13 £0673#0

i =0y} =13

o1} =93 =0y 3 =L+ k)], (1+k) ¢} = ¢y + kos, para algin k € R

se puede concluir que, en equilibrio, la empresa 1 hace la misma puja con sus dos unidades
de produccién, ya que:

Primero, si evaluamos el Sistema (S1) en ¢ = 1 e imponemos las condiciones b3 (1) = b2 (1) =
b5 (1) = 1 se debe verificar que 7% =~2 = 0. Si una de dichas igualdades no se verifica significara
que no existe equilibrio en el que la empresa 1 puje de manera distinta con sus dos unidades de
produccion.

Segundo, si se verifica 'y% =0y ’y% = 2, por la segunda ecuacién del Sistema (S1), se deduce

que la estrategia en equilibrio seguida por la unidad de produccién de la empresa 1, con mayor
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oferta, es ofertar el propio tipo. Luego la tnica posibilidad es que la empresa 1 decida pujar su
propio tipo con sus dos unidades de produccién.

Por 1iltimo, si se verifica 42 = (1 + k) ﬂ, kv = (1+k) vg, (1 + k) ¢ = ¢ + ko3, para algin
k € R, observando las dos primeras ecuaciones diferenciales del Sistema (S1), y junto con las
condiciones iniciales b%(l) = b% (1) =1, se llega a la conclusién de que, en equilibrio, la empresa
1 hace la misma puja con sus dos unidades de produccién.

Luego, en los tres puntos, el sistema de ecuaciones diferenciales que debe verificar las inversas
de las estrategias en equilibrio es el Sistema (S2) que junto con las condiciones b3 (1) = b3 (1) = 1,
se reduce a un caso particular visto en el Capitulo 2. Por tanto existe un unico equilibrio

bayesiano de Nash simétrico
(B (01) b5 (01) b5 (62)) = (6" (02), 5" (02), 5" (0))

Tanto en la Regién I, como en la Regién II, la funcién de oferta b*(0;) que aparece en

todos los equilibrios es una solucién particular de la ecuacién diferencial
(Vi + (73 —7) 0:) () (0:) = (¢1 — 63) b*(0:) = — (1 — 3) 0

verificando b*(1) = 1. Hay que diferenciar cuatro subcasos:

a) Si v2 =% = 0, el equilibrio estd formado por las estrategias dominantes
b*(0;) = 0;
b) Si 3 =0y v} # 0, la ecuacién diferencial queda

Vi (1= 0;) () (0:) — (1 — b3) b*(05) = — (¢ — 03) 0

Si evaluamos la expresién anterior en 6; = 1, queda que todo equilibrio bayesiano de Nash debe

verificar, sin imponerlo,
b*(1) =1

La solucién general de la ecuacién diferencial que queda es

V3 + (¢ — ¢3) b5 —

b (0;) = Cl—0) 7
O = e—e, T
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Imponiendo la condicién
—(¢1-93)
1=0"(1) =1+ Limy, ;- [C(1—-6;) "

Imponiendo que el limite anterior sea finito, teniendo en cuenta que ¢; — ¢3 > 0, la constante

debe verificar:
C=0

Luego la solucién particular de la ecuacién diferencial queda, sustituyendo el valor de la constante
es

(1 — ¢3) 0i +i
Y+ ¢ — o3

b*(0;) =
c) Si 42 # 2 # 0 la ecuacién diferencial queda
(Vi + (73 — 1) 0:) (%) (6) = (61 — ¢3) b*(6:) = — (61 — ¢3) 0

que junto con la condicién b*(1) = 1, y al verificarse que 7{ + <7§ — VD 1 =193 # 0, se cumplen
las hipétesis del teorema de existencia y unicidad de Picard. La solucién particular de la ecuacién
diferencial lineal anterior es

) ) «/237«@%%7% ) ) ) b1 —¢3
(93— 01)0i =21+ (3 ™1 (i+(3—11)b)s
V3 =i+ d3— ¢

b*(6:) =
d) Si 92 =42 # 0 la ecuacién diferencial queda
V1 (6%) (0:) = (1 — ¢3) b*(0:) = — (&1 — b3) 0

que junto la condicién b*(1) = 1, y al verificarse que ’y? + <V§ - ’VD 1= v?») # 0, se cumplen las
hipétesis del teorema de existencia y unicidad de Picard. La solucién particular de la ecuacién

diferencial lineal anterior es

—(1-9;)(¢1—¢3)
(l-e

b*(0;) = 0; +

b1 — @3
Region IIT Resto de los casos. S6lo se puede afirmar que cualquier equilibrio bayesiano de

Nash (b% (01) 0% (61) , b3 (02)) es tal que las inversas de sus estrategias en equilibrio verifican el
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siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.
( ~
(1097 0) + - d) (1= () <>) 4097 () =0

(1 -1) (- >>+(¢% ) (1= () 0) e @ =0
F-e)'m) + (¢2 )(() <>—<;> 20)

¥
F@3 o) (1097 @) 0D () B) (1637 0) 40607 (1) =0

|
Obsérvese que (7%,7%,7%,7%,6%) € [0,0]x[0,0]x[0, 1] x [’yg, 1+ a} [0 min{a, 1 + o — 71}]
¢y =1+a, o3 =1, ¢3 = 0, #3 = a, en el Caso 2; (’y%,vg,’y%,’yl,ﬂﬂ € [0,a] x [0,73] x
hl—a+73—ﬁ}Xf&2—a+vﬂX[Qmmﬂ—a+7?~ﬁﬂ+7@L¢1:2,%::L
P33 =aq, 3 =1+a, en el Caso 3 ;y que (7%,7%,71,7%,6?) € 0,14 a] x [O,vg] X {0,73 — 7%} X
[V}’,l—a%—yg} X [0,1—04—1—%—%], P =2, gz% =1l+a,¢3=1+q, qﬁg =2, en el Caso 4.
A continuacion se calculardan los equilibrios bayesianos de Nash, dependiendo del tamano de

la demanda frente al de la capacidad de produccién de las empresas.

53 Caso2 (l<D=1+a<2)

En este caso la demanda es de la forma D = 14+« (con 0 < o < 1). Las funciones que determinan

la distribucién del despacho de unidades eléctricas para cada una de las empresas quedan:

/

l1+a si M < by
Q1(b1,b2) = 1 st m<by<M
0 si bo <m
l14+a si bo <m
Q2(b1,b2) = a si m<by<M
si M < by

5.3.1 Equilibrios bayesianos de Nash en el Caso 2

El precio que el subastador paga a las unidades de produccién que generen en el mercado es
diferente segin el modelo de subasta utilizado para llevar a cabo las transacciones de com-
praventa de la energia eléctrica. Por ello se analizardn por separado los modelos de subasta que

quedan determinados por los vértices de la siguiente regién: RC2 = {(’yg,’y%, ﬂ%) € [0,1] x
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[ﬁ, 1+ a] X [0, min{o, 1 + o — 7%}] }. Estos ocho modelos quedan univocamente determinados

por los valores de los pardmetros siguientes:

Modelo 1A 1
A 0

Vickrey 0 0 o}
Uniforme 0
B 1

C 1 1 o

Discriminatoria 1 14+a O

Se analizard cada uno de ellos.

Modelo de subasta A En el modelo A, el precio por unidad de electricidad despachada que

el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha 1+ « unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y o unidades de la unidad de
produccién de mayor oferta) y recibe la oferta contraria por unidad despachada. La empresa 2

queda fuera del mercado bajo ese supuesto.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién
de menor oferta y recibe, por unidad, eléctrica la oferta contraria. En ese caso, la empresa 2

despacha o unidades y recibe su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado

mientras que la empresa 2, que entra en el mercado despachando toda la demanda 1+ «, recibe

el precio unitario m.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(I4+a)be—(14+a)b; si M < by

Bi(01,b7,b3,02) = by — 01 siom<by<M
0 si bs <m

( I+a)ym—(14a)by si by <m

Bs(02,b7,b7,b2) = aby — abs si m<by<M

0 si M < by

\
Proposicién 5.3.1 Supongamos que D = 14 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta A, el tinico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (01) .55 (602) .53 (02)| = 161,01, )

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo A es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son '& =12 =92= 'yg = 0. Luego
por la Proposicién 5.2.1. Regién 1I a, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el

enunciado y estd formado por estrategias dominantes para ambas empresas. g

Modelo de subasta Vickrey En el modelo de Vickrey, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha 1+ o unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y « unidades de la unidad de
produccién de mayor oferta) y recibe la oferta contraria por unidad. La empresa 2 queda fuera
del mercado.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe, por unidad, la oferta contraria. En ese caso, la empresa 2 despacha «
unidades y recibe el precio unitario M.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado.
La empresa 2 entra en el mercado despachando toda la demanda 1 4+ o y recibe m + aM: el

precio unitario m, por la primera unidad, y el precio unitario M, por las o unidades restantes.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:
(I4+a)be— (14 )b si M < by
By(01,b7,b7,b2) = by — 01 siom<by<M

0 si by <m
m+aM — (14 «)fy si by <m
Bs(02,b7,b5,b2) = aM — absy si m<by<M
0 si M < by

\

Proposicién 5.3.2 Supongamos que D = 14 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta de Vickrey, el tinico equilibrio

bayesiano de Nash es:
b3 (01),07 (01),05 (02) | = [61,01,62]

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo de
Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =yi=92= 'yg = 0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién 11 a, el inico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado y estd formado por estrategias dominantes para ambas empresas. g

Modelo de subasta Uniforme En el modelo Uniforme, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha 1+ « unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y « unidades de la unidad
de produccién de mayor oferta) y recibe el precio unitario M. La empresa 2 queda fuera del
mercado.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe, por unidad, la oferta contraria. En ese caso, la empresa 2, que despacha
« unidades, recibe por ello su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado.
La empresa 2, que entra en el mercado despachando toda la demanda 1 + «, recibe su propia

oferta por unidad despachada.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(L4 )M —(1+a)61 si M<b

Bi1(01,b7,b7,b2) = by — 01 si o m<by<M
0 si bo <m

( (14+a)by— (1 +a)by si by <m

B2(92,bi,b1,bz) = aby — albly si m<by< M

0 si M < by

\

Proposicién 5.3.3 Supongamos que D = 1+ a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Uniforme, el inico equilibrio

bayesiano de Nash es:

14601 1+601 1404
2 7 2 7 2

5 0085 01).03 (0] = |

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo
Uniforme es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y; = ’y% = V% =0,
'y% = 1 4+ «. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién III, se puede afirmar cualquier equilibrio
bayesiano de Nash es tal que las inversas de sus estrategias en equilibrio verifican el siguiente

sistemas de ecuaciones diferenciales
(1= ()" 0) g0 =0
(+a) = (14097 0 -a(t- (5) ) 4097 0 =0
(1+a) = (B)7H0) = a() 1) = (1= 657 () $E) @O —a (1= 0657 () HE) (@) =0

-1
Sio< (b{)*l(t). Luego <b§> ()=t b% (01) = 01 es decir, en equilibrio la empresa 1 puja,

con la menor de sus ofertas, su propio tipo. Luego, sustituyendo, las otras dos ecuaciones quedan:
(+a) = (1+a) 07 0 -a (1= (5) @) 097 0 =0
(L+a) =t —a(E) 6 = (t= 657 () —a (1= 057 () FE) (1) =0
Llamando y(t) = (b}) - (t) y z(t) = (b3) " (t) se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales
siguiente:

at—yt) )+ 1+a)z(t) — (1+ ) =0
at—z@)y () +ay(t)+2t—2z(t)—(1+a) = 0

(5)
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De la segunda ecuacién del sistema S

%(a(t—x(t))y(t)) —a(l —a:’(t))y(t) +ay(t)+2t—2z@t)—(1+a) = 0&
% (at—z@)y@)+aa’ )y ) +2t—z(t)—(1+a) = 0&
% (a(t—zt)yt) = —axd'(t)yt)—2t+zt)+(1+a)=
at—zt)yt) = —a/x’(t)y(t) dt —1* + /az(t)dt—i— (1+a)t+C
Sustituimos en esta ultima expresién y(t) =t — pro‘lgﬁ_,—:Et(;) obtenido de la primera ecuacién del

sistema S, quedando

ot — 2()) (t-”al;égt)) _ —a/(tw’(t)—1+a(1—x(t))>dt—t2

(0% «

+/x(t)dt+(1+a)t+0 &

a(t—x(t))(t—lzal;égt)> = —atz(t)+2(l+a)t—24+C o
1—xz(t)
(t —xz(t)) Rl t2—2t+gq

Donde C'y ¢ son constantes. Imponiendo la condicién b3 (1) = 1 < z(1) = 1 queda

qg=1
Sustituyendo el valor de la constante
1—az(t)  (t—1)°
70 o)
iy o (=) (1 —=z(@))
=) = (t—1)°

Se trata de una ecuacién de Riccati* con solucién particular 1, que se transforma en una ecuacién

lineal mediante el cambio de la variable dependiente, z(¢) = 1 + ﬁ, quedando la ecuacién

diferencial lineal siguiente:

1 1
T ="

u'(t) +

Su solucién general viene dada por la siguiente expresion

2k(1—1)2 -1

uh) = —a=9

1S6lo resoluble si se conoce una solucién particular de la misma.
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donde k es una constante. Luego obtenemos, para el sistema de ecuaciones diferenciales, la
siguiente familia de soluciones verificando la condicién z(1) =1

2(1—1¢)

x(t):1+2k(1—t)2—1

a+1(1—t)(2k(t—1)2—-1)
a (2k(1 —t)2+1)

y(t) =t+

Ademds como b3 (02) > 02 V05 € [0,1] = b5 (0) > 0 2(0) <0 2 <0 ke (-3,3).

Sin mads condiciones obtenemos infinitos equilibrios de la forma

(b:;,(el),zﬂ;(el),bz (92)> = (9171%(91)753 (92)>

donde
x\—1 _ M
N a0 @ke— )21
() @ = t+7 k(11— 12+ 1)

Si se verifica que 0 > (b%)_l(t) el sistema de ecuaciones diferenciales para las inversas de las

estrategias en equilibrio es

=0

&I&

(1+a)—(1+a)(b;)—1(t)—a(t— )
L a— ()70 — (t- 03 <>) b (1) =

~1
Luego (b{«) t) =t b% (01) = 07 es decir, en equilibrio la empresa 1 puja, con la menor de

sus ofertas, su propio tipo. Luego, sustituyendo, las otras dos ecuaciones quedan:
-1
*\ k k 71
(o)~ ()t 0 —a (e () ©) 097 0 =0
T+a—2t+ (5 t)=0
luego

(1+a)-(1+a>(2t-1-a>-2a(t—(b;)1(t)> —0
o)t =2t-1-a
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Por ejemplo, para la empresa 2 queda que la inversa de una estrategia en equilibrio debe verificar

20—1-—a si t<b2(0)

(37 () = X
(1-t) x *
Lt ey o0 120500

donde

1+ a)(24 )

(0) = 21+ a)

T

2 —_ I),\ ‘ ’

2%k (1 — b (0))2 —1

 2(2a+1)? 11
b= a?(a+2)(a—1)2 £ <_§’§>

Luego no existe ningtin equilibrio bayesiano de Nash bajo las hipdtesis del modelo definido al

207 (0) —1—a=1+

principio del presente capitulo en el que la empresa 1 puje ofertas diferentes con sus dos unidades
de produccién.
Si la empresa 1 realiza la misma puja con sus dos unidades de produccién queda un caso
particular del Capitulo 2 en el que la funcién de beneficio estd dada por
(14+a)(bi—0;) si b <b;
0 si by <b;

B;(0;,bi,b5) =

Se trata del modelo Uniforme\Discriminatorio del Caso 1 del Capitulo 2 con D =1+ «. Por la

Proposicién 2.5.1. el equilibrio bayesiano de Nash Simétrico es el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta B En el modelo B, el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha 1+ o unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y a de la unidad de produccién
de mayor oferta) y recibe m + aby: el precio unitario m, por la primera unidad, y la oferta
contraria, por las a unidades restantes. La empresa 2 queda fuera del mercado.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe el precio unitario m. En ese caso, la empresa 2, que despacha « unidades,

recibe por ello su propia oferta por unidad.
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Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado.
La empresa 2 entra en el mercado despachando toda la demanda 1 4+ « y recibe by + am: su
propia oferta, por la primera unidad, y el precio unitario m, por las « unidades restantes.
Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

;

m+aby — (14+ )by si M < by
B1(01,b7,b7,b2) = m— 60, si m<by<M

0 si by <m
by +am— (1+a)by si by <m
Bs(02,b7,b7,b2) = aby — abs si m<by<M
0 si M < by

\

Proposiciéon 5.3.4 Supongamos que D = 14 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta B, el inico equilibrio bayesiano
de Nash es:

I1+(1+a)0 1+(14+a)0; 1+ (1+a)b:
2+a 24a 2+«

b3 (01) 07 (01) , b5 (92)} = [

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo B es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y?{ = 1,7% = V% =0, 72 = 1. Luego
por la Proposicién 5.2.1. Regién II b, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el

enunciado. g

Modelo de subasta C En el modelo C, el precio por unidad de electricidad despachada que
el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bg, la empresa 1 despacha 1+ « unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y a unidades de la unidad de
produccién de mayor oferta) y recibe m + aby: el precio unitario m, por la primera unidad, y la
oferta contraria, por las o unidades restantes. La empresa 2 queda fuera del mercado.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe el precio unitario m. En ese caso, la empresa 2, que despacha « unidades,

recibe el precio unitario M.
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Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado.
La empresa 2, que entra en el mercado despachando toda la demanda 1 4+ « y recibe b + aM:
su propia oferta, por la primera unidad, y el precio unitario M, por las « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(

m—l—abg—(l—i-a)@l si M < by
Bl(017biab/1\7b2) = m—91 si m< b2 <M

0 si by <m

\
4

by +aM — (1+a)by si by <m
32(92751,%752) = alM — afs si m<by< M
0 si M < by

Proposicién 5.3.5 Supongamos que D = 14 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta C, el tinico equilibrio bayesiano

de Nash es:

1+(1+a)f 1+(1+a)b0; 1+(1+a)b;
2+a 7 24a | 24«

b 0085 01).03 (0] = |

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo C es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% =13 = 'y% =0, 73 = 1. Luego
por la Proposicién 5.2.1. Regién 11 b, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el

enunciado. g

Modelo de subasta Discriminatoria En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad
de electricidad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la
siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha 1+ « unidades
(toda la capacidad de la unidad de produccién de menor oferta y a unidades de la unidad de
produccién de mayor oferta) y recibe la oferta correspondiente a la unidad de produccién que
despacha. La empresa 2 queda fuera del mercado.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe, por unidad, m. En ese caso, la empresa 2, que despacha a unidades, recibe

por ello su propia oferta por unidad.
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Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 queda fuera del mercado
mientras que la empresa 2, que entra en el mercado despachando toda la demanda 1+ «, recibe
su propia oferta por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

;

m+aM —(1+a)b; si M < by
31(91,%,%752) = m — 04 si m<by< M

0 si by <m
(I+a)by—(14+a)fy si by <m
Bs(02,b7,b7,b2) = aby — abs si m<by<M
0 si M < by

Proposicién 5.3.6 Supongamos que D = 1 + a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-
forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Discriminatorio, el inico

equilibrio bayesiano de Nash es:

1461 146, 1+6,
2 7 2 2

b (0085 01) .85 02)] = |

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdan dadas, en el Caso 2, por las expresiones 5.1.2.a) y 5.1.2.b), se observa que el modelo
Discriminatorio es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son '& = 1,7% =
'yg =0, fy% = 1+ a. Luego tomando k = « y por la Proposicién 5.2.1. Regién II b, el tinico

equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g

5.3.2 Ingresos en el Caso 2

Calculemos el ingreso esperado por las empresas y lo que espera pagar el Operador del Mercado
en cada modelo de subasta si las dos empresas juegan en equilibrio. El precio que el Operador
del Mercado espera pagar por la demanda, bajo un formato de subasta f si ambas empresas

juegan el equilibrio correspondiente, viene dado por:
2
P(fmer = Z Ep, [sz(e’t)]
i=1

donde Pif (0;) recordemos que denota el pago esperado por la empresa i si su tipo es 6; bajo un

modelo de subasta f.
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La primera observacién que debemos hacer es que aquellos modelos de subasta en los que la
estrategia en equilibrio de todas las unidades de produccién es la misma se encuentran en un caso
particular del modelo analizado en el Capitulo 2. Mds concretamente son un caso particular del
Caso 1 del Capitulo 2 con D = 1+ay v; = 73. Luego por la Seccién 2.3.1. se puede afirmar que
el ingreso que espera cada una de las empresas es el mismo en todos los modelos mencionados
y es

P.(0:) = (1 +a)2(1 —67)

El pago que espera hacer el subastador también coincide en todos los modelos de subasta men-

cionados y es

omer 3
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En este caso la cantidad de unidades eléctricas que generard cada empresa en el mercado viene

dada por:

2 si
Ql(b}(ﬁ,bQ) = 1 si
|« si
(2
Q2(by, b1,b2) = l+a
o

siendo m = min(by, b;) y M = max(bs, by).

M < by
m<by <M
bo <m
si bo <m
si m<by<M
si M < by

5.4.1 Equilibrios bayesianos de Nash en el Caso 3.

El precio que el subastador paga a las unidades de producciéon que generen en el mercado es

diferente segin el modelo de subasta utilizado para llevar a cabo las transacciones de com-

praventa de la energia eléctrica. Por ello se analizardn, por separado, los modelos de subasta

que quedan determinados por los vértices de la siguiente region: RC3 = {(’y%,’yg,'yg,'y%, ﬁ%) €

[0,a] x [0,73] x [0,1—a+v§—7§} X [ﬁﬂ—oﬂrvﬁ] x [0,min{2 — a +73 =77, 1+3}]}. Es-

tos dieciocho modelos quedan univocamente determinados por los valores los pardmetros y son

los siguientes:
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Modelo 7§ 7 1 % &
Al 0 0 0 0 0
Uniforme a 0 0 0 0
A2 a o« 0 0 0
B1 0 1—-a 1-«a 0
B2 a 0 1 1 0
B3 a a l—-a l-« 0
C1 0 1-a 1—-« 1
C2 a 0 1 1 1
C3 a a l—-a l—-a 14+«
D1 0 1—-a 2—-a 0
Discriminatoria o 0 1 2 0
D2 a o l—-a 2 0
Vickrey 0 0 0 1
V1 a 0 0 0 1+ a
V2 o o« 0 0 1+a
Ul 0 0 2—a O
U2 a 0 0 2 0
U3 a o 0 2 0

Se analizarad cada uno de ellos.

Modelo de subasta A1 En el modelo Al, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que b, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (2 —a)by+a: la oferta contraria, por cada una de las 2 —« primeras unidades, y el precio
maéximo, por las a unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y
recibe por cada una de esas o unidades, el precio méaximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de

menor oferta y recibe (1 — «)bs + a: la oferta contraria, por cada una de las 1 — a primeras
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unidades, y el precio maximo, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha
1 4+ « unidades y recibe by + «: su propia oferta por la primera unidad y el precio maximo, por
las a unidades restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa 2 entra en el
mercado despachando el total de su capacidad y recibe (2 — «) m + a: el precio unitario m, por
las 2 — a primeras unidades, y el precio maximo, por las a unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

;

(2—0&)b2+0[—201 si M < by
B1(01,b7,b7,b2) = (1—a)by+a—0; si m<by<M
o — aby si by <m
2—a)m+a—20s si by <m
Bs(02,b7,b7,b2) = bata—(1+a)fy si m<by<M

o — ablsy si M < by

\

Proposicién 5.4.1 Supongamos que D = 2+ «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta A1, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (61) .55 (61) .53 (0)| = 161,61, 6]

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo Al
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = 7% = 7? =2 = 0. Luego
por la Proposicién 5.2.1. Regién 1I a, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado en el

enunciado y estd formado por estrategias dominantes para ambas empresas. g

Modelo de subasta Uniforme En el modelo Uniforme, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe la oferta contraria. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por

cada una de esas « unidades su propia puja.
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Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta. Recibe la oferta contraria por cada unidad despachada. En ese caso, la empresa
2, que despacha 1 + « unidades, recibe por ello su propia oferta por cada unidad despachada.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando el total de su capacidad, recibe el precio unitario m.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(9, —20, s M <b
By(01,b7,b7,02) = by—6; si m<by<M
am — o si ba <m
2m — 2602 si b <m
Ba(02,b7,07,b2) = (1+a)by—(14+a)by si m<by<M
aby — abs si M < by

Proposicién 5.4.2 Supongamos que D = 2+ «.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Uniforme, el tinico equilibrio

bayesiano de Nash es:

[b:lf (61),0% (61) , 05 (92)]

2o 2-a 2-a
2—a)f —abd;* 2—a)b—ab;* (2— )by —aby”
1-a) ’ 2(1—a) ’ 2(1—a)

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo
Uniforme es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'yg = q, ’yg = ’y% =
72 = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es

el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta A2 En el modelo A2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bsg, la empresa 1 recibe, por unidad,
despachada (que es toda su capacidad de produccién) la oferta contraria. La empresa 2 entra

despachando la demanda residual y recibe por cada una de esas « unidades, su propia puja.
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Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe aM + (1 — «) by: el precio unitario M, por las « primeras unidades, y la
oferta contraria, por las 1 — a unidades restantes. En ese caso la empresa 2, que despacha 1+ «
unidades, recibe por ello su propia oferta por cada unidad despachada.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual y recibe el precio unitario M. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando el total de su capacidad, recibe el precio unitario m.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2by — 204 si M < by

Bi1(01,b7,b5,b2) = aM+ (1—a)by—0; si m<by<M
aM — o, si by <m
( 2m — 204 si ba <m

Bs(02,b7,b3,b2) = (1+a)bs—(14+a)fy si m<by<M
aby — absy si M < by

Proposicién 5.4.3 Supongamos que D = 24 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta A2, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo A2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% = q, fy% = q, 'yg = 'y% = 0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta B1 En el modelo B1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad

de produccién y recibe (1 — a) m+ ba + a: el precio unitario m, por las 1 — « primeras unidades,
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la oferta contraria por cada una de las 1 unidades siguientes y el precio méximo, por las «
unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y el precio maximo
por unidad despachada.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — ) m + a: el precio unitario m, por las 1 — a primeras unidades, y el
precio méximo, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ o unidades
y recibe by + «: su propia oferta por la primera unidad y el precio méximo, por las a unidades
restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio mdximo por cada unidad. La empresa 2 entra en el
mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — «) by + m + «a: su propia
oferta, por las 1 — « primeras unidades, el precio unitario m por la siguiente unidad y el precio
maéximo, por las a unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1—a)m+bg+a—291 si M < by
Bi(01,b7,b5,b2) = (I—a)ym+a—10; si m<by< M
o — aby si by <m
( (I—a)bo+m+a—20y si by <m
Bg(eg,bi,bi,bz) = b2+a—(1+a)92 si m<by< M

a — ably si M < by

Proposicién 5.4.4 Supongamos que D = 24 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta B1, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:

2-a)bi+1—-a 2—a)bi+1—-—a 2—a)f+1—«
3—2a ’ 3—2a ’ 3—2a

b (0055 01) 85 02)] = |

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
B1 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 7% = 73 =0, 7;1' =1-aq,
42 =1 — a. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II b, el tinico equilibrio bayesiano de Nash

es el dado en el enunciado. g
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Modelo de subasta B2 En el modelo B2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
de produccién y recibe bs + m: el precio unitario m, por la primera unidad, y la oferta contraria
por la unidad restante. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por cada
una de esas a unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién
de menor oferta y recibe el precio unitario m. En ese caso, la empresa 2, que despacha 1 + «
unidades, recibe por ello su propia oferta por unidad despachada.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2 entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccién y recibe bs + m: su propia oferta, por la primera
unidad, y el precio unitario m, por la unidad restante.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

m+ by — 2601 si M < by
Bi1(01,b7,b3,b2) = m — 01 siom<by<M
am —af;  si by <m
[ brm—20, s b<m
Ba(02,b7,b7,b2) = (14+a)by—(14+a)fy si m<by<M
aby — alsy si M < by

Proposicién 5.4.5 Supongamos que D = 2+ a.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta B2, el unico equilibrio bayesiano

de Nash es:

b (01),05 (01) 65 (02)] = [ (61) b (0) " (0)

con
2-a)0i+1—aTa (1—(1-a)b;)i=
3 — 2«

b* (6:) =

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.0), se observa que el modelo de B2
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es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% = q, 'yg =0, 'yi = 'y% = 1.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regidén 1I c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

por el enunciado. g

Modelo de subasta B3 En el modelo B3, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (1 — a)m + (1 + «)ba: el precio unitario m, por las 1 — a primeras unidades, y la oferta
contraria por las 1+ « unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda residual
y recibe por cada una de esas o unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — a)m + aM: el precio unitario m, por las 1 — o primeras unidades,
y el precio unitario M, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2, que despacha
1 + a unidades, recibe por ello su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccion, recibe (1 — a) ba + (1 + o)) m: su propia oferta,
por las 1 — « primeras unidades, y el precio unitario m, por las 1 + a unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(

(I—a)ym+ (1+a)by—207 si M < by
B1(01,b7,b7,02) = (1—-a)m+aM — 0, si m<by<M
aM — aby si by <m
( (1—a)by+ (1+a)m—20y si by <m
Ba(02,b7,b7,02) = (I+a)by— (14 «)bs si o m<by<M

aby — albs si M < by

Proposicién 5.4.6 Supongamos que D = 2+ «.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccidn y en el modelo de subasta B3, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:

(B2 (01) 03 (61) .3 (602)] = [ (61) b (61) " (6)
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con

2—a)f;i+1—a—a%t(l-a—(1—21—a)f)w1
3 —3a

b* (0;) =

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.0), se observa que el modelo de B3
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% = q, fyg = q, ’y{ =y =1-a.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta C1 En el modelo C1, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
de produccién y recibe (1 — a) m+ b + «: el precio unitario m, por las 1 — « primeras unidades,
la oferta contraria por la unidad siguiente y el precio méximo, por las a unidades restantes. La

empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por cada unidad el precio méaximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — o) m + a: el precio unitario m, por las 1 — «a primeras unidades, y el
precio méximo, por las o unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ « unidades
y recibe M + «: el precio unitario M, por la primera unidad, y el precio méximo, por las «

unidades restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa 2 entra en el
mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — «) bg + M + a: su propia
oferta, por las 1 — a primeras unidades, el precio unitario M, por la unidad siguiente, y el precio

maximo, por las a unidades restantes.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:
(I1—a)m+by+a—20; si M < by
By(01,b7,b7,b2) = I—a)ym+a—=06; sio m<by<M
a— aby si by <m

( (I—a)by+ M+ a—20y si ba <m
By(02,b7,b7,b2) = M+a—-(14a)b, si m<by< M

o — absy si M < by

\

Proposicién 5.4.7 Supongamos que D = 24 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta C1, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:

2-a)bi+1—-a 2—a)bi+1—-—a 2—a)f+1—«
3—2a ’ 3—2a ’ 3—2a

b (0055 01) 85 02)] = |

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
C1 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'yg = 'yg =0, '& =1-aq,
42 =1 — a. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II b, el tinico equilibrio bayesiano de Nash

es el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta C2 En el modelo C2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que b, la empresa 1 despacha toda su capacidad
de produccioén y recibe bs 4+ m: el precio unitario m, por la primera unidad, y la oferta contraria
por la unidad restante. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por cada
una de esas « unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe el precio unitario m. En ese caso, la empresa 2 despacha 1 + « unidades
y recibe aby + M: su propia oferta por cada una de las « primeras unidades y el precio unitario
M, por la unidad restante.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la

demanda residual y recibe, por ello, el precio unitario M. La empresa 2 entra en el mercado
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despachando toda su capacidad de produccion y recibe by + M: su propia oferta por la primera
unidad y el precio unitario M, por la unidad restante.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(mtby—20, si M <b
B1(01,b7,b7,b2) = m — 6, siom<by <M
\ am — aby si by <m
by + M — 264 si by <m
Bs(02,b7,b3,b2) = abs+M—(1+a)fy si m<by<M
aby — alsy si M < by

Proposicién 5.4.8 Supongamos que D = 2+ a.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta C2, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:
b (01),05 (01) 65 (02)] = [ (61) b (0) " (0)

con

-2

2-a)0i+1—aTa (1—(1-a)b;)i=

o (i) = 3-2a

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.0), se observa que el modelo de C2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% = q, 'yg =0, 'yi = ’y% = 1.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta C3 En el modelo C3, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (1 —a)m—+ (14 «)ba: el precio unitario m, por cada una de las 1+« primeras unidades, y
la oferta contraria, por las 1+« unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda
residual y recibe por cada una de esas « unidades, su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de

menor oferta y recibe (1 —a)m + aM: el precio unitario m, por las 1 — o primeras unidades,
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y el precio unitario M, por las o unidades restantes. En ese caso, la empresa 2, que despacha
1 + « unidades, recibe el precio unitario M.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2 despacha toda su
capacidad y recibe (1 — «) by + (1 4+ «) M: su propia oferta, por las 1 — a primeras unidades, y
el precio unitario M, por las 1 + « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(- a)m+(1+a)by—201 si  M<b
By(01,b7,b7,b2) = (1—a)m+aM — 0, si m<by<M
alM — abq si bo <m
((1—a)bg+(1+a)M—202 si by <m
Ba(02,b7,b7,b2) = (1+a)M—(1+a)bs siom<by<M

aby — absy si M < by

Proposicién 5.4.9 Supongamos que D = 2+ a.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccidn y en el modelo de subasta C3, el unico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (01) b5 (01) b5 (62)] = [ (61) b (01) 0" (02)]

con

2-a)fi+1—a—a21(l-a—(1-21—q)f)i1

b (0:) = 3_ 3a

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.0), se observa que el modelo de C3
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 72 = a, yg = q, 71 =vi=1-a.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regidén 1II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta D1 En el modelo D1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bs, la empresa 1 despacha toda su

capacidad y recibe (1 — a)m + M + a: el precio unitario m, por las 1 — a primeras unidades,
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el precio unitario M, por la unidad siguiente, y el precio mdximo, por las a unidades restantes.
La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por cada una de esas a unidades
el precio méximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — o) m + a: el precio unitario m, por las 1 — « primeras unidades, y el
precio mdximo, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ « unidades
y recibe bs + a:: su propia oferta por la primera unidad y el precio mdximo, por las « unidades
restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa 2, que entra
en el mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (2 — «) by + «: su propia
oferta, por las 2 — o primeras unidades, y el precio maximo, por las « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(

(I—a)ym+M+a—207 si M < by
B1(01,b7,b5,02) = (1—a)m+a—06 si m<by<M
a — aby si by <m
(2—a)by+a—20y si by <m
By(02,b7,b3,02) = bata—(14+a)fy si m<by<M

a — absy si M < by

Proposicién 5.4.10 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta D1, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:

) . . 140, 146, 140
B 0085 00), 0 (0)] = | 50, 250, A0

2 72 7 2

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de

D1 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 7% = 7% =0, ﬁ =1-aq,

'y% = 2 — «. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II b, con k = ﬁ, el tdnico equilibrio

bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g
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Modelos de subasta Discriminatorio En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad
de electricidad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la
siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que be, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe sus propias ofertas, por unidad despachada. La empresa 2 entra despachando
la demanda residual y recibe, por cada una de esas « unidades, su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe el precio unitario m por unidad. En ese caso, la empresa 2, que despacha
1 + « unidades, recibe por ello su propia oferta por cada unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual recibiendo m por cada unidad. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccion, recibe su propia oferta por unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

m+ M —20; si M < by
Bi1(01,b7,b3,b2) = m— 6, si m<by<M
| am— ol si by <m
( 2by — 205 s by<m
Ba(02,b7,b7,b2) = (14+a)by—(14+a)by si m<by<M
aby — als si M < by

Proposicién 5.4.11 Supongamos que D = 2 + a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-
forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Discriminatorio, el unico
equilibrio bayesiano de Nash es:

. . . C24a-(2-a)0] 2+a—(2-a)0] 2+a—(2—a)b3
5100.8500-15009] = [T S e w20 0

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo
Discriminatorio es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 7% = q, 73 =0,
'y{ =1, v = 2. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tinico equilibrio bayesiano de

Nash es el dado en el enunciado. g



Caso3 (2<D=2+a<3) 223

Modelo de subasta D2 En el modelo D2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe (1 —a)m + (1 + «) M: el precio unitario m, por las 1 — « primeras unidades,
y el precio unitario M, por las 1 + o unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la
demanda residual y recibe por cada una de esas « unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 —a)m + aM: el precio unitario m, por las 1 — a primeras unidades,
y el precio unitario M, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ «
unidades y recibe por ello su propia oferta por cada unidad

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual recibiendo por cada unidad el precio unitario M. La empresa 2, que entra en
el mercado despachando toda su capacidad de produccion, recibe su propia oferta por unidad

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

;

(I—a)ym+ (1+a)M —20; si M < by
By(01,b7,b7,b2) = (1—a)ym+aM —06; si m<by< M
aM — aby si by <m
2by — 205 si by <m
Ba(02,b7,07,b2) = (I1+a)by—(14+a)by si m<by<M
aby — albly si M < by

Proposicién 5.4.12 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta D2, el iinico equilibrio bayesiano
de Nash es:

. . . C24a-(2-a)b] 2+a—(2-a)0] 2+a—(2—a)b3
61(01)7@1(91)’%(92)}[2(2—(2—04)01)1’ 2(2—(2—a)01)1’ 2(2—(2—a)02)2

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
D2 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% = 7% = q, 7?‘1[ =1-aq,
42 = 2. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es

el dado en el enunciado. g
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Modelo de subasta de Vickrey En el modelo de Vickrey, el precio por unidad de electrici-
dad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (2 —a)ba + a: la oferta contraria por cada una de las 2 — « primeras unidades y el precio
maéximo, por las a unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y
recibe por cada una de esas o unidades el precio maximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — a) be + «: la oferta contraria, por las 1 — v primeras unidades, y el
precio méximo, por las o unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ « unidades
y recibe M + «: el precio unitario M, por la primera unidad, y el precio méximo, por las «
unidades restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa 2 entra en el
mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — «)m + M + a: el precio
unitario m, por las 1 — « primeras unidades, el precio unitario M, la siguiente unidad, y el precio
maéaximo, por las o unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:
(2—a)by +a—20; si M < by
Bi1(01,b7,b5,02) = (1—a)by+a—0; si m<by<M

a— ab si ba <m
(I—a)m+M+a—20y si by <m
Bs(02,b7,b7,02) = M+a—(1+a)by si o m<by<M

\ o — by si M < by
Proposicién 5.4.13 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta de Vickrey, el tinico equilibrio

bayesiano de Nash es:
(67 (61) b5 (01) b5 (62)] = [01,01, )

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estén dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
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Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v3 = v =71 =~} = 0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién 1II a, el inico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

por el enunciado y ademads esta formado por estrategias dominantes para ambas empresas. g

Modelo de subasta V1 En el modelo V1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bs, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe la oferta contraria. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por
cada una de esas « unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién
de menor oferta y recibe la oferta contraria por cada unidad. En ese caso, la empresa 2, que
despacha 1 + « unidades, recibe por ello el precio unitario M.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2 entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — a)m+ (1 + «) M: el precio unitario
m, por las 1 — o primeras unidades, y el precio unitario M, por las 1 + « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

((9by—20, s M <b

B1(01,b7,b7,02) = bo—0; si m<by<M

am — oy si bo <m
I—a)ym+(1+a)M —20, si by <m
Ba(02,b7,b7,02) = (I+a)M— (14 )b sio m<by<M

aby — albly si M < by

Proposicién 5.4.14 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta V1, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:
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Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
V1 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v?») = q, ’yg = 7}, =~ =0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el Unico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta V2 En el modelo V2, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que b, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe la oferta contraria. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe, por
unidad, su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe aM + (1 — «) by: el precio unitario M, por las « primeras unidades, y la
oferta contraria por las 1 — o unidades restantes. En ese caso, la empresa 2, que despacha 1+ «

unidades, recibe por ello el precio unitario M.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual recibiendo por M por cada unidad. La empresa 2 entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — a)m+ (1 + «) M: el precio unitario

m, por las 1 — a primeras unidades, y el precio unitario M, por las 1 4+ o unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2by — 264 si M < by
By(01,b7,b7,b2) = aM+(1—a)bg—0; si m<by<M
aM — abq si by <m

( 1—a)m+(1+a)M—20, si by <m
Ba(02,b7,b7,02) = (I+a)M— (14 )b si m<by<M

aby — albs si M < by

Proposicién 5.4.15 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta V2, el inico equilibrio bayesiano
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de Nash es:

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de
V2 es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = 7% = q, 71 =~ =0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

por el enunciado. g

Modelo de subasta Ul En el modelo Ul, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (2—a)M + a: el precio unitario M, por las 2 — « primeras unidades, y el precio maximo,
por las a unidades restantes. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por

cada una de esas a unidades el precio maximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe (1 — a) be + «: la oferta contraria, por las 1 — a primeras unidades, y el
precio méximo, por las « unidades restantes. En ese caso, la empresa 2 despacha 1+ a unidades
y recibe bs + a:: su propia oferta por la primera unidad y el precio maximo, por las o unidades

restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa 2 entra en el
mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (2 — «) by + a:: su propia oferta

por cada una de las 2 — o primeras unidades y el precio maximo, por las « unidades restantes.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

()M +a—201 s M<b
Bi1(01,b7,b7,b2) = (1—a)by+a—0; si m<by<M
o — abq si bo <m
((2—a)b2+a—202 si by <m
Bs(02,b7,b7,b2) = bat+ta—(1+a)fy si m<by<M

o — abs si M < by

\

Proposicién 5.4.16 Supongamos que D = 2+«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Ul, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:

. . . 1401 146, 1406,
5001 00 83 0] = |52 5

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo
de Al es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% = ’yg = 7}, = 0,
'y% =2—aq, ﬁ? = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién III, podemos afirmar que todo

equilibrio bayesiano de Nash debe ser solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
(1= () " 0) g0 0 =0
2-a) (1@ ) - (- () 0) g e -0
(2= a) (1= 7)) + ()10 - ) 1)
[ —0-a) (-0 0) £ O - (£~ 07 ) #0) () =0

si0 < (b%)*l(t). Se observa que queda como estrategia dominante, para la unidad de la empresa

;

1 de menor oferta, b% (01) = 6;. Sustituyendo en las otras dos ecuaciones del sistema se obtiene
2= (1= ) - (1= () " 0) Fep 0 =0
(2-a)=(1=a)t— @)~ (1—a) (1= 05 1) — (t- )7 ) FED @) =0
—1
llamando y(t) = <b§> (t) y z(t) = (b3) " (t) queda:

(2—a)l—z(t)—(t—y(®) &) () =0

S =
2—a—-2(1-a)t—yt)+(1—a)x(t)— (t—z(t) Ly () =0
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De la segunda ecuacién del sistema S

%((t—x(t))y(t))22—04—2(1—0é)t+(1—04)$(t)—y(t)x'(t)@

(b= a2(t)y () = (2—a)i—(1—a)®+(1— a)/:r(t)dt _ /m’(t)y(t)dt+0

1;,9&(; ) obtenido de la primera ecuacién

Sustituimos en esta ultima expresion y(t) =t — (2 — )
del sistema S, quedando

(t — 2(t)) > ;é;t) =122 +gq

Donde ¢ es constante. Imponiendo la condicién b4 (1) =1 < z(1) = 1 queda
g=1

Sustituyendo el valor de la constante

(t—z@) (1 —=(t)

=)= (t—1)

Se trata de una ecuacién de Riccati resuelta en la Proposicién 5.5.8.. Alli se obtuvo

. 20-9
) =1+ 2%k (1—1t)2—1
con k constante. Luego
)=t 2 - 0) o
y(t)zZ—a—(l—a)t—Q(Q—a)m

Ademés como b} (02) > 02 V05 € [0,1] = b5 (0) > 0= 2(0) < 0 2 <0 ke (-1,1).

Sin més condiciones iniciales obtenemos infinitos equilibrios de la forma

(b%(&l),lﬁ(ﬁl),bg (92)> = (917@(91)753 (92)>

donde
2(1—t¢
2k(1—t)" =1

() = 2-a-(-a)t-2@2-a)

2k(1— )2 + 1
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Si se verifica que 0 > (b%)*l(t) el sistema de ecuaciones diferenciales para las inversas de las

estrategias en equilibrio es
AL
()" 0) 4 070 -

2-a) (1= ) - (1= (1) )% 1)~ () =0
2—a—(1—-a)(B)7Ht) — (1 —a) (1= ()7 () FBD) (1) =0

-1
Luego (b%) (t) =t < b7 (01) = 01 es decir, en equilibrio la empresa 1 oferta con la menor de

sus pujas es su propio tipo. Luego, sustituyendo, las otras dos ecuaciones quedan:

2-a)(1-097 ) - (1= (5) " 0) F6 0) =0
2—a-(1-a)t—(1—a) <t—(b§)_1(t)> =0

luego

2= (1@ ) - (- () 0) g e -0

(b;)fl (t) _ =2z« +2(1—a)t

-«
Resumiendo, por ejemplo para la empresa 2 queda que la inversa de una estrategia en equilibrio

debe verificar

L o) Palt g < b2 (0)

obsérvese que si b3 (62) < b2 (0) = W b5 (02) = gl—a% lo cual es imposible ya

que (-ata-a) oy

Luego no existe ningin equilibrio bayesiano de Nash bajo las hipétesis del modelo definido al
principio del presente capitulo en el que la empresa 1 puje ofertas diferentes con sus dos unidades
de produccién.

Si la empresa 1 realiza la misma puja con sus dos unidades de produccién queda un caso

particular del Capitulo 2 en el que la funcién de beneficio estd dada por

2—a)b;+a—20; si b; <b;
Bi(0;,bi,b5) = ( )b ' B
04(1—91') si bj < b;

Si se calcula el equilibrio bayesiano de Nash de la misma manera que se hizo en la Proposicién

2.2.1. se obtiene el equilibrio dado en el enunciado. g
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Modelo de subasta U2 En el modelo U2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe el precio unitario M. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe,
por unidad, su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién
de menor oferta y recibe la oferta contraria por cada unidad. En ese caso, la empresa 2, que
despacha 1 + « unidades, recibe por ello su propia oferta por cada unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual recibiendo el precio unitario m. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccién, recibe su propia oferta por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2M — 201 si M < by
B1(01,b7,b5,b2) = by —01 si m<by<M
am — oy si by <m
' %y — 20, s by<m
Ba(02,b7,b7,02) = I4+a)bg—(1+a)bs si m<ba<M
aby — abs si M < by

Proposicién 5.4.17 Supongamos que D = 2+4«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta U2, el inico equilibrio bayesiano
de Nash es:

24a—(2-a)0? 2+a—-(2-a)0? 2+a—(2—a)b3
22-(2-a)01) 22-(2-a)01) 2(2—(2—a)b)

b (0085 01).63 (0] = |

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de U2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% = q, 7% = 7? =0, =2.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta U3 En el modelo U3, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
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Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe el precio unitario M. La empresa 2 entra despachando la demanda residual y recibe por
cada una de esas « unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y recibe aM + (1 — «) by: el precio unitario M, por las « primeras unidades, y la
oferta contraria, por las 1 — « unidades restantes. En ese caso la empresa 2, que despacha 1+ «
unidades, recibe por ello su propia oferta por cada unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2, que entra en el mercado
despachando toda su capacidad de produccién, recibe su propia oferta por unidad despachada.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

;

2M — 2604 si M < by
By(01,b7,b7,02) = aM+(1—a)by—01 si m<by<M
alM — abq si bo <m
2by — 20, si b <m
Ba(02,b7,07,b2) = (1+a)by—(14+a)by si m<by<M
aby — abs si M < by

Proposicién 5.4.18 Supongamos que D = 2+4a«. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta U3, el inico equilibrio bayesiano
de Nash es:

24+a—-(2-a)03 2+a—-(2-)0F 2+a—(2— )03
22— (2-)01) 22— (2—-a)b1) 22— (2—a)ba)

5 (0085 01).03 (0] = |

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 3, por las expresiones 5.1.3.a) y 5.1.3.b), se observa que el modelo de U3
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = V% = q, ’y{ =2,73 =0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regidén 1I c, el unico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

5.4.2 Ingresos en el Caso 3

Calculemos el ingreso esperado por las empresas y lo que espera pagar el Operador del Mercado,

en cada modelo de subasta, si ambas empresas juegan en equilibrio. El precio que el Operador
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del Mercado espera pagar por la demanda eléctrica, bajo un formato de subasta f, si ambas

empresas juegan el equilibrio correspondiente viene dado por:
2
Pcfmer = Z E9i [sz(el)]
i=1

donde Pif (0;) recordemos que denota el pago esperado por la empresa i si su tipo es 6; bajo un
modelo de subasta f.

La primera observacién que debemos hacer es que aquellos modelos de subasta en los que
la estrategia de todas las unidades de produccién es la misma cuando juegan en equilibrio se
encuentran en un caso particular del modelo analizado en el Capitulo 2. M&ds concretamente,
todos los modelos analizados en la Seccién 5.5.1. son un caso particular del Caso 2 del Capitulo
2 con D = 2+ a. Luego por la Seccién 2.3.2. se puede afirmar que el ingreso que espera cada
una de las empresas es el mismo en todos los modelos mencionados y es

R(ei)=2;o‘(1—0?)+a

El pago que espera hacer el subastador también coincide en todos los modelos de subasta men-

cionados y es

pl 414 a)

omer 3

55 Caso4 3<D=3+a<4)

En este caso la cantidad de unidades eléctricas que generard cada empresa en el mercado viene

dada por:
2 si M < by
Q1(by, b3,b2) = l+a si m<by< M
14+« si by <m

2 si by <m
Qa2(by, by,b2) = 2 si o m<b<M
l1+a si M < by

siendo m = min(by, b;) y M = max (b, by). Debe observarse que en el Caso 4 ¢3 = B3, Py = 3.
De tal manera que se pueden dar, en determinados modelos de subasta, los equilibrios bayesianos

de Nash de la Regién I que enuncia la Proposicién 5.2.1..
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5.5.1 Equilibrios bayesianos de Nash en el Caso 4.

El precio que el subastador paga a las unidades de produccién que generen en el mercado es
diferente segin el modelo de subasta utilizado para llevar a cabo las transacciones de com-
praventa de la energia eléctrica. Por ello se analizarédn, por separado, los modelos de subasta
que quedan determinados por los vértices de la siguiente region: RC4 = {('y%,’yg,’y}’y%, 5?) €
0,1+ a] x [O,fyg] X {O,v% — 'y%} X ['y%, 1—a+ ’y%} X [O, l—a+v%- 'y%]} Estos 12 modelos
quedan univocamente determinados por los valores fijos de los pardmetros. Ademads, se ha ana-
dido el modelo Discriminatorio que perteneciendo a la familia de modelos anterior no es ninguno
de los vértices de la regién a la que pertenece los pardmetros. Luego los trece modelos que se

van a analizar vienen dados por la siguiente tabla:

Modelo RS S B B
Al1B1 0 0 0 0 0
Vickrey 0 0 0 0 l-«
U1D1 0 0 0 l—a 0
UN l+a 0O 0 0 0
V1 l+a 0 0 0 2
U2 l+a O 0 2 0
B2 1+« 0 l1+4a 14+« 0

C2 l+a O l+a 1+a 1—-«
DI 1+4a 0 l+a 2 0
B3A2 l+a 1+a 0 0 0
Uniforme l+4a 1+« 0 0 2
D2U3 l+4a 1+a 0 2 0
Discriminatoria 1+ « o 1 2 0

Modelo de subasta A1B1 En el modelo A1B1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bs, la empresa 1 despacha toda su

capacidad y recibe (1 — a)ba + 1 4 a: la oferta contraria, por las 1 — a primeras unidades, y el
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precio méaximo, por las 1 4+ « unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto de la
demanda y recibe por cada una de esas 1 + « unidades, el precio méximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién; recibiendo el precio méximo por
unidad despachada. En ese caso, la empresa 2 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) by +
1 4+ a: su propia oferta, por las 1 — « primeras unidades, y el precio méximo, por cada unidad
de las 1 4 « restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1+« unidades) y recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa
2 entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — a)m+1+ a:
el precio unitario m, por las 1 — « primeras unidades, y el precio méximo, por las 1+ « unidades

restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(- +1+a—200 si M<b
B1(01,b7,07,b2) = l+a—(1+a)b si m<by<M
l+a—(1+a)b si by <m

;

(I—a)ym+1+a—20y si by <m
32(027bfabi7b2) - (1—a)62+1+a—202 si m<b2 <M
1+a—(1+a)¢92 si M < by

Proposicién 5.5.1 Supongamos que D = 3 + a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-
forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta A1B1, el iinico equilibrio

bayesiano de Nash es:
(65 (61) .55 (62) .53 (02)| = 161,61, 6]

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo A1B1
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = vg = 7?‘1[ =~% = 0. Luego
por la Proposicién 5.2.1. Regién 11 a, el inico equilibrio bayesiano de Nash es el dado por el

enunciado. g
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Modelo de subasta de Vickrey En el modelo de Vickrey, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe (1 — a)ba + 1 4 «: la oferta contraria, por las 1 — a primeras unidades, y el
precio méximo, por las 1 4+ « unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto de la
demanda y recibe por cada una de esas 1 + « unidades, el precio méximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y a unidades con la otra unidad de produccion, recibiendo el precio méaximo por
unidad despachada. En ese caso, la empresa 2 despacha toda su capacidad y recibe (1 — a) M +
1+ «: el precio unitario M, por las 1 — a primeras unidades, y el precio méximo, por las 1 + «
unidades restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (14 « unidades) recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La empresa
2 entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién y recibe (1 — ) M+ 1+ «:
el precio unitario M, por las 1 — « primeras unidades, y el precio médximo, por las 14 « unidades
restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1—0()b2+1+0(—291 si M < by
Bl(elabiabiabQ) —
1—i—0¢—(1+0&)91 si bp < M

(1—04)M+1+C¥—2(92 si bg <M
B2(927biabiab2) =
1—|—a—(1+a)92 si M < by
Proposicién 5.5.2 Supongamos que D = 3+ a.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta de Vickrey, existen infinitos

equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras, todos ellos de la forma:
b (61) b5 (61) .63 (62)] = |55 (61) 61,02

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo de

Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y§ = 7% = 'y% = 'y% =
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/6’% = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién I a, existen infinitos equilibrios bayesianos de

Nash y son los dados en el enunciado. g

Modelo de subasta U1D1 En el modelo U1D1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que b, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe (1 — a) M + 1 + a: el precio unitario M, por las 1 — « primeras unidades, y
el precio maximo, por las 1 4+ o unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto de
la demanda y recibe por cada una de esas 1 + « unidades, el precio méximo.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccion; recibiendo el precio méximo por
unidad despachada. En ese caso, la empresa 2 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) by +
1+ «: su propia oferta, por las 1 — « primeras unidades, y el precio méximo por cada unidad de
las 1 + « restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando
la demanda residual (1 4+ a unidades) recibe por ello el precio méximo por cada unidad. La
empresa 2 despacha toda su capacidad y recibe (1 — «) ba + 1+ a: su propia oferta, por las 1 — «
primeras unidades, y el precio méximo por cada unidad de las 1 4+ « restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(1—0()M+1+Oé—291 si M < by
B1(917biabiab2) -
1—i—0¢—(1+0&)91 si bo < M

(1—0()b2+1+0[—292 si by < M
B2(927biabiab2) -
1—i—0¢—(1+0¢)92 si M < by
Proposicién 5.5.3 Supongamos que D = 3 + a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-

forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta U1D1, existen infinitos

equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras, todos ellos de la forma:

1461 1+0
2 7 2

b% (91) ab% (91) 7b; (02)} = |:b% (01) ’

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo de
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Vickrey es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = ’yg = 'yi =0,
V2 =1-a, ﬂ% = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién I b, existen infinitos equilibrios

bayesianos de Nash y son los dados en el enunciado. g

Modelo de subasta UN En el modelo UN, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bg, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe la oferta contraria por cada unidad. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y a unidades con la otra unidad de produccién; recibiendo la oferta contraria por
unidad. En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por
unidad despachada.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe el precio unitario m.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2y — 20, si M <by
B1(01,b7,b7,02) = I+a)ba—(14+a)01 si m<b<M
lI+a)ym—(14+a)b; si by <m

2m — 209 si bo <m
By(02,b7,b5,02) = 2by — 265 si m<by<M
| T+ a)by—(1+a)b si M < by

Proposicién 5.5.4 Supongamos que D = 34 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta UN, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (62) .55 (61) b5 (62) ] = [b" (61),b" (62) " (62)]

donde

11—«
. ~(1-a)b;+(1+a)™
(0 - 00 Q)
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Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo UN es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 =1+a, ’yg = ’y; == ﬁ? = 0.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta V1 En el modelo V1, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe la oferta contraria por cada unidad. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién, recibe la oferta contraria por
unidad. En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe el precio unitario M
por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe el precio unitario M.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

209 — 264 si M < by
B1(01,b7,07,b2) = (1+a)by—(14+a)fy si m<by<M
I+a)ym—(1+a)b; si by <m
2M — 204 si by <m
Bs(02,b7,b7,b2) = 2M — 20, si o m<by<M
(I+a)by—(14+a)b2 si M < by

Proposicién 5.5.5 Supongamos que D = 34 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta V1, el inico equilibrio bayesiano

de Nash es:

b7 (01) , b5 (61), b (92)] = [b" (61),0% (01) , " (62)]
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donde
1—o
(1-a)b;+ (1+«) 0;*‘”

b (0:) = - 2«

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo V1 es un
caso particular en el que los valores de los pardmetros son V% =1+4a, ’yg = ’y; =2 =0, ﬂ? =2.
Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el Unico equilibrio bayesiano de Nash es el dado

en el enunciado. g

Modelo de subasta U2 En el modelo U2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe el precio unitario M. La empresa 2 entra despachando el resto de la demanda y recibe
su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo la oferta contraria por
unidad. En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por
unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe su propia oferta por
cada unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2M — 26, si M < by

B1(01,b7,b7,02) = I4+a)bg—(1+a)b; si m<ba<M

I+a)m—(14+a)b; si by <m
2by — 209 si bo <m

Bs(02,b7,b5,02) = 2by — 265 si m<by<M

| I+ a)by—(1+a)b si M < by

Proposicién 5.5.6 Supongamos que D = 34 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta U2, el inico equilibrio bayesiano
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de Nash es:
b (01) b5 (01) 05 (02)| = [b° (01) b (01) 0" (02)]

donde

(I1—a)(B+a—(1—a)b?)
2l—a)2—-(1—-a)b,)

b* (0;) =

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo U2 es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son v2 = 1 + a, 7% = 71 =0,7% =2,

% = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regidén 1II c, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es

el dado por el enunciado. g

Modelo de subasta B2 En el modelo B2, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que by, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (1 + a)m+ (1 — «) ba: el precio unitario m por cada una de las 1+ « primeras unidades
y la oferta contraria por las 1 — e unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto

de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y o unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo el precio unitario m por
unidad. En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por

unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccion, recibe (1 + «) ba+ (1 — a) m:
su propia oferta, por las 1 + « primeras unidades, y el precio unitario m, por las 1 — o unidades

restantes.
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Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(

(I+a)ym+(1—a)by—20; si M < by
B1(01,b7,b7,02) = (I+a)m—(1+a)b; si o m<by<M
I+a)ym—-(14+a)b; si by <m
(I4+a)by+ (1 —a)m—20y si by <m
By(02,b7,b7,b2) = 205 — 205 siom<by<M
(I+a)be—(14+a)bs si M < by

Proposicién 5.5.7 Supongamos que D = 34 «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta B2, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (01) 03 (61) .3 (602)] = [ (61) b (61) " (6)

donde
—(1-6;)(1—0)
(1+a) (1 —e~  Tta >

11—«

b* (0;) = 0; +

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estan dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo B2 es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son fyg =14q, 73 =0, 7% =2 =1+aq,
5? = (. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II d, el tnico equilibrio bayesiano de Nash es

el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta C2 En el modelo C2, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe (1 + a)m+ (1 — «) by: el precio unitario m por cada una de las 1+ « primeras unidades
y la oferta contraria por las 1 — o unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién y recibe el precio unitario m por

unidad. En ese caso, la empresa 2 despacha toda su capacidad y recibe (14 o) by + (1 — a) M:
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su propia oferta, por las 1 4+ « primeras unidades, y el precio unitario M, por las 1 — « unidades
restantes.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 4+ « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe (1 + «) ba+(1 — o) M:
su propia oferta, por las 1 + « primeras unidades, y M por las 1 — « unidades restantes.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

(I+a)m+(1—a)by—207 si M <b
Bl(elabiabiabZ) =

(I+a)ym—(1+a)b si by <M

(1+a)b2+(1—a)M—202 si by <M

B2(927b17bi7b2) —
(1+Oé)bg—(1+04)92 si M < by

Proposicién 5.5.8 Supongamos que D = 3+ a.. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta C2, el unico equilibrio bayesiano

de Nash es:

b7 (01) , b5 (61) , b3 (92)] = [b" (61),0% (01) , " (62)]

donde

—(1-6;)(1—0)
(1+a) (1 —e Tta >

b (0;) = 0; + —

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo C2 es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son y2 = 1+a, 'yg =0, ,& =172 =1+a,
ﬁ? =1 — a. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II d, el dnico equilibrio bayesiano de Nash

es el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta DI En el modelo DI, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bs, la empresa 1 despacha toda su capacidad

y recibe (1 + ) m+ (1 — «) M: el precio unitario m por cada una de las 1+ « primeras unidades



244  Duopolio Asimétrico en unidades de produccion

y el precio unitario M por las 1 — a unidades restantes. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + « unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién ; recibiendo el precio unitario m.
En ese caso, la empresa 2 despacha toda su capacidad, y recibe su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario m. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe su propia oferta por
unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

I+a)ym+(1—a)M —20; si M <by
Bl(alabivbf[abQ) =
(I+a)ym—(1+a)b; si bp <M

2()2 — 292 si b2 <M
By (02,07, b7,b2) =
(I+a)be—(14+a)fy si M < by
Proposicién 5.5.9 Supongamos que D = 3+ «. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme

Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta DI, el iinico equilibrio bayesiano

de Nash es:
(65 (62) .55 (61) b5 (62)] = [b" (61) ,b" (62) " (62)]

donde

(1—a)(3+a—(1—a)9?)

) = A e— a6

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo DI es
un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 'y% =1+ aq, ’yg =0, 'y{ =1+aq,
V2 =2, ﬁ? = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el unico equilibrio bayesiano de

Nash es el dado en el enunciado. g

Modelo de subasta B3A2 En el modelo B3A2, el precio por unidad de electricidad despachada

que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:
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Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que b, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe la oferta contraria por cada unidad. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda y recibe su propia oferta por cada una de esas 1 + a unidades.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y o unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo el precio unitario M.
En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe el precio unitario m.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2by — 2604 si M < by
B1(01,b1,b7,b2) = (I+a)M—-(1+a)b; si m<ba<M
| I+a)M —(1+a)by si by <m
( 2m — 264 si by <m

Ba(02,b7,b7,b2) = 205 — 205 siom<by<M

\ (I+a)be—(14+a)by si M < by

Proposicién 5.5.10 Supongamos que D = 3 + a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-
forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta B3A2, el inico equilibrio

bayesiano de Nash es:
b§(91)7b$(91)=b§(92ﬂ = [b% (01) , 6" (01) , " (62)]

donde
l-a
—(1-a)li+(1+a)d™

b (6:) = 2a

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo B3A2
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 7% =1+ a, 7% =1+ a,
'y% =72 = ﬂ? = (. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio bayesiano

de Nash es el dado por el enunciado. g
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Modelo de subasta Uniforme En el modelo Uniforme, el precio por unidad de electricidad
despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente
manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bs, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe la oferta contraria por cada unidad. La empresa 2 entra despachando el resto
de la demanda 1 4+ « y recibe por cada una de esas a unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo el precio unitario M.
En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe el precio unitario M.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe el precio unitario M.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2by — 2604 si M < by

B1(01,b7,b7,02) =
I+a)M—-(14a)f1 si bo<M

1

2M — 2604 si bo < M

By (02,b7,b3,b2) =
(1+a)b2—(1+a)02 si M < by

1

Proposicién 5.5.11 Supongamos que D = 3+a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Uniforme, existen infinitos

equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras, todos ellos de la forma:
b (01),85 (01) b5 (02)] = b5 (01) " (01) , 5" (62)

donde

1—a

—(1-a)0i+(1+a)d™
2

b* (6:) =

Demostracién. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo
Uniforme es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 7% = 7% =1+ a,
'y{ = 'y% =0, ﬁ? = 2. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién I c, existen infinitos equilibrios

bayesianos de Nash y son los dados en el enunciado. g
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Modelo de subasta D2U3 En el modelo D2U3, el precio por unidad de electricidad despachada
que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bo, la empresa 1 despacha toda su capacidad
y recibe el precio unitario M. La empresa 2 entra despachando el resto de la demanda 1+ a y
recibe por cada una de esas o unidades su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo el precio unitario M.
En ese caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe por ello el precio unitario M. La empresa 2, que
entra en el mercado despachando toda su capacidad de produccién, recibe su propia oferta por
cada unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

2M — 204 si M < by

Bl(elabiabiabQ) —
(1+04)M—(1+Oé)91 si bp < M
2by — 204 si bo < M

B2(927b17bi7b2) —
(1+a)b2—(1+a)02 si M < by

Proposicién 5.5.12 Supongamos que D = 3 + «a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uni-
forme Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta D2US3, existen infinitos

equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras, todos ellos de la forma:
b (01), 55 (01) b5 (02)] = b5 (01) " (01) , 5" (62)]

donde

. _(1—a)(3+a—(1—a)922)
b (6:) = 2(1—a)(2—(1—a)6;)

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio
estén dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo D2U3
es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son 73 = yg =1+a, yli =0,72 =2,
5% = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regidén I c, existen infinitos equilibrios bayesianos de

Nash y son los dados en el enunciado. g
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Modelo de subasta Discriminatorio En el modelo Discriminatorio, el precio por unidad
de electricidad despachada que el Operador del Mercado paga a cada empresa se establece de la
siguiente manera:

Si las dos ofertas de la empresa 1 son menores que bg, la empresa 1 despacha toda su
capacidad y recibe m 4 M: el precio unitario m, por la primera unidad, y el precio unitario M,
por la unidad restante. La empresa 2 entra despachando el resto de la demanda y recibe, por
cada una de esas 1 4+ a unidades, su propia oferta.

Sim < by < M, la empresa 1 despacha toda la capacidad de la unidad de produccién de
menor oferta y « unidades con la otra unidad de produccién, recibiendo m + aM: el precio
unitario m, por la primera unidad, y el precio unitario M, por las a unidades restantes. En ese
caso, la empresa 2, que despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por unidad.

Si la oferta de la empresa 2 es la menor de las pujas, la empresa 1 entra despachando la
demanda residual (1 + « unidades) y recibe m + aM: el precio unitario m, por la primera
unidad, y el precio unitario M, por las a unidades restantes. En ese caso, la empresa 2, que
despacha toda su capacidad, recibe su propia oferta por unidad.

Luego las funciones de beneficio de las dos empresas quedan:

m+ M — 20, si M < by

Bi(01,b7,b7,02) =

m+aM —(14+a)b; si bo <M

2b2 — 292 si bg <M

32(027bv bfabQ) -
(1+O¢)bg—(1+0&)92 si M < by

1

Proposicién 5.5.13 Supongamos que D = 3+«a. Bajo las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme
Asimétrico en unidades de produccion y en el modelo de subasta Discriminatorio, existe un unico

equilibrio bayesiano de Nash en estrategias puras:
b (01),85 (01) b5 (02)] = b5 (02) " (01) , 5" (62)]

donde

l1-a)B+a—(1—a)6?)
2l—a)(2-(1—a)0,)

b* (6;) =

Demostracion. Si tenemos en cuenta el Modelo de Subasta General cuyas funciones beneficio

estdn dadas, en el Caso 4, por las expresiones 5.1.4.a) y 5.1.4.b), se observa que el modelo
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Discriminatorio es un caso particular en el que los valores de los pardmetros son ’y% =1+a,
'yg = q, '7% =1,72=2, ,8% = 0. Luego por la Proposicién 5.2.1. Regién II c, el tnico equilibrio

bayesiano de Nash es el dado en el enunciado. g

5.5.2 Ingresos en el Caso 4

Calculemos el ingreso esperado por las empresas y lo que espera pagar el Operador del Mercado,
en cada modelo de subasta, si las dos empresas juegan en equilibrio. El precio que el Operador
del Mercado espera pagar por la demanda, bajo un formato de subasta f, si ambas empresas

juegan el equilibrio correspondiente viene dado por:
2
P(fmer = Z Eei [sz(el)]
i=1

donde Pif (0;) recordemos que denota el pago esperado por la empresa i si su tipo es 6; bajo un
modelo de subasta f.

En el Caso 4 podemos distinguir dos tipos de modelos. En primer lugar, aquellos modelos en
los que existe un tnico equilibrio bayesiano de Nash en el que todas las unidades de produccién
pujan con la misma funcién de oferta [b* (61) ,b* (1) ,b* (02)] (equilibrio simétrico). Nuevamente,
por simetria, se trata de un caso particular del Caso 2 del Capitulo 2.

En segundo lugar, se encuentran los modelos de subasta que poseen infinitos equilibrios
bayesianos de Nash de la forma |b7 (01),b* (01),b* (62)|. En todos esos modelos de subasta el
beneficio y el ingreso esperado por las empresas, y por tanto el pago que el Operador del Mercado
espera hacer, quedan independientes de la menor oferta de la empresa 1. Esto implica que bajo
cualquiera de estos modelos, el ingreso esperado por las empresas y el pago que el Operador
del Mercado espera hacer son independientes del equilibrio elegido. En particular coincide con
el ingreso esperado por las empresas y el pago que el Operador del Mercado espera hacer, si
la eleccién es el equilibrio simétrico [b* (01),b* (01),b* (02)]. Es decir, el ingreso esperado por
las empresas y el pago que el Operador del Mercado espera hacer, también coinciden con los
calculados en el Caso 2 del Capitulo 2.

Luego por la Seccién 2.3.2. se puede afirmar que el ingreso que espera cada una de las

empresas es el mismo en todos los modelos mencionados y es

2
P; (0;) = (1_a)2(1_0i) +1+a
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El pago que espera hacer el subastador también coincide en todos los modelos de subasta men-

cionados y es

omer 3
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5.6 Pago esperado por el Operador del Mercado bajo cualquier

tamano de la demanda

La gréfica incluidas en esta seccién estd realizada con el software Mathematica 5.0 y las senten-

cias utilizadas se incluyen en el Apéndice C.

5.7 Equilibrios bayesianos de Nash de la forma [b% (01),1,0% (02)}

A lo largo de esta memoria se han hallado los posibles equilibrios bayesianos de Nash formados
por estrategias que fuesen funciones estrictamente crecientes y diferenciables. Hip6tesis razon-
ables: estrategias que reaccionasen de manera suave al aumento del coste de produccion.

Quizd en el contexto del presente capitulo, en el que una de las empresas hace dos pujas
distintas, podriamos preguntarnos si la empresa 1 no va a obtener mayores beneficios con otro
tipo de estrategias. Ahora tiene la posibilidad de jugar estratégicamente con una de las pujas
(que sigue siendo una funcién estrictamente creciente y diferenciable) con la que entrar en el
Mercado Eléctrico y fijar la otra al valor constante maximo, con el propésito de fijar el precio del
mercado. Es decir, nos planteamos la siguiente cuestién: ;existen equilibrios bayesianos de Nash
de la forma [b{« (01),1,b% (6‘2)] que proporcionen mayores ingresos esperados a la empresa 17.

Obsérvese que, de existir este tipo de equilibrios, se jugarfan si la empresa 1 tiene incentivos para
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abandonar los equilibrios ya analizados a lo largo del presente capitulo. El siguiente resultado

responde a la cuestién.

Proposiciéon 5.7.1 Si se verifican las hipdtesis del Modelo Lineal Uniforme Asimétrico
en unidades de produccion (salvo que la funcion de estrategias de la unidad de produccién de
la empresa 1 de mayor oferta sea estrictamente creciente y diferenciable) y siendo las funciones

de beneficio del modelo de subasta que se estd utilizando las siguientes

31(617%717/]?7172) =

’y;m-i- (V% _VD M + (¢1 _¢3+V§ _7%) 62+¢3_’Y§_¢191 st M < by
yim +9IM + (¢%—¢3+7§—v§—ﬁ) byt g3 =13 — 301 si m<by<M
(7%—7%)7”"‘7%]\/[4-(1)3—7%—%91 st bp<m
Bs(02,b7,b7,b2) =

R+ (- 05+ =R =) m+BM+03 -3 =602 s by<m
(63— 65 +93 = 67) bo + BIM + 6 — 43 — 6305 sim<by< M

V32 + d3 — 73 — 302 si M < by

Con (3,74,75,93. 8) € [0,05] x [0,93] x 0,64 — d5+73 = 24] x 7L, 61 — 65 + ]

x [0, min{¢; — ¢35 +73 — 71,05 — b3 +13)-

Entonces si 73 = 73 Yy ﬁ? = gb% — ¢35+ 73 existe equilibrio bayesiano de Nash, en estrategias
puras, de la forma [b% (01),1,b% (92)} . Pero en tal caso, si se juega, la empresa 1 espera menores
ingresos que con los equilibrios bayesianos de Nash obtenidos en la proposicion 5.2.1..
Demostracién. La empresa i conoce su propio tipo 0;, pero 0; es una variable aleatoria. Si

consideramos que la empresa 1 puja con la unidad 1 la menor de sus ofertas y fija la mayor de

sus pujas en el precio mdximo permitido 1, el beneficio de las dos empresas es:
By(01,m,1,b3(02)) =
hm (08 = 65+ 93 23 = 21) b2 (02) + 6 =3 +ad = 04r si by (m) <0
(7§—7§)m+¢3—7§+7%—¢391 si 02 < by (m)

By(02,b7 (61),1,b2) =

VA

Yiba + (¢1 — 3+ - ’Y%) b (01) + b3 — 73+ 53 — 610 si (b5) " (ba) < 01
(63— 65 +93 = 83) ba + 63— 23 + B3 — 6365 si 01 < (br)" (ba)
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Se denotard a by (01) simplemente como by (01). Como los jugadores son neutrales al riesgo, la
mejor respuesta (oferta) de un jugador (empresa) es aquella que mazimiza el beneficio espe-
rado dado 0;, sobre todos los posibles valores del tipo restante 0;. Luego se quiere maximizar el
beneficio medio de la empresa 1 dado 61, que es:

BMl(Gl,m, M, b; ()) = / Bl(Hl,m, M, 65(92))f(02|01)d92

al

Como los tipos son independientes y siguen una distribucion Uniforme en el intervalo [0, 1]:
1

BMy(01,b1,1,55(.)) = / Bi(61, by, 1, b3(62))d6

0

= b+ 3 — 73+ — 6b0 + (05) 7 (b) ((v% — 73— ’V%) b1+ (¢3 — ¢3) 91)
. 1
H(@h=s i) [ ()
(b3) " (b1)

Derivando respecto de by se obtiene

9 .
8_ZHBM1(917 bla 17 b2 ())

7 T T\ e d e
= b (0 h = 91) )7 (00) + (8= 0) (0n = br) - (03) 7 (0)
Sustituyendo e igualando a cero queda la siguiente ecuacion diferencial

_ - ~ d
o (08 b =) 08) 7 (0n) + (83— 00) (61— b1) - (43) = 0

evaluando en t queda

A+ (498 = 28) 097 () + (08— 0a) (6D () — ) S (63) (1) = 0

El beneficio medio de la empresa 2 es
az
BMy (02,1 (.),1,@):/ Ba (0,05 (61) .1, b2) f(61102) 0
a1
De la misma forma y derivando BMa(02,b5 (.), 1,b2) respecto de by obtenemos

9 R
a_bQBM2<92, bl <) ) 17 b?)

3 d
= A+ (65— 0a 28— 51 1) (01) 7 (b2) + (01— 63) (B2 — o) - (0]) 7 (02)

Como b;l(bg) = 0y <= by(02) = ba, sustituyendo, igualando a cero y evaluando en t queda la
siguiente ecuacidon diferencial:

L)L) =0

R+ (B0 +73 -1 =) ) ) + (61— 83) () (D 1)
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Luego las dos ecuaciones diferenciales calculadas forman el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:

A+ (423 =0) )7 0 + (93— aa) (6D (O - 1) F 65) 7 () =0
2 (08— 0a+ 93— B —93) (6D 10 + (61— 0) ((15) 71 (1) — ) (b)) (1) = 0

Si imponemos las condiciones bi (1) = bk (1) =1, se obtiene

3=
Bl =65 — ds+ 73
Sustituyendo en el sistema de ecuaciones diferenciales anterior y denotando (b3) ™ (t) =z (t) y

(b3)71(t) = y (t) se obtiene

A —a (1) + (65— ¢5) (W () — )2’ (1) = 0
(1 =y (1) + (61— ¢3) (x(t) =)y (1) = 0

Sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones inversas de las estrategias en equilibrio

en aquellos modelos en los que se verifica v3 = V% Yy ﬂ? = 3 — p3 + ’yg. Se comprueba que los

tunicos modelos que verifican dichas igualdades, de todos los modelos analizados en el presente

capitulo, son los de la siguiente tabla:

o Ingreso esperado
Modelo Equilibrio

por la empresa 1

Caso2:  Vickrey [01,1,05] %ﬁ
Caso 3: C1 [#, 1, 1+TGQ] —1+a7(217a)9%
c3 [1+_01 1, m] Lta—(1-a)o}
Vickrey [01,1,05] w
Ve (01,1, 0] Lta—(1-a)f}
Caso 4:  Vickrey [01,1,09] 1+«
Uniforme 01,1, 09] 1+«

En dicha tabla también se ha incluido, en cada modelo, el ingreso que espera obtener la empresa

1 si se utiliza el equilibrio bayesiano de Nash correspondiente. Si observamos dicha tabla, y
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comparando con los ingresos esperados por la empresa 1 obtenidos a lo largo del presente capitulo,
se observa que la empresa 1 espera mayores ingresos con los equilibrios anteriormente calculados

en cada caso y modelo. g

5.8 Conclusiones

Se ha analizado una familia paramétrica de modelos de subasta, que contiene como casos parti-
culares a los tres clédsicos (modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y modelo de Vickrey) bajo
las hipdtesis fijadas en el Modelo Asimétrico Lineal Uniforme descrito en la Seccién 5.1.. Dicha
familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General) tiene asociada univocamente las

siguientes funciones de beneficio para cada empresa i:

([ imt M 4 Byt o — 0,01 si M <by
B1(01,b7,b7,b2) = 'y?m—%y%M—l—,B%bg—Hp—(b%@l si m<by <M
7§m + VEM + o — 361 si by <m

oy + Bm+ BM +¢—d0y s by<m
Bo(62,b7,b5,b9) = by + BM + o — ¢20s si m<by< M
732 + ¢ — p302 s M <by

\

con 11,71, 78,73,13.3. 73 81, 88, B2, 33, ¢ € [0, 00), M+l + 8L+ = 61, v+ 3+ Bl = o),
Wtrh+o=05 B +B+B+o=0,%+0+o=d3B+o =05+ =218+ =
BLvd+95 =3y é1 + é5 = 85+ 3 = D. Siendo m = min(by, by) y M = maz(by, by). Si la
demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢; = D, ng% = qﬁ% = ¢3 = 0. Si la demanda verifica
D =1+a, con a € (0,1], entonces ¢; = 1+ a, ¢3 = 1, ¢2 = a, ¢3 = 0. Si la demanda verifica
D =2+a, con a € (0,1], entonces ¢, =2, ¢t =1, ¢2 =1+, ¢3 = . Si la demanda verifica
D =3+a, con ac (0,1], entonces ¢, = 2, ¢p3 = 1+, ¢2 = 2, ¢3 = 1 + a. Si la demanda
verifica D > 4, entonces ¢, = 2, ¢ = 2, ¢35 = 2, 3 = 2.

Una vez calculados los equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General,
se calcularon el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador
del Mercado. Todos estos céalculos se resumen en las secciones 5.2., 5.3, 5.4. y 5.5.. En todos
los casos de tamano de la demanda se llegé a la conclusién, de que si las empresas juegan en

equilibrio el ingreso esperados por ellas es equivalente bajo cualquiera de los modelos de subasta
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considerados. Por esta razén, el pago que espera realizar el Operador del Mercado por la compra
de unidades eléctricas también es equivalente.

Esta equivalencia de ingresos obtenida en un modelo, a priori asimétrico, se debe a que los
equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras obtenidos son siempre de las dos formas
siguientes:

En primer lugar: la empresa 1 puja en equilibrio de igual forma con sus dos unidades de
produccién, y por tanto, el modelo es un caso particular del modelo simétrico considerado en el
Capitulo 2. En dicho capitulo se verificaba un resultado de equivalencia de ingresos.

En segundo lugar: la empresa 1 puja en equilibrio con su unidad de produccién de mayor
oferta de la misma manera que la empresa 2, y utiliza cualquier oferta como la menor de sus
pujas. Este tipo de equilibrios surgen en modelos de subasta cuyas funciones de beneficio no
dependen de la menor de las pujas de la empresa 1. Luego en realidad también puede verse
como un caso particular del modelo simétrico considerado en el Capitulo 2.

Aunque a lo largo de esta memoria siempre se consideré que las funciones de oferta utilizadas,
en equilibrio, por las empresas eran funciones estrictamente mondétonas y diferenciables, en
la Seccién 5.7., se buscaron equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras de la forma

b% (01),1,b%5(02)|. Es decir, estrategias tales que la empresa 1 pueda entrar en el mercado con
la menor de las pujas, pero fijar precio con el precio méximo permitido. Se demostré que en los
modelos donde esto podria darse, la empresa 1 obtiene menores ingresos esperados que con los

equilibrios anteriormente calculados.



Capitulo 6

Conclusiones finales

En este capftulo resumimos los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo, asi como las con-
clusiones que se derivan de dichos resultados. Se implementa el modelo de subasta de Vickrey
para un modelo general: un nimero arbitrario de empresas con capacidades de produccién dis-

tintas. Ademds, se hacen algunas propuestas para trabajos futuros.

En la década de los 90 empezaron a liberalizar los mercados eléctricos de multitud de paises.
En dichos mercados ya privatizados aparece lo que se conoce como mercado “spot” diario, donde
se casan las ofertas de las empresas generadoras con la demanda eléctrica de cada franja horaria,
con entrega al dfa siguiente. Estas transacciones de compraventa se realizan mediante un modelo
de subasta. En realidad se introduce competencia en la generacién de la electricidad, mientras
que el transporte y la distribucién permanecen con tarifas reguladas. El consumidor final compra
energia a un precio fijado por el Estado.

Las ofertas, realizadas en sobre cerrado por las empresas generadoras, son entregadas a un or-
ganismo central (en este trabajo lo hemos llamado Operador del Mercado) que serd el encargado
de gestionar la compraventa de unidades eléctricas. Este ordena las ofertas, correspondientes
a una franja horaria, de menor a mayor y distribuye la demanda entre las empresas de menor
oferta. El resto de las empresas generadoras quedan fuera del Mercado Eléctrico. En la mayoria
de Mercados Eléctricos, el precio que se paga por unidad eléctrica despachada, a las empresas
generadoras en el mercado, es la oferta de la tltima empresa que entré en el mercado. Se trata

del modelo de subasta Uniforme.

257
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Existe hasta la fecha un debate abierto acerca del modelo de subasta idéneo para la subasta
de unidades de energia eléctrica. Dicho debate normalmente involucra a dos modelos de subasta
clasicos: modelo de subasta Uniforme, utilizado en la mayoria de los Mercados Eléctricos in-
ternacionales, y el modelo de subasta Discriminatorio. En este trabajo, ademds, se anadié otro

modelo de subasta cldsico en otros mercados, que es el modelo de subasta de Vickrey.

Hay que destacar que la principal aportacién de este trabajo es el andlisis completo de una
familia de modelos de subasta en sobre cerrado que se pueden utilizar en un Mercado
Eléctrico. Para ello se ha definido en cada capitulo una familia paramétrica de modelos de
subasta tal que, para ciertos valores de los pardmetros, se reduzca a cualquiera de los tres
modelos cldsicos mencionados: Uniforme, Discriminatorio y de Vickrey. Para valores diferentes
de los pardmetros se obtuvieron nuevos modelos de subasta, que bajo ciertas circunstancias, son

mas ventajosos.

Otra novedad presente en este trabajo, respecto de los existentes hasta la fecha, es que se
modeliza la subasta del mercado eléctrico como un juego no cooperativo bayesiano.
Establecida dicha hipdétesis, en el Capitulo 2 se analizé6 un modelo sencillo de competencia
eléctrica en duopolio. A continuacién, en los sucesivos capitulos, se analizaron variantes de dicho

modelo, alterando las hipétesis del modelo inicial.

El analisis realizado en cada capitulo consistié en calcular la mejor oferta (equilibrio bayesiano
de Nash) de las empresas competidoras en el Mercado Eléctrico', calcular el ingreso esperado
por las empresas, y calcular el pago que espera hacer el Operador del Mercado. Todo ello bajo
una familia paramétrica de modelos de subasta que incluye, entre otros, los tres modelos de
subasta cldsicos. Por tltimo, en aquellos casos en los que no se verificé equivalencia de ingresos,
se establecié una ordenacién entre los modelos de subasta, tanto desde el punto de vista de las
empresas, como desde el punto de vista del Operador del Mercado. Los Mercados Eléctricos
internacionales tienen diferentes caracteristicas, dependiendo de ellas se establecen diferentes
hipétesis para modelizarlo. Repasemos los resultados méds destacados que se han obtenido en

cada capitulo.

' Mediante la resolucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias



Capitulo 1 259
6.1 Capitulo 1

En el Capitulo 1 se hizo una pequena introduccién de la teoria que enmarca este trabajo, la
Teoria de Subastas. En él se enuncié uno de los principales resultados, el Teorema de Equiva-
lencia de Ingresos [Myerson, 1981] aplicable a modelos de subasta de un objeto. En general no se
verifica en modelos de subasta de multiples objetos. Se generalizé el Teorema de Equivalencia de
Ingresos para subastas de un objeto [Myerson, 1981] a la subasta de miltiples objetos siguiente:
la subasta de m objetos idénticos mds uno heterogéneo. Enunciado bajo el nombre de Teorema

de Equivalencia de Ingresos Generalizado, corresponde al Teorema 1.4.1.

6.2 Capitulo 2

En este capitulo se analizé un modelo en duopolio, donde cada empresa posee una tinica unidad
de produccién con idénticas capacidades de produccién. Ademds, se supuso que las empresas
tenfan valoraciones privadas e independientes.

En las secciones 2.1, 2.2. y 2.3. se analizé una familia paramétrica de modelos de subasta, que
contiene como casos particulares a los tres modelos de subasta cldsicos: modelo Uniforme, modelo
Discriminatorio y modelo de Vickrey; bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Simétrico Inicial
definido en la primera seccién. Dicha familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General)

tiene asociada univocamente la siguiente funcién de beneficio de cada empresa i € {1, 2}:

bi+ b; + bmax— ,92' st b2<b
Bi(0s,bisb;) = Y1bi + B1bj + ¢ 9(¢1,05) i
72bi + Qpbmax - g(¢2a 01) st bl > bj

con vy, By, ¢, ¥3 € [0,00), v+ B1 4+ 9 = @1, Yo+ = ¢y ¥y ¢1 + ¢y = D. Si la demanda D

es menor o igual que 1, entonces ¢; = D y ¢, = 0. Si la demanda verifica D = 1 + «, con
a € (0,1), entonces ¢; = 1y ¢y = . Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢p; =1y
¢, = 1. Al expresar el ingreso esperado por la empresa ¢, si ambas juegan el equilibrio bayesiano
de Nash calculado, como una funcién a trozos en términos de la demanda, se obtuvo, para todos

los modelos de la familia anterior
o g(D,t) f(t)dt si D<1
Pi(03, D)= [ (g(1,t) — g (a,1)) f()dt + abmax S L<D=1+a<2
bmax si 2 < D
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l,a2)—g(a,a , < 2 . . .
= %‘Zé(’z). Obsérvese que es una funcién continua y, ademds, es creciente en

donde bpax = T
D.

Al expresar el pago que espera hacer el Operador del Mercado, cuando ambas empresas
juegan en equilibrio bayesiano de Nash calculado, como una funcién a trozos en términos de la

demanda, se obtuvo, para todos los modelos de la familia anterior

9(D,az) — [* §g(D,t) F2(t)dt si D<1
ome’r'( ) - g(laaQ) _g(aaaQ) _fal (Eg(l,t) — 519 (Oé,t))F (t)dt—|—2abmax S1
l1+a<?2
2bmax si 2<D
donde byax = w. Obsérvese que es una funcién continua y, ademds, es creciente en
D.

La observacién mas importante es que tanto el ingreso esperado por las empresas como el
pago que espera realizar el Operador del Mercado son independientes de todos los pardmetros
de la familia de modelos considerada. Luego se verifica que hay equivalencia de ingresos en todos
ellos. Es decir, tanto el ingreso esperado por las empresas como el pago que espera
hacer el Operador del Mercado son idénticos bajo cualquiera de los modelos de
subasta pertenecientes a la familia paramétrica de modelos de subasta considerada.

En la Seccién 2.4. se obtuvo un resultado en el que se demuestra que la equivalencia obtenida
para dos empresas bajo el Modelo General de Subasta, se puede generalizar y que se verifica
una equivalencia de ingresos bajo dos modelos de subasta cualesquiera con ciertas caracteristicas
y n empresas. La familia paramétrica de modelos de subasta considerada se encuentra en las
hipétesis de dicho resultado.

En la Seccién 2.5. se calcularon, como caso particular de las secciones anteriores, los equi-
librios bayesianos de Nash en los modelos de subasta clasicos: Uniforme, Discriminatorio y de

Vickrey.

6.3 Capitulo 3

En este capitulo se analizé un modelo en duopolio, donde cada empresa posee una tinica unidad

de produccién con idénticas capacidades de produccién. A diferencia con el Capitulo 2, se supuso
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que las empresas tenfan valoraciones privadas y correladas.

Se analiz6 una familia paramétrica de modelos de subasta, que contiene como casos particu-
lares a los tres modelos clédsicos: modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y modelo de Vickrey,
bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Simétrico Correlado Uniforme descrito en la Seccién 3.1..
Dicha familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General) tiene asociada univocamente

la siguiente funcién de beneficio de cada empresa ¢ € {1,2}:

b7,+ b + bmax_ 79i st bz<b
Bi(ei,bi,bj) _ 71 B1bj + ¢ g(¢1,0:) . j]
72bi + gobmax — g(¢2, 01) S1 bi > bj

con 1,01, ¢, Y2 € [0,00), Y1 + 81+ @ =d1, Yo+ @ =Py ¥ ¢1 + ¢ = D. Si la demanda D es
menor o igual que 1, entonces ¢; = Dy ¢o = 0. Si la demanda verifica D = 1+a, con a € (0,1),
entonces ¢; = 1 y ¢9 = . Si la demanda es mayor o igual que 2, entonces ¢; = 1y ¢ = 1.
Ademds, se llegé a la conclusién, que el precio méaximo que le interesa al Operador del Mercado
€s bay = g(¢17a;1):g(2¢27a2)'

Una vez calculados los equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General,
se calculd el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador del
Mercado. Todos estos cédlculos se resumen en la seccién 3.4. y en dicha seccién se establecid, al

no verificarse un resultado de equivalencia de ingresos bajo todos los modelos, una ordenacién

entre los diferentes modelos de subasta.

Como se demuestra en la Seccién 3.5. los modelos clédsicos aparecen en dicha ordenacién, ya
que se sitdan en los vértices de la regiéon en la que se definen los pardmetros de la familia de
modelos incluidos en el Modelo de Subasta General. Pero, ademads, aparece un nuevo modelo que
hemos llamado modelo DV. Bajo dicho modelo, en el Caso 2 (1 < D =1+ « < 2), las empresas
obtienen mayores ingresos esperados que bajo cualquier otro modelo de subasta. El modelo de
subasta més ventajoso, desde el punto de vista de las empresas en el Caso 1 (D < 1) es el modelo

Uniforme/Discriminatorio (ambos modelos coinciden).

Desde el punto de vista del Operador del Mercado el modelo de subasta mas
ventajoso es el modelo de Vickrey, en el Caso 1 (D < 1) y el modelo Uniforme, en

elCaso2 (1<D=14+a<2).
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6.4 Capitulo 4

En este capitulo se analizé un modelo en duopolio, donde cada empresa posee una tnica unidad
de produccién con distintas capacidades de producciéon. Ademds, se supuso que las empresas
tenfan valoraciones privadas e independientes. Las empresas ya no son indistinguibles, y esta
asimetria en el tamano de las empresas obligé a la bisqueda de Equilibrios bayesianos de Nash
formados por distintas estrategias.

Se analizé una familia paramétrica de modelos de subasta, que contiene como casos particu-
lares a los tres modelos de subasta clasicos: modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y modelo
de Vickrey, bajo las hipétesis fijadas en el Modelo Asimétrico Lineal Uniforme descrito en la
Seccién 4.1.. Dicha familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General) tiene asociada

univocamente las siguientes funciones de beneficio para las dos empresas:

101 + Blb2 + 0lbmax — ¢1601 si by < b

Bl(alablabQ) - 71 ! 51 2 v & d)l ! ! 2
7%171 + Solbmax - ¢%91 st bl > bg

71b2 + ﬁlbl + ()0 max ¢102 st b2 < b1

’72b2 + bmax - ¢292 st by > b1

By(02,b2,b1) =

con 74,81, 75 € [0,00), Vi + 81 +¢" = ¢1, Yo+ = ¢h y o1+ = ¢p+¢7 = D, coni € {1,2}.
Si la demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢ = qbl =D, ¢2 = QSQ = (. Si la demanda
verifica D = 1 + a, con a € (0, 5], entonces ¢ =1, ¢3 =0, ¢2 = 1+ a, ¢3 = . Si la demanda
verifica D =1+ 8+ a, con a € (0,1), entonces ¢1 = 1, ¢ = a, ¢2 =1+, ¢2 = 3+ . Si la
demanda verifica que es mayor o igual que 2+ 3, en ese caso despachan el total de su capacidad,
entonces ¢F = g3 =1, ¢? = 3 =1+ .

Una vez calculados los equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General,
se calculd el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador del
Mercado. Todos estos cédlculos se resumieron en las secciones 4.2., 4.3. y 4.4.. Al final de las
dos 1ltimas secciones mencionadas se establecié una ordenacién entre los diferentes modelos de
subasta.

Para la mayor de las empresas, la de mayor capacidad de produccidn, se llegé a la conclusion
que el modelo més ventajoso es, si D = 1+ a, con « € (0, ], el modelo de subasta Uniforme. Si

D=1+4+pF+a,conac(0,1)y 3a+ [ <1, el modelo de subasta Uni2.
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Para la menor de las empresas, la de menor capacidad de produccién, se llegé a la conclusién
que el modelo que mas le favorece es, si D = 1 + «, con « € (0, (], el modelo de subasta E. Si
D=1+p+a,cona€(0,1)y3a+ 5 <1, el modelo de subasta E2.

Desde el punto de vista del Operador del Mercado, los modelos que le son mas
ventajosos, con pagos equivalentes, son: si D = 1+ «, con a € (0,5], el modelo de
subasta de Vickrey y el modelo de subasta DV. Y si D=1+ 3+ «, con a € (0,1) el
modelo de subasta de Vickrey y el modelo de subasta DV1.

6.5 Capitulo 5

En este capitulo se analizé un modelo en duopolio, donde una de las empresas posefa dos unidades
de produccién y la otra empresa sélo una. Se supuso que la capacidad total de ambas empresas
era idéntica. Ademads, se supuso que las empresas tenian valoraciones privadas e independientes.
Al poseer una de las empresas 2 unidades de produccidn, ésta presenta dos ofertas al Mercado
Eléctrico. Es légico que a priori se crea que la empresa con esta posibilidad verd maximizado
sus ingresos realizando dos ofertas distintas, correspondientes a sus dos unidades de produccion.
Quizd una oferta ajustada al coste para asegurar la entrada en el mercado y otra mayor, para
marcar precio.

Se ha analizado una familia paramétrica de modelos de subasta, que contiene como casos
particulares a los tres modelos de subasta cldsicos: modelo Uniforme, modelo Discriminatorio y
modelo de Vickrey, bajo las hipé6tesis fijadas en el Modelo Asimétrico Lineal Uniforme descrito
en la Seccién 5.1.. Dicha familia de modelos de subasta (Modelo de Subasta General) tiene

asociada univocamente las siguientes funciones de beneficio para las dos empresas:

m+ M+ Bl +o— 6100 s M<by
B1(01,b5,b5,02) = 'ygm + 7%M + ﬁ%bz + o — qﬁ%Hl si m<by< M
y};m + VEM + ¢ — ¢36; si by <m

by <m

w0
-

Vibo + BIm + BIM + ¢ — 6,02
B (62, b7, by, bo) = by + M + o — ¢20;  si m<by<M
V3ba + © — @302 si M <b
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con v}, 74,73, 75,13.78,13, 81, 83, 82, B2, ¢ € [0,00), M+l +81 +9 = d1, M+ + B3 +o = o},
N+r+e=05 B +0+8+o =013+ 8 +e =313 +0 = b7+l =181+ =
ﬂ%,’yg + V% =13y ¢+ ¢35 = ¢ + ¢3 = D. Siendo m = min(by,b;) y M = max(bs, ;). Si la
demanda D es menor o igual que 1, entonces ¢; = D, d)% = qﬁ% = ¢3 = 0. Si la demanda verifica
D=1+ a, con a € (0,1], entonces ¢; = 1+ a, qb% =1, gbg =, ¢3 = 0. Si la demanda verifica
D =2+a, con a € (0,1], entonces ¢, =2, ¢s =1, ¢3 = 1+ a, ¢35 = a. Si la demanda verifica
D =3+ a, con ac (0,1], entonces ¢; = 2, ¢3 = 1+ a, ¢35 = 2, ¢3 = 1 + . Si la demanda,
verifica D > 4, entonces ¢; = 2, gb% =2, gb% =2, ¢3=2.

Una vez calculados los equilibrios bayesianos de Nash bajo el Modelo de Subasta General,
se calculd el ingreso esperado por cada empresa y el pago que espera hacer el Operador del
Mercado. Todos estos célculos se resumen en las secciones 5.2., 5.3., 5.4. y 5.5.. En todos los
casos de tamano de la demanda, se llegé a la conclusién de que si las empresas juegan en
equilibrio, el ingreso esperado por ellas es equivalente bajo cualquiera de los modelos
de subasta considerados. Por esta razén, el pago que espera realizar el Operador
del Mercado por la compra de unidades eléctricas también es equivalente.

Esta equivalencia de ingresos obtenida en un modelo, a priori asimétrico, se debe a que los
equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras obtenidos son siempre de una de las dos
formas siguientes:

En primer lugar: la empresa 1 puja, en equilibrio, de igual forma con sus dos unidades de
produccién, y por tanto, el modelo es un caso particular del modelo simétrico considerado en el
Capitulo 2. En dicho capitulo se verific6 un resultado de equivalencia de ingresos.

En segundo lugar: la empresa 1 puja, en equilibrio, con su unidad de produccién de mayor
oferta de la misma manera que la empresa 2, y utiliza cualquier oferta como la menor de sus
pujas. Este tipo de equilibrios surgen en modelos de subasta cuyas funciones de beneficio no
dependen de la menor de las pujas de la empresa 1. Luego en realidad también puede verse
como un caso particular del modelo simétrico considerado en el Capitulo 2.

Aunque a lo largo de esta memoria siempre se consideré que las funciones de oferta uti-
lizadas en equilibrio por las empresas eran funciones estrictamente monétonas y diferenciables,
en la Seccién 5.7., se buscaron equilibrios bayesianos de Nash en estrategias puras de la forma

b% (01),1,b%(02)|. Es decir, estrategias tales que la empresa 1 pueda entrar en el mercado con

la menor de las pujas, pero fijar precio con la méxima oferta permitida. Se demostré que en los
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modelos donde esto podria darse, la empresa 1 obtiene menores ingresos esperados que con los

equilibrios anteriormente calculados.

6.6 Conclusiones finales

La ventaja de la privatizaciéon del mercado es que permita la compra de unidades eléctricas a
menor precio que el establecido por una tarifa regulada. En principio, al concebir el Mercado
Eléctrico como un mercado competitivo, las empresas deberian tener fuertes incentivos para
minimizar sus costes de produccién y realizar ofertas préximas a ellos, con la intencién de no
quedar fuera del mercado.

Para que esto sea asf realmente, es fundamental que el nimero de empresas generadoras sea
suficientemente grande, respecto del tamano de la demanda, para asi asegurar la competencia
en el mercado spot. En todos los capitulos se ha observado que si el tamano de la demanda es
demasiado grande, respecto de la capacidad total de produccién de las empresas generadoras,
una o las dos empresas maximizan sus ingresos esperados ofertando la méxima puja permitida.
Es decir, deja de existir competencia y el precio del mercado es alto. Si, por ejemplo, el modelo
de subasta que se estd empleando es el mds utilizado en mercados eléctricos internacionales, el
modelo de subasta Uniforme, una empresa puede marcar precio, segura de entrar en el mercado,
por el gran tamano de la demanda, y el precio del mercado es el precio méximo. Esta situaciéon se
podria solventar de varias formas. Entre ellas evidentemente se encuentra incentivar la entrada
en el mercado de nuevas empresas generadoras. También, en prevision, es fundamental imponer
cuotas méximas de generacién de las grandes empresas.

Otra medida podria ser conseguir que la demanda reaccionase al precio del mercado. El
consumidor final compra la energia a un precio fijado con tarifas reguladas. Este precio no
reacciona inmediatamente al precio del mercado, de ahi que consideremos la demanda ineldstica
al precio. Las grandes empresas, seguras de entrar en el mercado, suben sus precios. No lo harfan
si supiesen que la demanda no es fija y al reducirse pueden quedar fuera del mercado.

Luego lo primero que hay que asegurar en un Mercado Eléctrico es que haya competencia.
Es decir, que la suma de las capacidades de produccién de todas las empresas que entran en el
mercado es suficientemente grande respecto del tamafio de la demanda eléctrica.

Una vez que esté asegurada la competencia en el Mercado Eléctrico, la eleccién del modelo de
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subasta adecuado para minimizar el pago que espera hacer el Operador del Mercado y, por tanto,
para minimizar el precio que paga el consumidor final debe establecerse siguiendo los resultados
obtenidos en los distintos capitulos de este trabajo. Depende de las hipétesis establecidas en cada
capftulo y que mejor modelen el Mercado Eléctrico del que se trate. Resumimos en la siguiente

tabla los modelos méas ventajosos obtenidos en los capitulos 2, 3, 4 y 5:

Modelo de mercado

Simétrico Basico Modelos de Ingresos Equivalentes

(D<1) (1<D=1+a <2)
Simétrico Correlado
Modelo de Vickrey Modelo Uniforme

Asimétrico Lineal Uniforme (D=1+a,con a e (O,/;’]) (D=1+a+ p,con a € (01))

Modelo de Vickrey y Modelo de Vickrey y
Modelo DV Modelo DV1
Lineal Uniforme Asimétrico Modelos de Ingresos Equivalentes

en unidades de produccion

Si tuviésemos que elegir un tinico modelo, el que mejor se adapte a la mayoria
de las circunstancias de un Mercado Eléctrico, este seria el modelo de subasta de
Vickrey. Este modelo de subasta cldsico en otros contextos, no se utiliza en ningtin Mercado
Eléctrico. La determinacién del precio de compraventa en los modelos Uniforme y Discrimina-
toria es mucho més sencilla: la mayor oferta aceptada o la propia oferta respectivamente. Sin
embargo en el modelo de Vickrey el Operador del Mercado paga cada unidad eléctrica que entra
en el mercado el precio de la unidad eléctrica que desplazé fuera del mercado. A pesar de que este
calculo es algo més complicado, este modelo matemaético se implementa sin dificultad incluso
en casos mucho mdas generales que los vistos a lo largo de este trabajo. Por ello en la siguiente
seccion se simulard el modelo de Vickrey en un Mercado Eléctrico en el que compite un nimero

arbitrario de empresas con distintas capacidades de produccion.
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6.7 Implementacién del modelo de Vickrey

Puede observarse que, en lineas generales, el modelo més ventajoso desde el punto de vista del
subastador es el modelo de Vickrey. Bajo dicho modelo el subastador espera menores o iguales
pagos que bajo los modelos restantes salvo en un caso (Caso 2 del Capitulo 3), en el que ademds
la diferencia es pequena.

Supongamos que se quiere subastar el derecho al despacho de D unidades eléctricas entre n
empresas neutrales al riesgo y con una tnica unidad de produccién con capacidades distintas k;,
i € {1,...,n}. Supongamos que existe competencia, es decir, Z?:l k; > D. Supongamos que el
coste de produccion es g(g;, 0;) = ¢;0; con ¢; € [0, k;] nimero de unidades eléctricas y 6; el tipo
privado de cada jugador. Se considerard que {6;}7_; son v.a.i.i.d. con una distribucién Uniforme
en [0, 1]. Luego una vez que el Operador del Mercado recibe las n pujas de las empresas, las
ordena de menor a mayor, distribuye el despacho eléctrico entre aquellas empresas de menor
puja, sin exceder cada capacidad de produccién y hasta que la demanda queda completamente
satisfecha. De tal manera que la iltima empresa en entrar lo hace con el despacho de la demanda
residual a. Supongamos que el nimero de empresas que entra en el mercado es m < n, y que
reordenamos los subindices de esas empresas por orden de entrada en el mercado j € {1, ..., m},
entonces se verifica que Z;":_ll k; <D< Z;":l k;. Luego la lista de méritos ordenada en la que

se indica puja realizada b; y niimero de unidades eléctricas a despachar k; serd de la forma:

m—1
{{bla kl}v ey {bmflv km*1}7 {bma a=D— Z k]}}
=1

Siguiendo el mismo orden, la lista las unidades eléctricas, junto con su oferta, que quedan fuera

del mercado serfa de la forma:

m

{{bm kem — @ = _kj = D}, {bmi1, kmg1}s o {bns bn }}
j=1

Obsérvese que la capacidad de la empresa que ocupa el lugar m — ésimo queda dividida en «
unidades eléctricas que entran en el mercado y k,,, —a que quedan fuera del mercado. El total de
unidades eléctricas que quedan fuera del mercado es Y ;- | k; — D. Una vez que se determina la
lista de méritos, el Operador del Mercado debe calcular el pago que debe hacer a cada empresa.
Supongamos que el modelo de subasta que se va a emplear es el modelo de Vickrey, en dicho
modelo, recuérdese que cada unidad eléctrica es pagada al precio de la unidad eléctrica que

desplaza fuera del mercado.



268 Conclusiones finales

Veamos en primer lugar el ingreso de las empresas que entran en el mercado despachando
toda su capacidad. Sea la empresa de subindice en la lista de méritos j € {1,...,m — 1}, hay que
diferenciar las siguientes situaciones:

Situacién I) La cantidad generada por la empresa j es menor o igual que la porcién de
capacidad que quedé fuera del mercado de la empresa m, es decir k; < ky, — . En ese caso, si la
empresa j retirase su oferta entrarfa la empresa m despachando las k; unidades que j dejarfa de
despachar. Luego en esta situacién sélo se ven desplazadas k; unidades eléctricas de la empresa

m. Luego el ingreso de la empresa j es:
pg(bl,bg,.“,bn) ::kybnl Vj e {1,.“,7n-—-1}

Situacién IT) La cantidad generada por la empresa j excede la porcién de capacidad que
quedé fuera del mercado de la empresa m, pero es menor que la totalidad de la capacidad que
qued6 fuera del mercado, es decir ky,, —a < kj < > " | k; — D. En ese caso existe un nimero
entero positivo r verificando S7-1 ki < ki — (km—a) <30 . ki Indicdndonos que si
la empresa j retirase su puja, entrarian en el mercado las siguientes unidades para compensar
tal pérdida: (k,, — «) unidades de la empresa m, k,,4+1 unidades de la empresa m + 1, k42
unidades de la empresa m + 2 asf sucesivamente hasta llegar a k,_; unidades de la empresa r —1
y, por ultimo, se completarfa con kj — (kpy — o) — Z:;;L 41 ki unidades de la empresa r. Luego la

empresa j desplaza desde la empresa m hasta la empresa r, luego el ingreso de la empresa j es:

r—1 r—1
pj(b1,b2, . bn) = (km — @) b + Z kibi+<kj_(km_a)_ Z kz) by
i=m-+1 1=m-+1
Vi e {l,..,m—1}

Situacién III) La cantidad generada por la empresa j es mayor que el total de la capacidad
que ha quedado fuera del mercado, es decir si k; > > """ | k; — D. En ese caso, la empresa j, ha
desplazado a todas las empresas que han quedado fuera del mercado, es decir, ha desplazado
km — a unidades de la empresa m, ky,4+1 unidades de la empresa m + 1, k42 unidades de la
empresa m + 2 asi sucesivamente hasta llegar a las b, unidades de la empresa n. Y ademds,
si la empresa j retirase su oferta no habria empresas suficientes para satisfacer la demanda ya
que faltarfan k; — (3", k; — D) unidades por cubrir. Estas dltimas unidades, que no han sido

desplazadas de ninguna empresa, el Operador del Mercado las paga a byax = 1. Luego el ingreso



Implementacion del modelo de Vickrey 269

de la empresa j es:
(Fm = @) b 4 3 i Kibi + (B — (21 ki — D)) bmax - 80 m #n

(km — @) by + (kj — (3271 ki — D)) bmax si m=mn
Vi e {l,..,m—1}

pj(bl, bQ, ceey bn) =

Veamos ahora como queda el ingreso de la empresa m que entra en iltimo lugar y que no despacha
toda su capacidad sino una cantidad residual a« = D — Z;n:_ll kj;. Tenemos que diferenciar las
dos situaciones siguientes:

Situacién I) La cantidad residual « generada por la empresa m la podria satisfacer la
siguiente empresa en la lista de méritos, es decir a < ky,,+1. En ese caso la empresa m desplaza

a una unica empresa y el ingreso es:

P (01,02, ..., b)) = by, i1
Situacién IT) La cantidad residual a generada por la empresa m no la podria satisfacer, por
completo, la siguiente empresa en la lista de méritos pero si entre todas las restantes, es decir
ki1 <a <> 41 ki- En ese caso la empresa m desplaza a varias empresas. Si la empresa
m retirase su puja, para satisfacer la demanda residual « serfan necesarias ¢ empresas, donde
q € N tal que verifica Z:er?;ll ki <a< Z?jjﬂ k;. Luego el ingreso de la empresa m es:

m-+q m-+q
(b1, b2, b)) = Y Kibi+ <a— > k) by

i=m-+1 i=m-+1

Situacién III) La cantidad residual a generada por la empresa m no la podria satisfacer,
por completo, todas las empresas que han quedado fuera del mercado, es decir > ;" ki <
a. En ese caso la empresa m desplaza a las empresas {m + 1,m + 2,...,n} que han quedado
fuera del mercado. Y ademds, si la empresa m retirase su oferta no habria empresas suficientes
para satisfacer la demanda ya que faltarfan o — ;" 41 ki unidades por cubrir. Estas dltimas
unidades, que no han sido desplazadas de ninguna empresa, el Operador del Mercado las paga
a bmax = 1. Luego el ingreso de la empresa m es:

St Ribi (=300 i) bmax SE m#£n

bmax si m=n

pm(bl,bg, ceey bn) =

Una vez conocidas las pujas, el Operador del Mercado pagard por la demanda eléctrica

ij(bh b27 ey bn)
j=1
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Ejemplo 6.7.1 Veamos un ejemplo numérico concreto: hay 5 empresas neutrales al riesgo y
con distintas capacidades interesadas en el despacho de energia eléctrica en cierto mercado. La
demanda para un periodo es de D = 2.35. Supongamos que las empresas han entregado ya sus
ofertas y, una vez ordenadas segin sus pujas de menor a mayor, ha quedado la siguiente lista

de méritos:

empresa 1 2 3 4 5
b; 0.073138 0.301355 0.642939 0.77871 0.967574
k; 0.4 1.2 0.5 0.8 0.3

La demanda queda satisfecha con las 4 primeras empresas, la dltima de ella despachando sélo
la demanda residual o = 2.35 — (0.4 + 1.2 4 0.5) = 0.25, luego 0.55 unidades de la empresa
4 quedan fuera del mercado. Las &8 primeras empresas despachan sus capacidades completas.
Veamos como quedan los ingresos de cada una de las empresas:

La empresa 1 recibe py(b1,ba,...,b5) = kiby = 0.311484 ya que si ésta se retira, entran 0.4 de
las 0.55 unidades de la empresa 4 que quedaron fuera.

La empresa 2 recibe py(b1, b, ..., b5) = 0.55b4+0.3b5+ (k2 — (0.55 4 0.3)) bmax = 1.0685627 ya
que si ésta se retira, entran las 0.55 unidades de la empresa 4 que quedaron fuera, 0.25 unidades
de la empresa & y faltan 0.35 para completar las ko unidades retiradas, que se pagan a precio
mazimo.

La empresa 3 recibe py(b1,ba, ...,bs) = ksby = 0.389355 ya que si ésta se retira, entran 0.5 de
las 0.55 unidades de la empresa 4 que quedaron fuera.

La empresa 4 recibe py(b1,ba,...,b5) = abs = 0.2418935 ya que si ésta se retira, entran 0.25
unidades de la empresa 5.

El Operador del Mercado paga en total: 2.0112952

Se ha implementado el modelo de Vickrey con el software Mathematica y se adjunta en el
Apéndice D. El programa pide como entrada la lista de capacidades y la demanda de energia
eléctrica a subastar. En dicho desarrollo se ha supuesto que las empresas ofertan sus tipos
(que generamos aleatoriamente), es decir suponemos que pujar el verdadero tipo es equilibrio
bayesiano de Nash. Una vez introducidas las distintas capacidades de las empresas y la demanda
eléctrica, el programa responde con una tabla determinada por la subasta. Por ejemplo, con los

mismo datos anteriores se obtiene:
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En dicha tabla se indica: las ofertas que han entrado en el mercado ordenadas de menor
a mayor, el despacho eléctrico correspondiente, el niimero que posefan las empresas antes de
entrar en el mercado, ingresos y beneficios de las empresas. A parte se indica el pago total del

Operador del Mercado y la demanda satisfecha.

No estd demostrado para un caso tan general como el del programa de implementacién
del modelo de Vickrey que pujar el verdadero tipo sea equilibrio bayesiano de Nash. Por ello
a continuacién hemos fijado las pujas de todas las empresas menos una a su verdadero tipo,
mientras que la puja restante recorre el intervalo [0, 1]. Para cada uno de esos valores calculamos,
mediante un programa incluido en el Anexo D, el ingreso esperado por esa empresa que no puja el
tipo. La salida del programa resume las pujas recibidas, las capacidades de produccién ofertadas
en cada caso, el tipo de cada empresa y la numeracién antes de ordenar. Ademaés devuelve una
tabla con datos de la empresa que no puja su tipo, en la que se indica, por filas, para cada valor
de la puja realizada por dicha empresa: el tipo, beneficio, nimero de entrada en el mercado. Por

ejemplo
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En el ejemplo podemos observar que dependiendo de la puja de la empresa se obtienen
diferentes beneficios. Ademds cuanto mayor es la puja mas alto es el nimero de entrada en el
mercado y mds posibilidades hay de quedar fuera del mercado. El beneficio méximo es alcanzado
por varias pujas distintas pero en todos los ejemplos que podamos realizar, siempre incluye el

tipo. Obsérvese este otro ejemplo
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Cuando el tipo es alto en comparacién con la demanda, ofertar por debajo del tipo tiene el

riesgo de reportar beneficios negativos, en ese caso el beneficio méximo es cero. Entre todas las
pujas que rinden beneficio méximo vuelve a estar el tipo. Lo que se ha hecho a continuacién
es cuantificar la diferencia de la media aritmética de todas las pujas que dan beneficio méximo
y el tipo, en cada ejemplo. Luego se ha iterado ese proceso y se ha concluido que el valor
obtenido en cada paso tiende a cero. Es decir, se ha creado un bucle que itera la subasta n

veces (donde la empresa 1 puja diferentes valores k € [0,1] y los tipos son escogidos en cada
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iteracion aleatoriamente) y en el que se calcula un valor llamado num que es la diferencia entre:
la media de las pujas que dan en cada paso beneficio mdximo a la empresa 1 y el verdadero
tipo de la empresa 1, en ese paso. Con todos esos valores (esas diferencias obtenidas en cada

iteracién) se calcula una media aritmética denominada, ecumulador

que verifica que tiende a cero
cuando n tiende a infinito y, por tanto, confesar el verdadero tipo es experimentalmente
equilibrio bayesiano de Nash para un niimero arbitrario de empresas con diferentes

capacidades de produccién. Por ejemplo

In[6]:= | acumulador = 0;

In[7:=| num=0;

In[8:=| Dojdiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {1000}]

acumulador
1000

In[9]:=

outfgl= | —0.00969671

6.8 Problemas abiertos

A lo largo de esta tesis se ha trabajado con hipétesis que han permitido el desarrollo teérico
pero que en algunos casos habria que generalizar para tratar modelos mds reales. Por ejemplo en
nuestro trabajo se ha considerado que las ofertas realizadas por las empresas eran un precio por
unidad al que estaban dispuestas a vender toda su capacidad de produccién. Seria mas razonable
estudiar modelos donde las ofertas fuesen funciones a trozos, es decir, diferentes precios segiin
el tramo de unidades eléctricas a vender. Ademads nosotros hemos considerado que el niimero de
empresas que compiten en el mercado es dos. Serfa interesante, al igual que se hizo en la seccién
anterior, comprobar como se generalizan los resultados obtenidos si compiten en el mercado un
mayor nimero de empresas. Evidentemente muchas de estas generalizaciones se tendrian que
simular ya que los resultados tedricos son muy complicados de obtener en estas generalizaciones.

En todos los capitulos de esta tesis se ha analizado la subasta que se realiza a diario en el
Mercado Eléctrico para cada uno de los periodos del dia siguiente (una hora o media dependiendo
del mercado), sin tener en consideracién el resto de periodos o franjas horarias. Es claro que,

en realidad, las ofertas realizadas por las empresas deben relacionar los distintos periodos para
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abaratar costes de encendido y apagado, por ejemplo. Creemos que se podrian utilizar subastas
combinatorias que modelasen ofertas para un dia completo.

Una vez se hubiese modelado la subasta para un dfa se podrfa aplicar algiin modelo dindmico
para analizar el comportamiento a largo plazo.

Con la privatizaciéon de los Mercados Eléctricos, en realidad se introduce competencia en
la generacién de la electricidad, mientras que el transporte y la distribucién permanecen con
tarifas reguladas. El consumidor final compra energia a un precio fijado por el Estado. Serfa
interesante analizar qué ventajas podria tener el subastar otros aspectos del Mercado Eléctrico,
es decir, introducir competencia en otros aspectos del Mercado Eléctrico. Por ejemplo, serfa
interesante analizar como se comportaria el mercado si los consumidores finales decidiesen qué
cantidad de energfa eléctrica consumen en funcién del precio. Es decir, que la demanda fuese
dependiente del precio y que, por tanto, la demanda reaccionase inmediatamente al precio del
mercado (demanda eldstica).

Los modelos matemaéticos empleados no modelan situaciones mas complejas en las que resul-
tarfa imposible el cdlculo de equilibrios bayesianos de Nash de manera exacta. En el modelo de
Vickrey hemos implementado un procedimiento que da como resultado experimental, en situa-
ciones muy generales, que pujar la verdad es equilibrio bayesiano de Nash. Serfa interesante
implementar procedimientos que buscasen equilibrios bayesianos de Nash en un modelo de su-
basta arbitrario bajo hipétesis mds generales que las consideradas en los modelos tedricos de
este trabajo. Una vez calculados dichos equilibrios, se pasaria a la comparacién de los diferentes

modelos de subasta que se quisieran analizar.
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Apéndice A

Graficas Capitulo 3

En este anexo incluimos las sentencias definidas en el programa Mathematica 5.0 utilizadas
para el cdlculo y representacién de gréaficas del Capitulo 3. En él se incluyeron sendas grafi-
cas representado el ingreso esperado por las empresas y el pago esperado por el Operador del
Mercado, respectivamente, bajo los modelos de subasta analizados en dicho capitulo. Al final
del anexo se incluyen unas gréficas en las que se ha representado, para cualquier tamano de
la demanda, el ingreso esperado por las empresas y el pago que espera hacer el Operador del
Mercado bajo cualquiera de los modelos analizados a lo largo del Capitulo 3. Estas resumen

todas las conclusiones obtenidas en dicho capitulo.

Nota seccién 3.3.

fe1,0,)(01,02) = f01,02)15=5 (01,02) fs (s) ds

S

foi1s=s (01) fo,5=s (02) fs (s)ds

S
o0

X[s,s41] (01)X[s,541) (02) X[0,1) (8)ds

S— 5—

—00

1
X[s,s+1] (el)X[s,s+l} (02)d5

I
S~ T

277
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( min(61,02)
/ ds St 01,05 € [O, 1]
0
1
/ ds si 01,05 € [1,2]
max(f1,02)—1

min(fy, 02) € [0, 1]

min(@lﬂz)
/ ds st max(61,02) € [1,2]
max(01,92)—1

max(ﬁl, 02) < min(@l, 92) +1

0 resto de los casos
min(61, 03) s 01,02 € [0,1]
2 — max(f1, 62) st 01,02 € [1,2]

= min(&l, (92) S [O, 1]
min (01, 02) — max(01,02) +1 si max(61,02) € [1,2]
max(@l, 92) < 1+ min(@l, 92)

0 resto de los casos
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INGRESOS ESPERADOS POR LAS DOS EMPRESAS Y PAGO ESPERADO POR EL SUBASTADOR EN LOS TRES MODELOS EN DUOPOL IO CORRELADO CASO 2

\anos aconparar los tres nodelos de subasta en el Caso 2 bajo las hipétesis particulares del jemplo 3.2.1. al que se hace referencia en todo el Capitulo 3. En el ejenplo 3.2.1. se calcul6 las funciones de densidad y
de distribucion, defindnslas en Matheratica:

X-y+1

X, Y] := If[Os y<X, Y. If[xs ys<1,1, If[ls ysx+1,
X

-9]]]

y-X+1

R0,y = Hx-1=ys 1, MLz ysx, 1, M{xsys2, 2-y q]]

FIx ., y1:= IF[0<xs< 1, FI[x, y], If[1<x<2, f2[X, y1,01]

Se necesitara tanbién la densidad marginal

fmar[x ] :=x/;0sxs 1

fmar[x ] :=2-x/;1sxs2

fmar[x ] :=0/; x<0

fmar[x ] :=0/; x> 2

CASO 2

Modelo Vickrey

Sea

Ivick[e_, a_] :=2a+ (1-a) jzyf[s, yidy
o

el ingreso esperado, bajo el modelo de Vickrey, si arbas enpresas juegan el equilibrio.

opervickia_] = 2 N[JOZIVick[e, «] fmare] dls]

el pago esperado por el operador del mercado si anbas enpresas juegan el equilibrio.

Modelo Uniforme

Sea
2 (1-a)
2a(5) a  -2(1-a)x
bix ,a]:= 2
3a-2

bre,

Iuniforfe_, o ] == Lzale o sz[y, o] fle, y1dy
e

el ingreso esperado, bajo el modelo de Vickrey, si arbas enpresas juegan el equilibrio.

operuniforfa ] = 2N[J;:2|mifor[e, o] frare] dle]

el pago esperado por el Operador del Mercado si anbas enrpresas juegan el equilibrio.

Modelo Discriminatorio

Sea

262.2(1-a) (1- (2)9) -4 1-92(1- ()3
Idiscrim(e_, o ] := o i (2)) ER ( (2))

(1- 1-a) %)
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el ingreso esperado, bajo el nodelo de Vickrey, si ambas enpresas juegan el equilibrio.

operdiscrim[a_] = 2 N[Jozldiscrim [e, o] fmare] dle]

el pago esperado por el Operador del Mercado si anbas errpresas juegan el equilibrio.

Modelo DV

Sea

a (92—e+4) +2+0-02
3

IVie_, a_] :=

el ingreso esperado, bajo el nodelo de Vickrey, si ambas enpresas juegan el equilibrio.

Ba+11
9

opeV[a ] :=

el pago esperado por el Operador del Mercado si anbas errpresas juegan el equilibrio.

Comparacion desde el punto de vista de las empresas

comparacion[a_] := Plot[{lvick[e, a], lunifor(e, a], Idiscrim[e, a], IV[6, a1}, {6, 0, 2},
PlotStyle- {{GrayLevel [1] , Thickness[0-02]}, Thickness[0.02] , {RGBColor[0-250004, 0, 0-250004], Thickness[0.01]},
{RGBColor(1, 0, 01, Dashing[{0.025, 0.05}], Thickness[0.02]}}, PlotRange- {0, 2}, PlotlLabel » a''=a'* , AxesLabel - {tipo, ingrescs},
Background - GrayLevel [0.75], Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 23, {0.5, 1, 1.5, 2}}1

w= Table[caomparacion[a] , {a, 0-001, 1, 0.12}]

vl= Plot[{lvick[e, 0.001], lunifor[e, 0.001], Idiscrim[e, 0.001], IDV[e, 0.001]}, {e, O, 2},
PlotStyle- {{CGrayLevel[1], Thickness[0.02]}, Thickness[0.02], {RGBColor[0-250004, 0, 0-250004], Thickness[0.01]},

{RGBCollor(1, 0, 07, Dashing[ {0-025, 0.05}1, Thickness[0.02]}}, PlotRange- {0, 0.8}, PlotlLabel » 0.001"'=a"* , AxesLabel - {tipo, ingresos},
Background - GrayLevel [0.75], Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 23, {0.5, 1, 1.5, 2}}1

V2= Plot[{Ivick[e, 0.121], lunifor[e, 0.121], Idiscrim(e, 0.121], IDV[e, 0.121]}, {e, O, 2},
PlotStyle- {{GrayLevel [1] , Thickness[0-02] }, Thickness[0.02] , { RGBColor[0-250004, 0, 0-250004], Thickness[0.01]},

{RGBColor(1, 0, 01, Dashing[{0.025, 0-05}], Thickness[0.02]}}, PlotRange- {0, 1}, PlotlLabel » 0.121"=a"" , AxeslLabel » {tipo, ingresos},
Background - GrayLevel [0.75] , Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 23, {0.5, 1, 1.5, 2}}1

V3= Plot[{lvick[e, 0.241], lunifor[e, 0.241], Idiscrim[e, 0.241], IDV[e, 0.241]}, {6, O, 2},
PlotStyle- {{GrayLevel 1], Thickness[0.02]}, Thickness[0.02], {RGBColor[0.250004, 0, 0.250004], Thickness[0.01]},
{RGBCollor[1, 0, 01, Dashing[{0.025, 0.05}]1, Thickness[0.02]}}, PlotRange- {0, 1.2}, Plotlabel » 0.241"'=«"" , AxesLabel - {tipo, ingresos},
Background - GrayLevel [0.75] , Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 2}, {0.5, 1, 1.5, 2}}1

Show[GraphicsArray[{{V1, V2, V3}, {W[[4]], W[[5]], WL[611}, {WL[711, W[[8]], W[911}}]]
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Blanco——-———>\fickrey

Negra fina———> Discrininatoria
Negra gruesa -—->Uniforne
Discontinua——>DV

Comparacién desde el punto de vista del operador del mercado

comparacion= Plot[{opervick[a] , operunifor(a] , operdiscrim(a] , opeV[a]}, {a, O, 1},
PlotStyle- {{GrayLevel (1], Thickness[0.02]}, Thickness[0.02], RGBColor[0-250004, 0, 0.250004] ,

{RGBColor[1, 0, 07, Dashing[{0.025, 0.05}], Thickness[0.02]}}, PlotRange- {1, 43, AxesLabel » {a, pago}, Background- GrayLevel [0.75],
Ticks~ ({0, 0.5, 13, {1, 2, 3, 4}}]

Blanco————>\fickrey

Negra fina ---—--> Discrininatoria
Negra gruesa -—>Uniforne
Discontinua———>DV
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INGRESOS ESPERADOS POR LAS DOS EMPRESAS EN LOS TRES CASOS

CcASO 1
_ 34+30-262 2.+0-62
Ivickife_,d ] := |f056sl,dT,|fls652,dT]]
) 7
openvicklrd ] :=dg
2+6-62
lwnifdiscrimiie , d ] := d‘T
I n
opeunifdiscrimlid ] :=d3
CASO 2
1-a)6 (3-26) +3 (3a+1 1-a)e(l-0) +2 (2a+1
Nid2e_, o ] == If[0ces1, L 0O G20 +3Eax ),If[lsesz,( DO@-Q) e )]]
6 3
_ 17a+7
openvick2[a_] =
2 2 -2
23 (1) a -1243( €) a6 (1-a) (a-2) (62 Ba-2) +30+3) - 1232 a
Inifor2(e_, o] == If[0s 65 1, 2 2 ,

36 (2-a) (3a-2)

2
2443 (%)Tx -6 (93 (3a3 —]la2+12a—4) -662 ( o3 —4a2+5a—2) +4(3a3 —2a2+6a—4))

Il

If[lses 2,
36 (2-a) (Ba-2) (6-2)

-2
(a+1) [24 [1_27] a3+7a2+7a—14]

opeunif2[a_] :=
3(@+2) (3a-2)

2:2:2(1-a (1- (%)2) _% A-2)2(1- (%)3)

Idiscrim2[e_, a ] :=
(1- 1-a) %)

483 (1+a) Log[%"] _48a% Logla] - Tod + 263- 1262 - 14a+ 11

opedis2[a_] =

9(1-a)3
a(e2—e+4)+2+e—92
IVle ,a ]2z — —
3
25a+11
opeDV2[a_] := o

Basll 17as?
Sin'plify[%- :

1-a
18
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Vickreytodosloscasos[d_, e_] := If[0<d=< 1, lvickl[e, d], If[1=<d< 2, Ivid2[e, d-1], If[d> 2, 2]]]

Discriminatoriatodosloscasos[d , e_] := If[0< d< 1, lunifdiscrimlfe, d], If[1<d< 2, Idiscrin2[e, d-1], If[d> 2, 2]]]

Uniformetodosloscasos[d , e_] := If[0O<d< 1, Ivickl[e, d], If[l<d< 2, lunifor2[e, d-1], If[d> 2, 2]]]

DVtodosloscasos[d _, e_] := If[0< d< 1, lunifdiscrimlie, dj, If{1<d< 2, IDV[e, d-1], If[d> 2, 2]]]

comparacionfe_] := Plot[Evaluate[ { Vickreytodosloscasos(d, 6], Uniformetodosloscasos|d, o], Discriminatoriatodosloscasos|d, e] , DVitodoslascasos(d, 6131,
{d, 0, 2.5}, PlotStyle- {{GrayLevel[1], Thickness[0.015]}, Thickness[0.02], {RGBColor[0-250004, 0, 0.250004], Thickness[0.015]},
{Thickness[0.015] , Dashing[{0.025, 0.05}], RGBColor[1, 0, 073}, PlotRange- {0, 2}, PlotLabel » o "'=6" , AxesLabel - {D, ing},
Background » GrayLevel [0.75] , Ticks- {{0, 0.5, 1, 1.5, 2}, {0.5, 1, 1.5, 2}}]

u= Table[comparacion(e] , {6, 0-001, 1, 0.12}]

fi= comparacion[1.5]

Show[GraphicsArray[{{u[[1]], U[[2]], U[[3]11}, {U[[4]], U[[5]], U[[6]1}, {U[[7]], U[8]], f}}]]

ing 0.001 -6 ing 0.121 -o ing 0.241 -o
2 2 ) 2 )
1.5 A 1.5 / 1.5 /)
1 L 1 L 1 .
0.5 0.5 0.5
D
05 1 15 2 05 1 15 2 05 1 15 2
ing 0.361 =6 ing 0.481 -0 ing 0.601 -6
2 2 2
1.5 / 1.5 Y. 1.5 Y
1 S 1 / 1 /
0.5 0.5 0.5
D
05 1 15 2 05 1 15 2 05 1 15 2
ing 0.721 =6 ing 0.841 =6 ing 1.5 -0
2 2 2
1.5 / 1.5 / 1.5
, y
1 . 1 J 1
0.5 0.5 0.5
D
05 1 15 2 05 1 15 2 05 1 15 2
- GraphicsArray -

openvickl opeunifdiscriml openvick2 opeunif2[a_] opedis2[a_] opeDV2[a_]

opVickreytodosloscasos[d ] := If[0O<d=< 1, openvickl [d], If[1=<d< 2, openvid [d-1], If[d=> 2, 4]]]

opDiscriminatoriatodosloscasos[d ] := If[0=< d< 1, opeunifdiscrimld], If[1< d< 2, opedis2[d-1], If[d= 2, 4]]1]

opUniformetodoslascasos(d ] := If[0< d< 1, openvickl [d], If[1<d< 2, opeunif2[d- 1], If[d:> 2, 4]]]
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opDVtodosloscasos[d ] := If[0< d< 1, opeunifdiscriml [d], If[1=ds< 2, opeDV2[d-1], If[d= 2, 4]]]

Plot[ Bvaluate[ {opVickreytodosloscasos[d] , opuniformetodoslascasos(d] , opDiscriminatoriatodosloscasos[d] , opDVtodosloscasos(d] 31, {d, 0, 1.99,
PlotStyle- {{GrayLevel[1], Thickness[0.0051]}, Thickness[0.01], {RGBColor[0.250004, O, 0.250004], Thickness[0.01]}, RGBColor(1, O, 0]},
PlotRange - {0, 43, AxeslLabel » {D, pago}, Background- Graylevel [0.75], Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 2}, {1, 2, 3, 4}}]

pago
4

0.5 1 1.5 2

- Graphics -

Plot[ Bvaluate[ {opVickreytodosloscasos[d] , opUniformetodoslascasos[d] , opDiscriminatoriatodosloscasos[d] , opDVtodosloscasos(d] 3], (d, 1, 1.99,
PlotStyle- {{GraylLevel[1], Thickness[0.0051]}, Thickness[0.02], {RGBColor[0-250004, 0, 0.250004], Thickness[0.01]}, RGBColor(1, O, 01},
PlotRange - {0, 43, AxeslLabel » {D, pago}, Background-> Graylevel [0.75] , Ticks- ({1, 2}, {1, 2, 3, 4}}]

pago
4

- Graphics -

Plot[ Bvaluate[ {opVickreytodosloscasos[d] , opUniformetodoslascasos(d] , opDiscriminatoriatodosloscasos[d] , opDVtodosloscasos(d] 31, {d, 0.9, 1.2},
PlotStyle- {{GrayLevel[1], Thickness[0.01]}, Thickness[0.02], {RGBColor[0.250004, O, 0.250004], Thickness[0.01]},
{Thickness[0.01], Dashing[{0-025, 0.016}], RGBColor[1, 0, 073}, PlotRange- {1, 2}, AxeslLabel » {D, pago}, Background- GrayLevel [0.75] ,
Ticks- {{0.8,0.9, 1, 1.1}, {1, 2, 3}}]

pago
2

e

(0} 1.1

- Graphics -




Apéndice B

Graficas Capitulo 4

En este anexo incluimos las sentencias definidas en el programa Mathematica 5.0 utilizadas para
el cdlculo y representacion de gréficas del Capitulo 4. En él se incluyeron graficas representando
los ingresos esperados por las empresas y el pago que el Operador del Mercado espera hacer bajo
distintos modelos de subasta. Ademads aparecen graficas comparativas bajo todos los modelos
de subasta, para cada una de las empresas y para el Operador del mercado. La iltima pédgina
del presente anexo incluye una gréfica en la que se ha representado, para cualquier tamano de
la demanda, el pago que espera hacer el Operador del Mercado bajo cualquiera de los modelos
analizados a lo largo del Capitulo 4 y que resume todas las conclusiones, desde el punto de vista

del Operador del Mercado, obtenidas en dicho capitulo.
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COMPARACION DE LOS MODELOS EN EL CASO 2

Modelo de Vickrey

1-62
In[1]:= IMvickl[e_, a_] := °
2
1-62
In[2]:= IMvick2[e_, a_] == TS +a
- 2
In[3]:= Pagoperadorvickreyc2fa_] := — +a
3
Modelo A
1-62
In[4):= | IMALfe_, a ] ic ——°
4
1 3
IN[5]:= | IMA2(e_, a_]:= If[o< =, > +a, 1-02 . 4]
2 4
3
In[6]:= PagoperadorAfa_] i= — +a
4
Modelo B
1 3
In[7]:= IMBlie_, a_] := If[e<—,—.l-92]
2 4
1-62
In[8]:= IMB2[e_, a_] := +a
4
3
In[9]:= PagoperadorBfa_] 1= — +a
4
Modelo DV
1_-62
In[10]:= IMDVife_, a_] ==
2
1_62
In[11]:= IMDV2(e_, a_] := +a
2
2
In[12]:= PagoperadorDVia_] := — +a
3
Modelo C
lia-(1-a)e?
n[13]:= | IMClie_, a_j 1= 222 = (L= €%
2
1-a2_62
N[14]:= | IMC2(e_, a_ = IT[os 1-a, — = “°° 4]
2(1-a)
1 2
In[15]:= PagoperadorCla_] := fra) @Cra)
3
Modelo Uniforme
1 3- 1
In[16]:= | IMuniforite_, a_] := 1o < Zoe ed @Beod q. a-6?]
2 4
q, 2
In[17]:= IMunifor2(e_, «_] := If[s <l-a, L. u]
4
1+a)2 (3-
In[18]:= Pagoperadoruniformefa_] := dr)® (5-a)
4
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m Comparacion para laempresa 1

In[19]:= | comparacionl[a ] := Plot[{IWicKl[e, ], IMAL[e, a], IMBL[6, a], IMV1[e, a], IMCL[6, a], IMniforle, al}, (e, O, 1},

PlotStyle- {{Graylevel[1], Thickness[0.02]}, {GrayLevel [0], Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.01]},
{RGBColor[0, 1, 01, Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.01]}, {RGBColor[0, 0, 1], Thickness[0.01]}}, PlotLabel » a''=a'",

AxeslLabel - (tipo, ingr}, Ticks- ({0, 0.5, 1}, {0.5, 13}, Background- GrayLevel [0.75] ]

In[20]:= | w= Table[comparacionl[a], {a, 0.01, 1, 0.14}]

In[21]:= |  Show(GraphicsArray[{({w[[1]], W[[2]1}, {W([3]], WL[411}, {W[[5]], W[6]1}, {WL[7]], WL[8]1}}]]

Qut[21]=
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m Comparacion para la empresa 2

In[22]:=

In[23]:=

In[24]:=

Qut[24]=

conparacion?[a_] := Plot[{IWidQ[e, a], IM2[6, a],, IMB2[6, a], IM\V2[6, a], IMC2[6, a], IMnifOr2[e, a]}, {6, 0, 1},
PlotStyle- {{Graylevel[1], Thickness[0.02]}, {GrayLevel [0], Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.01]},
{RGBColor[0, 1, 01, Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.01]}, {RGBColor[0, O, 1], Thickness[0.01]}}, PlotlLabel » a''=a'",
AxeslLabel - (tipo, ingr}, Ticks- ({0, 0.5, 1}, {0.5, 1, 1.5}}, PlotRange- {0, 1.9}, Background- GraylLevel [0.75]]

w= Table[comparacion?[a] , {a, 0.01, 1, 0.14}]

Show[GraphicsArray [ {{W[[1]1, W[[2]1}, {WL[3]1, W[[4]1}, {WL[5]1, WL[6]1}, {W[[71], W[[8]1}}]]
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m Comparacion para el Operador del Mercado

In[25]:= | u= Plot{{Pagoperadorvickreyc2[a] , PagoperadorA[a] , PagoperadorB(a] , PagoperadorDV(a] , PagoperadorCla] , Pagoperadoruniformeal}, {a, 0, 1},
PlotStyle- {{Graylevel[1], Thickness[0.02]}, {GrayLevel [0], Thickness[0.02]}, {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.01]},
{RGBColor[0, 1, 01, Thickness[0.01]}, {RGBColor([1, 0, 0], Thickness[0.01]}, {RGBColor[0, O, 1], Thickness[0-01]}}, PlotRange- {0, 2},

AxesLabel - {a, pago}, Background-» GrayLevel[0.75] , Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 2}, {1, 2}}]

Qut[25]=

En todas las gréficas de esta seccion:

Blanco—->Vbdelo de Vickrey
Negro—>Modelo A
Rosa—>\Vbdelo B
Verde—>Modelo DV
Rojo-—>Modelo C
Azul-—>Modelo Unif orme
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COMPARACION DE LOS MODELOS EN EL CASO 3

Modelo de Vickrey

1-a

IWicKl[e_, a_, 8] == a+ (1-63)

1-62

IWid2[e_,a ,B ] :=B+a+ (1-a)

2@1-
Pagoperadorvickreyc3[a_, B_] 2= B+ 2a+ (g

Modelo V2 (as%)

1-2a
l-a

1
IM21[6_, a_, B_] = |f[a< =5 |f[e<
2

2(2a-1)

2 (1-a)2+2a-1

ca].q]

1 62 (2a-1)+2a+2p+1

IW2[6_, a_, B ] = |f[a< = 1*/3]
2 2
1 3p+2+a(2- 3p) -3a?
PagoperadorV2[a_, B_] = If[a< =, EPo%A (i &) o867 ) l+a+[3]
2 3(1-a)
Modelo AL
1l-a >
IMALLfe_, a_, 6] = —— (1-62) +a
4

a+4p+3

1
IMI2[6 , a_, B ] = |f[e< -, ,148-(1-a) 92]
2

_ 5a+4p+3

PagoperadorAl[a_, 8] :
4

Modelo A2 (as%)

1 1-2a 1-6% (1-a)2
M2Lte_ a_, 61 1= Wfac =, Moc —— , =2 20 o) ]
2 l-a 4(1-a)
1 1
MA22(6_, o, 81 = If[a< =, Iffo< ———,l+a+p- JliasB- (1-a) 92],1+/3]
2 2(1-a) 4(1l-a)
1 3-4a
PagoperadorA2[a_, B ] = |f[a<—,a+ﬁ+7,1¢a+ﬂ]
2 4(1-0)2

Modelo B1

1 @8
WBlfe_, a_, 81 1= Iffoc =, 2> 1 (1-a) 6]
27 4

1-62

IMB12[6_, a_, B_] 1= (1-0a)

+a+B

S5a+4p+3

PagoperadorBlia_, B_] :=
4

Modelo DV1

2

IDVLL(e . a_, 8] = a+ — (1-09)

IMVI2[6_, o, 8] = B+a+ (1-a)

4 2
PagoperadorDVi[a , 8 ] = — a+B+—
3 3
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Modelo C1  (2a+B<1)

(2a+B-1)62+2a+8+1

2 -4

INC11[e_, o ,B ] := If[2a+ B<1,

1-2a-8 (L-@262+ (1+p) Ra+p-1)
2(2a+p-1)

WCL2fe_, o , A ] := If[2a+p< 1, If[es Larp],arh

p2+38+2-3a2+a (2-8)

R 1+u+B]
3(l-a)

PagoperadorClia_, B_] = |f[2a +B<1,

Modelo Unil (2a+8<1)

148 a+p?2
21-a) 4(@-a

Inillfe o , 8] = If[2a+p<1, If[os sasB, 1-(1-a) 82+a+13] |

1-2a-p (1+4)2-62(1-a)2
1-a 4(1-a

IMNi12[6_, a_, B ] = If[2a+ﬂ< 1, If[es ,a+ﬁ],a+B]

1+8)2 (3-4a- p)

sleas+p
4(1-a)2 |

Pagoperadorunilia_, 8_] = |f[2a+B <l,a+

m Comparacién para laempresa 1

carparecionlfa_, A_] := Plot[{IWicKl[e, a, 8], IW2L[e, a, ], IMALl[6, a, B8], IMA2L[e, a, B], IMBLL[6, a, 1, IMV1l[e, a, 8], IMCL1[e, a, B8], IMnill[e, a, 8]},
{e, 0, 1}, PlotStyle- {{GrayLevel[1], Thickness[0.02]}, {RGBColor[1, 1, 0], Thickness[0.01]}, {GrayLevel[0], Thickness[0.01]},
{GrayLevel [0.5] , Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.01]}, {RGBColor(0, 1, 0], Thickness[0-01]},
{RGBColor(1, 0, 0], Thickness[0.01]}, {RGBColor(0, 0, 1], Thickness[0.01]}}, PlotLabel » {a"'=a"", B"'=B""}, AxesLabel » (tipo, ig},
Ticks- ({0, 0.5, 1}, {0.5, 1}}, Background- GrayLevel [0.75] , PlotRange- {0, 1.1}]

w= Table[comparacionl[a, 8], {a, 0.01, 0.5, 0.15}, {8, 0.01, 0.5, 0.15}]

ShowiGraphicsArray[Table[{w[[i, 111, W [1, 211, WL[F, 3]1, WL[i, 411}, {i, 4}11]

- GraphicsArray -
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m Comparacién para la empresa 2

conparacion2[a_, A_] = Plot[{IWid[e, a, 8], IW2[e, a, 1, IMAI2[6, a, 8], INA2[e, a, 81, IMBI2[6, a, 8], INV12[e, a, B1, IMC12[6, a, 8], IMNI12[e, a, B1},
{e, 0, 1}, PlotStyle {{GrayLevel[1], Thickness[0-02]}, {RGBColor(1, 1, O, Thickness[0.01]}, {GrayLevel [0] , Thickness[0.01]},
{GrayLevel [0.5] , Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.01]}, {RGBColor[0, 1, 0], Thickness[0.01]}, {RGBColor([1, 0, O], Thickness[0.01]},
{RGBColor(0, 0, 1], Thickness[0.01]}}, PlotLabel - {a''=a'", 8"'=""}, AxesLabel » {tipo, ig}, Ticks- ({0, 0.5, 1}, {0.5, 1}},

w= Table[comparacion2[a, 8], {a, 0.01, 0.5, 0.15}, {8, 0.01, 0.5, 0.15}]

Show[GraphicsArray[Table[{w[ [§, 111, W[, 211, W[[i, 311, W[, 411}, {§, 4}11]

Background - Graylevel [0.75] , PlotRange- {0, 1.5}]

- GraphicsArray -

m Comparacién para el Operador del Mercado

dib[g ] := Plot[(PagoperaJorvid«eyc?:[a, B] , Pagoperadon\2[a, B8], PagoperadorAl[a, 8] , PagoperadorA2[a, ] , PagoperadorBl[a, 8], PagoperadoriVl[a, B8],

PagoperadorClia, 8], Pagoperadorunilia, g1}, {a, 0, 1},
PlotStyle- {{GrayLevel[1], Thickness[0.015]}, {RGBColor([1, 1, O], Thickness[0.01]}, {GraylLevel (0], Thickness[0.01]}, {GrayLevel [0.5], Thickness[0.01]},
{RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.0065]}, {RGBColor0, 1, 07, Thickness[0.0075]}, {RGBColor[1, 0, 07, Thickness[0.01]},

1
{RGBColor[0, 0, 1], Thickness[0.01]}}, PlotRange-» {E . 3}, AxesLabel - {a, pago}, Background- Graylevel [0.75] , Ticks- ({0, 0.5, 1, 1.5, 2}, {1, 2, 3}},

Plotiabel » g "'=p"

w= Table[dib(s1, {8, 0, 1, 0.3}]

Show[GraphicsArray [ ({W[[1]], W[[2]1}, {W[[3]], W[[4]1}}]]
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Entodas las gréficas de esta seccion:

Blanco--->Vodelo de Vickrey
Amarillo-—>Modelo V2
Negro—->Vodelo AL
Gris——>Modelo A2
Rosa—>odelo B1
Verde—>Modelo DV1
Rojo—>Vbdelo C1
Azul-—>Modelo Unil

Comparcion para el subastador de todos los valores de la demanda

2
vickreytodos[g_, D ] = vhich[0< D<1, 5 D, 1< D< 1+, Pagoperadorvickreyc2[D- 1], 1+8< D< 2+, Pagoperadorvickreyc3[D-1-8, 8], D> 2+3, 2«5]

dibvic[s_] := Plot[vickreytodos[g, D], (D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {GrayLevel[1], Thickness[0.01]}]

dibvic[0.5]

2
\2todos[g_, D ] := W1id1[0< D<1, 3 D, 1< D< 1+p, Pagoperadorvickreyc2[D- 1], 1+ < D< 2+ 8, Pagoperador\2[D-1-8, B8], D> 2+8, 2«5]

dibV2[s_] := Plot[V2todos(s, D, {D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {RGBColor[1, 1, 0], Thickness[0.0065]}]

dib\2[0.5]

2
Altodos[g_, D ] := W1id1[0< D<1, 3 D, 1< D< 1+p, PagoperadorA[D-1], 1+8< D< 2+, PagoperadorAL[D-1-8, 8], D> 2+8, 2+p]

dibAl[g_] := Plot[Altodos(s, D, {D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle -> {GrayLevel [0] , Thickness[0.005] }]
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dibA1[0.5]

2.5

1.5

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3

- Graphics -

2
A2todos[p_, D ] := V\hid1[0< D<1, 5 D, 1< D< 1+, PagoperadorA[D- 1], 1+8< D< 2+, PagoperadorA2[D-1-3, 8], D> 2+3, 2+B]

dibA2[p_] := Plot[A2todos(B, Dj, {D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {GrayLevel [0.5] , Thickness[0-005] }]

dibA2[0.5]

2.5

1.5

0.5

- Graphics -

2
Bltodos[s_, D ] := V\,hid"l[0< D<1, 3 D, 1< D< 1+, PagoperadorB[D- 1], 1+ 8 < D< 2+, PagoperadorBL[D-1- 8, 8], D> 2+, 2+/3]

dibB1[p_j := Plot[Bltodos([B, Dj, {D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle -> {RGBColor[1, 0.501961, 1], Thickness[0.0055]}]

dibB1[0.5]

2.5

1.5

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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2
Dvitodos(s_, D J := Which[0< D< 1, 3 D 1<D<1eg, PagoperadorV[D- 11, 1+ < D< 2+ 8, PagoperadorVL{D- 1-g, 81, D> 2+8, 2+]

dibDV1[g ] := Plot[DVitodos[g, D], (D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {RaBColor(0, 1, 0], Thickness[0.0055] }]

dibDVv1[0.5]

2.5

1.5

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3

- Graphics -

2
Cltodos[g_, D] := Which[0< D< 1, — D, 1< D< 1+3, PagoperadorC[D-1], 1+ < D< 2+, PagoperadorC1[D-1- 8, 8], D> 2+ 8, 2+8
3

dibCl[B_] := Plot[Cltodos[B, Dj, (D, 0, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {RGBColor[1, O, 0], Thickness[0.005]}]

dibC1([0.5]

2.5

1.5

0.5 _

- Graphics -

2
tnittodose_, D] := Which[0< D< 1, D, 1< D< 1+, Pagoperadonniforme(D-13, 1+ < D< 2+ 8, Pagoperadknnil(D- 1-5, 81, D> 2+5, 2+ 8]

dibunil(s_] := Plot[uniltodos(s, D], (D, O, 2.5+ 8}, PlotStyle-> {RGBColor [0, 0, 1], Thickness[0.005]}]

dibunil[0.5]
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toditos[B_] := Show[ {dibvic[g], dibv2[a], dibAl[g], dibA2[B], dibB1[B], dibCl[B], dibunil(a], dibDV1[R]}, AxesLabel -» {D, pago}, Plotlabel » g "=g",
Background - GraylLevel [0.75] ]

toditos[0.5]

En todas las gréficas de esta seccion:

Blanco—>Modelo de Vickrey
Amarillo-->Modelo V2
Negro—>Vodelo AL
Gris—->Modelo A2
Rosa--->Vodelo B1
Verde—>MVodelo DV1
Rojo—>Mbdelo C1
Azul-->Modelo Unil



Apéndice C

Grafica Capitulo 5

En este anexo incluimos las sentencias definidas en el programa Mathematica 5.0, utilizadas
para el cdlculo y representaciéon del Capitulo 5 en el Caso 2 y Caso 3, correspondientes a los
siguientes tamarfios de la demanda: D =14+ ay D =2+ «, con « € [0,1]. El presente anexo
incluye una grafica en la que se ha representado, para cualquier tamano de la demanda, el pago
que espera hacer el Operador del Mercado bajo cualquiera de los modelos analizados a lo largo
del Capitulo 5 y que resume todas las conclusiones, desde el punto de vista del Operador del

Mercado, obtenidas en dicho capitulo.
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Pago que espera hacer el subastador para cualquier valor de la demanda

In[1]:= | operadorcasol(D ] :- ?
In[2]:= | operadorcaso2(D ] := ?
in[3]:= | operadorcaso3(D = - (DE— 1
Inf4]:= | operadorcasod(D ] == (DE' b

Operador del Mercado

In[5]:= | OveequivalenciarD_] := Which[O< D= 1, operadorcasol[D], 1< D< 2, operadorcaso2[D], 2< D< 3, operadorcaso3[ D], 3< D< 4, operadorcaso4(Di, D> 4, 4]

In[7]:= | Plot[OvequivalenciarDj, {D, 0, 4.2}, PlotStyle- Thickness[0.01], PlotRange- {0, 4.2}, AxesLabel - {D, pago}, Background- GrayLevel [0.75]]

Out[7]=




Apéndice D

Simulacion del modelo de Vickrey

Este anexo incluye la implementacién del modelo de Vickrey para un nidmero arbitrario de em-
presas, con distintas capacidades de produccién. Da como resultado el beneficio de las empresas
que entran en el mercado y el pago que realiza el Operador del Mercado por la demanda eléc-
trica. En dicho programa se ha supuesto que todas las empresas pujan sus verdaderos tipos.
Es decir se ha supuesto que pujar el verdadero tipo es equilibrio bayesiano de Nash. A lo largo
de este trabajo se ha demostrado que es cierto para dos empresas con idénticas capacidades de
produccién, dos empresas con capacidades distintas de produccién, dos empresas una de ellas
con dos unidades de produccién....pero no estd demostrado para un caso tan general como el del
programa de implementacién del modelo de Vickrey del presente anexo. Por ello se ha creado un
bucle que itere la subasta n veces (donde la empresa 1 puja diferentes valores k € [0,1]) y en el
que se compute la diferencia entre: la media de las pujas que dan en cada paso beneficio maximo
a la empresa 1 y el verdadero tipo de la empresa 1, en ese paso. Con todos esos valores (esas
diferencias obtenidas en cada iteracion) se calcula una media aritmética que verifica que tiende a
cero cuando n tiende a infinito y, por tanto, confesar el verdadero tipo es efectivamente equilibrio
bayesiano de Nash en el caso general de un nimero cualquiera de empresas, con capacidades de

produccién distintas.
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In[1]:=

In[5]:=

Simulacion del modelo de Vickrey

Implementacion del modelo de Vickrey

El siguiente programa inplementa la subasta de Vickrey para un ninrero cualquiera de enpresas con distintas capacidades de produccién.

Fx ] := Random[Real, 1, 20]

Vickrey :=
listadecapacidades = Input[*introduzca entre llaves y separadas por comas las capacidades de las empresas que desean entrar en el Mercado Eléctrico’™;

n

demanda= Input["introduzca el valor de la demanda que se desea satisfacer'] ; n = Length[ listadecapacidades] ; totalcapacidad = Z listadecapacidades[ [i]] ;
i1

tope= 1; listaofertas = Table[ (T[], listadecapacidades[[i]], i}, {i, 1, n}]; listadereritos= Sort[listaofertas) ; oferta[i_] := listademeritos[[i, 1]];

k
capacidad[i_] := listademeritos[[i, 2]]; tipo[i_] := oferta[i]; capacidadacumuladalk ] := anpacidw[i];
=1

k
testl[k ] := If[capacidadacumulada k] > demanda, Kk, testl[k+1]]; m = testl[1] ; capacidadresidualacunuladark ] := If[m:: n, 0, Z capacidad[i]];
i=1+m

m-1

a = demanda - Z capacidad[i]; test2[k ] := If[capacidadresidualacumnuladark] = 0, 0, If[capacidadresidualacunuladark] = a, k, test2[k+1]1];
i1

q=test2[m+1];

test3[j_, r ] :=

n
If[capmidad[m] >a, If[capacidedLi] < capacidad[m] - a, m, If|capacidad[j] > capacidad[m] - a + Z capacidad[i], n,
i=m+1

If[capecidadLi] < capacidad[m] - a+ i capacidadri], r, test3[j, r+1]]]] ,
i=m+1

n r
If[oapecidadLi] > > capecidadri], n, If[oapecidadLi] s > capacidadii], r, test3(j, r+1]]]];de£plazaLi_] = test3[j, m+1];
i=m+1 i=m+1

n 1 1
pagoaempresan := If[m== n, atope, If[as D' capecidadrii, If[q>m+1, % (capecidad[i] ofertari]) + (rx— % capacidad[ ] ] ofertarq] , aoferla[m+1]] s
i i=m+l (S )

i=m+1 I=M+ i=m+1
n o ) n o
> (capacidad(i] ofertariy) + |a- > capecldw[l]Jtcpe]];
=m+1 i=m+1

pagototalenpresa(j_] := lf[j = M, pagoaempresam, If[n== m, (capacidad[m] - a) oferta[m] + (capacidad[]j] - capacidad[m] + a) tope,

n n
If[mpacidaj[j]> ' capacidad(i] - demenda, (capacidad[m] - ) ofertaim) + ' (capecidad[i] ofertari] ) +
i-1 i=msl

n
[capmidadLi] - capacidad[m] +a - i Z wpacidad[i]] ‘tope,

1=m+1
desplaza(j]-1
If[desplaza[j] > m+1, (capacidad[m] - a) oferta[m] + Z (capacidad[i] oferta[i] ) +
i=1+m

desplaza[j]-1
[capacidad[j] - capacidad[m] +a - Z canacidad[i]]oferta[desplaza[j]],
\ i=1+m )

(capacidad[m] - a) ofertarm] + (capacidad| j] - capacidad[m] + a) oferta[m+1]]]]] ; despachorj_] := IfLj <m, capacidad[j], ] ;
m
beneficioenpresarj_j := If[j < m, pagototalempresa[j] - tipo[j] despacho[j], 0] ; pagosubastador = Z pagototalenpresarjj ;
J=1
subastador = { { pagosubastador *'pago del operador''y, {*'demanda’’ demanday} ;
entran := Append[Table[ listademeritos[[1]], {i, 1, m-1}], {listadereritos[[m, 1]], a, listademeritos[[m, 3]1}]1;
empresas = Append[ Transpose [ Append [ Append [ Transpose[entran] , Table[ pagototalempresaji, (j, 1, m}y1], Table[beneficioempresa(ji, (j, 1, m}111,

Print["Se reciben las siguientes ofertas", Append[listeofertas, {"'pujas’, “'despacho™, "'n° de entrada’"}]]; Print[*'La subasta determina’’, enpresas] ;

Print[subastador]
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In[4]:= | Vickrey

In[6]:= | Vickrey

In[4]:==| Vi

Vanos a denostrar experinentalmente que pujar el verdadero tipo es equilibrio bayesiano de Nash. Paraello centrarens nuestra atencién en unaenpresa cualquiera, en este caso laenpresa 1. Las enpresas restantes
pujaréan sus verdadreros tipos mientras que laenpresa 1 pujara un valor ke[0,1]. Se calculara el beneficio obtenido por laenpresa 1 si ésta pujak.

In[1]:=

o[X ] = Random[Real, 1, 20] ‘
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In[27):

Simulacion del modelo de Vickrey

comparandopujas :=

listadecapacidades = Input["'introduzca entre llaves y separadas por comas las capacidades de las enpresas que desean entrar en el Mercado Eléctrico’™;

n
demanda = Input[*‘introduzca el valor de la demanda que se desea satisfacer’’] ; n = Length| listadecapacidades] ; totalcapacidad = z listadecapacidades[[1]];
=1

tope = 1; todoslostipos = Table[e[i], {i, 1, n}]; todoslostiposmenoselprimero = Table[todoslostipos[[i]], {i, 2, N}];
ofertasordenadas( k ] := Sort[ Append[todoslostiposmenoselprimero, Kjj;
listaofertas[K ] := Insert[Table[ {todoslostipos[[i]], listadecapacidades[[i]], todoslostipos[[i]], i}, {i, 2, n}],
{k, listadecapacidades[[1]], todoslostipos[[1]], 1}, 1] ; empresalordenada[ K ] := Flatten[ Position[ofertasordenadas( k], kj11[111;
listademeritos[k ] := Sort[listaofertas[k] ] ; ofertali_, k ] := listademeritos[Kk] [[i, 1]]; capacidad[i_, k ] := listademeritos[k] [[i, 2]];

i capacidad[i, k] ; testl[p_, k ] := If[capacidadacunuladalp, k] > demanda, p, testl[p+1, K]1;
=1

tipo[i_] := listademeritos[K] [[i, 3]]; capacidadacumuladaip , k J :=

mrk ] == testl[1, k] ; capacidadresidualacumuladalp , k ] := If[m[k] =n,0, i capacidad[i, k]];entran[kJ :=Table[ listadereritos[K] [[#]], {§, 1, m[K]}];
i=l+mrk]
mrky-1
a[k 1 := demanda - capacidad[i, K] ; emtran[K][[m[K], 211 = a[K];
=1

test2[p_, k ] := If[capacidadresidualacumulada[p, k] == 0, O, If[capacidadresidualacumuladap, K] = a[k], p, tes2[p+1, K111;q[k ] :=tes2[m[K] + 1, K] ;
tes3j_, p_, K] :=

lf[capacichd[m[kl, Kl >alk], If[mpacicbd[j, K1 < capacidad(m[K] , K] -a[k], m[K],

n
If[capacicdej,k]>capacicbd[m[k],k]-a[k]+ > capacidadi, ki, n,
i=mrkj+1

If[capacidadu, K] s capacidad[mik] , K] - a[k] + i capacidad[i, ki, p, test3[j, p+1, k]]]],

i=m[k]+1
n
If[caoacidad[j, ki> > capecidadri, ki, n, If[mpa:ichj[j, K < capacidad[i, K], p, test3[j, p+1, k]]]];
i=mky+1 i=m[k]+1
desplaza(j_, k ] := test3(j, m[Kk] +1, k];
pagoaempresam([k ] =
n
If[m[k] = n, a[k] tope, If[a[k]s > capacidadri, ki,
i=mrky+1
qrkj-1 o i arki-1 o
Iffatki> mikg +1, D) (capaciced(i, kg ofertali, Ky « [alki - >, capacidad(i, kI | ofertarqrkl, ki, atKl ofertarmik] +1, ki,
i=m[k]j+1 I=m[Kk]j+1
n o i n o
o (capacubd[l,k]oferta[l,k]w{a[k]- o capamcbd[l,k]]tm”;
i=m[kj+1 i=m[kj+1

pagototalempresa(j_, k ] :=
lf[j== mrk], pagoaempresam[k], lf[n== mki, (capacidad[m(k], K] - a[k]) ofertaim(k], K] + (capacidad(j, K] - capacidadim(k], K] +a[k]) tope,

n n
If{capeciided(i, K1 > )" capacidedri, k - derenda, (capacidedimkl, K] -a[k)) ofertaimiki, K1+ ). (capacidadii, ki ofertali, ki) +
i-1 i=mk]+1

n
[capecidadLi, K1 - capecidadimik], Kl +a[ki- >’  capecidad[i, k]Jtope.
i=m[Kk]+1
desplaza[j, kj-1
If{desplazatj, k> mik] +1, (capecidadim(k], K] -a[k)) ofertamiky, ki + 2 (capacidad[i, k] ofertari, kj ) +
i=1+mrk]
desplaza[j,k]-1
[capacidad[j, k] - capacidad[m[k], k] +a[k] - Z capacidad[i, k]]oferta[desplazau, ki, ki,
i=1:mrk]

(capacidad[m[K] , K1 - a[K]) ofertaimik], K1 + (capacidadj, K] - capacidad[m[K], K] +a[K]) ofertaimk] + 1, k]]]]]

despachorj_, k ] := If[j< mrk], capacidad[j, K1, a[k]]; beneficioempresarj_, k 1 := If[j < m[k], pagototalenpresalj, K - tipo[j] despacho(j, ki, O1;
benempresal [k ] := beneficioempresajenpresalordenadark] , K ;
enpresal = Append[Table[ (K, todoslostipos[[1]], benempresal[k], empresalordenadark]y, (K, 0, 1, 0.05}], {"'puja’, "‘tipa", "'beneficio”, "ordendeentrada’’}] ;

Print["Se reciben las siguientes ofertas", Append[ listaofertas(todoslostipos[[1]1], {"'pujas’, "'despacho’’, "tipd', "'n° de entrada’’}1]; Print[empresal]




In[29]:=

In[28]:=
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comparandopujas

comparandopujas
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In[30]:= | comparandopujas

In[31]:= | comparandopujas




In[32]:=

In[1]:=
In[2]:=

In[3]:=
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comparandopujas

e[X ] := Random[Real, 1, 20]

listadecapacidades= {1,1,1,1,1,1, 1, 1};

demanda = 5.5;
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In[4]:=

Simulacion del modelo de Vickrey

n
equilibriosejemploconcreto := | n= Length[ listadecapacidades] ; totalcapacidad = Z listadecapacidades| [1]] ; tope = 1; todoslostipos = Table[e[1], {i, 1, n}1;
i1
‘todoslostiposmenoselprimero = Table[todoslostipos[[i]], {i, 2, n}]; ofertasordenadas[k ] := Sort[Append[todoslostiposmencselprimero, Kj1;
listaofertas[k ] := Insert[Table[ {todoslostipos[[i]], listadecapacidades[[i]], todoslostipos[[i]], i}, {i, 2, N}],
{k, listadecapacidades|[[1]], todoslostipos[[1]], 1}, 1] ; empresalordenada[ k ] := Flatten[ Position[ofertasordenadas( k] , k11[[11];
listadeneritos[k ] := Sort[listaofertas[k]; oferta[i_, k ] := listademeritos[K] [ [, 1]]; capacidad[i_, k ] := listadereritos[K] [[i, 2]];

tipori_] := listademeritos[k] [[1, 3]]; capacidadacunuladalp , K ] := i capacidad[i, k] ; testl[p_, k ] := If[capacidadacunuladal p, K] > demanda, p, testlip+1, K]];
=1

mrk ] := testd[1, k] ; capacidadresidualacumuladarp_, k ] := If[m[k] =n,O0, i capacidad[i, k]];
i=1.mrk]

mrky-1
alk ] :=demanda- ' capacidadri, ki;
1=1
tes2[p_, k ] := If[capacidadresidualacunuladal p, K] == 0, 0, If[capacidadresidualacumnuladaip, K] = a[K], p, tes2[p+1, K111;qrk 1 :=test2[m[k] + 1, K];
test3[j_, p, k1:=
lf[capacidad[m[k]. Kl > afk], If[capacitdei, k] s capacidad[m[K] , K] -a[K], m[k],

n
If[capacidadLi, ki > capacidadim[k], K1 -afk]+ '  capacidadii, ki, n,
i=mrkj+1

If{capecicedti, ki s capecidadimik], k] - alk] + i capecided(i, ki, p, test30, p+1, ki]]].
i=m[Kk]+1

If{capecidadj, ki > i capacidad(i, k1, n, If{capacidad(j, ki < i capacided(i, K1, p, test3{, p+1, ki]]]:

i=m[k]+1 i=m[kj+1
desplaza[j_, k ] := test3[j, m[K] + 1, k];desplaza[j_, k ] :=test3[j, m[K] +1, k] ;
pagoaempresam K ] =
n
If[m[k] = n, afk] tope, |f[a[k] s ) capacidad(i, ki,
i=mrkj+1
qrki-1 o i qrki-1 o
If[q[k]>m[k]+1, Z (capacidad[ i, k] oferta[i, k) + [a[K] - Z capacidad(i, K] | oferta[qrk], K1, «a[k] ofertaim[k] + 1, k]],
i=mrkj+1 i=mrkj+1
n : B ; n : .
> (capacidadii, k) ofertari, k])+(a[k]— > capecidadri, k]]tope”;
i=mrky+1 i=mrky+1

pagototalenpresa(j_, k ] :=
lf[j = m[K], pagoaenpresam([k] , If[n== mrk], (capacidad[m(K], K] - a[K]) ofertaim[k], K] + (capacidad(j, K] - capacidad[m[k], K] +a[K]) tope,

n n
If[capacidadLi, k] > pracidad[i, k] - demanda, (capacidad[m[k], k] -a[k]) ofertaim(k], kj + Z (capacidad[i, k] oferta[i, kj) +
i1 i=mrkj+1

n
capacidad[j, K] - capacidad[m[K], K] +a[k] - Z capecicbd[i,k]Jtope,

i=m[kj+1
desplazajj,kj-1
If[deﬂ)laza[j,k]>m[k]+l, (capacidad[m[K] , K] -a[K]) ofertaimik], Kj + o (capecidad(i, k] ofertari, k) +
i=1l+mrk)

desplaza[j,k]-1
i=1l+mky
(capecidadimiki , K] -a[K]) ofertaimiky, ki + (capacicedi, K1 - capecicedimiki , K1 +alk)) ofertaimiki +1, ki]]]]
despacholj_, K 1 := If(j < m[K], capacidad(j, KI, a[K]]; beneficicempresa[j_, K ] := pagototalenpresa(j, K] - tipo[j] despacholj, K1;

benenpresal[k ] := If[empresalordenadark] > m[K] , O, beneficioempresa[empresalordenadarki , Ki];
empresal = Append[Table[ { k, todoslostipos[[1]], benempresal[k] , empresalordenada[ k] , k- todoslostipos[[1]1}, {k, O, 1, 0.05}],

[capacidad[j, K] - capacidad[m[K] , K] +a[K] - capacidad[i, k]] ofertajdesplazalj, ki, ki,

{""puja’, "'tipo", ""beneficio", "'ordendeentrada’, "'puja-tipo''}1; Print[enprewl]]




In[5]:=

In[247):=

In[1]:=
In[2]:=
In[3]:=

In[4]:=
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equi libriosejemploconcreto

equilibriosejemploconcreto

Obsérvese que algunas pujas dan un beneficio néxino. Estas pujas se distribuyen alrededor del verdadero tipo. El siguiente programa selecciona en cada iteracion todas esas pujas que dan beneficio méximo y
calculala mediade dichas pujas. Si iterands n veces con n-« ese valor nedio tiendeal verdadero tipo, o lo que es lo misno la diferenciatiende acero. Es decir, pujar el verdadero tipo es equilibrio bayesiano de
Nash.

o[X ] = Random[Real, 1, 20]

listadecapacidades= (1,1, 1,1,1,1, 1, 13;

demanda= 5.5;

acumullador = 0;
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In[5]:=

Simulacion del modelo de Vickrey

diferenciaentredecirverdadymaximizarbenefici

n
n= Lengthp listadecapacidades] ; totalcapacidad = Z listadecapacidades[[i]]; tope = 1;
=1

‘todoslostipos = Table[e[1], {i, 1, n}]; todoslostiposmenoselprimero = Table[todoslostipos[[i1], {1, 2, N}];
ofertasordenadas[ k ] := Sort[Append[todoslostiposmenoselprimero, kji;
listaofertas([k ] := Insert[Table[{todoslostipos[[i]], listadecapacidades[[i]], todoslostipos[[i]], 1}, {i, 2, n}],
{k, listadecapacidades( [1]] , todoslostipos[[1]], 1}, 1] ; empresalordenadark ] := Flatten[ Position[ofertasordenadas[Kk] , K11[[11];
listademeritos[k ] := Sort[listaofertas[k]]; ofertali_, K ] := listademeritos[K] [[1, 1]]; capacidad[i_, Kk ] := listadereritos[Kk] [[1, 2]];

tipori_] := listademeritos[k] [[1, 3]]; capacidadacunuladalp , K ] := i capacidad[i, k] ; testl[p_, k ] := If[capacidadacunulada[ p, K] > demanda, p, testlip+1, K]];
=1

mrk ] := testl[1, k] ; capacidadresidualacumulada[p , k ] := If[m[k] =n,0, i capacidad[i, k]];
i=1.mrk]

mrky-1
afk ] :=demanda- ' capecidadri, ki;
1=1

tes2[p_, k ] := If[capacidadresidualacunuladal p, K] == 0, 0, If[capacidadresidualacumnuladaip, K] = a[K], p, tes2[p+1, K111;qrk 1 :=test2[m[k] + 1, K];
test3[j_, p , kJ:=

If[capacidad[m[lq, K] > afk], If[capecidadu, K] < capacidadim(k] , K] -a[k], mrk,

n
If[capacidadLi, K] > capacidad[m[K] , K] - a[K] + Z capacidad[i, k], n,
i=mrkj+1

If[capecidedu, K] < capacidad[m(Kk] , K] - a[k] + i capecidad[i, ki, p, test3(j, p+1, k]]”,

i=mrky+1
n
If[mpacideﬂ[j, ki> > capacicadii, ki, n, If[capacided[j, K] < i capacidad[i, k], p, test3[j, p+1, k]]”;
i=m[k]+1 i=m[kj+1
desplaza[j_, k ] := test3[j, m[K] + 1, k];desplaza[j_, k ] :=test3[j, m[K] +1, k] ;
pagoaempresam[K ] =
n
If[m[k] = n, ark] tope, If[a[k] < ) capacidad(i, ki,
i=m[kj+1
qrky-1 o i qrki-1 o
If[q[k]> mrky +1, Z (capacidad[i, k] oferta[i, k) + |a[k] - Z capacidad[i, k] | ofertarqrk] , k1, afk] ofertarmiky + 1, k]],
i=m[kj+1 iI=m[ky+1
n o ) n o
> (capacidad(i, k] ofertari, k])+[:1[k]— >, capacidadri, k]]mpe”;
i=m[kj+1 i=m[ky+1

pagototalenpresafj_, K ] :=
I = m[ki, pagocenpresamiky, If[n= mk], (capacidadimk], K] -a[k]) ofertarmik], ki + (capecided(i, ki - capacidadimik], ki +ark]) tope,

n n
If{capacided, ki > )’ capacidadii, k) - demanda, (capacidadimiky, KI -ark)) ofertaimik], kj+ >, (capacided[i, ky ofertali, ki) +
i1 i=mK]+1

n
capacidad[j, K] - capacidad[m[K], K] +a[k] - Z capecidad[i,k]Jmpe,

i=m[kj+1
desplaza[j,kj-1
If[desplazaLi,lq>m[k]+1, (capacidadim[k], K] -a[k]) ofertaimky, kj + Z (capacidad[i, k] oferta[i, kj) +
i1=1+mrk]

desplaza[j,kj-1
i=1l+mky
(capacidad[m[k] , K] -a[k]) ofertaim[K], K] + (capacidad[j, K] - capacidad[m[k], k] + a[K]) ofertaim[k] + 1, k]]]]];

despacho[j_, K 1 := If[j< m[k], capacidad[j, K], a[K]]; beneficicempresa(j_, K ] := pagototalempresa(j, ki - tipo[j] despacho(j, ki ;

benempresal[k ] := If[enpresalordenadar k] > mrkj, O, beneficioempresajempresalordenadark] , Kij;

enpresal = Table[ { Kk, todoslostipos[[1]], benenpresal[k], empresalordenada[k] , k- todoslostipos[[1]1]1}, {k, 0, 1, 0.05}1;

(Lengm[Select[enpreml,#[ [31]1==Max[Transpose[Most[empresal]] [[3]1]1&]1]
Se

[capacidad[j, K] - capacidad[m[K] , K] +a[K] - capacidad[1, k]] ofertajdesplazalj, ki, ki,

num = lect[enpresal, #[[3]] == Max[Transpose[Most[empresal]] [[3]11] & [[1, l]]]/
\ i1 )
Length[Selectempresal, #[[3]] == Max[Transpose[Most[empresal] ] [[3]1] &1 - Select[empresal, #[[3]] == Max[Transpose[Most[empresal] ] [[3]1] & [[1, 2]1;

acumulador = acumullador + num
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Si se realiza lasubasta n de veces podenros calcular ladiferenciaentre las pujas de laenpresa 1 que le dan beneficio méxino y su verdadero tipo en cadacaso y calcular lanedia de dichas diferencias.

In[6]:= | acumulador = 0;

In[7]:= | num=0;

In[8]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {1000}]

acumulador

In[9]:= 00

out[9]= | —0.00969671

In[10]:= | acumulador = 0;

In[11]:= | num=0;

In[6]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {4000}]

acurullador

In[12]:= 200

ouf12}=| 0

/Ahora con capacidades distintas

Capacida de la empresa 1 intermedia

In[6]:= | e[x_] := Random[Real, 1, 20]

In[7]:= | listadecapacidades= {1, 0.98, 1.3, 1, 1.67, 0.15, 1.67, 0.45} ;

In[8]:= | demanda=5.5;

In[9]:= | acumullador = 0;

IN[10]:= | num=0;

In[18]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {4000}]

acumullador

In[19]:= 2000

ou[19)= | 0.02449%
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In[28]:= | acumulador = 0;

In[29]:= | num=0;

In[9]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {8000}]

acumullador

In[10]:= 20

ou[10}= | 0.00187598

Capacida de laempresa 1grande

In[11]:= | e[x] := Random[Real, 1, 20]

IN[12]:= | listadecapacidades- {2, 0.98, 1.3, 1, 1.67, 0.15, 1.67, 0.45} ;

IN[13]:= | demanda=5.5;

In[7]:= | acumulador = 0;

In[8]:= | rum=0;

In[14]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymaximizarbeneficio, {4000}]

acumullador
4000

In[15]:=

out[1s]= | -0.00274975

Capacida de la empresa 1pequefia

In[8]:= | e[x ] := Random[Real, 1, 20]

In[9]:= | listadecapacidades= {0.4, 0.98, 1.3, 1, 2.67, 0.5, 1.67, 0.45};

IN[10]:= | demanda=5.5;

In[11]:= | acumulador = 0;

In[12:= | num=0;

In[11]:= | Dordiferenciaentredecirverdadymeximizarbeneficio, {5000}]

acumullador

In[12]:= 20

ouf12)= | 0.0617351
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