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1

Introducción

1.1 Gasesde Red

La física de los fluidos ha sido uno de los camposde la Físicasobrelos que
masse ha trabajadoen los últimos dos siglos. Ello se debeno sólo al gran
numerode problemastecnológicoscon los que está relacionada,sino por
lo fundamentalde las cuestionesfísicas que suscita. De otro lado, la gran

dificultad de cualquier tratamientoe~actode las ecuacionesde la dinámica

de fluidos hasupuestoun grandesafí4alos investigadoresmásdestacadosy
a pesarde conocerseun cierto núine4de resultadosquedamuchopor hacer
parala total resoluciónde la físicad4 fluidos.

Una de las aproximacionesa esteproblemaque másprovechosaha resu-
ltado ser es intentarsustituir unades4ripciónprecisadel fluido por medio de

modelosaproximadosmássencillos ue retenganlas característicasbásicas
de los fluidos. Ello es debidoaquela forma de las ecuacionesmacroscópicas
de la hidrodinámicano depended las característicasmicroscópicasdel
fluido que se trate, sino que sólo e tá especificadapor propiedadesmás
generales;asaber,leyesde conservacón y simetríasdel problema. La única
dependenciade las propiedadesmi oscópicasestá en los coeficientesde
transporte. Por tanto, dos fluidos d muy diferentecomposiciónpero con
coeficientesde transportesimilaress comportande igual forma, tienen las
mismaspropiedadesy generanel ismo tipo de patronesmacroscópicos
en la evolución. Siguiendo esta pa ta uno de los modelosmás extensa-
mente usadoes el de esferasduras, en el que las moléculasse sustituyen
por esferasrígidas de diámetrou q e colisionan elásticarnente. Este sis-
tema, aún sin interacciónrealista,e el másextensamenteestudiadotanto
en sus propiedadesde equilibrio co o de no equilibrio. Un Águiente paso

3
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en la “esquematización”de estosmodeloslo constituyenlos modelosdiscre-
tos. Es sabido que se puedenconstruir modelosuni, bi y tridimensionales
con un número finito de velocidadesque en el límite continuo reproducen it

las característicasde la dinámica de fluidos [Gati~ol]. Estosmodelosson

discretossólo en las velocidades,pero no en el espacioy en el tiempo. Si-

guiendo este camino de “esquematizachin” de los modelosde fluidos, en
1986 se propusoun modelo dondesólo se considerabanlos ingredientesmás

básicosposibles. Este modelo se denominó “Autómatas Celularesde Gases

de Red” o simplemente“Gasesde Red”. De forma general (no para fluih-

dos) fueron introducidospor von Neumanny Ulam en 1966 para modelar
sistemasbiológicos [Neumann 66]. Constande una red, en la que cadasitio

puedetenerun númerofinito de estados.La evolución se producea pasos it

de tiempo discretos,y los nodosse actualizansimultáneamentede acuerdo
con determinadasreglas,que puedenser deterministaso estocásticas,pero

típicamente para actualizarun nodo sólo intervienenun númeropequeño it

de nodos adyacentes.Un ejemplo muy popular es el Juegode la Vida de

Conway[Berlenkamp et al 84].
El primer modelo de gas de red para la modelaciónde fluidos fue pro-

puestopor Hardy, de Pazzisy Pomeauen 1973 [Hardy a al 731~ Constade
una red cuadradabidimensionalen la que puedehaberhasta4 partículas

por nodo, con velocidadesdirigidas a lo largo de los enlacesde la red. La

actualización de cada nodo se produceen dos pasos(hablaremoscon más
detalle de ellos en el capítulo 2). Primeramentese realiza una colisión en
la que dos partículascon velocidadesopuestascolisionan girando cadauna

un ángulo de ir/2. Posteriormente,las partículassepropaganal nodo hacia

el que apuntan. Este proceso se repite a lo largo del tiempo, generando
así la evolución. Este modelo tan sencillo fue originalmente introducido

para estudiar cuestionesfundamentalesde la MecánicaEstadística como

la ergodicidad,la existenciade un estadode equilibrio, o de coeficientesde
transporteen dos dimensiones. Sin embargo,la red cuadradano tiene la

simetríasuficienteparaqueen su comportamientomacroscópicoobedezca
las ecuacionesde Navier—Stokes.

Pararesolveresteproblema,en 1986 Frisch, Hasslachery Pomeaupro-

pusieronun modelo definido sobrela red triangular [Frisch et al 86]. Este
modelo sí que presentaun comportamientomacroscópicode acuerdoa las

ecuaciones de Navier—Stokesy es el modelomás empleadoactualmente.Una
vez demostradoel éxito de estemodelo, se crearonotros paradimensiones

superioresy con otras características.

Aunque como hemosexplicado los gasesde red surgieronco,io mode-

ir

ir
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1.1. Gasesde Red o

los aproximadospara la descripciónde fluidos, nosotroslos estudiaremos
tambiéndesdeotro puntodevista. Los consideraremoscomo sistemasobjeto

de estudioen sí mismos,y no por ser modelizacionesde los fluidos. Los ga-
ses de red tienen una riquezaen su comportamientoque los hace objetos

interesantesen sí mismos,independientementede los fluidos. En el limite

macroscópicose comportancomo fluidos, pero hastallegar a él hay muchas

peculiaridadesde estosmodelosque han de ser estudiadas.

¿Cuálessonlas ventajasde losgasesde redqueloshanhechotan relevan-

tes en la físicade fluidos? La primeray másimportantees su facilidad para
ser implementadosen ordenadoresvectorialesy paralelos. La descripción

de un estadode un gas de red se haceen términos de un conjunto números

n(r,c,,t) con valoresO (si en la velocidad e1 del nodo y en el tiempo t no

hay partícula) y 1 (en el casocontrario). La propagaciónno es más que
una serie de operacioneslógicas (AND, OR, XOR) con este conjunto de

bytes. La colisión se puederepresentarcomo una asignacióndentro de una

matriz [Stauffer 91]. Así, el programade ordenadorque simula la evolución
río constamás que de unas pocaslíneas donde se realizanúnicamenteope-

racioneslógicaso de asignación[Brosa y Stauffer 89]. Estas características
(basadasgrandementeen la “localidad” de las reglasde colisión) haceque
los superordenadoresseanenormementeeficientesen la simulación,de estos

modelos. Asimismo, su descripciónBooleanaen términos de los númerosO

y 1 los libera de los erroresde redondeo,que es uno de los problemasmás

grandes que presentanlas simulacionesde los sistemascontinuos. Además

ordenadoresespecialesmultiprocesadores(hasta65000 procesadoresen pa-
raído) se están construyendocuya potencia de cálculo se incrementaun

factor 10 cadaaño [Despain et al 90][Doolen 89].

Desdeel puntode vista de la teoríacinética,losgasesde red ciertamente
ofrecenalgunasventajassobrelos fluidos continuos. La mayoríade losresul-

tados de la MecánicaEstadísticadel no equilibrio se aplicana los gasesde
redcon modificacionesmínimas[Ernst 91a]. Sin embargo,la complejidadde

las ecuacionescinéticaspara fluidos continuosse reducea un mero cálculo

matricial en los gasesde red, lo que permite obtenermásresultadosqueen

teoríacinética continua. Con el hechoañadidode que las propiedadesde

sistemascontinuosy los gasesde red soniguales,estosúltimos nospermiten
avanzaren la comprensiónde la teoríacinética, en particular en el entendi-

mientodecómo las propiedadesmacroscópicasemergende lasmicroscópicas

subyacentes.

En cuanto a las desventajasde los gasesde red, casi todas provienen
de su estructuradiscretay de ello hablaremosa lo largo de esta memoria.
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Citaremos aquí dos de ellas. La primera es la falta de invariancia Galileo

[Frisch et al 86], que trae como consecuenciala aparición de un coeficiente

0(p) en el término de Euler, de la forma V . G(p)puu. El efecto de este ir,

factor se puedeeliminar de la dinámicaacostade modelarun fluido imcom-
presible. con V -u = 0. En este caso, con una redefinición del tiempo

y de las viscosidades,este factor se absorbe y las ecuacionesde la hidro-
dinámica recuperansu forma clásica. Otro efecto es la aparición de can-

tidades conservadasespúreasque añadennuevasecuacionesal conjunto de
ecuacioneshidrodinámicasy que también modifican la forma de las ecua-

cionesde Navier—Stokes[Kadanoff et al]. Su efecto en ciertas propiedades

de la dinámica se puedeeliminar sin más que considerarestadosen los <lije
estascantidadesconservadasson nulasen el dato inicial.

it

Desdeel punto de vista computacional,la ventaja de ser discreto de
la que hablábamosantes, es tambiénun inconveniente. Paraobtenervalo-

res “suaves” de los camposmacroscópicosde densidady velocidad, hemos
de promediar, bien sobre regionesespacialesbien sobre un gran numero
de simulaciones.Cualquierade estasalternativasralentiza la obtenciónde

resultados.Sin embargo,el efectonetode la rapidezdebidaasucarácterBo-

oleanoy dela lentitud debidaal promedioresultaserpositiva: esmasrápido
simular fluidos con gasesde red que con discretizacionesde las ecuaciones
de Navier—Stokes.Ello esespecialmenteasíen sistemascon geometríasirre-

gulares,como los mediosporosos[Chen el a4.
Uno de los grandeséxitos de los gasesde red ha sido la observacion

numéricadel decaimientoalgebraicode la función de autocorrelaciónde la
velocidad, que ha sido medidacon una precisiónsin precedentespor Eren-

kel y sus colaboradores. Ello mejora en varios órdenesde magnitud las

mejoresmedidasque existían hastael momentopara discos y esferasduras

[Erpenbeck y Wood]. Con el método por ellos desarrolladono sólo se han

medido los exponentessino también la amplitud de las colas algebraicas,y

con ello ha sido posibledar la mejor confirmación existentede la teoría del

acoplamientodelos modos. Sin embargo,no sólo las simulacionesnumerícas
han corroboradola validez de la teoríadel acoplamientode los modos,sino

que dicha teoríaha sido derivada analíticamenteen el límite de tiempos
largosen todo el rangode densidades.Asimismo,dentrodel contextode los

gasesde red ha sido posibleevaluar las correcionesdebidasal tamañofinito

del sistema,en perfectoacuerdocon las simulaciones[Naitoh el al 91b].

Más allá de los decaimientosalgebraicosde las funcionesde correlación
existendecaimientoscomo (t,/lL~i)’1 en dos dimensiones,que son de una

importanciaconceptualenorme,porque permitendar una basesólida a la

st’

it
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12. Introducción a la 1-lidrodinámica Clásica

teoríadel acoplamientode los modosautoconsistente[van der Hoef y Eren-

kel 91b}, [Leegwater 911. Estos decaimientosmás rápidos han sido obte-

nidos teóricamente,y lo que es mucho más importante,han sido observa-
dos numéricamente[van der Iloef y Frenkel 91bj. Hay que señalarque pa-

recemuy improbableque en los pro~mosañosnadie seacapazde observar
numéricamenteeste decaimientoen sistemascontinuos.

Por todo ello, los gasesde redjueganun papelmuy relevanteen el avance

de la física de fluidos en generaly de la teoría cinéticaen particular.

1.2 Introducción a la Hidrodinámica Clásica

En estacapítulo daremosuna breveintroducción a la hidrodinámicade los
fluidos continuos,para tener una basesobrela que desarrollarla teoría de

los gasesde red. Seguiremosla referencia [Ernst 91a]. Obtendremoslas

ecuacionesde Euler y de Navier--Stokesy las fórmulas de Green—Nubo.

Las variablesbásicasparala descripciónmacroscópicadelos fluidos son
aquellasque satisfacenleyes de conservacióna nive[ microscópico,esto es,

la densidadp(r, t) y el momento,g(r, t) = p(r, t)u(r, 1), donde u(r, t) es el
campo de velocidad. Igualmente,en fluidos continuosexiste otra cantidad
conservada,la energía4v. t), que no consideraremosaquí puesto que en los

gasesde redmásestudiadosla energíano esconservadaen absolutoo biensu

conservacionequivalea la ley de conservaciónde la densidad.Sin embargo,

ocasionalmentetrataremos modelosen los que la energía sí se conserva.
La relajación de un fluido al equilibrio global atraviesados estados. Un
estado cinético, muy rápido, en el que se alcanzaun equilibrio local, en el

que se suponeque las relacionestermodinámicasse satisfacenlocalmente.
Posteriormentesigueun relajamientomáslento, hidrodinámicoen el que se

llega a un estadode equilibrio global, en el que las variablesmacroscópicas

no varian en el tiempo.

Volvamos a las variables conservadas,que satisfacenecuacionesde ba-

lance de la forma:

(lía)

(lÁb)

donde r(r,t) es el promediodel tensorde flujo de momento. Dichasecua-
ciones puedenobtenersepromediandolas definicionesmicruscópicasde la
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densidady del momentoen un sistemade N partículas,

dv
p(r) = Zmt(r: r) it

t~ ¡
dv

g(r) = Zmví¿(rí — (1.2)
‘=1

sobreunacolectividadinicial de no equilibrio, y definiendop(r, t) =

y g(r,t) = <9(r)>ne. Paraobtener(1.1) derivamosparcialmenterespectoal ir

tiempo en (1.2) y aplicamosla reglade la cadena:

= —V~r, (1.3)

con la expresiónmicroscópicadel tensorr(r, t) =
ir

E[mn¡v¡ + ~ jt(rt—r). (lA)

Estasleyesde conservaciónhansido escritasen un cierto sistemade refe-

rencia¡nercial. Sin embargo,las leyesde conservacióndebenserinvariantes

bajo transformacionesa diferentes sistemasde referenciainerciales; deben
ser invariantes Galileo. Supongamosdos sistemasde referenciainerciales,

O y O’, que semuevencon velocidadrelativaiv. La posicióny velocidaden

el sistemaO’ (denotadascon primas) se relacionancon las magnitudesen el
sistemaO a través de: Y = y — tU y y’ = y — iv. Por tanto, las variables

mícroscopicasse transformanante el cambio de coordenadascomo:
st

p’(r’,t) = p(r,t)

g’(r’,t) = gQr,t) — p(r,t)w

u’(r’,t) = u(r, t) — iv, (1.5)

donde u(r,t) es la velocidadmacroscópicadel fluido. En consecuencia,la
velocidadde unapartículaen un sistemalocalmenteen reposose transforma

como: = — <~,t). Si definimos el tensor de presionesP(r) como
el tensor de flujo de momentoen un sistema localmenteen reposo(por
tanto es diagonal, P(r) = p(r)1l) y sustituimos las transformaciones(1.5) st

en la expresiónmicroscópicadel tensorde flujo de momento,obtenemosla

relación:

r(r, t) = p(r, t)ii + p(r, t)-u(’r, t)’u(r, t). (1.6)

it
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1.2. Introducción a la Hidrodinámica Clásica 9

La ley de balance(1.1) quedafinalmente:

thpu + V . pun = —Vp. (1.7)

Esta es la llamada Ecuación de Euler. Nóteseque el término en ita va
multiplicado por un factor p. En los gasesde red, debido a la pérdida de

invariancia Galileo, dicho factor es diferente. Volveremossobre ello en la

sección3.2

Hastael momentohemos consideradoun fluido ideal en el que no hay

disipación. Por tanto, las ecuacionesde balance son reversibles,esto es,

invariantesbajo el cambio t—* — t. Sin embargo,en un fluido real aparece
disipación debidaal propio movimientodel fluido, que dalugar a la irreversi-
bilidad de las ecuacionesdel movimiento. Los mecanismosde la disipación

son la viscosidady la conduccióntérmica (que no apareceráen los fluidos
que consideramosaquí) y para considerarlostenemosque incluir algunos

terminos adicionalesen la ecuación de Euler (la ecuaciónde continuidad

es válida para cualquier fluido, seaviscoso o no). Ello se hace añadiendo
al tensor de presionesuna partedisipativapV que, por argumentosde si-

metría (ver [Landau el al 59]) sólo dependede la velocidada través de sus

gradientes.Su forma más generales:

= —?7~$-,sV~us, (1.8)

donde ~ es el tensor de viscosidades. A partir de ahora, utilizaremos
la convención de Einstein: hay una suma implícita sobre índices griegos

repetidos. La forma más generalde dicho tensores (ver apéndiceA):

r~ + to5~0-y — ~óc~0¿-x¿J+ (¿cyj

3b-y6 (1.9)

donde los coeficientesr¡ y ( son las viscosidadesde cizaUa (‘shear’) y de

volumen(‘bulk’). Incluyendoestetérmino en la ecuaciónde Euler, llegamos

a la ecuaciónde Navier—Stokes:

O~pu+Vpuu+Vp= ijV
2u+~VV.u, (1.10)

con = ~(l — 2/d) + (. liemos escrito en el miembro de la izquierda la
ecuaciónde un fluido ideal, y en el de la derechalos términos responsables

del amortiguamientoviscoso. Cuandoen un fluido domina la parteviscosa

frente al término convectivo V ¡mu y podemos ignorar este último, las
ecuacionesseconviertenenlineales.Cuandoocurrelo contrario,y esla parte

no lineal la que domina, nos encontramosen el régimen de flujo no lineal

y dondeaparecenlas inestabilidadeshidrodinámicas,turbulencias,vórtices,
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fenomenologíaque no será tratada en esta memoria. La importancia
de los términos convectivosno linealesfrente a los viscososvienedada por
un coeficienteadimensional,el número de Reynolds,Re. SeaL la longitud

característicade variación del campode velocidades,entoncesel númerode

Reynoldses:

[V.guu] _ puL
Re— [jV2u] (1.11)

Para valores grandes del número de Reynolds el comportamientono Ii-

neal domina, mientras que si Re es pequeñoel fluido se comportahidro-

dinámicamente.En esteúltimo régimen,el decaimientode las excitaciones
estádescritopor la ecuaciónde Navier—Stokeslineal, quepuedeser diagona-

lizada en el espaciode Fourier, siendo sus autovectoreslos llamados modos

normales. Paraobtenerlos,definimos un estadode equilibrio caracterizado

por una densidadconstantep y por el valor medio de la velocidad igual a

cero. Posteriormentedefinimos las fluctuaciones alrededorde este estado
de equilibrio en la densidadcomo: ¿p(r,1) p(r, 1) — p y en la velocidad:
u(r, 1). Si asumimosla hipótesisde equilibrio loca], podemosescribir que la

presióndependeúnicamentede la densidadp (en fluidos con energíaconser-

vadadependede p y e), y por tanto las fluctuacionesde presión se pueden

escribir como:

p = (~) 6p = c~6p. (1.12)

La cantidadc
0 es la velocidaddel sonidodel fluido. Si ahoratransformamos

Fourier las ecuacionesde balance,(l.la,l.l0) obtenemos:

O~6p(k,t) + ipk u(k, 1) = O st

pOtu(k,t) + ikc~¿5p(k,t)+ rjk
2u(k,t) + YICk . u(k,t) = 0. (1.13)

Si descomponemosla velocidaden su parte paralelaal vector k, u¡(k, t) = e

u(k, t) . k/IkI y en su partetransversal,u±(k,t) (enun fluido d-dimensional

hay (d -.- 1) u
1 vectoresindependientes),las ecuacionesde balancelineali-

zadasquedan: it

O

pui j =0, (1.14)( ik4 O~+v¡k
2 O

O 0< + vk2 PU
1)

dondeel coeficientey1 sedefinecomo [2(l—d
1)n+~]¡p. TransformandoLa-

placela ecuación(1.14) se reemplazanlas derivadastemporalespor —w. El —

a

st

ir’

“y
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determinantede la matriz (1.14) esun polinomio de grado(d+ 1) enw, cuya
resoluciónnos da las frecuenciashidrodinámicasw(k). Dicho determinante

se factorizaen:

(2 — vjk2w + k2c¿)(w— uk2)d1 = 0. (1.15)

La primera partede estepolinomio da la relaciónde dispersiónde las ondas

sonoras,mientrasqueel segundotérminoes la de los (d—1) modosde cizalla.

Concretamente:

w±(k) = ±icok+ ~Fk2

wn(k) = %/p)k2 = vk2, (1.16)

con z-’ la viscosidadcinemáticay la constanteamortiguadora del sonido, E
vale:

F=vj= [2(ádí)7,+jIp (1.17)

Los correspondientesautovectoresson los modoshidrodinámicos:

A±(Ic) = coóp(k)±pk.u(k)

A~í(k) = 1c
1, •-u(k). (1.18)

Los vectores unitarios {k, k±~}con k = k/IkI forman un conjunto orto-

normal. Los dos primeros modos,etiquetadoscon + representanlas ondas

sonoras,con velocidadc0 y constantede amortiguamientoF = vj. La estruc-
tura de dichos modos es similar a la de fluidos con conservaciónde energía:
fluctuaciones de presión y momentolongitudinal. La diferenciaradica en

que en modelossin conservaciónde energíalas fluctuacionesde presión son

sólo fluctuaciones de densidad,mientras que en modelos con conservaclon

contiene las fluctuacionesde densidady energía(Resibois77]. El resto de
los modos,con subíndicei7i son puramentedifusivos, modos de cizalla, con

difusividad u. En fluidos con conservaciónde energíaexiste un modo adi-

cional,el delas fluctuacionesde entropía,combinaciónlineal entredensidad

y energía,y es también puramentedifusivo.
En las ecuacionesde evolución paralas cantidadesconservadasapare-

cen los coeficientesde transporte,quese puedenrelacionarcon magnitudes
microscópicasa travésde las fómulasde Green-Kubo.Para ello hemosde in-
traducir la hipótesisde Onsager,que suponeque la matriz de las flllctuacio-

nes de equilibrio <ÓA(k, t)
6A(k,O)>eq obedeceasintóticamentela ecuación

hidrodinámica para <&4>ne [McLennan 89]. Para ilustrar la forma de las
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expresionesde Green—Kubo,derivaremosla ecuaciónpara el coeficientede
difusión D para un caminantealeatorio. Por supuesto,los gasesde red no

se parecen a caminantesaleatorios, pero la expresiónfinal que resulta es u,

igual en amboscasos. El propósitoaquí es meramenteilustrativo. Comen-

zamospor la relación de Eintein entreel despazamientocuadráticomedio-y

el coeficientede difusión:

— r~(0))2> = 2Dt (t — c~) (1.19)

donde r~(t) es la posición del caminantealeatorio. Tomandola derivada
temporal y utilizando que los promedios temporales son estacionarios, obte

nemos la relación de Green—Kubo:

e,

D = Hm J dr<vz(r)vr(0)>. (1.20)

El integrando es la función de autocorrelacióntemporal. Vemos la forma u
esencial de las expresionesde Green—Kubo: una integración temporal de

una función de correlación, supuestoque estaintegral existe, lo que no es
el casopara sistemasbidimensionales.Volveremossobre ello a lo largo de

estatesis. En el capítulo 3 derivaremosfórmulas de Green—Kubopara los

coeficientesde transportede los gasesde red.

Hasta aquí la introducción de los conceptosmás basicos de la hidro
dinámicaclásica. Pasamosya a desarrollarel cuerpoesestatesis, la Teoría

Cinética de Gasesde Red.

“y

it’

it
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Modelos de gasesde red

2.1 Generalidades

La idea fundamentalde los gasesde red consisteen sustituir la descripción
molecular tradicional por otra en términos de partículaspuntuales que se

desplazansobre una red regular y cuyas velocidadespertenecena un con-

junto discreto, que usualmentecoincide con enlacesde la red. El tiempo
es también discreto,de tal forma que las partículassiemprese encuentran

en nodos de la red. Paraser más precisos, los ingredientesbásicosen la
definición de un gas de red son los siguientes:

• La geometría de la red, que ha de ser regular. Las partículassólo

puedenestaren los nodosde la red. Posteriormenteveremosque tanto
la dinámicacomo las consideracionesdesimetríaimponenrestricciones

al tipo de red.

• La dinámica, que incluye la definición de las velocidadespermitidas
así corno de reglasde interaccióndelas partículasque han de verificar

las leyes de conservaciónrequeridas.

• Por último, introducimosel principio de exclusión,que impide la pre-

senciasimultáneade dos o más partículasen el mismo nodo con la

mismavelocidad.

La red, d-dimensional,se defineatravésde unabasepropia {ei ed},

de tal forma quetodo puntode la redvienedadopor unacombinaciónlineal
de dichos vectores,

v=nlel±...±nded, (2.1)

13
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con u1
71d enterosen el rango O L~ — 1. El númerototal de puntos

de la red lo denotamospor y y es igual a x L
2 x . -. x L~. En cadanodo

existen b velocidadespermitidas (b es llamado número de bits), etiqueta-

das {c1 cb }, conectandoel nodo con otros nodoscercanos,usualmente
los próximos vecinos, aunqueocasionalmentese extiendetambién a nuevos

próximosvecinos. Partículasen reposo,con cl 0, tambiénson permitidas —-

en ciertos modelos. El espaciode fasesconstade Év puntos.

Podemosdefinir ahoralas variablesbásicasen la descripciónde los gases
de red: los númerosde ocupación,denotadospor n(r,c~,t> 6 n~(r,t). Estas —

variablessólo puedentomar dos valores.O ó 1 (recuérdesequelas partículas

obedecenel principio de exclusión). Su valor es 1 si hay partículaen el nodo

y con velocidadc~ en el tiempo t y O en otro caso. El estadodel gas de red
está especificadopor el conjunto de bit numerosn(.) = {n(r, c,, 1); Vr.c¿}.
En función de los números de ocupación,la densidadde partículas y de

momentose escriben:

p(r,t) = Zn(r,c,,t)

g(r,t) = Zc¿n(r,c,.t). (2.2)

st

Más generalmente,si denotamospor {a(r, t)} al conjunto de cantidades
conservadas,a(r,t) = ~, a(c, )n(r, c¿, t) con a(c) = {1,c}. Su suma sobre
toda la red y da el númerototal de partículasN y momentoP.

La dinámica de un gas de red constade dos etapas: colisión y propa-

gación. Discutiremosseparadamenteel efecto de cadauno de estospasosen

las ecuacionesde movimientode los númerosde ocupaciórn

colisión: Primeramentese realizanlas colisiones,que son locales, esto es,

sólo involucranapartículasen el mismo nodo (modeloscon interaccion

no loca] estánsiendo consideradospor [Rothman et al]). Su efectoes
un cambio instantáneode las velocidadesde algunasde las partículas

presentesen el nodo. Las reglasde colisión han de elegirse de tal
forma que soporten las leyes de conservaciónrequeridas,en general

númerode partículasy momento
1. Impondremostambiénquetengan

la simetríadela redsubyacente:rotacionese inversiones. Paraformali-

zarlo,definamosn(r,c¿, 1) y n’(v,c¡,t) comolos númerosde ocupación

inmediatamenteantesy despuésde la colisión, respectivamente.El

‘Como ya se dijo en eí capítulo 1, excluiremos la ley de conservación de la energía, “y
aunque muchos desarrollos serán válidos para modelos térmicos.

e’-

0

st
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pasode colisión se describecomo:

n’(rc¿,t) = u(r,c~,t) + f(c~Jn) (2.3)

donde I(c¿In), describeel cambioen los númerosde ocupacióndebido
a la colisión. En general, será un polinomio de grado b en dichos

números,que tomavalores—1,0, +1, dependiendodeque la población

del estado i disminuya (—1), permanezcainvariante (0) o aumente

(±1)debido a la colisión (ver la ecuación(2.8) para un ejemplo de
I(c~[n)).

propagación: Posteriormentese realizala propagación,en la quelas partí-

culasse muevensegún su velocidadc, duranteun intervalo temporal

hastaalcanzarotro nodo de la red. Por ejemplo,una partículaen el

nodo rse moverácon velocidade, hastael nodo y’ = r+c~. El cambio
en los númerosde ocupacióndebido a la etapade propagaciones:

n’(v,c~,t) = n(r + c,,c,,t + 1) S¿n(r,c
1,t + 1), (2.4)

donde S1 es un operadordesplazamiento,que actúa sobrela variable

de posición r. y la reemplazapor y + c~.

La dinámicaes la composiciónde colisión y propagación,que nos da:

n(r+c.,c,,t+ 1) = n(r,c1,t)+I(c1jní (2.5)

Estaes la ecuaciónde evoluciónde losnúmerosde ocupaciónde los gasesde

red. Comohemosmencionadoanteriormente,hemosimpuestoa la dinámica
la existenciade unas determinadascantidadesconservadas,denotadaspor

{a(cW}. Puestoque las colisionesson locales,al multiplicar (2.3) por a(c~)
y sumarsobre i se tiene:

Za(ct)J(c¿¡n) = 0, (2.6)

y se siguede (2.5) que:

>Za(c,)[n(r+cí,c1,t+ 1)—n(r,c~,t)] = 0. (2.7)

Hastaaquí las generalidadesacercade la dinámica de los gasesde red.

Pasaremosahoraa describir los másfrecuentementeutilizadosen este tra-

bajo.



“y
16 2. Modelosde gasesde red

e’-

2.2 Modelo HPP
Este modelo fue el primero utilizado en la simulación de fluidos. Fue in

troducido en los años 70 por l-Iardy, de Pazzis y Pomeau [Hardy el al 73,
Hardy el al 763, de cuyas iniciales toma el nombre, y con él se trataron

de estudiarproblemasfundamentalesde la MecánicaEstadística,comoer-

godicidad, relajación al equilibrio, el comportamientode las funciones de
correlacióny la divergenciade coeficientesde transporte.

El modelo IIPP estádefinido sobre la red cuadradabidimensionalcon “y
6 = 4 partículaspor nodo, dirigidas a lo largo de los enlacesde la red, con

¡ c¿J = 1, Vi (ver figura tía). Es el modelo más sencillo quese puedecons-

truir, aunque luego veremosque presentatantos inconvenientesque en la
práctica se ha abandonado.Aquí lo utilizaremoscon un propósitoihistra-
tivo sólamente. En virtud del principio de exclusión el númeroposible de

configuracionesdiferentesen un nodo es 2~ = 16. Sin embargo,sólo una
configuración da lugar a colisionesactivas, la ilustrada en la figura 2.Ib. Es

unaconfiguracionen la quedos partículaschocanfrontalmente,dandolugar

a un estadode salidarotado 900 respectoal inicial. Ningunaotra colisión es
posible si queremosconservarel númerode partículasy el momentolineal
y si tenemosen cuentael principio de exclusión. El operadorde colisión

asociadose escribe:

I(c1jn) = ~ + nj-1-¡n~-~1n1n~-1-2. (2.8)

La notación utilizada es u- n(r,c¿,t) y W 1 — n(r,c¿,t). El primer ir

término expresala pérdidade partículaen el canal i, que sólose puededar

si tenemospartículasen los canalesi y i ±2 y huecosen los canalesde
salida i ±1y i — 1 en virtud del principio de exclusión. El segundotérmino

representala gananciaen el canal i debido a la colisión inversa. La ecuacion

(2.8) tiene la misma estructuraque el término de colisión de la ecuacion
de Boltzmanncontinua, [Resibois 77]. Asimismo, se verifican fácilmentelas

leyesde conservación(2.6) con a(c,) = I,c,.

Numerosassimulacionesse han hechosobreestemodelo, siendolas mas
precisaslas realizadasen el MIT [Margolus el al 86], dondese construyóun

ordenadorespecializadoparala simulacióndegasesdered: el CAM (Cellular

Autornata Machine)[Toffoli y Margolus 89]. Sin embargo,el model HPP no
es válido parala simulaciónde las ecuacionesde Navier—Stokes.En efecto,

si la dinámicamicroscópicacontinuaes isótropa,las ecuacionesde Navier—
Stokesresultanteshan de serlo. Este no es el caso del modelo 11??, que

conducea ecuacionesanisotrópas,debido a que la red sobre la que está ir

st

e’
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2

.31

(a) (b)

Figura 2.1: Modelo HPP. Es un modelo definido sobrela red cuadrada.En (a)
puedenverse las etiquetasde los canales,mientrasque en (b) se representala única
colisión activade estemodelo.

definido el modelo sólo posee como simetrías las reflexiones y rotaciones

de ángulo 7<2, que no son suficientespara garantizarla isotropía de los
tensoresde cuarto orden que apareceeií las ecuacionesde Navier—Stokes

(ver Apéndice A). La simetría que se ha de imponer a la red para tener

dicho comportamientoisótropoes de rotacionesde ángulo K/3 o menores.

Otro problemaque presentael modelo ¡-[PP es la aparición de múltiples

cantidadesconservadasnuevas,sin análogofísico. Son los llamados ‘inva-
riantesde línea’. Consideremosuna líneahorizontalo vertical. El momento

paralelo a dicha linea es conservadopara cada línea independientemente,
puesto que las unícascolisiones que cambian el número de partículas en

las líneas son aquellascon momento0. 51 el comportamientomacroscópico
está determinadopor las cantidadesconservadas,estemodelo presentatan-

tas que difícilmente seráapropiadopara la caracterizaciónde fluidos reales.

Por tanto han de buscarseotros mássofisticados.

2.3 Modelo FHP

Parasolventarel problemade la isotropíaya mencionado,en dos dimensio-
nes la redha de ser invariantebajo, al menos,rotacionesde ángulo ir/3. La

únicaredque satisfacedicho requerimientoes la red triangular. Sobredicha

red, Frisch, Hasslachery Pomeauconstruyeronen 1986 el modelo llamado
FHP fFrisch el al 86], que ha resultadoserel más (y prácticamenteel único)

utilizado parala simulación de gas de red en dos dimensiones.

El modelo EHP original cuentacon b = 6 partículaspor nodo en una
red triangular, con velocidadesdirigidas a lo largo de los enlacesde la red y

numeradasen el sentidocontrario al de las agujasdel reloj comenzandopor
el eje X (ver figura 4.1>. El númeroposiblede estadospor nodo es 26 = 64,

17
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cuatrovecesmayorque en el modeloHPP,lo que permitirámuchasmás coli-

sionesefectivas.Consideremosprimeramentelas posiblescolisionesbinarias,
que nos servirán para introducir el concepto de colisiones deterministaso
estocásticos.De entretodos los estadoscon dos partículas,sólo aquelloscon

momentototal nulo dan lugar a colisionesactivas,que han sido representa-

das en la figura2.2a. Son colisionesfrontales,como las del modeloHPP. Sin

embargo,en el modelo FHP hay dos posiblesestadosde salida; uno girado
w/3 respectoal de entraday otro girado 2<3. Paradecidir cuál se elige,
se introducen dos criterios distintos. En las reglas de colisión estocásticas. “y
se generauna variable aleatoriaa cadapasode tiempo que seleccionauno

de ellos. En las reglasdeterministas,se elige de acuerdocon la paridad del
tiempo; en los pasosde tiempo par se va a una de ellas y en los imparesa e’

la otra alternativamente.Estose puedeilustrar escribiendoel operadorde
colisión asociadoa la figura 2.2a:

J(a) (e, ¡u) &{ -flji2j}3flj~I ~t+2’h+4
2¾+5 + ~i+1 fli+4~Yi+2~t+3Ui+5}

±¡3{ fli71i+3 Li-4-l fli+
2fli+4fl1+s + ‘t+2~¾#5~¾’¾+i~i±3~i-f-4 }, (2.9)

con a +/3 = 1, y el superíndice(a) indica que se tratade colisionesbinarías it

representadasen la figura 2.2a. En la versión estocásticadel modelo, cx es

una variable aleatoria que toma valores O ó 1 con probabilidad 1~. En la

versión determinista a depende del tiempo según: a = ~[1 + (—ir]. Es

de esperar que ambas versiones del modelo se comporten de manera similar
para tiempos suficientemente grandes y suficiente número de realizaciones.

Cuandose tomanpromediosde la ecuación(2.9) sobremuchasrealizaciones e”

dela dinámica,a y 13 sepuedenreemplazarpor <a> = <O> = ~. Sin embargo,

es importante señalar que la sustitución de a y ¡3 por susvaloresmediossólo
tiene sentido bajo un gran número de realizaciones.

Como sucedía en el modelo IIPP, las colisiones binarias frontales son
“patológicas”, porque introducen leyes de conservación del momento en las

direcciones de propagación—-invariantes de línea. Una manera de eliminar- ir

las es incluyendo las colisiones ternarias, también con momento total cero,
ilustradas en la figura 2.2b. Aquí no hay ambigúedad en cuanto al estado de

salida, con lo que no cabe hablar de colisiones estocásticas o deterministas, e”

El término correspondiente en el operador de cobsion es:

= ~‘~I%+2fli+4fli*ifli+sfli+s + fl~~1 ~i+3~i+5
22d~i+27t+4 (2.10)

El modelo original FMI’, incluye sólo estos dos tipos de colisiones. Pos-
teriormente, debido a la introducción de más reglas de colisión así como

partículas en reposo, cambió su nombre a FHP-I. Este modelo no es auto e’

“y
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Figura 2 2 Modelo FHP. Reglasde colisión binarias(a) y ternarias(b).

dual, estoes, no es invariantebajo el cambiopartícu]ase-~’huecos,puestoque
las colisiones no son auto duales. La maneramás simple de hacerlo auto

dual es incluyendo colisionescuaternariascon momentototal nulo, además
de las binariasy ternariasya descritas(las colisionescuaternariaspresentan

la misma ambigliedad que las binarias en cuanto a la elección del estado

de salida y se aplican los mismos argumentos). El resultado es el modelo
llamado FIIP-I’. Otras posiblescolisiones no son incluidas.

Los dos modelosexpuestosanteriormente, FHP-I y 1’, tienen b = 6
partículaspor nodo con velocidadesa lo largo de los enlacesde la red. Sin
embargonadanosimpide incluir unaséptimapartículapor nodo,con ¡c7¡ =

0. El númerode posiblesestadosasciendehasta2r = 128. Tradicionalmente
se utilizan dos conjuntos de colisiones, que dan lugar a los modelos Llamados

FHP-I1 y FI-IP-II!. Se han definido otros modeloscon varias partículasen

reposo, pero no nos ocuparemos de ellos aquí [d’Humiéres y La.llemand 871.
Las colisiones de ambos FI-IP-U y III están dibujadas en la figura 2.3. El pri-

merodeellos incluye las colisionesa, b, c, d y la colisión d con unapartícula
en reposo presente, mientras que el FHP-III las incluye todasy sus duales.

Este último modelo es el que más se ha estudiado.

Podemos preguntarnos ahora por las ventajas e inconvenientes de incluir
más colisiones. La primera ventaja, de la que ya hemos hablado, es que se

eliminan posibles cantidades conservadas no físicas, como sucede con la co-
lisiones binarias frontales, que conservan el momento a lo largo de líneas.
Ninguna de las otras colisiones,excepto las cuaternariasobtenidas como

superposición de dos binarias lo hacen. Otra razón es la eficiencia: si, por

ejemplo, sólo incluimos las colisiones binarias,a altasdensidadesserámuy

improbable que las partículas interaccionen y e] modelo se comportará como
un gasde red sin colisiones. Porúltimo, mayor númerode colisionesactivas
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Figura 2.3: Modelo FHP con partícula en reposo Sólo las colisionescon menos
de 4 partículasse presentan.El restopuedenserobtenidassustituyendopartículas
por huecosy viceversa.

implica normalmenteunaviscosidadmenorque conduceanúmerosde Rey-

nolds (ecuación(1.11)) mayores. Por tanto, es más atractivo si queremos

simular vórtices,inestabilidades,...

Hastaahora no hemoshabladode la conservaciónde la energíaen las

reglas de colisión. Si asociamosuna energíacinética por partícula igual a
12

resulta que para los modelos FHP-I y 1’ es indistinguible de la con-
servación de la masa, y, por tanto, no juega ningún papel en la dinamica.

Sin embargo, las partículas en reposo tienen una energía cinética igual a
cero, y una simple observaciónde las reglasde colisión b y e de la figura

2.3 nos muestra que no es conservada en absoluto. Por tanto, si estamos

interesadosen la modelaciónde problemascon flujo de energía,los modelos

20
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Figura 2.4: Reglas de colisión de los colisión (b) no está
presenteen el modelo8-bits.

FHP no cumplirán nuestros propósitos, pero silos modelos que siguen.

2.4 Modelos 8 y 9 bits

El modelo 8-bits fue introducido por [Chopard y Droz 88] y el 9-bits por
d’Humiéres, Lallemand y Frisch [d’Humiéres et al 86]. Consisten en la su-

perposición de dos modelos IIPP, girados ir/4, uno de ellos con velocidades
vecesmayorque el otro. En el modelo 8-bits hay b = 8 (de ahí su nom-

bre) partículas por nodo: cuatrolentas(o “frías”), conectandocon próximos
vecinos con velocidades (±1,0) y (0,11) y cuatro rápidas (o “calientes”) con
velocidades (±1,11) a nuevos proximos vecinos. El modelo 9-bits incluye
además una partícula en reposo. Las reglas de colisión se eligen de tal forma

que conserven el número de partículas, el momento y la energía, como se

ilustra en la figura 2.4.

Estos modelos son invariantes bajo rotaciones de ángulo w/2, y por tanto,

los tensoresde cuartoordenqueaparecenno sonisótropos. Peroaquíéstees
un problemamenor,porqueestosmodelosseintroducenúnicamenteparaes-
tudiar problemasde conducciónde calor. Sin embargo,existeun mecanismo

introducido por [d’Humiéres et al 86] y estudiadopor [Ernst y Das 92] que

permite, en ciertos casos, recuperar la isotropía. En los modelostérmicosel

estadode equilibrio estácaracterizadopor dos parámetrostermodinámicos,
el potencial químico (o la densidad) y la temperatura(o energía).La aniso-

(c) (d)

modelos8 y 9-bits. La
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st

tropíasemanifiestapor la presenciade términosproporcionalesa ¿<4) en los

tensoresde cuarto orden de las ecuacionesde Navier—Stokes(ver apéndice

A), uno de ellos en la parte viscosa, (VV) y otro en la parte convectiva
no lineal (S7wu). El coeficienteque acompañaa dichos términos ~ es

función de la densidady la energíadel modelo. En consecuenciapodemos

igualardicho coeficientea cero en uno de los dos tensores,obteniendouna
relaciónentrela densidady la energía.Si queremosqueambostensoressean
isótropos,obtenemosdos relacionesentreestasmagnitudes,lo que noslleva
a quesólo en un conjuntolimitado depuntosdel espacio(densidad,energía) u,

el modelo es completamenteisótropo [Ernst y Das 921. Obviamente con

este mecanismoperdemoslas propiedadestérmicas de nuestrogas de red.

Este modelo no es un buen candidatopara estudiar problemastérmicos e
isótropos a la vez. Sin embargo,recientemente[Grosflís et al 92] se ha in-
troducido un modelo que conjuga ambas propiedades: la conservación de

energíay la correctasimetríade tensores. Está definido en la red triangu- —

lar, con 19 partículas por nodo, que enlazan con próximos, nuevos próximos
y nuevos-nuevosproximosvecinos,y pareceel modelo idóneo para la simu-

lación de problemasdondeel flujo de energíaseaimportante. Sin embargo, u,-.

desde un punto de vista computacional, sus 19 partículas por nodo parece
ser un númerodemasiadograndeparaun modelo bidimensional.

Ocupémonos por un momento del modelo 8-bits, que posee sólo las reglas

a, £ y d de la figura 2.4. Podemos observar que el número de partículas
lentasy rápidasse conservaindependientementey puedenser escritascomo

combinación lineal del número de partículas y de la energía. Si las denotamos e’-

por N¡ y N~ respectivamente, y por N el número total de partículas y E la

energía total, tendremos
ir

N = Ni+Nr

E = ~N¡+ Nr. (2.1 i)

Podemosusar equivalentementeambos conjuntosde cantidadesconserva

das, bien {N, E} o {N1, ~‘41~La interpretación es, sin embargo, diferente

En el primer caso se trata de un modelo térmico de un gas de red mono- a’

componente, con temperatura y conductividad térmica. En el segundo el

modelo se trata como un gas de red que describe una mezcla binaria con
potenciales químicos independientes para cada tipo de partículas y con un

coeficientede difusión. En este sentidoel modelo 9-bits es el único modelo

térmico, porquela colisión tipo b cambialas poblacionesde partículasen

reposo, lentas y rápidas.

ir

st

u,

ir
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2.5 Modelo FCHC

Aunque los modelos anteriormente presentados son bidimensionales, lo natu-

ral es modelar el comportamiento de un fluido tridimensional. Sin embargo
no hay ningunared regularsimplesuficientementeisótropaen tresdimensio-
nes. Las redes tridimensionalesmássimétricasson las cúbicas(cúbica sim-

ple, cúbica centraday cúbica centradaen las caras)y la hexagonalsimple,

pero ninguna de ellas da tensoresde cuartoorden isótropos. Otros polie-
drosmáscomplejoscomo icosaedroso dodecaedrossí dantensoresisótropos

hastaorden 5 [Wolfram 86]. Sin embargo,no puedeteselarseel espacio11$
con dichos poliedros.

Dos posibles soluciones a este problema han sido propuestas por [d’Hu-

mieres y Lallemand 87]. La primera consiste en utilizar un red cúbica simple,
sobre la que se define un modelo térmico, con partículas con velocidades 0, 1
y ‘v’~~ correspondientesa partículasen reposo,partículasque saltana los 6

próximos vecinosy a los 12 nuevospróximos vecinos. Un mecanismosimilar
al expuestoen el apartadoanterior nos permite recuperarla isotropía de

alguno de los dos tensores, pero no deambos simultáneamente[Noullez 90].
La segundasoluciónpropuestapara construir un gas de red en tres di-

mensionesse basaen el hechodequeen cuatrodimensioneshay variasredes
regulares con la simetría requerida. La red más simple de ellas es la carac-

terizada por el símbolo de Schláfii {3,4,3} [Coxester 63], bautizada FCHC
(‘Face Centered Hyper-Cubic’). Contiene b = 24 partículas por nodo, con

velocidadesdadaspor:

(±1,±l,0,0) (±1,0,±1,0) (±l,0,0,+1)

(0,±l,±l,0) (0,±l,0,±l) (0,0,±l,±1). (2.12)

La redconstade todos los puntos que se puedenalcanzarcon estosvectores,

esto es,puntos y con r~ + T~, + r~ + fl~ =par

La etapa de propagación en este modelo se realiza de la forma habitual,
transferencia a los nodos adyacentes. Las colisiones se eligen de forma que

conserven el número de partículas y el momento en las cuatro direcciones

z,y,z y u. Como el númerode bits es 24, tenemos224=16.777.216estados

diferentes por nodo. La especificacióndetalladade las reglasde colisión es
imposible, y se recurre a soluciones algorítmicaspara realizarlas simulacio-

nes [llénon 87,Hénon92].

Para emplear este modelo en la simulación de fluidos tridimensionales,
hemos de desarrollar un procedimiento que hagadesaparecerla cuartadi-

mensión. Paraello imponemos condiciones periódicas en la cuarta dimensión
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Figura 2.5: Proyeccióntridimensionaldel modelo FCHC. Los canales a los seis
próximc~ vecinosestán doblemente ocupados (fuente: [Noullez 90]).

haciendola longitud de la reden estadimensiónmuy pequeña;de hechosólo
permitimosdos espaciadosde la reden la direcciónu. Además,proyectamos

el conjunto de velocidades(2.12) a tres dimensiones.Obtenemosentonces

un modelo tridimensional definido sobre la red cúbica, con partículas sal-

tando alos próximos vecinos,(±1,0,0), (0,11,0), (0,0,11) y a los nuevos
próximos vecinos,(±1,11,0), (±1,0,11), (0,11,11) (ver figura 2.5). Los

canalesdirigidos hacia los próximos vecinosestándoblementeocupados,y

ello garantizala isotropía del modelo.

En cuanto a la cuarta componentedel momento, g~., se desacoplade

la ecuación de Navier—Stokes,y se comportacomo un escalar pasivo, sin
intervenir en la dinámica {Frisch el al 85]. Sinembargo,xeremos má&tarde

queel mecanismode proyecciónproducecorrelacionesde origengeométrico,

que serán evaluadas en esta memoria.
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2.6 Ecuación de Liouville y variablesdinámicas

Las definicionesoperacionalesde los gasesde red en las seccionespreviasne-

cesitanserformalizadaspara aplicar los métodosde la mecánicaestadística

de equilibrio y no equilibrio a estos modelos.

Con este propósito definimos algunos conceptos que utilizaremos en esta
tesis. Un estado es el conjunto de los b númerosde ocupación en un nodo

y, esto es: n(y, t) E {n(r,c¿,t>; i = 1,2,.... b}. Un rnicroestadoo configv-

ración es: n() a {n(y); r E £} con £ la red queestudiamos;un punto en

el espacio r.
La dinámicapuedeser deterministao estocástica.Tratamosla primera

como un casoespecialde la segunda,y describimoslas colisionespor medio
de una matriz 2bV >< 2bV que da la probabilidadde transición del estadon(y)

al rn(y) como: A(n(r) —‘ rn(y)), que puedeser construidaexplícitamente

a partir de las reglas de colisión definidas en las secciones previas. Está
normalizada como:

Z A{n(y) —* m(y)) = 1. (2.13)
m(r)

Las leyes de conservación (2.6) para toda cantidad a(r) conservada bajo las

colisioneses:

A(n(y) — m(y))a(n(y)) A(n(r) —~ m(y))a(m(y)), (2.14)

donde a(.) puede ser el número de partículas o el momento en el nodo r.

El estado de equilibrio de un gas de red puede ser descrito por una colec-
tividad de no equilibrio con densidad p(n(.),0). La ecuación de Liouville—
realmente una ecuacion de Chapman-Kolmogorov para dinámica estocás-

tica—-describela evolución temporal de p(n(.), 1). Como se explicó en la

sección2.1 la dinámica consisteen el pasode colisión seguidode la propa-

gación. La distribución p(n(),t) cambiaa p’(m(.),t) por las colisionescomo
[Frisch et al 86]:

p’(n(.),t) = >3 [flA<m(y) —. n(y))] p(m(.),t)

mo Lr J
N3 )¿V(n(.)Im(.))p(m(.),t) = (YQp(t))(n(.)), (2.15)

donde el operadorde colisión VV actúa sobrefuncionesde n(.). La propa-

gacion o movimiento libre se representa por:
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p’(n(.),t) = p(S-‘n(.),t + 1) Se s-‘p(n(.),t + 1). (2.16) 

El operador de propagación S y su inverso S-’ actúan sobre funciones de 
n(.) como operadores de sustitución, esto es: 

(Sn)(r,c;) = S;n(T,c;) = n(T + c;,c;), (2.17) 

donde el operador Si, definido en (2.4) actúa sobre el argumento T. La 
combinación de (2.15) y (2.17) nos da la ecuación de Liouville: 

p(t + 1) = SWp(l) = (1 + L)p(t), (2.18) 

donde L es el operador de Liouville. Su solución formal es: 

p(t) = (SW)‘p(O) = (l+ L)‘/?(O). (2.19) 

La dependencia temporal del promedio de no equilibrio puede ser también 
expresada por medio de la dinámica adjunta, aplicada sobre variables diná- 
micas: 

(YLl. = c Y(n(~)M”(.)?t) 
4.) 

= c Y(“(.),t)P(4~)3 0). (2.20) 

4) 

Entonces, podemos deducir de esta definición y de la ecuación (2.19) que la 
dinámica de las variables satisface la ecuación adjunta: 

y(t + 1) = W+S+y(t) = W’S-‘y(t). (2.21) 

La normalización dei operador de colisión, (2.15). se escribe en términos 
de W como: 

c W4~)ld.)) = 1 (2.22) 

43 

y las cantidades a(n(.)), conservadas en las colisiones, son autofunciones de 
w  con autovalor 1, 

Wh)(n(.)) = c W4.)l4.))44.)) 
4.1 

= 44.)) c Wn(.)lm(.)) = 44.)). (2.23) 
4.) 
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En el capítulo siguiente estudiaremos soluciones estacionarias de la ecuación 
de Liouville, así como soluciones que describen pequeñas desviaciones del 
equilibrio total. 

Como ilustración, derivaremos la ecuación microdinámica, (2.5) a partir 
de (2.21) con y(n(.)) = n(r,c;, t). Con ayuda de (2.17) puede ser escrita 
COlllO: 

n(r,c;,t + 1) = c nA(n(r’) + m(~‘))n(r - ci,c;,t). (2.24) 
m(.) r’ 

Todos las variables m(.) con T’ # T - c; se pueden sumar empleando (2.13) 
para dar: 

n(~,c;,t+l) = xqA(n(r-c;,t)+u) 

= SI:’ xo;A(n(t) - o) 

=_ s;‘[n(r,ci,t) + I(cijn(T,t))], (2.25) 

con o = m(r - ci, t). En la última igualdad el operador de colisión no lineal 
de Boltzmann I(c;ln) en (2.3) está expresado explícitamente en términos de 
las probabilidades de transición A: 

I(c;]TL) = C(Ui - ni)A(n * U) 
D 

= C(oi-s¡)A(s~~)n.í’(l-~~)‘-“~. (2.26) 
0.8 3=1 

En la derivación de la última igualdad hemos hecho uso de la identidad, 
válida para variables Booleanas si, 

S(gj,Sj) = gj’(l -gj)‘-3J, (2.27) 

donde 6(a,b) es la delta de Kronecker. Debe tenerse en cuenta que para 
modelos con dinámica estocástica la ecuación microdinámica (2.25) así como 
(2.21) sólo representan igualdades cuando se usan bajo signos de promedio, 
como en (2.20). El término de colisión (2.9) para el modelo FHP estocástico 
con (CY) = (fl) = 1/2 es sólo un caso especial de (2.25). 

La expresión general (2.26) del término de colisión no lineal será utilizada 
frecuentemente en los capítulos siguientes. 
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Ecuaciones de la dinámica de 
fluidos 

En el capítulo anterior se han introducido los modelos más comunes de 
gases de red, pero no se ha hecho ningún comentario acerca de cómo pueden 
servir para la modelación de fluidos. Este es el objetivo del presente capítulo, 
que está organizado como sigue: primeramente consideraremos la mecánica 
estadística del equilibrio, para pasar al cálculo del término convectivo no 
lineal de las ecuaciones reversibles (no disipativas) de Navier-Stokes, donde, 
debido a la no invariancia Galileo de los gases de red, aparece un término 
diferente de los fluidos continuos. Finalizaremos con la deducción de la 
parte disipativa de las ecuaciones de Navier-Stokes, donde aparecen los coe- 
ficientes de transporte. Estos coeficientes de transporte se expresan como 
fórmulas de Green-Kubo a través del formalismo de los proyectores. 

3.1 Mecánica Estadística de equilibrio 

Para describir la Mecánica Estadística del equilibrio de los gases de red, su- 
ponemos la existencia de un estado de equilibrio único basado en el principio 
de Gibbs de igual probabilidad a priori para todos los microestados en el 
espacio r. Para sistemas aislados lleva a una distribución uniforme sobre 
todos los microestados localizados en la intersección de las hipersuperficies 
determinadas por el conjunto de las cantidades conservadas, esto es, la co- 
lectividad microcanónica. Para un sistema abierto en contacto con un foco, 
lleva a la colectividad macrocanónica, que será la utilizada en este capítulo. 
La prueba de la existencia de un estado de equilibrio como el descrito no es 
independiente del tipo de reglas de colisión elegido. Para reglas que satisfa- 
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cen el principio de balance semidetollndo [Frisch et al 861, puede probarse 
un teorema H que lleva a la existencia de dicho estado de equilibrio (ver 
[Frisch et al 861, apéndice F). 

Consideremos un sistema general en el que existe un conjunto de canti- 
dades conservadas, A = {N, P, H, . .} con variables termodinámicas conju- 
gadas b = {v,y, -4,. .}, con 

A = ~+;)“(r,ci,t), (3.1) 
7.2 

y los invariantes de colisión, II( son: 

a(q) = { I,c;, c(q), .}. (3.2) 

Aqui Qc;) es la energía de una partícula en el canal i. Puede ser pura- 
mente cinética, c(ci) = $c:, o parte cinética y parte interna. En vista de 
futuras aplicaciones, es conveniente incluir en la presente discusión los mo- 
delos térmicos, con conservación de la energía. El caso atérmico, esto es, 
sin conservación de la energía, está contenido como el caso límite en el que 
la temperatura tiende a infinito, (p + 0). La probabilidad de encontrar al 
sistema en una configuración en el espacio de las fases r viene dada por: 

p(r) = 27’ exp[b. A], (3.3) 

donde 2 es la constante de normalización, y consideramos A y b como vec- 
tores. La colectividad de equilibrio de un gas de red tiene la misma forma 
funcional. Las cantidades conservadas son el número de partículas, N, el 
momento P y la energía H, con multiplicadores de Lagrange asociados V, y 
y -/3. Por el momento consideraremos estados de equilibrio con velocidad 
nula, P = Nu = 0, puesto que y = 0. A la colectividad de estados con 
velocidad nula la denotaremos por equilibrio básico, que se escribe: 

p(n(-)) = 2-l exp[vN - PH], (3.4) 

siendo n( ,) la configuración global del gas de red. La distribución de equi- 
librio, (3.4) satisface la ecuación de Liouville (2.18) de la sección 2.6. El 
factor de normalización 2 puede calcularse trivialmente, puesto que las can- 
tidades conservadas se escriben como A = C,,; a(c;)n(r, ci) y las variables 
se factorizan sobre posiciones y velocidades, obteniéndose: 

Z = xx’exp Cb.a(+(r,c;) 
N n(.) [ r,i 1 

= c 5’ nexo ib. 4+(~, 41. 
n r,i 

(3.5) 
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El asteriscodenotaque la sumaestárestringidaa configuracionesi4) con
N partículas. La doble suma en (3.5) se puede reescribir como Zn(.) sin
restricción,con lo que finalmenteresulta:

p(n(.)) = g eb.a(ci )n(r,c,) - (3.6)

r,t ~ +
6ba(c.)

Una vez obtenidap(n(.)), podemos calcular la densidad media por enlace
como:

1 1
= 1 + e~.’~(~í) = 1 + eu+

0«Cd (3.7)

En particular, para modelos atérmicos, (/3 = 0), f es independiente de la

dirección y se reduce a:

1 (3.8)
=

l+ew b’

donde p es la densidad por nodo. La expresión para f, tiene la misma forma
que la distribuciónde un gas idealde Fermi, debidoal principio de exclusión

que rige para las partículasen el gas de red. Otras cantidadesque seran
usadasconstantementeson las fluctuacionesde los númerosde ocupación,

definidascomo:

6n(y,c~) = n(y,c~) — fi (3.9)

y cuyos valoresmediosson:

<bn(r,c¿)> = O

= f~(1 —

3 (3)

<(6n(r, ci))> = = f,(1 — f~)(1 — 2f~). (3.10)
Puestoque la distribución de equilibrio (3.6) estáfactorizadaen los nodos
r y velocidadesi, no hay correlaciones de partículas en diferentes posiciones

o velocidades:

(6n(y, e
1)bn(r’,c1)> = *‘c,6(r, r’)6~~

<6nQr, c¿)ón(r’, c> )ón(r”, q)> = >~~3)fi(y, r’)6(r’, r”)óIgk. (3.11)

Pasemos ahora a analizar distribuciones de equilibrio en la que la veloci-

dad media del fluido es no nula, esto es, -y ~ 0, denotadas por py(n(.)). Su

expresión es:

U
elv+~ctÚc(cí)]n(r.c

py(n()) = Z
1 exp[vN + -y P — /3H] = 1 + ev+rc~ú?<(c;) , (3.12)

con lo que la densidadpor enlacedependede la dirección,siendo su valor:
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a’—

1
f.~(c¿) = <n(r,cI)»~ = ~ + +0(1~ (3.13)

Los valores medios del número de partículas, momento y energía por nodo

son simplemente,

II-y = >3Í(c,)
e’,

= >3c,f)}c,)

e-y = >3c(c1)f4c~). (31’l)

En la siguiente sección, dedicada a la ecuación de Euler, aparecerá la
presión,definidaen la ecuación(1.6) y que paragasesde red se escribe: e’

p= ~>3c~<n(r,c~)> = ~>34fí, (3.15)
1 1

e’
que estácalculadaen un estado de equilibrio con valor medio del momento

nulo y que se reduceap = cgp paramodelosatérmicos, liemos definido la
velocidad del sonido para modelos atérmicos, c0, como cg = Z,c~/bd.

Consideremos ahora el caso de un estado de equilibrio no uniforme, en el
que las variables conjugadas t’(r) = {v(r), -y(r),.. .} dependen dela posícion.

La distribución de equilibrio seobtienereemplazandola expresiónen (3.3)

por:

= exp {Z{v(r)P(r) + y(y). g(r) — . (3.16)

Estacolectividadconduceaquelas variablesmacroscópicasno sonuniformes

sino que dependende la posición, aunquelocalmentesiguen verificando las
relacionestermodinámicas.Por ejemplo,la densidadpor canalseescribede ir

acuerdocon (3.13):

1

f¡(y,c¿) = <n(r,c1)>¡ 1 + ev(r)v(r)c,+
0(r)<(c.) , (3.17)

y las ecuaciones(3.14) son válidaslocalmente,

= >3f¡(r,cí)

= >3c,f,(r,c~) = <p(r)>pu(y)
e

— >3c(c.)Í4r,ci)

(3.18) ir

ir

u,

ni
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Las ecuaciones(3.18) relacionanlas variables {p(y),g(y), e(r)} con los mul-
tiplicadoresde Lagrange{v(r),y(r),—-13(r)}. El equilibrio loca] nospropor-

ciona un método para definir variables termodinámicas conjugadas {v(r, t).

-y(r,t) . .} fuera del equilibrio [McLennan 89]. Consideremos un sistema

fuera del equilibrio descritopor una distribución de no equilibrio p(n(.),t).
en la que el valor medio de las densidades conservadas es:

ane(r,t) = {pn4y,t),g~~(r,t),en~(r,t)..4. (3.19)

Definamostambiénel estadode equilibrio local,

p4u(.)) = exp bneQr, t)a(r)] (3.20)

Las variables conjugadas de no equilibrio, bnc(r,t) no están determinadas y

se fijan con el requerimientode que el promediode las densidadesconserva-

das sobreel no equilibrio calculadascon (3.20), seaniguales a sus valores
medios en todos los instantesde tiempo, estoes,

= a~~(r,t). (3.21)

Esta ecuación define los parámetros termodinamicos conjugados, bne(r, t) —

{vne(r, t),-y~~(r. t), —¡3~~(r, t),.. .} fuera del equilibrio térmico en función de

las densidades ane(r,t).

La distribución de no equilibrio puedeser representadacomo:

p(n(.),t) = p,(n(.)) + PD(n(),t). (3.22)

Esta ecuacióndescribela parte disipativa p¡~ de la distribución que repre-

senta las desviaciones del equilibrio local.

Como consecuencia de (2.14), sección 2.6, p1(n(.)) es invariante bajo el
pasode colisión, así quesólocambiabajo la propagación, esto es, por despla-

zamiento real de las partículas. Para largos tiempos y largas separaciones
espacialestales desviacionesson proporcionalesa los gradientesen el sis-

tema, y dan lugar al amortiguamientoviscoso y la conductividad calorífica
y por ello el nombre de parte disipatita.

Para pequeños gradientes y pequeñas desviaciones del equilibrio total,

PD(nOtt) puede ser resuelta perturbativamente a partir de la ecuación de
Liouville (2.18), dando las fórmulas de Green—Kubo para los coeficientes de

transportey las ecuacionesde Navier—Stokesde la hidrodinámica(sección
3.3>. En la sección siguiente consideraremos la distribución de equilibrio lo-

cal sin disipación,que dalugar a lasecuacionesde Euler de la hidrodinámica.
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3.2 Ecuación de Euler

Una derivación sistemática de las ecuaciones de la dinámica de fluidos para
a’

grandesescalasespacialesy temporalesse basaen el método de Chapman

y Enskog [Chapman y Cowling 70] o en un formalismo multiescalaequiva-
lente. Las ecuaciones resultantes se escriben en forma de un desarrollo en

e’
potenciasde gradientes. Reescribimosaquí la ecuaciónde Navier—Stokes

parafluidos continuos,(1.10)

5tpu+S7’puuR-Vp=7)V2u+[7l{l---~)-1-41VV.u. (3.23) *2

El miembro de la izquierda constituye la ecuación de Euler no disipativa,
que es de orden 0(V). El resto es el termino disipativo de Navier—Stokes, u,

que es de orden 0(V2).
La ideaesencialdel método de Chapman—Enskoges quelas solucionesde

la ecuaciónde Liouville agrandesescalas(y, t) dependenexplícitamentede y
ir

y t sólo a través de las cantidades conservadas locales,quevaríanlentamente.

Las derivadas temporales son, por tanto, tambiénpequeñas.Un parámetro
formal para medir esas variaciones lentas en el espacio es el gradiente (S7).
Tambiénel gradienteesválido paramedir variacionestemporales,puestoque

las derivadastemporalesde las cantidadesconservadasse puedeneliminar
utilizando las leyes de conservación 8~ -‘~ 0(V).

Aunque los gradientesseanpequeños,las desviacionestotales del equili-

brio en un sistemamacroscópico,¿ = {¡u¡,Ap,Ae .. 4 con Aa = a~~(y,t) —
(a(r)>, puedenser todavíagrandes. Estointroduceun desarrolloen un se-

gundo parámetro 6. El termino 0(6) en (3.23) correspondea la ecuacion

linealizada de la dinámica de fluidos, y contiene tanto los términos de Euler

no disipativos,0(Vp) ‘—~ O(6,V), como el término de Navier--Stokesdisipa-

Paraderivar la ecuaciónno lineal de la dinámica de fluidos, el término

convectivo no lineal, V•puu 0(6t V) tambiéndebeserincluido. La meta u,

de estecapítuloserá la derivaciónde las ecuacionesmacroscópicaspara un

fluido de gas de red, incluyendo términos 0(6, y), 0(62,V) y 0(6,y2).

En estaseccionqueremosderivar la ecuaciónde Euler paragasesde red,
0(V) similar a(í.lb). Paraello, consideraremosla ecuaciónde conservacion

microscópicadel momento,(2.7) con densidada(c
1) = e¡ y la desarrollamos

hasta primer orden en gradientes (V), se tiene: a’

8~g(y) = —V. r(r) + 0(V
2)

r(y) = ZCíC.n(r,c¿), (3.24)

it

a’-

u,

ir,
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donde órdenes más altos en derivadas temporales son 0(V2). Su promedio
sobre la colectividad de equilibrio local, (3.16), nos lleva a la ecuación de

Euler. Los términos en V2 contribuirán a la ecuaciónde Navier--Stokesy
serán tratados en la sección siguiente.

A diferenciade los fluidos continuos,los estadosde equilibrio con ‘y o
y -y ~ O no están relacionados por una transformación de Galileo, puesto
que los gases de red no son invariantes Galileo. Por tanto, la forma de
la ecuación de Euler no será la escritaen la ecuación(1.7), sino que tendrá

factoresy términosadicionales.El propósitodel presentecapítuloesobtener

la ecuaciónde Euler, y en particular los términosno invariantesGalileo.
Para derivar la ecuaciónde Euler no lineal necesitamoscalcular <y>’ y

sólo se necesitaconsiderarexplícitamenteel parámetro‘y. conjugado del
momento g. Por tanto, podemos reemplazar p¿ en (3.16) por p-y con y ~ 0,

pÁ~(O) = Z’ exp(vN + y~ P — /311) — p(n~)exp(’y ~ (3.25)<exp(’y

donde <...> denota un promedio sobre el estadode equilibrio básico (aquél
con -y = 0). Desarrollando p alrededor del estado de equilibrio básico p,

obtenemos:

pÁn(.)) = p(n(.)) { 1 + ‘y~ P + ¼~: [PP — <~~>] +

= p(n(.)) {i + ‘y~P~ + <YgYv [ÓPMPV]+ 0(y3)} , (3.26)

donde se han introducido las fluctuaciones ¿A = A — <A>. Utilizaremos el
conveniode Einsteinde sumasobresubíndicesrepetidos.La ecuación(3.26)

nos permite relacionarvaloresmedios con y = O y con y ~ 0:

VAp <N».~ — <N> = ~y2<P26N>

V~u <Pk — _

VzXe E <E»~ — <E> = &
7

2<P26E>, (3.27)

donde hemos sustituido <p~p~~> por k<P26,~,>, puesto que los tensores de

segundo orden son isótropos en todas las redes estudiadas.

Para obtener la ecuación de Euler hemos de promediar el tensor de flujo
de momento,(3.25), sobrela colectividaddescritapor (3.26). Previamente

descomponemosT en su partede trazanula, Q, más su trazaT =

T =

Q = >3(c,c. — ~c~1)n(y,c,). (3.28)
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ir

El promediode la ecuación(3.28) con la colectividad(3.26) nos da:

= <Tao> + ~ + 0(y3)

= <Tbk + ~‘ypy~<PgP~¿Q
00>+ ~

1yy2<P26T>6
0g+ Q(y3). (3.29) e’

El término <T00> evaluadoen un sistemaenreposoes diagonal y el coeficiente

escalarno es mas que la presión,definida como el flujo de momentopor e’

unidad de volumen en un sistemade referenciaen reposo. Dependede los
parámetrostermodinámicosque caracterizanel estadode equilibrio, p, e
y u así que Po = po(p,,e,,u). Parapequeñasdesviacionesdel equilibrio, Po ir’

puedeser determinadacomo un desarrolloperturbativoen potenciasde 6.

La ecuación(3.29) quedaentonces:
“2

tt {Vpu + ~y
2<P26T>}6

0o + ~Y«Yv<PMPv¿Qas>. (3.30)

El valor del parámetro conjugado -y es proporcional a u, como se ve en (3.27).

Por tanto <~~»-~ recuerda a la expresión (1.6), excepto que el coeficiente de

un no es un escalarsino un tensorde cuartoorden.

Sin embargo, la presión Po en la expresión (3.30) está expresadaen

función de las variables de estado p, e calculadasen el equilibrio básico. a”

Sus valorescuando ‘y ~ O han sido obtenidosen (3.27). Un desarrollode
Taylor de la presión nos permite escribir:

ir

po(p,e)=po(p,e)— (?á?2)Ap (ro) Ae, (3.31)

0’que, sustituido en la ecuación (3.30) nos lleva a:

= {Vpo(p.~,e)+ ~y
2<P26T>}6

00 + ~ (3.32)
*2

En estaecuaciónhemosenglobadoen ÓT las derivadasde la presión:

De ir= ¿T — (OPo) ¿=v (OPo ¿E, (3.33)

donde el circunflejo indica que se trata de una cantidad “sustraída”, esto es,
eliminamos de ÓT la proyección sobre el espacio de las cantidades conserva-

das ¿SNy ¿SE. Este tipo de proyeccionesvolverá a apareceren el cálculo de
la fórmulas de Green—Kubo, sección 3.3.

Nos quedapor analizarel último término de (3.32), <P,~P~6Q0o>. Es un
tensor de cuarto orden de traza nula en {o/3}. Si el gas de red estádefinido

en una red suficientementeisótropa (FHP o FCHC), toma la forma:

<PgPu¿Q00> = A{6gabv0+ ~va~~~t0— ~ ¿aol (3.34)

ni

ir
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con el coeficienteA dado por:

1

A (d— l)(d+2)<POPR¿QaÁ (3.35)

Por último, podemos utilizar (3.27b) para reemplazar las variables conjuga-

das ‘y por la velocidad u, obteniendo:

= y {Po — ~Gdp)Ím2} 1 + VG(p)puu, (3.36)

con los llamados‘factoresno galileanos’G(p) y Gi(p) dadospor:

d
2pV

— (d — í)e¡±2) <‘~2>2

O1(p) G(p) — ~d2pV <p26~t

>

<P2>2 (3.37)

La ecuación(3.36) es muy diferentea su análogacontinua,(1.6), debido a
la presencia de ay G~. La parteproporcionala ~o0 puedeser interpretada

como la ecuaciónde estadopara un gas de red en un sistemaque se mueve
con velocidad u: po(p.y,ey) = p(p,e,u), que se reduce a la ecuación de es-

tado usual cuando u = 0. El factor O en la parte un puede englobarse en

si reescalamosel tiempo con O [Frisch el al 86]. Paraello, es necesarioque
tanto p como e seanconstantes.La primera condiciónII =cte, implica que

V . u = 0, esto es, fluidos incompresibles. En cualquier caso, ninguno de
los dos factoresno galileanosaparecenen el régimen lineal, porqueambos
multiplican a términos u2. Si el gas de red consideradono poseetensores

de cuarto orden isótropos, aparecen más factores no galileano, 02, multipli-

cando a (ua)2¿,~. También factores adicionalesno galileanos aparecenen
la ecuaciónde flujo de calor.

La definicón de G~ contiene la cantidad sustraída¿T, que se obtiene

restando de 6T su proyección sobre las cantidades conservadas, (3.33). Esta

cantidad puede ser nula en dos casos:

• modelos con una sola velocidad, como HPP, FHP-I o FCHC. Entonces
c~ =cte, con lo que ¿ST esproporcionala ¿N.

• modelostérmicosen los quela energíaes puramentecinética;4 =2e,
y ¿T es simplemente¿SE.

En ambos casos = O.
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En lo que sigue vamos a evaluar (3.37) en detalle. Primeramenteobte-
nemos

= >3>3c. .c1<n(yc,)n(r’c~)> (3.38)
r,r’ Ii

Hacemos uso de las ecuaciones (3.10) para escribir: a’

= V>3c~Ñ (3.39)

a’

(para modelosatérmicosK(c¿) tc). Análogamente:

d— 1 (3)
= y >3<K¿, (3.40)

d

con lo que:

& ,C~>
térmicos{ kt=}~yt=&K;; (Eí= (3.41) u,1 atérmicos.

Por último, calcularemos el factor G~ para modelos atérmicos con par- ‘e’-

tículas con diferentesvelocidades(EHP-II y III), puestoque paramodelos
térmicos o con una única velocidad, ya se vió que .ST = O y G~ = 0. Para

dichos modelos,Po = f~ Z~<~ y dpo/dp l¡bd 31c~ = c¿. Por tanto,

______ E1c~(<—dcg) (3.42)
‘kí—f) 2bdc¿

Las expresionesmás generalespara los factores no galileanos son las

(3.37), y son válidasincluso para modelosque violan el balancesemideta-

liado, y en los que el estadode equilibrio no tiene la forma (3.3) (y como
consecuenciano hay factorizaciónsobrediferentesvelocidades(3.7)). Desde

un punto de vista computacional,este método tiene la ventajade que las

medidasde los factoresno galileanosse hacen en el equilibrio básico,esto
es, un una colectividaden el que el momentofluctúa alrededordel estado

con u = 0. Los métodosusadostradicionalmentese basabanen medidas

sobreun sistemafuera del equilibrio utilizando como definición de 0:

0(p) = Hm pV <T~~> (3.43) —
<Pr)y<Py~’

‘e’

ni

o
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dondeel tensorde tensionesy el momentose miden en un sistemacon valor

medio de la velocidad u muy pequeño[d’llumiéres el al 87].

Si el gas de red tiene invariantes adicionales,como los invariantesque

serán discutidos en el capítulo 4, deben ser incluidos en (3.20) y (3.25) y
producentérminosadicionalesde órdenes0(b) y 0(b2) en (3.26) y en (3.36)

[Zanetti 89,Ernst91a1.

El resultadohasta el momentoen la derivación de las ecuacionesde

fluidos puede obtenerse combinando (3.36) con (3.24):

d,pu = —~~po — ~0
1(p)pu

2] + y . 0(p)puu + 0(63V), (3.44)

esto es, términos 0(V) lineales en los gradientes (término de Euler) y han
sido calculados hasta orden 0(¿21V) inclusive.

3.3 Ecuacionesde Navier—Stokesdisipativas

Lo que queda por hacer para la obtención de las ecuaciones no lineales

de Navier—Stokeses la derivación de la parte disipativa. Inspecciónde la
ecuación(3.23) muestraque podemosdeterminarlos términosO(6,V2) co-

rrectamentede la teoría linealizadaalrededordel equilibrio total, esto es,

0(6). Dichateoríadela respuestalineal contienelos términosde Euler linea-
lizados,0(6,V), los de Navier—Stokeslinealizados,0(6,V2), los de Burnett,

0(6, V3), etc. Por tanto, es suficiente emplear la teoría de la respuesta li-
neal paraobtenerla partedisipativadel término de Navier—Stokesde orden

0(6, V2), que completará la derivación de las ecuaciones de la dinámica de
fluidos paragasesde red hastalos órdenesdeseadosen 6 y V.

En estasecciónresolveremosla ecuaciónde Liouville (2.15) [inealizada

alrededor del equilibrio total, y buscaremos soluciones en la forma (3.22),

donde p¡(n(.)) 0(V0) = 0(1) y pD(fl(.),t) “~ 0(V).

Supondremosque el estado inicial está especificadopor el estado de

equilibrio local,

p(n(.),0) = p4n(.)) = exp [Zbne(r~0)a(r)] , (3.45)

que,de acuerdocon (3.21), quedadeterminadopor los valoresiniciales delas

cantidadesconservadaslocales,ane(r,0) en (3.19). Resolveremosla ecuación
de Liouville con estacondición inicial.
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En la sección previa hemos discutido los términos de Euler, 0(6,V)
y 0(62 V). Para obtener la parte disipativa de la ecuación de Navíer—

Stokes,hasta0(6,V2), sólo es necesarioconsiderardesviacioneslineales del

equilibrio.
El objetivo de la presentesecciónesderivaríasecuacioneslinealizadasde

la hidrodinámicaparalos gasesde red, análogasa (1.13),en particular los
coeficientesde transporteen forma de relacionesde Green—Kubo.Paraello
utilizaremos los métodos de la teoría de la respuesta lineal y el formalismo

de los operadores de proyección.

Supongamosen (3.45) que ¿bn~(y,0) = b~~(y,0) — b sonlas desviaciones
iniciales del equilibrio. Entonces,podemoslinealizar la distribución inicial
(3.45) alrededor del equilibrio, que en el instante inicial vale:

e’-

p(n(.),O) = p(n(.)) {1 + Z6bne(r~0)6a(r)} , (3.46)

dondep(n(.)) estádadoen (3.4)y 6a(r) = a(r)—<a(r)> son las fluctuaciones

mícroscopicasalrededorde equilibrio. La evolución deestasdesviacionesdel

equilibrio se obtiene promediándolas con (3.46): e’

<6afl(y, t)>ne = >3<6an(y,t)6am(r~,0)>6b(r/,O). (3.47)
‘a

Esta expresiónes la hipótesisde Onsager,que relacionael decaimientode

pequeñasdesviacionesmacroscópicas,<6a(t)>~~, con el decaimiento de las

fluctuacionesmicroscópicas,descritaspor <San(t)bam(0)>. Comoconsecuen-
cia, es equivalentecalcular las ecuacionesde evolución para las cantidades

en no equilibrio que paralas correlacionesen equilibrio. La ventaja
de calcular las últimas es que no es necesaria ninguna consideración sobre

estadosde no equilibrio.
En lo que restade la secciónobtendremoslas ecuacionesde evolución

de las correlaciones como un desarrollo en vectores de ondak (o en gradien- ir.

tes) para k pequeño hasta orden k2. Ello nos conducirá a las ecuaciones

linealizadasde la hidrodinámica, ecuación (1.13). Previamentehemos de

introducir algunosconceptos.
Definimos la transformada de Fourier como:

F(k) = Fk = >3~—íkróF(y) (3.48)
a”

r

y el productoescalar

<FIO> — V1<F(k)G(k)> — V’’<F(k)G(—k)>. (3.49) ni

a’

a’

ir,

a’
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Las densidades de las cantidades conservadas se escriben en el espacio de

Fourier: f pk(t) = 21n(k,c1,t)

a
m(k) z~ gk(t) = 2¿4n(k, c~ 1) (3.50)

1. ek(t) = 2~ c(c
1)n(k,c1,

donde n(k,c.) = zreíkr¿n(r,ci)

Definimos ahora las fluctuacionesmicroscópicasrecíprocas,bW a través
de la relación:

ajt = <a~Ia
m)b~”, (3.51)

(donde el convenio de sumación sobre índices repetidos está implícito) que

satisfacenlas relaciones

<a~Ibm) = 6nm

<a¡Lam><bmlbn> = 6¡~. (3.52)

Los promedios de no equilibrio de las fluctuaciones de las densidades locales
y de susrecíprocasestánrelacionadas,en virtud de (3.47) por:

¿a~~(k,t) = <a~Iam>6b(k,t). (3.53)

Definimos el proyector hermíticoP sobre el espaciode las variables hi-
drodinámicascomo: P = Ia><bl = Ib><aI. Su acción sobrecualquier variable

dinámica h es (pero no sobre densidades de probabilidad en el espacio de
fases):

Ph = <hlam>bW = <hlbm>ar. (3.54)

Puestoque 1’ proyectasobrelas variableshidrodinámicas,el operadorQ E

1 — P lo hace sobre el subespacio complementario. Denotaremos por un

circunflejo la actuación de 42 sobre funciones, Qh = h, o sobre operadores,

QFQ = F, y las llamaremos“cantidadessustraídas”. Precisamente,en la

derivación de los factores no galileanos (sección3.2) ya aparecióla acción

de Q sobre ¿STen (3.33).
Vamos ahora a derivar una ecuación para la proyección de la densidad

de probabilidad(3.20) en el subespaciohidrodinámico(enestaseccióneli-
minaremos el subíndice de no equilibrio ne). La evolución de la densidad

p(t) estádadapor (2.18) como:

p(t + 1) = (SVV)p(t) = (1 + L)p(t) (3.55)
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Introducimos las desviaciones del equilibrio, «n(.),t) definidas a través

de p(n(.),t) = pdn(-))[l + ‘P(n(.),t)] con condición inicial (3.46) como
= Er¿Sbne(r,0)óa(r).La ecuación de Liouville da entonces:

= L~(t), (3.56)

donde po(n(.)) conmuta con SWy At44t) = «t + 1) — 14t). La actuación

de 7’ y 42 sobre A~ da:

AtPddt) = PLP«t> + PLQ«t)

AtQ«z) = QLP«í) + QLQÚ4t). (3.57)

Resolvamos formalmente la segunda de estas ecuaciones con condición inicial

(3.46) (Q~d0)= 0) para insertaría en la primera:

1—1

A,P~’(t) = PL7Nt4t) + >3 PL 2(1 + ÉyQLP~k(t — r — 1). (3.58) e’

r0

Estaecuaciónse puedeescribir en componentes,a~:

~~6a~~(k,t) = {a~ILam>6b(k,t)
t—1

+ >3<a’NLQ(í + LYQLam>bb;(k,t— r — 1), (3.59) fe’

,-=0

El último término en (3.59) no local en el tiempo, 3~..., dará la parte

irreversible de las ecuaciones(término de Navier—Stokes),mientras que el
primer término, <aILa> lleva en fluidos continuosala parte de Euler linea-
lizada (9(6, y). Analicemos cada término separadamente.

El operadorL se define en (2.18) como 81V — 1. Las cantidadesconser- ir

vadas, am, son invariantesde colisión, VVam = a”’ (ver (2.23), sección2.6).

La acción del operador de traslación 8 se ha definido en (2.16):
ir

<a”ILa”’> = V’<a” >3am(cí)[eíkcI — l]n(k,cí)>

— V1<a” >3am(e¿)[~-~ik . c~ + ~(ik . e,)2 + . . jliV(k,c,». (3.60>

Si definimos la corrienteasociadaa a” como
a”

JZ(t) = >3c
1a”(cí)n(k,c1,t) (3.61)

obtenemos: ni

ir

a

uf
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<a”ILam> = —ik
0<j~Ia

m> — ~kak
0<jg¡j~>, (3.62)

donde hemos omitido el subíndice Á de la corriente 5”. Las funciones de

correlación en (3.59), que involucran la evolución temporal proyectada (t +

L)~ decaen rápidamente en las escalas macroscópicas. Podemos entonces

apronmar:

bZ(t — r — 1) b~(t). (3.63)

Consideremos el término <anILQ(1+ÉyQLam>. Hacemos que L actúesobre
a” como Lt:

<a~LLQ(1 + LYQLa
m> = <Lta”IQ(1 + 1)T QLam>. (3.64)

La actuación de L sobre Q es (LaW) = Lamk = —ik . J’>’k’ según(3.62).

Para, ISa” se tiene:

>VÍSta~ = 1Vt>3 eíkCafl(c¿)n(k,c~) = VVt [a” — ik .5” + 0(Ú)]

(3.65)

donde hemos escrito que WV” — j”(1), (el argumento indica r = 1), que
es válido en el límite ¡e —~ 0.

En consecuencia, en el orden más bajo de k:

<a”ILQ(1 + flTQLm> = kako<i~(I)I(1 + L)’5~’>

- k
0k0<2(r + l)Ii~> (3.66)

donde hemos hecho actuar 42 sobre las corrientes j para dar las corrientes
sustraídas 3. Asimismo, hemos eliminado el cicunflejo del operadorL puesto

que actúa sobre variablesmicroscópicascon ¡e —. 0:

LPh0 = Lao<bolho> = (8W — Il)ao<bolho> = 0, (3.67)

y por lo tanto

Lh0 = QL(1 — P)ho = QLh0. (3.68)

Pasamos a analizar át6a~e(k,t). Un desarrollo en serie de Taylor da:

¿t¿S’4e(&t) = b,6a~~(k,t) + ~O?6a~~(k,t) + (3.69)
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ir-

El término en la derivada primera tiene la forma deseada de las ecuaciones

de la hidrodinámica (1.1). El término O~ es de orden k2, como puede verse

en (3.62):

O~6a~~(k,t) = —ik
0<j~Ia

m>6b(k,t) = —ik
0<jIb

m>6a~(k,t)

= ~

— —k kg<fNPI2>6b~(k, t), (3.70)

donde hemos utilizado la definición de 7’ (3.54).

Reuniendo todos estos resultados, ecuaciones (3.62), (3.66) y (3.70), lle-
gamos a

[a±+ ikfl + k2A] <a~(t)>~~ = 0, (3.71)

dondelas matrices32 (Euler) y A (Navier—Stokes)son:

= <iIaW’

A = (Hm Z<Xt)~i> — ~<~i~>)~1, (3.72a)
r=O

y la matriz de susceptibilidades:

= <atmla”>. (3.73)

La ecuación (3.71) con las matrices 12 y A definidas en (3.72) son los

resultados más importantes de esta sección. La matriz A expresalos coefi-

cientesde transportea travésde fórmulas de Green—Kubo,cumpliendouno
de los objetivos más importantesde la MecánicaEstadísticadel no equili-

brio: relacionarla dinámicamicroscópicacon los coeficientesmacroscópicos
(coeficientesde transporte).

La ventaja del método aquí expuestoes que la dinámica subyacente
(red, reglasde colisión o cantidadesconservadas)no entraen absolutoen la
derivación de las ecuaciones(3.71). Las principalesdiferenciascon el caso

continuo son la suma discreta en lugar de la integral y la presencia de la
llamada porte propagantede los coeficientes de transporte:

(3.74)

que es una consecuencia de que el espacio y el tiempo son discretos.

Las corrientes sustraídas, 3 = QJ, se pueden expresar con ayuda de e-
(3.54), (3.51) y (3.72a) como:

3 = j<ji&n>bmj(jiam><uiu<an

= j—Qa, (3.75)

ir
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que son ortogonales a las variables hidrodinámicas, <ila> = 0.

En la obtención de la ecuación de Navier—Stokes(3.71) hemos tomado

el límite t—t~, suponiendo que dicho límite existe- Este no es el caso en

dimensión d = 2, donde (1(t)!]> decae como l/t, como se verá en la parte
lib de estamemoria. En estecaso, la hidrodinámicano existe puesto que

los coeficientesde transportedivergen logarítmicamente.

La matriz A da cuenta de la parte irreversible; la disipación. Para
que sea así. A ha de ser definida positiva. Esto ha sido probado por

[Schmitz y Dufty 90] para gasesde red. En particular. implica que el ope-

rador de colisión linealizado,del que hablaremosextensamentemás tarde
tiene autovaloresentre O y 2.

Para acabar este capítulo, obtendremos las fórmulas de Creen--hubo del
tensor de viscosidadesen modelosatérmicosisótropos (nos restringiremos

a sistemas bidimensionales). Los invariantes de colisión son el número de
partículasy el momento:

am(cí) = k.c=c¿ (3.76)

t a~ =

donde hemos separado el momento en la direcciónparalelaa le, ¡e¡¡, y perpen-

dicular, ¡ej> En estecasola matriz de susceptibilidades,x es diagonal,no
así la matriz de Euler O. Tras un sencillo cálculo obtenemoslas corrientes
sustraídas,como:

= o

= e¡—c¿ (3.77)

donde hemosdefinido 3(c¿) como:

Xk,t) = >3i(ci)n(¡e,c,,). (3.78)

Podemosenglobarlas corrientesrelacionadascon el momentoen (3.77) en
un único tensor (que no es de trazanula), definido como:

%,~(k, 1) = >3(c0c2 — 600c~)n(k,c~,t), (3.79)

El tensorde viscosidades,(1.8), se escribeentonces:
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me

= cSrc ¿ir~>3 <YaíÁr)Líys>, (3.80)

dondeel asteriscoindica queel término r = O va afectadopor un factor 1/2 ir

Pararedesisótropas,hay como máximo dosviscosidades,(1.9), llamadasde

cizalla (ij) y de volumen (o y sus fórmulas de Creen—Kuboson:
me

— bc3n»&>3 <i~~(r)Ii~~>
O r=O

e

_____ hm >3 <
3aa(~)Ii¡rní (3.81)

d2bcgK t—.co r0

me
En la expresiónde la viscosidadde volumen,(,la corrienteque aparece~

es la misma queen el factor no galileano0~, ecuaciones(3.32) y (3.37). Por

tanto, ( se anulaen los casosallí descritos: modelosmonovelocidado con
e’

energíaconservada puramente cinética, en los que .j~
0(c~) coincidecon una

cantidad conservada. Por otra parte, la viscosidadde cizalla se anula en
sistemasunidimensionales,dondeno tiene sentidohablarde ella.

me

me
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Leyes de conservación espúreas

La gran ventajade los gasesde red es que son modelosmuy simplesútiles
para la modelación de fluidos continuos. Su simplicidad se basaen que

tanto el espaciocomoel tiempo son discretos.Sin embargo,estehechotiene
consecuenciasno deseadas.Una de ellases la presenciade factoresno ga-

lileanos,que fueron descritosextensamenteen la sección3.2. Otro efecto

inesperadodebido tambiéna la estructuradiscretaes la aparición de nuevas

cantidadesconservadas, que no tienen análogo en el casode los fluidos con-

tinuos. Las denotaremosgeneralmente como “invariantesespúreos”,“leyes

de conservaciónespúreas”o “leyesde conservaciónno físicas”. Ya hemosco-
mentadoalgunasde ellas en las secciones2.2 y 2.3, aunqueaquí trataremos
otro tipo. Alli hablamosde los invariantes de línea, que aparecencuando

sólo se incluyen reglas de colisión frontales. En el modelo HPP la única

colisión posible es la binaria frontal, luego los invariantesde línea siempre
estánpresentes.En el modelo FHP se pueden eliminar incluyendo colisiones

ternarias (no frontales).
El conocimientode todaslas cantidadesconservadasde un sistemacomo

el estudiadoes de gran importancia. De un lado, la distribución de equi-

librio (3.3) se modifica con la presenciade nuevascantidadesconservadas

y, por tanto, muchaspropiedadesde equilibrio cambian. Por otro lado, al

conjunto de las ecuaciones de evolución de las variables hidrodinámicas hay

que añadir las ecuaciones de evolución de las cantidades espúreas, así somo

los acoplamientosentrecantidadesfísicas y no físicas. La influencia de los
invariantesespúreospuedeminimizarseen la dinámicaigualandoa cero los

multiplicadores de Lagrange asociados, esto es, trabajando con colectivida-

des convalor medio nulo de dichascantidades[Kadanoff a al]. Peroincluso
adoptando este mecanismo, su efecto se aprecia porque modifican propie-

47
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0’

(5)

Nr
1 9

me

Figura 4.1: Modelo FHP. (a): Etiquetasde los canales.(b): División de la red en
subredessegúnel vector6, de la red recíproca con la propiedadO c, = 0, ±1.

dades macroscópicas como el decaimiento de las funciones de correlación
[Naitoh el al 90].

En estecapítulo introduciremosdichosinvariantes,ilustrándoloen deta- a’-

líe con el modelo FHP, calculandosusecuacionesde evolución, las fórmulas

de Green—Kuboy los términos de Euler.

4.1 Invariantes espúreosen el modelo FHP
me

Consideremos el modelo FHP definido en la sección 2.3, sin particula en
reposopor el momento. Estádefinido sobre unared triangular, con seisve-
locidades por nodo, etiquetadas 1, 2 6 comenzando por el eje X positivo

y numeradas en sentido antihorario, como se puedever en 4.la. llagamos

una división de la red triangularen capashorizontalesalternadas,la subred

• y la o, como se ilustra en la figura 4.lb. Están determinadasporque la me

componenteY de la posición es un múltiplo par o impar del espaciadode

la red en la dirección y, esto es, 0 r = par o impar, con O = (0,2/Vi).

Puestoque Br es un enteroparatodo r de la red, O es un vector de la red —

recíprocaexcepto por un factor 2w. Estudiemosla evolución del momento
paraleloa O quese encuentraen el instante t en la subred o, estoes,

a
P(t)= >3 (O.c,)n(r,c,,t). (4.1)

irE{o}

Las únicas partículas que tienen momento en la dirección O son las dirigidas uf

a lo largo de los canales2, 3, 5 y 6. El pasode colisión mantieneinvarianteel

momento total, luego también el momento a lo largo de la dirección O. Por
ni

tanto, P~ es invariante bajo las colisiones. El paso de propagaciónmueve

Nr

a

Nr
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las partículasque llevan momentoen la dirección O de la subredo a la . y

viceversa.Por tanto, la evolución temporal de las cantidades Fe es:

P(t) = Ppt+ 1)

rUt) = Pg(t±1). (‘1.2)

Esto es, el momentoen la dirección O salta de la red o a la • y viceversa.

La suma de ambascantidadesno es más que la conservacióndel momento

total a lo largo de la dirección O y su diferenciase escribe como:

Pg(t + 1)— P(t + 1) = — (Prt) — PUI)). (4.3)

que varia en el tiempo como ~ 1 Y. Por tanto, si definimos la cantidad

global:

H~(t) = (~ 1 ~ [r~(t) — I%Y)] = >3(— 1 j’2~(O . e,) n(r, e,, t), (4.4)
Ir

resultaser conservadae independientede las cantidadesconservadasfísicas.
Son denominadasstaggered(escalonadas) en la literatura.

La estructura de la cantidad conservada espúrea presentada en (4.4)

es la típica de las que serán tratadasen este capítulo. De una parte, un

factor (~l)Or+¿ con O~ r entero que cambia de signo de nodo a nodo de
la red. A continuación una combinaciónlineal de invariantesde colisión,

en este caso el momentoa lo largo de la dirección 0. Es precisamentela

presenciadel factor (~~l)er la que hace que estascantidadessean típicas

de sistemasdiscretos. hacemosnotar también queel númerode nodosen

cualquier dirección del sistemadebeser par a causade las condicionesde
contorno. Estas cantidadesaparecentanto en gasesde red como en gases

de Lorentz de red y en teoríasgauge en el retículo [Nielsen y Ninorniya].

Su presenciaha sido observadamuy claramenteen gasesde Lorerítz de red
jFrenkel y Binder 90,Binder y Ernst], en los que el decaimientode las fun-

dones de correlaciónpresentados regímenesasintóticos,uno para tiempos

paresy otro paraimpares.
El invariante presentadoen la ecuación(4.4) estácaracterizadopor el

vector O = (0,2/vi) que es un vector paralelo a uno de la red recíproca,

puestoqueO~ i- esenteroy quedivide la red en capasparalelashorizontales.

Otros vectoresde la red recíprocaque dan diferentes divisiones de la red
son: 02 = (—l,—1/vi) y 03 = (1,—l¡Vi), que dividen la red triangular

en capasparalelasa las direccionesde propagaciónrotadas600 entresí. La

presenciade partículasen reposo(e7 = 0) es irrelevanteen (4.4), puestoque
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e.
O . = O y el pasode propagaciónlas deja invariantes. Por tanto, estas

leyes de conservaciónespúreasestánpresentesen todos los modelosFHP.

Un mecanismopara eliminar estos invarianteses introducir partículasque e-

salten a nuevospróximos vecinos. Sin embargo,no parecefácil probar que
cualquier tipo de cantidadesespúreashaya sido eliminada.

Resumiendo,el modelo FI{P presentatres cantidadesconservadasnue me
vas, con densidadesdadaspor:

h9(r.t) = >3(~~~l)8r+t(~.cí)n(r,ci,t)
ir’

9 1 1
= (0,—a), 02 = (—l,—~--) 03— (1 —--——), (4.5)

vi, --‘Vi
e

donde O es un vector unitario en la dirección de 0. Estas cantidadescon-
servadasse han obtenido mediante pura inspección de la dinámica y del

modelo. Sin embargo,existe un método sistemático para buscar cantidades

conservadas espúreas con la forma funcional descrita, que pasamos a explicar

ahora.
Escribamosuna cantidad conservadaespúreageneral,caracterizadapor e-

un vector O y un parámetro entero a, definida por

A(t) = >3a(c110,a)(~~1)at+o.rn(r,cí, 1), (4.6)
r,1

siendo a(c1jO,a) una combinaciónlineal de invariantesde colisión, esto es:
e->3 a(c~¡0, a)I(c~¡n) zs 0. (4.7)

Podemosinsertarla ecuaciónde evolución,(2.5) para obtener: me

>3 a(c~I0,o)(~~l)út+~r rn(r + c,,c1,t + 1)— n(r,cí,t)] 0. (4.8)
e-

Puestoque buscamoscantidadesA(t) conservadas, A(t + 1) = A(t), y por

tanto, la ecuación(4.8) queda,tras sumarsobrer:
e

>3a(cí¡O,a)(-1yxt+orn(r,cí,t)k~ly2+6c — i] = 0. (4.9)
rl

Esta condición ha de satisfacersepara toda configuración {n(r,c¡,t)}. Por
tanto el sumando se tiene que anular:

~ a) — a(c1¡O,a) = 0. (4.10) e.

a

ir
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Consecuentemente,a(c¿¡O.a) define una cantidadconservadasi:

• es combinación lineal de invariantesde colisión.

• es autovectorde la matriz (~~i)a±oct5~
1con autovalor 1.

La condición (4.10) es un método útil para buscar cantidadesconservadas
espúreasde la forma (4.6), aunqueen la prácticano da ningunainformación

sobrelos posiblesvaloresdel vectorO (encuantoa los posiblesvalores de o,

éstos son a = 1 ——cantidadesespúrea.sdinámicas—y o = O —geométricas).

Sin embargo,sabemosque Or=entero,y que tieneque ser par paraalgunos
valores de r e impar paraotros, para que (~í)Or no se reduzcaa un valor

trivial. Ello da indicacionessobre los posibles valoresde O. La aplicación

del criterio (4.10) al modelo FHP da solucionesno nulas para 6 vectoresO,
los tres indicadas en (4.5) más los mismos vectores cambiados de signo, que
llevan a idénticas cantidadesconservadasexceptoun signo globál

4.2 Evolución de los invariantes espúreosen el
modelo FHP

En esta secciónderivaremoslas ecuacionesde evolución de los invariantes
espúreos, siguiendo los métodos del capítulo 3. Obtendremos primero la

ecuaciónde Navier—Stokeslinealizaday posteriormentela ecuaciónde Euler
no lineal.

Para derivar las ecuacionesde evolución lineales de los invarianteses-

púreos podemos aplicar el método de la sección 3.3 al conjunto de las 6
variables{p(k, t), g( ¡e, t), h~(k,t)}. La transformadade Fourierde las nuevas

cantidadesconservadasespúreases:

h9(k, t) = >3 e”~ ~( 1 )G.r+t(0 . c~) n(r, c~, t)
rl

= >3(~l)t(ó . c,)n(k + wO,c1,t), (4.11)

donde hemos utilizado que (—1 )6r = e~t1re.ry por tanto, la transformada de
Fourier de h0 no estáevaluadaen ¡e, sino en ¡e + ,rO. Sin embargo, debido
a la invarianciatraslacional,el productoescalar<.1.> definido en (3.49) sólo

acopla componentes de Fourier con el mismo vector de ondas:

c ¿(¡e, ¡e’), (4.12)
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me
y, como consecuencia,las cantidadesfísicas (¡e —. 0) no se acoplan con

las espúreas(k — irO¿) ni éstasentresí al nivel lineal. Las matricesde
susceptibilidades,x, (3.73), de Euler 32 y de Navier—StokesA (3.72) se

descomponenen cajas,cadauna asociadacon un valor de ¡e; la caja ‘física’,

con ¡e — 0, y las cajascon ¡e —* wO~,i = 1,2,3. Por otro lado, la matriz de

Euler es nula en las cajasrelacionadascon modosespúreospor argumentos

de simetría,puesto que la densidadconservadaa y su corrienteasociadaji

para una misma cantidadconservadatienen diferentecaráctertensorial, y
por tanto su producto escalar <al]> es nulo. Ello siempre sucede en cajas a’

unidimensionales por los argumentos de simetría expuestos. En general, la

matriz de Euler podrá tener elementos no nulos si hay dos o más cantidades
conservadas con diferente paridad en su carácter tensorial y asociadas al
mismo valor de le. Esto sucedeen la ‘caja física’ con le —~ 0, dondeexisten

la densidad(escalar),el momento(vector) y, en determinadosmodelos,la

energía(escalar). e-

Como consecuenciadel último razonamiento,la ecuaciónde evolución
linealizadaparalas cantidadesespúreasen el modelo FHP no tienetérmino

en 0(k), reduciéndose a:

[a~+ k2A6(k)] <h0(¡e, t)>ne = 0, (4.13)

con difusividad Ao(k) dada por la fórmula de Green—Kubo(3.72) (nótese me

que jo = ja puesto que el elemento ~~ae= 0):

1 ( t

A6(k) — hm 1 —

1’~k’’~k’~~ me

jo(k,r) = kaAo>3(—1)~c¿
0cIfln(k,c.,t). (4.14)

me

Podemostrabajar un poco máscon estaecuación,como se hizo en 3.4 para
la viscosidad. La difusividad Ag(k) sepuedeescribiren función deun tensor

de segundoorden, D00(O) que no depende de ¡e, pero sí de O, e-

Aa(k) = k,k0D,0(O), (4.15)

y cuyaforma más generales: me

Da0(O) = D±Oic.610+ D116000

— D±(600—OoÚa)+D¡¡6060, (4.16) e-

donde O~ es un vector -un~tar¡o nerpenAicnlar a fi. (?nntiene dns escalares
independientes, la difusividad transversal, D1 y la longitudinal, D1¡. La

medifusividad A’¡e~ es por tanto:

Nr
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A9(k) = D1 + (D11 — D±)(¡e.0)2 (4.17)

Los coeficientesD1 y D¡1 estándados por una fórmula de Green—Kubo (4.14)

con corrientes:

iD±(¡e,t) = (..i)t >3(ó .c¿)(0±. c,)r¿(k,c~,t)

jn~1(k, t) = (—1) >3(0. c~)
2 n(¡e,c~,t). (4.18)

Por último, la susceptibilidad <hoIho> es:

<hoIho> = >3(0. c~)tc = bcgic, (4.19)

donde cg y c se han definido en la sección3.1.

La ecuación(4.13) da la evoluciónlinealizada (0(¿S,y2)) de las cantida-

des espúreas,análogoa la partedisipativade la ecuaciónde Navier—Stokes,
ecuación(3.71). Muestraun comportamientopuramentedifusivo, así como
un coeficientededifusión anisótropo,dependiendodel vector¡e. Ello se debe
a que en los modos h

9 aparece explícitamente el vector de la red recíproca

O, esto es,estáníntimamenteligadosa la estructuradiscretade la red. Un

efecto de anisotropíasimilar se puedever en la ecuaciónno lineal de Euler,
queseobtienedesarrollandola ley de conservacióndelascantidadesespúreas

hastaorden 0(V) o hastaorden 0(k) en variable de Fourier (sección3.2):

t4pw0 + ik~ <j6» = 0, (4.20)

con

pw0(¡e,t) = <ho(k, t)>¡

«l)t<>3c.(o . c¿)n(¡e+ wO,c¿,t»,. (4.21)

El promedio <~>¡ se toma sobrela colectividadde equilibrio local, ecuación

(3.16) que, a causa de la presencia de las leyes de conservación espúreas

ha de modificarse para incluir las cantidadesh0 con sus multiplicadores

de Lagrange asociados, ~. Su desarrollo alrededor del equilibrio básico,
definido ahoracomo -y = 0, ~o = 0, nos da:

= P(i#.)){1 ±r P-i- >3~eH» + .P+ >3Eo,Hoj2}, (4.22)
o o’
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Al promediar (4.21) con la densidad (4.22) observamos que J0 no se acopla

linealmente con P ni con H6 por tener diferente carácter tensorial: Jo es

un tensorde orden dos mientrasque P y H0 tienen caráctervectorial. El
Nr

único acoploposibleen orden0(62) es con el término cruzadoPh0, puesto

que (utilizando (3.11)):

>3 <(—l)~
tn(r, c

1)n(r’, c})n(r”, ck)> = O ir

<JaPHo’> >3 <(— í)~ r+o’.r”n(r c,)n(r’, c1 )n(-r”, ck)>
6oo’

e

<JoHot Ho”> ..~ >3 <(— í)Úr#er’+or”n(r, e,)n(r’, c
1)n(r”, ck)>. (4.23)

0’

El último acoplo es no nulo si la suma de los tres vectores0, 0’ y O” es

igual a cero. Sin embargo,incluso este casoes nulo, debido a argumentos

de simetría. Por tanto el único término que sobrevivees el producto con P
y H6:

= <Jq(—y . P)& Ho> = y~fiu
8gEo >3c¿ci

0c¿uciprcV. (4.24)

Los multiplicadoresde Lagrangey y .% sonproporcionalesapu y pwq, como

se puedecomprobara partir de (4.22),y puedenser reemplazadospor ellos
Así, tenemosque:

(Jo»~¿= fu + 2Qu . Q} pwo2G(p), (4.25)

con0(p) el factor no galileanointroducido en la sección3.2. Señalemosaquí
que tambiéneste término es anisótropo,por la presenciade O.

Reuniendolas ecuacionesde Euler no lineal, (4.20) con <Je>~,¿ dadopor
(4.25) y la de Navier—Stokes,(4.13), obtenemosla ecuación de evolución

paralas cantidadesconservadasespúreash6 a órdenes 0(¿,S7
2),0(¿2V)~

¿9tpwo + V . {[(u + 20(u. O))pw
020(p)]jJ.

= {DiVI + DííV~}pwa, (4.26)

donde V11 = o• V y V1 = 0± V. La ecuación (4.26) con O = 01,02,03

para las cantidadesespúreaswo en los modelosatérmicosFHP de 6 y 7 bits e-’

constituyentresecuacionesmacroscópicasadicionales.Estasecuacionesson

linealesen w0. El término convectivo de orden (9(62) en taq acopla estas
ecuacionesa las ecuacionesde Navier—Stokesno lineales.

ni

ir
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Por último, el término de Euler de la ecuación de evolución del mo-

mento, (3.36), tambiénse modifica debidoa la presenciade 1z~, puesto que
p¡ cambia. No incluiremos aquí su derivación, que se obtiene siguiendo el

métodopresentadoen3.2 teniendoen cuenta(4.23). El resultadoseobtiene

cambiando u0 u0 por u0 u0 + 0000W¡

= V{vo — ~Gl(p)p[u2 + >3w~] }
o

+ VG(p)p[uu+>3O&41. (4.27)

o

Esta ecuación contiene junto con la presión y la convección de momento,

un, un término (no isótropo) que dependesólo de las cantidadesw6.
La inspección de la ecuación de evolución de las cantidades conservadas

espúreas, (4.26), muestra que no hay producción de w9 a no ser que se intro-

duzca en el dato inical: si wo(r, 0) = 0, resulta que wo(r, t) = 0, Vt. Además
sí insertamosestasolución,w6(r, t) = 0, en (4.27), restauramosel tensorde

flujo de momento <T> a su expresión original (3.36) como si no hubiera

cantidades conservadasespúreas. En estecaso las solucionesde las ecua-
ciones hidrodínamícasde gasesde red lo son también de las ecuacionesde

Navier—Stokes de fluidos continuos. Por tanto, si las densidades conservadas
espúreas no están presentes en las condiciones iniciales, es posible utilizar

los gasesde red paraobtenersolucionesdelas ecuacionesde Navier—Stokes.

Estees el mecanismoutilizado en las simulacionesnuméricas.Sin embargo,
pueden tomarse condiciones iniciales ‘patológicas’ de tal forma que el campo
de velocidadesobtenidoseacompletamentediferenteal real [Zanetti 89]. La

forma de minimizar el efecto de los invariantesespúreosen las ecuaciones

de evolución es utilizar colectividades con el multiplicador de Lagrange aso-

ciado, ~ igual a cero. Aun así, hay funciones que “recuerdan” la existencia
de modos espúreos, como son las funciones de correlación. El comporta-

miento a tiempos largos de dichas funciones se obtiene usualmente con la

teoría del acoplamiento de los modos [Ernst el al 71]. La ideafundamental
es que a largos tiempos, las funcionesde correlacióndecrecenacoplándose

a pares de modos. Cada par de modos aporta un decaimiento proporcional

a td/2. Los modos de viscosidad y sonoros dan, respectivamente, l/vtd/2 y

1¡1’1d/2~ La existencia de los modos espúreos contribuye con 1/tv’D±D¡¡ en

sistemas bidimensionales [Naitoh et al 90,Ernst 91b].

Se han propuestovariosmétodossistemáticosparala determinaciónde

las cantidades conservadas. Algunos [d’Humi&es el al 89] generanla evo-
lución global del gas de red y buscansus invariantes mientras que otros
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buscan los puntos fijos del operador de evolución LZanetti 91]. La aplicación
de ambos al modelo FHP ha dado únicamentelos invariantes:el námerode

partículas, el momento y las cantidades espúreas aquí presentadas.
La estructura de los invariantes espúreospresentadaes bastantegeneral:

un factor (~l)or+¿ más un invariante de colisión. Ello hace que estén pre-
sentes en todos los modelos de la sección 2. En el modelo FCI{C aparecen

12 invariantesespúreosde tipo momento(O~ . c,), como los de la ecuacion
(4.5), con 2wO~ (u = 1,2,...,12) los vectoresa los próximos vecinos de la

red recíproca de la red FCHC. En el modelo de 9 bits hay sólo dos inva-

riantes,de tipo momento,con vectores(0,1) y (1,0). Por último, el modelo

de 8 bits es el que presenta mayor riqueza. Hay 6 cantidades conservadas,
asociadascon (0,1), (1,0) y (1,1), de tipo momentoy númerode partículas,

acoplándoseentre ellas para dar modos propagantes. El último modelo,
junto con el HPP no se utilizan en la practica, por estar demasiado lejos

de los fluidos reales. Todo el análisis del presentecapítulo se aplica a los
modelosFCIIC y 9 bits con modificacionestriviales.

En cuanto a la eliminación de cantidadesconservadasespiíreas,puede
hacerse introduciendo eíí el modelo partículas con velocidades níayores que

1; estoes,que saltandentrode la mismasubreden la figura 4.lb. El pasode
propagación,descritobajo la ecuación(4.1), rompela conservacióndel tipo

(4.2) y los invariantesespúreosdesaparecen.Ello se ha hechoen el modelo

FHP introduciendopartículasque saltana los nuevospróximos el = vi y
alos siguientesnuevospróximos vecinos, ¡el = 2 [Grosflls et al 92].

Parafinalizar, y como resumende estecapítulo, diremos que aunqueen

los gasesde red existen invariantesespureossin análogofísico, el comporta-

miento macroscópicode los gases de red es igual al de los fluidos continuos,

siempreque se tomen condicionesiniciales apropiadas,corno ha sido com-
probadoextensamenteen las simulacionesnuméricas[Doolen 90].
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5

Aproximación de Boltzmann

5.1 Introducción

Paragasesdiluidos la ecuaciónde Boltzmannproporcionala basefundamen-
tal para la descripcióncinética de las propiedadesde no equilibrio del sis-

tema. Es unaecuaciónque describela evoluciónde la función de distribución

de unapartícula, fi(r, ti, t) en un gas diluido, donde sólo ocurrencolisiones
binarias. Estafunción describeel númeromedio de moléculasen la posición

r con velocidad ti en el tiempo 1. Los cambios en fi(r, ti, t) seproducende-

bido a dos mecanismos, el movimientolibre y las colisionesentrepartículas.

Si el gas es lo suficientemente diluido estos mecanismos están claramente di-
ferenciados y contribuyenaditivamentea la evolución de f~, dando lugar a

la ecuaciónde Boltzmann. La ecuaciónde Boltzmannes una ecuacióninte-
grodiferencial muy compleja,y sólo solucionesen casosmuy particularesse
conocen. En el estadode equilibrio global su solución f

1(r,v,t) se factoriza

en posicionesy velocidades,dando fi(r,v,t)Ieq = p~(v), donde~(v) es la

distribución maxwellianade velocidades,(2wmkBT)>’
12exp(—mv2/2kBT).

En estadosde no equilibrio, la función fiQr,v,t) relaja a la distribución de
equilibrio, como pruebael teoremaH.

En la derivaciónde la ecuaciónde Boltzmannseadmiteel stosszahlansatz
o hipótesisdel caos molecular, que supone la ausencia total de correlacio-

nes (tanto en posicionescomo en velocidades)para dos partículasque van

a colisionar. En otras palabras, las moléculas que intervienen en una co-
lisión no han colisionadonuncani lo harán en el futuro. Si designamospor

f2(rr’,vv’,t) el número medio de pares de moléculas, una de las cualesestá
en {r, v} mientras quela otra estáen {r’, v’}, la hipótesis de Boltzmann (o
de campomedio) consisteen la igualdada todo tiempo:
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fdrr’, vv’, t) = f1(r, ti, t)fi(r’, ti’, t>. (5.1) 0’

Mientras que 12 contiene las correlaciones entre las moléculas en distintas

posiciones y velocidades, el producto fui las ha suprimido por completo, ni

porque en el último caso la probabilidad de encontrar partículas en {r, vi
y {r’,v’} estádada por el productode las probabilidadesindividuales: los

sucesosson estadísticarnenteindependientes. Uno de los objetivos de la st

teoríacinéticaes el desarrollode una aproximaciónquetengaen cuentalas

correlaciones que existen en fluidos a densidades medias y altas que no están
incluidas en la aproximaciónde Boltzmann. ni

La hipótesisdel caosmoleculares la aproximaciónmás drásticaque se

hace en la derivación de la ecuaciónde Boltzmann [Balescu 75] porque el
término de colisión en dicha ecuación, denotado por J(f1,fi), se escribe
únicamente en función de productos fui:

J(f1,f1)= Jdc2f df?a(cu2—~c2)jcisaj{fdcflfdc) — .fu(cu)fí(c2)},(S.2) 0’

cuandolo que debíaapareceres la función 12 (en estaecuación, las veloci-

dadescon asteriscodenotanlas velocidadesdespuésde la colisión). Como

consecuencia,las c9lisionescorrelacionadasno estánincluidasenla ecuación
de Boltzmann y por tanto no es un punto de partida adecuado cuando se

quieren estudiar propiedades del sistema en las que las correlaciones juegan

un papel fundamental, como el comportamiento a largos tiempos de las fun-
ciones de correlación. Como ya se ha apuntado, las correlaciones que hacen

que 12 # f~fj vienen provocadas por colisiones previas de las partículas a,

directamenteo por colisiones indirectasmediadaspor otras partículas,en

resumen,encuentrosprevios de las moléculas.

¿Cómose implementa la aproximación de Boltzmann en los gases de red?
En estecasola función de distribución en el espaciode las fasesfi(r,c~,t)

viene dada por:

fi(r,c1,t) = <n(r,cí,t)>ne (53) a”

con el promedio tomado sobre unadistribuciónde no equilibrio. La ecuacton

de evolución microscópica,descritaen (2.5) sepromediacon <~»~ para dar: a,

fu(r + ~ + 1) = fu(r,c1,t) + <I(cíin)>ne. (5.4)

En <f(cíIn)>ne aparecen promedios dedos, tres, ... , b números de ocupación, ir

debido a la forma polinómica del operadorde colisión I(c1¡r¿), (2.26). Esto

es,en el promediodel operadorde colisión aparecenlas funcionesde distri-
bución 12,13,..., fb~ De hecho, la ecuación (5.4) es la primera ecuación de ni

Nr
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una jerarquía para los gases de red similar a la BBGKY. Expresa la evolución

de fi en términos de las funciones de distribución superiores, 12,13 Ib,
y, por tanto no es unaecuacióncerradaparala función f~. La aproximacion

de Boltzmannpermiteescribir las funcionesde distribución de p partículas
como producto de p funciones de distribución de una partícula:

c~, t) . . . n(r’,c1, t)>~~ = <n(r,c,, t)>~~ . . <n(r%c1, t)>ne. (5.5)

El efecto de estaaproximaciónen el operadorde colisión es:

<!(cíIn)>ne T(ciI<n>ne), (5.6)

esto es,obtenemosuna ecuacioncerradano lineal parala función de distri-
bución de unapartícula:

fi(r + e¿,c¿,t + 1) = fí(r,c~,t) + I(c¿¡fi), (5.7)

que es la llamada ecuaciónde !ioltzmann de red.

5.2 Ecuación de Boltzmann de red

En el desarrollo de la hidrodinámica se pueden seguir dos caminos, que lla-
maremos ruta A y ruta B que llevan a resultadossimilares pero que son

conceptualmentediferentes.La ruta A es la que seguimosen esta tesis. En
ella se parte de la ecuación de Liouville y se aplica el formalismo desarro-

llado en el capítulo 3 u otro similar parallegar a las ecuacionesde Navier—
Stokes y las fórmulas de Green—Kubo, tal como se expuso en la sección
3.3, desarrollo que es exacto en el marco de la teoría de la respuesta lineal.

Posteriormente, y con las fórmulas de Green—Kubo como elemento básico,

se utilizan diferentesaproximaciones. Una de ellas es la aproximaciónde

Boltzmann(colisionesdescorrelacionadas)presentadaenla secciónanterior,
queserádesarrolladaa lo largo de la parteHa de estatesisy que nos permi-

tirá obtenerexplícitamentede manerasencillalos coeficientesde transporte

(capitulo 6), vn,(B,DB.
Un primer intentoparamejorar la ecuaciónde Boltzmannen los fluidos

continuosy en gasesde red es tener en cuenta un conjunto de colisiones

correlaciondas, las llamadas colisionesde anillo. En la teoría de gases con-
tinuos moderadamentedensosse ha mostrado[Dorfman y van Beijeren 77]

que las colisiones de anillo son las únicas responsables de las correcciones

(9(p) a los resultados de Holtzmann de baja densidad.El usode la ecuación
de Boltzmann así como la ecuación de anillo a densidades finitas es una
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ir

aproximación ad hocque puede ser justificada sólo a posteriori por los resul

tados obtenidos en la parte lía a partir de la ecuaciónde Boltzmanny en la

parte lib por aquellosobtenidospor la ecuaciónde anillo. La teoríacinética u
de anillo incluye no sólo las colisiones descorrelacionadassino las colisiones
correlacionadasmás sencillas.Esta teoríatambiénse desarrollarátomando
como base las fórmulas de Green—Kubo.

u
La ruta B parte también de la ecuación de Liouville como punto funda

mental, pero sobreella se realizanlas diferentesaproximaciones.En parti-

cular, la mismaaproximaciónde Boltzmannde la ruta A, cuandose aplica e.’
primeramente sobre la ecuación de evolución, nos lleva a la ecuación de

Boltzmann de red, (5.7). A esta ecuación se puede aplicar un formalismo
multiescala tipo Chapman—Enskogpara derivar las ecuacionesde Navier--
Stokesy los coeficientesde transporteen la aproximacion de Boltzmann.

Ambos coinciden con los obtenidossiguiendola ruta A en la aproximacion
de Boltzmann. La ruta B es la seguida por la mayoría de los autores Ecua-

clones cinéticas generalizadas, que serían el análogo de la teoría cinética de
anillo en la ruta A, no han sido desarrolladastodavía para gasesde red.

Consecuentemente,hastael presentelas explicacionescualitativasy cuanti-

tativas del comportamientoa tiemposlargos y las correccionesa los coefi-
cientesde transportede Boltzmannse hanobtenidoúnicamentea travésde

la ruta A.

La ventaja de la ruta A es que permite obtenerpropiedadesque son

independientesde la aproximación de Boltzmann. Por ejemplo, la forma
de las ecuaciones de Navier—Stokes, los factores no galileanos, las partes

propagantes de los coeficientes de transporte los invariantes espúreos han
sido obtenidos sin la aproximación de Boltzmann.

En resumen,tanto la ruta A como la 13 consideranla ecuaciónde Boltz- u

mann de red (5.7) como una primera aproximación dentro de una teoría

mucho más general. Sin embargo, un desarrollo diferente ha ocurrido, al

que llamaremos simular la ecuaciónde Boltzmann.En este formalismo uno a’

no sepreocupapor la existenciade un modelomicroscópicosubyacentesiem-

preque la ecuaciónde Boltzmannde reddé las ecuacionesde Navier—Stokes
en los límites apropiados.En estalínea, la ecuacionde Boltzmannde red es a,

por definición exacta. Así puesno existen correccionesa los coeficientesde
transporte debido a las colisiones correlacionadas, ni tampoco el decaimiento

algebraicode las funcionesde correlación. u’

El método de simular la ecuación de Boltzmann ha sido seguida por va-

nos grupos de autores para la simulación de las ecuaciones de fluidos no
lineales [Miguera et al,McNamara y Zanetti 88,Succi et al]. Aquí no se está a’

ir’

e’

st

u’
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interesadoen describir la historia de cada partícula individualmente, sino

el promedio de los númerosde ocupacióndonde toda la información con-

cernientea correlacionesse ha eliminado, en contraposiciónal tratamiento

hechoen el capítulo3. En el presentecontexto,se sustituyela descripción
de los gasesde reden términosde variablesbooleanasn(r,c1,t) por unades-
cripción en términosde variables realessobreel intervalo [0,1], fí(r,c,, t).

Desdeun puntode vista computacional,al ser fi una función real sobre

el intervalo [0,1], se pierde las descripciónbooleanatan convenienteen la
simulación numérica,pasándoseal cálculo en coma flotante, más lento en

cada operación y con posibilidad de erroresde redondeo. Además, alma-
cenar las poblacionesbooleanaseconomizamemoriaen comparacióncon

las funciones fi, puesto que cadavariable booleanaocupa 1 bit mientras

que cada f~ ocupa 32 bits en precísionsencilla. Por el contrario, la simu-

lación con la ecuaciónde Boltzmann discreta lleva implícito un promedio
automáticamente,mientras que con variables booleanashay que tomar un

promedioestadísticoposterior,parapasarde las variables{0,l} a la función
continua fi(r,c¿, t), lo que conlíeva sucesivassimulacionescon diferentes
condiciones iniciales con la consecuente ralentización. Un análisis de la efi-

ciencia numérica de los gasesde red frente a la ecuación de I3oltzmann
discreta se ha presentado en [McNamara y Zanetti 88], donde se llega a la

conclusiónde que existe un númerode Reynolds,Re, tal quepara números
de Reynolds menores que Re,, la ecuación de Boltzrnann discreta es más efi-

ciente que los gases de red, y viceversa. Para números de Reynoldsmucho
mayoresque Re, y en geometríassimpleslos métodostradicionalesson, sin

embargo,los dominantes.

5.3 Propagadorcinético

Volvamos en estasecciónal formalismo desarrolladoen el capítulo 3, a la
ruta A descritaen la secciónanterior,en particular a las fórmulasde Green—

Kubo. En ellas la función fundamentales la correlaciónen el equilibrio de
los númerosde ocupacióna diferentestiempos:

f~(r, t)rc~ <6n(r,cí,t)6n(0,cg,0)>eq
1 + r,cj,0)ón(r’,cj,0)>eq (5.8)

~ >3<Sn(r’

donde hemos utilizado la invariancia bajo traslaciones para escribir la se-
gunda igualdad. Llamaremos a 1’ propagadorcinético. Los coeficientesde
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e

transportese escribenen función de 1% a través de las fórmulas de Creen

Kubo, ecuaciones(3.81):

st

= hm >3 >3c.~cí~ [r¿,(r,r) — ~&j] cgc~,Pc~
x _

hm >3>3(14— cg) [F¿Ár, r) — ~6ij (14 — cg».c5, (5.9) a’

X r0

donde c0 es la velocidad del sonido, y x = 21 se
2 con = fft 1 —

f)g. En modelos atérmicos, como los considerados aquí, n
1 = = 1(1 —

1) y x = rcbc¿. Por tanto, los factores tz se cancelanen el numerador
y denominadorde (5.9). Igualmentela función de correlación densidad-
densidad,o función de Van Hove, queaparececomo ingredientefundamental
en la teoría de Landau—Placzeck (sección 7.3) se escribe en términos del

propagadorcinético. También la teoríacinética de anillo (part lib de esta
memoria) se hará en base al propagador cinético.

Veamos cuál es el efecto de la aproximación de Boltzmann en el propa-

gador cinético. Consideremosde nuevo la ecuaciónde evolución para las —

variables booleanas (2.5), en particular el operador de colisión I(c~¡n). Po-

demos hacer un desarrollo en función de las fluctuaciones en los números de

ocupación, definidos en (3.9) como:

I(c~In) = >3 ~!~~-4,Qí~ón(r,c¿1 , t) . . 6n(r, c,~ , 1), (5.10)

que define los coeficientes f?~”> y donde se ha utilizado la relación de eqiíili

brio I(cí¡<n>eq) = 0. Los coeficientesQ(A) se puedenreescribircomo:

/oAr/¡~ \ a

= (~ÓxÍ1111’g~~~) fl,~fl>eq (5.11)

u
donde u

1 denota n(r,c1,t). Las leyes de conservación (2.6) se escriben en
función de ~(~) como:

>3~ ~ = 0, A — 1 2 _ . . ,b. (5.12)

Si insertamosla ecuacióndeevolucióndelos númerosde ocupaciónn(r, c¿,
definida en (2.5), con el operador de colisión escrito como (5.10), obtenemos

la expresión exactapara el número de ocupación 6n(r,c~,t} expresadocomo
una sumade productosde án(r’,ck,O). Su forma concreta es muy compleja
y no relevante para la discusión que nos ocupa. La escribimos como: 0’

e-

u

st

0’
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>3 Q(NI) . -. Q(Ák){¿n .. . 6n¡}. (5.13)

El número de factores bn dentro del paréntesis,1, varía desde 1 hasta
y todos estánevaluadosen 1 = 0. El mecanismopor el cual apare-

cen correlacionestiene lugar cuandoen la expresión(5.13) hay dos o más

numerosde ocupacióncon las mismasvariables{r,c,}. De acuerdo con la

ecuación(5.8) esta expresióndebe ser multiplicada por 6n(r’~j) y prome-
diada sobre una colectividadde equilibrio. Los términos en (5.13) lineales
en ¿u dan una contribución no nula, porqueal contraercon ¿n(r~,¿j) dan:

Z<6n(r,c1)6n(r’,c3)> = Z=g¿~16(r,r’)~ 0. Paraobtenerunacontribución
no nula de un término no lineal como bn(r,cJ¿nJ(r”ck), las condiciones
r = y ~ Ss Ck debenser satisfechas,para que al contraercon bn(r’,¿j)
y sumarsobre r’ dé una contribución no nula, de acuerdocon (3.10). Las
igualdades = y c, st ck implican que una colisión correlacionadaha
debido ocurrir. Talescolisiones han sido ignoradasen la ecuaciónde floltz-

mann,y no van a apareceren la teoría cinética al nivel de Boltzmann. Por
tanto, los únicos términos quesobreviven en (5.13) son los linealesen ¿u.

Si volvemos a la expresión (5.10) vemos que los términos con un único ¿u
sólo puedenprovenir de Q(i) y la parte de propagación libre. Por tanto,
la aproximaciónde Boltzmann en las funciones de correlación se obtiene

formalmentepartiendode la ecuaciónde evolución:

¿mr + c~,c1,t+1) ¿n(r,c;,t) + £24)óv(r,c2,t)

= (1 + Q(í))¿3¿v(r e1, t), (5.14)

que río es mas que la ecuaciónde evolución (2.5) linealizadaalrededordel

estadode equilibrio <u> st f. Por tanto, la aproximación de Boltzmann
en el propagador cinético se obtiene suponiendo una evolución lineal de los

números de ocupación.

5.4 Operadorde colisión linealizado

Esta secciónestádedicadaal cálculo de los operadoresde colisión 32(A) en

función de las probabilidades de transición A(.s —# a) definidas en la sección
2.6. Para ello, recordemos la definición del operador de colisión no lineal en

función de la matriz A(s —~ a) (ecuación(2.26)):

b

I(c1¡n) st >jja, — s1)A(s.—# a) jJjJ nj’(l — n3-)’”, (5.15)

6,3 3=1
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u

donde u2 denota n(r,c1,t). Los coeficientes flt~) se obtienen desarrollando
el operador de colisión en potencias de 6n~ = n¿—f, según la ecuación (5.10)

Puesto que s~ es una variable booleana, se verifica la siguiente identidad: a,

n7(1— ns)’” = f~’(1 — f)

1” {1 + ~ } , (5.16)

u’
con tc st 1(1 — f). Llevando esta identidad a la expresión de I(c~)n) (5.15),

obtenemos:

t. LX.•~ a
f(c

1¡n) = >3(a¿ — s1)A(s—o$lfP(S)(i — f)b—P(’) Jjlj {í + , (5.17)
a,s

Nr

con p(s) st ~ s, el número de partículas del estado s. El desarrollo del
productoen (5.17) nos da unasumade productosen las variables¿u3,cuya

identificacióncon (5.10) permite obtenerlos coeficientes9(A) según:
0’

= 11(1> _ 1 >3(6 — 6s¡)A(s ~ ~ hb—P(3)Bc

a,

— 6 + 1 >36a¿A(s —4 a)f~<’>(1 — f)bP(S)¿s
K

a,

1
— A >3 6a~A(s—* a)f~~’>(1 — 1 )

5~(’)¿s
1,6s12...¿s~~,(S.íS)

a,

y dondese ha utilizado la relación:
a,

>3 6s.¿sfP(’l(1 — f)b—PÓ) = <~fl~~fl~> = tcby. (5.19)
3

En la segundaigualdad de la ecuación (5.18) hemosutilizado la condición

de normalización (2.13), Za A(s —~ a) = 1.

Hemos obtenido también las expresionespara con ~\ > 2 porque,
aunqueno intervienenen la aproximaciónde Boltzmann,seránutilizadasen Nr

la parte lIb de estamemoria, cuandose desarrolleuna teoríacinética para

los gases de red más allá de la aproximación de Boltzmann.
a

a’

u

u

a

a

e
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Coeficientes de transporte en la

aproximación de Boltzmann

El objetivo de estecapítulo es doble: de un lado pretendemosobteneruna

expresión para el propagadorcinético, definido en (5.8), que seráutilizado
con frecuencia en el resto de esta tesis, y por otro lado queremosevaluarlas
fórmulas de Green—Kubo para los coeficientes de transporte, tanto los físicos

(viscosidades, ecuaciones (3.81)), como los no físicos(ecuación(4.14)). Todo
ello lo haremosen la aproximaciónde Boltzmanny en la que,debidoa que

se ignoran las colisiones correlacionadas,la evolución pasaa ser descrita

por una ecuación lineal en los números de ocupación, en lugar de por un
polinomio de grado b~ como sucede con la evolución exacta. Dicha linealidad

permite obtener expresiones simples tanto para el propagador cinético como
para los coeficientesde transporte. En la literatura, prácticamentetodo el

desarrollo analitico de las ecuaciones de evolución y de tos coeficientesde
transporte se ha realizado en esta aproximación, salvo contadas excepciones

[Taylor y Boghosian 91,Kirkpatrick y Ernst 91].

6.1 Propagadorcinético en la aproximación de
Boltzmann

Comoya hemosseñalado,el propagadorcinético juega un papel fundamen-
tal dentrode la teoríacinética. Nos da los coeficientesde transporte,(5.9),

y sobreél desarrollaremosla teoría cinética incluyendocolisionescorrelacio-
nadas (parte lib). El propagador se escribe como

69



Nr

a’

70 6. Coeficientesde transporte en la aproximación de Boltzrnann

Nr

I’¿,(r,t)tci = ?j >3<Sn(r + r’,ct,t)>Sn(rtc,,0»eq (6.1)
,4

esto es,es la función de correlacióndelos númerosdeocupaciónendiferentes —

tiempos y posiciones. Describe como, tras t pasos de tiempo, la población en

el nodo Y + r con velocidad i estáinfluida por partículasen el nodo r’ con

velocidad j. Cuando E1, es positivo, la presencia(ausencia)de partículas a’

en {r’,j) incrementa (disminuye) la población en {r + Y, i} despuésde

pasos temporales. l’~, negativo significa que un incremento del número de
u

partículas en {r’,j} disminuye el número en {r’ +r, i} y viceversa. El factor
= f,(í — jj) hace quea t = 0 es propagador esténormalizadoa

F~~(r,0) = S¿1¿(r,0), (6.2) a’

donde hemos utilizado las propiedades de equilibrio de los números de ocu-

pación, ecuaciones (3.10). a’.

A la vista de la expresiónde las viscosidadesen función del propagador

cinético, (5.9), dondeapareceunasumasobre1 y sobre y, parececonveniente

trabajar en transformada de Fourier para la variable r y de Laplaceparat,

y definir

00

F,i(k,z) = >3e~ >3e.Ákrfq(r, t), (6.3)
t=O r

con lo que las viscosidadesse escribencomo limites de I’¿g(k,z) cuando z y
k tienden a cero

1. Empleando (6.1) y la definición del producto escalar <.1.> e

(3.49), podemosescribir

Co 1

F,,(k, z)n
3 st >3CzÉ >3e~kr0<¿n(r + Y, cj,t)»5n(r’.cj,0)>eq —‘

t=O
st <ii(k,c,,z)In(k,c1,0)>, (6.4)

u
donde i4k, e1,z) denota la transformada de Fourier y Laplace de los números

de ocupaciónbn(r,c1,t) que pasamosa obtener ahora. Escribamos la ecua-
ción de evolución de los númerosde ocupaciónen la aproximaciónde Boltz-

mann como (5.14):

_________________ e
‘En aproximacionde Boltzmann dichoslímites existen. Sin embargo,un desarrollo

exacto[Frenkel y Ernst] prediceun decaimientode F comoU
412, y paradimensiónd < 2

FIJ(k, z = O) —~ 00, mostrandola mnenstenciode la hidrodinámicaen dos dimensiones.
u:Volveremossobreestepunto posteriormente

a’

a’

e

Nr



6.1. Propagadorcinético en la aproximaciónde Boltzrnann

Transformando Fourier obtenemos:

n(k, e,, 1 + 1) st eíkC(É + IOón(k, e2, 1). (6.6)

El factor eíkc no es más que el inverso de la transformadade Fourier del

operadorde traslaciónS~, definido en (2.4) y que desplazael argumentor

a y + c¿. Podemosahora iterar la ecuación(6.6) 1 veces para obtener la
solución:

n(k, e,, 1) st [e1kC(Í + ~)1n(k,c,, 0), (6.7)

donde hemosconsideradoe—ikc como una matriz diagonal con elementos

= e ,kc ¿t~~ (6.8)

Realizamosahorala transformadade Laplace de la ecuación(6.7):

CC 00

ii(k,c¡, z) st >3 eZtn(k. e,,1) = >3 ~e~kCZ(l + £2)] k T4k, e3,0)
t=o t=o
( 1 ikc+z”\

KeíkC+z — — Qe ) n(k,e,,0). (6.9)

Por último, insertamosestaexpresiónen la ecuación(6.4) paraobtener:

1
17k. z~ 1 —1— £2

. (6.10)

Estaes la expresiónparael propagadorcinético enla aproximaciónde Boltz-
mann. El término eíkC+z ~11proviene dela partede evoluciónlibre, mientras

que la contribuciónde las colisionesseencuentraen la matriz £2. Corno po-

demosobservaren (6.7) es la aproximaciónde Boltzmannla quenospermite
resolver la ecuación de evolución por su carácter lineal y, como consecuen-

na, hemosencontradouna expresión sencilla y cerrada para el propagador

cinético. En la parte lIb veremos que la ecuación(6.10) es el primer término

de un desarrollo más complejo.
Los coeficientesde transporte,en particularlas viscosidades,seobtienen

en función del propagadorcinético en el límite k —# 0, z —~ 0, ecuaciones

(5.9). En este caso, y puesto que limk~Olim~...O eíkc+z u, resultauna

expresiónparticularmentesimple para1’:

— 1
hm hm r(k, z) st —

k—.Oz---.O £2
(6.11)
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Nr

En estelimite la expresiónparala matriz de Navier-StokesA (3.72) resulta

ser:

Amn st — >3r (k + <(x14. (6.12) Nr

3

Las etiquetas {m, It, 8,.. .} denotan el conjunto (p, 1, t), segun se definio en
(3.77), y 3” y Xmn son corrientesy susceptibilidades,definidas en (3.73) Nr

y (3.75) respectivamente. Además, hemos introducido las matrices b x 6

M st {A’f,
3, 2,) = 1,2 b} (por ejemplo, ~o y n,, st tcj¿13), 6-vectores

A st {A,} = {A(c1)} ( por ejemplo 57 st 57(c1)) y el producto escalar a’

real AB st 5 A,B, y AMB st

5~ A
1 M~B3. Esta notaciónseráutilizada

extensamenteen los siguientescapítulos. El resto de este capítulo estará

dedicadoa la evaluaciónde (6.12). a’

6.2 Diagonalizacién del operador de colisión ti- e,

nealizado

Comose ve en la ecuación(6.12) el cálculo de los coeficientesde transporte

en la aproximaciónde Boltzmannrequierela inversión del operadorde co-
lisión linealizado. Un problemaequivalenteal de la inversión de una matriz

es su diagonalización,esto es, encontraruna basede vectorespropios con a’

sus valorespropios asociados.En esta seccionconstruiremosdichabasede

autovectoresde £2 y veremosque es independientede las reglas de colisión
utilizadas, siempre que éstasseaninvariantesbajo el grupo de simetríade

la red.
A partir de ahoray hastael final de estamemorianos restringiremosa

modelosatérmicos,aunquetodoslos resultadossepuedenextenderamode u
los térmicos sin muchadificultad. flustraremoslas propiedadesde simetría

de £2 y en particular el mecanismo de diagonalización para el modelo FIIP de
siete bits, con las etiquetas de los canalescomo se ven en la figura 4.1 y con la st

partícula en reposo etiquetada con el número 7. Primeramente, supongamos

que las reglas de colisión satisfacen el principio de balancedetallado,

A(s —* a) = A(o —s) (6.13) a’

que implica que la probabilidad de transición entre una configuración y

otra es igual a la probabilidad inversa. Entonces,se sigue inmediatamente a’

de (5.18) que £2 es una matriz simétrica. Además, incluso si el modelo

no verifica el principio de balancedetallado, los coeficientes£2k>I\ son
simétricos en los índices i1 . . i~. a’

a’

a”

a’

a’
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En el caso que nos ocupa, FI-IP, las operacionesde simetría, 2, son las

soportadas por la red triangular: rotaciones de ángulo w/3, denotadas
y reflexiones alrededorde los ejes X e Y, E1, R~. Consideremospor el
momentosólo las partículasen movimiento. Si interpretamos£2~ como una

cantidadproporcionala la probabilidadde saltoentrelos canalesi y j, como
consecuenciainmediatade la simetríade rotación,el elemento{ij} de £2 sólo

dependedel ángulo relativo entre los canalesi y j, representadopor i — j.
Por tanto £2 es una matrix circulante:

£213 =£2 ii—, (6.14)

con ‘-. j tomado módulo 6. Lo mismo sucedepara todos los coeficientes

QQ> = 0(A) (6.15)

Como consecuenciatodos los elementosde £2 estándadosen cualquierade
sus filas o columnas.Además,la aplicación de la simetría R~ implica que

£212 £216, £213 Ss ~ (6.16)

La ecuación(6.14), o más generalmente(6.15), no se aplica si uno de los

indices presentesse refiere a la partículaen reposo. En tal casola simetría

bajo rotacionesimplica que £27j es independientede i (si i # 7).

Como consecuenciade estas propiedadesde simetría el modelo FHP
con 7 bits sólo tiene 6 elementosindependientes,dadospor los pares(77),
(17), (11), (12), (13) y (14). Las tres leyes de conservación(5.12) imponen
tres ligaduras (la conservacióndel número de partículas impone dos y la

conservacióndel momentoa lo largo de y no imponeninguna),por lo queel

numerototal de elementosindependientesse reduce a 3. De forma similar
en el modelo FI-IP con 6 bits hay 2 elementosindependientesy en el modelo

FCHC sólo 3.

Paraencontraruna basede autovectoresdel operador £2 en el modelo
FHP con 7 bits, construiremospreviamenteunabaseortogonal,queproba-

remos posteriormente que es la base propia de £2. Denotaremos los vectores
de la base por u1, i = 1 6. Los vectores asociadoscon las leyes de

conservacion(5.12) se escribencomo:

u1 st 1 st (1,1,1,1,1,1,1)

u2 st c1 st ~(2,1,—l,—2,—l,l,0)

u3 st c~ st ~v§(0,l,l,0,—l,—1,0), (6.17)
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mr
queson autovectoresde £2 con autovalornuloen función de (5.12). La forma

de completar la baseseráortogonailzandolos polinomios cocac~r.., (a,¡3,
x,y). El vector u1 es el único polinomio disponible de grado 0, y 112 y

113 de grado 1. Los polinomios de grado 2 son 4, c~ y ~ De estostres c~c~
esortogonala ti, u2, u3 y a4 y c~. Por tanto,asignamosu4 st ~ Con4
y c~ construimosdoscombinacioneslineales,115 st 4—c~, queesortogonala —

los vectoresexistentes,y 4+4 queortogonalizamosrestandosuproyección
sobre los otros vectores(procedimientode Gram-Schmidt), resultandoun

vectorqueetiquetamos
2comou

7, y quevale: u7 st ~c
2—c¿cond st 2 enestos

modelosbidimensionales.El factor ~ lo introducimospara que u
7 seaigual

a la corrientede la viscosidadde volumen en modelosatérmicos,como se
verá en (6.20). Por último, para completarla base,buscamosun polinomio —

de grado tres ortogonal a los anteriores,que puedeser u6= (4c~—3)c~,o,

escritode maneramássimétricaen c~ y c~, 116 st 4 +4— 3cfr~, — 3c~c~. En
resumen, la basese componede los vectoresdescritosen (6.17) junto con:

114= c~c~ kv§(0,lcl,0,1,—l,0)

2 2us= c~ C!/ st ~(2,—l,—l,2,—1,—1,0)

u6 st (44 3)c~ st (1, —1, l,—1, 1,—l,0)

12 2 1
117= ~c —e0 =~(i,i,i,í, 1,1, —6). (6.18)

a’

Esta basede vectoreses asimismola basepropia de £2. Paraprobarlo es-

tudiamos como varían los vectoresu~ con las operacionesbajo las que £2

es invariante: rotacionesy reflexiones,así que S£2S’ st £2. Entonces 1?

y S conmutany tienenautovectorescomunes. Por ejemplo una reflexión
en el eje X, R~, cambiael signo de cr, y deja invariantes u1, u~, 11~ y

u7, mientras que cambiael signo de 112, u4 y ug. El efecto de es un
desplazamiento en las componente 1 6 de los vectores it. La actuación

de todas las operacionesde simetríase muestraen la tabla 6.1. Los signos

+ y — indican que los vectoresrespectivosson autovaloresde la operación
de simetría con autovalores+1 y —1 respectivamente.La doble flecha in-

dica que los dos vectoresimplicadosforman un subespacioinvariantebajo
la operaciónde simetría. Los subespaciospropios de £2 están constituidos

por vectorescon la mismaparidadbajo las operacionesde simetría. Ya sa-

bemosqueu1, ~2 y u3 sonautovectoresde £2 con autovalornulo y por tanto

no los consideraremos en la siguiente discusión. Analicemos las reflexiones

en en eje Y (primera fila de la tabla 6.1). Los subespaciosinvariantesson
2Etiquetamosestevector como u~ porqueen el casode modelosde 6 bits estevector

desaparece,quedandola basecomo ~‘ ... ¶5

u

e’
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111 112 113 114 u5 116 117

ReflexiónY 14 + - + - + - +

ReflexiónX R~ + + - + + +

Rotaciónir/3 Rna + —~ — +
Rotación2,i73 R

2,r/3 + 4~

IlE

E

EJJJE

+ +

Rotacion ir + — +

Tabla 6.1: Propiedadesde simetríade la basede autofuncionesde £2

{ 114, 116> (autovectores de 14 con autovalor —1) y {u
5,u7> (autovalor ±1).

Los subespaciosinvariantesde R~ (segunda fila de la tabla 6.1) son {114} y

{ 115,11~,117>. Puestoque R~, 14 y £2 conmutan,los subespacios {114}, {116}

y {11s, u4 son subespaciospropios de estastres matrices. La rotación de

ángulo ir/3, ~ descompone el subespacio {us, 11v>, puesto que 117 tiene
paridad bien definida (es autovalor) pero 11~ no. Como consecuencia,11~ es

también un autovalorde £2. Por tanto, la acción conjuntade R~, 14 y Rr1a
descomponeel espacioen subespaciosinvariantesunidimensionalesy, como

consecuencia,autovectores~ de £2.

Podemosextraer más información útil de la tabla 6.1, en particular de

las rotacionesde ángulo w/3. La aplicación de R~¡3 sobre 114 dauna combi-
nación lineal de 114 y 11~. Puestoque 114 y u~ son autovectores,se sigueque

sus autovaloresson iguales.

ParamodelosFHP sin partículaen reposoel procedimientoes el mismo.
Sólo hay que quitar la séptimacomponentede los vectores111 . . .116 y elimi-

12
nar el vector 117, puestoque ~c — cg st O para modelosFIIP de 6 bits. La
tabla 6.1 permaneceválida tras la exclusiónde 11v, y de nuevo u~, i st 1,.. .6

diagonalizan£2.

Este procedimiento de diagonalización de £2 puede aplicarse con cambios

níenoresa los modelosdescritosen el capítulo 2. El punto importante es que
al ortogonalizar los vectorescaco... hay que tratar que seanautovectores
de las operacionesde simetría de la red. La utilidad de esta baseradicaen

que la inversión de 1? se realiza independientementede las reglas de colisión.

Incluso en modelos en los que no existe una forma sencilla del operador
de colisión linealizadoéste método se aplica y permite obtener expresiones

3Los autovectoresu, son el equivalentede los polinomios de Sonineparalasmoléculas
de Maxwell [Balescu 75].
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116 117

FIIP-I 0 31(1 — f)3 612(1 — f)2 —

FIIP-I’ O 3,41 + 2n)

FHP-II 0 1(1 — f)3x
(7—41)

31(1 — f)2x
(3f2—4f±3)

7f(1 —

FHP-UI O n(7 — Sn) 3t«3 — 4tc) 7,41 —2n)

Tabla 6.2: Autovalores
FHP. Los modelos1’ y
de gv = 1(1 — f). Ver en

mr

del operadorde colisión £2 para los diferentesmodelos
III son autoduales,y en ellos los autovaloresdependen

la referencia[d’Humiéresy Lallemand87] o en la seccion

a’

2.3 las definicionesde los modelosFHP-l, 1’, II y III.

ir

compactas para los coeficientes de transporte.
Los autovalorespara los modelos FHP se dan en la tabla 6.2, definidos

como:

£2 u_ —--4_u,~.

-a’

(6.19)

Se han encontrado cotas para los autovalores O =t. =2 fSchmitz y Dufty
90] independientementede las reglasde colisión. Estascotasgarantizanla

existenciade la hidrodinámica en la aproximación de Boltzmann, puesto
que implica la existencia y positividad de los coeficientes de transporte y

por tanto el decaimiento de las excitacionesdel fluido, como sucedeen la

realidad.

Una vez que hemosconstruido la basepropia de £2, pasamosal cálculo
de los coeficientesde transporte.

6.3 Coeficientesde transporteen la aproximación
de Boltzmann

6.3.1 Viscosidades

En estasubsecciónobtendremosla expresiónde las viscosidadesen función

de los autovalores de £2. Sus expresionesse puedenobtenerde (5.9) susti-

Nr

a’

Nr

e’

u
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e’

a’

a’,

¶5
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tuyendoel propagadorcinético por —l/£2, como se obtuvo en (6.11), para

obtener:

~1 = tcc(i+!)cc

4 = ~ (6.20)

dondec~c~y ~&—~gsonconsideradoscomo vectorescon elementos(c~c~)~ st

c~~cI~ y (~c2 — cg» = kc~ — cg respectivamenteque corresponden a las
corrientes¡(ci) definidasen la sección3.3, ecuación(3.77) (d st 2 para los

modelosen estasección).Observemosqueambascorrientessonautovectores
del operadorde colisión £2, con autovalores—~ y —>~ respectivamente.Por
tanto, la viscosidad de cizalla en la aproximaciónde Boltzmannresulta

rl 4(1..IÁ, (6.21)

mientras que la viscosidad de volumen es nula para los modelos FHP-I y

1’ (d 2) y FCHC (d st 4). Estos modelos tienen sólo una velocidad,
¡ c¿¡ st c, y la corrientesasociadaa la viscosidad de volumen en (6.20) se

anulaidénticamente.Por otro lado

p

para los modelos FHP-II y III, con los autovalores ..\. dados en la tabla

6.2. Hemos utilizado el valor de la velocidad del sonido paramodelosFHP,
cg st 3/6.

En la figura 6.3.1 hemosrepresentadola viscosidadde cizalla frente a la
densidadreducida1, paralos modelosFHP-I, II y III (de arriba a abajo).

Como ya mencionamos,al incrementarel númerode colisiones activas se
disminuyela viscosidad. Como se aprecia,la viscosidad es mínima en el

modelo FHP-1U, puesto que es el modelo que mayor número de colisiones
incluye. Este efectoes particularmenteclaro cuandose comparael modelo

FHP-I con el III aaltas densidades;es unasituaciónen la que casi no hay
colisiones activas en el modelo FHP-I, siendo su comportamientoel de un

gas ideal, con viscosidad tendiendoa infinito. Asimismo la viscosidad de

cizalla también tiene el comportamiento de un gas diluido cuando la densi-
dad tiende a cero, u —~ 1/1. Por último, comentar que en el caso de gases
de reden la aproximaciónde Boltzmann, la llamadaprimera aproximación
de Enskog[Resibois 77] esexacta,porque las corrientescrcv y ~c2 — cg son
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0.0

Figura 6.1:

abajo).

f
1.0

3

¶5

2

a’

Nr1

•5~

o
e

Viscosidadesde cizalla para los modelosFHP-I II y III (de arriba a
¶5

autofuncionesdel operador de colisión. Sin embargo, en el modelo unidi-

mensionalde 3 velocidadescon 5 bits [Ernst 90a] o en el modelo térmico de

19 bits con cuatrovelocidadesen la red triangular [Boon et al] ésteya no es

el caso.

6.3.2 Difusividades espúreas

En este caso el cálculo es algo más elaboradoporque el grupo de simetría
quedarestringido al dependerlas difusividadesde las direccionesexternas

o.
Comenzamosreescribiendola fórmula para las difusividades espúreas

(4.14) en función del propagador cinético,

A6(k) = ~i~cec¿{f(irO, ir) — ~}ceci, (6.23)

donde hemosutilizado que <he ¡he> = ¡‘cbcg con h6 y O, definidos en (4.5).

Aquí el propagador cinético ha de ser evaluadoen k = ,rO y z st ir. Ello

es debido a la presencia de los factores (~l)O.r y (....í)t que pueden escri-
birse como ere.r y etlr±respectivamentey que desplazan el argumento de

mr

Nr
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la transformadade Fourier en irO y el de Laplaceen ir. Empleando(6.10)

obtenemos

F(ir6,iw)= 1 (6.24)(LS—li),
LS±£2

dondela níatriz LS se ha definido como

jrO.e Oc

LS = e +1= (—1) +~, (6.25)
que, como consecuencia de que O e, st ±1,0, Vi, es una matriz diagonal
con elementos0 y +2. Aunque la difusividad Ae(k) (6.23) dependede la

dirección de O. los coeficientesescalaresD1 y ~hh’ definidos en (4.18), no.

Evaluamosdichos coeficientespara el vector 01 st (0,2/VI) para el que los
argumentosde simetríase puedenaplicar de maneramás simple. Paraeste

vector, LS resulta:

A1, = (2,0,0,2,0,0, 2), (6.26)

y las corrientesde IiJ±y Li11 son tomandoO st ~ y 0±st

VI
4

3
jD~(cj) = c~ st —(0,1,1,0,1,1,0). (6.27)

4
Ambas corrientes son autovectores nulosdel operadorLS, con lo que puede
eliminarse del numerador de (6.24). Asimismo, jDj(cj) es autovectorsimul-

táneode LS y £2,

(£2 + A)u4 st £2114 st —A4U4, (6.28)

y como consecuencia

= y (6.29)

esto es, la viscosidad de cizalla y el coeficiente D1 son iguales para todos

los modelosFHP.

El cálculo de es más complicado porque c~ no es autofunciónde £2.

Asimismo, la baseque diagonaliza £2 no diagonaliza LS + £2, puesto que LS
y £2 no conmutan.Los argumentos de simetría aplicados en la sección(7.2)

ya no son válidos, puesto que LS no es invariante bajo rotaciones, aunque
si bajo reflexionesen ambos ejes. Dichas simetrías nos permiten dividir el

conjunto {uí Ub} en subespaciosinvariantesde A + £2, a la vista de las
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e’

dos primerasfilas de la tabla 6.1. Son {113}, {114>, {~2, 1161 y {u1,us> parael

modelo FIIP-l y {113}, {~4>, {112, 116> y {uí, 115,117> parael FHP-ll y III. El
vectorc2~ pertenecea los subespacios{111, 115> y {ui,u

5,uv} respectivamente. ~5

El problemade cálculode(LS+£2Sic~se reducea la inversiónde una matriz

2 x 2 y 3 x 3 segúnel modelo,con resultados

st $j——~) =9v (FHP—l)

D 63 (2— .\s)(2—>17) v(/pst 441
8 l4>1~ + 4>17 — 9>1~>1~ 49(/p + 4v (FHP-II,III). (6.30) e’

La primera aproximaciónde Enskog para Li±coincide con el valor exacto

(6.25) puestoque la corrientecrcv es autovectorde LS + £2. No sucedeasí

en D¡¡, porque6% ya no esautovectorde LS + £2. Cuandola densidadtiende

a cero el valor (6.30) y la primera aproximacionde Enskog coinciden, pero
no a densidadesmedias,donde puedellegar a ser 80% mayor que el valor mr

(6.30).

Las simulacionesnuméricas[Zanetti 89] parecenconcluir que fuerade la

aproximación de l3oltzmann, la igualdad entre D±y y deja de ser válida.

La aproximación de Boltzmann para los coeficientes de transporte pro
porciona valoresbastantebuenospara los coeficientes de transporte, con
diferenciasmenoresdel 20% en todo el rango de densidades jd’Humiéres y a’

Lallemand 87][Zanetti 89][Gerits]. Para el coeficiente de difusión, los resul-

tados son inclusomejores,con discrepanciasmenoresdel 1% Ivan derHoef y

Frenkel91a] La razón básicaes que las funciones de correlación temporales mr

en (5.9) estándadashastat = 3 de maneraexactapor la aproximaciónde

Boltzmannqueprediceun rápidodecaimientoexponencial.Por tanto losco-
eficientesde transporteestándominadospor la contribuciónde Boltzmann ¶5

y ello haceque su prediccióncuantitativaestémuyaproximadaa los valores

obtenidosnuméricamente.Sin embargo,como severamasadelante,la apro-

ximación de Boltzmannes cualitativamenteerrónea. Sin embargoen otros mr
modelosde redcomo los gasesde Lorentz, la aproximaciónde Boltzmannno
predicecorrectamentelos coeficientesde transportea ninguna densidadsi

se permite el retroceso de las partículas [van Velzen 90]. En la parte lib de e’

estamemoriadesarrollaremosuna teoríaque cubrirá prácticamentetoda la
diferenciaqueexisteentrelos coeficientesde transporteen la aproximación

de Boltzmanny los valores obtenidos por simulación.

ir’

‘mr

$5

e’
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Factor de estructura

En el capítulo anterior hemos estudiado las propiedades del propagador
cinetico F(k, z) en los límites de grandes separaciones espaciales k —* O
y grandestiempos z —~ 0, régimen en el que apareceel comportamiento

hidrodinámico. Alli fuimos capacesde diagonalizarl’(0,0) independiente-

mente de las reglasde colisión, basándonosúnicamenteen las propiedades
de simetría de la red y de expresarlos coeficientesde transportecomo au-

tovalores de F(0,0). En estecapítulo pretendemosobtenerpropiedadesde
F(k, z) cuandok y z son no nulos, lo quenos permitirá pasarde unaescala

puramentemacroscópicao hidrodinámica (k —. 0) a una escaladonde la
estructuramicroscópicajuegaun papel importante(k # 0). Entraremosasí

en el terrenodela hidrodindmicageneralizada,dondesesuponeque las ecua-
ciones de la hidrodinámicasiguen teniendola misma forma pero en donde

los coeficientesde transportedependende le (ver [Alder y Alley 84] parauna
introducción al temao [Resibois 77,Boony Yip 80,Hanseny McDonald 86]

para un tratamientoformal).

En particular estecapítuloestarácentradoen el estudiode la función de

correlacióndensidad—densidadpara valores finitos de k y z que se expresa
en términos del propagador cinético F(k,z). La función de correlación

densidad—densidades una de las funcionesmás importantes en el estudio
de las propiedadesde no equilibrio de un fluido, porque contiene toda la
información relevante sobre la dinámica del sistema. A partir de ella se

puedenextraerpropiedadestermodinámicas,así comocoeficientesde trans-

porte. Asimismo, en fluidos reales puedeser medida experimentalmente

utilizando técnicasde scatteringinelásticode neutroneso scatteringde luz.
Paraello se incide con un haz de neutroneso fotonessobreel sistemay se

estudiala energíadepositada¡1w en función del cambioen su vector de on-

81
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e
das le. Puestoque tal cambio dependedelas fluctuacionesde la densidad,
podemos obtener información de la función de correlación de la densidad

y de las relacionesde dispersiónw(k). El análogode los experimentosde
ir

scatteringen sistemasrealesson las simulacionesnuméricasen los gases

de red. Ellas nos permiten obtenerel factor de estructuray las relacio-

nes de dispersión. Nosotros obtendremosel comportamientoanalítico de a
las fluctuacionesdensidad—densidada le, z pequeñoen la aproximaciónde
Boltzmann como un desarrolloperturbativo.

Nr

7.1 Teoría de perturbaciones

Como pasoprevio al estudiodela función de correlacióndensidad—densidad,
diagonalizaremosel propagadorcinético 1’(k, z) desarrollandolos autovec-
tores y autovaloresen seriede potenciasalrededordel punto le st 0, z st O
lo que fue tratadoextensamenteen el capítuloanterior.

La aproximaciónde Boltzmanndesarrolladaen los capítulosanteriores
nos permiteescribirel propagadorcinéticoen el tiempo t como el producto

de sí mismo t veces:

[(le, 1) = [e~kc(1 + £2)] = [iF(k, 1)] . (7.1)

Denotaremospor 4~/k,c) (un b-vectorcon componentes4’~.(k) = ~b~(k,c~)
(ji st 1 6)) a los autovectoresnormalizadosde F(le,t st 1) a los que
llamaremosmodosy por ek~(k> suscorrespondientesautovalores.Por tanto,

e ¿k~ + £2)<,(k) st eZs(k>g’,~(k). (7.2)

La matriz r(k,t) en (7.1) y (7.2) no es simétrica, aunqueexp(—ik . e) y

£2 son simétricas(ver ecuación(6.13)). La razón es que exp(—ik e) y £2
no conmutan. Los autovectores4~(k) son llamados autovectorespor la

derecha,y los autovectores~5(k) de la ecuacióntraspuesta

(1± £2)e~kC~~(k)st ezÁ~)~(k), (7.3)

sonllamadosautovectorespor la izquierda. Comparandolasecauciones(7.2)

y (7.3) obtenemosque —

~t~(le) — etkCV~p(k). (7.4)

Las funciones{~,4t,~} con ji st 1,2,... ,b formanun conjunto biortonormal

completo,normalizadosegún:

st Zekc4.y(k)Iks~j(k) st <, (7.5)

ir

e’

ir>
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donde hemos utilizado el producto escalardefinido bajo la ecuación(6.12).

Por tanto, el propagador cinético en la aproximación de Boltzmann resulta

ser,

r~4k, t) — >3 eziÁ(k)t~,,~í(k)4t~j(k)elkC~ (7.6)

5

donde la suma sobre ji se extiende sobre todos los modos. Esta ecuación

es la descomposiciónespectralde 1’, similar a la empleadaen muchasra-

mas de la Física, incluyendo la MecánicaCuántica. En ella podemos ver
explícitamente el decaimiento exponencial de las funciones de correlación,

que es consecuencia de la aproximación de Boltzmann. A partir de ahora
utilizaremos una representación equivalente de (7.2):

[eíkC+ZIk) — ¡1 — £2] 05(le) st 0. (7.7)

La comparacióncon la ecuación(6.10) muestraque [eíkc+z~(k) — — 9] es
proporcionala 1/r(k,z), y quelos autovaloresz5(k) sonlos polosde r(k, z)

en el plano complejo z.

El siguientepasoconsisteen encontrarz55(k) y z4(le). En el capítulo
anterior obtuvimoslos valoresde 4t~ y z5 cuandole = 0, puestoqueen este

casoel factor ekc enla ecuación(7.1) es igual a 1 y el análisisespectralde 1’

se reduceal de £2. Por tanto, tenemosque<~(0) = u,~ dadosen la expresiones

(6.17) y (6.18) y z5(0) = log(1 — A,~) con los valoresde >1~, i =1 bde
la tabla 6.2. En dicha tabla podemosver quehay dos tipos de autovectores
de £2, aquellos con autovalornulo y el resto que tienen autovalor positivo

(0 < ¾< 2, ver ecuación(6.19)). Agruparemoslos modos atendiendoa
este criterio, su valor z5(0), puesto que según sea éste, su comportamiento

es cualitativamentediferenteparavalorespequeñosde le.

• Si Re(z5(0)) st O cuando le —* 0. El factor e
2’ _ 1 así que los mo-

dos con este autovalor casi no se amortiguanen la evolución. Sólo

decaenmás lentamentecon órdenessuperioresde le. Correspondena

cantidades conservadas en la evolución y son, por tanto, modos que so-
breviven alargos tiempos. Estosseránlos modosen los queestaremos

principalmenteinteresados,puestoqueson elloslos quedanel compor-

tamiento hidrodinámico. Debido a suscaracterísticaslos llamaremos

modos lentoso hidrodinámicos.

• Si Re(z
5(O)) ~ O cuandole —~ 0. En estecasoel modo correspondea

unaexcitación quedecaerapidamentecon un tiempomedio (z5(0))’,
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a’

por lo queen pocos pasostemporalessuamplitud esdespreciable.Los
llamaremosmodos rdpidos o cinéticos.

ir

Existe otro tipo de modos, los modos espr¿reos, tratadosen el capítulo
4, que correspondena Re(z~(le)) —~ O pero no cuando le —‘ 0, sino cuando
le —~ ir0. Comocorrespondenamodosmuy rápidamenteoscilantes,verifican

que Im(z4(le)) —+ ir cuando le —# ir0. No los trateremosen detalle, pero

volveremos sobre ellos más adelante.

A continuaciónobtendremosQ(le) y z4(le) para los modos hidrodiná-

micos como un desarrollo en serie alrededor de le st 0. A causade que el
(O)

autovalor z4(O) st Oes (d+ 1) veces degenerado,<‘,. st {l,c}, tenemos

que utilizar teoría de perturbacionespara valoresdegenerados.Por tanto, mr

escribimosQ(le) y z4(le) como:

zg(le) st ikzfj) + (ik)
2z§2> + . .. —

<‘Ák) = <4) + ik4j’> + (ik)2<47> + (7.8)

(n) (n) adonde cadavector <‘AL es un vectorde componentes~ . El ordencero de

V’~(le), Wf) es igual a <‘dO), y coincide con los vectores u~ definidosen (6.17)

y (6.18). Modos con Im(z
5(le)) # O (o bien, 4’> ~ O en la ecuación(7.8)) a.

representan modos amortiguados propagantes con velocidad de propagación

¡ Im(z~(le))I, mientras que si lm(z~(k)) st O los modos son puramentedifu-

sivos. El coeficiente Re(z4(le)) (o 42> en (7.8)) es la difusividad del modo o

constante de amortiguamiento. Tal como se ha escrito en (7.8) 42> tieneque

ser positiva, para que la amplitud del modo decrezca, o bien Re(z5(le)) < 0.

El método de obtener4’> y 42 consisteen incluir las expresiones(7.8) a’

en la ecuación (7.7) y diagonalizar la ecuación resultante orden por orden en

k, multiplicando dondeseanecesariopor las (d + 1) autofuncionesnulas de
(1)

£2, <‘AL(O). La ecuaciónen orden 0 permite obtenerzAL y 441>. A partir de e’

ellas y con la ecuaciónen orden 0+1 se puedeobtenerzfi+¡> que dependerá

de 47’> con m < 1. Este desarrolloes formalmenteigual a la teoría de

perturbacionesen Mecánica Cuántica [Schiffl y permite obtener t4(le) y

zM(k) hastael orden deseadoen k.

Como ejemplo, aplicaremos el método a uno de los modos hidrodinámi-

cos, el modo de cizalla o de densidad de momento transversal (ji st t). En
estecasola ecuación(7.7) con las sustituciones(7.8) da en orden 0(1):

£24/0) — 0 (7.9)
AL

e’

a’

a
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como ya sabíamos,puestoque estamoshaciendoel desarrolloalrededordel

punto le = O, donde conocemosel espectrode 1’. A partir de la teoríade
perturbacionesen primer ordendeterminamoslos (d+ 1) autovaloresz~(k) y
las combinacioneslinealesadecuadasdelos (d+ 1) autovectores nulos, <1.c}.

(1>

De estaforma encontramosz~ O y para el modo de cizalla bastaorden
0(1) <‘(0) — ct E c, donde k± representael vector unitario ortogonal

al vector le, obtenemosla ecuación

(1) (0) (1)
(z~ + ci)4’~ — — 0 (7.10)

con c¡ E le . e. Por tanto, la función hastaorden k resulta sin normalizar:

1<4’) — <‘(0) ik~jcuukt st ct + —ikc¡c~
+ (O> £2 - (7.11)

(1)
El hecho <le que z~ st O implica que el modo de cizalla es puramente
difusivo, como ya se obtuvo en el capítulo 3. El siguienteorden, 0(k2) es:

12’~(O) (1)
(42) + ~c¿}<’~ + c¿<’~ — £2&> — 0 (7.12)

(0)Multiplicando de nuevopor ~ , tenemosparala difusividad:

E 2] ~

st —c¡i/>~ + — e, ¡
1 (¿.4)

— —~--jc¡ct c,ct. (7.13)o

Perosabemosque, de acuerdoa (6.20) y (6.21), la difusividad del modo de
cizalla es precisamentela viscosidady. Por tanto, obtenemosde nuevo la

fórmula de parala viscosidad (6.20) en la aproximaciónde Boltzmann: la

corrienteasociadaa la cantidadconservada,sobrela que actúael inversodel

operador de colisión £2 1 que multiplica de nuevo a la corriente. El factor

1/2 es la partepropagantey el factor (O> (O) = bcg en el denominadorno4,t <‘t

es más que el elementode la matriz de susceptibilidadesx de la ecuación

(3.73).

Paralos modos sonorosobtenemossimilarrnente,

<‘~(le) = (ej + aco)+ ~ik(4 — cg)

Za(le) = —iac
0k — 4k

2
2

(7.14)
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En estecasoc0 es la velocidad del sonido y 1’ es la constanteamortiguadora

del sonido (no confundir con el propagadorcinético), que en el caso de
modelosatérmicosvalen

= 3/5

F st 2(4 —cg)[~ — ~1(c7c¿)/44t<’~
0) — v±(/p, (7.15)

donde hemos usadoque x
06 — </0>4/o) — 2&2 El procedimientopresen

tado se puedeaplicar igualmentea los modos cinéticos. Tambiénse pueden ir

obtenerlos modos espúreos,cambiandoel límite le —* O por le —* irA. Ello

lleva esencialmentea reemplazarla matriz £2 por LS + £2, como se describió

en la sección6.3.2. a’-

El análisis aquí presentadoes muy atractivo desde el punto de vista
teórico porquepermite obtenerel comportamientocualitativo de los modos

(oscilantes,puramentedifusivos,... ) así como las constantesde amortigua-

miento y la velocidad del sonido. En la práctica, el cálculo de órdenes
elevadosen k resultamuy tediosoy es más sencillo recurrir a la obtencion

numerícade los autovaloresy autovectoresde (7.1). Además,como ya vere- a’

mos, las funciones z~(le) no son funciones analíticas de le, y un esquema corno
el descritonuncadarávalorescorrectosmás allá del límite de analiticidad.

Los resultadosperturbativos hasta orden k
2 se muestranen (7.13) y ir

(7.14). Los autovaloreshasta0(k2) son isótropos, esto es, z~(le) st zAL(¡le¡)

en la red triangular, perono en unared con simetríacubica. Las correccio-
nes en órdenessuperioresdependende la dirección de le. Dibujamosen la

figura 7.1 la parte real (a) e imaginaria(b) de los poloszM(le) para el modo
de cizalla ji = t (superior)y los modossonorosji = ±(inferior) parael mo-
delo FHP-I a densidad1 0.4 cuando le forma un ángulo 0k <12 (ver a’

discusión posterior acerca de la dependenciaangular). Las líneasde trazos

correspondena los resultadosperturbativos(7.13) y (7.14),mientrasque las

líneascontinuassonlos resultadosnuméricosde (7.1). Como erade esperar a’

el acuerdoseproducecuandole espequeño,mientrasquecuandole crecelos
órdenessuperioresen le desvíanel comportamientode las parábolas(7.13)

y (7.14). a’

Otro efecto observablees el de la dependenciadel espectrocon la di-

rección del vector de ondasle, caracterizadopor un ángulo 9k’ Se produce
debido a la estructuraanisótropade la red, en particular cuandose estudia

a valoresfinitos de k. La isotropíaestágarantizadasólo hastaorden 0(k2)
cuandose considerangrandesregionesespaciales,que implican le — 0, pero

no a valoresfinitos de le. Comoconsecuencia,para cadavalor del ángulo0k e’

e’

ir
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Figura 7.1: Espectrode los modoshidrodinámicosdel modelo FHP-I a densidad
1 = 0.4, en la dirección de k con Ok = <12 en función de k. La figura (a)

muestrala partereal de z~(k) cambiadade signo para el modo de cizalla (ji st

líneassuperiores)y para los modos sonoros (ji = a, lineas inferiores). La figura

(b) muestra la parte imaginaria. Las líneasdiscontinuascorrespondenal análisis
perturbativo, mientrasquelas continuasa la resoluciónnumerica.
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2.
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Figura7.2: Espectrodelos modoshidrodinámicoscomo funcióndek paradiferentes
direccionesde k en el modelo FHP-I a densidad1 = 0.25. La parterealse muestra
en (a) y la imginariaen (b). La bandasuperioren la figura (a) se refiere al modo
de cizalla y el inferior a los modossonoros.
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existeun espectro,y los autovaloresvaríandentrode una banda. Ello seha

dibujadoen la figura7.2, parael modeloFHP-I con 1 = 0.25. La líneade tra-
zosrepresentalos valoresobtenidosmedianteteoría de perturbaciones (7.13)
y (7.14), mientrasque las zonas rayadasson las bandasa las que pertenecen

los autovalores de los modos hidrodinámicos. La superior está asociado al
modo de cizalla, queesmás anisótropoqueel modo sonoro(curva inferior).

El efectode la anisotropíaes pocoimportanteparalos valoresde le en losque
estamosinteresados(le —+ 0), aunquecuandole es moderadomodifica cuali-

tativamenteel espectro.Si mantenemosválidaslas fórmulasde Green—Kubo

paralas viscosidadesen términosde >1~, ecuaciones(6.21) y (6.22), la depen-

denciaen el ángulo6k de >1 se transmitea las viscosidades,obteniendoahora
la dependenciav(k) y ((le). Así entramosen el régimende la hidrodinámica

generalizada,dondelos coeficientesde transportedependendel módulo y,

para gasesde red, del ángulo de le. El efecto de anisotropíaes típico de los

gasesde red, que se definensobreuna malla discreta. En fluidos continuos
e isótropos la dependenciaen 0k del espectrodesaparece.A la vista de esta

gráfica, podemosdar una explicación [Das et al 92] a un resultadoencon-
trado en las simulaciones [d’Humiéres y Lallemand 87] [Rivet y Frisclí 903,

la aparición de una viscosidad de volumen negativaen el modelo FHP-I.

Dicha negatividades imposible porque se ha probado [Schmitz y Dufty 90]
que los coeficientesde transporteson positivos o nulos. Las simulaciones

se han realizadoparavectoresde ondascon módulo del ordende 0.3. Para

estos valores, las desviacionesentre los valoresperturbativos y los exactos
(numéricos)son apreciables.Si la dirección del vector de ondases paralela

a uno de las direccionesde la red (que es la dirección más comunmente
utilizada), resultaque la viscosidadde cizalla exactaesmayor que la pertu-

rbativa. Sin embargo,la constanteamortiguadoradel sonido exactaes mas
cercanaa la perturbativa. La viscosidadde volumen, (, se obtiene como

diferenciade ambas. Por tanto, como el valor perturbativode la viscosidad

de volumen es nulo, el exacto resulta ser negativo. Pero todo ello es un
efecto del tamañofinito del vectorde ondasutilizado en las simulaciones.

En la figura siguiente 7.3 representamos el espectro del modelo FHP-I

a densidad 1 = 0.5 y dirección de le, 0k = <12, incluyendo modos hi-
drodinámicos y cinéticos. El espectrotiene un comportamientobastante

complejo, puestoquelos modos se acoplanparadar paresde modospropa-
gantes y más tarde se desacoplan de nuevo. Con la vista puesta en la figura

7.3 podemosdistinguir variasregiones.Cuando Iv es muy pequeño (Iv < 0.1)

existe una clara separaciónentre modos lentosy rápidos. Estamosen las

cercaníasde ir st O y los modos estánbien descritospor la aproximación
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Figura 7.3: Espectrodel propagadorcinético para el modelo FLHP-l a densidad
1 = 0.5 y ángulo 0k = <12. Los diferentesregímenes,hidrodinámico,cinético y
partículalibre (ver texto) se observanclaramente.NótesequeImz~(k) estádefinido
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perturbativahastaorden k2, ecuaciones(7.13) y (7.14). Es el régimende la
hidrodinámicaclásica. Paravaloresde Iv mayoresque 0.1 pero menoresque

0.2 todavíaexiste distinción entremodoslentosy rápidos,pero los autova-

lores dejan de coincidir con los obtenidoscon la teoríade perturbaciones.
Entramosen la hidrodinámicageneralizada,que suponeque las densidades

conservadasson todavíalos modoslentos. Aquí se asumeque la forma fun-
cional de las ecuacioneshidrodinámicasseconserva,peroquesuscoeficientes

(1)
ZAL (le) y 42>(k) sonfuncionesque varíanlentamente con el vector de ondas
le [Luo et al 91]. En el rango que nosocupa(0.1 < Iv <0.2) estamosdentro

de los límites de aplicabilidad de dicha teoría. Si seguimosincrementando

Iv, cuandollegamosa Iv 0.21 dos modos cinéticosse mezclan’ formando
un par de modoscomplejosconjugadospropagantes,como seve en la figura

7.3b, donde apareceun modo con lmzAL(k) # O. Asimismo,cuando Iv 2.3

el modo cinético restante se mezcla con el modo de cizalla2 para dar otro
par de modos propagantes. En este momento deja de tener sentido hablar

de los modos hidrodinámicoso cinéticos,e incluso la hidrodinámicagene-
ralizadaya no es válida. Estos puntos definen el radio de convergenciade

los desarrollosperturbativosen Iv, puestoque en ellos los autovalorescruzan
por un punto de no analiticidad. A partir de ese punto los autovaloresse

acercan a un único valor, descrito en buena aproximación por £2~, (ver dis-

cusiónen la sección7.4), que aproximadamentealcanzancuandoIv 1.5. A

partir de ahí el espectroestádominadopor el factor eíkc, que corresponde
a la propagaciónlibre. Los autovalorescasi no varían,hastaque se llega a

Iv z 3 7 Iv _ 5.1 y Iv 6.5, dondelos modosse separanmomentáneamente,
volviéndosea unir posteriormente[Das et al 92].

La forma del espectroquese ilustra en la figura 7.3 no es universal, sino
quevariaconla densidady el ángulodel vector le. A densidadesmayoresque

1/3 los dos modoscinéticosdegeneradosa Iv st O se localizanentrelosmodos
hidrodinámicosy el modo cinéticono degenerado.Paradensidadesmenores

que 1/3 esteordense altera,aunquela descripcióndadasiguesiendoválida.

Respectoa la dependenciaangular, el espectro presentadocorrespondea

st r/12, cuandosólo existe la simetría le —, —le. Hay otras eleccionesde
que poseenmás simetrías,queson cuando k se dirige a lo largo de los

enlacesde la red (Ok st n,r/3, u = 0,...,5) o bien cuandosedirige a lo largo

‘Son íos que correspondena = c~c~ y = 4 — 4. Aunque los considerado-
nes de simetríadel capítulo 6 ya no son válidas porquek $ O, si tenemos la simetría
z, vi -‘- {—r, —y>, y lasdosfuncionesanterioresformanun subespacioinvariante. Dicho

suhespaciose mantieneinvarianteparatodo k.

flos modosquesemezclanahorason los relacionadoscon g¿f) = c, y 40) — (4c2 —3)c~.
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de la bisectriz de dosenlaces(Ok nir/3 + nG, u st O,.. .,5). En el primer

caso, una vez que los modos se acoplan por pares,estos no se agrupan,
sino que tienden a tres valoresindependientesdadosaproximadamentepor

—£2ii + £213 y ~ [Das et al 92]. El segundo caso es el de mayor simetría,
y en él el modo de cizalla y el cinéticono se acoplan,sino que tienden a 4

valores diferentes. e

El espectro también depende del modelo. En el modelo FHP-lll, con

muchas más colisiones activas, el régimen hidrodinámico es más amplio
y prácticamenteno hay regionesde partículalibre (excepto a densidades

extremas),que correspondena modeloscon pocascolisiones activas,donde
la propagaciónlibre es relevantea densidadesmedias.

7.2 Factor de Estructura
*

En la sección anterior hemos analizado el espectro de F(le, t). Ahora traba-

jaremos con el llamado factor de estructura, transformadade Fourier de la

función de correlación densidad—densidad. La importancia de esta funcion

radica en que se puedemedir experimentalmenteo mediantesimulación
numérica,y a partir de ella obtenerpropiedadestermodinámicasy detrans-

porte de formaexperimental.Permite realizarel pasode la microdinamica

a la macrodinámica, puesto que a partir de mediciones de las fluctuaciones
de la densidad (microscópico) podemos obtener parámetros termodinamicos

y coeficientesde transporte(macroscópicos).

El factor de estructurase define como la doble transformadade Fourier

en posicionesy tiempos[Resibois 77]:

00

pS(le,w) = >3 >3 e~Wttkr<6p(r, t)óp(O,0)>, (7.16)
r t=—oc

¶5

dondep esla densidadtotal, p = bí y ¿p(r, t) es la fluctuacióndela densidad
local definida como:

¿5p(r,t) st Zbn(r,c¿,t), (7.17)

Así pues el factor de estructura es (utilizando (5.8)):

00

pS(k,w) = >3 >5 e”~’”~ >3r,,(r,t)n. (7.18)

r t=z—co 1)

e

o’

o’

¶5



7.2. Factor de Estructura 93

(recordemosque para modelosatérmicosÑ = t¿). La transformada de Fou-

rier de la función de correlacióna igual tiempo define el factor de estructura

estático,

pS(k) st >3cík.r Zrér,0)K = (7.19)

r

dondehemosutilizado las propiedadesatiempo cero del propagadorcinético

(6.2). Si empleamosahora la simetría del propagadorcinético3 F(le,t) =

f(k, —1), podemosescribir el factor de estructuracomo

00

pS(le,w) st >55eflk r(e~twt + etw~)>3F¡,(r,t),v — p.S(le), (720)

t=O r

donde el factor pS(le)apareceparacompensarla presenciade dos términos
en t st O en estaecuación. Por tanto,

pS(k,w) st 2Re>3F~,(le,iw)K— pS(Ic)
‘3

2Re >j (iw+íkc’ £2) euv±¡kc,tc — pS(le). (721)

ti ti

En esta última ecuaciónhemos sustituido el propagadorcinético por su
apro~macíon de Boltzmann, ecuación (6.10). Podemos reemplazar a conti-

nuación el factor ew+kc en el numerador de (7.21) por (ew4kC — 1 — £2 +

1 + £2), para obtener:

pS(le.w) st 2Re>3 (=W+Ík.i-.~ — Q)je —1—

‘JI

+ (iw+ik.c’ w. — £2))’ + £2)¡

5tc — pS(le). (722)

Recordamosque el operador£2 satisfaceque E. £2~, = 3., £2¿~ st 0, como
consecuenciade la conservacióndel número de partículas, (5.12) y de la

simetría £2~., st £2.,~ si se verifica (6.13). Por tanto, el factor de estructura se
reducea:

pS(le,w) st 2Re3 (+k’ ¿ i’c + pS(le). (7.23)
‘3

‘Paragasesde red con dinámicaestocá.sticatenemosúnicamenteevolucióntemporal
haciaadelante. Entoncesdefinimospara < o, F(k, t) = F(k, ti)
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Estaserála expresiónqueutilizaremosparala evaluaciónnuméricadel factor

de estructura.
En fluidos continuos,y debidoa la total isotropía,S(le,w) no dependede o’

la dirección de le, no siendo así en gases de red. Podemos estudiar S(le,w)
con su dependenciaangularo bien hacerun promediosobre6k•

o’

7.3 Método de Landau—Placzeck

La inversión analíticade (7.1) es muy complejaparatodo valor de le y w o’

Nosotroslo haremosnumericamenteexponiendolos resultadosen la seccion

7.4. Sin embargo,existeun métododebido a Landauy Placzeckquepermite

evaluarS(le,w)en el régimenhidrodinámico,pequeñovector de ondasy pe- o’

queñafrecuencia. Su argumentose basaen queen el régimenhidrodinámico
sólo los modoslentosson relevantesen el factor de estructura.Hacemosesta

idea más precisapartiendode la ecuación(7.18), donderealizamossólo la o’

transformadade Fourier en la variable r, obteniendo,
CC

pS(le,w)st >3 e~’~ >3 F
0(k, t)tc. (7.24) o’

t—0O tj

Insertamosahora la descomposiciónespectralde r15 dada en la ecuación

(7.6), que nos lleva a o’

CC

pS(le,w) >3 >3e~Á~ >3<’iioppjeík½c, (7.25)

t—00 AL ti a

dondela suma sobreji se extiendetanto sobremodoshidrodinámicoscomo

sobre modos cinéticos. En el régimen hidrodinámico, en el que estamos

interesados,los modos lentos tienen autovaloresque se comportan como o’

¡ Rez4(k)¡ st 0(k
2) mucho menoresque 1, mientrasque para los cinéticos

como ¡Rez,~(le)¡ st 0(1). Por tanto los modos cinéticos se amortiguan

rápidamentey son despreciablestras pocos pasos temporales,en contra- o’

posición a los hidrodinámicos que decaen muy lentamente. La aproxi-

mación de Landau—Placzeckconsiste precisamenteen ignorar los modos

rápidoso cinéticos, restringiendola suma en ji en (7.25) a los modoshidro-
dinámicos únicamente. Esta aproximación está perfectamentejustificada

cuando¡Rezhj~
0(le)¡ < IRezcínet(k)¡. Aun dentro del grupo de modoslen-

tos, el modo transversalo de cizalla no contribuye, puesto que verifica que

Zí <‘ti st O y, por tanto, no se acopla con la densidad.Así puessólo queda
el par de modos sonoros,y st ±. Por tanto, el factor de estructuraen la

aproximación de Landau—Placzeck resulta:

o’

o’

o’
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CC

pS(le,w) >jj] e~”’~ >3 eZAL<k)t >3 <‘4’ QMJ~~~ (7.26)

AL± tJ

Podernosrealizar la transformadade Fourieren t, obteniendo,

pS(le,w) st 2Re E [1 — e¾w+zÁk) — 1] E <‘ALI 4%fle iv. (7.27)

u

Si empleamoslas expresionesválidas hastaorden Iv2 dez±(k)obtenidasen
(714) y (7.15),y recordamosqueestamosen el régimenhidrodinámico(k,w
pequeños),obtenemosque:

pS(le,w) st b >3 F¡2k2
az± (~ akco)2 + (f’/2)2Iv4 (7.28)

dondehemosutilizado que Z~ <§~> — b/2 (propiamentenormalizado). La
ecuación(7.28) es la famosafórmula de Landau—Placzeck.Un ejemplotípico

de S(k,w)seda en la figura 7.4. La ecuacion(7.28) muestraqueen el límite

hidrodinámico el factor de estructura tiene dos picos, llamados picos de
Brillovin, lorentzianascentradasalrededorde w st +c

0Iv, que se asocianal

decaimientode las ondassonoras. La constantede amortiguamiento,rIv
2,

viene dadapor la anchurade la lorentzianaen su semialtura.
En fluidos en los que la energíaes conservadaapareceun tercer pico,

llamado pico de Rayleigh,que correspondeal modo térmico o fluctuaciones

de entropía. Comoes un modopuramentedifusivo estálocalizadoen w st 0.
En el modelo FHP que nos ocupa no aparece puesto que no hay conducción
termicaya que no se conservala energía.En modelostérmicos tal pico ha
sido observadoen la simulaciones numéricas [Crosflís et al 92] en acuerdo

con los resultados que se obtienen al hacer la teoría de Landau--Placzeck
con modos térmicos. En ellos, tanto la anchurade los picos de Brillouin

como el de Rayleigh y la velocidaddel sonido dependende la densidady de

la temperatura.

En lo que resta de capítulo compararemosel resultad del método de
Landau—Placzeckcon la resoluciónnuméricade S(le,w) obtenidaapartir de

(7.17).

7.4 Análisis de diferentes regímenesdel factor de
estructura

Esta sección estará dedicada al análisis del factor de estructura S(k,w) en

diferentesregímenesde (le,w), con w ~ 0(k). Nos limitaremos al modelo
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Figura 7.4: Factor de estructuraen el límite hidrodinámico.Los picos de Brillouin
se localizan en +c0k con anchuraFIv

2.

FHP-I, por ser el más sencillo y el que presentatodas las características
esenciales.Asimismo nos concentraremosen los modossonoros,puestoque

los modosde cizalla no contribuyena S(k,w). Hemosencontradotres tipos

de comportamiento,relacionadoscon la estructuradel espectrodiscutidaen
la sección7.1. Los llamaremosrégimenhidrodinámico,régimende partícula

libre y régimencinético, caracterizadospor diferentesvaloresde Iv. Pasamos

a analizar cadauno separadamente.

7.4.1 Régimen hidrodinámico

¶5

e’

e

e

o’

Este régimen se obtiene cuandok es pequeño. En él se recuperala hidro-
dinámicaclásica,y la fórmula de Landau—Placzeckesválida. Sucedecuando

hay una claraseparaciónde escalasentremodos hidrodinámicosy cinéticos
(corresponde, para hacernos una idea, a Iv < 0.1 en la figura (7.3)), esto es,

o’

‘e’(7.29)

En el orden más bajo en Iv reemplazamos la parte real de los poíos de los mo-

dos hidrodinámicospor su expresiónperturbativa, Re(zl~ácfro(k)) =—rk2/2,

es

-c
0k c0k

u
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Figura 7.5: Factor de estructurapara el modelo FHP-I
Iv st 0.05 y 0k = <12. La línea continuaes la evaluación

discontinua(superpuesta)la fórmula de Landau—Placzeck

3

2

1

o
0.06

a densidadf st 0.5 con
numérica de S(k,w) y la

con 1’ st U Y 1/A
4 (ver ecuación(6.21)) y los cinéticospor log(1 — A,) —A~.

Así pues,si suponemosquetodoslos autovaloressonaproximadamenteigua-

les (lo que sucedeen un amplio rangocentral de densidades),obtenemosla
condición que sesatisfaceen el régimenhidrodinámico:

Iv « A4,A6. (7.30)

Estoes, Iv ha desermuchomenor queun elementotípico de £2, y por tanto,

i(k e + w) se puedeconsiderarcomo una pequeñaperturbación de £2 en
la ecuación(7.23). En el modelo FHP-I a densidadf = 0.5 los autovalores

valen (ver tabla 6.2) A4 st 0.1875y A6 st 0.375. Así puesel rango de validez
del régimenhidrodinámicoes Iv ~< 0.2, como seobtuvoanalizandoel espectro

dibujado en la figura 7.3.
Una vez que se ha fijado la condición (7.29), el método de Landau—

Placzeckestá perfectamentejustificado, y sus resultadosse ajustan muy
bien a la evaluaciónnuméricade S(k,w). Ello se puedever en la figura 7.5,

donde se ha representadok
2pS(le,w)a densidad f st 0.5, con Iv st 0.05 y

con 6k ir/12. El factor deescalak2 se introduce porque en los máximos la

función de estructura es de orden -~ (rk2<1. La línea continuamuestrala

—0.03 0.00 0.03
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Figura 7.6: Igual queen la figura 7.5 pero con le =0.1

evaluaciónnuméricade S(le,w) a partir de (7.23) mientrasque la de trazos

correspondea la fórmula de Landau—Placzeck,ecuación(7.28). El acuerdo
es magnífico, superponiéndoseambascurvas. Paravalores más pequeñosel

resultadoes aún mejor, como cabeesperar. Asimismo, en esterégimen la
isotropíaestágarantizada,como se observaen las figuras 7.2. Según incre-

mentamosIv, nos alejamosdel rango de validez del régimenhidrodinamico.

En la figura 7.6 se representael factorde estructuraparala mismadensidad

y 6k, pero con vectorde ondas Iv = 0.1. Aquí se empiezana notar pequeñas
diferenciasentreel resultadoexactoy la fórmulade Landau—Placzeck,aun-

que el acuerdotodavíaes muy bueno.

¶5

¶5

a

e

e’

e’

7.4.2 Régimen de partícula libre

El régimen opuesto al hidrodinámico es el llamado régimende partícula libre

o de alta frecuencia,quese obtienecuandola desigualdad(7.30) cambiade
sentido, esto es, cuando

Iv» A
4,A6,

o’

(7.31)

pero manteniendoIv pequeño. Este régimense obtienea densidadesextre-

mas,porque en ambos autovaloreshay factores f y 1 — f, que hacen los e.-

¶5

e’

0

el
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Figura 7.7: Factor de estructuraparael modelo
Iv = 0.1 ilustrando el régimen de partículalibre.
anchura £2~ = 0.001.

3
2
Ci)
ci-cg

FHP-I adensidadf = 0001 y con
Los picosse localizan en Iv - e1, con

40

20

o
—3 —2 —t —0 1 2 3

a>

0.03

0.02

0.01

0.00
0.1500.075

Figura 7.8; Igual queen la figura 7.5 pero con Iv st 3
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e
autovaloresmuy pequeños.En este caso£2 se puedeconsiderarcomo una
pequeñaperturbaciónde «le.c+w) en (7.23). Podemoshacerun desarrollo

perturbativoalrededorde f st Oo f st 1 (£2 st 0> [Das et al 921, paraobtener
que los poíos se localizan en:

z4(k) ile •c4 + f?gg, ji st 1,...,6, (7.32)
el

con lo quela función de estructuraresulta

6 e
pS(le,w) = 2Re>3 le. e1) + £2~

•=~ ~G (7.33a)
es

st 2Z(le)2£22t~

(7.33b)
En el límite de densidadnula (f —~ O) podemos podemos aplicar el resultado:

1 1 el
hm st Pr + irS(w — wo), (7.34)

2W

(dondeP denotala parteprincipal) a la ecuación(7.33a) paraconcluir que
en este régimen aparecenpicos con forma de 6. localizadosen le . c~. Ello

se ilustra en la figura 7.7 a densidadf st 0.001, Iv = 0.1 y = <12. En

ella se aprecianlos picos localizadosen k . c~, en este caso en los valores

±0.26,+0.707,±0.966. Igualmentela anchuray la altura de los picos es
similar para todos ellos, dada en buenaaproximación por 2£2~~ y
respectivamente,como se obtienede (7.33b). Porsupuesto,en esterégimen e’

la aproximaciónde Landau—Placzeckes completamenteerronea.
Si se analizarael espectropara el casorepresentadoen la figura 7.7, a

densidadf st 0.001, se observaríaque los autovaloresz4(k) convergena e
un valor constantepara valores muy pequeñosde Iv (Iv ~ 0.005). Es un

espectromuy similar al presentadoen la figura 7.3 pero la convergenciade

los autovaloresse produce para Iv 0.005. A partir de ahí se entra en e’

el régimen de partícula libre. En este sentido, tambiénexiste régimen de

partículalibre adensidadesmásaltas cuandolos autovaloreshanconvergido

a uno solo. Por ejemplo,a densidadf st 0.5 (figura 7.3) para Iv > 1.5 los re’

autovaloreshan convergidoa uno único, dado en buenaaproximaciónpor

£2jí. En la figura 7.8 se ha ilustrado este efecto para Iv st 3 y densidad
f st 0.5, dondese aprecianlos picos centradosen ±0.78,+2.12,±2.90y con O’

anchuraaproximadamenteigual a 0.29 mientrasoue £2~ st Q95
Cuanto menor es la probabilidad de que ocurra una colisión antesse

alcanzala transición al régimen de partícula libre. Ello se puede hacer e’

e

e-

e
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Figura 7.9: Igual que en la figura 7.5 perocon k 025

de dos maneras:disminuyendo(o aumentando)la. densidadhastavalores
extremos(figura 7.7) o bien trabajando con modelos con pocas colisiones

efectivas, como el modelo que nos ocupa,el FHP-I (figura 7.8). En un mo-

delo con muchasmás colisiones activascomo el modelo FHP-lII el régimen
de partícula libre no se alcanzasino para valoresextremos de la densidad

[Das U al 92~.

7.4.3 Régimen cinético

Es un régimen intermedio entre los dos anteriores. Los modos cinéticose

hidrodinámicosno estánclaramentediferenciados,pero todavía no se han

fundido en un único valor. La teoría de Landau—Placzeckya no es válida,
porque su hipótesis de separaciónentre autovaloresfaila. Ello se ve en la

figura 7.9, a densidad f = 0.5 y Iv = 0.25. El cociente entre Zcinet y Zb.id~ro

es del orden de 15, y aunquela teoría de Landau—Placzeckda todavía un

acuerdocualitativo, es cuantitativamentediferente4. Cuando aumentamos

el vector de ondas hasta Iv st 0.75 (figura 7.10) el cocienteentreautovalores

4La teoríade Landau—Placzeckdaría resultadosmejoressi se utilizaran en (725> los
valoresco(k) y F(k) obtenidostras resolvernuméricamentela ecuación(77>.
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Figura 7.10: Igual que en la figura 7.5 perocon k = 0.75

cinéticose hidrodinámicosdecrecehasta3 y la teoríade Landau—Placzeck
ya no es ni cualtitativamentecorrecta.En la línea sólidade 7.10se empieza

a vislumbrar un comportamientode partículalibre, con dos picos centrales

y dos lateralesquesedescompondránen dos picos tipo 6 cadauno paradar

un espectrocomo el de la figura 7.8. Obsérvesela variación del factor de

estructurasegúnse incrementaIv (compáreselas figuras 7.5, 7.6, 7.9. 7.10 y
7.8).

Una vez acabadoel análisis de los diferentesregímenesdel factor de es-

tructura, algunoscomentadosson necesarios.La dependenciadel factor de

estructura con el ángulo es importante cuandoestamosfuera del limite hi-
drodinámico. Por ejemplo, parala densidada la que estamostrabajando,

f st 0.5 la localización de los picos de Hrillouin varía menos de un 0.2%
cuandoel módulo de Iv vale 0.1. Cuando Iv crece hasta0.2 (ya fuera del

que hemos llamado régimen hidrodinámico) la variación es del 2%. Para
la constantede amortiguamientola dependenciaes mayor, como se puede

intuir comparandola dependenciadel espectrocon la dirección, figura 7.2.
Porello en el régimenhidrodinámcio podemosprescindirde la dependencia

del ángulo en S(k,w), y suponerque S(k,w) st S(Iv,w). Cuando se está

interesadoen otros regímenesde Iv, S(k,w)dependedel ángulofuertemente,
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en particular en el régimende partículalibre. Por ello es importante espe-
cificar con que ángulose trabaja. Ello es decisivo si queremoscompararla

teoría con las simulacionesnumerícas.
Parael modelo FHP-lIl, como ya hemoscomentadoa lo largo del capí-

tulo, las cosasson algo diferentes. El resultadomás importante es que el
régimende partículalibre no se alcanzapara muchasdensidades,extendién-

dose el régimen hidrodinámico(clásico o generalizado)hasta valoresmuy
altos de Iv. Ello es muy bueno puestoque estamosinteresadosen los gases

de red para modelar las ecuacionesde la hidrodinámica. y cuanto mayor

seanestos rangos,mayor será la aplicabilidad del modelo.
liemos así analizadoel espectroy el factor de estructuraparagasesde

red. Ambos proporcionaninformación muy importante acercadel compor-

tamiento hidrodinámico de dichosmodelos. En particular, hemosestudiado
la isotropía y las regionesen las que son validas la hidrodinámicaclásicay

la generalizada.
Hasta aquí se ha desarrolladola teoríacinética en la aproximación de

Boltzmann, donde debido a la simplicidad de la evoluación hemos sido ca-

paces de obtener muchas propiedadesde la cinética de los gasesde red.
En la parte siguientede esta memorianos dedicaremosa un tema mucho

más difícil: elaboraruna teoríapara estudiarcómo las secuenciasde colisio-
nes correlacionadasmodifican las propiedadesdel sistema.Serámucho más

complejaque la aquí presentada,peroseremoscapacesdeobtenerresultados
muy importantesy que se ajustanmuy bien a los resultadosobtenidospor
simulación.
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8

Desarrollo de la Teoría

8.1 Introducción

En esta última parte de la tesisvamos a continuar desarrollandola teoría
cinetica de gasesde red. En la parteanterior hicimosun estudioexhaustivo
de la teoríacinéticaen la aproximaciónde Boltzmann,cuyasuposiciónfun-

damentales la ausenciade colisionescorrelacionadas,estoes, las partículas
colisionan en un punto pero no se vuelven a encontrarnuncani lo hicie-

ron antes. Esta aproximación es muy buenacuandola densidades muy

baja (o tambiénmuy alta), porqueentonceses muyimprobable quesepro-
duzcansecuenciasde colisiones correlaciondas,que requierenal menostres

partículas. Las contribucionesde tales eventosson de orden relativo 0(p)

cuandose comparancon colisionesdescorrelacionadasbinarias,queson las
tenidasen cuentaen la ecuaciónde Boltzmann. Sin embargo,a densidades

mediasla probabilidad de que tal eventoocurrano es despreciabley a esas
densidadesla descripciónde las propiedadescinéticasdel gas de red en la

aproximacionde Boltzmannno es correcta.

En particular, la aproximaciónde Boltzmannpredice una evolución de

las fluctuacionesde los númerosde ocupación(ecuación(5.14)) que lleva a
que el propagadorcinético (y con él todas las correlacionesa dos cuerpos)

decaigatemporalmentede maneraexponencial,según obtuvimosen (7.1), o

masexplícitamenteen (7.6). Sin embargosabemosquetanto en fluidos con-

tinuos [Alder y Wainwright 70] como en gasesde red [Frenkel y Ernst] las
funcionesde correlación,tanto las de fluidos como las de partículamarcada,

muestran decaimientostemporalesalgebraicos, las llamadascolas a largos
tiempos. Estasfuncionesde correlacióndecrecencomo tsd/2, donded es la
dimensióndel sistema.La deducciónde esteresultadose hacea partir de la

107
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Figura 8.1: Ejemplosde colisiones correlacionadas.Fuente: [llansen y McDonald
86].

teoría del acoplamientode los modos,desarrolladapara fenómenoscríticos
[Kadanoff y Swift 68] y aplicada posteriormentea fluidos [Ernst et cl 761.

En ella se suponeque las fluctuaciones de densidadno decaencomo una
e

combinaciónlineal de modos, como se escribió en (7.6), sino que lo hacen
acoplándosea pares de modoscon diferentesvectoresde onda [Ernst 91b].

Físicamenterepresentaque las recolisiones,que son responsablesde las co-
las a largos tiempos, se producenpor el movimiento de vórticeso modosde

cizalla, ilustradosen [Alder y Alley 84]. Este mecanismose extiendesobre

distanciasmuchomayoresqueel recorridolibre medio (distanciamediaentre

colisiones),y por ello la teoríadel acoplamientode los modoses válida para
tiemposlargos. Esteargumentopuramentefenomenológicoestáenexcelente

acuerdocon los resultadosobtenidospor simulaciónnumérica. Paralas im-

plicacionesde la existenciadecolasa largostiempos,referimosa [Ernst 91b].

Aquí sólo citaremosla no existenciade hidrodiudmica en dos dimensiones.

Comoya vimos en capítulosanteriores,los coeficientesde transportevienen

dadospor sumastemporalesde las funcionesde correlación. Parasistemas

bidimensionalesel sumandoes una función que decaecomo t1, y la suma

divergecomo logt. Por tanto los coeficientesde transporteen dos dimensio-

nes no existen,ni tampocola hidrodinámica. En sistemasunidimensionales

tal divergenciaes aun mayor. Sólo para sistemascon d > 2 los coeficientes

de transportey la hidrodinámicaclásicaexisten.

En estaparte de la tesisdesarrollaremosunateoríaquetengaen cuenta
las recolisionesmás sencillasquese puedenproducir, las del tipo descritoen

la figura 8.1. En ellas tenemosdos partículasque colisionan en el punto A,

e,

4 4

e



8.1. Introducción 109

evolucionancadaunaseparadamente,realizandocolisionesdescorrelaciona-

das,tipo Boltzmann, y al final colisionan de nuevo en el punto 13. Por su
estructuralas llamaremoscolisionesde anillo y ala teoríacinéticaresultante

teoria cinética de anillo. Sólo teniendoen cuentaestetipo de colisiones y

en el límite de tiemposmucho mayoresqueel tiempo libre medio seremos
capacesde obtenerla teoríadel acoplamientode los modos y por tanto el

decaimientoalgebraicode las funcionesde correlacióndescrito. Mostrare-
moscomo seproducela transicióndel decaimientoexponencialpredichopor

Boltzmannal algebraico.

Estrictamentehablandolos coeficientesde transporteno existenen sis-
temasbidimensionales:son divergentescomo log t. Sin embargosemiden en
las simulacionesnumericascon bastanteprecisióny resultanserfinitos. Esta

aparenteparadojaesdebidaaqueen las simulacionestanto los tamañosdel
sistemacomo los tiempossimuladosson finitos. La divergenciacomo logt

se puede escribir asimismo como una divergencia log L, con L el tamaño
lineal del sistema. Sin embargo,las contribucionesde A log t o de B log L a

los coeficientesde transporteen gasesde red es pequeñaa tiemposfinitos

comparadacon los valoresde l3oltzmann de los coeficientesde transporte.
Pero si queremoscompararlos resultadosnuméricoscon los obtenidosme-

diante las fórmulas de Green—Rubo,hemos de sumar dichasfórmulas sólo

hasta el tiempo en el que se realizanlas simulaciones. Ello no era de im-
portanciaen la aproximaciónde Boltzmann,puestoque alli el decaimiento

exponencialdaba unos coeficientesde transportefinitos. Sin embargo,en
nuestrateoría, que prediceel comportamientocorrectoa largos tiempos, el

truncamientode la suma es de vital importancia. Cuando se trabaja así

la teoría cinética de anillo reduceen más del 60% la diferenciaentre los
valoresdadospor la aproximaciónde Boltzmanny los valoresobtenidospor

simulación. La débil dependenciatemporalde los coeficientesde transporte,
como log t cuandot » 1, haceque dichos coeficientesno seanmuy sensibles

a la extensióntemporal de la simulación. Así, cálculosdetalladosque seran

expuestos,muestranqueal pasarde 150a 500 pasostemporaleslas sumasen

las fórmulas de Green—Kubose incrementanen menosdel 4%. Por tanto, la
divergenciade los coeficientesde transporteesextremadamentedébil. Igual

sucedecon el coeficientede difusión.

La teoría cinética de anillo nos permitirá también explicar de forma
exactaun fenómenoobservadoen las simulacionesnuméricasde los siste-

mastridimensionales,como sonlas desviacionesdela aproximaciónde floltz-

mann tras dos pasostemporales[van der 1-1oefy Frenke] 90]. En sistemas
discretosel tiempo mínimo para que se produzcauna colisión correlacio-
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e,

nadaes t = 3 [Kirkpatrick y Ernst 91]. Ello es debido a que las partículas

necesitanal menos dos pasos de tiempo para ir al nodo vecino y volver.

Así pues, para tiempo t = 1,2 las funciones de correlación estándescri- e,

tas de maneraexactapor la aproximación de Boltzmann. Sin embargo,

en sistemastridimensionalesaparecendesviacionesde la aproximaciónde
Boltzmann tras sólo dos pasostemporales,no así en sistemasen una, dos e,

[Naitoh ej al 91b] y cuatro dimensiones[Dijkstra et al 92). ¿Quées lo que
hacea los sistemastridimensionalescomportarsede forma distinta? Como

ya expusimos,no hay red tridimensionalregular con isotropíade tensores e,

de cuartoorden. La forma de simular redesen tres dimensioneses a partir

de unared cuatridimensional(FCHC) en la que una de las dimensionesse
ha hechoperiódica tras sólo dos intervalos espaciales[Frisch et al 86]. A

través de dicha condición periódica las partículaspuedenencontrarsetras

sólo dos pasostemporalesy producir colisionescorrelacionadas.Por tanto

es un efecto puramentegeométricoque la teoríaaquí presentadaexplicará
cuantitativamente. Este, junto con la deducción de la teoría del acopla-

mientode los modosy las correccionesde los coeficientesde transporte,son
los principales resultadosde la teoríacinéticade anillo. e,

8.2 Difusión de una partícula marcada

En estecapítulo y en el siguienteno estudiaremoslos coeficientesde trans

porte de fluidos, las viscosidades,sino que estaremosinteresadosen el coe
ficientede difusión. Parala determinaciónde estecoeficienteexisten inag-

níficas simulacionesnuméricas[van der Roel y Frenkel 90], con erroresme-

nores del Q.i%, que permiten comprobarla validez de la teoría y que han

corroboradocon excelenteprecisiónla teoría del acoplamientode los modos

[Frenkel y Ernst].

Paraestudiarprocesosde difusión en fluidos hemos de registrar la tra-

yectoria de una partículadel fluido. Sin embargo,en gasesde red nos en-

contramoscon el problemade que las partículasson indistinguibles. Su
identidad se pierde en cada colisión y tras ella nos es imposible decir cuál

es la partículaque estábamossiguiendo. Por ello, no nos es posibledefinir
la trayectoriade una partícula del fluido. Parasolventaresteproblemase

tomaunapartículadel fluido y sehacedistinta al testo: semarca. Paraque
no perturbeal fluido, se imponeque la dinámicadela partículamarcadasea

igual a la de cualquier particula del fluido. Así pues,el paso de colisión se

realizade acuerdoa las reglasde colisión del fluido, independientementede

e,

e

e,
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la presenciao ausenciade la partículamarcada.Una vez quese ha realizado
la colisión, la marcase distribuye entrelas particulas presentessegún unas

reglasespecificadas.

Ray muchasformasde elegirlas reglasde distribución dela marcaentre
las partículas [Ernst y Naitoh 91]. Nosotrossólo consideraremoslas llama-

das reglas de colisión máximamentealeatorias, MAxRCR, introducidaspor
Erenkel y colaboradoresen sussimulacionesnuméricas. En ellas la marca

se asociaaleatoriamentea cualquierade las partículaspresentesen un nodo

tras la colisión, independientementede que se hayaproducidouna colisión
activa o no. Con estasreglasde colisión la partículamarcadatiene un mo-
vimiento balistico (línearecta) cuandola redestávacía(densidadf —~ 0), y

por tanto un coeficientede difusión D infinito, y realizaun camino aleatorio

cuandola redestácompletamentellena (f — 1). Con estasreglasde colisión

de la partículamarcadase puedenobtenermuchosresultadossin especificar
las reglas de colisión de las partículasdel fluido, sino sólo sabiendolas ca-
racterísticasbásicasdel modelo: númerode bits y tipo de red. Volveremos

sobreello más adelante.

Una vez definida la dinámicade la partículamarcada,el coeficientede

difusión D viene dado por la relación de Einstein [Einstein 65] entreel des-
plazamientocuadráticomedio y el tiempo transcurrido(supuestot » 1):

— rx(0))2>= 2Dt, (8.1)

con rr(t) la coordenadax de la partícula marcadaen el instante t. Si

tomamosla derivadatemporal discreta,Ae, definidacomo:

v(t) = Atr(t) E r(t + 1) — r(t), (8.2)

y utilizamos el carácterestacionariodel promedio en (8.1), llegamos a un

fórmula de Green—Kubopara el coeficientede difusión [Ernst 9 la]:

hm Z<vr(r)v~(0)> — ~<v~(0)2>, (8.3)
r0

similar a las fórmulas de Green—Rubopara los coeficientesde transporte

obtenidasenel capítulo3. Al sumandosele llamafunción de autocorrelacion

de la velocidad,abreviadade su nombreanglosajóncomo VACF, &(t):

&(t) = <v~(t)v~(0)>. (8.4)

Este seráel objeto de estudiode estecapítulo y el siguiente. Su comporta-
miento cualitativo es similar acualquierade las funcionesde correlacióndel

fluido.
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e

8.3 Ecuacionesde evolución de la partícula mar-
cada

e,

Una vez que hemosdado las reglasde colisión de la partículamarcadapo-

demos efectivamenteconocersu trayectoria, que será en general de tipo

estocástico,puestoque las reglasde colisión empleadas,las MAXRCR, así e

lo son. De manerasimilar a como se hizo para las partículas del fluido,
definimos un númerode ocupaciónde la partículamarcadacomo v(r.c.,t),
cuyo valor es 1 si hay partículamarcadaen el nodo r con velocidad c~ en e

el tiempo t y O en el casocontrario. Sus propiedadesde equilibrio son muy
sencillas. Puesto que sólo hay una partículaen todo el sistema, el valor

medio de ves: e,

= <u> = ~, (8.5)

e
con y en numerode nodos en la red. Asimismo, las correlacionesa igual

tiempo son:

= 6~36(r,r’)<v>

<u(r’,c5)ón(r,c,)> = 6í56(r,r’)<u> (1 —1)
<u(r, c¿)u(r’,cd)bn(r”,ck) = ¿iJ¿Iké(r, r96(r’,r”)<v>(1 — 1). (8.6)

Las correlacionesa dosy tres puntosdiferentesse anulana no ser que todas
las posicionesy velocidadesseaniguales. Estaspropiedadesse obtienen te-

niendoen cuentaquesi v(r, e1) es igual a 1, necesariamenten(r, e1) también
es 1, puestoque la partículamarcadaes unapartículadel fluido que traus-

porta la marca.
e

En cuantoa la ecuacióndeevolución de la partículamarcada,esexacta-

menteigual a la de unaparticula del fluido, peroreemplazandolos números
de ocupacióndel fluido n por númerosde ocupaciónde la partículamarcada

a
u, y con la salvedadde queahora el operadorde colisión dependetanto de

n como de u. Lo denotamospor 1. La ecuaciónde evolución se escribe:

v(r + ~ + 1) = u(r,c¿,t) +t(VECcíIn(t),v(t)). (8.7) e

Estaes una ecuaciónde evolución hacia adelante,porqueexpresael número

deocupaciónen t+1 en términos denúmerosdeocupaciónen 1. asíquedefine
la dinámicausual del sistema. Sin embargo,para el desarrollode la teoría

necesitaremostambiénuna ecuaciónde evolución hacia atrás,quepartiendo
de 1 = O expreselos números de ocupaciónen --1 — 1 en función de los

a

e.

u
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númerosdeocupaciónen —t. La dinámicaes ahorala inversa: composición
de propagación inversay colisión inversa. Cada paso descrito se escribe

como (sólo para < 0):

v(r,c., —t) = v’(r,c¿, —t) + I(ciln’(—t),v’(—t))

v’(r,c1, —t) = v(r + c1,c~,—t + 1) = S1v(r,c1, —t + 1). (8.8)

La combinaciónde ambasexpresionesnosda la ecuaciónde evoluciónhacia
atrás,que resultaser:

v(r, c~, —t — 1) = S~u(r, c~, —t) + i(c~Sn(—t).Sv(—t)) , (8.9)

dondeel operadorS actúa según:

(Su)5 = S5v(r,c5,t) = v(r +cg,c5,t). (8.10)

En estaecuación,adiferenciade las ecuacionesde evolución haciaadelante
ecuaciones(2.5) y (8.7), los númerosde ocupaciónen el operadorde colisión

no estánevaluadosen el nodo r, sino en los nodosadyacentesal nodo r.

Algunos comentariossurgenaquí. Los argumentosanteriorespara cons-
truir una ecuaciónde evolución haciaatrás son sólo válidas para gasesde

red con dinámica deterministae invertible, dondela ecuacióndinamícami-
croscópicaes invariante bajo inversión temporal. Este es el caso para el
modelo HPP y para el modelo deterministaFHP en el que las reglasde

colisión se alternanen el tiempo (ver capítulo 2). Sin embargo,la mayoría
de los modelosde gasesde red tienen reglasde colisión estocásticas,donde

sólo dinámica hacia adelantepuedeser definida, estoes,v(t) = G(C)v(0). la
dinámicahacia atrásse drfine formalmentea travésde:

<v(t)v(0)> =

= <v(0)Q(t)v(0)> <v(0)v(—t)>. (8.11)

En estos casosel nombre de dinámicahacia atrás, v(—t) = Q(t)v(0) sen-

cillamentesignifica la dinámica adjunta en el sentido del producto escalar

(promediode equilibrio) en la ecuación(8.11). Si la ecuaciónmicrodinámica

es invariante bajo inversión temporal, la dinámica adjunta se reducea la
dinámicahaciaatrás.

El operadorde colisión parala partícula marcada,1, requieretambién

algunoscomentarios.Comohay unaúnicapartículamarcadaen el sistema,

el operador1 ha de ser lineal en u, manteniendosu no linealidad en los
númerosde ocupaciónde las partículasdel fluido, u. El operadordecolisión
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e.
se puededesarrollaren fluctuacionesalrededordel equilibrio, como se hizo

en (5.10):

I(c,¡n,v) = Z(.x Li! ~;Qíx vi, 6n~2 . .. (8.12)

E tfl5 v+ Q4vn... u].

En la obtención de esta ecuación hemos usado la relación de equilibrio

I(c11<v>,<a>) = 0. También se utiliza el conveniode suma y la notación e,

abreviaday1 = v(r,c1,t), ¿u1 = ¿n(r,c1,t). El segundosubíndicede WA)

siempreestá asociadocon un número de ocupaciónde partículamarcada,

mientras que el tercero, cuarto, - . . (si existen) se refieren a partículasde
fluido. En lo que sigue utilizaremos frecuentementela notacióndefinida en
(8.12) IZ[-.] para denotartodos los términos en la ecuaciónde evolución no

lineales, que son los que nos darán las secuenciasde colisionescorrelaciona-

das. Algunas propiedadesde los coeficientesQ son:

(Pl) !4,ñ~{2 ~ essimétrico en los índices(i2 .. . i~) de lasparticulasde fluido e.

(P2) ~ se anulasi al menosun par del conjunto (i1 . . z~) soniguales.

e
(P3) O¿ — It_ es el operadorde colisión linealizado,que nos da la aproxi-

mación de Boltzmann. Además,~ es simétrico en i y j.

8.4 Teoría cinética de anillo

Una vez obtenidaslas propiedadesmás importantesde la dinámica de la
partículamarcadadesarrollaremosla teoría cinética propiamente. Se hará

en baseal propagadorcinético para la partículamarcada,definido como:
e.

F,,(r,t) = bV<v(r,c¿,t)v(0,c1,0)>, (8.13)

con la normalizaciónf11(r, 0) = ~ ¿(y, 0), teniendoen cuentalas propieda-
des (8.5). En estesentido,el factor bV juega el mismo papel en el propa-
gador cinético para la partículamarcadaque el inverso del factor >c en el

propagadorcinético normal. Su transformadade Fourier se define como:
mt

T’11(k, t) = Ze~k
tr,

3(r, 1) = b<v(k,c.,t)v
t(k,c

2,0)>, (8.14)
r

y en función del propagador,la VACF seescribeen notaciónvectorialcomo: e,

a

e.

e
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=
1Zc

1F(r.t)c1 = 1 (8.15);c~F(k = 0,t)c1.

La teoría cinética de anillo que desarrollaremoses bastantecomplicada

y la notación bastantecompleja. Conlíeva asimismoun número de aproxi-
maciones.Por ello antesde continuarvamos a dar una descripcióndel plan

que seguiremos. Hemos hechoun esquemaque se representaen la figura
82. En él se representanpor líneas continuaslos desarrollosexactosy por
discontinuaslas diferentesaproximaciones.Se partedel propagadorcinético

defnido en (8.13), sobreel que se desarrollarátoda la teoría. En él se in-
sertanlas ecuacionesde evolución hacia adelante~ hacia atrásexpresadas
en (8.7) y (8.9). respectivamente.Ello nos lleva a una ecuacionno cerrada

para F, que expresa 1’ en términos de funcionesde correlación a más de
dos cuerpos y que por tanto no puedeser resuelta. Sin embargo,a partir

de ella podernosobtenerel comportamientoexacto para el propagadora

tiempo t = 2 en los sistemastridimensionalesexplicadosanteriormente.En

particular podemoscalcular las correlacionesde tipo geométricoque des-
cribíamosy que tienen su origenen las condicionesde contorno. Paracerrar

la ecuaciónque obtuvimos anteriormenteintroducimosel llamado esquema
de desacoplamientoGaussiano. El resultadoes una ecuaciónintegral para

F cerrada.De entretodoslos términos queaparecenen ella nosquedaremos

únicamentecon aquellosqueprovienendel desarrollodel operadorde colisión

hastaordencuadrático,estoes,los afectadospor ~<2) con lo que obtenemos
la ecuacióncinética de anillo para 1’. Esta es todavía unaecuaciónintegral

de la fornía £ fI’F que continenerecolisionesdentro de las recolisiones
y que se puederesolver de forma exactapara t = 3. Por último, realiza-

remosla aproximaciónde Boltzmann en los propagadoresdel integrando,

con lo que ignoramoslas colisionescorrelacionadasque se puedanprodu-
cir despuésde la primera y antesde la última colisión correlacionada.Así

deduciremosla ecuación cinética de anillo simple, que será la que evaluare-
mos numéricamentey de la queobtendremossu comportamientoa tiempo
largos,y, a partir de ella la teoríadel acoplamientode los modos. En este

capítulo desarrollaremosla columnadela izquierda de la figura8.2, dejando
para el capítulosiguienteel análisis de los diferentestiempo, t = 2, t = 3 y

—

Comenzamosescribiendola ecuaciónde evolución hacia adelantecomo:

t’1(t + 1) = S’( il + Q)~1vftt) + S’111[v(t) . . . n(t)], (8.16)

dondehemossuprimido la dependenciaespacialr. De hecho,estaecuación

esválida tanto en el espaciorealcomo enel espaciode Fourier. En el último
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Figura8.2: Esquemade la teoríacinéticade anillo. Se partede la definicióndel pro-
pagadorparaconcluir enla llamadaecuaciónde anillo simple. Las flechascontinuas
representandesarrollosexactosmientrasque las discontinuasson aproximaciones
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v1(t) representav(k, c~, t) y el término K~[.. .] es:

A=2 -

Además, frecuentementeeliminaremos el subíndice i de y, y lo considera-

remosun vector de b componentes.Procedemosahora con la solución de
la ecuación(8.17). Para resolverlaformalmente,reemplazamosv(t) en la
parte lineal de la ecuación(8.16) por su expresiónen términos de r’(t — 1) y

u(t — 1) dada por la propia expresión.Así, obtenemosque:

v(t ±1) = S
1(t+ fl){S1(t ±K~)u(t—l)+ S~~1~[vn1(t1)}

+S’fl[v..nj(t)

= + ti)] v(t — í)+ [S—’(t + S ‘~i[v . . . n](t— [)
+t’Q[v. . .nj(t). (8.18)

Repetimosestaoperaciónt veces,para obtenerla soluciónformal de (8.16)

como:

¿‘(1) = Wv(0) + ® S’?i[v. . . u], (8.19)

dondeel operadort es el propagadorcinético de la partículamarcadaen

la aproximaciónde Boltzmann,similar al dado en (7.1):

t (k, t) = [eikC(l ~ ~)], (8.20)

y la convolución se definea la vista de (8.18) como

t—1

(f0q)(t) = >3f(t— 1 — r)g(r). (8.21)
7=0

La sustituciónde la ecuación(8.19) en la definición del propagador,(8.13),

nos da:

£(k, É) = b(u(k,t)ut(k, ~»= r + bW~1 ® (Q4v...n)vt(0)>, (8.22)

donde el vector vt(k, 0) con componentesz<(k, 0), denotael hermítico de

¡4k, 1). Remos usado la relación de equilibrio (8.6) b<v(k, 0)vt(k, 0)> =

1. En la ecuación(8.22) fl[v. . .n] contiene productos de A números de

ocupación. Por tanto, dicha ecuaciónno es una ecuacióncerradapara r,
porqueexpresauna función decorrelación(1,1) (1’) en términosdefunciones
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e
de correlación(A,1), <vi(t) . . . nA(t)v7(0)). Estasfuncionesde correlaciónse

puedenescribir, utilizando la propiedadde que los promediosde equilibrio
son estacionarios,como:

e.
<vi(t) . . nA(t)v;(o)> = <~‘(0) . . - nA(0ft1(—fl>. (8.23)

Ahoraentraenjuegola ecuacióndeevoluciónhaciaatras(8.9), escritacomo: e,

— 1) = (1 + j~’))Sy(~t) + fl[Sv(—t) .. . Sn(—tfl, (8.24)

que resolvemosen términos del propagadorde floltzmann adjunto, = e.

[(1 +~V)>sit como sehizo anteriormentecon la ecuaciónde evoluciónhacia
adelante.La soluciónes:

e.

vtQt) = vt(o)t(t) + Z~iStva(~~r)... ~ —o(—r)]I’ (t — — 1). (8.25)
r=O

e,

Definamosahora el adjunto actuandosobrefl[...] como:

(W[sv.. . Su]) ?~4S1v . . S1n~]. (8.26) e,

Podemossustituir la expresiónparael númerode ocupaciónde la partícula

marcadaen el tiempo —e, (8.25), en el promedio (8.23), lo quenos lleva a
unaexpresiónparael propagador:

= + bWS’ o (u... n]Iit [Su... Sn]> 0Y0, (8.27)
e,

donde hemosutilizado la relación <Ki[v(0). . . n(0)]vt(0)> = O (consecuencia
-o

de la propiedad(P2)) para eliminar los productos cruzados .. .31’ . La

ecuación (8.27) expresala función de correlación (1,1) como suma de la mr

parte de Boltzmann dadapor W más términos que contienenfuncionesde
correlaciónde órdenesmás altos (pi, A) con pi, A = 2 b — 1,

e

= (ui(t)6n
2(i). . . 6nA(t)[Sjj?¡4(O)S’6n~.(0).. . S~’6n(O)]> (8.28)

e.
y por tanto la ecuación(8.27) no es una ecuacióncerradapara 1’. El me

canismode cierre lo da el llamado esquemade desacoplamientoGaussiano
[Kirkpatrick y Ernst 91], cuyaideabásicaes quelas componentesde Fourier e
de los númerosde ocupaciónse distribuyen de maneragaussiana,al menos

cuandoel vector de ondases pequeño,como consecuenciadel teoremadel
límite central [Van Kampen]. Con estaaproximacióntodos los cumulantes e.

e.

e

a

e
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de orden mayor que dos son despreciados,y las funciones de correlación

de orden mayor que dos se factorizan en términos de funcionesde orden
dos. Como consecuenciade esta aproximación,necesariamentela contri-
bución (Á,p) es no nula sólo si ~ = pi. En el casocontrario el promedio

seríanulo en virtud delas propiedadesde equilibrio de los númerosde ocu-

pación, ecuaciones(3.10) y (8.6). Además,siemprehemosde acoplarvx(t)
and i{(O) en un único promedio <vi(t)r<,(0)>; otros acoplamientoscomo
<ui(t)6n.(O)>, dan contribucionesque son de orden 0(11V), en virtud de

(8.6). Los númerosde ocupaciónde las partículasde fluido se puedenaco-

plar en todos los pares posibles<¿nk(t)6n40)),dondeel índice k pertenece

al conjunto {12. .. >4 y el índice 1 a {1’2’ . . . pi
t}, de (Á — 1)! formasposibles.

Acoplamientosde tu dentrodel mismo conjuntose anulaninmediatamente

en virtud de la propiedad(P2) y de los promedios (3.10). Nóteseque la
aplicación del esquemade desacoplamientoGaussianoa (8.22) nos hubiera

dado un resultadonulo. Remostenido queinsertar la ecuaciónde evolución

haciaatrás parapoder aplicarlo.
Así pues,el esquemade desacoplamientoGaussianoda para el término

más simple en (8.27), aquel con .X = pi = 2 (recuérdeseque A = pi = 1 está

incluido en la aproximaciónde Boltzmann),

= <v
1(k, t)u(k’, 0)><n,(ki, t)n?(kl, 0))

= <v>V¿(k, k’)nV¿(ki , k’~ )f1¡(k1 , t)l’,k(k, t). (8.29)

Si sólo consideramoseste término dentro de todos los posibles en (8.27),
llegamos a la ecuacióncinética de anillo:

Fis(t)=fl.+Ú?m S¡®tie2)R ~lJ,J2 ®Ét, (8.30)

donde R1,~2 5~52 es la integral de anillo, que se obtiene multiplicando dos

ecuaciones(8.17), considerandosólo los términos A = 2, tomandoel prome-

dio y factorizandosegúnse escribió en (8.29):

= ~ >3I’~1s1(q,r)S~’(q)1’~212(k— q, ,-)S7
1(k— q). (8.31)

rl

Nóteseque sólo los términos con i
1 ~ i2 y Ji # h aparecenen (8.31)

a causa de la propiedad (P2) de los elementosde ti. La estructuradel

término de anillo en la ecuación(8.30) es un propagadorde Boitzmann,

una colisión (enestecasodescritapor 11(2)), seguidapor dospartículas
que se propaganindependientemente,una marcada(descritapor L’5

1) >
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e,
—(2)

una del fluido (rs—1), para acabarcon una recolisión (fi ) seguidapor
una propagaciónde Boltzmann. Esta es la estructuranormal del termino

de colisión en fluidos continuos [Ernst y Dorfman 79]. Obsérveseque en a
la integral de anillo estáel propio progadadorde la partículamarcada1’.

Por tanto, la ecuación(8.30) es unaecuaciónintegral para 1’. Asimismo,en

(8.31) tambiénapareceel propagadordelas partículasde fluido, queobedece e,

una ecuaciónsimilar a (8.30), con ambos propagadoresreemplazadospor

propagadoresde partículas de fluido. Por tanto, las partículas de fluido

realizanrecolisionesdescritasde la mismaforma. e,

Cadafactor en la convolución de (8.30) implica un paso temporal, de
acuerdo con (8.21), esto es, en la evaluaciónde Be) sólo necesitamosla
integral de anillo hastat — 2. Por tanto, para t = 1 no hay términos en ‘e,

la convolucióny el propagadorestádado exactamentepor la expresiónde

Boltzmann. Para t = 2 necesitamosla integral de anillo en r = O, que es
nula exceptoen redescon sólo dos espaciadosde ancho. Volveremossobre e,

ello en detalleen el capítulosiguiente.

Si hubiéramostomado en la ecuación (8.28) todos los términos en A
y pi, tras aplicar el esquemade desacoplamientoCaussianohubiérmamos e.

obtenido:

b—1
-o -o

ris(t)=ri.+1”imS;’®Z 1 IP>~> R~~>
e’

A2 (A— 1)! ynl2..A 12..A,1’2’..A’ l1’2’..A’ ® fl>
5,(8.32)

donde la integral R(A) es una extensiónde la integral de anillo, y lleva el

productode (A —1) propagadores1’ de partículasde fluido y un propagador
de partículamarcada.1’,

~, ( k, t) = (tc¡

x >3 6(k, 2~k~)J’ii¡(ki , t)e”” ci~ x fi [r11~(k~,t)e~kJCV] . (8.33)
kl...kX 5=2 e,

Los términos con A > 2 no contribuyen a tiempos cortos (t =2) en geo-

metríasregulares(sin correlacionesgeométricas)ni a tiemposlargos,aunque
puedenser relevantesa tiemposintermedios. El término dominantecuando

—. ~ es aquél con A = 2, que es el que da el comportamientoalgebraico

rd/
2 que predice la teoríadel acoplamientode los modos.

Una vezobtenidala expresióndel propagadorparala partículamarcada,
vamosa estudiarla VACE en el marcode estateoría. Paraello, recordamos

la ecuación(8.15), en la que la VACF se escribe como 1’(k = O,t) multi-
plicado por la componentex de la velocidad. En la expresión(8.30) para

e.,

e

e,

e,
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el propagador,tenemosla partede Boltzmannmáslas contribucionesde la
integral de anillo, que llevan en ambosextremoslos propagadoresde Boltz-

mann, (8.19), a vector de ondas k = 0. Para la mayoríade los modelos

estudiados,FHP,8 y 9 bits, FCHC, el vectorc resultaser un autovectorde

= O) por las razonesde simetríaexpuetasen el capítulo 6’. El cálculo
del autovalor, al que llamaremos 1 — iv está expuestoen el apéndice 13.

Paralas reglasde colisión MAxRCR, es independientedel modelo,de la di-
mensióny de las reglasde colisión del gasde red subyacente.La explicación

[Ernst y Naitoh 91] se basaen la conservacióndel momento en cualquier
colisión. Sean {c} y {cj el conjunto de [p] velocidadesinciales y finales,
respectivamenteen una colisión con p partículas. La velocidad esperada

tras la colisión es (l/p)~¿c~, de acuerdoa las MAxRCR. Sin embargo, a
causade la conservacióndel momento, es también igual a (l/p) >11 c1, in-

dependientementede las reglas de colisión del finido. Ello es cierto incluso

para un fluido en el que las partículas del fluido no interaccionany sólo

la marcasalta de una partícula a otra. Por tanto, podemos“apagar” las

colisionesy calcular iv paraun fluido no interaccionante.El resultadoes un
polinomio cuyos coeficientesson numeroscombinatoriosquese sumanpara

dar (apéndice13):

1—f bl1— iv = (6— I)f[’ —(1--- (8.34)

Por tanto la partede Boltzmannde la VACE y del coeficientede difusión
vienen dadaspor:

~B(t) = kc1 (x + c~ = cg(i — w)t

DB = c~(±—±). (8.35)

dondec0 es la velocidaddel sonido, definida bajo la ecuación(3.15). Como
ya comentamos,aunquela aproximaciónde Boltzmannprediceel compor-
tamiento a largos tiempos de forma incorrecta,su valor para el coeficiente

de difusión es muy bueno,con discrepanciascon el valor simuladomenores

del 1% [van der Hoefy Frenkel 91a]. En particular, el valor de Boltzmann

para ~ es exacto parat = 1,2.

Definamosahorala cantidad A~,k¡ como la componentex de:

‘Para ‘adinámicade la partículamarcadaenoes un autovectornulo del operadorde
colisión, puestoque la velocidad de la partícula marcada no es un invariantede colisión.
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Ak, = Zciitt (8.36) nr

que asimismosólo dependedel númerode bits del modelo y de su densidad e>
para MAxRCR, pero no de la red ni de las reglas de colisión del fluido.

Su cálculo se ha hechoexplícitamenteen el apéndice13 y seráutilizado en

detalle en el capítulo siguiente. Sustituimosahorael propagadoractuando

sobrec~, por P(q = 0,t)c go(t)c = (1 — w)tc y llegamosa:

= c¿g0+ tc’g~ ® A1.¿sRIs,k¡(O)A~k,® go. (8.37) e.

Podemosahorasumarunadelas convoluciones.utilizando que(go®go)(t) =

t(1 — w)É1, paraobtenerla VACE en la aproximaciónde anillo, e,

t—2

&(t) = ~B(t) + b—’>3 ~ l)A1k¡. (8.38)
r1 e,

Pararesolverestaecuación,hemosde obtenerprimerolos propagadorespara

la partículamarcada,dado por (8.30), y otro similar paraal propagadorde
la partículade fluido [Kirkpatrick y Ernst 91]. Una vezcalculados,se llevan
a la ecuación(8.38) para así determinarla VACF.

Como consecuenciade la estructurade la ecuación(8.30), en la que el
e

propagadoraparecedentro de la integral, tenemosuna ecuaciónimplícita

para 1’, y por tanto, tenemoscolisiones de anillo dentro de las colisionesde
anillo. Ello la hace muy difícil de resolver. Una aproximaciónposible es

e,
considerarque las colisionesintermediasno estáncorrelacionadas,sino que

son de tipo l3oltzmann. Ello nos lleva a sustituir los propagadoresen la

expresiónde la integral de anillo por sus valoresde l3oltzmann,obteniendo
a’

la llamada integral de anillo simple,

~ (k, r) = -~- >3it’,,,(q, r)551
1(q)I’7

25jk — q,’r)S;’(k — q), (8.39)
y

rl

y a la teoríacinética resultantela llamaremosteoríacinética de anillo sim-
ple. La ventajade estaaproximaciónes que la ecuaciónpara ~ y para 1’ e

se conviertenen explícitas, puestoque sólo necesitamosI’0 y P
0, que están

dadosen (7.1) y (8.13). Como ya veremosen el capítulo siguiente,esta
teoríanos da el comportamientoexacto a largos tiempos, permitiéndonos e.

justificar la teoríadel acoplamientode los modos. Asimismo, las evalua-
cionesnuméricaspara estudiarla transición del decaimientoexponencialde

Boltzmannal algebraicotd/2 se haránen basea esta teoría (capítulo 10). e

mt

0’

e

‘4’
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¡¡astaaquí el desarrollode la teoría. En los dos próximoscapítulosestu-
diaremossusimplicacionesy los resultadosprincipales. Concretamente,los

límites a cortos y largos tiemposse darán en el capítulo siguiente,mientras

que la evaluaciónnuméricade los coeficientesde transportese analizaráen
el capítulo 10.
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Análisis de la teoría cinética de
anillo

Una vez desarrolladala teoríacinética de anillo vamos a estudiarsus con-

secuencias. Primeramenteanalizaremosel caso de tiempos cortos, con el
objetivo de explicar las correlacionesgeométricasobservadasen sistemas
tridimensionalesa t = 2. Posteriormenteestudiaremosla estructurade las

colisiones correlacionadaspresentesen la teoría, evaluandola integral de

anillo para = 3. Finalmentey mucho más interesantees el casode tiem-

pos largos,t —* ~, puesto que derivaremosla teoría del acoplamientode
los modos (abreviadaMCT). En este capítulo seguiremostrabajando con

problemasde difusión, con unapartículamarcadasumergidaen un fluido.

9.1 Tiempos cortos, correlaciones geométricas

Como ya explicamos, la simulación de sistemastridimensionalesse rea-

liza tomando una red en cuatro dimensiones,la red FCHC, con los pun-

tos (±1,±1,0,0),(±1,0,±1,0),(±1,0,0,±1),(0,±1,±1,0),(0,±1,0,11),

(0,0,11,11), proyectándolaa tres dimensionese imponiendocondiciones

periódicasen la cuarta dimensión,u, tras dos espaciadosde la red. Visto
como un sistematridimensional, constade partículascon velocidades(±1,

±1,0),(±1,0,11),(0,11,11), (±1,0,0),(0,11,0) y (0,0,11). Los canales
con Id = 1 estándoblementeocupados,peroson distinguiblesde acuerdoa
sucomponenteu (u = ±1).Nosotrosmantendremosla imagencuatridimen-

sional. Un ejemplosimilar con el quesepuedecomprenderestaconstrucción
se obtienea partir de la red triangular FHP, haciéndolaperiódica en la di-

rección y tras dosespaciados.Lo ilustramosen la figura 9.1, donde,con las

125
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Figura 9.1: Geometríadel modelo FHP con condicionesde contornoperiódicastras
2 espaciadosen la direccióny. Los puntos 1 y 1’, 2 y 2’, r y 9 estánidentificados.

condicionesperiódicasexpuestas,se identifican los puntos 1 y 1’, 2 y 2’, o, e.

en generalpuntosque satisfagan

y’ rmod(ca—cb). (9.1) o

La proyección de los vectoresde esta red a un sistemaunidimensionalnos

da partículas cuyas velocidadesson 1, 1/2, —1 y —1/2. Los canalescon
e

velocidades±1/2están doblementeocupados,porque tanto las partículas

con c~ = ‘ñ/2 como aquéllascon c~, = —x/S/2 van a parar a esos canales.
Con estageometríapodemosexplicar la existenciade correlacionestras a

dospasosde tiempo. Supongamosquedospartículas,una deellas marcada,

se encuentranel punto r = A en el tiempo t = 0, con direccionesc2 y

c6. La evolución consisteen una colisión seguidade la propagación. Por e,

tanto las partículascolisionan (intercambian la marca) en el tiempo t =

O’ = O + e con (e — O). Posteriormentese propaganhastalos puntos 1’

y 1 respectivamente.Pero estospuntos están identificados a causade las e,

condicionesde contorno, por lo que las partículasse vuelven a encontrar
en t = 1. La dinámicacontinúa,y las partículaschocan de nuevo en t =

1’. La evolución se completacon una nuevapropagación,que nos lleva a —

= 2. Por tanto, se han producido recolisionesen dos pasostemporales.

Si el sistemano fuera periódico trasdos espaciadosde la red, las partículas

habríande colisionar en 1 y 1’ con terceraspartículaspara volver al punto e.
B, dondese produciríala recolisión. En tiempo invertido en estecasoseria

= 3. El mecanismode recolisionesa través de la frontera es el que crea

las correlaciones.Son de tipo geométrico,no dinámico, puesto que son las 0’

condicionesde contornolas que las producen. En la visión unidimensional
del modelo (o tridimensional, para el modelo FCIIC) estascolisiones se

debena la doble ocupaciónde ciertos canales. a

e.

e,

a’
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El excesosobre el valor de Boltzmann de la función de correlaciónde-
bido a las recolisionesa t = 2 fue encontradonuméricamenteen la VACE

por Frenkel y colaboradoresen las simulacionesde sistemastridimensionales

[van der Roef y Frenkel 91a]. No tenían lugar en sistemascuatridimensio-
nalespuros y por ello su presenciase achacóa las condicionesde contorno.

Ellos realizaronsimulacionesnumerícasmuy precisas de la función de co-
rrelación a tiempo t = 2. Nosotrosobtendremosexactamentetal función de

correlacióny la compararemoscon susresultadosnumericos.

Comenzaremosescribiendola VACF tras dos pasostemporales,(8.15),
utilizando el carácterestacionariodel estadode equilibrio:

&(2) = V>3circsx<ví(r,l)vs(O~—l)>. (9.2)
ru

Observemosque sí escribimosla VACF en función de v1(r, 2) e insertamos
dos veces la ecuaciónde evolución hacia adelante,obtenemosun número

enormede términos,del ordende 6b, í0~ y l0~ para los modelosFHP de 6 y

7 bits respectivamente.Utilizando lasecuacionesde evoluciónhaciaadelante
y haciaatrásgeneramosúnicamentedel ordende 62 términos,muchosde los

cuales,además,seránnulos. Por tanto, utilizamos la ecuaciónde evolución
(8.7) parav1(r, 1) y la ecuaciónde evoluciónhaciaatrás(8.9) para¿¡g(0,—1),
con lo que la ecuación(9.2) resulta,

~r(2) = VZc&csr{(bík +
tlik)(65¡

rdJ

+ b _______________ pt~)
Aqs=2 (A— 1)!(pi — 1)! “1~A Jfl...5P

con todos los númerosde ocupaciónevaluadosen t = 0. Si tenemosen

cuentala propiedad (P2), definida en el capitulo 9 y los promedios de los
numeros de ocupacióna igual tiempo, (8.6), concluimos que los términos

en (9.3) con A # y son nulos. Por tanto, podemos sustituir y por A y

sumar únicamentesobre A = 2 6. Asimismo, hemosseparadola parte

de Boltzmann, (1 + 9), que, puestoquee es autovectorde ti con autovalor
—iv, nos da:

= 4(1 — w)2. (9.4)
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Consideremosa continuaciónel término A = 2 en el desarrollo(9.3) donde, a’

de acuerdocon la propiedad(P2) se ha de verificar que i1 ~ i2 y j1 # 12.

Contieneel promedio
a

— c~)6n~2(r— c~)vy1(c51)6n52(c5j>

= {tc<v>6I,516i252 + <v>~(1 — f)
26~,

5~ ~Í25í }6(r,c¿ + e5, )¿(T,c1 + e52), (9.5) e,

que se ha evaluadode acuerdoa los valoresmedios dadosen (8.6). Esta
igualdad es exacta. El término quecontiene<¿‘>2 es de orden 1/V respecto
al que contiene<y>, y serádespreciado.Las deltas de Kroneckerespaciales 0’

en (9.5) se puedenescribir como 6(r,c, + c~, )6(c51,c5), que implica que
= e52 parasistemasmayoresde dosespaciadosen todas las dimensiones.

Sin embargo,de acuerdocon la propiedad (P2), ~ es cero. El mismo
argumentose aplica a todos los términos con A > 2. Por tanto, la aproxi-

mación de l3oltzmann, la única supervivienteen (9.3) es exactapara t = 2

en sistemasmayoresque 2 espaciados. ‘4

Supongamosahora que se consideranlos sistemasantesexpuestos,con

dos espaciadosde anchoen unade las dimensiones.Entonces,la condición

de las deltas de Kroneckeren (9.5), ¿(e,,,e52), se puedesatisfacera través 0’

de la condición periódica. En el ejemplo ilustrado en la figura 9.1, la delta

es no nula con vectoresdirigidos verticalmente. Por ejemplo, si considera-

mos e5, = e2 y e12 = e6, puestoque los puntos1 y 1’ estánidentificados, ‘a
tenemosque6(c2,c6) = 1. Los paresposiblesque dan contribución no nula

son: (c2,ce),(co,c2),(c3,c5)y (c5,ca), y, en general,todos aquellos que

satisfaganla condición

e3, =ch mod(2<, (9.6)
e.

donde 2e es el periodo espacial(2e — eb en el casorepresentadoen la

figura 9.1). Si definimos la VACF de excesocomo

e,

= ~0(t) —

4’B(t), (o = x,y,z, u) (9.7)

la contribuciónde todoslos pares(c
51,c52)que satisfacen(9.6) es:

e

6&(2) = ~Z(ZcirK~ks2 ) ~ ,cgj, (9.8)
3112

e
que resultaser siemprepositiva.

Los términoscon A > 2 en (9.3) sepuedenanalizardemanerasimilar, con

el resultado: ¿(e5,,e,2). . . ¿(e5,,CSX)t5(r, e1 + cg,). Este conjunto de deltas e

mt

mr

a

a



9.1. Tiemposcortos, correlacionesgeométricas 129

no puedeser satisfechoa la vez puestoque ello implicaría tres vectorese3
distintos llevando al mismo punto. Consecuentementela ecuación(9.8) se

convierte enunaexpresiónexactaparala VACF de exceso.Comosehavisto

claramenteen su derivación, el origen de 6~ no es dinámico, sino un puro
efectogeométricode las particularescondicionesde contornode nuestrared.

Parael modelo FCHC proyectadoatresdimensiones,definido en unared
x, y,z,u detamaño L x L x L x 2 existen 12 paresde vectoresquesatisfacen

la relación (9.6), todos aquellos con las mismascomponentesx, y. z, y que
—(2)

difieren en la componenteu. La cantidad>; ¿2~0

ti

1~ .52 queapareceen (9.8) es
la componentea de la cantidadA5152 definidaen <8.36),que seha calculado

en el apéndice13 con el resultado

Ak¡ = ~(ck + c¡)g(f,b) + 4(ck — c¡)h(f,b), Ir ~ 1

Ak¡ = O, Ir = 1, (9.9)

con g y ti dadosen términos de a y ¡3, definidos en (1317) (g = o± ¡3 y

h = o — ¡3), siendo su valor

g(f, 6) = — [(6 — i)(b —

x{2 — bf — 6(1 — f)b—l + (6— 2)(l — f)b}

h(f,6) = — [(6— l)f7’{1 —(1— f)b
1J, (9.10)

que sólo dependende la densidady del número de bits. Podemosahora
realizar la suma en (9.8), obteniendoel resultadoexacto para la VACE de

excesoen el modelo FCHC,

1
= —1(1 — f)[g(f,24)]2 (a = x,y,z), (9.11)

6

para las dimensionesno periódicasx,y,z y obteniendo

1
6&(2) = —1(1 — f)[h(f,24)]2

2

parala dirección periódica u.

En la figura 9.2 hemosdibujadola VACF de excesosobreBoltzniannnor-
malizada,¿~~(2)/cgfrenteala densidad1. Los círculossonlas simulaciones

numéricas[van der Hoef y Frenkel 91a], y los cuadradosson simulaciones
numéricasa las densidades1 = 0.1 y f = 0.2 con muy alta precisión. La

línea de puntosmuestrael valor de Boltzmann,~fi(2)/cg = (1 — w)2. Para
densidadesbajas (1 ~ 0.4) la contribución de Boltzmann es mucho ma-

yor que las correcciones,~B(2) >~ 6&(2). Para densidadesintermedias
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Figura 9.2: VACF de excesoparael modelo FCIIC. La línea de puntos representa

la aproximaciónde Eoltzmann, la línea continua es la YACE de exceso tras dos
pasostemporales,mientrasque los puntosson los datosexperimentales.

0.5 < f c 0.9 ambascontribucionesson del mismo orden. A densidades a’

altas, ¡ Z 0.95 la correción¿&(2) excedeel valor de Boltzmannal menos

en un factor 10.

La ecuación(9.12) nos da la VACF parala dirección periódica. Es dife- a’

rentea la YACE en cualquierade las otras direccionesz,y,z,porquela geo-

metría impuestarompela isotropíadel tensorde segundoorden <va(2)v0(0)>
con (a4) = {x,y,z,u}, aunquecomoobjeto tridimensional(a,¡3) = {x,y,z} ‘4

es todavía isótropo. Como consecuencia,el coeficientede difusión en la
cuarta dimensión (no física), D~, es diferente del coeficiente de difusión

e
físico Dr = O.. = D_ si se tienen en cuentalas cnlisinnes ,-nrrpl~cmnr~cl,~

También hemos analizado los términos en (9.3) con A > 2, y hemos

visto que son nulos. Sin embargo,si consideramosuna geometríacon dos e

direccionesperiódicastras dos pasos,estoes,sistemascon L x L x 2 x 2, el

término queinvolucraa It3> también aparece.

En conclusión,la geometríausualparasimular sistemastridimensionales a

isótroposinduce pequeñascorreccionestanto en las funcionesde correlación

como en los coeficientesde transporte,aunquecuantitativamentesonefectos

minúsculos. Son de tipo geométrico(efectosde tamañofinito) debidosa la —

‘a

e

e

f

e
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pequeñaanchuradel sistemaen la cuartadimension.

9.2 Tiempos intermedios

En estasecciónpretendemosanalizarla estructurageneralde la integral de

anillo simple, (8.39). En ella los propagadoresde la partículamarcada,1’,
y de la partícula de fluido, U, han sido sustituidospor sus aproximaciones
de Boltzmann. Ello simplifica la forma de la teoríade anillo a una colisión

seguidapor una evolución de las partículastipo Boltzmann,esto es,desco-

rrelacionadas,para acabarcon otra colisión (ver figura 8.1). La integral de
anillo simple, R0, para vectorde ondasnulo, se escribecomo:

= ~ >3 (e~~(n + ~É>)~ e~~%í (e’Q~úi + ti)) e~’n ,(9.13)
‘íji 232

rl

con ayuda de las expresionesde los propagadoresy0 y r dadasen (7.1) y

(8.19) respectivamente.Podemosextraer los operadores(11 + 1?) y (1 + ti)

y realizarla sumaen q, teniendoen cuentaque

V1 >3 e<~c’~ — ¿(c,c’) (9.14)
k

obteniendo:

= tc(il + Q)¿,k, (1±ti)k,k
2 . - (i +

ti)kr~i5,

X¿(C
1, + Q, + + c11,c¿2+ c¡, + . + c,j. (9.15)

La función delta que aquí aparecees no nula si

C,1 + ck~ + Ck2 + + e1, = ej2 + e1, + e¡2 + .. . + e,2, (9.16)

esto es, si el conjunto de velocidadesforma un polígono cerrado. Esta es

la condición de anillo, que expresaque las dos partículasque se conside-
ran han de estar en el mismo nodo en el tiempo inicial (y = 0) y en el

tiempo final, r aunqueentremedias lleven trayectoriasindependientes.El
numerode manerasde elegir las 2r velocidadesque aparecenen (9.16) de

entreb eleccionescadaunaes 621 y por tanto, esees el númerode sumasa
realizar. Sin embargosólo aquellosque satisfacen(9.16) han de tenerseen

cuenta. Aquí analizaremosla integral de anillo cuandor = 0, r = 1, que

correspondena «t) con t = 2 y t = 3 respectivamente.

Cuando r = O, la aplicación de (9.15) da:
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Figura9.3: Posiblescaminosquedancontribuciónno nulaa los diagramasde anillo.
Parac~, fijado, hay dos posiblesdiagramas<a), dos (b) y cinco (c)

= Kb~,j,ói252¿(c11,c52), (9.17)

queesprecisamentela condición quese estudióen la sección9.1. Así puesla ‘4

integral de anillo tambiéndescribelas correlacionesgeométricasen sistemas

con periodicidad2.
El análisis cuando~- = 1 es ligeramentemáscomplicado. Reescribamos a’

de nuevo la integral de anillo simple, (9.15) para r = 1:

= <1 + ~ + tit. e,

x¿(c,, ±c11,c,2+ e,2). (9.18)

Para tener una contribución no nula, hemos de garantizarque i1 ~ i2 y

Ji # 12, porque R~,~2~,52(1)va contraídacon y de acuerdocon (P2) mt“Ii2,

seríanula en casocontrario. La condición de polígono cerrado, (9.16) es
paraestecasoe,, + e,, = e,2 + e,.2. En la figura 9.3 se muestranlos posibles

0’casosparael modelo FHP con 6 bits. Los casos(a) y (b) se expresancomo

~‘1j2~jIi2, mientras que el (c) es ói,,j,+3¿12,h+3. Por tanto, la condición de
polígono cerradoes

0’

¿(e1,+ e1, ,e,2 + e,2) = ~Ó52~5,i2 +
6i,,.5,+361

2,52+3— ‘1.320243,51+3’ (9.19)

donde el símbolo¿(4) es igual a 1 si todos susíndicessonigualesy O en caso
mt

contrario. Corrige del conteodoble de ciertas trayectoriasque acabanen el
origen. Si introducimos(9.19) en (9.18) y recordamosla expresiónparala

VACF, dada en (8.38), llegamos a que el excesosobreel valor Boltzmann

de la VACF es:

PC Ii.—~
= I2~Ar,tjAr,it Ilj5Uij

6i~ a’

— >3(A~.ÍS)2)]. (9.20)

0’

mt

a’,

0’
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Para continuarnecesitamosla expresiónexplícita tanto de los coeficientes

A como de t? y ti. Las expresionesde A sehan dadoen (9.9) y resultanser
independientesdel modelo si se consideranlas reglasde colisión MAxRCR.

Los operadoresde colisión linealizadossí dependende las reglasde colisión
del fluido, aunquese tomen reglasMAxRCR paralas partículasmarcadas.

No evaluaremosaquí la expresión(9.20) porquenuestroobjetivo no eradar
un valor cuantitativo para ~(3), sino ver como las recolisionesaparecenen

la teoríay ello ha quedadoreflejado en (9.18).

9.3 Tiempos largos: teoría del acoplamiento de
los modos

La última secciónde estecapítulo es sin duda una de las más interesantes.
En ella vamos a derivar la teoríadel acoplamientode los modos(MCI), de

la que sólo se teníauna argumentaciónpuramentefenomenológica,aunque

(laba muy buenosresultadosa la vista de las simulacionesnumerícas. A

partir de la MCT mostraremosque las funcionesde correlacióndecaencon
y que en dos dimensioneslos coeficientesde transportedivergencomo

logt.
Partimos de la expresiónpara la VACE dada por la teoríade anillo

simple, ecuación(8.38) en la que reemplazamosla integral de anillo por
su aproximaciónde Boltzmann, a la que llamaremosR0, que se obtiene

sustituyendolos propagadorespor sus valoresde lloltzmann:

t—2

&(t) = ~s(t) + 6’>3 r(1 ln)ílAr,iiR~jkl(O,tr l)A~kt. (9.21)
r=I

Como mostraremosmas adelantela integral de anillo tiene un decaimiento

temporal de tipo algebraico,mientrasque (1 — w)É decrecerápidamentecon

un tiempo de relajación del orden de to 1/~log(1 — w)I (del orden de 1
para densidadesmayoresque f = 0.5 en los modelosFHP y FCIIC). Por

tanto, para t » t
0 la integral de anillo R

0(O,l — y — 1) se puedeaproximar
por R0(0,t) y la sumasobrey der(l —w)’ se realiza,dandonC2. Por tanto,

el comportamientode la YACE a tiemposlargos estádado por:

(bw2f1AxÓR~k,(0,t)AXk,. (9.22)

Analicemosahora sólo la integral de anillo simple, dadapor (8.39) como:

R?sk4k,r) = ~ >3f?k(q, r)S((q)F~¡(k — q, r)Sp1(k — q). (9.23)
rl
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e’

En ella podemossustituir los propagadorespor su descomposiciónespec

tral. La descomposiciónespectralde U0 se ha estudiadoen el capítulo 7.

Se escribió explícitamenteen (7.6) y contenía(6— d — 1) modos cinéticosy ‘a

d ±1hidrodinámicos,de ellos dos sonorosy d — 1 modos de cizalla, con las
característicasexpuestasen la sección7.1. La descomposiciónespectralde

W incluye un único modolento, relacionadocon la conservacióndel número
de partículasmarcadas,única cantidad conservadaen la dinámica. Lo es

(O» __

cribimos como ~ (k) — 6 1/2 debidamentenormalizado,con difusividad
z’(k) = —Dic2 cuandok —* 0, siendo D el coeficientede autodifusión dado --

en la ecuación(8.35). Hay también (6—1) modoscinéticosque decaenen un
tiempo medio igual al tiempo medio entre colisionessufridaspor partículas

marcadas. 0.

Como ya hicimos en el capítulo 7, para determinarel comportamiento

a tiempos largos de la integral de anillo, en la descomposiciónespectralde

U0 y r sólo consideraremoslos modos lentos, etiquetadospor ji para el e,

propagadordel fluido U0 y por s parat. En estaaproximaciónpodemos
escribir la integral de anillo a partir de (8.30) con las descomposiciones

espectralesde U0 y como:

R?sk¡(k,1) = ~ >3>3«(q»bj,’(k — q)
rl

mt

x exp[z,(k)t + z~(k — q)t]4~(k)4<(k — q). (9.24)

Paracontinuar con el análisis, volvamosa escribirla expresióndel propa-

gador de la partículamarcada1’, dado en la ecuación(8.30), en el límite a e.

largos tiemposy pequeñosvectoresde ondas:

f
15(k = 0,1) (l/Q~’~)11~Q~Q R?,,, (0,t>ti~2,52(í/fl~’~ ~ (9.25)

donde se ha seguidola mismalíneade razonamientoqueen la obtenciónde

(9.22). El término de Boltzmann,dadoen (8.30>,ha sidoignoradoporquees
exponencialmentedecreciente.Hemosde notar aquí que la ecuación(9.25) —

essóloválidaen el subespacioortogonalal modoconservado«(O) = 4Á0» —

Irí/’2, el análogopara el propagadorde la partículamarcadaal definido en

la ecuación(7.8) para el propagadorcinético. De otro modo, (9.25) sería

divergente.Si insertamosla descomposiciónespectralde R
0,ecuación(9.24)

en la expresiónde 1’ (9.25),obtenemosproductosdel tipo ti4]~4o»<4Ó>~. En
el apéndiceC se ha probado la relación al ordenmás bajo en Ir,

1 ~
0O)s~,(Oh¿

= f ti , (9.26) e,

e

e

u

a’?
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que es válida siempreque Wo» y ~~(O>g seaninxariantes de colisión de la

dinámicade la partículamarcaday del fluido respectivamente.Esta identi-
dadesválida paracualquiergas dered, independientementede su geometría

o susreglasde colisión siempreque el momentoy el númerode partículas
seanconservadas.

Podemoscombinar(9.5) con (9.25) paraeliminar los factoresti en el de-

nominadorde (9.25) y llegara la expresiónalargostiemposdel propagador:

qq’

x exp[z3(q)t + z~(q)t]~O)J(q)4Q)M(~q), (9.27)

donde la suma sobre ji se ha restringido a modos hidrodinámicosal orden
masbajo en Ir. Si lo aplicamosa la obtención de la yACE, obtenemos:

~(t) = ~ >3>3 ¡A”(q )¡2 jz.(q)+z~(~)lt

1~ rl

1—f
A~(q) = (9.28)

Los coeficientesA~(q) tienen la formaestandarde los de la teoríadel acopla-
mientode los modos: la proyecciónde unacorriente, c~, sobreun producto
de modoscon vector de ondasopuesto. Un cálculo explícito para las am-

plitudes de la MCT nos da, utilizando las expresiones(7.13), (7.14) de los
modos al orden másbajo,

1—f
A«(q) = 26f acoqx

A’(q) = 1—1 (9.29)

6f coq±¡r

con lo que la YACE a largos tiemposes:

(1— f)cg ____

= i
bfV ~Lkd 1

+~ cos(coqt)e~D+iF)~2t] (9.30)

El primer término representala contribución del acoplo de los d —. 1 modos
de cizalla con el modo de difusión de la partículamarcada,mientras queel
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e,

segundoes el acoplamientocon el par demodossonoros,cuyaparteimagina-
ria complejaconjugadasesumaparadar el cos(coqt). Consideremosprimero
la contribución del modo de cizalla a (9.30). En el límite termodinámico,

cuandoel númerode modosy — ~, la sumade q sobrela primerazonade
Brillouin (1BZ) puedeser reemplazadapor unaintegral, estoes,

1)
_____ 1 dqe~Yrl2t vo(4irat)—d/2 (9.31)V1>3 (2ir)d Jisz

dondeyo es el volumen de la celdaunidadde la red directa(yo = «1/2 para —
la red triangular). Paratiempos largos,sólo una pequeñaregión alrededor

de q = 0 contribuye, y la cola a largos tiemposdominanteen la VACF en
(9.30) es: ‘a

= (1 — f)ú
0vo td/2 (1 —* c<, (9.32)

bf[4ir(v + Dfld/2

y particularizandopara la red triangular bidimensional, tenemos,

(1—f)c¿vI 1 0’
= __________ — (t — oo). (9.33)

l6bfir(v + D) t

Parasistemaspequeñosla diferencia entre la suma en q y la integral en q e

representauna corrección de tamañofinito que ha sido analizadoanalítica
y numéricamenteparafluidos continuos[Erpenbeck y Woodl como en gases
de red ~ et al 9lb).

A continuación consideremosla contribución de los modos sonoros a

(9.30). En el límite termodinámicola integral sobreq que contieneal co-
senoda unafunción hipergeométricaconfluente[Naitoh et al 90], que decae —

de forma exponencialen dimensionesimpares (d = 1,3,...) mientras que

para dimensionespares(d = 2,4,...) decaealgebraicamentecomo O(td).

Representaun términoasintóticosubdominante,y da unacontribución des- e.

preciablepara todos los tiempos de interés. Sin embargo,en sistemaspe-
queños(del orden de 1000 nodos),las dos sumasdiscretasen q en (9.30), y

en particular el término del modo sonoro,dan grandesdesviacionesde los nr

resultadosde sistemasinfinitos. Las prediccionesteóricasparaestos efec-
tos de tamaño finitos estánen muy buen acuerdocon las simulacionesen
sistemaspequeños[Naitoh ci al 91a]. 0’

Antes de ver las implicacionesfísicas de estaecuaciónhemosde hacer

una seriede comentarios.Paralas funcionesde correlaciónque determinan

los coeficientesde transportedel fluido (las viscosidades),la descomposición e

e;

e
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‘a
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espectralde la integral de anillo simple, (9.24), se escribe únicamenteen
función de los modos del fluido: los de cizalla y los sonoros. Entonces,los

exponentesde la ecuación (9.30) pasan a ser 2vq2 y 2fq2, por lo que los

coeficientesson (vt)’ y (Ft)’ [Naitoh et al 90]. Escribiremossu expresión
explícitaen el capítulosiguiente,cuandolo comparemoscon el resultadode

la integraciónnumérica de la integral de anillo. Por otro lado, también los

modosespúreosdan contribución a las colas a largostiempos. En los fluidos
no se acoplan a los modos hidrodinámicospor estarevaluadosen diferentes

vectores de ondas,aunquesi se acoplanentre sí, dando una contribución

3/ D±D
11a la cola a tiemposlargos (el factor 3 proviene de la existencia

de tres modos espúreosmientrasque D±y D¡1 son las componentesde la

difusividad espúrea,dadasen (6.29) y (6.30)). En la VACF estosmodos no
contribuyen, porqueel modo de difusión de partícula marcaday el modo
espúreotienen diferentesimetríay la amplitud resultante,(9.29), es nula.

La ecuación(9.33) para la VACF muestrala cola l/t a largos tiempos.

Ello implica que los coeficientesde transporte,en este casoel coeficientede
difusión, son divergentes:

e—.”,o

Cuando se trabaja con sistemasfinitos y a tiemposfinitos el problemade-
sapareceporqueentoncessólo es necesariointegrar hasta 1 = ~ obte-

niéndoseuna dependenciatemporal del coeficientede difusión D(i) logí.

Esta divergenciaes muy lenta, como se verá en el capítulo siguiente. Para
solventarestosproblemasse ha recurrido a una teoríaautoconsistenteen la

que los coeficientesde transporteseexpresancomo [Naitoh el al 90]

D(t) = j~ dr(D() v(i-yy¡-’ (9.35)

donde 1~o es una límite temporal inferior. Así se obtiene que las funcio-
nes de correlacióndecaenalgo más rápidamente,como l/tvt~(F/i5. Este

régimen es el llamado de tiempossuperlargos,y se alcanzacuando1 Z t,.

El tiempo característicot, ha sido estimadoen lOlOtmj, donde tmf es del

orden del tiempo libre medio (del orden de 1 a densidadestípicas). El

régimen de tiempos superlargosse ha observadonuméricamente[van der

Hoef y Frenkel 91b]. Por tanto, la forma de ~(t) dada en (9.33) es sólo
válida para tiemposlargos. Existe finalmente,otro régimen[Leegwater 91]
[Leegwater y Szamel 91], llamado tiemposextremadamentelargos, en el que
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‘a

la dependenciacon t es también 1/t og(t/t~) peroen el que los coeficien

tes varían respectoa los del régimende tiempossuperlargos.Se alcanzano

antesde 1Oi«~~~tmi. —
Aunque la forma de ~(t) dada por la ecuación (9.33) es válida sólo

para tiempos largos, resultadosde simulaciónmuestran que el comporta-

miento t~~’2 se alcanzatras muy pocos pasos temporales. En particu-

lar, para el modelo FCHC proyectadoa tres dimensiones,«t) se ajusta
aparentementea t3/2 tras sólo 4 pasostemporalesa densidadf = 0.75
[van der Hoef y Frenkel 91a]. Lo mismo ocurre en el modelo EHP-III a la

densidad f = 0.75 donde el decaimientol/t aparecepara t =5 [Frenkel

y Ernst], y para el modelo FCHC en cuatrodimensionesdondese alcanza
para t = 4 cuandof = 0.80 fDijkstra 91]. Recordamosque la aproximación
de Boltzmannesexactahastat = 2, y por ello no parecequedarmuchositio
paraun régimenintermedio entreel exponencialde Boltzmanny el algebra-

ico t~’2. Tan sólo a densidadesbajasel régimenasintóticose alcanzamas
lentamente.Paraf = 0.1 en el modelo FCHC se tardan 10 pasostemporales
en alcanzarel régimen t3/2 [van der Hoef y Frenkel 90].

En cuanto a la amplitud de la cola a tiemposlargos, la ecuación(9.33),

cuando se evalúa con los coeficientesde transportedadospor la aproxi-

mación de Boltzmann,coincide perfectamentecon los valoresobtenidosen
las simulacionesen 1,2y 3 dimensiones[Naitoh et al 91bj, [Frenkel y Ernst],

[van der Hoef y Frenkel 91a~. Sin embargo,para el modelo FCI-IC en cuatro
dimensioneslas discrepanciaspuedenser hastadel 60% en el coeficientede

aunqueel régimen 1/t2 se alcanzaclara y rápidamente[Dijkstra et al —.

92].

e’

e.

0’

0’

e.
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Análisis numérico de la teoría

cinética de anillo

10.1 Introducción

Este capítulocompleta de forma natural los dos anteriores. En el capítulo

8 desarrollamosla teoríacinéticade anillo y en el 9 obtuvimos los limites a
cortos (t = 2,3) y largos (t —~ ~) tiempos. Quedapor analizare] régimen

intermedio,en particular como seproducela transiciónentreel decaimiento

exponenciala tiempos cortos y el algebraicoa tiempos largos. La teoría
cinetica de anillo da una expresiónpara el régimenintermedio, aunquees
tan complicadaque no se puederesolverde maneraanalítica,ni siquieraen

la aproximaciónde anillo simple. Ello se debea que el númerode términos

que se han de analizar crece como
62t~ Una evaluación numérica parece

entoncesinevitable,con el objeto de obtenerla función de correlaciónen el

régimende tiempos intermediospara posteriormentesumaríay calcularlos

coeficientesde transporte.

Volveremosaquí al estudio de las funciones de correlacióndensidad—

densidadde fluido, que han sido el objeto de estudio de esta tesisexcepto

en los dos capítulos anteriores. A partir de ella obtendremoslos valores
de las viscosidadespredichospor la teoría de anillo simple. Aunque no

hay disponiblesen la literatura cálculos precisos para la función de co-
rrelación densidad—densidad,sí existen para susintegrales, las viscosida-

des [d’Humiées y Lallemand87],[Kadanoff et al] y especialmente[Geritsl.

Compararemoslos resultadosde nuestrateoríacon los resultadosnuméricos,
y veremosque la teoríacinética de anillo da cuentade más del 60% de la

diferenciaentre los coeficientesde transporteen la aproximaciónde Boltz-

139
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e;

mann y los obtenidospor simulación. Por los razonamientosexpuestosal

final del capítulo9 hemosde teneren cuentala longitud de las simulaciones,

y sumaremoslas funcionesde correlaciónsólohastael tiempode simulación.
a’

De otra forma la comparaciónentre la teoría y los resultadosnuméricosno

tendríaningún sentido.

En los dos capítulosanterioreshemosdesarrolladola teoríacinéticapara
problemasde difusión. Como hemosdicho, en estecapítulo volveremosal

propagadorcinético, F(k, t7j: estudiaremosfluctuacionesdensidad—densidad
del fluido. La teoríacinética presentadase adaptacon pequeñasmodifica-
cionesal casode fluidos. Daremosun resumende ella en la sección10.2. En

particular, obtendremosla ecuaciónintegral de anillo simple parael fluido,

similar a (9.23), con el propagadorr sustituidopor Fo. Estaecuaciónserá Wc

integradanumericamente,reemplazandola suma sobreq por una integral.
Los detalles seránexpuestosen la sección 10.3. Por último, en la seccion

10.4 mostraremosy discutiremoslos resultadosnuméricosobtenidos.

10.2 Teoría cinética de anillo para fluidos
0’

Como ya vimos en el capítulo 3 donde derivamoslas ecuacionesde evo-
lución, los coeficientesde transportese escribenen términos de la funcion

de correlaciónE, que paramodelosatérmicos(5.8) es: e;

F¿5(r,t)tc = <¿n(r,c~,t)6n(0,cs,0)>. (10.1)

El objeto de estudio de estecapítulo son ciertos elementosde F~,, las fun- 0’

clones de correlación,definidascomo:

= ,C’ >3J~’<¿n(r,c¿,t)6n(O,cs,0)>J’ = Ja1~(k = 0,t)J
4, (10.2)

r

donde las corrientesJ~ dependende la función de correlación(o análoga-

mente, del coeficientede transporte)a estudiar. Por conveniencianorma-

lizaremos las corrientes J” como JaJO = 1, de forma que se verifique que

= 1, de acuerdocon la propiedadde normalización de 17(6.2). Para
a’

la función de correlaciónrelacionadacon la viscosidadde cizalla, a = u, y

la de volumen a = ( (ecuaciones(3.77)), tenemoslas corrientes:

2 a’

1< — i(~c2c~), (10.3)

0’

0’

mt

0’
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que difieren de las dadasen (3.77) en los factoresde normalización(nótese

que para modeloscon una única velocidad —FIIP 6bits— tenemos e0 =

y por tanto J( = O y $(t) = 0). A partir de las expresiones(10.3)
podemosdefinir los coeficientesde transportedependientesdel tiempo:

v(t) =

r=1

1 i~
C(t) = j~+~>3 ~~(r). (10.4)

i-=1

En cuantoa la teoríacinéticapara F(k,t) [Kirkpatrick y Ernst 91], par-

timos de su definición, (10.1). Insertamosla ecuación de evolución para

c~, t), (2.5), en la que ya no aparecenlos operadoresparala partícula

marcada1?, sino los operadoresparael fluido ti. Posteriormenteutilizamos
la estacionaridady la ecuaciónde evoluciónhacia atrás,similar a (8.9), para

llegar a unaexpresiónequivalentea (8.27), relacionando17 con funcionesde

correlaciónde ordensuperior. El esquemade desacoplamientoGaussiano
para Á = ji = 2 nosda ahorael análogode (8.29):

<n¿(k, t)n5(ki , t)n(k’, 0)nT(k ,

= V
2>&FÍk(k, t)F,,(k

1 ,í)8(k, k’)6(k1, k’1)

+V
2>r317

1¡(k, t)Fsk(kL, t)6(k, kl )6(k1,k’) (10.5)

que nos lleva a unaecuacióncinéticade anillo para I’15(k, 1) como:

_ — 17% + r%,SQ ® ~ R.,.,,,i,2ti~?52®F5’~, (10.6)

donde 170 es el propagadorcinético en la aproximaciónde Boltzmanny la
convoluciónse define en (8.21). La integral de anillo, R, se diferenciade la

dadaen (8.31) en que ambospropagadoressonahora del fluido,

R15k¿(k,r) = $~¡>3rík(q,r)SC(q)1Á¡(k—q,r)S
1(k — q), (10.7)

rl

aunque la estructurageneral es la misma. Para prácticamentetodos los

modelos,incluyendo el EHP, las corrientesfi’ definidasen (10.3) sonauto-
valoresde 170(0, t) con autovalor .\~, como se probó para los modelos FHP
en el capítulo6. Por tanto, la sustituciónde (10.6) en (10.2) nos da:

t—1

= tpg(t) + >3 r(l — A~)~’A~jRis,kI(0,t— r —

r=1

(10.8)
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a’;
dondeAa,o es unageneralizaciónde (8.36) definidacomo:

(10.9)

0.

con el conveniode suma,y ~(t) es el valor de Boltzmannde la función de
correlaciónnormalizada:

e
í,b~(t) = (1 — Aa)t (10.10)

cuyasuma nos da los coeficientesde transportedel capítulo 6. Por último,

hacemosen (10.8) la simplificación del anillo simple, reemplazando17 en

la integral de anillo R por su aproximaciónde Boltzmann, lA. La ecuación
(10.7) con 170 en lugarde 17 es el puntode partidaparala evaluaciónnumerica

de la teoríacinética de anillo. Posponemoslos detalles de la integraciona

la sección10.4. Antes analizaremoslos regímenesacortosy largos tiempos.
El análisispara t = 3 que correspondeala integral de anillo en r 1 se

0.
haceigual que en la sección9.2. En particular, la ecuación(9.19) es válida

aunque(9.20) no lo es, porque se han aplicadopropiedadesde simetría de
los coeficientesA,, queno verifican los coeficientesA~ ni A~. Los coeficientes

ti y ti<2~ se puedenobtenera partir de la ecuación(5.18) con el resultado
parael operadorde colisión linealizado

ti
11 = (—2c — d,c+ d,c — d,—2c+ d,c — d,c + d) (10.11) e’

y A~ parala función de correlaciónde cizalla,
0’

O a -4
O

—a O a — (10.12)

con los elementos:

a=~f(1~~f)2, b~~(1~f)2(1~2f) ‘a

Recordamosque I21~ es una matriz cíclica, (6.14), ti0 = ti1~..5. Los coefi- o
cientese y d sonlas contribucionesa ti de las colisionesbinariasy ternarias

respectivamente.La sustituciónde (9.19) en (9.18) con la utilización de los

coeficientesdadosen (10.11) nos da:

0.

e”

e

e’
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12 .21
~V(3) = $(3) + 8K Ia’(5c’ + 2d2 — 4dc)+ —b (2c—a>i . (10.14)

L 4 1

Un análisis similar para el modelo FIIP-III, dondehay que contaralgunos
diagramasmas que los representadosen la figura 9.3 debidoa la presencia
de partículasen reposo,muestraque,

12

= ~(3)+~~’c(1~2f)24
>422240— 4620ic4+ 35950 — 1340,0+ 246sc— 16]

— ~~(3)+ —sc (1 — 21)2
4

x[1264tc5 — 2304sc4+ 14980 — 458,0+ 69K — 4]. (10.15)
Es importante notar la presenciadel factor (1—21) tanto en ~‘(3) como en

que las anulaa densidadf = 0.5. Apareceen estos modelospor ser

autoduales,estoes,invariantesbajo la transformaciónpartículast~==~huecos.

Estefactor aparecea todo tiempo en las funcionesde correlación,porquese

extraecomo factor común de ~$2), y por lo tanto de Aa. Volveremossobre
ello trasel análisis a largos tiempos. La contribuciónde anillo a tiempo t 3
representaun 1% comomáximodel valor deBoltzmannparael modeloFHP-
1. Sin embargo,parael modelo FHP-III las correlacionesde anillo, ~(3) de

la función de correlaciónde cizalla puedenllegar a ser mucho mayoresque
el propio valor de Boltzmann, ~(3). Todo ello se apreciaen la figura 10.1

dondehemos dibujado las contribucionesde Boltzmann (línea continua)y
de anillo (discontinua)a la funciónde correlaciónde cizalla. En un intervalo

grande de densidades,fo < f < 1 — fo con fo 0.23, el autovalor Á~. es

negativo, y el factor (1 — Á~)t oscila alrededorde cero. Exactamentea las

densidadesf = fo y 1 = 1 — fo la función de correlación~(t) = O para
todos los tiempos t =1. Por tanto el coeficientede transporteviene dado

en la aproximaciónde Boltzmann por «0). En esepuntoy suscercaníasla

contribución de anillo esmuchomayorqueel término de Boltzmann,aunque
esto no tiene efecto en el coeficientede transporteque estádominadopor

la parte propagante,igual a 1/2 con la normalización utilizada. Para la

función de correlaciónde la viscosidadde volumen ~C(
3) esteefecto no es

tan fuerte, porque4(3) no se llega a anularnunca, aunquea densidades

1 0.35 y 0.65 tenemosque 4(3)/4(3) 1.2.
El análisis a tiempos largos de la integral de anillo simple es bastante

sencillo a la vista de la sección9.3. Partimos del análogode la ecuación

(9.22), que se obtienea partir de (10.8) para tiempos grandescomparados

con el tiempo medio entrecolisiones,tmf,
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Figura 10.1: Funcionesde correlaciónde cizallaparat= 3enel modeloFI-IP-hl. La
linea continuaes la aproximaciónde Boltzmann,~(3) mientrasque la discontinua
es aproximaciónde anillo, ~(3). Paradensidadf 0.23 la partede Boltzmann
es nula.

‘k a(t) 1jAa,iIR%,k¡(0,t)Aa,ki.
Wa

(10.16)

La descomposiciónespectralde R0 sehaceúnicamenteen términosde modos

del fluido y no de modosde la partícula marcada. Entonceslos modos~b’

en (9.27) se reemplazanpor modoshidrodinámicos,p(OVk’. El equivalentede

(9.26) es ahora:

1 —

= ~, ,

PC
(10.17)

que nos lleva al resultadode la teoríadel acoplamientode los modos para

‘ka:

‘k”( t)
e

— A~zz A0 ,(qfl2elídQ)+zhArl>lt
rl

Ag’(q)
1 — 2f1(1 — 1) ~J94y¶O)M(q)4~O)$¿(~q) (10.18)

La integraciónsobreq nosda la partedominantede la función decorrelación

[Naitoh et al 90],

144
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28 (l~2f)2 11 1 311
‘k%t) = ~ Í(’Í) ~ (10.19)

y ‘k~(~) = 4’k”(t)/7. El resultadode la ecuación(10.19) es independientedel
modelo utilizado (dentro de la familia FHP). Presentael decaimiento l/t

que lleva a la divergenciade los coeficientesde transporte.Muestratambién
que para f = 0.5, la cola a largos tiempos es nula, debido a la presencia

del factor (1 — 2f). Este resultadoha sido deducido para largos tiempos.
Sin embargo,para el modelo FHP-III la contribución de anillo a f = 0.5 es
nula para todo tiempo, puesto que se puedeextraercomo factor común de
ti<2>, estandopresentea todo tiempo. Comoconsecuencia,a f = 0.5 la cola

a largos tiempos es exactamentenula y las desviacioneserspectoal valor

de Boltzmannestándadaspor secuenciasde colisiones correlacionadasmás
complicadasque el anillo simple. Aquí los términos que provienende ti<’~)

con A > 3 son los dominantes.

En los resultadosnuméricos de la sección siguiente veremoscomo la
función de correlaciónse aproximaal resultadode MCI, ecuación(10.19)

cuandoel tiempo crece.

10.3 Esquema numérico

En la sección 9.2 ya adelantamosun posible método para la evaluación

numéricade la integral de anillo. Consisteen generarpor pares todos los

caminosposiblesque comienzanen el mismo punto de longitud r + 1. En

númerode tales pareses
42(r+I)• Aquellos que no acabanen el mismo punto

hacenno nula la deltade Kroneckeren (9.15)y dancontribución a la integral
de anillo. Este esquemaes computacionalmentemuy costoso,y para1 Z 7

sehace impracticable.Sin embargo,lo utilizaremospara tiempospequeños

para comprobarque los resultadosobtenidoscon el esquemanumericoson

correctos.
Siguiendo una estrategiadiferentehemos desarrolladoun esquemanu-

mérico que crece con el tiempo sólo linealmentecon t, o incluso con logt.

Para ello, primeramentereemplazamosla suma sobre los vectores q por

una integral sobrela primera zonade Brillouin: jz — (2ir< fiBZ dq.’
Ahora tenemosque realizarestaintegral. Nosotrosseguiremosuna fórmula
de integración Caussiana[Press et al 89], en la que se eligen una serie de

‘Esta sustituciónes sólo válidacuandoIt —. t~. Parasitemaspequeños,la sumafinita
tomaenconsideraciónde forma muy precisalos efectosde tamañofinito [Naitoh ct al 9 ib].
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0’

puntosen el espaciok, seevalúael integrandoen esospuntosy sesumancon
determinadospesosGaussianos.Paracadapuntodel espacio¡e calculamosla

matriz b x b [S’ (fl + ti)), queesmultiplicada r vecesparadarel propagador

de l3oltzmann,17%(k, r-) queentraen la integral de anillo simple. Lo mismo

se hace parael vector —¡e. A continuacionse multiplican los propagadores
177/k,T)172

1( k,r) y se suman con su correspondientepeso Gaussianoal
valor de la integral. Se repiteestaoperaciónpara todos los vectores¡e en la

primerazonade I3rillouin, con lo queobtenemosla integral deanillo simple,

R?kJI~ una matriz de b x b x b x ti elementos.A continuaciónse contraecon

los operadoresti~
2~ y con las corrientesJ~. Finalmentela convolución con

— nos da la función decorrelaciónen el tiempo t, ‘k~(t). Su suma

con la partede Boltzmann,‘k~(t) da la función total @‘W.
Este procedimientoes claramentede orden t en el tiempo, puestoque

implica el productode 2t matrices. Sin embargo,paratiemposmuy largos,

podemosutilizar otro esquemaquenos da el valor de la integral de anillo nr’

paratiemposde la forma
2r, con r entero. Seobtienesimplementemultipli-

candola matriz 17(r) consigomismaparaobtener17(2w) y así sucesivamente.

El costocomputacionalde esteprocedimientoes log2 t. Sólo tieneel inconve- e’

niente de que da la integral de anillo a tiemposque son potenciasde 2, y la

convoluciónen (10.8) no sepuederealizar. Sin embargo,esteprocedimiento
nos da naturalmentevaloresmuy altos de r. Podemosutilizar entoncesla Mt

ecuación(10.16), válida a tiempos largos, para obtener la función de co-

rrelación. Los huecosentre2~ y 21.l se puedenllenar de maneraeficiente

con resultadosde 17(r) para valoresmenoresde y. Nosotrosen la práctica nr
utilizaremosambos métodos,el lineal en t para tiemposcortos,y así poder
hacerla convolución,y el logarítmicopara alcanzartiemposmuy largos.

La forma de la región de integración, la primera zona de Brillouin, es ‘a

un hexágonocon la misma orientación que el hexágonoque generanlos

vectores c1,.. . , e6. Está compuestopor seis triángulos, delimitados por

c,,c~1, 2 = 1,..., 6. Debido a la simetría rotacional de los operadores

de colisión ti, la integral sobre cada uno de ellos es igual. Nosotros no

utilizaremosestasimetría. Si que utilizaremosla invariancia de la integral

bajo reflexionesen los ejes x e y paraescribirque la integral total es cuatro —
vecesla parte realde la integral sobreel primer cuadrantey sólo calcularla

integral en dicho cuadrante.Esto ahorraun factor 4 en el tiempode cálculo.

Puesto que los modoshidrodinámicosdecaentipicamentecomo exp(—k
2t), e’

para largos tiempos las contribucionesmás importantes provienen de los

puntoscercanosal centrode la primera zonadeBrilícuin, ¡e s~ 0. Paratener
0.’

en cuentapropiamenteestospuntos, dividimos la región de integraciónen

e,

‘a

0.

e’
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tres partes,con los órdenesde integraciónindicados:

JiBZ 11(k) = J J 11(k)dk~dIr,,

rku,rky/v§
+ JJ R(k)dk1dk~

r2kxir2kvi—kx~ñ
+ JI R(k)dk~dk1, (10.20)

quecorrespondenalas zonasA, B y C de la figura 10.2. Los puntosk,,1 y k~1

correspondena Ir,,1 = ~ir, k~í = ~zrx/~. Inspeccionemosel primer término
a La vista de la figura 10.2. Paracadavalor de k,, tomamosN puntosde

integración Gaussianosen la dirección k~, desdeO hastak~ = k,,vI. Una
vez hechala integral para estevalor de ½,la coordenadak,, varíadesdeO
hastaIr,,~, tomandotambiénN valoresen eseintervalo. Por tanto, cercadel

origen la densidadde puntosesmayor, porqueel númerode puntosen cada

línea vertical es N, independientede Ir,,. La integral sobrela región B tiene
también más densidadcercadel origen. No nospreocupamospor la integral

sobre C, porque estálejos del origen y no contribuyealargos tiempos. La

integral sobrecadaregión se evalúacon N x N puntos. Paraaumentaraún

masla precisión,dividimos la regiónA en dos subregiones,unade las cuales
estámuy cercadel origen, desdeO hasta Ir,,2. En estasubregiónpequeñase

integra también con N >< N puntos. Hacemoslo mismo en la región B. El

tamañode la región cercadel origen se varíaparaestabilizarla integración.
Nosotrosutilizamos k,,2/k,,1 = IrV2/kví 0.15. En la figura 10.2mostramos
la distribución de los puntosde integracióncon 20>< 20 puntosen cadauna
de las cinco regionesmencionadas.Se observaque en la zonacercanaal

origen la densidadde puntos crece. La zona completamenteoscura muy
cerca del origen correspondea la subdivisión de las regionesA y B. En

nuestrassimulacionesutilizamoslOOx 100 puntosdeintegraciónencadauna

de las cinco regiones. Este es el método de integración usado. Puedeser

que hayamétodosmás precisosqueel presentadoparael tipo de problemas
estudiados.Sin embargoéstenos proporcionala precisóndeseada,aunque

necesitamosmás densidadde puntosen la integracióncuandot crece.

Una vez obtenida la integral de anillo se contrae con A,1h. A
continuaciónse efectúala convolución en (10.6), con la que obtenemoslas

funcionesde correlación.Por último, se efectúala sumade las fórmulas de

Green—Ruboparaobtenerlos coeficientesde transporte.

Como comprobación,no sólo calculamoslas contraccionesde 17 con las
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B

- - A c

2k~1

Figura 10.2: Densidadde puntosen la integraciónnumeríca
de Brillouin. Las regionesA, B y C en que se ha dividido la
observala mayor densidadde puntoscercadel origen.

e.,de la primera zona
integral (10.20). Se

corrientes (10.3), sino también las funciones de correlación: j~17(0,t)j~,

Jvr(o,flJY y j~17(0,t)JL’ con J = c,,c,,, y JY = ~ Están relacionadas
linealmente con las funciones de correlación de las viscosidades,como se

puedededucir de (3.79). Asimismo comparamoscon los resultadosobteni-

dos sumandotodos los caminos posiblesen la ecuación(9.15) para 1 K 7.

Todas las comparacioneshechasconfirman la precisiónde nuestroscálculos.

10.4 Resultados

El primer resultadoquepresentamos(figura 10.3)ilustra el comportamiento

típico de la función de correlación«1) con el tiempo. Es para el modelo

FHP-I, a densidadf = 0.25. Paraesta densidadel autovalor relacionado

con la viscosidad es = 31(1 — f)

2 0.316 alcanzael valor máximo,

y por tanto el tiempo libre medio (o recorrido libre medio) es mínimo,
tmf í/.\~ s~ 3.16. En estafigura podemosver claramentela transición del

comportamientoexponencialal algebraico. Paratiemposcortos,del orden

de 1 $ StmJ la contribución de Boltzmann a la función de correlacion es
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Figura 103: Función de correlacióntotal (~w(t) = ~(t) + ~(t)) parael modelo
FHP-l a f = 0.25. La líneadiscontú,ua— — es el valor de Boltzmanny la línea - -

es el resultadoMCT.

la partedominante. Para tiemposintermedios(St,,,j $ t $ lStmj) obser-
vamos una separacióndel valor de Boltzmann. El efecto de las colisiones

correlaciondasse empieza a manifestar. Por último, para tiempos largos
(t Zi 2Otmj) la función de correlaciónestácompletamentedominada por

las colisiones correlacionadasde anillo, y ‘ku(t) se aproxima al resultado de
la teoría del acoplamientode los modos.

En la figura siguiente 10.4 mostramoslas contribucionesde Boltzmann.

‘kh(’), y de anillo ‘k~(t) para las funciones de correlación de cizalla (a = y)

y de volumen (a = C) parael modelo FHP-II1 a densidad1 = 117 _ 0 143.

En este casoel tiempo libre medio es del orden de tmj 1.4, más del
doble que en el modelo FI-IP-I a más alta densidad. Ello es debido a que
el modelo FHP-IIí tiene muchasmás colisiones activas,y el tiempo medio

entre colisiones es, por tanto, menor. El análisis aquí es prácticamente

igual al del apartadoanterior: para tiempos menoresque 4tmÍ la parte

de floltzmann es mucho mayor que la de anillo. La transición entre al

decaimientoexponencialy el algebraicose produceentreSt,,,j y Stmf. Más

allá de lStmf las funcionesde correlaciónestáncompletamentedominadas

por las colisiones correlacionadasde anillo. Como puede verse en ambas

E’

— ‘-
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Figura 10.4: Funciones de correlaciónde cizalla u y volumen ( para el modelo
FHP-III a f = 1/7. Se comparanlas contribucionesde anillo (línea sólida) con las
de Boltzmann(discontinualarga) y MCi’ (discontinuacorta). ~n(3) es negativa.

figuras y en la discusión, el tiempo libre medio tmj pareceel parámetro
correctopara definir los regímenesde comportamientoen las funcionesde

correlación. En la figura 10.3 también observamosque la contribución de

anillo es nula para t = 0,1,2, como se explicó en los capítulos 8 y 9, y que
para t = 3 es negativa (razón por la que se dibuja de forma discontinua).

A continuacióncrece hasta t = 6 y a partir de ahí decaeacercándoseal
resultadode la teoría del acoplamientode los modos, por debajo para la

función de cizalla y por arriba parala de volumen.

Comopuedeverseen las dosfigurasanteriores,la función de correlación

se comporta como l/t a tiempos moderadamentelargos. Ello conducea la

inexistenciade hidrodinámicaen dosdimensiones,puestoquelos coeficientes

de transporteno estánacotadosy crecen sin límite. Los coeficientesde

transporte dependientesdel tiempo han sido dibujados en las dos figuras
siguientes,10.5 y 10.6. La primera es parael modeloFHP-I adensidadf =

0.25. La línea discontinuaes la contribución de ]3oltzmann a la viscosidad

dividida por 10, que alcanza su valor asintótico finito exponencialmente
rápido. En línea continua está la contribución de anillo que presentaun

crecimientomuy débil como log 1, y a tiempo t = 150 representatan sólo
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Figura 10.5: Viscosidaddependientedel tiempo parael modelo FIzIP-[ a densidad
f = 0.25. Se observala lentadivergenciade la viscosidadcon log 1.
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Figura 10.6: Igual que la figura 10.5 parael modelo FHP-III a densidadf = 1/7.
Las líneassuperioresdentro de cadagrupopertenecena la viscosidadde cizalla y
las inferiores a la de volumen.
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Figura 10.7: Viscosidad de cizalla para el modelo FHP-III. La línea continua os
la predicción de Boltzmann, los círculos abiertosson las simulacionesnumerícas e,
[Gerits] y los círculoscerradossonlos resultadosde la teoríacinética de anillo.

‘a

un 5% de la de Boltzmann. La segunda(figura 10.6) es para el modelo

FI-IP-hl a densidadbaja, f = 1/7. El criterio en las lineas es el mismo

que en la-figura anterior, peroaquí-hay-que-distinguir entreviscosidad-de

volumen y de cizalla. La aportación de la partede anillo a tiempo 1 = 150

es del 14% para la viscosidadde cizalla y del 10% para la de volumen. A

muy largos tiempos se debe verificar que v(t) = 16<(t)/98 6.l((t), de e,

acuerdocon la ecuación(10.4) y la relacióndadabajo la ecuación(10.19),y
al tiempo máximo quese representaen la figura 10.6dicho comportamiento

casi se ha alcanzado,puestoque el cocienteentreambases del orden de 5.

La diferencia se debeal valor de Boltzmann y a los valoresintermediosde

la función de correlaciónque se aproximaa las colas a largos tiempos por

debajoparala viscosidadde cizalla y por arriba para la de volumen, como e,.
se apreciaen la figura 10.4.

Por último vamos a compararcon los resultadosnuméricosexistentes.

Desafortunadamente,no existensimulacionesdirectasparalas funcionesde

correlación. Sin einbargasí oueexistensimulannne~ niin
4riras para 1a~ vi~

cosidades[d’Humiées y Lallemaud871, y recientementese han medido con

bastanteprecisión por [Cerits]. Estos autoresmiden la relajación de una a’

a’

mt
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Figura 108: Igual que la figura 10.7 para la viscosidadde volumen. En estecaso
las simulacionesson muchomás imprecisasy se representanlas barrasde error.

perturbación transversalsinusoidalen el modelo FHP-III, que decaecomo

exp(—uk2t). Tambiénmiden el decaimientode una onda sonora y con ello

obtienenla viscosidadde volumen ( a través de la relación 17 = u + (/p,

aunqueaquí la precisión es mucho menor. En particular, para el caso de

la viscosidad de cizalla fijan una perturbación con vector ¡e dirigido a lo
largo de la dirección Y con módulo Ir = 2ir-.,/~/(2L) con L = 250 el tamaño

del sistema. A continuaciónmiden su decaimientodurante no más de 300
pasostemporalesy ajustan los resultadosa una función exp(—vIr2t) y asi

obtienenla viscosidad. Los valoresutilizados por ellos se enmarcandentro
de el régimende la hidrodinámicaclásica,no de la generalizada.Por tanto,

los coeficientesde transporteparaestosvaloresno dependendel módulo de

¡e ni de su ángulo. Nótese que las simulacionesse realizan en el modelo
FIIP—flI, en el que los autovaloresson: = 0.64,0.79,0.92a la densidad

f = 1/7, frente al valor de Ir = 0.022. Por tanto, Ir < y estamosen el

régimen de la hidrodinámica clásica. Así que las desviacionesobservadas

de la aproximaciónde Boltzmann no se debena efectosdel tamaño finito

del vector ¡e de la simulación,sino que son efectosrealesdel sistema. Noso-
tros compararemoslos valoresde la simulacióncon la suma delas funciones

de correlaciónhasta t = 150, VB + UR(150)y (~ + (¡«150). Corno hemos

0.1 0.2 0.3 0.4
1~
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apuntado,la lenta divergenciade los coeficientesde transportecomo log

hace poco relevanteel númerode términos que se suman paraobtenerlos,
siempreque se manteganen límites razonables. Porejemplo, la diferencia

entreVB + vn(150) y >‘B + vn(500) es de tan sólo 3 ó 4%. En la figura 10.7 —
hemos representadolos valores de la viscosidadde cizalla para el modelo
FHP-III frentea la densidad.La líneacontinuarepresentael valor de Boltz-
mann y los círculos abiertoslas simulacionesnuméricasdescritasen {Cerits].

Las desviacionesson del orden del 20 al 25%,en acuerdocualitativo con los
resultadospresentadosen [d’llumiéres y Lallemand87] y [Kadanoffet al].

Por último, los círculos negrosson los resultadosde la teoríacinética de
anillo aquí presentadasumadoshastat = 150. Puedeobservarseque dicha

teoríada cuentade másdel 60% de la diferenciaentre los valores de Boltz-

mann y los simulados.Como vemos,la única consideraciónde las colisiones a’

mas sencillas,las de anillo simple, acercamucholos valoresteóricosa los de

simulación. Igual sucede para la viscosidad de volumen, presentada en la
afigura 10.8. En estecasolas simulacionesson másdifíciles de realizary como

resultadola estadísticaes peor, así que hemosincluido las barrasde error.

Como puedeverse,excepto el último punto, a f = 5/14, la predicciónde la
teoríacinéticade anillo describebien los valoresobtenidosen la simulación. a’

La diferenciaremanenteentre los valoresde las viscosidadessimulados
y los de la teoríacinética de anillo simple proviene de colisiones más com-

plicadas,anillos dentrode anillos y diagramassuperiores.Todavíano existe a’

una teoríasistemáticaque las describa,que es muy interesanteper se de-
sde un punto de vista teórico, aunquedesdeun punto de vista práctico la

aproximaciónde Boltzmann con las correcionesde anillo aquí presentadas

proporcionaunaprecs¡onsuficienteen la descripciónde los gasesde red.
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11

Conclusiones y cuestionesabiertas

11.1 Conclusiones

Paraacabarpasamosa resumir el trabajo original desarrolladoen estatesis

y las conclusionesa las que se ha llegado, aunque muchas de ellas ya se
hayanplasmadoalo largo del texto.

En el capítulo 3 hemosderivadolas ecuacionesde evolución ¡nacrosco-

picas paralos gasesde red, tanto los términos de Euler no lineales como la

partede Navier—Sotkesdisipativa lineal.

• La partede Euler se ha obtenido promediandoel tensor de flujo de

momentoen una colectividad de equilibrio local. El desarrollode la
colectividaden torno al equilibrio básico(convalor mediodel momento
nulo), nos ha permitido obtenerel término pt + G(p)p-uu, ecuación

(3.36), donde G(p) es el llamado factor no galileano, y su aparición
es debida a la no invariancia Galileo de los gasesde red. El método

desarrolladoexpresaG(p) como un promedioen el equilibrio de tres

númerosde ocupación,ecuaciones(3.37),queproporcionanun método
sencillo para calcular G(p) tanto analíticacomo numerícamente.

• Los términos de Navier—Stokeslinealeshansido obtenidosa travésde

un formalismo de proyectoresque es análogo al de los sistemasconti-

nuos. Con él hemosdeducidolas expresionesde Green—Kuboparalos
coeficientesde transporte,ecuación(3.72). Las principalesdiferencias
con las fórmulas de Green—Kubode los fluidos continuosson conse-

cuenciade la estructuradiscretade la red, y son: una sumatemporal
en lugar de un integral, y la presenciade la llamadapartepropagante,

ecuación(3.74), que sustraela mitad de la contribución a t = O a la

157
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suma temporal. Asimismo, hemos demostradoque la viscosidadde ‘a

volumen, ~,es nula para modelosmonovelocidado modelo térmicos

con energíapuramentecinética.
Mt?

El capítulo 4 ha tratadosobre las cantidadesconservadasespúreasin

troducidasen [Zanetti 89], queaparecencomo consecuenciade la estructura

discretade los gasesde red, y que estáncaracterizadaspor una dirección e
externa O. Aplicando el formalismo desarrolladoen el capítulo 3, hemos
obtenido las ecuacionesde evolución de estas cantidadesconservadas,w

0

(ecuación(4.21)),de las quecabe señalarque: a’

• en orden lineal sonpuramentedifusivas. Hemosobtenido también las
fórmulas de Green—Kubopara las difusividadesde estos modos, que
resultan ser anisótropas como consecuenciade la dependenciade la di- U’

rección de las cantidadesespúreas.La difusividad se puedeescribir en

función de dos coeficientesD1 y D¡¡, que no dependende la direccion

ecuación(4.16).

• En la parte no lineal de las ecuacionesaparecenlos productos-t¿w9,

ecuación (4.25), esto es, hay un acoplamientoentre el momento y Mt

la cantidadconservadaespúrea. El coeficientede acoplamientoes

también anisótropoy estárelacionadocon el factor no galileano.
mt

• Asimismo,la ecuaciónde Euler no lineal se modifica con la presencia

de un término c4, ecuación(4.27).

Todo el efecto de estascantidadesconservadasadicionalesse elimina de las ‘a

ecuacionesde evolución si se igualan a cero en la condición inicial, y así

recuperamoslas ecuacionesde la dinámicade fluidos. En la sección4.1 se
propone un método para encontrarlasde forma sistemática,siempre que 0.

tenganunaforma funcional como (~í)OT+at.

En la parte ¡la hemosdesarrolladola teoríacinéticabasadaen la apro-
ximacion de Boltzmann,en la que el ingredientebásico es el operadorde ‘a

colisión linealizado,ti.

En el capítulo 6 hemosobtenidolas fórmulas de Green—Kuboy los coefi-
cientesde transporteen la aproximaciónde Boltzmann,con los resultados: ‘a

• Hemos encontradola baseen la queti es diagonal,ecuaciones(6.17)

y (6.18), basándonosúnicamenteen las propiedadesde simetría del o
modelo, y no en las reglasde colisión. La dependenciade las reglasde

colisión se encuentraen los autovalores,quese listan paralos modelos
FI-IP en la tabla 6.2. a,

‘a

ej

e’
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• Los coeficientesde transportese han expresadoen función de los au-

tovalores de ti, tanto los físicos (viscosidades)como las difusividades

espúreas.

• Hemosencontradoqueuna de las difusividadesespúreas,D1, es siem-

pre igual a la viscosidadde cizalla, u, y que para los modelosmono-
velocidad, también es proporcional a u. Paramodelos con mas

de una velocidad, D11 es una función no lineal de las viscosidadesde

cizalla y de volumen.

A continuación,en el capitulo 7 estudiamosel espectrodel propagador

cínetico17 en función del vector de ondas¡e como un desarrolloperturbativo

alrededorde ¡e = 0, obteniendolos modos hidrodinámicosy cinéticos, que
correspondena los autovaloresnulos y no nulos cuandoIr —* O respectiva-

mente. Comparamoscon el cálculo numérico exacto de 17 y obtuvimos los

regímenes:

• Para k pequeñoestamosen el régimen de la hidrodinámicaclásica.

El resultadoperturbativoy el numéricocoinciden. Los coeficientesde
transportevienen dadospor la aproximaciónde Boltzmann.

• CuandoIr crece, todavía hay separaciónentremodos hidrodinámicos

y cinéticos,pero los resultadosperturbativosy numericoscomienzan
a discrepar. Los coeficientesde transportey la velocidad del sonido

dependende ¡e, no sóloa travésdel módulo, como en fluidos continuos,

sino también del ángulo,como se apreciaen la figura 7.2. Estamosen
el régimende la hidrodinámicageneralizada.

• Paravaloresgrandesde Ir (Irlo Z¿ 1, con
1o el recorrido libre medio)

los modos hidrodinámicosy cinéticosson del mismo orden. Estamos

en el régimen cinético,en el que ambostipos de modos corritenzana
asociarseen pares de modos propagantes.La hidrodinámicadeja de

ser válida.

• A continuaciónse entra en el régimen de partícula libre. Las partes

realesde los autovaloresse fundenen un único valor. Este régimenno
se alcanzasiempre. Dependedel modelo y de la densidad.

Todos estos regímenes se ven reflejados en el factor de estructuraS, trans-

formada de Fourier en el espacioy el tiempo de la función de correlación
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mt

densidad—densidad,sección7.2. Hemosdesarrolladoel métodode Landau
Placzeck para el factor de estructura,que considerasólo los modos hi-

drodinámicos,sección 7.4. Comparamosel factor de estructuraobtenido
mt

numencamentey la predicción de la teoría de Landau—Placzecken los dife-

rentesregímenesanteriores.

• Régimen hidrodinámico. Observamosdos picos, relacionadoscon on U’

das sonoras,localizadosen ±coIry con anchura proporcional a FIr2.

La teoríade Landau—Placzeckes válida en esterégimen.
U’

• Régimen hidrodinámico generalizado. Seguimosobservandolos dos
picos anteriores,pero como los coeficientesde transportedependende
¡e y en la teoríade Landau—Placzeckse utilizan los valoresde Boltz- a’

mann, la predicción de Lar¡dau—Placzeckno es del todo correcta. El

uso de co(¡e) y 17(k) en la teoría de Landau—Placzeckmejoraría los
resultados,

• Tanto en el régimencinético como en el de partícula libre la aproxi

mación de Landau—Placzeckfalla de manera clara, porquesu hipótesis

fundamentalde separaciónde escalasentremodos cinéticos e hidro- mt

dinámicosdejade serválida. En el régimencinético la forma del factor

de estructuraya no es la explicada.Comienzana aparecerpicos inter-
-a

medios,que correspondena modos quese hacenlentosa esosvalores
de Ir. Porúltimo, cuandose llega al régimende partículalibre el valor

de Ir es tan grande que en la resolución que estudiamosel sistema,
u,

dadapor Ir’, los modoscinéticosno han decaído.Portanto aparecen

como lentoso hidrodinámicosy se creaun pico por cadamodo.

Hasta aquí hemos estudiado la teoría cinética en la aproximación de e
Boltzmann. En la parteLIb hemosquerido elaboraruna teoríaque corrija

algunos defectosde la teoría de Boltzmann. En particular, todas las con-
secuenciasde las colisiones correlacionadasno puedenestar bien predichas a

por la aproximaciónde Boltzmann,porqueno las tieneen cuenta. La teoría

cinética aquí presentada—lateoríacinética de anillo—consideralas recoli-

sionasmás sencillasposibles. Hemos consideradola difusión de partículas a
marcadasy el desarrollolo hemoshechoen baseal propagadorcinéticopara

la partículamarcada.
En la figura 8.1 se observanesquemáticamentelos pasosseguidos,que Mt’

comienzancon la expresióndel propagadorcinético donde se insertan las

ecuacionesde evolución,se pasapor una ecuaciónno cerrada,quese cierra
parallegar una ecuaciónintegral. Con una última aproximaciónse acaba

e

‘a

a,
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en una ecuaciónexplícita. Esta ecuacióndescribesecuenciasdel tipo: dos
partículascolisionan, a continuaciónse propaganindependientemente,rea-

lizando colisionestipo Boltzmann, para recolisionarde nuevo. A partir de

esta teoría cinéticade anillo hemosdeducidoanalíticamente(capítulo 9):

• Las correlacionesde tipo geométricoque se habíanencontradonumé-
ricamenteensistemastridimensionales,ecuación(9.11). Estossitemas

se obtienen como proyecciónde una red cuatridimensionala una red

tridimensional, y las correlaciones son el efecto de la proyección. Los

resultadosnumericoscoincidende forma muy precisacon nuestrore-
sultadoexacto (figura 9.2).

• La teoríadel acoplamientode los modos, obtenida como el limite a
largos tiempos de la teoría cinética de anillo. Con ello deducimosel

comportamientord/2 de las funcionesde correlación a largos tiem-
pos, ecuación9.29, con coeficiente l/(v + D). Como consecuencialos

coeficientesde transporteson divergentesen sistemasbidimensionales
y la hidrodinámicano existe en el límite termodinámico.

Paraconcluir,en el capítulo 10 hemospresentadola evaluaciónnumérica
de la teoríacinéticade anillo en modelo bidimensionales,con los resultados:

• Para1 = 3 hemosobtenidoanalíticamentela contribuciónde la teoría

de anillo, que puedeser mucho mayor que la contribución de Boltz-

mann paraciertos modelosy densidades,figura 10.1.

• En las figuras 10.3y 10.4 hemospresentadoel comportamientode las

funcionesde correlaciónpara dos modelosdiferentes. Las escalasde
tiempoestáncaracterizadaspor el tiempo medio entrecolisiones

Paratiempos cortos (t < Stmj) su comportamientoestádado por el
valor de Boltzmann, y alcanzael valor asintóticodado por la teoría

del acoplamientode los modos tras 2OtmÍ.

• Comoconsecuenciade la divergencial/t, los coeficientesde transporte

divergenlentamentecon logí, lo queseha mostradoen las figuras 10.5
y 10.6.

• Por último hemoscomparadocon las simulacionesnuméricasde [Ge-

rits], sumandolas funcionesde correlaciónhastael tiempo que se si-

muía. Los resultadosse presentanen la figura 10.7parala viscosidad
de cizalta. Vemoscornola teoríacinéticadescritada cuentade másdel
60% dela diferenciaentrelos valoresde Boltzmanny los obtenidospor



e

a,

162 11. Conclusionesy cuestionesabiertas

mt

simulación. Paraalgunospuntoslas correccionesson inclusomayores

Lo mismose haceparalas ondassonoras,con el fin de obtener(. Aquí
los erroresson mayoresy los resultadosno tan concluyentes,aunque

el comportamientogenerales muy bueno (todos los puntosestánde
acuerdodentro de un error de 2u).

Como consecuenciala teoríacinética de anillo corrige muy bien los valores a’

de Boltzmann. la diferencia que permanecese debe a recolisionesmas

complicadas.

U’

11.2 Cuestionesabiertas
a’

Hay muchascuestionesabiertasy temasde interésen losgasesde red. Men
cionaremosunas cuantasrelacionadascon estetrabajo.

Prácticamentetoda esta memoriase ocupa de gasesde red atérmicos, e

sin temperatura,pero todos los desarrollosse pueden generalizara mode-
los térmicos sin mucho esfuerzo. Aunque los gasesde red surgieronpara
estudiarproblemasde flujo, nuevasy numerosasaplicacionesa problemas —
térmicosestánapareciendo[Ernst y Das 92], [Retchman y Salcido91], [Ber-

nadin el al 9lJ4Grosfilset al 92]. El único modelo presentadohasta ahora
con temperaturae isotropíade tensoresde cuartoordenes el definido sobre e

la red triangularcon 19 velocidadespor nodo. Hastael momentosólo exis-

ten simulacionesde estemodelo, en particular del factor de estructura,S,
que muestranun tercer pico central (pico de Rayleigh). Un profundo estu- ej

dio teórico debe ser hechopara conocerla aplicabilidad de estosmodelosa

problemastérmicos reales.

Otro campoabierto y sobreel que no hamoshabladoes el de los mode- a’

los que no satisfacenel principio de balancesemidetallado,que se crearon

con el objetivo de minimizar la viscosidad. Su estudioestá comenzandoy

presentanmucho aspectosque los hacenmuy atractivos. Por ejemplo,para a’

ciertas densidadespueden desarrollarestructuras,o separacionesde fase.

La existenciade un estadode equilibrio todavía no estábien establecida

[Bussemnakery Ernst 92). ‘a

Dentro de la teoríacinética de anillo, sería muy interesanterealizarla

mismaintegración numéricade la ecuaciónde anillo simpleque se hizo en

el capítulo 10 para la función de autocorrelaciónde la velocidad, VACF. 0.

Ello es debido a que existensimulacionesmuy precisasde la VACF a todo

tiempo, y no sólo de susintegrales,como sucedecon las funcionesde corre-

lación del fluido, de las que sólo se conocensussumas,los coeficientesde

u

SI

0.

e-
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transporte. La comparacióncon las simulacionesnos permitiría analizar la
validez de la teoríacinéticade anillo no sólo en susregímenesde cortos y

largos tiempos,sino a tiemposintermediosdondelos efectosde las recolisio-

nes comienzana observarse.La realizaciónde esteproyectoes unosde los
objetivos inmediatosde nuestrogrupo.

Otra cuestión fundamentalque quedaabiertaes la generalizaciónde la
teoríacinética de la parte lib a secuenciasde recolisionesmás complejas,

con el fin de estudiar su decaimientotemporal. En particular seriamuy
importante considerarrecolisionesen las quelas partículas 1 y 2 colisionan,

posteriormentela 1 colisiona con una tercerapartícula 3, que colisiona de

nuevocon la 2, y finalmentela 1 y la 2 colisionande nuevo. Estosdiagramas
han sido analizadosen fluidos continuos son la siguiente contribución en

importancia al decaimiento l/t. Hastael momento no existe una teoría

que tenga en cuentaésta y otras secuenciasde colisiones. Paraestudiar

decaimientosmásrápidos que l/t seríainteresanterealizarsimulacionesde
la función de correlaciónpara densidadf = 1/2, dondela cola l/t tieneuna

amplitud nula, de acuerdocon la ecuación(9.30). Asi podríamosobservar
contribucionessubdominantesa las colasa largos tiempos.
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A

Tensores

Consideremosun tensorde ti índices Tai..a~ en un espaciod—dimensional,

o;, ¿ = 1,..-, d. Bajo una transformación de coordenadasR cambiasegún:

donde 1? esunarepresentaciónd—dimensionalde la transformacióndada. El

tensorT es invariantebajo la simetría R si

(A.2)

Un tensor T se llama isótropo si es invariante bajo el grupo continuo de
rotaciones e inversiones. Los únicos tensoresisótropos son las deltas de

Kronecker ó~g y susproductos.Si es invariantebajo un grupo de simetrías
de una red discreta, se dice que tiene simetría cúbica, triangular de
acuerdocon el grupo discretocorrespondiente.

Consideremosahora una red discreta regular, con velocidadesc,, i =

b, y estudiemoslos tensorescompletamentesimétricosde rango ti:

= z~cac2...cyJk¡clJ. (A.3)
e

donde la suma sobrec seextiendesobreel conjuntode vectores{cí} donde

los vectoresde igual longitud se transfonnande uno a otro bajo el grupo
de simetrías discreto de la red. Todas las redes consideradastienen si-

metría bajo inversiones,y por tanto los tensores con u impar son au-
tomáticamentenulos. La misma simetría implica que para n=par todos

los indices de los tensorestienen que aparecerde dos en dos, cuatro en
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e’
cuatro~.., asi que:

(2)
~ =a¿,,

0
U’

= a[¿~&.~s + ~a5~0S+ ¿a56~yj+ (A.4)

donde¿(4) es la delta de Kroneckerde cuatroíndices,con valores
a’

titó{ ¿ ~ (A.5)

a-
(4)

Se puede verificar directamente usando (A.2) que ~ no es un tensor
isótropo. Por tanto un tensorde cuartoordenes isótroposólo si b = O. La

fórmula anterior da la forma generalde un tensorcompletamentesimétrico e
de rangos n = 2 y n = 4 en d dimensiones,(d = 2,3,4...). Si hay una
simetría adicional (como rotaciones de ángulo w/3 en la red triangular, o

la simetríaS definidaen el modelo FCHC [H~non 87]), entoncesexiste una es
relación adicional entre las componentesdel tensor,que sólo puedeser sa-

tisfecha igualando b = 0. Consecuentementeun tensorde cuarto orden en
una red triangular o FCHC es isótropo. Por supuesto,un tensor de sexto a

orden en estasredesya no es isótropo.

Paraunared triangularen dosdimensionesobtenemosqueel tensor
vale:

(2)

E00 =a¿00
= b{6cwa&ys + bay¿26+ 6~8~}. (A.6) Mt’

En general los tensoressimétricosque son isótroposson proporcionales
a todos los productos posiblesde n/2 deltas con los indices permutados,

comose ilustra en (A.6). Se verifica [Wolfram 861 que E(2n) es isótropo para

gruposcon simetríade ángulor/(n± 1) (estoes,polígonosde2(n±1) lados)
o menores. —‘

Un tensor generalde cuartoorden no tiene la forma dadaen (A.3). Su

forma másgenerales

= A6006~5+ B60-~¿05+ C60660.~+ ~~<
4) (A.7) ‘a

que tiene cuatro coeficientesindependientesA, B, C,D para la red cúbica
o cuadrada.Paraunared hexagonalla componenteen 6<~> desaparece,así e”

que D = 0.
El tensorde cuartoordende viscosidades,~ en (3.80) es simétricoen

los índices {o/3}, porque el tensor de presionesP quelo define es simétrico ‘a

a

e

u,

e’
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en equilibrio y por tanto B = C. Consecuentemente,paraun tensorgeneral
simetricoen {a¡3} la ecuación(A.7) se puedeescribir como:

Ta¡iys = A{¿asóg.y+ &y~08 — ¿6~aóyS} + B600613+ (A.8)

Si este tensores isótropo o de trazanula en el par de índices {c43}, satisface
que:

D=0

B=D=0

si T es isótropo (hexagonalen 2-d)

si T es de trazanula en cfi e isótropo. (A.9)

Todas estasconsideracionessobretensoreshan sido utilizadas a lo largo del
texto de estamemoria.
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B

Expresiones para cQ y

Este apéndiceestádedicadoal cálculode la suma:

A(n,u} = Zcjdn,v), (13.1)

y en particular a los dos primeros términos del desarrollo en serie de 1,
ecuación (8.12). Los hemos necesitadoen los tres últimos capítulos para

desarrollarla teoría cinéticade anillo. Consideraremosun fluido no interac-

cionante con reglasde colisión máximamentealeatorias,MAXRCR.

Consideremosuna colisión con [p] partículas(p =2) en un fluido no in-
teraccionante.Hay dos contribucionesal operadorit un término de pérdida

en el que una partícula marcadaen el canal i va a parar a cualquierotro

canal,y un término de ganancia,en el quepartículasen otros canalesvan a
parar al canal i. Se puedenescribir como:

y) = {—v~n({p1 i) + ±E ~‘ n([p] — i)}ií([b] — [pfl, (B.2)
¡E [rl

donde njp]) B El factor ii([b] — [pl) garantizaque los canales
[b] — [p]estányacios, asíquerealmentees una colisión con [p] partículas. El

factor 1/p es una consecuenciadirecta de las reglasde colisión MAxRCR,
y expresaque, en media, una fracción l/p de las partículas marcadasse

dispersaa cualquierotro de los canalesen el conjunto [p]. Si consideramos
todas las colisiones,obtenemosque:

= >1 >3 *{([»] — i) + 1 ~ vjn([p] — i)}ii([b] — [pL>,(8.3)
pp=2[rlclsI
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e’;
dondela sumaen [pj contienetodaslas formasposiblesde elegirp partículas

de un conjuntode b canalesposibles. El asteriscoindica la ligadura i C [p]
Multiplicamos ahora (B.3) por e, y sumamossobre i. A continuacion u,

intercambiamosel ordende las sumasy hacemosla sumaen i la másinterna,
paraobtener:

e”

A(n,v) = >3 >3 >3 ¡j1 >3 c~ — c.]v;n([p] — i)íí([b] — [p]). (13.4)

P=2[p]C[bbe[p] JE[p]
e”

Intercambiamosde nuevolas sumasparahacerla sumaen i la másexterna,
con lo queobtenemosque,

A(n,v) E ZA4n>v. e”

5—1 í í ~
A;(n) = >3 >3 [í+ ~ — 1~

1c~}n([l])ñ7(Lb1— [lJ—i). (8.5) 0.

¡=1 [l]c{b—’] gEl!)

Un desarrolloen fluctuacionesde los númerosde ocupaciónu; = 1 + tu,,
a’

define los coeficientesA1, A,,, etc,

A(n,u) = Á1¿’, + Áqv1bn, + ..., (B .6)
e,

dondesumasobreíndicesrepetidoses asumida.Al compararcon (13.1) con

it dado por (8.12) se tiene:

A, = >3CJUJI, A1, = >3cdt. (13.7) e”

3 k

El primer coeficienteA1 se obtienesustituyendou1 en la ecuación(13.5) por es

1~

lzi [flc[b—1J JEII]

Si utilizamos que 5c; = 0, podemosreemplazarEí¡íc~1l 4~T 2, e1 por Sr

E[¡—1lc(b—21 ¡#ÁCi, obteniendo:

A, = —Ci ZI’@ — f)b~1 {U]c[b—ll 1+1 + lI—I]C[b—21 ¡ } . (13.9)

Las sumasen el interior del corchetese puedenrealizar con ayudade ‘a

0.

st

a’
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>3
[aIG151

1

con lo que la ecuación(B.9) queda:

1+1

(B.ll)

A, = , — f)5’-I—1 {
¡set

5— 1

—c,b>3f’(1 — f)b—l—1

¡5t1

y por tanto c es autovectorde ti con autovalor

5—I

w = b>3f’(l —

—w dado por

f)
5~4~¿ ( ~ (8.12)

¡¡rl

cuyasumanos da el resultadopresentadoen (8.34).
Paraobtenerlos coeficientesA

11, desarrollarnos(B .5) hastaorden lineal

en ¿u:

5—I

4>3
ya Efil

>3
1=1 lflc[5—í]

Sumf’’(l —

— le;]

>3 6flmf~(1 — 1)5—1—2],
mElbl—lfl—i

dondeel primer término provienede n([l]) y el último de ~([b] — ~l] — i) en

la ecuación(B.5). Si hacemosla sumasobrem la másexterna,obtenemos
que,

A;,,.
— >3 kíKc.±em¡=1 [1—1]Ctb—21 1 E{1J

5—1

—~ [llC[b~~2lí+1K[ll

— le;]

í

f’( 1 — (13.14)

Volvemos a utilizar la relación >1. e; = 0, parareemplazarlas sumassobre

e1 por e; + Cya, para llegar a:

5—1

— >3 >3
¡=1 [I—2]cfb—3]

(ci + cm)pf’’(1 — f)b~4—1

(13.10)

( b

>3 A,»,¿um >3
mt

(B13)
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>3
LI— lJclb—3J

(e; + Cn»1’(l — f)bt2
1+1

>3 c;—1---fu—

[4c[b—2] ¡ + ‘1

Si agrupamoslos términoscon c~ y Cm y definimos las variablesa y ¡3 según:

A:m = ÚC; + ¡?Cm,

a’

(BiS)

obtenemos,utilizando de nuevo (13.10) que

5—3

o = (1 f)52Z l)(l±2)

— (1— f)b-2

1 (by3)~1

con x = f/(1 — 1). Estasumasse puedenrealizar con el resultado,

1—1
a = — ________

(b— i)(b—

¡3
1

2)12 [1 — (b — l)(1 — f)S~2 + (b — 2)(1 — f)bl]

— (1 —

(b— 1)(b~.~2)f2L’ —(b— 1

ecuacionesque han sido utilizadasen el capítulo 9.
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>3
[1—1]c[b—2]¡=1

(cm — le;) 1 <—‘(1 —
1+1

4
4

1=1

0.

e,

(B.16)
0.

¡=1 1 (~z~)x’ (B.17)
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c

Relación entre

Esteapéndiceestádedicadoala obtenciónde la ecuación(9.26). Considere-
mos unacolisión múltiple que involucra ala partículamarcada.El conjunto
de [p] partículasiniciales,tomadasde entrelas [b] posibles,da lugar al con-

junto [pfl tras la colisión, En particular, la partículamarcadacomienzaen

E [p) y acabaen ? E [pfl. Entoncespodemosescribir el operador de
colisión como:

5

Idu, u) = >5 33 [—v;u([p] —i»I([b]— [p1)+u;.n([p~] — i*)lr([b] — [pfl)].(C.1)
p2 ~p]C[b]

Desarrollo hasta orden lineal en fin nos da las expresionespara -~ y ~(2)

que son independientesde las reglasde colisión:

(u,v) = KV) vi + KV»vj¿ut +
5

>3 {~v;+v;.}fP1(l~f)bP
p2 [p]c~bl

5

+>3 >3 {[—v, >3óum+v,. >3 ótimj(1f)
p

2 [p]c[b] mE[p]—

+Lv, >3 Sn,,. — v;• >3 ¿nm<f}1P2(1 — f)b’P1. (C.2)
mElb]—{p] ‘nE[b]—Vl

En la ecuación(9.26) queremosrelacionarlos operadores~ con ac-
tuandosobre productosde invariantesde colisión. Por ello, reemplazamos
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0.,

y; por a = 1 y ¿n,por a, = {i,c;} con el resultado:

ti;5a = ~ >3 { — a; + eg}fP’(i — f)bP
p

2 [p]C¡bJ

?4~aaz = ~ >3 {[— >3am+ >3 a~j(1—f) Sfr

p=2[p]C[b] me[rJ—. mC[p~—í

+[ >3 a,,, — >3 a~,if}ff2(1 — f)b-P-l. (C.3) u,
mE[b]—[p] mE(bJ—[pj

Como flya es conservadaen cualquier colisión, verifica que:
u,

>jfIm= >3 <4,. (C.4)
‘nE[pJ mE[pfl

Entoncesel segundotérmino en (C.3) se cancelaexactamente,dando: e’

5
= >3 >3 fP?(i — f)~~~[a; — al. (C.5) u,

P2 lp]C[b]

Comparandocon la primera línea de (C.3) obtenemosla igualdaddeseada:
w

= —jn;saa~~ (C.6)

que ha sido empleadaen la deducciónde la teoría del acoplamientode los 0.

modosen el capítulo9.
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