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Capitulo 1

INTRODUCCION

En 1.954 aparecio el articulo de Yang v Mills, donde se generalizaba el
concepto de simetria gauge local al caso de un grupo interno no abeliano
{11], 121). Durante los primeros anos no desperté demasiado interés, pero
tras el descubrimiento del mecanismo de ruptura espontanea de simetria
(1.964), la demostracion de su caracter renormalizable (1.971), y, sobre
todo, la aparicion del celebrado modelo de Weinberg-Salam (1.967) v
de la Q.C.D.. las teortas gauge no abelianas han adquirido un caracter
central en la I'isica moderna. Estos dos modelos (de Weinberg-Salam v
la Q.C.D.) son las dos teorias Yang-Mills existentes en la actualidad y
con importancia fenomenoldgica, ambas pueden formularse en términos
de mntegrales de camino de Feynman, es decir integrales funcionales so-
bre todas las configuraciones clasicas con un factor de pesado dado por
la exponencial de la accion. Es decir. si conocemos todas las configu-
raciones posibles clasicamente en principio deberiamos poder resolver
todas las cuestiones que aparecen en el marco de la teoria cuantica. Si
al menos conocemos algunas de las configuraciones clasicas esperamos

poder conseguir alguna informacion sobre aspectos cuanticos asociados.

La primera solucion no abeliana fué encontrada por Wu v

it
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Yang [3]. Pero hay que esperar sobre todo a las décadas de los 70 v 80
para que aparezcan numerosos trabajos sobre este tema en las revistas
espectalizadas. Puesto gque toda solucion encontrada con grupo gauge
SU/(2) es tambicn solucion para cualguier otro grupo gauge semisim-
ple, y por ser ¢ste el mas sencillo de tratar, los mavores esfuerzos se
concentraron en ¢l caso SU7{2), espacio plano (euclideo o minkowski)
v vacio {en ausencia de corientes de carga Yang-Mills). Una buena
coleccion de resultados obtenidos, si bien va un poco desfasada (fué
publicada en 1.979) se puede encontrar en el articulo de Actor [3]. En-
tre todos ellos destacainos las soluciones tipo monopolo (no singular,
con energia finita y acoplada a un triplete Higgs} debidas, por separado,
a 't Hooft v Polyakov {[4]. [5]} en espacio minkowski. v las soluciones

tipo Instantonico v meronico en espacio euclideo.

En espacio euclideo la solucidn exacta mas famosa es el ins-
tanton. Se trata de una solucion autodual (por tanto su tensor energia
momento es identicamente nulo) que posee como cualidades destacables
un buen comportamiento (ausencia de singularidades) en todo R*) y

' proviene del hecho de

carga topologica entera. IXl nombre nstantén
que la solucion esta concentrada en una region de R'. Se han obtenido
de distintas formas las soluciones n-instantén, pero por similitud con la
notacion en este trabajo. nos referiremos en especial a la construccidn
de Witten !7] (otras construcciones como las de Polyakov y la de Atiyah
se pueden encontrar por ejemplo en la referencia [3]). Se ha asociado

este tipo de soluciones a la existencia de efectos tunel entre estados

de vacio topoldgicamente caracterizados en teorias estaticas Yang-Mills

Lsegin P. Ramond en {6] este nombre fué puesto por 't Hooft en virtud de que
soluciones en tiempo imaginarto se pueden interpretar en una teorfa cuantica como
procesos que ocurren instanteneamente en un tienipo real
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acopladas a un campo Higgs eu espacio minkowski.

Punto y aparte nos nierecen las soluciones debidas a De Al-
faro, Fubini y Furlan ([8], [3]) tipo meron, se caracterizan por tener la
densidad de carga topoldgica concentrada en forma de %6(1‘). La im-
portancia que se les ha dado en la literatura no ha sido tan grande como
en el caso de las instantonicas. sin embargo, para nosotros son especial-
mente destacables pues las soluciones meronicas (con simetria esférica)
obtenidas hasta la fecha de [orma explicita (a saber, meron, merén-
merén y merdn-antimeron) se pueden obtener en nuestro esquema de
forma muy sencilla. En otras palabras. hemos comprobado gue este tipo
de soluciones pertenecen a un tipo algebraico muy especial en la clasi-
ficacion de C'armeli, v, por tanto, en un cierto sentido (por pertenecer
todas ellas al mismo tipo algebraico Carmeli), las soluciones que ob-
tendremos seran su generaiizacion Einstein - Yang-Mills. Este tipo de
soluciones se interpretan como estados tunel entre vacios minkowski
con cargas topoldgicas 0 v +1 (vacios Gribov). El conjunto de solu-
clones instantonicas v merdnicas se han intentado usar para explicar el

confinamiento de quarks en Q.C.D.

En estos ultimos anos han aparecido nuevos trabajos inten-
tando obtener soluciones en sistemas Yang-Mills en variedades espa-
clo temporales curvadas por la existencia de un termino de energla
gauge. En este enfoque se pueden mencionar las soluciones, numéricas,
de Bartnik-McKinnon [28] (en adelante B.M.) y Bizon [29] en espacio
minkowskiano, o las soluciones tipo agujero gusauo ([38],[39],[40].[41])

en espacio euclidiano.

En ambos casos, en espacio plano como en Einstein - Yang-
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Mills, el problema que se plantea es la resolucion de un sistema de
ecuaciones diferenciales en dertvadas parciales de segundo orden v no
lineal. Por tanto es necesario un trahajo previo a fin de intentar sim-
plificar al maximo las ecuaciones a resolver. Sin pérdida de generalidad
se puede hacer uso de la hibertad gauge de la teoria, pero esto no es
suficiente. Como es habitual en casi todas las ramas de Fisica, cnando
un problema es lo suficientemente complicado como para no ser ca-
paces de resolverto, lo que se impone es intentar resolver las ecuaciones
en casos idealizados. suponiendo que los resultados reales, de alguna
forma, seran parecidos a los obtenidos, o, al menos, esperando que de
las conclusiones obtenidas de las 1dealizaciones se podran obtener con-
clusiones aplicables en general. Por ello, la mayoria de las soluciones
conocidas poseen algun tipo de simetria espacio-temporal. Como unos
meros ejemplos, el monopolo de 't Hooft posee simetria esférica y es
estatico, el 1-instantdn (segin lo obtiene Witten) tiene simetria SO(4),
aunque para su obtencion solo se hace uso de simetria estérica, y por

altimo, B.M. suponen simetria esférica y estaticidad.

Sin embargo, si el grupo de simetria no es lo suficientemente
grande las ecuaciones pueden ser ain terriblemente dificiles de resolver.
Otra forma habitual de simplificar las ecuaciones de evolucidn es lo que
denominamos "ligaduras algebraicas entre las componentes del campo
gauge”. La mas famosa. sin duda, es la condicién de autodualidad. Fs
facil de comprobar que para cada catnpo autodual (que es una condicidn
algebraica sabre las componentes del canipo. v. por tanto. diferencial de
primer orden sobre las componentes det potencial Yang-Mills) las ecua-
ciones de evolucidn se convierten en las ideuntidades de Bianchi, que

se cumplen identicamente por la propia definicidon del campo, si bien



presenta el serio problema de o ser aplicable en el caso minkowskiano.
Otro tipo de "Ansatze” algebraicos es. por ejemplo, el suponer direc-
tamente que algunas componentes del potencial son nulas {como es el

caso de la solucion de B.M.).

Evidentemente han existido otras formas, verdaderamente in-
geniosas e interesantes (podemos citar algunas de ellas como por ejem-
plo el ”Ansatz &' [9]. v su generalizacion en términos de funciones
elipticas debida inicialmente a Cerverd v col. [10] {que interpola en
funcién del pardmetro eliptico entre la solucion instantonica de BPST
v la solucion merén-merén en espacio euclideo v generaliza la solucion
de De Allaro y col. en espacio minkowski) generalizacion desarrol-
lada posteriormente por Actor {11]. o la construccion de Ativah y col.
para la obtencion de soluciones autoduales [3], ete.) para simplificar
las ecuaciones de evolucion. No pretendemos ser exhaustivos, sino tan
solo intentar introducir cual ha sido nuestro proceso en la elaboracion
del presente trabajo v en la obtencidn de las soluciones que en él se
presentan. En nuestro caso hemos resuelto el sistema de ecuaciones
de evolucion, en espacio plano v en interaccion con la gravitacién, con
simetria esférica y con una ligadura algebraica que aparece de forma
natural al particularizar la clasificacion de Carmeli ([12], [13]) de los

campos Yang-Mills a la simetria esferica.

El segundo capitulo lo dedicaré a introducir los conceptos
basicos de la teoria Yang-Mills v a fijar la notacion que usaré en el
resto del trabajo. Resolvere la condicion de simetria estérica para el
campo gauge {sigulendo el trabajo de Forgics v Manton [19]), vy como
un resultado adicional obtendremos una condicidn necesaria para que

un campo Yang-Miils con simetria esférica posea alguna simetria adi-
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cional. Este resultado nos permitira probar la no existencia de un

analogo Yang-Mills del teorema de Birkhoff [23].

En el tercer capitulo introduciremos la clasificacion algebraica
de Carmeli y la particularizaremos al caso de simetria esférica. Fste
trabajo nos permitira obtener una ligadura algebraica cuadratica so-
bre las componentes de los campos. de tal forma que la clasificacion
quedara caracterizada por el valor de una unica funcién. Asi, cuando
esta funcion sea la constante -2 tendremos los tipos mas degenerados
en la clastficacion. cnando valga +1 obtendremos los tipos intermedios,
y en el resto de situaciones tendremos el tipo menos degenerado com-
patible con simetria 5O(3). A lo largo de todo el trabajo entendemos
por tanto como soluciones algebraicamente especiales a las mas dege-
neradas enire las posibles con simetria esférica, es decir aquellas para

las que dicha funcidén vale | ¢ 2.

En el cuarto capitulo resolveremos nuestro problema para un
campo Yang-Mills algebraicamente especial en espacio plano. Para ello
resolveremos el sistema formado por las propias ecuaciones de evolucian
mas la ligadura algebraica definida en el tercer capitulo. Este proceso
lo haremos tanto en espacio minkowski como euclideo. Comprobare-
mos que las soluciones euclideas tipo merdn. merédn-merdn, y meron-
antimeron se obtiencu dentro de este esquerna asi como que no es posible
obtener soluciones estaticas. También comprobaremos (sin reobtenerla)
que la solucién l-instanton pertenece a uno de los tipos algebraicamente

especiales.

En el quinto capitulo resolveremos el sistema de ecuaciones

que se obtiene en el caso Finstein - Yang-Mtlls v algebraicamente espe-
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cial, en espacio tipo minkowskiano (métrica —+ ++). Como resultado
final obtendremos una solucion explicitamente dependiente del tiempo
([30], [311). Calcularemos ¢l grupo de isometria de la solucion obtenida.
Clomo un resultado adicional de esta parte del trabajo podremos carac-
terizar las soluciones estaticas (y entre elllas la solucién de B.M. v la de
Bizon) dentro de la clasificacion de Clarmelt, sin necesidad de conocerlas

explicitamente.

En el sexto capitulo, repetiremos esencialmente los mismos
pasos del caso minkowskiano. hasta obtener la solucion general del sis-
terna de ecuaciones en el caso euclidiano (métrica + + ++). Ademas se
presenta una interpretacion de las soluciones obtenidas en términos de
wormbholes. Este tipo de soluciones adquieren su mayor importancia en
el marco de los estuerzos por conseguir una teoria cuantica de la grav-
itacion. Este tipo de teorias se formuian en el dominio euclideo, para
dentro de él sumar sobre todos los espacio-tiempos topoidgicamente
posibles clasicamente y no solamente sohre aquellos que se derivan con-

tinuamente del espacio-tiempo plano.

Para finalizar, en el apéndice presentamos el proceso deta-
llado de resolucién de una ecuacion en derivadas parciales que, como
se vera, aparece como punto clave de la obtencion de soluciones, al
menos en tres momentos distintos. En efecto, dicha ecuacion aparece
como la ultima a resolver para obtener el coeficiente de la métrica en
los casos que nos planteamos. tanto con métrica lorentziana como eu-
clidiana. También es la tUnica ecuacién a resolver para poder poner la
métrica de forma conforme plana explicitamente. Finalmente vuelve a
aparecer (en primer lugar si atendemos al orden de este trabajo). como

ultima ligadura diferencial a resolver para obtener soluciones exactas
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en espacios planos,



Capitulo 2

CAMPOS YANG-MILLS.
SIMETRIA ESFERICA

Fn la década de los 30 aparece el articulo de Yang v Mills, que intro-
duce el concepto de teoria gange locai no abeliana (ver por ejemplo
(1], [2]. [3]). Conceptualmente cousiste en la generalizacidn del carac-
ter gauge del electromagnetisiio al caso en que el grupo de invarianza,
en un determinado "espacio interno”. es no abeliano. Se supone que la
teoria fisica que se esta tratando es invariante bajo las transformaciones
en este espacio interno, de Tisospin”. La condicion de simetria de la
teoria bajo dichas transformaciones se resuelve con la introduccién en
el Lagrangiano de un campo extra tal que sus propicdades de transfor-
macion bajo la accion del grupo compensen las variaciones dehidas al
resto de los campos de la teoria, v finalmente. el Lagrangiano nuevo sea
mvariante. Postertormente, esta teoria ha sido objeto de un profundo
trabajo de interpretacién en términos geométricos a traves del concepto

de fibrados {vease por ejemplo la referencia {14]).

En lo que sigue vamos a introducir estos conceptos de forma

mas sistematica para el caso de grupo gauge S{/{2), de esta forma

13
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vamos a fijar la notacion que usaremos en adelante, asi como las defini-

ciones de los distintos conceptos que usaremos.

Tengamos un conjunto de campos que se transforman bajo la

accion det grupo gauge como:

b — Sd
S e SU(2)

donde ® es un multiplete v S estd en la representacién correspondiente.
Entonces, los términos de la [orma ®*® son invariantes, pero no asf los

terminos cinematicos. que se transforman de la forma:

o, — 5S¢, + 5,0

(En adelante @, = —}-’%) Para mantener la simetria del Lagrangiano
es necesario introducit un campo adicional con unas leyes de transfor-
macion dadas por

A, — SA,S 148,87

# e

Es decir. este campo nuevo (en adelante nos referiremos a el como po-
tencial Yang-Mills) esta valuado en el algebra de Lie del grupo gauge
en la representacion en que éste actia sobre ©. Por tanto, la forma
de mantener la simetria es sustituir los terminos cinemdticos del la-

grangiano por la siguiente regla

i, — 9, — A,

Por analogia con el electromagnetismo el término cinético ¢ue se intro-

duce para el nuevo campo tiene la forma



r{F  F")
Donde el campo Yang-Mills F,, es la generalizacion no abeliana del
tensor de Faraday electromagnético. El término cinematico recién in-
troducido es invariante Lorentz, v para que sea invariante gauge debe
tener unas propiedades de transformacion de la forma

e
F,, - SF,,S

L

El campo mas sencilio que se puede contruir a partir del potencial, tal
que se reduzca en el caso /(1) al electromagnético, con unas leyes de

transformacion como las anteriores v antisimetrico es

F;w = A;uu - Au‘;.a - [AM,AU]

Iin adelante nos referireincs a este campo como "campo Yang-Mills”,

distinguiendolo del “potencial Yang-Mills” previamente definido.

Una vez que tenemos definido el potencial Yang-Mills y el

campo, es trivial comprobar que se cumplen las identidades de Bianchi

D;.LF(,Y.S + DL‘JF_BL; + [)ﬁF,uu = U

donde hemos definido 1, = @,

i

¢ [A.u' ]

Partiendo del término Lagrangiano Yang-Mills definido ante-
riormente se pueden calcular las ecuaciones de evolucion, que en el caso

de vacio {esto es, en ausencia de corrientes de carga Yang-Mills) son:

1

D.(VGF* )1 =0
7 (VgF*}
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Las soluctones autoduales son aquellas que cumplen

F,. = +"F,.. que desarrollando el dual queda

\
F”V = :i::é\/génvmaFaﬁ

Se puede comprobar facilmente que las ecuaciones de evolucion se con-
vierten en las identidades de Bianchi (y, por tanto, se cumplen auto-
maticamente) en las soluciones autoduales. De aqui procede su interés
inicial, pues se reduce el orden las ecuaciones a resolver de segundo
orden (de las ecuaciones de evolucion inciales) a primer orden (de la
condicién de autodualidad) (vease por ejemplo {13], [3]). Sin embargo
la siteacién no es tan sencilla en espacio minkowski, pues, como se

puede ver facilmente se llega expresiones sin solucion:

Fi;r. =" Fix = Fyz =" Fyz = _th

Sin embargo, en una teoria Yang-Mills acoplada a un campo Higgs es
posible introducir una condicién analoga (autodualidad de Bogomol'ny
i3]} en tanto que su cumplimiento implica el cumplimiento de las ecua-
ciones de evolucion v que es de pritner orden en las derivadas. También
en espacio minkowski su interés estd reforzado pues se demuestra que
este tipo de solucicnes son minimos de la energia. kn este esquema
aperecieron los monopolos SU(2)magnéticos de 't Hooft y Polyakov

como soluciones mas representativas.

En espacio euclidiano no existe el problema anterior. Re-
solviendo las ecuaciones de autodualidad se obtienen, como caso mas

representativo, las soluciones instantonicas. Son aquellas que presen-
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tan un buen comportamiento en todo R, y tales que la integral de
la densidad F,F*" en todo R*, conocida como carga topoldgica, esta
cuantificada. La primera solucién de este tipo fué el 1-instantén, encon-
trado por Belavin y col. [17], apareciendo posteriormente la solucién

genérica n-instanton ([3]. [7]).

Sin duda. las dos soluciones a que nos hemos referido hasta
ahora {(monopolo magnético minkowskiano e instantén euclidiano) han
sido las mas famosas. De todas formas, existe otro conjunto de solu-
cliones que quisieramos destacar. La causa es que pertenecen, en un
sentido que ira quedando claro a lo largo de los capitulos 3 v 1, al mismo
tipo algebraico que aquellas soluciones que obtendremos en el caso Ein-
stein - Yang-Mills. Se trata de la solucién de De Alfaro v col. [8] v su
generalizacion en termino de funciones elipticas en espacio minkowski
(10], y de las soluciones euclideas tipo meron (caracterizadas por tener
cargas topologicas semienteras concentradas en forma de é(z)) y sus
generalizaciones elipticas debidas a Cerverd y col. (que "interpolan”
entre la solucidon instantonica y la merdnica en términos del parametro

caracteristico de una funcion eliptica de Jacobi) ([3}, [8], [10]).

2.1 Simetrias espacio temporales en teo-
rias gauge

Si admitimos que los distintos estados posibles en el espacio gauge (de

isospin) son indistinguibles para un observador en el espacio fisico, el
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concepta de simetria espacio temporal tiene que sufrir una ampliacién
con respecto a aquel que ingenuamente se impondria. Si no se toma
esta precaucion llegariamos a resultados tales, como la existencia de
un analogo al teorema de Birkhoff para Yang-Mills (vease [22]) ("toda
solucion con simetria esférica es ademas estatica™). La expresién de
las condiciones de simetria en teorias gauge ha sido desarrollada en
la literatura, especialmente en la década de los 80, con un enfoque
infinitesimal (es decir. a traves de la derivada de Lie); los primeros
trabajos en este sentido son los desarrollados por Bergmann y Flaherty
(18] v por Forgacs v Manton ([19], 120]) para una teoria Yang-Mills. En
una teoria de la gravitacién en el formalismo de tétradas con SL(2,C)
como grupo gauge. el mismo concepto ha sido desarrollado por Chinea
[21].

De forma local (esto es, infinitesimalmente} la derivada de
Lie nos indica cuianto cambia un campo (en nuestro caso el potencial
Yang-Mills A, ) al desplazarnos en la direccién que sefiala el generador
del grupo de simetria espacio-temporal X. Por tanto la condicion de
simetria se impone habitualmente diciendo que la derivada de Lie con
respecto a los generadores del grupo se anula. En el caso de una teoria
gauge, podemos admitiv que el nuevo campo, al desplazarnos en la
direccion del generador. sea un transformando gauge del original, si
ademas imponemos que estas transformaciones gauge se van haciendo

de forma continua a medida que nos desplazamos, la condicion de

simetria se puede generalizar a:
LyA, =d,W -[A,, W] (2.1)

donde Ly representa la derivada de Lie respecto al generador X y

W es un campo valuado en el dlgebra de Lie del grupo gauge. Esta
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expresion es valida para una teoria Yang-Mills donde el potencial tiene
unas determinadas reglas de transformacion bajo la accion del grupo
gauge, en una teoria gauge con otras reglas de transformacion, como
por ejemplo, la formulacién cn tétradas de la gravitacion, donde las
reglas de transformacion para la tétrada son distintas, la condicion de
simetria es diferente. La ecuacidn (2.1) es invariante gauge. con solo
imponer que el W sea un escalar v tenga una ley de transformacion del

siguiente tipo:

W= sSWs 4+ X°(9,8)8

Se puede comprobar que si tenemos un sistema de generadores
de simetria tal que entre ellos conmutan. entonces se puede encontrar
un sistema de coordenacas tal que X' =(0,...,0.1,0....0) (con el I en
la i-ésima posicion). Entonces se puede demostrar [19] que se puede

encontrar una transformacién gauge tal que

LyiA, =0

para todos los generadores simultaneamente y por tanto, A, ; = 0.
En el caso en que dos generadores no conmuten entre si. no se puede
llegar en general al resultado anterior. v debera cumplirse la relacidn
de consistencia

LynW, = Lgn W — W W] = frn,W, =0 (-

rii

S
[A]
~

donde f,., son las constantes de estructura del grupo de simetria

espacio-temporal.
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Sobre el campo Yang-Mills F,,, la condicidn de simetria se
expresa:

LyF, =[W.F.] (2.3)

Puesto que las reglas de transformacidn gauge del campo Yang-Mills son
similares a las de la tétrada gravitatoria {(con SL{2.(")), la condicién

de simetria para esta iltima sera semejante [21] {Lx 0, = [W.0,]).

En el presente trabajo nos vamos a restringir exclusivamente
a campos Yang-Mills con simetria esférica, por ello. (pese a que la
solucion general de esta condicion de simetria aparece abundantemente
en fa literatura (por ejemplo en [3]. [7), [19}) vamos a resolverla de forma

explicita en lo que sigue:

2.1.1 Campos Yang-Mills con simetria esférica

Muchas de las soluciones exactas que se han obtenido poseen simetria
esférica. Ya hemos mencionado en la introduccién que el monopolo, las
soluciones instantdnicas, y algunas de las merénicas en espacio plano,
y las soluciones de Bartnik-McKinnon, Bizon, v wormholes citados en

las referencias, en Einsteln - Yang-Mills, poseen ésta simetria.

Los generadores infinitesimales del grupo SO(3), se escriben,

en coordenadas esféricas. como

X\ = cosody — cotgBsendd,
X, = —senody — colgbcospd,

X:’; = azp'
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("omo mencionamos en la seccion anterior, siempre es posible

hacer una transformacion gauge. dependiente de ¢, tal que W} se anule.

&

I'ntonces las ecuaciones de compatibilidad (2.2) que deben resolverse

son para (m,n) = (1.3} v (2.13)

e .
—W =W =0

{que se resuelven con

'[-V]i = P'eosoé + Qseno
Wi = ~Pseno4 Q'coso
=0

v donde P = P(#) v Q = Q(#). Las reglas de cambio de P y Q bajo

una transformacion gauge independiente de ¢ son:

Q = 5QS5™!
P = SPS~! 4 §,587!

Siempre es posible encontrar un gauge tal que P = 0. La
altima ecuacion de compatibilidad { (m.n) = {1,2) } se escribe en-

fonces:

QY + cotghQ' =0

Que se resuelve con (' = =5 donde ¢ son constantes que definen
un vector en el algebra. Podemos hacer una trasformacion gauge de
forma que ¢! = ¢ = 0 (se trata de una rotacion en el algebra de Lie de

forma que el generador 3 apunte en la direccion de ¢, rotacién que se
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puede hacer, sin deshacer W5 = P = 0, pues es constante). Con lo que

finalmente el sistema de ecuaciones queda resuelto con

QS: 3

senfl

Una vez conocida la forma de los W . se puede resolver la

ecuacion general de siinetria (2.1), cuyo resultado es:

seng

W = (0.0, 222 0) (2.4)

Wy = (0.0, 25 0) (2.5)

W, = (0.0.0) (2.6)

A, =(0.0, A, (t, ") (2.7)

A, =(0,0,A.(t,r) (2.8)

Ay = (=t} —palt, ), 0) (2.9)

Ay = (gt r)sent. — o (£, r)send), ~scosh) (2.10)

(donde @3 es una constante) v con la ligadura adicional ¢y = @ = 0 si
w3 # 1. Esta forma del potencial Yang-Mills mantiene ain una libertad
gauge dada por un subgrupo [/(1) del grupo gauge SI7(2} original. La

accion de este subgrupo sobre las funciones que acabamos de definir es:

A=A —0f

A =4, -0
#1 = prcos(f) + pasen(f)
P;z = —g1sen(f) + pocos(f)

y donde f = f{t.r).
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("on un potencial Yang-Mills como el de las ccuaciones (2.7/10).

la forma del campo Yang - Mills es (o3 = 1):

Fo = (0.0. Ay — Ary) = (0,0, Fyy) (2.11)
Fig = (=910 — Avpa, —va + A1, 0) (2.12)

Foo = {—vur — Arpa. —p2r + Arpi, 0) (2.13)

Fio = (por — g =910 — A2, D)send (2.14)
Foo =720, —Adi =1~ Arpg. 0)sent (2.15)
Foo = (0.0.(1 — i — pi)send) = (0.0, Fgy) (2.16)

Es facii de comprobar que las cantidades F,.. (1—pi—p3), FioFl, FiGFY

son Invariantes bajo la actuacion del subgrupo gauge residual {/(1).

A lo largo del trabajo siempre nos hemos restringido a un
gauge en el que @, = 0 v en el que denotamos por tanto ¢ = ;.
También hemos seleccionado la constante 24 con valor | {en caso con-
trario obtenpemos un campo Yang-Mills abeliano, y reobtendriamos los
resultados de un campo electromagnético con simetria esferica). Por

tanto la forma del potencial y del campo Yang-Mills sera en este tra-

bajo:
A, =(0.0, A} (2.17)
A, =(0.0.4,) (2.18)
Ag = (—.0.0) (2.19)
A, = (0. ~posentl, —cosl) (2.20)
E.. =(0.0.F,) (2.21)
Fio = (~p.. Arp. 0} (2.22)

F.o=(~¢, A.¢.0) (2.23)
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Fis = (—App. —0. 0)sent (2.24)
F.. = (-A.p 2., 0)send (2.25)
Fy, = (0.0,(1 = 9*)sent)) (2.26)

2.1.2 Simetrias adicionales en campos Yang-Mills
con simetria esférica. Generalizacion del
teorema de Birkhoff.

Los resultados mas unportantes de este apartado fueron presentados
en los E.R.E.SS (Encuentros de Relativistas Espanoles [23]).La idea
basica que existe tras estos calculos cra el demostrar la existencia o
no existencia de un analogo al teorema de Birkholf para el caso de
una teoria Yang-Mills en vacio. El teorema de Birkhoff puede leerse
de varias formas. Quizas la formulacion mas sencilla sea diciendo que
toda solucion de vacio con simetria esférica ademas debe ser estatica
[25]. Desde esta lectura es trivial comprobar que dicho teorema no
serta valido para el caso Yang- Mills; bastaria con recordar que existe la
solucién mstantonica en espacio euclideo, que es intrinsecamente depen-
diente de las cuatro coordenadas en R'. (La integral de la densidad de
carga topologica en toda la variedad euclidea es finita). Ademas existen
soluciones en espacio minkowski con simetria esférica v explicitamente
dependientes del tiempo. como puede ser la solucion de De Alfaro y
col. [3]. Por tanto, en lo que sigue releemos el teorema de Birkhoff
de una forma que generaliza la anterior {y que se aproxima a otras

formulaciones mas generales como puede ser la que aparece en [24]), a
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saber, toda solucion de vacio con simetria esférica posee ademas alguna

simetria adiclonal,

El problema que nos planteamos, por tanto, en primer lugar
es encontrar ¢l tipo de condiciones que debe cumplir un campo (F,,)
Yang-Mills que posee simetria esférica, y que por lo tanto se puede
encontrar un gauge en cl que se escribe de la forma representada en las

expresiones (2.11/16). para poseer algun tipo de simetria adicional.

Para ellos nos planteamos el sistema ecuaciones dado por

LyF. =[W.F,) (2.27)

feis

donde X representa un generador de simetria genérico, v sobre el que,
en principio, no imponemos ninguna limitacion. Obsérvese, que en el
caso de un grupo gauge S{(2). se trata de mi sistema de 18 ecuaciones
con 21 incognitas {las 18 componentes del campo gauge v las tres com-
ponentes del W). Sin embargo. al limitarnos a campos Yang-Mills con
simetria estérica podemos hacer uso de los resultados obtenidos ante-
riormente y por tanto solo tendremos 9 incognitas (6 componentes de
los campos no nulas y las tres componentes gauge de V). Del sistermna
de ecuaciones que se obticne se podran obtener algunas condiciones
de compatibilidad. Observese que si X es combinacion lineal de los
generadores de simetria esférica. el sistema e ecuaciones se cumplira

automaticamente.

La compatibilidad de dicho sistema nos impone:

sen* 0 (05 X*) + 0, X" = 0
cost

senl)’

f:){}_\, i . (‘),«;, ‘X' W 3\—&l — 0
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mas la exigencia de que se cimpla una de las dos siguientes condiciones

i F wﬁ 1)

send

= [FlsaFrﬂ]g (2‘28)
W*=W?*=0 (2.29)

Si no se cumple la ecuacion (2.23) debera cumplirse (2.29),
usando ésta podremos obtener nuevas relaciones de compatibilidad, que

nos fuerzan a que la matriz siguiente tenga rango 1 (o menor)
- X* -a.X* g,xX% 9.x°
B X" =X d X =, X!

y a que sea clerta una de las dos ecuaciones siguientes

FrrF‘f?rD

senl

= k[th,FT.g]S (230)
X" = Ft.n)Xx! (2.31)

donde k es una constante. Si no se cumple (2.30) estamos obligados a
que se cumpla (2.31) v a que se cumpla una de dos condiciones sigui-

entes

[Fi.F4)° =0 (2.32)
X =0.X"=9X=9,X =
HX =N =9, X" =9\ =
P X =0 (2.33)
Tenemos. por tanto. que s1 no se cumplen ninguna de las ecuaciones
(2.28), (2.30) v (2.32) (todas ellas relaciones algebraicas donde tni-

camente aparecen las componentes de los campos gauge), el supuesto

generador de la simetria adicional debe tener la forma

X = Xt r)d + X7, m)d + Xsog)
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Las condiciones finales de compatibilidad para un generador de este

tipo seran una de las signieutes:

XT =05 O Fy = 0k, =0 (2.34)
. XN'=0; 9. Fp=0.F, =0 (2.35)
y . o F,
. XU £ 00 N7 200 (9 Foo ) O(im——=)) =
1 £ # 00 (9 Fys)(€ ([FrsaFra]B))
_ £
D dps (O oz 2.36
( ﬁrDJ( tl[Fm.FT{;]S)) ( )
w. No liene mas soneirias; X' = X" =10 {2.37)

Los resultados son vélidos tanto en espacio minkowskiano
como euchidiano, plano o curvo. Si observamos la estructura de condi-
clones que hemos obtenido observaremos que en cada uno de los pasos,
se limita, mediante alguna condicion diferencial. la forma de la posi-
ble simetria adicional. También observamos «ue, salvo paro los casos
de campos estaticos (/) u homogeneos (i/). se ha encontrado una con-
Junto de relaciones donde solo aparvecen los campos Yang-Mills, que son
condicion necesaria para la existencia de una simetiia adicional aparte
de la puramente esfeérica. Por tratarse de una condicton necesaria no
sirve para probar la existencia de un analogo, en el sentido que expuse
anteriormente, al teorema de Birkhoff, por tanto adelantamos que, en
los proximos parrafos. vamos a mostrar un contraejemplo en espacio
euclideo, que, pese a poseer simetria esférica, no cumple ninguna de las
condiciones anteriores. y por tanto nos permite concluir que no existe

un analogo al teorema de Birkhoff en teorias Yang-Mills en vacio.

S1 nos restringimos al caso euclideo, y dentro de éste a las

soluciones autoduales el analisis anterior se simplifica de manera con-
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siderable. Es evidente que, en éstas soluciones, pasamos (con simetria
S0(3)) de tener 6 companentes distintas en el campo a tan solo 3. Por
supuesto el esquema anterior sigue siendo valido, pero esta simplifi-
cacion adicional nos permite obtener una condicién mas fuerte sobre

los generadores admisibles. En este caso:

N 4 X =0 {
X 4 G XN =0 (2.39)
(
(

X" =0, + : =0 2.40)
X'~ 3. X" =0 2.41}

AX +3.X'=0 (2.42)

sen 0 X7 4 3, X9 =0 (2.43)

Plaen 00, X7 + 9, X7 =0 (2.44)
risen 00, XY + 9,X" =0 (2.45)
BX — g 080 g (2.46)

sen#
Este resultado nos permite simplificar (2.36). En efecto, si no
se cumplen ni (2.28), ni {2.30), ni {2.32), entonces el conjunto (2.38/46)

de ecuaciones se puede integrar dando la solucidn:

) ky . ; .
X = (‘%(tz — %)+ kot + £3)0, + (il + ko)rd, + Xsop)

y la condicion (2.36) se puede escribir

X E) + B (X F) =0 (2.47)

que no se trata de una ecuacion en la que solo aparecen componentes

del campo (como era (2.36)) pero de la que conocemos explicitamente
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la forma de X'y X7, Siguiendo las lineas v la notacion del trabajo de

Witten [7]. la ecuacion final de autodualidad que se debe resolver es

\—’zp = %

donde

T - t)” + f),-,-.

A, = do. A= =,

_ W 0
F= et gy = et

| . :
= Ln(r)— ;Ln(\f + \g) +p
v X1 -+ 212 es una funcion analitica de ¢ + ir, La solucidn general de

la ecuacion de autodualidad cs conocida {se trata de la ecuacion de

Liouville, su solucidn se puede encontrar por ejemplo en ({7], [35])).

| —

dg o
dz )

Las distintas soluciones se van obteniendo segin sea el valor de la

, |
p=—Ln(S(1 —gg7)) + 5Ln(]

St

4

funcion arbitraria ¢ = ¢(z). La soluciéu tipo gauge puro sc obtiene
cuando ¢(z) = ($%). la solucion tipo I-instanton cuando g(z) es igual
el producto de dos expresiones como la auterior, la solucion tipo 2-

mstanton cuando g{ =) es el producto de tres expresiones, etc,

En esta notacion la condicidn necesaria de existencia de al-
guna simetria adicional se escribe diciendo que se debe cumplir al menos

una de las dos siguientes expresiones (ecuaciones (2.23/30/32) v (2.47))
. L g ot
(== + V2p)? = V2(r?V%)) (2.48)
R

B L
D5 (=) + kot 4 ka)( == + V2p)) +
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Akt + A'?.)'r'f),n)(——ri2 + V) =0 {2.49)

Es laborioso ver que la primera condicion se cumple con & = 1
para la solucion tipo l-instanton, pero esto era de esperar pues el ins-
tanton de Witten tiene simetria SO(4) v por lo tanto, debe cumplir al
menos una de las condiciones necesarias {2.48/49). Lo mismo ocurre
para la solucion g(z) = z. Sin embargo la solucidn ¢{z) = z? no cumple
{2.48/49) vy por lo tanto. tenemos al menos una solucién (si bien no
perteneciente al grupo instantonico) que no cumple las condiciones
necesarias para cue una solucion con simetria esférica posea alguna
simetria adicional. Tenemos por tanto un contraejemplo, en espacio
euclideo, que demuestra la no existencia de un analogo al teorema de

Birkhoff en una teoria Yang-Mills en vacio.

Para poder llegar a este resultado ha sido importante el que
en espacio enclideo exista una condicion algebraica {de autodualidad)
que permite simplificar las ecuaciones de forma que se pueden resolver
completamente. En espacio minkowski no existe una condicion de este
estilo, y la mavoria de ias soluciones que se conocen se han obtenido
imponiendo explicitamente un grupo de simetria mayor que SO(3). En
cualquier caso se ha pasado el test de ecuaciones defimdo en (2.28/
30/ 32/ 36) sobre las soluciones minkowskianas que aparecen en (3],
encontrandose que todas ellas cumplian alguna de las condiciones de la
bateria v, por lo tanto. no hemos tenido éxito en la busqueda de otro

contraejemiplo al teorema de Birkhoff, esta vez en espacio minkowski.
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2.1.3 Algo mas sobre simetria SO(4)

Il proceso de la seccion anterior se ha repetido limitando la forma del
supuesto generadot de simetria a SO(4). En este caso el sistema de
ecuaciones se puede siiplificar de forma mas notable v llegarse a unas
condiciones necesarias mas restrictivas:

['r“t' Fr?rj)
send

1)

Bl 2 ['if-, ] .
(FFE = (F & F

e )

= [Fu, F.6)® (2.50)

e ‘

) (2.51)
(el signo superior corresponde al caso euclideo v simetria SO(4) v el
signo inferior al caso minkowski v simetyia SO(3, 1)) Una de las condi-
ciones que aparece va habia sido obtenida anteriormente en general
v la segunda es especifica de esta simetria. De momento no vamos a

referirnos a ellas, pero aparecevan mas adelante en un contexto distinto.
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Capitulo 3

CLASIFICACION
ALGEBRAICA DE
CARMELI

Durante los ultimos anos de la década de los 70 han aparecido distintas
formas de clasificar el campo Yang-Mills. La descripcion detallada de
ellas se puede encontrar por ejemplo en ([12]. [13]). La debida a Carmeli
y col. esta basada eu el problema de autovalores y autovectores de un
determinado espinor que se define a partir del campo Yang-Mills. Es
quizas, la que mas se asemeja a la clasificacion de Bel-Petrov para el
caso gravitatorio, y, como veremos, en el presente trabajo se sugiere,
sin probarse, que puede existir una itima relacion entre ambas. Lsta

clasificacion es invariante gauge.

En la segunda, debida a Wang v Yang, la clasificacién se hace
en funcién del rango de una determinada matriz invariante Lorentz,
que se coustruye a partir de los campos gauge. La tercera, debida
a Castillejo v col. dlasifica tos campos en funcion del subgrupo de

SL(2,C) = SU{2) que los deja invariantes,

33
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En este trabajo hemos hecho uso del esquema de Carmeli, por

ello, vamos a explicar someramente en qué consiste.
Se define el espinor correspondiente al campo Yang-Mills como
- i v i ‘
Piwep = Tp9cp b (3.1)

donde o’ ,, son matrices hermiticas que satisfacen

Este espinor puede ser factorizado como

- N ) Ki
Figep = Vactp'p T eac\ppy

I i
A __L.CO o . . RN TS : I
donde \%g = 3¢ ¥ f! .5, v donde ¢ se usa para subir y bajar indices

- (00)

Se define el espinor (invarnante gauge)

espinoriales:

T
£4BCD = \aB\CD

que cumple Eapep = £pacp = Ecpap = {4Bpe. Se puede comprobar
que la traza de este espinor en la suma de la densidad de accién mas 2

veces la densidad e carga topologica.

py iz

€45'% = %{F' Fiv i ] (3.2)
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que denotaremos como F en adelante. La ecuacion de autovalores que

planteamos para clasificar el campo Yang-Mills es
§Hpo? = AP (3.3)

Si los tres autovalores son distintos tenemos los tipos [, v Iy
{(en lo que sigue el subindice p representa que el invariante gauge P
definido en (3.2) es distinto de cero v el subindice O que dicho invari-
ante es nulo}. SI tenemos unicamente dos autovalores uno de ellos es
doble. Si el autovalor doble presenta dos autoespinores tenemos los
tipos D, y D, en caso contrario seran [{, y [{y. S1 tenemos un wnico
autovalor con tres autoespinores seran los tipos 0, 4 0g. con dos autoe-

spinores IV, 4 I'Vy v con un dnico autoespinor finalmente tendremos

I,y .

Esta clasificaciou la podemos presentar de una forma ligera-
mente distinta. Calculamos los siguientes invariantes gauge a partir del

espinor €.

- AB
P = ‘_.'/ P = 545
o 2 ABCD
S = YA = Lapend
o v\3 _ ¢ CDp EF. AB
Fr=3A =85 "o EaF
l

O
3

H=F-PG— %P3

Entonces la clasificacion de Carmeli queda caracterizada par-

cialmente {unicamente en cuanto al niimero de autovalores se refiere):
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tipo I, = P # 0y G # 6I1°
tipo I1,,D, — P #0y G =6H*
tipo T, TV, (0, - P#0y G=H=10

I{E'[.)O [01 [10, ID{}. ][]D, Il"{J.U(] — P =0

Lo interesante de esta forma de representar la clasificacion de
Carmeli, es que se pueden obtener esos invariantes gauge, sin necesidad

de calcular el espinor £. Para ello basta que definamos la matriz
: ' C ot i 1 i
.‘-\;\. = Ei + fB;\. = FDk =+ 2_—7‘\/7-]60,13,1mF e (34)

donde i representa las distintas componentes gauge, y 0,%,{,m son
indices en la tétrada elegida para representar la métrica, v 7 es el valor
absoluto del determinante de la métrica en los indices de la tétrada.

Definimos las siguientes matrices

£= AA (3.5)
r=AlA (3.6)

Entonces los invariantes gauge definidos anteriormente se pueden cal-

cular a partiv de la matrices £ y =

P =traza(é) = traza(m) (3.7)

3%}
o
0 2]

= {raza{®

)
F = traza(£3) = traza(z) (3.9)
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En el parrafo anterior hemos definido una matriz =. A partir
de dicha matriz se construye la clasificacion de Yang (a la que hacia-
mos referencia al principio de este tema). En funcién de que su rango
sea tres, dos, uno. o cero tendremos los cuatro tipos posibles de dicha

clasificacion.

3.1 Particularizacion a la solucion de Bart-
nk-McKinnon

Denotamos como ansatz de B.N. (aunqgue no fué wsado por primera
vez por ellos, la primera referencia conocida por el autor aparece en
la revision de Actor {3]) al caso de simetria esférica definido en las
expresiones (2.17-2.26) cuando A, = A, = 2 = 0. Ademas de es-
tas restricciones las solucion de BN es estatica. En simetria esférica

podemos parametrizar la métrica de forma diagonal [24]:

ds® = e 7 dt* — ¥t — 27 d0* — 1 sen®Bd (3.10)

donde 7 y p son funciones de r. Definimos las matrices o de la siguiente

forma:
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1 .
4 —_—
o’ = T
2
1 3
= ——0
rsend /2

y donde o' son las matrices de Pauli. También nos hubiese servido

O.@

cualquier otra eleccion que se hubiese obtenido de la anterior bajo la

accion de un elemento de SL(2.(C).

Calculamos los espinores Yang-Mills

féooo = flilll = f(;uu = ffmo = ffow = féw] = (0,0,0)

a2 . —p
- O RPN | Loy s
fioor = = fowo = Jonto = —fiooe = .0, : )

e 27
t _ e _oFr e oo (1 *5'92) 0 E"—L e’
.fallo - _jl()ll - .lem — T JoitL ( .7 e I )
. 12 ?
fow = (U= ) .0}
El espinor £
Pl = 5—72)2 2

$ooon = 11 = F(m_r_z_ — e
1 (=% 2

— 2 =2p
foony = ; +@%e” )
__;.,,2 7«2 —_ :
~2 —2p
- _ \r’,?'('
Qo = — :
' 4r2

50{101 = 50111 =1

La traza de este espinor es la densidad de accién mas i veces la densidad

de carga topoldgica. que en este Ansatz

po b 2L

2 i .,.2 )

(3.11)
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La ecuacién de autovalores se puede resolver dando la si-

guiente solucién. Tiene un autovalor doble

2 —2p
, _ Pr€
A==
12
y un autovalor simple
| -  A212
’\ — :1 — ( + }
4rd
S1
A=1D (3.12)

tenemos un autovalor triple con tres autoespinores v por lo tanto se
trata del tipo 0, 6 0y en la clasificacion de Carmeli (el segundo unica-
mente cuando ¢ = 1 donde se ohtiene una soluciéon gauge pura). Por
el contrario. si A v B son distintos. entonces los dos autovalores son
distintos, al autovalor doble le corresponden dos autoespinores y por

tanto corresponde al tipo 1),

Estos dltimos resultados merecen una serie de comentarios.
En primer lugar, hemos clasificado el conjunto de soluciones que se
pueden obtener dentro de Ansatz de B.M. C'omo se puede ohservar, son
solamente dos los tipos algebraicos que persisten al imponer simetria
estérica y este Ansatz. Y uno de ellos queda definido por una condicion
algebraica (ecuacion (3.12)} en los campos v. por tanto, diferencial de
primmer orden en las componentes del potencial Yang-Mills. En la si-
guiente seccién veremos (ue estos resultados se pueden generalizar, en
un clerto sentido, a simetria esférica sin restringirnos a ningin Ansatz

particular.
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3.2 Particularizacidon a simetria esférica

El proceso que se ha llevado a cabo en el punto anterior se puede repe-
tir pata el caso generval de un campo con simetria esférica. Concep-
tualmente no existen mayores diferencias. Sin embargo, para lo que
estamos interesados nosotros no es necesaria tanta informacién. Como
mencionamos en {a introduccidn, estamos buscando alguna ligadura al-
gebraica sobre las componeutes de los campos, que nos permita simpli-
ficar las ecuaciones de evolucién, y encontrar soluciones exactas. Para
ello no es necesario conocer exactamente toda la clasificacion algebraica,
sino tan solo en lo que al mumero de autovalores distintos se refiere y
las condiciones algebraicas que el campo Yang-Mills debe cumplir para
pertenecer a cacda uno de los tipos. Por tanto vamos a hacer uso de la
clasificacion de Carmeli en funcién de las ligaduras entre los invariantes

gauge G. H, P.

Para la parametrizacion de la métrica expuesta en (3.10) (donde
7y p son funciones de f v r} podemos definir la siguiente tétrada di-
agonal: @Y = e¢77dt. ©F = ¢?dr. ©% = rdf y ©° = rsenfd¢. En
los indices de la tétrada, la métrica tiene forma diagonal minkeowski
(7ap = drag{—1,+1. 41, +1)). La métrica original se obtiene como
ds? = ©°0%y,,. Los componentes del campo Yang-Mills en esta base

SOn:

Fi, = 0LOLF

mn Figy

Para el caso de simetria esférica. v en el gauge 2y = 0, fas componentes

del campo en los indices de la tétrada son:
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o = (0,0, F)e™™*
: e’
F(;z = (=9 Ah-?-o)?‘

€
53 = (741‘19 _‘T:.t*.o)T

. ¢
Fiy=1(-"A.p. —P.wﬂ)T

Fo=1(0.0.(1 — 2%)

Las unicas componentes no nilas de la matriz A definida en {3.4) son:

a 0 0
A= 0 b ¢
0 —c¢ b

. {1 =Y

= ¢’ ﬂ[ﬂ?_ ) ————
=€ i T 5

c= Arpe? + .zj‘rj.rc_p

- "

) - e N !,A,.\pe‘p
i r

La matriz £ definida en (3.5) es diagonal

(.'.2 () 0
E=n= 0 b +cf 0
0 0 b+ ¢?

En este punto es conveniente hacer algunos comentarios. El
primero es que ambas matrices (¢ v ©) son iguales y diagonales. FEl
hecho de ser diagonales es debido a estar restringiendonos a campos con
simetria esférica, en general no es asi. Por ser diagonales los calculos de

las trazas que aparecen en la definicion de P, (. v H son triviales, y por
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tanto, la caracterizacion de la clasificacién de Carmeli por el nitmero

de autovalores distintos es facil de calcular. Dichos invariantes gauge

50711

P=a® 4206 + o)
N o=at 426 4+ )

Fro=a" 42007 + &)

2

-

(i = q[az — (b 4 )

H = %[ 2 (}2 + 2313

= gl = (b +¢ i
Es trivial de comprobar que siempre se cumple ° = 6H*. La
clasificacion de Carmeli de los campos Yang-Mills con simetria esférica

queda caracterizada como sigue:

tipo I, — No es posible (3.13)
tipo 11, D, a® = [t )6 + ) (3.14)

tipo 111, [V,.0, — a* = (b* + &*) (3.15)

tipo Iy 4o, Do, 11y, 11505 — a® = =2(b% + ¢*) (3.16)

En el resto del trabajo apareceran con frecuencia expresiones
como: ~campos algebraicamente especiales”™ o "campos degenerados
algebraicamente”. ('uando usemos dichas expresiones nos estamos re-
firiendo a aquellos campos Yang-Mills tales que a? es igual que 6 + ¢*
salvo un factor multiplicativo & = 1 6 & = —2. En otras palabras, nos
estaremos refiriendo a campos del tipo Xy 0 111, TV,. 0, (En adelante
cuando aparezca el simbolo X nos estaremos refiriendo genericainente

a todos los tipos algebraicos con subindice 0}. Y es precisamente ésta
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la igadura adicional:
a?=kb*+c*), conk=1 o0 -2 (3.17)

(algebraica en los campos v diferencial de primer orden en los poten-
ciales) que impondremos al intentar resolver las ecuaciones de evolucion,
tanto en el caso plano como Linstein - Yang-Mills, v que nos permi-
tira resolver completamente el sistema resultante. En los capitulos 5
vy 6 no hontaremos el valor de b a 1 y =2 (impondremos unicamente
que sea constante), con lo que en principio. también estaremos obte-
niendo algunas soluciones no algebraicamente especiales. Todo lo de-
sarrollado hasta ahora lo ha sido para un espacio minkowskiano. pero
podemos generalizar los resultados a un espacio euclidiano modificando
la métrica en las componentes de la tétrada de forma que sea n,, =

diag(+1.+1.+1.+1).

La ecuacion (3.17) es una igualdad entre expresiones com-

plejas, desarrollando en componentes sus partes real e imaginaria se

obtiene;
Fi Foo .
g = Ful (3.13)
2 a2 2r Fffnﬁzp . L7 gpa 5
(rifFLe™ & : )= k() AT Fla) (3.19)

risen
(el signo superior se corresponde al caso cuclidiano, v el inferior al caso
minkowskiano). En espacio plano. y para & = 1 es trivial de comprobar
que se reobtienen las expresiones (2.50-2.51), ue obtuvimos anterior-
mente como condicion necesaria para que un campo Yang-Mills tenga
simetria hiperesférica (en cuatro dimensiones). Es decir. en espacio
plano toda solucion con simetria "hiperestérica” (entendiendo como tal

S0(4) en el caso euclideo v SO{3.1) en el minkowski) distinta de los
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campos gauge puro. debe pertenecer a uno de los tipos algebraicos 111,
1V,, 0 0,. Sin embargo ambas condiciones (necesaria de simetria y de
degeneracién algebraica) se desacoplan fuera de espacio plano. Este he-
cho impide que se puedan oblener en nuestro esquema soluciones tales
como los wormholes que aparecen en [33] v [39]. (Para obtenerlos se

usa explicitamente que poseen simetria hiperesférical.



Capitulo 4

SOLUCIONES EXACTAS
EN ESPACIO PLANO

Antes de entrar en la busqueda de soluciones en espacio curvo, hemos
preferido plantearnos el mismo problema (bisqueda de soluciones con
simetria esférica v algebraicamente especiales) en espacio plano. Con
ello podremos comprobar si la ligadura algebraica que imponemos, es lo
suficiente tuerte como para simplificar las ecuaciones a resolver hasta
permitirnos encontrar sus soluciones. En efecto. como veremos a lo
largo de este capitulo, algunas de las soluciones, en espacio plano, que
aparecen en la literatura son algebraicamente especiales v deben de

poder ser obtenidas en nuestro esquema.

Ademas algunas de las ecuaciones que tendremos que resolver

el este capitulo volverdn a aparecer a lo largo de los siguientes.

El realizar este estudio en un caso en el que ya conocemos
algunas de sus soluciones, nos permitird identificar técnicas y elecciones
de variables, que mas adelante nos seran de utilidad. FEn efecto, las

coordenadas en que el problema es mas sencillo apareceran aqui y ya

45



46 Capitulo 4. SOLUCIONES EXACTAS EN ESPACIO PLANQO

no nos abandonaran en el resto del trabajo.

Todo ello viene acompaniado por la obtencién de una genera-
hizacion de las soluciones va conocidas en términos de una constante de
integracion. Para determinados valores de esta constante, se encuentran
nuevas soluciones {al menos entre la bibliografia manejada por el autor).
Por todo ello creemos que queda justificado el dedicar un capitulo a

soluciones algebraicamente especiales en espacios planos.

4.1 Espacio Minkowski

En el segundo capitulo obtuvimos un conjunto de condiciones nece-
sarias para que un campo Yang-Mills esférico posea alguna simetria
adicional. Como vimos, algunas de estas ligaduras algebraicas (ec.
2.28) comcidian con parte (la parte imaginaria) de la expresion que
nos caracterizaba parcialmente la clasificacion de Carmeli (ec. 3.18).
Mas ain, comprobamos que la condicion necesaria para poseer simetria
hiperestérica coincidia exactamente con la condicion para que el espinor
Yang-Mills posea un unico autovalor. Es decir, en principio, podemos
suponer que aquellas soluciones tales que poseen un grupo de simetria
mayor que SO(3) son buenas candidatas a pertenecer a lo que hemos
denominado tipos algebraicamente especiales. Esta suposicion, se com-
prueba como cierta en las soluciones de Luscher [16], De Alfaro y col.

(8], v Cerverd y col. [10] en el gauge en que las presenta Actor [3].
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En un gauge en que @, = 0, nuestro sistema de ecuaciones de

evolucion Yang-Mills en espacio plano se pueden escribir:

(7‘2Ftr).r = _quth (41)
(riFu), = =2A4,0° (4.2)
. . 1 — 22
()i — (po)r — A} + AL = % (4.3)
oA+ (A, —psAl + 2, A2 =0 (4.4)

La ligadura algebraica (ecuacion (3.17)) se escribe

Fll = 28 = hiApe, — Arpe ) (4.5)
NARRY: {l - ‘rrz) 2
(rf ) —{——)" =
- ', "
MU+ AR = (24 — Afe®) (4.6)
(donde & = 1 6 =2) Del sistema de ccuaciones (4.1-4.6) se pueden

ntegrar 4.1, 4.2 v 4.4 con:

d.¢ i . 1
A= —51 Ay =y By = (-0 - 29)
< . r

donde ¢ es una constante de integracion. Las ecuaciones que quedan

por resolver son:

pat — = A= T Ty
5 . -
200 20:0s 2 —c—24) .
@.EI - Qb,rr + - = 5 (1 b)
v ¥ r
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En este capitulo solo vamos a interesarnos en lo gque nosotros
hemos llamado Ansatz de Bartnik-McKinnon, A, = A, = 0. Las ecua-

CiOI}(?S a I'(?S()}\'(:‘I' 5013

(1 — o2
Y T s = 't('__;z_lfr_)’ (‘111)

(L — %) = At-rz(api — Lp?t] (4.12)

Es conveniente definir el siguiente cambio de variables:

n=r+ityv=r—1I

con lo que el sistema (14.11/12) queda

Pl — )
A Py 4.13
v (t -+ v)? ( )
1 g
U ST 1
“r".u‘rg.i, (!£+l?)2(1 ¥ ) (4 4)

El cociente de estas dos expresiones se puede integrar completamente,

distinguiendose dos casos:
b= 1 - o =sen{U{x) 4+ V(v)) (4.15)

1 .
b= =2 == g’ = Vi) + V{v) (4.16)

Y atn nos que queda por resolver (4.14). Analicemos estos casos por

separado

4.1.1 k=1, Tipos algebraicos [11,, IV, 0,

En términos de las funciones {7 v V" {4.14) se escribe:

U Vilu+v)? = cos* (U 4 V)
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Esta ecuacion se resuelve completamente en el apéndice 1. Presenta

basicamente dos tipos de soluciones. El primero esta dado por:

.o
{7 = Ein\u] + Ctel
, 1
V= ——-Injo| — cleg
2
Cuando cte, + ctey = 0 v signo{u) = signof{vy (mirar apéndice) o en
otras palabras r > . entonces ol campo £ no es real. Sin embargo. si

ctey + cley = 2

2. v £ > st que tiene sentido la sohicion obtenida, v el

Cainpd o es

| w—0»w f

L - 2 2
2/ —ur Vi —r

El segundo tipo de soluciones es:

U = arcty(Bu+ w) + ctey — 5

Vo= arclg{Fv — v) — cte

Entonces el campo Yang-Mills es real v vale:

I — 2y
* =
VI+ a1+ y?

donde v = Ju+ k. ¢y = Fo — » (J v ~ son constantes de integracion.

-

gr/:

(4.17)

obsérvese que esta wltima se puede absorber redefiniendo el origen de
tiernpos). La solucion que se conoce, en este ansatz, en la bibliogratica
consultada {vease ref. [3]) es la De Alfaro. Fubini vy Furlan. Se obtiene
cuando la constante 7 = 1. Entonces la funcidn ¢ tiene sentido en todo
espacto minkowski. Si # # 1 v real, se obtiene basicamente la misma

solucion salvo un cambio de escala de las coordenadas empleadas. Sin
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embargo, cuando es imaginaria, la solucién tiene sentido tan solo en

determinadas regiones. delimitadas por

region “interiot” | |fu+ x| < 1y [Jv— k| <1

region "exterior” | [Fu+ k| > 1 v

Av— k> 1.

Fuera de las cuales es timaginaria,

4.1.2 k=-2, Tipos algebraicos Iy, [ Iy, Dy, [Ty, IV;, 0

Dividiendo las ecuaciones (£.13) v (4.14) se llega a:

po= Vil - pH!

Al integrar estas expresiones se obfiene la ligadura (4.16) (donde U, =
Uy V,=V) Adiferencia de k = 1, ahora no podemos despejar ¢ y
los calculos se complican. En cualquier caso, podemos entrar con los

resultados anteriores en (4.14) obteniendo
=20V (u+ ) = (1 =Y {4.18)

Calculando la derivada logaritinica con respecto a u y v, v restando se

llega a

U 2 V. 2
[ N Uty V2 * Viu+v)

que se integran completamente con:
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- 1
{7 = -
byu? 4 kyu + ks
_ 1
V=

bv? — kv + kg

Entonces, podemos despejar » de (4.15),

v = \/1 —1 \/~2(u. + )20V

derivando respecto a w v despcjando en p,, = U(1 — %)~

se llega a la

expresion sigulente:

2V — (4 ) OV 2k + k) = ..1\/1 —1 \/—2(:1 + oYV =20V

que en u + v = 0. v cousecuentemente = V., no se puede cumplir

para ningun k;

200 =40 /-2
Por tanto, concluimos que no existen soluciones (no triviales) Yang-

Mills en espacio plano de tipos algebraicos Xy v con simetria esférica.

4.2 Espacio Euclideo

Algunas de las soluciones Yang-Mills que mas desarrollos han motivado
con posterioridad a su aparicion surgieron en el caso euclideo. Entre el-

las destacan las soluciones "instantonicas” y las soluciones "merénicas”.



92 Capitulo 4. SOLUCIONES EXACTAS EN ESPACIO PLANG

Las primeras caracterizadas por ser regulares y tener el campo Yang-
Mills concentrado en una determinada region de la variedad euclidea,
de forma que la “carga topoldgica” (es decir la integral en todo R*
de la densidad F,, "F*") es finita v cnantizada. Tras la aparicién de
la solucion l-instanténica por Belavin y col. [17], han ido obtenien-
dose las solucidnes generales n-instatdénicas por diferentes autores. Las
constyucciones mas famosas son las debidas a Witten [7], 't Hooft v
Atiyah [3]. En todos los casos estas ecuaciones se obtienen al resolver la
condicién de autodualidad, Como dijimos en el capitulo 2., la solucién
I-instantonica a la Witten posee simetria SO(4), v como dijimos en el
tercero, la condicion necesaria de simetria coincide con la condicion de
degeneracion algebraica con k = 1. Por tanto la solucién 1-instanténica,
a la Witten pertenece al grupo de soluciones que nos hemos planteado

encontrar.

Las otras soluciones a ¢ue nos hemos referido anteriormente
son las "merdnicas”. en este caso caracterizadas por poseer concentra-
ciones puntuales. (donde la solucion es singular) de carga topologica
semicuantizada. Se conocen explicitamente {as soluciones tipo merdn,
meron-meron v onerdn-antimerdn, ast como resultados que demuestran
la existencia de soluciones tipo n-meron [3]. Hemos comprobado que,
cuando las concentraciones de carga topologica estan situadas a lo largo
del eje de tiempo euclideo {v la solucidn tiene simetria esférica) las
soluciones merdnicas ¢ue se obtiene son también algebraicamentes es-
peciales {con k=1). Segun se puede ver en el trabajo de Actor, es
posible conseguir, mediante una transformacion gauge singular (en la
que se pierde el valor de la carga topoldgica) transformar estas solu-

ciones de forma que pertenezcan al ansatz de B.M. En lo que sigue
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vamos a obtener la solucion general al problema de simetria esférica
con degeneracion algebraica vy en este mismo ansatz, v por tanto ob-
tendremos un conjunto de soluciones que incluyen a las soluciones tipo
meron, merén-meron v meron-antimeron, en este Ansatz peculiar (a la

"Actor”).

En espacio euclideo el sistema de ecuaciones es:

(120,), = —2.4,0° (4.19)
2 F ) = 240" (4.20)
. | 2 )] (ﬁ(l - 352) -
—(Pe = lpr)s v Al +pdl = oy (4.21)
(eA) e+ (o b, + i+ e,42=0 (4.22)

La ligadura algebraica se escribe

(1 =%
.

(T'Fzr)2 + (

Vo= h((2h = A2 + (A + ALRh)) (4.24)

Al igual que en el caso minkowski, el sistema de ecuaciones se puede

resolver parctalmente con:

o) -0y . .
‘4t = \r’)_;‘ Ar = z‘f:. Tte = 1,2((, - 20)
@
con lo que el sistema final a resolver es

i @%  o(l — p%) e
—I it — P + e + *"':'3' —_ N (42))

I ,

: . 20,0,  Apud 2ilc — 28) .

b — G + + = . (4.26)

¥ ¥ r?
Ao —20)(1 —¢%) = kr¥(pads + wrds)  (4.27)
@* (e —26)% + (1 — ")) = k¥ (8% + &% + 00 + ¢'0h)  (4.28)
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Y en el ansatz de B.M.

(1 — »?
oy = L?_f_) (4.29)
7
(1 —9) = krz(np?r + p‘i) (4.30)
Ahora las variables convenientes son:
s=r4l oy T=r—1ut
en las que el sistema se escribe
2 —v7)
— P = 4.31
S Py (4.31)
. ]1 232 e
b = = 5)‘2(1 - %) (4.32)

El cociente de estas dos expresiones se puede integrar completamente,

{en esta ocasion solo existe un caso, pues k = —2 no es posible)

k=1-—p=sen{Z{z)+ W(EH {4.33)
mas la ligadura:

ZWiz 422 =cos*(Z4+ W) {4.34)

Esta ecuacién esta resuelta en general en el apéndice 1. Podemos dis-

tinguir basicamente dos tipos de soluciones:

4.2.1 Merodn

La primera de ellas, "generadora del merén”™ en la notacion del apén-

dice, es:
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|
U= —Inz + cte;
23

W = _3“,[715 — cley

que desarrollando la expresion (14.33) nos da para la funcion ¢

{

Que es exactamente la expresion que aparece en {3] para el merdn en

G
|

el ansatz de B3.M.

4.2.2 Meron-Merdn, Merdn-Antimerdn y nuevas
soluciones

La otra solucion general de la ecuacion (4.34), "generadora del multi-

meron” en el apéndice, es:

Z =arctg(3z + &) + cte; — E—;-

-

W = arcltg(3Z — r) — ctey
Que desarrollando la expresion (4.33). nos da

1 — (.‘J‘j: + h)(J’f e f\:)
\/(l FITT T RPN F (37 — w2

o=+ (4.36)

Donde 3 y « son constantes indeterminadas en principio. 5i J es real
¥y & es imaginaria, entonces reobtenemos las soluciones meron-meron y

meron-antimeron en el gauge de B.M. Concretando un poco mas,

—2

I

{a—0)
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2a + )
=i
{a —b)

representa el merdn-meron que aparece en la notacidn de Actor con

singularidadesen r =0 vt =ayvt=5bY

-1
3= -
7
=10
Representa un merén-antimercn, coun singularidades ent = a y t = —a.

Sin embargo, cuando # es imaginario, y & es tal que la ex-
presion para o es real (cuando & es real, y por lo tanto, puede ser
absorbido redeficudo el origen de tiempos) se trata de una solucion que

no pertenece a ninguno de los tipos "merdnicos™,

Si 3 = 1. v redefiniendo el origen de tiempos de forma que
x = 0, entonces la solucion encontrada es
L4 2=
V=) -2

que presenta una singularidad en f = 0 v r = 1. No se ha encontrado,

Qo= (4.37)

en la bibliogratia consultada, referencias a esta solucion.

4.3 Caso estatico. Euclideo y Minkowski.

En el capitulo 2. vimos como el caso estatico se distingue del resto

de simetrias espacio-temporales. En efecto, repasando las considera-
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4.3. Caso estatico. Euclideo y Minkowski.

ciones que hicimos al plantearnos la existencia de simetrias adicionales
a la simetria esférica, vimos que s la solucion es estatica, no debe
cumplir ninguna condicion algebraica sobre las componentes del campo
Yang-Mills. En este capitulo, donde hemos resuelto explicitamente las
ecuaciones de evolucion en un ansatz determinado y con una ligadura
de degeneracion algebraica adicional. vamos a ver que también el caso
estatico se diferencia del caso general. v que no es posible encontrar
soluciones estaticas v que pertenezcan a uno de los tipos especiales

(excepto las triviales).

Las ecuaciones a resolver son las mismas en espacios euclideo

v minkowski:

e (1.38)
(1~ %) = krigh (4.39)

Derivando en la segunda ecuacion, v haciendo uso de la primera se llega

aque =1 —cr?

. entrando con este resultado en la segunda se llega
facilmente a que ¢ = 0. v por tanto. solo persiste la solucion trivial

w = L. que da soluciones gange puras.
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Capitulo 5

SOLUCIONES EXACTAS
CON METRICA
LORENTZIANA

En 1.988 aparecio uno de los resultados mas in luyentes en cuanto a
soluciones clasicas se refiere. Se trata del articnlo de Bartnik y MclNin-
non [28] en el que se obtienen fuertes evidencias numeéricas de la exis-
tencia de un conjunto de soluciones estaticas, con simetria estérica y
sin singularidades. para un sistemna de ecuaciones Einstein - Yang-Mills,
Su importancia radica en primer lugar en que descarta la existencia de
un teorema Yang-Mills andlogo a otro que existe en otras situaciones
"semejantes” [28]. In efecto, esta demostrado que no existen soluciones
con simetria esférica. estdticas v regulares tanto en el caso Yang-Mills
en vacio, como el caso gravitatorio en ausencia de fuentes, como para
Einstein-Maxwell. por lo que parecia natural pensar en la existencia
de un teorema andlogo para Einstetn-Yang-Mills. Eu segundo lugar, la
solucién presenta un comportamiento (numeérico). que de alguna forma
hace pensar en una solucion tipo particula. Presenta, a grandes ras-

gos, ires regiones con comportamientos esencialmente distintos, v dos

39
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regiones de empalme. La region interior esta caracterizada por unos
intensos campos Yang-Mills, la primera region de empalme caracter-
1izada por rapidas f luctuaciones del campo y de los coeficientes de
la métrica. LEstas { luctuaciones decaen rapidamente en la region in-
termedia, donde el campo Yang-Mills tiene un comportamiento seme-
jante al de un monopolo magnético, con una métrica muy semejante
a la de Reissner-Nordstrom. Lin la seguuda zona de empalme la carga
magnética decae a cero hasta llegarse finalmente a la region exterior,
donde el campo Yang-Mills ha desaparecido y la métrica se aproxima a
la de Schwarzschild. A raiz de este trabajo han ido apareciendo otros
tales como el de Bizon [29] donde, partiendo de las ecuaciones del tra-
hajo anterior, se buscan soluciones tipo agujero negro, es decir, con un
horizonte de sucesos. Straumann y Zhou [32] estudian la no estabilidad
de la solucion de B.M.. limitdndose de esta forma la posibilidad de ser
interpretada comeo particula. Ershov y Gal'tsov [33] demuesiran la no
existencia de soluciones con el buen comportamiento de la soluciéon de
B.M. y con cargas eléctrica ¥ magnética simultaneamente. Finalmente
Bizon v Popp [34]. citan una referencia ([37]. a la que el autor no ha
tenido acceso) de la que miencionan una prueba rigurosa de existencia

de la solucion de B.M. de menor energia.

Mentiriamos a la verdad si no reconociésemos que uno de
los objetivos originales de este trahajo, fue intentar obtener de forma
explicita esta solucién (recordemos que solo es conocida por simulacién
numérica). Adelantando conclusiones, veremos que en nuestro esquema
no es posible encontrar soluciones estaticas {como se podia intuir de
los resultados del ditimo punto del capitulo anterior} y, por tanto, no

nos es posible encontrar las soluciones de B.M. v Bizon. Sin embargo,



3.1, Planteamiento del problema 61

hemos sido capaces, como cousecuencia de la sencillez que presenta la
clasificacion de Carmeli en campos con simetria esférica, de, al menos,

caracterizarlas algebraicamente.

5.1 Planteamiento del problema

Nuestro objetivo serd, por tanto. resolver las ecnaciones de evolucion
acopladas Einstein - Yang-Nills. con simetria eslérica. v ligadas alge-

braicamente por la relacion (3.18/19).

(‘on una métrica digonal parametrizada por

ds? = —e7 7 4 e 4+ d0 + .scnz()dc)?) (5.1)

donde 7 v p son funciones de las coordenadas (f.r). Las ecuaciones de
evolucién Yang-Mills, en el caso de campos con simetria esférica y en

el gauge en que o = U sou:

2

(e, = =207 ALY (5.2)

(PR ) = =270 ALY (5.3)

(€r+pp‘{)t _ (E~r-p\r?.r).r o (;,T+fJ;_,1f + (_‘T—f)ﬁ;/lf =
2
.:-r“rj(] -7 ) =4
e CRY
(e oA+ T ) =T e T A =00 (55)

La ligadura algebraica se escribe

Fi(l =% = k(Awpp, — Appy) (5.6)
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o 6”1——-2
R

LATR2og L2, 422 2 2.2 e

A(t p('T".{ + ‘43:79 1 - (Y; + AT‘P )) (5'{)
Finalmente. las ecuaciones de Einstein en el caso en que el tensor ener-
gia-momento proviene de un campo Yang-Mills se pueden escribir?

By = 2N (FF Y = (L )g0)

i
4
donde K es la constante acoplo entre los efectos gravitacionales v el

campo Yang-Mills (las ecvaciones de B.M se plantean en un sistema de

unidades en que A" = 1), C'on nuestra parametrizacion:

9 :
pe= Kolpepn+ Adg’)  (58)
I 1 1 — 2p . ]=— VAV 2P
B T L L BT
r r r r

‘ 2 : ;
Torr — Tf- — TP + ;T,r + 62T+29(p.£t -+ 10‘23 + p.fT.l') -

(1 _ 392)262’)
rd

N(~F2e’ —

C SR S
—S €Tl AT - el + AT (5.10)

. 9 o ,
Tor = T2 =T pr+ ~ps Tt paT) =

1\'(_172 621— _ (1 - PE)EE‘lp
ir

Tzi

2, , 2 .
e Y+ AL+ Sl AT (5

'Para los tensores de Riemann. el tensor de Ricel y la signatura de métrica hemos
adoptado el convenio de signos de [26]. con

G, =87 RT,,

1 3 i ! 3 AR
THU:T< ‘;L.cAF:/A_E(F;\MF A.)g;w)
ir
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En este punto podemos observar ya una de las caracteristicas destaca-
bles de este sistema de ecuaciones y que fue una de las razones que nos
motive originalmente. La forma en la que aparecen las componentes
del campo Yang-Mills en el térmuno de la derecha de las ecuaciones de
Einstein es cuadratica, que es el mismo orden en que aparecen en la
ligadura de degeneracion algebraica, mas aan, st nos olvidamos por un
momento de los signos que aparecen en ambas expresiones. resulta que
son idénticas. Esta observacion nos hace suponer que si imponemos la
tigadura algebraica (de la musma forma que es habitual en la literatura
imponer Ansatz sobre la forma de los campos) como una condicién
anadida a nuestro sistema de ecnaciones diferenciales Einstein - Yang-
Mills, podremos simnplificar lo suficiente las ecuaciones como para re-
solverlas completamente. En lo que sigue en este capitulo, resolvere-
mos efectivamente ecse sistema. y. por tanto. obtendremos las solucion
general Einstein-Yang-Mills con simetria esférica v algebraicamente es-

pecial.

5.2 Simplificacion de las ecuaciones Yang-
Mills y algebraicas

En este apartado vamos a resolver hasta donde podanios las ecuaciones
de evolucion Yang-Mills. haciendo uso para ello de la simplificacion
que aparece al haber seleccionado un gauge concreto. A continuacion,
haciendo uso de la condicion de degeneracion algebraica, pondremos de

forma especialmente compacta el conjunto de ecuaciones ”puramente
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Yang-Mills”.

La ecuacion (5.5) se vesuelve con

; T+p
@, 0 €
.4( = -2 . A,. = —

T = (5.12)

(No confundir la funcidn & con la coordenada angular de mismo nom-
bre). Con lo que las ecuaciones (5.2) vy (5.3) se resuelven trivialmente
con

P’ TR, + 20 = —e = constante (5.13)

Obsérvese. que se trata de una ecuacion en derivadas parciales de se-
gundo orden. Su estructura ex muy semejante a la ecuacion (5.4), por
fo que finalmente tenemos wi sistema de dos ecuacianes bastante seme-

jantes en su forma.

(‘6_’4-0?_,)‘1)\{ - (f‘_r)pw:’.?‘)«r - = ) + q =
¥ b
1 — 2
eo=r Pk ,2””_) (5.14)
r
r—n 9, T+
(€T+’D¢' Jo—(e77T7P0 0+ SO ’ - 2000077 =
o @ 4
T
{_\.p—Tkr’ ( Cz "‘d)) (5’15)
r
(Quedando la condicién algebraica:
e" TR Tt P ‘ )
Moro,—— —pou——)= —5(-c=20)1 =97 (5.16)
¥ v
. 1. 2 2ppr
L_(leltf,h)-f-w - 192:" + __2(02] - (p.zteblﬁ'z )=
@
(:’2‘0 6.20 912 o
-;5—(-€~20)‘—;3—(l~p) {5.17)
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Definimos X = (¢ +20). ¥ = (1 —p?l.y Z =X - /Y. Ha-
ciendo un poco de algebra con las ecuaciones Yang-Mills v algebraicas
se obtienen las siguientes expresiones (evolucion y algebraica) para la
funcion Z.

2elT
—eTPZ N (T = e (—iZ2+ kZ - kYZ) (5.

— T+f_)Z.2! + trr—pzi —

by
-
V8]
—

ie”™7

k,.é

(1 =Y)72%  (5.19)

5.3 Soluciones estaticas

Este caso se obtiene sin mas que imponer ¢que las funciones que aparecen
en el sistema (5.2/11) no dependen de la coordenada temporal. De las
ecuaciones de evolucion Yang-Mills se llega a que o bien 4, =0, o

» = 0. Anahizamos por separado ambas situaciones.
(1) A, =0

Entonces el conjunto de ecnaciones Yang-NMills v de ligadura

algebraica se pueden escribir
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oo+ 26) — (1 — ?)? o2 :
o2 ) r2( ) k(_,*p'zﬁ_p-_?) (5.22)
sle+20)(1 = $°
22y B oy
re ¥

Tratando el sistema de ecuaciones {3.22) y (5.23) como ecuaciones al-

gebraicas, las unicas soluciones posibles son:

F>0 = e =022 = kr??

— e+ 20) = —rVEEE
P2
)
‘ ¢2
o<l — r;'.g"[l —.ng)? = et
o
— e{e+20) =rv—kp,
Sustituyendo en ambos casos en las ecuaciones de evolucion (5.20) y

(5.21) se llega a que no existen soluciones distintas de las triviales

(gauge puros).
(1) o =10

Si exigimos degeneracion algebraica no existen soluciones. Sin
embargo, en este caso el sistema es lo suficientemente sencillo como
para poderse resolver completamente sin condiciones adicionales. Las
tinicas componentes del campo Yang-Mills distintas de cero son F, =
(0,0,¢/r?) v Fss = (0.0.1)send. Por tanto reobtendremos los resul-
tados de Reissner-Nordstrom con carga eléctrica q v carga magnética
L.

l 1 l
Je ] -y L

- £2
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5.4 Condicion de compatibilidad

Podemos plantearnos la condicidn de integrabilidad del sistema 5.18 y
= T f . . . N etab s i 1 - . .

5.19. En electo, tenemos un sistema donde aparecen dos ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de segundo v de primer orden res-
pectivamente, v eu principio es de esperar que se puedan obtener condi-
ciones de integrabilidad de dicho sistema. Despejamos Z e de (5.19)

v sustituimos en (5.18), v tras hacer un poco de algebra se llega a

T Z
T+ _ £ e g2 . ] .

\Ijl,—+€ p[){f——mh_gﬁ—?}(—-’[ —2Z(f—3)+AZ(1—}))]
{5.24)

Repetimos los pasos anteriores con 7Z,¢777%
W e P () VA L2 —2Z(1=Y )4k Z (=Y ))]

I e — = = — A —

o Ty 21 —1) ZA

(5.25)

donde hemos definido {/ v W tal que

Uch¥ =e™"Z,

Frt

[Tsh =¢6" 7,

Antes de proseguir puede merecer la pena realizar un pequeno
repaso visual de lo que nos dicen estas expresiones recien obtenidas. En

efecto, en la primera de ellas aparece la expresion e”t?p, mientras que



68  Capitulo 5. SOLUCIONES EXACTAS CON METRICA LORENTZIANA

en la segunda tenemos e 7 ?(7, + %) Si imponemos la condicion de
integrabilidad entre ambas expresiones para la funcion WV apareceran
términos de segundo grado en las derivadas de las funciones 7 y p, v
términos cuadrdticos en las primeras derivadas, términos que son exac-
tamente de la misma forma (incluso en los signos relativos) que aque-
llos que aparecen en las ecuaciones de Einstein {vease el sisterna (5.8 v
5.11) v por tanto. habremmos conseguido una expresion que (mediante

un algebra elemental entre las ecuaciones) nos permitira simplificar el

problema inicial.

Por tanto. imponiendo la integrabilidad de ¥, y haciendo uso
de las ecuaciones (5.2-5.7) se llega a una expresion compleja, cuvas
partes real e imaginaria se deben anular por separado. distingniendose

dos casos, 0 X =0. 0

b=l (5.26)

efm T

o 1
(¢ Ppa)e+ (7770 (T, + ,—-))-r i

-

La primera de estas dos ecuaciones nos dice que salvo (posi-
blemente) cuando X = @ (Ansalz de B.M.) el unico tipo algebraico
degenerado que puede ser solucién de nuestro sistema es aquel en que
k=1. El caso X = 0 es un poco especial en su tratamiento, v como
tal se trata al final de este capitulo, pero podemos adelantar que no se

obtienen otros resultados distintos del caso general al hacer X — 0.

La segunda ecuacion, (3.27). tiene una forma muy semejante
a los términos de la izquierda (tensor de Ricci) en las ecuaciones de
Einstein. Si hacemos un poco de algebra entre (5.27) y (5.8-11) llegamos

a las siguientes conclusiones:
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T,= —p,—T=—p+7(t) (5.28)

Redefinimos la coordenada ! de forma que e7dy = dy. En adelante
usaremos { para referirnos a la nueva coordenada temporal ¢’ reclen

definida. También se obticne:

I
. — i 2 = 90
0 + P = F(i — € '“) ()2‘))
N
2 . - -
e =l ——={(7Z)) ! (5.30)
N
Obsérvese como la condicion de compatibilidad obtenida anteriormente
nos ha permitido sunplificar de forma importante el problema. Que-
remos destacar tambidn que la ecuacion (3.29) se puede transformar
facilmente en la forma estandar de la ecuacion de Liouville, de la que
se conoce su solucion general ([7]. [33]). Sin embargo. antes de resolver
completamente el problema planteado, es necesario hacer unas pocas

manipulaciones mas.

Ea primer lugar definimos un cambio de variable a coovde-
nadas definidas a partir del cono de luz. v = v+ 1 v o = r —i. En

segundo lugar, redefiniimos los campos como signe
g : g
- - 2 ..
N =cfeost 4 V= —Msend (5.31)

Entonces el conjunto completo de ecnaciones a resolver (5.2/11) se es-

cribe

ecuaciones de Einstein:

1 4 :
—Ap = *2“ - (_:2,';:) (5.3
r

|
[
b
-—
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i SR/ o .
0w = ————(RE 4+ 2
P = oy Bt L
i 2R p? ;
T ]’Z'
=gy e )
N
20 IR —1
r = (]. - r—zﬁ )
ecuaciones Yang-Mills:
1,
H&!i' — 21‘26 f
[ Lo
e T _ET_ZC € COS[

condicion algebraica:

[.uR.'u + [,UR‘U = O
1
—‘2‘62‘9(1 - }) = (anu_R‘v -+ ].u [1,)

r

5.5 Resolucidon de la ecuaciones

(5.33)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
(5.39)

Despejando [, de la ecuacion (5.38), y sustituvendo en (5.33), {5.34)

y (5.39), y combinando estas tres. se llega a:

_,n‘u. [?zg + ﬂ‘uRi; =

que haciendo uso de la ligadura (5.35) entre R y p, se transforma en:

1 .
410.1,“0.1' - -—7(1 - EZ,’J)? o
2

1 1 .
7. + R, = (u+ v)

(5.40)

(541)
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Se puede comprobar, tras un calculo sencillo pero pesado. que en el
conjunto de ecuaciones (5.32)-(5.39) hay varias que son consccuencia

del cumplimmiento de las otras.

De las ecuaciones (5.33), (5.34) ¥ (5.39), una de ellas es con-

secuencia de las otras dos.

A su vez (5.36) v (3.37) se cumplen automaticamente si se
cumple el resto del sistema. Donde para {legar a este resultado hemos
debido suponer que [ no es una constante (via ecuacion (5.37) este caso
se corresponde a cosf =0, es decir X = 0. o Ansatz de B.M. que hemos
ViSO que es un caso singular en el tratanvento v que esta tratado en

obra seccion de este capitulo).

El sistema final a resolver se ha reducido finalimente a cuatro

ecuaciones diferenciales v nna ligadura:

1 .
w“lp.m: = _Z(l - f,Zp) (542)
I
1 g - .
'l/).up‘ﬂ = Tz(l - (2{3)2 (J“J-})
[.UR.L‘ + [.i'[?'.lt =0 (5]4)
I
Yy = (=R R+ L) (5.45)
r
. N
2= (1 — ey (5.46)

e

Sin embargo este sistema no es completo del todo. En efecto,
como se puede observar en (3.33) Y (3.31). la funcidn p es creciente en
uw v v. Sin embargo, al elegir nuestro sistema de ecuaciones completo,

dentro del conjunto {(5.33). (5.34} v (5.39) solo dos de ellas eran inde-
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pendientes y para construir el sistema de ecuaciones final optamos por
escoger (5.39) y el "producto™ de (5.33) y (5.34), con lo que perdimos
parte de la informacidn inictal, {los signos de las derivadas de p). a cam-
bio de disponer de un conjunto de ecuaciones mds sencillo. Por tanto,
para resolver cotrectamente el problema planteado, al final del proceso
de resolucion deberemos quedarnos tan solo con aquellas soluciones que

tengan un p creciente en u v v.

En el sistema de ecuaciones anterior hay dos ecuaciones (5.42)
y (5.43), donde ta funcién p estd desacoplada del resto. La primera se
puede transformar facilmente a la ecuacion de Liouville, cuya solucién
general es conocida. Por tanto. la resolucion de estas dos ecuaciones
se puede plantear como la bisgeda de las soluciones de la ecuacion
de Liouville que cumplen (3.13). Sin embargo, por sencillez, hemos
preferido seguir otro proceso. Resolvemos inicialmente la ecuacion que

se obtiene de dividir las dos expresiones anteriores

el = €¥) = pup.
Cuya solucion general es
p = In(sen(U + 17}) (5.47)
donde I/ = U{u) v V = V(). La ecuacién que queda por resolver es
A, Vo lu + 0y = sen? (207 4 2V) (5.48)

Obsérvese que esta ecuacidn es la misma que aparecid en capitulo 4.
Su solucion general se encuentra en el apéndice 1; existen basicamente

dos soluciones, la primera (gencradora del multimerdn)

] .
=&+ ;((zrcotg(ﬁu + &)

Fa
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1
Vo= 6+ ;(arcofg(dv —K))

o

por tanto, el coeficiente de la metrica es:

1+ (B + w)Br — k)

(5.49)
YU+ (;3:1 P+ (B = #)2)

ST —
"‘“grv-“‘gtf_‘

1u[~

Donde ¢ es una constante que vale +1, v que aparece por la multivalu-
acion de la arcoty (dada una arcotg existen dos posibilidades para los

valores del seno v del coseno).

La segunda solucidn os:

. I .
(= —{|u+—])+&
a 18
. !
V= —/n(lr ———{ I+ &y

—{

o = -l

Como se puede ver en el apéndice este caso tiene dos posibilidades,

cuando 8; 4 é; = 0 se obtiene como coeficiente de la métrica:

B u—i—E | — /]t z*—g)?
L \/]n-i- h/v—w

Esta solicion la descartamos. pues es negativa v su compor-

tamiento asintotico degenera. Cuando é; + 6, = = la solucidn que se

n

obtiene no es real.

Luego tan solo teuemos uta solucidn admisible dada por la
expresion (5.-49). Tenemos, por tanto. que sin haber resuefto completa-
mente el problema de ecuaciones diferenciales que nos planteamos en un

principio, va hemos podido determinar por completo cnal es la forma



74 Capitulo 5. SOLUCIONES EXACTAS CON METRICA LORENTZIANA

de las componentes del tensor métrico. En lo que sigue haremos uso de
este resultado para. entrando con él en las ecuaciones (5.44) v (5.45),
resolver completamente el problema. La ecuacion (5.44) entonces es

(donde hemos definido ¢ = Ju + xw e y = Fv — &):
I+t tel /1432 =0
quenosﬁjala ﬁlel)etlcleslciei. funcional de la funcion [ en z v y
T=1n(e+vVIi+ed)—elnly+ 1 +y2) = 1{E) (5.50)

Si calculamos el valor de ¢*F a partir de la ligadura (5.46) llegamos a:

) s | L LIRS )
TRl - ay) (U et g?)

La ualtima ecuacion a resolver es (5.45). El caso mds sencillo
que podemos analizar es cuando [ — constante, existe una solucién

dada por

esenl = V~RK 13

y para que tenga solucién real 3 debe ser imaginaria. Como vimos
anteriormente en el caso en que [ es constante no podemos decir que la
ecuacion (95.37) sea consecuencia del resto. Si la desarrollamos en este

caso, la ecuacidn que hemos de imponer por tanto es:

cosl =10

Lo que nos fija definitivamente 3 = — (imaginaria, por tanto). Este

caso se reduce por tanto a X — 0. que vimos anteriormente que era sin-

gular en nuestro tratamiento, sin embargo como veremos en el apartado
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-1
“t

3.6, los resuitados expuestos anteriormente como caso limite cuando

I — constante son validos v coinciden con los que obtendremos al

desarrollar dicho caso singular completamente.

Cuando [ # constante la ecuacidn (5.45) en términos de x e
y se escribe:
bt (b Paonl) = (BB, — 1,1 5.51
e -2(- ( T sen )_( oty — 4y .y] (‘)"-’ )
(& +y)
(‘onocemos todas las funciones ue aparecen salvo la dependencia expli-

cita de [ en funcion de £, es deciy (5.31) se transforma en una ecuacion

cuadratica en la derivada de [ con respecto a £:

3= nnaginario
l LN
— ————senf = (1 + [ H.52
|3 = I\ ( )
(con I = d: 7). Entrando en (5.50) con un # imaginario la primera

conclusion que podemos observar es que la variable £ en general no
tiene por que ser real. también es trivial comprobar que no en todas
las regiones del espacio tiempo la métrica es real. sino tan solo en dos
regiones, cada una de ellas con una eleccion de las constantes dadlas
pot:

o a. sl {Ju+t k| <y |de—n|<l:

entonces € = +1 para que la métrica sea aproximadamente min-
kowski lejos del borde.
o b.si|du+r[>1yv |30 —nw|>1:

para que se cuinpla la condicion de positividad de las devivadas

de p con respecto a u v v entonces signo(u) = —swgnole) ({ > r),
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y ademas ¢ = —1 si imponemos que la métrica sea minkowski

lejos del horde.

Al primer caso lo conocerernos como regién interior, mientras
que el segundo serd la region exterior. Finalmente la ecuacién (5.52) es
una ecuacién autonoma de primer grado. Presenta basicamentce unas
soluciones constantes dadas por sen(/ — 2n7} = ¢/(3v—=K)|. Cuando

[ # constante analizamos los casos a. v b. por separado.

En el caso a. {Region interior) la variable £ es imaginaria,
(los puntos (1. 1) = (0. =1/13]), (1/181,0) v (0,1/]3]) que marcan los
vertices de la region del espacio tiempo donde tiene sentido la solucién,
adquieren los valores —:w. 0, y % en la variable £ respectivamente) y
la ecuacion auténoma se puede, en algunos casos concretos, integrar
explicitamente en términos de funciones conocidas. La ecuacidén a re-

solver es o L

!

['=+/—1—asen(f)

con o = #:3‘71——5 St 1 > a > 0 podemos integrarla completamente

dando
oVl t o 2ex s
— 9 Q - ‘
[ = 2arcsen{sn(if 5 e a}) + __2

donde sn representa a la funcion "seno” eliptica de Jacobi. En el caso

horde en que o = | la expresién es:

ié/'\/'T'e) o

[ = darctag(e By

Sta > 1, no sabemos integrar la expresion, aunque si que podemos decir

que la solucion general va estar limitada por las soluciones constantes



=1
=1
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de {5.52), que son [ = aresen{=t) + 2n7 (asi por ejemplo, 5i o =

¥

[

ks

entonces = > [ > —%. Obsérvese que en el caso en que (I > o) no

existen soluciones constantes.

En el caso b, (region exterior) no hemos sido capaces de
Integrar la ecuacion autonoma correspondicnte en términos de {unciones
conocidas. Pese a ello podemos asegurar la existencia de soluciones,

pues la expresion en ¢ste caso s

[ =/~ +asen(f)
donde o = ﬁ—\/IT-T;’J > (. v ia variable £. con respecto a la que derivamos,
es real {las rectas t = r + /b v} = —r — 1/b que definen los conos de

luz que limitan la regidn posible de esta solucidn dan para la variable

£ el valor

&= In{L+ 23] + /432 + 415 )

St a < | no existen soluciones reales de nuestra ecuacion autonoma.
Sin embargo, si & > [ entonces tenemos dos soluciones constantes.
entre las que estan himitadas las solucienes no constantes (que, por los
razonamientos expresados anteriormente, son las (ue nos interesan en
este caso general). Asi por cjemplo. st a = 2 entonces se cumplird que
i,): > [ > Z. Tenemos. por tanto. asegurada la existencia de soluciones
de nuestro sistema de ccuaciones, sl bien, en este caso, no hemos sido

capaces de ponerlas en términos de funciones conocidas,
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5.6 Ansatz de Bartnik-McKinnon

Cuando la funcion X = 0. estamos en un caso singular en el cual el pro-
ceso anterior no es valido. El objetivo de este apartado es resolver este
caso por separado. aunque finalinente observaremos, (ue su solucidn co-
incide con la que se obtendria como caso limite del caso general cuando
sen{l) = £1. La condicion X = 0, se traduce {deshaciendo los cam-
bios de notacion definidos en el apartado 5.2) en que las funciones A,
v A, son nulas, (v por tanto tenemos una unica funcion, ¢, que nos
define completamente el potencial Yang-Mills). Esta condicién se ha
impuesto de forma habitual en la literatura para obtener soluciones
exactas en el caso Einstein-Yang-Mills como un Ansatz sobre las com-
ponentes del potencial (se trata del Ansatz de partida de B.M para
obtener su solucion). En nuestro caso el enfoque es distinto, pues no
ha sido impuesto como una condicién arbitraria a fin de simplificar las
ecuaciones, sino que aparece como un caso singular en un proceso de

resolucion mas general. Los resultados de este apartado aparecen en

([30], [31}).

Il potenciat Yang-Mills en componentes es:

A, =1{0,0,0); A,=1(0,0.0)
Ay =(-2.0,0); Ay =(0,—psiné, —cosh)

Las componentes del campo Yang-Mills son:
Ff‘r = (0\0,0), Ftﬁ = (_"‘ra.h O‘:U)s Ftd) - (Oﬂ ‘““¢!g56n9.‘ 0)

Foo = (0,0, (1 —2%)senfly, Fo = (—¢..0,0); F,, =(0, -, send,0)
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El sistema completo de ecuaciones Einstein - Yang-Mills se

escribe tras un algebra trivial como:

S e’m7 : -
(€70 = (€770 ) = =5l = %) (5.53)
9
pr= f\';ap!t'p‘r (5.54)
2 2
va*Tr Trf)r+_’r.r+_,0r+
"
2T42p 2 E_‘:o _ { . v
A p) + oy = 5 =0 (5.55)
T — Tf — T, prT (.”Hﬂ(pﬂ + pz, + paTa) —
€2 i 2, ,
o — = N e (1 = o) (5.56)
)2 P2 1
Ty — P = —~[x':((‘2"+2’”cp'_2t + *,:i,) (5.57)

N
Finalmente, la condicion de degeneracion algebraica es muy sencilla de
escribir:

(1 — %) = k(p? — o0 (5.58)

r2

Distinguimos dos casos
(1)Caso estdtico

La condicion de estaticidad implica que todas las funciones
definidas anteriormente dependen tan solo de la coordenada r. Salvo
la ecuacion (5.58), v con una constante de acoplo K = 1, este es el
caso que se plantean para resolver tanto B.M [28] como Bizon [29] al

obhtener sus soluciones.

Es trivial observar que & < 0 no es posible. En el caso & = +1
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es preciso un analisis un poco mas elaborado. La ecuacidn (5.58) se

puede escribir

er .
donde ¢ representa unicamente 41. Despejando esta ultima expresion

en (5.53) se llega a:

1
T, = ——{1l + eefp)

T
Haciendo un poco de algebra entre las expresiones del sistema se llega

a

1
pr= ;(1 + ee”p)

y por tanto 7 = —p {redefiniendo la coordenada t), vy ** =1

No es posible obtener soluciones estaticas (v por tanto las
soluciones de B.M. v Bizon) en nuestro esquema. Pese a ello podemos,
al menos, caracterizar este tipo de soluciones dentro de la clasificacion
de Carmeli. Fn efecto, en el capitulo 3. vimos que son solo posibles los
tipos D, y 0, v 0y (este tltimo se corresponde a las soluciones gauge
puro) para campos Yang-Mills con simetria esférica, estaticos y en el
Ansatz de B.M. Puesto que la condicion algebraica no se puede cumplir

para las soluciones estaticas, es evidente que todas ellas deben ser tipo

D,.
(11)Caso no estatico

De la compatibilidad de la ecnacion (5.58) con el resto se
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obtienen (procediendo de forma analoga al caso general) dos ecuaciones

P
\b‘,‘ _ €:T+D(P.t _ (3 — ]_){_:) {539)
. S S I o
U, =¢ ‘(—T,—T—{j—l)( i +Ti)) (5.60)

donde hemos defimido 27 =7 sh(W) v @77 =17 ch(W¥), La condi-

cion de integrabilidad para W nos da:

: ! L : , L
Tore — T‘i - T_rp."' - “;".7-.1_ - ;,()_r + 6‘2Y+2p([)\13 + pi + p‘f’T'!') a TE -
¥ 1 1 .

(‘omparando esta ecuacion con (5.53-37) se obtiene

oy, =2y, 1 1 3
Pm+af +?< (Z‘”*‘(E—l)v )
N, , . .
— T[e‘TJ’Q"LTs_Zt + %] (5.62)
3
e = == =) {5.63)

2— Bl = 24—tk = 2)(F + (3~ Dg?)
La compatibilidad de estas dos expresiones con el sistema de ecuaciones

completo nos lleva a

2K P B L, o
o . o T R R Y A T — : 4
Que es una identidad s1 & = 1. v en caso contrario o = (7). pero

entonces estamos en el caso estatico que no tiene solucion. Luego por
tanto
=1 (5.63)

R I
e = - , (5.66)

1 .
= 31 =)

y en consecuencia se ve facilmente que:

T = —p,. (5.67)
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Es decir, reobtenemos exactamente los mismos resultados que se obtu-
vieron en el caso general. Procediendo de forma semejante a como se
hizo entonces (parametrizando ¥ = Ae®. donde A = 1), se llega al

siguiente conjunto de ecuacioties

t,
— o
R = —5_5'?_
I
Pu= 0,
-
2K
-
1
n —(1 - elp
r. 3l )
2n 1

Tl - pm2 R

R.R., = -12-629(1 ~2efy

-
Este conjunto de ecuaciones es equivalente a resolver el sistema:

1

= —mm (5.68)
1 .
P = —5(1 =€) (5.69)
_ _-1 | -2,9 2 -
P.u,{)‘y = 1—1;2‘(1 ~ £ ) (5.‘0)
1,
R, IR, = ;55“(1 — Aef) (5.71)

mas las ligaduras p, > 0, p, > 0. Las ecuaciones {5.69-70) se resuelven

con:
[1 —(Au+&)(Bv — k)]

(5.72)
I+ (Bu+ )L+ (Be = w7

!
20 _
€ ._2(1+e
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[inalmente solo queda por imponer (5.71) que se resuelve con 3 ima-
ginaria y
, .1 -
A=+l.e=+41, y 3 =1— (5.73)

VK

siffu+ sl <ly|de—nl<ly

1
A=—1,e=—1, y B =i—= (5.74)

i

si |[Ju+ k| > 1y |dv— x| > 1 Laligadura del signo de las derivadas
de p tan solo nos restringe este segundo caso. Solo sera posible cuando
stgno{u) = —stgno(e). Concluvendo. el caso singular que planteamos
en la seccion 5.4 se puede tratar exactamente como el caso limite de la

solucion general obtenida alli. sin mas que hacer [ = Z.

5.7 Propiedades de la solucion

5.7.1 Regiones permitidas

De la definicion de u v v observamos que se puede absorber la constante
« redefiniendo el origen de tiempos (en adelante prescindiremos de ella).

Por tanto, la expresion mas sencilla de la métrica es (eligiendo 3 = 1):

V4 uve )
NAEON T

Que solo tiene sentido (es real) en las regiones delimitadas por

(1 + ¢

~

i

=

|

=

=

Il
o —

lul < 1. o] < 1 {en adelante "regién interior™) v
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[u] > 1. |v] > 1y signo(u) = —signo(v) (en adelante "region

exterior”).

Lin el origen espacial (r = 0) la métrica es minkowski. El com-
portamicnto asintotico para tiempos muy grandes (tanto en el pasado
como en ef tuturo) dentro de la region permitida es también plano, con
una singularidad (el coeficiente de la métrica se vuelve infinito) que se
contrae hacia el origen radial desde el pasado, a lo largo del cono de luz
r=—t+1,lotocaent = —1yse aleja del origen situada en el cono
de luz definido por r = # — 1, partiendo de { = 1. Entre los tiempos

t = 41, hemos tenido la solucion "interior”.

Si hacemos t = 0 y § = n/2. v la superficie bidimensional
que queda la sumerjimos en un espacio euclideo de tres dimensiones, la
forma de la superficie que queda (ver proximo capitulo 6 [26] para los

detalles técnicos) es exactamente la de una esfera.

En funcién de r la forma del coeficiente g, de la métrica para

distintos instantes de tiempo es en el interior (figura 1.)
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20 {

15 |

0.2 0.4 0.6 0.8 1

v en el exterior

1.5

0.5 1 1.5 2

figura 2.

En todo lo anterior solo se han analizado los casos en que

¢ = +1 para la "region interior” v ¢ = —1 para la "regién exterior”,
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la razén es son los unicos casos posibles en que la métrica tiende a

minkowski al alejarse del borde.

5.7.2 Grupo de isometria

La coudicion de isometria Lyy,, = 0 se escribe en componentes:

X‘:z + -\’rﬂ‘t 4 ‘Xf?’p'r =10 (575)
X+ Xt Xy =0 (5,76
X, - XL =0 (5.77)
R AR X%e* =0 (5.78)
‘Yi?j + ‘Y.T(?(j2p =10 (579)
Xt = X'esen’(0) = 0 (5.80)
X%+ XpePsen® () =0 (5.81)
J:% + ‘ = 0 (582)
.
X%sen() + X% =0 (5.83)
e (4
xo p 2 el g (5.84)
4 r sen(0)

Las ecuaciones (5.80-34) se resuelven con la dependencia en las coorde-

nadas angulares dada por:

X® = SO(3) + frsen(8) + facos(B)cos(d) — facos(0)sen(g)

X?® = S0(3)+ [~ frsen{) — frcos(4)]

SEN

X7 = ~fircos(8) + farsen(B)cos(d) — frrsen(@)sen()
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X' = —gircos(6) + gorsen(8)cos(d) — gsrsen(f)sen(o)

87

Donde f; v ¢; son funciones de { y r. Las ecuaciones por satisfacer

quedan como condiciones diferenciales sobre estas funciones:

foor+ [ie* =0

for —gie? =0

{( [ir (gir),. =10

e =(gr),e =0

(o) +girpe+ fp, =10

que se resuelven con

Fir = kil /1+ Ju+ +\[+ Bv — w)?

—
it Ny I
v e vl o8}
-1 oy s8]

—_
o
on
o

—

En la region interior las k; son reales v en la exterior son imaginarias.

Por tanto los generadores del grupo de isometria son:

X4 X7y X® son los de simetria esferica

X1 =2k Frsenflcosed, + 2k Grsenfcoséd, +

(isendg .
2 Greosfeosoidy — 2k, ~0s
sen
N4 = 2 Frsenllsenod, — 2h,CGrsenflsened). —
. (lcoso
2k, Cicoslsenaidy — 2k, _N
send

X3 = 20 Freosfi, — 2kaGreostd), + 2k, senbdy

y donde las funciones ' v (4 son:

F:l(\/ (Fu+ w —Q—\/l o — K)?)

'r‘
\/1+ Ju+ x)? \/1 {Jv — x)?)
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Si calculamos X', X conaceremos el genero del tipo de variedad de las
orbitas de los generadores de simetria. Esta expresion vale (coms3 =2

y & =0)

,\":L.\’i“ = IV — w4+ V1~ 0?4 2

en la region interior. v

NEX™ = I [(Vu? = T+ Vo2 = 1) = 2]

en la regién exterior. Il simbolo z* representa a las coordenadas carte-
sianas. En ambos casos, esas expresiones son siempre mayores que cero,
por tanto las superficies que se generan por la actuacién del grupo de
isometria son siempre espaciales. Por tanto, nuestra solucion no es

estacionaria.

El algebra que definen estos generadores tiene las siguientes

reglas de conmutacién:

(X4 X5 = X6 [V X9 =Xt (X5, X6 = X
XY X=X XL XYY =-X (XY XH=0
(X5 X% =X2 (X5 X'=0 (X5, X = - X3
(X X% =0 (X8, XY =X?  [N% X?)=-X!

(XP X =ed Xt (X3 X =edX? (X! X = edX©

donde ¢ = 1 en la region interior, ¢ = —1, en la region exterior.
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(‘omparando con las reglas de conmutacion de SO(4) y SO(3. 1)
(que se pueden encontrar por ejemplo en [12]), encontramos que el
algebra de isometria es SO(4) en la regidén interior, v SO(3,1) en la

region exterior.

5.7.3 Tensor de Weyl. Tipo de Bel-Petrov

Las componentes distintas de cero del tensor de Weyl de una métrica
I p tes distintas d fel t le Weyl d t

con simetria esférica parametrizada segin {5.1) son:

. 1 5, T, P | 1 ,
Chree = € ¢ (T‘rr"“""f.*T‘,-P‘;-*AAB;-%*—‘——.H- ,—f'zp(P.tt'i'sz?P,tT,z)
3 r r AT o I ‘

. L, |
Crog = (-mrrpm = -g?‘z IR (e - T‘i TP,
T, p, € H 21 2
“T - + Tz ﬁ) -r E(P.u + 05+ paTe)

; | (- 5
T =Chppp— = =r° Tor =T —Trfr
Crére 0 = 6 (T =T = Top,
e pe o €% 2! appar 2
‘*“;“‘;‘“Jr?;*;;)*”‘ ¢ (pee+ 5+ pueTs)
risen?tl .
C,’M% = _—H‘}__e“‘z”(r.”‘ — T.i — T, 0,
2 A oy 2
T, P, € 1 risen<f ,
- = — 4 — - =)+ “—GZT(P,M + P_zt + piTy)

r r e e 2 3
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Como en nuestra solucién

T:—p

L, e 1
Crer = §6 “(=prr + TR + pet)

Cooes = Crgrg—r Lo N S

: = Cippp——= = ——7*(—p . _ = —

1016 Ly 5 Porr + T T o TP
1 1 e

(-"rﬁ‘?'ﬁ =( ‘rr::rc:

= e p 4 S - )
sentl 6 T g pz L

i rlaen?d . 2P 1
(r.%ﬁr:; = & zp(—P,rT‘ + T_'- ]"_2) + p,tf)

3 = 2
Pero esas expresiones se anulan en virtud de una de las ecuaciones que
han aparecido en el procesa de resolucidn (la ecuacién de Liouville). Por
tanto, nuestra solucién tiene un tensor de Weyl identicamente nulo, y

por tanto, es tipo 0 en la clasificacton de Bel-Petrov. Es decir, existe

una sistema de coordenadas en que la métrica es conforme plana.

5.7.4 Meétrica de forma conforme plana explicita-
mente

En las coordendas u y v la métrica tiene la forma,

{(u+ 0)?

ds* = e*dudve + do? {5.98)
con \
l,. + ay
20— Z(q 5.89
f i+ fﬁftﬁﬂ {5.99)
donde hemos definido v = [Flu = Buy y = {#|v = Bv. Distinguimos

las dos regiones definidas anteriormente.
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(i) Region interior:
Si hacemos el cambio de variable:
ro=tanhé vy = tanhy

entonces le métrica queda

cosh*((£ + 1)/2) dedn + senh*(£+n)

1s? =
‘ B?cosh?Lcosh?y teosh? (& +1)/2)

40 (5.100)

Estamos buscando un cambio de variable. tal que tenga forma conforme

explicitamente, es decir. que sea de la forma:
ds* = H(dadb+ %((:, + b)y2d0?)

Siendo d0? la métrica correspondiente a una esfera. La ecuacién que

se debera cumplir es por tanto:

™
-

‘:._??)

Eansla +0)* = dsenh|

(5.101)

'

donde £ = &(a) vy n = n(h). Que se puede convertir mediante un caleulo
sencillo, en la ecuacion que se resuelve en el apendice |, Nuevamente
tenemos dos casos. Si hacemos uso de la solucion generadora de merones
(en las dos posibilidades que aparecen en el apéndice) llegamos a un

factor conforme:

Ta=h)¢
cAHa + D30 +1)°

Asintoticamente esta expresion degenera. Haclendo uso de la funcion

H=

generadora de multimerones llegamos a:

1c*(1 + cfab)?
(I F T+ 20

H o=
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donde ¢ es una constante real arbitraria (para que las nuevas coor-

denadas « y b sean reales). Este factor conforme también degenera

asintoticamente.
(ii) Region exterior:
Ahora:
v = colanhé vy = cotanhin)

entonces le métrica queda

sh2({ 3 senh?
d? = Lallscos h {6+ 3/ )[dﬁdn N senh?(€ + n)
Bisenh*Esenh’n {coshE=T)12)

Y la ecuacion que debera satisfacerse es exactamente la misma que en

a0 (5.102)

el caso interior. Los generadores de merones dan:

4{a — b)*
c*(a? — 1)3{(h* — 1)2

que degenera. Sin embargo, haciendo uso del generador de multi-

H =

merones

£ = 2arcoty(ca) + 416

f

n = 2iarcolg{ch) — 410

donde ¢ sera imaginaria y § = 0+nn/4 (se comprueba facilmente que no
se afiade nada nuevo poniendo n 3 0) para que las nuevas coordenadas

a v b sean reales . Entonces el factor conforme es:

—{1 + c2ab)?
H= ctal?
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que es asintoticamente minkowski, con dos singularidades que se mue-
ven a lo largo de los conos de luz @ = 0y h = 0. Si recordamos, en el
exterior solo tenia sentido la regiou signo(u) = —signo(v), que en este
caso se transforma en signo(€) = —signo(n), 6 signo(a) = —signo(b).
por tanto este cambio de coordenadas es vélido tan solo en la region del
espacio-tiempo t > r {donde { v r son las nuevas coordenadas temporal

v radial respectivamente).

5.7.5 Clasificacién segin el tensor de Ricci

Calculamos
Roy = 25te7e (5.103)
N
— 2[) T
Rll = —f -p(ﬁr,r1‘ + ToTor + T_rﬂ_r - .|’ ) +
ff‘»zr(["t: + PP+ PaTy) (5.104)
| 27,
Hoo = (?_2‘0(—-7',,..,. F TaTe TP, — T ) —
e (par + papi+ paTi) (5.105)
L€ p, o, Te
Rpp = Rag = — — 4 Deto y Lrp-2 (5.106)
r= I r I

donde los indices son en la tétrada diagonal trivial. La ecuacion de

autovalores es:
(Raz — A’ [~ (Roo + A)( By — A) + RE,] =0 (5.107)

Nuestra solucion presenta un autovalor triple A\; = Ry = 5(1 —~ e7%)
T
y uno simple A, = —3H,;. El autovalor triple define un autoespacio de

dimension tres de la forma
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Pot pot (€2 —1)/r
p,u - p‘u
que es de género espacio, por tanto nuestra solucion pertenece al tipo

[(111).1]en lanotacion de Segré [24].

(e, —10? ( ), w?, w?)

5.7.6 Comportamiento del campo Yang-Mills

En el proceso anterior hemos resuelto el sistema de ecuaciones, pero en
ningin momento nos hemos preocupado de que los campos Yang-Mills
tuvieran sentido. Por ejemplo. en el caso limite tratado en la seccion 5.6
(Ansatz de B.M.) parametrizamos ¥ = Xef, pero asuvez ¥ = (1 —¢?),
con lo que es posible que en determinadas circunstancias no existan ¢
reales. Sin embargo este no es ol caso. En la regidn interior (repasando

(5.73)}

;2:1‘—6}?

pero es sencillo de ver que en la regién interior ¢ < 1.y por lo tanto la
expresion anterior tiene sentido. Desarrollando completamente se llega

a (con K =1):

1

of = z(\/(l — )l —v?) —wuv + 1)

Por otro lado, en la region exterior

;2:1+€R

e



5.7. Propredades de la solucidn 05

. l :
o = —(V/{a:i — e =1)+ 3+ )

I~

que no presenta ningun problema.

En general la forma <e los campos y potenciales Yang-Mills
no se puede expresar explicitamente pues para ello debertamos haber
integrado la ecuacion autonoma de [. Sin embargo, siempre es posible

despejar el factor ¢ dando:

R 130 + v)?
[ S .
2 /1L 3P = [3707) + (1 + [3fue)
en el interior. y
R [ (v + r)?
2(\/( 1322 = L)(|3]2e? — 1)~ (1 + |3]Pue))

en el exterior.

5.7.7 Clasificaciéon de Yang

Como vimos en el capitulo 3., ta clasificacidn de Yang esta basada en el
rango de la matriz = definida en (3.6). Sobre las soluciones encontradas
dicha matriz es diagonal, v por lo tanto su rango es tres (salvo en los
casos triviales gauge puros). v estamos en el caso no degenerado de esta

clasificacién.
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5.7.8 Cargas eléctrica y magnética

Existe una generalizacion del concepto de carga magnética y eléctrica
para el caso de un campo Yang-Mills. En simetria esférica la expresion

es sencillla de caleular (vease [34]):

Carga eléctrica = = lim, ... 2 F,

Carga magnética = = lim, (1 — ¢?)

Limites que no estan bien definidos en nuestra solucién, pues
ésta solo ticne sentido dentro de unas regiones finitas (para un tiempo t)
de la variedad lorentziana. Por ejemplo, para la solucidn en el Ansatz de
B.M. la carga elétrica es nula v la carga magnética vale P = r,,,, = 1+t
en la regién exterior, y P = r,,,, = t+| en la regién interior. En general
(fuera de! Ansatz), se debe cumpliv que P*+Q? = r2 , . Para el Ansatz

de B.M. los valores de {1 — 2%)? en funcién de r para varios instantes

de tiempo tiene la forma

0.6
0.4}

0.2
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figura 3.
en el interior y
2
1.5}
1
0.5}
0.5 1 1.5 2
figura 4.

en la region exterior

5.7.9 Energia de la solucién

Segin se puede encontrar en [27], la coudicion débil de energia se ex-
presa como que cualquier obscrvador medira una cantidad positiva al
calcular la componente 00 del tensor energia-momento. Es decir, que

para cualquier vector temporal (w*w, < 0), se cumple

T, w*w” >0
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En nuestro caso el escalar R es nulo, por tanto, podemos calcular la
componente yv del tensor energia momento, sabiendo que R, = T,

lo que nos lleva a:

Taouwrw” =

1 > : 2 . 2 . R ) 2
2 . d I . - & s > - 2 ] 2
r—"E(l ~ e =) A (- T*) w10 sen (9))-{—;;}_uwu -+ ;p'yw”
que es sienipre positiva. como se comprueba con solo recordar que p, >

0, pp > 0. ¢* > 1y que Jw'| < |w!] {para que el vector sea temporal)

Por otro lado la condicion fuerte de energia se puede enunciar
(vease [27]) como que el vector w, T no es espacial, para todo vector
w temporal. En nuestra solucion el género de dicho vector se puede
calcular sencillamente dando:
! L CTIVENTS 4 20827 1% 72
e (F(l — eV w u.=“+;j(l ~ e~ +w )+

52p a 2 2 2
—r (=) paw® + g ) < 0

y por tanto se cumple también la condicién fuerte de energia



Capitulo 6

SOLUCIONES EXACTAS
CON METRICA
EUCLIDIANA

El proceso de resolucion del sistema de ecuaciones Einstein-Yang-Mills
en el caso euchidiano es conceptnalmente muy semejante al que hemos
llevado a cabo en espacio lorentziano, por tanto. nos remitiremos con

cierta frecuencia a calculos del capitulo antertor.

(Quizas las soluciones que mas fama han adquirido han sido
aquellas que se han podido interpretar como "agujeros gusano” (" worm-
hole™). Entendemos como una solucion de este tipo aquella tal que la
variedad que representa la métrica presenta dos regiones asintética-
mente planas, con una region que las conecta. Como se describe por
ejemplo en [36] 6 [41] es condicion necesaria para la existencia de una
solucion de esta clase el que el tensor de Ricci asociado tenga auto-
valores negativos. Ejemplo de solucion de este tipo es el wormhole de
Tolman que, aunque se obtuvo originalmente en otro esquema (es la

version euclidea del universo dominado por radiacién (P = %p) de Tol-

99
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man), se puede obtener también de un sistema Einstein - Yang-Mills

[38]. La métrica tiene simetria SO(4) y es de la forma:

. R? ,
ds? = Wd:‘32 + R¥(d9? + senWd)¥?)
— g

(con dQ* meétrica de la 2-esfera) para unos valores de ¥ = 6§ =

[IE

entonces la métrica de la superficie bidimensional que queda es:

[s* = ——"—Rz dR? + R*do*
ds = ot + fdg
: Il

Si suponemos que esta superficie esta sumerjida en un espacio euclideo
plano tridimensional donde la coordenada de la nueva dimension, z, se
mueve sobre la superficie "dibujandola”, entonces podemos representar
la forma de la superficie, que. de alguna forma. nos indica el caracter

de nuestra variedad original. En nuestro caso la ecuacion a resolver es:

que se resuelve con

z=2In(R++/R? — R?)
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figura 5.

Como se presenta en la figura 5. Para R grandes, tenemos
dos variedades euclideas separadas que se unen a traves de un puente

cuyo radio minimo es Ry.

Nuestro objetivo original al plantearnos el presente calculo no
era intentar obtener soluciones de este tipo, en primer lugar debido a
que todas las conocidas {por el autor) poseen simetria SO{4), y como
vimos en el capitulo 3, la condicion necesaria para poseer dicha simetria
se desacopla de la condicion de degeneracion algebraica en espacios no

planos. Tan solo pretendiamos aplicar los métodos desarrollados en
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el capitulo anterior para obtener soluciones exactas al problema Eins-
tein - Yang-Mills euclidiano. Sin embargo, una vez obtenidas las solu-
ciones que se presentan a continuacion pudimos comprobar que se trata-
ban efectivamente de "wormholes”, aunque ligeramente distintos. de los
gue habitualmente aparecen en la literatura. Como veremos, nuestra
solucion cumple el criterio de autovalores del Ricci negativos (aunque,
como dijimos, no se trata de una condicidon suficiente), v en un instante
de tiempo (¢ = 0} une suavemente dos variedades asintoticamente eucli-
deas. La union se produce a traves de un puente que tiene la particu-
laridad de que en la patte exterior {para valores de la coordenda radial)
es exactamente el de Tolman. pero, sin embargo, la parte interior no
esta vacia, sino que dibuja una esfera. Fuera de ¢t = ) ambas regiones

{exterior e interior) estan unidas no snavemenie a traves de los bordes

de un “platillo”. que al cabo de un tiempo finito desaparece.

6.1 Planteamiento del problema

Con una metrica digonat parametrizada por
ds* = +e 7 dt + e drt 4 r¥(dB* + sen®0do?) (6.1)

donde r v p son funciones de las coordenadas (¢,r). Las ecuaciones de
evolucién Yang-Mills en el caso de campos con simetria esférica y en el

gauge en que ; = 0, son:

(rfe” P F,), = =2 A7 (6.2)
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(e PR ) = 2e7 TP AL (6.3)
_(€T+‘)75|t).! “* (('mruﬁ'ﬁj.r),r + €T+959A$ +
, (1 — o?
R EFI St (6.4)
r
(€A + (777 A ), +e P A+
e oA =0 (6.5)
La ligadura algebraica es
bl — »22) = kAo, — Arpp ;) (6.6)
erppp (P
LR 7 LI ” ) -
R(e¥ (0% + A7) 4 (9] + A2S) (6.7)

[Finalmente, las ecuaciones de Einstein con nuestra parametrizacion se

expresan:
2 ,
pe =N ;(p.tp'r + AA0%) (6.8)
1 1 (- JEp ) o L— 2 2,0
——T——7r ; = —1'\1\——11‘_3_%*2"— = ( 1) ) (69)
7-. I-l ?' 'r‘

‘ 2 prs- )
—Trr T Tj, + e — ;T.r- +¢f +2p(p‘tt + [Ji +piTi) =

(1= e

1

—N(Fe? —

H
2 e . 2 .
+5 TR+ AT - Slel + ART)) (6.10)

2T+2!)(P,tt + p? +P,t7,t) —

(1~ g2

. 2
—Trr + Tj- + T — ;p.r' +e

i F? £

?.4
.')I ) 2
SR L AR (R ARG (6.11)

[ T
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6.2 Simplificacién de las ecuaciones Yang-
Mills y condicién algebraica

La ecuacion (6.5) se resuelve con

D, e
A = —= 'Ar:_@’tz
¥

€r+p.?,:,2 A

{6.12)
Con lo que las ecuaciones {6.2) v (6.3) se resuelven trivialmente con
rleTPE, 426 = c= constante (6.13)

Esta ultima ecuacidon v (6.4) constituyen las ecuaciones de evolucidn

Yang-Mills a resolver.

¢leTTr  phe™

"‘(6T+p§3‘£),t - (e_r—pip,r).r +

®? @°
(1 — 2 &
eP—Tﬂ_.fp__). (6.14)
—T,.g_l_
| Yo pet 2 ~T—p
(00, — (g, + 2o BB T
P @
e -9
L’p—Tf’fg (c - "“(I‘L") (6.15)
I

Definimos X = (¢ —2¢). Y = (1 — %), v A= X +Y,
B = X —Y. Haciendo un poco de algebra con las ecuaciones Yang-
Mills v algebraicas se obtienen las siguientes expresiones {evolucion y

algebraica), para las funciones A y B.

ef=7 2

3 (2A(1 =Y) — 5‘42) (6.16)

4ef7

kr?

(€™ A, +{e77PA), =

AL+ eTTPAY = (1 ~Y)A? (6.17)
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=T

r?

2 .
(T Ba)e+ (7 Bo)y = — (2B =Y)+ 2B%)  (6.18)

4eP—7
kr?

Obsérvese que hasta ahora la proceso en la resolucion del problema esta

E'T_H).Bi + f,*T“I)B:‘:_ — (] _ }")Bz (6i'9)

siendo completamente paralela a la realizada en el caso lorentziano.

6.3 Condicion de compatibilidad

Despejando A ™ en (6.17) v sustituvendolo en (6.16), y procediendo
de forma analoga con A ,e7 777 se llega a (definiendo e™7A4, = FeosV¥
ve A, = FsenV¥):

___\IJ’,' + 6T+Pp‘t —

e o vy sk oy -4y (620)
T —y) T AT | & N
1
q}.ﬁ et f—r—p(,‘,.‘r + _) =
N
T A, k )
S v o D) 1 o\ . — ¥ - - "21
_2(1#},_)(}_% ,4( (1Y) + k(1 b —A) (6.21)
e imponiendo la integrabihidad de W
T —r— l
T p = (70T =) =
T 2 ’ !
VU= Y)=2 k) = =22 k(1= V) =240 = 1)) (6.22)

Procediendo de forma analoga con las ecuaciones (6.18)-(6.19) (En el
caso lorentziano no fue necesario puesto que se trataba de dos ecua-

clones y sus complejas conjugadas) se llega a (definiendo e ?B, =
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GeosA y €7 B, = GsenA):

——f\."r + €T+pp_t =
v By Sy k1 -y + B 6.23
s et P2 =Y A =Y + B)) (6.23)
Ao—e (7 + %) -
T e P vy sk -y e B 6.24
e gAY SR =Y B (62)

v nuevamente, exigiendo la integrabilidad de A se llega

1
(ep)e — (e (7, + :))r =

e’

Y+ (Ll -Y)(-2+4k)~

ri

restando (6.25) - {6.22)

(=24 £)(1 = Y) +2B(1 ~ -}1;))(6.25)

bl

(- }{-)(A +B)=0 (6.26)

que tiene dos soluciones, la primera A + B = 0 — X = 0, se trata
del Ansatz de B.M. y lo resolveremos como un caso singalar al final
de este capitulo. La segunda, & = 1, es una condicién sobre los tipos
algebraicos posibles, v se puede expresar como que son imposibles (salvo
en el Ansatz de B.M.. de momento) los tipos Xy en la clasificacion

algebraica.

En el caso general nos queda una tnica condicién de integra-
bilidad dada por

e 1 e’
(€ = (77 + =), =

(6.27)

2
Comparandola con el sistema de ecuaciones de Einstein (6.8-11) se llega

facilmente a

T, = —pr (6.28)
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20 1 20

¢ : —%(—.Y2+Y'2) (6.29)
Hasta ahora el proceso de resolucion ha sido paralelo a aquel que lie-
vamos a cabo en espacio lorentziano (capitulo 5.), pero llegado este
punto es cuando aparecen algunas de las diferencias mas importantes.
Fn el caso lorentziano el paso siguiente consistid en paramelrizar las
funciones Yang-Mills X e } de tal forma que la ligadura andloga a
(6.29) fuese unicamente eutre la componente de la métrica y una unica
funcién (e*f entonces). Por ello parametrizamos las funciones X e Y
en coordenadas circulares como si de unas coordenadas cartesianas se
tratase. Ahora no podemos nsar la generalizacion directa, pues es-
tariamos perdiendo generalidad. En efecto. con una parametrizacion

de la forma X = effeosh(f) ¢ ¥ = ¢F

senh([) estariamos restringien-
donos anicamente a funciones tal que X > Y, necesitaremos por tanto
una parametrizacion mas general. aungue los calculos se complicaran

ligeramente.

Por otra parte. la forma de la expresion (6.29) permite un peco
mas de juego que la aualoga en ¢l caso lorentziano. En efecto. en (5.30).
el coeficiente de la métrica estaba obligado a ser > 1, v puesto que p,
debia ser > 0, estabamos "obligados™ a obtener una meétrica con malos
comportamientos cuando r se alejase del origen. Sin embargo ahora, en
principio, no existe limitacion al valor de ¢*”, con lo cual, es de esperar,

que puedan existir soluciones de comportamiento mas suave.

'

Existe un caso singular en la expresion (6.29), dado por X =
Y, en que obtenemos la métrica euclidea. Es facil de comprobar que
dicha condicién se corresponde con la condicion de autodualidad sobre

campos algebraicamente especiales, v que, por tanto, el tensor energia-
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momento Yang-Mills es identicamente nulo, y las ecuaciones gravitato-
rias se corresponden a las de vacio. El problema a resolver en este caso
es e] de encontrar solucion a las ecuaciones de autodualidad Yang-Mills
en un espacio curvo de métrica Schwarzschild. Esta cuestion no ha sido

tratada en este trabajo.

6.4 Resoluciéon de las ecuaciones. Caso
estatico

El caso estatico se obtiene con solo imponer que ninguna de las fun-
ciones con que paramnetrizamos tanto la métrica como el potencial Yang-

Mills depende de la coordenada f. Definiendo

L
C=—0¢,
ro
D= E@T
T

las condicidnes algebraicas se pueden escribir

(A B)? =k(C+D)?

que se resuelve con una de las dos posibilidades siguientes:
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A=+VhCy B=2VhkD o
A=+£VED y B = +VkC

Introduciendo las primeras igualdades en las dos ecuaciones Yang-Mills
se obtienen dos ecuaciones en derivadas de las 7 y p incompatibles salvo
ent soluciones triviales. Procediendo de forma similar para el segundo

caso se llega a

que es ¢l caso autodual con degeneracion algebraica. Por tanto, las

ecuaciones de Finstein se desacoplan del campo Yang-Mills.

6.5 Resolucion de las ecuaciones. Caso
no estatico

Hacemos un cambio de variable dado por

s=r 41
S=r —i

vy parametrizamos las funciones Yang-Mills por

1
X = el 6.30
“UTIT 16:90)
Vo= el ! (6.31)

vl 4+ 12
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donde se admite que ¢ = =1 (e [ > 1) 6 ¢ = £¢ (e {* < 1). El sistema

completo de ecuaciones a resolver es entonces (donde hemos redefinido

t de forma que la ecuacion (6.28) se integre con 7 = —p):
dp .; = i(eﬁf’ —1) (6.32)
= ?_.2
T=—p (6.33}
|
% 1 _—
¥ = oo (6.34)
2p. = —:Lezr'm[—ﬁz + F ——] (6.35)
STTR SRV TITS '
-, : . 1
2z = ——— R 4 [ :
p-~ i"(l_y-)t—( [ ,z+ .:(_1+12)2] (636)
R.I:+R.I.=10 (6.37)
A S ! 6.38)
R TS S L zmw :2] (6.:
-1,
R‘;:E = 2?6 P (639)
[0 1 5, r
—I..+2 = ———e“eleV/I? - 1 {6.40}

(P =1) " 27

Despejando I, en (6.37) y sustituyendolo en (6.35), (6.36), y (6.38).
Dividiendo el resultado de (6.33) entre (6.36), v haciendo uso de (6.34)

se llega a

I )
4pop = (1= ) (6.41)

y el mismo resultado se obtiene dividiendo (6.36) entre (6.38). Luego
del sistema de ecuaciones (6.35), (6.36) v (6.38) solo es necesaria una

de ellas {en nuestro caso hemos elegido (6.353)) y {6.41).

Se puede comprobar que las ecuaciones (6.33) vy (6.40) son
una identidad sobre soluciones del resto del sistema, siempre y cuando

I # constante, en cuyo caso es necesario imponer (6.40). Por tanto el
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sistema completo a resolver es equivalente a:

L.
dpas = — (¥ — 1) (6.42)
r
| ‘
tpaps= —(1— ) (6.43)
.
, 1 N
[ 7= 1__—__[—‘:;2_e_2—§ (()44)
A |
LY R P LA | o — G.45
ST SR ~~g—1i12)2] (6-45)
H_;[_.: + R’g[‘g - 0 (61:6)

(6.42) v (6.43) son formalmente las mismas ecuaciones que encontramos
en el caso lorentziano. Su solucion general se puede obtener por tanto
de la misma forma (vease apindice 1.) obteniendose (partiendo del

"generador de multimerones” )

ezng,\r=gu:_—(1+?! ; i
- \m+(d:+x)2)(l+(ﬁf—n)2)

]
.

Al igual que nos ocurria en el caso lorentziano. [a solucién anterior ad-
mite una constante arbitraria. («), que se puede absorber redefiniendo el

pt}

origen de la coordenada "17 {tiempo euclideo). Al igual que en el caso
lorentziano también existe :una segunda solucion (a partir del "gene-

rador def meron™). La tratamos en la seccion 6.9 de este capitulo.

Sin mayor complicacion se llega a que {6.16) se resuelve en
general con

I = [{arcsh(3z) — narcsh({32)) (6.48)

Definimos £ = arcsh(Fz) + arcsh(33) v w = arcsh(3z) — aresh(37).
Entonces podemos distinguir dos casos, si n = +1 entonces [ = [{w)
v por el contrario si = —| entonces [ = [1(£). Resolvemos la ultima

ecuacion (6.45) distingniendo estas dos posibilidades.
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1y n=+l1
Entonces 2R y (6.45) se escriben:

(= +2)7 senh?(£/2)
—4 e cosh?(w/2)

senhzgﬂ ) 2oy 1
\/_I:)FT] j\/—z |—.>e.nh (€/H)Iuj(_l+[2)z

Si queremos que la métrica tenga un comportamiento asintético eu-

senh?(£/2) +

clideo estamos obligados a que 3 sea una constante imaginaria, por
tanto £ sera una variable imaginaria v w real, y por tanto, para que

R > 0 entonces ¢ deberd ser real. Recordando la parametrizacién em-
pleada, para que los campos X e Y sean reales, entonces (—1+1%) > 0.

Por tanto, la expresion final a resolver sera:

! =1 . 1
1 - = 6.49
6\ﬁ1+12|(;‘3\/—[\’52” (=14 172 (6.49)
Donde la variable respecto a la que devivo es real.
1) p=-—1
Entonces (6.15) se escribe:
(5 2P coshw)?)
—4 e senh?(€/2)
. ] cosh*{w f‘)p 1
20, 2
cosh*(w/2) H(-\/—l +12[( N )| = cosh®(w/2 M5 T IO

Siguiendo un razonamiento semejante se llega a que 3 debe ser real, €

debe ser imaginario v (—1 + /*) < 0.

e S L P —
b—e ‘(;3\/-»1{62” f(—1 4 122

— (6.50)
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Y donde la variable con respecto a la que derivo es real.

Hemos conseguido finalmente reducir el problema a la inte-
gracion de una expresion mas o menos compleja. n lo que sigue a con-
tinuacién. vamos a demostrar la existencia de soluciones de esa ecuacion
diferencial, v describiremos cualitativamente su comportamiento en el
marco de la teoria de ecuaciones autonomas. Finalmente obtendremos,
para algunos valores concretos de las constantes que han aparecido, la
solucion explicita en términos de funciones conocidas. Distinguimos los

casos 1 £ 1.
a.n =1

La ecnacion autonoma (6.49) presenta tres soluclones corns-

tantes dadas por:

=41
[ = signo(a) ! ‘
1 —of
donde a = E'Wﬁﬁl Vimos anteriormente que en este caso se debe

cumplir que {f| > 1, con lo que la region comprendida entre las dos
primeras soluciones constantes no es accesible. Por otro lado, para
que se cumpla que [fu > {0 debemos descartar la region comprendida
entre la tercera solucion constante v la primera. Sin embargo, podemos
asegurar que existen soluciones de la ecuacion autonoma planteada en

los siguientes casos:
e 1 > >0, Fxisten soluciones para [ L v para [ < —1.
pé kv A <

o —| < a < 0. Existen soluciones para [ < -711_—_'2 v para { > L.
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e a > 1. Existen soluciones tinicamente para [ < ~1.
o o < —1. Existen soluciones unicamente para 1 > 1.

Estas soluciones divergen rapidamente en uno de los sentidos, mientras
que en el otro el problema de valores iniciales no admite solucidn vinica.

En efecto. es sencillo de comprobar que

tag{ = !
= bagi( % 1
gt —
es solucion para cv = 1, ¥ que por lo tanto, el valor inicial /{0) = ~1 ad-
mite la solucion anterior v también la solucidn constante [(w) = —1. El

comportamiento en la divergencia se puede estudiar cualitativamente.

Para grandes [ la ecuaciéon autdnoma se transforma en

I,=xI*V1 —«

1
I =
T —ale — o)

que presenta una asintota vertical en wo. Obsérvese que la solucién

explicita anterior presenta cfectivamente una asintota vertical en w =

V81T
e
b p= -1

La ecuacion auténoma (6.52) presenta tres soluciones cons-

tantes dadas por {recordemos que ahora la constante € es imaginaria)

[ ==1
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|

I = signola) ———=
gl | + a?

; . 1 ! H .

Y = —p€|mt ‘a se debe ¢ slir 1. con lo
donde « vel g Ahora se d umplir que |I| < 1,
que la region exterior a fas dos primeras soluciones constantes no es

accesible, los casos posibles son:

e o > (. Existen soluciones con \—ffi-—tf- > 1> -1

¢ o < 0. Existen soluciones con | > [ > \/li—yy

Estas soluciones son mondtonas, presentando dos asintotas horizontales

en las dos soluciones constantes que marcan sus limites.

6.6 ; Es general la parametrizacion em-
pleada ?

En el apartado anterior hemos mencionado que la parametrizacion
definida es completamente general. En efecto, hemos tenido la pre-
caucion de admitir que la constante ¢ pueda ser tanto real como ima-
ginaria. Con ello estamos admitiendo la posibilidad general de que X
puede sea mayvor o menor que Y (el caso en que X = Y es equivalente
a la condicién de antodualidad). Sin embargo, podriamos plantearnos
que existe, en principio. un caso que no estanos considerando, aquel en
que X > Y en determinadas regiones de la variedad euclidea, y X < Y
en el resto. Fs decir, aquel en el que ¢ no es una constante, pues seria
real en algunas zonas e imaginario en el resto. Sin embargo. es facil de

demostrar que se trata de una situacion imposible.
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Hemos visto que el sistema de ecuaciones que debe satisfacer

la métrica es:

1
4p..z = —5(62'0 — 1) (6.51)
r
1
1pops = (1 =) (6.52)

donde (6.51) es consecuencia de la compatibilidad de la condicién de in-
tegrabilidad (6.27) con las ecuactones Einstein-Yang-Mills. Ea nuestro
desarrollo obtuvimos (6.52) tras haber impuesto la parametrizacion,
pero es sencillo de comprobar que es un resultado independiente de la

parametrizacion empleada.

Por tanto la forma de la métrica {6.47) es independiente de
la parametrizacion empleada. El {inico punto donde esta métrica es
exactamente Euclidea es en r = 0. Es decir, que el coeficiente de la
métrica es siempre Mayor que Uno o Menor que uno {segin sea 3 imag-
inario o real). y por lo tanto. observando (6.29), siempre se cumplira
que X < Y o que X > Y v podemos concluir que la parametrizacion

empleada en el desarrotlo es general.

6.7 Ansatz de Bartnik-McKinnon

Al igual que ocurria en el caso lorentziano, el caso en que X = 0
es singular, y por tanto no se puede considerar resuelto dentro del
proceso general del apartado anterior. En este punto vamos a resolverio

por separado. Adelantando resultados. veremos, que no se obtienen
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soluciones distintas de aquellas que obtendriamos como caso Himite del
caso general cuando [ — constante. Recordando la definicidn de X v
deshaciendo log cambios de notacion definidos en (6.12), observamos
que este Ansatz se corresponde con A, y A, nulos, obsérvse que F,,
es invarianme gauge bajo la acaidn det subgrupo {7(1) de invarianza
gauge residual y que, por tanto. es imposible llegar a esta condicién

unicamente por transformaciones gauge.
En este caso. el potencial Yang-Mills en componentes es:
A =(0.0.0): A, ={0.0,0)

Ay =(—-2.0.0) A, =(0.-gsind, —cosd)

Las componentes del campo Yang-Mills son:
F, =(0,0.0); Fup=(-v:.00}) Fiy=(0,~p,send,0)

Fioy = (0,0, (i —p%)send); Fop=(—p,.0.0); F,4=(0, -0, send, 0)

El sistema completo de ecuaciones Einstein-Yang-Mills se es-

cribe como:

. e ef=7 , .
_(6T+p';.t).£ - (6 ﬁ"!:,r).'r = 2 Tj(l - Lr:")]) (6'3'3)
L2 ,
po=Nopeps (6.54)
, 2 . .
Torr — "-_; = TP + ;:T.r' - ("2‘ -Hp(ﬂ‘zt + pzt + p.ir,t) -
. (7\'2,0 L E‘2T+'2p ‘ 2 .
Wi——ll =2 +2——ph — —vL)  (6.55)
r , "

-}
2 — 21 +32 2
Tor = Ty = Tapo t =pr — € Plpu+p5+paTe) =
p



118 Capitulo 6. SOLUCIONES EXACTAS CON METRICA EUCLIDIANA

e2r elr+in 2
K-S0 - -25 2 202 (656)
r T ! T !
| 2 |
—Tr — s + - - e_ = *1\%—(1 - Lr:jz)2 (657)
T r T

ST = ) = Kt 4 T (6.59)
Obsérvese que ahora es imposible & < 0. Distinguimos dos casos
(W ase estialico

Las ecuaciones son triviales de escribir con solo hacer k =1y

eliminar la dependencia en {. Sin ningin problema se llega a

T, = (=1 —eefe

| =

)

donde ¢ = 1. Haciendo un poco de élgebra entre las ecuaciones se

llega a que

I
P = (l + CF’DQ;‘)

es decir, 7. = —p,. Usando este nuevo resultado en el sistema anterior

de ecuaciones obtenemos la ligadura para el coeficiente de la métrica:

—eW 2 1 =

que solo se resuelve con métrica Fuclidea, y campo Yang-Mills gauge

puro. (Obsérvese que en este Ansatz no existen soluciones autoduales).

(11)Claso no estatico
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De la compatibilidad de (6.53) con (6.53) se obtienen (proce-

diendo de forma analoga al caso general) dos ecuaciones

k U
I R
liJ T ¢ I(p (2 ]‘) [Jr )
1 ks [, 1
W= T = = (5 = D )
r 2 [ r
donde hemos definido p,e7 = {7 sen(W) v 27" = {7 cos(V). La

condicion de integrabilidad para W nos da:

. ! | g
T e T‘f +T.p, + ;T_.,. + :f;‘,. + EZT+2P(‘OY” + pi + paTs)
| e 1 .
+‘]‘.3 =(2 - A‘}]—_z‘z[l + 51— k)] (6.59)
De la compatibilidad de esta ecuacion con (6.55)-(6.36) se llega a:

3

Zp
e — — 6.60
24 (1 =21+ )+ pH—d b+ ) = 21 = 22 16.60)
Recordando que el caso & = —2 no es posible en este Ansatz, luego
k = 1, v haciendo un poco de algebra entre las ecuaciones se puede
llegar a:
. 1 .
40 = , (6.61
€ : .
L= &1 —p2)? )
k= (6.62)
Tr = —p, {6-63)

Es decir, reobtenemos exactamente los mismos resultados que se ob-
tuvieron en general. Procediendo de forma semejante. definiendo = =
r+ity 2 =r —it {parametrizando ¥ = \eff, donde A = £1}, se llega

al siguiente conjunto de ecuaciones

R.:= ——wl-—ez" (6.64)
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]
Y
[¥]

- 2R p2 — .
2. = ¢ R = 2 (6.65)
K K .
2 - = 2R 27 — 9. 27
P r{l — ,-\eR)e R.=2 e (6.66)
I
e = =l = %) (6.67)
N 1
f‘i‘p = W (668)
re
|
RoRe= ~5e(1 = o) (6.69)

Este conjunto de ecuaciones se puede ver que es equivalente a resolver

el sistema:

1
I T (6.70)
- L (1 —e? 6.71
Pz = 4]12 — € ) ( A )
]
paps = —=(1—e¥)? (6.72)
12
_ 1 .
R =—e*(1 = Ael) (6.73)
e

Las ecuaciones (6.72-73) se resuelven con:

1 ~ {3z 4+ k) (BZ — k)

6.74
\/[l +[B:+"*‘)2]\/[1+(ﬁ5-,g)2]) (6.74)

e = gy = g = 3(1 +

Finalmente solo queda por imponer (6.73) que se resuelve con 4 imag-
inaria y

A=1yd=x yn=1 (6.75)

?
VE

Existe otra solucion con n = —1 y A = —1 pero presenta

un mal comportamiento asintético. Concluimos finalmente que el caso
"singular” que aparecié en el proceso de resolucién de las ecuaciones

generales se puede resolver completamente, y que el resultado obtenido
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coincide exactamente con acquel que se obtiene dei caso general cuando

cuando [ — +oo.

6.8 Propiedades de la solucién

La solucion obtenida depende de dos constantes 3 y &, la segunda de
ellas necesariamente imaginaria si /4 es real. o real si J es imaginaria
para que el coeficiente de la métrica sea real. De la definiciéon de z y z
se puede observar que « se puede absorber mediante una redefinicién
del origen de "tiempo”. Por otra parte la constante J nos define el
punto en que la métrica es singular, pero las caracteristicas esenciales

no cambian. Por tanto en todo lo que sigue nos restringiremos por

Al =1

sencillez al caso en que

Del analisis de la solucion hecho entre (6.48 - 6.50) podemos
distinguir dos casos distintos, cuando la constante 7 es imaginaria, y
cuando es real. El primero es el inico que permanece en el Ansatz de

Bartnik-McKinnon.
(1) 3 imaginaria

A diferencia de lo que ocurria en el caso lorentziano, ahora
la métrica definida tiene sentido en todo el espacio-tiempo, salvo en el
puntor = | v ¢ = 0. en que diverge. El comportamiento asintotico es

euclideo.
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. 1
€ p‘—}l-}-m(fl)

En # = Z y t = constante la métrica de la superficie bidimensional que

L]

queda es:

1472412

)dr2 + ride?
\/1 (P2 12)2 = 22 L 2

Que consideramos inmersa dentro de una variedad plana tridimensional,
y donde nuetra superficie queda definida por z = z(r). Entonces pode-
mos identificar:

d= .

ds? = (14 (=)dr? 4 rdg?
dr

1 + .,.2 + f2
U+ (P2 +12)2 — 202 4 212

Cuando t >> 0 tenemos dos variedades euclideas separadas, que se van

1+(£)2z~(1+

1
dr 2

deformando v acercandose a medida que ¢ disminuye. Cuando ¢t = 0 la

ecuacion anterior se puede imtegrar explicitamente

T 1 1+ r?
L+ () =501+
dr 2 !\ﬁ—&-(r'z)?—‘Zr?’l

distinguiendose dos regiones. Cuando r < 1 la solucion es

c= 41 =17

que define una esfera de radio unidad en torno al punto (0,0,0) del

espacio euclideo tridimensional: v cuando r > 1

s=+n(r+Vri—-1)
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que es exactamente igual que la que aparece en el wormhole de Tolman.

Las superficies recién definidas aparecen en la siguiente figura

Xx)

figura 6.

Concluyendo. partiendo de dos superficies asintéticamente pla-
nas y separadas, al evolucionar ¢ se han ido deformando hasta que en
un t = finito se cortan si bien de forma no suave. Por fin en t = 0
empalman suavemente (exactamente igual que Tolman para r > 1, ¥
mediante una esfera para r < ). Esta conexion suave entre superficies
solo dura un instante, pues a continuacion se vuelven a separar ten-

diendo de nuevo a dos superficies euclideas v separadas. La conexién
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se realiza a traves de la circunferencia de radio unidad en el espacio
etclideo tridimensional de inmersion (en el el espacio original es evi-
dentemente a traves de la superficie de la esfera de radio unidad). En
la siguiente representacién aparece una unica de las dos superficies en
t =0

figura 7.

Al igual que nos ocurrié con métrica lorentziana, para poder
expresar explicitamente la forma de los campos Yang-Mills deberiamos
ser capaces de integrar la ecuacion diferencial para I (6.49 y 6.50).
Sin embargo, en el Ansatz de B.M. el problema esta completamente

integrado v la expresion final es:



tn
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, 1 , .
2= s (U= [ — (3222 — |32 4 1)

-~

que siempre es Mayor que cero.
(1) 3 real

La solucion. en este caso, tiene sentido en todo el espacio-
tiempo. salvo en r = 0y { = 0 en que degenera (4., = ¢, = 0).
Asintéticamente tiene un comportamiento euclideo. No podemos "dibu-
jarla” siguiendo el procedimiento anterior, pues los coeflicientes de la
meétrica cstan acotados superiormente a uno. y por tanto no tiene sen-
tido el proceso anterior. Este caso no es realizable en el Ansatz de B.M.

pues g., < |.lo que implica que X? > 72,

6.8.1 Grupo de isometria

La condicién de isometria Lxg,, = 0 se escribe en componeites:

Nt Xlp+ Xp, =0 (6.76)
X+ X 4+ X, =0 (6.77)
X' 4 X =0 (6.78)
_\"6{';‘"3 + _\"“962” =0 (6.79)
X+ X5e =0 (6.50)
X% 2sen®(0) + Xﬁbc;'zp =0 (6.51)
Xorlsen'(#) + X',e% = (6.82)

P _
X+ =0 (6.83)

"
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Xisen®(8) + X% =0 (6.84)
X cos{f)
YO 4 - Xl = 8
o4 =+ e 0 (6.85)

Las ecuaciones (6.32-86) se resuelven con la dependencia en las coorde-

nadas angulares dada por (igual que en el caso lorentziano):

X = S0(3) + frsen(9) + frcos(D)cos(d) — fscos(f)sen(d) (6.86)
X = 500) + yl=frsents) = facos(9)] (687)

X" = = fircos(0) 4 farsen(B)cos(p) — farsen(f)sen(¢) (6.88)
(#)cos(d) — garsen(f)sen(d) (6.89)

X' = —gqireos(0) + garsen(

Donde f, v ¢ son funciones de £ v r. Las ecuaciones que quedan por

satisfacer quedan como condiciones difcrenciales sobre estas funciones:

foar + fie¥ =0 (6.90)

fir + g€ =0 (6.91)

(fir), —(gr), =0 (6.92)
(fir)e+(gir)e =0 (6.93)

(gr)e +girpa+ firp, =0 (6.94)

hasta ahora el proceso ha sido paralelo al seguido en el caso de métrica
lorentziana, sin embargo ahora vuelven a aparecer diferencias, como
consecuencia de que ahora la constante de integracidon 3 puede ser real
e imaginaria. [\l conjunto anterior de ecuaciones se resuelve en general

COIL:

fr = Z(2) + W(Z)

gir = =1 Z{z)+1W(z) + 2ic
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donde c es una constante, v Z = c+/1 + {3z}2, W = —c+¢/1 + (52)?
v € es una constante que vale mas o menos uno. En el caso en que 3 sea
real, entonces ¢ = —1. mientras que s1 J es imaginana entonces ¢ = |

Por tanto, los generadores del grupo de isometria sou:

XY Xy X° son los de simetria esferica (6.95)

XY = 2k Grsenflcosdd, + 2k Frsenfcosod, +

. , Fseng R
Uy Feosheosody — 2k—— 2, (6.96)
send
X? = =2 Grsenflsenod, — 2k, Frsenfsened, —
Feoso

2ky Feosfsenody — 2k,

3, (6.97)
sen
X% = —2k,Greosld, — 2k3Frcoshid, + 2ka Fsenddy (6.93)

donde

S1 7 es imaginaria. k; es real:

P i(\/l a1+ (32) (6.99)
G=is(fL+ (32 1))+ (320%) (6.100)

"

y con 3 es real y k; es imaginaria:

I el |
F:?—‘{\/H—(,.L)Z VI (82)2) (6.101)

] — — ,
G:l;(—\/l + (A2t =1+ (32)) (6.102)

El algebra que definen estos generadores tiene las siguientes

reglas de conmutacion:
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(X4, X% = X (X4 X% = —X4 [X° Y9= X1
WX = XU XYL XY= -X (X' XY= 0

(V2. %= X7 (YR XY= 0 (X0 Y= X
XS N =0 NS X = X (X0 N = X0

[\5 Xl] — X-;l [‘Y:j._ A’Q] — Xs [‘\/lv\f?] — J\fG

que se corresponde con el algebra de SO(4) {vease p.e. [42]), tanto en

el caso J real como cuando i es imaginaria.

6.8.2 Métrica de forma conforme plana explicita-
mente.

Repitiendo los pasos del capitulo anterior se llega a que el tensor de
Weyl es identicamente nulo sobre las soluciones. Por tanto, pertenecen
al tipo 0 de la clasificacién de Bel-Petrov, y existen unas coordenadas

en las que la métrica sera conforme plana.

St usamos z v = la métrica tiene la forma

11

(:+:)

ds? = e2d=d=> + —-—I—u—(lﬂz

Resolvemos  real e imaginario por separado.

o F =
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,b
-
=
H
| —
—
—
+

Si hacemos el cambio de variable:

z = tanhé
entonces le métrica queda

%zzcwwu5+eumwﬁﬂ 5mm%§f@

cosh2€coshE V7 dcosh(€ + £)/2)

A0 (6.103)

Estamos buscando un cambio de variable, tal que la métrica tenga

forma conforme plana explicitamente

ds* = H{dada + i(a + @) d0®)

La ecuacion que debera cumplir este cambio de variable sera por tanto:

£alala + @) = dsenh’(

E+& ‘
T) (6.104)

donde £ = £(a) vy £ = £(a). Con la obligacién adicional de que £ sea
la compleja conjugada de £ se trata nuevamente de la ecuacion que se
resuelve en el apendice 1. 5in embargo. en este caso, hemos preferido
(pues asi fué el proceso durante la realizacion de este trabajo) resolver

nuevamente la ecuacion. Definimeos

£ =2arcthA

Con lo que la ecuacion a resolver se transforma en:

AgAzla+ay = (A+ A)F (6.103)
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. . P ’ - .
que tiene una solucion trivial A = ka 4+ & . pero que nos da una métrica
conforrne plana que degenera asintéticamente (g, — 0). El resto de

las soluciones son de la forma:

m
R
A= T;}_IZ_.“_) —p (6.107)

+p (6.106)

con m. n, ¥ p constantes. Obsérvese que no hemos obtenido nuevas

soluciones de la ecuacion aparte de las que se obtienen en el apéndice,

cuando p = 1 reobtenemos la solucidn "generadora del merén™, mien-
. . LA

tras que en el resto de los casos (incluide A = ke + &'} reobtenemos la

solucion “generadora de multineron™.

Sielegimos p=0.n =1y m = /2 la métrica conforme plana
queda

1 2 B
ds? (1~ J(i*u.)(w,-{j)) (a + a)?

= 7 —(dada + ~———dQ1*) (6.108)
W sy U T e 3

Que tiende a euclideo asintoticamente.
e =1

El proceso es similar

] — =3

YNl

2y

{1

bl | —

Hacemos

= tagf
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- 2/ oy B 3 iy 2 -
gst = WS F ) eye . _m 88 _yo0n (6199
TOS L5 T {sen?(& + £)/2)
.a ecuacién que se debera resolver ahora es
£ lala+a) = 4(:052(5 + ) (6.110}
donde & = £(a) v £ = £(d). Definimos
£ =Z2arclagA + Zr;
v la ecuacion anterior queda
A Adae+ @y =+ A (6.111)
que la hemos resuelto en el caso anterior
A=—" 1y (6.112)
(v —a)
- m
A= — - 6.013
it F { )

con m, 1, v p constantes. Sielegimos p=0,n =1y m = 1/2 el factor

conforme es

F o 1 2 3 ;
H_“+4(-i—a)(i+&)) (6.114)

Y obtenemos un espacio euclideo asintéticamente.

6.8.3 Accién y carga topolégica

La accion del campo Yang-Mills es

= [ VaFLE
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que sobre soluciones algebraicamente especiales se puede escribir como

f1 T (X 4 Yy

[2+1

[h—, dtdr(l - ¢?

En el caso singular definido por el Ansatz de B.M.

12
—zr; dtdr{l — %)

— i\

.
Il

Como se comprueba trivialmente, la accion esta limitada inferiormente
por la solucion obtenida en el Ansatz. Si parametrizamos ¢ = TsenW
y r = Tcos¥ el comportamiento asintotico quedara determinado por el

comportatuento cuando 7 >>, en cuvo caso la accion

1

—/-— TdT« NJT (sen®¥ ~ cos W = 1) + 0(5)

—K

integrando en la variable angular W

. 67 1
S = e — (T
' N T 1

que diverge.

La densidad de carga topoldgica es ([3], [?]):

] o
o [ VaELE '
LT

en el Ansatz de B.M. es trivial comprobar que la carga topoldgica es

Qr =

cero. Sin embargo. en general no tiene por que ser asi, haciendo uso

b

"
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de la condicion de degeneracidn algebraica se llega sin problemas a la

expresion:

3 2 3 e’ v
Or = = [dmm,.u — ot = o= [ dtdr—(XY)
2w 2T r?

o lo que es equivalente:

2[
=5z {elr(
/( dr{ )[,)

No hemos sido capaces de evaluar esta expresion. la razon mas impor-
tante es que desconocemos la expresion de la funcion I exactamente.
Pero al menos hemos intentado adivinar si esta expresion converge en
alguna situacion. Al estudiar el comportamiento asintdtico de la ex-
presion anterior hay que considerar dos casos por separado, cuando [
es imaginario (y € = 1) v cuando J es real (v ¢ = ~1). El el caso en
que [f es real no hemos podido llegar a ninguna conclusion pues, como
se vio en 6.5, una de las asintotas de la solucién es |/| = | v en principio
ﬁ!_—] no esta acotado.

sin embargo cuando 3 es imaginaria vimos que existen solu-
ciones donde la [ esta acotada inferiormente por una constante estric-
tamente mayor que uno ([ > #_)_ pot tanto, en esas soluciones, al

término *I—?j:—“

- en la expresion de la carga topologica esta acotado supe-

riormente aunque desconocemos su comportamiento asintotico. Anali-
cemos en lo que sigue ¢l resto de la expresion. s sencillo de ver que
la expresion {e?® — 1) siempre es positiva pues ¢** > 1 cuando 3 es
. N - q . B .o e " 2 tz . T2

imaginaria. Su comportamiento asintotico es para (r +¢*) =71T% — 00

(conr =Tcos(V)yt =sen{¥)):
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cos? (W)

(e - 1) —

T

cuya integral [ TdtdW(e? — 1) diverge por lo que no podemos con-
cluir nada sobre el valor de la carga topologica a falta de conocer el

comportamiento de / en este caso.

6.8.4 Carga eléctrica y magnética

Si hacemos uso de la definicidn de cargas eléctricas y magnéticas que

aparecen en [34]

() = rlﬂ}‘l‘ riF,

P=1lim(l -9

r—0o

en el caso euclidiano. estas cantidades estan bien definidas (aunque se
ha perdido el sentido fisico que poseen en el caso lorentziano). En el
Ansatz de B.M. se obtiene que @ =0y P = 1. En la siguiente grafica
esta representado el valor de (1 — @*)* en funcién de r para varios

instantes de tiempo (para t = 0, es exactamente | para r > 1)
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0.8

0.6

figura 3.
En el caso general se cumple que —P? + Q* = 1.

6.8.5 Energia

Al igual que ocurria en el caso lorentziano

9

o 1, ., 2
Too = Koo = _2(6.2; - 1)+ =ps
r r

Sin embargo, ahora no podemos asegurar a priori el caracter positivo
de dicha expresion. De hecho, en funcion de los valores de ¢ y r, se

puede conseguir cualquier signo para cualquier valor de 3.
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6.9 g = 5(1+ cos(¥))

Existe una segunda solucion singular del sistema de ecuaciones 6.42 y
6.43, (cuando se hace uso del "generador del merén” segiin la notacién

definida en el apéndice) dada por

: 4
U+72—*—;)

Esta solucion no tiene un comportamiento asintéticamente euclideo,

| —

Jrr = -

Sl

4

pero presenta unas cualidades curiosas. Si definimos coordenadas an-

gulares para ¢t y r dadas por ¢t = ReosW¥ v r = HsenW entonces

| =

2 _ — —
€ *".()'rr = 4 =

(1 + cos¥)

'

t

es decir, los coeficientes de la métrica son independientes de la dis-
tancia al origen. dependiendo unicamente de} angulo relativo entre las
coordenadas r v . Los coeficientes de la métrica son menores que
uno con lo que es trivial de ver que es incompatible con el Ansatz de
B.M. {recordando la expresion (6.29) v que por tanto X > Y}, por
ello es més apropiado parametrizar los campos con X = eeflcosh(I) e
Y = eeflsenh(/) (donde [ v R son funciones reales). Las tnicas ecua-
ciones que guedan por resolver son las analogas en esta parametrizacion
a (6.45 y 6.46) (siempre que [ # constante). Estas ecuaciones se re-

suelven con:

[ =I5 +iV3) = I(3)

y finalmente, la wiltima ecuacion es

1L = senh([l)

2K
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Es facil de comprobar que la ecuacion anterior se convierte (cambiando

de variable = — Q = =) en:

U032 = ———senh(])

V2R
donde © es ahora una variable real, y Z? es imaginaria. con lo que
no existen soluciones reales de la ecuacion anterior. Y por lo tanto la

métrica presentada en esta seccion no es solucion del sistema planteado.
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Capitulo 7

APENDICES

7.1 Ecuacién 44 ,B(a+b)* = sen’(24 +2B)

Esta ecuacion se merece por si sola un capitulo en este trabajo. En
efecto, ademas de aparecer en los dos casos tratados en espacio curvo,
la misma ecuacion aparece en [os dos casos tratados en espacio plano.
51 en los casos curvos aparece como la condicion de compatibilidad de
un par de ecuaciones diferenciales, donde una de ellas es basicamente
una de las ecuaciénes de Finstein (la que nos dice que la curvatura
ft = R* = 0} con solo unponer que 7 = —p. y la otra es basicamente
una ecuacion de Einstein que se obtiene cuando el campo Yang-Mills
es algebraicamente (Carmeli especial. En el caso plano la condicion
de compatibilidad entre degeneracion algebraica Carmeli y la ecuacién
de evolucion Yang-Mills es !la mismal. Y las curiosidades continuan
cuando intentamos poner nuestra métricas, tipo 0 Petrov, de forma
conforme plana explicitamente, pues la ecuacion que debe cumplir el
cambio de coordenadas es otra vez la misma. Este punto de coincidencia
entre la teoria Yang-Mills en vacio, la einsteiniana de la gravitacion en

interacciéon con Yang-Mills, v la presentacién de la forma conforme

139
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plana explicitamente (en todos los casos para un tipo 0 en la respectiva
clasificacion algebraica) nos sugiere algunas ideas acerca de una intima
relacion entre las clasificaciones de Petrov del campo gravitatorio y de
Carmeli del campo Yang-Mills. Sin embargo, este es un punto que
no hemos abordado en este trabajo, y por tanto, solo queremos hacer
notar esta. al menos, curiosa coincidencia. Concluyendo, en lo que
sigue resolveremos esta ecuacion de compatiblidad en general., que nos
sera necesaria para calcular tanto los coeficientes de la métrica en un
problema Einstein-Yang-Mills como el valor del campo Yang-Mills en

una teoria en espacio plano.
Si hacemos el cambio de variable
a — Ala)

b B(b)

entonces la expresion a resolver es:

abg=d(u+v)isen 3 (24 4+ 2B) = (u 4+ v)*F

si tomamos derivadas logaritmicas respectoa Ay B

5 al
taq =ty f_ (7.1)
a.a (a + b) F
b.BB _ Qb'B _ i (72)
b'B [(1- + b) F

y restandolas se obtiene una expresion

aay  2a4  bps 2bp (7.3)

-

ay (a+b) bp (a+b)
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que, multiplicando por (@ + 8) y volviendo a derivar respecto 2 a y b,

nos da;: ) .
@414 “aa _beeB VBB _ (7.4)
5T T (.3 ) Y B 0 '
a7y @ 4 B B

Que se pueden integrar completamente dando:

1
a4 = Skoaz + ka+ ky

1 . ! i
bg = 31.-062 + b+ ky
entrando con estas expresiones en (7.4) encontramos la ligadura & =

' U . . N . )
—k, v ky = k,. Finalmente dichas expresiones pueden ser integracas

completamente, encontrandose las siguientes soluciones

Cuando kg # 0 y &% — 2kyk, # 0 (los segundos términos no

son un cuadrado perfecto):

A=+ alarcoty(Sa + x))

B = § + alarcotg(3b — &)
Donde «, 3 v & son constantes construidas a partir de las k;, v § y § son
las constantes que aparecen en la iiltima integracion. Entrando con esta

solucién en la ecuacion original que debiamos resolver. encontramos una

ligadura algebraica sobre las distintas constantes definidas.

dla + by a3 = (1 + (Ba+ (1 + (3b - &)
sen’(2alarcotg(Fa + r) + arcotg(3b — k) + & + ) (7.5)
que tiene una solucion triviai (para todo a y b), a = 0, {que nos daria

soluciones triviales) . v

1 y :
o=x3 y o= —¢ (7.6)
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Se puede comprobar que no existen mas combinaciones de las cons-
tantes que nos resuelvan la ecuacién anterior. En efecto, haciendo a =
b =0, se llega a que § = —¢' + nx. El factor nx no anade nada al
desarvollar la solucidn, por lo tanto podemos hacer n = 0 sin perder

generalidad. Por otro lado, en b = 0, la expresién se convierte en

ta?{Ba + &)*

= sen’l: 3 9 - - el
0+ (Batr?) sen”[2alarctg(Pa + k) (7.7)
que solo tiene solucion (para todo a. si @ = ;). Por razones que se

han visto a lo largo del capitulo 4. denominaremos a esta solucidn

"generadora de multimerones”.

Nos quedan por analizar dos casos. Cuando kg = 0 la solucién

general del sistema es

1 i3
A=—=In(la+ =1 +46
o Q

B= *1‘[11(”) - é“ 46

€Y ¥

L

donde a. y 3 son otras constantes (funcion de las &;). A esta solucidn
la denominaré como “generadora del meron™. Si las variables a y b son
complejas (con la definicion de la rama principal para el logaritmo de
un nimero complejo ({n(re?) = in(r)+i0 con € (—x,=]) entonces se

debe cumplir

et

6446 =

v si @ v b son reales entonces
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o = 4z
v
b= -6
cuando signola + —f) = —signo(h - %) ¥
by =1
4

conola + ) = si _3
cuando signo(a + =) = signo(h — =)

El caso que queda pendiente (cuando el denominador de (7.6)
es un cuadrado perfecto), se ve facilmente que es incompatible con la

ecuacion original.

Obsérvese que a lo largo del trabajo. la variable a tiene la
forma ¢ = r +{ en espacios lorentzianos y ¢ = r +:f en espacios euclid-

ianos, y por su parte la variable b = r —{ v b = r — it respectivamente.
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Capitulo 8

CONCLUSIONES

Realicemos un esfuerzo por sintetizar en unas pocas lineas los resultados
obtenidos en el desarrollo de esta tesis. De una manera sencilla estos

se podrian resumir en los siguientes puntos:

e Se presenta una condicidn necesaria para que un campo Yang-
Mills con simetria esférica posea alguna simetria adicional. Se
comprueba que existe una solucion (obtenida por Witten, si bien
no pertenece al tipo nstantouico) que no cumple la condicidn
anterior, v, por lo tanto. se demuestra que no existe un analogo

Yang-Mills del teorema de Birkhoff.
e Se caracteriza la clasificacion de Carmeh en dos situaciones:

— Completamente (en cuanto al numero de autovalores y au-
toespinores) para campos con simetria esférica. estaticos, y

en el Ansatz de Bartnik-McRinnon.

— Parcialmente (solo en cuanto al nimero de autovalores se

reflere} para campos con simetria esférica.
en terminos de una unica funcién que hemos denotado k.
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o Se plantea en general el problema de encontrar soluciones alge-
bralcamente especlales en espacio plano, y se resuelve dnicamente
en el Ansatz de B.M. Se reobtienen las soluciones de De Alfaro v
col. en espacio minkowski, y tipo merdn es espacio euclideo (tal
y como las presenta Actor), v se obtienen nuevas soluciones que
generalizan las anteriores al elegir una constante de integracion

como imaginaria.

® Se plautea y se resuelve en general el problema de encontrar solu-
ciones algebraicamente especiales (y con simetria esférica} Eins-
tein - Yang-Mills en un espacio con métrica lorentziana. Algu-
nas de las propiedades son calculadas (grupo de itsometria, tipo
de Bel-Petrov. forma conforme plana explicita, condiciones de
enegla, etc.). Como un resultado colateral se comprueba que no
existen soluciones con simetria esférica y estaticas; por lo que
podemos concluir que las soluciones de Bartnik-McKinnon y de

Bizon pertenecen al tipo D, en la clasificactén de Carmeli.

¢ Se plantea y se resuelve en general la busqueda de soluciones
exactas algebraicamente especiales {con simetria esférica) Ein-
stein - Yang-Mills con métrica euclidiana. Se calculan algunas
de sus propiedades mas importantes (grupo de isometria, carga
topologica, etc.) y se presenta una interpretacidn de las soluciones

obtenidas en términos de wormbholes.

Durante el desarrolio algunos puntos han ido quedando abier-
tos, v es posible que en un futuro cercano sean retomados dentro del
grupo de Relatividad que dirige F.J. Chinea, entre ellos destacariamos
la caracterizacion Carmeli completa de campos con simetria estérica, la

resolucién del problema en general en espacio plano. asi como investi-
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gar la relacion que pueda existir entre la clasificacion de Carmeli y la

de Bel-Peirov en campos Einstein - Yang-Miils.
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