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| Proélogo

El trabajo de esta tesis estd dedicado al estudio de modelos integrables
con condiciones abiertas en dimensiones uno y dos. Concretamente modelos
bidimensionales de vértices y sus equivalentes unidimensionales en cadenas
de espin. Este estudio sera realizado mediante el método del Scattering In-
verso Cuantico.

El método del Scattering Inverso Cuantico es una técnica desarrollada
para el estudio de sistemas integrables cuénticos. Esta técnica constituye
la sintesis de dos ideas en la teoria de sistemas integrables. Por un lado la
diagonalizacién del modelo de Heisenberg por Hans Bethe en 1931 [12] de
donde e] ansatz toma su nombre. Por otro lado el trabajo sobre la ecuacién
de KdV de Gardner, Green, Kruskal y Miura que fue el origen del Scattering
Inverso Clasico.

Las ideas que originaron el Scattering Inverso Cuantico fueron propuestas
en 1978 cuando tres grupos: en el antiguo Leningrado (Faddeev, Takhtadzhan,...),
en Fermilab (Thacker, Creamer,...) y en Friburgo (Honerkamp,...), estu-
diando el modelo de Schrodinger no lineal encontraron sorprendentes para-
lelismos entre €l ansatz de Bethe y el Scattering Inverso Clasico.

Desde entonces hasta ahora, mediante esta técnica, se han obtenido mul-
titud de resultados y nuevas ideas entre los que se pueden destacar la diago-
nalizacién de un gran nimero de modelos, la cuantizacién de sine-Gordon,
el calculo de correladores y la teoria de grupos cuanticos.

La estructura matemadtica que subyace a la integrabilidad mediante el
Scattering Inverso Cuéntico son las algebras de Yang-Baxter. Estas algebras
han mostrado su ubicuidad a lo largo de los intentos de obtener y resolver
modelos integrables en una dimensién. Existen pocos ejemplos de modelos
en baja dimension que sean integrables en los que no haya hecho su aparicién
el adlgebra de Yang-Baxter. Unos de los mas notables eran las cadenas de
espin con interaccién tipo 1/r? “Inverse Square Exchange”, de Haldane y
Shastry [43], pero recientemente se ha descubierto su simetria Yangiana.
Estos modelos, sin embargo, no se integran mediante técnicas propias del
Scattering Inverso Cuéntico.

El algebra de Yang-Baxter proporciona tanto una herramienta para obtener
modelos integrables de una manera sistematica como un objeto de gran in-
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terés desde el punto de vista matematico. Los modelos obtenidos son de
gran interés pues proporcicnan la mayoria de los ejemplos resolubles de sis-
temas en interaccion con un gran nimero de grados de libertad, siendo una
referencia para el estudio de sistemas mas complicados. El Scattering In-
verso Cudntico no sdlo ha dado solucidén a importantes modelos propuestos
con anterioridad, también ha llevado a la obtencion de una extensa clase de
nuevos modelos y al desarrollo de nuevos métodos y conceptos.

Como ya hemos comentado una de las nuevas estructuras matemsdticas a
que ha dado lugar el método del Scattering Inverso Cuantico son los grupos
cudnticos, Aparecen como las simetrias de sistemas mono.y bidimensionales
integrables. Se pueden entender los grupos cuanticos como un nuevo tipo de
simetria deformacién de 1a clasica. Se tiene un parimetro libre de cuanti-
zacion que para ciertos valores nos proporciona la simetria clasica. Aunque -
en general la teoria de representaciones para grupos cuénticos es paralela
a ]a.de los .clasicos, existen fendmenos y representaciones exclusivas de los
primeros ;i)ara el caso en que el pardmetro de deformacién es una raiz de la
unidad. . . _ . ' :

Los grupos cuanticos se han desarrollado en dos vertientes claramente
diferenciadas. La primera corresponde a la deformacién de un grupo de Lie

.¥.1a segunda a la deformacién de un algebra de Lie.

Las deformaciones de los grupos de Lie se entienden como simetrias en
espacios no conmutativos {57]. Los grupos cudnticos proporcionan en esta
interpretacién un ejemplo de geometria no conmutativa tratable y con no-
tables connotaciones fisicas. Gran parte de las técnicas propias de la teoria
"de grupos, como es'por ejemplo la induccién de representaciones, han sido
generalizadas para estas nuevas construcciones [41]. Esta interpretacién de
las nuevas simetrias proporciona la posibilidad de una nueva reescritura de
la fisica en este marco habiéndose obtenido la formulacién de teorias gauge
y la forma de las ecuaciones de onda para los espacios no conmutativos co-
rrespondientes. Aunque parece claro que se pueden generalizar todas las
construcciones clasicas a este caso no estd tan clara, al menos por el mo-

 mento, la interpretacion fisica de los resultados obtenidos.

.Desde el punto de vista de deformaciones de dlgebras de Lie los gru-
pos -cuanticos! parecen tener una interpretacién fisica mas directa. Estos
aparecen como simetrias en las cadenas de espin integrables tanto en el caso

lestrictamente se deberia hablar de slgebras universales envolventes cuantizadis pero,
al igual que-ocurre en la literatura, hablaremos a lo largo de esta memoria indistintamente
de grupos o ilgebras cudnticas para denotar a estos objetos.
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periddico como en el abierto, con los autoestados organizados como multiple-
tes bajo las representaciones del algebra cuéintica correspondiente. También
es conocida su relacién con las teorias racionales conformes bidimensiona-
les donde aparecen en el dlgebra de fusién reflejando la descomposicién del
producto tensorial de irreducibles bajo el grupo cudntico [21]. La correspon-
dencia entre la estructura de las cadenas de espin en regimenes no masivos y
las teorias conformes es conocida y pasa por el estudio de la teoria de repre-
sentaciones de grupos cuanticos para q raiz de la unidad (65, 52]. También
han aparecido en teorias de campos masivas como el modelo de Sine-Gordon
que, por otro lado, se puede obtener como cierto limite del modelo XXZ.
Otras relaciones han sido encontradas ultimamente, entre las que destaca
el efecto Hall cuantico donde el dlgebra cuantica estd representada por las
funciones de onda de Laughlin-Jastrow y el parametro de deformacion se
relaciona con el factor de llenado [74].

En los tdltimos afios ha suscitado gran interés el estudio de sistemas en
un iatervalo finito o con fronteras no periddicas en baja dimensién. Existen
sistemas fisicos de gran interés definidos en una dimensién o que pueden
ser llevados a una dimensién bajo ciertas aproximaciones. Por ejemplo, en
el problema de Kondo de scattering de electrones por una impureza una
descomposicidn en ondas parciales, tomando sélo las ondas tipo s, lleva a
un problema unidimensional en el semieje positivo. Otros problemas de in-
terés en esta direccidn son por gjemplo el efecto tinel en un cable cudntico
o el scattering protén-monopolo (efecto Callan-Rubakov). El desarrollo de
las teorias conformes para tratar este tipo de sisternas fue llevado a cabo
por Cardy y Affleck (15, 2]. Para los modelos integrables por el método
del Scattering Inverso Cudntico los primeros trabajos fueron los de Chered-
nik y Sklyanin [16, 75). En ellos las denominadas ecuaciones de reflexién
aparecian como el nuevo ingrediente a tener en cuenta al tratar con con-
diciones de contorno abiertas. El método del ansatz de Bethe ha de ser
modificado, estando basada la resolucién no en el uso del algebra de Yang-
Baxter usual sino la asociada a las matrices de reflexion. En este caso son
las soluciones de las ecuaciones de reflexién las que proporcionan nuevos
sisternas integrables con condiciones de contorno abiertas. Se vid que al-
gunos modelos previamente propuestos caian dentro de este esquema, como
el XXZ con condiciones abiertas estudiado en la referencia {3]. También se
observé que las cadenas abiertas invariantes bajo grupos cudnticos se podian
obtener como casos particulares de modelos mis generales provenientes del
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método de las ecuaciones de reflexion. ,

Tras el estudio de los anteriores desarrollos de! método del Scattering
Inverso Ciléntico, la teoria de grupos cuanticos y los problermas fisicos rela-
cionados con condiciones de contorno abiertas se plantean miiltiples inter-
rogantes. Entre ellos nosotros hemos destacado los siguientes:

- Cuadles son los modelos mas generales que se pueden obtener con condicio-
nes de contorno abiertas e independientes?

-{Cudl es la relacion entre el formalismo de Sklyanin para la obtencién de
modelos abiertos y las cadenas invariantes bajo grupos cuinticos?

-;Cémo se generaliza la técnica del ansatz de Bethe para la resolucidn de
estos modelos? '

- Cémo.se organizan los vectores de Bethe en el caso de la invariancia bajo
grupos cuinticos?

Las soluciones a estas preguntas constituyen el trabajo y los resultados
de la presente tesis.

Los resultados obtenidos en los diferentes trabajos que han dado lugar
a esta memoria han sido estructurados de manera que siguieran la orde-
nacién mas légica posible, de modo que muchos de ellos, atin habiendo sido
publicados en un mismo articulo, se ven desperdigados a lo largo de varios
capitulos. Con esto esperamos ganar en facilidad de lectura. Salvo la in-
troduccidén, todos los capitulos estan basados integramente en los resultados
obtenidos. Comentamos ahora someramente los contenidos de cada capitulo
a modo de guia para la lectura.

En el primer capitulo se da una introduccién ripida, que no pretende
ser completa, a los modelos integrables mediante el método del Scattering
Inverso Cuantico. Se comentan las distintas posibilidades para obtener con-
diciones de contorno integrables, introduciéndose las ecuaciones de reflexién,
y se proporcionan los hamiltonianos asociados con las distintas posibilidades.
Si se poseen conocimientos generales sobre la materia este capitulo puede
ser evitado salvo, quizas, el altimo apartado.

En el segundo capitulo se explota la capacidad de las ecuaciones de re-
flexién para proporcionar condiciones de contorno abiertas integrables. En
los tres primeros apartados se obtienen las soluciones de las ecuaciones de
reflexién. Se han presentado los calculos detallados de las soluciones puesto
que en algunos casos se demuestra que estas son las mas generales y en otros
por completitud. Los resuitados y comentarios han sido condensados en la
dltima seccién de forma que el lector no interesado en el modo de obtencién
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de las soluciones puede pasar directamente a éste.

El tercer capitulo estd dedicado, en su primera seccién, al estudio de
la relacién entre las cadenas invariantes bajo grupos cuanticos y la traza de
Markov. También se obtienen las cadenas invariantes SU;(n) y las relaciones
que definen este grupo cudntico a partir de la ecuacién de Yang-Baxter. Se
obtienen por tltimo los hamiltonianos invariantes CH,(2).

En el capitulo cuarto se expone de una manera detallada la generali-
zacién necesaria del ansatz de Bethe encajado para el caso de condiciones
de contorno abiertas e invariantes SUg(n). También se obtienen algunas
propiedades fisicas del modelo como son la energia libre y la energia del
hamiltoniano asociado y las correspondientes correcciones de frontera. Este
capitulo es de imprescindible lectura para los siguientes.

En el capitulo quinto se halla la solucién para el caso en que las matri-
ces de reflexién son las soluciones diagonales generales dadas en el primer
capitulo. La solucién se halla para los modelos asociados a las dlgebras A,
v el modelo t-J de superconductividad. La exposicién es muy esquematica
y parte de la base de la lectura del capitulo anterior.

Por 1ultimo, en el capitulo sexto se estudia la organizacion de los autoes-
tados en las cadenas invariantes SUy(n) y sply(2,1). Para ello se demuestra
la propiedad de peso méaximo para los autovectores de Bethe de ambos mo-
delos. Finaliza la presente memoria con conclusiones, preguntas abiertas y
posibles extensiones del trabajo de esta tesis.



Capitulo 1

Introduccion.

En este capitulo daremos una breve introduccion a los modelos de vértices
y cadenas de espin exactamente integrables. Existen excelentes trabajos de
caracter general sobre el tema como (8, 32, 24]. Estos tratan sobre todo
el caso de condiciones de contorno periddicas. No sabemos de la existencia
de ningun trabajo de caricter general sobre integrabilidad con condiciones
abiertas! salvo posiblemente [17].

Repasaremos la aparicién de la integrabilidad en modelos cuyos pesos
de Boltzman satisfacen la ecuacién de Yang-Baxter y las modificaciones que
se han de introducir para mantener la integrabilidad al cambiar las condi-
ciones de contorno. En lo que sigue se usara el formalismo de la matriz de
transferencia, que también serd brevemente introducido. Por ultimo se vera
la relacién entre los modelos de vértices y los hamiltonianos cudnticos aso-
ciados. No vamos a tratar la diagonalizacién de los modelos obtenidos que,
esperamos, quedard clara en los siguientes capitulos. Remitimos al lector al
trabajo [24] para la resolucion de algunos casos sencillos.

1.1 Condiciones de contorno periédicas.

Comentamos ahora la construccién de modelos integrables con condiciones
de contorno periddicas. La manera de introducir esta técnica no es posible-
mente la mas usual, pero deja mas claro el origen de la integrabilidad de

'Préximamente aparecers la referencia [39], sobre grupos cudnticos en fisica bidimen-
sional, en la que éste tema se trata someramente



Figura 1.1: Representacion grifica de la ecuacion de Yang-Baxter.
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Figura 1.2: Representacién gréﬁca‘de la matriz R.

estos modelos y estd mas cerca de la aproximacién practica a estos sistemas.
El origen de la integrabilidad reside en la ecuacién de Yang-Baxter dada
por:

[1® R(6 - O))[R(8) & L1 @ R(6')] = 1)
[R(6") ® 1){t ® R(O)][R(? - ¢') ® 1], ’

donde R(#) denota un operador lineal actuando en el producto tensorial de .
dos espacios vectoriales complejos R(6) : VieV? - v1®V? Laecuacién
de Yang—Ba'ther esta definida sobre el espacio V! @ V2 ® V3, siendo 1 la
identidad sobre V*. Existe una solucién de esta ecuacién asociada a cada
una de las representaciones de una clase muy extensa de dlgebras de Lie
[9, 47). A lo largo de la tesis denotaremos por R(#) las soluciones de la
anterior ecuacion de Yang-Baxter.

_ En la literatura también se escribe la ecuacién de Yang-Baxter del modo
siguiente:

S512{0 — 8')513(8)S23(8") = S23(6")S13(8)12(8 — é’) (1.2)



donde en esta ecuacién y a partir de ahora el subindice i indica que el
correspondiente operador actia en el espacio V'. Ambas ecuaciones estan
relacionadas mediante el cambio S(8) = PR(#), Py} = 6}6], reservamos la
notacién S{@) para las soluciones de esta segunda ecuacién. _En general se
pueden distinguir los dos convenios mediante el valor en el cero, §(0) «
P, R(0) < 1 para las soluciones denominadas regulares.

La matriz R es un objeto con cuatro indices que podemos representar por
el diagrama mostrado en la figura 1.1. Teniendo esto en cuenta podremos
representar la ecuacién de Yang-Baxter segin la figura 1.1. A la vista de
esta figura es clara la interpretacién de las soluciones de esta ecuacién como
matrices S factorizables en 1 + 1 dimensiones [80].

Definimos ahora la matriz de monodromia T,(6,@), que sera la matriz de
operadores dada por:

Tab(aa‘:‘}) = Z talb(g'i‘wN)@tazal (6+UN-—])®- - -®trmN_1 (6+W1) (13)

QY geresE N —1

donde N denotard la longitud de la cadena, & = (wy,wN—1,...,w1) ¥ Wi
(1.< ¢ < N) son pardmetros arbitrarios que denominaremos inhomogenei-
dades. En la formula anterior [t;(8))i; = @(B);‘; Como vemos la matriz
de monodromia es una matriz cuyas componentes son operadores actuando
en el espacio V1 @ V2 ® ... ® VN que denominaremos espacio vertical o
cuantico. Los indices a y b se dice que actian en el espacio horizontal o
auxiliar. Vemos que a esta matriz de monodromia le podemos asociar un
modelo de vértices en el cual los pesos de Boltzman de las distintas confi-
guraciones vendran dados por los pesos locales [t,5(6)}i; dados por la matriz
R.

Usando ahora la ecuacién de Yang-Baxter N veces es facil ver que:

R(0 - 60)[T(0,5) @ T(¢,5)] = [T(¥, &) @ T(6,5)R(O - 8),  (1.4)

donde R(f# — #') actiia en el espacio auxiliar y los operadores T(0,&) y
T(#,&) estdn contraidos en el espacio vertical. En lo anterior se ha usado
la invariancia de la ecuacién (1.1) bajo el cambio simultdneo § — ¢ +w &' —
¢’ + w. Se dice que la matriz de monodromia satisface el dlgebra de Yang-
Baxter. Supongamos ahora que la matriz R es invertible; multiplicando
entonces por la derecha por R(f# — 8')~! en la ecuacién (1.4) y tomando
trazas en el espacio auxiliar, se obtiene:



[T(B,Q),T(ﬂ',d‘)} =0, (1.5)

con 6 y ¢ arbitrarios, donde 7(8,&) = tr T(8,&) recibe el nombre de matriz
de transferencia. ‘Tenemos de este modo una familia infinita uniparamétrica
de matrices de transferencia que conmutan. Por tanto el problema de auto-
valores:

{(0,&)¥ = A(8,5)¥, (1.6)

es integrable. Esto nos dice que para el modelo de vértices asociado a
esta matriz R podremos encontrar la funcién de particién Z del sistema
estadistico bidimensional asociado. Esto es asi dado que para un sistema en
una red N x M se tiene:

Z =try [r(6,0)M), (1.7)

donde la traza se toma en el espacio vertical. Puesto que podemos conocer
los autovalores de 7(#,&) podremos determinar Z.

Veamos ahora como a este modelo de vértices se le puede asociar un ha-
miltoniano cudntico unidimensional. Para simplificar tomaremos & = 0 y
escribiremos en este caso 7(f) = 7(#,0). Supongamos que la matriz R()
cumple la condicién de regularidad:

R(0) x 1, (18)

ento}iceé'T(O) es un operador de traslacién sobre la cadena y por tanto
invertible. Podremos entonces definir el operador:

_d

N
d
=5 InT(B)é=o = 3 Hiiv1, Hiiy1 = 7 R(8)iis1lo=0, (1.9)

H dé

=1

con R(8);i+1 actuando en Vi@ Vi+! y YV+! = /1 Este operador lo pode-
mos interpretar como un hamiltoniano cuantico unidimensional con acoplo a
préximos vecinos. ‘Podemos generalizar lo anterior y definir los operadores:

k

, _
H = 255 In 7(6) o=, (1.10)



pudiéndose comprobar que estos operadores acoplan vecinos a distancia k+1
de un punto dado de la cadena. Debido a la ecuacién (1.5) tenemos que:

[He, H] =0 (1.11)

para cualesquiera & y |. Tenemos por tanto de nuevo infinitos operadores
en. involucién siendo uno de ellos el hamiltoniano a préximos vecinos y por
tanto éste sera integrable.

Debido a la definicién del operador 7(f) los hamiltonianos obtenidos son de
tipo periddico, acoplando el lugar N de la cadena con el 1. ’

Por ejemplo para el modelo de seis vértices con matriz R de pesos de Boltz-
man:

1 0 0
en
_ 0 se% LT ﬁ%?f 0
R(B) - 0 seni SEnn 0 ' (112)
sen(d+y) Sen(@+)
0 0 0 1
el hamiltoniano que se obtiene usando (1.9) es:
N . , :
H= E (0nons +olol, +cosyaion,y), (1.13)
n=1

con o, = of. En esta iltima condicion se observa la periodicidad de los
hamiltonianos obtenidos mediante la técnica antes comentada.

1.2 Condiciones de contorno cuasiperiddicas.

Veamos ahora si es posible de alguna manera romper la periodicidad de las
cadenas obtenidas sin perder la integrabilidad. Acabamos de ver que una vez
que se tiene una matriz de monodromia T satisfaciendo (1.4) es inmediato
construir una familia uniparamétrica de matrices de transferencia 7 que con-
mutan. Se puede ver que la ecuacién de Yang-Baxter (1.1) aparece como
una condicién de compatibilidad o consistencia del dlgebra de Yang-Baxter
con respecto a la multiplicacién de operadores 7', ver [24]. La relacién (1.4)
define el dlgebra asociativa de los generadores Tg,. En principio cualquier
representacion de este algebra nos llevara a un sistema integrable. Vemos



pues que una manera sisteméatica de construir sistemas integrables es encon-
trar representaciones del algebra de Yang-Baxter. Encontramos entonces
que la manera de construir los operadores T es mucho mas general que la
propuesta en la primera seccidn.

-La representaciéon mas sencilla del dlgebra de Yang-Baxter vendra dada
por matrices M, independientes del parametro espectral, tales que:

R(6 - 6")[M © M] = [M ® M]R(6 - ¢), (1.14)

o lo que es equivalente:

[R(6 —6'), M @ M} =0. (1.15)

Por supuesto R(6) nos da una representacion del dlgebra de Yang-Baxter
dependiente del parametro espectral en virtud de la ecuacién (1.1). En
general si L;(8) son representaciones del algebra de Yang-Baxter, la matriz
de monodromia definida por:

T8,0)=M LN(H—wN)...Lg(a——wg)Ll(B—-wI) (1.16)

se puede ver que es de nuevo una representaciéon del dlgebra de Yang-Baxter,
esta es la propiedad de comultiplicacién. De la misma forma que en la seccién
anterior la matriz de transferencia dada por:

r(8,w) = tr T(6,&) {1.17)

forma una familia uniparamétrica que conmuta.

El hamiltoniano obtenido mediante la férmula (1.9) puede, en general, acoplar
un numero arbitrario de vecinos. Cuando la cadena es homogénea, todos los
elementos L; y M son representaciones de (1.4) de la misma dimensién, Hy
da un hamiltoniano que acopla préximos vecinos y en el que el lugar N de
la cadena se acopla con el lugar 1 mediante una rotacién dada por M. Este
es el tipo de condiciones de contorno que se denominan cuasiperiddicas. Si
tomamos todos los L;(8) = R(#) y M = 1 obtendremos la matriz de mono-
dromia de la seccién anterior.

Por é¢jemplo para el modelo de § vértices se puede ver que las soluciones de
(1.15) vienen dadas por:

M=c"M=e" 0<w<?2n, (1.18)



tomando L; = R en la definicién de la matriz de transferencia (1.16) y @ =0
e} hamiltoniano que se obtiene es:

N
H =3 (000041 + 0oy +cosy ono), (1.19)

n=1
con ofyyy = MogM™1,
Vemos que las condiciones de contorno ya no son las periédicas aungue se
. siguen acoplando el spin 1y el N, este es el origen del nombre cuasiperiédicas.
Los modelos asi obtenidos se resuelven de una manera similar al caso periédico,
no aportando ninguna idea esencialmente nueva. Desde el punto de vista
fisico estas modificaciones pueden tener sin embargo relevancia, medificando
por ejemplo la extensién central de la teorfa conforme subyacente en algunos
regimenes [51]. -

1.3 Condiciones de contorno abiertas.

Hernos visto como conseguir condiciones de contorno periédicas y cuasiperiddicas
para sisternas estadisticos y cadenas de espin integrables. Seria muy intere-
sante conseguir condiciones de contorno en las que los bordes de la cadena
no interactuaran uno con el otro. Tenemos dos posibilidades en este caso,
condiciones de contorno fijas y condiciones de contorno libres.
Una manera de imaginar cuales son las condiciones que se han de imponer en
estos casos para mantener integrabilidad es usar la interpretacidn de matriz
S factorizable de la ecuacidn de Yang-Baxter. Si infroducimos una pared
en la que se reflejen las particulas vemos que hemos de introducir un nuevo
objeto que de cuenta de la reflexién en las paredes. Este nuevo objeto serd
el analogo de la matriz § pero para la reflexién de particulas en la pared en
lugar del choque entre ellas. Este nuevo objeto al que llamaremos matriz
K habra de cumplir unas condiciones de factorizacidn analogas a las de la
matriz S. En resumen para mantener factorizabilidad con fronteras hemos
de introducir un objeto nuevo con su ecuacién de factorizacién correspon-
diente. Esto fue hecho por Cherednick en [16], posteriormente al resultado
obtenido se le did la interpretacién correspondiente desde el punto de vista
del scattering inverso cudntico en [75)].

Veamos cual es la nueva construccidén. Supondremos que tenemos una
matriz R(6) (R(0) o 1) solucién de la ecuacién de Yang-Baxter con las si-
guientes propiedades:



Figura 1.3: Representacién grafica de la ecuacidn de reflexion.

a) Invariancia bajo paridad, PR(8)P = R(#9).

b) Invariancia bajo inversién temporal, R(8)%5 = R(#)¢.

¢) Unitariedad, R{#)R(—0) 1.

d) Unitariedad de cruce, R(8)R(—6 — 29) o 1, con R = R y n un

parametro caracteristico de la matriz R que se denomina de cruce.
Tendremos una matriz de reflexién para cada borde de la cadena que

llamaremos K*(#). Estas serdn soluciones de las siguientes ecuaciones que

denominaremos de reflexion:

R(6 - 0)[K~(9) @ 1R(8 + 8)[K~(¢') & 1] =

[K=(8') ® 11R(8 + )K= (8) ® 1R(8 — '), (1.20)
R(=6+8")[1 @ K*1(B))R(~0 - 6/ — )1 @ K+1(61)) = Lot
1@ K+ (0N)R(=6 — & — 2n)[1 @ K*+ {(9)]R(=6 - 8. (120)

La representacién grafica de la primera ecuacion se puede ver en la figura
1.3 donde queda clara la interpretacién como matriz K factorizable de sus
soluciones. ‘
Es interesante comentar que existe un automorfismo entre las ecuaciones

(1.20) y (1.21) dado por:

K¥Y(@) = K™ Y(-0—-n). (1.22)
Esta propiedad nos permitira el tratar Umicamente la ecuacién (1.20) a la
hora de buscar condiciones de contorno integrables.

Definimos ahora un objeto nuevo que denominaremos matriz de mono-
dromia doblada y que se define como:

Uab(8,3) = 3 Tac(6,@) K 5(6) T35 (6,5, (1.23)
cd
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Figura 1.4: Representacion grafica de la matriz de transferencia abierta. .

donde T viene dada por (1.16) y 7! es su inversa en el espacio vertical y
horizontal. Esto es:

3 Tu(8,8)T.1(6,&) = 1 .. (1.24)
b

donde 1 es la identidad en el espacio vertical.
Se puede demostrar [75] usando las ecuaciones (1.20,1.21,1.4) que los ope-
radores Uy(8,&) cumplen el siguiente anédlogo del dlgebra de Yang-Baxter:

R(8 - 8)[U(8,0) ® 1]R(6 + 8H[U(6',85) ® 1]
= [U(B',GJ) @ 1] R(6 + 9’)[U(6‘,£=) ® 1JR(8 — 6’ (1.25)
que, como se puede apreciar, no es més que la ecuacién (1.20) para U.
" Podemos ahora definir la matriz de transferencia de condiciones abiertas:

1(6,0) = 3 Kh{0)Usa(6,0) (1.26)
ab
= Y KZ(0)T5:(8, @)K (0)T51 (8, &) (1.27)
abed

cuya representacion grafica estd en la figura 1.3. Gracias a las ecuaciones
(1.25), (1.26) y (1.21) la matriz de transferencia t(6,&) forma una familia
uniparameétrica de operadores que conmutan:
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[t(8,@), 46, 5)] =0. (1.28)

Tenemos por tanto el método para obtener sistemas integrables con con-

diciones abiertas. Vemos que dada una matriz R basta con encontrar una
. solucién de la ecuacién (1.20) para obtener un nuevo sistema integrable.
Esta posibilidad sera explotada en el siguiente capitulo.
En la demostracion de la integrabilidad de estos sistemas se usan también
las propiedades a)-d) de la matriz R. Existen familias muy extensas de solu-
ciones de la ecuacién de Yang-Baxter que no tienen todas estas propiedades,
también se pueden obtener sistemnas abiertos integrables en estos casos. La
generalizacion necesaria fué obtenida por Mezincescu y Nepomechie en varios
articulos [62, 58, 60]. Parece ser que Sklyanin ha obtenido la generalizacién
para cualquier tipo de soluci6n de la ecuacién de Yang-Baxter. En el caso en
que la matriz R no tenga simetrias P y T por separado sino sélo la simetria
PT, y en vez de cruce se tenga la propiedad mas débil [60, 69]:

.11
[{ [512_(9)*2]“1}t ] = L{8,7)M2S512(8 + 2)M;!, S(6) = PR(8),
(1.29)

la ecuacién de reflexién para Kt queda modificada del signiente modo:

R(6 — 0)KF (O MTIR(—0 — 6' — ) K} (8)" M,
= K (§)" MaR(—6 - 6' — 2n)MT KT (6) R(6 - ¢'). (1.30)

El resto de la construccion es idéntica. El automorfismo entre las ecua-
ciones (1.20) y (1.30) sigue existiendo y viene dado por:

K*(8)= K ‘(-6 —nM. (1.31)

Veamos ahora los hamiltonianos asociados a las matrices de transferencia
de condiciones abiertas. En este caso encontraremos nuevas posibilidades
provenientes de las matrices de reflexién.

Siempre que detK —(0) # 0 y trK*(0) # 0 podremos definir. el siguiente
hamiltoniano a partir de la primera derivada de la matriz de transferencia:
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N-1 troth 46yl
H= Y kot + (KT O KT (0)+ GO

n=1

(1.32)

conhppyy = Rn,n+l(0) y trg traza en el espacio horizontal. CuandotrK*(0) =
0 todavia se puede definir un hamiltoniano acoplando sélo préximos vecinos
siempre que tro[Kg'(0)hno] = A 1 con A una constante, en este caso el
hamiltoniano viene dado por:

N-1 )
1 1
H = E hiier + -2-K1 (0) + AT+ 2A4) X (1.33)
i=1

{Tro(K (0)Gno) + 2Tro(K3 (0)hno) + Tro(K3 (0)hko)}

donde :
T = TrK*(0)
41 = _@?__

=0

Como se puede observar de las formulas anteriores, este hamiltoniano se
obtiene con la derivada segunda de la matriz de transferencia. Esta expresidn
para el hamiltoniano fué usada por primera vez en {20] para tratar el modelo
XX en campo magnético con condiciones de contorno abiertas. Vemos que
los dos hamiltonianos anteriormente escritos no acoplan los bordes de la
cadena entre si, siendo de naturaleza distinta a los de las secciones anteriores.
Aparecen términos de frontera dados por las matrices de reflexién K. Estos
términos de frontera se vera que pueden depender de parimetros arbitrarios
¥ ser bastante generales. Variando el valor de estos parametros podremos
obtener condiciones de contorno fijas o libres y también casos intermedios.
Veremos mds adelante que estos términos son cruciales para dotar a las
cadenas de espin de invariancia bajo grupos cuanticos.



Capitulo 2 - .

Nuevos modelos integrables. '
Soluciones de las ecuaciones
de reflexion. |

En la introduccion hemos visto como usando diferentes métodos se pueden
obtener condiciones de contorno no periddicas, compatibles con integrabili-
dad, para un modelo dado por una solucidn de la ecuacidn de Yang-Baxter.
Por un lado estaban las condiciones de contorno cuasiperiddicas, que usaban
soluciones constantes de la ecuacion de Yang-Baxter. Estas condiciones no
aportan nada nuevo desde el punto de vista metodoldgico pues el formalismo
usado es el mismo que en condiciones periédicas. Desde el punto de vista
fisico si aportan algo nuevo pues pueden cambiar por ejemplo la extension
central del modelo periédico (1, 13, 24}.

Por otro lado estd el formalismo de las ecuaciones de reflexion. Estas
ecuaciones aparecen como e} nuevo ingrediente a tener en cuenta cuando se
tienen condiciones de contorno abiertas. Se da un cambio cualitativo res-
pecto al modelo periédico al aparecer un objeto algebraico nueve. Desde el
punto de vista fisico se tienen también cambios. En lo que se refiere a la
extensién central estos modelos no la varian salvo en el caso de invariancia
bajo un grupo cudntico [65). Es interesante notar que todos los casos de
invariancia bajo un grupo cudntico son derivables mediante este formalismo
(22, 58, 60, 19] ‘En el préximo capitulo veremos més detalles sobre cadenas
invariantes bajo grupos cudnticos. En el caso general veremos que el método
de Sklyanin aporta ademas una extensa clase de modelos integrables depen-
dientes de varios parametros,

12
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Es interesante encontrar la clase mas general posible de condiciones de
contorno abiertas compatibles con la integrabilidad de un modelo dado. En
este capitulo explotaremos la propiedad de las ecuaciones de reflexiéon para
proporcionar este tipo de condiciones hallando sus soluciones.

Los resultados presentados estdn basados integramente en los trabajos
{19, 25, 26, 40]. En las tres primeras secciones se obtienen soluciones de
las ecuaciones de reflexién para varios modelos. En la primera se halla Ia
solucién general para los modelos XYZ, XXZ y XXX. En las dos siguientes
se hallan Gnicamente soluciones diagonales para los modelos A,,_, t-J y XY
en campo magnético. Los hamiltonianos correspondientes son obtenidos en
la cuarta y iltima seccién. Se encuentra, en general, que los hamiltonianos
obtenidos dependen de varios parametros arbitrarios y en el caso del modelo
XYZ también de parametros discretos.

" Las soluciones halladas han demostrado su interés desde el punto de vista
fisico en temas tan diversos como las ecuaciones de reaccion-difusién [4], el
problema de Hofstadter [79] o la matriz S factorizable en la frontera [38]
entre otros. Los términos de frontera también podrian dar cuenta de im-
purezas o campos magnéticos situados en los bordes de la correspondiente
cadena de espines. '

2.1 Modelos XYZ, XXZ y XXX.

Como es bien sabido, el modelo XYZ se obtiene a partir de la solucidn eliptica
mas general de ocho vértices de la ecuacién de Yang- Baxter [8]. Los modelos
XXZ y XXX se obtienen, respectivamente, como limites trigonométrico y
racional de esta matriz R.

En este capitulo se presentan las soluciones generales de las correspondientes
ecuaciones de reflexién para los tres modelos. Para el caso eliptico hay dos
familias de soluciones cada una dependiendo de un parametro discreto y
otro continuo. Para los limites trigonométrico y racional las familias de
soluciones dependen de cuatro pariametros arbitrarios. Es notable que el
limite trigonométrico de las soluciones del caso eliptico no proporciona todas
las soluciones del caso trigonométrico, esto serd comentado posteriormente.



14

2.1.1 El modelo de ocho vértices, cadena XYZ.

La matriz R para la cadena XYZ est4 dada por [8]:

1 0 0 k sny snf
8
R(8) = 0 wEy =m0 21
( )— 0 sné an 0 ! ( . )
sn{ 8+~ uni0+‘yi
k sny snf 0 0 1

donde sn (y cn, dn en las formulas que siguen) denotan las funciones
elipticas de Jacobi de médulo 0 < k < 1. Para una recopilacién manejable
de {érmulas 1tiles ver [14].

Esta solucion de Yang-Baxter tiene las siguientes propiedades:

a) Regularidad: R(0) = 1.
b) Invariancia bajo paridad: PR(§)P = R(8) con P2} = 635°.
c) Invariancia bajo inversién temporal: R‘;db = gﬁ

d) Unitariedad de cruce: R(8)R(—6 — 2n) = p(8) 1.

donde fl;‘g =R, n=7y:

sn?y
T (7 40)
sn(# + 2v) snf
sy +6)

56) =
[1 — k% sn?y sn*(y +8)] . (2.2)

. A partir de (1.1) y la propiedad a) se demuestra la unitariedad:

R(OYR(—0) = p(6)1 ' (2.3)
p(8) = 1—k?sn?ysn®s
_ sn’y — sn®6 (2.4)

sn(y + 9) sn(y — 6) ;

Como vimos en la introduccién, cuando la matriz £ cumple las propiedades
b),c},d) ¥ (2.3) las soluciones de las ecuaciones de reflexion (1.20) y (1.21)
proporcionan condiciones de contorno abiertas compatibles con integrabili-
dad: Ademds dado el automorfismo (1.22) entre soluciones de las ecuaciones
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para K* y K~ sdlo habremos de hallar solucién para una de las familias.
Hallaremos pues la solucién general de (1.20) para el caso que nos ocupa.
Esta solucion serd de la forma:

K(8) = ( :Ez; ggz; ) . (25)

Metiendo la expresién para la matriz B {2.1) y (2.5) en {1.20) encontra-
mos doce ( de dieciseis posibles) ecnaciones independientes, estas son:

btyz' + ctd 2z’ = ctdyy' + bt 2y (2.6)
d" v’ +dtze’ = dtvr' + d7 22’ ‘ (2.7)
b yz' +c d¥z2' = "dfyy + b2y (2.8)
btc vy’ 4+ b ctzv' = ctbTva’ + ¢ "btas’ (2.9)

ctyz’ + b¥d 22’ +d v’ +dt 2z =
c"yr' +btec oy + b ety + b dtzz’ (2.10)

bty +d=dtey + 2z + cFd 20’ = )
b_yz'+b_b+vy'+ c-c+:r:y’+ c~dYzx’ (2.11)

b~dYyzr' +c zz' + bt vy + b et =
btd yz' + d vy +dVzy + ¢t 2 (2.12)

byv' + ¢ ctuy’ + b btay + ¢ dtze =
btyz' + vy +d7dYzy + ctd 22 (2.13)

c‘d"'yz' +b zz' +b bYv et = .
c+d_yu' +btzv' + 2z +dFdvs (2.14)
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e~yv' + b ctuy’ +btemzy + b7dY ' =
ctyv' 4+ brd 2o +dVve’ 4+ d7 22’ (2.15)

ctd yz' + bYza’ + v’ 4+ d7dY e =
cmdtyy +b7 20 + " ctu + bbb 2 (2.16)

btd yv' +dtvy’ +d xy + ¢tz =

b=dtyv' + ¢ z2v' +ctb w2’ + btz (2._17)
donde A
1 0 0 4t
Reo)=| ‘;: I‘;i o (2.18)
&< 0 0 1

y 2’ = z(8), ¥ = y(#), etc.

Empezamos suponiendo que uno de los elementos de K en la ecuacion (2.5)
es tgual a cero. Habra cuatro casos dependiendo de cual de estos elementos
sea cero, pero solo dos de ellos resultan ser diferentes:

a)r=0=12'

Usando la ecuacién (2.7) tenemos v = 0 = v’ y quedan (2.8) y (2.6) como
ecuaciones independientes. Para que estas dos ecuaciones se cumplan ha de
ser:

c~dt + b z/y
b- +c~dtzfy
ctd= + btz/jy
b+ +ctd=zfy '’

21y
(2.19)

lo que implica {z/y)? = 1. Se obtienen entonces dos soluciones:

K(8) = ( 2 (5']) , (2.20)

donde a partir de ahora una funcién multiplicativa arbitraria de # serd omi-
tida.
El caso v = 0 = v’ es equivalente al anterior.
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b2 =0= 2
De la ecuacién (2.6) y=0=y y de (2.9) y (2.7):

ctb~v/z + ¢~ bt

btc=v/z + b-ct

d+v/:c +d”

= o (2.21)

i =

Jo que implica (v/z)? = 1, entonces:

K(0) = ( Lo ) | (222

El caso y = 0 = ¢ es equivalente a este.
Supongamos ahora z{#) # 0 e y(#) # 0. Entonces las ecuaciones (2.8) y
(2.6) implican:

z(8) = +y(6) £0 , (2.23)
y (2.9) y (2.7) requieren que: -
v(f) = x2(6)#0 . (2.24)

Las matrices K(f) en este caso toman la forma:

_ [ =6 eay(®)
K(”)“(egy(e) eax(a)) ’ (2:25)

donde €2, ¢2,63 = 1. Salvo una funcién multiplicativa arbitraria de # se
tienen sélo ocho posibilidades diferentes:
a)eg =6 =ez3 =1
bjer=ea=1yez=-—1

c)eg=e3=1ye=-1
dez=e3=1ye =-1
e)er=lye=€e=-1
f)fz:lyf1:€3:——1

glaa=lye=e=-1
h)61=€2=€3=—-1
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usando (2.25) se encuentran solamente dos ecuaciones diferentes para w(f) =
. y(8)/z(P) en todos los casos. Estas son: '

eabte™ + b ct — readt — €1e0ead™

¢ gy = .
w(f)/w(f) ct + aebtd —c™ - eb-dt (2.26)
b= bt + e3c”ct —d=dt — 5 :

8 g .
w(6)/w(®) bt 4 1e3ctd™ — e3b™ — £1€363¢—dt (2 2:7)

Para que las anteriores ecuaciones tengan solucién la partes derechas
de (2.26) y (2.27) han de ser idénticas. Con algo de trabajo se puede ver
que esto ocurre en todos los casos a)-h). También se puede ver que estas
expresiones factorizan del siguiente modo:

sné
14-¢162k snz@

w(6)/w(®') = TEauka™l (228)
TFe ek sn?0

para los casos con €3 = 1, y:

cnf dnéd

€1€2k 8120
w(6)/w(f') = 22 (2.29)
1+¢; eak sn2d’

para los casos con €3 = —1. Tenemos por tanto un parametro libre indepen-
diente de @ en la solucién general que llamaremos A. La solucién es entonces
de la forma: ‘

snf
[14 €1e2k sn?6] ’

w(8) = A (2.30)

cuando €3 = 1, y:

end dnf
[1+ €162k sn?fj

w(f) =X (2.31)
cuando e3 = —1.

Es interesante notar que estas soluciones se pueden obtener de una manera
sencilla madiante el residuo de (2.26) cuando 8 — 0 si €3 = 1, o el limite
# — 0 de la misma ecuacién cuando €3 = —1. '

En resumen, la solucién general de las ecuaciones de reflexion para el modelo
de ocho vértices vienen dadas por:
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[ [1+€ksn?f]  erp, snf
Ka(0) = ( Agasné L+ ek sn®6) ' (232)
y:
—im [ [1+€ksn?8] erpp cnd dnb
K5(9) —-‘( Ap cnf dnd  —[1 + ek sn?d) ’ (2:33)

donde 2 = 1y A4 Agp son pardmetros arbitrarios. Encontramos por
tanto dos familias de soluciones cada una de ellas dependiendo de un paridmetro
continuo y otro discreto.

Estas soluciones llevan, en el limite trigonométrico £ = 0, sélo a algunos
casos concretos de la solucién general para la matriz R del modelo de seis
vértices. Esto serd comentado posteriormente.

2.1.2 El modelo de seis vértices, limite racional. Cadenas
XXZ y XXX.

En esta seccion trataremos el modelo de seis vértices que constituye el limite
trigonométrico del modelo de ocho vértices de la seccidén anterior. Se podria
pensar que la solucidén general del caso trigonométrico se puede obtener como
el limite £ — 0 del modelo de ocho vértices, pero como veremos esto no es
asi. Esto es debido a que al tener mas elementos distintos de cero en las
ecuaciones del caso eliptico estas son bastante mas restrictivas que las del
caso trigonométrico, reduciendo el mimero de soluciones.

La matriz R del modelo de seis vértices, que se obtiene en el limite £ — 0
de la del ocho vértices, es la dada por la formula (1.12). Esta matriz tiene
las simetrias a)-d) de la seccidén anterior en el limite k& — 0.

Como en la seccion anterior resolveremos sélo la ecuacion (1.20) que bajo el
automorfismo (1.22) nos dara las soluciones de (1.21).

Buscaremos una solucién en la forma:

K(6) = ( ‘zgg; i’((g)) ) (2.34)

con z(8), y(?), 2(#) y t(#) funciones desconocidas a determinar. Metiendo
(1.12) y (2.34) en la ecuacidn de reflexién (1.20) se obtienen diez ecuaciones
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para estas cuatro funciones.
Escribiremos sélo las que nos interesan:

(0@ = @), (235)

sen(6—0')[£(0)z(6') —#()4(6)]+sen(6-+6)[=(8')(8)—=(O)¢()] = 0, (2.36)

y(6)z(8')sen26’ = [sen(B + 6")z(0) + sen(d — 8')t(8)]y(¢'). (2!?'“?)

Usando (2.35) se obtiene:

y(8) = kq12(0), (2.38)

con k; una constante arbitraria. Esto reduce el niimero de ecuaciones inde-
pendientes a cinco.
La ecuacién (2.36) se puede escribir como:

[tan(8) — tan(§')](1 —a(#)a(8’)] + {tan(8) +tan(8')){a(8) — a(¥')] = 0, (2.39)

donde a(#) = t(8)/z(#). Derivando (2.39) con respecto a ¢’ y ﬁ_]ando =0
nos da una ecuacién algebraica con solucidn:

1(6) _ sen({ —9)
z(6) ~ sen(€ +9) ' (2.40)

“donde £ es otra constante arbitraria. El niimero de ecuaciones independien-

tes queda reducido a dos. Usando entonces la ecuacién (2.37) tenemos:

y(0) = psen28 (2.41)

El resto de las ecuaciones se satisfacen idénticamente. Resumiendo, la
solucién general K (#) para la ecuacién de reflexiéon del modelo de seis vértices
se puede escribir:

- _{ B-sen{é_ +0) p_sen2 -
K7(6,5-,2-,p-.8-) = ( A_sen26 B_sen(é. — 6) ) ! ,(2'42)
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con B ,A_,p. y £~ parametros arbitrarios.

El caso especial A = y_. = 0 reproduce la soluctén dada en [16, 75].
Mirando las ecuaciones (2.7) y (2.9) es posible ver por qué en el caso eliptico
se pierde un parametro continuo que si aparece en el caso trigonomeétrico.
En este caso d¥ = d~ = 0 y tenemos sélo la restriccién de la ecuacién (2.9)
que da una familia continua de soluciones. Lo mismo pasa en las ecuaciones
(2.6) y (2.8) perdiendo de nuevo un parametro continuo con respecto al caso
eliptico.

Buscamos ahora la solucidén general de las ecuaciones de reflexién en el
limite racional de la matriz R (1.12) dado por:

0 0
8

i94‘51) G2

R(6) = (2.43)

1
0
0 #m @mm
6 0 0

o © O

Esta matriz R se obtiene de {1.12) haciendo el cambio § — 44 y pos-
teriormente el limite v — 0. Las ecuaciones para los elementos de la
matriz K en el caso racional se obtienen sustituyendo las funciones seno
por sus argumentos (es decir, sen{w) por w) en las ecuaciones del régimen
trigonométrico. El nimero de ecuaciones independientes es el mismo en los
regimenes trigonométrico y racional. Por tanto la solucién general vendra
dada por:

B - 6)

Vemos por tanto que las soluciones son completamente analogas a las del
régimen trigonométrico, teniendo cuatro pardmetros arbitrarios.

K(B,ﬂ,u,u,e)=("“§” uo ) . (2.49)

2.2 Modelos con'dlgebras de rango >2.

En esta seccidn trataremos modelos de vértices con mas de dos estados por
union (link). Para estos la matriz R estd asociada a un algebra de rango
mayor o igual que dos!. Las matrices R que vamos a usar no possen las

10tra posibilidad serfa que la matriz R estaviera asociada a representaciones de espin
superior, pero aquf no trataremos ese caso
P
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simetrias P y T por separado, sino sélo la simetria PT. Tampoco gozan de
la invariancia de cruce, por lo que serd necesario usar la modificacién de las
ecuaciones de reflexion, propuesta por L. Mezincescu y R. Nepomechie [60],
que se dié en la introduccién.
Los modelos tratados son las cadenas asociadas a las algebras de tipo 4,1,
que generalizan al modelo de Heisenberg, y la cadena asociada al algebra
graduada sply(2,1) que da el modelo t-J de superconductividad en una di-
mensién. Puesto que hallar la solucién general de las ecuaciones de reflexién
_en estos casos parece una tarea demasiado complicada y no necesariamente

de utilidad, hallaremos tinicamente soluciones diagonales. e

b

2.2.1 Modelos A,_;.

Consideramos ahora la matriz R asociada al dlgebra An_; correspondiente
a modelos de vértices de n(2n — 1) estados por unién. Esta viene dada por
[24):

b = ﬂ "y fsign(a—>) senhf 56
70 = senh(7 + 6) biadiue + senh(y + 6) %
RS = 6ig 1<a,b<n (2.45)

Esta matriz lleva, tras una transformacién gauge, al modelo de seis
vértices en el régimen hiperbélico cuando n = 2 [24]. Contrariamente a
lo que ocurre en el modelo de seis vértices la matriz K para n > 3 no tiene
la simetrias P y T si no sdlo la invariancia PT. No es tampoco invariante
bajo cruce, pero satisface la condicién mas débil dada por la ecuacién (1.29).
Es posible encontrar por célculo directo de (2.45) y (1.29) que:

n
7 = 57
My = b, e(""z"“h; 1<a,b<n
Lo,7) = senh(@ 4 ¥)senh{8 + (n — 1)7]
0.7 = —aweemE T —

Como ya hemos comentado cuando no hay simetrias P y T y sélo se
cumple la condicién débil (1.29), las ecuaciones de reflexién para K+(8) se
ven modificadas [60]. Como vimos en la introduccién la nueva ecuacién de
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reflexién para K+(6) viene dada por (1.30). El automorfismo entre solucio-
nes de las ecuaciones de reflexién viene dado en este caso por (1.31). Por
simplicidad buscaremos tinicamente soluciones diagonales de la forma:

K(0) = 6 K] (2.46)

Metiendo (2.45) y (2.46) en (1.20) obtenemos:

senh(f + 8')[ K, (8)K, (8’)33"9“(0-5)(9-9') — K;-(gf)Kb—(g)e—aign(a—b)(e—a')]+
senh(8 — 'YK (8)K; (8)'e~"omle-tM0+9) _ K(§)K (B)eriamle—sI®'+] = 0
(2.47)

Estas ecuaciones son la generalizaciéon de (2.36). Por un procedimiento
similar encontramos su solucién general:

K (6) = ksenh(¢- —6) €° l1<a<li_,
K7 (8) = ksenh(é_ +0) e° l.+1<a<n, (248)
donde k, §_ y I_ son parémetfos arbitrarios. Paran = 2 y I_ = 1 recupera-

mos el caso diagonal de la ecuacién (2.42) salvo una transformacién gauge
[62]. En general, para n > 2, tenemos el parametro discreto extra I que
nos dice cuando los elementos diagonales pasan de un tipo a otro.

2.2.2 Modelo spli(2,1).

La matriz R asociada a este dlgebra estd relacionada con el modelo de 15
vértices graduado. Este modelo tiene tres estados por unién que pueden ser
bosdnicos o fermiénicos. Esta matriz lleva al hamiltoniano para el modelo t-
J unidimensional de superconductividad en una dimensién. Comentaremos
este punto mas adelante. El proceso de obtencién de las soluciones de las

ecuaciones de reflexion es paralelo al del caso 4A,_1.
La matriz § (S(0) = P) viene dada por:
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(a 0 0 0 0 0 0 0 0)
0 5 0 c 0 0 0 0 O©
6 0 b 0 0 0 c. 0 O
5 0O eg 0 b 0 0 0 0 O
Siwy=|l0 0 0 0 a 0 0 0 0|, (2.49)
00 0 0 0 b 0 c. O |
0 0 cg, 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 cp 0 b O
\0 0 0 0 0 0 0 0 w)/

donde t, 3, k y ! son indices que van de uno a tres y

a =sen(v 4 ¥), b = senv, ¢y = e'¥seny, c. = e Vseny, w = sen(—v + 7).
Hemos tomado la convencién de hacer fermidnico el tercer estado. Vemos
que esta matriz es muy parecida a la del modelo A; pero con el pardmetro es-
pectral cambiado de signo en la ultima componente diagonal. Este pequeno
cambio dota al modelo de un significado fisico muy diferente del caso A;.
S no tiene simetrias P ni T sino PT y tampoco es invariante cruce. En
cambio cumple la propiedad mas débil (1.29). En este caso se encuentra por
caleulo directo:

" =1
1 0 0 .
M = 0 ¢ 0 |; gq=¢€, (2.50)
0 0 —¢°
Lv,7) = —2)

Buscamos soluciones a las ecuaciones de reflexién para K~ en forma
diagonal:

K™ (v)ap = K (v)dgp- {2.51)

Introduciendo esta expresién en la ecuacidn (1.20) obtenemos como dnicas
ecuaciones independientes: :
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sen(u + v)[K; (u) Ky (v)e™™ =D _ K- (u) K, (v)e™*onle-t)u-v))
+sen(u — v)[K (U)K (v)e~*ona-d)u+v) _ g (u) K, (v)eane-bluti)) = g
a,b=1,2,3.

Derivando con respecto a u y haciendo u = 0, las soluciones resultan ser:

K;(v) = ei”sen(f_ —v)

Ky(v) = e "sen{é_ + v),

con a > b y {_ un pardmetro arbitrario.
Tenemos entonces dos familias de soluciones para (1.20) dadas por:

Kiy(v)=
] e~Wsen(f- +v) 0 0 )
0 e "sen({_- + v) 0 (2.52)
sen{- 0 0 e%sen(£_ — v)
Kp(v)=
1 e~"sen(é- + v) 0 0
0 esen(£- — v) 0 {2.53)
senf— 0 0 e'sen(£- — v)

Como vemos en este ejemplo y el anterior el niimero de farnilias de soluciones
diagonales es igual al rango del dlgebra al que pertenecen.

2.3 Modelo de fermiones libres.

En esta seccién trataremos otro modelo de matriz de ocho vértices en régimen
eliptico. En este caso, ademas, se cumple la condicion de fermiones libres,
dada por:

S8 (u) ST (u) + 5§ (w)Si8(v) = 550(u)S71 () + Sop (u) 516 ().
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Esta matriz esti asociada al modelo XY en campo magnético, como ve-
remos mis adelante. El modelo se denomina también de fermiones libres ya
que, en el caso periédico y tras una transformaciéon de Jordan-Wigner, se
obtiene un hamiltoniano para fermiones libres unidimensionales.

En este caso obtendremos tinicamente soluciones diagonales. La solucién
mas general para una matriz S, S(0) = P, de ocho vértices eliptica y
cumpliendo la condicién de fermiones libres es, en la parametrizacién de

[10):

So(u) = 1—e(u)e(yr)e(y2)

Sti(u) = e(u) ~ e(¥r)e(ye)

Soi(u) = e(2) — e(u)e(th)

SHw) = e(¥r) —e(u)e(¥2) (2.54)
Sad(u) = S%(u) = (e(w1)sn(¥1))/?(e(w2)sn(¥2))/*(1 - e(u))/sn(u/2)

Seb(u) = S{(u) = —ik(e($1)sn(¥1))/*(e(Ya)sn(12)) /(1 + e(u))sn(u/2)

con e(u} la exponencial eliptica:

e{u) = en(u) + i sn(u), .(2.55)

k el médulo eliptico y en(u), sn(u) como en las secciones precedentes. . En lo
que sigue tomaremos los parametros arbitrarios:

Las simetrias de esta matriz R son las siguientes:

S(0) = (1-e(¥)’) P
PS(u)P = R(u)= R"(u) - (2.57)
S(u)S(-v) = plu) 1
S (u)S" (—u+4K) = pu)t

donde p(u) y p(u) son dos factores escalares sin importancia y K la integral
eliptica completa de primer tipo y médulo k. De las anteriores ecuaciones
vemos que la presente matriz R goza de las simetrias P, T, unitariedad y
cruce. Por tanto las ecuaciones de reflexién que debemos resolver son (1.20)
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y (1.21).
Queremos, por simplicidad, encontrar tdnicamente soluciones diagonales.
Supondremos pues que estas son de la forma:

K(u) = ((1) t(?.) ) (258)

Metiendo esta expresién y la de la matriz S en la ecuacién (1.20) obte-
nemos dos ecuaciones independientes:

{1+ e(u — v)] nf(u — v)/20{[1 — pe(u + v)] — t(u)t(v)[e(u + v) — P} =
[+ e(u+ o)] snf(u + 0)/2{t(w)]1 — PPe(u — v)] - t(o)le(u — v) - P71}
snf(u + v)/2)[t() — t(w)] = snl(u — v)/2[1 - H(u)(v)].

donde p = e(3). Derivando la dltima ecuacién respecto a u y haciendo
despues u = () se obtiene:

1(v) = 2{e/2) dn(v/2) +1(0) sn(v/2)
entu/ 2ydn(vf2y=t(0ysn(vr2)

Introduciendo este resultado en la primera ecuacién se obtiene:

£(0) = +ik’,

donde k' es el médulo eliptico complementario (k" + k% = 1). Usando este
resultado se obtienen dos familias de soluciones:

Cry — { en(3)dn(%) £ ik'sn(%) 0 '
K-(u) = ( Han() ; cn(%)dn(%)w,sn(%)).

Como se puede ver en estas soluciones no hay dependencia en pardmetros
arbitrarios, ni en la “anisotropia” p. Esto es andlogo a lo que ocurre en el
caso del modelo XYZ para soluciones diagonales. Es de esperar que en
soluciones no diagonales aparezca un pardmetro arbitrario. Veremos que
aun siendo ésta una solucién diagonal la estructura que proporciona a la
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cadena abierta es mucho mas rica que la que se obtiene con la solucidn
general del modelo XYZ.

Respecto al limite trigonométrico de la matriz de fermiones libres de ocho
vértices se puede ver que las tinicas soluciones son las diagonales y que la
solucién general es como la del modelo XXZ con A = = 0. Es sorprendente
comprobar que para el régimen eliptico existe la posibilidad de soluciones
no diagonales 2,

2.4 Hamiltonianos asociados.

En esta seccidn obtendremos los hamiltonianos asociados a las soluciones
de las ecuaciones de reflexiéon que hemos hallado. Esto proporcionara una
extensa familia de nuevos sistemas integrables con condiciones de contorno
abiertas. Como regla general se obtendra dependencia en varios pardmetros
arbitrarios. Los hamiltonianos asociados a modelos elipticos mostraran siem-
pre los comportamientos més excepcionales. En el caso del modelo XYZ
aparece una dependencia de parametros discretos. Algo parecido ocurre
para el modelo XY, dependiendo las condiciones de contorno tinicamente de
parametros discretos. Se comentara también la relacidén entre las solucicnes
en los diferentes regimenes y sus posibles consecuencias.

Los resultados obtenidos plantean cuestiones que serdn resueltas en los
siguientes capitulos. Estas son, por un lado, la obtencion de las correspon-
dientes cadenas con invariancia bajo grupos cuénticos, y por otro, los nuevos
métodos de resolucién de los distintos hamiltonianos obtenidos. También
queda abierta la posibilidad de obtencién de nuevas aplicaciones fisicas.

2.4.1 Cadena abierta XYZ.

Veamos que hamiltoniano se obtiene con los resultados de la primera seccién
y las correspondientes férmulas para obtencién de los hamiltonianos dadas
en la introduccién. Primero usamos el automorfismo (1.22) con = v y las
dos familias de soluciones (2.32,2.33), para obtener

o L+ eksn® (B+7)] exfasn(@+7)
K3(6) = ( A, sn(f+ 'y)7 [1 +Hef: sn(f +77)] ) ’ (2:59)

2 Agradezco a R. Cuerno este Gltimo comentario.
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_ (1 + ek sn?(6 + 7)) 3y cn(B + ) dn(f +7)
K5(0) = ( Mg en(@+7) dn(@47) o[l +ck sn?(8+ ) ) (2:60)

donde €2 = 1 y A}, Mg son pardmetros arbitrarios.

Vemos en la ecuacién (2.60) que para la segunda familia de soluciones la
traza de K#(0) es cero. Para esta segunda familia no tendremos por tanto
un hamiltoniano bien definido a partir de la primera derivada de la matriz
de transferencia. Ademais no se cumple:

trol K (~m)hnol o< 1, (2.61)

(el subindice 0 denota el espacio horizontal) por tanto tampoco es posi-
ble obtener un hamiltoniano a partir de la segunda derivada de la matriz
de transferencia que acople sélo proximos vecinos. Hallando la segunda
derivada se obtiene un operador con términos que acoplan todos los pares
de sitios de la cadena con las fronteras. Es por tanto no local y, en principio,
carece de interés. Por otro lado I(B(O) = 0 lo que da sélo una contribucién
trivial en la frontera.izquierda. Vemos por tanto que la familia B de solu-
ciones es initil desde el punto de vista de las cadenas de espin aunque no
asi desde el punto de vista de los modelos de vértices. Algo parecido ocurre
con las soluciones constantes (2.20), (2.22) donde alguno de los elementos
es cero.

Usando la férmula (l 32), se obtienen los hamiltonianos asociados a la
primera familia de soluciones (2.32,2.59):

N-1
. H= E hXYZ 46 0f + &40 (2.62)

En la férmula anterior o y £ pueden ser z 6 y en todas sus posxbles combi-
naciones y £4 son parametros arbitrarios proporcionales a AL HA-
Claramente, bajo una rotacién de los ejes, podemos hacer que los indices o
y B en la ecuacién (2.62) tomen también el valor z.

La. ecuacién (2.62) da la posibilidad mds general de condiciones de frontera
compatibles con integrabilidad para la cadena XYZ ademads de las condicio-
nes periddicas y cuasiperiédicas. Por completitud, citamos las condiciones
de contorno cuasiperiédicas mds generales en este caso:
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0541 = Mo§M™ (2.63)

donde a = z,y, 2 y la matriz de twist M es una simetria discreta del modelo
de ocho vértices. Esto es, M = ¢* 0 o*.

En conclusién, el hamiltoniano XYZ es integrable con condiciones de con-
torno abiertas correspondientes al acoplo con un campo magnético orientado
en direcciones paralelas u ortogonales en los dos extremos de la cadena.

2.4.2 Cadenas abiertas XXZ y XXX.

Las matrices K*(6) se obtienen mediante (1.22) usando que n = 7, siendo
el resultado:

_ [ Bysen(§4 —0—17)  pysen(26 +27)
K+(6:ﬂ+gt\+:#+!é+) = ( A+sen(29+27) ﬂ+sen(£+ +H+‘7) ) '

(2.64)
con A4, Ay, iy, €4 pardmetros arbitrarios. Usando ahora la féormula (1.32).
se obtiene:

N1 .
H = ) (ofons +0¥ony +cosyohonyy)

n=1

+ seny (b_af —byok +c_0] —cpon+doof — d+ar]T,) (2.65)

donde los parametros by, ¢+ y dy se obtienen de Ay, py, 4+ y S+ como:

by = cotfs
Rt
Cp = ————
* Bisends
2py
dy = —mm—m— .. 2.66
* Bisenéy (2.66)

En la expresién anterior B4,y # 0 de manera que det[K~(0)] # O y
tr{K*H(=n)] # 0. '
La ecuacién (2.65) da la eleccién mas general de condiciones de contorno
para la cadena XXZ ademads de las periddicas y cuasiperiédicas. La familia
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anterior de hamiltonianos y las matrices de transferencia correspondientes
han sido relacionadas con el problema de Hofstadter® [79] y el modelo de
sine-Gordon con condiciones de frontera abiertas [38].

Como ya vimos en el primer capitulo, las condiciones cuasiperiédicas en
este caso vienen dadas por:

041 = MaIM™1 | (2.67)

con M =0 0o M = e ) <w< 2r.

Cuando ¢ = d3 = 0 en (2.65) se recuperan los hamiltonianos de la refe-
rencias [16, 75). En particular, cuando b+ = +1 6 -1y cx = dx = 0, se
recupera el hamiltoniano SU,(2) invariante (¢ = e~ 6 ¢ = €7) de [65], [22].
Veamos ahora que hamiltonianos son los que se obtienen en el limite trigonométrico
de las matrices K del modelo de ocho vértices. Cuando k = 0 en (2.32) se
obtiene:

(2.68)

KTA(B)‘z ( 1 eAgasenf ) ’

Agasenf 1

esto se ve que corresponde a la solucién (242) con 3 =1, {=+F y u, A =
+Ag4/2. Los correspondientes hamiltonianos se obtienen sustituyendo estos
valores de los parametros en (2.65) y (2.66). -

Para las soluciones (2.33) cuando k = 0 se obtiene:

(2.69)

Krg(6) = ( 1 edgpcost ) }

Appcosf -1

que corresponde a la solucién (2.42) con =1, { = 0,7y p, A = £App/2.
Como ya hemos comentado este limite lleva a hamiltonianos que no estan
correctamente definidos. '

Es muy interesante notar también que el limite trigonométrico de las ma-
trices K para el modelo de ocho vértices no lleva a un hamiltoniano SU4(2)
invariante. Este no es es el caso, como veremos, para el modelo de ocho
vértices de fermiones libres donde la simetria C'H,(2) proporcionada por las
matrices K elipticas se “contrae” al algebra cuantica U;(g!(1, 1)) en el limite
trigonométrico [19],[18].

Parece esperable que si tenemos un algebra cudntica de invariancia en el

el problema de Hofstadter se refiere al movimiento de electrones en un campo
magnético sujetos a un potencial periédico. Tiene aplicacién en el efecto Hall cuando
las interacciones de los electrones con la red no son despreciables.
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modelo XYZ con condiciones abiertas, esta se contraiga de una manera
continua, segun k& — 0, a otra simetria cuantica en el modelo XXZ. Por
otro lado, las condiciones que proporcionan invariancia SU,(2) al modelo
XXZ no son obtenibles como el limite £ — 0 de ninguna de las condicio-
nes abiertas e integrables del modelo XYZ. Esto nos ileva a pensar que,
salvo que exista otro tipo de simetria cuidntica desconocida del modelo XXZ
abierto, no es posible dotar a la cadena abierta XYZ de ninguna simetria
cuintica. Siguiendo este razonamiento seria posible también que no existiera
una simetria afin de la cadena infinita y por tanto ningin algebra cuantica
de tipo afin de la que la matriz R de Baxter fuera interpoladora. Existen
algunos intentos notables de encontrar este algebra {78, 34], pero todavia no
se ha llegado a una solucién.

Pasamos ahora al estudio del limite racional.
Siguiendo en la linea de los casos precedentes se llega para el modelo XXX
a la siguiente familia de hamiltonianos: '

N-1

n=1 -
+b_o} —byok +coo] —cyoy +doof —diof (2.70)

En este caso los parametros arbitrarios by, cs ¥y di se obtienen de Ay,
ut, £+ and B4 como:.

1
by = —
* §a
cr = A
* T Bt
de = _FH= 271
E = ﬁtft ' ( )

donde B4,€+ # 0 de modo que det[K~(0)] # 0 y tr[K*+(—n)] # 0.
De nuevo esta ecuacién proporciona la eleccién mas general de condiciones
de contorno abiertas compatibles con integrabilidad para el modelo XXX.
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2.4.3 Cadena A,_, abierta,

Para el caso de la cadena abierta A,_; es necesario usar el automorfismo
(1.31) para encontrar la solucién diagonal de las matrices K. Para esto se
tiene en cuenta que en este caso n = 57, con lo que se obtiene:

K}(0) = kysenh(éy — 6 — ny/2) #H-24 1 <<y
K¥(6) = kysenh(€4 + 8 + ny/2) e~ 0F(r-2e4v | L1 <a<n,’
(2.72)

con ky, £4, I pardmetros arbitrarios. Usando ahora la formula para el
hamiltoniano (1.32), se obtiene:

N-1 n n
H=Y cosh-yz eld) ety 3 o) Y fsenhy ST sign(r — s)elilelity)
i=1 r=1 ne=1 r5=1
r#s
n oy It
sen 7 () _ (1) coshy jsenh(§y — ) (N} _—2ry
(1+coth{_ ) {; ;ﬂ €&y | + trK+(0) senhf ‘ ,Z___l o

n

senh(f-!— + 7 ) (n+1),¥ (N} —2ry 1 n . ™) .
————— r - ]’
* senhf T=§_1e,, ‘ TR0 rzm sign(r — s)e,,” KJ(0)

donde 14, I_ son enteros arbitrarios de 1 a n y (eii”)),-j = b;rbj5 son los ge-
neradores de su(n) en la representacién fundamental actuando en el lugar
N de la cadena. Hemos extraido un factor ?)T y términos proporcionales al
operador identidad.

Vemos pues que se obtiene una familia de hamiltonianos mtegrables depen-
diente de dos pardmetros continuos y dos discretos. Para ciertos valores de
los parametros se obtiene un hamiltoniano SU,{n) mvariante, como veremos
en el siguiente capitulo. La solucién de los hamiltonianos aqui obtenidos sera
discutida en capitulos posteriores.
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2.4.4 Modelo t-J abierto.

Como en el caso de las algebras de tipo A,_1, las matrices K% se obtienen
mediante la ecuacién (1.31). Usando la expresién para M correspondiente
a este caso y 1 = /2 se obtiene:

1 [ eVsen(€4 — v) 0 0
Ki(v) = 0 g%e'vsen(£, — v) 0 ,
sen{+ \ 0 0 —ge~"sen(&y + v+ 7)
1 [ e"sen(E4 — v) _ 0 0
Kiv) = 0 ge "sen(€+ + v+ 7) 0
sené+ \ 0 ¢ ~ge~sen(&4 + v +7)

con £4 un parametro arbitrario. Como es obvio de las ecuaciones (1.20,1.30)
estas soluciones pueden ser multiplicadas por factores arbitrarios, estos han
sido elegidos en (2.52),(2.53) de manera que K~ (0) = 1.

Como tenemos dos familias de soluciones para las ecuaciones de reflexién en
cada extremo y estas son independientes, tendremos cuatro tipos de términos
de frontera.

Usando {1.32) y omitiendo un término proporcional al operador identidad
se obtienen los siguientes hamiltonianos:

n - ]

N-1
— QZ

=z

-1

Z (c},ocﬂ'l.v + C.f-t’c}-i—l,o) } P
o

1

(7%
il

N

nin;iil
57571 + 7S] +cosy ( 52541~ ‘J—IIL‘))

i=1
N N-1
- cos'yz n; + i seny (ng — ng) — iseny Z (n;Si41 — Sinjpr)
=1 =1
4+ iseny Hgﬁ, o,f=AB - (2.73)
Hia = (coté- —1)ny — (cot(&4 —7) = I)mg
Hip = (coté&— —1)(Sf —nf/2) = (cot(€s —7) = 1y

o
=
fl

(cot&— — 1)ny — (cot &4 — 1)(SF — nf/2)
Hyp = (coté- —1)(S] — nf/2) — (cotéy — 1)(S — n}/2).



35

Este es el hamiltoniano t-J supersimétrico con cuatro tipos diferentes de
condiciones de contorno dependiendo cada una de dos parametros arbitrarios
£+ . Los operadores 052 son operadores de destruccién (creacién) de espines
arriba o abajo. Los 8; son matrices de espin y n; (n;‘) los nimeros de
ocupacién de electrones (huecos) en el punto j de la cadena. EIl operador
P = ]']f;l(l —njin;;) prohibe la doble ocupacién de electrones en un punto
de la cadena. Sélo hay tres posibilidades (1,2,3) = (T, |, 0), un electrén con
espin hacia arriba, hacia abajo o un hueco. Los términos de frontera Hgﬁ
corresponden a elegir las familias o para K* y g para K~.

Las condiciones de contorno anteriores pueden ser interpretadas como el
efecto de impurezas o campos magnéticos situados en las fronteras de la
cadena.

Aparecen términos de frontera imaginarios como en el caso del modelo XXZ
con condiciones abiertas en el régimen trigonomeétrico. También aparecen
términos imaginarios como en el caso de las cadenas tipo A,_y con n > 2.
Esto es una caracteristica de modelos pertenecientes a un algebra de rango
mayor que uno. Al igual que en el caso A,_; veremos que los autovalores
son reales para ciertas combinaciones de las matrices K¥ y K.

En este hamiltoniano, la parte imaginaria del interior de la cadena es
relevante para configuraciones del tipo 1] 6 | separadas por huecos. Este
término también rompe la paridad de espin del modelo. Cuando hay un sélo
electrén en cada punto de la cadena (half filling) el término imaginario en
el interior de la cadena en (2.73) se reduce al del modelo XXZ.

Por ultimo comentamos que el hamiltoniano invariante spig(2,1) de la
referencia [36] se obtiene de (2.73) en el limite 24 = '+ — cc.

2.4.5 Modelo XY abierto.

En este apartado veremos un caso de hamiltoniano que se obtiene con la
segunda derivada de la matriz de transferencia mediante la férmula (1.33).
Como se ve de la propiedad de cruce para este modelo en las ecuaciones
(2.57) en este caso n = —2K, con K la integral eliptica completa de primer
tipo y médulo k. Usando esto se obtiene:

as(z) . ,en(z)
o oy 5 :t.lk =5 £ " 0 "
0 s T K i

z

K*(u)
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Se ve, en la expresién anterior, que tr K¥(0) = 0 en todos los casos, con
lo cual no se puede obtener un buen hamiltoniano con la primera derivada de
la matriz de transferencia. Pero en este caso se cumple que tr KJ (0)hno =
A 1, por lo que como ya hemos dicho se podrd aplicar la férmula (1.33).

Tras realizar el cdlculo se obtiene, salvo términos proporcionales al operador
identidad:

N-1 st
H=sy X {4 Defeh + (0= Doty + 405 + o)} o)
i= .
(2.74)
donde h = en(¥), y T' = k sn(¢). Este es el modelo XY con condiciones de
contorno abiertas. El hamiltoniano XY es uno de los modelos exactamente
integrables mas sencillos. Se han encontrado aplicaciones de este modelo en
diferentes problemas como la absorcién de Helio por superficies metdlicas, la
ecuacién maestra del modelo de Ising cinético y los procesos de reaccion di-
fusién. Veremos que dos de estos cuatro hamiltonianos gozan de invariancia
bajo el grupo cudntico CHy(2). '



Capitulo 3

Cadenas invariantes bajo
grupos cuanticos.

Uno de los temas en los que las cadenas de espin han suscitado mayor interés
es el de las cadenas invariantes bajo grupos cudnticos. El primer ejemplo fue
propuesto en la referencia [65] donde se encontraban las condiciones de con-
torno que daban al hamiltoniano XXZ la invariancia SU,(2). En ese articulo
también se consideraban analogos discretos de las construcciones usuales en
teorias invariantes conformes. El modelo obtenido ya habia sido resuelto,
en un caso mds general, en (3] mediante el ansatz de Bethe coordenado.
también se encontrd, mediante el procedimiento de fusién para matrices K
[61] 1a cadena invariante SU,(2) de espin 1, resolviéndose mediante el scat-
tering inverso cuantico [63]). La cadena invariante grupo cudntico de espin
arbitrario fué estudiada en [53]. En [22] se demostré la invariancia grupo
cuintica de la matriz de transferencia correspondiente a la cadena SU4(2)
generalizandose para este caso el denominado “Light cone lattice approach”.
Posteriormente, en [58, 59], se propuso un método general para encontrar
los términos de frontera que proporcionan invariancia grupo cuantica. Vere-
mos, en la primera seccién, cémo ese método puede ser interpretado dentro
del contexto de las trazas de Markov [40, 17].

En este capitulo encontraremos, por éste iiltimo método, las condicio-
nes de frontera que proporcionan invariancia grupo cudntica a la cadena
asociada a A,_;, obteniendo la matriz de transferencia y el hamiltoniano
invariantes SU,(n) [25]. Este es el primer ejemplo de un hamiltoniano inva-
riante grupo cuantico correspondiente a un algebra de rango mayor que uno.
Obtendremos también los generadores del grupo cuantico SUy(n) a partir de

37
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ciertos limites en el parametro espectral de la matriz de transferencia. Pos-
teriormente mediante el uso del slgebra de Yang-Baxter se derivaran, de una
manera detallada aunque por técnicas usuales, las reglas de conmutacion del
grupo cudntico [29].

En la dltima seccién encontraremos, mediante el método directo, los
términos de frontera que proporcionan invariancia CH,(2) al hamiltoniano
XY en campo magnético [19]. Este es el primer ejemplo de cadena abierta
invariante asociada a una matriz R eliptica.

3.1 Cadenas invariantes y traza de Markov.

Hemos visto como las ecuaciones de reflexién proporcionan un método sis-
tematico para obtener cadenas integrables abiertas. Es ahora bien conocido
que en general las cadenas integrables e invariantes bajo algebras cuanticas
se pueden obtener por este método. Veremos que este formalismo dota a la
matriz de transferencia de la interpretacién de una traza de Markov! .

‘Comenzamos viendo como proporcionar, de manera general, invariancia
bajo un grupo cuantico a un hamiltoniano obtenido a partir de una matriz K.
Supongamos una matriz R{u), asociada a un algebra g cuyo correspondiente
grupo cuantico'es Uy(g), en el gauge que cumple: ‘

[R(u),R(v)] =0 (3.1)

para todo u,v. Un resultado fundamental debido a Jimbo [47] asegura, en
este caso, que:

[R(u),A(x)] =0 (3.2)

para todo z € U,(g), con A el coproducto asociado. Siendo esto cierto para
todo valor del parametro espectral u tendremos:

[ R(u)lumo, A(2)] = 0 (33)

para todo z € Uy(g). De modo que si construimos el hamiltoniano:

N-1
H=)Y Hin (3.4)
=1

Tno queremos decir con esto que la matriz de transferencia sea un invariante de nudos.
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conmutara con los generadores de U,;(g). Este hamiltoniano es abierto ya
que el término Hp 1, que haria la cadena periddica, no conmuta con los gene-
radores del grupo cuéntico. Recientemente, sin embargo, se han construido
hamiltonianos de tipo periddico invariantes SUg(n) inspirados en técnicas
de teorias topolégicas de campos [49].

Tenemos una manera sistematica de obtener hamiltonianos que conmutan
con los generadores de un grupo cuantico dado. Veamos ahora que estos
hamiltonianos se pueden obtener de forma general mediante el método ex-
plicado en el primer capitulo, demostrando asi su integrabilidad. Mirando
la férmula (1.32) vemos que para obtener el hamiltoniano (3.4) ha de ser
K=(0) x 160y trg K3 (0)hno o< 1 6 0. Teniendo en cuenta la ecuacién
{(3.1) vemos que K~ (u) = 1 es solucién de la ecuacidén de reflexién (1.20),
por tanto ya tenemos la matriz de reflexién deseada tal que K~(0) = 0 (se
puede ver que K~ (u) = 1 es solucién de la ecuacién (1.20) para todos los
casos excepto para el algebra twisteada D,(lz)). Buscaremos ahora una matriz
K* que cumpla trg Kg(0)R(0)ng & 1. Usando el automorfismo (1.31) se
ve que K*(u) = M es solucién de (1.30), donde M viene dada por (1.29).
Por otro lado se puede ver usando la degeneracién de (3.1) en u = —5 (con
1 el parametro de cruce) y la ecuacién (1.29), que:

trg MQR(u)No x 1, (35)

con lo cual tenemos lo que desedbamos.
En resumen, usando K~ = 1 y K = M se obtienen cadenas integrables
invariantes U,(g) para toda matriz R asociada a g en el gauge (3.1) medi-
ante la férmula (3.4). Se puede demostrar que no solo los hamiltonianos
asociados sino la matriz de transferencia completa es invariante en este caso
{53, 59]. '
Veamos ahora la conexién con la traza de Markov. Para matrices corres-
pondientes a modelos de dos estados se puede poner:

R(u) x (e*R— e “R™1), (3.6)

con R la solucién constante de Yang-Baxter asociada a la correspondiente
teoria de nudos. Usando (3.5) en los limites u — oo se obtiene:

tr Mﬁélz x 1 (37)
tr MoRy} o« 1. (3.8)
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Ademss se puede demostrar que [R,M @ M] = 0 (68, 69]. Las anteriores
expresiones dotan a M de las propiedades necesaria para definir una traza de
Markov. Para matrices R mas generales se puede demostrar que en ciertos
limites del prametro espectral se obtienen matrices R representacién del
grupo de trenzas. En este caso la demostracién de las propiedades (3.7,3.8)
es andloga a la anterior.

Puesto que la matnz de transferencia viene dada en el caso Kt = M
por t{(u) = 3., MaaUsa tendremos que las cadenas invariantes bajo grupos
cuénticos se obtienen por trazas de Markov asociadas a la matriz R en
cuestiéon?. La conexién entre las ecuaciones de reflexion y las trazas de
Markov ha sido también apuntada en [17]. Cabe mencionar en este momento
que en algunos casos, como en la matriz R del modelo de fermiones libres
estudiada anteribrmente, no se conoce la transformacién gaﬁge que lleva a
cumplir la propiedad (3.1). En estos casos las condiciones de contorno se
tendran que obtener por un método directo, es decir poner condiciones de
contorno generales y encontrar con cuales de ellas se obtiene la invariancia
deseada.

3.2 Cadenas invariantes SU,(n).

Tras la obtencion de la cadena invariante SU,(2) por Pasquier y Saleur queda
abierta la generalizacién de sus resultados al caso SUy(n). Las correspon-
dientes ca.denas periddicas, asociadas al dlgebra A,_;, fueron propuestas y
resueltas por Babelon, de Vega y Viallet en [6]. Estas cadenas constituyen
una generahzamon} del modelo de Heisenberg a cadenas con espin arbitrario
o del modelo de 6 vértices a sistemnas con n(2n— 1) vértices. La obtencién de
las condiciones de contorno necesarias para tener integrabilidad e invarian-
cia bajo el grupo cuéntico se llevard a cabo mediante el método de la traza
de Markov anteriormente comentado.

3.2.1 Matriz de transferencia y hamiltoniano invariantes SU;(n).

Ya vimos en la seccién primera de este capitulo como construir cadenas de
spin invariantes bajo grupos cudnticos para matrices R en el gauge (3.1). En
este apartado introduciremos la matriz de transferencia invariante SU,(n)
y hallaremos el hamiltoniano asociado. En el capitulo siguiente hallaremos

?con esto no se pretende decir que la matriz de transferencia es un invariante de nudos



41

la solucién al problema de autovalores de esta matriz. La matriz R, que
cumple la ecuacién (3.1), viene dada por la férmula (2.45). Las condiciones
de contorno que proporcionan la invariancia deseada vendran dadas, segin
io comentado en la primera seccidn, por las matrices de reflexién:

+ —  J{n—20+41)y SEDb.(iLI-‘}L)
Ka(®) = e senh(28 + n'y)éab (3.9)
K, (8) = b (3.10)

1<a,b<n :

para las fronteras derecha e izquierda respectivamente. Vemos que en lu-
gar de tomar K+ = M se ha introducido un factor multiplicativo, esto no
afecta a las propiedades de integrabilidad ni a la invariancia del modelo. Es-
tas matrices de reflexion se obtienen de las soluciones generales diagonales
(2.48,2.72) en el limite {+ — oo.

Los operadores de Yang-Baxter T,;(8,&) se definen como ya se ha explicado:

Tab(gy‘:’) = E ta;b(g +WN)®taza1(9+wN—-l)® ---®taaN_1 (6-[-(01)
Q] ey @N -1
. (3.11)
donde N es la longitud dela cadena, [te(8)];; = R(8)}}, & = (wN,wNn_1,...,w1)
y wi (1 €1 < N) son inhomogeneidades arbitrarias.
La matriz de monodromia doblada U;;(6,&) viene dada por:

Uah(6,@) =D Toel0,0) K H(0)TH (—6,&),
cd

donde T3(8, &) es, como ya se ha explicado, el inverso de T tanto en el espa-
cio auxiliar como en el cudntico. La matriz de transferencia con condiciones
de contorno abiertas vendra dada por:

1(0,@) =Y K} (6)Ua(0,2) {3.12)
ab
Como vimos en el capitulo primero esta matriz de transferencia cons-

tituye una familia uniparamétrica de operadores que ¢conmutan. Y como
vimos en la primera seccién de este capitulo ¢(#,&) ademds conmuta con los
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generadores de SU,(n). Fijaremos en lo que sigue & = 0 por simplicidad,
aunque se puede hacer el estudio que sigue en general.

El hamiltoniano invariante SUq4(n) asociado a esta matriz de transferen-
cia se obtiene mediante la formula (1.32) y viene dado por:

H=
N—'.I. n
> { X (H (J e H (JP)U* 4 1'[ s )(J)H (JHYY 4
=1 — =r—-1 i=r—1 =
r>s
n-1 netl |
coi_'Ih [ Z s(n — r)(RARGHD 4 pUIRLH) 4 z r(n — r)R RG] 4
Trne=1 r=1
r>e

n-1
gsenhy z " s(r—s)(n — r)(h£i)h£j+l) _ hgj)h£j+l))} 4+
n

r,e=1
r>s
n—1
=TS r(n = (Y — AD)
r=1

donde se ha omitido un término proporcional al operador identidad. Como
hemos dicho N es la longitud de la cadena, ademas J, = By, Ji = B
y hi = Ey — Ej41141 son los generadores de su(n) en la representacién fun-
damental (Eipy,)ij = 8i6m;. Se ve ficilmente que este hamiltoriano coincide
para n = 2 con el invariante SU,(2) discutido en [65, 22].

3.2.2 Generadores y relaciones de SU,(n)

En este apartado veremos como, en ciertos limites del pardmetro espectral
9, el algebra de Yang-Baxter lleva a las relaciones de conmutacién del grupo
cuantico SU,(n).

Primero obtendremos los generadores del algebra cuantica como los términos
dominantes de las matrices de monodromia T, 7" en los limites 8 — +oo. El
resultado que se obtiene es (g = €7):

Top(00) :=TY =
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[(a>b; 0,
_J a=b g Ng" s
] acy {PEeth g (g — gV gWens/2gerz, 3-13)
{ ' b=a+j j>1; T,
Tab(—oo) =T =
’ a>b; a=b+1; _?N(q - q-l)qll2J:-1q-W°"/29“w°/2,
=1  Lesiaaixt ' (3.14)
a=1b;, g¢ q“‘wﬂ, ‘ .
L a<b; 0,
Top(o0) =
¢ 2> b a=b+1,; q:N(q _ q—l)q—I/ZanfZQWa—I/2J:;1,
= { " le=b+4, 5> T (3.15)
a=b; g NgWe, A9)
[ a<b; 0,
Tab(—oo) =
a>b 0,
) a=b; ¢NgWe, (316
B EPLR —g¥(g - g7 )g g el 2 Wers 2 31O
"\ b=a+j > T

Se han introducido los siguientes operadores en las férmulas anteriores:

q:twﬂ = q:l:Eaa ® qiEﬂﬂ ® .. ® qiEaa

N
J: - Zq—hq/2 ®.. 'q-—hgfz ® E;a+1 ® qha/2 ®...8 qhaf2 (317)
=1
N .
Jg = Z q_h"“,:2 ®... q—hn,’? ® E:z+1a ® qh"/z ®..® qh.a/?’
=1 :
donde [Egp)i; = 6,-96,-1, Y ha = Ezq — Ey41441 COMo en el apartado anterior.

Los operadores 77 son polinomios de orden j en los generadores Jf, b=
a,axl,...,axjF1. Laférmula (3.17) nos da el coproducto elevadoa N —1
de los generadores del grupo cuantico [46], veremos que este coproducto da
de hecho una representacién del grupo cuantico SU,;(n) en la cadena de N
componentes.

Los operadores T,;,(f) obedecen el dlgebra de Yang-Baxter:
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M2 = R(6 — 0)5T(0)ecT(8') g = T(6)acT(6)py R(P — 0)] = NE3.(3.18)

Tomando el limite 8 = —oc,8’ — o, en las anteriores ecuaciones obtenemos
las siguientes reglas de conmutacién independientes del pardmetro espéctral:

br—mt _ b e ef
R—gf'.r;chd —_— TQCbeR—C ]
donde R_ = limg_o R(#). St usamos la ecuacién M::fll = N;':Ill se obtie-
nen las siguientes reglas de conmutacién:

gHi — g~ Hi
g Y
qH‘ :qh‘®...®qh‘.

Usando M,;’Hl = N;':H y Mf_ffl o = Nf_:{l . €l resultado es:

]

" IFe = gy, (3.20)
donde (a;;)1<i,j<n~1 €s la matriz de Cartan correspondiente a A,,_1, es decir,
aii =2, 05 = -1(1=3%1) a; =0 (en otro caso).

En el limite § — —o0, 8’ — —o0, la relacién de Yang-Baxter independiente
del parametro espectral es:

R.T Ty =ToT;R-C

Cuando se usan las igualdades Mg‘!+! = Nf;"lb“, b # a,axl se
obtiene el siguiente resultado:

JHiF=Jrif, la—-b>2 (3.21)

En el caso b = a + 1 se tiene:
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T(-o0)at2s = (g— ¢ D¢ x
[Ja +1J+ 1J+Ja+l]q-w°ﬁqﬁw"+2/2, (3.22)

usando esto y M"“‘}’1 at+2 _ N“"'1 a+2 ge obtiene la relacion de Serre:

U2, —(a+ e WHIH L IF+ I 0 =0, (3.23)

con1<a,a+1<n-1. Haciendoa — a—1en (3.22) y usando M2} 21 =
N‘""l 5+1 ge obtiene una segunda relacién de Serre:

UV — g+ YL I+ 70 =0, (3.24)

conl < a,a—1< n—1. Procediendo de un modo paralelo en el limite
8 — 0o, & — oo de la relacién (3.18):

Ry = limg_ o, R{#) se obtienen el resto de las relaciones:

gHlagfe = gHogHa (3.25)
JoIr = JsIr (a—b[>2 (3.26)
IV m — @+ WaJoJo + 7 (U7 =0,,  (3.27)

donde en la relacién (3.27) 1 € a,a+1 < n — 1. Las ecuaciones (3.19-3.27)
reproducen las relaciones de conmutacién del grupo cusntico ,S'Uq(n) éstas
vienen dadas en la referencia [46). :

Pasamos’ en este punto al estudio de los limites de pardmetro espectral
grande de los elementos de la matriz de monodromia doblada. Usando las
ecuaciones (3.13-3.16) y la definicién de la matriz de monodromia doblada
tendremos:

Us(oo)= Y. Tu(oo)Ti(c0)

I>max(a,b)

Uss(~00) = > Tu(=00)Tn(—o0). (3.28)

1<min(a,b)



46

A partir de las formulas anteriores se puede ver que no todos los ge-
neradores del grupo cuantico se pueden obtener a partir de limites en el
parametro espectral de la matriz de monodromia doblada. Tendremos en
general que esos limites estan formados por polinomios en los generadores.
Algunos generadores, sin embargo, si se pueden obtener en estos limites,
estos son: :

Unn(OO) = -2L q‘ZWn

q

Up-1n(oc) = q*ﬂ'(q - q-l)q-l/{]n-dqswn/zqw.,_,/z
Unn-1(00) = ¢ (g~ g7")g /2" 2q Mttt |

Ui(—0) = ¢*tg™™

Ura(—00) = -qu’(q——q‘])qllzq'3W’/2q“W2/2J1‘

Up(—00) = _qu(q_q-l)quzij-swlfzq—wz/z_ (3.29)

En las anteriores férmulas se ve que sdlo en el caso de SU,(2) es posible
obtener los generadores del grupo cuantico a partir de la matriz de mon-
odromia doblada, esto fué hecho en [22] donde a partir de la relacion de
Yang-Baxter para [/ se-obtuvieron también las reglas de conmutacién de
SU4(2). Es interesante ver como el algebra de Yang-Baxter guarda en su
interior las relaciones del grupo cuantico subyacente. No es ese solamente
el inico tipo de informacién que se puede extraer de este dlgebra, también
se obtienen las relaciones necesarias para integrar el problema mediante el
ansatz de Bethe, como veremos en los préximos capitulos, y la informacién
que permite demostrar la propiedad de peso maximo de los vectores de
Bethe. - .

3.3 Cadena invariante CH,(2).

Como veremos en esta seccién las soluciones diagonales halladas en el capitulo
primero para el régimen eliptico del modelo de fermiones libres llevan a ha-
miltonianos invariantes bajo el dlgebra cuantica CHy(2).

La bisqueda de esta simetria se inspira en el resultado obtenido en [18]. En
este articulo se encuentra el grupo cuantico del modelo de ocho vértices de
fermiones libres. La matriz (2.54) resulta ser la interpoladora para repre-
sentaciones del algebra cuantica afin éﬁ,,(?). Parece por tanto interesante
buscar la simetria no afin en la cadena finita con condiciones de contorno
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abiertas. 51 queremos que ademas la cadena sea integrable estas condiciones
de contorno vendrin dadas por soluciones de las ecuaciones de reflexion.

. Los términos que proporcionan invariancia C'H,(2) no se pueden encontrar
en este caso mediante el método general propuesto en la primera seccidn
dado que en este caso no se€ conoce la transformacién gauge que lleva la
matriz (2.54) a cumplir la condicidn (3.1). Estos términos tendrdn que ser
encontrados mediante un método directo, como se hizo en los primeros ejem-
plos conocidos de cadenas invariantes.

Daremos en el primer apartado una introduccidn al dlgebra de Clifford de-
formada cudnticamente segin fué propuesta en {18] y en el segundo en-
contraremos los términos necesarios para dotar de invariancia CHy(2) a la
cadena. -

3.3.1 El dlgebra CH,(2).

El algebra cuantica deformada de Clifford-Hopf de dimensién D = 2, CH,(2)
propuesta en (18], estd generada por [, (¢ = z,y), I's y los elementos cen-
trales E, (p = z,y) satisfaciendo las siguientes reglas de conmutacién:

= qu — q_Eﬂ rZ=1
b g—qg+ 3.
{T:, P!{} =0, {I,I3}=0 (3-30)

[E.uaFu] = [E#,Fa] = [E,, E)}=0 Vu,v

Las relaciones de codlgebra vienen dadas por la comultiplicacién A, antipoda
S v counidad ¢ descritas a continuacidn:

AEN=E,@1+1QE,, S(E))=—-E,, €¢E,)=0

A =T, @ ¢ Be/2 4 gBul2r30T,, S(T,)=T,T3 eT,)=0

A(l'3) =T3®Ia, S(3) = I's, e(l's) =1
(3.31)

las anteriores operaciones dotan al algebra de las propiedades de un grupo
cuantico. Una representacién bidimensional esta caracterizada por dos pardmetros
complejos £ = (Az, Ay) de la siguiente manera:

-1y 1/2 —1y\ /2
Az = A7! Ay — A
me(Le) = (q—_'_'—;:r) or , m(ly)= ('“;—_q—_yl‘) Oy
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m(l3) = o, ”é(qEz)z)‘x : ”ﬁ(qE"):"yv

donde {0;}j=z4,.: 5on matrices de Pauli. Este dlgebra puede ser generalizada
a dimensién arbitraria D, CH (D} ver (18, 55]. La extensién afin de este
algebra, é‘aI;q(Q), se puede ver que tiene comno matriz interpoladora la dada
en el segundo capitulo para el modelo eliptico de fermiones libres (2.54).

3.3.2 Hamiltonianos invariantes C H,(2).

Veamos ahora si para alguno de los hamiltonianos obtenidos en el capitulo
primero para el modelo de fermiones libres se tiene invariancia bajo el dlgebra
CH,(2). Supongamos que al hamiltoniano de dos espines:
. i
H = 3 {(1+T)o7a3 + (1 - T)ojo) + (o} + o)} (3.32)
le ahadimos un término de frontera T', en principio arbitrario. Imponiendo

la condicién:

[H+ T A(T:)) = 0, (3.33)

se obtiene que T ha de ser de la forma:
T=[(14T)—hlef +[A;1(1 = T) — hjos. (3.34)
Imponiendo ahora:
[H +T,A(,)] = 0, (3:35)
nos dice que T' ha de ser:
T={h— A (14 D)of + [~ A (1 - D)o, (3.36)

Si queremos que la cadena sea invariante se han de cumplir las dos con-
diciones en T simultdneamente, esto implica:

P(1+T)~hB=[h-2;'(1+T))
P -D) =Rk =[h=2,(1-T). (3.37)

Como queremos invariancia del hamiltoniano de una cadena de longitud
arbitraria habrd de tenerse también que 7" x (o7 ~ &2), se ve que esta
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ultima condicién es compatible con las anteriores ecuaciones. Resolviendo
el sistema (3.37) se obtiene que los hamiltonianos invariantes vienen dados
por:

1 N_l x V z z
H = 3 Z {(1 + I‘)afajﬂ_l +(1- I‘)tf_;f't:r;f'+l + h(oj + 0’j+1)}
j=1
ik'sn(y), ,
x Wi o), (338)

con la siguiente restriccidn que se obtiene de (3.37):

o cn(@)Eikisn(yp) . _ cn(sp) & ik'sn()
X = Ay = .
Tttty — 1 — ksn(3)

Los signos + de la féormula anterior se corresponden con los signos =+
del hamiltoniano (3.38). Vemos que estos hamiltonianos estan dentro de los
que se demostraron integrables en el primer capitulo, por tanto tenemos dos
hamiltonianos invariantes C' Hy(2) que ademas son integrables.

Es facil ver que estos hamiltonianos dan en el limite trigonométrico los ha-

miltonianos invariantes [/;{gl(1,1)) de la referencia [20]. También es posible

ver que en el limite & — 0 el dlgebra CH,(2) se contrae a Uy(gl(1,1)).

(3.39)



Capitulo 4

Solucién exacta de las
cadenas de espin SUy(n)
invariantes.

El ansatz de Bethe encajado, que denominaremos NBA como acrénimo de
“Nested Bethe Ansatz”, es probablemente la construccion algebraica mas
sofisticada de autovectores para modelos integrables en el reticulo. Aparece
en modelos en los que el grupo cuantico subyacente es de rango mayor que
uno. :

En el contexto del ansatz de Bethe algebraico [32] el NBA para los mo-
delos de vértices Ap,—; viene dado en [24], donde autovalores y autovectores
son obtenidos para condiciones de contorno periédicas. En la referencia [67]
se obtiene el NBA para los modelos de vértices tipo Sp(2N), y en [30] para
los modelos O(2N). Siempre con condiciones de contorno periédicas.
Aunque las ecuaciones del NBA se han encontrado para todas las lgebras
de Lie en el caso periddico [70], no hay todavia una solucién general para
los autovectores correspondientes.

" Para el caso de condiciones de contorno abiertas, hasta el momento en
que integramos las cadenas SU,;(n) invariantes [27], sélo modelos con dos
estados habian sido resueltos por el ansatz de Bethe algebraico, ver por ejem-
plo [75]. Posteriormente Foerster y Karowsky obtuvieron la solucién para
el modelo t-J invariante sply(2,1) [36]. Como extensién de los anteriores
resultados hemos encontrado la solucién para los modelos abiertos A,_; ¥
t-J obtenidos a partir de las matrices K del segundo capitulo {40, 28]. Esta
construccion sera presentada en el siguiente capitulo.

50
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Vamos a presentar la construccién NBA para autovectores y autovalores
de la matriz de transferencia SU,(n) invariante en sus diferentes regimenes.
También encontraremos la correccién 1/N a la energia del estado funda-
mental del sistema en los regimenes trigonométrico e hiperbdlico, esto no se
habia hecho antes con ecuaciones NBA para cadenas invariantes.

Para el modelo A; de seis vértices el ansatz de Bethe algebraico propor-
ciona los autovectores de ta matriz de transferencia como producto de opera-
dores creacién de pseudoparticulas B(#) actuando en el vacio ferromagnético.
Cuando el rango (n — 1) del algebra de Lie asociada al modelo es > 2, exis-
ten varios operadores creacion de pseudoparticulas: B,{#), 2 < a < n. Por
tanto, como ansatz de Bethe para los autovectores de la matriz de trans-
ferencia, se usara una combinacién lineal de los operadores B,(f) actuando
en un estado de vacio ferromagnético. Los coeficientes de esa combinacién
lineal se obtienen de la condicién de autovector para el ansatz de Bethe.
Sorprendentemente, estos coeficientes resultan cumplir un problema de au-
tovectores anilogo al original pero con una nueva matriz de transferencia.
Esta matriz de transferencia nueva se construye a partir de pesos estadisticos
que se obtienen de los originales quitando un grado de libertad, es decir tra-
bajando con una nueva matriz R con una columna y una fila menos. Este
procedimiento puede ser repetido tantas veces como sea necesario hasta lle-
gar a una matriz de transferencia uno por uno. Entonces el problema esta
resuelto en el sentido en que queda reducido a un conjunto de ecuaciones
algebraicas, las ecuaciones NBA.

El uso de condiciones de contorno abiertas complica seriamente la res-
olucién del problema. Por un lado, las reglas de conmutacién entre los
operadores creacién de pseudoparticulas B,(f) y la matriz de transferencia
son mucho mas complicadas que en el caso periddico, generando muchos
mas términos en el calculo. Por otro lado, la estructura de los términos
indeseados es mucho mas rica. Aparecen nuevas identidades algebraicas que
eran triviales en el caso periédico pero que en el caso abierto son dificiles
de probar como por ejempio la igualdad (4.27). En este capitulo se hace
un tratamiento -detallado de los términos no deseados que no aparece en
ninguna referencia distinta de [27].

En la primera seccién generalizamos el ansatz de Bethe algebraico para
este tipo de modelos, cbteniendo los autovalores, autovectores y las ecuacio-
nes NBA. En la segunda estudiaremos las ecuaciones NBA obtenidas, hal-
lando la correccién 1/N a la energia del estado fundamental en los regimenes
trigonométrico e hiperbdlico. En los apéndices A y B se obtienen algunas

" férmulas ttiles.
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4.1 Ansatz de Bethe encajado para la matriz de
transferencia invariante SU,(n).

Como vimos en el primer capitulo la matriz R para los modelos asociados

a] dlgebra A,—1 en la representaciéon fundamental viene dada en el régimen
ferromagnético por:

senhy

ab ) - @ sign{a—b) .

Rab( ) senh“('ﬂ_-{: T)e , @ ‘-)é b H -
b _ senhf o . PP
Rp(0) = ——-—--—--—senh(e il a¥b ; (4.1)

Rea(®) = 1
1<a,b<n

con el resto de los elementos iguales a cero.

Los pesos en el régimen antiferromagnético masivo se obtienen de (4.1)
con el cambio ¥ — —v + iw. En el régimen antiferromagnético no masivo la
matriz R es:

a sen 16 sign{a—
Re(8) = Wzg)fa me-b) g2
a sent!
R(6) = sen(y~0) ’ atb ; (4.2)
R = 1
1<a,b<n

Los regimenes antiferromagnéticos masivo y no masivo estan relacionados
por la transformacién: ¥ — iy, 6 — if. Trabajaremos en esta seccién con
la expresién (4.1) para la matriz R, las férmulas en los otros regimenes se
" obtienen con los cambios anteriores.

Las matrices de reflexién que dan las condiciones de contorno invariantes
grupo cuantico son las dadas en (3.9,3.10). La matriz de transferencia es la
dada en la férmula (3.12). Para poder comparar con el caso n = 2, estudiado
en [75, 22], es conveniente trabajar con vértices ligeramente modificados:

[tas(B))ea = RE(6 — 7/2). (4:3)
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Es también conveniente introducir la notacién:

A@) = U0
Bo(8) = Uill6) (4.4)
Cl8) = Ua(f)

Das(8) = Uas(8)

2< ab <n

El algebra de Yang-Baxter que cumplen estos operadores se obtiene in-
troduciendo (4.1) y (4.4) en la ecuacién (1.25) satisfecha por la matriz de
monodromia doblada (este calculo se realiza en el apendlce A).
Introducimos también los operadores:.

Da(8) m[e”‘-’senhﬂa) Dia(9) — senhry 64 A(0)] (4.5)
5 _ senh(26) |
B.(8) = Wﬁc(a) : - (4.6)

Con estos cambios las relaciones de conmutacién que se obtienen son:

s-enh(B 4+ 8 — v)senh(8 — & — v)

A) Bo(8) senh(6 + ¢')senh(6 — ¢’) B:(8)A(®)
::3 -8’ [ .
s‘liih(ze);inﬁ}fg 5  6.(0) A®) (4.7)
o-¢
- Sesr:;;\zza)ss;nhh(g?i ;,) By(6)Dgc(0')
B0 B.0) = L4
RO+ 0)5 RO - 00 B.(6)Dpe(0)  (48)
T sen_h(:_—f-’ﬁ’)senh(%) R(z)(%)z‘g B;(6) A(6")

_senhye®~%senh(20 + %) (3 )
senh(# — #')senh(26) R (29) Bg(a)ch(g
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donde R(z)(ﬂ)i’, es la matriz R original pero con indices 2 < 4,j,k,1 < n
y se sobreentiende la sumacién sobre indices repetidos. El primer término
de la dltima ecuacién se puede ver como el bloque constituyente de una
matriz de transferencia para un problema con n — 1 estados por unidn,
inhomogeneidades 8’ y pesos dados por [1f‘(l (8)ed = R(8)2, con indices
de 2 a n (notar el cambio & — 8+ +v/2 en los pesos con respecto a la ecuacién
(4.3)). Estas relaciones de conmutacion se reducen a las de [22] para €l caso
n = 2 tras caneelar las exponenciales mediante una transformacion gauge.
Nuestra intencién es construir autovectores de la matriz de transferencia
1(#, ) (definida en la ecuacién (3.12)). Usando. (4.5):

t(e,(;') = z K:E,(a = 7/2)Uab(61&)
a,b=1
= Ag) 4 RDZE=2) senh(268 — 1)___33

senh(20 +7) Z K32(6) ﬁaa(f?) (4.9)

a=2

donde K {2+ (8) se obtiene a partir (3.9) haciendo n — n — 1 y reordenando
los indices de manera que vayan de 2 to n. K(?1(8) es la matiz K para el
problema reducido con vértices locales [tﬁ)(ﬂ)]cd = R (gt

Existe un autoestado de t(#,&) que es ficil de encontrar, el denominado
estado de referencia || 1 >, dado por:

1

0
N
11>= ®
i=1

0

Este estado ferromagnético es un autovector de A(8) y Dgq() (2 <d<n)
con autovalores:

AB) |1 > 11>
Dua(B) (1> = A-(B) 1>, (4.10)

donde, (ver apéndice B):
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\h(8 + wi — 7/2)senh(f — w; — ¥/2)
A_(6) =¥ [ = . 4.11
©)= 1:I1 senhi(f=wi 7/ 2)senh(6—wr +7/2) ,( :
Ademds se tiene (apéndice B)

Dy (@) [ 1 >=0, i# 3,

Uat()}|1>=0, a>2 (4.12)

por tanto, sélo los operadores B;(8)’s actuando sobre || 1 > dan algiin vector
no nulo y no proporcional a || 1 >. Asi que, para poder construir autovecto-
res més generales, aplicaremos repetidamente los operadores B;(u;) sobre el
estado de referencia || 1 >. Ademas, puesto que tenemos varios operadores
del tipo B, tomaremos combinaciones lineales de estos del siguiente modo:

U= 3 XU By (). B (u) 1152 Bun) ... © B X || 1>,
2<ij<n .

(4.13)
donde gy ... g, y X% son parametros en principio arbitrarios. Podemos
suponer que ¥ es independiente de 8 gracias a la conmutacion de las matri-
ces de transferencia con distinto parametro espectral (1.28). Posteriormente
veremos que el requerimiento de que W sea un autovector de t(8,&) piopor-
ciona ciertas relaciones entre estos parametros, las ecuaciones NBA.

La estrategia que seguiremos es la siguiente. Puesto que t(8,&) es una
combinacién lineal de A(6) y D,.(0) (ver la ecuacién (4.9)) podemos aplicar
separadamente cada operador a ¥. Entonces, usando las reglas de con-
mutacién (4 7) vy (4.8), podremos pasar los operadores A(f) y D,q(0) a
través de los B.J(pJ) hasta que A y D, lleguen a || 1 >. Posteriormente
aplicaremos las ecuaciones (4.10) y (4.12). Muchos téminos aparecen de este
modo, los podemos clasificar en dos tipos, “deseados” y no “deseados”.
Términos deseados son aquellos que contienen los vectores originales:

Biy(m1)... Bio(ue) 1| 1>

Los términos indeseados gon aqﬁellos en los que alguno de los parametros
p; ha sido sustituido por 8. Es decir, los procedentes de los segundos y
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terceros términos de (4.7) y (4.8). Estos término se denominan indeseados
puesto que nunca podrdn ser proporcionales a ¥

El término deseado en ,A(8)¥ se obtiene aplicando repetidamente el primer
término de (4.7). El resultado es:

término deseado en A(6)¥ = H senh(6 + p; — y)senh(6 — p;j - 7)
Ll —sem{f <+ B, senn(d— ;) -
1=1

(4.14)
Un término indeseado en el que B(0) reemplaza a B(y ) se obtiene usando
el segundo término de la parte derecha de (4.7) al conmutar con A(8)B;, (1)

y el primer término de (4.7) para las siguientes conmutaciones A(B)B.',- (45)
(2.€ j <r). El resultado es:

senhysenh(26 — y)ef~#1 151 senh{py + p; — ylsenh{py — pj; — 5)
senh(26)senh(6 — py) senh(pu; + p;)senh(uy — pj)

Bi, (0)Biy(p2) ... Bi, (ur) X || 1> (4.15)

Este resultado ha sido bastante sencillo puesto que [;’;1 (11} era el primer
operador a la izquierda. Podemos encontrar los otros téminos indeseados
pasando los operadores B a la izquierda usando la siguiente simetria ciclica
obtenida a partir de (4.56) en el apéndice A:

) B(#l)@ B(P‘Q)ﬁ@...@ﬁ(ﬂr) =
B(12) ® B(p3) ® ... ® B(pr) ® B(pr1) 7 (1, ), (4.16)

donde:

726, ) = ZTm

a=2

y Tgu)(B,p) viene dada por la ecuacién (1.3) con r sitios, indices a; de 2 a
ny pesos [t » (5)] ;= Rm(ﬂ)JB Es decir, T(b)(ﬂ i) es el operador de Yang-
Baxter para un modelo con un estado menos por uni6n que el problema
original e inhomogeneidades jt = (u,,...,p1) (ver figura 4.1).
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Figura 4.1: Representacién grifica de la matriz de transferencia de condi-
ciones periddicas.

* Es interesante notar que las inhomogeneidades estin dadas por los pardmetros-
p; de los vectores del Bethe ansatz (4.13).
A partir de ahora, como en la formula (4.16), los indices correspondientes a

lineas con idénticas mhomogeneldades seran contraldos (ver por ejemplo la
figura 4.1).

La ecuacién (4.16) nos dice que las permutaciones ciclicas pi — pit1
seguidas por la accién de T(z)(p,ﬁ) dejan ¥ invariante. Esta propiedad se
puede generalizar a:

Bp)® .. . Bu) .. ®B(ﬂr)=
B(ux) @ Blpin) ® ... ® Blueon) 72y 7l (417)

donde 7% = +@(u;, ).

Usando lo anterior podemos predecir la forma general del término indeseado
en el que B(#) reemplaza a B(u;) usando las ecuaciones (4.15) y (4.17). El
resultado es:

X

senhysenh{2§ — ) e~ #+ i Kk
senh(20) = 6 Bi)
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Figura 4.2: R
epresentacién grafica de la identidad (4.27). Los indices estan contraidos de
acuerdo a las inhomogeneidades.
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15[ senh(py 4+ p; — v)senh(py — p; — )

O senh(pug + pj)senh(px — pj)
j=

i#k
B(0)® B(pri1)® ... @ B(p,) @ B(11) ® ... € B(ps—y) x (4.18)
72 x>

El tercer término de la derecha de (4.7) produce otro tipo de términos
indeseados. Estos términos estin ausentes en el caso de condiciones de
contorno periddicas [24]. Se encuentra, a partir del tercer término de la
ecuacién (4.7) usando entonces el primer término de la ecuacién (4.8) (r—1)
veces, ¥ el argumento precedente:

senhysenh(20 — v) — ef—tn
senh20 = senh(f + py)

A_(px) x

r

i senh(ug 4 p; + y)senh(pg — p; + )
x
senh(pk + pj)senh{pg — p;)

i=1
1#k
B(®)®B(uk+1)® ... @ B{pu) @ B(1n) ® ... ® B(uk—1) x (4.19)
-. t(z}(pk;ﬂ)r,g?_)l . 'rl(z) 1> X,

donde t(?}(uy; i) es una matriz de transferencia como la de (3.12) pero para
un modelo con n.— 1 estados por unién, indices de 2 a n, pesos dados por
[(£%(6)]ct = R (6)} e inhomogeneidades i = (x—1,. .., 11, fir, - -, Bk 1, k).
Hemos usado en lo anterior que (ver figura 4.3):

Y- RD20):8 KD (6) = 8, - (4.20)
d=2 .

y el anterior argumento de simetria ciclica (4.17). Este término estd ausente
en el caso periddico [24].

Esto completa el analisis de A(6)¥.

Veamos ahora la accién de:
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_j 20 _ 540 .
>K(9) = - >K(9)

ity -__:&ﬂl‘*i AN LS SV A A
= K(u) > K(k)
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Figura'4.3: Uso de la Propiedad de Markov de la matriz Kt para construir
la matriz de transferencia doblada.
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senh(20 —

senh(26 —v) _ n +(2) A .
senh(26 + 7) > K+ @(8)a;Dan(6) (4.21)

a=2
sobre ¥,

Como antes, aparecen téminos deseados e indeseados. Los términos de-
seados se obtiénen usando el primer término de la ecuacién (4.8) al conmutar
los Daq(#) con los B(y;). El resultado es:

SOh(P =) o2 5~ K12 (6)Baal0) ¥ =

término deseado en
- gen T

. a=2
=20 senh(20 — v) 1:[ senh{f + p; + y)senh(6 — p; +7)
se.n.h.@ﬁ#.:/.)?l_sen.h.(ﬂm-l-#:i-)-qﬁnh (8= 45

A_(f) x (4.22)

Bji (). By, (ue) il 1 > 108 iy X

£1...0r

con g = (Pr: coes B4l Bks k-1, - - - 3#1)‘

Hemos usado el primer término a la derecha de (4.8) para construir t{2)(8; )
como en la ecuacién (4.19) (notar el cambio en los pesos de Boltzmann
6 — /2 — 8 con respecto al problema original (4.3)).

Este término sera proporcional a W si los coeficientes X son un au-
tovector de la matriz de transferencia reducida t®)(8; ). Es decir, si se
cumple:

@8, X = AB(@6; X (4.23)

- El término indeseado que proviene del segundo sumando de la ecuacién
(4.8) se obtiene mediante el argumento de simetria usual y despues de usar
la ecuacion (4.20) y el primer término de (4.7) r — 1 veces, el resultado es:

senhysenh(26 — v) & e d— «
senh(26) £ senh(6 + pk)

11[ senh{py + p; — y)senh{py — p; — %)
senh(pi + pj)senh(py — y;)

i=1
i#k
B(6)® B(urs1) ® ... @ B(ir) @ B(1) © ® ... @ B(ux—1) x  (4.24)
A DX s
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Este término también estd ausente en el caso periddico como ocurria en la
ecuacion (4.19).

El dltimo término proveniente de la accién de (4.21) sobre W se obtiene del
primer y tercer término de (4.8) y la identidad (4.20):

senhysenh(26 — v) < e~ -
- senh20 Z « senh(6 — ik A (k)

f[ senh (s + pj + y)senh(pe — i +9)
o senh(px + pj)senh(pg — p)
£k
B(6)® B(prs1)® ... @ B(p:) @ B(p1) ® ... @ B(e-1) x  (4.25)
e, iy P 1> X

con j = (uk—l:- SERY 2 BY 22 FIEN :“k-!—l’pk)'
La suma de los términos deseados se obtiene a partir de las ecuaciones (4.14)
y (4.22):

término deseado en t(6,0)¥ =

[ﬁ senh(f + u; — 7)senh(f — p; — 7)
senh(6 + p;)senh(f — ;)

senh(?B -y) senh(d 4 w; — v/senh(f — w; — 7/2)
senh(?B +7) i H ; senh(6 +w; + y/2)senh(f — w; + v/2)
Sen-h-éa—#;-l-_,—-l-—'ﬁ)sen-h-(-ﬂ—-—ﬂ-,-l-—'y-) .
H AD(6; 5)] ¥

senh(f + g;)senh(8 — p; )

(4.26)

donde también se ha usado (4.11). El término entre paréntesis nos da el
autovalor del problema inicial en términos de A®)(8; i), el autovalor del
problema reducido dado por $(2}(8, i) con n — 1 estados por unidn y pesos
locales [t,(,i)(ﬂ)]cd = R()(g)ke,

Antes de sumar los términos indeseados usaremos la identidad:

(g, By P = P ) (4.27)
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dondeﬂ = (pk-'ll SEREY L FY U FI 'sruk'l‘l:pk) Yﬁ = (.u‘l‘y <oy Bk4L, By BE=1, - - - Hul)'
Esta identidad nos dice como mover ciclicamente las inhomogeneidades en

la cadena abierta. Aunque esta es una rotacién trivial en €l caso periddico,
esto no es asi en el caso abierto. Esta es la primera vez que este tipo de
simetria aparece en modelos exactamente integrables. La prueba para tres
sitios se puede encontrar en la figura 4.1, usa la ecuacién de Yang-Baxter
(1.1), la propiedad (4.20) y la ecuacion (2.3).

Es facil ver que basta con probaf:

1O,y = Dz, ) (4.28)

con i = (p1,ptry. .- 43, H2) ¥ fi = (Br, -, p3, p2, 1), (ver figura 4.1). La
prueba para una longitud arbitraria de la cadena es immediata usando
repetidamente lo que se usa para tres sitios.

Teniendo en cuenta esta propiedad se obtiene, para los términos indeseados,
a partir de (4.18), (4.19), (4.24) y (4.25):

~ senh(6 + pi)senh(f — pi)

Z 1
senh(28 — +)senhy Z
k=1

[ 11[ senh(pg + p; — y)senh{py — p; —v)
senh{p + pj)senh(px — p;)

i=1

itk . —

_ ﬁ senh{pg + p; + v)senh(pr — p; +7) '
senh(ux + pj)senh(pi — p5)

i=1
itk

_ ﬁ senh(uy + w; ~ v/2)senh(py — wi — 7/2)1\(2)
i senh(pg + wi + v/2)senh(py — w; 4+ v/2)

B#)®...®Bum-)r>,... " Px 1>

(o5 1Y)

donde se ha usado (4.23). Estos términos se deben anular para que W sea
un autovector.
Resumiendo, se ha de satisfacer (4.23) y:
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Figura 4.4: P

rueba grafica de la ecuacién (4.27). Se usa lo siguiente: (a) eq. (4.20), (b)
Yang-Baxter, este paso se repite para un nimero arbitrario de sitios, (c)
unitariedad de R, (d) de nuevo Yang-Baxter, este paso se repite para un
nimero arbitrario de sitios, (e) unitariedad de R y eq. (4.20), (f) Yang- ~
Baxter, (g) R(0) = 1.
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. NV
Ay = [
=1

fI senh(py + p; — y)senh(pe — pj ~ 7)

senh(pg + p; + y)senh(ps — 15 + 7)

senh(pe + wi + v/2)senh{px — w; + 7/2)
senh(pp 4+ wi — v/2)senh(py — wi ~ ’}’_/2)

(4.29)
i=1
ik

Se puede ver facilmente que la ecuacién (4.29) asegura la analiticidad del
término deseado (4.26) como funcién de & para 8 = £p;, 1 <j < r '
Por tanto hemos reducido el problema original con una cadena de N sitios, n
estados por unién y pesos locales dados por (4.3) a un problema de r sitios,
n — 1 estados por unién, pesos locales [tos(8)}cs = R(®(8)2¢ e inhomogenei-
dades py ... y,.

Por analogia proponemos el siguiente ansatz para los coeficientes X1 =
Xl]...!,— :

xM = x@ 3(2)(1152)’#(1)) ®..® 3(2)(#9;)-,#(1)) 113 >

con || 1) >=@% | 1 >® || 1 >*) un vector de n — 1 componentes, la
primera de ellas igual a uno y el resto cero, y p,m =p,1<i<r=p.
Este argumento se puede repetir tantas veces como sea necesario hasta que
la dimensién del espacio vertical sea uno. De esta manera se obtiene una
secuencia de Ansatzs de Bethe cada uno de ellos contenido en el anterior.
Es decir aparece una construccién encajada.

Es importante notar que el pardmetro espectral y las raices del ansatz de
Bethe sufren en el curso de la construccién un cambio 8 — 8 4+ v/2 de un
nivel al siguiente, y que las raices de un nivel son las inhomogeneidades del
siguiente. Esto se puede ver mirando el primer término de las reglas de
conmutacion (4.55) del apéndice A. Usando esto se obtiene:

‘t(k+1‘)(g,-ﬁ(k))x(k) — A(kﬂ)(ﬂ,ﬁ(k)))((k),

AN g, pk-1)y = J ] :
_ 31;'[1 senh[f + ,u(k) + (k — 1)y]senh(8 — pgk))

i




66

+senh[29 + (k- 2)7]
S‘Enn\au =+ .::-”

Pt senh(f + u{* "V + (k = 2)ysenh(6 - 51
x
j=1 senh[f + p k=1 | {(k — 1)ylsenh(# — ““” +7)
t senh( 4 u{® 4 koysenh(n — ) 4
=1 fs"s1'!‘1'1'f9‘-1-—1HL'1Ir("*7_l')'J'is‘!ﬂ‘lf('ﬁ_l!j—L
1< k <n-1 ,Pgo} =w;+7/2 LA, pimy =,
(%)

con u,; ' satisfaciendo:

A(""'l)(pf"), ik =

Pt senhu®) 4 pl* ™V 4 (k = 1)yfsenn(u) — 47V 4 4)

o1 senhfu{ 4 87D 4 (k — 2)y)senn(u{ - u{F7Y)
e senhfu{® + " + (k — 2)yJsenh(u{") — uf? — 5)

senh(‘ugk) + #'(.,'k) + kvy)senh(p S ) {k) +7)

x

(4.31)
i=1
i#i

Usando la férmula de recurrencia (4.30) se obtiene para el autovalor de

Ho,o)

@ {0)
A, 40y = H senh(f + u; = - 7)senh(9(0) W) y
' ' j=1 senh(f + p; " )senh(f — p;”’ + )
n

Z | senh(26 — +)senh(26) y
) = senh{26 4 (k — 2)y]senhi28 + (k¥ — 1)7]

Pi=3 genhig ”(k'—l) e —Dalsenh{d (k—l) )
= senh[6+p("c 1)+(k 2)ylsenh(8 — ,u (k= 1))

P senhlf 4 u®) 4 (= 2)dsenh(a = 4®) 1)
=1 senh[6+p(k)+(k—1)7]senh(9 p(k))

X

donde, en el ultimo término, el producto sobre p, se sustituye por 1.
Derivemos ahora las ecuaciones NBA para los parametros ,ut(-k) (1<i<
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P, 1<k<n~1).
Cambiando k por & + 1 en la ecuacién (4.30) y fijando 8 = pgk) se obtiene:

A, f0) =

pﬁl SN I o) BTSN LS AP0 D .2 B
(] 3 T
® + 1§ 4+ ky)senh(u - u{*FY)

. (4.32)
j=1 senh(p;

puesto que el segundo término de la ecuacién (4.30) se anula para este valor
de §. Igualando (4.31) y (4.32):

ﬁ en(u® 4 0O ingenu® B Ly

B _ @

=1 sen(y;" + UJ(,-k) 17)sen(u - i) B
j#i .
Pass gonlu®) L D) | i ineany B (=1 oy
1 , i %
=1 sen[u(k) + u(k 1) z7/2]sen(u(k) (-k_l] —iv/2)

Pitl sen[v(k) + u(kH) + 17/2]sen(vfk) - U$k+l) + 1v/2)

: 4.33)
(k) 4 (.k"'l) - i‘y/?]sen(v}n - V}Hl) ~ i7/2) ( :

1<i<pe , 1<k<n—1,

j=1 senfy
donde hemos realizado el cambio:

i =i (k12 1<k<n-1,1<j<p. (439)

La funcién A®(8, 1)) no ha de ser singular en los puntos ¢ = ,uf (1<
J < pi, 1<k < n-1)puesto que la matriz finito dimensional $(§,&) es una
funcién analitica de,#. Se puede ver que si las anteriores ecuaciones NBA
(4 33) son satlsfechas por los parametros ,u( ) el residuo de AW (g, u(®) en

()yB—‘ (k—l)'yseanula.
Las ecuaciones NBA para el régimen no masivo se obtienen de (4.33) con el

reemplazamiento ¥ — —ivy, v _g ) w(k)
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4.2 Analisis de las ecuaciones NBA

En esta seccidn investigamos la solucién de las ecuaciones NBA asociadas
al ansatz de Bethe covariante grupo cuantico encontrado anteriormente. Fi-
Jjaremos las inhomogeneidades en el primer nivel a cero por simplicidad.
Empezamos relacionando estas ecuaciones con las del caso periddico por
medio del siguiente cambio de variable [22]: '

YO
Mpycpr = —v) (4.35)
1<s<pe 3 1<k<n-1

~Con esta transformacion las ecuaciones NBA se pueden escribir para el
€aso no masivo:

pecenbOM a8 | i) oennia) | o ovsenhiall e
J
E senh()\}k) - A}k) - i7) senh(A( ) 17/2)senh()«( ) 4+ i(r - 7)/2)
29— (k) y(k=1) 2 (k) y(k+1)
Bert senhy /) ’ﬁf‘ se&h&—»\—_ — +i7/2)
jor senh(AF) — A D /9y iy senh(AY — A _ iy/9)
1<k<n-11<1< 2

Estas ecuaciones son como las NBA de condiciones periédicas para una
cadena con 2N sitios con un factor adicional, ver [24]. Ademds las raices
)\_(?-k) han de cumplir:

(1) el niimero total de raices es par, (2px), en cada nivel y estan simétricamente
distribuidas con respecto al origen de acuerdo con la ecuacién (4.35). _
(ii) no hay raices en el origen A(}} = 0 para ningiin nivel debido a que
Bg-k)(ﬂ = —(k — 1}y/2) = 0 (ver la ecuacién (4.6)).

Tomamos logaritmos en la ecuacién (4.36), siendo el resultado:

2Pk 41 .

z ‘I'(,\(k) ,\(’H'l) /2) Z@(A(k) )‘( ) )

i=1 i=1
Rk (kD) *) (%)

+ ) @A = AT /) + BN 1/2) - @(X, (= 7)/2)
i=1
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=2rI® 1<k<n—11<1<py,

donde Il(k)-.son enteros y

; se_nhc v+ 2
(P(Z,‘y) =1 log [El‘?%m——z) .

Estudiaremos el limite termodinamico de (4.36). En este caso se puede
introducir una densidad de raices en cada nivel del ansatz de Bethe:

AN = tim !

i) - i)y
N—»cvo N(kg-l)-l _ ,\g ))

Definimos ahora la funcién de conteo como:

1 2pg41 2px
ZP0) = Z ®(r - A5 9 -3 e(a — AP )
2pi—; . |
+ 3 o0 - A§’F‘”,~,/'2) + &, 7/2) - (0 (r—)/2)|  (4.36)
i=1

1<k<n—1.

Usando que:

NM
k k
I}+)1 I( b= =1+ Z 6.?Jh(k}'

con N( ) el nimero de agujeros en el nivel k, se puede ver que para N — oo:

a2 28 () = zH()

k —
A=
o ( ) dA AJ+1 A
MO NB) &
_ 1 + T .m.(k) U"(,\) + (%) + b ma ’(i ); (4.37)
g1 — AN N N
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donde el término %é)- estd producido por el agujero en A = 0 de todos los
niveles del ansatz de Bethe. Para N grande tenemos:

2px

Zf(»\“") = [ aare

Tomando la derivada de (4.36) con respecto a A y usando la ecuacién
(4.37), se obtienen ecuaciones integrales para ot¥){}). Estudiaremos sélo el
estado fundamental ferromagnético. Es decir, sin agujeros distintos de los
situados en A = (, y sin soluciones complejas. Las ecuaciones toman en ese
caso la siguiente forma:

n-1 oo
*N =Y [ duKim(h~ po™ ()
m=1""®

= 5 0, 712~ = ¥, (1= 2)/2) (4.38)

+ 2 900,/ - < Zj Kim(3),

donde hemos fijado las inhomogeneidades a cero ( w; = 0 — )\EO) = 0). El
niicleo integral Kin,,(A) es de la siguiente manera:

QWKkm()‘) = Q'(A, 7/2)(6’9, m+1 + 6#, m—l) - q)’(’\: 7)6/6111- (439)

Esta ecuacidén integral lineal puede ser resuelta por medio de la resolvente
Romn(A) dada por la solucién de la ecuacidn:

i ]00 Rin(1 = M[bemb(X = p) = Kim (A — p)]dA = 6(7 — p)bim- (4.40)
=17 ">

Es conveniente trabajar con la transformada de Fourier de estas canti-
dades:
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Rmn(A):/ig EX R ()
U’(A): ;: ik nl(k)

La solucién de la ecuacién (4.40) viene dada entonces por [24]:

Rw(h,) senh{a)eenhlyi(n = s Deenht)
senh[:c(ﬂ' — 9)}senh(yzn)senh(yz) '
donde I5 = mam(l, 1) y le = min(l,l'). Obtenemos para’ lal‘dérivada de la

funcién de conteo:

2senh[yk(n —'1)/2]

~1 _
s(k) = senh(ykn/2) (4.41)
1 1 /2senh{kvy/4) cosh[k('rr —v)/4]
+F N ( senh(kw[?) ) Z Rzm

Se puede ver que este resultado se reduce al dado en [22] para el caso
n=2. _ .
Para corﬁputar la.s cantidades con interés fisico solo g(‘”(k) es necesaria.
Usando las ecuaciones (4.37) y (4.41) es facil ver que:

" 2senhfky(n — 1)1/2]

- senh(ky7if2)—

senhfky(n — 1)/4] cosh{kw/4)
N coshi{kyn/&)senh[k{# — 7)/4]"

A (k) (4.42)

Tenemos ahora todas las herramientas para calcular la energia libre en
el régimen no masivo. Esta viene dada por:

- f(8,v;n) =. '—%logA(B)



. 2m
- Z@(;e Ajv/2)
N— oo "’1
) ® dk _,qsenh{k(m ~ ¥)/2] 5V .
- [ —k St Uik) (443)

Notar que hemos hecho 8 — 8 + v/2, esto es, hemos vuelto a los pesos
locales (0, &) x 1.
Usando la expresién para g()(k), (4.42), en (4.43) el resultado final para la
energia libre es:

_ga [T gz senhfz(7 — vy)jsenhfzy(n — 1)]
F(6,7,n) = 4 /D S senh(220) T LT
2 [*®dx o coshiz(m — v}/2lsenhf(n — 1)2v/2]
"N -;-senh(Qa:u; senh(zm/2) cosh(zny/2) (4.44)

El primer término es la conocida energia en el bulto, (ver [24]). El segundo
térrmino es la correccién producida por las condiciones de contorno abiertas
que dan invariancia bajo grupo cudntico.

La energia del estado fundamental para el hamiltoniano SU;(n) invariante
se obtiene usando que:

sen’y

H= ——

50%40,0) + (N — )2 > D

cos Y.
Derivando (4.44) con respecto a & se obtiene para la energia por unidad de
volumen en el estado fundamental:

4 %  genh[z(m — v)]senh{zy(n ~ 1)]

o8y sen'y.[] = senh({zm)senh(zyn)
{n—1) 2seny [> , coshiz{m — 7)/2]senh[(n — })xvy/2)

~ Nn 1 N 7L d senh(z7/2) cosh(zyn/2) '

€0 (7) (4.43)

En el caso especial n = 2, esta formula se reduce al resultado de la
referencia [44]. ' '

La contribucién a la energia de superficie de {4.45) :
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S(+) n—1 @  cosh[z(m — v}/2]senh|(n — 1)zv/2]
e = -

7 n M"""f—k—o senh(z7/2) cosh(zyn/2)
se simplifica en el limite ¥ = 0 (isotrépico). La expresién para la energia de
superficie en este caso es:

- oo —_ - 9
eS(0) = _n-1 42 dxexp[ z/2]senh[(n — 1)z/ ]
. - S — 11 27 ) E—

La integral anterior puedé ser expresada en términos de funciones ele-
mentales [42]:

eS(O) — _ﬂ—]. 2 T

n + _r;{ 2sen(n/n) n2
BE) ok %+ 1
- Y cos ( r\ log [2 — 2cos ( ﬂ)] }, (4.46)
v G Y | (- _

donde E(z) es la parte entera de z.

Consideremos ahora el caso antiferromagnético masivo. En este caso las
ecuaciones NBA se resuelven desarrollando en serie de Fourier, dado que las
raices del ansatz de Bethe estdn en el intervalo (—#/2,+4r/2). Escribimos
la densidad de raices del siguiente modo: '

o0 e2im/\
d= Y S dm),

m=-00

donde ¢'(}) cumple un sistema de ecuaciones integrales analogo a (4.38):

k ot m
o () —"gl/;m dpKim(A — p)o™(u)
= ¥ (0,7/2) + O, (7 4 7)/2) (4.47)

5}:1 , 1 n=-1 ; :
+—@ ()"7/2) Y Z I\km(A))
T N oy
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en este caso,

sen(iy + z)
sen{iy— 2)
y el nicleo integral Ky, (A) viene dado por la ecuacidn (4.39). Se encuentra
como solucién a la ecuacién (4.47):

‘ ®(z,y) =1 log [ (4.48)

4senh[ym(n — )]

&' (m
(m) senh{ymn) (449)
labelsotr (4.50)
n—1
T (2+ {11+ (=)™ exp(=lmy) = 1} 3 fm(m)) ,
k=1

con Ryi(m) la resolvente de la ecuacién (4.47) en el espacio de Fourier, ver
[24]. Usando entonces la ecuacién (4.37) se obtiene:

dsenh[ym(n — 1)} = hm
senh(ymn) N’

5 (m) (451)

con

= (=U™senh[(n — 1)ym/2] + exp[=(n = 1)y|m|/2]senh(ym)

m cosh[ymn/2]senh(ym/2)

Se encuentra usando p'(m) y ®(z,7) dadas por las ecuaciones (4.48) y

(4.51):

_ 1 = e~ ™senh[ym(n — 1)]senh[2m#]
f(6,7,n) = 40 (1 - n) + 4mz=:1 msenh{ymn)

~™Yhmsenh{2mé)]

P
taaa

. (4.52)

+-;7 [(n+1)9+ f: :

m=1

Los dos primeros términos corresponden a la energia del interior de la ca-

dena, ya conocida {ver [24]). El segundo término es la correccién producida
¥

por las condiciones de contorno abiertas que dan invariacia grupo cuantica.
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4.3 Apéndice A: relaciones de conmutacién.

Comenzamos escribiendo explicitamente los indices en la ecuacién (1.25) (de
ahora en adelante se sobreentiende el sumatorio sobre indices repetidos}):

M = R(8 — 028 Ueg(O)R(6 + 0" Une(9') =
N2 = Uael8') R(8 +0')5 Ui () R(O - 6)2

Como queremos obtener las relaciones de conmutacion entre A(f) =
U1(0), Dea(6) = Usa(8) ¥y B.(6) = Uic(f) (b,c,d > 2 ) , usaremos las
igualdades M}l = N]! y M = N1t Esto da: :

senh(# + &’)senh(8 — &' + v)
senh(f — 6')senh(6 + &' + 7)
e~ (0=8)genh(8 + 6')senhy
"~ senh(# — 8)senh(6 + 6 + )
el?+8)genhy
_senh(B +0+9)

A(') B.(#) =

B.(6)A(¢")

B.(6) A(6)

By (6")YDyc(8), (4.53)

¥
senh(8 + 6’ + v)senh(6 — &' + v)
senh(@ + &)senh(8 — ¢’)
{R(6 +6')h RO (6 0)1% Be(0') Dyi(6)
e~ =% genhy
senh(f — 6’ + )

—(9+8senh ‘
e~ senhy o) 0 grvib a6 Bi(0
+senh(9 + 6+ 7)IR ( )ea A(8) Bi(8)

e (68"

Dya(8) B.(6') =

R84 0} B,(8) Dic(9)

_ }senhy
senh(6 — ' + )

A(6) B.(O') , 65,;1} (4.54)

donde R(z)(ﬂ)g es la matriz R original pero con indices 2 < ¢,j,k,1 < n.
Queremos tener todos los operadores B a la izquierda de los A en la parte
derecha de la ecuacién (4.54). Para esto se sustituye la ecuacién (4.53) en
los dos dltimos términos de la ecuacién (4.54). Se obtiene despues de esto
una expresién que omitimos por su longitud.
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Para simplificar los cdlculos del ansatz de Bethe buscaremos un cambio
lineal de operadores de modo que no quede ningin término proporcional a
B,(8')A(0) en las relaciones de conmutacién de los operadores D y B. El
cambio lineal mas general es de la forma:

Dya(8) = o3(8)Dra(0) + Bra(8)A(6).
con ajj(?) una matriz invertible. Metiendo esto en la ecuacién (4.54) e
imponiendo la cancelacién de términos de la forma B,(#').4(8) se obtiene:

ajq(6) = a(f)8;6
Bra(0) B(6)bsa
B(6)/a(f) = —e *’senhy/senh(20 + 7).

Definimos por tanto los operadores:

- 1 :
Dea(f) = ——oolesenh(20 + 7)Doa(6) — senhy bra A(6)]
- h(28 4

B.(6) = %&(9),

Después de algo de trabajo se llega a:

senh(f + 6')senh(@ — 8' — )

AO B = =) 5.(#) A(6)
e?=% senhvysenh?20 .
(6 ¢’
+Senh(29 + ‘y)senh(e _ e;) B ( )A( )
#—9
e’ " senhysenh26 Bg ) ﬁg,_.(e')

" senh(20 + y)senh(6 + 6’ + 7)
Y,

Dya(6) Bo(6") =

senh(# + &' + 2v)senh(6 — &' + ) "
sen Yysenn(d —
RA(6+6"+ )5 R® (6 —0') Be(8') Dyi(6)
senhve?~¢ senh(26 + 2v)
" senh(f ~ 6')senh(26 + )
senhye®~¥senh(26 + 27)
senh(@ + ' + ¥)senh(28 + v)

(4.55)

R)(26 + v){y By(6) Dic(8)

R (20 + )2 B, (6) A(#)
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Tras la transformacién 8§ — 6 — v/2, 6/ — 8 — /2, se obtlenen las ecua-
ciones (4.7) y (4.8). - :
Serd también necesario derivar las relaciones de conmutacién entre los ope-
radores B. Esto se obtiene usando la igualdad MM = N con (c,d > 2).
El resultado es:

B4(8) B.(8') = B,(6") Bu(9) R (6 — 8" (4.56)

4.4 Apéndice B : cdlculo de A_(8) para SU(n)

Trabajaremos con una cadena de longitud N (recordar el cambio § — 8 —+/2
para el primer nivel). Se ve facilmente que:

TII(B) ” 1> = ” I>

senh(f + w; — v/2)
T;(0) 11> = Jﬂsenh(“wﬁ?/?) 11 >:=6;6_(8)||1> i,5>2
Tia@®) 1> # 0 (4.57)
Tu@) 1> = 0, ‘ ~
e 1> = ‘1|1>
- N senh(f — w; — 7/2) - .
Ti(8)|1> # 0 (4.58)
Th(@)||1> = 0.

Evaluamos ahora la accion de Upq sobre el estado de referencia.

AB 1> = Tu@)Ta@)li1>=]1>,

Ua(8)||1> = Ta(®)Tn(®)||1>= 0,
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donde hemos usado las ecuaciones (4.57) y (4.58). Los otros elementos no
son tan faciles de evaluar. Es necesario hacer uso de la siguiente identidad
que se puede obtener de un célculo directo:

T1a(6) | 1 >= —e"6_(O)T1a(—8 — 1) |1 > .

Es necesario usar también la ecuacién (1.4) para obtener:

Ta(@)Tw(-6-7v) = Tu(~8-v)Ta(f) (4-55).

e~ ¥genhy
o T11(=0 = )T (8) — Tua (6)T(—=6 - 7).

Ademas: -

Uan(0) || 1 >= Ta(0)T1(8) || 1 > .

Se pueden distinguir entonces dos casos: d # b and d = b:

()d#b

Un@) 1> = Tn(0)Tw(®) 1>
< Tp(@)Tw(-0-7)1>=0.

Esto se obtiene aplicando los dos lados de (4.59) al estado de referencia y
usando (4.57).

(i) d=b
Va@® 11> = Tu(®)Tu@) 1> +6-(0)5-@) 11>
= se::;?g[senh{?.ﬁ —9)6-(8)6_(8) + e~ ¥senhy] || 1 >

donde hemos usado (4.59) y que é_(8)6(—8 —9) = 1.
En conclusién tenemos:



donde:

A_(8)

AB) 1> = |1>
Un(®)||1> = 0

Dar(0) 11> = A_(8)a |l 1>
Ba®) 1> # 0,

e®5_(8) 6_(0)
(20 [] ZEabt e/ 2psenhtb—wr— 7/2)

senh(f + w; + 7/2)senh(8 — w; + 7/2)

=1
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Capitulo 5

Solucion de cadenas abiertas
con condiciones de contorno
diagonales.

En este capitulo vamos a resolver los modelos asociados a las soluciones dia-
gonales obtenidas en el capitulo segundo para los modelos 4,_; y el modelo
t-J. Como vimos en el capitulo tercero estas soluciones proporcionan, en
ciertos limites de los parametros arbitrarios £+, las condiciones que dotan
a la cadena asociada de la invariancia grupo cuéntico. En el capitulo ante-
rior hemos encontrado la solucién al problema de autovalores para la cadena
abierta SU,(n) invariante. Los resultados obtenidos en este capitulo llevaran
a los del caso grupo cuantico en el limite correspondiente. También vamos
a obtener las correcciones 1/N para las cadenas A,_; abiertas. Esta es la
primera vez que se generaliza la construccién NBA para cadenas abiertas no
invariantes grupo cuéntico. Los resultados han sido obtenidos en [40, 28}.

Veremos como, para ciertos regimenes, y en algunos casos los autovalo-
res obtenidos son imaginarios. Este es un hecho nuevo, que aparece como
consecuencia de la existencia de varias familias de soluciones de las ecua-
ciones de reflexién, y es por tanto una caracteristica de modelos de mas de
dos estados por unién. Se da en los casos en que la matriz de transferencia
se construye con matrices K* y K~ que no estan relacionadas mediante el
automorfismo (1.31).

80
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5.1 Cadenas abiertas tipo A,_;.

Comentaremos en esta seccién de manera resumida la obtencién de autova-
lores autovectores y ecuaciones NBA pai‘a el caso de cadenas 4,_; abiertas
con condiciones de contorno independientes. Remitimos al lector al capitulo
precedente para los detalles de la solucién (trabajaremos con un cambio en el
parametro espectral con respecto al capitulo anterior dado por 8§ — 0+7/2).

5.1.1 Ansatz de Bethe.

Las soluciones diagonales de las ecuaciones de reflexion fueron encontradas
en el segundo capitulo. Tomaremos la siguiente normalizacién para estas
matrices:

senh({_ — ) o0

FKI(0) = — I<agt,
h(¢-

K7 (6) = —-——“"mfh; 0) -0 I_+1<a<n,
(n-20+1)7 senh(£, + 6)

4 gt gy = senh(20 + v) e senh({, +08) _4 <l

Ka(6) senh(20 + nv) senhf § lsash,
(n—2a+1)y —_h_
it o)< R I b ) g
. senh(26 + ny) senh{,

Ver que el caso invariante grupo cuantico se obtiene en el limite {3 — oo.
Usando esta solucién se puede construir para un algebra de tipo A,._; un
conjunto de (n — 1)? matrices de transferencia distintas, dependientes de
dos pardmetros ,a'rbit.rarios, tomando una matriz '+ Kt y otra matriz '~ K.
Llamaremos a las matrices de transferencia construidas de esta manera
+1-4(6,&), donde & = (wpy, ...,w;) son las inhomogeneidades de nivel cero
de nuestra cadena de longitud pg.

La manera de diagonalizar estas matrices de transferencia es parecida a la
del caso invariante grupo cuantico pero con nuevos ingredientes. Primero
necesitamos conocer la accion de los operadores de la matriz de monodromia
doblada sobre el estado de referencia. La manera de computar esta accién
es similar a la del caso invariante grupo cuantico, pero ahora usamos la ex-
presién (5.1) (en el caso grupo cudntico K~ (8) = 1). Tenemos en el nivel
(k) de la construccién del ansatz de Bethe encajado:

(5.1)
(5.2)

a<n.
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AR+ (k-1)y/2) |1 >=-KP 6+ (k= 17/2) |11 >,
U0+ (k= 1)7/2) |1 >= 0,

PO+ (k—1)7/2) | 1 >= AP0+ (k- 1)7/2)6a |1 1 >,

BP®) 11> # 0,

-1 genhfd + ,u(k_l) 4+ (k — 1)v]senh(6 — ,u(k l))
j=1 senh[f + pgk Y+ kylsenh(f — ,u(k oy 7)
KO + kv /2), (5.3)
I_K(k+1)(g+ kv/2) = PRLATERY
senh[(£_ 4+ kv/2) — 8 — kvy/?] e

senhf_

K1 (G 4 ky[2) = e~F1/2 x
senh[(£. + ky/2) + 6 + kv/2) e—0-kv/2
senhé_

A(k)(g) — 629+k'¥

k+1<d<i,

I_+1<d<n, (5.4)

sin sumar en los indices repetidos y siendo || 1 > el estado de referencia del
nivel correspondiente. Se ve ficilmente que la matriz ’-K(k"'l}(ﬂ + kv/2)
cumple la ecuacién de reflexién para un problema con pesos locales dados
por R+11(8 4 kv/2) con indices de k + 1 a n. También "+ K*(#) cumple:

. 14 prabggy el i L ST
PRIE= senh(29 + k7)

LW (o4 (k—1)y/2), 1<k<n k<d<iy

14 gr(k) E— _ (k-—l)'r/2senh 20+ k lin—k+1)~2(d=k+1)+1]y
Kg" (6 +( /2 =e senh(260 + nvy)

senh||£* — !k - 1!112! :h 6 ;i; ]k —_ 1!'_’“2] e_g_(k_l)..y‘/g

senhf

, k<d <y,

i ®)(g g (b 1)y /9y = k=12 senh(20 4 k) [(n-k41)-2d-k4 1)1y o
senh(2¢ + nvy)

senh{(fy — (k—1)v/2) - 68— (n—k + 1)y ~ (k — 1}7/2] (O (kA 1yt (k=1)7/2

senhfy
1+ +1 < d S n.

(5.5)
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La matriz + K(*)(8 4 (k — 1)¥/2) cumple la ecuacién de reflexién para un
problema de pesos R¥)(8 + (k — 1)¥/2) con indices de & a n. En la ecuacién
anterior se han mantenido algunos factores sin importancia para que esta
propiedad quede mas clara.

Usando (5.2), la matriz de transferencia se puede escribir del modo siguiente:

‘+’-t(9,u~)) = iKI(G)U&(a.Q)

d=1
senh[fy +6 —(n — L }y] _oi(n-tyyy
= - " 8
senh&4 ¢ A®)
senh28 —20—~ = Iy 2-(2) -
senh(26 + 27" dz::z K20 +2/2) Daa(0).

Queremos ahora evaluar la accién de la matriz de transferencia sobre la
funcién de ondas del ansatz de Bethe del primer nivel:

W= S X ). By ) 1>
2<i;<n

=B e... 0 BEd)X 1> . (5.6)
Esto se puede hacer como en el capitulo anterior usando las reglas de con-

mutacién entre los operadores de la matriz de transferencia doblada, estas
son las mismas que en el caso invariante grupo cuantico. El resultado es:

Hl-1(0,0)¥ =

senh{f; + 8 — (n — 1, )vlsenh{{_ — 6) (A= l4)Y o
senhésenhé_

P! genh(d + ugl))senh(ﬂ - pf,-l) —7)

- jei senh(8 + 'Y 4 y)senh(d — 4V

+ senh(20) B senh(@ + w;)senh(# — w;) g
senhr(20-+27) bl senh (f=+wr=T)serh(f—wi~+ 7)

7 senh(8 + ) + 29)senn(d — p¥ + 9)

=i senh(8+ 4" + 7)senh(6 — u}")
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- 1 > - TIRS} 1.
Bi(u) . By, (uD) |1 > M-t g, g Imn i

t1...dpy
+ términos no deseados.

Por tanto hemos llegado a un problema reducido para la matriz de transfe-
rencia ‘+'-t(2)(9;p(1)) con pesos R¥(8 + v/2), matrices de reflexién dadas
por 4+ K(z)(9+7/2), - K(2)(84+/2) e inhomogeneidades dadas por el ansatz
de Bethe del primer nivel. El problema de autovalores reducido es:

Wi-4@)(g; ZW)X = M- AD(9; i) X

Usando que try R{?(B +7/2) 1+ ng)(ﬂ + 7/2) es una matriz diagonal es
posible ver que los términos indeseados se cancelan si:

L= A@) (0, iy = senh[éy + p{) — (n — 1y )y)senh(é_ — pi)) ln=ts )y
senhf, senhf_

Py senh(p!) 4 u)senn(p? — u{V - 4)

ik senh(u{) + (Y 4+ 29)senh(u{) — ulV + )

70 senh(u{!) + wi + y)senh(ul") — wi +7)

=1 senh(pil) + w.—)senh(,us) —wj)

i 1<k<p1

Las propiedades analiticas de los autovalores pueden ser usadas para
obtener estas ecuaciones de manera rapida. Se puede seguir esta estrate-
gia nivel a nivel usando las ecuaciones (5.4,5.5). Cuando el nivel k del
ansatz de Bethe es min(l;,{_) podemos extraer un factor comin del pro-
blema reducido de nivel min(i;,I_) + 1. Lo mismo pasa cuando el nivel es
maz(l4+,1-). En este caso el problema reducido tiene las matrices K% del
caso invariante grupo cuantico. Los factores mencionados son:

senh(_ +6+1_v) .
senhf_
senh({y — 8 —ny) 4, 7 '
Y= k=1
senh£+ € .ﬂ+: +:
senh(§; — 8 — ny)senh(§. + 9 +1%)
senhfy senhf_

= fi, k=1

e = f k= Iy =1 =1,
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.donde k es el nivel del ansatz de Bethe. La relacion de recurrencia para
los autovalores se puede obtener de las formulas anteriores. La expresidn
general es:

Li-I—A(k)(B "'(k—l)) —
(k)
RO se-n-h{ﬂ-}-—y—i—(h———l—)qu]-se-n-h-(-ﬂ-—-y—- 7)
( )_;l'-—-'[ senh(f + p(k) + kvy)senh(8 — ,u(—k))
3 E

senh[20 + (k — 1)7]
+50(0) senh[26 + (k + 1}v]

Pk-1 :
I == (& Dyjeenhtd—¢ "9 (5.7)

senh(d + ,u(k 1) 4y Jsenh(d — pt*— 1 F 7)

i=1
Pr senhld 4 (R (i: L 1)v]senh(A — (k) +)

H A+ (g, AN,
i=1 senh(8 + p; k) 4 k)senh(8 — p(k))

1<k<sn—1, p%=w;, AE D)=,

Las funciones a(*)(8),5(*)(8) vienen dadas por:

a®@)=qa, O =1, 1<k <min(ly, 1) -1,

d' @) =a, BO) = fip, k=min(ly,l):= L,

a®@) =g, @) =1, Ic+1<k <maz(ly,l_)—1:=15 1,
a>) ) = g,, V@) =f,, k=15,

M @) =M@y =1, Is+1<k<n—1, (58)
enelcasoly =1I_ =1 fi, = fic = i y 9, = a. En las anteriores
expresiones:

__senh[fy 40— (n— Iy )y]senh({- — 6) gla=lia

senhf;senhé_
_senhffy + 60— (n—1,})7] g+t )y
iy = senhf ., ’
hi(§_ —8)
qi_ = -2 . (5.9)

senhf_
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~Podemos ahora usar la férmula de recurrencia (5.7), ¥ con la ayuda de
las ecuaciones (5.8,5.9) encontrar la expresién del autovalor de +/~¢(8,&).
El resultado es:

Po
ie g 51 senh{f+wrisent(t—or)
@) 1;[1 senh(f + wj + 7)senh(f ~ w; + 7) "

- (k) senh(20)senh(26 + )
E ? (a)se“h[% + (k — 1)7ylsenh[28 + k7]

Pr=t senh(d + pi " + kyJsenh(6 — pi* 4 )
j=1 senh[f + #Jk Y- 1)y]senh(d — pgk 1))

(k) (¥)
P osenh(f b p ok (b= Dylsenh(f = p 0 =

jo1 senh[f+ ! 4 kylsenh (6 — pg"})

(k—1)

, (5.10)

donde el producto sobre p, es igual a uno y ,u( % = wj. El valor de gx(f)
viene dado por:

sM(8) = q, <kl
¥ B) = fieg,, lc+1<k<Is,
9(k)(g) =fi,fii, L+1<k<n. (5.11)

La expresién para el autovalor {5.10,5.11) da el resultado invariante
grupo cudntico en el limite {4 — oo, ver el capitulo anterior. Para el
caso SU(2) estas férmulas se reducen a las del articulo [75]. Se puede ver
que los casos “mezcla”; aquellos en los que I, # I, dan autovalores ima-
ginarios en el régimen trigonométrico. Para los casos con iy = {_ =1 los
autovalores son esencialmente reales, pudiéndonos deshacer del factor ex-
ponencial imaginario global mediante una redefinicién de las matrices de
reflexion K+ — e~*"~D7 K+ [40]. Este factor se ha mantenido para poderlo
comparar mejor con el caso invariante grupo cuantico. '

Las ecuaciones de Bethe que deben ser satisfechas por las raices ,u( )

(k) = 3 . . 7
AR (4 ") 7 ; 3
:H# T ST Cpa
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Ph41 (k) {H‘l) + kﬂsenh(u(k) (k+1)

senh(u; - 7)

j=i senh(uf®) + p,"“’ (€ + 1)yJsenh(a® — D)

Pe—1 (k) (" 1} (k k— )
H lE (k) (k 1) L } ]E (k) (k 1) )

1<k<n—-1, IS‘SPk- (5.12)

En la expresién anterior las funciones h(%)(8) vienen dadas por:

{{-)
AL, WD) o ST o,

senh(é- + p{ ™) + L_7)

(!
h(l+)(p£’+)) = —rlh-[f-'ﬁl'—u-‘L LB—LF)J-] ‘ —l+‘r
senh(£, — ui) — ny)
e=to=1 BOGD) = A INat) i),
k£ 0, 8@ = 1

De las anteriores expresiones vemos que los autovalores de la matriz de
transferencia en el régimen trigonométrico son reales cuando I} =1_ =1,y
en otro caso imaginarias.

5.1.2 Correccién de frontera a primer orden

Vamos a obtener la solucién de las anteriores ecuaciones NBA para el estado
fundamental en el limite termodindmico y para el régimen no masivo. Como
hicimos en el capitulo anterior relacionamos estas ecuaciones con las del caso
periédico mediante el siguiente cambio de variables:

k k
ARy = (k)
k
)‘gpk—a+l = '_V.s )
1555Pk ] lsksn-ls
donde u( Y = z,ugk) 1ky/2. Para pasar al régimen no masivo hacemos

también los cambios £+ — —ify, v — —i7, y u( ) (k). Entonces,
siguiendo la técnica standard [24], se introduce una den51dad de raices en
cada nivel del ansatz de Bethe (a partir de ahora py = N):

——P‘tb’
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0N = fim —— L
(/\ )= I\}I—I'noo N(..\(:)_] /\U))
3 ]

Como ya se explicé en el capitulo precedente aparece un agujeroen A =
para el estado fundamental, por tanto:

(3 = pI0) + 60)

es una funcién continua y regular. En el limite N — oo las ecuaciones (5.12)
pasan a ser un sistema de ecuaciones integrales para las densidades o!()).

o (X) - ij jm dpKim (A = p)o™ (p)
m=1" "% )

= QL @' (X, v/2) ~ LN (A, (7~ 7)/2)
n—1
6k1 (I)’(). /2) _ l Z Kim (M) + L Xk(’\) (513)
m-—l

xk(A) = —ilog A*)(2)
Con,
Xi(3) = 2004 O &+ 21, 30, () = =202 - @A, &4 —9(n — 1))

xxt =0 cuando k # Iy, L.
Cuando 14 =1_ =1, xi(A) = xi_(X) + x5, (X)

Como vimos, en este régimen:

B(z,7) = i lo senh(iy + z)
_E'LIT(_)'sen Y=z ’

Cuando xi(A) = 0 reobtenemos el caso SUy(n) invariante. La densidad
de raices reales resulta ser la del caso invariante grupo cuantico, a"(/\) mis
el término:
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© dk |
sa'(2) = f S 85'(k)
-0

1
senhk%

sol(k) = Tif— {senhk(g ~n-)Ry_(k) - Seﬂhk(g - ’7+)RH+ (k)]

+%6(k) [Bu_(0) - R, (0)]

Se puede ver que este término se anula en el caso invariante grupo cuantico.
El micleo resolvente Ry(k) es el mismo del capitulo anterior y

Y, !
’7—=f-+§l- ; f)+=€+‘7(”“?+)

Veamos cual es €l cambio en la energia libre en el caso Iy = I_ = 1. En los
otros casos se obtienen contribuciones imaginarias debido a que los autova-
lores no son reales. Realizamos también una redefinicién de la matriz K+
como mencionamos antes. El cambio en la energia libre con respecto al caso
invariante SU{n}, viene dada por: i

4 [ dk senhkd
67(6) = F]o & senh('ynk/?)senh(mﬁ:/?)sen
senhk(ny — n-)/2cosh k(7 — ny — 7-)/2
1 senffy + 0 — (n—11)7] 1 sen({_ — @)
N Iog{ senf; } N log { sené_

Este término nos da la energia superficial inducida por las condiciones de
contorno abiertas como una funcién de £, £_ y l. La derivada de §f(8) en

h%y(n - 1) x

} (5.14)

= 0 multiplicada por —@1 nos da el cambio en la energia de superficie
para la cadena asociada.

5.2 Modelo t-J abierto.

El modelo t-J ha suscitado bastante interés en relacién con la supercon-’
ductividad de alta temperatura. Este modelo se abtiene del de Hubbard
como hamiltoniano efectivo para los estados de baja energia en el limite
de fuerte correlacién. En este limite la doble ocupacién de fermiones esti
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prohibida con lo cual sdlo se tienen tres estados posibles en cada punto de
la cadena. Para una relacion determinada entre las constantes de acoplo
el modelo es supersimétrico. En una dimensién el modelo es exactamente
resoluble mediante el ansatz de Bethe {73, 77]. Recientemente el método del
escatering inverso cudntico ha sido usado para resolver este modelo {31], y la
completitud de los estados de Bethe probada [35]. También se ha propuesto
y resuelto un modelo t-J invariante spl;(2, 1) mediante una generalizacién
del ansatz de Bethe encajado [36].

Como comentamos en el capitulo primero, es interesante encontrar la
clase mds general de condiciones de contorno posibles para este tipo de mo-
delos pues podrian dar cuenta del efecto de impurezas y campos magnéticos
situados en las fronteras de la cadena. En el segundo capitulo se encontraron
s6lo las soluciones diagonales de las ecuaciones de reflexién correspondien-
tes. En este caso estas parecen ser las lnicas interesantes pues otro tipo
de condiciones mas generales podrian llevar a estados de baja energia tipo
“domain wall” que para este modelo no son deseables [54, 25, 26).

Las condiciones de contorno que vamos a tratar sobreviven el limite de
anisotropia cero, lo que no ocurre para los términos que dan invariancia
grupo cuantica. .

5.2.1 Notacién.

En esta seccién comentamos someramente la construccion de la matriz de
transferencia para fijar la notacidn.

Trabajaremos con la matriz S (S(0) = P) dada por (2.49). La matriz de
monodromia es la estandard, y ‘viene dada por:

5 {d d bad bad bz d
Ty (v) = St (S22 (1) (0 Sy ()
donde los indices entre paréntesis actian en el espacio cuantico C3eC3..C8
y a, b en el espacio horizontal auxiliar C* del modo usual. .
El operador T~!(v), inverso de T'(v) tanto en el espacio horizontal como
cuantico, viene dado por:

bae2 baca

T (v) = 528 (v)882 (0) S (v)... 3522, (v),

donde:
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St (-v)

by
Sea(v) = sen(y + v)sen(y — v)’

“wrn

Los elementos de S se denotardn con una tilde
Definimos entonces la matriz de monodromia doblada {7/, de la manera usual
(1.23). Este operador se puede ver como una matriz 3 x 3 de operadores
actuando en el espacio cuantico:

A B B _
U= Cz ?22 ?23 . (515)
C3 D3z Daj '

La matriz de operadores [ satisface la ecuacién de reflexidn (1.25). La
matriz de transferencia de condiciones abiertas se construye usando (1.26).

5.2.2 Ansatz de Bethe.

Queremos’ diagonalizar la matriz de transferencia anterior y con ello los
hamiitonianos (2.73). Tenemos que resolver pues el problema de autovalores:

1Py = AW, (5.16)

donde t*°(v) denctarin las matrices de transferencia construidas con la fa-
milia o de soluciones para Kt y la familia 8 para K—, o, = 4 6 B.
Como ansatz de Bethe para los autovectores de la matriz de transferencia
tomaremos’ combinaciones lineales de los operadores B, actuando sobre un
estado fundamental ferromagnético. Despues seguiremos el procedimiento
usual. SSlo hay que notar que las matrices de reflexion llevan a matrices de
reflexion del problema reducido, como acabamos de ver para el caso de las
cadenas abiertas A,_;. Veremos que esto es lo que ocurre, pero en este caso
a diferencia del anterior las matrices K1 llevan a matrices K~ del problema
reducido y viceversa.,

Para hallar las relaciones de conmutacion de los operadores U, se usa la
relacién (1.25) que es la misma cualquiera que sea la matriz A~ si cumple las
ecuaciones de reflexién. Como en el caso de las cadenas A,,..1, es conveniente
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hacer un cambio de operadores para hacer que los términos no deseados sean
mas faciles de tratar. En este caso el cambio conveniente es [36]:

(?v+7)
X Sy 2
x(v) = qfl(zv)gilu.f_ﬂ
’.

donde las fuciones a(v), b(v),... son los elementos de la matriz § dados
en el segundo capitulo. Es interesante notar que en este caso el cambio-de
variables que lleva a las reglas de conmutacidn sencillas no es diagonal como
en el caso de A,_1 sino dado por la propia matriz §. Usando este cambio
se obtienen las siguientes reglas de conmutacién [36]:

C+ (21

‘ﬁab(v)

de(v) + bap == A( ), (517)

A(v)Bo(v)) = :((:, = :)):E: i Z;Ba(v’).A(v)

e (v — v} (2v))

- S B A)
e 4 23”;*7) bt), (5.16)
Dig(v)Ba(v)) = g:,fv_-;f)’) S_;(fj( %ﬂﬂc(l’ )Dge(v)
+ 1 c+(v+U’)b(Qv!)éabBb(v)A(v')

x{v) a(v +v')a(2v')

x(v') ex (v = v') S (20 +7)

- - (5.19)
x(v) b(v =) 5(2¢' +7)

donde los indices en las anteriores ecuaciones toman solo los valores 2 y 3.

Usando el cambio (5.17) y la definicién de la matriz de transferencia, ésta

se puede escribir del siguiente modo:

AP = ser?{_,, (sen(£+ -—v - 7)6"’.4(!1) + x(v) A a(l)cd(v)‘Ddc(v))

89 = se,; (sen(€y — v)e™A(v) + x(v)sen(s +v +7)e ™ K1), o(v)Pac(v)) ,

conf=A By
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K;(l)(v) _ ( qe sen(fti -0 ) B 0 ) ,

e~ "sen(£4 + v)
- 1 0
Kppy(v) = (o 1)'

el origen de esta notacién se vera més tarde.
Es ficil encontrar un autoestado de estas matrices de transferencia, el vacio
del primer nivel, dado por:

L 1
(I>=® 0
f=1 0

Este estado ferromagnético es, como varmos a ver, un autovector de A{v)
¥ Daa(v).
Es facil ver de la definicién de .A(v) que:

A(v)® = a’(v)at(-v) K7 (v)®.

Para el caso de D,.(v) es necesario usar que Tal( )@ = T3H(-v)® =
cuando a # b, a,b > 2 y conmutar Toi ()T (—v) usando la relacién de
Yang-Baxter para las matrices de monodromia T y T-1. El resultado es:

Do (V) = (K;(U) -*(15--))1{1 (v )) bL(v)bL( v)® + —"'E(Tv))A(v)@.

Despues de usar la férmula (5.17) se obtiene:

Bue = “oxi, o,

Dea(v)®

r(v)®sen(f_ — v — 7)e™ B(l)cd(”)

para las familias A y B de matrices K~ respectivamente, donde:
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K3

1 0
KE(I)(U) = (0 -1 ).,

qe“"sen(&'_ +v-—9) 0
0o —g%esen(é. — v — 2v) !

_ b%(2v + 7) e+(2) 1 Lot _U.
)= ot et ot =L LR,

la notacion se aclarara mas tarde.
También se ve ficilmente que Cy(v)® = 0 y que By(v)® no es proporcional
a & y diferente de cero (b = 2,3). Por tanto podemos usar combinaciones
lineales de estos operadores para crear excitaciones. Usaremos pues para el
ansatz de Bethe del primer nivel:

¥ = By, (01)B; (v2) .. Biy (on) @)
con subindices de 2 a 3. Los coeficientes \I'g)) seran determinados por el
ansatz de Bethe del segundo nivel (estos son los coeficientes X de las cadenas
An-1). :
Conmutando este vector con los operadores de la matriz de transferencia y
usando las reglas (5.18,5.19) se obtiene:

18 (v) W

N  — )b(v; + v -
b H A L4l :((v‘ )b%v- i v; L(v)at(~v)¥
1 1

= vy — v)a

4

o B2VB(20 +7) [es(20) N\ T ( 1
A a(2v)w(2v + ) \ a(2v) 1) H

=1

b(v — vi)b(—v — v; — )

E

bE(v)B (—v) x Bj,(v1)Bj, (v2) - - Bipe (v8)® 85 (v + 772, {vi + /2N )

+ términos no deseados.

con:

(5.20) -
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1

D) = TAP(0) = e msen(Ey — v = T)sen(é- + v)
rf4(v) = PBB(v)=msen(e+—v)sen(e_+v),
AMAO) =

MB) = sen(fe — v 26,

APA(v) = ;én{;e—nf_sen(f++v+v)e“”,

BB = sen(fs + v )sen(ée —v =)

Los términos deseados se obtienen tras usar el primer término de las re-
glas de conmutacién (5.18,5.19). Los términos indeseados vienen del segundo
¥y tercer término de las reglas de conmutacién, para ver detalladamente como
tratar estos términos ver el capitulo anterior. No hay sumacién sobre los
indices a, 3. El operador t?lﬁ)(v + /2, {vi+~/2}) es la matriz de transferen-
cia del segundo nivel formado por la familia o de matrices K+ y 3 de K~.
Con K ('*i) y K (1) 58 denotan las matrices de reflexién correspondientes para
este problema reducido, esto explica la notacion. La matriz de transferencia
del segundo nivel viene dada por:

3
£ 04 12, (o 712 = B KWl + 972 s +9/2))

c=
donde los operadores del segundo nivel U,)(v, {v;}) se construyen a partir
de los pesos dados en (5.19) y la matriz Ky
Por tanto a partir de la ecuacién (5.20) hemos llegado a un nuevo pro-
blema de autovalores con sdlo dos estados por unién correspondiente a la
superdlgebra sl (1, 1): .

78 (0 + 772, i + 1/2)¥q) = A (). (5.21)

Se puede ver que los términos indeseados en (5.20) se anulan si:
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ref N a(u" - Uk)b(vi + Uk) L 5L
AcB 1;{ b(vi — vg)alvi + Uk)a ()= +

A2h(us)
seny o{2vx +7) \ a(2vs) 1) X | (5.22)
N X -
5 6L (va )bl (—vi) = 0,
sl;:{ (5(% — vi)b(—vk — v; — 7)) (vk)b™(—vi) |

k=1,..,N. S

Es importante notar que el factor dependiente de a, 8 es igual a 1 en el caso
invariante grupo cuantico.

Para resolver el problema reducido se siguen pasos paralelos a los del primer
nivel. Primero definimos los operadores A(;) = Up1)22, By = Upyzs, Cpy =
Uyaz ¥ ‘ﬁ(l) = Uq1yzs- El ansatz de Bethe en el segundo nivel para ¥y,
viene dado por:

Yy = By (1 + /2, {vi + 1/2}) By (v2 + 7/2,{vi +7/2}) . ..
Bay (var +7/2,{vi + 1/2}) (1),

donde:

¢(1)=é(é)v

=1

es el pseudovacio de segundo nivel. Este es aniquilado por el operador Cy).
Como en el primer nivel, es conveniente hacer el cambio:

Do, o) = Doy, 1) - Sod Ao o). (529

La accién de Ay ¥ ’b(l) sobre &(;) viene dada por:

N
Aqy(v +7/2,{viv/2})®q) = Ky, (v) [T (v = vi)a(~v = v; — 7)®(1) (5:24)
=1
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Day(v + /2, {viv/2}) @) = ﬂa(v)qmg H b(v — vi)b(~v — v; — 1) &
pa(®) = g7l sen(Ey + v +7) 7
pp(v) = 1. (5.25)

Tras el cambio (5.23) las matrices de transferencia reducidas se pueden
escribir:

ta) = Ba(v)q-z%i%l/l — pa(v)Pyy, | (9-26)
con, |
| e,;(v) = e “sen(f- +v), Op(v) =1
¥,

pa(v) = g'e“sen(f_ —v—27), pp(v)=1

Las relaciones de conmutacién para los operadores Aqw), ?5(1) y B se
obtienen como de costumbre (ver [36]). Usando estas relaciones y (5.24-
5.26) un razonamiento similar al del primer nivel da el resultado final para
el problema de autovalores (5.16):

M) = Aa(v) + Ap, () + A5, (v), (5.27)

con:

Aa(v) = A v a(vi — v)b(v; + v) oL ),
A(v) (aB)A( ;[:[1 oYty (v)al(-v)
grenés = = 7)sen(E- +v)

D\:ug+ Scug_.

gsen({4 — v)sen(- +u)
SeMEy  Semt—

b 2v)b(20+ ) ¢ (21_;) C-(?‘U-}- ) .
A’ﬁ;(v) = A(aﬁ)ﬁ’(v)d((_?mﬂ;) (_:t?ﬁ)' - 1) (1 — 71@__79 bL(‘U)bL(—‘u) %

Maayalv) = Aupalv) =

- Aayalv) = Agpa(v) =
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N afr=vfat=v=vr="7) M oty =)o +o=+7T}
H b(v — v;)b(~v — v; — 7) =1 b(y; —v)a(y; +v+7)

senf; senf.-

o) = - b2 ) [eel2e) _ N [y ellu ) |
Ap, (v) = A(“ﬁ)ﬁ”(v)a(2v)w(2v+7) ( a(20) 1) (1 v ta)

M
I a(vj — v)b(vi + v +7)
- ] e 1)

=1
Ayiip (V) = gsen(£y — v — y)sen(é_ +v)
(AA4)Dy senf, senf.
g®sen(f. — v — y)sen(fy — v — 4)e?
'\(AB)'bI(v) = senf...L sen{_ v
\ (v) = g 'sen(f: + v+ y)sen(E_ + v)e~ %
(BA)D, senf, sené_
3 (v) = sen(éy + v+ y)sen(é_ — v — )
(BB)D;

J=1
_ st T — e
'\(AA)‘I'JH (v) = A(Bﬁ)ﬁn (v) = senf, sené_
sen{f{_ — v — vyisen(éy, + v+ 7)
A(BB)f’u(v) = A(AB)ﬁH (v) =

sen{, senf_

En las anteriores ecuaciones se ve que para el caso (a, 7) = (B, B) el au-
tovalor es real. Para el caso (a, 8) = (A, A) hay un factor global ¢ que puede
ser eliminado mediante la redefinicién K+ — ¢~! K+ hemos mantenido esta
definicién para hacer mds claro el limite al caso invariante grupo cuantico.
Para los casos mezclados, (A, B), (B, A), tenemos términos imaginarios que
no se pueden eliminar por redefinicion de las matrices de reflexién o por
transformaciones gauge de la matriz S. El limite 4 = e%* — oo lleva a las
férmulas obtenidas en [36] para el caso invariante grupo cuéntico.

Las ecuaciones NBA que se obtienen de la cancelacién de los términos inde-
seados son:

a{vi )a( —vk))L N a(v; — v )b(vi + v)b(vi + ve +7)

b(ur)b(=vk) ] i 0ok — vida(vi + vi)a(—vi — v —7) -

M a(v; + v + 7)b(; — vi) -1 k=1_..N | (5.28)
i b et y)e(vi— o) B |

Mg (Vi) (
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N ~ .
we) [ A= 2alm — v 2Ty 5.2
Coslen) £[1 v — vi)b(—vy —vi =) ' - G2

= _ _ Sen{{_+u)sen(fy —m—v)
Taa(vi) =1 Coal%) = SenTe_—vi—r)senits 7]
Sen(f.+ux)e= 2% g?sen(fs —v—)e*™

Teb(v) = “gente— w7y Coalon) = = senteyrarss)
. gsen(fy —uje’ - _ sen(é_+4wple
ﬂba(”k) = sen(&y tuety (ba(vk) = ¢senff——v—2v
_ Ben(fy—vg)sen(e_+v )
ms(ve) = SN (&4 +vp+7)SEN{é_~vi—7 Coa(vi) = 1

Por tanto la solucién al problema de autovalores (5.16) viene dada por
la ecuacién (5.27), con v;, vy dados por las ecuaciones (5.28,5.29).
Estas ecuaciones son reales para («, §) = (A, A),(B, B) e imaginarias para
los casos mezcla. Este hecho es nuevo y aparece solo para el caso de matrices
S correspondiéntes a algebras de rango mayor que uno. Estos términos
conservan su interés en el caso hiperbdlico. En el limite invariante grupo
cuantico todos estos términos desaparecen.



Capitulo 6
Propiedad de peso maximo.

Es conocida la propiedad de peso maximo de los vectores de Bethe para
las cadenas periddicas. Para las cadenas abiertas invariantes bajo grupos
cuanticos esta propiedad"s',e demostrd para el caso SU (2) en [59, 22). En
este capitulo probamos _l,él propiedad de peso maximo para el caso de las
cadenas SU,(n) y sply(2,1) invariantes. Estos resultados constituyen la
primera prueba de este tipo de propiedad para cadenas abiertas asociadas
a algebras de rango mayor que uno. Los resultados estan basados en los
articulos [29, 40]. '

La propiedad de peso maximo tiene una interpretacion clara desde el
punto de vista de la organizacion de los autoestados de la cadena de espin.
Puesto que la matriz de transferencia correspondiente conmuta con los ge-
neradores del grupo cudntico, los autoestados se organizaran en multipletes
respecto a este. Ademas los autovalores serian degenerados. También tiene
importancia esta propiedad con respecto a la posibilidad de definir modelos
del tipo RSOS.

Para seguir este capitulo es necesaria la lectura de los dos anteriores.

6.1 Cadena SU;(n).

Para probar la propiedad de peso maximo necesitamos obtener las rela-
ciones de conmutacion entre los limites de parametro espectral infinito de la
matriz de monodromia doblada y los operadores B. Trabajaremos con un
corrimiento en el pardmetro espectral con respecto al capitulo cuarto dado

100
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por 8 — 6 4+ v/2. Usaremos la ecuacién de reflexion que cumple la matriz
de monodromia:

M2 = R(8 - 028 Ueg(O)R(6 + 8')3, Une(8') =
N2} = Uael®) R(6 +6)%, Ua(6) R(6 - 63

que para algunos valores concretos de a,b, e, d y en determinados limites del
pardmetro espectral, nos daréd las relaciones necesarias. Hemos de probar
que J}¥ =0,a=1,...,n-1.

Veamos que Jif¥ = 0.

Tomamos la ecuacién M = N3 en el limite & — —co para obtener:
J]-}»q-SW:[/Zq—Wz/ZBl(a) = B (9)J+ 3w /2 ——Wz/Z
+43/2[512A(9) - ﬁ'”th(B)]q“QW‘a (6.1)
donde se ha usado la ecuacién (3.29) y la notacién de] tercer capitulo. Us-
ando M} = N} en el limite # — —oc:
¢ B(6) = " BuB) (6:2)

Teniendo en cuenta que J{ || 1 >= 0, y las relaciones de conmutacién
(6.1, 6.2) se encuentra:

m
Jl-i—q—3W1/2q—W2/2\p = q2(p1—L—1/4) Z bs2 X
k—
?1 senh(uu) I u’)smh (“( ) (1) 5 )
ik senh(l) + ptV 4 y)senh(u ) (1))

m sen(u( - m oyysenh(ul) — 40 4 o)

_H X

ek senh(pl) + ul 4 y)senn(ul) - piV)

H senh(p; (1 )+wa)senh( (2 )—wi)
i lsenh-tn%“—-wnrﬁsenh(pk =wivt7)

1 ] {
Jk+l(#§c-i]-1 BJk 1(!‘(1) Yir> M((.-J))X( ) = 0,

AP a0y
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donde M((f)) tiene en cuenta el reordenamiento de los operadores B, ver el
capitulo cuarto y [24, 27]. La iltima igualdad en la ecuacién precedente
se cumple en virtud de las ecuaciones del ansatz de Bethe del primer nivel
obtenidas en el capitulo cuarto (recordar el corrimiento en el parametro
espectral). Solo nos queda usar que JjHg=3W1/2¢=W2/2 = ¢4-3W1/24-W2/2 pd
y que los operadores ¢"'* son invertibles. Esto prueba que J{"‘If = (.

Para el resto de los generadores las cosas no son tan sencillas. Primero
probaremos que Upg(oo)¥ =0, b > d ,b,d > 1.

Tomando ahora el limite # — oo en la ecuacion (4.54) se tiene:

Usa(o0)¥ = ¢ B(uM) & ... @ Bl ) I 1 > UP (c0)X.

En la formula anterior U, )(oo)X es el limite § — oo del operador U;,d(6+
v/2) para un problema de pesos locales Rm',(B +v/2), i,k 1=2,.
También se puede entender como un operador Uy_yy_,(8 + 7/2) de una
cadena SU,(n — 1) con pesos locales R} (8 + v/2), i,5,k,0=1,...,n — 1.
Podemos seguir este proceso I veces hasta que d — | = 1, esto es:

T
i

Upa(oo)¥ = qz(Pl+p2+4--+Pd-l)B(”gl)) ... [,»(d-l)( (“' 1)) N > U(d)(oo)X(d 1)

Ahora U“'H)(B + 17/2) se puede entender como un operador Up_; 1(6 +
Iv/2) = Cp—1(8+1v/2) para una cadena SU,(n — ) con pesos locales R} (6 +
Iv/2}, 4,5,k,1 = 1,...,n — 1. Tras este proceso llegamos siempre a un
operador del tipo Cp— ;(oo) en el nivel [+ 1 actuando sobre X!}, Necesitamos
pues conocer las relaciones de conmutacién entre los operadores Cy(o0) y los
B.(#) para conocer como es esta accién. Las relaciones de conmutacién se

obtienen en el limite 8§ — 0o de la relacién MY = N}, el resultado es:

Co(00)Be(8) = R5B:(8)C;(00)
+9(g = 471 )Dig(00) b5 A(8) — 72" Dye(8)],
donde se sobreentiende la sumacién en g y se ha usado [Dys(o0), A(8)] = 0.

Teniendo en cuenta la férmula obtenida, en un nivel arbitrario del ansatz de
Bethe se tiene:
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P
U (00)x @D = g(g — g7 3 Dy, (c0)

k=1
p¢ senhlpl”) + u + (d = 1)ylsenb(uf” — " - 5)

J
sk senh(u + 17 4 dy)senh(ul - 117

T MM(&_ + 1)ylsenh(p!® — !(d + -})

Eﬁ Be"h(#( 4 H( )+ dy)senh(pl? — (‘“)

Pa-1 (@) (=1 _ _ ¢ ‘1))1\(2)(#(1)-[‘(”)
-l Senh(p(d} (d 1) +d7)senh(p(‘” _Psd 1 +7) k

B(,d) (szl ) (d)(p(d) I 1(d) » M((g)),k(d)( i =, (6.3)

Jk41

donde la dltima igualdad se cumple en virtud de las ecuaciones de Bethe
de nivel d. Esto prueba el resultado deseado Upg{oc)¥ = 0, b > d, b,d >
1. Teniendo en cuenta los limites de pardmetro espectral de la matriz de
monodromia doblada vistos en el capitulo segundo obtenemos que J_,¥ =
0

Con esto se obtiene U,y _o{(0c)¥ = Tm(oo)f’,m_g(oo)\ll =0, y coma Tpn(oo)
es un operador invertible tendremos que Tj,-2(c0)¥ = 0. Usando ahora
que:

Un-1n—2(00)¥ = [T —1p-1(00)Tir- 1n-2(00) + Tro1n(00)Trin—2(00))¥ = 0,

lo que implica que Tn-1n-2(00)¥ = 0y con las relaciones (3.13) se tiene
J v =0

Siguiendo este mismo proceso se obtiene la propiedad de peso maximo para
el resto de los generadores, para esto se hace uso de las ecuaciones NBA
de los niveles restantes. Esto finaliza la prueba de la propiedad de peso
- méaximo, J}¥ =0,1=1,...,n-1

Puesto que la matriz de transferen(:la (3.12) conmuta con los generadores
de SU,(n), tendremos en concreto, que:

[t(6),J7) =0, a=1...n~1.

Esta dltima propiedad nos dice que los autovectores de la matriz de trans-
ferencia son degenerados puesto que los vectores (J; )%, J > 0 son au-
tovectores todos con el mismo autovalor. Estos dltimos autovectores no se
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obtienen mediante el ansatz de Bethe pero como se ve son facilmente deriv-
ables de él. Con esto vemos que los autoestados de la cadena se organizan
en multipletes generados a partir de la accién de los operadores J, sobre
los vectores de Bethe. Es notable el paralelismo de esta propiedad con los
modulos de verma de las teorias invariantés conformes [65].

6.2 Modelo t-J invariante spl,(2,1).

El modelo t-J invariante sply(2, 1) se puede obtener a partir de las soluciones
obtenidas en el segundo capitulo para las ecuaciones de reflexién en el limite

E4 = %% — oo, Las matrices de reflexién son en este limite K~ =1y,
1 0 0
Kt=M=]0 ¢ 0
0 0 —¢°

En este caso recuperamos la construccién de la referencia [36] que de-
fine la matriz de transferencia comd la traza de Markov, asociada a la su-
peralgebra spl,(2,1), de 1a matriz de monodromia doblada (con K~ = 1) en
el espacio auxiliar: _ -

P

tq(v) = Z MaaUaa.(U) = zMabTbc(v)Tczl("U)‘ .

abe

La matriz de transferencia asi obtenida se puede demostrar gue conmuta
con los generadores del grupo cuintico mediante el método comentado en el
capitulo tercero [53]. En la referencia [36] esto fué demostrado por primera
vez por un método directo, es decir conmutando los generadores con la
matriz de transferencia. Igualmente se obtuvo la representacion en la cadena
de espin de los generadores de sply(2,1) mediante limites del parametro
espectral v. Esto se hace de manera analoga a la obtencion en el capitulo
tercero de los generadores de SU,(n). Las relaciones importantes para lo
" que sigue son las siguientes:

A(x — m) ~ q—Lq,2I’V],1

Das(z —0) ~ ¢l¢®™,
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L/
Lf

R,
Dya(z — 0) ~ —ayq25gM/HWop, (6.4)
ay = ¢t (g—q™"),

c = oRc®...Q0,

Calz = 00) ~ a_g”

g = diag(l,1, -1),

donde z = ¢**. En las formulas anteriores Fy, F, son generadores del dlgebra
‘cuantica, el resto de los generadores son Ey, E; , Hy = W, - W, y Hy =
W3 4+ W3. Estos obedecen las siguientes reglas de conmutacién, que definen
el dlgebra cuantica graduada spl (2, 1):

g = gt
g Fyq g™ Fj,
qH.'qu—H.' qaijEj’
g — g7
[F1, Br) —— [F1,E2] =0,
g9—9q
H2 =~Hj
T2 _ g~
[F2, Eal+ —— [F,Ei] =0,
. T—9
EX = F}=0,

-

mas las relaciones de Serre deformadas. En las anteriores formulas a;; son
los elmentos de la matriz de Cartan graduada, dada por a1 = 2,812 = ay; =
—1,az; = 0. Estos generadores se puede ver que conmutan con la matriz de
transferencia t(z) obtenida con las mattices K* en el limite anteriormente
indicado. Esto se puede ver usando el método de las referencias [53, 60] o
por célculo directo {36], se tiene:

[H(z), "] = 0,
[t(z), ) = 0,
it(x), E) 0, i=1,2 (6.5)

1l

i

Para probar la propiedad de peso miximo para los estados de Bethe es
necesario ver que F1¥ = F,W¥ = 0. Para esto necesitamos saber las reglas de
conmutacion entre los operadores By y los generadores F;. Estas se obtienen
usando las ecuaciones (6.4,1.25) y tomando los limites convenientes en el
parametro espectral. El resultado para Fy es:
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FBi(v) = t;r(z""’lmlid(v)l*“,=|:“ﬁ%lq-'f'-’slzulr1

ey (20 S22 4 ) 5
(50 (1~ o)) A0 - xS ptr)

donde también hemos usado (5.17) y las relaciones de conmutacidn:

(4", A(z)] = 0, (Ws, Ba(v)] = 803Ba(v), Wi, Ba(v)] = —Ba(v).

Usando los resultados anteriores, las reglas de conmutacién (5.18,5.19) y
que Fi® = 0 se obtiene:

b(204)
Z & "‘20(2vk) .

7 olvi — SRy F Ry
{']';'I’; b(v; — vk)a(v. + 'Uk)

+ Agy(ve) ;'(-’c' 2 _l)ﬁl( 1 7))_

=1

al(v)al (—vy)

seny a(2vr + ) \ a(2v;) b(ve — vi)b(—vg — vi —

b8 (vk)B (=)} Biyys () - Bia_, (vk-1) M W),
donde p es un operador irrelevante para lo que sigue y hemos usado la
ecuacion (5.21). La matriz M((;; aparece por el reordenamiento de los ope-
radores B, ver el capitulo cuarto 6 [24, 27]. Vemos, mirando la ecuacién
(5.22), que esta iiltima expresién prueba el resultado deseado F1W¥ = 0.
Para el operador F; usamos la relacién (5.17) encontrando que:

~ L-—1
Daa(z — —00) = —¢'7 (g— ¢~ ')ag" /Pt .

Usando las reglas de conmutacidn (5.19) en el limite x — —oo vemos que
el primer sumando es de orden z72 con respecto al tercero y cuarto, siendo

el dnico que sobrevive en ese limite. Usando la relacion de conmutacién
obtenida N veces se obtiene:
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¥ =B, (v) .. Jn(“N)‘bF(l]{;{}}q’({l{

donde F(y); es el limite z — —oo de Ujy)z3 y ¢ es un factor sin importancia
. para lo que sigue diferente de cero. Usamos de nuevo la relacién (1.25) para
el problema reducido y tomamos los limites necesarios para obtener:

Fay2Bpy(v) = ¢#Bay(v)Fayz + (9 — ¢ )Dpy(—o0) (Du)(l’) - A(l)(”)) ,

donde también se ha usado [D(;)(—o0), A(1)(v)] = 0. Usando la relacién de
connutacién previa, el cambio (5.23) y que F{)2®(;) = 0 se obtiene:

(

a{v; —v)b(v; + v + c-(2v; +
Fap¥a = H v — o)+t ) (l— l ﬂ\x

s QWi — a1 ) a(Zuy + )7

||":|z ] E%E

N

{ b(w — v)b(—uy - v; — ) — [] a(wr — vi)a(~uy — v; - 7)} X
=1

3(1)(w+1) By (v1-1)21y,

donde ¢ es un operador que no afecta al argumento que sigue. Queda claro,

tras usar la formula (5.29) en el limite invariante grupo cuantico, que Fo¥ =

0. Esto finaliza la prueba de la propiedad de peso méximo para los vectores
de Bethe de la cadena t-J invariante spl,(2,1).

Como el niicleo de Fy, F, es estable bajo variaciones de v, la propiedad de
peso maximo se mantiene cuando /7 es racional, es decir cuando g es raiz
de la unidad. Esta propiedad es importante para el estudio de los modelos
RSOS asociados [23].

A ‘partir de las ecuaciones (6.5) se puede ver que los autovalores de Behte
son degenerados, dado que los vectores E¥,E*V, ...,E‘;-]\Il, i=1,2, con
J # 0 son todos autovectores de ¢(v) con el mismo autovalor. Estos vectores
no provienen del ansatz de Bethe pero se pueden obtener directamente de
el. Para tratar el problema de la completitud seria interesante escribir la
matriz de transferencia en el limite £ — oo como una funcion de los casimires
de sply(2,1). Con esto se podria obtener una expresién general para la
degeneracién de los autovalores [22], entonces se podria hacer un analisis
parecido al del caso invariante spl(2, 1) [35)].
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Conclusiones

Finalizada la presente memoria es momento de repasar los resultados
obtenidos y hacer algunas consideraciones. Hemos visto como las ecua-
ciones de reflexion pueden ser usadas de manera sistemdtica para obtener
condiciones de contorno abiertas e integrables. Seria pues de gran utilidad
conseguir un método general para obtener soluciones de estas ecuaciones.

Para el modelo de ocho vértices se obtienen, usando las soluciones de
las ecuaciones de reflexion, condiciones de contorno dependientes de dos
parimetros arbitrarios. Estas se interpretan como una interaccion con cam-
pos magnéticos orientados en direcciones paralelas o perpendiculares en los
extremos de la cadena. Para el modelo de seis vértices en los regimenes
trigonomeétrico y racional se obtiene una familia de hamiltonianos integrables
dependientes de seis pardmetros arbitrarios. Los hamiitonianos son inte-
grables para todas las orientaciones del campo magnético en los extremos
de la cadena. La relacion entre el limite trigonométrico de la solucién
eliptica general y la solucidon general para seis vértices nos lleva a conje-
turar la imposibilidad de obtener una cadena abierta XYZ con invariancia
bajo la accién de un grupo cudntico. Esto se corresponde con la ausencia
de una interpretacién de la matriz de ocho vértices como interpoladora de
un grupo cuantico, y hace parecer esta posibilidad mas remota. Respecto a
la solucién de estos modelos, en el caso del modelo XYZ se necesitaria una
generalizacion de la construccién de [32] en la que se haga uso del dlgebra de
Yang-Baxter satisfecha por la matriz de monodromia doblada. Para el caso
de seis vértices parece aconsejable el uso del ansatz de Bethe analitico [66]
o la generalizacién a condiciones abiertas del ansatz funcional desarrollado
por Sklyanin {76], estas ltimas posibilidades estan actualmente en estudio.
Dada la conocida aplicacion del modelo XX7Z, con las condiciones de frontera
aqui encontradas, al problema de Hofstadter y al modelo de Sine-Gordon
con fronteras, la obtencién de las ecuaciones del ansatz de Bethe seria de
gran interés. El estudio de la termodindmica del modelo XXZ con condi-
ciones abiertas llevaria a la obtencién de cantidades fisicas relevantes en el
problema de Hofstadter y Sine-Gordon.

Para el modelo de fermiones libres eliptico hemos obtemdo solo cuatro
posibles hamiltonianos al haber estudiado @nicamente soluciones diagona-
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les, es de esperar la aparicién de parametros libres en el caso general. En el
régimen trigonométrico sélo hay soluciones diagonales. Seria por supuesto
tnteresante generalizar la solucién de condiciones periédicas al caso abierto
en el régimen eliptico. A pesar del pequeho nimero de soluciones diagona-
les para el modelo XY hemos visto que en estas estan las que proporcionan
invariancia grupo cudntica a la cadena de espin asociada. Seria interesante
probar que en este régimen, al igual que ocurre en el trigonométrico, la ma-
triz de transferencia es también invariante grupo cuantico. En este caso no
se conoce en qué limites de la matriz de transferencia se obtienen los gene-
radores del grupo cuéntico con lo que el método de [53] no se puede aplicar.

Para el caso de &lgebras de rango r mayor que uno hemos obtenido
un nimero de familias de soluciones diagonales igual al rango del algebra.
Cada una de estas soluciones depende de un parametro arbitario. Esto hace
que para un algebra dada podamos definir r? hamiltonianos diferentes de-
pendientes de dos parimetros arbitrarios. Se podrian obtener soluciones no
diagonales para estas ecuaciones, pero en principio carecen de interpretacion
fisica y para el modelo t-J darian estados de baja energia de tipo kink que no
son deseables. En ciertos limites de los pardmetros arbitrarios se obtienen las
correspondientes cadenas invariantes SU;(n) y sply(2,1). La primera cons-
tituye el primer ejemplo de cadena invariante correspondiente a un dlgebra
de rango arbitrario. Se ha discutido como ek formalismo de las ecuaciones
de reflexion constituye un marco general para la construccion de cadenas
de espin invariantes, y se ha relacionado con las trazas de Markov. Hemos
obtenido la correspondiente generalizacion del ansatz de Bethe encajado
para el modelo SU,(n) invariante. Esta pasa por la demostracién de nuevas
identidades entre la matriz de transferencia de condiciones periddicas y la
de condiciones abiertas, haciéndose uso también de la propiedad de Markov.
Posteriormente se ha generalizado el ansatz de Bethe encajado al caso en
el que las matrices de reflexién son las soluciones diagonales generales. Se
ha encontrado que en los casos mezcla, en los que las matrices de reflexién
en ambos extremos no corresponden a la misma familia, los autovalores no
son reales en algunos regimenes. Las cadenas con matrices de reflexién de la
misma familia tienen autovalores reales, aunque los hamiltonianos asociados
no sean hermiticos. Se han obtenido la energia libre del estado fundamental
y las correcciones de frontera a primer orden en los casos invariante y no
invariante SU;(n). Un ejercicio interesante seria estudiar las correcciones de
frontera a segundo orden para los casos invariantes bajo grupos cuanticos
y obtener la expresion de la carga central asociada. Los autovectores de
Bethe en estos casos son pesos maximos del grupo cudntico como se ha visto
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en el dltimo capitulo. Los autovectores de estas cadenas se organizan en
multipletes. El trabajo, en un siguiente paso, se podria dedicar al estudio
de los modelos RSOS asociados [23]. Estos se obtienen usando la condicién
de peso maximo de los autovectores de Bethe y la teoria de representacio-
nes de grupos cudnticos para ¢ raiz de la unidad. Respecto a los modelos
de caras cabe preguntarse también cual seria la interpretacion de las ecua-
ciones de reflexiéon en este contexto. Un primer paso seria la formulacién,
tipo ecuacién estrella tridngulo, de las ecuaciones de reflexién. Otro estudio
interesante seria el de la matriz K clasica, es decir, como son las ecuaciones
de reflexién en el limite ¢ — 1 y los sistemas integrables cldsicos que asi se
obtinen. En este sentido, seria interesante estudiar el limite semiclasico de
los vectores de Bethe de condiciones abiertas y su conexién con las solucio-
nes de la ecuacién de Knizhnik-Zamolodchikov en la linea del trabajo [7].

Queda abierto, para todos los modelos obtenidos, el problema de la com-
pletitud de los autoestados. También se podrian obtener las matrices K
factorizables asociadas a estos modelos en el marco de [80]. Para el limite
racional del caso A,_; se obtendria el modelo ¢ no lineal de tipo OQ{n}
con condiciones abiertas. Es muy interesante la continuacion del programa
de obtencion de soluciones en modelos con interpretacion fisica clara como
seria el de Hubbard. Buscar las condiciones que dan invariancia bajo un
grupo cuantico en este tipo de modelos también seria de gran interés pues
se tienen propiedades muy interesantes desde el punto de vista fisico como
es la organizacion de los autoestados en multipletes del grupo cuantico:
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