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Capitulo 1

Introduccién

FF estndio de conliguraciones estacionarias con simetria axial de cam-
pos clectromagnéticos v gravitacionales acoplados es de gran interés en
astrofisica para la deseripeion de exteriores de objetos en rotacion. Fste
tipo de configuraciones altamente idealizadas (no se tieie en cuenta ni
la deceleracion por enmsion de radiacion gravitacional m los efectos de
precesion debidos ala desviacion del eje de rotacion con respecto al ¢je
destmetria) constituven a su vez la primera aproximacion para analizar
el movimiento de plauetas v discos de acrecion en torno a estrellas
de neatroness agijeros negros v olras fuentes de campos gravitatonos
mtensos. proporcionando de este modo correcciones relativistas a los
caleutos astrondanieos.

el marco de la relatividad general de Einsteing el problema ha
conociclo nna irregular evolncion desde la publicacion de la teoria: Du-
rante largo tiempo Mmeron las soluciones estiticas v clectrostaticas en-
giobadas en ta famitia de Wevl [1] las iinieas conocidas. Hubo de es
perarse cast medio sigio hasta que Nerr obtuve la primera solucion
estacionaria. o estatica v oasintoticamente plana 21 v Frost redujo
el problema a la resolucion de dos ecnaciones complejas en dertvadas
parciales [0 [H] (tan sélo una en ansencia de campo clectromagnético).
Fstos avances relanzaron el proceso de obtencion de nievas soluciones v
{Cenicas algebraicas de generacion (Fu 3] se tiene i inagnifico compen-
dio de Jos resultados obtemdos asta finalesde los setenta). Finalmente
cn la pasada decada se realizd un notable adelanto en la constriccion

de solnciones exactas que pudieran deseribir la geometria del espacio-
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tiempo de vacio con las stimetrias consideradas (ef. c.g. [6] como revision
del tema). Esto tue posible debido a las diversas téenieas de generacion
de solnciones & partir de una dada que se desarroliaron para abordar
el problema. como son las transformaciones de Backlund {7]. [3]. [9]. el
método de fa dispersidn inversa [1O] [11] v las transformaciones THNX
(12]. 130 En cnanto a las soluciones interiores de fhido perfecto. el
nimero de soluciones exactas conocidas es bastante limitado. Una re-
ferencia actnalizada sobre el tema puede ser [14],

St etbareo todavia estamos lejos de poder impleentar a volun-
tad ol comportamiento fisico de las soluciones, comrolando tan soélo
ol descable requerimiento de que el espacioticpo sea asintoticamende
plano. en ol caso de exteriores de objetos compactos, aunque reciente-
mente se ha avanzado en el control de los momentos multipolares de
las inctricas estaticas {15,

Noobstante. el namero de soluciones conocidas cuvo contenido fisico
cea atractivo es bastante linntado v por cllo, parece conveniente re-
curtir a soluciones aproximacdas para describiv los efectos de la teoria
relativista en <itnaciones de juteres astrolisico. Por otra parte, a pesar
de ane el inimero de soluciones publicadas hava aumentado. solamente
nnas pocas han sido inrerpretadas desde un punto de vista fisico v
sigien sicudo descongeidas las fuentes interiores a las que pudieran co-
rresponder,

[ esta memoria se abordan parcialmente estos dos ltimos temas.,
Para ello. como referencia para el trabajo subsigniente, en ol segundo
captiulo se desarrolla una formmlacion del sistema acoplado electro-
aravitatorio con las simetrias estacionaria v axial en términos de formas
diferenciales, en hnea con el formalismo deserito en las referencias [16]
v LT pava Haidos perfectos.

Agunas aphicaciones se incluven en los siguientes capitulos: Fn el
capiiilo tereero se mntroducen nuevas téenieas para el anahsis de las
magnitudes fisicas de las fuentes minimas de los campos gravitatorio v
clectromagnetico en determinadas situaciones. Se trata de un forma-
fiso alterative al esgquema desarrotlado por avacl, [IR] T13]0 pava
fa obtencion (e densidades de cnergia-momento v corviente electro-
magnctica en lneion de las discontinuidades de la curvatiura extrinseca
vodel campo electromagndético. respectivamente, sobre una superficie.

Usando este nneva enfoque R20[0 21 mids proxime ala teoria del poten-



clal clasicas se pueden calenlar densidades superficiales de magnitudes
dipolares a partir de las discontinnidades de los potenciales relevan-
tes on la obtencion de soluciones exactas. En ol capitulo cuarto se
aprovecha Lo ibertad gauge presente en el formalismo pava extender
famiilins de sobiciones exactas va conocidas,

I capitido gquinto esta dedicado a la construccion perturbativa de
la solucion general asintoticamente plana de vacio axisimetrico esta-
cionano dotado de un plano de reflexion ortogonal al eje de simetria.
Comao aplicacion <o estudia la precesion del perihelio v de ta linea de
nodos de e ravectoria de una pavticala prieba hasta un orden ade-
cuado para gne la nolinearidad de los momentos muitipolares pueda
hacerse presente.

Finalimenteo ol capitulo sexto contiene un estudio de las propiedades
globales de ta primera solneidn cosmologica de flnido perfecto con com-
pletitid geodésica. obtenida por Senovilla {22] a finales de los ochenta.

Ui nliimo capitulo se imserta al final de esta memoria a modo de
disension v recapitulacion de los resultados aleanzados.
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Capitulo 2

Formulacién exterior

2.1 Introduccion

Como referencia para Jos capitulos siguientes. en este capitulo se m-
clive wna descripeion de los campos electromagnético v gravitatorio.
haciendo w0 para ello de formas dilerenciales, Se trata por tanto
de vna extension del formalisio desarroliado en [16] v [17] para {hi-
idos perfectos. o este formalismo el campo electromagnético toma la
furoa de an finido anisotropo. La prineipal ventaja del uso de formas
diferenciales radica en que no estamos forzados a elegir un sistema de
coordenadas desde of comienzo v. por tanto. nos concede una mavor
lihertad a a hora de resolver el sisterma de ecnaciones, permitiendo su
stnplificacion de modos muy diversos.

Al final de este capitulo se hard uso de una de estas Tormas de
stimplificacion para establecer un marco en el que poder reobtener las
ccuaciones de Frast v el calento de los momentos multipolares, apartedde
otros resinltados que por su extension merccen un tratamiento separado
en el provimo capitulo.

2.2 Campos electromagnéticos

Comenzamos. pues. un recordatorio de los conceptos bhasicos ¢ tro-
dinceion de fanotacion gqne se segnira alo largo de esta memoria,

Dado que ol tensor energia-momento del campo electromagndético
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presenta una estrinctnra muy distinta segin los valores que tomen los
ivaiantes Lorentze serda conveniente hacer una revision de la elasi-
ficacion de los tipos de campos electromagndéticos en electrodindamica
clasice.

Como punto de partida introduciremos un sistema de referencia
ortonormal maovil {07128 de modo gue el tensor métrico pueda es
cribirse como g = g, 07 00 siendo o= diag {—1.1.1,1}. De ahora
en adelante los primeras letras del alfabeto latino quedaran reservadas
para mdices que varien de cero a tres en el espacio de las (Mradas.
mientras que las las letras en torno a la mitad de dicho alfabeto des-
ignaran el mismo tipo de indices referidos a la triada espacial {07):=),
Las letras eriegas designaran indices en el espacio tangente a la varie-
dad capaciotemporal. Asi. por ejemplo. Tas formas asociadas a los cam-
pos cléctricos v magnéticos adoptaran. respectivamente. las expresiones
o B0 = B0 en términos de sus provecciones ortonoriales.

Las expresiones habituales para los tensores de Faraday v Maxwell
pueden esceribirse en una forma compacta cn luocion de las formas ante-
riormente delinidas v los operadores de dnalidad de Hodge * asociados
ata tetrada voa la triada espacial ortentadas. 12 convenio de signos es
el capleado en 231

Froedl=1FA"+"«B ' =—RBa" 47k (2.1)

donde es la 1 forma de conexion o cuadripotencial electromagnético.
A partic de Jas componentes del tensor de Faradav, ¢l tensor de
cnerola momento cleetromagnético adopta la siguiente forma:

[
[N}

L w

. | A o] :
[y = — (!f R PR ﬁlrﬁ”u 1 l‘l,,{) (:

vodependiendo de los valores gue tomen los tvariantes Lorentz v gauge
aue pueden construrse a partic del campo electromagndético:

Lo=0 8" L,=1 1" -8 1 (2.3)
tenenios los signientes casos. coincidentes con la clasiticacion del tensor

de [eens v que ef tensor de energia-momento clectromagndético tiene
traze nula:
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[y =00 L, =0 Se trata del campo de radiacion, el caso mas de-
eencrado. Tl tensor de energia-momento posee cuatro autovalores
nilos asociados a dos autovectores espaciales en Jas direeciones del
campo cléctrico v magnético v a dos autovectores de género luz.
S1osuponemos la existencia de un vector de Killing temporal v
otro espacial. como en la situacion que nos ocupa. se puede de-
mostrar la presencia de un vector de Killing nuto [24] adicional
ool problema se reduce a la resolucion de nn taplaciano. Dado
que este caso esta totalmente resueltor no s msistiva mas sobre
o concentrandonos en el resto.

2oLy =000 w0 0L, < 0) 1 este caso paraalmente degenerado,
ol tensor de energia-momento puede diagonalizarse por medio de
wna rotacton v oun boost de modo giie en el vistema de referencia
inal el campo magnético (eléctrico) sea nnlo. Los antovalores
tienen todos por valor absoliuto [L,] /87, correspondiendo los dos
negativos 4 b autovector de género ticimpo v a otro espacial en
la direccion del campo eléctrico (magnetico).

30000 F 000, = 00 T esta otra situacion de degeneracion par-
cral. ol tensor de estuerzos puede diagonalizarse en un referencial
e ol que los campos eléetrico v magnetico sean paralelos,  Los
antovalores tienen por madulo |1/ 17 v los dos negativos estan
asociados s una direceion de eénero tiempo v oa la direccion de los
campuos paralelos.

oLy = 0040 # 0 Iste ex eof caso genérico v. como en el ante-
rior. se piede diagonalizar ol tensor de estuerzos de modo gue los
camnpos clectrico v magndtico resultantes sean paralelos. i valor
ahsoluto de los antovalores es \/l Li+ L3/8%. Del mismo modo
que en ol caso anterior. los autovalores negativos corresponden
a un antovector temporal voa la divecaidn en la que los campos
cicetrico v magnético son paralelos.

Comoe va se habia anmnciado. el tensor de esluerzos electromagnético
{salvu para la radiacion) es andlogo al de un fhiido anisétropo de den-

sidad 1enal al modulo de da presion. po= 1] == \/[l L3+ L3/87. Fsla
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analogia sera explotada para extender al campo electromagnético ol
formalismo de flnidos perfectos desarrollado en {16] v [17].

Para ello. ina vez impuesto el grupo de isometrias engendrado por
los vectores de Killing temporal v axial {9 d4}. escogemos {07, '} de
Niodo que tengan provecaion tnicamente sobre el espacio de drbitas de
estos vectores. mientras {07, 07} provectan exclusivamente en el espacio
ortogonal. Tambicn a modo de simplificacion nos restringiremos a canm-
pos clectricos voimagnéticos cuva proveccion sobre el espacio de Grbitas
sea nula. Fsto nos permitira lactorizar las cantidades cinematicas de
acterdo a su dependencia en las formas diterenciales 87 para expresar
el conjunto de ecuaciones como un sistema exterior en diferenciales de
-lormas exclnsivamente.

Pira diagonatizar parcialmente el tensor de esfuerzos. se puede es-
coger L componente temporal. 0V de la tétrada de forma que sea pa-
ralela a la direcaion definida localmente por el autovector temporal de
dicho tensor, No obstante de momento dejaremos libre fa eleccion de
esta {orma dilerencial. La forma v = —0" puede interpretarse como
ta forma de velocidad del “fluido maxwelliano™. Il signo negativo es
preciso para compatibilizar los convenios usuales de gue la tétrada v el
vector bvelocidad estén ortentadas apuntando hacia el tuturo. Obvia-
mente 1 queda determinada como la forma ortogonal a 82 en el espacio
cnecendrado por Jos campos de Killing,

Definiendo ol dual de Hodge hidimensional en el espacio ortogonal
a s Orbitas del grupo de isometrias de la signiente manera:

=0 a0 = (2.1)

podremos escribir las 2-formas de Faraday v Maxwell de una lorma mas
compacta sin necesidad de emplear dnales tridimensionales:

oo = Ak xB A0 Y = BA w4 A (

[
ot
—

2.3 Ecuaciones de estructura

Hasta ol momento la tétrada ortonormal no ha sufrido mas Hmitacton
que o exigenaa npiesta de gne sea diagonal por cajas. Dado que este

formalisimo persigue la deseripeion del conjunto de las ecuaciones de
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Finsteinn como un sisterna exterior, habra que imponer sobre la 1étrada
o condicion de gue esté fibre de torsién. lo cual se garantiza con o
cumplimiento de las primeras ecuaciones de estructura de Cartan:

AT 1 A0 =0 (2.6)

donde 1, = -7 87 representa las [-formas de la conexion compatible
con la métrica. escritas en funcion de los coeficientes. 57 . de rotacion de

Ricel. Recordemos que la condicion de compatibilidad con la métrica:

(l,."l‘,,ﬂ_J T l‘t,m) (__)T]

se traduee en faantisimeteia de los dices de la conexion debido a la
cleceion de nna gy rigida.

Keaornpando los términos de la derivada exterior de la velocidad w,
podremos dar nna interpretacion a algnnas de las formas que aparvecen
en los ecnaciones de Clartan:

din = —di" = =V A = = A = A — W {2.5)

donde « = =yl es la aceleracion del fluido v W = <5, 00 A0 o5 la
2 forna de vorticidad quie se obtiene a partiv del tensor de vorticidad.

Fu frecuente definir nn vector de vorticidad w a partiv del tensor de
vorticndad haciendo uso del dual tridimensional. T lengnaje de formas
diferenciales esia relacion se expresa:

o= W (2.

Eonel caso gue nos ocnpa. la exigencia de que v tenga proveccion
no ba tan solo sobre o espacio de las drbitas del srupo de isometyias
pernitiva factorizar la 2-forma de vorticidad:

W= A (2.10)

e estax dos altimas relaciones se deduce faciimente que la Horma
i o es as gue of dual en ol espacio definido por 87— 0 de la T-forma
de vorticiedlad oo

TR S (211}
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Fambicn sera conveniente introducir otra 1-forma b en el espacio #2 —
0% velacionada con la variacion del logaritino del elemento de volumen
en ol espacio de arbitas de los campos de Killing:

A9 A0 = b A (0% A9 (2.12)

Con estas deliniciones procedemos a reeseribir las ecnaciones de es-
tructura, despues de eliminar los términos nulos v factorizar las de-
pendencias en 60 v 80 Bl cambio de notacion respecto a [16]. [17] se

Bintta o tomar como compotcente temporal de o tétrada fa veloeidad
cot <1eno negativo en ver de positivo. por las razones va expuestas:

du=anutwnt (2.13)
At ={b—a A+ s Au (2.1.)
A0 = a0 (2.15)

At = a9 (2.16)

donde ~ e una T-lorma asociada con el tensor de deformacion del flnido
de manera analoga a como e esta relacionada con el tensor de vorticidad
A6 7] v o es simplemente la conexion en el espacio engendrado por
% v i

2.4 Identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchis condiciones de integrabilidad para las econa-
clones de extructuras se obtienen ahora de lorma sencilla mediante
derivacion exterior del anterior sistema de ecuaciones v factorizacion
de los coclicientes de 0% v on

=1 (2.17)

e — e As {2.18)
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i = —(h —2a) A w (2.19)
ds = (b—2a) A » (2.2G)

2.5 FEcuaciones de Maxwell

Las conaciones de Maxwell en el vacio para las 2-formas de Faraday v

AMaswell:

[ T Yk (2.21)
U b= B A4 «3 A (2.22)
di =1 dtel = (2.23)

se pricden eservibiv ahora ntilizando las Fformas cinematicas introduei-

das en las <eccjones previas:

= FE AN+ B As =1 (2.21)
de B4 =+ BAD—a) =10 {2.25)
dx - BAw —+«FKAb—a)=10 (2.206)
i — B Ao -+l A s =0 (2.27)

Comio ox sabido. las ecuaciones provenientes de d '+ 1" = 0 no son
una consceuencia diveeta de las condiciones de mtegrabilidad de las
couaciones de Einstein (segundas identidades de Bianchit) salvo en el
caso de que el escalar Lorentz L sea distinto de cero. Por tanto. en
general las conaciones de Maxwell contienen mas informacion que la
Gue oy proporcionan las segundas identidades de Bianchi.

Las conaciones de Maxwell se pueden eseribir de nna manera mas

compicta <1 definimos wna L-forma compleja [ tal ques
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=6 +:B (2.28)

Lo neva expresion de las ecuaciones queda del siguiente modo:

A = —a A | — s Axf (2.20)

| b

dv f=la—0Axf+ilwAf (2.30)

que =era de eran utilidad a la hora de reducir ef sistema exterior a las
eetaclones de Fenst.

2.6 FEcuaciones de Einstein

Finalmente. las eenaciones de Binstein para el tensor de esfuerzos del

campo clectromagnético, en unidades geometrizadas:

I, — - )
’ 2

» . R
h .(_]l“,_, =57 ];“, ( );1)
s pucden eseribiv en funcion de las |-formas cinematicas v sus duales
s1introducimos previamente nna operador lineal de reflexion ~ en ol

expacio delinido por 04 v 07

TR (2.32)

dv i sy 20 AR+ Ha - Aes = IEANB =LA (233

I L
o oD A e -E :>-'l_z‘ Moy — 5" Aws = [Axl + A%l = / A *‘f (230

dxb+bAxh=0 (2.

I
e
Z
=

- i .
dh b Ah— Sls =) A (s —w)+2ana—2bAa

Skl = 2K AR 2B A B =2 A (2.36)



[
=1
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Ao b b A wh = = — ) A RS i)+ 2a A v = 2h A xia —

2] —

LA =2 AR 2B AR = 2 A (2.37)

! : .
dita nwkb —a A wa 4+ —I{..« —w) Ax(s —uw) =10 (2.38)

La cowacion (235) v s simctrica entre las ecuaciones de estrietura
(2171 se pueden integrar facilmente para introduar las coordenadas
prendocilmdricas de Wevl {o, 0 h

h=dlup # b= - 1——(1’;‘ (2.39)
f
lonal gque sucede en ol caso de vacio. las ecuaciones (2.36-2.38)
pueden dejarse parva integrarv al final del proceso. va gque la conexion
voie se prede obtener de forma algebraica a partiv de las dos pruneras
satisface la ccuacion (2.3%) antomaticamente 51 se verifica el resto del
sistera exterior.

2.7 Simplificaciones

Habida cuenta de que Ta integrabilidad de fas ccuaciones de estructura
queda asegurada por el cumplimiento de las wdentidades de Bianchi, el
sistene de ecnaciones enva integracion resuelve el problemma de hallar

solcIones exactas e reduce a;

dbh = () (2.10]
da = 0 s (211
s = (b= 2a) As 2

do= b =2y Ao (2.43)
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df = —a A [ —in Axf (2.11)
dw [ ={a—bWyAsf+rnenf {2.10)

dkiwe — st 20 Aew+ 2o =) Axs =2 A S (2.16)
R I NV RNy R (2.47)

doe bt b A s = ) (2.18)

FI resto de couaciones se reduee a cuadraturas una vez integrado
esbe S1s1ea,

s patente gue ann queda bastante hibertad gange que puede uta-
llzarsc en npa forma v otra para simplificar ol sistema de ecnaciones.
Por ciemplo. Ta eleccidn de #2 v 0% todavia no ha sido delinida. per-
miticndonos realizar rotaciones SO{2) en ese plano, sin que por ello se
madiligne la estroctura de as ccnaciones, También resta ta ambiguedad
eu la cleccion de 0V que se tradiee en wn grupo gange SO{1. 1) de hoosts
en ol espacio de las orbitas de los Killing, Segin el tipo de steplificacion
e s desee realizar, este remanente de ibertad puede aprovecharse de
varios modos:

Fo Trivializacion de alguna de las cantidades cinematicas: Podemos
realizar un boost de modo que o] “fluido™ sea rigido o irrotacional.
pot clemiplo. La simplilicacion es clara. va gque en enalgniera de

catos dos casos la aceleracion e torna una diferencial exvacta.

-

2. Diagonalizacion del tensor de esfuerzos: Por medio de nn boosi
podenwos Jograr que los campos cléctrico v omagnetico sean pa-
ralelos: con o cual conseanimos elintnar ta dependencia de los

campos en la ecnacion (20164 para la vorticidad o Ta deformacion.

Segnn fas aplicaciones que tengamos en mente, se elegiva la manera
de snveplilicar.
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2.8 FEcuaciones de Ernst

b tipo de boost gne stempre puede realizarse preservando ta estructura
de s ecnaciones ex aquel que nos lleva a un referencial en el cual la
velocidad o estd libre de deformacion (s = 0). Las ccuaciones que

describen esta transformacion son:

' = cosh A +sinh A §' {(2.19)
0" = sinh A i 4+ cosh A 0 {2.50)
dA = cosh N sinh A (0 2a") 4 coshP A S — sinh® A o (2.51)

i ecuacion pava la diferencial del parametro del boost . AL proviene
de b condicion » — 0,

PPor st parte of campo clectromagnético varia de la signiente forma:

1D = cosh AR —sinh A+ B (2.52)

B =cosh A1 4 sinh A » b7 (2.53)

Ista iranslormacion es compatible con todo el sistema de ecua-
cones. al denal gque sueede en ol caso de vacio sin campo eleetro-
magndctico (17 Por tanto no hay pérdida de generalidad s tomamos
s = ) desde ol comienzo. Fste acostambra a ser el {ipo de referencial
en el gue se presentan las soluciones exactas.

Fas simplificaciones obtenidas de este modo permiten reducir el

munero de conaciones:

dh =10 (2.54)
da =10 (257
du= (b —2a) Aw (2.56)

(” AN / (2-)7)
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da [ =(a—byAxftreAf (258
dew 420 Axwe =21 Af (2.59)
dxo+ b A xa + _]—)fr‘ Akw o= fARS (2.60)
dabh4+bhaab=19 {2.61)

Pas ecaciones (2.55-2.57) se pueden integrar formalmente hiaciendo
uso de hinaones todavia arbitvarias, L4 @0 ademas de las va consa-
hidas ecuaciones para b v osu duall que introducen las coordenadas de
Werl (2.39) o simplemente dos [nnciones relacionadas por el dnal de
sus diferenciales 51 es que queremos trabajar en otro sistema de coor-
donadas:

a=dl (2.62)
wo=p et (2.43)
f=—c"dd (2.6:1)

wdp = —d= (2.65)

La cenacion (2.59) se puede mtegrar tambien, obteniéndose una
nueva diferencial exacta {1 que define el Hamado potential de “twist”
A

dy = o2l e 2i0dd (2.66)

con ol cual se deline ol potencial complejo de Frnst de fa signiente
[orma:
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C'omo se vera posteriormente. este potencial es real para soliciones
extaticas v complejo en caso contrario.

S1snstitainos (2.6:0) en (2.55) obtenemos una ecnacion eliptica para
el putendial escalar compicjo electromagnético . la enal es la condicion

de tnteerabilidad parva las eenaciones de Maxwell en espacio curvo:

dadd 4+ h A wdd = f-ml—_{d;‘ +29dd} A xdP (2.69)
R:+ o :

Par s parte esta eenacion combinacda con las ecuaciones para la
aceleracion 12,601 (2.62) v con las ecuaciones para la vorticidad (2.56)
v {LG6) nos permiten expresar sus condiciones de integrabilidad como
La pavte real e imaginaria de ofra ecnacion eliptica. la ccnacion de [irnst:

{ _ : -
dwds o hpovds = Lz L 20dD | A ki (2.70)
Re 4+ 00"

Tudo el conjunto de cenactones para ¢l vacio electromagnético esta-
clonatto voaxial se reduce a esta pareia de ccuaciones para fos poten-
ciales complejos o v @ T sl trabajamoes en coordenadas de Wevl, El
resto de conaciones se resnelven por cuadraturas, garantizada suom-
tegrabifidad por las dos ecnactones de Frnst, Siotrabajamos en otro
sistemna de coordenadas, {07} que no sea el de Wevll habrd que
hallar ademis dos funciones pletse?), z(e' 2%y que verifiquen (2.65).

Lo naegracion de las ecnaciones de estructura (2.13) v (2.1 1) v la
cleccion de 7 3 0% de modo que sean paralelas a #b v a brespectivamente
permite escribie Lo tétrada del siomiente modo:

0= Adey 0 =7 pdo (2.71)

0 = 0= dp (2.72)

con focnal Te métrica adopta Ta stguiente forma:

J

date= N = Ad oyt ’3"'{&"(0'/;3 +od=fy + prdaty (2.7

Lo Gimcion métrica {7 s calendla facihnente a partir de la parte real
del ;)uli‘ll('ihl de Tornst:
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w‘":%iwtub (2.71)

miciitras que el potencal de twist se obtiene como diferencia delmodulo
del vecror de Walling temporal respecto del potencial de Frnst:
s 22U . .

\ = (et —23) (2.

Finalmente las restantes funciones 4 v 4 son el resultado de las

=1
=%
—_

signicntes cnadraturas:

dV = e (20D v dd - wdy) (2.76)
o . S .

o AN = —a Ma n w A+ A (2.77)
o . _ . o

d moabh = —o N owa + T Awir 4+ | Aok (2.73)

donde hemos orientado 07 paralela a b

Con o cnal queda conclinida la construceidn de ta métrica a partie
denma solucion de las conaciones de Fmst.

Otra forma habitual de los potenciales. gue sera 1l a ta hora de

calendar los momentox nmltipolares de los campos es la sigiiente:

S tos (2.79)
b+ &

b= (2.30)
L+ ¢

For térmimos de estos potenciales las ecuaciones de Ernst adoptan
Ja stenrente forna

(88 g — Vitd s dE 4 b A wdE) = 2(EdE — g dy) 1owdE {2.81)

188 —yg— | ){_ff * f!r; b b oA *f!q} = 2 (£ dé — 4 ffa;) I vm'q (2.82)
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2.9 Momentos multipolares

b esta secoion se icluve una rapida revision de la detinieion de los nio-
mentos multipolares en relatividad seneral. puesto que serdan necesarios
cn capitulos subsigient es,

Ante la difienitad que presenta caleular los momentos imnltipolares
de nma distribucion de materia [25], nos concentraremos en los mao-
mentos del campo lejano. Xl primer tratamiento completo de los mo-
mentos sravitacionales de un campo estacionario se debe a Geroch v
Han=cn [261 270 v Lo inclnsion en el Tormalismo de lox momentos elec-
tromagndticos fue lograda por Simon [28]. Fa esta revision segniremeos
de corea la relerencia [29].

[on primer Ingar deliniremos wna métrica auxibar i en el espacio de
orbitas de

canipo de Nilling estacionario:

o= (g + 0" oY (2.83)
donde [ representa la norma del veetor de Killing temporal (¢20 en la
SCCeion anterior).

Diremos grie una variedad métrica (M) es asintdticamente plana
stexiste otva vaviedad (MDY tal que M = MU A (inclusion del prnto
delinfimto, Ay v las indiricas estan relacionadas por una transformacion
conforime:

h=0% (281

Oy = 0

L

A= 2l =0 (2.83)

donde denotamos la derivada covariante respecto a li por una harra.

A stver los potenciales €0 se transforman del siguiente modo:

: ~ - i e

£E= — = = {2.86)
V2 Vi

A partue de estos potenciales transformados <o caleulan dos suce-

<tones de tensores cuvas propiedades recuerdan las de los momentos

nindtipolares newtonianos:

P& Po=1
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3 )
B O cvers Dy (2.50]

i -
AT 3
2

() =g 0, =0, (2.80)

Do = L e = 20— 1) R, Qs

) (200)

donde el simbolo €7 denota la operacion de tomar Ia parte totalmente
sinetrica libre de traza,

Loz momentos muitipolares pueden calenlarse como los valores de
estos campos tensortales en el punto V. La paries real e imaginaria de
los momentos 2 corresponden respectivamente a los momentos de masa
vorotecionales. estos nltimos sin equivalente clasico. Por su parte, las
partes real o aginaria de fos momentos (F son los mormentos eléetricos
Vomawneticos, respectivamente.

1 ealenlo de estos momentos es laborioso. pero se facilita en el caso
de e To stetria axial es1é presente va que en este caso los momentos
quedin totalmente deternmmacdos por sus provecciones sobre el eje. cuva
tangente nitaria es 1

|

Py = Py 0%y (2.91)
.
1 ,

I I I e (2.92)
.

Y dado que fos potenciales gnedan definidos por su valor en ¢l eje.
quedan caracterizados por os coelicientes del desarrollo en coordenadas

de Wels

N

Sip—) = Z o

[a mdctrica foen coordenadas de Wevl de la variedad M tiene la
forma:

hide diy— °" E_u'/)" b+ ;)err.‘,f) (2913
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—

Ui cambio de coordenadas v ina transformacion conforme nos fle-
vats ot variedad M

p=—t o= (2.95)
T - Pz
0= p? 4 (2.96)

Sabre Ta enal podemos caleular las expresiones para los primeros
momentos nmttipolares:

| _ o ) o ' )
]’3 = ('l'"_:(fljt(';,'('l)*(lf]‘+" _l—i']':"[[[({j(“(( IHU - ”l)_
i 0
3 . S
= o O = Oyt = = Hy Co (O T — o 1)+
i) 1Y%
t .
M Hy O D (2.9%)
i
(. = H, n=10.3 (2.99)
! ) N 7 ‘ ' |
Q= M-+ HotHy Uy - 1Y+ 1‘6:}[[ CoHo (C Ly —~ Ca )y —
! 5]

N
i

3 .
- :{.—}('; iy Hy - Oy )y — ﬁ)—"_(‘l o Oy Hy = Cy Hyy —
5

i

! ,
OO Ty — Oy (2.100)

Lo complepidad de Tas expresiones parva los momentos multipolares
no solo anmenta rapidamente a partir del octupolo. sino que ni siquiera
se dispone de una expresion general que permita calentarios todos de
forma recnrsiva.

Cuandao Ta variedad M posee un plano de siimetria ortogonal af eje
oo dos monmentos nudtipolares de orden par <on reales v los de orden

Impat son nnaginarios puros, correspondiendo respectivamente a los
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monientos gravitacionales voeléetricos por un lado v a los morentos
rotacicnales vomnagudlicos por otro,

Faoel capiinio quinto se mostraran dos situaciones, las enales. en
principio. pneden servir para medir los momentos multipolares del
campo tlejano hastio un orden adecuado como para que la nohinearidad

de diciios momentos se haga patente,



Capitulo 3

Densidades de magnitudes
fisicas

3.1 Introduccion

1 probiema de encontrar una solucion interior de fluido perfecio que
pucda continnarse de forma suave con una solucion extertor de vacto
dada (que sea sintoticamente plana) es sin duda uno de los grandes
retos. no solo de la gravitacion einsteiniana, sino también de la new-
toniana. donde tampoco abundan los problemas completos resueltos:
Hasta la fecha no se ha podido encontrar una fuente compacta [isica-
mente razonable para solucion alguna de vacio estacionaria no estatica
con los requerinnentos anteriores.

Foneste capitulo seremos inenos ambiciosos v, en vez de buscar
fucntes extensas en volumen. nos ocuparemos de las luentes minimas.
es decir de capas finas materiales cuvas propiedades fisicas puedan cal-
cntarse a partir de la solucion de vactio exterior. Mas bien nos intere-
sareias por la construecion de densidades para las magnitudes fisicas
relevantes para estas fuentes. como son la masa. ¢l momento angnlar,
la carga eléctiica v el momento magndético.

oo primer Ingar revisareimos los enfoques tradicionales par el caleulo
de estas densidades. como son el formalisio de Israel v las inteerales
de lomar, pava despues introducir un nuevo tratamiento del problema

voaplicario a algumas soluciones exactas,
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3.2 Formalismo de Israel

3.2.1 Masa y momento angular

Fin esta seceion revisaremos el formalismo de Israel para la construccién
de fuentes de soluciones de vacio. A fin de introducie la notacion a
cmplear. precisamos recordar brevemente la dinamica de capas finas.
que es conocida va desde los origenes de la teoria [30]. [18]:

Supongamos una capa material situada sobre una hipersuperficie
espacial Xoque posea las sitmetrias de la variedad espaciotemporal esta-
cionaria asintoticamente plana en la que esta incrustada.  Las ecua-
ciones de Finstein nos permiten conocer ¢l tensor de esfuerzos S, del
material a partiv de la diferencia entre la curvatura extrinseca [N, ] en
ambas caras defa hipersuperficie al ernzar esta en la direccion definjda
por ol vector unitario normal o:

7S = [Nl = g W] (3.1)

st tonmmaos la siguiente definicidon para la curvatura extrinseca:

- - o o -
;\;w = —Hus ‘f: f";, (iz)

dorde se denota por punto v coma la derivada covariante respecto a la

Jemdtrica v = daet fdy" vealiza el incrustamiento de la hipersuperficie
Mode coordenadas intrinsecas 3 en la variedad espaciotemporal, cuvas
coordenadas se designan por .

Stgwiendo of tratamicnto de [31]. ntilizaremos nn sistema de coor-
denadas {/o0' 0207 en el que el campo de Killing estacionario tenga
la torma i, Las hipersupetticies de tiempo constante se denotardan por
VLov estan divididas en dos partes. exterior ViF e interior V)7, por la
hipersnperlicie Mo que supondremos cerrada. Fsto no supone pérdida
e generalidad, va que siempre podemos completar de forma adecuada

(
b superlicie Y Lacinterseccion de Yocan by serd designada como Sy
fa normal nosegnira siendo la normal de S con una adecuada eleccion

de coordenada temporal.
Deacnerdo con el teorema de la divergencia, la integral de nn vector

N sin dependencia temporal se pnede expresar como:
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[ VAN i e =

- / X7, dS (o) — f X7l dS (3.3)
Js2) 5 ’
siendo g = — g g™ el determinante de la métrica sobre las hipersuper-
Y g4 f |

ieies 1 = consgt. la esiera en el ntinito espacial ha sido denotada por
ST

Con la cleccion X0 = (—¢"97 Y200 donde £ es un vector de
Killing. el mtegrando toma la siguiente forma. teniendo en cnenta la
coracion de Kithng (&5, = 0] v 1a reglas de Ricei para la conmutacion
e derivadase

D VIX") = =g R (3.1)

Por su parte. dado que los campos de Rilling son ortogonales a la
norimal de Ta superficie S. tenemos que:

RN | Rt U0 PN N 00y —1/2 gy O fru q =
Ny = ~(—¢") £ = (=g Vs o, N, {3.5)
expresion gue se simplifica bastante si escogemos y¥ = f como coorde-
nada intrinseca.

Denotando laintegral en ol infinito como €', los resultados anteriores
se rennen en fa siguiente expresion:

(- A (= gy VERY € Jgdat dat da + / (="g)" PR € ds (3.6)
. S5

La integral €7 se pnede calcular tentendo en cuenta que la planitud
de la mctrica en el infinito implica:

2 - _

Jou = — (i - T“) + O™ {3.7)
2. sint 0 o ‘

Yoy == T O™ (3.3%)

siendo nr v respectivaanente fa masa v el momento angnlar total de
la fiente,
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Pera £, aparte del Killing estacionario. consideravemos también un
Iilling axial:

i, Nilling estacionario ¢ La integral (' vale =4 xm. Fn coor
denadas adaptadas de modo que el vector unitario normal a la
supertficie sea proporcional a ¢ sobre esta, oblenemos una ex-
presion para la imasa de la capa material utilizando la condicion
de pegado (3.1):

o= [ (') TR - 1 ) Jgda dat da” -
s

L4 a—12 o0 IS :
N el G P (3.9)
ds
20 Nilling axial dy: La integral ¢ vale S .J v el momento angular
resulta ser:

J = A (VR Jgded det dat - ﬂ (—4g) 172 S0 48 (3.10)

Fancel caso de vacio. T, = 0. obtenemos expresiones que dependen
tan solo de mtegrales de superficie. Podemos en este caso interpretar los
mtegrandos como densidades superficiales efectivas de masa v momento
angnlav:

To = () TMSE 493 S0 (3.11)
R C (3.12)

3.2.2 Carga eléctrica

ol misto tipo de formalismo [19] puede utilizarse para ef vacio electro-
Imagnetico estacionario para obtener la densidad de corriente superficial
J sitnada sobre la superficie 5

Para ellu tomaremos como coordenada o' la distancia geoddsica

nortmal a la capa material. nuientras que el resto de coordenadas o
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coincidiran con las intrinsecas de mismo namero sobre la hipersuperlicie
v

De este modo. las ecnaciones de Maxwell se pueden expresar en
[uneion de distribuciones:

a4 V/—l; R I B Y A I A Y ‘gj” sty (3.13)

que una vez integrada a todo el espacio Vi nos da una relacion entre el

salto del campo electromagnético v la densidad superficial de corriente:

(G B’ = iy, (4.14)

Para un campo clectromagnetico que sea asintoticamente como el
creado por nna carga eléetrica ¢ v un dipolo magndético Al en la diveccion
2 las componentes del enadripotencal se comportaran de la siguicnte
aANera:

Ay = : L OEY (3.15)

\ = M sin®

+ O(+»™%) (3.16)
’

De forma similar a como se hizo en la seccion anterior. la integracion
a todo el espacio Vy de las ecnaciones de Maxwell nos proporciona dos

ignaldades:
T /(*fl(m)Aw.}'“fﬁ-‘*’ (3.17)
JN

0 — /_‘(*_(]UD)—[NJ-O ds (32(\;)

que nos permiten extracr wna densidad superficial efectiva de carga

eléctrica pero no de momento dipolar magneético:

7= (_.(/[M'))flfz‘ju (3]())

E1 vesultado que subvace en este formalisio tiene su origen en un

antivuo trabajo de Tolman [32] en el que se muestran (Grmdas integrates

para fa masa v el momento angular para luentes extensas:
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TS /f . () 1L =T8T \f—-“g dal di? do? (3.20)

J o= / ([é)) v ~tq detdr?da? (3.21)
Jfuente |

I-! formalismo de lsrael seria ta inclusion de fuentes superficiales en
estas [Ormudas de Tolman.

Foaste una generalizacion ulterior debida a Lopez que permite la
iehision de fuentes distribocionales [33].

3.3 lIntegrales de Komar

I esta seceion desceribiremos otro procedimiento [31] pava constroir
densidades superticiales de magnitudes fisicas:

Considercmoes nna transformacion mfinitesimal de coordenadas ge-
nerada por un campo £

XX g (3.2

Dado que la teoria es invariante bajo transtormaciones de coorde-
tacas. existe un flinjo conservado descrito por:

N vr il (530 iy oy
FOLE) =877 =87 )y {3.23)
que os de divergencia nula.
S1oparticularizamos para el caso en el que £ es un generador de una
isomctria

{.:?r;.-‘i _+' ‘E.f::'y = [] (;21)

obtenemos la sigulente expresion para el Aujo couservado, después de
utilizan la regla de Ricel de conmutacion de derivadas covariantes:
y o e 9 9=
(8 = =287 1 {3.25)
Faresta dltba expresion se manilicsta que el flujo conservado «e
anula en ol vacio no electromagnético,
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Consideremos una hipersuperficie de tiempo constante sobre la cunal
consiruiremos Ja cantidad conservada F{E):

Piey = | B, Jide detdet = [ BV =V gdat detdet (3.26)
. \’. . ’

sicndo o= /1" dt la forma ortogonal a las hipersuperficies de
tiemipo constante v g el deterninante de la métrica inducida sobre ellas.

Cormo el integrando es o su vez una divergencia, podemos redueir
el orden de la integral v obtener una expresion independiente de la
superticie. S.0sobre la que se integra, siemmpre que esta englobe todas
tas regiones donde hay materia:

Figy = [ dsn & oo s [ dser —evy 320
3 JN

R

A esta nltima expresion se la conoce comwo integral de Komar v
condice a cantidades conservadas para cada campo de Rilling . Nos
dara 1o masa para el Killing estacionario v el momento angular para
el Killing axial. Si hacemos coincidiv la superficie S con la frontera de
la fuente material superficial, nos proporcionara también una expresion
pata la densidad de la magnitud conservada.

[ enfoque similar es el realizado por Trantman [35] basindose en
la sigmente lev de conservacion:

(8T =10 £3.28)

donde we la hechio uxo de Ta couacion de Killing (3.21) v {a conservacion
del tensor de esfuerzos:

1

=0 (3.29)

Tenendo en cnenta las ecuaciones de Llinstein. esta corriente con-
servada s esencialimente la misma gue la de Komar si el tensor de

esfuerzos tiene traza nula.
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3.4 Teoria del potencial

Despucs de haber revisado las formmlaciones mas habituales para la
constrnccion de densidades superficiales de magnitudes fisicas a partiv
cde Jos campos de vacioo uno se pregunta si es posible extender formulas
de Ta teoria del potencial en espacio plano a la relatividad general,

o particular seria interesante obtener una deseripeion del momento
dipolar magnetico al estilo de ta cque se hace en el apéndice A para
el caso clasico. va que ninguno de los formalismos anteriores permite
hacerlo,

Por ello en esta seceidn nos concentraremos en la generalizacion
de Tas fornuilas elasicas de teoria del potencial [36] que relacionan las
discontinmdades de un potencial escalar con las hojas de dipolos que
acncran b campo en el vacio. Se obtendran expresiones para ol mo-
mento angular, el momento dipofar magnético v el momento de masa v
se ntilizaran estos residtados parva aplicarlos a varias soluciones exactas.
entre ofas la de err.

3.4.1 Momento angular

Comenzarenmos la construecion con el imomento angular. tomando como
punto de partida ol formalismo libre de deformacion para el campo de
vAacio, (ue se presentd como simplificacion del formalismo general en la
seceidn 2080 Para esta secaidn seguiremos como referenda ol articulo

[20].

Nos restringiremos desde el principio al campo de validez del forma-

Hsio de Israel. es decir. a soluciones de vacio estacionario axisimétrico.
Lambicn sc pueden incluir soluciones de vacio electromagneético en las
que ol campo electrico sea paralelo al campo magnético (se trata de
cvitar ternos de fnente en la couacion dinamica para la vorticidad
{23077,

Dado que estamos interesados en campos generados por fuentes
compactas, nos cirennseribiremos a métricas que scan asiitolicamente
planis. Para nuestros fines. bastard que se comporten como la métrica
aproximada de Lense-Thirring [371 en un sistema «de coordenadas ade-
cuado (o 0 o0
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| 2 2Jsin?0
dst = —(1 — _nj}(d{ + __iljl__(]o)— +
P T
DY ) ‘ ) ‘ ‘ -
F1+ T 3 (d0? + sin? 0do*)] + O(1 /) (3.30)
A

siendo 1 la masa total de la fuente v ./ el momento angular total.
Prosegunmos ol enfoque dado en el apéndice A v buscamos dos ex-
presiones alternativas para la vorticidad w de la congruencia definida

por la velocidad . Las encontramos a partiv de las ecuaciones (2.56)

dw + b =20 A w =0 (3.3D)

dx e+ 2a Aww =) (3.32)

La integracion formal de estas ccuacioues nos condnce a las expre-
stones que buscabamos:

= =k = ~p7]rﬂ? wdA = —c "y (3.33)

en fincon <del potencial de twist v la funcion métrica A, va intro-
ducidas en la seecion 2.8. Estas dos funciones hardn el papel, respee-
tivamente. del potencial esealar v de la proveceion axial del potencial
veetor e la teoria del potencial clasica.

Las condiciones anteriormente expresadas para la métrica se tra-
ducen eu la siguiente lorma asintotica para las funciones métricas (2.73)
voel potencial de twist:

o ) ,
JELA (l _ k_E) 4+ O(r~ %) (3.34)
N
2.0 st 0
N TR (3.35)
.
= O (3.36}
20 cosl W .
V= e+ O (3.37}
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Aligual que en el formahsmo de Israel, en este tratamiento haremos
uso de integrales sobre las hojas 1 = eonst.. Trabajaremos por tanto
en el espacio (V. g1 cuva métrica vendra dada por:

3

ds? = U AT det 4+ 0 {({“J”'((J’p2 + a'zz) + pz(f(f)z} (3.38)

Introduciremos de antemano una funcidén 7, que satisfaga la -
guiente eciacion eliptica:

P A R
a V-”[ IR L i

con la condicion de contorno de que se comporte en el infinito como

j =0 (3.39)

una coordenada 7, cartestana, 2., = reosf a grandes distancias.
Sobre el espacio by integraremos la proveccion de la diferencia de
ambax expresiones para la vorticidad sobre el gradiente de la funeion

VA
il

-

e ‘ e g2 A
0 = /\ Vi T Ay wodZ. o > datdatde” (3.40)

donde << 0 = representa el producto escalar asociado a la métrica g.

[.h integrando de la expresion anterior se puede expandir de la si-
sujente manera. teniendo en cuenta que 7., satisface fa ccnacion (3.39),
de modo guee vesulta ser una devivada total:

_;“)"‘l"'/‘:_'; (.)V Z,-[—,f {f)il fU :T'“l} (‘)“ “'1 bl 4 -t ‘q‘“/ fi).“ \ } —

AT g5y
N O L
(Tt AT e

= AL — g (3.11)

siendo 24 = U gp] ol tensor de Levi-Civita en el espacio ortogonal
a las orbitas de los vectores de Killing,.

Ahora supondremos (e la métrica es continua v que el potencial
de twist es discontinuo a traveés de npa superficie cerrada 5. Como va

mencionamos al hablar del formalisimo de Israel. esto no supone ninguna
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restriceldn. va que siempre podemos completar la superficie tomando
el valor cero para el salto del potencial en la parte anadida. El espacio
L, queda dividido en dos regiones V7 (interior) v ViF (exterior) sobre
las cnales podernos aplicar el teorema de Stokes a la integral 3.10:

) _ Ly 7 LRI L RPN | L
U . / ”.!1- C)U’{T‘Of {n“ ¢ r* : 1 ‘ € : .q \l d‘c‘r (&12)
JavEoov (I — et A2 p-23i/2

Lo frontera de 157 esta formada por S v la esfera en ol infinito
mieniras que la frontera de V7 es S0 Despucs de calcular la integral
en el infinito con la avada de las condiciones asintoticas, la igualdad
anterior tora la signiente forma:

- 3]
¢ 3

/ dS (1 — Vg2 pm2y1/2 g, 2 = 8w (3.13)

denotando por [y\] el salto del potencial de twist a través de S v por n
fa normal exterior unitaria a 5. Asi podemos interpretar ol integrando
como densidad de momento angnlar de una fuente bidimensional for-
mada por nna hoja de dipolos de rotacion:

| ¢ —ar’

= N Ty o e e B0

I<te es el tipo de formula que cabria esperar en una generalizacion
a espacios curvos de la teoria del potencial, con dependencia en ol salto
del potencial v en la proveccion de la normal de la superficie sobre una
direccion £, al estilo del resultado resenado en el apéndice A para el
dipolo magnético.

I's de destacar que, a diferencia de la teoria clasica, la coordenada
7. relevante para el cdlenlo no s independiente de la geometria. sino
que esta determinada por esta v por tanto. por el contendo energetico
del espaciotiempo. hecho este que complica los caleulos de lTas densi-
dades de magnitudes dipolaces.

C'omo ejemplo de aplicacion de este tratamicento. al final de este
capitilo se constrinra la densidad de momento angular de la solueion
cstacionaria de vacio de Ierr v se comparara con los resultados obteni-

dos nsando otros formalismos. pero antes dedicaremos nnos apartados
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mas al calenlo de densidades superficiales de otras cantidades {isicas
dipolares.

3.4.2 Momento dipolar magnético

Dado gue ¢l formalismo de Tsrael no permite la construccion de den-
sidades de momento dipolar magnético (la integral correspondicnte se
anula en vez de suministrar el valor del momento). parece convenente
nitentar unae generalizacion de la formmla {AL8) de forma similar a como
se calenld Ta densidad de momento angular en el apartado antertor. Para
ello nos guiarenios por un resultado reciente incluido en [21].

[t objetivo de este apartado sera. pues, la construecion de fuentes en
la forma de hojas de dipolos para el campo magnético en configuraciones
magnetostaticas con simetria axial, En realidad imponer estaticidad
es o requerimiento demastado fuerte. va gue basta conque el campo
clectrica sea paralelo al dual de la vorticidad (£ A = () de modo
que no havie acoplos entre el campo electromagnético v el dual de la
vorticidad on la couacion {2.25) para la divergencia de f4.

I estas condiciones. podemos integrar facilmente las ecunaciones
(2.25). (2.27) para el campo magndético. obleniendo dos expresiones
para el nisHo campo:

B=—cVdv = —p7 b wdW (3.45)

donde Vool potencial escalar magnético. es la parte imaginaria del
potencial @ definido en la ecuacidn (2.64) v W oes el equivalente de la
cotponente axial del potencial vector.

Recordemos que el potencial escalar solo puede definirse fuera de las
fuentes v gue snfre un salto cuando se atraviesa una fuente laminar. Por
clo <us discontimudades son reveladoras de la presencia de las Mentes.

I interes del caleulo se centra en configuraciones que puedan co-
rresponder a luentes compactas, con lo cual nos segmimos restringiendo
a soluciones asintoticamente planas, Aparte de las condiciones (3.34) -
(3.37) que vienen nnpuestas sobre la métrica, habra que definir también
ol comportamiento asintotico del campo magndctico. Excluvendo cam-
pos magneticos monopolares, el primer orden gue aparece s el dipolar,

con lo enal la forma de los potenciales en el mnfinito estard regida por
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las sigmientes expresiones en funcion del momento dipolar magnético
total de la tuente, M

} Mceosf) , . .
Vo= ML{L + O (3.46)

re

Msin?0 ‘
W= o0 (3.17)

r

lsual que en el apartado anferior, introductremos una fancion Z,,,,
que se comporte como la coordenada = cuando el radio r es grande v

gue satisfaga nna ecnacion eliptica. distinta de la del caso rotacional:

(.}f'( \/@ g - .(/;“’ (.-)L* Zn‘m.;;) = (] (,))18)

Del misimo modo integraremos a todo el espacio Vi, una hipersu-
perficie de tiempo constante. la diferencia entre las expresiones para cl
campo magnético en luncion de ambos potenciales. provectada sobre la
ditercncial de la funcion 7,

0 - / Vi < [B = Bl dZmay > de'detde? (3.49)
Jin )

Una vez imas podemos eseribiv el integrando como una derivada total
v reducir ol orden de la integral nsando el teorema de Stokes. Teniendo
en cucnta que la imtegral debe dividirse en dos partes debido a que el
potericial esealar maegnético Vo oes discontinuo a través de una superficie
Sy oque laomtegral en el infinito puede caleularse con los datos que
tenemos sobre la métrica v el campo magndético, el resultado que se
obticue es:

/I_ dS Ve ""g“” Oy Ly = A7 M (:3.50)

de donde podemos mleriv la expresion de la densidad de momentos
dipolares magnéticos sobre la superticie S como funcion de la discon-
tinuidad del potencial escalar. [V], v la proveccion de la normal unitaria

a N <obhre ol aradiente de 7

fhirge

| i .
TN R T R AL (3.51)
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Lsta formuda tan solo difiere de su equivalente ciasica (AR) en ¢l
[actor métrico ¢ 7 v en la dependencia de 7., en la variedad espa-
ciotemporal,

s curioso que el factor métrico sea distinto para el momento an-
gilar que el momento magnético v que las coordenadas 7 satisfagan
diferentes ecnaciones diferenciales.

Un tratamiento similar puede realizarse para el momento dipolar
eléctrico en ausencila de cargas eléctricas.

3.4.3 Transformacion de Bonnor

Una de las peenliaridades de este formalismo de construccion de densi-
dades dipolares supertficiales ¢s su comportamiento bajo transforma-
ciones de Bonnor. Estas transformaciones son uno de los melodos
algebraicos para la generacion de soluciones de vaclo magnetostatico
a partiv de soluciones estacionarias, no estalicas. de vacio sin campo
clectramagndtico. ambas con simetria axial.

Prucsio gue las soluciones de las ecnaciones de Einstein-Maxwell con
un gripo bidimensional de 1sometrias estan caracterizadas completa-
mente por sus dos polenciaies de Ernst, bastara como revision eseribir
las reglas que determinan los potenciales, 2 v @, para la solucidn de las

cenactones de Fnst (2.69), (2,707 a partir del potencial de vacio, 2,4,

5= S Euae (3.52)
b =\ Vo= iV (3.53)
A=)l (3.54)

Dado que la solucidn que se genera de esta forma es compleja -el
potencial escalar magneético 17 es imaginario puro. va que el potencial
de twist de vacio no clectromagnéico. v ... o5 real-. los parametros de
la solucion deben modificarse con nna rotacion en el plane complejo
para dotar de sentido [1sico a la nueva solucion.

Consideremaos ahora la funcion 7, para la solucion generada.

Dado que se trata de una funeion exclusivamente de las coordenadas
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de Wevlo pyv 2o las inicas componentes de la métrica tridimensional ¢
sobre Vi que aparecen en la ecuacion (3.48) son:

ym.) — g:: —_ (_;3(;".2—, (3-)5)

Por su parte. la raiz cuadrada del determinante de la métrica com-
pensara los tévminos en la funcion v, que sera distinta en ambas solu-
SISTITE

Vo = ey, (3.56)

Con 1o cual ta ecnacion (3AR). escrita como funcion de la métrica
original. adopta la signiente forma tras el necesario reajuste de los
paraiet ros:

N TR W

‘n'm_.f,l} -
ER (;-jj;(f - ,() é,(u/ é-)ifZ'tlz.'ff; } —
= d’ (_( :ql‘r. P éuz/ “:}Zm.u;]} -—
=l
— ; . S e 5y o . -
= e ey 90 O Fg) =0 (35T)

\ LN

De esta expresion se deduce que la funcion 7, que se precisa
para construir densidades superficiales de momento dipolar magnético
satisface la misma ecuacion dilerencial que Ta funcion 7., utilizada en
el cdlealo de la densidad de momento angilar para la méirica primitiva
de vacto g,

I consecnencia, la misma funcion es valida para ambas soluciones,
despics de vemterpretar los parametros involucrados, v el tratamiento
es compatible con la transformacion de Bounor.

3.4.4 Momento de masa

Firahnente, como complemento al tratamiento de magnitudes dipo-
lares. incluimios el momento dipolar de masa. a pesar de que su mterés
fisico es mucho mas hmitado. va que trabajando con sistemas de coor-

denadas con origen en el centro de masas este inomento se anula, salvo
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que consideremos masas negativas. En enalquier caso. independiente-
mente de sn caracter fisico. es interesante conocer enando nna solucion
incorpora entre sus fuentes de campo gravitatorio hojas de dipolos de
TMatsa,

[ este apartado nos eircunscribiremos a soluciones estaticas de
vacio. axisimdétricas v que sean asintolicamente dipolares. enfendiendo
por cllo que Ja funeion métrica {7 pueda escribirse en coordenadas ade-
cuadas coma:

ey |
U= 00 (3.58)

;2

siendo 12 el momento de masa total.

1 procedimiento a segnir [38] s similar al que se lia venido desa-
rrollardo en los apartados previos. con el detalle téenico de gue la pre-
sencia del momento se refleja en discontinuidades en la funcién metrica
{70 hecho este gque provoca varios tipos de problemas: Por un lado la
propia mctrica deja de ser continua v por otro. la aparicion de factores
dependientes de {7 en las expresiones provocara que estas, en principio,
no sean tan manejables como las del momento angular o ¢l momento
Hagnelico,

Las ecuaciones para la aceleracion (2.55) (2.60) se pueden integrar

formalmente. introduciendo una nueva fuucion que denotaremos por A:

= (H_'v - —f)dl * (l,:\ ({3())

4 comportamiento asintotico de {7 impone una condicion en el in-
finito sobre esta funcion A

[)sin?d . .
A= e + O™ (3.60)

Como va <¢ habia annncado, supoudremos que la funcion 7 es
discontinua a través de una superficie S, de modo que podamos tener
una luente dipolar para ef campo gravitacional.

A diferencia de los casos detallados anteriormente. no introdneire-
mos ninguna mncon gue commcida con la coordenada eartesiana para
grandes distancias de la Tueite, Solamente recordar que la coordenada
2 de Wevl satistace la ecnacion (es =olucion del D" Alembertiano va que

A N A
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a4 /ae ¢z} =0 (3.61)

La integral que caleularemos para construir la densidad de momento
de masa sera:

= v"r_;r‘(’r <o —al dz > de'ditde”® (3.62)
B

que. por la ecnacion gue satisface la coordenada de Weyl, se puede
reduciv a una integral de siperficie, al tener por integrando una derivada
total.

{) = /\ AU g i+ ] N oz dat datde? (3.63)

Despucs de dividiv ta integral en dos partes para dar cuenta de las
discortimuidades presentes sobre la superficie Sy sustituiv el valor de la
integral sobre la lrontera del dominio en el infinito, llegamos al signiente
resnltado:

frl) = ./H‘* dSTH D pta 2y - /V dST{U a2l (3.61)
donde 57 v 87 stimbolizan. respectivamente, la cara externa e inferna
de Ja superficie de normal unitaria extenor n,

Dado que lTa mctrica es discontinua, no se puede en principio expre-
sar este resultado en funeidn del salto del potencial {7, Pero en algunos
casos 38]. como en ol ejemplo que estudiaremos al final del capitulo,
los términos en L se pueden factorizar. dando sentido a una expresion
para ol elemento diferencial de dipolo de masa.

3.5 Estudio de algunos ejemplos

3.5.1 Meétrica de Kerr

La métrica de Kerr 2] fue la primera solucidn de vacio no estatica v
asintoticamente plana con tan sélo dos Killing que se obtuvo ¢, inde-

pendicntemente de su posible interpretacion como ol campo exterior de
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una nasa de Huido rotante, su interdés fundamental en astrofisica radica
en ol hecho de que describe la geometria del espacioticinpo en torno a
W Agujero negro on rotacion estacionaria. Se trata, por tanto. de un
buen candidato para aplicar el formalismo descrito previamente para
la construccion de densidades superficiales de momento angnlar.

0 coordenadas de Bover-Liuquist el elemento de linea fiene la si-
SUICNTC CXPresion:

, Ty 2onar sint o
darm ] = ) (l + — . —do)” 4
rE b at cos? " rd = 2nie 4 at costl)
REITR i U 5
Lol T =2+ aT) sint fdo” +

P2 g eos?)
. . e
L ) )
boolrt =2 oa cost (- :
12— 2 4 oa?

+ di*)} (3.65)

donde 1 es Tamasa total de la fuente v e s momento angular.

Extio métrica adolece de nn problema [19] en el disco gque queda en-
slobado dentvo del anillo singular (¢ = 0.0 = 7 /2), va que su derivada
noral ox discontinua sobre esta superficie. salvo que prolonguemos el
rango de vahidez de las coordenadas hacia radios negativos, donde nos
cncontrariamos con curvas {emporales cerradas [40]. Por ello. nos limi-
Larciios a regiones cuvo radio coordenado sea no negativo v asumiremos
la discontinwidad como sintomatica de la existencia de una fuente ex-
Lensa,

Para visnalizar la estructura de disco de la region » = (0 es conve-
niente introducir coordenadas pseudocilindricas:

= (1'2 + ({2}1/2 sin (3.66)

2= cosf (3.67)

i estas coordenadas queda manifiesto que la superlicie r = (1 es un
disco de radio 7 = asinf en el plano 7 = 0 v dotado de una métrica
plana:

ds? = a? {cost 0 d0* & sin? 0 do?) (3.6%)
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3
vonorinal unjtara en la variedad espaciotemporal:
L, -
ol g, (3.69)
cosf)

Dado que los puntos con angulo polar # v = — & son coincidentes
sobre el disco. imitaremos el dominio de la coordenada § a [0.7/2)
sobre esta superficie para evitar contarlos dos veces.

o 19700 Isvael [19] aplicd su formulacion basada en la teoria de
capas linas en relatividad general para obtener ¢l tensor de energia-
motentos Soode una fwente minma consistente en el disco plano » = 0
it ado por el amllo sinealar:

(xr .
R T S B L (3.70)
d7at cosd
donde o es ortonormal a £ v este es el vector unitario radial sobre ¢l
discor

l ( . —
T acosh ! (3.71)
= tanféh + —me .)m 3.7
! " (r+n sin()('os()(' (3.72)

Los resultados que se obtienen aplicando las formulas de de la C'ruz
o Istacl (3.1H) 13.12) para la densidad de mmasa v de momento angular
son fos sigmentes [19):

80 ,
T G (3.73)
! 2ra? cost

iosint g (3.71)
Fy = e — 3.5
! |7 a® cost ) :

que resultan =er 1o mteegrables sobre el disco + = 0 al acercarnos al

anllo singular.

Il misio resultado divergente se obtiene utilizando las integrales de
Komar (3.27) sobre ol propio disco, teniendo en cuenta que ¢ limite de
nna superticie cerrada gque englobe la fuente estara formada por ambas
caras dol disea.
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Los caleulos fueron repetidos por Lépez [33] usando la teoria de dis-
tribiiciones incluyendo el anillo singular, cuva masa y inomento angular
divergentes regularizan las itegrales.

Veamos ahora el resultado que se obtiene usando la extensién de la
teoria del potencial tratada en esta memoria [20]:

For primer lugar recordemos la expresion para el potencial de Frnst
para la solneion de kerr:

. (3.75)

;e cost
cuva parte maginaria es of potencial de twist:
Dina cos
e q? cos

Dada la identificacion de puntos que hemeos realizado sobre ¢l disco

= (3.76)

ro= (o este potencial es bivaluado sobre esta superficie:

L 2n
\freg = —(
i cosl

Hel0.x/2) (3.77)

Il valor de la constante ¢ es nno (menos uno) =1 nos acercamnios al
disco provenentes del semiespacio superior , 8 < 7/2 {infevior 8 > 7 /2),
lo enad pone de manmticsto que el potencial de twist es discontinuo,
indicando la existencia de una hoja de dipolos de momento angnlar
sohre o diseo:

1m

Vo = (3.78)

a cos
Ooviamente, Ja solucion de KNerr satisface Tos requerimientos de
planitnd asintotica. con lo cual. para caleudar la densidad de dipolos
sobre el disco <olo hara falta resolver la ecuacion {3.39) con su condicion
de contorno para obtener la funcion 7, . o esta geometria, la ecnacion
adopta la forma:

JeM S0 ND )+ Dl s 0 =0 (3.79)

3 b ¥
o Pt cost )

= 2 4 af costl
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AN=rf—2mr+a° (-3.:1)

La solucion hallada para esta ecunacion es la signiente:

_ 2at i cost s
Log={r—=3m) cosf 3 — s (3.82)
P2 4 q- cosd

Notese que. dado que la condicidn de contorno en ¢l infinito no agota
la libertad de cleceidn de soluciones consistentes con ella {se le puede
anadir cualgiier solncion gre se anale en el infinito). hemos preferido
nponer que la funcidn Ao, sca regular v, por ello. esta soluaion diliere
de da presentada en [20]:

Foran apéndice se detallaran lax propiedades de esta funaon. bBn
esta <ecelon pos lhmtaremos a utithzarla para obtener una expresion
para la densidad demomento angular sobre el disco o= 00 Tras la
sustitncion de los clementos pertinentes en Ia ecuacion (311 obtene-
Thieyst

- 3.83
77 2rdcosd ( !

ar =/ )
4 = / do [ d0a* sind cosll o, = ina (3.50)
Jo Jo

Conmo vemos la densidad obtenida es perfectamente integrable. a
diferencia de la obtenida con los tratamientos de lsrael v de Nomar v
cotwdnee al vator correcto con la expansion de la mdétrica en el campo
lejaro. Se trata por tanto de nna version regularizada de la densidad
obtenida por los otros formalismos.

Lejos de ser extrana esta sitnacton, se trata de un hecho normal
en fa teoria del potencial aplicada a la magnetostatica: Pensemos por
un momento en el campo magnético creado por un anillo de corriente
wmtornie. S1ose analhiza el potenaal escalar para dichia confignracion,
se observa gue es equivalente al prodncido por una hoja de momentos
magneticos distribuidos untformemente por el drea encerrada por o
anillo,

Por otra parte. el potencial de Frost para la métrica de Kerr es una
solucion de la conacion de Laplace en espacio plano. eserita en coor-

denadas esleroldales achatadas, Por tanto. su parte imagimaria puede
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ser consulerada como un potencial newtoniano v se puede caleular <u
densidad dipolar wilizando la teoria del potencial elasica. Las expre-
stones e e obtienen son coincidentes con las va resenadas para J v
7y ode la métrica de Kerr (3.83). Ademas s consideranos, en espacio
plano. el potencial cliasico generado por o como fuente dipolar. resulta
ue coincide con el poteneial de twist de la solucion de Kerr, s decir,
ol potencial de twist estd generado. como solucion de fa ccuacion de
Laplace en espacio plano. por una hoja de dipolos. sin necesidad de

recurrie o fnentes deomas alta muitipolaridad.

3.5.2 Dipolo magnético de Bonnor

Como cjemplo de caledo de una densidad de momento magnético para
Hta solneion exacta [21H. construiremos la [nente dipolar para o dipolo
masivo de Bonnor T Se trata de una transformada de Bonnor de la
solucion de herr, por lo gue podemos emplear 1a hineidn Z obtenida en
el apartado precedente. de acuerdo con Ta invariancia de estas funciones
hajo este tipo de transformaciones,

Aplicando Ta transforinacion sobee la solucion de Kerr en coorde-

nadis de Bover Lindginist se obtiene la siguiente métrica:

. [ iy S 2w o
s g —- ( | B S TE——— s -+ | — T T Ed
re— o costf) e — s costf

N L - (1% —a? costH - 2y
(r7 =" = 2mieysintfdet o - e —
roeo)? = (a4 om?) cost o)

. dr |
( - (3.83)

rE =iy — ol

de o cnal podenos extraer la funcion métrica

to= UL bo s (3.56)
¢ = e = _— o RIS
. e — ot cost 0 r- )

- :
despucs de sustitiir ayy, ., = ta,

T campo magnético viene determmado por el siguiente potencial
escalar:
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‘.— = E— — = e

P cosl D cos ] Sy
R ( 1)

rd e a? eost i e

De donde se deduce que tanto la métrica como ol potencial esealar
satisfacen fas condiciones asintdticas para una masa 2o v an momento
magnetico 2un.

Sioconsideramos que la métrica esta eserita en unas coordenadas
tipo esleroidales achatadas al estilo de Kerr. entonees los sucesos en la
superticie = 0 con coordenada @ tendran que identificarse con los que
tienen angulo polar 772 = 0 v dicha coordenada 0 variard de 0 a 7/2
=obre la saperficie,

P consecuencia la funcion cosf safre un salto al cruzar v = 00 va
que cambra s signo de positivo en el semmespacio superior (0 <0 <
/2 negativo en el sennespacio inferior (7/2 < 00 < 7).

Por tanto. ol potencial escalar es discontinio en la saperficie r = 0 v
o diferencia entre los valores que toma en la cara superior v la inferior

0

Im

M=

a cosf

(.83}

La incion 7, ., que satisface la ecuacion (3018} se obtiene snnple-
mente sastituvendo e, = ra en la expresion para 2., de la solucion
de err (3520, tal como se mostrg en o} apartado 3.1.3.

2atan cosl (3.80)
IR, R
Pt @? cost)

Ly = (=3 m) cos ) —

EL elemento de superficie para = 0 es:

5 H‘ () . ."I {
ds — L ST 1 Y (3.90)

. . . A
e cosZ i — i sins 01

[

Con lo cual tenemos todos los datos par eseribiv fa densidad super-
ficial de momento magnético para la fuente de Ta =olieion dipolar de

Bonor, usando la formuda 3.510

. : C g
i Jat cosT 0 — s st ()7

(T oo a— e c= (;ql )

Tt costf
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La integral que define el momento total es convergente v da ol re-
sultado esperado:

: 2 erf2
M = / TdN = / / A (ma sindy = 2ma £3.92)
g JO JO

Pero desafortupadamente Ja fuente se ubica en una region donde la
signatura de fa métrica no es la usual (por ejemplo. el angulo acinmtal
o no es nna coordenada espacial. lo que provocaria la existencia de
curvas temporales cerradas), por lo enal suinterpretacion como firente

material realizable fisicanente es i tanto didosa,

3.5.3 Solucién dipolar de Zipoy

Como cierre de esta seceion dedicada a las aplicaciones practicas del
formatismo de construccion de densidades superficiales de magnitndes
fisicas dipolares. incliimos el calevdo de Ja densidad de momento de
niasa de la Toente minima de la solucidn dipolar de Zipoy [12].

Las mctricas de Zipoyv constituven nna clase de soluciones estéaticas
de vacio con simetria axial vo por fanto, estan mchodas en la solncion
ceneral de Weel [1H.

Dado que Ja vorticidad v el campo electromagnético se anulan. la
nnica ecnacion gne hay que resolver. si imponemos las coordenadas de
Wevlo es 12,607, Sabiendo que la aceleracion es a = dl esta ecuacion

s pnede eseribir como:

dadl 4 p dp Axdl =0 (3.93)

Fx deciv, 1as soluciones estaticas axisimetricas de vacio se obtienen a

partiv de solnciones de la eenacion de Laplace tridimensional redneida:

N . P ', =0 (3.91)

Fa aparente analopia entre ol cazo relativista v el caso clasico es
enganosa. va que. por ejemplo. la métrica de Schwarzschild. correspon-
diente a un monopolo de masa. no proviene de Ja solucion monopolar de
fa anterior conacion (que condncee a la métrica de Crrzon). En cambio

Lo solucion clasica para el potencal gravitarorio de nepa varilla finita
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liotogénea nos proporciona la funcion 7 adeenada para constrnn da
maétrica de Schawarzschild.

Las mdétricas de Zipov se corresponden con esta sublamha de la
clase de Wevl construida a partiv de soluciones de Ta eenacton de Laplace
en coordenadas esferoidales achatadas {1 0} en ver de en coordenadas

peetdocilindricas {p. 2 |

(P @ U 4 20 U g 4 cot 0 =10 (3.95)
=0 cosl (3.96)
o=Vt 4t sind {3.97)

donde v es una constante v las coordenadas vartan entre los Hinites
habitnales:

b < < 00 <7 (3.9%)

Ui vez mas los sucesos dedinicdos por ias coordenadas (1.6, = 0.0)
vilooor = 00w —=0) tienen las mismas coordenadas de Weyl, Por tanto,
ios identificaremos, en vez de Intentar interpretaciones mas solisticadas.

La notacion que estamos utilizando es la empleada en [38] en Ingar
de usar el angulo de latitud v la coordenada w. relacionada con el radio
ropor fa expresion ro= a sinh o, gue suelen emplearse como coorde-
nadas esleroidales achatadas en la bibliografia. De este miodo ganamos
enomterpretacion. va que estas coordenadas ro @ son asintoticamente
esfericas.

Las soluciones de Ja ecnacion de Laplace en estas coordenadas se
pucden escribir en la forma:

U= [0 pa(cos ) (3.99)
where p, denota el enésimo polinomio de Legendre,

I fndice »ovaria de cero a infinito, pero en este apartado nos intere-
sareinos potr fa solucion con n o= l. que nos permite obtener la funcion
[ parva la mctrica dipolar de Zipoyv:

N

[7 == of] — —arel ;-m((—l i eos (3104}

f I
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donde ¢ es una constante,
Pira grandes valores de la coordenada » esta hinreidn se comporta
ST )
como un potencial dipolar de momento f) = 2 ea®:

! o8 1
[" = —(‘(Iz'(“: + O ( ! ) (3.101)
3 re

f'\‘/

La restante hmcidn métrica. 5. anngue no la necesitemos os

!

- Pt cost Oy . L i
R B — oxp{—{ 7 tan® 0 — ¢ sin? 0 Javetan(~)]*}
Pk "
(3102
Debide o Lo dentilicacion de sucesos realizada sobre el disco 7 = 0.
oo e = 000 < 20 a funeton O sufre una discontimuidad:

; [

=2 c'o,q():'_’(-vl — = (4.103)
at

Pero el disco ro= 0 tiene por clemento de superficie v normal uni-
taria

05 = 0 dndo (3.101)

=T (3.105)

Por tanto. el producto " n# g, 2d S, que aparcce en la expresion
(3.6 1) para la densidad de momento de masa. no depende de {7 toma el
mistno valor a ambos lados del disco v la integral que deline el momento

dipofar de masa se puede expresar como:

L .
T _/ dS e iz

| ot

o Iﬂ" ‘
S A _/U dpp2eyt - % = geat 106)

Fiomomento de masa total toma el valor esperado de la forma
asttotica de ta métrica v ool elemento diferencial de dipolo se puede

eseribir come:
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A 2
di) = S ('\/; — 'ﬁ) dodp (3.107)

Lo (f
Este resultado comeide con el que se obtiene en [H] aungue en esa
referencia solo se hace una interpretacion basada en el simil newtoniano.

sin hacor nna justilicacion relativista.
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Capitulo 4

Soluciones exactas

4.1 Introduccion

i el capitulo anterior se utilizd la simplificacion det sistema de ecna-
ciones consistente en presentar la I-forma v como hibre de deformacion
para obtener mlormacion sobre las mentes mimimas de los campos de
la~ <oluciones exactas de vacio.

Fuoeste capitulo se hara nso de otras dos simplificaciones para ex-
tender famihas va conocidas de soliciones de exactas estacionarias axi-
SHNCHETCAS v consLMar ua nueva,

fotas dos simplificaciones que se van a tratar son de muy diferente
mdole: Una de ellas consistira en eseribir el sistema exterior referido
a una rada cava componente temporal sea irrolacional.  Se frata,
por tanto. deuna simplificacion simétrica de la realizada anteriormente
(anulamos « en vez de s) v permitira escribir las ccuaciones de una
o nmy parecida. fo enal capacitara para extender resultados ante-
rioves hasados en ansatze habituales,

[a seounda simplificacion consistiva en realizar nna transformacion
de Lorentz local de modo que se diagonalize el {tensor energia-momento.
Fosto permitira mostrar la cquivalencia que existe entre ios diferentes
casos de campos clectromagndéticos con un solo imvariante Lorentz nulo.
Como muestra de como este sistema de veferencia alternativo pnede ser
nilizado. <o construira una familia nueva de solnciones exactas a partir

de solnciones de la ecuacion de Fricomi.
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4.2 Formalismo irrotacional

4.2.1 FKFcuaciones de Ernst

C'omo va hemos anunciado. en esta seccion esceribiremos el sistema ex-
terior de ecuaciones e un referencial en ol que la vorticidad @ sea cero.
Isto es pertectamente compatible con las eciaciones. como ocnrria para
campos de vacio no electromagnético [16). [17]. Por supuesto. no es
posible en general pava un fluido perfectos pues para este Ta vorticidad
vladeformacion estan definidas sin libertad gange,

La ccnaciones que determiman el boost. de parametro AL son ahora:

u' = cosh A w4+ sinh A 0! (L)

0 = sinh A o+ cosh A 0! £1.2)

o= cosh VEY —sinhb A o« 1§ {13

= cosh A5+ sinh A * £ (1.1]

AN = cosh A sinh A (2a7 =B+ cosh? N — sinh? A & (£.5)

Vodespues de esta simphificacion. ef sistema exterior (2.10)-(2.138) a
|'(‘H()i\’(‘$' hil !'{‘(ill(‘(‘ il

dh =10 (1.6)
da =) (1.7
(s = (b= 2ay A s (1.8)

dw f fet — by A *f (1.9



1.2 FORMALISMO IRROTACIONAL 3

df = —~a A —ishxf {110}
drs 4+ 2h—a)yhks = =N A (L1
(/*u+h/\*nll_)‘,u/\*.s:f/\*j' (1.12)

dabi b Ash=0 (1.13)

Lias conaciones { LG)-01.9) se pueden mtegrar con la introduecion de

PO Ve yHIl('iUE]!“—‘Z

a = dl (1.11)
b=1dnp (1.15)
eh=—p ' dz (1.16)
s=po Hde (117)
w f = U pThdw (118

e la cenacion .U obtenemos una diferencial exacta gque define el

potencial de deformacion oo en analogia con el potencial de twist:

yoo_)
der = pe 21

w5 2 {1.19)
voconstrigy otra potencial complejo g stmtlar al potencial de Frnst:

dip = d(—p* ¢ 20w i dy £1.20)

Riny = —p* 4 —ww (1.21)

Stosustitiomoes LIS e 1100 obienemos una ecnacion del tipo de la
st para ol potencial W
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]
dow d W h A wd V= ——————— iy 2Py A 1.22
Ry + o bl } ( )
La cenacion eliptica para el potencial n se obtiene combinando la
ccnacion anterior con las condiciones de integrabitidad para (1.11) v
CLI20y para RS v CHTY):

!
vy b wdy = m{d!/ + 2} Ay (128

Fastas dos ecnaciones. junto con la condicion sobre las coordenadas
el = o d 2 resamen o] problema de encontrar soluciones estacionarias
axisnncétricas para o vacio electromagndtico. del micino modo que las
cottaciones de Frnst usnales (2691 (2700, i este referencial Taandivica

<o eserthe de o sigmiente forma:

y ]

dot = A [t A pf (do + CdEY (1.21)

Las Dhinciones metvicas {70 (0~ se obtienen de forma algebraica o
por ciadratiras:

IRELIp (.’Lgﬂﬁ Y \p) (1.25)

dC = —p7 20w dW — ) (1.26)
. e -

dy Abh= ca N+ T sAhsH AS £1.27)
N L, : ,

o Nkl = —a A v 4 h Aws+ A ] (128}

donde hemox ovientado 4 paralela a b,

Ambos sistemas de ecuaciones, las ecnaciones de Frnst. (2.69)-(2.70)
voCLR-0E23)0 tienen la nasima forma. intercambiando £ por g v @
por W Sin embargo. existe mna sutil diferencia escondida en el signo
menos eserito delante de la norma del campo de Killing rotacional.

i
i

Ctal comuo aparece en la definieion del potencial 5. Fste
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signo obliva o fa parte real de g a ser negativa en los casos de interes
fisico. De otro modo. ¢l campo de Killing axial seria temporal. Por
contra & puede ser positivo o negativo. Ademas, las condiciones de

plamtud asimtotica para = v o son bastante diferentes:

g
=10 (A) (1.29)
a

o=t st 00 (1.30)

Anngne las cenactones tengan Ta misma lormac los potenciales tienen
nuy diferente significado. Por ejemplo. mientras que € es considerado
como an potencial escalar electromaenctico, W debe verse como fa com-
ponente axial deonn potencial veetor,

S podria pensar en a sigmente transformacion para generar solu-
cioties tevas de vacio eleetromagnético. como una generalizacion de Ja
v [T

o1

introducida o 16)

sy (-1.31)

b (1.32)

Pero esta transformacion condiiciria a métricas no fisicas a menos
gue fastenatura de la mdétrica de partida fuese (4 —— - ). va que induce
el sigiiente cambio entre las normas de los campos de Killing:

2t 2l .
RS (1.33)
Podria usarse. pues. para obtener nuevas soluciones a partir de re-

giones prohibidas de otras varviedades espaciotemporales.

4.2.2 Extension de la clase de Weyl

Un primer intento de constrair nuevas soluciones de las cenaciones de
Finstein-Maswell con el formalisimo irrotacional puede einprenderse ha-
ciendo uso de Tos ansatze gae han sido ntiles para resolver la ecnacion
de Fonst standard. Para comenzar, se pucde mostrar que la Tamilia de

Wevl de clectrovacs estiticos [1] puede extenderse a nmevas soluciones,
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Il ansaty de Wevio en Tuncion de los potenciales de Kenst. capone
ina dependencra funcional entre = v @0 que ahbora son reales (@ real
supone nna solircion electrostatica. las magnetostaticas se obticnen tri-

vialmente a partir de ellas):

o= (B (131
Fste ansatz conduce a dos ecuaciones. que pueden integrarse. te-

niendo en cuenta las condiciones asintdticas (1.29):

E(‘D):Uﬁf-r”-_—_[—2(-(I)+(I)-) “_33‘)
dotiele ¢ o8 wa constante.

; f ) I X
oA R = e o
Prdbebpwd® = s

que pnede resolverse introduciendo nna feneion Y. que sea solucion de

dD A wdd (1.36)

la conacion de Laplace reduaida:

ddY 4+ b A Y =10 (4.37)

por medio de Ja siguiente relacion:

- i = leothY e (¢ = Tysinh ™Yy ¢ 5]
d = Yyt e =y e
- —cfeotY + o (L - ('2) sinT? Y ¢ |

( 1.3%)

Uiansatz similar puede aplicarse en la formulacion irrotacional de
los clectrovacs axisimetricos estacionarios:

= (W) (£.39)
Las ecnaciones a las que este ansatz conduce son enteramente simi-
lares a las del ansatz de Wevl:

W =0 =t T = el (+110)

Qe — 20
d o d\Wh A o= ey e A\ (D
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Por razones fisicas queremos que ¢ + 20 — W? sea positivo v esto
solo puede dograrse <1 ' 4+ 02 = 0. Tenendo en cnenta esta restriceion.,
los casos {isicos se reducen a solamente unos

i

o o4 el F Gtanh Y ,(J'f_')(" =+ eHyeosh ™Y (1.1
siendu ¥ ouna vez mas nna zolucidn de la ecnacion de Laplace reducida,

e b anterior conacion se deduce que pfe 730 osta acotado supe-
rlotmente por o 40T v por tanto. estas solnciones no pueden ser
asintuticmnene plaas. va gue la norma del campo de Killing axial debe
diverser e el nbinitor Bsta fannhia podia ntifizarse pava representar
e espacioticmpo dotado de campo eléctrico o magndético rodeado por

e ente material a la que habria de pegarse,

4.2.3 Extension de la familia de Papapetrou

OMro ansatz que se puede extender a este lormalismo nrotacional es
el de Papapetrou [15] para métricas de vacio. Siguiendo [3] podemos
recseribirlo como nna suposicion de dependencia funcional eutre la parte
real ¢ naginaria del potencial de Frnst:

2

B N E F (1.13)

La partes veal o nmaginaria de la ecuacion de Frnst implican:

il / 2

AT ()

siendo ¢ v constantes,

2oy

o w oy H DA wdy = e\ A sy (1.15)
4 2oy - P
que es simifar a la gue se obtuvo al mtegrar ta extension del ansatz de
Wevl (L Portanto. el potencial de twist tiene la siguiente expresion
en fuucion de nna solucion arbitraria de la conacién de Laplace reducida
dimensionalimente:

Voo Ve tanh Y (1.16)
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De nnevo Ta condicidn ¢ + @ > @ ha de imponerse por razones
[isicas. 150 potencial de Eenst. por tanto, adopta la siguiente forma:

s e 4 et (cosh™ Y 4 tanh Y4+ ie (117

I . 3 ' . - 2 =2
Sioaplicamos este ansatz al formalismo irrotacional, pfe 20 = g,
en verz de al habitual formalismo rigido. las ecuaciones tienen la misma

orma v tenemos, por tanto, otra familia de solnciones:

TRVt leosh™ Y + i tanh Y) + e (1. IR

Las mismas consideraciones sobre la formma asintotica de la extension
de Wevl realizada en el apartado anterior son validas para esta ex-

tension de la familia de Papapetrow.

4.3 Diagonalizacion del tensor de esfuer-
Z0S

Los campos electromagndéticos clasicos que no scan de radiacion pueden
expresarse cinun referencial en el que el tensor de esfuerzos es diagonal.
despucs de realizar una transformacion de Lorentz. Implica hacer nulo
cb vector de Povinting eseribiendo las ecnaciones en nn referencial en
el que ol canpo eléctrico v omagndtico son paralelos (s1oel invariante
Lorentz BB es distinto de cero) o cancelando uno de ellos (si -1 = 0),

La misia simplhificacion puede aplicarse sin perdida de generalidad
e relatividad eceneral. Corresponde a tomar £2A B =0 en el sistema

exterior v por tanto. este gueda de lasiguiente forma:

db =10 (1)
da = As { 1.5}
ri’».:(h—';'r,'}/\.s' (b))

div = —(h—2a) A (1.32)
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df = —a N[ ~is Axf (1.03)
daf=(a—=0Asf 41w A f {1.51)

da e —s) 4+ 2a Awswe 4 2a — by A *s =) (1.53)
b b A va b ;i—)—w A wr — %.s Aoks = A %] {1.56)
d+b+brah=10 (1.57)

4.3.1 Campos de Maxwell parcialmente degene-
rados

I este apartado denominaremos parcialmente degenerados a fos cam-
pos clectromagneticos que tienen uno de los invariantes Lorentz igual
a coro. Bxisten tres caszos diferentes:

Como va e ha mencionado. cnando £/ - B = 0 v [ — B < (.
las conaciones puedeny expresarse en un referencial en el que el campo
elécrico se anula. Eseribiremos tan solo las eenaciones relevantes en las
que ol campo clectromagnético aparece: La eenacion de Ravehaudhur
volas conaciones de Maxwell:

g b A w4+ %H' ARy - i& Moxs oz 3 AL (1.5%)
dis — B Aa =10 (1.59)

dr i3 — B A{h—a)y=10 {1.60)
BAw=1 (161}

#« 3 A8 =10 (-1.62)
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De las dos ecunaciones altimas obtenemos como Ligadura que L vor-
ticidad v la deformacion han de ser ortogonales.,

Ut caso similar sucede cuando £ -8 = 0 v 24 — % > 0. Ahora
os 13 el campo que puede anularse. Las cenaciones resitltantes son las
mismas que (L8-(1.62) despucs de cambiar 13 por F.

FI nitimo caso de campos parcialmente degenerados lo constituven
aquchos para los cuales £ - 3 G, pero £ = 3%, Fu consecuencia, en
el referencial en el gue los campos son paralelos. tenemos que [0 = +£8
voopor tanto. foand B osatisfacen las misimas cenaciones de Maxwell,
que toman la forma de Jas ccuaciones (1.59)-(4.62), La ecnacion de
Ravehandimnm pava fa -orma de aceleracidon varia ligeramente:

l | . : .
d v b A s SN s A ks = 28 Al (1.633)

Del conjimnto de tres casos de campos clectromagndéticos pareial-
mente degenerados se deduce que una solucion de uno de ellos nos

provee de olras dos aplicando Ta signiente regla de transformacion:

‘ - : -
Broeoge — Lpeo e — ;IL;{.H:(] = ﬁ:j”;.j.,q:(_, (-1.G1)

Anngae los tres casos representan problemas lisicos diferentes. sn
deseripeion matematica es la misma.

4.3.2 Una familia de electrovacs parcialimente de-
generados

Para obtencer soluciones de las eonaciones de Finstein-Maxwell haremos
uso de un ansaty pava el caso parcialmente degenerado magndético puro:

loraremos fa b iorma asociada a la deformacion, s iguat a cero e
nnpondrernos fa siguente condicion algebraica entre las |-formas de a
vorticidad v el campo magnétieo:

|
G A ke = I3 Ao f3 ( 1.65)

Debido a la ligadura £ 1.61), esta ansatz nnphica la signiente relacion
entre las formas:
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{
B = +—u (1.()(1)
V2
Por tanto. tenemos dos conjuntos diferentes de ecuaciones para la
vorticidad v s dnat

div = —(b —2¢) row (-1.67}
e 20 A ke = ) { L.GN)
di— e A =0 (1.69)
e — ke Ah —a) =) (1.70)

aue itroducen wna nneva hgaduara:

h = 3a (1.71)

Fas condiciones de mtegrabilidad para esta ligadura no nmponen
nminguua restriceion adicional, va que las ecuaciones que rigen las 1-
formas pari i aceleracion v su dual son consistentes con las gue deter-
minan b,

Sabemos que las ecuaciones pava b, (1.19) v su dual {1.57). intro-
ducen las coordenadas de Wevle p v 20 de modo que wdz = dp. Por
tanto, las iniecas ecnaciones que quedan por imfegrar son { L6773 v { L63).
que se integran factlmente:

A= ',.‘f”-’ aA { 1?.2)

v = pm 0 dy (1.73)

cuva condicion de integrabilidad en coordenadas de Wev| ey

|
R e TR SN (1.71)
i ; f’
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Fata cenacion es oy conocida en hidrodinanyea: se trata de la
ccnacion de Tricomi en coordenadas candnicas cuando los paranetros
permiten clasificarla como ecuacion eliptica.

Bl potencial de nwist. se obtiene de las soluciones de la ecuacion de
Tricom por cnadraturas:

1 -

\p o= el (1.75]

1 —.

Vo= 7l (1.706)

Como o = Ldlnp. la métrica adopta la sieuiente forma en coorde-

nadas de Wevl:

:

datm =t ldt = Aoy £ e p’% {p”) do 4 7 (dp* + (f.:'lg)} (1.77)

siendo ¢ ma constante positiva v se obtiene de las ecnaciones de
Cartai una vez que la conexion v se despeja de las ecuaciones (2.36) v
(237151 ereribimos las componentes 82 v 4 de la tétrada como:

2 ( 3 ( in

0% W - { :rgr/p {(1.7%)

o funcion metrica (7 =~ — {7 puede integrarse de esta cuadratura:

, 3o

(). = -3 prd Al (-1.79)

2 _ ; L 2 2 5
Qp =5 —qrld7 =47 (1.50)

cuva condicion de mtegrabilidad es Ja propia ecuacion de Tricomi {1.7 1)
Conociendo ¢l dual del campo magndtico 3. obtenemos Ta 2-forma
e Farvaday |

. |
F :i—;r/\ Ado (1.51}
\f"_) «
Vool campo magndiico es
l —y =1 2 5 .
Hﬁ_t—--ﬁ;);f’ S AL 07+ A0 {(1.82)

[V
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De la expresion general dela metrica en coordenadas de Weyl resulta
obvio que no es asintoticamente plana. Esto parece deberse al hecho
de que el campo eravitacional obtenido de la componente g tiene
stmetria ciliadrica vopor tanto no puede ser originado por una {uente
comnpacta. 1 campo magnetico, por contra. no posee dicha simetria a
menos que supongamos que 4 no depende de la coordenada = en cuvo
caso tendriamos nn campo de Killing adicional a..

Fsta farnha de solnciones de las ecuaciones de Finstein-Maxwell
fene gencricanwnte dos campos de Willing v tipo de Petrov L

Iy
tambicn gendricamente no estatica,
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Capitulo 5

Solucién multipolar
perturbativa

5.1 Introduccion

El hecho de que las ecuaciones de vacio de Einstein con dos campos
de Walling puedan reducirse a la resolucion de Ja cenacion de st
no ha mejorado miestro conocimiento exacto de sitnaciones que pudie-
sen replicar configuraciones {isicas. Nos {altan. por ejemplo, soliciones
exactas con un o mnmero finito de multipolos que puadieran ser fa contra-
partida relativista de las expansiones en polinomios de Legendre de la
teorta clasica del potencial gravitatorio v electromagndtico.

Como va ~e menciond previamente, {a posibilidad de generar solu-
cioties o tios asegura la fisica del resultado. Por ello, st queremos
constrmr na solucon con unas determunadas condiciones fisicas, que
condhzea a resultados que se puedan comprobar experimentahnente.
estanos abocados & recurrir a soluciones aproximadas en la forma de
desarrollos perturbativos.

La motivacion fisica de este capitolo sera ol analisis de la infhen-
cla <de Jos primeros momentos multipolares de Gerocli- Hansen [26].[27)
de orden superior a tres en configuraciones estacionarias con simetria
axial v por vellexion ccnatorial que pudieran tener interds en astrolisica,
La razon vara alcanzar dicho nivel de nudtipolaridad vadica en gue las

expresiones que relacionan fos momentos con lox coeficientes de la ex-

(0
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patsion del potencial de linst en el eje dejan de ser lineales a ese orden
[16]. hasta of prnto de carecer de una expresion general para todos ellos.
lon este capitnlo se analizara como alectan estos términos no line-
ales al movimiento de particulas prucha alrededor de una distribucion
compacta deomasa que rote estacionariamente.  Por supuesto. estos
términos son irrelevantes para el caleule de correciones astronomicas
en nnestro sistema solar, pero son hmportantes para objetos altamente
relativistas, como los pilsares. tal como se muestra en [17].

Para ello caienlaremos los siete primeros términos de una expansion
del potencial de Frost en potencias inversas del radio psendoestérico de
Weel [I8 con valores arbitrarios para los momentos multipolares del
campo lejano. voconstriiremos la métrica aproximada correspondiente.

Iste resultado serda empleado posteriormente para analizar dos efec-

tos <chre las travectorias de particulas prucha:

L. La precesion del perthelio de nna drbita ecuatorial acotada.
2. La precesion de fa linea de nodos de una traveetoria hgeramnente
nchinada v oproxima a ana orbita circular.

Existen trabajos previes sobre el tema en {191 v [50], pero estas
referencias abarcan tan <0lo hasta el momento cuadrupolar. Fn todo

este capinido el campo electramagnético se tomara como nulo.

5.2 Calculo de la meétrica

Hemos visto e ol segundo capitulo que la métrica de vacio de una
variedad espaciotemporal con simetria axial v estacionaria puede obte-
nerse resolviendo las ecnaciones de Frnst (2.81). (2.82), que en ansencia
de campo electromagnético v en coordenadas de Wevl se reducen a la
slgientes

, . 2 =
(EE - 1) (‘E,l_,l -+ _‘Ep _f_‘f’} = ‘2‘-{(51) ”‘L E.T ) {)l)

A partic del potencial de Ernst. O podemos construir la inétrica por
cnadraturas (2.767-(2.7%);
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ip -
b, = (AA;,)Z \z (H.2)
!
I -
",,:(:+r\'2(‘np:{ — .5 ()1)
R ﬁ(a,a:-v 4oia,) {7.5)

Recordemos que las dos expresiones para el potencial de Frast se
relacionan por la siguiente gnaldad:

I —& S .
2= — = iy (H.67
R

donde. por comodidad de la notacian. escribimos f en higar de 24
Pava caleular la solucion aproximada, eseribivemos el potencial £
como nia lhincion de las coordenadas psendoeslénicas v v # relacionadas

con tas de Wevl por Ja signiente transformacion:

—~—
=

= sinf (5.7)

= cost (H.5)

La condicion de planitud asintotica se implementa escribiendo &

como nna serie lormal en potencias nversas de la coordenada radial »:

.
E=2 & (5.9)

donde las [nnciones £, dependen tan solo de la coordenada 6.

Ya qite estamos mteresados en una solicion que sea simetrica bajo
rellexiones con respecto al plano ceuatonal. # = ©/20 uinpondremos
que as funciones £, de orden impar sean reales mientras que las pares

sean imaginarias, Para ello, se van introduciendo nnas constantes de
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imtegracion, e, reales las de orden par ¢ tmaginarias las de orden
npar.
Dado qire lox resultados son bastante volinninosos, sc consignan en

el apéndice O junto con la expansion de la metrica:

=1+ Z for™" (3.10)

n=1

A st 0 DT A e (5.11}
=1

5 = Z ST (5.12)

]

5.3 Precesién del perihelio

5.3.1 Introduccion

25 bien sabido por ol teorema de Bertrand (ef. e.2.[52]) que las drbitas
acotacdas estables de particulas en movimiento bajo la influencia de una
fuerza central gue no es coulombiana ni arménica no pueden ser cerra-
das. Fn consecuencia. cnando a fuente del campo gravitatorio no es
exactamente monopolar. las orbitas acotadas sobre el plano ecuatorial
no estan deseritas por las Orbitas elipticas de la primera ley de Kepler.
sine por nna ligura abierta en la forma de una ehipse precesante. si la
desviactan de in estericidad es peqguena.

La =itnacion e« un tante mas complicada en relatividad general.
Aungue se hia demostrado (331 que existen tan sdlo dos variedades espa-
ciotemporales asimoticamente planas. estaticas v con simetria es{érica
en las que fas orbitas estables son cerradas, <e trata de situaciones muy
distintas de Las clasicas v no parecen carresponder o conlignraciones
[[cas razonables.

Por tanto. caando los efectos relativistas son tenidos en cnenta. m
sigitiera ol movinnento aleededor de nna distribucidn estérica de masa

tene sus orhitas corradas. Fste efecto se ha comprobado en nuestro
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sistema solar como una tenta precesion del perilichio de Mercurio. Por
supuesto. los demas momentos multipolares contribuiran también a este
clecto.

[ consecniencia, estos momentos podreian determinarse [31] mi-
diendo la precesion de nn nunero adecuado de particulas prieba si-
tiuadas a diferentes distancias de la fuente gravitacional.

St las particalas de proeba son lo suficientenente pequenas comao
para que las (nerzas de marea sean despreciables en el intervalo de nna
longitnd caracteristica de la particula. entonees podremos considerarlas
pruntuales.

St los cfectos debidos a suomomento angular intrinseco son irrele-
vaniles. entonces serd valida la aproximacion de suponer que deseriben
travectorias gie son geoddésicas temporales de ta geometria del espacio-
tiemnpo quue rodea a la fuente, Por tanto, para estudiar la influencia de
Jos momcntos muitipolares del campo lejano sobre las particafas, habre-
mos de resolver Jas cenaciones geodésicas para la citada geometria, Fa

exta seecion nos mitaremos al plano ecuatorial # = % /2

LR
"y

5.3.2 FEcuacién geodésica

Debido a que las coordenadas temporal v acinmital son ciclicas. tenemos
dos integrales primeras del movimiento correpondientes a las cantidades
conscervadas 7 v [ respectivamente la energia total v la proveceion del
momnento angular =ohre el eje 2. ambas por unidad de masa, de la
particulta prueha. Iscritas en funcion de la enadrivelocidad de esta:

vo= (L 0.0) (5.13)

estas cantidades adoptan la siguiente expresion:

Io= = u = [ — :lf,:)] (5.11)

f=d =AU — o)+ Tr'“ ) (5.15)

11 punto sobre las varnables denota derivacion respecto al ticmpo
} | ]
propio de la partienda.
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[Las cenaciones de evolueion pava las coordenadas £y o se pueden

eseribir. por tanto, de la forma signiente:

["na tercera integral del movimiento relativista tiene su origen on el
heche de que Ta cnadrivelocidad tiene moduolo menos uno:

(5.1%)

b= = = A o) 4 7((2” Mt ot _

Poddemos despejar i de las anteriores exprestones como funcion de Tas
coordenadas no eichicas v las constantes del movinmiento. Sin embargo.
va que estamos interesados en la forma de la rbita mas gue en sn
evolucion temporal. dividiremos la ecuacion (5.18) por ¢ para obtener
la derivada de la coordenada radial respecto al angulo aciimutal

: (5.10%

iy

Al dgaal que se hace en mecanica clasica. serd il reeseribir la

covacion n=ando una nueva fancion como incdgnita, v = 1/r:

(5.20)

G
LI - Fluy = Z c,ut 0] v

pi==l)

[.f- of—1r.
Fsta ecnactdn se vuelve mas manejable s la derivamos respecto a o
vocancelamos los factores .. va que para el estudio de la precesion del
perihelio lax orbitas civcelares no son de interds:
| -
TR T (.21

G
Para resolver perturbativamente estas cenaciones necesitamos i
parametro peqieno e el que realizar una expansién en serie de poten-
cias, o buen candidato es of inverso del momento angular especifico.
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[, De acuerdo con la tercera lev de Wepler. nma buena aproximacion a
grandes distancias de la fuentel se comporta como:

[~ £5.22)
donde i es 1a masa de la particula. Podemos combinario con la masa

cle la fuente. myg. para obtener un parametro pequeno aceptable para ef
anahsis del campo gravitatorio lejano. Definiremos. por tanto:

- = TN(]]"[-’ (-).2})
voexpandiremos o de la stgniente forma en of pardmetro o
ik
) . . -
Mo " Z”,;C” + Ot (5.21)

n=t)

[ razon para comenzar la expansion a este orden se debe a que la
expresion para la orhita de Kepler. primer término del desarrollo. es de
segundo orden on e

La energia especiflica de la particula también se expandira en ol
pararetro ¢

n=11
E=idc D0 Fad + 00 (5.25)
rre=i)

Paracevitar la apariaidn de términos secudares usaremos una nueva
coordenada o relacionada con @ por medio de:

b (3.26)

w = JI + Y e (5.27)

Los coclicientes ¢, sou todos del orden 2 excepto ¢, que s clara-
mente de orden cero en . Fn consecnencia la ecuacian (5.20) tiene la
forma de mna Jeravqura de osciiadores armanicos lorzados. que paede re-
solverse iterativamente hasta el orden de preeision permitido por nues-

tro conocimento de fa metrica:

Uy “i' "= _/‘u(!-”;! (.—).28)
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Lo primeros términos del desarrollo de la solucion de las eenaciones

(5200 v 521 en potencias del pardimetro ¢ son:

1 —
iy = —I{ 1 -+ \Vfl + 2 Fycos ) (5.29)
g
vy =0 (5.30)
[ £ £)
.','3 I 7—02 (’):}l)
1
I . )
ty = "7;{’{1 Py + %) (5.32)
my

Las cxpresiones para la energia especifica v ia frecuencia wose in-
cluven en el apéndice O, Estian exeritas en funcion de los momentos de
Geroch-Hansen v del momento angular v son. por tanto. mvariantes
hajo cinnbios de coordenadas,

5.3.3 Resultado perturbativo

Dado que w es distinta de unos la orbita no es cerrada. va que la coor-
denada radial no es periodica en el angnlo acimmtal sine en o

Foee dos pasos conseentivos por ol perihelio, la particula prueha
describe nnanegulo 2w/, Por tanto. el perthelio se ha desplazado
angrlo Nedadoe por Ta expansion en el parametro ¢

A (W‘I_I —l)=x {“}‘e't‘ws* + N -—\f!'.','* + 'Asfurm‘ + Au[‘!_{"
T T W T TS S VR S VR (5.33)

Los resultados, nn tanto extensos. liguran en el apéndice C0 ) des-
plazamienio del perihelio se ha dividido en diversos términos qie hacen
referencia a =u contenido mnltipolar:

1 oprimero. Ay, engloba a contribucion newtontana a la pre-
cosion. es decir dos términos e permanceen despucs de tomar ol limite
clasico ¢ ==~ Por supuesto solo los momentos de masa estan pre-
sentes. va que fa rotacion de la mente no tiene pingnna influencia en la

divanica newtontana,
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Hasta el momento hemos trabajado en unidades geometrizadas en
las que Ja velocidad de la luz v la constante de acoplo gravitatorio
se toman iguales a uno.  Por ello. los términos parecen tener igual
magnitud. Sin embargo. st los factores necesarios son incorporados {un
factor (/e para cada ¢, un factor (7/¢? par cada . un factor (7/c¢?
par cada Py, o factor 71 par cada [ v oun factor (/72 para cada Fy),
la magnitad real de los términos se recupera.

Por eiemplo. el primer términe newtoniano leva an lactor (% v
el segnndo, un dactor (1) Para distribuciones de masa achatadas. of
momento cuadrupolar. 7 es negativo. por lo cual contribuve positiva-
mente al avance del perthelio en el primer orden. nuentras que el término
cuadratico es positivo stempre. La energia newtoniana no puede al-
terar el signo elobal va que esta acotada inferiormente por —1/2. Por
otra parte. ol termino sedequimpolar. Fyoes de signa opnesto al tineal
enadrupolar,

Bd segnndo térmnno. A, comprende la correceion relativista a la
precesion del perthelio debida a una distribucion esférica de masa. es
deciv. ol electo Schwarzsehild, Puede calcularse exactamente haciendo
wso de funciones elipticas v oes del orden (/¢ La contribucion a cada
arden es siempre positiva.

FEtermimo Ay, recoge la imflnencia de un dipolo de rotacion en
la precesion del perihelio. Fs del orden (74/¢%. Ya (ue sus términos
primneros son inpares en o, ox sensible al sentido de rotacion relativa de
la particnia respecto a la fuente: Fs positivo si el momento angutar de
la fuente v el momento orbital de la particula prueba son antiparalelos
Voneeal Vo on caso contrario.

Fste fenomeno contradice la intuicion. va que se podria pensar qne la
rotacion de la fuente deberia ~arrastrar” a la particula. Una explicacion
cualitativa veside en el hecho de que el avance del perihelio debido a
e monopolo de masa deerece con el momento angular orbital de la
particnla pruecbha: Sila Diente esta rotando v s momento angular es
Joentonces [ se sustituve en ol primer orden por 74 2./, como puede
verse on la ecuacion (5200, despucs de sustituir £ por /. Por ello. el
momento angular “elective™ anmenta si ambos momentos son paralelos.
con lo cual o< de esperar que el avance del perthelio disminva,

Por contra. lox térmimos cnadraticos en £ son imdependientes del

sentido de rotacion v oson siempre positivos. por o que inducen un
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avance del perthelios Los térmimos cabicos se comportan como los line-
ales en 2.

Con el nombre N, englobamos los términos relativistas que de-
penden exciusivamente de la masa v el momento cuadrupolar, P, la
primera correccion es del orden /et No depende del sentido de
rotacion v es positiva para fuentes achatadas. como s analoga newto-
wiana. Los ténuinos cuadraticos son siempre positivos.

I simbolo A, denota ias correcciones al desplazamiento del pe-
rihelio debidas al momento rotacional octupolar /4. La primera co-
rreceion es del orden 78/ ¢ Mantiene la misnma relacion respecto al
termino dipolar que el cnadrnpolar respecto al monopolar: Varta el
signo olobnd

La contribucion relativista del momento gravitacionat sedequimpo-
bars £ se inclive en Ay ¢ no aparece hasta ol décimo nivel perturba-
tivo. o unidades no geomettizadas os proporcional a (%2,

1 dltimo momento multipolar considerado ex ol momento trigin-
tadunopolar. /50 v su influencia se engloba en Ay, 0 Es del orden de
( r”.: ‘;"J ('LI .

A continacion revisaios los acoplos entre momentos nmutdtipotaves
que no sean la masas

Hasta ¢l orden considerado no hav acoplos relativistas entre los mo-
mentos gravitacionales. aparte de los antoacoplos. pero hay acoplos
rotacion-rotacion v rofacion-gravitacion,

FL primero en aparecer os ol acoplo dipolo-cunadripolo. A, 0 Lleva
un factor G/ e en ol orden mas hajo. La contribucion de los términos
bilincales s positiva s1 los momentos angulares de lTa particula v la
fnente gravitacional son antiparalelos v oesta tltima es achatada (2, <
03 Los térninos cuadraticos en el momento cuadrapolar £2) seran po-
siivos =i v son antiparalelos. Finalmente los tévminos cuadraticos
en el momente dipolar son positivos para (nentes achatadas.

D dnico acoplo totacidu-rotacion a este ovden sucede entre el dipolo
vel octapolo vose denota por Ny o Ex enando menos del orden %/ ¢4
Fste término no es sensible al sentido de rotacidon va que es bilineal en
los montentos rotacionales.

Los demas acoplos entre momentos rotacionales v ogravitacionales
tnvolneran al dipolo rotacional voal sedegquimpolo gravitacional, .

voal vetnpolo rotacional v al enadrupolo gravitacional, A, . Ambos
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aparecen en primer lugar en el nndécimo orden perturbativo v son al
tmenos del orden de (5972 El término Ay es positivo si Py es positivo
voos momentos angulares son antiparalelos.

I resumen. se observa que las contribuciones de los momentos
multipolares gravitacionales v rotacionales stenen un peculiar esquema
de aiternancia de signos:

La contribucion monopolar ¢s siempre positiva, mientras qiie el
termino lincal en of momento cuadrupolar es negativo para P, positivo
{los térmmos cradraticos son positivos siempre) v el términe sedegnime-
polar ex otra ver positivo para ) positivo. El sexagintacuadrupolo By
cscapa a los Intes de esta expansion pertirbativa,

St consideramos ima distribueidn de masa proxima a un elipsoide
achatado homogenes clasico. observamos tambiéin una secuencia de sig-

s i'l“(‘l'!lﬂfl()‘*

30 (¢t a?y 3
[')‘)“ = — 531
B (Zn 4+ 0120 +3) (-31)

donde ¢ v o representan las longitudes de los semiejes del elipsoude
paralelo v ortogonal. respectivamente. al eje de simetria.

Para exte elipsoide de revolucion. todas las contribuciones al avance
del perithelio serian positivas.

Los térmmvos ineal v eibico en ol momento dipolar rotacionat son
siempre positivos para confignraciones contrarrotantes de la fuente v la
particula de priueba mientras que el término dependiente del octupolo
es positiva =1Ly = =0 8 o ] poseen el mismo signo. L términeo trigin-
tadnopolar Heva el mismo signo gue ol dipolar.

] signo de la contribucion de los 1érminos de acoplo siene una
sencitla regia: Se obtiene como producto de los factores menos 1mo
que preceden a los correspondientes térntinos lincales de los inomentos
nltipolares que generan ol acoplo.

Los términos independientes del signo, tales como el término de
Schwarzschild, los térmimos cuadvaticos en el momento dipolar v los
terminos enadraticos en el momento cuadrapolar son todos positivos,
contribuvendo a un avance del perihelio.

Seriade aran interés conocer ol dotmnio de validez de esta expansion

pertirhativa. Foo el siguiente apartado se estudia un caso mas simple. la
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region del espacio de pardametros en la que los desarrollos son aceptables
para la mdétrica de Schwarzschild.

5.3.4 Convergencia de la expansién monopolar

I este apartado se estndiara fa aplicabilidad de la anterior expansion
perturbativa para ochitas acotadas ene ol espaciotienipo de Seliwarz-
schiled. Pava esta mdétrica la ecuacion geodésica (5.20) se puede resolver
exactaiente por medio de funciones elipticas. En lugar de eseribiria
como i conacion diferencial para v como funcion de o ba eseribimos
como una cenacion diferencial para o0 Fn este apartado v no repre-
senta ol nverso del racdio psendoestérico, sino el mmverso del radio de
Bover- Lindguist:

: Y oy
oo (;’ Pow’ —u 4+ -T] i+ —r =qglu)y - (5.39)

Fostamos considerando que la energia especilica es menor que uno
voopor tanto. glal tiene un cero al menos. Para tener movimiento
acotado necesitamos tres raices para e la orbita oscile entre los puntos
apsidales. Denomimarenios a los ceros de la ecuacion comos

azbh>e>0 (5.36)

f.a ccuacion (5.33) puede resolverse [35] por medio de integrales

clipticas de a primera especie, FF'(~.g). en la region b 2y > ¢

'
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I'na expresion para v como funcion de o se obiiene faciimente te-
niendo en crnenta que el seno eliptico es el seno de (5. ¢):

(5.10)

Dado que o] periodo real del seno eliptico es A K (g) = 1 F(x/2.¢).
wuestra lneion v es 2 K (g)-periodica.
Por tanto. fa precesion exacta del perthicho de la orbita de una

particula prucha alrededor de un objeto eslérico no rotante sera:

-
Ao = -~ \:‘7‘4{\”( ],

- 2% (5.11)

V’r’)l(r— )

La expansion perturbativa en ¢ de la anterior expresion coincide con
fa calenlada previamente como A, L, en la ccuacion (C56). como era
fl(\ ('F:i)f‘l'ill',

.
B 2p -

hNig) = —) I + Z 25} gt (]

D ST
n=1} e

i |
—
[

—

Los limites del campo de aplicabilidad de la anterior expansion son
g =1 {a==0vg=0{00=c) Para ambos valores hay dos ceros de
gl que colapsan v el movimiento acotado deja de ser estable.

Por cllo. tendremos que estudiar para qué parametros g{o) tiene
rafees dobles. Fsto sucede cnando o toma cualguiera de los valores ug
que son sohicion de ¢'tuy = 0:

k3 \/W .
[P S (5.3

La region permitida es la comprendida cote las curvas g{ug) = en
el cspacio de pardmetyos L2 20 Psto nos proporciona valoves eriticos

vara la onererg espectlica v el parametro perturhativo:
al N

ORI Y (5.0

(=112 (5.15)
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igira 5.0 Region de convergencia del desarrolio perturbativo en el
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Il tratamiento perturbativo no es valido mas alla de este punto en
el espacio de parametros. va que no hav drbitas acotadas estables,
Fo de destacar que para 2 > 1/16 no sodlo lav un Himite inferior

para la energia de la orbita acotada, sino también i Bmite superior.

5.4 Precesion de la Jinea de nodos

5.4.1 Introduccion

Considercinos una orbita acotada (ne se separe hgeramente del plano
cotatorials Siola distribneidn de masa [uwera exactamente esférica, el
plano conatorial no seria en absoluto privilegiado v la travectoria Jo
mtersecaria siempre en los nisimos nodos. Sin embareo. la situacion
catnbin cnando o fuente gravitacional no es esféricamente <imétrica.
va e entonees los nodos precesan en cada revolucion debido o la
perturbacion generada por los momentos multipolares superiores.

I laomecaniea elasica no relativista la primera contribueion a la
precesion de la linea de nodos procede del momento cnadrupolar. como
se uestra on el siguiente apartado. mientras que en relatividad general
el primera en contribuir es el momento dipolar de rotacién.

Para los caleulos sebsiguientes tomaremos a modo de relerencia nna
Grbita circular v consideraremos fravectorias proximas a clla. De este
modo <e plerden los teresantes efectos debidos a fa excentricidad de
fa arbita de referencia, pero los caleuios <on va de por si demasiacdo
volmninosos para abovdarios aqui.

5.4.2 Calculo clasico

1 este apartado derivaremos Ta expresion clésica de la precesion de la
Imea de nodos:

12 tagrangiano que deseribe ol movimiento «le wna particula en un
campo eravitacional es:

Pt o = V) i(3.16)

Lo i —
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i pl k.‘. “(
Vird) = —ZM

?'H+]

(5.17)

siz()

lLas conaciones v constantes del movimiento que se obtienen de este

lagrangiano son las siguientes;

[ == '}, + g A% 1) P sin? 06 + Vir ) {5.18)
N (3.1

P 0 e st 00 — oV (0 (5.50)
PO = T i cos 00 — ) o) (.51

Stirnncamos la expansion eu polinomios de Legendree en el momento
~exadintacuadrrpolar. oo obtenemos las signientes expresiones para la
enereda cspeciiica. 0 v ol radio. B de las érbitas circulares en el plano
f - =2 en la region del campo lejano:

‘ JEE 2% 11‘2 3PP 19 22 [J.f o
J AE— —)_:')__: -+ n_-%)_}_{‘i_m ot ro |\q = A + ()(.'I ]1) (

-t
it
[N
—

I BRI ARG (V1 Lol AR S s W A0 B iy
B = f{; T o - = ‘Q[ln) ) S out (.

!

3)

Para obrener la expresion de las oscilaciones en torno al piano ecua-
torial de wna orbita acotada, hgeramente inclinada respecto a una
travectoria circnlar en ese plano. tomaremos variaciones en la ecuacion
(5510 L resultado lo dividivernos por 04, que es constante sobre of
cireuto de refereneia. para obtener 80 como fincion de o

(00).. = =07 60 (5.54)

T
0 = \,,f’l + 7} Vil 1.5 /2) (5.55)
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De osta expresion obtenemos la frecuencia de las oscilaciones. Q)
que se puede escribir en fincion del momento angular especilico 1 v los
momentos multipolares, insertando la [drmula para el radio (5.53).

Los nodos evolucionan con la frecuencia Q. que es diferente de la
unidad, Por tanto la precesion por revolucion de la linea de nodos es

distinta Jde cero:

! NoOB3EDPP mPIPE 30
o o — — — S . S
- (g‘z l) /i 5 *
N (373 )_;3 = yed 2 ’ = b ;{ . .
n ,,,l { 0 15+ )I[) 1_[1 ‘LO)!“___) 4 ()([_]l,) (3.56)

OE

Fste resnltado sera disentido en el apartado sigmiente junto con fos

térnnnos de procedencia relativista,

5.4.3 Calculo relativista

I edlenlo realizado en fa seccidn anterior puede repetirse dentro del
formalismo de fa relatividad general. ntilizando variaciones sobre las
cctaciones ecodesicas:

AT =0 (5.57)

oot

[as geodesicas que difieran de nna dada en un pequeno vector &
satislaran la siguiente ecuacion:

) N L ) N I S| (3.5%)

per pet

Ya que estanos interesacdos en las pequenas desviaciones respecto al
plano conatorial, concentraremos la atencion sobre Ja componente 44,
Tenmendo en cuenta que la geodesica de referencia se halla sobre un
plano de simetrias las primeras derivadas de Ta métrica respecto a # se
amlan sobre ¢ La cenacion de desviacion geodésica para 67 se rediee

a la signiente expresion:
:'.r‘, }

O — — ¢
54

i

Gy 007D = ) (5.50)
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o verz de considerar una geodesica arbitrana en el plano ecunatorial.
seguiremos restringiendonos a cirenlos de referencia,

Para caleular la evolucion de los nodos con respecto a la coorde-
nada acimutal. tal como se hizo en el apartado antertor. dividiremos la
cenacion precedente por oL que ex constante en ¢l cireulo.

- . . . j . . -
[ fo sucesivo eseribivemos & en ver de 87 para aliviar la notacion:

B + 6 =10 {5.60)
2 l i ST L e
(- = )_)_—)‘f/ G oo 470 (5.61)
sl
stenda evaluada cacda funeidn en of cirenlo 8 = 7 /200 = K.

La cenacion previa alivma que los nodos de las geodeésicas proximas
extian espaciados regularmente por mtervalos de la coordenada o, 51 0
ex distinta de uno. estos nodos recorreran el circulo de referencia en vez
de permanecer en o valores constantes del dngulo acimuatal.

Dada la libertad existente en relatividad general para la eleceidn de
coordenadas v nuestro desconocimiento para determinar las apropiadas
desde e punto de vista de la fisicar resulta conveniente expresar el
resultado de wna forma independiente de estas.

Sera necesario eliminar toda dependencia en el radio B del eivendo
geoddsico v para eliminar pardametros. expresar la energia especilica £,
como [unecidn del momento angular por unidad de masa de Ta Grbita ar-
cular. 70 de modo que en el restltado final <6lo aparezcan los momentos
mudtipolares v 7

Ambos datos son conocidos a partie de la expansion perturbativa
realizada on la seccion anterior para las geodésicas ecenatoriales: Cono-
cemos v e el inverso del radio. hasta un orden alto en [0 Sdlo hace
falta particnlavizarlos para o constante v sastitiarlos en la ecuacion
(5.61) para la frecuencra angnlar.

U na ver aas, los resullados son demasiado prohijos para inelnirse en
el cuerpo de esta memoria v, por ello, ocupan nna secaon mdependiente

en el apdéndice O
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5.4.4 Resultado

La frecuencia de precesion de los nodos puede escribirse ahorva inde-
pendientemente de la eleceion de coordenadas. C'omo era de esperar,
el primer término es ignal a ano. como corresponde a la [reencncia de
fos nodos cuando la distribucion de masa de la fuente gravitacional es
esfericamente shnctrica:

0= 14300, (5.62)

n=:3

Fas diversas contribuciones a ta precesion deda linea de nodos de ana
seodésica proxima a un cireulo geoddsico ecnatorial han sido clasilicadas
de Lomisma forma como se hizo para la precesion del perthelion Un
termino clasico mas uno relativista, dividido este sdltimo de acnerdo a
succontenido multipolar.

Para esermbiv Jas expresiones en un sistema de anidades no ge-
ometrizado hace falta incluir los factores (0 v e tal como se deseribleron
en ks seccion anterior,

No have desde Teego, contribucion del monopolo de masa. St Ta
[recnencia fuera la unidad, los nodos permanecerian en un ananlo o
constanie. Tor tante of angnlo precesado en una revolueion vendra
deserito pors

No=27{0" -1 (5.63)
A(_“ o {A,j.,,,-s -+ _\,,'j[; "I’ -Arw«,-f + Ao:-t | -l.s‘r o _?_ AFH;; 7“' _\‘g,,;—{—
AR VR N (3.61)

Comencemos por la contribueion clisica: Para objetos oblatos (12, <
01, fainHuencia del cuadropolo de masa supone un retraso en la pre-
ces1on de la Tinea de nodos con respecto a la coordenada o del cireulo
de referencia. Por tanto. la Imea de nodos no precesa en o misma
direccion gue ol perilielio. Este hiecho no debe confundirse con la pre-
ceston del vector de momento angnlar en ol Qempo. e sTes positiva,

La contribueion del termine sedequimpolar es negativa pava P positivo
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voacdel momento sexagintaduopolar es positiva para [ positivo. Hay
también un acoplo clasico entre Py v 4. Los términos no dineales en
el momento cuadrupolar son positivos. Esta es la informacion gue se
extrac del término elasico.

Lamavoria de los términos que dependen del momento dipolar son
sensibles al sentido de rotacion de fa particula prueba respecto a la
rotacion de lTa fuente, Silos momentos angulares son paralelos (I v
J o= 0Py nienen el mismo signo). entonces los férminos lineares v
cibicos en ) iducen un avance de Ja linea de nodos. Por otra parte.
los términos cuadrdticos ¥ cuarticos suponen siempre un retraso. inde-
petvhientemente del signo de la rotacion.

Lo contribucion relativista del momento cuadrupolar P, aligual gne
faclasica. os positiva para fuemes achatadas. Los términos cnadriticos,
cncaino. suporen una contribucion negativa al desplazamiento de
la Iinea de nodos. sea o no la fuente achatada. Recordemos que la
contribucion cuadratica clasica s positiva.

Como canria para la precesion del perihelio el término en el mo-
mento octupolar lleva el signo opuesto al del momento dipolar v es
también dependiente del sentido de rotacidn relativa.

L término de contribucion sedeguimpolar tiene el mismeo sigiro que
sihomaoiogo clasico. aungue es imucho mas pequeno que este. No hav
contribucion relativista de 4 a este orden perturbativo, aungue si la
fiav clisica,

Despues de comprobar gue el término en [ tiene el misio signo que
el termino hineal en el imomento dipolar rotacional. estamos en condi-
ciones de ativinar que la alternancia de signos de los 1érminos fineales
observada cn la precesion del perihelio se mantiene en el desplazamiento
de Ta Tinea de nodos: S los momentos multipolares 1%, fuesen todos
posttivos. la contribuaion lineal de cada ), se opondria a ta de Py, 4,
volo nnsime sncede con los momentos rotacionales, hasta este orden
peritrbativo al menos,

Para ol caso va considerado de una figura muy proxima a un elip-
solde de revolucion achatado. las contribuciones de los términos lineales
son todas nevativas. lo cial relleja una tendencia al retraso de la linca
de nodos,

A contimacion discutivemos los términos de acoplo, comenzando

poe ol acoplo dipolo-cuadrupolo: Kl acoplo bilineal entre el momento
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dipotar v el enadrupolar es positive para [uentes gravitacionales pro-
latas =i la particula rota en ol mismo sentido gue aquella. El término
cnadratico en 17 es positivo para fuentes achatadas, sin gue importen
los sentidos de rotacidn. Fl término cnadratico en P, es positivo si los
imonientos angilaves J v [ son paralelos.

1l acoplo rotacional hilineal entre los momentos dipolar v octupolar
es independiente del sentido de rotacion v es positivo cuando J = —7 P
v Los e Potienen el mismo signo. Existe, no obstante, un acoplo su-
pertor, cradratico e el momento dipolar. que contribuve a la precesion
de o Timea de nodos en ta misma forma en que lo hace o] término lineal
de AL

Los iltimos términes considerados hasta este orden son los acoplos
entre v P v oentre Pyov Py que son dependientes del sentido de
rotacion relativa de da luente v s particula proeba.

Observaimos que fos térmmnos de acoplo relativista se oponen a los
términos lneales en los momentos nudtipolares: Llevan ol signo opuesto
al e s esperaria del producto de los Tactores —1 qgue preceden a los
correspondientes termninos lineales. Asic por ejemplo. st los términos
Imeales en £+ 1Y son ambos posttivos. entonces ol acoplo bilineal
entre dichos momentos sera negativo.

Por contra. esta regla no es valida para los acoplos newtonianos.
(‘oo tampoco mfiuye el momento gravitacional sexagintaduopolar 7
cn la precesion del perihelio. a este orden. v si lo hace en el desplaza-
miento de fa linea de nodos.

Tanpoco existian acoplos entre Jos momentos gravitacionales (ex-
cluidos los antoacoplos v acoplos con la masa) en la precesion del pe-
rihelio hasta cste nivel perturbativo, pero existe uno (el acoplo clasico
Py — Ppen la precesion de Ta 1hiea de nodos.

I curioso que. mientras que los términos cldsicos que no depen-
den ded sieno de los momentos naltipolares son positivos, los relativis
tas (los antoacoplos enadraticos del momento dipotar v del momento
cuadnmpoliar) son vegativos.

Por supuesto. la mavoria de estas correcciones son jrrelevantes para
calenlos astronomicos en nunestro sistema solar. pero han de tener su
milhiencia cn objetos altamente relativistas, como nabes de polvo v
discos de acrecion orbitando en torno a padlsares voagujeros negros.

: < (- :
donde otros cfectos postnewtonianos [17] han sido mostrados.



9 CAPITULO 50 SOLUCION MULTIPOLAR PERTURBATIVA



Capitulo 6

Estudio de una cosmologia

6.1 Introduccion

P oste capitalo abordamos el analisis de una soluciéon cosmoldgica de
fhido perfecto hallada por Senovilla. [22]0 1a primera desenbierta que
no tiene singnlavidades de carvatura. Se trata de una solucion con
e ernipo de isometrias bidimensional que dota de simetria cilindrica
a o variedad espaciotemporal. La ecuacion de estado corresponde a
radiacion incoherente. con o cual podeta desceribiv, con las imitaciones
del orupo de mometrias, an universo en su ctapa inicial. dominado por
la radiacion.

Fl hecho de que los invanantes de enrvatura sean regulares no garan-
tiza que ol espaciotiempo esté hbre de singidaridades. Un ejemplo lo
constituve la solucion de Tanb-NUT [56]. que a pesar de tener invarian-
tes de enrvatura regulares contiene geodésicas que no son completas. es
decir que no pueden extenderse a vajores arbitrarios de su parametro
afin, Fstamos adoptando. por tanto, fa definicidn ineluida en [37] de
espacioticmpo no singnlar como aquel envas curvas no espaciales son
completas en un parametro alin generalizado (b-completitud). Al repre-
sentar cstas travectorias fisicas. se considera singular el que culbminen
en nn teimpo propio finito. pues un posible observador evolicionando
a lo fareo de una de ellas verta truncada su historia.

L objctivo de este capitido serd mostrar que la solncion {22) es

scodisicamente completa [53] v en consecnencia. hibre de singnlari-

91
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dades, Fambién se mostrara la concordancia de fa solucion con los
poderosos tearemas sobre la existencia de singularidades 2571 B9 asd
como otras propiedades de la solucion. tales como condiciones <obre
catsalidad. hiperbolicidad globat v energra.

La <oiucion en cuestion [22] posee el siguiente elemento de linea:

ods” coshMo t) cosl* (3 a p) (—di* + dp?*) +

b9 ey ! t"owh"((r,’) sinh (3 e ) cosh "2/:5(1% i do +

;

4+ cosh  (ah) c‘usla_z’“(ﬁ i)z (G.1)

stendo o F 0 una constante arbitrarvia relacionada con la densidad
maxuna de enevera,

Fas coordenadas son eilindricas con el rango habitual v permiten
gque faométrica sea inextendible v oregular en el eje de stmetria, La
coordenada teniporal varia a lo largo de toda la recta real.

I8 tensor de esfuerzos. en funcion de la cuadrivelocidad del flusdo.

uosndensidad, v su presion, po viene dado por:

P=yiu w4 pllg+uu) (6.2)

w=cosh™(aty cosh™ (3apia (6.3)

de donde se dediee gue las coordenadas son comdviies v que ta con-
sruencta del flaido es ortogonal a las hipersuperhicies de tiempo cons-
tante.

o= e cosh™a 1) cosh ™3 ap) {6.4)
It —

1 i
I 3 (6.5]

como correspotide a una eenacion de estado de radiacion incoherente.
Tanto la densidad como la presion son finitas, lo cual unido a la
finttid de dos imvariantes construidos a partiv del tensor de Wexl [22],
perntte alirmiar que no hay singularidades en Ta cnrvatura.
Las cantidades cimematicas del thudo: La vorticidad, w. la ex-

pansion. f.a v la aceleracion. o, tienen las siguientes expresiones:
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w =) (6.6)

(comu corresponde al iceho de que la congruencia del fluido v las hiper-
superiicies de tiempo constante son ortogonales).

0 = 3a sinh{al) cosh™(al) (’()511_1(3 apl (6.7)

que determina nua fase contractiva para ticmpos negativos y expansiva
par Hepos POsitivos.

o — e sinh(Bap) cosh (3 p) cosh™ Mty d, (6.8}
lo que muestra que las lineas de fhiido no son geoddsicas.
La expresion de la deformacion no nos interesa para nuestros fines,
pero prede encontrarse en la referencia {22].

6.2 Ausencia de singularidades

6.2.1 Completitud geodésica

Para demostrar que las geodésicas causales son comupletas. escribiremos
las ccnaciones de las geodesicas para la métrica (6.1) v veremos que sus
soluciones se pueden extender indefinidamente en of parametro afin,
Ixasten tres constantes del movimiento: Una de ellas. 1 asociada a
la mvariancia bajo traslaciones a lo largo del eje 2 otra. AL asociada a
la tnvariancia bhajo rotaciones axiales v una tercera. 4. que toma el valor

cero para geodesicas de genero Inz v o para las de género triempo:

Ao (9a7) " cosh (o b sinh* (e p) cosh (3« i) o (6.4)
I = cosh™(a ) cosh™#%3 4 oz (G103
—& = coshMa i) cosh*(3ap) (=P + 07 4
+ (9057 eashTa 1Y) sinh* (S a p) <'0.-‘h""'/‘-‘(_ Sap) oy
v cosh ™ {a H ('()sh_’)’m(i} apl 2 (6.11)
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Las restantes ccuaciones geaddsicas se prieden eseribir comeo:

Fa g tanh{af) (I") + [-)z] + Gatanh{3a p) f/) +
% N o o
+ |—)1 tanh(e ) sinh? (3o p) cosh ™34 p) ot —
Y

o cosh™ (aty sinhia ) cosh ™™ 3ap) 22 =0 (6.12)

1

A+ 3atanh{3ap) (1% 4 P4 Latanh (a0 i p —
| o/ o
0 sinth{(3a p) <'ou|1""/"(11u M3 tanlf(3ep)iot +

i

o cosh T a fr sinh(Ba p) cosh H (Sap) =0 {6.13)

donde se denota a derivada respecto al parametro afin por nun punto,

Dado gne Tus lunciones que aparecen en las cenaciones son de clase
(0 s solaones del sistemna existen v son anicas. De ahora en
adelante nos limitaremos a ecodésicas evolucionando hacia el futuro
(0 0L La evolucidn hacia el pasado se puede estudiar de forma
analoga.

La demostracion de la completitud geodésica se fundamenta en el
extudio de las segundas derivadas de las coordenadas radial v temporal,
puesto que la componente 2 de la velocidad estd acotada v por tanto,
no puede sorosngular. La componente o tan sélo plantea problemas
cnoeb cje po= UL pero veremos que esta os una region prolibida para
veaddsicas cansales con momento angular distinto de cero. Veremos.
por nna parte. gque las derivadas segundas de las coordenadas radial
volemporal son tales que impiden gue estas funciones sean singulares,
para despues proceder a analizar los diversos tipos de geodésicas v ver
que la coordenada acimntal tampoco puede ser singular.

Las ccuaciones para ol tempo v la coordenada radial adoptan la
sigiente forma tras la sustitneron e fas derivadas de {as coordenadas

eichicas:

+ 5 Gatanh(Bap)t p+

+ s RN vanhla i) cosh T o sinh 7 (3 P "‘)H\.ii‘f:t(li o) o-
'7"’”{'3 apl=10 (6.1-1)

¥

[ Ianh(uf](."

a L7 cosh flat) sinh{af) cosh
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O 3a tanhiZa pd (44 55 4 e tanh {a ) / -
— 9 K eosh T ety sinh T (B ap) ('nslf”‘liiiiup)[ii tanh*{3a p)]
+ a1 coshT e ) sinh(3 e p) ('05}5”7/3(3 ap) =1 (6.19)

Fstudiaremos a continuacion los puntos conlflictivos de estas ecua-
CLOTLeS:

I Radio grande v oerecienter A Ja vista de la cenacion (6.10). la
derivada <eennda de la coordenada radial ex negativa para tiem-
pos positives. La concavidad de Ta enrva impide que pose vaelva
singutar. No consideramos los Hiemnpos negativos. pues st p pu-
diera crecer fuertemente cuaudo 1< (. tambidén { creceria. de
acuerdo con b ligadura (6.11) v Hegariamos a la region de tiem-

pus positivos antes de gue la coordenada divergiera.

20 Radio pequeno v decrecienter En la ecnacion (6.15) el término en
[ tiende & coro para radios pequenos v el término cuadratico en las
deviviadas os dominado por el bilineal. para tiempos positivos, Fn
consecuencla para p o decreciente poes positiva, concavidad hacia
arriha. v la cmrva p(7) 1o puede ser singular en tiempo propio
lImito, kD razonamiento del caso anterior para tiempos negativos
es valido otra ver.

3. Diempo grande: Para grandes valores de /0 esta [uneion tiene
dervada seguneda negativa, como se observa por mspeceion de

I ccuacion (611, B termino bilineal en las derivadas no es

relevante, comparado con el cuadratico. s1 el radio deerece.

Queda por ver gque las geodeésicas con momento angudar no mnlo no
pueden acceder al eje p o= (v provocar que la velocidad angular sea
singular, Para eflo haremos un estudio progresivo de los diferentes tipos

de scodésicas causales. que también sera util en secclones sucesivas:

. Geodesicas en fa congruencia del hodo: Come las coordenadas
estan adaptadas al moviniento del thudo. esta congrunencia viene
dada por la condicion:
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p=o=7:=1 (6.16)

Las unicas geodésicas compatibles con esta condicion se hallan
sobre el eje p =0 v Ta tnica ecuacion a resolver es:

[ =cosh™ut) < (6.17)

Claramenie estas prodésicas son completas al estar acotado e

campo que las determina.

Geodesicas a lo largo del ejer Quedan definidas por la sigiientes
relaciones:

'f)f(_;J = {} (()lc\\»}

=L coshad) (6.19)

, ., : : : ) ‘ .

oz cosh ™ a ) {17 coshP(aty + 8] < (L2 4+ 0)'/? (6.20)

La derivada el tiempo es acotada v, por tanto. pucde extenderse

a vialores arbitrarios del parametro alin. Al ser (7} bien defintda,
noe tiene problemas.

Creodesicas luz radiales: El sistema se puede reducir a uno de

pritner orden tras una imtegracion en da que se o introduce una

constanie fi:

= (6.22)

o=l cosh” Y 1) cosh (3 0 (G235
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F1 valor absolnto de poesta acotado por [h]L de donde se infiere
e extas geodésicas son completas. Tras eruzar ol ¢je en la di-
receidn o, entergen en la direccidn © 4- @ sin encontrar ninguna
sinsularidad.

i Geoddésicas Gempao radiales: El sistema se rednee a uno de primer
orden mediante la introdieecion de un parametro o

= cosh(v) Ap.i) (6.21)
p=sinh{e) Alpt) 16.25)
= Bpdoe)Ap ) (G.26)

Haxv que tener en cuenta que el parametro o no puede hacerse in-
Bito para un parametro alin finito, va que entonees las derivadas
de las coordenadas temporal v radial serian de igual modulo. lo
que tmpedivia ol aanplimiento de la ligaduva (6.11) con & = 1,
salvo que a suover §oyop o divergieran, Jo cual hemos visto ante-
riormente gue no esta perimitido por argnmentos de concavidad,
Las nmevas funciones gue hemos imtroducido tienen la siguiente
lorma:

Alpot) = cosh ™2 a ) cosh™ (3a p) (6G.27)

Bip t.ry= -« [15 tanliid e p) coshie) + 2 tanh(at) sinhir))
(6.28)
Por tanto. 1 v poestan acotadas por funciones hiperhdélicas de v,
que a e vez es una luneion regular del parametro alin, Por tanto.

estas veodésicas son completas,

5.0 Geoddsieas luz sin momento angular: De nuevo parametrizamos

en funcion de o para obtener un sistema de primer orden:
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o= b =0 (6.29)
t = cosh{e) Fip.f) {G.30)
o= sinhi(ey Eip ) (6.31)
f = i D Fpot ) (G.32)

donde las Tnnciones EQp 1) v F{p.toe) se delinen a continuacion:

Fip ty = 1L] cosh™ (a 1) cosh ™ (3 p) {6.33)

Fipd el = —a[T1anh{3a p) cosh{v) + 3 tanhiia 1) smh{e)]
(6.31)
De nuevo el parametro ¢ no puede bacerse infinito en un tiempo
propio mto sin violar la ligadura {611} con d =0 v L # 0. Un
razonamiento analogo al del caso anterior es aplicable aqui para

conciitir que estas geoddésicas son complefas.

i, Cieodésicas huz en planos = = econst: Bl sistemma equivalente
paramctrizado por v viene dado por:

=0=10 (6.35)
= cosh{e) Mip. i) (6.36)
p=sinh(e) Mip. 1) (6.37)
o= Mip. )y Dip. o) (6.35)

Las ninevas funciones introducidas vienen deseritas por:
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Mip =3l cosh™Yu ) ('()5]1_2/:;5:13 ap) sinh " (3ap)
(6.39)

Pp.oey = acosh(e)[3 tanh™"(3ap) — 4 tanh(3ap)].  (6.10)

Podemos integrar una de las ecuaciones de a orbita dividiendo g

Pt

coshir) = o7 sinh{3a p) cosh ™V (30 p) (6.11)

siendo a una constante positiva. Como el lado izguierdo de la
exproesion esta acotado inleriormente por la anidad. el movimiento
veoddsico esta restringido al intervalo entre las soluciones py v po
de Ta cenacion:

sinh{(3a py) cosh™ 334 pr) = (6.12)

De este modo. las geoddésicas con momento angular no nulo no
pueden aleanzar el eje. o] esti acotado y las geodésicas son com-
pletas.

- Geodésicas causales generales: Parametrizamos las ecuaciones

(6L EL (G v (6.13) por medio. de naevo. de el gques igual que
antes, habra de ser imto:

[ = (3 e WD M p 1y Gty coshin) (6.13)
po=13ba K37 M (p. 1) CGlp ) sinhi(e (6.11)
=3 la KD M p oty Hip Gl h (G.15)

ntilizando. para ello. las siguientes definiciones:
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(iipty = [_f'ush’((r.’]sinhz(iiap)('uslfwg(fhm)(l — &)+
+o 9@t Wb L cosh at) sinh (3 ap))'? (6.16)
Hip toey = —alsinhi{e) tanhi{a f.)sillhl(?%(:p)[i} L coshilat) +

+ 2 cosh (af) (_'nsh_"/"a{ﬁ apy il — &) 4+
+ cosh{vitanh{3ap} i L2 cosh (uf) smh‘z(ﬁl apl+
+ 3 cosh aty sl (B ap) cosh ™ Bap) (1~ &)] +

+ et N cosh(e) [ tanhiBop) —

— 3tanh T (Fap)]) (6.17)

La vniea region conflictiva es la veandad del ejel pero en este
caso ¢l término dominante es el del parralo anterior. kn conse-
cuencia, las geoddésicas con velocidad angular distinta de cero no
praden alcanzar el eje v o no diverge, El1érmino en o en (6.13)
induee mu comportanuento centrifugo. n consecueneia. todas las
veoddsicas cansales son completas [H3].

6.2.2 Ausencia de singularidades

De lo anterior se deduce que cada geodésica luz maximal intercepta
todas as lipersuperlicies de tiempo constante. e acuerdo con [60].
esto Jmplica que toda cirva causal corta a las citadas hipersuperficies
tna sola ver voopor tantoo ! = const. es una lamiha de superhicies de
Canchy globales.

Fn conscenencia. dado que ol gradiente de  es siempre de género
tenpo. toda crirva causal puede extenderse hasta valores arbitrarios de
su parametro alin generalizado [37]. va que corta a todas las superficies
de Canchy, Esto implica que la variecdad no es solo g-completa. sino
h-comnpleta voesta es o caracterizacion gue hemos utilizado para la

ausencia de simgularidades,
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6.3 Propiedades de la solucién

6.3.1 Propiedades del contenido material

Una ver comprobada la completitud geodésica de la solucion. pasamos
a analizar otras propiedades del ecspaciotiemnpo. comenzando por su
contenido material. stas propledades sevan de utilidad a la hora de
corrohorar fa consistencia de la solucion con los teoremas sobre sinan-
taridades.

i Condicion Inerte sobre la energia: Relleja el requerimiento de que
el contemdo material del espaciotiempo permita {a focalizacidn
degeadesicas cansales, Se establece con la sipniente condicion:

ISR R L A= )| Y temporal (6.1%)

Por cominmidad. si se venfica para vectores de género tiempo, se
verifica también para vectores de genero luz.
ba catacion de estado de radiacion incoherente satisface esta

condicion [37]. pues la presion es positiva.

2o Condicion genérica: Manifiesta gue existe materia en todo punto
de Ja variedad, Su formulacion matematica exacta es [57):

N N Baaan We #0000 VI causal (G_1)

De acuerdo con [39] esta condicion se satislace i se verifica esta
otra mas sencilla:

T2 N # v i temporal (6.50)

Dado gue da densidad (6.1) no se annla o mnguna parte de la

vartedad. esta condieion se vertfica en esta cosmologia.
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6.3.2 Propiedades causales de la solucién

Fa [57] v [BY] se establece una jerarquia de propiedades globales sobre
a estructura causal del espaciotiempo que abarcan desde, la mas sen-
cilla. fa no existencia de curvas temporales cerradas (condicion sahre la
cronologia) hasta la hiperbolicidad global:

. Vstabilidad causal: Supone que en un entorno de la variedad
semiticmanmiana. referido a la topologia abierta (Y. no existen
espaciotiempos con enrvas causales cerradas. Se verifica [57] s
existe un tiempo cosmico. ex decirs nna fneién cavo gradiente
sicmpre os temporal.

Fola solicion que estamos considerando es elaro gue 1 es un
vempo costeo V.o por tanto, estamos estudiando an espacio-
Hempo cansaimente estable,  En consecuencia. se verifican las
condicioues mas simples, como aquellas sobre [a cronologia v la
causahdad.

2. Hiperhohcidad global: Hemos visto en la seccion anterior gue las
hipersnperficies de Canchy son superficies de Canchy globales,
Por tanro. la solucion es globalmente hiperbolica: Las soluciones
Jde la ecuacion de ondas tienen un buen comportamiento en la
variedad [57].

Fambién se veritica una condicion de menor rango en la jerarquia
como o la simplicidad cansal, es deciv. para un compacto A su
fituro causal. YA Y es cervado v s frontera coincde con ol
future luz. (R,

6.4 'Teoremas sobre singularidades

6.4.1 'Teorema de Penrose

Fn esta seccion abordaremos la compatibilidad de Ia soluecion de Se-
novilla con dos de los teoremas sobre existencia de singularvidades. en
particular. nn teorema de Penrose [61] v otro de [lawking v Penrose
(62]. vecogidos en of fibro [37] comao teoremas 1y 2,

Comenzaremos ol estudio por el teorema de Peurose:
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Una varedad espaciotemporal (M g) 1o puede ser completa para
las geoddsicas de genero laz si:

. R, A K7 >0 YA de género luy.

-

2. Existe una superficie de Cauchy no compacta en M.

3. Fxiste una superticie atrapada cerrada en M {(una superticie com-
pacta espacial para la cual las trazas de sus dos formas fundamen-
tales hasadas en vectores normales de género Inz tienen el mismo

slenio ).

lixte teorema esta mas bien enfocado al estudio del colapso gravita-
cional que a la cosmologia: no obstante, veremos que argamento falta
a la hora de apheario a la solucion [22].

Las dos primeras premisas del teorema se satisfacen para la solncion.,
come hemos visto en la seccion anterior, Por tanto, va que la solucion
es completa, no debera existiy ningnna superficie cerrada atrapada.

Supongamos que existe una: Por ser compacta. tendra un punto.
poen el gue L coordenada radial se hace maxima. Fn este punto. la
normal a la superficie sera una combinacion hneal de los vectores ¢,
¢ S caleulamos las trazas de las dos formas fundamentales nuias.

abtencmos;
L= 272 4 cosh™ 3 a ) sinh™ (3 p}
x [—tanh(o £) tanh(3a p) T3+ 2 tanh?(3ap)] -
TR Tp) = g kL) (6.51)

donde hemos utihzado la siguwiente expresion para la segunda forma
[undamental en términos de los vectores de género fuz 0t saliente. v
nT L entrante, ortogonales a la superficie v el provector sobre el espacio
tangente a fa superficie o

_ + RS Ve
Nk e = R0, ((.52]

nt o = —1 {6.53)
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Las dervadas v (p) v noa(p) son positivas (negativas) para nor-
males exteriores (interiores) en po Por tanto:

<[4+ tanh(af) tanh(3ap)] < 0 (6.51)

Vo€ =27 q cosh T a ) sinh N (3 a p) %

Ve 2 2720 cosh™ (e 1) sinh™' (e P o=
0

[ —tanh{a 1) tanh(3a p)| > {6.55)

Las trazas de Jas segundas formas fundamentales son de signo opnes-
to. de donde se colige que no existen superficies atrapadas cerradas: Las
geodisicas entrantes convergen. mienttas que las geodesicas salientes
divergen.

Con lo cual queda visto que la dltima premisa del teorema de Pens
rose no se satisface,

6.4.2 Teorema de Hawking y Penrose

Una variedad espaciotetnporal (ML g) no puede ser completa para las
coeoddsicas causales si

bR, AR 20 YR causal.
2. Se sauslace la condieion genertea.

3. 5¢e veritica la condicion de cronologia (no hav curvas temporales
cerradas).

Lo Existe al menos uno de los signmientes:

{al Una superhicie atrapada cerrada.
(b} ['nconjunto acrono (sus sucesos no pueden wnirse mediante
curvas temporales) compacto sin horde,

(eb Lo punto potal que la divergencia de las geodésicas nulas
hacia ol pasado (futnrog desde pes negativa,
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Lste es uno de los teoremas mas potentes en el estudio de singula-
ridades. Veremos que es posible determinar qué condiciones fallan a la
hora de aplicarlo a la solucion [22].

Sabemos por las secciones anteriores que nuestra variedad satisface
las tres primeras premisas. En cousecuencia es la cuarta la gque no ha
de vertficarse. Clomo no existen superficies atrapadas cerradas. queda
por demosirar que las otras dos opeiones no son viables:

Por una parte demostraremos que no puede existic un conjnnto
acronu compacto sin borde. Recordemos que un suceso pertenece al
horde de & sioexisten sucesos en su pasado v osu futuro que pieden
unirse mediante curvas temporales que no corten a §.

loscojamaos nnconjunto acrono S dentro de la variedad v un punto
¢ sobre cl Veremos que es imposible que sea a la ver compacto v sin
horde:

Para cllo nos serviremos de las geodésicas radiales deseritas en
el apartado G201 v de la congruencia de Iincas de flindo: Usando
las coodésicas radiales. salientes v entrantes, podemos escoger suce-
sos. g £ Tig). pertenecientes al pasado temporal de g vosueesos,
G < I q) pertenccientes a su futuro temporal de modo que plg_) =
ploy 1o pli.

Dado que fa congruencia del fluido es completa, podemos wnir ¢ v
¢, mediante una linea de universo del fluido. St el conjunto acrono no
tiene horde. esta linea debera cortar a S en un punto g cuyva coordenada
vadial es plg) = ply_) = plgs) > plg).

Vo conseenencia, la coordenada p no pnede estar acotada en un
conjunto acrono sin borde, hiecho este que contradice la exigencia de
que S sca compacto. Por tanto. hemos descartado la existencia de nn
connuto con estas caracteristicas.

Finalente, {a existencia de wn punto p tal que la expansian de las
geodésicas nulas hacia el pasado o hacia el fatiro sea negativa queda
descartada debido a la existencia de geodesicas luz radiales salientes
{entrantes) orientadas hacia ol future (pasado) por cada suceso de Ta
varietad, las enales clavamente divergen. Tambicn se pnede ver o ratr de
la coexistencia de geoddésicas de recorndo acotado, como las geoddsicas
Iz en cada plano = consf.. con las geodésicas radiales, que no estin

acotadas. Claramente estas familias no pueden converser.
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Los condiciones exigidas por este teorema son mas exigentes gue las
que se incluven en los teoremas debidos a Hawking incluidos en [57).
Por tanto. concluimos aqui la rvevision de los teoremas clasicos sobre
singuiaridades.

6.5 Consecuencias

Como resultado de este analisis se conciuve que las condiciones sobre la
cansalidad v la energia no son determinantes por si solas para afirmar
Ja existencia de singularidades.

Lav ansencia de singularidades no es exclusiva de la ecnacion de
estado de racdiacion mcoherente. va que posteriormente esta solucion se
ha generalizado [63]. encontrandose otras soluciones g-completas que no
verifican dicha cenacion. aungue todas tengan simetria ailindrica. No
obstante, no todas las soluciones con esta simetria son no-singulares. va
que dentro de la misma familia hay alguna que es g-incompleta. Mas
detalies sobre el tema pueden encontrarse en [6-1].

I cualquier caso. esta clare que condiciones miciales del tipo exis-
tencla de un conjunto acrono sin borde o de una superficie atrapada
son mebhudibles para la aparncdn de singularidades dentro del marco de
los teoremas deseritos.
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Conclusiones

P estanemoria dedicada a la Interpretacion de soluciones de las ecua-
ciones de Finstemn se han abordado las siguientes cuestiones:

o Construccion de un formalismo exterior para la descripeion de
carnpos clectromagnéticos con simetrias estacionaria v axial den-
tro de fa teorla de la relatividad general: Fsta formmlacion ha
constituido el punto de partida para la mavoria de los resultados
mcluidos en esta memoria, debido a la gran libertad remanente a
la hora de efectuar simplificaciones.

o | nnuevo enfoque para abordar la generalizacion de la teoria del
potencial clasica a la relatividad general: Haciendo uso del for-
malismo exterior se ha conseguido interpretar las discontinuidades
de ios potenciales de Ernst como indicadores de la presencia de
fuentes bidumensionales para los campos. También ha permitido
construir densidades para las magnitudes fisicas de dichas fnentes,
Los resultados se han aplicado a varias soliciones exactas, entre
ellas Lo sohucion de Iverr, 1o cual ha permitide obtener una version
regulirizada de la densidad de momento angular de su fuente
minima bidimensional, También se ha tratado la mvariancia del
formalismo bajo la 1ransformacion algebraica de Bonnor.

o La libertad presente en el formalisimo exterior ha sido empleada
también para presentar las ecuaciones de Binstein en un referen-

clal menos usual v obtener de este modo extensiones de tanmilias de

i
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soliciones conocidas v una familia de nuevas soluciones, También
ha servido para mostrar la equivalencia de las soluciones que 1n-

clhiven campos electromagnéticos parcialimente degenerados,

e Se ha obtenido la solucidn general aproximada hasta orden sép-
timo en ona coordenada radial para el vacio estacionario axisi-
metrico asintoticamente plano dotado de un plano ecuatorial de
simetria. Con esta meétrica se han podido calenlar las correcciones
nltipolares a fa precesion del peribielio v de Ta Haea de nodos
de una particala prueba vose han observado regularidades en as
contribuciones de los distintos momentos,

o Pinalimente se ha mostrado {a ausencia de singularidades de la
solieion cosmologica de Senovilla v las razones de su consistencia
con los teoremas sobre completitud geodésica. dando como re-
sultado la influencia determmimante de las condiciones de frontera
sobre la aparicion de singularidades.

C'omo temas abiertos a la futura mmvestigacion se pueden citar la
extension de la teoria del potencial a los casos no cublertos en esta
memoria v osu aplicacion a otras situaciones de mterés fisico. el analisis
del efecto de ta excentricidad en la precesion de {a linea de nodos de
una particula prueba v la bisqueda de soluciones cosmoldgicas sin sin-
oitlaridades que no poscan simetria cilindrica,



Apéndice A
Densidad magnética clasica

I este apéndice se imcluve una construceion para obtener densidades
clasicas de momento dipolar a partir de las discontinuidades del poten-
cial escalar magnético. Ll resullado es consistente con la tearia del po-
tencial clasica [36Hy permite construir fuentes para ol campo magnético
estatico en la forma de hojas de dipolos magnéticos.

PPara clio recordemos la doble deseripeion en términos de operadores
diferenaiales que se puede hacer del campo magnetostatico en el vacio:

B=-VI =VxA (AL

Como es sabido la deseripeion del campo como rotacional del po-
tencial vector A es completamente general debido a la exigencia de gue
el campo magnético sea solenoidal, Por contra. el campo solo puede
expresarse como gradiente de un potencial escalar fuera de las Tnentes
materiades vostes estatico. St la topologia de la fuente no es trivial. como
sicede. por ejemplo. curando tenemos amilos de corrente. el potencial
escalar no es univaiuado.

Dlos forndas del calenlo integral que serdn tiles para nuestros fines

son las siguientes:

/' Py = / dsn U (A.2)
G SO

/~ T v A - / dSn o A (A3
A JOge

!

I
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listas expresiones relacionan integrales de vohunen en recintos
con mtegrales de superficie sobre la frontera. s de resaltar que. pese a
la apariencia formal de estas tormulas con las exprestones derivadas del
teoreima de Stokes. es necesario utilizar las wentidades de Green para
deducirlas {que involucran la métrica) y, por tanto. dependen fuerte-
mente de gue ol espacio sea plano. con lo cual su generalizacion a es-
pacios curvos no es inmediata.

Supongamos que ¢l campo magnético se comporta a grandes dis-
tancias como el producido por un dipolo magnético 3! en la dircecion

= Esto se tradinee para los potenciales en la siguiente forma asintética:

M cosd) .

V= T e Y (A1)
M osind :

A= S 00 (A5)

Procedamos a integrar sobre todo el espacio la diferencia entre am-
has cxpresiones para ol campo magneético:

0o [ AT AT = /
n .

dSn x A 4+ nV) (A.6)
AR

S1osnponemos que el potencial escalar s discontinno a través de
una superficie cerrada S, habremos de descomponer la integral en dos
partes (sobre el espacio interior v exterior a 5 v la frontera del espacio
habra de tomarse como la esfera de radio infinito S#(>¢) v las dos caras
orientadas. ST (exterior) v 57 (interior), de la superficie:

Ot = S*~) — ST 8 (A.T)

Fa inteeral on el inhinito se caleula trivialmente haciendo nso de

los comportamicntos asintoticos. St denotamos el salto en el potencial

como V] =17 = V7 el resultado se puede expresar como:
L ‘
M= g dSTVn -uy, (AN
P

en funcion del salto del potencial v la proveceion de ta normal unitaria
a la superficic. noen la direccion 2.
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Con lo cnal podemos interpretar el integrando como densidad su-
perficial de momento magnético de la fnente:

I
oy =—[Vin-u, (A9)

‘T
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Apéndice B

Analisis de 7, de Kerr

B.1 Introduccion

Fn el capiiulo 3 se analizaban las discontinuidades del potencial de
“twist” de la solucion de Kereo llegandose a la conclusion de gue la
tuncion gne era preaso mtroducr en la expresion de la densidad de
momento angilar del disco r =0 era la siguiente:

oo 3
L= (r—3m)cosd + —)”_’3—9—2() (B.1)
rd 4 at costd
Ear este apendice estudiaremos el comportamiento de esta funcion v
mostraremos la forma que presentan las superficies de 2, constante,
Para ello, sera conveniente redacir ol niimero de parametros, dividiendo
por e para trabajar con magnmitudes adinuensionales:
_ U IS
Ao = (5 = $eos 4 —:—qn-z—(i (B.2)
2 a? eosfl
donde la tilde denota division por .
I do sncesivo. para aligerar la notacion. se obviara la tilde v ol
subindice rof.
Para valores extremos de o la funcion £ presenta el siguiente com-
prortansient o

A== 3)cosd o — () (H{J

b3
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Fienra Bl Gradica de Z(r,0) para valores de a iguales a 1/2. 1, 2.

Z—(r—l)jcosl = 2 (3.1

Il ligara BoL se representan las eurvas para valores de o ignales
a e medion uno v dos en la diveecion € = 0. observandose la tetidencia
anterior.

s de resenar que. para determinados valores de § v gl tas eurvas
Zr1 no son monotonas v. por tanto. las superficies de Z fijo podrin
cortar a los conos de # constante en dos v hasta tres ocasiones,

Para analizar dicho comportamiento estudiaremos la aparicion de
extremos relativos para las curvas Z(r. #y. ap). La condicion de extremo
Z(rei o= 1 nos proporciona la relacton entre los valores ry para los

cuales existe nnomaximo o un minimo relativo v los correspondientes
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Iigura B2 Grafica de Z(r. ) parva valores de 0 iguales a (0, %

Vo igual a b
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Fignra B3 Rezion del plano » — b en la cnal la funaidn 7 presenta
extremos.

B2 ey 22—y (1B.5)
+

C'omo primera conseencencia se obtiene que para que aparezean ex-
tremos relativos ef radio dehe estar comprendido entre cero v nno:

e [0.1] (1B.6)

v. por tanto. estamos hablando de regiones comprendidas en el interior
del hortzonte de sicesos. caando este existe.

I caso = 7/2. correspondicnte a 2 = 0 gueda exchudo del
tralatmiento general.

Podemos obtener tambien ef valor eritico del parametro b para el

cual fos extremos de la eurva Z{r) colapsan en un punto de inflexion
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con tangente horizontal: La condicion de punto de mflexion. 2, = 0
sc tradice. a parte de en el caso b = 0. en:

b, =307, (B.7)

Fosta expresion igualada a la de by nos proporciona el signiente valor
critico del parametro, por encima del cual no extsten extremos relativos:

o L (13.8)

e
-

I conseenencia solo las superficies de /7 constante de modulo inte-
vior 4 nuo pucden presentar varias hojas, en las divecciones comprendi-

das a o swmo entre las colatitudes;

2 0 < arceos I
APeeos Tl < < d[((().‘s‘—‘\ Toows - > i (”())
0 <<z Wt

Eaestas condiciones podra haber hojas adicionales compactas en
el semiespacio § > 7 /20 ademas de la hoja situada en el semicspacio
) 2 x/20 para las superlicies de 7 constante positiva. Por la simetria
de Ta funeion 7w razonamiento analogo es valido para Z negativa,

Fon o digura Bt se muestra la evolucidn de la seceion de estas hojas
adicionales para un valor de o = 5/ 1

La compouente no compacta de una superficiec 7 = const, es pre-
serdada en la fignra B

Comenzando por la superficie miltiple de mavor sencillez. represen-
tamos /4 = 0 en la figura B.6. Aparte del plano 6 = =/2. consta de
una superficie cerrada que lo cotta v que. como veremos. englohba la
totahdad de hojas compactas del resto de superlicies Z == const.

La posicion relativa de la superficie Z = 0 respecto de las compo-
nentes no compactas de otras superficies se muestra en la figura B.7.

A medida que 7 ova creaiendol fa superticie cerrada en 7 = 0 se
divide en dos (una para Z positiva v otra para Z negatival. que van
disminnvendo de tamano conforme 7 awmenta. En la figura B.8 pode-
mos ver la componente compacta para Z = 1/2 v en la figura B9, la
superhicie 2 == 4 englobando las componemes compactas de 7 = /2 v

S 1
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[pura Bl Provecaon sobre un plano o = oy de las superficies 7

constaute en coordenadas de Bover-Lindquist,
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Figira 3.5 Componente no compacta de la superficie 7 = 1/2.

Iignra B.6: Seccion de la superficie Z = (.
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Fieura B.7: Seceidn de la superficie 7 = 0 v la componente 1o compacta

de 7 = 1[2 v 2= —1/2.

('omo va se anticipaba en la expresion analitica de 7. al crecer Z la
componente compacta acaba por subdividirse en dos (figura B.10). En
fa fgnra B se puede observar la posicion relativa de las componentes
compactas de las superficies 7 = £1/2 v 7 = +73/100.

Finalmenteo al crecer 70 las hojas compactas desaparecen v solo
resta la hoja difeomorfa a un plano. En la figura B.12? se muestra una
superposicion de componentes compactas en et interior de 27 =0 v en

la figura B.130 se incluve también un detalte de dos hojas no compactas.
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Figura B Detalle de la componente compacta de la superficie 7 =
[ /2.
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r

Figura B.9: Detalle de la superficie Z = 0y las componentes compactas

de Z = 1/2v 7 =—1/2




B INTRODUCCION 123

Figura B3.10:

Detalle de las componentes compactas de Z = 787100,



121 APENDICE B. ANALISIS DE Zp00 DE KERR

Figura B Detalle de las componentes compactas de 7 = +78/100
VA=
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Fieura B.13: Detalle de las hojas de las superficies 7 = const.



Apéndice C

Métrica aproximada
multipolar

C.1 Funciones metricas

C.1.1 Potencial de Ernst

A continnacion figuran log primeros térnminos de la expansion del poten-

cial de Ernst mas general para ana miétrica estacionaria, axisimétrica,

asintoticamenie plana v dotada de un plano ecuatorial de simetria:

£ = Z T+ 00T

=1

[ A
w1 T i

&y =y pylcost)

. ’“l)';
g =1y ppleosll) — ——

3
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donde p,, (r1 simboliza ¢l polinomio de Legendre de orden » v las cons-

tantes de integr
CONLTArio.

212 Meét

lin este apartad

acion e, son reales st R s par vonegativas onocaso

rica

o se consigna la expresion aproximada de la métrica

calculada a partiv del potencial de Frnst del apartado anterior:
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C.2 Desplazamiento del perihelio

C.2.1 Energia de la 6rbita

Resenamos a continuacion la expansion de la energla de una orbita
ccuatorial o1 la geometria descreita en la seceion previas

n=11
=14 B+ 0 (C.30)
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L= 0 (€31
N _ 5 1 . l"‘{f [
I, —10 by — 6= e (('.32)

SP 2Pk
by = - _____1? - —% (C.33)
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donde 1. Ta energia de la orbita clasica de epler. es un parametro
libre cuvo inite nterior es —1/2. que corresponde a una orbita circular.

C.2.2 Frecuencia angular

Foar esta apartado se mcluve la expresion de la frecuencia angnlar de
una orhita eenatorial:
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oy = —i‘—’ (Co15)
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C.2.3 Desplazamiento del perihelio

Finalmente inchiimos el desplazamiento del perihelio de la érbita cuvos

parametros se han deserito con anteriortdad:
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>.3  Desplazamiento de la linea de nodos

C.3.1 Energia de la 6rbita circular

A continuacian figura la energia de la orbita circular de referencia para
el caleulo del desplazaniento de la Tinea de nodos de una traveetoria
Proxima:
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C.3.2 Frecuencia angular

Foeste apartado figura la expansion de la frecuencia angular de los

nodos de una travectoria proxima a una geodésica circular ecuatorial:
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C.3.3 Desplazamiento de la linea de nodos

Incluimos a continuacion el desplazamiento angular. en cada revolucion,
de os nodos de ama 6rbhita proxima a un circulo geoddésieo conatorial.,
Los 1érminos estan clasificados segion su origen multipolar,
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