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Capítulo 1

Introducción

El objeto ultimo de la presenteTesis Doctoral es el estudio,a nivel formal, de

los sistemasconcurrentes. Es bien sabido que la aparición de la concurrencia

representaun aumentoradical en la complejidadde los sistemas. Ello se pone

en particular de manifiestoen los modelos teóricosdesarrolladospara abordar

su estudio a un nivel formal. En consecuencia,en los primeros modelos tales

se abstraentodos los aspectosde los procesosconcurrentesque se consideranno

fundamentalesde los mismos,demaneraquese puedarazonara nivel formal sobre

el comportamientode los procesos,sin que la complejidaddel modelo formal en

cuestiónoscurezcay dificulte dichosrazonamientos.Naturalmente,el costequese

hade pagardebidoa las susodichassimplificaciones,es la perdidade todaaquella

información que voluntariamenteseha abstraídoen el procesode modelización.

Todo ello se observaen particularen los distintos modelosformalesque ini-

cialmentese desarrollaron,como son las Redesde Petri [PetSl, Rei8Sl y las de-

nominadasAlgebras de Procesos,como CSP [Hoa8S],OCS [MilSO,Mil891 y ACP

[BK84). En todas las versionesbásicasde estosmodelos,separtede una forma

u otra de la idea de que un sistemaconcurrenteevolucionamediantela ejecución

en cadamomentopor partede una de sus componentes(o de todasaquellasque

debansincronizaral efectopara hacerloposible) de una acción de entre las que

en ese momento seacapaz de ejecutar. Ello liga inmediatamentela concurren-

cia con el no-determinismo,puessi en un momentoson varias las accionesque

podríanejecutarse,no setoma partidopor ningunade ellas, sino quese considera

1
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que todasellasson igualmenteposibles,si bien finalmentesólo uno de los posibles

funcionamientosse producíraen cadaejecucióndel sistema.

De hecho,en la prácticase ha comprobadoque, una vez abstraídosaspectos

como la equidad (fairness)en las elecciones,el paralelismoreal (posible uso de

varios procesadoresal tiempo) o la duraciónde las acciones,en la modelización

de dicho no-determinismoseencuentrala clave de caraa contar con una buena

modelizaciónde la concurrencia.Un magníficotrabajo, en el que ello sepone de

manifiesto,y enel queademássehaceunaexposicióndetalladade la denominada

semánticade pruebas,previamentepresentadaen [NH84J,es [Hen8S].

Ahora bien, una vezestudiadosen profundidadlos modelosbásicos,esopor-

tunoel tratardeampliarloso modificarlosen lo preciso,demodoquepuedanpasar

a estudiarseaquellosaspectos,fundamentalmentecuantitativos,quesehabíanper-

dido como resultadode las abstraccionesen que aquéllossebasaban.En concreto,

secuentaya con abundantesresultadosen temascomo el paralelismoreal [Tau89,

Win87, 01d87,DNM9O], los modelostemporizados[RR87, MT90, RR88, 0rt90] o

la equidad[0587, Fra86,RZ92].

Otro de dichos aspectos,en cierta forma relacionadocon el ditimo de los an-

teriormentecitados,es precisamenteel que constituyeel centro de atención del

presentetrabajo. Se trata de la introducciónen el modelo de informacionesproba-

bilísticasque cuantifiquenlas decisionesno-deterministasque aparecenen el seno

decadaproceso.Es obvio al respecto,queen la prácticaevaluacionescuantitativas

del comportamientode un procesopuedenresultartanto o más interesantesque

evaluacionesmeramentecualitativas. Así, la simple posibilidad de un mal com-

portamientode un sistemapuederesultarirrelevantesi la probabilidadde que el

mismo sepresentees nula o despreciable.En concretonuestraaproxímacionse

centraráen el estudiodel temaen el marcode las álgebrasde procesos,y más es-

pecíficamenteen la definición y estudiode unaextensiónprobabilísticadel modelo

OSP.

Aunquepor las característicastécnicasdel mismo,consideramosqueel presente

trabajo esnotablementenovedoso,essin embargobien cierto, que no se trata en

absolutodel primer trabajo dedicadoal estudio de las versionesprobabilísticas

de las álgebrasde procesos,si bien no haceapenascuatro años,más o menos
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el momentoen que comenzóa gestarsenuestro trabajo, que se publicaron los

primerostrabajosde una ciertaentidaddedicadosal tema. Nos limitaremosaquí

a referenciarlos primerosde dichos trabajos,que junto con otros más recientes

serancomentadosbrevementeen el transcursode la próximaseccion.

El primero de los trabajosrelacionadoscon la cuestiónes [L589], donde se

estudianuna clasede sistemasde transición probabihsticos,definiendo para los

mismosunaextensiónprobabilísticade lanoción debisimulación ([MilSO, Mil83j)

en la que sebasala semánticausualdel lenguajeCCS.El temaes posteriormente

tratadode nuevoen [Chr9OB,Chr89l.

Ya enel marcode las álgebrasde procesosel primertrabajohasido [0J590], en

dondesedescribeun lenguajedenominadoPCCS,versiónprobabilísticade SCCS

[MilS3], quees a su vezunaversionsíncronadel lenguaje008. En dichotrabajose

describelasintaxisdel lenguaje,su semánticaoperacionaly unasleyesalgebraicas,

todo lo cualquedailustradopor un ejemplodeciertaenvergadura.Posteriormente,

en [CSST9O]secontinúacon el tema,presentándosetres semánticasoperacionales

del lenguaje,sobrecadauna de las cualessedefine la correspondientenoción de

bisimulación. Dichassemánticasrecibenlos nombresde reactiva, generativay es-

tratificada. Porúltimo, en [J590,SS9O] se analizanalgunosaspectosadicionalesdel

lenguaje:en el primeroseestudiandistintasnocionesdeequivalenciade procesos,

mientrasque en el segundoseestudiala nociónde prioridad.

1.1 Antecedentes y estado actual del tema

El no-determinismocomo elementofundamentalen la modelizaciónde la concu-

rrencia, tomó augeen la segundamitad de la décadade los setenta,aunquelos

primerostrabajosse remontena períodosanteriores.Podemoscitar los trabajos

de Milner [Mil80] y Hoare[Hoa78]comoelementosfundamentalesquesentaronlas

basesde lo quehasido, en los últimos años,uno de los camposmásfructíferosde la

InformáticaTeórica. Sendasversionesrevisadasy actualizadasde dichostrabajos

[Hoa8S,Mil89], sehan convertidoya en clásicosde la literaturaespecializada.

Apartede sus interesantesaspectosteóricos,alrededordedichosmodelossehan
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desarrolladotambiénmúltiples aplicacionesprácticas,que constituyendehechola

justificación última de su existencia.En particular,en el terrenode los lenguajes

deprogramaciónsecuentacon el lenguajede programacionconcurrenteOCCAM,

basadoen OSP,mientrasque LOTOS es un lenguajede especificación,adoptado

como estándar150 parala especificacióndeprotocolos,basadofundamentalmente

en CCS.

Entrelos trabajosmásimportantesen los que sehan puestolas basesteóricas

parael estudiode las álgebrasde procesos,hemosde citar los de Brookes[Bro83],

que desarrollóel modelo semánticode procesosen el que sebasala semánticade-

notacionalde OSP,y estudióla semánticaaxiomáticadel lenguaje,comparándola

con la anterior. Dicho modelo fue mejoradoposteriormenteen [BRSS],dondese

incorporóel fenómenode divergencia.Porotra parte,citaremosde nuevo[Hen88],

dondeseestudiaen profundidad la semánticade pruebas,y se relacionacon la

semánticadenotacionaly la semánticaaxiomática.

Y comoquieraque, como ya hemoscomentado,el campode los modelosfor-

malesde la concurrencia,y enparticularel delas álgebrasdeprocesos,ha resultado

tremendamentefructífero en los últimos años,resultaríatremendamentecostoso

tanto en tiempo comoen espacio,hacerun recorridoexhaustivosobresusdiferen-

tes facetas,por lo que noscentraremosen lo sucesivoen el terrenoconcretode las

versionesprobabilísticasde las álgebrasde proceso.

Las álgebrasde procesosprobabilísticosestudiadashastala fechatienen en

comun la inclusión de, al menos,un operadorde eleccióny otro de composición

paralela; sin embargolas mismasnos presentandistintas variantesa la hora de

extenderprobabilísticamentedichasoperaciones.Las diferenciasfundamentales

aparecenen el tipo (o tipos) de elecciónconsideradosy en el hechode si el pa-

ralelismoes o no sincronizado. Por otra parte,existentambién diferenciasen el

tipo de equivalenciasentreprocesosque seconsideran,en función de los distintos

marcosqueseutilizan paradefinir la semánticade los procesosprobabilísticos.En

lo sucesivocentraremosla presentaciónde los modelosque hemosconsideradomás

representativos,fundamentalmenteen el comentariodecomoseconcretanen cada

uno de ellos dichasvariantes.
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1.1.1 Sistemasbasadosen CCS

Comenzaremosnuestro estudio describiendoun par de aproximacionesque re-

presentanversionesprobabilísticascíe 005. Entreellos, tenemosen primer lugar

PCCS,un lenguajequefue descritoinicialmentepor Ciacaloney otrosen [CJSYOI,

dondese presentóun modelooperacionaldel mismo. Como ya indicamos,la base

del lenguajees la versiónsíncronade 005, 5005 [Mil83]. La sintaxisdel lenguaje

es la siguiente:

E ::= OIX1Lcx:EI Z[pdE¡ Dondep~c(0,1],3p.=1 ¡
leí ,EI

E~F¡ ETA E[f] fiz1XÉ

El hechode estarbasadoen un lenguajesíncronosimplifica notablementelas

notacionesy la definición de lasemánticadel lenguaje;sin embargoello seconsigue

a costade sacrificarpotenciadescriptiva,puesaquellossistemasquesonasíncronos

por naturalezahan de ser sincronizadosde una maneraartificial parapoder ser

modeladoscon el lenguaje.Tal artificiosidadquedaporejemplode manifiesto,en

el mismo ejemplopresentadoen dicho articulo, dondese representauna version

del protocoloAUN’.

A partir de la semánticaoperacionaldefinida, se introduceuna noción de bisi-

mulaciónque inducela correspondientenoción de equivalenciaentreprocesos.A

continuacionse presentanuna seriede leyesalgebraicasque se cumplenen el mo-

delo semánticoinducido por dichanoción de equivalencia.

El siguientepasoconsisteen introducirlas nocionesbásicasquepermitendefinir

una noción de distanciaentre los procesossemánticos,la cual dota al conjunto

formado por los mismos de la estructurade espaciométrico. Dicha distanciase

define a partir de una cuantificaciónde la noción de bisimulación, denominada

¿-bisimulación,quepermiteuna desviaciónacotadapor e en la simulacióndecada

pasodelos procesoscomparados.Másexactamente,ladistanciaentredos procesos

vendrádadapor el menorvalor e, para el cual ambosson ¿-bisimilares.Así, dos

procesosbisimilaresse encuentrana distancia0, y por lo tanto son de hechouno

mismo,de lo cualsesigueque el universoinducido de procesossemánticoscoincide

con el correspondientebajo la bisimulación. La definición de esteespaciométrico
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(el cual de hechosólo sedefine sobreel subconjunto de procesosdeterministas)

pareceserel punto de partidaparaun trabajo másexhaustivo,quese anunciade

hechoen lasconclusionesdel artículoen cuestión,pero quéno nos constaquehaya

sido divulgadohastala fecha.

Por el contrario, la semánticaoperacionaldel modelo si es estudiadacon mas

detalle por Van Glabbecky otros, en un trabajo posterior [CSST9O],dondese

proponentresposiblesversionesde lasemánticadenominadasReactiva,Generativa

y Estratificada,deentrelas cualesla segundacoincidecon la definida en el primer

trabajo.

El modeloReactivo,basadoen el sugeridoen [Pnu8S],entiendequelos procesos

reaccionanfrente al estímulo presentadopor un agenteexterior, el cual solicita

la ejecuciónde una determinadaacción (de forma similar a lo que en [MilSO]

representanla presión de botones,aunquesin permitir la presión simultáneade

varios de ellos), de maneraque las probabilidadessólo se correspondencon las

distintas formas que se tengande ejecutarcadaacción posible, cadauna de las

cuales,cuandoseaseleccionadapor el exterior, seráejecutadacon seguridad.Así,

en el proceso

1 3 1
[—]a: E~ + [—]a: E2 + [—]b: E3
6 6 6

se tiene que si la acciónseleccionadaporel entornoesa, la mismaseráejecutada

con seguridad,pasandoel sistemaa comportarsecomo E1 con probabilidad1/4

y como E2 con probabilidad3/4; mientrasque si la acción ejecutadaes la b, el

sistemapasaráa comportarsecomo E3 con probabilidad1.

Por el contrario, en el modelogenerativose entiendeque el sistemaes auto-

suficientepara tomar todas las decisiones,sin respondera ningún requerimiento

del exterior. De estaforma las probabilidadesindicadasseránaplicadasen primer

lugar paradecidir la acción a ejecutar,y luego la correspondientecontinuacion.

Finalmente,el modeloestratificadopretendeser una combinaciónde ambos,

peroa la postreesmásbien unaversión del generativo,en laquelas probabilidades

vienen jerarquizadasen la forma en que se indica en la sintaxis del proceso,de

maneraqueantela imposibilidad de ejecutaruna acción, su probabilidadno se

reparteentretodaslas demás,sino sólo entrelas queestána su mismo nivel. Así,
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en el ejemplo

si la acciónc no puedeserejecutadapor el entornoen que seencuentrael proceso,

la accióna continuarácon probabilidad1/3, mientrasqueenel modelo generativo

al ser las probabilidadesde las tres accionesiguales, si una de ellas no puede

intervenir en el sorteo,su probabilidadse reparteentretodas las demásacciones,

con lo que la probabilidadde ejecutarlascontinuaríasiendola mismaparaambas

siendopor tanto igual a 1/2.

Estastres versionessonanalizadascon cierto detalle,proponiéndoseparacada

una deellasunasemánticaoperacionaly la correspondientenoción debisimulación

asociada.Todasellasson relativamentesencillas,lo cual sedebeal hechode que

siempresemantienenseparadaslascaracterísticasde los modelosreactivoy gene-

rativo. Volveremosal temaen la secciónsiguiente,en la que presentamosnuestro

propio trabajo,puesel deseode fundir en un único modelo las característicasdi-

ferenciadasde los modelosgenerativoy reactivo, motivado por la coexistenciaen

el lenguajeOSP de sus operadoresde elecciónexternae internaesel quejustifica

el mismo, así como, por desgracia,es el principal culpablede su bastantemayor

complejidad.

Jou y Smolkacomparanen [J590] una seriede nocionesde equivalenciaentre

procesosparael casogenerativo,presentandoademásuna axiomatizacióncorrecta

y completade la equivalenciaentreprocesosfinitos inducidapor la bisimulación.

Por otra parte, Hanssony Jonsson([HJ9O, Han9l, Han92]) introducenotro

lenguajebasadoen COS en el que incorporancuantificaciónde tiempoy probabili-

dad,al quedenominanTPCCS.La baseprobabilísticaqueutilizan tienenaturaleza

generativa,puesesel sistemaquiendecidesobrela ejecuciónde las acciones.Sin

embargo,junto a la elecciónprobabilística,incorporanuna elecciónno determi-

nista, si bien la sintaxisdel lenguajeimpone que ambostipos de eleccióndeban

alternarsede formaestricta.

Como veremosen su momento,estemodelo de procesos,que en estecaso se

imponecomo punto de partida,separeceen gran medidaa aquélal que nosotros

hemos llegado como resultadofinal, en la búsquedade las formas normalesque
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caracterizanla equivalenciainducida por las semánticasque hemosdesarrollado.

Ello es bien probableque no debaachacarsea la meracasualidad,pero no obs-

tantelo que sí escierto es que los autoresde dichostrabajos,en momentoalguno

han justificado la razón por la que estudianen concretodichaclasesintácticade

procesos.

Por otra parte, queremosdejar aquíconstanciade lo que nospareceun error

importanteen el primero de dichos artículos [HJ9OI. Se trata del hechode que

a pesar de que en principio la sintaxis impone que las accionesentre las que se

elige en el caso de las eleccionesno-deterministasseandistintas,sin embargoestá

también permitido que en dicho contextoaparezcauna composiciónparalela,la

cualpuededar lugara eleccionesentreaccionesidénticas.Ello sucedeenparticular

en el casode las accionesinternasgeneradaspor lassincronizaciones.Estacuestión

es parcialmentecorregidaen la siguienteversióndel trabajo ([Han9l]) en la quelas

accionesinternasaparecenetiquetadascon la acciónoriginal cuyasincronización

las produjo, manteniéndoseen este caso una decisión externa (y por tanto no

cuantificableprobabilísticamente)respectoa quéacción seejecutará.Noobstante,

enambostrabajossequedasin aclararel comportamientode un sistemaque debe

decidir entredos procesosque comienzancon la mismaaccion.

1,1.2 Sistemasbasadosen CSP

.11. J. Zic, en su artículo [Zic9O]exponela posibilidaddeextenderOSP en términos

de probabilidady tiempo. Sin embargo,se limita a justificar la necesidadde la

extensióny a dar una orientaciónde la ruta a seguirpara hacerlo,sin entraren

absolutoen los detalles,ni por tanto en las dificultades,de la tarea.

Ofreceen dicho trabajo la ideade plantearun operadorde elecciónexterna

probabilístico,parael cual las probabilidadesdependeríande un entorno exterior

variable, en función del cual seobtendríanlos distintoscomportamientosdel op-

erador. Sin embargo,arguye como principal dificultad para la realizaciónde la

tarea, el hechode que la asignaciónde una distribución de probabilidadque go-

biernelas decisionesque toma un proceso,requeriríaun conocimientodel entorno

del mismo. En ciertaforma nosotroshemosseguidoesaideaal definir la semántica
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depruebasdenuestrolenguaje,en la quelos testsjueganel papeldemedio exterior

que interaccionacon el proceso;pero como quieraque dichasemánticasedefine

considerandotodos los testsposibles,setiene que a la postreno sehaceninguna

suposiciónsobreel medio externoconcretosubyacente.

Por último, KarenSeidelpresentaen [5ei92]una versiónprobabilísticade OSP

con una sintaxissimilar a la por nosotrosconsiderada.La sintaxisde su lenguaje,

tambiéndenominadoPCSP,es la siguiente:

P ::= STOP ¡ SKIP X ¡ a—’P P~fl PI P~O PI P\B I f(P) ¡

Como severaen su momento,la notación P ~ fl P aquíutilizada, essimilar a la

nuestra[pj]P ri [p2]P,siendotambiénsimilar el significadoque seda al operador

de elección internaque representan.Respectoal operadorde elección externa,

también es similar la notación que se emplea,pero desconocemosel significado

que se pretendeque la misma tenga, puesto que en la versión incompletadel

trabajode quedisponemos(gentilmenteenviadapor su autora)no llegaadiscutirse

dicho operador. Lo mismo podemosdecir respectoal operadorde ocultación,

aunqueen estaocasiónla sintaxisdifiere, puesno se cuantificaprobablísticamente

la operación,por lo quedesconocemoscómo setratarála ejecuciónde las acciones

internasque genera.

Con respectoal operadorde composiciónparalela,al ser totalmentesincroni-

zado, es elementalsu significadoy coincidecon el nuestroen el que caso deque el

conjunto desincronizaciónesel total de accionesdel alfabeto.No ocurrelo mismo

en el caso de interleaving,en el que las probabilidadesson internas. Discrepamos

con estainterpretación,puestoqueseríatantocomo afirmar queen dos terminales

conectadasa un computadorcentral, seríael sistemael que deberíadecidir qué

terminalseráatendida.Ello parecerazonableen el casodeque ambosrealicenuna

petición,pero si uno estáinactivo,por ejemplo porquesu operadorestátomando

un café,entendemosqueel otro no deberíaesperartambiénpor el hechode queel

sistemahayadecididoatenderal primeroen primer lugar.

Por otra parte, la forma de estudiarlos procesosdifiere notablementede la
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utilizadaen nuestrotrabajo, puessededicafundamentalmentea estudiarlas dis-

tribuciones de probabilidadesque segeneranen el marcode la Teoríade Proba-

bilidades,obteniendoa partir de dichoestudiounaseriede leyesque obedecenlos

procesos.

1.1.3 Otros modelos

La primerareferenciade la quetenemosconstancia,en la que sediscuteun modelo

algebraicode procesosconcurrentesen el que seincorporanaspectoscuantitativos

probabilísticos,es [L589], donde la aproximacióna los procesosconcurrentesse

haceen basea las transicionesoperacionalesque generan,al margende sintaxis

concretaalgunaparalos mismos.

En dicho trabajo, una vez definido el sistemade transicionesprobabilístico

como modelo semánticode los procesosprobabilísticos,se define un sistemade

testeode los mismos,medianteel cual sepuedenobtenerpropiedadesde los proce-

sosconcurrentesanalizandosu respuestafrentea los tests.La semánticaobtenida

secomparacon la inducidapor una noción de bisimulaciónprobabilística,basada

en la bisimulación fuerte. Se muestraque, por medio de dichostests, es posible

distinguir con una probabilidadtan cercanaa uno como se desee,entreprocesos

que no seanequivalentespor bisimulación, lo que pruebaque, en estesentidopro-

babilístico, el mecanismode testeosí capturala bisimulación,a diferenciade lo

que sucedeen el marcodel no-determinismono cuantificadoprobabilísticamente

(véase[HM8SI).

Además,las propiedadesobteniblespor testeopuedenser descritaspor medio

de una Lógica Modal Probabilz’stica, similar a la de Hennessyy Milner [HM8S],de

forma que seobtieneun entornoque permitevalidarun procesocon respectoa su

especificación,siemprequeéstavengadadapor unaseriedepropiedadesdescritas

con dicholenguaje.

Bloom y Meyer ([BM89]) estudianla relación existenteentre la bisimulación

original ([Mil89]) y la probabilística,mostrandoque dos procesos(no probabilís-

ticos) P y Q son bisimilaressi y sólo si existeuna asignaciónde probabilidades
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a las transicionesde ambos,talesque los procesosresultantesE’ y Q’ son proba-

bilísticamentebisimilares.

Por otra parte, iones y Plotkin en JJP9O] proporcionan un entornogeneral

para definir la semánticade lenguajesde programaciónprobabilísticos,en el que

se estudianconstructorestalescomo la composiciónsecuencial,las instrucciones

condicionales,y los bucles,junto a una elección probabilísticainternay a una

composiciónparalelacon una decisiónprobabilísticade qué procesodebeser el

queejecutela primeraacción,no existiendoen cambioconstructoresquepermitan

una elecciónde tipo externocomo el de OSP.

1.2 Resumen y Plan del trabajo

En estetrabajonos hemosmarcadocomo objetivoel estudiode un lenguajeapro-

piadoparalaespecificaciónde procesosconcurrentesque,junto con las facetasque

quedancapturadaspor los modelosclásicosdesarrolladosal efecto, nospermitiese

ademásel modeladode propiedadescuantitativasprobabilísticasde los procesos.

En concreto hemos tomado como baseel modelo OSP definido por C.A.R.

Hoare en [Hoa8Sl,al cual hemosañadidounaserie de mecanismosprobabilísticos

que permitenindicar la distribución de probabilidadesqueun sistemautiliza para

tomar sus decisiones.Paradicho lenguajehemosbuscadouna semánticaapropi-

ada,queal mismo tiempoquenospermitiesecapturarla informaciónprobabilistica

añadida,mantuvieseen la mayormedidaposiblela correccionde las leyesque se

tienenen el lenguajeOSP original.

Como hemosvisto en la secciónanterior, los modeloshastaahoraestudiados,

se basanbien en las ideas reactivasen las cualeslas eleccionesseentiendencomo

externas,demaneraquesí en un momentodadoexistela posibilidad de ejecutar

una accióny el entornodeseahacerlo,ello sucederácon seguridad,o en las gener-

ativas, en las que seconsideraque el sistemaes completamenteautónomo,y por

tanto toma todassus decisionesde forma interna. Peroen OSP coexistenambos

tipos de elección,y para ambos deseamosconservarsus característicaspropias.

Ello nos lleva a interpretarla elecciónexternade forma reactiva, y sin embargola
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internade modo generativo. Curiosamente,si bien las definicionesde ambostipos

demodeloshan probadoserrelativamentesencillas,la mezclaadecuadade ambos

resulta ser mucho más complicada,fundamentalmentepor la necesidadde tener

querenunciara los modelosclásicosde espaciosde probabilidada la horadedefinir

lasemánticadel lenguaje,puesni es cierto quela sumatotal de las probabilidades

de todos los cómputoshade ser 1 como sucedeen el casogenerativo,ni la suma

de las probabilidadesde ejecutarcadatrazaposible hade ser igualmenteigual a

la unidad,comosucedeen el caso reactivo.

Con estasideasen mente,intentamosunaprimeraaproximación,basadaen las

técnicasoperacionalesdescritasen los primerostrabajosaparecidossobreprocesos

probabilisticos,en concreto PCOS. Sin embargo,con estastécnicasllegamos a

la conclusiónde que no es posible mantenerel comportamientodel operadorde

ocultaciónde OSP, que cuandoactúaen un contextode elecciónexterna,introduce

por un lado una componentede elección interna,pero mantieneal mismo tiempo

un cierto gradode elecciónexterna,como expresala ley clásicade OSP

(a —+ P O b —* Q)\a P\a fl (P\a O b —* Q\a)

Puestoque pretendíamosel mantenimientode una version adecuadade esta

ley en nuestrolenguajePCSP,o lo que es lo mismo, deseábamosmantenerdife-

renciadaslas característicasde los dos operadoresde elecciónde OSP, llegamos

a la conclusiónde que eranecesariodistinguir en cadamomentola capacidadde

eleccióndeque disponeel entornoexterior paraseleccionarla accióna ejecutaren

cadainstantedel desarrollodel proceso.

Pensamosque el marco mas natural para poner de manifiesto la capacidad

de influencia que en cadamomentotiene el medio exterior en el funcionamiento

de un proceso,erael de la semánticade pruebas[Hen8S]. Como quieraque era

precisodecidir la accióna ejecutaren los casosen que el procesoestádispuestoa

ejecutarunaseriedeacciones,y el entornoasu vezpermitequeseopteentrevarias

de ellas, introdujimosprobabilidadesen los tests,cuyo único objetivo es resolver

dichaselecciones.De estaforma, las decisionesinternasdel sistema,cuantificadas

en la sintaxisdel mismo,junto con las decisionesdel medio exterior,cuantificadas

en la distribución de probabilidaddel test, dan lugar a unaúnicadistribución que
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nosdefine la probabilidadde aceptaciónde un test por partede un proceso,que

denotaremospor P j it.

La ideaque permitevisualizar la maneraen que se definedichaprobabilidad,

consisteen imaginar queen cadapasoel sistemaresuelveen primer lugar todas

las eleccionesinternasqueencuentraantesde la ejecuciónde acciónvisible alguna,

entre las que se encuentrantanto aquellas indicadasexplícitamentepor el cor-

respondienteoperador,como las generadasimplícitamentepor los operadoresde

elecciónexterna,paralelismoy ocultación.Tras la resoluciónde dichaselecciones

internas,el procesoalcanzaun determinadoestado,que vienedefinido por el con-

junto de accionesque el sistemaquedaen disposiciónde aceptar. Alcanzadoel

estado,correspondeal entornorepresentadopor el test, decidir la acción a ejecu-

tar. Ello da lugara una nuevaelecciónqueseresolveráen basea la distribuciónde

probabilidadindicadaen el test,si bien unaveznormalizadala misma,al excluirse

del testaquellasaccionesque no esténpermitidasen el estadoalcanzado.

Une vez que el estudiopor medio de los testsnos conducea desentrañarlos

secretosde la evolución de un procesoprobabilistico,surgede maneranatural la

ideaen quebasarla definición de un dominio deprocesosquenos sirva paradefinir

unasemánticadenotacionaldelos mismos,equivalenteala de pruebaspreviamente

definida. Obtenemosen concreto,que un procesoprobabilísticovendrádadopor

un árbol de decisiones,que alternativamenteseránde dos tipos: en primer lugar

decisionesinternasquecorresponderána nodoscuyasramashijasestánetiquetadas

por subconjuntosdisjuntosdel alfabetode accionesde los procesos.Cadauna de

dichasramastendrátambiénasociadauna probabilidad,de formaquela sumade

todaslas probabilidadesde esasramasseaa lo sumo 1, representandola diferencia

hasta1 la probabilidadcon queel procesodivergeen esepunto,alquedarsumergido

enuna seriede eleccionesinternasindefinidas. Por otra parte,cadauno de dichos

arcosfinaliza en un nodo externo,del que a su vez pendeuna ramadistintapara

cadaacción del conjunto que etiquetaa la ramacon la que se accedeal nodo

externoen cuestión,la cual irá etiquetadapor la correspondienteacción,siendosu

destinoun nuevonodo interno.

Una vez definida en basea dicho dominio la semánticadenotacional,compro-

bamosquela mismaesequivalentea la semánticadepruebasdefinidapreviamente.
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Es decir, si dosprocesospasancon la mismaprobabilidadcadatest queles es ofre-

cido a ambos,entoncesseránequivalentesdenotacionalmente,y viceversa.

Seguidamentenosplanteamosla construcciónde un sistemadeaxiomasy reglas

que nos permita razonaren un marcoalgebraicosobrela equivalenciasemántica

entre procesossintácticos. De caraa probar la completitud de dicho sistema,

utilizamosel hechode que todo procesoPCSPpuedereescribirseutilizando dicho

sistemalógico, en unaforma normal de la forma

= ACZ 1/JAlE [Ñ-~1ci —* Pa,A

donde >3 PA = 1, y Ra,A estátambiénen forma normal.

Acs

Podemosobservarque, curiosamente,las formas normalesson extraordinaria-

mentesimples comparadascon las correspondientesal caso ordinario, pues las

condicionesde cierre bajo convexidady unión que en aquel caso aparecían,dejan

de sernecesarias,y tampocolas distintascontinuacionestras la ejecuciónde una

misma acciónhandeser necesariamenteidénticas.Ello sedebeal hechode queen

el presentecasoprobabilístico,los testssoncapacesde detectartodos los posibles

estadosde un proceso,y de aislar la continuacioncorrespondientea cadauno de

ellos.

Por último definimos una semánticaoperacionalequivalentea las anteriores

para lo cual la mismaha de teneruna conexiónmuy fuerte con la semánticade-

notacionalpreviamentedefinida, en el sentidode quelas transicionesde la misma

han de ir etiquetadasademásde por la acción ejecutadaa la que corresponden,

por un conjunto de accionesque representala ofertadel procesoen el estadoen

el que se encuentra. Ambos datos irán acompañadospor la probabilidadcorre-

spondiente,que representala probabilidadde alcanzardicho estado,y por tanto

es independientede la acciónejecutadaa la postre.

Paraterminar,se pruebaque la semánticaoperacionaldefinida es equivalente

a las anteriores,lo cual no ofreceexcesivadificultad, dadoel parecidoya reseñado

entrela mismay la denotacionalpreviamentedefinida.

En conclusión,hemos obtenido cuatro modelossemánticosde PCSP, todos
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PCSP

1
Semánticadepruebas

5. operacionalSistemade axiomas-——- 5. denotacional

Figura 1: Resultadosobtenidos

ellos equivalentes,que nossirven pararazonara distintos nivelessobreel compor-

tamientode los procesosprobabilísticos.Ello quedaexpresadode formagráficaen

la figura 1.

En lo que respectaal contenidode los siguientescapítulos del trabajo, indi-

caremosque comenzaremosen el capítulo 2, describiendode una manerarápida

las técnicasutilizadas a lo largo del trabajo, en particular la semánticade los

lenguajes,y la aplicaciónde las mismasal lenguajeOSP clásico.

En el siguientecapítulo introduciremosel lenguajePCSP,presentandola que

fue nuestraprimeraaproxímaciona la definición de lasemánticadel mismo. Como

ya hemosindicado, setrata de una semánticaoperacional,la cual se corresponde

de forma natural con una semánticadenotacionalde trazas. El capítulo concluye

con un ejemplo no trivial que ilustra la aplicabilidaddel lenguaje. Una version

previay resumidadel contenidode estecapítulo,puedeencontrarseen [CFV92~

Desgraciadamente,un modelo tan simple como el presentado,nuncapodrá

capturar el significado que deseamospara el operadorde ocultación,que no es

otro queel queentendemosmascoherentecon la interpretaciónclásicaen OSP del

mismooperador.Dicha imposibilidadsemostraráen particularparala semántica
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en principio propuesta,por medio de un contraejemploadecuado.

En el capítulo 4 presentamosla semánticade pruebasque nos permite sol-

ventar las dificultadesanteriores. Siguiendo el procesohabitual en estos casos,

comenzamosdefiniendo el conceptode test (probabilísticoen este caso), paraa

continuacióndefinir la probabilidadcon la que cadaprocesopasaun test,por in-

ducciónestructuralrespectode susintaxis.Ello quedalejosde ser trivial en lo que

se refiere al estudiode varios operadores,especialmentelos de elecciónexternay

ocultación,puescomo ya hemosindicado,el puntode partidaparala definición es

la noción deestado,la cual no quedade manifiestode formaexplícitaen absoluto,

en la sintaxisde los procesos.

En el capítulo 5, estudiamosuna semánticadenotacional,comenzandopor

definir el dominio de procesossemánticos,paraluegodefinir las correspondientes

versionessemánticosde cadaoperadordel lenguaje.Por último probamosla equi-

valenciaentre estasemánticadenotacionaly la de pruebas,la cual se basaen

la posibilidad de computaren basea los tests la probabilidadde alcanzarcada

estado,junto con la deaislar la continuaciónde cadaprocesotras la ejecuciónde

una accionen un determinadoestado.

En el capítulo6 introducimosel sistemadepruebaquenos servirápararazonar

algebraicamentesobrelaequivalenciaentreprocesos.Probaremosqueel mismoes

correctoy completorespectoala semánticade testeo,en basea la nociónadecuada

de forma normal previamentecomentada.

En el siguientecapítuloconstruimosunanuevasemánticaoperacionalinspirada

en las ideasque han ido surgiendoa lo largo de los anteriorescapítulos,graciasa

lo cual noses posibleprobarla equivalenciaentrela misma y las presentadascon

anterioridad.

Finalmente,en el capítulo 8 exponemoslas conclusionesobtenidascon esta

Tesis Doctoral,e indicamoslas líneasa seguirparaextenderel mismoen un futuro.



Capítulo 2

Generalidades

Dedicaremoseste capítulo a la presentaciónde los conceptosfundamentalesen

relacióncon el temade las semánticasde lenguajesformales,concretandoen espe-

cial la exposiciónen lo referentea su aplicaciónal modelo OSP. Ello nos serviráde

punto de partidadecaraa abordarel estudiode la versión probabilisticade dicho

modeloque constituyeel temacentraldel presentetrabajo.

2.1 Sintaxis de lenguajes

Definición 2.1 (Signatura)

Dadauna colecciónde nombresde tipos ..... . , D,,, unasignatura~ = (Op,p),

sobrela mismaviene dadapor un conjunto Op de nombresde funciones,a cada

uno de los cuales,f se le asociaun dominio, que es una tupía (eventualmente

vacía) de nombresde tipos, y un rango,que es tambiénun nombrede tipo. Ello

lo representaremosen la forma

f: Dí,x...xDim —> D1

Por su partep esuna funcion

p:Op—flN

que define la andadde cadaoperación,con la restricciónde que el dominio de

cadaoperacióntiene tantosargumentoscomo indica su andad.

17
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A las funcionesde Op se les llama operadoresde la signatura,y en el caso

particularde que su andadseanula, diremosque setrata de constantes. O

Definición 2.2 (2-Algebra)

Dadaunasignatura2, una 2-Algebraes un par <A, SA> donde

• A es una colecciónde conjuntos,uno por cadanombrede tipo. Al conjunto

A1 asociadoal dominio D1 le denominaremossoportedel mismo

•
2A es un conjuntode funcionesdefinidassobrelos conjuntossoportesde la

2-álgebra,

{fÁ/fCOp}

cadaunade las cualesva asociadaa unaoperaciónde la signatura2, siendo

su dominio de aplicacion,rango y andadcompatiblescon el perfil definido

parala misma en la signatura.Es decir, sí

f: Di,x...xDím —*

entonces

fA: Ai~X.~XAím —*

O

Así pues,una 2-Algebra es simplementeuna interpretaciónde los símbolosque

aparecenen la signatura2, consistenteen un conjunto por cadanombrey una

interpretaciónde los símbolosde operacionescomofuncionesentredichosconjun-

tos. Naturalmente,una mismasignaturapuedetenermultitud de interpretaciones

distintas, incluso aun cuando los conjuntossoportessean los mismos. Una de

ellas, de particular importanciaes la conocida como Álgebra Libre o Álgebra de

Términos,cuyosconjuntossoportesestánconstituidospor objetospuramentefor-

males,queson los denominadostérminosde la signatura,los cualessonsecuencias

de símbolosde la signatura2, bien construidosen atencióna los dominiosy ran-

gos de sus operaciones.La interpretaciónde las funcionesde la signaturasedefine

simplementeanteponiendoa los argumentosde la aplicaciónde una función, el

símbolode función correspondientea la misma.
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En lo sucesivonoscentraremosen el estudiode las signaturashomogéneas,que

son aquéllasque tienen un sólo tipo. Ello nos es posible, puessi bien cuandose

estudianlenguajesen generalseprecisanálgebrasheterogéneas,en el casoconcreto

de las álgebrasde procesosessuficientecontarcon álgebrashomogéneas.

Definición 2.3 (Términos)

El conjunto de términos bien formadoscorrespondientea la signatura2, que de-

notaremospor 25, es el menorconjunto de cadenasde símbolosde operaciónde

la misma que satisfacen

1. Si f E 2 tiene andad0, entoncesla cadenaformadaporel símbolof estáen

Tr.

2. Si f c 2 tiene andadk > 0, entoncesla cadenaformadapor los símbolos

f(it1,.. . ,t~) estáen Ts, siempreque it1,.. .,tk seantérminos de Tr.

O

Definición 2.4 (AlgebraLibre)

El álgebralibre sobrela signaturahomogénea2, es aquéllaquetiene como soporte

el conjuntode términos de la misma, interpretándoselas funcionespor medio de

la simple aplicaciónsintácticade las mismas,estoes, si f 6 2 tiene andadk > 0,

entoncesla función

fr~ : T~ —+

aplica cadatupía de términos <it1,... , en el término f(t1,... , tk). En el caso

de las constantesomitiremos los paréntesiscorrespondientesa los, en tal caso,

inexistentesargumentos,de maneraquela constantef vendrárepresentadaporel

mismo términof. O

De caraa definir los procesosa nivel sintáctico,utilizaremos una signatura

homogéneaadecuada,sobreel tipo de procesosProc, representandolos términos

del álgebralibre correspondiente,los procesosfinitos sintácticos.

De cara a la incorporaciónde los procesosinfinitos, introducimos una serie

de elementosauxiliares. Contaremosen primer lugar, con un conjunto infinito



CAPÍTULÓ 2. GENERALIDADES 20

contablede identificadoresIdf, que sesuelendenominarvariablesde proceso,sí

bien a nivel formal trataremoslos mismos como nuevasconstantesdistinguidas.

Por otra parte, introducimosuna familia de operadoresunarios,cadauno de los

cualesviene asociadoa unavariable~ E Idf, y serepresentacon la notacióng ~.P.

Los términoscorrespondientesa lasignaturaasíampliada,seránen los sucesivo

los denominadosprocesossintácticos.

Deestadefiniciónse desprendequelos identificadoressonen sí mismostérminos

de la nuevaálgebra,y por tanto procesos,que se verán como variables. Dicha

interpretaciónse mantienehastaque los mismosocurren en el contexto de un

término recursivoasociadoa esemismo identificador.

Para formalizar esta situación, introducimos las nocionesde ocurrenciasde

identificadoreslibres y ligadas, inducidaspor la construcción¿.P.

Definición 2.5 Sea P un término y ~ una ocurrenciade un identificador en P.

Decimosentoncesque:

• ocurrelibre en P su nos encontramosen algunode los siguientescasos:

P = op(Pi P~) donde~ ocurre libre en algún P1

P = p&P’ con 6 ~ y ~ ocurriendolibre en

Por tanto, una apariciónde ~ es libre si no estáen el marcodeuna recursion

correspondientea la variableen cuestion.

• Una apariciónde ~ esligada si no es libre.

• El término P es cerradosi no tiene aparicioneslibres de identificadores.

O

Por ejemplo, en el término ¡¿ ¿.<~ ~ a —* STQP),el identificadore ocurreen el

contextode ji, por lo que su ocurrenciano es libre; se trata por lo tanto de un

procesocerrado.
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Como quieraque al definir la semántica,cadaoperadorde recursiónacabará

con la variabilidad de los identificadoresque liga, tendremosque los procesosce-

rrados tendránun significado concreto,aún a pesar<le que contenganvariables.

Es en talesprocesosen quienesestamosen último término interesados,si bien la

técnicadeanálisisestructuralqueutilizamosa la horade analizarlos procesos,nos

obliga tambiéna estudiarlos procesosque contenganvariableslibres. Al respecto

introducimosla siguiente

Definición 2.6 (Sustitucionessintácticas)

SeanP y Q dos términos,el términoP[Q/~] esel queseobtienesustituyendotoda

apariciónlibre de ¿ en el término P porel término Q. En el casode quela variable

sustituidase sobreentiendapor el contexto,escribiremossimplementeP[Q] para

expresarel resultadode la correspondientesustitución. Porúltimo, generalizamos

dichanotaciónparacubrir el casoen el que realizamosreiteradamenteuna misma

sustitución,definiedoal respecto

. .., pn+i[QJ = P[P~[Q]]

O

2.2 Semántica de lenguajes

Como ya hemosindicadoanteriormente,una mismasintaxisadmitemultitud de

interpretaciones,definidaspor medio de las correspondientesálgebrasasociadasa

la misma. Ya hemosdestacadoentreellas el álgebrade términos, que de mane-

ra informal podríamosdescribir como aquellainterpretaciónque en realidadno

interpretanada. Por esa razón, el álgebrade términos tiene por lo generalmás

elementosde los que seríaintutivamentedeseable,en el sentidode que habitual-

mentetendremosdistintos modosde describirsintácticamenteun mismo proceso

semántico.En consecuenciase precisanmecanismosmas complejos para definir

formalmentelo que conocemoscomo semánticade un lenguaje,que en último

términono seráotracosaque un mecanismoparadistinguir exactamenteaquellos

procesosque deseemosconsiderarcomo no equivalentes.
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A continuaciónharemosun rápido repasoa las diversastécnicasparadescribir

semánticamenteun lenguaje.

2.2.1 Semánticadenotacional

El objetivo de una semánticadenotacionales asignara cadaobjeto del lenguaje

(en nuestrocaso a cadaprocesosintáctico) un objeto matemáticodefinido de un

modo preciso, captandoel significado pretendidodel mismo. La semánticaserá

entoncesunafunción matemáticaque asignaráa cadaprocesoun objeto.

Dichosobjetossonelementostomadosde un conjuntoV, que llamaremosdo-

mznzosemántico,dotadodeciertaestructura,con el fin de lograrquelas ecuaciones

recursívas = g~iP que definenel significado pretendidode la recursión, tengan

solución. Paraello utilizamos la técnicade los puntosfijos. En concretonosotros

recurriremosa un ordenparcialentre los elementosdel dominio semántico.

Definición 2.7 Una relación < sobreun conjuntoV es un orden parcial cuando

verifica las propiedadesantisimétrica,reflexivay transitiva.

• Vz E V x _

• Vx,y EV z <y A y =m * .x = y

• Vx,y,zEV x =y A y =z !=‘ x < z

O

Definición 2.8 Dado

un conjunto X G V

superioren X.

un dominio V dotadode un orden parcial < decimosque

es dirigido si todo subconjuntofinito de X tiene una cota

VY E PYRX) Bz E X Vv E Y y _

o

Definición 2.9 Un dominio V dotadode un orden parcial=es un ordenparcial

completo(CRO)si verifica las dos condicionessiguientes:
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1. Existe un elementomínimo, que denotaremospor 1.

Vx E 1V: 1 ‘Vr

2. Todo subconjuntodirigido X tiene límite (cotasuperiormínima), que deno-

taremospor LJX.

VxEX: x<LJX

VdEV: (VxEX:z’Zd)!=’LIX<d

O

Proposición2.1 Dadoun CPO ID, si consideramosel conjunto7D’~ = V x ... x 1V

(n veces), y lo dotamosdel denominadoorden puntual, o también llamado de

componentea componente,definido por

Oobtenemosun nuevoCPO.

Definición 2.10 SeanV,V’ dos OPO’s y ~ : ID —~ ID’; decimosque

1. ~ esestrictasi conservael elementomínimo:

«1v) = -Lv’

2. ~ esmonótonasi conservael orden parcial:

d, Ev c12 4’ «d1) ~v’ «d2)

3. ~ escontinuasi conservalos límites de los conjuntosdirigidos:

VX G ID X dirigido «LvX) Uw«X)

O
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Proposición 2.2 Sean ID y ID’ dos CPO’s, y ~ : ID” —~ ID’ una función entre

ellos. Tenemosque ella escontinuasu lo es componentea componente. O

Proposición2.3 Sean ID y ID’ dos CPO’s, y ~ : ID” —* ID’ una función entre

ellos. Tenemosque ~ es continuasu

1. ~ es monótonay

2. VX C ID X dirigido : d.(UX) =LJ~(X).

O

Teorema2.1 (Puntofijo, J<naster-Tarski)

Dado ID un CPO, toda función 4< ID —* ID monótonatiene un menorpunto fijo

en ID, que denotaremosfix(4). Si además4 es continuaseverifica

fix(4) = U{4”(i) vi =0}

siendo40(d) — d,... ,

4n+i(d) — 4(4”(d)). O

Tras estasconsideracionesestamosen condicionesde definir qué es un modelo

denotacionaly qué una semánticadenotacionalbasadaen el mismo.

Definición 2.11 Un modelodenotacionalM corrrespondientea una signatura

homogénea,viene dada por un CPO IDA4 y un conjunto {OPM op E Op} de

operadorescontinuosOPM :
1VM >< ... X ID~ —~ O

Definición 2.12 Sea M un modelo denotacional,entoncesun entorno es una

función 8 : Jdf —~ 1VM que asignaa cadaidentificadorun elementodel dominio

semántico. O

Definición 2.13 SeaM un modelo denotacionaly seaEnt el conjunto de en-

tornos, entoncesla semántica denotacional inducida por M viene dada por la

función

—* (Ent — VM)

definida por
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1. ./vi~f(P1, . . . , P,~)~(8) = fM(MI[Pi]H8),. . . ,

2. MIJfl(8) =

3. MEji~P~(8) = fix(Ad.MEFI(8[d/~1)), donde£[d/~] esel entornoidénticoa

£ salvoen ¿, dondesu valor es el d E IDAI indicado.

O

Evidentemente,la necesidadde los entornossólo apareceen el contextode tér-

minos abiertos,paralos cualesesprecisointerpretardealgunamaneralas variables

libres contenidasen los mismos. Porel contrarioel valor semánticode los términos

cerradosserá independientedel entorno, por lo que tiene sentido hablarde los

mismos sin referirnosa ningún entornoconcreto.

2.2.2 Semánticaoperacional

En las semánticasoperacionales,el significado de un término (proceso)ya no se

obtienedirectamentepor medio de una función, sino a partir de la descripción

de la forma en que dicho procesova evolucionando,transformándoseen otros

términos. Ello seformaliza por medio de un sistemade transiciones,definido al

efecto. AgrupandotodasJasposiblesevolucionesde todos los términos, tendremos

descritoel comportamientode cadaproceso.

La forma másusualde representarla evoluciónde los procesosesmedianteun

sistemade transicionesetiquetado.

Definición 2.14 Un sistemade transicionesetiquetadovienedadopor unaterna

<S,A,{—f-+,aE Al> donde

• 5 es un conjuntoa cuyoselementosllamamoslos estadosdel sistema,

• A es un conjunto, cuyos elementosnos servirán para etiquetarlas transi-

ciones,y

• ~ c 8 x 5 esun conjunto de transicionesetiquetadaspor a, cadauna de

las cualesestápermitidaen su primerestado,conduciéndonosal segundo.
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O

aSi ~ c 5, el significadode la transicion ~i—~~2 es que un procesoenestado

.s~ puede“evolucionaren la forma a” pasandoal estado~2

2.2.3 Semántica ecuacional o algebraica

En la semánticaecuacionalo algebraica, la técnica utilizada para caracterizar

un lenguajees puramente(valga la redundancia)algebraica. Introducimospara

ello un conjuntode ecuaciones(axiomas)y unas reglasquedefinenun sistemade

derivaciónlógico al quedenominamossistemade pruebaecuacional,o simplemente

sistemade prueba.

Unaecuaciónesunpardetérminos,queen generalcontendránvariables,escrito

en la forma t = t’. Su significadoesqueparacualquierasignaciónde términosa las

variablesque aparecenen la ecuación,los dos términosresultantessonequivalentes.

Junto a las ecuacionesque demos, tendremosuna serie de reglas, cadauna

de las cualesestáraformadapor un conjunto finito de ecuacionesque llamamos

premisas,y una ecuacion,que denominamosconclusión. El significadoes que sí

bajo una asignaciónde variables,sesatisfacenlas premisasde una regla,también

sesatisfarála conclusiónde la misma.

El sistemalógico resultantenospermiterealizarpruebas,quesonsecuenciasde

sentenciasde la forma

it1 = 4, t2 = . . . ,ti = tL .

dondecadasentenciaes o bien un axioma,o bien puedeser derivadaaplicandoal-

gunareglaaalgunasde lassentenciasanteriores.Indicaremosmediantela notación

1- it = it’ el que t = t’ esuna sentenciaderivableen el sistemade prueba.

SeaRunarelaciónde equivalencia,decimosqueel sistemadepruebaescorrecto

respectoa R si paratodo par de términoscerradosit y it’, setiene
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Por otra parte,decimosquees completo respectoa 1? si

<t,t’>ER 4’Ht=t’

Un sistemade pruebaes un mecanismomuy abstractopara caracterizarla

semánticade un lenguaje,que tiene como ventajaa su favor el de su sencillez y

concisión;pero a cambio,se trata de un mecanismoindirecto, y por otra partelas

ecuacionesy reglasque los constituyenpuedenser poco intuitivas y en ocasiones

demasiadoartificiales, por lo cual los sistemasde pruebasuelen desarrollarsey

presentarsetras haberdefinido otra semánticamasexplícita (denotacional,opera-

cional, o similar), con respectoa la cual hemosde demostrarque el sistemade

pruebapropuestoescorrectoy completo,con lo cual tendremosuna presentación

equivalentemás abstractade la semánticaoriginal.

2.3 Sintaxis de CSP

OSP es un lenguajealgebraicoutilizado para describir sistemascompuestospor

procesosque evolucionande forma concurrente.La ideabásicaen que seapoya,

consisteen considerarque en principio dichos procesosevolucionandeuna forma

independiente,hastaque debanejecutaraccionescomunesa varios cíeellos, para

lo cual habránde sincronizar. Este mecanismode sincronizaciónpermiteademás

modelar la comunicacionentreprocesos. En el modelo, como sucedeen general

en todos aquelloscamposen los que se aplican técnicasde abstracción,seigno-

ran todas aquellascaracterísticasque resultanirrelevantesparael estudiode la

cuestiónen la que hemosfijado nuestrointerés,que en estecaso esla concurren-

cia. En consecuenciaseabstraeel significado concretode las accionesejecutadas

por los procesos,que en consecuenciaquedanexclusivamenterepresentadaspor el

identificador que las denota.

En línea con lo visto en la secciónanterior, la sintaxisdel lenguajeOSP viene

dadapor una signaturasobreun único género de procesos,que incluye operado-

res pararepresentartodos los elementosfundamentalesde la concurrencia,unos

explícitamente,y otros por medio de combinacionesdedichasoperaciones.Como

ya hemosindicado anteriormente,el punto de partidasobreel que se definenlos
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procesosesel conjuntode accionesquelos mismospuedenejecutar. Dichasacciones

sedescribenen la siguientesubsección.

2.3.1 Acciones y Alfabeto de un Proceso

Cadaprocesode OSP estádefinido sobreun conjunto deacciones,que representan

la realizaciónde eventospor el mismo. Como ya hemosprecisado,en OSP no

nos importael significadode las acciones;éstaspuedenrepresentarintutivamente

cuestionestan diversascomo asignacionesen un lenguajede programación,la

introducción de una monedaen la ranurade una máquina,el funcionamientode

un reloj, el envío de una señaltelefónica,etc.

El conjuntode accionesque un procesopuederealizarsedenominasu alfabeto.

En la versión del lenguajequenosotrosutilizaremosconsideraremosque todos los

procesostienen un mismoalfabeto,que supondremosfinito, pero arbitrariamente

grande,de maneraque contengatodas las accionesque precisemosutilizar.

Por otra parte, y dentrodel mecanismode abstracciónde las características

de las accionesque se consideranirrelevantespara nuestroestudio,entendemos

que las accionesno llevan asociadauna duraciónconcreta,si bien asumimosque

la mismaes siemprefinita. Dicha abstracciónnos lleva a considerarla ejecución

de las accionescomo un procesoinstantáneo.En consecuenciael factor tiempo,

en lo que de cuantitativotiene, no serátenido en cuentaal realizarla descripción

de procesosmedianteestelenguaje,ni por tanto podráserestudiadoen el marco

del modelo. Ello por supuestono implica que el tiempo no serefleje en términos

cualitativos,pues,comoveremosesprecisamentela ordenacióntemporal(relativa)

de las accionesejecutadaspor un proceso,la que nos proporcionala semánticadel

mismo.

Otra consecuenciade la visión deun procesocomo un agentecapazdeejecutar

una serie de acciones(totalmente)ordenadastemporalmente,es que en OSP, al

menosen tanto nos quedemoscon su semanticadeentrelazamiento(interleavin9)

clásica,no esposible describir la ejecuciónsimultáneade acciones,o másexacta-

mente la necesidado imposibilidadde que tal cosasuceda.Así, cuandono exista

relación de causalidadentredos acciones, tendremosla posibilidad de ejecutar
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las mismasen un orden cualquiera.Podríamosen cambioconsiderarque cuando

aparecela necesidaddesincronizarparaejecutaruna ciertaacción,justamentese

estáimponiendola ejecucionsimultáneade las distintasaccionesque sincronizan.

Ello seríaadmisibledesdeel punto de vista intuitivo, pero no así a nivel formal,

pues cuandose producela ejecuciónde una acción por medio de una ciertasin-

cronización,seentiendequedichaacciones unasóla, si biendecaraa suejecución

debencolaborarlos distintosprocesosque sesincronizan.

En general,denotaremosalasaccionescon letrasminúsculasa, b,..., etc,mien-

tras que a los conjuntosde accioneslos denotaremosusualmentecon las primeras

letrasmayúsculas,A, B,..., etc. Porúltimo, indicaremosqueen generallos pro-

cesosserándenotadosmediantelas letrasmayúsculas,P, Q,. . . , etc.

2.3.2 Operadores del lenguaje

Seguidamentedescribiremosbrevementelas operacionesque forman la signatura

del álgebrade procesosOSP. No entraremossin embargo,en un análisis de las

propiedadesde las mismas,cuyo desarrollodetalladopuedeencontrarseen[Hoa8Sl.

La sintaxisde los procesosfinitos del lenguajeOSP vienedefinidapor la sigui-

enteexpresiónBNF:

P ::= STOPICHÁOSIa—~PIP VI PjPEP

PHPIP HIQIP\a

STOP: El procesomássencillo imaginableesel procesoque nuncahacenada.

Lo denotamospor STOP,y simbolizaunamáquinarota, incapazde realizaraccion

alguna.

OllAOS: Un procesoque puedecomportarseen todo momento de cualquier

forma, siendosu comportamientoabsolutamenteimprevisible. Se trata en conse-

cuenciadel procesomásno deterministade todos.

PREFIJO: Nos permiteindicar que un procesocomenzaraejecutandouna de-

terminadaacción. En concreto,a —* P realizarála acción a, y despuéspasaráa
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comportarsede la forma indicadapor el procesoP.

ELECCION INTERNA: Nos permitedefinir procesoscuyocomportamientoesde-

cidido por el sistema,escogiendoparaello entresus dos argumentosa su libre arbi-

trio, sin intervenciónposibledel medio exterioren dichadecisión,ni conocimiento

(en principio) por partedel mismo de la decisiontomada.

ELECCION EXTERNA: El procesoP O Q se comportacomo P (resp. Q) si el

entornopide la realizaciónde una acción que sólo puedehacer P (resp.Q). Si el

entornopide una acciónque puedenhacerambos,entoncesesde nuevoel sistema

quientomalibrementela decisiónde cuál de los dos procesosseráel que la ejecute,

siendo el procesoescogidoel que continuaráejecutándose.

CONCURRENCIA: El operador fl permite agruparprocesosque se ejecutan

concurrentemente,sincronizandoparala ejecuciónde cadaacción. Así, dadauna

acciona, cuandouno de los argumentosdeseaejecutardichaacción,debeesperar

a que el otro se encuentretambiénen disposiciónde ejecutaresamismaaccion.

Por ejemplo, en una máquinade expediciónde chicles, la acción monedapuede

correspondera la introducciónde unamonedapor partede un usuario.Por tanto,

cuandola máquina llega a ese punto, debe quedaresperandoa que el usuario

introduzcauna moneda(es decir,ejecutetambiénesaacción).

INTERLEAV[NG: El operador ~ modelaotro tipo de ejecuciónenparaleloen el

cualno existesincronización.En estacomposícioncadauno de los procesospuede

evolucionaren respuestaa los requerimientosdel medioexteriorcon independencia

del otro.

Estosdosúltimos son los operadoresparalelosde la versión original [Hoa8S]de

OSP,quees la quediscutiremosen estebrevecapítulointroductorio. Sin embargo,

se ha desarrolladoposteriormente[Bro83] una nuevaversion del lenguaje,en la

que dichosoperadoressonsustituidospor un i~nico operadorde concurrrencíamas

general,el cual lleva un argumentoadicional, que es un conjunto de acciones,

que define el conjunto de accionesde sincronización. Así, el procesoP ¡lA Q
correspondea la ejecuciónconcurrentede los procesosP y 9, los cualesdeben

sincronizarpara ejecutarlas accionesdel conjunto A, mientraspuedenejecutar
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independientementelas accionesque no pertenezcana dicho conjunto. Dado que

estanuevaversión del modelo esmáscompacta,al contarcon un operadormenos

pero al mismo tiempo másflexible, dadala mayorgeneralidaddel nuevooperador

paralelo,sehahechoprácticacomúnla utilizaciónde la misma, tendenciaa la que

nosotrosnosuniremos,siendola misma la que tomaremoscomopunto de partida

paradefinir nuestrolenguajePCSP,objeto de estatesis.

OCULTACION (HIDDING): En un procesopuedeinteresarnosabstraerlos efec-

tos de algunaaccion en particular, para lo cual dispondremosdel operadorde

ocultación,cuyoefectoconsisteen hacerinvisibles, y por tanto incontrolablespor

el medio exterior, las ejecucionesde la acciónocultada.

Decaraa ladefinición deprocesosinfinitos, queresultande capital importancia

cuandosedeseamodelarsistemasreactivos,el lenguajecuentacon un operador

recursivoadicional.

RECURSION: En OSP se utiliza la técnicadescritaen la secciónanterior, de

introduccióndeprocesosvariablesjunto con los operadores(sintácticos)de punto

fijo, paradefinir los procesosinfinitos (recursivos).Así, pX.(a — X) representa

un procesoquerealizaindefinidamentela accióna, lo que ilustra la interpretación

habitual de un procesopX.P definido recursivamente,consistenteen verlo como

una solución (distinguida)de la ecuaciónasociadaAl = P.

2.4 Semántica denotacional de CSP

El comportamientode un procesolo describimosdemaneradenotacionalpormedio

de su conjuntode rechazos.Un rechazode un procesoes un par formadopor una

secuenciade accionesejecutadaspor el mismo (una traza) y un conjuntofinito

de acciones,cuyo significado es que el procesopuedeejecutardichatraza, tras

lo cual puederechazarsimultaneamentela ejecuciónde las accionesindicadasen

el conjunto. Por tanto el conjunto de rechazosF que define un procesoes un

subconjuntode P(2* x P(2)), queha desatisfaceruna serie de condiciones:

1. (<>~ 0) e F, donde <> representala trazavacía.
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2. (sit,0) E Fr4 (s,@) EF.

3. VCWy (s,W)eF!=.(s,V)eF.

4. Sea U = {a 1 (sc,@) e F} y sea W un subconjuntofinito de 2—U, entonces

(s, V) E F =~ (s,V u W) e F.

La función semántica[1]que definela semánticadenotacionalde OSP se define

como es usual,por inducciónestructural,en la forma siguiente

[STOP1] = {(<>,X) / Al C 2, Al finito>

¡[CHAOS]] {(s,X)/s e 2”AAl C 2 Al finito>

¡[a — 1’]] = {(<>,Al)/X C (2— {a}) A Al finito> U {(<a>s,X)/(s,Al) E [PU

[Fn 91] = [P]u[Q1]

o = {(<>~ Al)/(<>, X) e [Pj fl [QUU
{(s, X)/s ~ <> A ((s,X) E [P1]U [91]))

[JP II 91] = {(s,Al U Y)/(s,X) E [P1]A (s,Y) E [91])

[P j¡¡ 91] = {(u, X)/Bs,t.(s, Al) E [P1]A (it, Al) E [91A u E rnerpe(s,t)}

merge(s,it) es el conjunto de mezclasde las trazass y it

[P\a1] = {(.s\a,X)/(s, Al U {a>) E [Pfl U {((s\a)it, X)/(s,Al u {a})

e [P1] A (it, Al) E [CHAOS1] A Vn (san,~)E [fl}
.s\a seobtieneeliminando las ocurrenciasde accionesa en s

2.5 Semántica operacional de ásp

Como hemosindicado,el significadooperacionalde un procesovendrádadopor las

posiblesevolucionesdel mismo. En estecaso introducimosal efectoun par-desis-

temasde transiciones:uno etiquetadoque representalas evolucionescon acciones
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visibles,y otro no etiquetadoparaindicar las evoluciones(internas)autónomasde

un proceso.Así, la transicion

representaque el proceso P ejecutala acción a, y pasaa comportarsecomo el

proceso9, mientrasque

P—Q

nosindica que el procesoP puedepasara comportarse,pordecisióninterna,corno

el proceso9, sin que seavisible la ejecuciónde acciónalguna.

La tabla 1 recogela definiciónestructuradadel conjunto de transicionesopera-

cionalesde los procesos,tanto visibles como internas.

2.6 Sistema de prueba para CSP

Es posibledescribirde una forma más compactala semánticade OSP,por medio

deun SistemadePrueba.El mismoconstadeun conjuntode axiomasy reglas,que

reflejanlas propiedadesdecadaoperadordel lenguaje,juntocon las interrelaciones

entrelos mismos. Dichosaxiomasdefinenlanoción de equivalenciasemánticaentre

procesos,junto con el ordenentrelos mismosinducido por la relaciónde ordenen

que se basala definición de la semánticadenotacional.El uso de estarelación de

ordenespreceptivo,aúnen el casode queenprincipiosólo estemesinteresadosen la

equivalenciaentreprocesos,de caraa incluir enel marcoaxiomáticoel tratamiento

de los procesosdefinidosrecursivamente.

El núcleodel sistemalo constituyeel conjuntodeaxiomascorrespondientea los

procesosfinitos definibles a partir de la constanteSTOP, por medio del operador

prefijo y los dos operadoresde elección,que presentamosen la tabla 2. Por su

parte, en la tabla 3 se muestranlas reglasgeneralesque nos indican la relación

entrelaequivalenciay la relacióndeordenentreprocesos,y el hechodeque todos

los susodichosoperadoressonmonótonosrespectode dichoorden.

Posteriormente,en la tabla 4 incluimos los axiomasque nos permitenrazonar

sobreprocesosinfinitos. Al respectotenemospor una parte los axiomascorres-

pondientesal procesoCHA OSquedenotasintácticamenteal elementomínimo del
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1)

3)PVIQ—P

PVIR—2-+Q

POQ-2-P’

POQ—+P’OQ’

Pj¡Q—÷P’¡¡Q

5)

7)

PrlQ—9

P29

RFiP—tQ

PoQ-tQ’

10) P¡¡Q—P ¡¡9’

P A

P -4

P¡¡¡Q—P’ ¡WQ

Hl q~~%.P’ IH9

13)

15)

17)
P\a—Q\a

9—49’
P ¡¡] 9—PH 9’

P249

P\a —Q\a

b
r — 9,b#a

P\a ffl*9\a

P[P/XI— ~‘ 20)
P’

P[P/X]~~L PI

pX.F A E’
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2)

4)

6)

8)

9)

11)

12)

14)

16)

18)

19)

Tabla 1: Semánticaoperacionalde OSP
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Tabla2: Axiomas paraprocesosfinitos

(01) FCQCP

P~Q

(02) PEQEP

PCQCR
(03) PEER

(Mí)

(M2)

(M3)

P~Q
a—P C a—9

RE APEE’
(PÑP’ ~ qnc;”

PEQ A P’LQ’
(PCI”) q (909’)

35

(Al) PnP~P (A7) Pn(QOR)~(PnQ)o(PnR)
(A2) POP~P (AS) PE(QnR)~(POQ)M(PCR)
(A3) PnQ~QnP (A9) POSTOP~P
(A4) POQ~9OP
(AS) Pn(9nR)~(PnQ)nR (AlO) Pr1QCP
(A6) PO(QOR) (POQ)OR (Ah) (a—P)fl(a--+Q)~a--PriQ

(A12) (a — P)O(a -~ 9) a — PVI 9

Tabla3: Reglasparaprocesosfinitos
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Tabla 4: Axiomas y reglasparaprocesosrecursívos

dominio de procesos,y los axiomascorrespondientesal operadorde recursion.

Por último, en la tabla 5 sereflejan los axiomascorrespondientesa los opera-

doresde composiciónparalela,entrelazamientoy ocultación. Dichosaxiomasnos

muestranque en todos los casosse trata de operacionesderivadas,por poderse

reescribir todaaplicaciónde las mismassobretérminos construiblescon las ope-

racionesbásicasantesconsideradas,a un nuevo término en el que sólo aparecen

dichasoperaciones.

De cara a probar la completitud de dicho sistemade pruebaintroducimos

unas formas normaleso canónicasde los términos definibles con el lenguaje, las

cualesnospermitendescribirla totalidadde los procesossemánticosasí definibles,

quedandoademásdefinidos de forma muy explícita los correspondientesvalores

semánticos,lo que facilita enormementela manipulacióny comprensiónde los

mismos.

Definición 2.15 SeaA unafamilia de conjuntosde acciones.Llamaremosalfabeto

del mismo,y lo denotaremospor 2(A), al conjunto2(A) = {a E 2 ]A E A

a E A. Diremosque dichafamilia es saturadasu paracada1< ~ 2(A) setieneque

si A C 1< paraun cierto A EA,entonces1< EA. O

Definición 2.16 Diremosque un término P estáen Forma Normal cuandotiene

la forma

P= E{Ea—P«}
.4c.4 aE,

4

dondeA esunafamilia saturada,y cadaP
0 estáa su vez en forma normal.

En el casoparticularde queA seavacía,convenimosenquesetratadel proceso

OllAOS,mientrasquelaposibleaparicióndeun conjuntovacíoen la familia, daría

lugar a un procesoSTOP.

(B1) Pr CHAOS CHAOS (B3) CHAOSE P
(B2) PCCHAOS GRAOS (B4) P[(,4P)¡~] E

VQEFIN(P):QER
(R) PEER
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(PARO) P¡¡CHAOS CHAOS
(PAR1) P¡¡(Q VI R) (P¡¡Q) VI (P¡¡R)

P¡¡9
P¡j9

— E a<Pa¡¡90)
aEBflC

P ¡1 CHAOS CHAOS
P ¡¡¡ STOPEP
P ~ (QVIR)E(P ¡¡1 9)rI(P R)

(INT3) P ¡¡¡ 9 ( E (a~ — (P1 ¡¡¡ 9))E( E (b5 — (P ¡¡¡ 9))
161 SU

CHAOS
P\b) VI (9\b)

CHAOS\b
(PVIQ)\bE(

{ (b—P\c) sib#c
P\c sib=c

a
(HJD3) E

aEA{
— P~\c E

El a -4 (P~\c)

E a
aEA

aEÁ

(P~\c)VI

si c « A

si cE A

(PAR2)

(PAR3)

(INTO)
(INT1)
(JNT2)

(HIDO)
(HIDl)
(HID2)

Tabla5: Axiomas paraprocesosderivados
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Puestoque dos formas normalesnuncason equivalentes,probar la equivalen-

cia entredos procesosse reducea comprobarque su forma normal es la misma,

mientrasque la pruebade completitud del sistema(en lo quese refierea procesos

finitos) se reducea probar que, en efecto, el mismo nos permite reescribir todo

términoen su forma normal.



Capítulo 3

Primera aproximación al

lenguaje PCSP

El lenguajeOSP ([Hoa8S] y [Bro83]) ofreceun formalismo adecuadoparala es-

pecificación de sistemasdistribuidos no deterministas. En el presentecapítulo

presentaremosla extensiónprobabilisticade dicho lenguaje, a cuyo estudio se

ha dedicadoel presentetrabajo. El lenguajeresultante,al que hemosdenomi-

nadoOSP probabilístico(PCSP),hemosprocuradoquemantengaen lo posiblelas

propiedadesfundamentalesdel lenguajemadre,incorporandode maneracoherente

las nocionesprobabilísticasbásicas.

3.1 Sintaxis de PCSP

La sintaxisde POSPes una sencillavariantede la de OSP, con la únicadiferen-

cia de añadiruna distribución de probabilidadesa todos aquellosoperadoresque

conllevan (explícita o implícitamente)una elección. La expresamosmediantela

siguienteexpresiónBNF

P 2= STOP 1 X ¡ a — P 1 [MI’ rl [p2]P ¡ [pi]P o [MP

¡ [p1]P ¡¡A [p2iP ¡ P\(a,p) ¡ pAl.P

dondepeLO,1],pl,p2 E [0,1],conp1+p2= 1 yX E Idi.

39
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El significado intuitivo de cadauno de los operadoreses el siguiente:

STOP : STOP sigue representandoa una máquinarota, incapazde realizaraccion

alguna.

PREFIJO Dadosun procesoP y unaacción a, a — P es un procesoque en primer

lugar ejecutacon seguridad,es decir con probabilidad1, la acción a para después

pasara comportarsecomo el procesoP.

ELECCIÓN INTERNA: DadosdosprocesosPy 9,ypí,p2 6 [0,1] tal quePí+P2 = 1,

entonces[pi]P VI [p2]Q es un procesoque se comportacomo P con probabilidad

pi y como9 con probabilidadp2.

ELECCIÓN EXTERNA: Dadosdos procesosP y 9, y Pí,p2 c [0,1] tal quep, +P2 =

1, entonces[p,]P O [p2]9 es un procesocuyo comportamientoes en principio

determinista.Así, si el entornodel procesodecideejecutarunaaccióny uno de los

dosprocesosP y 9, pero no ambos,estándispuestosaello, la acciónseráejecutada

por el procesodispuestoa ello, lo que sucederácon la mismaprobabilidadcon la

que ambosargumentoshayanalcanzadolos estadoscorrespondientes,continuando

despuésla ejecucióndel procesoque ejecutóla acción. Sólo en el caso de que

ambosesténen disposiciónde ejecutardichaacción la elecciónseráaleatoria,de

acuerdocon las probabilidadesPi y P2. Y como quiera que las distribuciones

de probabilidadque rigen ambosprocesosson independientes,la probabilidadde

ejecutaruna accionessiempremayoren el procesoresultantede elegir entredos,

que en cualquierade ellos, pues ahora una acción sólo serárechazadacuando

ningunode los procesosestéen disposiciónde ejecutarla.

Obsérvese,que aún en el caso de que todas las posibles accionesa ejecutar

por ambosprocesosfuesencomunes,la elecciónexternano seríaequivalentea la

interna,ya que paracalcularla probabilidadcon la que seejecutaráuna accion,

ademásde las probabilidadesasociadasa la elección misma, hay que tener en

cuenta,y ello se hacede maneradiferentesegúnse trate de la eleccióninterna

o externa, las probabilidadesque cadaprocesotiene de aceptarla ejecuciónde

dichaacción. En consecuencia,aún bajo las hipótesis restrictivasmencionadas,

la equivalenciaentrelos resultadosde aplicar los dos operadoresde elección,sólo
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setendráen el caso de que ambosargumentosseandeterministas,es decir estén

en disposición de ejecutar todas las accionesque ofrezcan con probabilidad 1.

Encontramosasí una primera diferencia, por otra parte bien razonable,con el

casono-probabilístico,en el queambosoperadoresde eleccióncoincidencuandose

aplicansobreargumentosdeterministasqueofrecenun mismoconjuntodeacciones.

COMPOSICIÓN PARALELA: Dados dos procesosP y 9, PI,P2 E [0,11tales que

Pi +P2 = 1 y un conjunto deaccionesA, entonces[pi]P ¡¡A [p2]9 es un procesoque

correspondea laejecuciónconcurrentede P y 9, sincronizandosobrelas acciones

de A. Dadauna accióna E A, paraque puedaejecutarse,ambosprocesosdeben

estaren condicionesde ejecutarla,obteniéndosecomo resultadode esaejecución

conjunta,una unícaacción a. Paralas accionesno contenidasen el conjunto de

síncronízacionA, seactúaexactamenteigual que en el casode la elecciónexterna

demaneraquesi unosólo de los procesospuedeejecutarla acción lo hará,mientras

el otro permaneceráenelmismoestado;mientrasquesi ambosestánendisposición

de hacerlo,sedecidirá de maneraaleatoria,en basea las probabilidadespi y P2

quien lo hará,continuandotambiénel procesono escogidoensu estadode partida.

OCULTACION: Dadoun procesoP y un par (a,q), con a E 2 y q E [0, 1], P\(a,q) es

un procesoen elque las ejecucionesde la acciónocultaa no puedenserobservadas,

decidiéndoseinternamentecuandose harán,cuandoello seaposible,en basea la

probabilidadq indicada. En realidadello sólo debereflejarsea nivel formal en el

marcodeaquellaseleccionesexternasen las que aparezcala acciónocultadacomo

una de las opciones.En estecaso,el entornono mantienesiempresu posibilidad

de elegir, puesel sistemapuededecidir autónomamentela ejecuciónde la acción

ocultada.

RECURSIÓN: La recursiónse incorporaráexactamentecomo en el lenguajemadre

OSP, tanto en lo que a sintaxiscomo en lo que a semánticahacereferencia.

Todasestasideasinformalessobrelos comportamientosde los procesosproba-

bilísticos seránformalizadas,en una primeraaproximación,que a la postrecom-

probaremosque es en excesosimplista,en la siguientesección,en la que presen-

tamos una primera semánticaoperacionalpara nuestro lenguaje. En concreto,
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una primera consecuenciade dichasimplicidad es, como comprobaremos,la im-

posibilidad de definir la semánticadel operadorde ocultación, que por lo tanto

consideraremosexcluido temporalmente.

3.2 Semántica operacional de PCSP

La semánticaque presentaremosa continuación,y que posteriormenteutilizare-

mos vía un ejemplosencillo pero no trivial, pararazonaren lo posible, sobrelos

comportamientosde procesosprobabilísticos,es una semánticaoperacional.Así

vamosa definir la evolución o ejecuciónde un procesomedianteun sistemaproba-

bilístico de transiciones(veáse[L589]),cuyastransicionesseranaquellasgenerables

por medio de un conjunto de reglas,cadauna de las cualescontribuyea definir el

significado de uno de los operadoresdel lenguaje. La definición de la semántica

seguiráel estilo estructuradode Plotkin [Plo8ll y Milner [Mil89].

Definición 3.1 Una transiciónprobabilz’stica observablees una tupía <P,9,a,p>

dondeP y 9 sonprocesos,a E 2, y p E (0,1]. Usualmenterepresentaremosuna

transiciónen la forma:

O

En la tabla 6 presentamoslas reglasque permitengenerarlas transicionesproba-

bilísticas que definenestaprimerasemánticaoperacionalpara PCSP.
a

En algunasde dichasreglasaparecela noción derivada P—~ que representa

la probabilidadcon la que el procesoP aceptarála ejecuciónde la acción,y cuya

definición formal dejamosparamás adelante.Antes introduciremosuna serie de

conceptosy terminología,auxiliares.

Definición 3.2 Llamamossemanticaoperacionaldel lenguajePCSP(sin opera~

dor de ocultación)al multiconjuntode transicionesprobabilísticasque puedenser

inferidas aplicandoel sistemade reglas anterior, dondecadatransición aparece

tantasvecescomo formas diferenteshayade derivarla. O
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1)

2)

3)

O-4P--*1P

[q]P VI [1 — q]R -
2-—pq 9

P2~Q

[q]R ri [1— q~P p(i—q) 9
nOn,n O

4) ~ —½

dondes = pqr + p(l — q)

PÁp,9Aq9’

[r]P O [1 — r]Q 2..~ 9’
dondes = pq(1 — r) + (1 — p)q

P ~ P’, 9 -2—y, a ~ A

5)

6)

7)

[q]P ¡¡A [1—q]9 —~--~ [q]P’ ¡¡A [1 — q]Q

donde s = pp’q + p(l — y,’)

P aQaQ/«~

4

[1 — q]P ¡¡A [q]9 —, [1—q]P hA [q]9’

8) [q]P ¡lA [1 — q]9 ..t~,p, [qlP’¡¡A [1 — q]9’

dondes = pp’q + p(l — y,’)

dondeP[9/X] representala sustituciónsintáctica
en P del identificadorX por el proceso9

9)

Tabla 6: Primerasemánticaoperacional
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Notación: SeaT = P ~ 9, una transición inferida usandolas reglassemánti-

cas. Llamaremosuna derivadainmediata de P a la tupía <a,9,p>. De la misma

forma, diremos que a es una acción inmediatade P con probabilidadp para ser

ejecutadapor medio deT, y que9 es un procesoa-derivadode P con probabilidad

y, correspondientea1.

Comentaremos brevemente a continuación las distintas reglas del sistema.Las

tres primerasson suficientementeclaras,por lo que no precisande mayorcomen-

tario. En las reglascuartay quinta,la probabilidaddequeelproceso[r]P O [1—r]Q

ejecutela acción a y pasea comportarsecomo P’ o como 9’ dependiendode la

reglaaplicada,secalculaconsiderandola posibilidad de queo bien P o bien 9 eje-

cutendichaacción. Sin embargo,si ambosprocesospuedenejecutardichaacción,

sólo uno de ellos podráser elegidopara hacerlo,y estaelecciónsehará teniendo

en cuentala probabilidadr indicadaen la elecciónexterna,que en concretodefine

la probabilidadcon la queseleccionaremosel primerprocesocuandoestasituación

sepresente.

Las reglassextay séptimadefinenla partedela semánticadel operadorparalelo

correspondienteal caso de entrelazamiento.Con ellas seindica que si la accion a

ejecutarno perteneceal conjunto de sincronización,serárealizadapor el proceso

componenteque esté capacitadoparaello. Si ambosprocesoslo estuvieran,se

elegiráaleatoriamente,de maneraanálogaa como se ha descritoparael operador

deelecciónexterna,atendiendoen estecasoa la probabilidadasociadaal operador

de composiciónparalela,que indica tambiénen estecaso, la probabilidadcon la

que seráescogidaen talessituacionesla primeracomponente.

La octavaregla describeel caso en el que la acción a ejecutar perteneceal

conjuntode sincronización.Precisamosentoncesque la acción seaejecutadapor

ambosprocesossimultáneamente,y estoobviamenteocurrirá con una probabili-

dad igual al producto de las correspondientesa las transicionesde los procesos

componentesque hayamoscombinadoparaobtenerla transición en cuestióndel

procesoparalelo.

Finalmente, la última regla trata al operador recursivo en la forma tradicional,

no necesitandopor ello de ningún comentarioadicional
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Ahora podemos definir formalmente el concepto de probabilidadcon la que un

procesoP ejecutauna accióna, lo quesehaceen la forma siguiente:

Definición 3.3 Seaa unaaccióny P un proceso.Diremosquep es la probabilidad

con la que P ejecutala acción a, inducida por la presentesemánticaoperacional

lo que representaremos en la forma

su y, = >3p~ donde 1 es el multiconjuntode transiciones
¿El

p rn~. p.

que ejecutanla acción a, que puedenser derivadas,con derivacionesdiferentes,

utilizando las reglasdel sistema. O

Ejemplo 3.1 La transición

11 1 1
-4 P VI [-]Q) rl [-la —> STOP —½P

22 2 2

puedeinferirseutilizando el sistemade reglas.

por 1

a — STOP~L1STOP por 1

n [~]QA, 9 por 2

a
E [1 [~]Q) VI [~]n —~ STO? —~ P por 4

Con lo cual se ha derivado la transición tras cuatro pasosde inferencia, co-

rrespondientesa la aplicaciónde las reglas1, 1, 2 y 4, respectivamente. O

Como ya hemos indicado, de la forma en que se define el multiconjunto de

transicionesderivables,se sigue que es importante distinguir la forma en la que se

ha obtenido cada transición concreta. Y que en efecto es necesariotrabajarcon

multiconjuntosparadefinir la semánticaoperacionaldel lenguaje,quedailustrado
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porejemplo, considerandoel procesoP = [~]a -4 STOPVI [~]a -4 STOP,parael

cual tenemosque

= P ~ STOP es derivableaplicandolas reglas 1 y 2, mientras

‘2 = P —a-, STO? lo es aplicandolas reglas 1 y 3.

Con ambasderivacionesse infiere que P puede ejecutar la acción a con proba-

bilidad ~ Sin e2 mbargo,parecevital que quedeconstanciade que se trata de dos
computaciones diferentes, a fin de que pueda inferirse a la postrequeefectivamente

la accióna seráejecutadacon probabilidad 1.

Una alternativamás formal a la hora de distinguir las transiciones,segúnla

formaen la quelas mismashayansido generadas,es la utilizadaen [0J590j, donde

las transiciones están indexadascon índicesque indican la vía en que han sido

generadas. Pero como quiera que dicho tecnicismo es en sí mismo trivial, nosotros

hemos preferido no utilizarlo de forma explícita, parano perderal lector con un

tecnicismoadicional,que sin embargono añadeningunaideanueva,sin por tanto

afectar en absoluto a los resultadosque puedenserobtenidos,ni suponercambio

alguno en lo que se refiere a las ideas y técnicas fundamentalesque han de ser

utilizadasparaobtenerlos.

Comentamospor último el tema del operadorde ocultación. Parael mismo,

como ya advertimos,no hemospresentadoreglaalguna, lo que naturalmenteim-

plica que no ha quedadodefinida su semántica.Ello se debesimplementea que

resulta absolutamenteimposible capturarel comportamientorazonable(al menos

el que nosotros hemos entendido como tal) de dicho operador,en un marco tan

sencillo como el de una semánticacomo la presente,que pretendarazonaren base

exclusivamente al estudio de acciones individuales.

El problemaradica en el hechode que al aplicar el operadorde ocultación

sobreuna elecciónexterna,éstase convierteen parcialmenteinterna. En cam-

bio el significado de las eleccionesinternasno varia al aplicarlesuna ocultación.

Consideremosal respectoel siguiente

Ejemplo 3.2 SeanP y 9 los siguientes procesos:

P = [~]([~]a — STO? o [~]b—+ STO?) rl []STOP

9 = [~]a — STOPrl [~]b—* STOP
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Ambosprocesosson equivalentesrespectode cualquiernoción basadaen la pre-

sentesemánticaoperacional,puesla misma es idénticaparaambos.Sin embargo,

si ocultamosla acción a el comportamientodeseadopasaa serdiferente,puesen

P\(a, q) la probabilidadde ejecutarla acción b debedisminuir, mientrasque en

9 \(a, q) debe seguir siendo ~, lo que es imposiblede lograren un marcocomposi-

cional, si, como esel caso,las semánticasde P y 9 son idénticas. O

La unícavia que nospermitirá discernira nivel semántico,si en un momento

dadoun procesopuederealizarunaelecciónexterna,para,entreotrascosas,poder

capturardebidamenteel significadodel operadorde ocultación,consisteen poder

ofrecer al mismo no sólo accionesaisladas,sino también más de una acción si-

multáneamente,con lo que podremosdescubrirsi el procesoestáen ese momento

dispuestoa ejecutardistintasacciones,lo queimplicaríaquenosencontramosante

una elecciónexternaentretodaslas accionesque podamosejecutar.

Estas ideas serán desarrolladasextensamenteen los capítulos venideros. De

momento nos limitaremos a estudiar los procesos PCSP en base a la semántica

que hemos definido. Ello implica en particular que el operador de ocultación queda

excluido porel momento.

Comenzaremosdefiniendo las éomputacionesde los procesosprobabilísticos,

pueslas transicionespor sí mismassólo definenpasosaisladosen la evolución de

un proceso. En consecuenciaencadenaremosdichastransicionespara lograr una

imagenmásglobal de las ejecucionesde los procesos.

Definición 3.4 Llamamoscomputacionesde un procesoprobabilísticoP a las

secuenciasde transiciones:

P=Po~Z?~4,,Ph...,Pn..l~E2.pfl Pl,

permitidaspor la semánticaoperacionalde PCSP.Usualmentelas representaremos

en la forma

Llamaremosuna derivada de P generadapor C al triple <s,P~,p>, dondes =

a1a2 ... a,, y y, = pi . . y,,,. Usualmente representaremos estas derivadas con la
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notación

P~pPn

De nuevo cada proceso tendrá un multiconj unto de computaciones, en el que

cadacomputaciónaparecetantasveces como indique el producto de las veces

que aparececadauna de sus componentesen la semánticadel lenguaje. O

La noción de derivadapuedeserdefinidarecursivamenteen la forma siguiente:

Definición 3.5 Seas una secuencia (posiblemente vacía) de acciones, p E (0, 1] y

P, 9 dosprocesos.Entonces,P ~ 9 es una computaciónsi y sólo si esposible

inferiría por medio del usode las reglas

LP

2. Si P ~ P’ y P’ ==~‘q 9, entonces P ~ 9

O

En la secciónsiguienteilustraremosel estudiode estasemánticapor medio de

un ejemplo no trivial, que mostraráuna aplicaciónconcretade nuestrolenguaje,

el cual veremosque inclusodotadode una semánticalimitada como la que hemos

desarrollado por el momento, puede abordar de forma elegantey satisfactoria,

un ejemplo que en el caso de otros modelos anteriores de procesosprobabilísticos

desarrolladospor otros autores,sólo podía abordarsede forma indirecta, y con

consideracionesmuy ligadas a las característicaspropiasdel ejemploen cuestión

quehacen muy improbablela generalizaciónde los razonamientosa marcosmás

complejos.

3.3 Ejemplo. Protocolo AUY

Presentaremos un ejemplo en el cual modelamos el protocolo AUN’ (ver [AUY79D

utilizado en la transmisiónde datos,queaseguraunatransmisiónsegurasobreun

sistema en el que los canales de comunicación pueden fallar. Este ejemplo también
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se ha estudiado en [0J590], en el marco del álgebra de procesos (PCCS) allí de-

sarrollada.Sin embargo,en nuestraopinión, estetipo de álgebrasíncronaplantea

algunosproblemasque dificultan el modeladode sistemas.Unos de ellos deriva-

dos de la sincronía,pueses necesariosincronizar a mano todas las componentes

del sistemaqueno estánsincronizadasdeuna maneranatural,mientrasqueotros

vienen derivadosde la inexistenciade un operadorexplicito de elecciónexterna,

quesólo puedeserparcialmentesimuladopor medio de unaadecuadacombinación

de las probabilidadesen el único operadorde elección que incluye, junto con la

restricciónde los procesosa un adecuadoconjuntode accionesobservables.Este

mecanismono es muy intuitivo, puestoque un cambioen las probabilidades,o una

restricciona un conjuntoinadecuadode acciones,implicaría la desapariciónde la

posibilidadde estainterpretaciónde la eleccióncomoexterna. Por otra parte,no

resulta en absoluto evidente generalizar esta simulación a unaocurrenciaarbitraria

de la elecciónexterna.

En nuestro lenguaje estos problemas desaparecen, puesto que disponemos de

un operadorparalelo asíncrono,y de un operadorexplicito de elecciónexterna

amboscon una semánticaadecuada.

Por simplicidad, omitiremosa lo largo del ejemplo las probabilidadesen las

apariciones de los operadores de elección externa y composición paralela, puesto

que de hechono son necesarias,ya quenuncaapareceráneleccionesentreprocesos

que puedanejecutaraccionescomunes,comoprimeraacciónde los mismos. En el

capítulo 6 presentaremosunajustificación formal de queello puedehacerse.

El sistema consiste de dos agentes, un transmisor y un receptor, que se comu-

nicanmediantemensajes.El transmisorenvíaun mensajeal receptorusandoun

canal no seguro,que puedeperderlocon unaprobabilidadconociday,. Suponemos

que si el mensajeoriginal sepierdedurantela transmisión,el canal lo reemplazará

con un mensajenulo A, que enviaráal receptor. Este tomaráel mensajede su

canal deentrada,y si no esA, lo enviaráal exterior,devolviendoun mensajedere-

conocimientoal transmisor,queenviaráporun segundocanal. De nuevo,el canal

podrá perder el mensaje(suponemosque con la misma probabilidadp, aunque

estasuposiciónno es importante,pues los resultadosque obtendremospodrían

generalizarse fácilmente), en cuyo caso el transmisorrecibirá un mensajenulo A’.
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Si el transmisorrecibeestaseñalA’, repetirála emisión,enviandode nuevoel men-

saje original. Finalmente,cuandoel transmisorreciba la señalde reconocimiento

comenzaraun nuevociclo del sistema.

El proceso PCSP que modela este protocolo es el proceso P definido como

sigue:

Transmisor:

T=in—T~

= msg— (ack — TOA’ — T1)

CanalPrimero:

= 72289 — ([p]A — 01 VI [1 — p]msg’ —* C1)

CanalSegundo:

02 = (ack’ — ([p]A’ — 02 VI [1— p]ack — 02))O(A” — A’ — 02)

Receptor:

R = (msg’ —4 out — cid? —~ R)C(A — A” — R)

Protocolo AUN’:

P = T¡¡{ms91ack,.x’}((0ll¡0O2)Il{msg’,ack’,A,A”}R)

El comportamientode esteprocesosemuestraen el sistemaprobabilísticode

transiciones representado en la figura 2.

La definición de los procesosintermediosP~ a P7 vienedadapor

Pi = T,I¡{msg,ack,.x’}((O1 ¡IeC2)i¡{msg’,ack’,A~’)R)

= (ack — TOA’ — Ti)¡¡{msp,ack,,v}((([p]A —4 Cí VIIi —p~msg’ — C1)l¡002)

¡ {msg~,ack’,¾X»}R)

= (aclc —+ TOA’ —4 Tí)¡I{msg,ack,Át}((Cí~¡eO2)¡¡{rnsgs,ack’,A,>’q(OUit —4 ack’ R))

P4 = (aclc TIJA’ — ~ 1?))

= (ack — TIJA’ — ~ R))

= (acL~ — TIJA’ — Tí)I¡{msgack,Aj((O1¡l~[P]A’ — C~ VI [1 — placIc — 0~))

¡ ¡ {msg~,acktAX~lR)

= (ack TIJA’ —~ T1)¡¡{msg,ack,A’}((CIl¡~(A” 02))ll{msgt,aek’,Xx’}R)

Nuestro lenguaje nos permite razonar sobre diferentes propiedades del proto-

colo, talescomo la fiabilidad (reliability) y el tiempo esperado de transmisión. Por
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®l.p

ijin ack

ak’1 1

~ ijms~

out} 1

® p l-p o
Figura 2: SistemaProbabilísticode Transicionesparael ProtocoloAUN’

ejemplo, es sencillo comprobarque la probabilidad con la que un ciclo termina

tras un buclesimple es (1 — p)2. Sin embargo, el hecho más importante es que

todos los elementosde la modelizacióndel sistemasonmuy naturales,y no hemos

necesitadoningún truco como el que se utiliza (iy necesariamente!)en el modelo

presentado en [0J590].

Parafinalizar,formalizaremosseguidamentela pruebade la seguridaddel pro-

tocolo (cualquier mensaje será transmitido, y el reconocimiento se recibirá con

probabilidad 1), y calcularemos la longitud media de un ciclo de transrmsíones.

Cualquiercomputaciónde nuestrosistemacomenzaracon la transición

y un ciclo terminarácuandoel estadoP se recupere.

DesdeP
1 tenemoslas siguientescomputacionescorrespondientesa un bucle

básico del protocolo:

P14k1~,P1 Con si = <msgAÁ”A’> y pi = y,

I’1 ~~2P1 Con ~í = <msgms¡oíd ack’ A’> y y,2 = p(l — y,)

Pí~P3 P Con s~ = <rnsg rnsg’ outack’ ack> y ps = (1 — y,)
2
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Figura 3: Tiempo medio de transmisión en protocolo AUY

Entonces,denotaremoscon f(n) la probabilidad de completar el ciclo tras n bucles

fallidos, o lo queeslo mismotrasn+1 buclesbásicos.A partir delas probabilidades

de las computacionesprevias,estevalor puedesercalculadomediante

f(n) = (p + p(1 — p7(1 — ~)2 = (1 — p)2pn(2 —

Entoncesla probabilidadde finalizar el ciclo en tiempo finito viene dadapor la

expresíon

Zf(i)=@ p)2Z(2pp2Y
¿=0 ¿=0

(1 —p)2 _ (1 —p?12 _

__________ ______ —1
1 — (2p—p2)— (1 —p)2

Esto pruebaque el protocolo es seguro,puestoque la probabilidadde teneruna

transmisioncorrectaes 1.

Definiremosel tiempo medio de emisión como el númeromedio de emisiones

realizadashastaque un reconocimientoserecibapor el transmisor.Entonces,este

tiempomedio de emisión ji, viene dadopor

00 00 2

¿=0 (1 — (2p — y,2))2

(1 p(2—p) _ p(2—p

)

—y,)4 (1 —y,)2
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Por otra parte,dado un canal de comunicación,decimosque es seguro si no

puedeaceptarindefinidamenteinputs sin producir ninguna señalen el output.

En el caso probabilístico, dicha propiedad se tendrá (con probabilidad1) si la

probabilidadcon la queseejecutaunacomputacióndeuna secuenciade acciones

de input que no contenganingún output, tiendea ceroal crecerla longitud de la

computación. En concreto, dado el proceso

P = ,uX.in — ([p]X VI [1 — y,]out — Al)

podemosprobarque es seguroparacualquiery, < 1.

3.4 Semántica de trazas

En la presentesecciónpresentaremosunasemánticade trazasprobabilísticaspara

PCSP,cuyapresentaciónfinal seráindependientede la anteriorsemanticaopera-

cional, realizándoseen un marcodenotacional,perocuyajustificaciónsí basaremos

en dichasemánticaoperacional.Paraello comenzaremosviendo cómo definir de

una forma razonable una semántica de trazas probabilísticas a partir de dicha

semantica operacional.

3.4.1 razas Probabilísticas

Las trazas(ordinarias)de un proceso,son las posiblessecuenciasde accionesque

el mismopuederealizar. En el casoprobabilístico,unadefinición razonablede las

mismas, a partir de nuestra semánticaoperacional,seríala siguiente:

Tr(P) = {s ¡ HQ E Proc,p E (0,1]: P=~Zt.~9}

Pero ello supondría ignorar la informaciónprobabilísticaque las transicionesnos

suministran. En consecuenciapareceoportunoasociara cadatrazala probabili-

dad con la que la misma podrá ser realizada,dando lugar al conceptode traza

probabilística.

Unaprimeraaproximacióna la definición formal de dichoconcepto,nosllevaría

a definir el conjunto de trazasprobabilísticasde un procesoP como el conjunto
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depares<s,p> tales que existe un proceso P’, s-derivado deP con probabilidad y,.

Sin embargo, ya hemos observado que una misma secuencia de acciones s puede

aparecervarias veces en derivacionesdistintas de un proceso, con las misma o

distintas probabilidadesasociadas.Ademásun mismo par <s,y,> puedeaparecer

varías veces, ligado a sendos procesos s-derivados de P, iguales o no, por lo que no

resultaría razonable hablar simplemente en este caso de conjuntode trazas, siendo

lo oportuno hablar en cambio de un multiconjuntode trazas.Dicho multiconjunto

vendrádadopor

MTr(P) = {<s,y,>,s E 2’, y, E (0,1]/ 39 E Proc, tal que

donde cada par <s,y,> aparecerá tantas veces como derivaciones tengamos de com-

putaciones Pr4tpQ.

Ejemplo 3.3 Algunosejemplosde multiconjuntos

tonceslos siguientes:

MTr(STOP)

MTr(a — STO?)

MTr([~]a —* STOPVI [~jb —* STO?)

MTr([~]a — STOPfl [~]a -4 STOP)

MTr([~]a -4 STOPO[~]b —* STO?)

MTr([1/3]a —* STOPIJ[2/3]b — STO?)

de trazas de procesos son en-

= {(<>~ 1)>

= {(<>~ 1),

= {(<>~ 1),

= {(<>~ 1),
= {(<>~ 1),

=

(<a>, 1»

O

En general,tenemosque:

1. (Q,l) E MTr(P) paratodo procesoP.

2. (sit,p) E MTr(P) implica que 3q, q =y,, q =1 tal que (s,q) E MTr(P).

Los multiconjuntos de trazas probabilísticas, nos indican las posibles trazas,

junto con las probabilidades de que aparezcan. Ahora bien, la aparición de la

traza (<a>, ~)dos veces, nos indica que existen dos maneras distintas de ejecutar

la acción a. Sin embargo, paraun observadorexterior no existirá la posibilidad de

detectar la existencia de dichas transiciones diferentes, e incluso el funcionamiento
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de cara al exterior de un procesotal sería indistinguible de otro con la traza

(<a>, 1). Por ello parece razonable que agrupemos en una sola las distintas trazas

correspondientesa una misma secuenciade acciones. En concreto,a partir del

multiconjuntode trazasde un proceso,definimos el siguienteconjunto de trazas

probabih’sticas del mismo:

Tr(P) = {(s, >3 x¿) Donde X = {x¿ ¡ (s,z~)e MTr(P)>}
x¿EX

Ejemplo 3.4 Los conjuntos de trazas correspondientes a los procesosdel ejemplo

anteriorsonentonceslos siguientes:

Tr(STOP) =

Tr(a— STO?) =

Tr([]a — STO?VI [;]b —÷STO?) = {((>, 1), (<a>, ~), (<b>, ~)>
Tr([~]a — STO?VI [~]a — STO?) = {(<>~ 1), (<a>, 13>

Tr([~]a — STOPEI~1b STO?) = {(<>~ 1), (<a>, 1), (<b>, 1)>

Tr([1/3]a — STO?O[2/3]b — STO?) = {(<>~ 1), (<a>, 1), (<b>, 1)>

O

Proposición 3.1 El concepto de traza probabilística está bien definido, es decir,

las sumasde probabilidadesZXEX z¿ que puedenapareceral definir las trazasde

un proceso no exceden nunca de 1.

Demostración: Vienedadaporel hechode que lasposiblestransicionesdistintas

correspondientes a una misma traza, provendrán de elecciones, tanto internas,

como externas, como provenientes de operadores paralelos, que el proceso tendrá

que resolver. Ahorabien, en todos los casoslas probabilidadesde las dosdistintas

computacionesa las que cadaelección darálugar estánponderadaspor factores

cuyasumaesuno,por lo queun sencillorazonamientopor inducciónnosconduciría

a la pruebadel resultadodeseado. O

3.4.2 Dominio de procesos

La definición de la semánticade los procesospor medio de sus conjuntosde trazas,

nos conduciríaa la siguienterelación de equivalencia:
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Definición 3.6 SeanA, 3 multiconjuntosde trazas.Decimosque A 3 si y sólo

si Tr(A) = Tr(B). O

De esta manera, podemos definir un proceso (semántico) como cada clase de

equivalencia correspondiente a la relación anterior.

Definición 3.7 Definimos un proceso como la clase de equivalencia formada por

los multiconjuntosde trazasequivalentesal conjunto de pares{(s,p) : s E 2*,

y, E (0,111,de maneraquese cumplanlas siguientescondiciones:

1. VI’ (<>,1) E?

2. Vs,t E 2, Vp E (0,1] ay,’ =y, tal que (.st,p) E I’ ~ (s,y,’) E ? O

LlamaremosProc al conjunto de todos los procesossobreel alfabeto2. En

general,cuandohablemosde un conjuntode trazas,estaremosreferenciandoa la

clasede los multiconjuntos equivalentes a él.

Por otra parte, para que el conjunto de procesospuedaser consideradoun

dominio semántico,debemosdefinir un preordensobreel mismo.

Definición 3.8 (Ordenentreprocesos)

Sean P y Q procesos, según la definición anterior. Decimosque P ~ 9 su para

todo (s,y,)E I’ existe y,’ =y,, tal que (s,y,’) E 9.

Proposición3.2 La relación así definidaesde orden.

Demostración:

• ? C ?. Trivial.

• ?~Qy9EI’~I’=9.
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4’ Bp’=y,(s,p’)EQ

4’ Eq=y,’(s,q)E?

4’q=p

pues?EQ

puesQE?

pues (.s,p),Cs,q)E P

4’y,=y,
4’ (s,p)e9

(s,p) e 9 4’ (s,y,) e P análogamente

• I’L9CR~I’CR

4’ By,’=pt.q.(s,y,’)e9

4’ ~q=p’ Lq.(s,q)E 1-?

puesPqQ

pues Q E

4’ Eq=pt.qjs,q)ER

~I’ER

O

Definición 3.9 Seaf : ?roc —-4 ?roc una función entre procesos. Tenemos las

siguientesdefiniciones:

1. f es monótonasi cumpleque:

I’D9ztf(P)=f(Q)

2. Una cadenaesuna secuencíade procesos

3. El límite de una cadenadenotadocon U?1 esun procesocon:

P~ ={(s¿5,p¿5)}Vi>0#.UI’¿= {(.sj,p~)} con (s~,p~~)eI’~

donde p~ = hm
~=¿o

Estelímite existe,puesO =po~ =p~ < ... < y,~ < ... < 1.

Es decir

(s,y,)e?

(.s,p) e P

Vi> iO

= {Qs,y,)/]jo it.q. VJ =jo:4 (s,y,~) e ?~ y Hmpj = y,)
J00
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4. f es continua sí

f(uP1) = uf(P1)

O

Teorema 3.1 (Proc, E) es un orden parcial completo(cpo).

Demostración:

• Tiene elementomínimo.

VI’ E Proc STO?LP.

• Toda cadena tiene cota superior mínima.

Sea {I’¿}¿~¡ una cadena. Entonces UP~ es la cota superior mínima:

1. U?1 escotasuperior

(8¿,y,i) E P~ 4’ (s¿,p) E U?~ puestoquey, =p¿

~. PCUI’1

2. Li?1 esmínima

Seaun proceso9 tal que P~ E 9 paratodo z.

Entonces:

(s,p) E U?1 4’ Bj0 ¡ (s,y,jo) E J%o, con PJO =P

4’ Bq=y,jo¡(s,q)EQ

Además, para todo j =Joy,s =y, pueshm5y,~ = y,

Como q =y,~ paratodo j 4’ q =y,

Luego9 ~U?1

O

3.4.3 Semánticadenotacional

Veamosseguidamentela definiciónde la semánticade los procesoscorrespondientes

a la sintaxisdefinida,entendiendoun procesoa nivel sem;anticocomo un conjunto

de trazasprobabilísticas.
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STOP y PREFIJO Definimos las trazasprobabilísticasde los procesosSTOPy prefijo

parauna determinadaacción ci en la manera siguiente:

STO? =

a—I’ = {(<>,1)}U{(a.s,p)/(s,p)EP}

Ejemplo 3.5 Seael procesoI’ = ci — I’, un procesoque siemprehacela acción

ci, con probabilidad1. Es decir el procesogAl.(a — Al). Su definición semántica

sera:

O

ELECCIÓN INTERNA

[p]I’VI[1—y,]9 = {(s,q) / (s,q’) E?

U {(s,q) / (s,q’) E 9

Ejemplo 3.6 Seael proceso I’ = [](a — P) VI [~]ST0P. Este proceso ejecuta

un númerofinito de accionesa y después se para. Su definición semánticaes:

Aún cuandoen el modelode trazasestánexcluidaslas trazasinfinitas, en este

caso observamosque ello estaría doblemente justificado, pues la probabilidad de

que el procesoejecuteuna cantidadarbitrariamentegrandede accionesa es 0. 0

ELECCIÓN EXTERNA

[p]I’O[1 — p]Q — {(s,q) ¡ (s,q) E Py (s,q) «9>
U {(s,q)/(s,q)cQy (s,q)«I’}

U {(s,q’) ¡ (s,q’) E I’ y (s,q’) E 9 y q = y,q’>

U {(s,q’) ¡ (s,q’) E I’y (s,q’) E 9 y q= (1 —y,)q’>

q = pq’}

q = (1 —
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Ejemplo 3.7 Sea el proceso P = [~](a — F)O[VSTOI’. Este proceso podrá

ejecutar cualquier secuencia de accionesa con probabilidad1. Su definícion se-

mánticaes:

I’ = {(<>~ 1), (<a>,1), (<cia>, 1),...>

Por lo tanto, esteprocesoseraequivalenteal dadopor P = a — P.

Si en cambio consideramos el proceso dado por I’

STOI’, tenemosque su semántica viene dada por:

por lo que es equivalenteal procesodadopor I’ = ci —

O

= [~](ci -~ P)O[~]ci —

P) VI [HSTOI’).

COMPOSICIÓN PARALELA

[p]P¡¡A[1— ~1Q= {(s,q)/s E rnezclci(s1,.s2)

y q = pm(I’,Q,A,s,p) y (si,r) E I’ y (s2,r’) E Ql

Dondetenemoslas siguientesdefinicionesde funciones,por un ládoel conjunto

de las posibles mezclas entredos trazasvienedadopor la funcion

mezcla 2 x 2

mezcla(<>,s)

mezcla(<a>s,<b>t)

= mezcla(s,<>) = {s}

= {(a>u / u E mezclci(s,<b>t)}

U {(b>u / u E mezclci(<ci>s,t)}

Por otro lado, dadauna posiblemezclaentresendastrazasde los procesosI’ y

9, la probabilidadde que unatrazamezclade ambasseaejecutadapor el proceso

[p]I’I¡Á[1 — y,]Q vienedadapor la función

pm : Proc x Proc x y,2 x 2 x (0,1] —~ [0,1]
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pm(P,Q,A,<>,y,) = 1

pm(I’,Q,A,<ci>s,p) ={ qq’ . y,m(P/a,Q/a, A, s,y,)

(pp’q+p(1 —y,)).y,m(P/a,Q,A,s,p)+

(y,y,’(l —q)+ (1 —y,)q) .pm(I’,Q/a,A,s,y,)

Donde q y q’ son los valores que verifican que (<ci>,q) E I’, (<a>,q’) E Q,

tomándosecomo O si no existen q o q’ con tales características.

Por último, la función P/a, que define el comportamientode un procesotras

la ejecuciónde una acción, sedefinemediante:

{(s, q) / (<a>s, q’) E I’ y q = q’/p} sí (<a>,y,) E?

sí ,~p>O : (<a>,y,)EI’

Ejemplo 3.8 Vemos a continuación algunosejemplosdecomposicióndeprocesos

enparalelo,junto con lo queusualmentesedenominasuexpansiónno-determinista.

[~]a —~ STOI’¡I{a}[;]ci —~ STO? = a — STO?

[~]a— P¡¡{4h}[~]b-4 9 - STO?

En estecaso tenemos que todas las trazas no vacías de a — ? comienzancon

a, y las de b — Q con b, por lo que no puedensincronizar.

Dadoslos procesosI’ = [~]a — P VI [~]b— ? y 9 = ci 9, tenemosque

[~iI’ll{~}[~]Q= [~j(a — ([~]I’I¡{~~4]Q)) rl [~)STOI’

Dadoslos procesosI’ = [~](ci — I’)O[~ft[{]a.— ? FI [lIb — ?) y 9 = a — 9,
tenemosque

1 1
[—]I’¡¡{ab}V]Q = a —
2 2

= 9

O

Si a E A

Si ci « A

I’/a = { STO?

RECURSION



62CAP/TUL0 3. PRIMERAAPROXIMACIÓNAL LENGUAJEPCSP

El hechodequeProc seaun CPO,nosofreceotraposibilidada la horadedefinir

procesos,que nos permitirá describir comportamientosinfinitos, aumentandola

potencia de nuestro lenguaje, que hasta ahora sólo sirve para describir procesos de

comportamientofinito.

Si f : Proc —4 Proc, es una función entre procesos, podemos definir un proceso

X como aquelque satisfacela ecuaciónAl = f(X). Podemosgarantizarque una

ecuacióntal tendráal menosuna solución,siempreque la función en cuestiónsea

continua. Aún así, en ocasiones,estasecuacionesrecursivasno tendránunaúnica

solución,por lo quede caraadefinir unívocamenteel proceso,deberemosquedarnos

con gX.f(X) que es, por definición, el menor proceso(respectodel orden entre

funcionesinducidoporelordensobreprocesos)quesatisfacelaecuaciónX = f(X).

Siendof una función continuaentreprocesos,dicho proceso está bien definido

como asegurala siguiente

Proposición 3.3 . Si f : Proc — Procescontinua,pX.f(Al) estábiendefinido.

Demostración: ConsideramospAl.f(X) como el límite de la cadena:

STOgf (STO?),f(f(STO?)),...,[(STOI’),...

Donde,en general,fi denotala aplicación reiteradade la función f un número

de veces.Entoncestenemos

f(u~=0f’(STOI’)= u~=1f’(STOP)= u~>0f
t(STO?)

y si X = f(X) tenemos en particular,puestoque STO? E Al, que f(STOI’) E

f (X) = X, y por tanto, reiterandoel razonamiento,obtenemosque

Vi > O .f’(STOI’) q Al

por lo que pasandoal límite

u~>
0f(STOP)E Al

O
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OC U LTAC ION

Como cuando definíamos las transiciones de cada proceso en el marco de la

semanticaoperacional,hemosdejadoparael final el operadordeocultación,pues

nos vuelve a plantear un problema análogo al que en aquel caso nos encontrábamos.

Tampocola semánticade trazases suficientementepotenteparadistinguir una

serie de procesosque debenser distintos,pero que sin embargoresultantener las

mismas trazas. Este problema aparece también en la version clásica de OSP sin

probabilidades(ver [Hoa85])en la que precisamentese necesitadistinguir entre

los dos operadores de eleccion sí se desean distinguir las situaciones de bloqueo

(deadlock).En nuestraversiónprobabilística,la semánticade trazastampoconos

permite definir coherentemente el operador de ocultación, pues este operador debe

tener (intuitivamente)comportamientosdiferentessobreprocesosque tienen las

mismastrazas,pero distintos formatosde elección.

Ejemplo 3.9 Consideremos los siguientes procesos

P = [W[~1a— STOPO[~]b —~ STO?)VI [lISTO?
9 = [~]a -~ STO?VI [~]b— STO?

Ambos procesos tienen las mismas trazas, que en concreto vienen dadas por

1 1
I’ = 9 =

2

Por tanto, ambos procesos serán iguales bajo la semántica de trazas. Sin em-

bargo, nosotrospretendemosque sobrecadauno de ellos, al ocultar la acción ci,

los comportamientosse vuelvandistintos,pues en el caso de I’, aún cuandose

haya optado en principio por el primer argumento de la elección interna, todavía

el medio puede decidir internamente seleccionar la ejecución de la acción ci, descar-

tandopor ello la ejecuciónde la acción b, con lo cual disminuyesu probabilidad;

mientrasque en el casode 9 mantenemosla probabilidad! de ejecutarla acción2

b. Más exactamente,buscamosentoncesun modeloen el que satisfagaque:

I’\(ci, ~) = []([]STOI’ VI [lIb — STO?)VI [lISTO?

— [~]([HSTOI’ VI [~]b —> STO?)
Q\(a, ) = [lISTO? VI [lIb — STO?
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O lo que es lo mismo,que las trazasprobabilisiticasde estosprocesossean

P\(ci, ~)
Q\(a,~)

=

Ahora bien, evidentemente no podemos pretender tener un modelo composi-

cional enel que ocurraP = 9 y sin embargo?\(a, 1) # Q\(a, ~). O

La semánticade trazasestápresentadaen

endichotrabajosedefinela mismaa partir de

la función de trazas en la forma

[JS9O]de unaforma similar, aunque

la semánticaoperacional,definiendo

Tr(P)(s) = >3 p~(P,I”)

P’E Proc

dondeg~(I’, ?‘) esel valor tal que existeuna computacioncon:



Capítulo 4

Semántica de pruebas

La informacionqueesposibleobteneíde un procesocuandoal mismole esofrecida

parasu ejecuciónunasólaacción,tal y como hemoshechoal estudiarla semántica

de trazas,no nos bastaparacaracterizarpor completoa dicho proceso.

Efectivamente,como ha sido indicado previamente,la mera probabilidadde

que una accionsea o no seaaceptada,no es indicativa del grado de elecciónque

en eseinstanteel medio exterior puedeejerceren el control del sistema. Esto es

particularmentegravea la hora de definir el comportamientode la operaciónde

ocultación. Si queremos(comoparecenatural)quenuestromodelo seaconsistente

(tantocomoello seaposible) con el modelo clásicode OSP sin probabilidades,este

operadordebecomportarsede unaforma diferente,segúnseael gradode elección

que se tengaal ocultar una acción. En concreto,al producirsela ocultación de

una acción, la facultadde decidir la ejecuciónde la mismacuandoaparezcacomo

opciónde una elecciónexterna,debepasaral sistema,con lo que dichaelecciónse

convertiráen una elecciónentreinternay externa.

En consecuencianecesitamosunasemánticamáspotente,quenospermitacono-

cer, en la medidaen que ello seanecesario,el estadoconcretoen que en cadamo-

mentoseencuentraun proceso.Nos haparecidoqueel marcomásapropiadopara

presentaruna semánticatal es el de las semánticasde pruebas(testingsernanties),

basadasen la ideade testearel funcionamientode un proceso,ofreciéndoleencada

momentodurantesu ejecución,un conjunto de accionesvisibles entrelas que ha

65



CAPÍTULÓ 4. SEMÁNTICADE PRUEBAS 66

deseleccionaraquélla que seráejecutadaa continuación.El procesoserepetiráun

determinadonúmerode veces,hastaqueo bien el observadorsedé por satisfecho,

en cuyo casose dicequeel procesoha pasadola prueba,o biensellegue a un estado

en el queel procesono puedeejecutarningunade las accionesqueen esemomento

se le ofrecen,en cuyo casodecimosque la pruebaha fallado.

La semánticade pruebas,basadaen ladenominadaequivalenciade pruebas,fué

desarrolladapor De Nicola y Hennessyen 1984 (ver [NH84]) como unaalternativa

a la equivalenciaobservacionalclásicade CCS,basadaen el conceptode bisimu-

lación, por entenderque estaúltima erademasiadorestrictiva. La pruebade que

una semánticatal sepuededescribirpor medio de unosciertosárboles,a los que

sedenomínaarboles de aceptación,y de que por tanto setrata a la postrede una

nuevapresentaciónde la semánticade fallos de OSP [Bro83I,apareceprimeramente

en [Hen85j,paraadquirir un tono másdepuradoy detalladoen [Hen88].

La ideade ampliarlos árbolesdeaceptaciónmediantela posibilidaddechequear

también la posibilidad del rechazode ciertas accionesapareceen [Phi85] lo que

permitedistinguir una mayorcantidadde procesos.

En nuestrocaso parecerazonableque,puestoque nos movemosen un marco

probabilístico,dotemosal conjuntode accionesofrecidasal procesoen cadamo-

mento,deuna distribución de probabilidad,de forma quela acciónque definitiva-

menteserála elegidaseseleccionedeentreel subconjuntode accionesqueresulten

en dicho momentoviables,atendiendoa dicha distribucion.

La ideade ampliarlos testsmedianteel usodeunadistribucióndeprobabilidad

sobrelas diferentesramasde los árbolesque los describen,ya aparece,aunqueen

el marcode la definición de una semánticade bisimulación,en [L589].

4.1 Arboles probabilísticos de observación

En primerlugarprocederemosa definir el tipo depruebasa las cualessometeremos

los procesoscon el objetivo de detectarsu comportamiento.Este tipo de pruebas

tendránforma de árbolesprobabilísticosde observación,los cualessonaquéllosque

quedandescritosmediantela siguientesintaxis:
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Definición 4.1 (Arboles Probabilísticos de Observación)

Definimos el conjuntode árbolesprobabilísticosde observación,que denominare-

mos PTESTcomo sigue:

it ::= w ¡ O ¡ a.it >3[p¿Ia¿.t¿
1=1

n
dondea~ 62, a1 ~aá parai#j,m e (0,11 y >3p~ = 1. O

1=1

Seguidamente,procederemosa describir el significado de los árbolesque se

puedengenerarcon la sintaxis anterior. En primer lugar, medianteel árbol w,

denotamosel testéxito,esdecirun testquesiempreseráaceptado.Porel contrario,

el árbol O denotael testfracasoque representaun test imposibledeserpasadocon

éxito. El árbol a.t representaun testsecuencial,queofreceen principio enexclusivo

la accióna, y en caso de que éstaseacepte,pasaa comportarsecomo el test it.
n

Porúltimo con >3[p¿]a¿.t¿ representamosun test queofrecelas accionesci¿ parasu
1=1

aceptación. Si todas ellas sonaceptadas,unade ellasseráseleccionadaatendiendo
a las probabilidades p~. Porel contrario,si sólo un subconjuntode las mismases

aceptado,las probabilidadesde las restantessedistribuyenponderadamenteentre

las aceptadas,es decir,proporcionalmentea sus propiasprobabilidades;tras ello

seescogeuna de las accionesposibles,y secontinúacon el test it¿ correspondiente

a la misma.

Obsérveseque hemospermitido que la probabilidadde algunaramadel árbol

seanula, con el objetivo de cubrir los casosen que las mismastenganprioridad

mínimadeserseleccionadas,lo quehemosmodelado,siguiendoa [5590],mediante

una probabilidadínfima. Más exactamente,tendremosquetalesramasseránselec-

cionadassólo en el casodequeningunaotracon probabilidadpositivapuedaserlo.

Cuandoésteseael caso,y por tantotodaslas ramasaceptadastenganprobabilidad

nula, la elecciónentreellasseharáatendiendoa una distribución uniforme.

Por otra parte,es claro que el testsecuenciala.it es idénticoal test ramificado
n

>3(p¿Ia¿.it1 corresp¿ndienteal caso en el que n = 1 ,p, = 1 ,a1 = a y fl = t, pero
¿=1
hemospreferidomantenerlas dos presentacionessintácticasdel mismo,paraevitar

el acarreode probabilidadescuandolas mismasresultenirrelevantes.
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t

‘4

Figura 4: Arbol deobservaciónt = >3[p¿Ici¿.it¿
¿=1

A fin de facilitar el manejode los mismos,definiremoslas siguientesoperaciones

sobrelos árbolesprobabilísticosde observación:

Primer nivel. Si

a lo sumo un sólo piso,

e PTEST,definimos su primer nivel, que seráun testde

y denotaremospor tú, en la forma:

wo — w

(a.t)o

(>3[p¿Ici¿.t¿)o
¿=1

Arbol tras una acción. Sea t E

que denotaremospor t/ci, mediante:

w/a

0/a

O

a.w
TI

— >3[y,1]a1.w
¿=1

PTEST,aE 2, definimos el árbol t tras a,

=0

=0

it
(b.t)/a

o
ti

O(Z[y,¿]a¿.t¿)/a
t=1

si b = a

si b ~ ci

8% a5 = a

si con a5 = a

Conjunto inicial. LLamaremos conjunto inicial de accionesofrecido por un

test it, y lo denotaremospor Ft(t), al conjunto de accionesdel primer nivel del
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mismo,definido por

Ft(w) = 0
Ft(O) = O

Ft(a.t) = {a}
‘4

Ft(>3[p~]a¿.tí) = {a¿ i = 1,... , nl
,= ¡

Restricción a una acción. Sea it c PTEST,a E 2; definimos la restricción

de it sobre la acción a, que denotaremospor it0, en la forma{ a}it/ci) sia E Ft(t)
ita = O sia«Ft(t)

Profundidad. Sea t E PTEST,definimos la profundidaddel test it, quedeno-

tamospor I’rof (it), en la forma

?rof (w) = O

?rof (O) = 1

Prof (a.t) = 1±Prof(t)
‘4

Prof (>3[mícií.it¿) = 1 + Mcix(I’rof(tí),. . . ,Prof(t0)
¿=1

Por conveniencia, consideramos que la profundidad de O es uno, lo que queda

justificadopor el hechode que dicho testpuedeserpresentadodemaneraequiva-

lente,en la forma a.w siendoa una accion cualquieraque no puedaser ejecutada

por ningún proceso.

4.2 Paso de un test

En el caso no-deterministasedefinía el pasode un testpor partede un proceso,

indicandocualesson los testsque seríanpasadoscon seguridad,y cualeslos que

podríanser pasadosen algunaocasión. En nuestro marcoprobabilístico,parece

oportunohacerlo,indicandoparacadaprocesoP, y cadaárbol de observacionit,

cual es la probabilidadcon la que el proceso? aceptará(o pasará)el testdefinido
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it ta~

]t¡a.

Figura 5: Operaciones sobre árboles

por el árbol de observación it. Dicha probabilidad la denotaremos en la forma? it.

Como es usual, de cara a la presentaciónde la correspondientedefinición formal,

procederemospor inducciónestructural,atendiendoal constructordeprocesosque

apareceen la cabezadel procesoa investigar.

4.2.1 Stop

El procesoSTO?esincapazde realizarningunaaccion,por tantosólamentepuede

aceptarel testde éxito, debiendorechazarcualquierotro.

STO? 1 it={ ‘ sit=w
sit#w

4.2.2 Prefijo

Puestoque el proceso ci —~ P aceptala ejecuciónde la acción ci para después

comportarsecomoel proceso?, su semánticavendrádadapor una función que

aceptarátodo árbol que contengaa la acción ci en su primer nivel, con unaproba-

bilidad igual a aquéllacon la queel procesoP acepteel árbol t/a. Si la acción a

no estáen el primer nivel del test,el mismo serárechazado.

O si ci « Ft(t) y it w
(a—P) ¡ t={ ¡ t/ci siaeFt(t)

1 siit=w

j te

Fit(it) = {a1,ci2,. .
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4.2.3 Elección interna

Sean P y 9 dos procesos,el proceso [y,II’VI [1— ~IQ realizaráunaeleccióninterna

entreellos, de acuerdocon las probabilidadesindicadas. Estaelecciónno estara

influida por el medio en que seencuentrainmersoel proceso.

Así pues,este procesoaceptarálas observacionesque ? o 9 acepten,pero

ponderadaspor los respectivosfactoresy, y 1 — y,.

([y,]PVI[1—y,]Q) ¡ it = y,.(P ¡ t)+(1—p)(Q ¡ it)

4.2.4 Elección externa

Asimismo,el proceso[p]PC[1—y,]Q secomportarábien como?o como9, pero en

estecaso serael observadorexterior quien jugaráel principal papel en la elección

del comportamiento. Así, una acción podrá ser rechazadasólo si es rechazada

simultáneamentepor los dos procesoscomponentes.

Cuando ofrecemosal procesono una sóla acción, sino un conjunto de ellas,

desearíamosen principio que el comportamientofuesesimilar. Es decir, el rechazo

del conjunto de accionesse producirási y sólo si todas las accionesdel conjunto

sonsimultáneamenterechazadaspor los dosprocesosargumentosde la elección.

Una primera dificultad en estecaso consisteen que en el conjunto ofrecido

podrían aparecerdistintas accionesque son aceptadas,unaspor un procesoy

otraspor el otro. Consideremospor ejemploel siguienteproceso:

1 1
[-]a — STOP 0 [-Ib — STO?
2 2

Si ofrecemosal mismo el test [l]a.w+ [Ub.w, tendríamosque cadauna de las

accionesofrecidasseriaaceptadapor un procesoy no por el otro. En consecuen-

cia deberíamoscomenzardecidiendocual es la acción que seráejecutada,lo que

conllevaráuna elecciónsobrecual seráel procesoque continuaráejecutándose.

Es cierto, sin embargo,queen esteejemploconcreto,la situaciónplanteadano

resultaproblemáticaa la postre,puestoque lo que en último término nosimporta

essí el testes o no aceptado,y en estecaso lo seríaen cualquiercaso,sea a o b
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la acción que finalmente se ejecutase. En general, si el árbol tiene un sólo nivel,

el comportamiento de la elección externa es fácilmente definible, indicando que

se aceptaráun test si y sólo si algunode sus argumentoslo acepta,lo que queda

formalizado en la forma siguiente:

Definición 4.2 (Pasode un testde profundidad1)

SeanP,9 dos procesos,y t0 un testde profundidaduno. La probabilidadde que

el proceso <y,]?C[l — y,]Q acepteto viene dadapor

[p]PO[l —y,]Q ¡ ito = (P 1 t0)(1—(9 1 to))+(Q ¡ it0)(i —(? ¡ it0))+(? ¡ t0)(Q ¡ t0)

o

Ahora bien, en el casode que el test puedacontinuaro fallar tras la ejecución

de algunade las accionesque ofrece,sí que necesitamosprecisarqué acción será

seleccionada,puestoque de ello podrádependerla aceptaciónglobal del test. Con-

sideremosal efecto la siguientevariantesencilladel procesodel ejemploanterior:

[~]a -4 c -4 STO? O [~]b — STO?

Si aplicamosal mismoel test[i]a.c.w+[l]b.c.w, no tieneel mismoefectoen absoluto

el queseleccionemosla accióna o la acciónb como primeraacciónaejecutar,puesto

que en un casoel procesotras dichaejecuciónestaráen disposiciónde aceptarel

restodel test,mientrasen el otro, ello no seráposible.

Ahora bien, como ya hemos comentado,las probabilidadesasociadasa este

operadorde elecciónexterna no tienen sentidosi los conjuntosde accionesque

puedeaceptarcadacomponentesondisjuntos,tal y como sucedeen estecaso. Así

pues,pararesolverla eleccionseranecesariorecurrir a las probabilidadesasociadas

al test, que seráquien decida (probabilisticamente)desdeel exterior la accion a

ejecutar.

Estemismoprocedimientode selecciónde la acciónaejecutarseaplicatambién

en el casode que los conjuntosde accionesaceptadospor ambosprocesosno sean

disjuntos. Peroen estecaso,si la acción seleccionadapuedeser ejecutadapor

ambosprocesos,todavíatenemosque decidir cual de ellos lo hará,determinando
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así la continuaciónposterior. Paraello, debemoshacer uso en este caso de las

probabilidadesasociadasa los argumentosdel operadorde elecciónexterna.

Así, nuestraidea paradefinir la probabilidadde aceptaciónde un test it por

parte del proceso [p]PC[1 — p]Q consisteen distinguir las contribuciones de todas

las accionesofrecidasen el primer nivel del test. Ello nos conducea la siguiente

definición esquemática:

[p~I’O[l — p]Q ¡ it = >3 prob. de aceptar it a partir de la accióna
aEFl(i>

Sin embargo,la probabilidadde aceptarel restodel test it, una vez ejecutada

la acción ci podrá dependerde la formaen que dichaacción hayasido ejecutada,

o masexactamentede los estadosen los que seencontraranlos procesos? y 9.

En suma,paradefinir la semánticadel operadorde elecciónexterna,debemos

ser capacesde hablarsobrelos diferentesestadosen los que puedequedarcada

procesodespuésde resolverlas eleccionesinternasque tengaen cabeza.Por es-

tado entenderemosen estecontexto el conjuntode accionesvisibles que estánen

disposiciónde seraceptadassi le son ofrecidaspor el medio externo.

Pero previamentedeberemosdefinir la probabilidadcon la que cadaestado

posible de un proceso es alcanzado. Dichas probabilidades pueden calcularse a

partir de las probabilidadescon las que sonaceptadosunaseriede testssimplesde

profundidad uno. Con cada uno de ellos calcularemos la suma de las probabilidades

de estaren todos los estadosque contienenalgunade las accionesofrecidasen

dichos tests. Una vez conocidas dichas sumas, basta combinarlas adecuadamente,

en basea las reglasbásicasde la probabilidad,para obtener la probabilidadde

alcanzarcadauno de los estadosposibles.

Como quieraque dichosteststienenprofundidaduno, ya conocemosla proba-

bilidad con la que los pasancadaproceso. A partir de ellasse calculala probabi-

lidad de encontrarnosen cadaestado,como sigue:

Definición 4.3 (Probabilidaddealcanzarun estado)

SeaI’ un procesoy A un estadoposibledel mismo. Denotaremospor p(?,A) la
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a b
1 =aAbAE
2=aAbAa
3=ñAbA¿
4aAbAc
5=aAbAe
6=dAbAe
7=dAbAC

Figura 6: Estados posibles para 3 acciones

probabilidad de que el proceso P alcanceel estadoA, que definimos en la forma:

p(I’,QJ) = 1—? ¡
p(?,A) = 1— (? ¡ itSA) — >3 p(?,B)

BCA

dondeparacadaconjunto de accionesA = {ai,. . . ,ci,,}, el test itA vienedadopor:

‘4’
itA =

¿=1 n
o

Ejemplo 4.1 Consideremosel alfabeto 2 = {ci, b, c}. En la figura 6 tenemos

todos los estadosposiblesen los que puedeestarun procesoarbitrario con dicho

alfabeto. Podemos calcular la probabilidad de alcanzarcadauno de ellospor medio

del siguientesistemade ecuaciones:

p(?,IA)

p(?, {ci})

p(P,{b})

y,(I’,{c}) =

p(?, {a, b}) =

y,(?,{a,c}) =

p(?,{b,c}) =

p(g2) =

= 1 — [I’ ([l]a.w + [~]b.w+ [~]c.w)]

= [? 1 ([l]~~ + [l]b.w + [~]c.w)]— [? 1 ([l]b.w + []c.w)]
= [? 1 ([lIci.w + [~Ib.w+ [l]c.w)] — [? ¡ ([lIa~~~’ + [lIc.w)]

¡ ([~]ci.w + [l]b.w + [lIc.w)I — II’ 1 (Wa.w+ [l]b.w)]

tI’ ¡ ([l]~”-’ + [l]b.w + [~Ic.w)]— [? c.w] — p(?,{a}) — p(?, {b})

¡ ([~]a.w + [lIb.w+ [lIc.w)] — [? ¡ b.wI — z4P~{a}) — p(?, {c})

[I’ 1 ([l]a~~ + [l]b.w + [lIc.w)I— [P ¡ a.w] — p(?, {b}) — p(P, (4)
¡ ([lIa.w + [lIb.w + Wc.w)] — y,(P, {ci>) — p(I’, {b})—

p(?, {c}) — p(?,{a, b}) — p(I’, {a, e>) — y,(?, {b, e>)
o

Obsérveseque ? ([1/3]a.w + [1/3]b.w+ [1/3Ic.w), que en estecasoparticularno

esotra cosaque ? ¡ t~, representala probabilidaddeestaren algúnestadoen el

que esposiblela ejecucióndealgunade las accionesdel alfabeto.

c
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Una vez que el sistema alcance un determinado estado A, será el medio exterior

el que decidala acción que seva a ejecutar,eligiendoparaello entre las acciones

del estado. Puesto que este medio exterior está representado en estaocasiónporel

test t queseofreceal procesoparasu aceptación,la selecciónsehará atendiendo

al valor de las probabilidadesindicadasen el mismo.

La acción que será ejecutada debe estar forzosamente en el conjunto A fl Ft(t),

por lo que las accionesde Ft(t) — A no serántomadasen consideración.La proba-

bilidad asociadaen el testa estasacciones,que no puedenserejecutadas,la repar-

tiremos proporcionalmente entre el resto de las acciones de Ft(t). La definición

del correspondienteconceptode probabilidadnormalizada,esla siguiente:

Definición 4.4 (Probabilidades Normalizadas)

Sea it = >3 [p~,]a.t~,un test A C 2 y ci C Ft(t) fl A. La probabilidads(a,A, it)
aEF«i>

de seleccionarla accióna como la acción a serejecutadapor parte de un proceso

arbitrario P que está en el estado A, al que le es ofrecido el test t, viene dada por:

f 1. Si p~ # O
1— >3 Pb

.s(ci, A, it) beflW—A

= 1 lFi(OflAI Si Vb c Ft(t) n A, p~ = O
O Si Pa =0 A Bb E Ft(t) 11 A, Ph # O

o

Sólo nos queda,para completarla definición de probabilidad de aceptarun

testpor partede una elecciónexterna,definir la probabilidadde aceptarel resto

de un test, una vez que la acción a ha sido seleccionadacomo la primera accion

visible a ejecutar,encontrándosecadauno de los argumentosde la elecciónen un

determinadoestado.

Definición 4.5 (Continuación de una elecciónexterna)

Sean?, 9 dosprocesos,A B cE 2 a c AUB, t un testy y, ~ [0,1]. La probabilidad

de aceptarel restodel test it por partedel proceso[p]?O[l — p]Q, una vez que la

acción a ha sido ejecutada,encontrándoseen el momentode dichaejecuciónel

proceso I’ en el estadoA, y el proceso9 en el estadoB, viene dadapor
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Conit([pIPO[1 — p]Q, it, A, B,a) —{ P/(ci,A) ¡ t/ci Si a e A, a « B

Q/(ci,B) it/a Si ci cE, ci «A
y,. (?/(a,A) 1 it/ci)+(1 —y,) (Q/(a,B) ¡ it/a) Si a E AnB

donde ?/(a,A) denotael resto del proceso ? tras la ejecucion de la accion a

cuandodicho procesoseencuentraen el estadoA. La definición formal de este

nuevooperadorauxiliar seráintroducidaen la siguientesubseccion.

Cuando los argumentos de la elección puedan ser sobreentendidos por el con-

texto, denotaremos abreviadamente mediante Oonit(O,it, A,B, a) a la probabilidad

Oonit([p]?E[1 —p]Q,it,A,B,ci). O

Definición 4.6 (Probabilidadde aceptarun test)

Sean?, 9 dosprocesos,it un test y y, e [0,1]. La probabilidadde aceptarel test

por parte del proceso [p]?C[l — y,]Q quedadefinida por

[p]?O[1—p]Q It =

Sit=w

Si it = O

>3 >3 s(ci, A U E, it) . y,(P, A) . p(Q,E) . Oont(O,t, A, E, a) otro caso
a EF~(1 )A Bc Z

aE,4UB o

Ejemplo 4.2 Consideremosel siguienteproceso

R = [~](a — c — STO?)EJ[~jd~Ici — STOPVI [~]b — STO?)

Calculemosla probabilidadde aceptarel test it = lci.c.w + lb.w por parte del

mismo. Para ello procederemos a calcular los estadosposibles de los argumentos

de la elecciónexterna.

Dichos argumentos, ? y 9 son

?= ci—c---STO?

9= [lIa-4STOP VI il]b-4STO?
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Tenemos pues un alfabeto de dos acciones, a y b. El proceso? tiene un único

estado,puescomo primeraacciónsólo puedeejecutarla acción ci, mientrasque 9
tiene dosestados,unodondesólo puedeejecutara y otro dondesólo puedeejecutar

b. Más exactamente,tenemos

p(?,{a}) = 1

y,(Q,{a}) = 1/2

p(Q,{b})= 1/2

Los factores de normalización para la acción a son

s(a,{a},it) = 1

.s(ci,{a,b>,it) = 1/2

y las continuaciones para la misma accion

Oonit(C,it,{ci},{a},ci) = 1/2

Oont(fl, it, {a}, {b}, a) = 1

Respectoa la acción b, su ejecuciónpor partedel procesoQ sólo es posibleen un

estado,y por parte de ? en ninguno, lo que nos da en total un único estado de R

en el cual puedeejecutarsedichaaccion.

El factor de normalizaciónparala acción b, en dicho estadoes

.s(b,{a,b},it) = 1/2

y la única continuación para la misma acción

Conit(O,it, {a}, {b},a) = 1

Finalmentetenemos

[1/2]PO[1/2]Q ¡ it = s(a, {a}, it)p(P, {a})p(Q, {ci})Cont(C, it, {a}, {a}, ci)

+ .s(a,{a},it)y,(P, {a})p<Q, {b})Oonit(EI,it, {a}, {b}, a)

+ s(b, {ci},it)y,(P, {ci})p(Q, {b})Conit(O, it, {ci}, {b}, 6)

— 1.1.1.I + 1.1.1.1+ I.í.l.í
3

o
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4.2.5 Resto de un proceso tras una acción en un estado

En esta subsección definiremos la semántica del proceso denotado con la sintaxis

P/(ci,A), que anteriormenete introdujimos. El hecho de que hablemos de ?/(a,A)

y no simplemente de P/a como se haceen OSP ordinario, se debe a que en

la definición 4.4 hemosdistinguido el estado en que se encuentrael procesoen

cuestión cuando ejecuta la acción ci seleccionada.Peroes que además,en el caso

probabilistico la semánticade pruebasnos va a permitir aislar las continuaciones

correspondientesa cadaestado,lo que curiosamenteno era posible en el caso

no-determinista.De caraa justificar dichaafirmación,consideremosel siguiente

proceso

11 1 1
Qi = ([-]([-]a —* b — STO?C[-]b — STO?) VI [-]a —* STO?)

22 2 2

Este proceso puede encontrarse, antes de ejecutar acción alguna, en dos estados

distintos: uno en el que puedenserejecutadaslas accionesdel conjunto {a, b},

y un segundo en el que sólo puede ser ejecutada la acción a. Es claro que el

comportamiento de P tras la ejecuciónde la acción a seríadistinto en función

de que la acción ejecutadacorrespondaa uno u otro estado.En concreto, dichos

comportamientosson los siguientes:

Qt/(a, {a, b}) = b —~ STO?

Qi/(a,{a}) = STO?

lo que podremos comprobar una vez hayamos introducido las correspondientes

definicionesformales.

En general,para describirel comportamientode P/(ci,A) en presenciade un

testarbitrario it E PTEST,nosvaldremosde unaserie de testsderivadosde it a

cada uno de los cuales, que vendrá asociado a la acción a y a un estado B, con

E cE A — {a}, lo denotaremospor

En concreto, para definir P/(a, A) ¡ it, procederemospor recurrencia,comen-

zando por el estado A = {a}, y obteniendo sucesivamente los valores P/(a,A) ¡ it

correspondientesa estadoscadavez mayores,a partir de los valoresdeestaspro-

babilidadesparatodos los estadosE cE A.
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Observamosen primerlugar queparatodo conjunto deaccionesA, si el mismo

no es un estadoalcanzablepor el procesoP, o lo que es lo mismo, si y,(P, A) = O,

tendremos?/(a, A) ¡ it = O.

Volvamosde nuevoal estadoA = ja> y supongamosque p(?, {ci}) > 0. En

tal caso,podemoscalcular la probabilidadcon la que ? alcanzael estado ja> y

acepta el test a.it en dicho estado. Ello se logra aplicando al proceso ? el test

= [0]a.t+ bEE...{a} E~— 1 b.0

Utilizando estevalor, definimos la probabilidad?/(a, ja>) ¡ it como sigue:

ja>) 1 = ? ¡ it(a~

)

y,(?, {a>)

Consideremosahoralos estadoscon dos accionesA = ja, b} . Introducimosahora

el test

it(a~{bl) — [O]ci.it+ [0]b.O+ E{b) [¡2¡—21c.O

Entonces P ¡ t(a{b}) nosofrecela sumade las probabilidades con las que? alcanza

el estado ja>, y acepta el test ci.it desdeél, más la mitad de la probabilidad de

alcanzarel estadoja, b> , y tras ejecutarla accióna, aceptarel test it por parte

del procesocontínuacional que así seaccede. En consecuencia,P/(ci, {a,b}) 1 it

puede ser definidoen la forma:

P/(a,{a,b>) ¡ — 2 . (P ¡ it(a{bl) — ? ¡ t(a0)

)

p(P, ja, b})

Finalmente, para un estadogeneral A, el test a considerardependede si este

conjuntoes el alfabetocompleto2, o no lo es. Si A # 2, el testes el siguiente:

~1— [0]a.it+ >3 [O]b.0+ >3 [¡2 1 A’’ c.0
bEA—{a) cES—A

mientrasque para A = 2, el test estádefinido por

= a.it + cES—{a} ~ c.O

En cualquierade amboscasostenemos

P ¡ it(aÁ{ú}> = ~ p(?,BU ja>) . [F/(ci, BU ja>) 1 it

]

BCA—{a} IB u ja>j
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De aquí, cuandop(?,A) # 0, obtenemosla definición

¡Al . (? ¡ t(aA{d}) — ~ (?/(ci, O U ja>) ¡
?/(ci, A) 1 it = CcA—{a}

p(P, A)

Desarrollandodichadefiniciónrecursivaobtenemosla siguiente

equivalente:

it) .y,(I’0 U

iii-’

definición explícita

(P ¡ j(aA—{a}) —

P/(ci,A) ¡ it =

>3 (...4)IACI

CCA—{a}

y,(?, A)

Ejemplo 4.3 Sea Q~ el procesointroducido al comienzode la subsección.Apli-

cándoleal mismo el test it<~
5~ = [0]a.b.w+ [1]b.0,obtenemos

1 1 _ 1

Qí ¡ t<~’~ = 21+20 —

puestoque si Qi estáen el estado ja, b), la acción b seráseleccionaday el test

fallará; mientrasquesi el procesoestáen el estadoja>, la acciónci serálaejecutada

y el test será aceptado.Entoncestenemos

Qi/(ci, ja>) ¡ it =
p(Q~,ja>)

De caraa ilustrar la aplicaciónde la definición en el caso de que el estadoa

estudiar no sea el total, consideremos un segundo proceso, 92, en estecaso sobre

el alfabeto de tres acciones 2 = ja, b,e>, definido por medio de

1
STOPO[~]b — STO?) FI [-ja([~$4Ia — b92= 2

Aquí, si pretendemoscalcularQ
2/(ci, ja, b}) ¡ b.w, podemos

manera,considerandolos tests

—b~STO?)

razonarde la misma

b.w(a,G) =

b.w(«.{b}) —

[0]a.b.w+ [l]b.O+ [lIc.0

[O]a.b.w+ [0]b.0+ [1]c.0

Obtenemos

92/(a,jci,b}) j b.w =
2 . (92 ¡ b.w~”~

6>~ — 92 ¡
p(92, ja, b})

= 2.(~.—) = 1

P ¡

o
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4.2.6 Composición paralela

El mecanismoparadefinir la semánticade la composiciónparalelaes muysimilar al

aplicadoen la subsecciónanterior,en la queestudiamosla semánticade la elección

externa.Estoes debidoa que la composiciónparalelapuedeserdescritacomouna

elecciónexternaentrelas primerasaccionesejecutablespor cualquierade sus com-

ponentes,seguidade la composiciónparalelade la continuaciónde aquel proceso

de dondela acción ejecutadaha sido tomada,y el otro argumento. Definiremos

en consecuenciala función auxiliar Oont([PIPIIÁ[1 — y,~Q, it, B,0, a), queabreviare-

mos Oonit(I¡A, it, B,0, ci) cuandoel procesoen cuestiónsepuedasobreentenderpor

el contexto,que indicarála probabilidadde aceptarel restodel test it por parte

del restodel proceso [p]?¡¡Á[1 — p]Q, una vez que la accion ci ha sido ejecutada,

suponiendoque antes de la ejecución de a, los procesos? y 9 estabanen los

estadosA y B, respectivamente.

Definición 4.7 Sean?, 9 dosprocesos.it un test, y, E [0, 1], A, B, O 2, y ci E 2.

Definimos

Oonit(¡!A,t,B,0,ci)=

(P/(a,B)IIAQ) It/a Si ci « A, ci e B, a «0

(?¡¡ÁQ/(a, B)) ¡ it/a Si a « A, a « B, a E O
y,. [(?/(ci,B)¡¡ÁQ) 1 it/ci]+

(1y,). [(PIlAQ/(a,B)) ¡it/a] Si ci «A,aE BI2O

(?/(a, B)¡IÁQ/(a,0)) 1 it/a Si a E A VI B no
O Si a e A,ci « Bn O

o

Entonces,la semánticadel operadorparaleloserála siguiente:

Definición 4.8 (Probabilidadde aceptarun testpor una composiciónparalela)

SeanP, 9 dosprocesos,it un test,y, E [0, 11 y A cE 2. La probabilidad de aceptación

del test it por partedel proceso [PIPIIÁ[l — p]Q vienedadapor
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([pI?¡IA[i — p]Q) 1 it =

1 Sit=w
fo

Si it = O

>3 >3 s(a,D,it) .p(?,B) .p(Q,O) . Conit(¡¡Á,t,B,C,a) +
EFt(i)flA B,CCS1 agBflC

[4 >3 >3 s(ci, D, it) . y,(P,B) . p(Q,0) . Cont(¡¡Á, it, B, 0, a) otro casoEFi(i)—A B,CCS
aEBUC

siendoD = (BU O — A) U (A fl B A 0)

o

4.2.7 Propiedadesde la semánticade pruebas

Nos queda únicamente el operador de ocultación para concluir la definición de

la semánticade pruebasdel lenguajePCSP. Sin embargoen este caso la idea

intuitiva en que se basala misma esmás compleja,lo que a la postreda lugar a

una definiciónformal notablementecomplicada.Porello nos haparecidooportuno

estudiarpreviamenteuna serie de propiedadesde la partede la semánticaya

definida, los cualesentendemosque contribuirán a clarificar la definición de la

semántica de la operación pendiente, amén de resultar de hecho interesantes de

por sí.

En consecuencia, y en tanto no pasemos a definir la semántica del operador de

ocultación,consideraremosen lo sucesivoqueen los procesosPCSPqueaparezcan,

no intervienedichooperador.

Proposición4.1 Paratodo test t E PTEST,y todo estadoA cE 2 sesatisfacen

las siguientespropiedadesde la operación¡(a, A).

1. STOP/(a,A) ¡ it=STOP ¡ it

2. (a —4 ?)/(a, ja>) 1 it = ? ¡ it

3. y,([p]? VI [1— y,]Q, A). ([y,]? FI [1— pIQ/(a, A) ¡ it) =

y,. y,(P, A) . (?/(a,A) ¡ it) + (1 — y,).p(Q,A) . (Q/(a,A) ¡it)
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4. p([p]?O[1 — p]Q, A). [pJPD[1— p]Q/(a, A) ¡ it =

>3
A=BuG

y,(?,B) .p(Q,C). Conit([y,]?C[1 —p]Q,it,B,0,a)

5. ~([z’I?¡L~[1—¡49,A) . [y,]?I¡D[1— p]Q/(a, A) ¡ it =

>3
A=BuC

>3
p(?,B) . p(Q,0) . Conit([p]?¡ID[1 —¡49, it, B,0, a) —

p(Q,0)). Conit([p]PflD[1 — p]Q, it, B, 0, a)
BflC=0
B CCD

Demostración: Probaremoscadauna de las propiedadesanteriores

STO? 1 j(a,A—{a}) —

1. STOP/(a,A) it = MI
>3

CcA—{o}

p(STOP,A)
=0

= STOP¡it

2. a — ?/(a, ja>) ¡ it
a — ? ¡ it~0

= 1041 p(a — ?, ja>) = a —~ ? 1 a.it = ? it

3. En primer lugar, de la definición de /(a, A) se sigue

([y,]? VI [1— y,]Q)/(a,A) ¡ it =

¡A¡([p]PVI[1—y,]Q 1 >3 (.....l)IACI[p]? VI [1— y,]Q ¡ it(ac))

CCA—{a}

p([p]?FI[1—y,]Q,A)

Aplicando la definición de elección interna y separandolos numeradores

obtenemos

([y,]? VI [1 — p]Q)/(a, A) ¡ it

jA¡(P ¡ it(aA~{a}) — >3 (...
1)IACI? 1 it(’

0))
CC,4—{a}

y,([p]?VI[1 —y,]Q,A)

IA¡(Q ¡ it(aA~{a}) — >3 (——í)~~IQ
CCA—{a}

STO? ¡

y,. +

¡ it(a0))

y,([pIPVI [1 —p]Q,A)
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De donde, pasando el denominador al otro lado de la igualdad, y multipli-

cando y dividiendo los términos del lado derechorespectivamentepory,(?, A)

y y,(Q, A), obtenemosla propiedaddeseada

y,([y,]? FI [1 — y,]Q, A). ([y,]? VI [1 — y,]Q/(a,A) ¡ it) =

y,y,(P,A).(?/(ci,A) ¡ it)+(1—y,).y,(Q,A)(Q/(a,A) j it)

4. Al igual que en el caso anterior, tenemosen primer lugar, a partir de la

definición de /(ci, A), que

([p]PC[l — p]Q)/(ci, A) j it =

¡AjQy,]?O[1 —y,]Q 1 it(a.A~{a}) — EccÁ{a}(~1)IÁCI[p]PC[1 — 1 it(~0

)

p([p]PE[l — y,]Q, A)

¡ t(aB> nos da la sumade las probabilidadesde aceptarel test it supuesto

que el procesoha alcanzadoalgúnestadocorrespondientea un subconjunto

cualquieradeS junto con la acción ci (quees la definitivamenteseleccionada),

dividido en cadacaso por el número de accionesdel estado,que será la

probabilidad(uniforme) de seleccionarla accióna en eseestado.

Entonces,

A¡([y,]PQ[1 — p]Q ¡ it<a.Á~<a}) — >3 (~1)íÁcI[y,]?O[1 — y,]Q ¡ j<aC))
CC,4—{a}

nosofrece la probabilidadde aceptarel test it, despuésde serejecutadala

accióna tras haberalcanzadoel proceso[y,]?fl[1 — y,]Q el estadoA.

Ahora bien, si el proceso [y,]1’O[1— ¡49 alcanzael estadoA, es porque

el proceso? habrá alcanzadoun estado3, y 9 estado0, de forma que

A = 3 U 0. Por lo que tenemos,paratodos los paresde estados(3, 0) en

esascondiciones

([y,]?C[l — y,]Q ¡ t(a.A—{a}> — >3 (l)lt4&l[p]?C[1 — y,]Q 1 it(’~<’)) =
CCA—{a}

>3 y,(?,B)-y,(Q,C<1’/(a,B) ¡
aEB—C

>3 y,(gB).y,(Q,0).Q/(a,0) ¡
aEC—B

>3 y,(?,B) ~y,(Q0) .y,. (P/(a,B) ¡ it) + (l—y,)~ (Q/(ci,0) ¡ it)
aEBflC
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Por otra parte,aplicandola definición de Oonit se tiene

>3 y,(?, B) . p(Q,0)~ Oonit([p]PCf1 — y,]Q, it, B,0, ci) =
A=BLJC

>3 y,(P,B).y,(Q,0).P/(a,B) 1
aEB-C

>3 y,(F,B).y,(Q,C).Q/(a,C) ¡t +
aEC-B

>3
aEBflC

.p.(P/(a,B) ¡ it)+(1—y,)(Q/(a,0) ¡ it)

por lo que concluimos la propiedad deseada

>3
A=BuC

p(P,B) ~y,(Q,C) . Oonit([p]PO[1 —p]Q,it,B,0,ci) =

[y,]?C[1— y,]Q/(ci, A) it . p([p]PC[1 — y,]Q, A)

5. El razonamiento es similar al empleado en el casoanterior

o

Proposición4.2 Sea?E PCSPy it E ?TESTun testque le esofrecido parasu

aceptación. Tenemos entonces que

1 it = >3 >3 .s(ci,A,it)y,(P,
aEFL(i) nEACE

A).?/(a,A) ¡ it/a

Demostración: Consideraremoscadauno de los operadorescuya semántica

hemos estudiado hasta el momento.

STO?: La propiedades trivial.

PREFIJO: Por definición del operadorprefijo, tenemosque s(a, ja},it) = 1 si

a E Ft(t), y puestoquep(a -4 P, {ci}) = 1, secumple la propiedad.

ELECCIÓN INTERNA: Partimosde la igualdad3 demostradaen la prop.4.1

y,([y,]P VI [1 — p]Q, A) . ([y,]? VI [1 — y,]Q/(a,A) ¡ it/a)

y,. y,(P,A) . (P/(a, A) ¡ t/a) + (1 — y,) . y,(Q, A). (Q/(a,A) 1 it/a)

Aplicando la misma setiene
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[y,]?FI[1—p]Q ¡ it
— y,.(? 1 it)+(1—y,).(Q l it)

— p >3 >3s(a,A,
aEFi(~) aEA

(i-y,)>3

aEFI(t) oEA

>3 s(ci, A, it). p(Q,A) . (Q/(a,A) ¡ it/a)

— >3 >3 s(ci,A,it). [y,.y,(P,A) . (?/(a,A) ¡ it/a)+
aEFt(i)OEA

(1 — y,) . y,(Q, A) . (Q/(ci,A) ¡ it/a)]
— >3 >3s(ci,A,t).y,Qy,]FVI[1—p]Q,A). ([p]PVI [1—

a E Fi ( t) a EA

p]Q/(a, A) ¡ it/a)

ELECCIÓN EXTERNA: De nuevo aplicamos la prop.4.1; en estecasosu apartado

4, quenos dice

>3 y,(P,B) . p(Q,0) . Oont([p]?C[1 — p]Q, it, B, 0, ci)

A=BUB

[y,]PO[1— ¡4Q/(ci, A) . y,([p]?O[1 — y,]Q, A)

Utilizando el mismo se tiene

[y,]?C[í—y,]Q ¡ it

— >3 >3 s(ci,BUC,it) y,(?,B) ~y,(Q,O)~
aEFL(t) aEBUO

— >3 >3 .s(a,A, it) y,([p]?VI[1 — y,]Q, A). ([y,]
aEfl(i) oEA

Oonit(C,it, B, 0, ci)

?L[1 — p]Q/(ci, A) 1 it/a)

COMPOSICIÓN PARALELA: Podemosrazonarde unamaneraanálogaal caso

anterior,lo quenos conduceal resultado

[p]?I¡A[1— p]Q ¡ it

->3>3
aEF«t) aEBUC

s(ci, BU 0, it) . y,(?, B) . y,(Q,0). Conit(I¡A, t;A, B,a)

— >3 >3 .s(a,D, it) . y,([y,]?IIÁ[1 — y,]Q, D) . ([y,]PI¡Á[1 — y,]Q/(a, D) ¡ it/a)
aEFL(i) aED

o

Proposición 4.3 Paratodo ? E PCSPse tiene >3 p(P, A) =
ACE

1.

u _ ___ ___ __
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Demostración:

87

Por inducciónestructural.ParaSTO?y el operador prefijo, el

resultadoes trivial.

ELECCION INTERNA:

>3 y,([y,]? VI [1— y,]Q,

ACE

A) = >3y,.y,(
=y,. >3y,(P,

ACS

?,A)+(1—y,).y,(Q,A)

>3
ACE

=y,+1—y, = 1

ELECCION EXTERNA:

>3 y,([p]?C[l —¡49
ACE

,A) =2>3
ACE A=BuO

= >3y,(gB)
BCE

= >3p(P,B).1
BCS

y,(P,B) . p(Q,0)

>3
ocr

=1

COMPOSICION PARALELA:

>3 y,([¡4P¡¡,,[1 — p]Q, A)

p(?,B) .y,(Q,O) — >3
BOC=0
B,CcD

y,(?,B) .y,(Q,O)

Por otra parte

y,([¡4?¡ID[i — p]Qj~)
Bnc=0
B,OCD

entonces

>3 y,([y,]?I¡D[l —¡49,A)
ACE

>3
A=BLIC

->3
ACE

— >3y,(?,B)
BCS

— >3p(?,B).1
BCS

p(P,B).p(Q,0)

• >3y,(Q,C)
ocr

=1

>3
A=BUC

>3

o
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4.2.8 Ocultación

Paradefinir el comportamientodel operadorde ocultación, nos basaremosen el

resultadoenunciadoen la prop.4.2, en el sentidodequediseñaremosla correspon-

dientedefinición, de maneraque dicho resultadosiga siendoválido paraprocesos

que contenganel operadorde ocultación. En consecuencia,nos apoyaremosen

la descripciónexpandidadel pasode tests por partede los procesos,que dicho

resultadonossuministra,describiéndosela semánticadel procesoresultantede la

ocultaciónen la mismamanera.

Por tanto, comenzaremoscalculandola probabilidadcon la que el procesore-

sultadode la ocultaciónalcanzacadaposibleestado,paraluego pasaral estudio

de las correspondientescontinuaciones.

Paraello veremoslos procesosP\(a,q) como límite de unasucesiónde aproxi-

maciones,que notaremosP\~(a,q), que nos ofrecenla información sobreel com-

portamientodel procesoresultadode la ocultación,que se puedeobtenera partir

del conocimientodel procesodadosobretestsde profundidadmenoro igual a n.

• Parala primeraaproximación,obviamenteP\~ = STO?,por lo que

p(P\o(ci,q),A)= 1 SiA=0{ O En otro caso

• Paracalcularla segundaaproximación,utilizaremosel comportamientode?

sobrelos testsde un sólo nivel. Tenemosentoncesqueel procesoen el quese

haocultadounaacciónalcanzaráun estado(en el que obviamenteno estará

la acciónoculta) si el mismo podíaser alcanzadoantesde la ocultación,es

decir

y,(?\i(a,q),A) = y,(P,A)

• Si avanzamos otro paso, tendremos ya tres formas diferentes de alcanzar

un estado A por parte del proceso ?\2(a,q). En primer lugar, el estado

puedealcanzarsedirectamentepor ? como en el caso anterior. Podemos

tambiénalcanzar en principio cualquierotro estadoB quecontengala acción

ocultadaa, y tras la ejecuciónde lamisma (lo queocurrirácon probabilidad
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q) alcanzarel estadoA. Pero hay una terceraposibilidad cuya captación

resultamás difícil a nivel intuitivo, que consisteen quesealcancepor parte

deP un cierto estadoB, conteniendola accióna, y tal que B — ja> ~ A, de

forma quetras la ejecuciónde la acción a sepuedaalcanzarun estadoO tal

que BU O = A. Tal casorefleja la situación en la queel sistemaha decidido

en principio no ejecutarla acción oculta ci (lo que ocurre con probabilidad

1 — q) aunquequedaen disposicióndeejecutarlacon seguridaden el casode

que la ofertadel entornocontengaaccionesde O — B, para eventualmente

hacerposible su ejecución,puesdesdeluego ello no es posibleen tanto el

proceso no cambie de estado.

En definitiva obtenemos

y,(?\2(ci,q),A) =

y,(?, A) + q ( >3 y,(P,B) . y,(?/(a,B), A))+
aEBOS

(1 q) . ( >3 y,(?,B) >3 y,(?/(a,B),0) )
aEBCAU{a} BuC=A

o lo que es lo mismo

y,(?\2(ci,q), A) =

y,(P,A) + q• ( >3 y,(?,B) . y,(P\~(a, q), A))+
aEBCS

(1— q) . ( >3 p(?,B) . >3 y,(P/(a,B)\i(a,q),0)
aEBCAU{a} BuC=A

• En definitiva el casogeneralcorrespondientea la aproximacionenesima,ins-

piradopor lo obtenidoen los casosparticularesanteriores,quedacomo sigue

p(?\~(a,q), A) =

y,(?, A) + q . ( >3 y,(P,B) . y,(P/(a,B)\~.~ (ci, cj), A))+
aEBCS

(1 — q) . ( >3 p(?,B) . >3 y,(?/(a,B)\~....í(a,q), 0))
aEBCAU{a} BuG=A

Definimosentonces

p(P\(ci,q),A) = lirny,(?V4a,q),A)

lo queescorrecto,ya quela sucesiónen cuestiónesno decreciente,puestoque los

términos que aparecenencadaaproximaciónse mantienenen la siguiente,siendo
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todos ellos no negativos, y por otro lado los valores y,(P\~(a,q), A) se pueden

efectivamenteentendercomo probabilidadesal sermenoreso igualesa 1, puesto

que el valor de los mismos estáacotadopor 1. Ello esen efectoasí,pueslos términos

sumados en la parte derecha de la igualdad corresponden a distintos estados que

contienenla accióna, a los que seles agregael término correspondioenteal propio

estado A, por lo que en definitiva obtenemos un valor menor o igual al de la

probabilidadde alcanzarun estadocualquiera,que en virtud de la prop. 4.3

sabemosque es1.

Finalmente, tomando límites en ambos lados de la igualdad anterior obtenemos

la siguientecaracterizaciónrecurrentede los valoresy,(?\n(ci, 9), A).

y,(P\(ci,q), A) —

y,(?, A) + q ( >3 p(P, B) . p(?/(ci,B)\(a, q), A))+
aEBcS

(1— q) . ( >3 y,(ID, E) . >3 p(?/(a,B)\(a, q),C) )
aEBCALJ{a} BUCA

Observacion:En tantoy cuandonos limitemos a trabajarcon procesosfinitos,

el sistemade ecuacionesasí resultantepodría consíderarsecomo una definición

equivalentede la probabilidadcon la que el proceso?\(a, q) alcanzacadaestado

A. Sin embargoello no seguirásiendociertoengeneral,cuandopasemosa admitir

los procesosinfinitos, puesen tal caso puedesucederque dicho sistemano tenga

solución única. Ello en concretosucederácuandotenemosuna situación de diver-

gencia,lo que en particularserátenido en cuentaal estudiarlos procesosinfinitos

en la siguienteseccion.

Si ahorarecordamosel resultadode la prop.4.2, envirtud del cualobtendríamos

en estecaso

?\(a, q) 1 it = >3 >3 s(b,A, it) . y,(?\(a,q), A). P\(a, q)/(b, A) 1 t/b
a«ACS bEA

observamosque,puestoque tenemosya calculadoslos valoresp(P\(a,q),A), nos

quedanpor calcular las continuaciones?\(ci, q)/(b, A) ¡ it/b, paratenercomple-

tadala definición del proceso. Sin embargono es posible calcularestosúltimos

valoresal margende aquellos,puestoque la probabilidadde continuaraceptando

un test tras una accionen un estado,va indisolublementeasociadaa la probabili-

dad de alcanzardicho estado.
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En concreto, si nos fijamos en cada estado A y cada acción del mismo b, y

utilizamosel hechode quela continuacióntras alcanzardicho estado,dependeráen

cadacasode la formaconcretaen queel mismo hayasido alcanzado,utilizando la

definiciónimplícita obtenidaparala probabilidaddealcanzarel estadoen cuestión,

obtenemos

A) . ?\(a, q)/(b, A) 1 it =

P/(b,A)\(a,q) It +

y,(?, B) . y,(?/(a,B)\(a, q), A) . ?/(a, B)\(a,q)/(b, A) ¡ it) +

y,(?\(a,q),

y,(?, A)

q.(>3
aEBCE

(1 — q). ( >3 y,(?, B) . >3 p(?/(a, B)\(a,q), 0).
aEBCAU{a} BLJCA{ ?/(b,B)\(a,q) ¡it )

?/(ci, B)\(a, q)/(b,0) ¡ it

Si b c B

Si b « B

lo quesustituidoen la expresiónanterior nos

la semántica del operadorde ocultacion.

>3
aQCS

conducea la definición definitiva de

q) ¡ it=

>3 s(b,A, it).
ÓEA

p(P,A) . P/(b,A)\(a, q) ¡ t/b +
q’ ( >3 y,(?,3) . y,(?/(a,B)\(ci, q),

aESCZ

(1—q).( >3 y,(F’,B). >3
oEBCAU{a) BuCA{ P/(b,B)\(a,q) ¡ it/b

P/(ci, B)\(a,q)/(b, 0) 1 it/b

A) . P/(ci, B)\(a,q)/(b, A) ¡ it/b) +

P/(ci, B)\(a, q),0)•

Si b E B

Si b « B
)

Observación: Al igual que ya indicamosen nuestraobservaciónanterior, esta

definición recursivano seríaválida en aquelloscasosen los que su aplicación no

terminase,por culpade la existenciade unasecuenciainfinita deocurrenciasde ]a

accionocultada,esdecirporculpade unadivergenciacausadapordichaocultación.

Sin embargo,utilizandolas mismasideaspodríamosobteneruna definicióncorrec-

ta, inclusoen el caso en el que aparecierauna divergencia,sin más que repetir el

procesoutilizando las aproximacionesya utilizadasparaformalizar con precisión

la definición de las probabilidadescon las queel procesoresultadode la ocultación

alcanzacadadicho estado. Si no hemos hecho tal cosaexplícitamenteen esta

ocasion,ha sido exclusivamentepor no alargaren excesola exposición,puesde
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hechola preceptivaformalizaciónno introduciríani nuevasideas,ni tampocoadi-

cionalesdificultadestécnicas,sobrela ya realizada.

Una presentaciónequivalentede la definición anterior, puedeser obtenidare-

ordenandolos sumatoriosque en ella aparecen,en basea los estadosalcanzables

por el proceso ?, en lugar de hacerloen basea los alcanzablespor ?\(ci, q).

P\(a,q) ¡ it=

>3 >3 s(b,A, it) . y,(?,A) . (?/(b, A))\(a,q) ¡ t/b +
a«ACS bEA

>3 y,(?, A) . [q• P/(a,A)\(a,q)) ¡ it) +
aE.4C5

(1 — q)~ >3 s(b,A U 0, it) . p(?/(a,A)\(a, q), 0)~
ocr

(>3?/(b, A)\(a, q) ¡ t/b + >3 P/(ci, A)\(ci, q)/(b, 0) ¡ it/b
bEÁ bEC—~4

Los siguientesejemplosmuestranque la semánticade observacionesque hemos

propuesto, formaliza adecuadamente el comportamiento(razonable)deseadodel

operadordeocultación.

Ejemplo 4.4 Seael proceso? = [l]ci— o —4 STO?0[1]b — STO?. Tenemos

entoncesun único estadopara él que es el ja, 14. Cualquierotro estadotiene

probabilidad0. Así puestenemosque

1 it = p~ . (?/(a, ja, 14) ¡ it/a) + Pb (?/(b, ja, 14) ¡ it/b)

CalculemosP\(a, 1/3) para cadauno de los distintos testsde profundidaduno

sobre el alfabeto jb, e>. Con vistas a no alargar interminablementelos cálculos

precisoa, admitiremos, lo que de hecho a nivel intuitivo es obvio, que los procesos

b — STOP\(a,1/3) y e -4 STOP\(a,1/3) sonequivalentesrespectivamentea los

procesosb ~ STO?y e — STOP.Talesequivalenciaspodríancomprobarsesin

más que desarrollar los cálculos de las probabilidades con las que dichos procesos

pasanun testcualquiera.Obtenemosentonces

P\(a,1/3) ¡ c.w

— 3P/(a,{a,b})\(a,1/3) I c.w+~?/(a,ja,b})\(ci,1/3) ¡ c.w
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1
= ~}c -4 STO? ¡ c.w) +
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9
— STO? ¡ cia)

3
12

1

P\(a,1/3) b.w
1

— —?/(a,{a, b})\(a, 1/3)
3

2
lb.w+~

P/(b, jci,b,cfl\(a, 1/3) ¡ t/b)
1

— -(c~STO? 1 b.w) +
3
1 2 _ 2—--0+--—
3 3

?\(ci, 1/3) ¡ [l]b.w+ [~¡]c.w=

2 .(STOP j w)

lP/(ci, ja, b})\(a, 1/3) ¡ [l]b.w+ [~]c.w +
(s(b,{b},it) . ?/(b, ja, b})\(a, 1/3) l it/b

— l(c — STO? ¡ [l]b.w + [~j]c.w) +

A . (STO? 1 w)

— l+~ = 1

Finalmente generalizaremos los resultados anteriores, calculando el comportamien-

to de esteprocesoP sobreun test cualquierait con el alfabeto 2 = ja, b, ej. En

primer lugar, si b E Ft(t) tenemos

?\(a,1/3) ¡it =l?/(a,{a,bB\(a,1/3) ¡ it +2

3 y,(?/(ci,{a,b}),{14) . (s(b,jb},t).

?/(b,{a,b})\(a,1/3) 1 it/b

= l(c-..STO?¡it) + ~ . (STOP ¡ it/b)

En segundolugar, si 6 « Ft(t)

P\(ci,1/3) ¡ it= l?/(a,{ci,b})\(ci,1/3) ¡ it +
~?/(ci,{a,b})\(a,1/3) ¡ it

— ?/(a,jci,b})\(a,1/3) ¡ it

— c—+STOIflit

En definitiva obtenemos que el proceso en cuestión se comporta igual que el proceso

[~jc —— STO?VI [~i([43b — STOPO[~)c -~ STO?

93

(y,(?/(a,{a, 6>), jb})

o
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Ejemplo 4.5 Consideremos ahora los procesos

= []([lfr — STQPIEJ[l]b — STO?)VI [I]STOP

9 = [ifr— STO?VI [l]b — STO?
que en su momento no pudimos distinguir en el marco denuestraprimera semántica

de trazas.Ahora tenemosque ambos tienen distintas observaciones, pues en con-

creto parael test it = [l]ci.w+ []b.w setiene

P¡it=

Q¡it=1

Pretendemos que para estos procesos se cumpla que P\(a, 1/2) # Q\(a, 1/2). Y

de hechoello es efectivamenteasí, puesparael árbol b.w tenemos:

?\(ci, 1/2) ¡ (b.w) = s(b,0, b.w) . y,(P, 0) . (STO? ¡
p(P, {a,b>) . (1/2. ((STO? ¡ bu.,) + 1/2. (STO? 1 w))

— — 1

Q\(a,1/2) 1 (b.w) = s(b, {b}, b.w) . y,(?, {b}) . (STO? ¡
y,(P, ja>) . 1/2 . ((STO? 1 b.w)

— 1+0=1
2 2

Por otra parte, en consistencia con lo que se tiene en el modeloclásico, tenemos

que

?\(a, 1/2) = [l]([l]STO? FI [l]b —* STO?)VI [lISTO?

= [U([l]STO? VI [~]b— STO?)
Q\(a,1/2) = [l]STOPVI [l]b —> STO?

si bien los cálculosconcretos4uenosdemostraríandichasequivalencias resultarían

tremendamentetediosos. No obstante,en el capítulo 6 introduciremosnuevas

herramientasformales,con ayudade las cualesla complejidadde dichaspruebas

sereduciránotablemente. O

4.3 Recursión y divergencias

Finalmente nos queda definir la semántica de pruebas del operador de recursión, lo

que nos conduciráa una definición completade la semánticade nuestrolenguaje
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PCSP.

Puestoque el proceso,aX.P(X) podemosentenderlocomo la solución (distin-

guida) de la ecuaciónAl = ?(Al), entoncesdebecumplirse

1uX.P(X) ¡ it = P(1uX.?(X)) ¡ it

De donde, si poseemos algún conocimiento del procesoP, podremos eventualmente

utilizarlo paraobtenernuevainformación sobreel mismo, siendoposiblerepetir el

proceso,de una forma en principio ilimitada. Ello nosconducea la secuenciade

aproximacionesfinitas del proceso,en el marcode la técnicade mínimo puntofijo.

Dicha secuencia viene dadapor:

Po = STO?

= P(STO?)

P2 =

=

Por medio de la misma llegamos a la siguiente primera definición de la semántica

del operadorrecursívo:

pX.P(Al) ¡ it = limP~, it

Lamentablementela simple aplicación de la misma nos conducea resultadosin-

deseados,e incluso formalmenteincorrectosen el marcoen que de momentonos

desenvolvemos,cuandoapreceuna ocultación en el marcode la recursión. Por

ejemplo,dadoel proceso? = a -4 ?, el mismoproduceuna ejecucióninfinita de

acciones ci, de dondetendremosproblemas a la hora de definir el significado del

proceso

Paracalcularla probabilidadde queesteprocesoalcanceun estadoA enelque

no aparezcala acción ci, aplicamos la definición correspondiente,asumiendoque,

como podríamosdehechoprobar, el procesoP tras ejecutaruna seriede acciones

a en el estadoja>, continúacomportandosecomo el propio proceso?. Entonces
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tenemos

y,(?\i(ci,q),A) = p(?,A) = O

y,(?\2(ci,q), A) = y,(?, A) + q~ (>3y,(?,B) . p(?/(a,3), A)) +
aEB

(1 — q) . (>3y,(?,B) >3 y,(P/(ci,B),0))
aEB CU(B—{a}frA

Como en estecasoa « A, y ci « ~, tenemosque el valor dedichaprobabilidades

O. En general,partiendode quep(?\~í(ci,q),A) = O, obtenemos

p(?\~(a,q),A) = y,(P,A) + q (>3y,(P,B) .y,(?/(a,B)\~.í(a,q),A))+
B

(1 — q)(>3y,(?,B) . >3y,(?/(a,B)\~..j(ci,q),C))= O
E O

y en definitiva y,(?\(a, q), A) = O.

Este resultadono esen absolutosorprendenteen lo que serefiere a los estados

no vacíos, puestoque es razonableque dicho procesono puedaalcanzarningún

estadoestableen el que puedaejecutaracciónvisible alguna.

En consecuencia podríamos llegar a la conclusión de que el proceso está parado,

siendopor tantoincapazde ejecutarningunaacción, en cuyo casopodríamosiden-

tificar al proceso?\(ci, q) con el proceso STO?,que tiene dicho comportamiento.

Sin embargo,el resultadotambiénes cierto para el estado0, que por tanto

también tiene probabilidadO de ser alcanzado. Ello nos lleva a que el proceso

que estamosconsiderandono puede ser equivalente a STO?, ya que el mismo

tieneprobabilidadnuladeencontrarseen todos los estados,exceptoparael estado

vacio que alcanza con probabilidad1. Porotra parte,paratodos los procesosque

hemos encontrado hasta el momento, la suma de las probabilidadesde alcanzarlos

estadosposiblesera 1, lo que evidentementeha dejadoahorade cumplirse.

Si queremosquedicho resultadosiga siendoválido, debemosadmitir la posibi-

lidad deque un procesoseencuentreen un nuevoestadoindeterminado,en el que

no sepuedeaceptarningunaacción, pero que sin embargono es igual al estado

vacío.

Un procesoen esascondiciones,lo consideraremosen una situación de diver-

gencia.
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En particular, denotaremos por DIV al procesoque sólo puedediverger. Se

trata de un nuevo proceso sintáctico, que por tanto será necesariotratar ade-

cuadamente.Como quedaráformalizadoa continuación, la semánticade dicho

procesonos conduciráal elementomínimo del (nuevo)dominio semánticode pro-

cesos probabilísticos. Por ello utilizaremos al mismo como punto de partida a la

hora de redefinir la semánticade los procesosrecursívos.

Definición 4.9 Sea ~uX.?(Al) un procesodefinido recursivamente,entoncesel

paso de un test it E PTEST por parte del mismo se define como el límite

pX.?(Al) 1 it = lirnP’4(DIV) 1 it

o

Donde hemos utilizado la nueva cadena de aproximaciones al proceso,con baseen

DIV, en lugar de la antigua con baseen STO?.

Tenemosentoncesque

Proposición 4.4 La definición del pasode test para procesosrecursívoses co-

rrecta.

Demostración: Debemos probar que el límite en cuestión existe. Ello es así,

pues dada la sucesión de procesos

{ Pn(DI 1’)> nE IÑ

tenemosen primer lugar, que para todo test it la sucesionnuméricaque forman

las probabilidadesde pasode los mismosescreciente. Aunquepodríamosprobar

dicho resultadoen estemomento,nos permitiremos retrasar dicha prueba hasta el

capítulosiguiente,en cuyocorolario 5.5 seretomarála cuestión,a fin de evitar el

desarrolloen estemomentode toda la artillería formal necesariaparaobtenerel

resultado,puesconsideramosa dicho capítuloel marconatural paradesplegaría.

Admitamos entonces que dichas sucesiones son crecientes, de donde, puesto que

se trata de valoresde probabilidades,y por tanto acotadospor 1, obtenemosque

el límite de la sucesion existe, y además estambiénmenoro igual que 1. Con lo

cual,quedaprobadala correcciónde la definición. O
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Si nos centramosahoraen el problema de calcular la probabilidad de que un

proceso diverja, tenemos que la misma se obtendría complementando la probabili-

dad con la que el procesoalcanzacualquierade los antiguosestadosdeterminados.

La suma de todos ellos, con excepción del estado 0, seobtienemediante? ¡ its,

que nos indica la probabilidadcon la que el procesoaceptaejecutaruna acción

cualquiera. Ahora bien, con los tests definidos hastael momento no podemos

discriminarentrela divergenciay el estadovacío, sino que únicamentepodemos

calcularla sumade ambosvalores. Es preciso pues, introducir un nuevo test, que

denotaremospor ,,,/, el cual reconecerála paradade un proceso. Naturalmente,

quehemosentoncesde definir, por inducciónestructuralcomo deordinario,la pro-

babilidad con la que los distintosprocesospasanel nuevotest. Ello lo haremosa

continuación,pudiendoseconcluir tras ello, comodeseamos,queparatodo proceso

se tiene

y,(?,O) = ? ¡

Con este objetivo en mente, comenzamos definiendo

STOP¡v’ 1

DJV¡Q = O

En lo que se refiere al prefijo, tenemos que el proceso a —4 P, claramenteno

está en un estado vacío, por lo que tomamos

ci—?¡V=O

La eleccióninternaalcanzaráun estadovacio sí algunade suscomponenteslo

alcanza,de modo que,ponderandocon las respectivasprobabilidades,obtenemos

[y,]PVI[1—¡49 ¡ v’=y,~(~ ¡ 0+(l—y,)ÁQ ¡ 1)

Por el contrario,la elecciónexternasólo pararási ambosprocesosestáninca-

pacitados para proseguir, luego

[¡4l~E3[l—p]9 ¡ = ? V~9 ¡ 1

En cuanto a la composición paralela, en lo que se refiere a las acciones de

no sincronización,ocurre algo análogoa lo que sucedepara la elecciónexterna.
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Sin embargoel procesoresultantetambiénpararasí ambascomponentesalcanzan

estadosdisjuntos que seansubconjuntosdel conjunto de sincronización. Ambos

casosquedancorrectamentecapturados,definiendo

[y,]P¡¡A[1—¡4Q 1 = >3 y,(?,B).y,(9,C)
B,CcA,EnC=0

Finalmente,el procesoresultantede la ocultaciónde una acción, parará(al-

canzaráel estadovacío) de manerasimilar a comoalcanzacualquierotro estado.

Es decir, o bien el procesoprevio a la ocultaciónpara,o bien el procesoalcanza

un estado3, y tras ejecutarel sistemala acción ocultadaa (con probabilidadq)

el procesoresultantepara;o bien el procesooriginal alcanzael estado{a}, y para

después de ejecutar la misma. Se tiene, en suma

?\(a,q) ¡ ~= P ¡ 1+
q• (>3p(F, 3) . ?/(ci, B)\(ci, q) ¡ 1+

E

(1—q).y,(?,ja>) .P/(ci,{a})\(a,q) ¡ ~/

en donde de nuevo debemosinterpretarde una maneraoperacional,esdecir como

limite de las correspondientesaproximaciones,el uso recurrentedel operadorde

ocultación,a fin de que dichadefinición recurrentetengasentido.

Naturalmente,en lo que al operadorde recursionhacereferencia,al mismo es

aplicablela definición generalque ya habíamosadelantado

pX.P(X) ¡ = hm ?~(DIV) ¡

Concluimos estecapítulo con una brevereferenciaa algunaspropiedadesin-

teresantesde la semánticade pruebasque acabamosde definir.

En primer lugar observamosque en estemodelose tienen (automáticamente)

propiedadesde equidad(fairness) en lo que se refiere a una sucesióninfinita de

eleccionesinternas,lo que no sucedeen el caso del modelo CSP ordinario, ni en

generalen ningunode los modeloshabitualesde descripciónde procesos.Así, en

nuestromodeloprobabilísticosecumple
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lo que nos indica que si el medio en se encuentraun procesoestáempeñadoen

ejecutarunaa, y el procesoen cuestiónestáen disposicióndeaceptarloen principio

con probabilidady, (nonula),y en casode no hacerloquedaendisposiciónde queel

medio vuelvaa intentarlo,permaneciendoconstantela probabilidaddeaceptación,

podemosgarantizarqueen tiempofinito, la acción seráejecutadacon seguridad.

Sin embargo,dicho resultadono se mantienepara el caso del operadorde

elecciónexterna,parael que setiene el mismoresultadoque se teníaen el modelo

sin probabilidades.Así:

pAl.([p]a — ?O[1 — y,]Al) DIV

Ello es (técnicamente)debido a que para calcular la probabilidadde que el pro-

cesoresultantedeunaelecciónexternaalcanceun estado,debemoscomenzarpor

calcular la probabilidadcon la quecadauno de sus argumentoslo alcanza,lo que

enel casorecursivoquenosocupanossumeen un círculo vicioso, que nos conduce

a que todo estadodeterminadosealcanzacon probabilidadnula.

Másengeneralsetienequeel operadordeelecciónexternasiguesiendoestricto

respectode la divergencia,como sucedíaen el modelo no probabilistico. Ello sin

embargono es así en lo que se refiere a la elección interna. Esto haceque en

nuestromodeloprobabilísticodejede sercierto que la eleccióninternaseasiempre

peor(pospondremosla formalizacióndel término hastael capítulosiguiente,en el

que estudiaremoslas relacionesde orden entreprocesos)que la elecciónexterna.

Ello contradiceen algunaforma el objetivo prioritario que nos habíamosim-

puesto,de procurarmanteneral máximo las propiedadesdel modeloordinario. Al

respectoseñalaremosque detectadala irregularidad tratamosde resolverla,pero

encontramosque todo cambioen ese sentidode la definición de la semánticadel

operadordeelecciónexterna,nos acababaconduciendoa un operadorno continuo.

En consecuencia,el único camino posibleparamantenerdichapropiedad,consis-

tiría en forzar al operadorde eleccióninterna a ser estricto. Tal modificación

forzadano nos pareciónatural; por otra parte, reexaminadala cuestiónencon-

tramosqueno cabíacalificar a la propiedadperdidacomodenaturalmentedeseable

en un marcogeneral,sino como de propiedadobtenidaimplícitamenteen el marco
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no-deterministano-probabilísticodel modelo ordinario, a partir de otras conside-

racionespropiasde dicho modelo. Por lo tanto la pérdidade dichapropiedadno

nosparecede lamentar,si bien la constatacióndelhechonospareceoportuno,pues

ilustra algunas de las bases en las que sefundamentala formalizaciónde nuestro

modelo probabilístico.
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Capítulo 5

Semántica denotacional

La semantícade pruebasestudiadaen el capítuloanteriordefineel significadode

cadaprocesode una forma implícita. Puederesultarinteresantedisponer de un

mecanismoalternativoexplícito, para definir dicho significado. Ello se logra por

medio de una semánticadenotacional,cuyo estudio constituirá la temáticadel

presentecapítulo.

Un primer pasoen todo modelo denotacionalconsisteen establecerel dominio

semántico(conjuntode objetosmatemáticoscon unaestructuraadecuada)donde

la función semánticatomarásus valores. Posteriormentesedefinendichos valores

paracadaconstructorde procesoscomo unafunción entrelos objetosdel dominio.

Como vimos en el capítulo 3, utilizar como dominio semánticolas trazasde

los procesosno essuficienteparacapturarel comportamientode todos ellos. En

consecuecia,nosbasaremosen las ideasdesarrolladasen el captítuloanterior,a la

hora de construirel dominio semánticode procesos adecuado.

Una vez que tengamosdefinido el dominio de procesos,el mecanismoseráel

usual,esdecir,estableceremosfuncionesentrelos procesos(semánticos)querepre-

sentena cadaunade las operacionessintácticas,siendoel significadodel operador

recursiónel menor punto fijo de la cadenade aproximacionesque empiezanen el

menorprocesosemántico,el cual, en línea con lo visto en el capítulo anterior,se

corresponderácon la semánticadel procesodivergenteDIV.

103
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Finalmente,una vez que tengamosdefinido el modelodenotacionalde PCSP,

comprobaremosque su potenciadescriptivaes la misma que la del modelo de

pruebas,estableciendola equivalenciaentreambassemánticas.

5.1 Dominio de Procesos

Paraestablecercualesseránlos objetosque representarána los procesossemánti-

cos, observamosque cadapasode los cómputosde un procesose puededescom-

poner en dos etapasdiferenciadas:en primer lugar el proceso,tras una serie de

decisionesinternas,alcanzaun estadoestable,en el cual es posibleejecutaruna

serie de acciones; posteriormente, a partir de dicho estado,el medio exterior selec-

ciona entre las acciones que constituyenel mismo,cual es la acción a ejecutar.

Así pues, la idea fundamental para definir el comportamiento de un proceso

serála descripciónde los estadosque el mismo alcanzaa lo largo de su evolución

a lo largo del tiempo,de maneraque si podemoscaracterizartodosestosestados

alcanzables tendremos definitivamente descrito el proceso. Naturalmente,en un

medio probabilísticocomo en el que nos movemos,serápreciso incorporaren el

punto adecuado la información probabilísticaque rige el comportamientode cada

proceso.

Así, podemosdescribirun procesoprobabilísticopor medio de un árbol de de-

cisionessobrelas accionesque puedenserejecutadas.Estasdecisionespuedenser

de dos tipos, internasy externas,refiriéndoseel calificativo en cuestióna quién

seráel sujetoque realizarádicha decisión. En el primer caso,seráel sistemael

encargadode tomar la decisión,consistiendoéstaen seleccionarun estadoestable,

en el que seofrecen al medio una serie de acciones,segúnunadeterminadadis-

tribución de probabilidad. En cuantoa las decisionesexternasconsistiránen la

elecciónpor partedel medio exterior de la accióna ejecutar,unavezalcanzadoun

estado, de entre el conjunto de acciones que componen el mismo.

Dichas decisiones se van tomando en forma alternativa, de maneraque los dos

tipos de nodos,internosy externos,seirán sucediendoalternativamentea lo largo

del árbol, comenzandosiemprecon un nodo internocomo raíz del árbol.
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De cada nodo interno surgen una serie de ramas que tienen como destinos nodos

externos,y van etiquetadascon conjuntosde accionesdiferentesy con la probabil-

idad de que seaseleccionadodicho conjunto como el siguienteestadoestable.

La representacióngráfica de un nodo internosemuestraen la siguientefigura:

[IoWA,

o

VI

o

en donde

Vi y,~ > O
‘4

<1>3y,~
t=1

z#j

Nótese que no exigimos que la suma de las probabilidades sea 1, permitiéndose

que la misma pueda ser inferior. La diferencia entre dicho valor y la unidad,

capturala probabilidadde divergenciaen la situación representadapor la raíz del

árbol. Así, en el caso límite en el que n = 0, y por tanto la sumaen cuestiónes

nula, obtendremos la representación (semántica) del proceso DIV. Por ello, en lo

sucesivonos permitiremosusar la misma notación DIV, parareferirnos a dicho

árbol trivial.

De cadanodo externoal que se llega por un arco etiquetadocon el conjunto

A = {a1,. . . , a,.) y unaprobabilidady,A cualquiera,surgirána suvezramificaciones

etiquetadascon las distintasaccionesqueformanpartedel estadocorrespondiente

A. Evidentementeno existirán probabilidadesen las etiquetasasociadasa estas

ramas,ya que las eleccionesque representanson deterministas,correspondiendo

la decisiónde cuálde sus accionesserála ejecutada,al medio exterior.

[pnIAn

o

La representacióngráficade un nodo externose muestraen la siguiente figura:
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o

VI VI

Ahora cuandoun nodo externoes una hoja tenemosuna oferta vacía que se

correspondecon la semánticadel procesoSTOP.

Distinguimospor tantoel casoen el que un procesoalcanzael estadovacío (0),

un estadoestabledondeno es posible ejecutar ninguna accion, como ocurre con

el procesoSTO?,del caso correspondienteal procesoDIV, en el que hay una

incapacidad para alcanzar estado estable alguno.

Definición 5.1 (ProcesoSemántico)

Definimos los procesosprobabilísticossemánticoscomo los árbolesno ordenados,

finitos o infinitos, con dos tipos de nodos,que podemosgenerar(finita o infinita-

mente)con la siguientegramática:

fl [¡‘A] E a.?
AE<4 oEA

dondeA E P(2) ,A # It y VA E APA # O, >3PÁ =1.
ACÁ

Denotaremospor 7’ al conjuntode todos los procesossemánticos. O

Observación:Remarcaremosque bajo un mismo nodo, tanto internocomo

externo,no puedenexistir ramas repetidas,es decir etiquetadasde una misma

forma.

Por otra parterecordamosel hechode que si bien en la representacióngráfica

de los árbolesexisteun orden entre las distintas ramas,ello no es así en en su

definición formal, pues en la misma se hablade conjuntosde hijos y no de listas

de ellos.

En la figura 7 semuestranalgunosejemplosde (representacionesde) procesos

semanticos.

VI
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DIV STOP o — DIV (~-]o — DIVOI4~b — DIV [~jo— DIV — DIV ~jX.a — X

VI VI VI VI VI VI

0 ¡~i {a} [1] (ab] Iii 14i{a} [1I{b} <o> [Ii

o o o o o o

a o b o b

(o} (1]

FI FI VI VI FI
VI

<a) [1]

o
Figura 7: Ejemplos de procesos

Definición 5.2 (Probabilidad de un estado)

Sea ? un proceso y A C 2, definimos la probabilidad con la que ? alcanza (in-

mediatamente)el estadoA, y lo denotaremos por y,(?, A), como el valor numeríco

PA con el que se alcanzaun nodo externoetiquetadocon A bajo la raíz de ?,

tomandocomo dicho valor O si A no perteneceal conjunto deetiquetassobrehijos

de dicharaíz.

Definición 5.3 (Procesotras unaacciónen un estado)

Sea? un procesoy A q 2, definimos el proceso restante después de ejecutar la

acciona E A, y lo denotaremospor P/(ci,A), como el árbol que tiene como raíz

el nodo internoque se alcanza tras el arco etiquetadocon la acción ci que parte

del estadoA bajo la raíz de P, de serefectivamenteA un estadode ?. En caso

contrario, tomamosP/(a, A) = DIV. O

Definición 5.4 (Probabilidadde un nodo externo)

Los nodosexternosde cadaproceso? estanunívocamentedeterminadospor la

secuencia(A1aiA2a2.. . A,...aa,...~>,con a~ E A1 para todo i E {1,. . . , n — 1> que

nos conduceal nodo interno padrecorrespondiente,junto con el estadoA,, que
etiquetacadaarcoquesale de dicho nodo interno.

Entonces,dado un proceso?, y una secuenciay un estadoque caracterizan
a un posible nodo externo del mismo, definimos la probabilidad de que dicho

procesoalcanceel nodo externorepresentadopor la secuencia.s y el estadoA, que
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denotamospor y,(P,s,A), en la formasiguiente

y,(P,(>,A) = y,(?,A)

y,(?, <a1 Ai>s, A) = y,(P,A1) . y,(?/(ai,A1), s, A)

o

De caraa poder compararlos procesos,y así poder definir la semánticade la

recursiónpor medio de la técnicadel menor punto fijo, introducimosuna relación

de ordenentrelos procesos.

Definición 5.5 (Ordenentreprocesos)

Sean? y 9 procesosprobabilísticos semánticos.Decimosque?~ 9 su todo nodo

externodel proceso? estambiénnodoexternode 9 y se alcanza en 9 con igual o

mayor probabilidad queen?. Es decir si para toda secuencia s, la probabilidad de

alcanzar el estado A tras la secuencias es menorenel procesoP queen el proceso

9. Es decir

p(?,s,A) =y,(9,s,A)

o

Obsérveseque en la anteriordefinición podemosomitir, por quedarde hecho

implícitas, la restriccióna estadosalcanzablesde ? y la condición de que dichos

estadosseanalcanzablesen 9.

Proposición 5.1 La relación E entreprocesoses una relación de orden, que tiene

a DIV comomenorelemento.

Demostración: Trivial. O

Teorema 5.1 (7’, E) es un orden parcial completo (cpo).

Demostración:

• Tiene elementomínimo 1. Se trata del árbol que verifica

y,(i,A)=O VAcE2
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queesobvio queno tiene másnodo que su raíz,correspondiendosepor tanto

con el árbol DIV. Evidentementetenemosque VP 6 7’ 1 E P.

• Todacadenatiene cotasuperiorimníma.

Sea {?í}iE¡ una cadena. Entonces el árbol LI’1, es aquél cuyos estadosal-

canzables quedan definidos en la forma

y,(UP1,A) = limy,(I’1,A)

y,(LJ?1,s,A) = limp(?1,s,A)

Se trata en efectode la cotasuperiormínimade la cadena,pues:

1. u?1 estábien definido, pues al formar los procesos ?~ una cadena, los

valoresy,(P~,A) y p(f-’i, s,A) forman una sucesióncrecientey acotada

por 1. Luego existirá el límite, que seramenoro igual a 1.

2. isP1 escotasuperior. Es decirVi I’~ L hP1

SeaP~ unprocesode lacadenay A un estadoalcanzabletras lasecuencía

s, entonces A deberáseralcanzablepor 1% paratodoj =i. Porlo tanto,

al formar los valoresy,(1%,s,A) una sucesióncreciente,seobtieneque

¡‘(1%, s, A) S hm1p(P~,s,A), por lo que es cota superior.

3. Li]’1 esmínima.

Sea 9 un procesotal que Vi ?1 ~ 9, entoncessi A es un estado

alcanzabletras la secuencias por todos los procesosde la cadenaa

partir de un determinadoprocesoi, tenemosque A seráalcanzabletras

s porel proceso9, y además VJ =i p(Pj,s,A) =p(Q,s,A),por tanto

p(1%,s,A) < y,(9,s,A) VJ =i

y,(UP10s,A) < p(Q,s,A)

Li?1 CQ

o
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5.2 Semántica Denotacional de PCSP

En la secciónanterior hemosdefinido el dominio semánticopara los procesos de

PCSP,continuaremosen estasección,de la manerausual,definiendounacolección

de operadoressemánticosentreelementosde estedominio que representaráncada

una de las operacionesde la sintaxisdefinida parael lenguaje. Como es usual,

denotaremoscon ¡JPI la semánticadenotacionalde cadaproceso?.

5.2.1 STOP y DIV

El proceso

bajo él; la

Por tanto

ESTOP~vienedefinidoporun árbol con un nodo internoy otro externo
ramaque los une estáetiquetadacon el conjunto It y la probabilidad 1.

y,(ESTOI,0)

p(ESTO?]¡,A)

y,(ESTO?L<>, 0)

y,(¡[STO?]1, s,A)

=1

=0 si ?#0

=1

=0 si s#<>óA#It (1)

Por otra parte,el proceso ¡jjDIV]~ viene definido por el árbol que sólo tiene un

nodo internodel que no parteningunarama. Por tanto

y,(EDJV~,A)

y,(EDIV~,s,A)

—0 VAcE2

—0 Vs VI’

Las funcionesconstantesque definenla semánticade los procesosconstantes

son, de forma trivial, monótonasy continuas.Parael restode las funcionesque

definen la semánticade los restantesoperadoresdel lenguaje,deberemosprobar

en lo sucesivosu monotoníay continuidad.

5.2.2 Prefijo

Definición 5.6 Siendoa E 2 y 7’ el conjunto de procesossemánticos,definimos

la función ci -4: 7’ —+ 7’, cuyaaplicación notaremosen la forma a —~ P, en la
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forma siguiente: Paracada? E 7’ el procesoa -4 P vienedado por el árbol de

cuya raíz parte una únicaramaetiquetadacon el conjunto ja> y la probabilidad

1, que la une a un nodo externobajo el cual existeun uníco nodo interno,siendo

el subárbol que tiene a este nodo por raíz, idéntico al árbol ?.

En cosecuencia,los nodosexternosdel árbol ci ~ P seránaccesiblestras una

secuenciaquecomenzarácon el par (ja>, a) y continuara con una secuencia s que

defina un nodoexternodel árbol ?. Tendremos entonces

¡‘(a — ?, A)

ci —* ?/(a, {a>)

a — P/(b,A)

=1

=0 Si A#{al

=DJV Si A#{ci> o b#a (2)

o

Proposición 5.2 La función prefijo es monótona y continua.

Demostración:

MONOTONÍA: Supongamos? ~ 9, entoncesparatodonodo externo

dienteal estadoA alcanzadotras s por el proceso?, existeun nodo

respondientea A alcanzabletras s por Q, tal quey,(F,s, A) =y,(9,s,

entoncesque paracadanodo externocorrespondientea un estado

tras <({ci}, ci)>s por el procesoa —4 P setiene

correspon-

externocor-

A). Tenemos

A alcanzable

¡‘(ci — ?, <(ja},ci»s,A) = 1. y,(P,s,A)

C 1 p(Q,s, A)

— y,(ci — 9, <({a>,a)>s, A)

CONTINUIDAD: Dada {Pi}iE¡ una cadenaascendentede procesos,comoel prefijo

es monótono,tenemosentoncesque ja — Pí}iE¡ es una cadena ascendente de

procesos. Sea entonces s una secuenciatras la que se puedealcanzarel estadoA

por partedel procesoLJ(a .— ?~). Tenemosen primerlugar quela secuenciasesde

la forma <({a}, a)>s’, paraalgunasecuenciast Esto es así, puestodos los procesos

de la cadenacomienzanpor esepar. Entonces,si en el límite no lo hicieradebería

haberalgúnprocesode la cadenaque no comenzasepor la misma. Ahora bien, si
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el nodo externode estadoA esalcanzabletras la secuencias’ por el procesoUI’~

con una probabilidad ¡‘(U?1, s’, A), tenemos entonces, para todo nodo externode

U(a —

y,(U(a — ?1),s,A) = y,(ug,<(jci},a)>s’,A)

= ¡‘(a—> LJP~,s,A)

Por lo que se concluyeque U(a —~ 1>3 = a —~ LI?1 O

Definición 5.7 Sea?un procesode la forma? = a -4 ?‘, definimos susemántica

denotacionalen la forma ¡[?]J = ci — [P’]].

5.2.3 Elección interna

SiendoP y 9 dos procesos,el proceso [y,]?VI [1 — ¡49 vendrádadopor un árbol,

cuyos estadosresultande la unión ponderadaentrelos de los dos componentes.

Definición 5.8 Definimos la operaciónde eleccióninternaentreprocesosprob-

abilísticos VI : [0, 1] x 7’ >c 7’ — 7’, cuya aplicación notaremosen la forma

[¡4?VI [1 — y,]9, en la forma siguiente: Siendo? y 9 dos procesos,los estados

alcanzablespor el proceso [y,]? VI [1 — y,]Q serán aquéllos alcanzables por uno u

otro de ellos, si bien con la probabilidadqueresultede la ponderaciónde las prob-

abilidadescorrespondientescon los factoresy, y 1 — y,. Más exactamente,si un

estadoA es alcanzablepor ? con probabilidad¡‘A, pero no lo espor 9, entonces

esteestadoA será alcanzablepor [p]? VI [1 — y,]Q con una probabilidady, y,,~.

Análogamentesucedeen el caso contrario,siendoen estecaso la probabilidadre-

sultante(1 — p) . q~. Por último, si es alcanzablepor amboscomponentes,con

probabilidadesrespectivas¡‘A Y qA, el estadoseráalcanzablepor [y,]? VI [1 — y,]9

con probabilidady, . ¡‘A + (1 — y,)q.~.

En consecuenciasetiene siempre

p([¡4Pfl[1—¡49,A) = p.y,(?,A)+(1 —p).y,(Q,A)

Dicho resultadonos da pie para generalizarla definición de modo que queden

cubiertos la totalidad de los nodos. Al respecto,definimos la probabilidadde
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alcanzarcadaestadoA tras unasecuencias por partedel proceso[y,]? VI [1— y,]Q,

mediante

¡‘([¡‘IP FI[1 —p]Q,.s,A) = y,.y,(?,s,A)+ (1—y,) p(Q,s,A) (3)

o

Proposición5.3 Fijado un cierto y, c [0, 1] tenemosque la función elecciónin-

ternaes monótonay continua para cada uno de sus argumentos en 7’.

Demostración: Lo veremos sólo para el primer argumento, siendo la compro-

baciónanálogaparael segundo.

MONOTONíA: Sean?, 1>’ talesque ? E 1>’. Por definición tenemosque, si tras

la secuencias el proceso? alcanzaun estadoA con una probabilidady,(P, a, A),

entonces

y,(P,s,A)=y,CP’,s,A)

Porlo que

p([p]? FI [1 —¡49,a,A) = y,. p(?,a, A) + (1 — y,). y,(9,s,A)

= y,. y,(P’,s,A)+ (1— y,) .y,(9,s,A)= ¡‘([y,]?’ FI [1 —y,]Q,s,A)

Puestoque ello escierto paratodo estado,tenemosque

[p]?VI[1—y,]9 L [p]?’VI[í—y,]Q

CONTINUIDAD: Sea {?i}iE¡ unacadenadeprocesos,entoncespor la monotonía

tenemosque {[p]P~ VI [1—.v]9}IEI es también una cadena, y en el límite, la proba-

bilidad dealcanzarun nodoexternocorrespondienteal estadoA tras la secuencía

.s es

p(LJ[p]P~ FI [1 —¡49,s,A) = lim¿y,([p]f’¿ VI [1— y,]Q,s,A)

= y,. hm1 y,(?í,a, A) + (1 — y,) . y,(9,s,A)

= y,. y,(U1
3

1,a,A) + (1 — y,) p(9,s,A)

= ¡‘([y,] LI ?1VI [1 —y,]9,.s,A)
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De dondeconcluimos

uqy,]?~ FI [1—¡4Q)=[1—y,]LJI’1FI[l—p]Q

o

Definición 5.9 Sean ?, Q procesosy p 6 [0,1], definimos la semánticadenota-

cional de [y,]?VI [1— y,]Q como el árbol dadopor [y,]~P~VI [1 — y,3~9]. O

5.2.4 Elección externa

Siendo? y 9 dosprocesos,definiremosel proceso[y,]?O[l —y,]Q, al igual queen el

casoanterior,describiendosu conjuntodenodosexternos,junto con la probabilidad

de llegar a cadauno de ellos.

Comenzaremosestudiandolos estadosa los quese llega directamentedesdela

raíz. Como tales parecerazonabletomar las unionesde los respectivosestados

alcanzablespor los procesoscomponentes,puessi el proceso? estáen disposición

de ejecutarlas accionesdel conjunto A y el proceso 9 lo estáde ejecutarlas de

3, tenemosentoncesque el proceso [p]PO[1— y,]Q podráejecutarlas accionesde

AUB.

La probabilidadcon la que se alcanzaun estadotal del procesocomposición

serála sumade los productosde las probabilidadescon las que los componentes

alcanzanrespectivamenteestadosA y B talesque A U 3 = 0:

y,([p]?O[1 —¡49,0) = >3 y,(I’ A) . ¡‘(9,3)
Au

Consecuenciainmediatade esta definición es que la función elecciónexternaes

estricta, pues si uno de los dos procesos componentes no puede alcanzar ningún

estado,esdecir es DIV, la composicióntampocopodrá alcanzarningún estado.

Es decir

[p]?O[1—y,]DIV = DIV

Nos quedaentonces,paradefinir completamenteel proceso,el estudiode los nodos

por debajodel primerpiso de nodosexternos. Al respecto,observamosquesi Al es

un estadoalcanzabletrasla secuenciano vacíaspor el proceso[p]PO[1—p]Q, este
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nodo podrá habersido alcanzadobien por una ramacorrespondienteal proceso

1>, o bien por una correspondienteal proceso9.

Procedeentoncesuna distinción de casossegúnseala primeracomponentede la

secuencias.Tomemoss = <(A,a)>s’ con lo que el conjunto A nos indica el estado

establealcanzadopor el proceso[y,]?O[1— y,]9 desdeel que se ha producidola

ejecuciónde la primeraaccióna. Seay,~ la probabilidadcon la quesehaalcanzado

dichoestado.Segúnhemosdefinido,el estadoA alcanzadolo habrásido por haber

alcanzado? un estadoB, y 9 otro O talesque A = B U 0. Entonces,tras s el

procesocomposiciónalcanzaráun estadoX bien porque ? o porque Q habrán

alcanzadodichoestadoX tras las respectivassecuenciassE ó ~c que sonidénticas

a s, salvo que su primer par ha de ser susituido respectivamentepor (B, a) o por

(0,a) . Es decir sE = <(B, a)>?, y ~c = <(0, ci)>s’.

En definitiva seobtienela siguientedefinícion

y,([y,]P0[1 —¡49,s,Al) =

>3 y,(P,s~,Al).y,(Q,0) + >3 y,(9,sc,X) .p(?,B) +
AUB=C

oES-O aEO—E{ A=BLJc py,(?,s5,Al) .y,(9,C)+(1 —y,) y,(Q,so,X).y,(P,B) (4)>3
AUBC
aEAflB

Es decir, si la primera acción ejecutadasólo pertenecea uno de los dosestados

compuestos,se toma comocontinuaciónla del correspondienteproceso;mientras

que si pertenecea ambossehaceuna elección no-deterministaprobabilistica,en

basea las probabilidadesindicadasen la composición.

Proposición 5.4 Fijado un cierto y, E [0,1] tenemosque la función elecciónex-

ternaes monótonay continuaparacadauno de susargumentosen 7’.

Demostración: Al igual que en el caso anterior,lo veremossólo parael primer

argumento

MONOTONíA: Sean?,.P’ talesque ? ~ F’. Por definición tenemosque si A es

alcanzabletras s por el proceso1> entoncesy,(?,s,A) =y,(?’, a, A).

Además,para todos los estadosA y B tenemosque ¡‘(1>, A) = p(?’, A) y que

p(Q,B) =¡‘(9,3).
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Entonces

y,([¡4?O[1 —¡4Q,s,X)

= >3 ¡‘(P,sn,
ABUC
oES-O

X).¡’(Q,B) + >3 p(Q,sc,X)
AUB=C
aEO-B

>3 ¡‘y,(P,s5,Al) .y,(9,3) +(í —y,) .y,(Q,sc,X)
AUBC
aEAflB

= >3 y,(P’,s~,
A BLJC

oES-O

>3

X).¡’(9,B) +

AuB=O

aEAflB

= y,([p]?’C[1 —¡‘]Q,s,X)

>3 ¡‘(Q,sc,X).¡’(P’,O) +
A ti O

aEO-B

+ (l—y,).y,(Q,so,X).y,(P’,0)

CONTINUIDAD: Sea {.pi}iEI una cadenade procesos,entoncespor monotonía

{[y,]gcp. — ¡‘]9}¿~’ esuna cadena,y en el límite, la probabilidadde alcanzarun

estadoAl tras unasecuencias es

¡‘(U[y,]P~ÉEJ[1 — y,]Q,s,X)

-lim>3
A=SUC

a ES-O

s~,X) . ¡‘(9,3) + >3 y,(9,so,Al) ~¡‘(P~C) +
AUBC

aEO-E

>3
AUBC
aCArE

X) ¡‘(9,3) + (1 —y,) .y,(9,sc,X)~y,(l
9~,O)

— >3 lirn¡’(fl,ss,X) .y,(Q,B) +
ABUC
oES-O

>3 ¡‘(Q,so,X)limy,(P~,0) +
AUBC
aEO-B

>3 ¡‘. lirn¡’(J’
1,ss,X) . ¡‘(9,3) + (1 — y,) . y,(Q,so,X) . lirnp(f’~, 0)

¡ 1
AUSC

aEAflB

— >3 p(U?~,ss,X)
APuC

oES-O>3
AURC
oEÁflS

.¡‘(9,B) + >3 p(Q,so,Al) y,(Ll?~,0) +

— y,([p]UP10[i —y,]Q,s,X)

o

Definición 5.10 Siendo ?, 9 procesosy y, c [0,1], definimos la semánticadeno-

+

AUBC
oEO-B

¡‘(9,3) + (1 — y,) . p(Q,so,X) . p(U?~, 0)

tacionalde [y,]?O[1— y,]Q comoel árbol dadopor [¡‘flfPjo[í — y,] IJQJ. o
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5.2.5 Composiciónparalela

Comenzaremosde nuevoobteniendolos estadosinmediatamentebajo la raíz del

proceso[y,]?¡IÁ[1—¡49, y las probabilidadescon las que sealcanzan.Comoquiera

que en estecaso la casuísticaesmás compleja,comenzaremosestudiandolos ca-

sosparticularesmásrepresentativos,paraluego,desdeellos, enunciarla quesera

la definición general del operador. Supongamos en primer lugar, que el estado

alcanzableB esdisjunto con el conjunto de sincronizacion: es decir A fl 3 = It.

Entoncesun razonamientoanálogoal realizadoen el caso de la elecciónexterna

nosconduciríacomo primera aproximación para definir la probabilidad con la que

sealcanzaun estadotal, a

y,([p]F¡¡A[1 —¡49,3) = >3 y,(P,C) .y,(Q,D)
Ou

Ahora bien, dicha definición no es en general correcto, pueses preciso teneren

cuentael hechode que cuando ? alcanza un estado que incluye algunas acciones

del alfabetode sincronizaciónA, y el estado alcanzado por 9 no las incluye,estas

accionesno serántomadasen consideraciónantela imposibilidad de sincronizar

para ejecutarlas, con lo que tenemos más formas de alcanzar un estado como el

correspondientea 3. Naturalmente,lo mismo puededecirserespectoal proceso

9; y más en general, cuando los dos procesos alcanzan estados conteniendo sendos

conjuntosdisjuntosdel conjuntode sincronízacion.En definitiva obtenemos

y,([y,]?I¡Á[1 —¡49,3) = >3 >3 y,(?, O U Al1) . ¡‘(9, DUX2)
OuD=S x1 X2CA

X, nX2=~

Por otra parte,si tenemosun estado3, alcanzablepor [y,]?¡¡A[1— y,]9, que

estécontenidoenel conjunto de sincronización,es decir 3 C A, seránecesarioque

dicho estadoseaalcanzadosimultáneamentetanto por P comopor 9, con lo que

obtendríamos,de nuevoen una primeraaproxímacion,

—¡49,3) = p(?,3) . ¡‘(9,3)

Ahora bien, al igual que en el caso anterior, como no hemos tenido en cuenta

aquellas acciones que sincronizan y que sólo pueden ser ejecutadas por uno de los
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procesos,a la probabilidadde alcanzarun estadohabráque sumar la probabil-

idad de alcanzaraquellosestadosmayores,cuyas accionesextrasno puedanser

ejecutadaspor el otro proceso.En definitiva obtendríamos

y,([¡4PI¡A[1 —¡49,3)= >3 p(P,BUAí) . ¡‘(9,3 uX2)
X~ ,X2CA—E

x1nx2=G

Finalmente,paraun estadoarbitrario 3 obtendríamosla siguientedefinición

general:

p([p]P¡¡A[1 —¡49,3)— >3 >3 p(?,OUXi)
CuD=B X1X2 CA—E

OnDnA=SnA x,nx2=0

De nuevo para completarla descripciónde [¡‘]?¡¡Á[1— ¡‘]9 hemos de definir

la probabilidad con la que el procesoejecutauna secuencías = ((a, 3)>?, en la

que el conjunto3 representael primer estadoalcanzadobajo la raíz, y tras dicha

secuenciaalcanzaun cierto estadoZ. En estecaso,tras razonamientosanálogosa

los hechosparacalcularla probabilidadde cadaestadobajo la raíz,obtenemosla

siguientefórmulageneral:

— p]9, <(a, 3)>?, 0) =

>3 >3 p(P,OUXi)
cun=s Xj,X2CA—S

OnDnA=SnA X,flX2=0

I ¡‘([fijP/(a, O u Al1 )¡¡41 —¡‘]9,s’, Z)

— y,]9/(ci,D U Al2), .s’, Z)‘ y,. y,([¡’]P/(a,0 U Xl)¡¡A[1 — p]9,s’, Z) +

(1 — p) . p(Ey,]?¡¡A[1 — p]9/(a, DUX2),s’, Z)

¡‘([y,]?/(a, O Li XI)¡IÁ[1 — p]9/(ci, DUX2), s’, Z)

Si ci c O — D

Si ci E D — O

(5)

Si a c D n0— A

Si a c On D n A

Proposición 5.5 La función composiciónparalela es monótona y continua.

Demostración:

posición.

Nos centraremos,de nuevo,en el primer argumentode la com-

MONOTONIA:

todasecuencias

Sean?,9,?’ talesque

y todo conjunto A

U PV En consecuenciatenemospara

< ¡‘(P’,A)

< ¡‘(P’,s,A)

y,(?,A)

y,(?,s,A)
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por lo que en primer lugar obtenemos

y,([p]?I¡A[1 —y,]9,B)= >3 >3 ¡‘(?,CUX1)) . y,(Q,DUX2)
O,D X1 ,X2

oC >3 >3 p(IIOUXí)) . y,(Q,DUX2)
0,0 X, ,X2

= y,([p]P¡~A[1 — y,]9,3)

En lo que hacereferenciaal restodeestadosexternos,debemosprobar que para

todo estadoAl alcanzablepor el proceso [y,]P¡¡Á[1— y,]9 tras la ejecuciónde la

secuencias = <(a, 0)>s’ se cumple

— ¡‘]Q,s,X) =p([p]?’¡IA[1 — ¡‘]9,s,X)

Ello se prueba por inducción respecto de la longitud de la secuencia.En realidad

lo que hemosprobadomásarribano es otra cosa que el casocorrespondientea la

secuenciavacía,es decirel casobasede la demostraciónpor inducción. Considere-

mos ahorauna secuencias = <(a, 0)>?. Parala misma setiene:

— >3 >3 y,(g0UX~) .y,(9,DUAl2)

0,0 X, ,X2

¡‘([y,]P/(a, O U Xl)I¡Á[1 — ¡‘]9, s’, Al)

y,([p]?IIA[1 — ¡‘]9/(a, D U Al2), s’, Al)

¡‘([y,]?/(ci, O U Al1 )¡¡Á[1 — ¡‘]9, .s’, Al) +

(1 — y,) y,([¡’]P¡¡Á[1 — y,]Q/(ci, DUX2), a’, Al)

y,([y,]P/(ci, O U Xl)¡IA[1 — y,]9/(a, DUX2),a’, Al)

= >3 >3 p(?’,OUXh)) .¡‘(9,Dui Al2)
0,0 X, ,X2

y,([y,]?’/(a, O U Alí)¡¡Á[1 — y,]9,s’, Al)

y,([¡’]P’¡IA[1 — y,]9/(a,D U X2), s’, X)
y,. y,([y,]?’/(a, O U Xl)¡IA[1 — y,]9, a’, X)+

(1 — y,) . ¡‘([¡‘]?‘I¡Á[1 — p]9/(ci, D U Al2),s’,Al)

p([p)?’/(a, O U Xl)IIA[1 — p]9/(a, DUX2), s’,X)

— y,([¡’]P’¡¡Á[1 — p]9, <(a, a)»’, Al)

Si ci c O — D

Si a E D — O

Si a E D Ii O — A

Si a E O fl D FI A

Si a E O — D

Si ci c D — O

Si E D FI O — A

SiaEOADFIA

en cuyo paso crucial, que es el que corresponde a la desigualdad, hemosutilizado

la hipótesisde inducción,junto con la monotonía(trivial) del operadoritras.
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CONTINUIDAD: El razonamientoes similar al anterior. Sea {PI}i6.r una ca-

denade procesos,entonces{[p]PÍHÁ[1 — p]Q}~ei es una cadena,y en el limite, la

probabilidadde alcanzarun estadoB vienedadapor

p(U([p]PÍILAL1 —p]Q),B) = lim1p([p]P¿j[A[1 — p]Q,B)

= limZ 2 p(PóCU X1))
CDX, Y2

= 2 2 limp(P1,CUXfl)
CD A, A2

= 3 3 p(UPñCU X1))
C,D X1 ,X2

= p(jp]UP~j~A[1—p]UQ,B)

•p(Q,DUX2)

• limp(Q, DUX2)

p(UQ, Dux2)

Por otra parte,y de nuevopor

s, podemosprobar

inducción respectode la longitud de la secuencía

p(LJ([p]P¿~jÁ[1 —p]Q),s,X) = p([p] Li PÍIIA[1 —p] U Q,s,X)

o

Definición 5.11 SiendoP, Q procesos,p 6 10,1],y A C 2 definimosla semántica

denotacionaldel proceso[p]P~jA[1—p]Q por medio delárbol dadopor [p]~P]~Á[1—

pHQlI.

5.2.6 Ocultación

Como yahemosvisto, P\(a,q) representaun procesoquesecomportaenprincipio

comoP peroen el que no sonvisibles,ni por tanto influenciablesdesdeel exterior,

las aparicionesde la acción a.

Paradefinir esteprocesoP\(a,q), calcularemosenprimerlugar la probabilidad

de que el mismoalcancecualquierestadoA G 2. Paraello, comoya hicimos en

el capituloanterior,procederemosaexplorarpor nivelesel árbol que representaal

procesoP, definiendouna secuenciade aproximacionesal procesoP\(a, q), cuyos

elementosrepresentaremospor P%4a,q).

Cadauna de dichasaproximacionessedefineexplorandoel procesoP hastala

profundidadit. En concretotomamos
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• En la primeraaproximacionno analizamosen absolutoal procesodado,por

lo queobtenemosP\o(a,q) = DIV o lo que es lo mismo

p(P\o(a,q),A) = O

• Cuandoanalizamossólo elprimernivel del árbol P tenemosqueel procesoen

el quesehaocultadounaacciónalcanzaraun estadoA (en el queobviamente

no estarála acción oculta), si el mismo podía ser alcanzadoantes de la

ocultación,con lo que tenemos

p(P\i(a,q), A) = p(P, A)

• Si exploramosun segundonivel de P, tendremosque el procesoP\2(a,q)

seguiráalcanzandoun estadoA cuandoel mismo se alcancedirectamente

por F, como en el caso anterior. Ahora bien, en estaocasiónpodráocurrir

quesealcanceun ciertoestadoB que contengala accióna ocultay que trasla

ejecuciónde la misma(lo queocurrirácon probabilidadq) sealcanceel estado

A. Finalmenteotra posibilidad esque sealcanceun estadoB, conteniendo

la acción a, y tal que B — {a} G A, de forma que tras la ejecuciónde la

acciona seaalcanzadoun estadoC tal que B U O = A.

Entendemosen estecasoque seha desestimadoen principio la ejecuciónde

la acción internaa, lo que sucederácon probabilidad1 — q, por lo quedamos

entoncesendisposicióndeejecutarel restode las accionesdeB. Ahorabien,

si el medio exteriorestáinteresadoen ejecutaruna acción de O — B, donde

o es un estadoalcanzabletras la ejecuciónde la acción internaa, podrá

conseguirloimponiendoal sistemala ejecuciónde la acción a, aún cuando

inicialmentehabíasido desestimada.En consecuenciatenemos

p(F\2(a,q), A) =

p(P,A) + q’ ( ~ p(P,B) .p(P¡(a,B),A)) +
«eRcE

(1— qY ( E p(P,B). 3 p(P/(a,B),C)
aEBCAU{a} Bu __

• Razonandode forma similar parauna cantidadaritrarian de niveles,obte-

nemos
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p(P, A) + q . ( >3 p(P, B) p(P/(a, B)\~i(a, q), A)) +
aEBCS

(1 — q)~ ( >3 p(P, B) . >3 p(P¡(a,B)\~1 (a, q),O)
aEBCAU{«} BuC=~4

Finalmentedefinimos

p(P\(a,q), A) = limp(P\~(a,q), A)
?1

La definición escorrectaya queestelímite existe,puestoque la sucesiónformada

por los valores {p(P\o(a,q),A),..., p(P\~(a,q), A),. ..} escreciente,ya quecada

uno de los mismos es una suma que particularmenteincluye los sumandosdel

término anterior;y ademáscadavalor estáacotadopor 1, como ya comprobamos

enel capítuloanterior. Luegoexisteel límite, y al sermenoro igual a uno,podemos

entenderlocomo unaprobabilidad.

Si tomamos límites en los dos lados de la expresión,obtenemosla siguiente

expresionrecurrente:

p(P\(a,q), A) = p(P, A) + q• ( >3 p(P, B) . p(P/(a,B)\(a, q),A)) +
aEBCS

(1 — q) . ( >3 p(P, B) . >3 p(P/(a,B)\(a, q), O)
aEBCAU{a} BuC=A

que sin embargono puede tomarsecomo definición implícita del operador de

ocultación (en lo que se refiere a los estadosbajo la raíz), al no estargaranti-

zadaen general la unicidad de la solución. No obstante,dichaecuaciónsí que

admiteuna lectura “constructiva (equivalentede hechoa la formalizadapor las

aproximaciones),quenosconducea la definiciónpreviamentedada,lacual consiste

en partir de ceroe ir sumandocadauno de los sumandosque vayamosconociendo

paralas expresionesdeocultaciónqueaparecenen el lado derechode la igualdad.

Es fácil concluir que obtenemosasí la menor solución (respectodel orden usual

sobrelos reales)de las que puedatener la ecuaciónen cuestión.

Paracompletarla descripcióndel procesoP\(a, q), debemosdefinir la proba-

bilidad de que, tras ejecutaruna secuencia.s que comiencepor un par (b,A), se
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alcanceun cierto estadoD. Razonandode forma análogaa como lo hemoshecho

en el anteriortasoparticular,obtenemosla definición implícita

p(P\(a,q),<b,A>s~,D) = p(P¡(b,A)\(a,q),s’,D) +

q . ( >3 p(P, B) . p(P/(a,B)\(a,q), <b, A»’, D)) +
«ERCE

(1—q).( >3 p(P,.B).
«EBgAU{¿}{ >3 p(P/(a,B)\(a,q),O) p(P/(b,B),s’,D) Si bE B

BuC=A

>3 p(P/(a,O), <(1t O)»’, D) Si b ~ B (6>
BuC=.4

cuyasolución explícitapodríamosformalizarpor medio de la secuenciade aproxi-

macionesutilizadaen el casoparticularpreviocorrespondientea los estadosdirec-

tamenteaccesibles.

Proposición 5.6 La función de ocultaciónesmonotonay continua.

Demostración:

MONOTONIA: Sean P,P’ talesque P C P’. Entonces,para todo A B G 2,

para todo a E A se tiene

p(P, A) =p(P’, A)

p(P/(a,A), E) =p(F’/(a, A), 3)

p(P,s) =p(P’,s)

p(P/(a,A),s) =p(P’¡(a,A),s)

Tenemosentonces,que para cadan, la aproximaciónn-sima a la ocultaciónes

monótona,lo cual probamospor inducciónsobre~i. En efecto:

Paran = O el resultadoestrivial.

Supuestoqueparavaloresmenoresden, las aproximacionesa la ocultaciónson

monótonas,tenemosque para

p(P\~(a,q), A) < p(P’\da, q), A)

p(P/(a,A)\
1(a,q), 3) = p(P’/(a, A)\1(a,q),3)

p(P¡(a,A)\1(a,q),s) = p(P’/(a,A)\1(a,q),s)
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por lo que

= p(P¡(b,A)\~1, s’)

q.(>3
«ERCE

+

3) . p(P/(a,B)\~—~,<6, A>s’)) +

(1—q).( >3 p(P\n..q(a,q))
aEBCAU{a}

>3 p(P¡(a,.B){ BuC=A

>3 p(P/(a,~ <(6, 0)»’)
BuC=A

= p(P’/(b,A)\~1, s’) +

q . ( >3 p(P’\~i, 3) . p(P’/(a,B)\~1, <6, A>s’))
«ERCE

(1—q)( >3
«EBCAU{«}{ >3

BuC=A

>3
BuC=A

p(P$-..1,B)

Si 6 c B

Si 6 « ~
= p(P’\~(a,q), <6, A»’)

En consecuencia,puestoque paratodo n secumple

tenemosque

hmp(P\~(a,q),s)=lirnp(P’\~(a,q),s)

por lo que

p(P\(a,q),s) =p(P’\(a, q), s)

y por lo tanto

P\(a,q) ~ P’\(a,q)

CONTINUIDAD: En cuantoa lacontinuidad,sea{P~1~EI unacadenadeprocesos.

Si 6 E 3

Si 6 « E

+

Entoncespor monotonía{P1\(a, q)}iEI es una cadena,y en el límite, para un n
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cualquiera,razonandodemodo análogoacomolo hemoshechoenelpuntoanterior,

tenemos

p((UP~)\~(a,q), <6, A»’)

= lirnp(P1\~(a,q), <b, A»’)

= lirn[p(P~/(b,A)\~~¡,s’) +

qÁ>3
«ERCE

p(P~\~.x,3) . p(P/(a, B)V.—i,<6, A>s9) +

(1—q).( >3
aEBCAU{a}{ >3 p(P/(a,~ O) . p(P/(b,~ s’)

Bu

>3 p(P/(a,~ <(6, O)»’)
Bu

= lirnp(P~/(6, A)\~...1,s’) +

Si 6 E 3

Si 6 « E

q . ( >3 hmp(P1\~i,B) limp(P/(a,B)
‘E SCE

(1—q).( >3
«eBCÁu{a}{ >3 lirnp(P/(a,3)\~i,O)

BUC=A

>3 lirnp(P¡(a, C)\~.-~,<(6, O)»’)
BuC=A

hmp(P/(b,B)\~~, 1)

= p(U(P1\~(a, q)), <6, A»’)

Con lo cual hemosprobadoque paratodon tenemos

(LJP1)\~(a, q) = LI(P1\~(a,q))

Paraefectuarel pasoal límite, observamosel siguientediagrama

—4 Pi\,,(a,q)

.1.

P1\~(a,q)

1.

-4 —4 Pi\(a,q)

.1.

-4 ... -4 P1\(a,q)

.1.

\n—1, <6, A»’)) +

SIÓ E E

Si 6 « E

Pi\1(a,q) -4

1

P~\i(a,q) ... -4

~1

UP~\1(a,q) -4 UP~V.(a,q) -4 UP¿\(a,q)
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Hemosprobadoque los elementosde la fila inferior son los límites de susrespec-

tivas columnas,y por otra partesabemos,por definición del operadorocultación

como límite de las aproximaciones,quelos elementosde la columnaderechason los

límites desus respectivasfilas. Por tanto, resultaentoncesinmediato,utilizandoel

hechode que amboslímites iteradosson iguales,por serlo dehechoal correspon-

dientelímite doble, que los dos valoresen la esquinainferior derechadel diagrama

son iguales,por lo que podemosconcluir

(UP1)\(a, q) = U(P~\(a, q))

o

5.2.7 Recursión

Como es usual en el marcode las definicionesdenotacionalesde la semántica,

el significado de los procesosdefinidos recursivamentemedianteecuacionescomo

seobtienepor medio del límite de la secuencia

P0=DJV

= P(DIV)

= F~(DIV)

quepor ser todos los operadoresincluidos en el término P(X) continuoses,como

bien es sabido, el menor punto fijo de la ecuaciondefinidora X = P(X). En

definitiva tomamos

L[pX.P(X)]~ = U f[P~~

5.3 Equivalencia entre las Semánticas

Hemos definido hastael momento, la semánticade los procesosprobabih’sticos,

utilizando dos metodologíasdiferentes. Tenemos,por un lado el marco denota-

cional, en el que describimoslos procesospor medio de árbolesde decisiones;y

por otro, la semánticade pruebas,en la que un procesoquedacaracterizadopor
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sus respuestas(o másexactamentelas probabilidadescon las que los pasan)a los

distintos testsque le sonofrecidos.

Sin embargo,y como sucedeen el casoordinario sin probabilidades,estasdos

formasde definir la semánticano son tan distintascomo pareceasimple vista. De

hecho,la información implícita que proporcionansobrelos procesoses la misma,

de forma que dos procesosequivalentesen sus respuestasa los testsseránrepre-

sentadospor el mismoárbol, y viceversa:si dos procesosson representadospor el

mismoárbol, ofreceránlas mismasrespuestasa todo testque les seaofrecidopara

su aceptación.En consecuencia,si denotamospor ~T a la equivalenciainducida

por la semánticade pruebas,y por ~D a la equivalenciadenotacional,setiene

VP,P’CPOSF:PerF¼P~DP’

Para demostrarestaequivalencia,comenzaremospor probar que el uso que

hemoshechode una mismanotación,a saberp(P, A) y P/(a,A), parareferirnos

en el senode cadauno de los dosmarcossemánticos,a dos paresde conceptosen

principio diferentes,estájustificado, por resultar a la postreequivalentes,lo que

justifica la “confusión” notacional.

En primer lugar, en el marcode la semánticade pruebasla notación p(P, A)

representael valor de una cierta combinaciónde los resultadosde aplicar una

serie de tests al procesoP, mientrasque en la semánticadenotacional,con la

mismanotación nos referimosa la etiquetade una determinadaramadel árbol,

que se obtieneal evaluaren el álgebrade árbolesprobabilísticos7’, el términos

sintácticoP. Evidentemente,un primer pasodecaraa comparardichosconceptos

es reconducirambosa lugarescomunes. A tal efecto, comenzamosdefiniendo en

primer lugar el pasode testspor partede los árbolesprobabilísticos.

Definición 5.12 SiendoT = Fi [pAlC a.TII,A un árbol probabilístico,defini-
ACS «EA

mos T t en la forma siguiente:

LTIw = 1

2.TIV=pe
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3. Paracualquierotro testsetiene

T Ii = >3 >3 s(a,A,t).pÁ . (T«~ ¡ i/a)

o

Aplicando recursivamentedicha definición, obtenemosque el pasode un test

por partede un procesosemánticose puedeobtenersumandolas aportacionesde

las diversasramasdel test queterminan en w o en ~. Cadarama,formadapor

las accionesa1,..., a,, contribuirá en cadamomentocon un valor, quedependede

los conjuntosentrelos queel procesosemánticova seleccionandolas accionesa

ejecutara lo largo de sus cómputos.Además,cadauna de dichasaportacioneses

resultadoa suvezde la sumade lo queaportanal efectolas ramascorrespondientes

a cadauna de las accionesdel conjunto en cuestión. Así, si a cadasubárbolT«,A

lo denotamospor T/(a,A), y a los valoresPA que etiquetanlas ramasque parten

de la raíz del árbol T por p(T,A), tenemosque para cadasecuenciade estados

A1,. .. , A,,, con a~ E A~, apareceun sumandocuyo valor es igual a

s(ai,A1,t) s(a2,A2,i/aí) . . .s(a,,,A,,,i/aí/.../a,,..í) . p(T,A1).

p(T/(aí,Ai),A2). p(T/(aí,Aí)!... ¡(a,,..1,A,,1),A,,)

o lo que esigual, aplicandola def. 5.4,

p(T, (aí, A1)... (a,,1,A,,1),A,,)

En definitiva,podemosobtenerlaprobabilidaddepasode un testt porpartedeun

procesosemántico,sumandolos resultadosde sendossumatorios,quecorresponden

a los conjuntosS~ de las secuenciasr = a1A1 ...a,,1A,,1a,,A,,con a~ E A~ tales

que la secuencíade accionesasociadaa1,... , a,,..1,a,, nosconduceen el test t aw;

y S2 formadopor las secuenciasanálogas,pero quefinalizanen el conjuntoA,, = 0
paralas que la secuenciaasociadade accionesnos conduceen el test i a v

1• Es

decir
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— >3 s(a,A;, t) . . ..g<g,A%i/a/. . . /a~1) p(T, r’, A,,) +
rE Si

>3 s(a,A,t)...s(a,A,t/a/.../a.1)~p(T,r’,@) (7)
rES2

donder’ denotala secuenciaa1A1 ...

A partir de esteresultadopodemosprobar parala semánticadenotacional,un

resultadoanálogoal enunciadoen la prop. 4.1 parala semánticade pruebas,que

es el siguiente:

Proposición5.7 Paratodo estadoA C £ y toda accion a E A, la operación

¡(a, A), definida sobrelos árbolesprobabilísticossatisfacelas propiedades:

1. ¡[ST OPI/(a,A) ¡ t = ~STOP~

2. [(a —~ P)1]¡(a, {a}) =

3. p([[p]P ri [1 — p1Q1l~ A) . ([[p]P fl [1 — p]Q]j/(a, A) 1 t) =

p . p([P]J, A). (¡[P~/(a, A) t) + (1 — p) . p([Q¡ A) . ([Q]¡(a, A) 1 t)

4. p(j[p]PO[1 — p]Q]j, A). [[p]PO[1 — p]Q]~/(a, A) ¡ 1 =

>3 p(¡[P¡ E) . p([QJ, O). Coni(¡flp]PO[1 — p]Q]1, t, 3,0, a)
A=BuC

5. p([[p]P¡[v[1 — p]Q]¡, A) . [p]PIID[1— plQ]]/(a, A) 1 t =

>3 p(j[P]j, 3) p([Q Ji, O) . Oont(í[p]PIjD[1 — p]Q~, i, E, 0, a) —

A=BUC

>3 p([P]~, 3) . p( U Ql1 O)) . Cont(~p]P~¡n[1 — p]Q]], t, B,0, a)
BnC=0
B CCD

6. En cuantoal operadorde ocultaciónsetiene

p([P\(a,q)],A). j[P\(a,q)j/(6,A) ~ =

p([PJi, A) . ~P/(6,A)\(a,q)1j 1 i +
q . (>3 p([P Ji, 3)~ p([P/(a, B)\(a, q)j, A) . [P¡(a, B)\(a, q)/(b, A)Ji ¡

«ERCE

(1 — q) . ( >3 p([PJi, 3) . >3 p([P/(a, B)\(a,q)Ji, O)
«EBCAu{«} BuC=A{ ¡[P/(b,B)\(a,q)Ji It Si 6 E 3

[P/(a, B)\(a,q)¡(b, 0] 1 t Si 6 ~ B
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Demostración: La demostraciónse basasimplementeen el uso de las distin-

tas propiedadesde “descomposiciónestructuralde los valoresp(T,.s,A), que se

obtienena partir de la definición de los mismos,distinguiendocasossegúnlos dis-

tintos operadoresen cabezade T (ecuaciones1, 2, 3, 4, 5, 6). Dichasecuaciones

expresanpropiedadesanálogasa las queahoraqueremosdemostrar,pero referidas

a estadosalcanzablesen lugar de al pasode testspor los árboles. A partir de

dichaspropiedades,y de la ecuación7, queexpresael pasode testsen función de

las probabilidadesde alcanzarestadospor partedel árbol en cuestión,sesiguen

inmediatamentelas propiedadesdeseadas. O

Ahora pues,dadoun árbol probabilísticoR, podemosconsiderarlos valoresde

pasode testsparael mismo, los cualesa suvezdefinenun proceso,quedenotaremos

por T(R), en el marcode la semánticade pruebas.Entonces,podemoscomputar

los valoresp(T(R),A) correspondientesa dicho procesoy los restosdel proceso

T(R)/(a,A). Peroa su vez, partiendodeestosvalores,podemosobtenerun nuevo

árbol semántico,
7-T(R>, aplicándola siguienteconstruccióngeneral que nos per-

mite pasarde un procesosemánticocorrespondientea la semánticade pruebas,al

correspondienteárbol probabilístico.

Definición 5.13 SeaE un procesosemanticocorrespondientea la semánticade

pruebas,entoncesdefinimos el árbol .¡~R en la forma siguiente:

= Fi [p(R, A)] E 7R/(«,A)
ACS «EA

o

A partir de estadefinición obtenemosla siguiente

Proposición 5.8 Paratodo árbol probabilístico R E 7’ se tiene que el árbol

probabilístico ,.T(R) obtenidopor medio de la composiciónde las definiciones5.13

y 5.12, coincidecon el árbol original E.

Demostración: Parael primer nivel del árbol, tenemos

p(T(RtO) = 1—R[is

p(T(R),A) = 1— (E 1 tS.A) — >3 p(T(R),B)
BCA
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con

.p(R,A)

>3
aEB—A

1
¡3— Al p(J-?,3)

= >3p(R,A)
A

>3 p(R,B)

por lo que concluimosquep(T(R),0) = p(R, It) y quep(T(R),A) = P(R,A).

En lo querespectaa las continuaciones,tenemosquelas

en la forma

Al . (fi 1 j(«,A—{a}) —

T(R/(a,A)) ¡ t =

mismasestándefinidas

>3 (.....1)i~4—CI . fi j(a.G))

CCA—{a}

p(R,A)

Aplicandola def. 5.12,y teniendoencuentala formadelos testsen litigio, tenemos

fi U = >3 ..i— . p(R,3) . (R/(a,3) U i)
BCA [B¡

R U — BCCU{¿z} 1 p(R,3) . (R/(a,3) ¡ 1)
fÉJ

Operandoen la expresiónanteriorparaT(R)¡(a,A), obtenemosinmediatamente

que su valor coincidecon el pasode testspor partedel procesoR¡(a,A). O

Lema 5.1 SeaP un procesosintácticofinito, entoncestenemosqueparatodo test

1, paratodo estadoA G 2, y paratodaacción a E A setiene que

p(P, A)

p(P,A).P/(a,A) It
= p([JPJi,A)
= p(j[P Ji, A) . [PJ/(a, A) U

Demostración: Razonaremospor inducciónestructural,respectode la sintaxis

de los procesos,utilizando las proposiciones4.1, 5.7 y 5.8.

Paralos procesosSTOP,DIV y prefijo, el resultadoes trivial, puesel primero

sólo alcanzael estadovacio, mientrasqueel segundono tiene estadosen ninguna

de ambassemánticas.Igualmenteel único estadoalcanzadopor un procesode la

forma a —* P, es el mismo en las dos semánticas.En lo que hacereferenciaa

las continuaciones,las mismassolo aparecenen el caso del operadorprefijo, y al

ser la obtenidaun procesosintáctico,podemoslimitarnosa aplicar la hipótesisde

inducciónestructural.

R 1 ½

fi 1

=>3>3
A «EA

->3

B—A!=G
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Parala eleccióninterna,tenemosen primer lugar quela probabilidadde alcan-

zar un estadoverifica

p([p]Pfl[1 —p]Q,A) = p.p(P,A)+(1p).p(Q,A)
= p.p(¡[PJi,A)+(1p).p(¡[Qj,A)

= p([[p]P fl [1 — p]QJi, A)

mientrasque parasuscontinuaciones,aplicandolas proposiciones4.1 y 5.7, tene-

mos

p([p]P VI [1 — p]Q, A). ([p]P F1[1 — p]Q/(a, A) 1 t

= p.p(P,A) . (P/(a,A) 1 i)+(l —79) p(Q,A) (Q¡(a,A) t)

= p pflfPjj, A) . (jJPJi/(a,A) U t) + (1 —p) . p([QJJ, A) . ([QJi/(a, A) 1 t)

= p(j[pJP VI [1— p]QJi, A). (¡jj[p]P VI [1 — p]QJi¡(a, A) ¡

Respectoa la elecciónexterna,paralas probabilidadesde alcanzarun estado

tenemos

>3
A=B LIC

p(P,B) .p(Q,O)

— >3 p([PJi,B).p([QJi,O)
= —p]QJi,A)

y paralas continuaciones,tambiénen virtud de las proposiciones4.1 y 5.7

p([p]PO[l — p]Q, A). [plPO[l — p]Q/(a, A) U

— >3 p(P, 3) . p(Q,0) Ooni([p]PO[1 — p]Q, i, 3,0, a)
A=BuC

— >3 p(¡[PJi, 3) . pUIQJi,0) . Oont([[p]PO[1 — p]Q Ji, t, 3,0, a)
A=BuC

= p([[p]PEJ[1 — p]Q Ji, A). ¡[p]PEJ[1 — p]QJi/(a, A) U
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donde la igualdad entreambasaplicacionesde la función Oont vienejustificada

por el hechode quesusvaloresson,en los mismos casos,bien los correspondientes

a. P/(a,A), a Q/(a,A), o a la eleccióninternaentreambos.

En cuantoal operadorparalelo,tenemosen primer lugar

p([p]P¡LÁ[1 — p]Q, D) = >3 p(P, E). p(Q,0)
B,C

— >3p([PJi,B).p([QJi,O)
E

= p(¡[Ep]PIUÁ[l — plQ Ji, D)

siendo3 y O talesque D = (BU 0)—A u (A n EnO).

Mientrasque,por la mismarazon anterior,las continuacionesverifican

p([p]PUIÁ[l — p]Q, D) . LIPUIA[1 — plQ/(a,D) U
— >3 p(P, E) . p(Q,O) Oont([p]PUUD[l — p]Q, i, E,0, a)

B ,C

— >3 p(¡~.PJi, 3) ~Ú1QJi, 0) . Oont([[p]P¡ID[1 — p]Q Ji, 1,3,0, a)
B,C

= p(UUP]PUUD[1 — p]QJi, A) . [[p]P¡¡D[1— p]QJi/(a, A) U

siendoE y O talesque D = (E U O) — A U (A VI Efl 0).

Finalmente,en el caso de la ocultación,ademásde la inducción estructural,

nos vemosobligados,comoya vienesiendousual,a razonarademáspor inducción

respectode las aproximacionespor medio de las cualesdefinimos la semánticade

la ocultación. Así, comenzandopor las probabilidadesde alcanzarun estado,en

lo que hacereferenciaa la aproximación1, tenemos

p(P\í(a,q),A) = p(P,A) = p([PJi,A) = p([P\1(a,q)Ji,A)

En lo que se refiere a la aproximaciónde nivel ri, como podemosreducir la

aplicaciónde la ocultacióndenivel n a aplicacionesdeocultacionesde nivel n —1,

aplicando la hipótesisde inducción respectodel nivel de la aproximación,y la
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hipótesisde inducciónestructural,concluimos

p(P\,,(a, q), A)

= p(F, A) + q~ ( >3 p(]D, 3) . p(P/(a,E)\,,...í(a,q), A)) +
«ERCE

p(P, 3). >3 p(P¡(a,3)\,,—~(a, q), O)
BuC=A

p([PJi, E) . p(j[P/(a, B)\,,~i(a, q)Ji, A)) +

(l—q)( >3
«EBCAU{o>

p([PJ,A) + q( >3
«ERCE

p(¡[PJi,E) . >3 p~[P/(a,E)~,...í(a,q)Ji,O)
BuC=A

(1—q).( >3
«EBGAU{«}

= p([P\,,(a, q)Ji, A)

En cuantoa las continuaciones,el razonamientoes análogo,de maneraquepor

medio de una doble inducción, estructuraly respectodel nivel de las aproxima-

ciones,y de la aplicaciónde las proposiciones4.1 y 5.7, obtenemos

p(P\(a,q), A) . P\(a, q)/(b, A) ¡ i

— p(P,A) . P/(6, A)\(a,q) ¡ i +

q~ ( >3 p(P, E) . p(P/(a,E)\(a, q),A). P/(a,E)\(a, q)/(b,A) 1 i) +
«ERCE

(1—q)( >3
aERCAU{a}{ P/(6,E)\(a,q) It

P/(a,E)\(a,q)/(b, O) I
— p(I[PJi, A) . [P¡(b, A)\(a,q] ¡ t +

q~ ( >3 p([P Ji, 3). p([P/(a, E)\(a,q)Ji, A). [P/(a, E)\(a, q)/(b, A)Ji 1 t) +
«ERCE

(1—q).( >3 p(¡[PJi,E). >3 p([P/(a,E)\(a,q)Ji,O)~
«ER§AU{«} BuC=A{ ¡[P/(b, E)\(a,q] 1 t Si 6 E E

EP¡(a, E)\(a,q)¡(b, 0)Ji 1 t Si 6 ~ E
— p(¡[F\(a,q)j,A) [P\(a,q)¡(b,A)j U t

p(P, 3) . >3 p(P/(a,E)\(a, q),0)
RuC=A

Si 6 E E

Si6gB

dondeparaabreviar la exposiciónnoshemospermitido la utilización de la carac-

terizacion recursivade la definición de la semánticadel operadorde ocultación.
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o

Como corolario inmediatode este lema tenemosel

Corolario 5.1 Paratodo procesosintácticoP y para todo test t setiene

PH = ¡[iil~

Demostración: Si P esfinito el resultadoes inmediato a partir del lema 5.1,

parael casode que sea recursivo,tenemos

Ph = lim,,P~It

¡[E] 1 = hm,, ¡[P,f~Ji 1 t

Dondelos procesosE,, sonlas aproximacionessintácticasfinitas a E. Entonces,

por seréstasfinitas, sabemosque

de dondeconcluimos

PI i = limE,, It = lirn[PJ ¡t = [E] ji

obteniendosepor tanto queel resultadoesen efectoextensiblea procesosdefinidos

recursivamente. o

Lema 5.2 SeaE un procesosintácticofinito, entoncesparatodotest 1 sesatisface

(U~] ¡
1(a,A—{a}) —

[P]¡(a,A) 1 =

>3 (.i)IA—CI .

CcA—{a}

¡4[f EJi, A)

Demostración: Por un lado paraa g O se tiene

1

[P] 1 — ~ ~-¡ . p(~P], E U {a}) . [PJ/(a, BU {a}) 1 1/a

Además

«ERC.4 ~ . p([P], BU {a}). [P]/(a,E U {a}) 1 1/a
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por lo que

[P] ¡
1(a,A—{a}) — >3 (1)IACI[p] 1 t(«~c~ —

CCA—{«}

1.. p([P], A). [P]/(a, A) It/a

dedondeseobtieneel resultadodeseado. O

Corolario 5.2 Los resultadosobtenidos en el lema 5.1 y el corolario 5.1 son

tambiénválidos para las continuacionesarbitrariamenteprofundasde la forma

P/(aí, A1)!... ¡(a,,, A,,).

Demostración: A partir del lema 5.2 podemosexpresarel pasode un test por

partede cadacontinuaciónde un procesosemántico,en función de los pasosde

tests por parte del procesodado. Por otra parte, sabemosque para procesos

sintácticos,ello estrivialmentecierto, por definición. Finalmente,comoel pasode

testspor partede los procesossintácticoses igual al pasode testpor partede sus

semánticasdenotacionales,como indica el corolario 5.1, concluimos que para los

procesosresultantesde la aplicaciónde unaoperaciónResto,sesatisfaceen efecto

el resultadodeseado.Por último, podemosgeneralizarel mismo a aplicaciones

reiteradasdel operador,por medio de una simple inducción sobreel número de

vecesqueaplicamosel mismo.

Corolario 5.3 El resultadoenunciadoen la proposición4.2 paraprocesossintác-

ticos, escierto tambiénparaprocesosde la forma P¡(aí, A1)¡” . ¡(a,,, A,,).

Demostración:

P¡(ai,Aí)/. . /(a,,,A,,) ¡ 1 = UP]/(aí,Ai)¡. . . /(a,,,A,,) ¡1

= >3 >3 s(a, A, 1) . p([P]/(aí, Aí)/ . . . ¡(a,,, A,,), A)
A~S «EA

= >3 >3s(a,A,t) .p(P¡(aí,Ai)¡...¡(a,,,A,,),A)~
,ACS «EA

(P/(aí,A1)/• . . ¡(a,,, A,,)¡(a,A) U 1/a

o
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Lema 5.3 SiendoP un procesosintáctico finito, consideremossu semánticade

pruebas,y denotemospor R~ el árbol probabilísticoobtenidoa partir de la misma

por medio de la definición 5.13. Entoncesparatodo test 1 setiene

P ¡ t = Rj~ ¡1

y la misma propiedades cierta paralas continuacionesdel procesoP de la forma

P¡(ai,Aí)¡. .

Demostración: Partimosde las expansionesde amboslados de la igualdadque

nos suministranla proposición4.2 y la definición 5.12. Por otra parte, tenemos

que, en virtud de la definición del árbol R~ se tiene

p(R~,A) = p(P,A)

(RT)¡(a,A) =

Bastaríaentoncespara concluir el resultadodeseado,que P/(a,A) ¡ t¡a fuese

igual a ~~/(«Á) ¡ 1/a. Perovemosquesetrata del mismo resultadoque deseamos,

si bien aplicadoal procesoP¡(a,A) y al test 1/a, en lugar de al procesoP y al

test 1 de partida. Ahora bien, el corolario 5.3 nos indica que el resultadode la

prop. 4.2, que hemosaplicadocomo punto de partidadenuestrorazonamiento,es

tambiénválido para procesosde la forma P/(a, A), mientrasque por su parte la

def. 5.12 no precisade generalizaciónalguna,por ser la mismaválidaparaárboles

cualesquiera.

Podemos,por tanto,reordenarnuestrorazonamiento,planteandonosla demos-

tración del resultadodeseadopero para procesossintácticosextendidos,que ten-

gan,ademásde las operacionesde PCSP,en cabezade la expresíonuna secuencia

de operacionestras, es decir procesosde la forma P/(a1,A,,)/ ... ¡(a,,, A,,), con

n > O. Ello se haríapor inducción respectode la profundidaddel test que se

aplique, no presentandola demostracionen cuestióndificultad especialalguna. O

Y llegamospor fin a los siguientesresultados,de los quesesiguela equivalencia

entrela semánticadenotacionaly la de pruebas.

Teorema5.2 Paratodopardeprocesossintácticos,laequivalenciarespectode la

semanticadepruebasimplica laequivalenciarespectode lasemánticadenotacional,
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es decir
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VP,PEPOSPPTP~PDF

Demostración: Partimosde que para todo test 1 se tiene P ¡ t = P’ ¡ 1.

Entonces,por el corolario 5.1 tenemosque

por lo que

T([P~¡) = T([P’Ji)

de dondeobtenemosque los árbolesinducidos~rT(IP]) y rT([P’1) son iguales,y por

tanto, en virtud de la prop. 5.8 se concluye[P] = [P’Ji. O

Teorema543 La equivalenciarespectode la semánticadenotacionalimplica la

equivalenciarespectode la semánticade pruebas,esdecir

VP, P’ E Proc: P D ~ =~ P =T

Demostración: Partimosde la igualdadde los árbolessemánticoscorrespondi-

entesa P y Q. Al serdichosárbolesiguales,tenemos

[Pflí=[P’Ji¡t

de donde,aplicandoel corolario 5.1, obtenemos

P¡1=[P]It=[P’JiIt=P’It

por lo que P T o

Un resultadoimportante,que sesigueinmediatamentede los teoremasy las

proposicionesanteriores,es quela relacióndeordenen la que se basala definición

de la semánticadenotacional,implica la relacióndeordeninducidapor lasemántica

de pruebas.
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Corolario 5.4 La relación de orden denotacionalimplica la relación de orden

inducidapor la semánticade pruebas.Es decir,Paratodo P, P’ E POSPsetiene

[P]~[Q] !=~VIEPTESTP 1 t=Q ¡1

Demostración: Por la prop.4.2 tenemos

P ¡ t = >3 >3 s(a,A,t) p(P,A) . F¡(a,A) ¡
«EFL(t) aEACZ

Entonces,puestoque [P] E [Q]tenemosque paratodo A C 2 y paratodo a E A

secumple

y en tal caso, por

inmediatamente

p([P],A) = p(EQ],A)

[P]/(a, A) ~ [Q]/(a, A)

inducción respectoa la profundidad de los tests se concluye

- >3 >3s(a,
aEFt(t) aEACZ

<>3 >3s(a,
«EF«t)aEA~S

=Qjt

A, 1) . p(P, A)~ P/(a, A) ¡ 1/a

A,t) . p(Q,A). Q/(a,A) 1 1/a

Este resultadonossirveen particularparaconcluir la demostraciónde la cor-

reccionde la definicióndel pasode testsparaprocesosrecursivos,queen el capitulo

precedentedejábamosincompleta,retrasandosu conclusiónhastaque secontase

con los resultadosauxiliaresprecisos,que sonjustamentelos queahoraacabamos

deprobar.Másexactamente,el resultadocuyapruebahabíamosdejadopendiente,

esel que sepresentaen el siguiente

Corolario 5.5 Paratodo

1 la sucesión

procesosintácticorecursivopX.P(X), y paratodotest

Po ¡ t,Pi ¡ t...,P,, 1,...

P¡t

O

es creciente.
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Demostración: Se obtieneinmediatamentea partir del corolario anterior,y de

que la siguientecadenaes en efectoascendente:

[P0Jic[P1Jic...c[P,,]c...

o

Sin embargo,el recíprocodel corolario 5.4 no es cierto, pudiendoseencontrar

procesosrelacionadosrespectoal pasode tests, que no obstante,no son rela-

cionablesdenotacionalmente.Ello puedecomprobarsepor medio del siguiente

Ejemplo 5.1 Consideremoslos siguientesprocesos

P = [~]a —+ STOPVI [~]6—* STOP

Q = []([]a —+ STOPO [~]6—+ STOP) VI []STOP

definidossobreel alfabeto{a, 6}. Tenemosque paratodo test 1 se cumple

Qji = Fil

Ahora bien, en lo que serefiere a la semánticadenotacional,si consideramoslos

estados{a} y {a, b}, tenemos

p(P,{a}) = p(Q,{a}) = O

p(P,{a,b}) = O p(Q,{a,6}) = 2

de dondesesiguequedichosprocesosno estánrelacionadosrespectode la relación

de orden correspondientea dichasemántica. O

Hemospuesdefinido un modelodenotacional,parael cual hemoscomprobado

la equivalenciaentre la correspondientesemánticadenotacionaly la semánticade

pruebaspreviamentedefinida. Ahora bien, como acabamosde comprobar,dicha

equivalenciaentre las semánticasse tiene sólo a nivel de las equivalenciasentre

procesosque inducen,no manteniéndosela misma al nivel de las relacionesde

ordencorrespondientes.

Más exactamente,tenemosque aunquela relación de orden denotacionalim-

plica el orden respectoa la semánticade pruebas,las dos relacionesde ordenno
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coinciden,puestoqueel recíprocono es cierto en general.Podríaentoncesintere-

sarnosdefinir una nuevasemánticadenotacional,basadaen una nuevarelación

de orden, que resulteser absolutamenteequivalentea la semánticade pruebas.

Obsérveseque de caraa definir el nuevomodelo denotacionales razonableman-

tenerel mismo conjunto soporte,puesla equivalenciaentreprocesosdebeseguir

siendola misma. En consecuencianoslimitaremos a buscaruna nuevarelaciónde

ordensobreel dominio de los árbolesprobabilísticos,quecoincidaa la postrecon

la inducidapor los tests.

5.4 Una nueva relación de orden

Como veíamosen el capítulo anterior, los testsde la forma j(«,A), mediantelos

cualeshemosdefinido la operaciónP¡(a, A), capturancadauno deellos la proba-

bilidad de que un procesoalcanceun estadoincluido en el conjunto A, y continde

tras ello aceptandoel restodel test it.

Comoya hemosindicado,la relacióndeordenen quehemosbasadola definición

de la semánticadenotacionalno coincidecon la inducidapor los tests,querecorde-

mos viene dadapor

PETQ ~ V1tEPTEST .P It=QIt

Ello es debido a que la relación de orden que hemosutilizado estábasadaen la

operación P¡(a,A), operaciónque en el marcode la semánticade pruebassolo

es posibledefinir por medio de una combinaciónde sumasy restasde resultados

de pasode ciertos tests. Entonces,si tenemosque P ~ Q, tendríamosque los

sumandosque aparecencon signo positivo en la expresiónque define una cierta

aplicaciónde la operación tras, sí que son mayoresen el caso en que aplicamos

dichaoperacióna P, que cuandolo hacemosa Q; sin embargo,en el casode los

sumandosqueaparecencon signomenos,la relaciónde orden quetendríamosseria

justo la contrariade la deseada,por lo que en definitiva nadapodemosconcluir

en general,en lo queserefiere a la ordenaciónentreP y Q respectode la relación

de orden utilizada paradefinir la semánticadenotacional.Ello quedoprobadoen

particularpor medio del contraejemplopresentadoen el Ejemplo 5.1.
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La detecciónde la razónúltima por la cual no se tienela equivalenciaentrelas

dos relacionesde orden,nos indica el caminoparadefinir en el marcodenotacional

la deseadarelación deordenequivalentea la inducidapor los tests. En efecto,de

caraa definir la misma deberíamosbasarnosen una nuevaoperacionresto de un

procesotras la ejecuciónde una acción, que seacapturablepor un único test, o

en el peor de los casos,por medio de sumasde pasosde tests,sin que intervenga

resta alguna. En concreto, y como quieraque nuestrosproblemasprovienende

que la operación tras hastaahora consideradaquedabadefinida por medio de

una combinaciónde testsde la forma jU~,Á), lo que haremosserádefinir la nueva

operación resto por medio de uno sólo de dichostests.

Definición 5.14 (Nuevoresto de un procesotras la ejecuciónde una acción)

SeaP un proceso A C £, y a E A; definimos el procesoP//(a, A) como el árbol

que resultade eliminaren P todasaquellasramasquepartande la raíz quevayan

etiquetadascon conjuntosE talesque E ~ A o bien a g 3, normalizandotras ello

el resultadoobtenido. O

Definición 5.15 (Nuevoordenentreprocesos)

La nuevarelacióndeordenentreprocesos,quedenotaremosmedianteEb sedefine

recursivamente,diciendoque setiene P Eb Q si y sólo si secumplen

1. VAC>O aEA, >3 p(P,A’) = >3 p(Q,A’)
aEt4’CA aEA’CA

2. V A Gb S, a E A, P/¡(a, A) % Q¡¡(a, A)

o

Teorema5.4 La nuevarelación de orden definida en la semánticadenotacional

es equivalentea la relación de ordeninducida por los tests,es decir que setiene

PC7Q ~* PEbQ.

Demostración: Parala implicación r4~ tenemosque probar

ViteTree PI~=QIt ~ PEZbQ
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Respectoa la primeraafirmacion tenemos

P~rQ ~ ViETree P¡t=Q¡1

Por otra parte,dado un test cualquiera1, de la definición de la operaciónj(«,A> y

de la caracterizaciónde P ¡ 1 seobtieneque

p ¡
1(«.A) = ~4’CA p(P,A’) . ¡{.~ .(~P/Q~~ A’) j 1)

Peroconsiderandola nuevaoperacióndefinida en estasección,llegamosa

P ¡ 1<«A> = P//(cz,A) ¡ i

y puestoque

P ¡ lA >3
«EA’CA

79(P, A’)

tenemosque, si paracualquierit c PTEST,secumpleque P ¡ 1 =Q ¡ 1, podemos

afirmar

1. V A C 2 a EA

PIlA =Q¡iÁ

luego

>3
o EA’ CA

p(P,A’) = >3
aEA’CA

p(Q,A’)

2. V A G 2 a EA

P t~«-
4~ =Q ¡

luego

P¡¡(a, A) L’,, Q//(a, A)

por lo que concluimosque P Ef,, Q comopretendíamos

La otra implicación (@) esmáscomplicada.

Paracomprobarla,supondremosen primer lugar, para ir fijando ideas, que

nuestroalfabetoestácompuestotan sólo de dos acciones:2 = {a, 6)> Entonces,

la expresiónque define la probabilidaddeaceptaciónde un test1 puedeescribirse

en la forma
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P¡1=

p(P, {a}). P/(a, {a}) ¡ 1/a + ~
4Pb79(~’ {a,6}) . P,’(a, {a,6}) 1/a +

Pa Pa

Pa +Pb~ p(P, {b}) . P¡(6,{6}) 11/6+ Pb P,{a,6}) .P/(b,{a,b}) ¡ 1/6 =

p(P, {a, b})

Pa+Pb . [(p«+ Pb) .
Pb p(P,{a,6})

P,{a}).P¡(a,{a}) ¡ t/a+

{a, 6)) ¡
P,{b}) .P¡(6,{b}) ¡ 1/6+

.P/(b,{a,b}) 11/61

Si consideramosque P/(a, A) ¡ it/a =Q¡(a, A) ¡ 1¡a, hipótesisasumibleen

un razonamientopor induccionsobrela profundidaddel test,tenemosqueparala

acciona, por tenerseP Eb Q, secumple

p(P,{a}).P¡(a,{a}) 1 1¡a

p(P, {a}) . P¡(a, {a}) 1 1¡a

p(Q, ja)) . Q¡(a, ja>) ¡ it/a

por lo queobtenemosel resultado

(p« + ph) . p(P, ja)) . P/(a, ja)) ¡ it/a + p« . p(P, ja, 6>) . P/(a, ja, 6>) 1 1/a
(p(P,{a}) . P¡(a,{a}) 1 1/a+p(P,{a,6}) .P¡(a,{a,6)) 1

(790 + Pb) (p(P, {a)) P/(a, {a)) ¡ it/a)
< p« . (p(Q, {a)) Q/(a, ja)) 1 1/a + p(Q, {a, 6)) . Q/(a, ja, 6>) ¡

(p« + ~ . (p(Q, {a)) Q¡(a, {a}) ¡ 1/a)

Al ser estotambiéncierto parala acción 6, obtenemos

=p(Q, ja)) Q/(a, ja)) 1 1/a

+p(P,ja,6})P/(a,{a,6}) 1/a <

+ p(Q, ja, b}) . Q/(a, ja, 6)) ¡ 1/a

PJI =Q¡1

Si pasamosahoraa considerarel caso de un alfabeto de tres acciones2 =

ja, 6, e>, podemosrazonarde unamaneraparecida.Parasimplificar, utilizaremos

la siguientenotacion

a representaa

PA representaa
P a

P,A).P/(a,A) ¡ 1/a

Paratodaacción a

Paratoda acción a, a E A

Entoncestenemosque

P11= Pa~+P«bt+P«ct+ P¿~bc4~+

b

P4+Fba++Pbc&4+Pabc «+b~c+
P4+P ~+ P5~ + Pabc4~+cb+«
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Si nos restringimosa la acción a tenemos

P«S+P«b~~+P«Ct+P«b.~T~Te—

a(a-f-b)(a+cft«+b+c) ( P«(a + 6)(a + c)(a + 6 + c)+
P«ba(a+ c)(a + 6 + c)+

P«~(a + 6)a(a + 6 + c)+

P«b~(a + b)(a + c)a)

aPuestoque a(a±6)(a-~-c)(a±b±c) aparecetanto en el desarrollode P comoen

el de Q, podemossimplificarlo, y con vistas a extraer como factor comun en el

desarrolloanterioraquélque aparecemultiplicandoa P«bc, reescribimos

P«(a + 6)(a + c)(a + 6 + e) + P&,a(a + c)(a + 6 + c) + P«~(a + 6)a(a + 6 + c)-¡-

P«b~(a+b)(a+c)a =

(P« + P«b + P«~ + P«b«) . (a + b)(a + c)a +

(P«(a + b)(a + c)(6 + o) + P&,a(a + c)c + P««a(a+ 6)6)

Como P ~ Q tenemosentoncesque

(P« + Pa~ + P«~ + P«b~) . (a + 6)(a + c)a =(Q« + Q«~ + Qe+ Q«bc) (a + b)(a + c)a

por lo que nosqueda

P«(a+6)(a+c)(6+c)+P«ba(a+c)c+P«~a(a+b)6 —

P«(a±b)(a+c)c+P«ba(a+c)c+P«(a+6)(a+c)6+F«Ca(a+b)b

Perotenemosque

P«(a + 6)(a + c)c + P«ba(a+ c)c

(P« + P«b)a(a+ c)c + P«(6(a+ c)c)

(Qa + Q«~)a(a + c)c + QÁ6(a + c)c)

y que
P«(a + 6)(a + c)b + P«~a(a + c)6 =

(P« + P«ja(a + 6)6 + P«(c(a +6)6) =

(Q. + Q«~)a(a + 6)6+ Q«(c(a + 6)6)

por lo quefinalmentepodemosconcluir, sin másquerepetirel razonamiento,exac-

tamentecomo lo hicimos parael caso del alfabetocon dos acciones,y repitiendo

el razonamientoparael restode las accionesdel alfabeto,

P¡1 =Q¡1
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Vemospues,que para el caso del alfabetocon tres acciones,hemosreducido

el problemaa un par de instanciasdel mismo paraun alfabetocon dos acciones,

por cadaacción en el alfabeto. Ello nos da la ideade como enfocarel problema

en el casogeneral. Pero a fin de facilitar al lector la comprensióndel proceso,

antesde exponer la solución general expondremosla misma para el caso de un

alfabeto con cuatro acciones. Entoncesla comprobaciónde que la aportación

de cadaaccion es menor en P que en Q puedereducirsea un conjunto de tres

comprobacionesanálogassobreun alfabetode trés acciones.Ello puedeilustrarse

esquemáticamentepor medio de la siguientetabla, correspondienteen particular

a las aportacionesde la accion a.

(a + e) (a + d)

(a+c) (a+d)

a (a+d)

(a+c) a

(a+c) (a+d)

(a + c) (a + o!)

(a + c) (a + d)

(a + c) (a + o!)

(a + 6

(a + 6

(a + 6

(a + 6

a

(a + 6

(a + 6

(a+6

+c) (a+b+d)

+c) (a+6+d)

+c) (a+b+d)

+ e) (a + 6 + o!)

(a±b+d)

+c) a

+c) (a+6+d)

+c) (a+6+d)

Al restar la última fila de todas las demásnos queda

(a+d) (a+6+c)

(a+d) (a+6+c)

(a+d) (a+b+c)

a (a+b+c)

(a+d) a

(a+d) (a+6+

(a+d) (a+6+

(a + 6±o!)

(a + 6 + o!)

(a+6+d)

(a±b+d)

(a + 6 + o!)

e) a

e) (a+b+d)

(a+e+d) (6+c+d)

(a+c+d) (c+d)

(a+c+d) (b±d)

(a+e+d) (6+ e)

(a+c+d) o!

(a+c+d) c

a 6

PO

Poe

Pabe

Raed

P«bcd

(a+6)

a

(a+6)

(a+b)

(a+6)

(a±6)

(a+6)

(a+6)

(a+c+d)

(a + c + d)

(a+c+d)

(a+ c+d)

(a+ c+d)

(a+c+ o!)

a

(a+c+d)

(a+ 6+

(a+6+

(a+6+

(a +6+

(a±6+

(a+6+

(a+6+

a

o!)

o!)

d)

d)

d)

o!)

o!)

Pa

Poe

P«d

P«~d

(a+6)

a

(a+b)

(a+6)

(a ±6)

(a+6)

(a+6)

(a+c)

(a+c)

a

(a+c)

(a+c)

(a±c)

(a+e)

que efectivamente,podemostransformaren las tres tablassiguientes:
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(a+c) (a+6+c)

(a+c) (a+6+c)

a (a+6+c)

(a±c) a

(a+6) (a+ o!) (a+6+d)

a (a+d) (a+6+cl)

(a+b) a (a+6+o!)

(a+6) (a+d) a

(a+c) (a+

(a+c) (a+

(a+c) (a+

(a+c) (a±

6±

6+

6+

6+

e) (a+c+d)

e) (a+c+d)

e) (a+c+d)

e) (a+c+d)

(a±c) (a+d) (a+c+cl)

a (a+d) (a+c+d)

(a+c) a (a+c+cl)

(a+c) (a+d) a

(a+6) (a+6+c) (a+6+d)

(a+6) (a+b+c) (a+6+d)

(a+b) (a+6+c) (a+6+d)

(a+6) (a+6+c) (a+6+o!)

Pero observamosque por ejemplo en la primera todas las filas contienenel

factor común (a + d)(a + 6 + d)(a + e + o!)d, que por tanto podemossimplificar,

al aparecerpor igual en los dos lados de la desigualdadque estamosestudiando.

Análogamenteocurrecon lasotrasdos tablas,en las quetambiénaparecensendos

factorescomunes. Pero la simplificación de los mismos reducelas tablas a las

correspondientesa un alfabeto de tres acciones,paralos que ya sabemosque se

cumplela desigualdadperseguida.

Finalmente,generalizaremosel razonamientopara un alfabetode u acciones,

para lo cual procederemospor inducción, siguiendoel mismo procesoque hemos

presentadopara el caso de cuatro acciones. En consecuencia,procederemosa

estudiarla tabla que define las aportacionesde cadaacción,restandoa cadafila

de la mismala última fila dedichatabla,comprobándosequela tabla asíobtenida

puededescomponerse,tras las oportunassimplificacionesde los correspondientes

factorescomunes,en una familia de u — 1 tablas con u — 1 accionescadauna de

ellas,con lo que quedarádemostradala desigualdaddeseada.

PC

Lb

Pac

Pobo

(a+6)

a

(a+b)

(a+b)

(a+d)

(a+d)

(a+d)

(a±d)

(a+

(a+

(a+

(a+

6 + o!)

6+ o!)

6+ o!)

6 + o!)

(a + c + o!)

(a + c + o!)

(a+c+o!)

(a+c+ o!)

o!

o!

o!

o!

PC

Pad

P«bd

e

e

c

e

Pat

Poad

6

6

6

6

La tabla original en cuestiónseríala siguiente:
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(a~ + a2) (a1 + a3)

a1 (a1 + aa)

(a1 + a2) a1

(cii

(al

... (a~

+02+03) ... (01+02+

+a2+a3) ... (01+02+

+02+03) ... (aí +02+

(aí + 02) (a1 + cia) (aí + a2 + 03) (01+ 02 + . .. + ci,,)

P«,..«,, (aí + a2) (cii + aa) (a~ + 02 + os)

La sumaglobal T,, por ella definida, la podemos

T,,= >3 PA~ fi c,4,A’
aEACS aEA’#{a}

reescribir en la forma

donde,paracadapar A, A’ el valor cA,A’ vienedefinido por

>36 SiA#A’
cAA~={ ~bEA’

Si A = A’ # ja>

Entonces,tras restarlos sumandoscorrespondientesa la última fila obtenemosuna

nuevatabla,cuyo valor definido por la mismaT, viene dadopor

T,’,=T,,—>3PA. fi C~’
AC~ aEA’!={a}

y puestoque sabemos

>3PA=>3QA
ACS J4CS

obtenemos

>3 P4< fi CnAI < >30- 11
ACS aEA’#{o} ACE OEA’#{a}

Quedaentoncesporprobarqueel valor T,~ correspondienteal desarrollodel proceso

P es menor que el correspondienteal desarrollodel procesoQ. Peroello escierto,

pues

A#EA’$S

->3

bES—{o}

->3

beE—{a}

->3

bEZ—{a}

>3 11 cAAt
A#EA’#S

>3(I~I cAA’~ fi CA,A~)
A!=Eb~A’!=S bEA’!=S

fi cA,AI >3 ~ ~A,A’
A#SbEA’#S

Pal

P0,02

P0j 03

P«, 0íaí

a,,)

a,,)

a,,)

+

+

+

+

01
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cuyo último pasoes correcto,graciasa que los coeficientescA,A’ correspondientes

a los conjuntosA’ con 6 « A’ aparecenen todos los sumandos,por lo quepueden

extraersecomo factor común. Como dichosfactorescomunesson los mismospara

P que para Q, puedenser simplificados, quedándonosentoncesuna familia de

términoscadauno de los cualescorrespondea unatabla de un alfabetocon n — 1

acciones,por lo que podemosaplicar la hipótesis de inducción para concluir la

desigualdaddeseada. o

En basea estanuevarelación de orden podríamosdefinir un modelo denota-

cional alternativo(sobreel mismo conjunto de árbolesprobabilísticos),en basea

las mismasdefinicionesde los operadoressemánticos.Naturalmente,deberíamos

comprobarque los mismos siguen siendomonótonosy continuos,en relacion al

nuevoorden. Ello exigiría pruebassimilares a las realizadasen la Sección 5.2, y

como quieraque las mismasno añadiríanningunaideanovedosa,y por otra parte

el resultadoa probarno resultaespecialmenteimportante,hemosdecididoomitir.

Ahora bien, la semánticade PCSP definida por dicho modelo coincidiría con

la previamentedefinida, decaraa probardichaafirmaciónbastaríaprobarquelos

supremosrespectodeambosordenesde las cadenasdela forma<Ffl,,erq coinciden.

Peroello es así dado que Cb=ET, y por la forma en que están definidas las

semánticasinducidaspor estasrelacionesdeorden, setiene

[P,,Ji’ ¡1 = P ¡ it

Por otra parte,el corolario 5.1 nos indica que

[P,,Ji ¡ it = P 1 t

dedondeseconcluyeinmediatamentela igualdadentreambassemánticasdenota-

cionales.
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Capítulo 6

Sistema de axiomas y reglas

En estecapítulo introduciremosun Sistemade Axiomas y Reglascorrecto y com-

pleto respectode la semánticade pruebas,que nos permitiráprobar equivalen-

cias y relacionesde ordenentreprocesos.Comenzaremosnuestroestudiorestrin-

giéndonosa un subconjuntobásicode PGSP,quedenominaremosFPCSP,que in-

cluirá sólo a los términosfinitos quepuedenconstruirsea partir del procesoSTO]’,

utilizando el operadorprefijo y las dos clasesde elecciones.Paraestelenguaje,

ofreceremosun conjunto deaxiomasy reglasde inferencia,las cualesprobaremos

queformanun sistemacorrecto y completorespectode la semánticade pruebas.

Posteriormenteincluiremosen el lenguajelos operadoresde composiciónpara-

lela y ocultación. Veremosque los mismos son operadoresderivados,por lo que

podemosdar una seriede axiomasque permiten eliminarlos de la sintaxis de los

procesos(módulo la equivalenciasemántica).

Finalmente,generalizaremosel lenguaje incorporandolos términos infinitos,

definidos de manerarecursiva. Ademásde la preceptivareglainfinitaria, que es

necesariointroducir usualmenteparacubrir la recursión,será necesarioen esta

ocasionintroducir unaseriede modificacionesen el sistema,afin de conseguirla

deseadacompletitud del sistema.

151
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6.1 PCSP finito

LlamaremosFPCSP(PCSPfinito) al lenguajegeneradopor la siguientesintaxis:

P = STOP ¡ a—*P ¡ [p]PO[1—p]P 1 [p]PVI[i—p]P

Construiremosun sistemalógico cuyasfórmulas atómicasexpresaránla equi-

valencia,por medio de de un símbolo de relación binaria ~, entredos términos

FPCSP. En el sistemade pruebaincluiremosaxiomasqueexpresenpropiedades

como la idempotencia,simetría,asociatividad,distributividad de ciertos opera-

doresdel lenguaje,junto a otros que definen el comportamientode otros opera-

doresrespectodel operadorprefijo, que en algunaforma es el más básico, por

serel único que en si mismo expresaun comportamientodinámicode cambio de

estado.Por otraparte,las reglasde inferenciaasertaránsobrela monotoníade los

operadoresrespectode la equivalenciaetreprocesos.

6.1.1 Sistemade axiomasy correcciónde los mismos

A continuaciónse presentanlos axiomasdel sistemaque se propone,junto con

la pruebade correcciónde cadauno de ellos, adjuntandouna breveexplicación

cuandoello se considerenecesario.

• El operadorVI es idempotente.

Al] [p]PVI[1—p]P P

La demostraciónestrivial.

• El operadorVI es conmutativo.

A2] [p]Pn[í—p]Q [1—p]QVI[p]P

Demostración:Sea it E PTEST,entonces

[plPFl[1—íAQ 1 = pP 1 1+(1—p).Q ¡1
= (1 p) .Q 1 1+79~P II

= [1—p]QVI[p]P 1 it
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• El operadorVI es asociativo,salvo la necesidadde reequilibrarlas probabili-

dadesinvolucradas.

AS] [AF VI [q + r]([44Q VI [~4fi) [p+ q]([~]P VI [~4~jQ) VI [r]R

Demostración:Sea it E PTEST, entonces

[p]PVI[q+r]([ q ]QVI[ ~ ]R) II
q+r q+r

= p.(P 1 t)+q.(Q ¡ it)+r.(R ¡1)

= [p+q]Cf~]PVI[j~]Q)F1HR 1

La asociatividady conmutatividaddel operadorVI, nos permite extenderde

maneranaturalel mismo a un numeroarbitrario de operandos,y no sólo utilizarlo

como operadorbinario, tal y como ha sido definidoen la sintaxis. Así, si >3pi = 1

y {P¿¡i = 1,... ,n} es una familia de procesos,definimos el proceso

n
Fi [794P1
i=1

quedenotaal procesoresultadode unaseriecualquierade operacionesbinariasde

elección interna, que tengancomo argumentosa los procesosP~ que se indican,

y probabilidadesadecuadamenteponderadasen función de los p~ dados. Más

exactamente,definimos

792 79
Fi[p~]P~ = [p1]PíVI[>3p1]([ ]P2VI ...[ ~ ji’,,..)
i=1 i=2 ~ l—2,=1 pi

dondeel orden de los operandoses significativo en principio, si bien a la postre

ello no seríacierto, pueslas propiedadesde asociatividady conmutatividadde la

eleccióninternabinaria nos permitenreescribir la expresiónen el lado derechode

la definición en la correspondientea cualquierreordenacióny reagrupaciónde sus

operandos.

• El operadorO es conmutativo.

A4] [p]PO[1—p]Q [1—p]QO[p]P
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u Demostración:En efecto,si it E PTEST,tenemos

3 [p]PO[1—p]Q ¡

= s(a,AUB,it) •p(P,A) .p(Q,B)~ Oonit(O,t,A,E,a)u aEPt(t) -‘“PCE

= >3 >3 .s(a,AUE,it) .p(P,E) -p(Q,A) Conit(O,t,E,A,a)
aEFt<f> A.BCS

oEBUAu =

u
• El procesoSTOPes elementoneutroparael operadorO.u AS] [p]PO[1 — p]STOP

u Demostración:Paratodo it E PTEST setiene[p]Po[1 — p]STOP ¡ it

¡ — >3 >3 .s(a,A, it) . p(P,A) . p(STOF,0) . Oont(O, it, A, It, ci)

— >3 >3 s(a, A, 1) . p(F, A) (P/(a, A) 1 (1/a)u «EA«Efl(i) ACS

u —PIit

u e El operadorprefijo distribuyesobreel operadorVI.
A6] [p](a—*P)fl[1—p](ci—*Q) a-4([pjPVI[1—p]Q)

u Demostración:Sea1 c PTEST, con ci E Ft(t). Entoncesu [p](a—4P)VI[l—p~a---*Q) II

p.(a~P 1 it)+(1—p).(a—-~Q It)

¡ — ¡-‘IP 1 it/a)+(1—p).(Q ¡ it/a)

— (a—*([p]PVI[1—p]Q)) ¡it

u
Por otra parte,si a « Fit(t) y 1 # w tenemos

u [p](a—*P)VI[1-—p](a--4Q) ¡ it =0
(a—*([p]PVI[1—p]Q)) ¡1 =0

E
¡
E
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Finalmente,para it = w

[A(a—* P)fl[1—p](a--* Q) ¡ it = 1

(a—*([p]PVI[1—p]Q)) ¡ it =1

Esta propiedaddel operadorprefijo es interesantecon vistas a retrasarlas

eleccionesinternashastadespuésde seleccionarcual es la acción que vamos a

ejecutar,en los casosen que ello tienesentido.

• La elecciónexternaentredos procesosque comienzancon una mismaaccion

se convierteen interna.

A’?] [p](a —~ P)O[1 — p](a -~ Q) a —* ([p]P VI [1— p]Q)

Demostración:Sea1 E PTEST,con a E Ft(t)

[p](a —* P)O[1 — p](a —* Q) ¡1

= .s(a,{a},1).p(a ~* P,{a}) .p(a —* Q,{a}). Oont(O,1,ja},ja},a)
= j~j(¡-,.(p ¡ t/a)-l-(1—p).(Q ¡ 1/a))

= (a—*([p]PVI[1—p]Q)) ¡ it

Por otra parte,si a « Ft(t)

[p](a —* P)o[1 —p](a —* Q) ¡ it = O

(a—~([p]PVI[1—p]Q)) ¡1 =0

Finalmente,parait = w

[p](a—*P)O[1 —p](a---* Q) ¡ it = 1
(a—+([p]PO[1—p]Q)) ¡ it. =1

Medianteesteaxioma,podremoseliminar las eleccionesexternasque de he-

cho introducenun factordeno-determinismointerno,debidoa quela elección

externaque proporcionanno es tal, puesentre accionesiguales,quien en

definitiva resuelveesel sistema.

• Las probabilidadesasociadasa una elecciónexternaentreprocesosque co-

mienzan por accionesdistintas no tienen ningún significado. Es decir, si

a#6 ,Vp,qc [0,1] setiene
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A8] [p](a —* P)o[l — p](6 — Q) [q](a —* P)O[l — q](b —> Q)

Demostración:En efecto,si it E PTEST

[p](a —~ P)o[l — p](b —4 Q) ¡ it

= s(a,{a,b},it).p(ci —> P,{a}) .p(b —+ Q,{6}) . Oont(O,í,{a},{6},a)

+ s(b,{ci,6},it) . p(a —* P, ja>). p(a —* Q, {6>) . Oont(O,it, ja>, {6>,6)

= s(a,{a,6},t).P ¡ it/a + s(6,ja,6},it)-Q ¡ it/a

= [q](a—*P)O[1 —q](b---> Q) ¡it

Como resultadode esteaxioma, cuandola elecciónexternaesentreacciones

distintas,no tiene sentidohablarde probabilidades,puesel sistemanuncatendrá

que decidir qyé procesoejecutarála acción elegida,puestoque cadauna de ellas

sólo puedeserejecutadapor un operando.Esto nospermitiría llegar a prescindir

en talescasosdeestainformaciónen la sintaxisdel operador.Sin embargo,a fin de

mantenernosfielesa la misma,lo queharemoscuandosenospresenteestasituación

a nivel sintáctico,seráutilizar como distribuciónde probabilidad(irrelevante)una

concreta,que seráaquéllaque viene dadapor un reparto equiprobableentre los

procesoscomponentes.

Mientrasque en CSP clásico secumplían las dos leyesde distributividad que

relacionanlas eleccionesinternay externa,en nuestroPCSPsólo seráválida una

deellas,concretamentela distributividad de O sobreVI, no siendociertaen general

en nuestromodeloprobabilístico,la distributividad contraria.

• El operadorO distribuyesobreVI.

A9] [p]PO[l—p]([q]QVI[1--q]R)

[q]([p]PO[l —p]Q)VI [1 —qj([p]FO[l —p]R)

Demostración:Paraprobarla correciónde esteaxiomatomemosit e PTEST.

Por un lado sabemosque

[q]QVI[1 —.q]R ¡ 1 =q(Q 1 1)+(1 —q)(R ¡it)

Entonces,llamandoS = [q]Q VI [1— q]R tenemos

[p]PO[1—p]S II = >3 >3 s(a,AUE,t).p(P,A).p(S,E).Oont(O,it,A,3,a)
oEFL(t) ADa

aEAUB
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Puestoque 3 es una eleccióninterna, la probabilidaddeque 3 alcanceel estado

Bes

p(S,E) = q~p(Q,B)+ (1 —q) .p(fi,3)

entonces,tenemosqueesteestadoE puedeseralcanzadode tres formasdiferentes:

bien por habersido alcanzadopor el procesoQ (lo queocurre con probabiblidad

q), siendoesteestadoimposiblede seralcanzadopor el procesofi; bien por darse

la situacioninversa,estoes ser alcanzadopor fi siendotambiénimposiblede ser

alcanzadopor Q; o bien por seralcanzadopor uno u otro siendo tambiénposible

que lo hubiesealcanzadoel contrario. Así pues,denotandopor E1 a los estadosen

los que ocurrela primerasituación,por 32 a los correspondientesa la segunda,y

por 33 a los de la última, se tiene

p(Q,31)>0

p(Q,E2) = O

p(Q,Es) >0

Podemosdescomponerla probabilidad

axiomaA9 paseun test1, en la forma

[p]Po[i—p]S 1 = >3 [
«6Fi (t)

>3 s(a,AUBí,t).p(P,
AB1

>3 .s(a,AU32,1).
AB,

>3 s(a,AU331it) p(P,
A,B3

>3 .s(a,AUBa,t) .p(P,
A ,R,

&¿ pQR,Bi)=0

& p(R,B2)>O

L p(R,E3)>0

de que la expresiónen el lado izquierdodel

siguiente:

A) p(Q,Ei) q Oonit(O,1,A,Bí,a>+

A) .p(R,E2) . (1 q) . Oont(O,1,A,32,a)+

A) p(Q,.Ba).q Oont(O,it,A,Ei,a)+

A) .p(fi,E3) (1— q) . Oont(O,1,A,Eí,a)]

Ahorabien, la continuacióndel proceso[p~P~[1—p]S trasejecutarla accióna está

condicionadapor el estadoque ha sido alcanzadopor los procesoscomponentesP

y 3. Así, cuandosea3 quien continúe la ejecución,si el estadoalcanzadoes del

tipo 3~ deberáserQ el que lo haga(puestoque fi no puede);si es del tipo 32

seráfi el que continúe;mientrasque si esdel tipo 33, entoncescon probabilidad

q continuaráQ y con probabilidad 1 — q lo hará fi. Por tanto la sumaanterior
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puedeescribirseen la forma

q >3 >3 s(a, A U B,1)p(P,A)p(Q,E)Oont([p]PO[1 — p]Q, it, A, 3, a) +
oEFI(i) AB

(1— q) >3 >3s(a,AUE,1)p(P,A)p(fi,B)Oont([p]PO[1 —plfi,1,A,E,a)
«EFI(i) A,B

Porlo cual obtenemos

[p]PO[1—p~([q]QVI[1—q]R) II =

q• ([p]PO[1 —p]Q 1 1)+(1 —q) . ([p]PO[1 —p]R 1 it) =

[q]([p~PO[1— p]Q) VI [1 — q]jp]PO[l — p]R) ¡ it

lo que pruebala correccióndel axioma.

La distributividad contraria, tal y como ya seha indicado no sesatisfaceen

generalen nuestromodelo probabilístico. Esto puedecomprobarsemedianteel

siguienteejemplo.

Ejemplo 6.1 Consideremosel siguienteproceso

-~ STOP)VI ®([p]PO[1 — p]Q)

Supongamosqueni P ni Q puedenejecutarla accióna inicialmente.Entonceseste

procesono es equivalenteal que seobtendríaaplicandola posibleley distributiva,

el cual vendríadadopor

1 1
—+ STOP)VI [—]P)O[l — p]([~±1a —~ STO]’) VI

2 2

Ello es en efectoasí,puestoque por ejemplo,en el primercaso la probabilidadde

aceptarel testa.w es ~,mientrasque en el segundo,la probabilidades O

Desgraciadamente,en PCSP tampocopodemosdar un axioma generalequi-

valente al presentadoen A3 para la eleccióninterna, pues en este lenguajela

propiedadasociativapara el operadorO no es cierta, ni aún con un adecuado

reequilibriode las probabilidades.Ello es así, puesen generalla equivalenciasi-

guiente

[p]PO[q+ rl([ q+r lQoL q+r IR) E Lp + ~ p;q ]PO[ A
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no setiene.

Comprobaremosque ello esasímedianteel siguientecontraejemplo:

Ejemplo 6.2 Dadoslos dosprocesossiguientes

= ~(a —+6—+ STOP)O a—4STOPOá6—4STO]’)

= ~a -~ 6 -÷ STOP)Oáa—+ STOP)Oá6—*5TO]’)

que se correspondencon las instanciasde las expresionesque aparecena ambos

ladosde la anteriorequivalenciacorrespondientesa una misma valoraciónde las

variablesqueen la mismaaparecen,tenemosqueal serlesofrecidoel testa.6.w, para

su aceptación,el primerode ellos lo pasacon éxito con probabilidad 1 mientras3,

que el procesoP2 aceptaráel test con probabilidad1 0

La no asociatividaddel operadorO podríallegara tenerunosefectoscatastrófi-

cos en nuestroprocesode búsquedade formasnormales,al complicarseel mismo

tremendamente,puesen principio no quedamoscapacitadospara generalizarel

operadora una familia arbitrariade argumentos.

Afortunadamente,aunqueel operadorno seaasociativo,dichageneralización

siguesiendoposible,aún cuandono podremoshablarexactamentedel propio ope-

rador O como un operadorn-ario, puesla generalizaciónen cuestiónno esabsoluta

sino sólo parcial, si bien, afortunadamente,la misma resulta suficientepara los

objetivos queperseguimos.

Comopuntode partidade caraa sudefinición, nos fijaremosen los axiomasA7

y A8, que nos suministranlas propiedadesprecisasparaabordarla generalización

deseada.

El axiomaA7 nos indica que una elección externaentredos accionesiguales

convierte a aquellaen interna. Tenemosentoncesque restringidoa este caso el

operadorsí esasociativo,puesla eleccióninterna lo es, de maneraque podemos

generalizarel operadorelecciónexternaan operandossiemprequeéstoscomiencen

ofreciendoexclusivamenteuna misma accion.

Por su parte,el axioma AS nosdice que al elegir externamenteentredos ac-

cionesdistintas,las probabilidadesdel operadorcarecende utilidad, por lo que de
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nuevoen estecaso la generalizaciónes posible,puessi los 72 procesosa combinar

comienzancon accionesdiferentes,podemosrepartirla probabilidadasociadaa los

mismos de manerauniforme, tomando~ paracadauno, puesdichadistribución

de propiedadresultaa la postreirrelevante.

Es precisosin embargouna generalizaciónmásamplia, la cual precisaráunos

axiomasmás generales,los cualesno puedenser definidos en base al operador

binario de elecciónexterna,sino que precisande la correspondientevarianten-

aria, que pasamosa definir a continuacion.

Definición 6.1 Seaun conjuntode accionesjaj&1 __ C S no vacío,y un con-

junto de procesos{PJ.=1 ,,; entoncesdefinimos el proceso E [flci~ —* P1, resul-
t=1

tadode aplicara dichosargumentosel nuevooperadorde elecciónexternaprefijada,

en la forma:

‘4

2. ElWa~—+P~
t=1

= 01 —>

= [ijaí —* Pi o [~‘1(E a~+~ —* P141) con n > 1.
i=1

A partir de estadefinición, podemosobtenerla probabilidaddequeun proceso

construidocon esteoperadorpaseun test. Como siempre,la mismasecalculará

a partir de las probabilidadesde que alcancecadaposibleestado,junto con las

probabilidadesde quea partir decadauno de dichosestadospaseel resto del test.

n Ii

¡=1 ~ o
Si A= {aí,...,a,,}

Si ~ {aí,...,a,,}

‘4 QII2. (Ej~]ci1—*P1)/(a,A) ¡
1=1

SiA= {cií,... ,a,,} y a= a1

SiA#{au,...,a,4óa«A

Utilizando estenuevooperador,podemosescribir los mismos procesosPCSP

(móduloequivalenciasemántica),pero dejandode utilizar el operadorbinario O,

o
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usandoen su lugar el nuevooperador.Paracapturaraxiomáticamentetal hecho,

sustituimoslos axiomasanterioresA7 y A8 por uno nuevo,másgeneral
n m ¡

A78] [p]E1[~]aí—*PJJ[1--p]fl(~J65-—*Pá fl
5i k=1

donde

1 = ¡{ai,.. .a,,} U {6~,. . .641{ Sick=aíAck«{bs}

1k = Q~ Sick=6JAck«{a~}

[p]P1fl [1—p]Q Si c¡, = a~ A~, ~ j65}

Proposición 6.1 El axiomaA78 es correcto.

Demostración: Llamando
‘1

i’1= L[i]a—+P•

m

P2= Ñ~-]a5--*1%

P= LWck—+Rk

tenemosque para todo test 1 c PTEST,sesatisface

[plPíO[1—plP2 ¡1 = >3 >3 s(a,AUE,t)p(P1,A)p(P21E)Oont(O,t,A,B,ci)
«EFI(i) ABcS

«EAUR

Ahora bien,porla definiciónde los procesos1% y F2, tenemosquelos únicosestados

que dichos procesospuedenalcanzarson, respectivamente,ja~ ¡ i = 1,... ,n} y

{bs II = 1,... ,m}. Por lo que

[APíO[1 — P]f>2 1 1 = >3 5(0, {ck}, it). Oont(O,t,ja~}, {b~}, a) = P 1 1
“E Fi (t>

o

Además,tambiéndebemosmodificar el axiomaA6 parapoder así generalizar

la propiedadque el mismocaptura,a una situación másgeneralque corresponde

al uso del nuevooperadorde elección externaprefijada, la cual no sería posible

tratar limitandonosal usode la anterior formulación del axioma.
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Efectivamente,en dicho axioma sólo se indicaba la distributividad entreel

prefijo y la eleccióninterna,que ahoraseextiendea la elecciónexternaprefijada,

dandolugar al siguienteenunciado:

A6’] [p](E[~]a—-4P«)VI[1—p](E[~]a--4Q«) E
«EA «EA

E] [9~]a —* ([p]P« VI [1 — p]Q«)
«EA

Proposición 6.2 El axiomaA6’ es correcto.

Demostración: Seait E FTEST,entonces

1 1
[p]( E] [—]a —~P«)VI[í—p]( E [—]a—*Q«) ¡ it

«EA ¡A¡ «EA

— p~P« 1 1/a-I-(1--p).Q« II/a

— ([p]P«VI[1 —p]Q«) It/a
1

— «YA [~-~]a —~ (LP]i’« VI [1 — ¡‘]Q«) 1 it

o

‘4

Como se sigue inmediatamentede su definición, el nuevooperadorn-ario E
1=1

generalizaal operadorprefijo, puescií —+ P1 puedeescribirsecomo E [1]ci~ —* P~.

El operadorbinario O tambiénquedageneralizado,si bien ello sólo es cierto de

forma inmediata,de una maneraparcial. En particular,si 01 a2 tenemosqueel

procesoresultadode laoperaciónkinaria [p]cii —* PíO[l —p]a2 —~ P2 sereescribiría
2

como El <~]a~ —+ P1.

Sin embargo,contamoscon el siguienteresultadogeneral,quenos muestraque

tras las manipulacionesadecuadas,el operadorbinario O puedeser totalmente

eliminado,apareciendoeleccionesexternasprefijadasen su lugar.

Proposición 6.3 Si P = [p]P10[1 P]P2, entoncespodemoseliminar la aparición

del operadorbinario O, recurriendoal operadorde elecciónprefijada.

Demostración:
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• Si uno de los procesoses STOPentoncestenemos

[p]PO[1—p]STOP P

n

• Si uno de los procesoses unaelección interna Fi [p~jQ~tenemosque, apli-
t=1

candoel axioma A9

[p]Po[1 — p]( ¡21 LpílQ3
1=1

por lo quepormediodeunasimple inducción, el resultadoquedaríaprobado.

• Por último, si los dosprocesossoneleccionesexternasprefijadas

‘4

Pl =
i=1

F2 =
j=1

bastaaplicarel axiomaA78.

o

‘4

En realidad,la introducción del operadorgeneral

como un mero tru

El
1=1

co sintáctico (cizticar sintáctica) para

puedeser considerada

facilitar las pruebasde

equivalenciaentreprocesos.Como quieraque esteoperadorno es necesariopara

la descripcióny especificaciónde procesos,no se ha consideradorazonableintro-

ducirlo en la sintaxisoriginal.

6.1.2 RegIas de Inferencia

Las reglasde inferenciade nuestrosistemalógico, son las siguientes:
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(El) P~P

(E2)

(E3) P~Q A Q~RP~fi

(Ci)

PEQ A P’EQ’

(C2) ([p]PVI[1—p]P’) = ([p]QVI[l—p]Q’)

(C3) P~Q A P’~Q’(LuulPO[1—AP’) ([p]QO[l—p]Q’)

Las tres primerasnos indican que la igualdades una relaciónde equivalencia

cumpliendoen consecuencialas propiedadesreflexiva, simétricay transitiva. Por

su parte,las tresúltimas nos dicenque dicharelaciónde equivalenciaesunacon-

gruenciarespectode los operadoresbásicosdel lenguaje. Puestoque la semántica

de pruebasa caracterizares composicional,la pruebade correcciónde las mismas

estrivial.

Teorema6.1 (Corrección)

Paratodo par de términosP, Q E FPCSP tenemosque 1- P Q implica que

VIEPTEST PI t=Q II

Demostración: Corolario inmediatodel hechodequetodos los axiomasy reglas

del sistemasoncorrectos. O
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6.1.3 Completitud

Hemosmostradoque si es posibleprobaren nuestrosistemala equivalenciaentre

procesos,entoncesnecesariamentelas observacionesde dichosprocesoscoinciden.

Ahora, nuestroobjetivo seráel recíproco,es decir probarque si las observaciones

dedosprocesosson las mismas,entoncesel sistemade pruebadebeservirnospara

probarsu equivalencia.

Como es habitualen estetipo de pruebas,para llegar a dichaconclusiónnos

serviremosde un mecanismode Formas Normales. Definiremosuna clasede For-

mas Normales,y demostraremosque todo término esequivalente,vía el sistema

de axiomas,a una FormaNormal. Posteriormenteprobaremosque si dos Formas

Normalessondiferentes,entoncesexistealgún test quelas distingue.

Esencialmente,las Formas Normalesson las representacionessintácticasde

los procesossemánticosdel capítulo5, si bien como demomentonoscentramosen

procesosfinitos, sólo aparecentérminosfinitos y sin divergencias.Portantosetrata

de eleccionesinternasgeneralizadas,de acuerdocon una cierta distribución,cada

uno de cuyoscomponentesseráuna elecciónexternaprefijadaentreun conjunto

de procesosguardados,cadauno de ellos por una acción diferente. Imponemos

ademásla condiciónde que los conjuntosde guardasde cadauno de los procesos

componentesde la eleccióninternageneralizadadebenserdiferentes.

Definición 6.2 Un términoP decimosqueestáen Forma Normalsi y sólosi tiene

unaestructurade la forma:

Fi [pi] U [—]aíj —4 P~j

,=1 j=1 m
donde

72>1

m> O Si m= O abreviamoscon STOP

Vi p~ > O

t=1

5 ~ k !=~a~ ~
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Li =~:‘ {a¿~} .iE1,m~ # {cikj}jElmk

1% estáen forma normal

O

Como indicamos más arriba, los conjuntos jciíj}jEJ se correspondencon los

estadosque aparecíanal estudiarlas semánticasprecedentes

Comentario: Hemosde remarcardos importantesdiferenciascon respectoa

las formas normalescorrespondientesal lenguajeCSP clásico. En primer lugar,

tenemosque los conjuntos {a~}~j no necesitanserconvexos,puestoque existen

testsque nos encuentranla probabilidadde alcanzarcadaestado. De estama-

nera,aunqueseanalcanzablesdos estadosA, E talesque A c 3, no necesitamos

necesariamente(más correctoseríadecir no podemos)incluir todos los estadosO

con A c O c 3, puestoque los mismospuedenperfectamenteno seralcanzables.

Por otra parte,en caso de que algunode ellos lo sea, la probabilidadcon la que

se alcanceel mismo es completamenteindependientede aquéllascon las que se

alcanzanlos estadosA y 3.

En segundolugar, los términosPij que representanlas continuacionestras una

mismaacción,peroparadiferentesvaloresde i, esdecir,bajodistintascomponentes

de una mismaeleccióninterna,no necesitanser iguales.

Veamosal respectoel siguiente

Ejemplo 6.3 Consideremosel siguienteproceso

11 11 [4(1-la —* 6 —~ STOPO[—16 —~ STOP)
2 TOPVI= [—]a—*S L2J~L2J 2

Observamosque tiene dosestados,ja> y ja, 6>, cuyaprobabilidadde ser alcan-

zados 1 Entonces,cualquierprocesoque seaequivalenteal mismo, debetener

asimismoestosdosestados,y si pretendemosque la continuacióndel mismo des-

puésdeejecutarla acción ci seala mismaencualquieradelos dos estados,la forma

de eseprocesodeberáser

P2 =
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Ahora bien, al aplicara esteprocesotest 1 = [0]a.6.w+ [1]6.0,obtenemos

Pl ¡ it = O

P2¡t = !.P¡6w

Ello es así, puesto que en P1, si se alcanzael estadodondepuedeejecutarseJa

accion6, por la forma del test it seráobligatorio ejecutardichaacción y continuar,

lo que llevaráa un fracaso;y si sealcanzael estadoja>, tras aceptarla acción, no

podráejecutarsela acción6, puestoque no existe. Porel contrario,en ~ tenemos

una probabilidad1 de alcanzarel estadoja>, tras lo cual el procesosecomporta
2

como P. Por lo tanto, si queremosque P1 seaequivalentea P2 , deberíamostener

PH=0.

Ahora bien, si consideramosel test 1’ = a.6.w, tenemosque

2

1’ = P ¡ 6.w = O

Puestoque ello no esposible,quedaprobadoque no puedeexistir ningún proceso

con las característicasque habíamosimpuesto. O

Por comodidad,escribiremosusualmentelas formas normalescon la siguiente

notaciónalternativa:

P= flIME LÑíci4
MA «EA

dondelos .4 son subconjuntosfinitos de 7<2). Cuandoen particularaparezcan

eleccionesexternasgeneralizadasentreun conjunto de accionesvacío, notaremos

al correspondientesubtérminopor STO]’.

Ejemplo 6.4 Los siguientesprocesosestántodos ellos en FormaNormal

[~]cI —4 STO]’ VI [h]STOP

[~]ci —* 6 —* STOPVI [~]([~]ci —* STOPo[~]b —* STOP)

ci —* ([~]b STOPrl [lISTO]’)

Por el contrario, los siguientesno estánen FormaNormal.

[l]a —* STO]’ VI [lía —* 6—* STO]’

[lía —* STOPO[l]a —* 6—* STO]’

[lía —* STOPO[I]STOP
—* 6—4 STO]’ VI [lIb —* STOP)O[l]([lJa —* STO]’ FI []6 —* STO]’)
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O

Veamosahorala primerapropiedadanunciadade las formas normales.

Lema 61 Cualquier término]’ E FPCS]’ puedeser transformado,utilizandoel

Sistemade Axiomas,en otro término equivalenteen FormaNormal.

Demostración: Por inducciónsobrela profundidaddel término.

• Si ]‘ = STO]’ entoncesestáen FormaNormal, sin más que considerarel

termino correspondientea A = {0}.

• Si P = a —> P’, por hipótesisde inducción P’ puedeser transformadoen su

FormaNormal P’, por lo que tomando.4 = {{a}} y P«{«~ = P’ obtenemos

la FormaNormalde P.

• Si P = [p]Pi VI [1 — p]P2, tenemosque,por hipótesisde inducciónse cumple

P~B Fi[pA]D[~]a-4P«,Á
AEA «EA

~
2 BeS [PB]bQB [+‘]b Q~s

dondeA y 6 sonsubconjuntosde P(S).

Entoncestenemosque

.P~ Fi[790]D
CEC eEC ¡ ¡ R~c

dondeC = A U 6 y

0=AEÁAOgB

0=EEBACgA

C=AEÁAO=EEB

=~‘ PCPPA A VcE 0: fiCo =PO~A

=4~ PC = (1 —p) PB A VcE 0: R~,c = Qb,B

~ pC=p.pA+(1—p).pb

A Vc E 0: = [79]P~ VI [1 — P]I’c,B

con lo que en los dos primeros casosobtenemosuna expresiónen forma

normal,mientrasque en el último podemosaplicar la hipótesisde inducción

a los términos ]‘c,A y P«,B paraobtenerla forma normalbuscada.
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• Si P = [p]P1EI[1— p]]’2, tenemosde nuevopor hipótesisde inducción

AEA «EA

BES bES

dondeA y 8 sonsubconjuntosde P(S).

Entonces,aplicandoel axiomaA7S obtenemos

1
]‘~ AYA [PA PB] E [ —> R~s

BES cEALIS ¡A U B¡ -,

donde, como sucedíaen el caso anterior, los subtérminosRC,A,B son los

terminosen forma normaladecuadosen cadacaso,parala obtenciónde los

cualesseránecesarioen ocasionesvolver a utilizar la hipótesisde inducción.

Ahora bien, en generaltodavía no habremosllegadoa la forma normalde-

seada,por poderapareceren el término anteriordistintosparesdeconjuntos

(A, E) con A c A, E E 13 cuyaunión sea igual a un mismo conjunto 0:

A U 3 = 0. En tal caso hemosde aplicarel axiomaA6’, paraobtener

{AUE/AE

>3 PA-PB
ACÁ BES
ALIB O{ kA

RC,A,B =

[PI&AVI [1 — pFPc,s

£ [j$]c-4( Fi [PA PB]RCÁB

)

AuB=C PC

AABEI3}

Si o E A A e g B

Si c C E A e « A

Si c E A n E

Lema 6.2 Si tenemosdos formasnormalesdistintasN1 y N2 entoncesexistirá un

itC]’TESTtalqueNí ¡ it#N2 ¡ it.

P= Fi [pa]
OEC

siendo

P0

O
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Demostración: Tenemosque

N1= Fi[pÁ]E[~Aia-4&Á
ACÁ «EA

N2= Fi[PB]E[d7j6-4Qb.B
BEB bER

donde.4 y 13 son subconjuntosde P(S). Entoncesnos encontramosen algunode

los siguientescasos:

• Caso 1: Los conjuntosA y 13 son distintos. Supondremosentonces,sin

pérdidade generalidad,queexisteun conjuntoA tal que A cAy A ~ 13.

Dado el anterior conjunto A, sabemosque medianteuna combinaciónde

diversostests podemoscalcular p(1V1,A) que tendráun valor positivo, di-

gamosque PA . Perocon la mismacombinaciónde testssecalculap(N2,A)

cuyovalor es0. Por lo cual se concluyeque algunode los testsque aparecen

en la combinaciónanteriordebedarnosvaloresdistintospara N1 y para1V2.

• Caso 2. Los procesosN~ y N2 tienen los mismosestados,pero con distinta

probabilidaddeser alcanzados.

En estecaso se sigue el mismo razonamientoque en el caso anterior, pues

existeun A, tal quep(Ni, A) # p(1V2,A).

• Caso 3. Los procesosN1 y 1V2 tienen los mismos estados,con la misma

probabilidadde alcanzarlos.

En estecaso,si AS # N2, ello debeserasí por existir algunadiferenciaentre

las continuacionesde ambosprocesos: es decir, para algún (a, A) se debe

tener]‘«,Á # Q«,A. Por hipótesisde inducción,encontraremosalgún 1 tal que

1 ~ Q«,A ¡ it

Entoncescomo
Ní/(a,A) =

N2/(a,A) = Q«,Á

y la operación¡(a, A) vienedefinida por

IAl . (]‘ ¡ j(a,A—{a}) — ZCCA—{«} 1¡dI(]’ ¡ í(a.C))

)

p(]’,A)
P/(a,A) 1 it=
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como tenemosquep(N~,A) = p(N2,A), se obtiene

(AS ¡ it(«Á—{«}) —

(1V2 ¡ it(«Á—{«}) —

>3
CCA—{a}

>3
CCA-.{«}

- (N1 ¡ í(«
2)) #

(j\T
2 ¡ it<’~)

De dondefinalmentededucimosque paraalgúnE

¡ t~«
8> ~ N

2 ¡

O

Teorema6.2 (Completitud)

Paratodo par de términosP, Q e PROC tenemosquesi Vt E PTEST]’ ¡ it =

Q ¡ it entoncesF— ]‘ Q.

Demostración: Consecuenciainmediatade los dos lemasanteriores. O

6.2 Otros operadores

En estaseccióngeneralizaremosel sistemade pruebaal resto de operacionesde

nuestrolenguajePCSP,excluida de momentola recursión. Comprobaremosque

se trata de operadoresderivados,que por lo tanto puedenser reducidos a los

operadoresbásicosanteriores. Paraello deberemosañadir una serie de axiomas

para cadanuevaoperación. Como quieraque los axiomasnos muestrancómo

eliminar los nuevosoperadores,bastaráprobarla corrección de los mismospara

concluir la correccióny completituddel sistemaglobal.

6.2.1 Composición paralela

Puestoque ya sabemosque todo procesofinito construidocon los nuevosopera-

doresbásicosse puedeponer en forma normal, bastaráque veamosaxiomasque

nospermitaneliminarel operadorparaleloal aplicarlosobredosformasnormales.
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• En primer lugar, el axioma Pl nos indica que la composiciónparaleladis-

tribuye sobrela eleccióninterna.

Pi] [p]]’¡¡~[1—p]([q]QF1[1—q]R)

— p]Q) VI [1 — qli[pj]’¡¡4’ — p]R)

• Por otra parte, si el procesoSTO]’ estáen paralelo con una eleccion ex-

ternageneralizada,sólo sepodránejecutardeestaelecciónexternaaquellas

accionesque no necesitensincronizarse.

P2] [p]EI b—4Pb¡IA[1—pISTOP El 6~I’~,
bEB bE B —A

• La composiciónparalelaes conmutativa,lo que nospermiteno duplicar los

axiomasanterioresparacubrir el casodel otro argumento.

PS] [p]P¡¡A[l — p]Q [1 — P]Q¡IÁ[p]]’

• La composiciónparalelaentredos procesosque estánen elección,externa

generalizada,se convierteen unaelecciónexternaentretodaslas accionesque

puedenserejecutadasen primer lugar por los componentes,con la salvedad

de que las accionesque pertenecenal conjunto de sincronizacióndebenser

ejecutadasimultáneamentepor ambosprocesos.Posteriormente,el proceso

continúapor medio de la composiciónparalelade las continuaciones.Como

de costumbre,esteaxioma será referenciadonormalmentecomo la ley de

expansión.

P4] [pI(Eb—4]’bI¡A[l—pIEc—4QC)
ÓEB cEO

El ci —~ ([p]P,441 —p]Q«)2 aEAflBflC

‘‘ [HUrí EJ 6 —~ ([p]Pb¡¡A[1 — pl E e —+ Q~)
bEB—A CEO

o [~~] 13 c—*([p] EJ b—*I%¡IÁ[1—p]QC))

eEC-A bEB

Proposición 6.4 Los axiomasPl a P4 soncorrectos.

Demostración: La correcciónde los axiomasPl y P2 sesiguede forma similar

a la de los axiomasanálogoscorrespondientesal caso de la elecciónexterna(AS

y A9), por lo que no considerarnosnecesarioahondaren mas detalles. Por otra
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partela correcciónde P3 es trivial, ya quelos pasosde testsporpartedel operador

composiciónparalelano tienen en cuentael orden de los operandos.Finalmente,

paraP4 tenemos

[ph E 6-4Pb)¡¡A[l—p]( Li ~ Q~) 1 it

bER cEO

— >3 s(a, D, it) . Oonit(I¡A, t, 3,0, a)
«E Fi (1)

— >3 .s(a,D,t).
‘E Fi ( i)

CEO

(LP] E 6—~ ]‘b¡¡A[l —p]Q«) ¡ 1/a Si a E 0—E—A
bES

p~ [([p]]’I¡A[1 —p] E c—÷1%) ¡
cEO

(‘—p)[(LP] El 6—4Pb¡¡ÁL1—p]Q«) 1/a] Siac (EnO)—A
¿‘ES

([p]]’«¡IA[l—p]Q«) ¡ it/a SiaEAnEnC
O En otro caso

dondeD = (E U O — A) U (A n Eno).

Y, por la definición del pasode tests,ésteesel mismo resultadoque el obtenido

al aplicarun test 1 al lado derechode la equivalenciaenunciadapor el axioma. O

Por tanto, aplicandolos axiomasanteriores,podemosreducir la aplicacióndel

operadorparalelosobredos procesosen forma normal,a una expresiónen la que,

engeneral,siguenapareciendooperadoresparalelos,perosiempreaplicadosa pares

de términos más simples que los originales. Por lo que, reiterandola aplicación

de dichos axiomas,podremosconseguirfinalmenteque los operadoresparalelos

desaparezcanpor completo.

6.2.2 Ocultación

Nos limitaremosde nuevoa enunciarlas leyesprecisasparaeliminar la aplicación

del operadordeocultacióna unaforma normal.
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En primer lugar, los siguientesaxiomascubrenlos casosen los queel operador

de ocultaciónsobreel procesoSTOP o sobreun procesoen el que sólo aparecen

eleccionesexternasgeneralizadas.

• H1] STO]’\(a,q) STO]’

(136—> ]‘b\(a,q))• 112] ¿IEB

{ 13 6—-> (Pb\(a,q))
bE B

[q]]’«\(a, q) VI [1— qJ([0]]’«\(a, q) 0 [1] 13
bEB—{«}

b-* (P¿’\(a,q))

Si a g E

Si a E E

Estos dos axiomassoncorrectos,como quedareflejadoen la siguiente

Proposición6.5 Los axiomasHl y H2 soncorrectos.

Demostración: El axiomaHl estrivialmentecorrecto. Paraprobarla correccion

de H2, tomemos1 E ]‘TEST, y supongamosen primerlugar que a g E; entonces

—> ]‘b\(a,q)) ¡ it = >3 s(b,B,t).(P/(b,
bE B

A)\(a,q)) ¡ t/6

= 136—4 (Pb\(a,q)) 1 it
¿‘EB

Mientrasque si a E E, setiene

Eb—>F’~\(a,q)) ¡ it =
bE B

>3 >3s(6,A,í) . ( q p(]’«\(ci,q),A)
«0ACSbEA

(l-q). >3
BuO=Au{«}

p(]’«\(a, q), 0)- {
P0\(a,q)/(b,A) 1 it/b) +

Pb\(a,q) ¡ 1/6

¡1/6

Si 6 E E

Si 6 « 3

Ahora bien, como

P«\(a,q) II =

>3>3
«~AC2 ¿‘EA

s(6,A, it) - p(P«\(a,q), A) . ]‘b/(a, B)\(a, q)/(b, A) 1 1/6

(136
bES

)
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]‘
VI

{a,b} ~

O

a 6

VI

{b} 1

O

9
VI

{a,b} ~

O

a 6

VI VI

{b}1 {c}~

O O

Figura 8: Contraejemplode distributividad

VI

{c} 1

O

1?
VI

{a,b} 1~

O

a 6

VI VI

{b}~

O

{c} ~

O

tenemosque

[0]]’«\(a,q)O[1] 13 6—> (]‘ó\(a,q)) It =

bEB—{«}

>3 >3 >3 s(6, A, it) p(P«\(a,q), 0)-
«EA BuC=Au{«} bEA

De dondeseobtieneel resultadodeseado.

-P¿’\(a,q) ¡ t/b

1/6

De caraa eliminar el operadorde ocultacióncuandoapareceaplicadosobre

una eleccióninterna, parececlaro que necesitamosalgunaley de distributividad.

La primeracandidataconsideradafue, por razonesobvias,la correspondienteley

general,que de hechoes válida en el lenguajeCSP sin probabilidades.La misma

podríaser formuladacomosigue

([rl]’ VI [1 — r]Q)\(a, q) [r]]’\(a, q) VI [1 — r]Q\(a, q)

Lamentablemente,dicho axiomano esválido en PCSP,como sepuedecompro-

bar por medio del siguiente

Ejemplo 6.5 Sean]‘, 9 y fi = [i]]’VI [~]Qlos procesosrepresentadosen la figura

8, en la que hemosprescindidode aquellaspartesde los procesosen las que no

estamosinteresados.Tenemosque los mismos verifican

p(]’\(a, q), {b})

p(Q\(a, q), {b})

p(R\(a,q), {6})

= 1/4.q

= 1/9q

= 13/72q

p(R\(a, q)/(b, jb}), jo>)

p(Q\(a,q)/(b, {6}), {c})

p(R\(a,q)/(6, j6}), jc})

— 1/8.(1—q)

— 1/36(1—q)

— 13/180.(1 — q)

Si 6 E E

Si 6 ~ 3

O
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Tenemosentoncesque

1 1
p(R\(a,q), {6fl) = — . p(]’\(a, q), {b}) + — . p(Q\(a,q), {6})

2 2

y sin embargo

p(fi\(a,q)/(6, j6}), jc)) #
1 .p(P\(a,q)/(6,j6}),{c})+ 1

o

La razón por la que ello es así, consisteen que de caraa que cadauno de los

procesos]‘, 9 y fi alcancenel estadoje> tras ejecutarla acción 6 en el estado{6},

esnecesarioque la acciónoculta ci no seaejecutada.Peroa la horade calcularel

estadoalcanzadocuandotal cosasucede(quela acciónocultadano seejecute),y

en particularla probabilidaddequeel estadofinalmentealcanzadosea{b}, hemos

decalcularla probabilidaddequeen dichosprocesossealcancen,tras la ejecución

de la citadaaccióna ocultada,estadoscontenidosen dichoconjunto{6}. Unavez

calculadasdichasprobabilidades,se multiplican por la probabilidadde alcanzar

el estado{c} tras la ejecuciónde la acción 6. Perocuandomultiplicamoslas dos

probabilidadesen cuestión,correspondientesal proceso fi, resultaque estamos

multiplicando dos factoresque dependensimultáneamentede ]‘ y de 9, por lo

que en el productonos aparecen(como es deseable)sumandoscon “dependencias

cruzadasde]’ y de9. Dichossumandosno aparecencuandoenel ladoderechodel

axiomasumamosponderadamentelos valoresobtenidosde ]‘ y de 9 porseparado,

y sonpor tanto los culpablesde que la igualdad exigida por la deseablereglade

distributividad no se tengaen general.

Ahora bien, el citado problema desaparececuando]‘ y 9 no puedenalcan-

zar inícialmenteestadosiguales,puesaún cuandoal ocultar una acciónpodamos

generarentradasiguales (por ejemplo,al ocultar la acción a, tanto el estado{6}

como el estado{a, 6} generanel estado{6}), tenemosque,al computarlas proba-

bilidadescon las queel procesoresultadode la eleccióninternafi alcanzaun cierto

estado,los sumandosque aparecenserefieren a estadosoriginalesde los procesos

P y 9 dados,y comoestamossuponiendoque talesestadossonsiempredistintos,

resultaqueel fenómenoindeseadode crucede dependenciasal queanteshacíamos

referencia,desaparece.
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Pero, afortunadamente,las ocurrenciasdel operadorde eleccióninternaque

aparecenen una forma normal siemprecumplen,por definición, dichacondición;

por lo queen casodeser correctala ley de distributividad restringidaa talessitua-

ciones,no tendríamosentoncesproblemaalguno de caraa eliminar la aplicación

del operadordeocultaciónsobreuna forma normal.

Y en efectoello es así, teniéndoseen concretoel siguienteaxioma:

• H3] ( Fi [pR] El 6—4 ]‘b,B)\(a, q) Fi [PB] El (6—> Pb,B\(C’, q))
BCE bER BCS bER

queresultaser correcto,como indica la siguiente

Proposición 66 El axiomaH3 escorrecto.

Demostración: Sea1 E ]‘TEST; si tomamosR = Fi [PB] 13 6 —> ]‘b,B, apli-
BCE beRcandola definicióndepasode tests,parael procesoen el ladoizquierdodel axioma

obtenemos

R\(ci, q) It
— >3 >3 s(6,E,1)- p(R\(a,q),B) - fi\(a, q)/(b, E) ¡ 1/6

«0BCE bER

— >3 >3 s(6,3,1) . p(R, E) . R/(6,B)\(ci, q) 1 1/6 +
a~BCS bEB

>3 p(fi, A) . [q . p(R/(a,A)\(a, q), E) . (R/(a, A)\(a, q) ¡ t/6) +
«CACE

(1—q).
>3

A— {«}UC=B{ fi/(6,E)\(a,q) ¡ 1/6

R/(a, A)\(a, q)/(b, 0) 1 it/6

— >3 >3 s(b,B,1)-PB~ ]‘bB\(a
«~BCZbEB

>3PA~ [q- p(]’«,Á\(a, q), 3). (]‘«,A(a, q) 1 1/6) +
«CACE

p(fi/(a, A)\(ci, q), 0) -

Si 6 E E

Si 6 « E

q) ¡ 1/6 +

~e-q). >3
A—{«}L,C=B

p(P«,Á\(a,q),0) - { ]‘b,B\(a, q) 1 it/b

]‘«,A\(a,q)/(b,C) ¡ t/6

Si 6 E E

Sib«B
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De la mismaforma, aplicandola definición de eleccióninterna,obtenemospara

el procesoque apareceen la partederecha

Fi [pR] 13 (b—* ]‘b\(a,q)) ¡ it = >3 pn~ (E] (6-.-> P¿’\(a,q)) ¡ it)
BCr bES BCS bEB

lo que,aplicandoel axioma¡ff2, nos conducea

>3 PB E 6(]’b,B\(a,q)) ¡ it+
«~BGE ¿‘ES

>3 PB [q]P«,A\(a,q) VI [1 — q]([0]P«,A\(a,q) 0 [1] E6 —> (]‘¿‘,~\(a,q)) ¡ it
«ERCE

— >3 >3s(6,B,1).pB.(Pb,n\(ci,q)) ¡ 1/6 +
«gBCZ bES

>3 PA
«CACE

(q- >3 >3 s(6,3,1) . p(P«A\(a,q),3) . (]‘«A\(ci, q)/(b, E) 1 it/6) +
«~BCS¿‘ER

(1 q) >3 >3 .s(b,A—{a} U 0,1) .p(]’«A\(a,q),0).
CCS—{«} b~A—{«}uO{ P~A\(a,q) ¡ it/6 Si6EA

P«,Á\(a,q)/(b,C) ¡ it/6 Si 6 ~ A

En donde,si en el último sumando,denotamospor E al estadoalcanzadoA —

{ 4 U 0, y procedemosa una redistribuciónadecuadade los sumandos,llegamos

al mismoresultadoque el obtenidopara el lado izquierdo del axioma, con lo que

quedaprobadala correccióndel mismo. O

6.3 PCSP recursivo

Los términos recursivosdel lenguajese tratarán,como es usual en el marco de

las álgebrasde procesos,mediantesu aproximaciónpor medio de términos finitos,

teniendoen cuentael hechodequela semánticadeaquellosvienedadaporel límite

de la cadenaque forman los valoressemánticosde susaproximacionesfinitas.

Las citadasaproximacionesfinitas han de tener como punto de partida un

procesosintácticocuya semánticaseael menorelementodel dominio semántico.

En nuestrocaso setratarádel procesoque hemosdenominadoDIV. Entonces,sí
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]‘ esun procesodefinido mediantela expresiónrecursivapXP[X] construiremos

la cadenadeaproximaciones<]“4>,,eN, siendocadaf”4 el procesodefinido por

DIV

— ]‘[~jX]

Es obvio entoncesque (a nivel sintáctico),cada]“‘ es un procesofinito de PCSP,

de formaque el estudioquehemosrealizadoen las seccionespreviasesválido para

ellos.

Los elementosde la cadenade aproximacionesde un procesodefinido recursí-

vamente,forman lo que llamaremossu conjunto deaproximacionesfinitas.

Definición 6.3 (Aproximacionesfinitas)

Sea ]‘ un proceso,el conjunto de aproximacionesfinitas de ]‘, que denotaremos

por A]’X(]’), se definemediante

A]’X(]’) = {]“4:nEIN}

O

De la necesidadde caracterizarmediantesus aproximacionesa los procesos

recursivos,nossurgeunanuevanecesidad,que consisteen pasara axiomatizarla

relaciónde orden D entreprocesos,en lugar de la equivalenciaentre los mismos.

Dichosaxiomaspasana serla componentebásicadel sistemaaxiomático,quedando

la equivalenciacomo noción derivadaa travésde la propiedadantisimétricade la

relación (de orden)con la quese trabaja.

6.3.1 Nuevos axiomas y reglas

En estasubsecciónenumeraremoslos axiomasy reglas que pasan a configurar

nuestro nuevo sistemaaxiomático. Paraello, partimos del sistemapresentado

en las secciones6.1 y 6.2, sustituyendolas reglas El, E2 y E3 que cubren las

propiedadesde la relación de equivalenciay las reglas 01, 02 y 03 que asertan

sobrela congruenciade dicharelaciónrespectode los operadoresdel lenguaje,por
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las análogascorrespondientespero referidasa la relaciónde ordenentreprocesos,

que son en concretolos siguientes:

RE
Cl’] ~ E

]‘EQ A ]“L9’
C3’] ([p]PVI[l—p]]”) E ([p]9VI[l—pj 91) Xl]

Rl] LR3] VnEIN : [~‘]]‘VI[~jDJV E fi

PEfi

02’]

C2’] ]‘~Q A P’EQ

’

(POR’) E (909’)

P EpPVIl-p9E 9

R2] VQeA]’X(]’): 9 E fi]‘Efi

01’] ]‘~

03’] ]‘qQqfiPEfi

Análogamentea lo que sucedíaen el caso finito, la pruebade que la relación

E es de orden,y de que es preservadapor todos los operadoresdel lenguaje,es

trivial, dadala definición composicionalde los operadores,por lo que paraeste

caso tampoconos detendremosen la pruebade corrección de dichasreglas. En

lo que respectaa la reglaX1, que indica que si dos procesosestánrelacionados,

entoncesla eleccióninterna entreellos ocupauna posición intermedia,surge de

manerainmediatade la definición de la operaciónde eleccióninterna. Y respecto

a las reglasque hacenreferenciaa la recursión,puestoque tenemosdefinido

]‘[pt~.P/Cj ¡ it = ,uc~.P ¡ it

resultaevidenteRl. Análogamente,de la definición depasodeun testpor parte

del proceso1u¿~<]’ sederivala correcciónde la reglafi2, mientrasquedela definición

de la eleccióninternasesiguela correcciónde Ra. Posponemosla justificación de

la presenciade esteúltimo axioma, que representala novedadmásnotablefrente

a los que aparecenen la versión no probabilísticadel lenguaje,hastael momento

concretoen que debamosutilizarlo en la pruebade la completituddel sistema.
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Tabla 7: Axiomas paradivergencia

Porotra parte,tenemosen la tabla ‘7 los axiomasque nosindican como secom-

portael procesoDIV frentea cadauno de los operadoresbásicosdel lenguaje.De

hecho,estrictamentehablando,sólo seríannecesarioslos axiomasDl y D2 pues

los otros sonderivablesa partir de los restantesaxiomasque nos definenel com-

portamientodecadaunade lasoperacionesinvolucradasen ellos. Noobstante,los

hemosincluido paraque quedeexplícito el caracterestrictode dichasoperaciones

respectodel procesoDIV.

La correcciónde todos los axiomasanterioreses igualmenteobvia, teniendoen

cuentala definición del procesoDIV.

Una modificación adicional,paracubrir el caso del procesoSTO]’, que en el

sistemaparael casofinito resultabainnecesariadebido a la presenciade la regla

El, consisteen la adición del siguienteaxioma:

AO] STO]’ STO]’

Del mismo,junto con DIV DIV que es derivablede Dl y 01’, se puede

inferir P = ]‘ primero para procesosfinitos, y despuésvía fil y fi2 para los

infinitos.

En suma, en las tablas8 y 9 presentamoscompleto el sistemade axiomasy

reglaspara PCSP.

Corolario 6.1 (Corrección)

El sistemaaxiomáticoes correcto respectoa la equivalenciay al orden inducido

por la semánticade pruebas.Es decir:

Dl] DIV E]’

D2] [p]]’rI[1—p]DJV E ]‘
Da] [p]PO(í — p]DIV E DIV
D4] LP]]’¡IA[l — p]DIV DIV
D5] DIV\(a, q) E DIV

l—]’EQ !=. Vitc]’TEST ]‘ ¡ it=9 ¡1
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STO]’ STO]’
[p]FVI[1—p]P E ]‘

LP]]’VI[1—z49 [1—p]QVI LP]]’
LP]]’VI[q+r]([~j~]QVI[~]R) E

[p]]’O[l—p]9 E [1—p]9O[P]]’

[p]]’o[1—p]STO]’ ]‘

[~]( E —* ]‘«) VI [1—p]( E] (~]a —49«) E

El [~]a —4 ([P]P« VI [1— p]Q«)
‘4 7,,

[p]E[~-ja1—*]’1O[i—p]13[4]65—>i% E

[p]]’O[1 — p]([q]Q VI [1 — q]fi)
[q]([p]]’O[1 —p]Q)VI[1 —q]([p]]’O[1 —p]fi)

VI [p+q ]9)VI [r]R

13 [}]c,, —+ fi,.
k=1

Tabla 8: Axiomas paraoperadoresbásicos

O

Lema 6.3 Sea]‘ el procesoinfinito definido recursivamentemedianteel término

pX~P(X), dondeen ]‘ no aparecenrecursiones;entoncesparatoda aproximación

finita ]‘~ c A]’X(1uX.]’(X)) setiene E—]”4 L ~uX.P(X).

Demostración: Procederemospor inducción respectode n. En primer lugar

tenemos
= DIV q pX.P(X) aplicandoel axiomaDl

Entonces,para la aproximaciónn + 1, puestoque en el proceso]‘ la variableX

apareceen un contexto de operadoresfinitos, es decir distintos de la recursion,

podemosprobar utilizandoel sistemade axiomasque

ir

u

P(]’~¡X)

]‘(pX.P(X)¡X) Por las reglas01’, 02’, C3’

pX.P(X) Por la reglafil

O

El lema sepuedegeneralizara los procesosquecontenganun numeroindeter-

minadode definicionesrecursivas,tento independientescomo anidadas.Paraello

AO]
Al]
A2]
AS]
A4]
AS]

A6’]

A78]

A9]
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Pi] Ep]P¡L.4[1 —p]([q]QVI[1 —q]F?) —

[q]([p]]’¡¡41 — p]9) VI [1 — q]~p]Pj¡A[1 — p]R)

P2] [p] 13 6—> PbI¡Á[1 — p]STO]’

PS] LPI]’¡IÁ[l—p]Q
P4] b¿R cEO

[1—p]9¡¡A[p]]’

El 6—>h
be 8—A

«EAflBnO

O [~]([p] El b—4([p]]’b¡¡Á[l—p] 13 c—>9~)
668—A cEO

O [l—p] El c—4([p]136---4]’b¡¡Á[l—p]9~))
cEO-A beR

Hi]

112] (E6—P¿’\(a,q))

1
Ha] (Fi

RcE

STO]’\(a,q) STO]’

13 6 —~ (P6\(a,q))
bEB
[q]P«\(a,q) VI [1 — q]([0~P«\(a, q)O

[1] El 6—4 (P¿’\(a,q))
bER—.{«}

[PB] ~%6 -4 P¿’)\(a,q)

Si a « 3

Si a E 3

BCS [PB] bEB(6> ]‘b\(a,q))

Tabla9: Axiomas paraprocesosderivados
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sepodríaprocederde dos formasdiferentes:bien aplanando las recursioneshasta

obtenerun sistemarecursivoque defina un vector de variables de proceso,por

medio deun vectordeexpresionesconteniendocomo variableslibres a las mismas;

o bien por inducción respectodel número de recursionesanidadas,puespode-

mos partir de que el razonamientoindicado en el lema es válido cuandotenemos

unícarecursión, y también podemosgeneralizardicho razonamiento,utilizando

la hipótesisde inducción, al casoen el que tenemosun numeron de recursiones

anidadas.

6.3.2 Completitud del nuevo Sistema de Axiomas

Nuestroobjetivo en estasecciónhasido encontrarun sistemade axiomasque ca-

ractericela equivalenciade pruebasentrelos procesos.Ahora bien, el tratamiento

de la recursiónnos ha obligado a trabajar con una relación de orden, en lugar

de con la relaciónde equivalenciadirectamente.Cabríaesperar,enconsecuencia,

que de caraa cubrir nuestroobjetivo,la axiomatizaciónpresentadacaracterizara

el ordenentreprocesosinducido por los tests. Esto no ha resultadoen realidad

así, aunquesin embargosí que es cierto que la equivalenciaque hemosdefinido

axiomaticamentecoincide con la equivalenciarespectoal pasode tests. Esto es

posible,puesrecordemosquedehecho,la relaciónde ordenaxiomatizadacoincide

con la relación de orden entreprocesosinducida por la semánticadenotacional,

con lo que la relación de equivalenciaaxiomatizadacoincidea su vez con la de-

notacional,y, comoquedóprobadoen la sección5.4, estarelación de equivalencia

coincide con la de pruebas,aun cuando las relacionesde orden de partida no

sean iguales. De modo que, si probamosla completituddel sistemade axiomas

presentado,respectodel orden inducido por la semánticadenotacional,quedade

inmediatoprobadala completitud del mismo respectode la equivalenciainducida

por el pasode tests.

Naturalmente,del hechoprobadoen la sección5.4 de que las dos relaciones

de orden no coinciden,sesigue que tan sólo setiene que ]‘ LD ]“ 4’ ]‘ E2’ ]“

(véaseel ejemplo5.1), de dondetenemosque serianprecisosaxiomasadicionales

de cara a caracterizarel orden de pruebasentre procesos. No obstante,dado

que ello no nosha parecidoen principio especialmenteinteresante,y sin embargo
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hemospodido comprobarmedianteejemplos que la tareano pareceen principio

en absolutotrivial, hemosdecididoposponerel estudiode la cuestiónparaotra

ocasión.

Paraprobar la completituddel sistemade axiomaspresentadorespectode la

semanticadenotacionaloriginal, procederemosde nuevode la forma habitual, in-

troduciendolas formasnormalesadecuadas,quesonenestaocasiónlas siguientes:

Definición 6.4 (Nuevasformas normales)

Diremos que un procesoPCSPestáen forma normalcuandotiene la forma

n m~

i=1 j=1 m1

donde

n > O (Si n = O notaremosal término por DIV

Vi E ji,... ,nj1m~ =O Si m¿ = O notaremosal subtérminopor STOP

Vi p~ > O

Épi=1
t=1

5 ~ k=t> a15 ~
0ik O

~# Li != {Oii}Selm # {ciki}iE1,mk

ViVjfl
5 estáen formanormal

En concreto, la única diferenciacon las formas normalescorrespondientesal

caso finito radicaen el hechode que las sumasde probabilidadesde cadaelección

interna generalizada,no tienen por qué ser iguales a 1, pudiendoen generalser

inferiores. En tal caso,la diferenciahasta1 corresponderá,como sevió al estudiar

la semánticadenotacional,a la probabilidadde divergenciaen el puntocorrespon-

diente.

Al igual que en el caso finito abreviaremosel procesocorrespondientea la

elecciónexternaentrecero accionescon STO]’. Peroahora,cabeademásla posi-

bilidad de que una eleccióninternasea entreO procesos,lo que corresponderáal

procesoDIV, que por lo tanto tambiénseencuentraen forma normal. Usaremos
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tambiénen ocasiones,la notaciónconjuntista

1
Fi [PA] [1 [~Qci —>

ACÁ

e incluso, y aunquesintácticamenteello no seacorrecto,omitiremosen ocasiones,

porsimplificar, las probabilidadesdelas eleccionesexternas,puescomoya sabemos

las mismascarecenen estoscasosde utilidad alguna,escribiendo

Fi [PA] El ci >

ACÁ «EA

Lema 6.4 Cualquiertérminofinito P E ]‘OS]’ puedesertransformadoutilizando

el Sistemade Axiomas, en otro términoequivalenteen FormaNormal.

Demostración: La demostraciónessimilar a la correspondienteal lenguajede

procesosfinitos FPCSP,por lo que omitimos su desarrollo. O

Teorema6.3 (Completitud)

El sistemade axiomaspresentadoescompletorespectoa la relación de orden ir

en que sebasala semánticadenotacionaloriginal del lenguajePCSP.

Demostración: Tenemosque comprobarque

En el casodequetanto]’ como 9 seanfinitos, seguimosun razonamientoparecido

al casofinito. Tenemosentoncesque,utilizandoel sistemade prueba,P y 9 pueden

sertransformadosen términosen formanormal,por lo que podemosrestringirnos

al estudiode las formas normalesequivalentes.Consideramos,por tanto, ]‘ y 9
de la forma

P = Fi[pA]Ea-4P«,Á

ACÁ «EA

9 = Fi [qB]Eb—>Qb,B
ReO ¿‘cA

dondeA y 13 sonsubconjuntosde P(S).

Lapruebaentoncesserápor inducciónrespectoala complejidaddel proceso9,
entendiendopor tal la medidaque prima la profundidadde los procesos,y entre
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dos procesoscon la mismaprofundidadconsideramás complejo aquel que tiene

masestados.

Por otra parte,podemossuponer]‘ ~ DIV, puespara ]‘ = DIV el resultado

es inmediatoaplicandoel axiomaDl. Entonces,de formasimilar a lo quesucedía

en el casofinito, nospodemosencontraren algunode los siguientescasos:

• Caso 1: Los conjuntos.4 y 13 son distintos. Entonces,como [PJi ~ ¡[9],
tenemosque existeun conjuntoE tal que E E 13 y 3 « .4, teniendoel resto

de los estadosde 9 probabilidadmayor o igual de ser alcanzadosque en el

proceso]‘. Peroentonces,en virtud del axiomaA3, podemosescribir

P = [1— qB]]” VI [q8]DJV

9 = [1—q~]Q’ VI [qs] 13 6—> 9&B
bES

donde]“ es idénticoa ]‘, pero con las probabilidadesinicialesPA paracada

estadoA divididas porel factor 1 — q~; y lo mismosucedecon 9’. Es decir,

setiene

= Fi[j2~~]13a—4J’«,A
ACÁ «EA

9’ = Fi [-R~-.-.]El6—>96,o
0Et3—{B} ~

Entonces,por el axiomaDl, setiene

DIV~ EJ b—>Qb,B
beB

Por otra parte, como []“JiE [9’Ji,y además9’ tiene un númeromenorde

estadosiniciales,por hipótesisde induccióntenemos

De donde,aplicandola regla03’, concluimos

• Caso 2. Los procesos]‘ y 9 tienen los mismosestados,pero con distinta

probabilidadde seralcanzados.
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En estecaso se sigue el mismo razonamientoque en el caso anterior, pues

existeun A, tal quePA < qA. Como parael restode estados,la probabilidad

en ]‘ es más pequeñaque en 9, la sumaseguirásiendomenor,por lo que,

paralos procesosE’ y 9’, dadospor

P = [1—qA]]’VI [q~([~] 13 cz —> ]‘«,~ VI [~ÁPÁ]DJV)
‘JA «EA qA

9 = [1—q~]9’ VI [q~]([~A]E 9«,A VI [~APA] fl ci —>

setiene,por hipótesisde induccion

P’EQ’

de donde,aplicando02’ y 03’ sesigue la conclusióndeseada.

• Caso3. Los procesos]‘ y 9 tienen los mismosestadosiniciales,con la misma

probabilidadde alcanzarcadauno de ellos.

En estecaso, como [PJi q [9Ji,setendráque VA E A y Va c A, [P«,j E

[Q«,A Ji, por lo que,por hipótesisde inducción, concluimos

]‘«,A E Q«,A

Entonces,aplicandoreiteradamenteel axioma02’, obtenemosque paratodo

estadoA sesatisface

E a 4 LA E El ~Q«A
«EA «EA

y aplicandodenuevoreiteradamenteel axioma03’ concluimos

Fi [p~I13 a]’«AE Fi [PA] EJa—49«,Á
ACÁ «EA ACÁ «CA

En lo que respectaal caso caso en el que alguno de los procesoses infinito

comenzaremosconsiderandoel caso en que E es infinito y 9 es finito. Entonces

las aproximacionesfinitas de]’ verifican

RP0JiE[P1JiE---ERP’4Ji~-EU1iEU9]
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u Puestoque cadaP’4 esfinito, tenemosentonces,en virtud de lo ya probadoante-

3 riormenteque,paratodo n se verifica

P’4qQ

por lo que,aplicandola reglaR2 podemosconcluir

Por el contrario, en el caso de que ]‘ seafinito y 9 infinito definido recursí-

vamente,tenemosque como el único medio de llegar a los procesosinfinitos es

por via de sus aproximacionesfinitas, el camino mas razonableparallegar a de-

mostrar [P] E [9] consistiríaen garantizarla existenciade un cierto n tal quela

aproximaciónfinita 9” del proceso9 cumpla

¡Ji’] q [9’4Ji

Si el dominio semánticosobreel que trabajamosfuesew-algebraicola existencia

de un n tal estaríagarantizada;sin embargo,y desgraciadamente,ello no esasí,

comopruebael siguientecontraejemplo:

Consideremosel procesorecursivodefinido por la ecuacion

]‘ = [~ja—+STOPVI4)]’

Susaproximacionesfinitas vienendadaspor

1
= VI [—]DJV2”

Entonces,como tenemosla igualdad ¡[P] = lJ[P’4Ji, se tiene en particular ¡[fl E
LJ[P”Ji, y sin embargoesobvio queno existeningún n tal que []‘] E ¡[P”]1, puesto

que ello implicaríaen particularque paradicho n setendría1 =1 — ~, lo que es

absurdo.

Es por tantopreciso,utilizar un caminoalternativodecaraa probarla relación

]‘ ~ 9. Encontramosasí la causapor la que incluimos en nuestrosistemalógico

la regla fi3, que sin duda habráresultadoen su momentoun tanto chocante,

por lo inusual de la mismaen estetipo de situaciones,pero que ahoraquedará

completamentejustificada.
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Partimosde que

Entonces,si existieseun n con []‘Ji~ [9], la simple aplicaciónde fi2 nospermi-

tiria concluir la prueba.Peroya sabemosqueen generalla existenciade un n tal

no estágarantizada.Centrémonosen dicho caso: entonces,como la sucesión9”
esunacadena,tendremosque paratodasecuencias y todo estadoA secumplirá

p(]’,s,A) =p(Q,s,A)= lirnp(Q”,s,A)

En particular, para los pares (s,A) paralos cualesp(9,.s,A) > O se tendráque,

paratodo Li> O

(1 — J) . p(]’, s, A) < hm p(Q’4, .s, A)

y comoquieraqueel conjuntodedichosparesesfinito, existiráun n suficientemente

grande,tal queparatodo Li c ]N sesatisfaga

79([Li 1]]’ fl [4JDIV,s,A) =p(9”,s,A)

De donde
[[Lii]]’ VI [{jDJVJi Er [Q’4Ji

y puestoque tantoP como Q~ sonfinitos, obtenemos

[Li—y VI 4]DIV ir Qn

Por lo queestamosen condicionesde aplicar la reglafi3, lo que nosconducea

y por último, aplicandofil y R2 concluimos

Finalmente,si ambosprocesosP y 9 son infinitos, y se satisface¡1]’] E [911,
entonces,en virtud de lo probadoen los casosanteriores,tenemosque para toda

aproximaciónfinita]”’ deP severifica]”’ E 9 y por tanto, aplicandola reglaR2

podemosconcluir que P E 9. 0
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Nótese, sin embargo,el paralelismoexistenteentrelas reglas fi2 y fi3. Este

parecidohaceque existaotra alternativade caraa resolverel problemaque se

nos presentóen la demostraciónanterior. La mismanos permitiría manteneren

el sistema,en lo que se refiere al tratamiento de la recursión, únicamentelas

reglasfil y fi2, que son las usualesen un marcocomo en el que nosencontramos.

La alternativaconsisteen introducir una leve diferenciaen la definición de las

aproximacionesfinitas de un procesorecursivo,que pasaríana venir definidasen

la forma
]‘¿ =DJV

= [tV VI J4-jjDIV
dondelos P’4 son las anterioresaproximacionesfinitas.

De estamanera,el significado conjunto de las reglas fi2 y R3 quedaríaen-

globadoen la propia reglafi2.

Finalmente,y puestoque nuestrotrabajose ha basadoen principio en la se-

manticade pruebas,terminamoscon el siguiente

Corolario 6.2 El sistemaaxiomáticoes completorespectoa la equivalenciase-

mánticainducidapor la semánticade pruebas.

Demostración: Se siguede la equivalenciaexistenteentrela semánticadenota-

cional y la de pruebas,a nivel de las equivalenciasentreprocesosinducidaspor las

Omismas.
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Capítulo 7’

Semántica operacional

En la introducciónal lenguajePCSP,realizadaen el capítulo 3, concluíamosque

la semánticaoperacionalallí presentada,basadaen las transicionesde la forma

]‘-49

no era adecuadaparacaracterizarel significadosemánticoque pretendíamos,de-

bido a que la información proporcionadapor dichastransicionesno es suficiente

paradescribirla capacidadde elecciónde que disponeel entornoen un momento

dado. Bajo la luz arrojadapor los capítulos anteriores,pareceevidenteque la

información necesariapara cubrir dicho objetivo, precisade la incorporacióna

las transiciones,de una u otra forma, de la noción de estado, por lo que en este

capítulotrabajaremoscon transicionesmáscomplejas,quereflejarándeuna forma

explícita dichainformación.

7.1 Transicionesprobabilísticas

En primer lugar, modificamosla nociónde transición,por medio de la siguiente

Definición 71 Definimos una transición probabilística observablebasada

en estados(en lo sucesivosimplementetransicionesprobabilísticas)como una

tupía (]‘,Q,a,A,p> donde ]‘ y 9 son procesosprobabilísticos,ci E A C 2 y

193
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p 6 (0, 1]. Usualmenterepresentaremosuna transicióntal en la forma

1 = p«A9
O

Ahora bien, al igual que ocurríaen el capítulo3, una mismatransiciónpodrá

ser derivadade múltiples formas,correspondiendocadaderivación a un cómputo

diferente. Por tanto, por las mismas razonesya aducidasen dicho capítulo, de

nuevohablaremosde multiconjuntosde transicionesderivables.

Asimismo,demanerasimilar a cómo en dichocapítulonecesitábamosla noción

de probabilidadde ejecuciónde una acción, que denotábamospor

en estecaso,lo que necesitamoses la probabilidadde alcanzarun estado,puesto

que una vezalcanzadoun estado,el medio exterior seleccionaráde entreellasque

accionejecuta,sin queintervengaal respectoningunanuevaelecciónprobabilística.

En consecuencia,junto con las reglasquedefinenlasnuevastransicionesproba-

bilisticas, tendremosotrasque paracadaestadoA G 2, definirán la probabilidad

p con la que cadaprocesoP alcanzael estadoen cuestión,lo querepresentamos

en la forma
A

]‘--4P

Presentamosa continuaciónlas reglas que permiten derivar las transiciones

correspondientesa cadauno de los operadoresdel lenguaje.

PR) 0]’ «‘DIi i’

a

Ii) «A[q]P VI [1 — q]R ~ 9

]‘z=4p9
12) «A

[q]fi VI [1— q]]’ ~
4pO—q) 9
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Estastresprimerasreglassonsimplesadaptacionesde las correspondientesde

la primera versión de la semánticaoperacional,y no precisanpor ello de mayor

comentario.

«A 8 A
_______________ P—~~,Q-—>~Q,acA

El) [r]]’ 0 [1 — r]9 «,ALJR ~, E2) ~ [1— r]Q «,ALJR

A aB
______________ P4~,Qt49Q’,a«A

E3) a AuB E4) «,ALJB

Las reglasEl a E4 sontambiénadaptacionesde las anterioresreglasaparecidas

en la primera versión, si bien ya no resultaninmediatas,en tanto y cuandoel

conceptode estado,y en consecuenciala probabilidadde alcanzarlojuegan un

papel fundamentalen las mismas. Así, si A es el estadoque alcanzaP y E el

estadoalcanzadopor 9, entoncesel estadoalcanzadopor la elecciónexternaes

A U E. Por otra parte, las reglasEl y E3 (y análogamenteE2 y E4) indican que

la acción a seráejecutadapor la componente]‘ en dossituaciones:cuandodicha

accionestéen A y no en E, pero tambiéncuandoestéen ambosconjuntos,si bien

en tal caso deberemosponderarcon la probabilidadindicadaen la operaciónde

elecciónparaobtenerla probabilidadde la transición en cuestion.

«8

Pl)
[q]P líA [1 — q]9 —~—->~‘ [q]]” ¡A [1 — q]Q

P2) ]‘ S.~9=4~Q’O«AUE

[1— q]P líA [419~ [1— q]]’ ¡¡A [419’

aB O

½]]‘líA [1—q]Q ~ [q]P’ ¡lA [‘ — q]Q
R «O

P4) r —‘

[1 — q]]’ ¡A [q]9 ~ [1 — q]]’ ¡A [419’
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«8 «0]‘ L.+]” 9 -2-y 9’, a E A

[41]’ ¡A [1—q]Q ~ [41]”¡A [1 — q]Q’
dondeD = (BU C — A) u (En C)

Una vez más, el tratamientode la composiciónparalelaes similar al de la

elecciónexterna,con-lasalvedadde queel estadocorrespondientea cadatransición

serael dadopor (E U O — A) U (E fl C) siendo3 el estadocorrespondientea la

transición de ]‘ que intervieneen su generación,O el correspondientede 9, y A

el conjunto desincronizacion.

bA

]‘ 2t’ P’, P’\(a,q) k2>, pu

bA 8
--4,

P \(a,q) ¿‘A— {a~uB( qjQ\( a,q)

04) ]‘ ~ ]“, ]“\(a, q) ~É!Py]“‘, 6 ~ A

La descripciónde las reglascorrespondientesal operadorde ocultaciónessen-

siblementemáscomplicadaa la de las anteriores.Básicamenterepetimosel razo-

namientoseguidoen el capítulo4 al definir la probabilidadde alcanzarun estado

por partedel procesoP\(a,q).

Así, la regla01 indica que si un estadoqueno contienela acción a ocultar es

alcanzadopor el procesoP con probabilidadp, dichoestadosiguesiendoalcanzado

con la mismaprobabilidad,despuésde ocultar la acción en cuestión.

La regla02 indica quesi ]‘ alcanzaun estadoquecontienela accióna ocultar,

ésta podrá ejecutarsecon probabilidadq, con lo que se alcanzaríanlos estados

accesiblesen dichasituacion.
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La regla03 serefiere al casoen el quela accionocultadano seejecuta.En este

caso,las accionesque puedenejecutarseen principio son las deA — ja>, siendoA

el estadodel procesoantesde la ocultación,que contienea la acción a ocultada.

La acción6 ejecutadapor el procesoresultantede la ocultaciónes en efectounade

las accionesde dicho conjunto. Sin embargo,el estadoen el que seha producido

la elecciónde dichaacción no esel definido por dicho conjunto, sino el obtenido

uniendoal mismo uno de los estadosdel procesocontinuaciondel procesooriginal,

tras la ejecuciónpor partedel mismode la accion ocultada.Con ello reflejamosel

hechode que si bien el procesohabía decididoen principio no ejecutarla acción

ocultada,el entornopodríaobligar al procesoa ejecutarla acciónoculta, si desease

ejecutarunaacciónque sólo es posibletras la ejecuciónde la accion ocultada.

La regla04 cubreprecisamentela posibilidadde ejecutaraccionesqueno están

en A, aún cuandoen un principio el sistemano hayadecididoejecutarla acción

oculta, caso ya cubierto por la regla 02. Ahora la probabilidad 1 — q restante

vuelve a revertir en la acción oculta, con lo que en definitiva se obtiene que la

mismaseráejecutadaforzosamente,si el medio exterior lo necesita.

Obsérveseque las accionesque puedenserejecutadasen virtud de estaregla

sonexclusivamenteaquellasqueno estánen A, puesla ejecuciónde las accionesde

A en el caso de que el procesodecidaen principio no ejecutarla acción ocultada,

corresponderíasiemprea los correspondientescómputosque eludenen efecto la

ejecuciónde la acciónocultada,casocubierto por la reglaanterior 03.

«A

«A

iLtx.P-Á-+
Finalmente,la reglade recursióntampocosufreningún cambionotablerespecto

a la ya presentadaen el capitulo 3. Estudiaremossu funcionamientomedianteel

siguiente

Ejemplo 7.1 Consideremosel procesorecursivopX.[~]a —> STO]’ VI [~]X. Las

transicionesque podemosobtenerparael mismo seránlas siguientes:

En primer lugar, la expresiónP con una variablelibre X a considerarsera

P=[~ja—*STO]’VI[49X
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la misma expresión,en la que sustituimosla variableX por el propio proceso

recursivoseráentonces

P[pX.P¡X] — [~]a —* STO]’ VI [~jgX.]’

A partir deestaexpresión,y de 11 obtenemos

]‘[gX.P¡X]-~-+í STO]’

de donde,utilizando la reglafi, concluimos

«A

~uX.]’-.~2~+1STO]’

Ahora bien, a partir de estatransición,y utilizando 12 obtenemos

por lo que,nuevamentepor medio de fi, llegamosa

«A/JX.F~~4,STOP

Y así sucesivamente,obtenemoslas distintas transicionesoperacionalesque des-

cribenel operadorde recursion. O

Ha quedadopendientela definición operacionalde las probabilidadescon las

quecadaproceso]‘ alcanzacadauno de sus estadosA, paralo cualintroducimos

lassiguientesreglas:
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ER)
STO]’ —*~

{«}a -4 ]‘ —>1

A

Eh) ]‘~-4q
1 [p]]’VI[1—p]Q ~~•4~4pq

E12) 9
[p]]’VI[1—

A
r

7919 ~1-p)r

p ±>~,Q B

A~JBEE) [p]Po[í —pIQ ~>qr
EP) P±4q,

[p]P¡I4l —

con D = (Bu C) — A u (B nG)

«A

EO1) ]‘ .-=~4p,a«A
]‘\(a, q) ±4p

«A

E03) AuB—{«}

]‘\(a, q) > pr(í—q)

A

ER)

A excepciónde las correspondientesal operadorde ocultación, todas estas

reglas son bastantenaturales,en función de la interpretaciónque pretendemos

para los distintos operadores.En lo que se refiere a la ocultación, tenemostres

diferentestipos de estados. En primer lugar, los estadosalcanzablespor ]‘ que

no incluyan la acción a, puedenseralcanzadosdespuésde ocultar, con la misma

probabilidadque antesdehacerlo.

En segundolugar, si ]‘ alcanzaun estadoque contienela acción a, éstase

ejecutaráinternamentecon probabilidadq, con lo quelos estadosalcanzablestras

ello son tambiénalcanzablesporel procesoresultantede la ocultación,pero natu-

ralmentecon la probabilidadresultantede multiplicar por q la que setengatras

la ejecuciónde la acciónoculta.

ES)

O

9+r

PIQ ~qr
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Finalmente,en el mismo caso la acción a no seejecutará(en principio) autó-

nomamentecon probabilidad 1 — q, por lo que el estadoseríaA — ja>, el cual,

en línea con lo explicado al comentarlas reglasgeneradorasde las transiciones

correspndientesa esteoperador,hay queextendercon las accionesde cadaestado

accesibletras la (posible) ejecuciónimpuestade la acciónoculta.

Perocomoquieraqueen generaltenemosmúltiplesformasde llegara un mismo

estado,para obtenerla probabilidadtotal de alcanzarcadauno de ellos, debere-

mos sumarlas probabilidadescorrespondientesa las distintasderivacionesquenos

conducena cadaestado,lo queformalizamosa continuacion:

Definición 7.2 (Probabilidadglobal de alcanzarun estado)

SeaA G 2, y P un proceso.Definimos la probabilidadglobal de queel proceso

P alcanceel estadoA, como la suma >3791, dondeji’ ~ U i e 1> es el multi-

conjuntode informacionesparcialessobrela probabilidadde alcanzarese estado,

que puedeninferirsemedianteel sistemade reglaspresentado,utilizando distintas

derivaciones. O

En arasdeunanotaciónpreciusa,deberíamosrepresentarla probabilidadglobal

con la que un proceso]‘ alcanzael estadoA, utilizando una notacióndiferentea

la utilizada paradenotarlas informacionesparcialessobrela misma. Sin embargo,

hemospreferidoabusarde la notación,reutilizandoparadenotarlasprobabilidades

globalesesamisma notación,puesuna vez utilizadaslas informacionesparciales

para calcular las globales,las mismasdejande interesarnos.Por lo tanto, en lo

sucesivo,y tambienen las reglasdel sistemaquegenerabanlas transicionesproba-

bilisticas (perono, por supuesto,en las quedefinenlas probabilidadesparcialesde
Aalcanzarun estado),cuandoindiquemos]‘—> nos referiremosa la correspondiente

probabilidadglobal.

Definición 7.3 (SemánticaOperacional)

Llamamossemánticaoperacionaldel lenguajePCSP al multiconjunto de tran-

sícionesprobabilísticasque puedenser inferidas con el sistemade reglas ante-

rior, dondecadatransiciónaparecetantasvecescomo formas diferenteshayade

derivarla.
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Estadefinición de semánticaoperacionalva a ser la adecuadaparacapturarla

semánticade pruebasdefinida en el capítulo4, pero como usualmenteocurre, la

presenciadeestadosintermediosno es deseablede caraa caracterizarla noción de

equivalenciainducida,como seobservaen el siguiente

Ejemplo 7.2 Consideremoslos procesos

]‘ = [Ma—>6—> STO]’VI[Ma—* STO]’
9 = a—4([~]6—*STO]’VI[]ST0]’)

Para los mismos tenemoscomo unicastransicioneslas siguientes:

6-> STO]’ ]“‘<«~STO]’

9 ‘{«h116
« 112J ~> STOP VI [~]STO]’

Por tanto, ambosdebenser equivalentes,si bien ello no quedaplasmadodirecta-

mentepor la semánticaoperacional,yaquela formaen queserealizanlos cómputos

de ambosessintácticamentediferente. O

Ahorabien, en el capítuloanterior hemoscomprobadoque la eleccióninterna

es, módulo la normalizaciónprecisa,asociativa,graciasa lo cual podíamosgene-

ralizarla a n operandos.De hecho,dichaextensiónpuedellevarsemáslejos, hasta

capturarfamiliasnumerablesde operandos.Basándonosen dichaideaintroducire-

mos un nuevotipo de transiciónque nos servirápararazonardirectamentesobre

las equivalenciasentreprocesos.

Definición 7.4 Sea A un conjunto de acciones,con a E A, y P un proceso.

Definimosunatransición global como una tupía<]‘,Q,a,A,p>, dondep= >3pí,

161
siendo {P ~iL>~ ]‘~ ¡ i ~ 1> el multiconjunto de transicionesque constituyenla

semanticaoperacionaldel proceso]‘, y donde

9- Fi[&}g
iEI 79

Representaremoslas transicionesglobalesen la forma

«

A

Porextensión,si setiene]’ —>~ admitiremosqueVa E A, VQsetienela transición

global ]‘ ~ 9. 0
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Definición 7.5 (SemánticaOperacionalAbstracta)

LlamamossemánticaoperacionalabstractadellenguajePCSPal conjuntode tran-

sicionesglobalesque puedenser inferidas por medio de la definiciónanterior. O

7.2 Computaciones de procesos probabilfsticos

Tambiénla definición de computacionespuedeseradaptadade unaformanatural

de la introducidaen el capítulo 3. Una computaciónde un procesoprobabilístico

]‘ es una secuenciade transicionesde la forma

= ‘~ «,,A, ~ ~ 92=4 P,,

queusualmenterepresentaremosen la forma

e = qnj¿ «2~42 «nAn

Llamaremosuna derivadade ]‘ generadapor C al triple <s, ]‘,,,p>, donde s =

(ai,Aí)... (a,,,A,,) y p = p~ p,, Usualmenterepresentaremosestasderivadas

con la notación:

y diremosque i’ ejecutacon probabilidadp las accionesci....., a,, pasandopor

los estadosA1,... , A,, parapasara comportarsecomo el proceso]‘,,, que diremos

que es un procesos-derivadode i’ con probabilidadp.

Estanociónpuedeserformalizadaen la forma siguiente:

Definición 7.6 Sea.s una secuencia(posiblementevacía) depares(aí, A1), tales

que a1 E A1, 79 E (0,11, y i’ y 9 dos procesos. Entonces,P Át~ 9 es una

computaciónprobabilísticasu puedeser inferida por medio de las reglas

Li’ <ti’

2. Si P 4~>~ i” y P’ ~ 9, entonces]’(«A

»

pq

o
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Definición 7.7 (Equivalenciapor observacióndeestados)

Seani’ y 9 dos procesos.Decimosqueson equivalentespor observciczonde estados

y lo denotamospor ]‘ ~o 9 su se cumpleque

«x A, a2,A2
]‘F—4 ]‘ fr-.-4]’p~ 1 F~~

4p

2 . p

esuna computaciónde ]‘ su existenj91,. . - , 9,,> talesque

«jA, a2,A2

es una computaciónde 9. 0

7.3 Equivalencia entre las semánticas

Al igual que hemoscomprobadoparael modelodenotacionaldePCSP,estenuevo

modelooperacionaltambiénes equivalenteal modelode pruebas(y por tanto al

denotacional). Esto es, si denotamospor ~r a la equivalenciainducida por los

tests, y ~o a la nuevaequivalenciaoperacionalpor observaciónde estados,se

tiene

De caraa probar dichaequivalencia,tenemosque, puestoque la semánticade

pruebasde un proceso]‘ viene caracterizadapor los valoresp(]’, A) y los procesos

]‘/(a, A), como se comprobóen la prop. 4.2, bastarácomprobarque para cada

procesosintáctico,setiene en primer lugar que p(]’, A) = p equivalea la existen-

cia de una transición ]‘—
1->~. En segundolugar, hemosde probar que el proceso

semantico]‘/(a, A), definidoen el marcode la semánticadepruebas,equivalea un
«A

cierto procesosintáctico9, tal que existeuna transiciónglobal ~ En este

último caso,tenemosque comenzarprecisandola noción de equivalenciaadecuada,

puestoque se tratadecompararun procesoP/(a,A) definido en el marco de la

semanticadepasode tests,con otro 9 que lo estácon técnicasoperacionales.

Paraello, procedemosa generalizarla noción de equivalencia,de modo que

podamos,aunqueseapor medio de un abusode la notación, manejarprocesos

definidosanivel semánticocomosi deprocesossintácticossetratara. En particular,
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ello nospermitiráescribirpara cualquierprocesoi’, la transición

a
]‘ >>p(P,A) P/(a, A)

Pararealizarla pruebadeestaequivalenciano podemosproceder,como hemos

hechohastaahora, por medio de la inducción estructuralrespectode la cons-

trucción de los procesossintácticosen juego. Ello es debido a un problemaque

aparecea la hora de considerarel operadorde ocultación,puestoque las transi-

cionesdefinidaspara ]‘\(a, q) seobtienena partir de las transicionesdeprocesos

de la forma ]‘/(a, A)\(a,q), pero la inducciónestructuralno nospermitesuponer

que la propiedadque deseamosprobarse satisfaceparael proceso]‘/(a, A), sino

sólo parael propio procesoP.

Por ello, nos vemosobligadosa plantearotro tipo de inducciónmáscompleja,

basandola mismaen una medidamás complejade la complejidadde los procesos

(finitos), incluyendocomo nuevo operadorel operadortras, bajo la cual setenga

que todo procesoP/(a, A) es más simple que el correspondienteproceso]‘, de

maneraque podamosaplicara los mismosla hipótesisde induccion.

Paraello definiremosun nuevoordenestructural, basadoen el númeromáximo

deaccionesensecuenciaquepodríaejecutarel proceso,haciendointervenirtambién

en la definición, para que entreen juego en caso de igualdad respectode dicho

primer criterio, el númerode operacionesanidadasque aparecenen el mismo. Ello

se refleja en el hechode que la función nivel que define la complejidadde cada

proceso,no toma simplesvaloresenteros,sino secuenciasno crecientesde los mis-

mos. Paraconseguirun orden bien fundadosobreel que podamosplantearuna

inducción, tendremosencuentael hechodeque dichassecuenciasestánordenadas

respectodel ordenlexicográfico,queesen efecto bien fundadocuandoserestringe

a dicho tipo de secuencias.Todo ello seformalizacomo sigue:

Definición 7.8 (Nivel de un operador)

Dado un procesosintácticofinito ]‘ c POS]’ definimos el nivel de i’ como la

función

nzvel: ]‘OSi’ —4 IN*
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dadapor
nivel(STO]’) = nivel(DIV) = (1>

nivel(a —4 ]‘) = nivel(]’) + <1>

nivel([p]]’ VI [1 — 7919) = oro!(nivel(]’) . nivel(Q))

nivel([p]]’C[1 — p]Q) = ord(nivel(]’) . nivel(Q))

nivel([p]]’¡¡Á[l — p]Q) = ord(nivel(]’) + nivel(Q))

nivel(i’\(a, q)) = nivel(]’) + <1>

dondela sumade secuenciasque apareceesla operaciónque asociaa cadapar de

secuenciasla obtenidasumandoa cadaelementode la primeracadaelementode

la segunda;y oro! es la función que reordenaen orden no crecientelos elementos

de una secuencía.

Por otraparte,definimos el primer nivel deun procesocomo el primero(y por

tanto máximo) de los valoresde la secuenciaque definesu nivel. Es decir

n¿vell: ]‘OS]’ —> IN

definido en la forma nzvell(]’) = cabezci(nivel(]’)). O

Parapoderrazonarpor inducciónen basea la medidadecomplejidadinducida

por la función nivel, comenzaremosprobandoel siguienteresultadotécnico:

Lema 7.1 El orden lexicográfico sobreel subconjuntode 1W formado por las

cadenasde naturalesno crecientes,es un ordenbien fundado.

Demostración: Comprobemosque no existencadenasdecrecientesde longitud

infinita. Ello lo haremosmedianteuna induccióndoble: en primer lugar respecto

del primerelemento(el mayor)de la secuencia,y después,de forma anidada,sobre

el númerode vecesquedicho elementoaparece.

Si el primer elementoes 1, es evidenteque cualquiersucesióndecrecientede

cadenasformadaspor sólo unos tiene un númerofinito de elementos,puestoque

para ir decreciendodebemoseliminar en cadapasode la sucesiónalgún 1 de la

cadenade partida.

Supuestoqueno existencadenasdecrecientesinfinitas cuyoprimerelementosea

unasecuenciaquecomienzapor un valor inferior a n, consideremosunasecuencia

decrecientede valorescuyo primerelementoseaigual a n.
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Razonemosahorapor inducciónsobreel númerode elementosigualesa dicho

valor que contienela secuencia.La basede estasegundainducción consistiráen

considerarque sólo hay uno de estostérminos. Observamosentoncesquesi dicho

valor n no lo tocamosa lo largo de la sucesiónde secuencias,la sucesiónque

se obtieneal quitar dicho valor en todasellas, conformaríauna nuevasucesion

decrecienteformadapor secuenciastodasellas de elementosinferioresa n, por lo

que deberíade seruna cadenafinita. En consecuencia,si la cadenade partida

fueseinfinita deberíacontenersecuenciascuyo primer elementofueseinferior a n,

pero en tal caso,la hipótesisde la primerainducción nos llevaríaa un absurdo.

Por otra parte, supongamosque el primer elementode la cadenacomienza

por una secuenciade exactamenteLi (con Li > 1) valoresigualesa n. En tal caso

la hipótesisde la segundainducción, nos garantizala finitud de las cadenasque

tienen comoprimer elementounasecuencíaque tieneen cabezauna subsecuencia

con menosde Li valoresigualesa ti. Entonces,razonandocomoen el casoanterior,

concluimos que en los elementosde la cadenade partida, deberemoseliminar en

algún momentoalguna ti, puestoque en caso contrario tendríamosuna cadena

finita. Peroal eliminar una n, obtenemosunasecuenciaque comienzacon menos

de Li valoresu, por lo que podemosaplicar la hipótesis de la segundainducción

para concluir que la cadenaque restaa partir de dicho punto es necesariamente

finita. O

Definición 7.9 (Nuevoordenestructural)

Definimosel nuevoordenestructuralentreprocesossintácticosfinitos dePCSP,

quedenotaremos]’< 9, comola relaciónqueseobtienepormediode las siguientes

reglas:

______ P’cQ,Q<fi
]‘<op(gS) i’c:fi

P < 9 nivell(Pi) .c 9, nivell(I’2) < 9
op(]’, 5) <op(Q, 5) [p]i’~ VI [1 — p]P2 <9
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dondeop representatanto a cadauno de los constructoressintácticosde procesos

PCSPfinitos, como a sus operadoressimétricos,y S denotaa un procesoPCSP

finito arbitrario, o

A partir de las reglasquedefinenestarelación,sesigue trivialmentequesetrata

de una relación de orden estricto que refina al orden estructuralentreprocesos.

Por otra partetenemosque dicharelación es un orden bien fundado, lo que nos

permitírarazonarpor inducciónsobredicho orden.

Lema 7.2 La relación < entreprocesosPCSPsintácticosfinitos esun ordenbien

fundado.

Demostración: De las reglasque definen la relación, sedesprendeinmediata-

menteque ]‘ < 9 ~ nivel(]’) < nivel(Q). De aquí,y del lema técnicoanterior

concluimosque la relación es,en efecto,un orden bienfundado. O

Ademásde refinar el ordenestructuraltenemosque el proceso]‘/(a, A) será

menorque el correspondienteproceso]‘, propiedadque es la que perseguíamosa

la hora de definir estenuevoorden. Ello seconcluyea partir del siguiente:

Lema 7.3 Sean]‘ y 9 dosprocesosPCSPfinitos tales

«A

Se tiene entoncesque9 < ]‘ y nive¿1(]’) < nivell(Q).

Demostración: Por inducción respectodel número de reglas utilizadaspara

probarla transición. La última reglaen cuestiónseráuna de las siguientes:

• PR: EntoncesP < a -4 P por definición de <. Ademásniveli(ci — ]‘) =

nivell(]’) + 1.

• Ii: TenemosentoncesP = [p]]’í VI [1 — p]]’2. Entonces,por hipótesis de

inducción 9 < i’1, y como quieraque I~1 < P concluimosque 9 < P.

Por la mismarazón,nivell(9) < nivcll(]’í) =nivell(P).
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• 12, El, E2, E3, E4: Análogos.

• Pi: P = [p]]’í~¡A[1 —p]i’2 y 9 = [P]J’fl¡Á[1 —p]]’2. Por hipótesisde inducción

tenemos]‘ < i’~, por lo que concluimos

9 = [p] ]‘flh4[l —p]i’2 < [p]]’1W4[l 79]]’2 ]‘

Y también,nivell(Q) = nivell(i’)+nivell(]’2) < nivell(f½)+nivell(I’2)=

nivell(]’).

• P2, PS,P4: Similares.

e PS: Partimosde 1’~ < ]‘~ y de P~ < P2. Entoncespara el proceso9 =

[Ai’;II41— p]J% setiene:

9 = LP]Pflh4l —p]
1% < [p]]’1IIA[1—p]~P~ < [p]PíI¡A[1—p]]’2 = P

Además,nivell(9) = nivell(i’) + nivel1(]’~) < nivell(]’í) + nivell(]’
2) =

nivell(]’).

• 01: Por h.i. tenemos]“ < ]‘, por lo que ]“\(a,q) < P\(a,q).

Y nivell(]”\(ci, q)) = nivell(]”) + 1 < nivell(]’) + 1 = nivell(]’\(a, q)).

• 02: Por h.i. tenemos]‘“ < ]“ y además9 < ]“‘\(a, q). Entonces

]‘ “\(a,q) < ]“\(a,q) = i’

por lo que

Q < ]“\(a,q) = i’

Cumpliéndosetambién nivell(Q) = nivell(P”) + 1 < nivell(]”) + 1 =

nivell(]”\(a, q)) = nivell(]’).

• 03: Similar a 01.

• 04: Similar a 02.

O
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«A
Corolario 7.1 Dadauna transición ]‘>-.-L-.>,Q, correspondientea la semánticao-

peracionalde un procesofinito i’, severifica 9 < i’.

Demostración: Si consideramosel multiconjuntode transicionesde la forma

tenemos,en virtud del lema anterior, que para todo i se verifica ]‘~ < ]‘, y

nivell(P1) < nivell(P). Entonces,de la definición del proceso9 como

9 = Fi[&]]’1conp=Z~¡p~
íE! 79

y teniendoencuentaque1 esfinito, porserloel proceso]‘, concluimosqueestamos

en condicionesde aplicar reiteradamentela última regla de la definición de la

relaciónde orden,con lo que concluimos9 < ]‘. O

Finalmenteestamosen condicionesde probarel siguiente

Teorema7.1 Dado un procesofinito ]‘ correspondientea la sintaxis de PCSP,

parael que, con el sistemade transicionesetiquetadodefinido, setienenlas tran-

síciones

>>PA ]‘

]‘ ~PA

se verifica que PA = p(]’, A), y ademásel proceso]“ es equivalente,respectoal

pasode tests,al procesosemánticoi’/(a, A).

Demostración: Procederemospor inducciónrespectoal nuevoordenestructural

entreprocesos,lo quesereduciráa aplicarel ordenestructuralordinarioparatodos

los operadoresa excepcióndel de la ocultación.

DIV y STOP:Trivial en virtud de su definición.

Prefilo: Por un lado, tenemosqueVA C 2

p(a—4F,A)=p
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Lo cual escierto, puesen amboscasosp = 1 si A = ja>, y p = O en casocontrario.

Además, como (a —> ]‘)/(a, {a>) es equivalentea ]‘, se sigueinmediatamenteel

resultadodeseado.

Elección interna: Llamando1? = [r]P Fi [1 — r]9, tenemosen primer lugar,

por hipótesisde inducción

QA~, ~ p(9,A)=p~

de dondeobtenemos,por medio de las reglasEh y E12, y de la definición 4.3

A
P PA + (1— ~)~A

p(R,A) = P~ 79.4 + (1 —p)

lo que nos permiteconcluir

fi±> * p(R,A)=

Además,de nuevopor hipótesisde inducción,podemosasumir

i’>~PAi’/(a, A)
«AQkt4q~Q/(Q, A)

de donde,mediantelas reglasIi e 12, y la def. 7.4, obtenemos

RF~=*r.pÁ+(lr>.qÁ[,.PA4Jflr).’JA]P/(a, A) VI [r.P24~XU,4.qA ]Q/(a,A)

Por otro lado, aplicandola propiedad3 enunciadaen la prop. 4.1, tenemos

p(fi, A).(fi/(a, A) it) = r.p(]’, A).(]’/(a, A) 1 t)+(1—r).p(9, A).(Q/(ci,A) ¡ it)

R/(a,A) ¡ — r p(]’, A). (]‘/(a, A) ji) + (1— r) .p(Q,A) . (Q/(a,A) ¡1

)

r p(]’, A) + (1 — r)p(Q, A)

Y por lo tanto, podemosconcluir

«A

~ A)

Elección externa: Nuevamente,llamamosfi = [r]]’O[1 — r]9, y suponemos

que,por hipótesisde inducción,severifica

~*

Q A ~ p(Q,A)=p~
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Entonces,en virtud de la reglaEE tenemos

AuB
~t p(]’,A)=pÁ A p(Q,B)=p’8

por lo que, en definitiva

O

ZAUBC PAP9
A p(Q,B)=p~

Como ello esválido paratodo par A, 3, tenemos

fi ~ ~ p(R,0) = ro

Porotra parte,tambiénpor hipótesisde inducción,tenemos

]‘>~>PÁ]’/(a, A)
QF-’--*~~Q/(o, E)

dedonde,aplicandolas reglasEl a E4, obtenemos

«,AuBfi—-4 ]‘/i’aA)
PA9B ‘‘‘fi«z±4RQ/(a3)

Q/( E)

51 06 A — 3

51 063— A

si a E A fl E

si a E A fl E

En consecuencia,obtenemosla transiciónglobal

«O
fih2~~fi’

dondes= >3
AuB=C

PAPB, y el procesofi’ es el que vienedadopor

>3 PA 95

fi’ = [«EA—B
>3 pAqB «EA—B

AUB=O

>3 PAqE

VI [«EBÁ
>3

ALi B = O

PAqB

>3 PA9B
«EA—B

Fi[
79~ ~

>3 PA9B
«ER—A

PAqB «ES—A

>3 rpAqB

VI [«CEnA
>3 PAqB

AuB=O

>3 (1—r)p,~qn

VI
>3

AuB=O
PAqB

rpAqAFi ].P/(ci,A)
«EAflB >3 rpAqB

«EAflB

«EAflB

(1 — r)pAqÁ

>3 (1 — r)p.4qB

]‘/(a, A)

9/(ci,B)

j Q/(a,A)

«EAflB
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Entonces,al igual queen el casoanterior,a partir de la propiedad4 enunciada

en la prop. 4.1, obtenemosque el procesofi’ es equivalenteal obtenido en la

definición de R/(a,0), por lo que podemosescribir

fi ~~~(RC) fi/(a, 0)

Composiciónparalela: Consideremosfi [r]P¡¡A[1 — r]Q. Por hipótesisde

induccióntenemos
R

O
PS ~

Entonces,envirtud de la reglaEP, llamandoD = (Bu 0) — A u (En 0), tenemos

paracualquierpar de estados3 y O severifica

4’ p(i’,B)=p~ A p(9,0)=<

por lo que,en definitiva, al igual que en el casoanterior

fiS~ 4’ p(R,D)=rD

Por otra parte, tenemostambién

«E

Q>&22~~Q/(a, 0)

de donde

fi—2—4PBQC[r]]’/(a,3)¡I.4[l —r]9
— r]Q/(a, O)

fi±2.rppqc[r]]’/(a,B)¡¡A[1 — r]9
fi±P*(

1~~)p~qfl[r]]’¡jA[l — r]9/(a, 0)
aD

R~4PA’JB[r]]’/(a, B)¡¡A[1 — r]Q/(a, O)

s~ a c E — (A U 0)

si a E O — (A U E)

sí a E (B n 0) — A

sí a E (EnO) — A

510 E A n EnO

Por lo que, nuevamenteaplicandola propiedad5 enunciadaen la prop. 4.1, y la

definición 7.4 obtenemos

Ocultación: Este es el caso que justifica la utilización del nuevoorden es-

D
—

4PBP~v

tructural para basarla inducción, puestoque en los casosanteriorespodríamos
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habernoslimitado a utilizar la correspondientehipótesisde inducción respectoal

ordenestructuralordinario.

Consideraremosun proceso de la forma ]‘\(a, q). Entonces,si

tenemosque ]‘ < ]‘\(a,q) y ]‘«,.4\(a,q) < ]‘\(ci,q). En consecuencia,podemos

aplicar la hipótesisde inducciónal proceso]‘, obteniendoque ]‘/(a, A) = ]‘«,Á, lo

que nos permiteutilizar en lo sucesivoestanotación. Se tiene además

A
r ~>PA 4’ P~,jPA

]‘/(a, A)\(a, q) —->~ 4’ p(]’/(a, A)\(ci, q), 3) = PB

Consideremospor otra partelas distintas transicionesdel procesoP\(a,q), que

nosdefinen las probabilidadesparcialescon las que el mismo alcanzacadaestado.

Tenemosen primer lugar aquéllasque se obtienenaplicandola regla £01, las

cualespara cadaE ir — ja) parael quesetengauna transicióndel proceso]‘,

nosconducena

P\(a, q) p(P,B)

Por su parte,la regla£02 nos permitegenerarlas distintastransicionesde la

forma

]‘\(a, q) B
p(flA)q.p(R/(«,A)\(«q),B)

cadaunade las cualescorrespondea la ejecuciónde la acciónocultadaa, en cada

estadoA con a E A. En estaocasiónutilizamos la hipótesisde inducciónparael

procesoi’/(a,A).

Finalmentela regla£03 correspondea las situacionesen las que en principio

no seejecutala acciónocultada,perosedejaabiertala posibilidaddehacerlosi ello

sehacenecesario.Suaplicaciónnospermitealcanzarel estadoE por mediodeuna

transicióndiferenteparacadapar de estadosA y O talesque (A — {a}) u O = 3,

de la forma

P\(a,q) >p(PA>.(1—q>.p(F/(«,A)\(«,q),O)

Globalizando todas las transicionesdel proceso resultadode la ocultación,

obtenemos
n\~\ R
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dondep es el valor dadopor

79 = p(]’, A) . p(]’/(a A)\(a, q), E) +

(l—q). >3p(]’,A).
ACE

>3
A— {«}LiO=R

p(]’/(a, A)\(a,q), 0)

A sí, en definitiva podemosconcluir

~‘ p(]’\(a, q), A) = PA

Análogamenteobramosen lo referenteal estudiode las continuaciones.

efecto,tenemosque por hipótesisde inducciónsesatisface

b,Ai’ H—*~p,~4~ ]‘/(6, A)
b,B

junto con las hipótesiscorrespondientesa la probabilidadde alcanzarcadaestado,

ya enunciadasanteriormente.

Consideremosentonceslas transicionesdel proceso]‘\(ci,q). En primer lugar

tenemosaquellasquesonobteniblesaplicandola regla01. En concreto,paracada

a « E tenemos

i’\(a, q) p(P,B)]’/(b, E) \(a, q)

Aplicando la regla02, seobtienenlas transicionesde la forma

]‘\(a, q) 12~~ (PÁ)(P¡(Á)\( >B)]’/(L2 A)\(a, q)/(b,E)

En cuantoa la regla03, su aplicaciónproducelas transiciones

P\(a,q) b,A — {«~LiB(l,(pA) <P/( A)\( >B)]’/(6 A) \(ci, q)

Y, finalmente,con la regla04 obtenemos

Al

>3
ACE

]‘\(a, q) ¿‘A{iLiB(v.’J).P(p,Á).P(p¡(«,Á)\(«q)B> ]‘/(a, A)\(ci, q)/(6, E)



CAP/TUL0 7. SEMÁNTICAOPERACIONAL 215

Mediante la globabilizaciónde todas ellasobtenemosel procesoderivadoco-

rrespondiente,que seríael definido por

[P(PR)]]’/(6, E)\(a, q)

VI Fi [qP(PB)P(P/(«B)\(«q).A)]p/(
0, E)\(a,q)/(6, A))

«EBCE PB

(1—q).p(P,B>. >3 p(]’/(a, B)\(a,q), 0)

VIFi[ BuO=A
«eB~AU{«} PB{ ]‘/(b,B)\(a,q) Si bE 3

i’/(a, B)\(a,q)/(b,0) Si 6 « E

que es equivalenteal procesoi’\(a, q)/(b, E) definido en el capítulo 4, por lo que

concluimos

]‘\(a, q)$~->]’\(a q)/(b, E)

o

Seguidamenteextenderemosesteresultadoa los procesosinfinitos, paraello en

primer lugar definimosla noción de ordensintácticoentreprocesos.

Definición 7.10 (Ordensintáctico)

Definimosel orden sintácticoentreprocesos,que

relación deorden, congruentecon los operadores

denotaremoscon Ls, a la menor

PCSP,y tal que verifica

V]’e]’OS]’ : DIVE5P

o

Dicharelacióncumpleel resultadosiguiente:
A «A

Lema 7.4 Sea]’un procesofinito, y sean]‘—>~ y ]‘..i~>,,Q transicionesdel mismo

correspondientesa su semánticaoperacional.Entonces,paratodo procesoP’ que

verifique ]‘ ~s ]“, podemosrepetir las derivacionesde las mismas,obteniendo

]‘
, y ‘tt9’ con 9 EZ~ 9’.

Demostración: Por inducción respectode la profundidadde la derivación, se

siguefácilmente,teniendoen cuentaqueel ordensintácticoescongruenterespecto

de las operacionessintácticasdel lenguajePCSP. O
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Lema 7.5 Sea]’ un procesoPCSPparael que se tieneuna transicióncualquiera

de una de las formas
A «A

en cuya derivación se ha utilizado en total un número i de veceslas reglasde

recursión (Pu o ER). Entonces,para toda aproximaciónfinita ]‘k con Li > i es

posiblerepetirla derivaciónen cuestión,omitiendose,por innecesaria,la aplicación

de las reglasde recursión,obteniéndosela correspondientetransición

]‘kffif>

donde 9k—i ~s Qk* ~

Demostración: Procederemospor inducciónsobrela profundidadde las deriva-

ciones. El caso basees aquelen el que se ha utilizado tan sólo una regla,y por

tantocorrespondea los operadoresSTO]’ o prefijo, paralos cualesel resultadoes

trivial.

Centremonosen primerlugar, en las transicionesdel primertipo, y distingamos

la última reglaaplicadaen su derivacion.

Si la reglahasido ER, entoncesel procesoesP = pX.E(X), y por tanto como

premisaen la aplicaciónde la reglatenemos

Entonces,aplicandola hipótesisde inducción, tenemosque VLi > i — 1 sepuede

derivar

En consecuenciaobtenemos

es decir

7,

o lo que eslo mismo,VLi =i

Si la última regla aplicadaes distinta de ER, el razonamientoes similar en

todos los casos,por lo que nos centraremostan sólo en uno de ellos. Tomemos,
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por ejemplo, un procesode la forma i’\(a, q), y supongamosque la última regla

aplicadaha sido E03. Entonces,parael proceso]‘ habremosde haberobtenido

las derivaciones
«A

P-2-4pi”

por lo que, por hipótesis de inducción, podemosconcluir que si 5 es el número

de vecesque sehan utilizado las reglasPu o ER en la derivaciónde la primerade

dichastransiciones,paracadaLi > j podemosderivar

pk «~A
7,

para un cierto i”k con ]“k5 Es p’k*

Análogamente,para la segundade dichastransiciones,en cuyaderivación se

habránutilizado un total dei—j veceslas reglas de recursión,y teniendoen cuenta

que Li =i implica Li —5 =i —5, la hipótesisde inducciónnos conducea

o lo que es lo mismo ]‘1k5\( q)—2-,.

Entonces,aplicandoel lema 7.4 obtenemos

8

por lo que podemosaplicar la reglaE03,concluyendo

por medio de la misma derivaciónque nos condujo a la transiciónde partida,en

la que omitimos,por innecesarias,las aplicacionesde las reglasde la recursion.

Pasandoa las transicionesdel segundotipo, distinguiremosdenuevola última

regla aplicadaen la derivación. Entonces,si se trata de la regla fi, tenemos,al

igual que en el caso anterior, ]‘ = pX.E(X), por lo que la aplicaciónde dicha

reglaseproducirásobrela derivación

«A
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en la quese han aplicadoun total de i — 1 veceslas reglasde recursión.Entonces,

por hipótesisde inducciónVk> i — 1

~«A ~

con Qki Es 9k., o lo que esigual

Ek+l fn~Qk*

y por lo tanto

i’k+1 .¶ztQks

Entonces VLi> i, aplicandoi veceslas reglasde recursión,obtenemos

i’k «~4Qk.

con Qkí Es Qki. como pretendíamos.De maneraanálogaobtendríamos9k. Es
9k.

Por otra parte,si la última reglaaplicadano es fi, centrémonosde nuevoen

un casocualquierapor sertodos ellos similares. En concreto,supongamosque el

punto de partidaes de nuevoun procesode la forma ]‘\(a, q), parael cual se ha

obtenido una transición utilizandoen último lugar la regla 04. Entonces,parala

primerade sus premisasseráde la forma

y en su derivaciónsehabránaplicadoun total dej =i veceslas reglasde recursion.

Entonces,por hipótesisde inducción,paraLi =5

pk .~j’(k.

con ]“‘~ Es ]“k*

La segundade las premisas,de la forma

]“\(ci, q)!Ét,.Q

habráprecisadoi — 5 aplicacionesde las reglasde recursiónen su derivación,por

lo que por hipótesisde inducción, parak =

p’k—5y0 q)=?P>
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con Qki Es Q(k5)*

Entonces,por el lema 7.4 tenemos

]‘/k*\(a q)=ZÉ,.Qkfl

donde
9k verifica Q(kW* Es Qk.*

Por lo que estamosendisposiciónde aplicar la regla04, lo que nosconducea

con Qki ~ Qk** O

El resultadoobtenido en el teorema7.1 para los procesosfinitos puedeser

extendidoa la totalidad de los procesosPCSP,como semuestraen el siguiente

Teorema7.2 SeaP e i’CSP, un procesoparael cual sepuedenderivartransi-

cionesglobalesde la forma
A

P—-4P
a,A

a partir de las reglas de la semánticaoperacional(incluyendo las recursiones).

Entoncesp = p(]’, A), siendoésteel valor obtenidoen la semánticade pruebas,y

9 es equivalentea ]‘/(a, A) respectoal pasode tests.

Demostración: En lo que hacereferenciaa las transicionesdel primer tipo,

tenemosque la probabilidadde la transiciónglobal en cuestión

A
]‘--4p

se habráobtenidopor medio del sumatoriop = >3791, en el que se suman las
iE 1

probabilidadesde las transicionesparcialesde la forma

A
—4 Pi

derivablesenel marcode la semánticaoperacional.

Por su parte,es evidenteque toda transiciónde cadaaproximaciónfinita ]“4

de ]‘ secorrespondecon unatransiciónobteniblea partir de ]‘, encuyaderivación
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apareceránaplicacionesde las reglasde recursión,cuandoasí seprecise. En con-

secuencia,paralas correspondientestransicionesglobales

severificap,, =p.

Porotraparte,envirtud del lema7.5, cadatransiciónde]’ podráserderivada,

por medio de la mismaderivación(excluyendolas aplicacionesde las reglasde la

recursión,que no seránprecisas)por partede todasy cadauna de las aproxima-

cionesde ]‘ a partir de un determinadoíndice.

En definitiva,si denotamospor 1,, al subconjuntode 1 al que correspondenlas

transicionesde P’4, se tendráque ji,,> convergea 1, y por tanto j>3 Pi> converge
16 1..

a p, por lo que {p,~> convergea 79.

Perocomo quieraque los ]“’ son procesosfinitos, en virtud del teorema7.1

tenemosque cadap,, coincidecon pQP”,A). Por lo tanto, al serla semánticade

pruebascontinua, tenemos

p = lirnp,, = lirnp(P’4,A) = p(]’,A)

En cuantoa las transicionesdel segundotipo, sabemosque el proceso9 en

cuestiónesel dadopor

9 =
le!

«A

donde ~ ¡ i e I} es el multiconjunto de transicionesdel proceso ]‘.

Utilizando la notación y los razonamientosdesarrolladosen la parteanterior de

la demostración,consideraremosla familia de subconjuntosfinitos de 1, {Ik}kcN,

cadauno de los cualesestáformadopor las transicionesde dichoconjuntoen cuya

derivaciónse hayanhechoun máximo de Li aplicacionesde las reglasde recursion.

En virtud del lema 7.5, tenemosentoncesque paracadaLi E IN y cadai E ‘k se

verifica paratodo Li’> Li que

«A

paraun cierto Qk’* tal queQk’~~ q~ Qk’* ~5 Qk’
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Se tieneentonces,que9 es el límite de la sucesión{ U Fi ~ Para
k’=k iEI*

comprobarlo,tenemosen primer lugar que demaneratrivial, paracadaLi E IN se

satisface

U Fi [p1]QtEs Li Fi WQ~ = 9
k’>k lE!,. i=kiE4

En lo quea la relación recíprocaserefiere, tenemosque paracada5 =Li y para

cadai E I~ en virtud del lema 7.5, paratodo le’ =5 setienentambiéntransiciones

de la forma ]‘k’.~~Q~’ con Q~’t Es Q~’. En particular ello se tiene para

Li’ = 2], de donde

Fi [p~]Q?Es Fi [p]QS
20~

iEI~ le!,

y tomandolímites en el lado derechode la desigualdad

Fi [p~]Q~Es Li Fi []Q(2fl’
le!

5 i=k iEf,

por lo que tomandolímites en el lado izquierdo, seobtiene

9 = U Fi [p~]Q?c~ ¡j Fi [79)9<25»

Por último, el resultadodel enunciadodel teorema,seobtienecomo consecuen-

cia del teorema7.1.:

Q = Li Fi [pj]QI<* = U E] [pi]]’~/(aA) = ]‘/(a,A)
k’=kíd!,. kEJN íd!,.

O

Teorema7.3 (Equivalenciaentreel modelooperacionaly el de pruebas)

Paratodo par deprocesos]‘,]“ definidoscon la sintaxisdePCSP,setienequelos

mismos son equivalentesrespectode la semánticaoperacionalsi y sólo si lo son

respectode la semánticade pruebas.Es decir

VP,ÉE]’0S]’: ]‘=T]’4’i’0]’

Demostración: Razonaremosen basea la semánticadenotacional,queya sabe-

mos que es equivalentea la de pruebas,y resulta más adecuadaa la hora de
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compararlacon la semánticaoperacional,puesencierta forma ambassebasanen

las mismasideasintuitivas.

Según el lema 7.5, si en el marco de la semánticaoperacionalse tiene la
«A

transición ]‘í—2—÷7,9, entoncesel proceso 9 es equivalenterespectoal paso de

tests al proceso ]‘/(a, A), y p es igual a p(]’, A). Ahora bien, en el capítulo 5

hemoscomprobadoque los conceptosdefinidos por estasnotacionesen el marco

de la semánticade pruebas,coincidíancon los conceptoscorrespondientesparala

semanticadenotacional,por lo quequedabajustificadala utilización deunamisma

notación en amboscasos.En consecuencia,y comoquieraque ambassemánticas,

denotacionaly de pruebas,sonequivalentes,concluimosque la semánticadenota-

cionaldel proceso9 coincidecon la del proceso]‘/(a, A). Puestoqueestoescierto

para todo par (a, A) con a C A, tenemosque el primer nivel del árbol que define

la semánticaoperacionalde i’ secorrespondecon el primer nivel (entendiendopor

taleslas agrupacionesde un nodo de elecciónexterno,junto con todos los internos

que cuelgande él) del árbol que define la semánticadenotacional.

Perocomo quieraque lo afirmado es cierto para cualquier proceso,de igual

formapodemosconcluir quecadaunode los nodosde los nivelessucesivosdeambos

árboles,denotacionaly operacional,secorrespondende igual forma, de dondese

siguequeambosárbolessonequivalentesmódulola distintaformasintácticaen que

estándefinidos,y por tantolas semánticasdenotacionaly operacionaldel proceso

]‘ en cuestión,sonequivalentes.

o
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Conclusiones

Nuestroprincipal objetivo en estetrabajo ha sido la definición y estudio de un

lenguajeapropiadopara la especificaciónde procesosconcurrentesque combine

las característicasproporcionadaspor los lenguajesclásicos,junto a otras de tipo

cuantitativoprobabilístico.

El punto de partidafue el lenguajeCSP,y la primeraaproximacionsiguió las

ideasexpuestasen [0J590], encontrándonoscon dos dificultadesque hubo quesu-

perar.En primer lugar, el lenguajepresentadoen dichotrabajoerasensiblemente

massencillo deestudiarpormedio deuna semánticaoperacional,debidoa que se

tratabade un lenguajesíncronoy utilizaba un uníco tipo de elecciónque puede

ser interpretadaya seademanerareactivao generativa,sin necesidaddecombinar

ambasaproximacionesen un modelo único.

Además, hemos pretendidomantener,en la medida de lo posible, la inter-

pretaciónusualde los operadoresde CSP,al definir la semánticade los correspon-

dientesoperadoresde nuestrolenguaje.

En particular, la combinaciónde los modelosreactivoy generativoha sido el

principal obstáculopara modelar el operadorde eleccionexterna,mientrasque

en el casode la ocultaciónel problemaseha presentadoal intentarmantenersu

significadoclásico.

La resoluciónde estasdificultadesha exigido una ciertacomplejidaden lo que

223
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serefierea las definicionessemánticasde algunosoperadores,principalmentelas de

la elecciónexternay la ocultación.En lo que respectaal operadorde composición

paralela,su modeladono ha presentadodificultadesadicionales,puesla idea de

reducir el mismo a una elección externa a través de la correspondienteley de

expansión,sigue siendoaplicableen el caso probabilístico.

Sin embargo,en contrastecon las dificultadesencontradasa la hora de definir

la semánticade los operadores,el sistemadeaxiomascorrespondienteharesultado

serde mayorsencillezque en el caso no probabilístico, lo que tambiénquedade

manifiestoen el dominio soportede la semánticadenotacionalquehemosdefinido,

o lo que viene a serlo mismo a la postre, en la sencillezde las formas normales

de los procesos.Al respectode las mismases reseñabletambiénel hechode que

otros trabajos([HJ9O, Han9l, Han92]) hayanutilizado unaclasede procesosmuy

similar a la deaquéllas,en los queseexigela apariciónen alternanciadeelecciones

internasde tipo probabilísticoy eleccionesexternasde tipo no-determinista.Esta

conexionentreambosmodeloshaaparecidodeformaespontánea,sin habersersido

perseguidaex-profeso. No obstante,entendemosque la misma no es en absoluto

casual; de hecho,consideramosque el resultadoque hemosobtenido,justifica en

buenamedidael tomar como punto de partida a la hora de definir un dominio

de procesosprobabilísticos,una clasede procesoscomo los consideradosen los

citadostrabajos,en los que de hechounajustificación de la elecciónde dichaclase

seechabanotablementeen falta.

Concluiremosindicandoalgunasposiblesvías de continuacióndel presentetra-

bajo, en algunasde las cualestenemosprevistocentrarnuestrapropiaatencionen

un futuro próximo.

En primer lugar se podrían considerarextensionesdel modelo, en las que se

deberíaprocurarde mantenerlos resultadosalcanzadosen nuestrotrabajo. En

particular,nosotrosestamosespecialmenteinteresadosen la introduccióndelfactor

tiempo, lo cual nos conduciríaa un modelo temporal-probabib’sticodeCSP.

Otra líneade trabajo,siguiendola mismalíneadel trabajode Hansson[Han9l],

consistiríaen el estudiode diversoscasosde aplicacióndel modelo. De hecho,un

primer ejemploen estalínealo hemospresentadoya en estetrabajo, dondehemos
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analizadoun sencillo protocolo de comunicaciones(protocoloAUY). Lamentable-

mente,la mayorcomplejidady extensióndenuestrosestudiosteóricos,ha imposi-

bilitado en nuestrocasola mayor profundizaciónen el marcodeestetrabajoen el

terrenode las aplicaciones.

Si bien las definicionesde la semánticade los distintos operadorespor las que

hemos optadono fueron en absolutocaprichosasni precipitadas,sino fruto de

múltiples disquisicionesy de la constataciónde los problemastécnicosde otrasop-

cionesque a priori podíanresultarmássencillaso naturales,seríaposibleahondar

enel estudiodediferentesversionesdel modelo. En particular,el modelosesimpli-

ficaríasin dudaalgunacon unainterpretacióndistintadel operadordeocultación,

en la que la decisiónde ejecutaro no una accion oculta se tomaseuna sóla vez,

siendo imposibleforzar al procesoa ejecutarlacuandoéstehayadecidido lo con-

trario. Naturalmente,y en línea con lo ya indicado, ello conllevaríala pérdida

absolutadebuenapartede las propiedadesbásicasde dichooperadoren el modelo

no probabilístico.

Por otra parte,resultaríainteresantetratar de trasvasarnuestrosresultadosa

un lenguajebasadoen CCS, lo que ofrecería la ventajade poder compararmás

fácilmente los mismos con los obtenidosen otros trabajosrelacionadosde otros

investigadores.La dificultad queencierradichatareapareceserdeordensimilar a

aquéllacon la que nosotroshemosdebidode luchara lo largo del presentetrabajo,

puessi bien el operadorde restricciónde CCS es mássimplequeel deocultaciónde

CSP,y sólo existeun tipo deelección,tenemos,sin embargo,unamayordificultad

en el modeladodel operadorparaleloy en el tratamientode la acción ‘r presente

en el lenguajeCCS.

Por último, otras posibles continuacionesdel trabajo se centraríanen el es-

tudio desdeun enfoquedistinto de la semánticadel lenguaje. Así, en lugar del

enfoquefundamentalmentealgebraicoque nosotroshemoselegido,sepodríahacer

un mayorénfasisen las cuestionespuramenteprobabilísticas,en líneacon lo hecho

en [5ei92]. Un último punto relacionadocon el anteriorsecentraríaen el estudio

de la semánticaen el marcode los espaciosmétricos,siguiendolas ideasexpuestas,

si bien de formamuy somera,en [CJS9O].
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