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Capitulo 1
Introduccion

El objeto ultimo de la presente Tesis Doctoral es el estudio, a nivel formal, de
los sistermnas concurrentes. Es bien sabido que la aparicién de la concurrencia
representa un aumento radical en la complejidad de los sistemas. Ello se pone
en particular de manifiesto en los modelos tedricos desarrollados para abordar
su estudio a un nivel formal. En consecuencia, en los primeros modelos tales
se abstraen todos los aspectos de los procesos concurrentes que se consideran no
fundamentales de los mismos, de manera que se pueda razonar a nivel formal sobre
el comportamiento de los procesos, sin que la complejidad del modelo formal en
cuestion oscurezca y dificulte dichos razonamientos. Naturalmente, el coste que se
ha de pagar debido a las susodichas simplificaciones, es la perdida de toda aquella

informacion que voluntariamente se ha abstraido en el proceso de modelizacién.

Todo ello se observa en particular en los distintos modelos formales que ini-
cialmente se desarrollaron, como son las Redes de Petri [Pet81, Rei85] y las de-
nominadas Algebras de Procesos, como CSP [Hoa85], CCS [Mil80, Milg89] y ACP
[BK84]. En todas las versiones béisicas de estos modelos, se parte de una forma
u otra de la idea de que un sistema concurrente evoluciona mediante la ejecucién
en cada momento por parte de una de sus componentes (o de todas aquellas que
deban sincronizar al efecto para hacerlo posible) de una accién de entre las que
en ese momento sea capaz de ejecutar. Ello liga inmediatamente la concurren-
cia con el no-determinismo, pues si en un momento son varias las acciones que

podrian ejecutarse, no se toma partido por ninguna de ellas, sino que se considera
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o

que todas ellas son igualmente posibles, si bien finalmente sélo uno de los posibles

funcionamientos se producira en cada ejecucién del sistema.

De hecho, en la practica se ha comprobado que, una vez abstraidos aspectos
como la equidad (fairness) en las elecciones, el paralelismo real (posible uso de
varios procesadores al tiempo) o la duracidn de las acciones, en la modelizacion
de dicho no-determinismo se encuentra Ja clave de cara a contar con una buena
modelizacion de la concurrencia. Un magnifico trabajo, en el que ello se pone de
manifiesto, y en el que ademas se hace una exposicién detallada de la denominada

semantica de pruebas, previamente presentada en [NH84], es [Hen88].

Ahora bien, una vez estudiados en profundidad les modelos basicos, es opor-
tuno el tratar de ampliarlos 0 modificarlos en lo preciso, de modo que puedan pasar
a estudiarse aquellos aspectos, fundamentalmente cuantitativos, que se habian per-
dido como resultado de las abstracciones en que aquéllos se basaban. En concreto,
se cuenta ya con abundantes resultados en temas como el paralelismo real [Tau89,
Win87, Old87, DNM90), los modelos temporizados [RR87, MT90, RR88, Ort90] o
la equidad [CS87, Fra86, RZ92).

Otro de dichos aspectos, en cierta forma relacionado con el 1ltimo de los an-
teriormente citados, es precisamente el que constituye el centro de atencién del
presente trabajo. Se trata de la introduccidn en el modelo de informaciones proba-
bilisticas que cuantifiquen las decisiones no-deterministas que aparecen en el seno
de cada proceso. Es obvio al respecto, que en la practica evaluaciones cuantitativas
del comportamiento de un proceso pueden resultar tanto o mas interesantes que
evaluaciones meramente cualitativas. Asi, la simple posibilidad de un mal com-
portamiento de un sistema puede resultar irrelevante si la probabilidad de que el
mismo se presente es nula o despreciable. En concreto nuestra aproximacién se
centrara en el estudio del tema en el marco de las dlgebras de procesos, y mas es-

pecificamente en la definicidn y estudio de una extensidn probabilistica del modelo

CSP.

Aunque por las caracteristicas técnicas del mismo, consideramos que el presente
trabajo es notablemente novedoso, es sin embargo bien cierto, que no se trata en
absoluto del primer trabajo dedicado al estudio de las versiones probabilisticas

de las dlgebras de procesos, si bien no hace apenas cuatro afios, mas o menos
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el momento en que comenzé a gestarse nuestro trabajo, que se publicaron los
primeros trabajos de una cierta entidad dedicados al tema. Nos limitaremos aqui
a referenciar los primeros de dichos trabajos, que junto con otros mas recientes

seran comentados brevemente en el transcurso de la proxima seccion.

El primero de los trabajos relacionados con la cuestién es [LS89], donde se
estudian una clase de sistemas de transicién probabilisticos, definiendo para los
mismos una extensién probabilistica de la nocién de bisimulacién ([Mil80, Mil83))

en la que se basa la semantica usual del lenguaje CCS. El tema es posteriormente

tratado de nuevo en [Chr90B, Chrg9).

Ya en el marco de las algebras de procesos el primer trabajo ha sido [GJS90], en
donde se describe un lenguaje denominado PCCS, versidn probabilistica de SCCS
[Mil83], que es a su vez una version sincrona del lenguaje CCS. En dicho trabajo se
describe la sintaxis del lenguaje, su semantica operacional y unas leyes algebraicas,
todo lo cual queda ilustrado por un ejemplo de cierta envergadura. Posteriormente,
en [GSST90] se contintia con el tema, presentdndose tres semanticas operacionales
del lenguaje, sobre cada una de las cuales se define la correspondiente nocion de
bisimulacion. Dichas semanticas reciben los nombres de reactiva, generativa y es-
tratificada. Por ultimo, en [JS90, SS90] se analizan algunos aspectos adicionales del
lenguaje: en el primero se estudian distintas nociones de equivalencia de procesos,

mientras que en el segundo se estudia la nocion de prioridad.

1.1 Antecedentes y estado actual del tema

El no-determinismo como elemento fundamental en la modelizacion de la concu-
rrencia, tomoé auge en la segunda mitad de la década de los setenta, aunque los
primeros trabajos se remonten a periodos anteriores. Podemos citar los trabajos
de Milner [Mil80] y Hoare {Hoa78] como elementos fundamentales que sentaron las
bases de lo que ha sido, en los ultimos afios, uno de los campos mas fructiferos de la
Informatica Tedrica. Sendas versiones revisadas y actualizadas de dichos trabajos

[Hoa85, Mil89], se han convertido ya en clasicos de la literatura especializada.

Aparte de sus interesantes aspectos tedricos, alrededor de dichos modelos se han
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desarrollado también multiples aplicaciones practicas, que constituyen de hecho la
justificacidn dltima de su existencia. En particular, en el terreno de los lenguajes
de programacidn se cuenta con el lenguaje de programacion concurrente OCCAM,
basado en CSP, mientras que LOTOS es un lenguaje de especificacion, adoptado

como estandar ISO para la especificacion de protocolos, basado fundamentalmente

en CCS.

Entre los trabajos mas importantes en los que se han puesto las bases tedricas
para el estudio de las dlgebras de procesos, hemos de citar los de Brookes [Bro83],
que desarrollé el modelo seméntico de procesos en el que se basa la semantica de-
notacional de CSP, y estudié la semantica axiomatica del lenguaje, comparandola
con la anterior. Dicho modelo fue mejorado posteriormente en [BR85), donde se
incorporé el fenémeno de divergencia. Por otra parte, citaremos de nuevo [Hen88],
donde se estudia en profundidad la semdntica de pruebas, y se relaciona con la

semantica denotacional y la semantica axiomatica.

Y como quiera que, como ya hemos comentado, €l campo de los modelos for-
males de la concurrencia, y en particular el de las dlgebras de procesos, ha resultado
tremendamente {ructifero en los Gltimos anos, resultaria tremendamente costoso
tanto en tiempo como en espacio, hacer un recorrido exhaustivo sobre sus diferen-
tes facetas, por lo que nos centraremos en lo sucesivo en el terreno concreto de las

versiones probabilisticas de las algebras de proceso.

Las algebras de procesos probabilisticos estudiadas hasta la fecha tienen en
comun la inclusién de, al menos, un operador de eleccién y otro de composicién
paralela; sin embargo las mismas nos presentan distintas variantes a la hora de
extender probabilisticamente dichas operaciones. Las diferencias fundamentales
aparecen en el tipo (o tipos) de eleccidn considerados y en el hecho de si el pa-
ralelismo es o no sincronizado. Por otra parte, existen también diferencias en el
tipo de equivalencias entre procesos que se consideran, en funcién de los distintos
marcos que se utilizan para definir la semantica de los procesos probabilisticos. En
lo sucesivo centraremos la presentacidn de los modelos que hemos considerado mas
representativos, fundamentalmente en el comentario de como se concretan en cada

uno de ellos dichas variantes.
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1.1.1 Sistemas basados en CCS

Comenzaremos nuestro estudio describiendo un par de aproximaciones que re-
presentan versiones probabilisticas de CCS. Entre ellos, tenemos en primer lugar
PCCS, un lenguaje que fue descrito inicialmente por Giacalone y otros en {GJS90],
donde se presenté un modelo operacional del mismo. Como ya indicamos, la base
del lenguaje es la version sincrona de CCS, SCCS [Mil83]. La sintaxis del lenguaje

es la siguiente:

E = 0|X;|a:E| > [p]Er Dondep; €(0,1], > pi=1 |
i€l i€l

ExF|ETA|E[f]| fie,.XE

El hecho de estar basado en un lenguaje sincrono simplifica notablemente las
notaciones y la definicidon de la semantica del lenguaje; sin embargo ello se consigue
a costa de sacrificar potencia descriptiva, pues aquellos sistemas que son asincronos
por naturaleza han de ser sincronizados de una manera artificial para poder ser
modelados con el lenguaje. Tal artificiosidad queda por ejemplo de manifiesto, en

el mismo ejemplo presentado en dicho articulo, donde se representa una versién
del protocolo AUY.

A partir de la semantica operacional definida, se introduce una nocion de bisi-
mulacion que induce la correspondiente nocién de equivalencia entre procesos. A
continuacion se presentan una serie de leyes algebraicas que se cumplen en el mo-

delo semantico inducido por dicha nocién de equivalencia.

El siguiente paso consiste en introducir las nociones basicas que permiten definir
una nocién de distancia entre los procesos semanticos, la cual dota al conjunto
formado por los mismos de la estructura de espacio métrico. Dicha distancia se
define a partir de una cuantificacién de la nocién de bisimulacién, denominada
e-bisimulacion, que permite una desviacion acotada por ¢ en la simulacién de cada
paso de los procesos comparados. Mas exactamente, la distancia entre dos procesos
vendra dada por el menor valor €, para el cual ambos son e-bisimilares. As{, dos
procesos bisimilares se encuentran a distancia 0, y por lo tanto son de hecho uno
mismo, de lo cual se sigue que el universo inducido de procesos semanticos coincide

con el correspondiente bajo la bisimulacion. La definicién de este espacio métrico
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(el cual de hecho sdlo se define sobre el subconjunto de procesos deterministas)
parece ser el punto de partida para un trabajo mas exhaustivo, que se anuncia de
hecho en las conclusiones del articulo en cuestién, pero que no nos consta que haya

sido divulgado hasta la fecha.

Por el contrario, la semantica operacional del modelo si es estudiada con mas
detalle por Van Glabbeck y otros, en un trabajo posterior [GSST90], donde se
proponen tres posibles versiones de la semantica denominadas Reactiva, Generativa

y Estratificada, de entre las cuales la segunda coincide con la definida en el primer

trabajo.

El modelo Reactivo, basado en el sugerido en {[Pnu85], entiende que los procesos
reaccionan frente al estimulo presentado por un agente exterior, el cual solicita
la ejecucién de una determinada accién (de forma similar a lo que en [Mil80]
representan la presion de botones, aunque sin permitir la presién simultanea de
varios de ellos), de manera que las probabilidades sélo se corresponden con las
distintas formas que se tengan de ejecutar cada accidén posible, cada una de las
cuales, cuando sea seleccionada por el exterior, sera ejecutada con seguridad. Asi,

en el proceso

1 3 1
[E]a . E] + [g]a : E‘z + [g]b : E3

se tiene que si la accidn seleccionada por el entorno es a, la misma serd ejecutada
con seguridad, pasando el sistema a comportarse como £, con probabilidad 1/4
y como Ej con probabilidad 3/4; mientras que si la accién ejecutada es la b, el

sistema pasara a comportarse como Fj3 con probabilidad 1.

Por el contrario, en el modelo generativo se entiende que el sistema es auto-
suficiente para tomar todas las decisiones, sin responder a ningin requerimiento
del exterior. De esta forma las probabilidades indicadas seran aplicadas en primer

lugar para decidir la accién a ejecutar, y luego la correspondiente continuacidn.

Finalmente, el modelo estratificado pretende ser una combinacién de ambos,
pero a la postre es mas bien una versidn del generativo, en la que las probabilidades
vienen jerarquizadas en la forma en que se indica en la sintaxis del proceso, de
manera que ante la imposibilidad de ejecutar una accidén, su probabilidad no se

reparte entre todas las demds, sino solo entre las que estan a su mismo nivel. Asi,



CAPITULO 1. INTROD UCCION 7

en el ejemplo
1

(5o 0+ (2N([5)s - 04[5 0)

si la accidén ¢ no puede ser ejecutada por el entorno en que se encuentra el proceso,
la accidn a continuara con probabilidad 1/3, mientras que en el modelo generativo
al ser las probabilidades de las tres acciones iguales, si una de ellas no puede
intervenir en el sorteo, su probabilidad se reparte entre todas las demas acciones,
con lo que la probabilidad de ejecutarlas continuaria siendo la misma para ambas,

siendo por tanto igual a 1/2.

Estas tres versiones son analizadas con cierto detalle, proponiéndose para cada
una de ellas una semantica operacional y la correspondiente nocién de bisimulacion
asociada. Todas ellas son relativamente sencillas, lo cual se debe al hecho de que
siempre se mantienen separadas las caracteristicas de los modelos reactivo y gene-
rativo. Volveremos al tema en la seccidén siguiente, en la que presentamos nuestro
propio trabajo, pues el deseo de fundir en un tnico modelo las caracteristicas di-
ferenciadas de los modelos generativo y reactivo, motivado por la coexistencia en
el lenguaje CSP de sus operadores de eleccién externa e interna es el que justifica

el mismo, asi como, por desgracia, es el principal culpable de su bastante mayor

complejidad.

Jou y Smolka comparan en [JS90] una serie de nociones de equivalencia entre
procesos para el caso generativo, presentando ademas una axiomatizacion correcta

y completa de la equivalencia entre procesos finitos inducida por la bisimulacion.

Por otra parte, Hansson y Jonsson ([HJ90, Han91, Han92]) introducen otro
lenguaje basado en CCS en el que incorporan cuantificacién de tiempo y probabili-
dad, al que denominan TPCCS. La base probabilistica que utilizan tiene naturaleza
generativa, pues es el sistema quien decide sobre la ejecucién de las acciones. Sin
embargo, junto a la eleccién probabilistica, incorporan una eleccién no determi-
nista, si bien la sintaxis del lenguaje impone que ambos tipos de eleccion deban

alternarse de forma estricta.

Como veremos en su momento, este modelo de procesos, que en este caso se
impone como punto de partida, se parece en gran medida a aquél al que nosotros

hemos llegado como resultado final, en la bisqueda de las formas normales que
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caracterizan la equivalencia inducida por las semanticas que hemos desarrollado.
Ello es bien probable que no deba achacarse a la mera casualidad, pero no obs-
tante lo que si es cierto es que los autores de dichos trabajos, en momento alguno
han justificado la razén por la que estudian en concreto dicha clase sintactica de

Procesos.

Por otra parte, queremos dejar aqui constancia de lo que nos parece un error
importante en el primero de dichos articulos [HJ90]. Se trata del hecho de que
a pesar de que en principio la sintaxis impone que las acciones entre las que se
elige en el caso de las elecciones no-deterministas sean distintas, sin embargo estd
también permitido que en dicho contexto aparezca una composicién paralela, la
cual puede dar lugar a elecciones entre acciones idénticas. Ello sucede en particular
en el caso de las acciones internas generadas por las sincronizaciones. Esta cuestion
es parcialmente corregida en la siguiente versién del trabajo ([Han91]) en la que las
acciones internas aparecen etiquetadas con la accion original cuya sincronizacion
las produjo, manteniéndose en este caso una decisién externa (y por tanto no
cuantificable probabilisticamente) respecto a qué accidén se ejecutard. No obstante,
en ambos {rabajos se queda sin aclarar el comportamiento de un sistema que debe

decidir entre dos procesos que comienzan con la misma accion.

1.1.2 Sistemas basados en CSP

J. J. Zic, en su articulo [Zic90] expone la posibilidad de extender CSP en términos
de probabilidad y tiempo. Sin embargo, se limita a justificar la necesidad de la
extension y a dar una orientacion de la ruta a seguir para hacerlo, sin entrar en

absoluto en los detalles, ni por tanto en las dificultades, de la tarea.

Ofrece en dicho trabajo la idea de plantear un operador de eleccion externa
probabilistico, para el cual las probabilidades dependerian de un entorno exterior
variable, en funcion del cual se obtendrian los distintos comportamientos del op-
erador. Sin embargo, arguye como principal dificultad para la realizacién de la
tarea, el hecho de que la asignacién de una distribucién de probabilidad que go-
bierne las decisiones que toma un proceso, requeriria un conocimiento del entorno

del mismo. En cierta forma nosotros hemos seguido esa idea al definir la semantica
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de pruebas de nuestro lenguaje, en la que los tests juegan el papel de medio exterior
que interacciona con el proceso; pero como quiera que dicha semantica se define
considerando todos los tests posibles, se tiene que a la postre no se hace ninguna

suposicion sohre el medio externo concreto subyacente.

Por ultimo, Karen Seidel presenta en [Sei92] una versién probabilistica de CSP
con una sintaxis similar a la por nosotros considerada. La sintaxis de su lenguaje,

también denominado PCSP, es la siguiente:

P u= STOP|SKIP|X|a—P|P,0 P|P,0P]|P\B|f(P)|

PIPIP; Q|P, |}l PIuXP|(Xi=PF)

Como se vera en su momento, la notacién P ,M P aqui utilizada, es similar a la
nuestra [py]P M {p;] P, siendo también similar el significado que se da al operador
de eleccidon interna que representan. Respecto al operador de eleccion externa,
también es similar la notacién que se emplea, pero desconocemos el significado
que se pretende que la misma tenga, puesto que en la versién incompleta del
trabajo de que disponemos (gentilmente enviada por su autora) no llega a discutirse
dicho operador. Lo mismo podemos decir respecto al operador de ocultacién,
aunque en esta ocasion la sintaxis difiere, pues no se cuantifica probablisticamente
la operacion, por lo que desconocemos cémo se tratara la ejecucion de las acciones

internas que genera.

Con respecto al operador de composicion paralela, al ser totalmente sincroni-
zado, es elemental su significado y coincide con el nuestro en el que caso de que el
conjunto de sincronizacion es el total de acciones del alfabeto. No ocurre lo mismo
en el caso de interleaving, en el que las probabilidades son internas. Discrepamos
con esta interpretacion, puesto que seria tanto como afirmar que en dos terminales
conectadas a un computador central, seria el sistema el que deberia decidir qué
terminal sera atendida. Ello parece razonable en el caso de que ambos realicen una
peticidn, pero si uno esta inactivo, por ejemplo porque su operador esta tomando
un café, entendemos que el otro no deberia esperar también por el hecho de que el

sistema haya decidido atender al primero en primer lugar.

Por otra parte, la forma de estudiar los procesos difiere notablemente de la
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utilizada en nuestro trabajo, pues se dedica fundamentalmente a estudiar las dis-
tribuciones de probabilidades que se generan en el marco de la Teoria de Proba-
bilidades, obteniendo a partir de dicho estudio una serie de leyes que obedecen los

Procesos.

1.1.3 Otros modelos

La primera referencia de la que tenemos constancia, en la que se discute un modelo
algebraico de procesos concurrentes en el que se incorporan aspectos cuantitativos
probabilisticos, es [LS89], donde la aproximacién a los procesos concurrentes se
hace en base a las transiciones operacionales que generan, al margen de sintaxis

concreta alguna para los mismos.

En dicho trabajo, una vez definido el sistema de transiciones probabilistico
como modelo semantico de los procesos probabilisticos, se define un sistema de
testeo de los mismos, mediante el cual se pueden obtener propiedades de los proce-
sos concurrentes analizando su respuesta frente a los tests. La semantica obtenida
se compara con la inducida por una nocién de bisimulacién probabilistica, basada
en la bisimulacidn fuerte. Se muestira que, por medio de dichos tests, es posible
distinguir con una probabilidad tan cercana a uno como se desee, entre procesos
que no sean equivalentes por bisimulacion, lo que prueba que, en este sentido pro-
babilistico, el mecanismo de testeo si captura la bisimulacién, a diferencia de lo

que sucede en el marco del no-determinismo no cuantificado probabilisticamente

(véase [HM85]).

Ademas, las propiedades obtenibles por testeo pueden ser descritas por medio
de una Ldgica Modal Probabilistica, similar a la de Hennessy y Milner [HM83], de
forma que se obtiene un entorno que permite validar un proceso con respecto a su
especificacidn, siempre que ésta venga dada por una serie de propiedades descritas

con dicho lenguaje.

Bloom y Meyer ([BM89]) estudian la relacidn existente entre la bisimulacion
original ({Mil89]) y la probabilistica, mostrando que dos procesos (no probabilis-

ticos) P y @ son bisimilares si y sélo si existe una asignacion de probabilidades
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a las transiciones de ambos, tales que los procesos resultantes P’ y @' son proba-

bilisticamente bisimilares.

Por otra parte, Jones y Plotkin en {JP90] proporcionan un entorno general
para definir la seméntica de lenguajes de programacion probabilisticos, en el que
se estudian constructores tales como la composicién secuencial, las instrucciones
condicionales, y los bucles, junto a una eleccidn probabilistica interna y a una
composicién paralela con una decisién probabilistica de qué proceso debe ser el
que ejecute la primera accidn, no existiendo en cambio constructores que permitan

una eleccién de tipo externo como el de CSP.

1.2 Resumen y Plan del trabajo

En este trabajo nos hemos marcado como objetivo el estudio de un lenguaje apro-
piado para la especificacién de procesos concurrentes que, junto con las facetas que
quedan capturadas por los modelos cldsicos desarrollados al efecto, nos permitiese

ademas ¢!l modelado de propiedades cuantitativas probabilisticas de los procesos.

En concreto hemos tomado como base el modelo CSP definide por C.A.R.
Hoare en [Hoa85), al cual hemos aiadido una serie de mecanismos probabilisticos
que permiten indicar la distribucién de probabilidades que un sistema utiliza para
tomar sus decisiones. Para dicho lenguaje hemos buscado una semantica apropi-
ada, que al mismo tiempo que nos permitiese capturar la informacién probabilistica
anadida, mantuviese en la mayor medida posible la correccidn de las leyes que se

tienen en el lenguaje CSP original.

Como hemos visto en la seccidn anterior, los modelos hasta ahora estudiados,
se basan bien en las ideas reactivas en las cuales las elecciones se entienden como
externas, de manera que si en un momento dado existe la posibilidad de ejecutar
una accién y el entorno desea hacerlo, ello sucedera con seguridad, o en las gener-
ativas, en las que se considera que el sistema es completamente autéonomo, y por
tanto toma todas sus decisiones de forma interna. Pero en CSP coexisten ambos
tipos de eleccidn, y para ambos deseamos conservar sus caracteristicas propias.

Ello nos lleva a interpretar la eleccién externa de forma reactiva, y sin embargo la



CAP{TULO 1. INTRODUCCION 12

interna de modo generativo. Curiosamente, si bien las definiciones de ambos tipos
de modelos han probado ser relativamente sencillas, la mezcla adecuada de ambos
resulta ser mucho mas complicada, fundamentalmente por la necesidad de tener
que renunciar a los modelos cldsicos de espacios de probabilidad a la hora de definir
la seméntica del lenguaje, pues ni es cierto que la suma total de las probabilidades
de todos los cdmputos ha de ser 1 como sucede en el caso generativo, ni la suma
de las probabilidades de ejecutar cada traza posible ha de ser igualmente igual a

la unidad, como sucede en el caso reactivo.

Con estas ideas en mente, intentamos una primera aproximacion, basada en las
técnicas operacionales descritas en los primeros trabajos aparecidos sobre procesos
probabilisticos, en concreto PCCS. Sin embargo, con estas técnicas llegamos a
la conclusién de que no es posible mantener el comportamiento del operador de
ocultacién de CSP, que cuando actiia en un contexto de eleccion externa, introduce
por un lado una componente de eleccion interna, pero mantiene al mismo tiempo

un cierto grado de eleccién externa, como expresa la ley clasica de CSP

(a—-POb-Q\a = P\a N (P\a Ob— Q\a)

Puesto que pretendiamos el mantenimiento de una versidén adecuada de esta
ley en nuestro lenguaje PCSP, o lo que es lo mismo, desedbamos mantener dife-
renciadas las caracteristicas de los dos operadores de eleccién de CSP, llegamos
a la conclusion de que era necesario distinguir en cada momento la capacidad de
eleccién de que dispone el entorno exterior para seleccionar la accion a ejecutar en

cada instante del desarrollo del proceso.

Pensamos que el marco mas natural para poner de manifiesto la capacidad
de influencia que en cada momento tiene el medio exterior en el funcionamiento
de un proceso, era el de la semantica de pruebas [Hen85]. Como quiera que era
preciso decidir la accién a ejecutar en los casos en que el proceso estd dispuesto a
ejecutar una serie de acciones, y el entorno a su vez permite que se opte entre varias
de ellas, introdujimos probabilidades en los tests, cuyo dnico objetivo es resolver
dichas elecciones. De esta forma, las decisiones internas del sistema, cuantificadas
en la sintaxis del mismo, junto con las decisiones del medio exterior, cuantificadas

en la distribucién de probabilidad del test, dan lugar a una unica distribucién que
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nos define la probabilidad de aceptacién de un test por parte de un proceso, que

denotaremos por P | t.

La idea que permite visualizar la manera en que se define dicha probabilidad,
consiste en imaginar que en cada paso el sistema resuelve en primer lugar todas
las elecciones internas que encuentra antes de la ejecucién de accioén visible alguna,
entre las que se encuentran tanto aquellas indicadas explicitamente por el cor-
respondiente operador, como las generadas implicitamente por los operadores de
eleccion externa, paralelismo y ocultacidn. Tras la resolucion de dichas elecciones
internas, el proceso alcanza un determinado estado, que viene definido por el con-
junto de acciones que el sistema queda en disposicién de aceptar. Alcanzado el
estado, corresponde al entorno representado por el test, decidir la accion a ejecu-
tar. Ello da lugar a una nueva eleccidn que se resolvera en base a la distribucidn de
probabilidad indicada en el test, si bien una vez normalizada la misma, al excluirse

del test aquellas acciones que no estén permitidas en el estado alcanzado.

Une vez que el estudio por medio de los tests nos conduce a desentrafar los
secretos de la evolucion de un proceso probabilistico, surge de manera natural la
idea en que basar la definicion de un dominio de procesos que nos sirva para definir
una semantica denotacional de los mismos, equivalente a la de pruebas previamente
definida. Obtenemos en concreto, que un proceso probabilistico vendra dado por
un arbol de decisiones, que alternativamente serin de dos tipos: en primer lugar
decisiones internas que corresponderan a nodos cuyas ramas hijas estdn etiquetadas
por subconjuntos disjuntos del alfabeto de acciones de los procesos. Cada una de
dichas ramas tendréd también asociada una probabilidad, de forma que la suma de
todas las probabilidades de esas ramas sea a lo sumo 1, representando la diferencia
hasta 1 la probabilidad con que el proceso diverge en ese punto, al quedar sumergido
en una serie de elecciones internas indefinidas. Por otra parte, cada uno de dichos
arcos finaliza en un nodo externo, del que a su vez pende una rama distinta para
cada accién del conjunto que etiqueta a la rama con la que se accede al nodo
externo en cuestidn, la cual ird etiquetada por la correspondiente accion, siendo su

destinoe un nuevo nodo interno.

Una vez definida en base a dicho dominio la semaéntica denotacional, compro-

bamos que la misma es equivalente a la semantica de pruebas definida previamente.
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Es decir, si dos procesos pasan con la misma probabilidad cada test que les es ofre-

cido a ambos, entonces seran equivalentes denotacionalmente, y viceversa.

Seguidamente nos planteamos la construccién de un sistema de axiomas y reglas
que nos permita razonar en un marco algebraico sobre la equivalencia semantica
entre procesos sintacticos. De cara a probar la completitud de dicho sistema,
utilizamos el hecho de que todo proceso PCSP puede reescribirse utilizando dicho

sistema ldgico, en una forma normal de la forma

1
P = I——l [pA] D —ra— Pa,A
acz . aea ||A]

donde Z pa < 1,y P, 4 esta también en forma normal.
ACT

Podemos observar que, curiosamente, las forrnas normales son extraordinaria-
mente simples comparadas con las correspondientes al caso ordinario, pues las
condiciones de cierre bajo convexidad y unién que en aquel caso aparecian, dejan
de ser necesarias, y tampoco las distintas continuaciones tras la ejecucion de una
misma accién han de ser necesariamente idénticas. Ello se debe al hecho de que en
el presente caso probabilistico, los tests son capaces de detectar todos los posibles

estados de un proceso, y de aislar la continuacién correspondiente a cada uno de

ellos.

Por iltimo definimos una semantica operacional equivalente a las anteriores,
para lo cual la misma ha de tener una conexién muy fuerte con la semantica de-
notacional previamente definida, en el sentido de que las transiciones de la misma
han de ir etiquetadas ademas de por la accion ejecutada a la que corresponden,
por un conjunto de acciones que representa la oferta del proceso en el estado en
el que se encuentra. Ambos datos irdan acompafados por la probabilidad corre-
spondiente, que representa la probabilidad de alcanzar dicho estado, y por tanto

es independiente de la accién ejecutada a la postre.

Para terminar, se prueba que la semantica operacional definida es equivalente
a las anteriores, lo cual no ofrece excesiva dificultad, dado el parecido ya resenado

entre la misma y la denotacional previamente definida.

En conclusién, hemos obtenido cuatro modelos semdnticos de PCSP, todos
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PCSP

1
Semantica de pruebas

F

k 4

Sistema de axiomas<— S. denotacional -— §. operacional
Figura 1: Resultados obtenidos

ellos equivalentes, que nos sirven para razonar a distintos niveles sobre el compor-
tamiento de los procesos probabilisticos. Ello queda expresado de forma gréifica en

la figura 1.

En lo que respecta al contenido de los siguientes capitulos del trabajo, indi-
caremos que comenzaremos en el capitulo 2, describiendo de una manera rapida
las técnicas utilizadas a lo largo del trabajo, en particular la semdntica de los

lenguajes, y la aplicacion de las mismas al lenguaje CSP clasico.

En el siguiente capitulo introduciremos el lenguaje PCSP, presentando la que
fue nuestra primera aproximacién a la definicién de la semantica del mismo. Como
ya hemos indicado, se trata de una semantica operacional, la cual se corresponde
de forma natural con una semantica denotacional de trazas. El capitulo concluye
con un ejemplo no trivial que ilustra la aplicabilidad del lenguaje. Una versién

previa y resumida del contenido de este capitulo, puede encontrarse en [CFV92].

Desgraciadamente, un modelo tan simple como el presentado, nunca podra
capturar el significado que deseamos para el operador de ocultacién, que no es
otro que el que entendemos mas coherente con la interpretacién clasica en CSP del

mismo operador. Dicha imposibilidad se mostrara en particular para la seméntica
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en principio propuesta, por medio de un contraejemplo adecuado.

En el capitulo 4 presentamos la semantica de pruebas que nos permite sol-
ventar las dificultades anteriores. Siguiendo el proceso habitual en estos casos,
comenzamos definiendo el concepto de test (probabilistico en este caso), para a
continuacién definir la probabilidad con la que cada proceso pasa un test, por in-
duccién estructural respecto de su sintaxis. Ello queda lejos de ser trivial en lo que
se refiere al estudio de varios operadores, especialmente los de eleccion externa y
ocultacién, pues como ya hemos indicado, el punto de partida para la definicion es
la nocién de estado, la cual no queda de manifiesto de forma explicita en absoluto,

en la sintaxis de los procesos.

En el capitule 5, estudiamos una semdntica denotacional, comenzando por
definir el dominio de procesos semanticos, para luego definir las correspondientes
versiones semanticos de cada operador del lenguaje. Por dltimo probamos la equi-
valencia entre esta semdntica denotacional y la de pruebas, la cual se basa en
la posibilidad de computar en base a los tests la probabilidad de alcanzar cada
estado, junto con la de aislar la continuacidn de cada proceso tras la ejecucion de

una accién en un determinado estado.

En el capitulo 6 introducimos el sistema de prueba que nos servira para razonar
algebraicamente sobre la equivalencia entre procesos. Probaremos que el mismo es
correcto y completo respecto a la semantica de testeo, en base a la nocién adecuada

de forma normal previamente comentada.

En el siguiente capitulo construimos una nueva semantica operacional inspirada
en las ideas que han ido surgiendo a lo largo de los anteriores capitulos, gracias a
lo cual nos es posible probar la equivalencia entre la misma y las presentadas con

anterioridad.

Finalmente, en el capitulo 8 exponemos las conclusiones obtenidas con esta

Tesis Doctoral, e indicamos las lineas a seguir para extender el mismo en un futuro.



Capitulo 2
Generalidades

Dedicaremos este capitulo a la presentacién de los conceptos fundamentales en
relacién con el tema de las semanticas de lenguajes formales, concretando en espe-
cial la exposicién en lo referente a su aplicacion al modelo CSP. Ello nos servira de
punto de partida de cara a abordar el estudio de la versién probabilistica de dicho

modelo que constituye el tema central del presente trabajo.

2.1 Sintaxis de lenguajes

Definicién 2.1 (Signatura)

Dada una coleccién de nombres de tipos Dy,..., Dy, una signatura & = (Op, p),
sobre la misma viene dada por un conjunto Op de nombres de funciones, a cada
uno de los cuales, f se le asocia un dominio, que es una tupla (eventualmente
vacfa) de nombres de tipos, y un rango, que es también un nombre de tipo. Ello

lo representaremos en la forma
f: .D,‘1 X...X.Dim —t DJ'

Por su parte p es una funcién

p:0p— IN

que define la aridad de cada operacién, con la restriccion de que el dominio de

cada operacién tiene tantos argumentos como indica su aridad.

17
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A las funciones de Op se les llama operadores de la signatura, y en el caso

particular de que su aridad sea nula, diremos que se trata de constantes. w]

Definicion 2.2 (X-Algebra)
Dada una signatura ¥, una X-Algebra es un par (A, X4) donde

e A es una coleccién de conjuntos, uno por cada nombre de tipo. Al conjunto

A; asociado al dominio D; le denominaremos soporte del mismo.

e U4 es un conjunto de funciones definidas sobre los conjuntos soportes de la
E-dlgebra,
{ fa/f€Op}

cada una de las cuales va asociada a una operacion de la signatura X, siendo
su dominio de aplicacién, rango y aridad compatibles con el perfil definido

para la misma en la signatura. Es decir, si
f: D;, ><...>(D.'m —_— DJ'

entonces
fa: Ay x.. XAy, — Aj

Asi pues, una I-Algebra es simplemente una interpretacién de los simbolos que
aparecen en la signatura X, consistente en un conjunto por cada nombre y una
interpretacion de los simbolos de operaciones como funciones entre dichos conjun-
tos. Naturalmente, una misma signatura puede tener multitud de interpretaciones
distintas, incluso aun cuando los conjuntos soportes sean los mismos. Una de
ellas, de particular importancia es la conocida como Algebra Libre o Algebra de
Términos, cuyos conjuntos soportes estian constituidos por objetos puramente for-
males, que son los denominados té€rminos de la signatura, los cuales son secuencias
de simbolos de la signatura I, bien construidos en atencién a los dominios y ran-
gos de sus operaciones. La interpretacién de las funciones de la signatura se define
simplemente anteponiendo a los argumentos de la aplicacién de una funcién, el

simbolo de funcién correspondiente a la misma.
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En lo sucesivo nos centraremos en el estudio de las signaturas homogéneas, que
son aquéllas que tienen un sélo tipo. Ello nos es posible, pues si bien cuando se
estudian lenguajes en general se precisan algebras heterogéneas, en el caso concreto

de las algebras de procesos es suficiente contar con algebras homogéneas.

Definicién 2.3 (Términos)
El conjunto de términos bien formados correspondiente a la signatura X, que de-

notaremos por Tx, es el menor conjunto de cadenas de simbolos de operacién de

la misma que satisfacen

1. Si f € T tiene aridad 0, entonces la cadena formada por el simbolo f esta en

Tx.

2. Si f € ¥ tiene aridad k& > 0, entonces la cadena formada por los simbolos

f(t1,..., 1) esta en Ty, siempre que ¢y, ...,t; sean términos de Tk.

Definicién 2.4 (Algebra Libre)

El algebra libre sobre la signatura homogénea I, es aquélla que tiene como soporte
el conjunto de términos de la misma, interpretandose las funciones por medio de
la simple aplicacidn sintdctica de las mismas, esto es, si f € ¥ tiene aridad k > 0,

entonces la funcion
.k
fTE . T'E —} TE

aplica cada tupla de términos (¢;,...,t) en el término f(t1,...,%). En el caso
de las constantes omitiremos los paréntesis correspondientes a los, en tal caso,
inexistentes argumentos, de manera que la constante f vendra representada por el

mismo término f. 0

De cara a definir los procesos a nivel sintdctico, utilizaremos una signatura
homogénea adecuada, sobre el tipo de procesos Proc, representando los términos

del algebra libre correspondiente, los procesos finitos sintacticos.

De cara a la incorporacién de los procesos infinitos, introducimos una serie

de elementos auxiliares. Contaremos en primer lugar, con un conjunto infinito



CAPITULO 2. GENERALIDADES 20

contable de identificadores Idf, que se suelen denominar variables de proceso, si
bien a nivel formal trataremos los mismos como nuevas constantes distinguidas.
Por otra parte, introducimos una familia de operadotes unarios, cada uno de los

cuales viene asociado a una variable £ € Idf, y se representa con la notacion u £.P.

Los términos correspondientes a la signatura asi ampliada, seran en los sucesivo

los denominados procesos sintdcticos.

De esta definicién se desprende que los identificadores son en si mismos términos
de la nueva algebra, y por tanto procesos, que se veran como variables. Dicha
interpretacion se mantiene hasta que los mismos ocurren en el contexto de un

término recursivo asociado a ese mismo identificador.

Para formalizar esta situacién, introducimos las nociones de ocurrencias de

identificadores libres y ligadas, inducidas por la construccion pé.P.

Definicién 2.5 Sea P un término y £ una ocurrencia de un identificador en P.

Decimos entonces que:

e £ ocurre libre en P sii nos encontramos en alguno de los siguientes casos:

P =¢
P =op(P,...,P,) donde ¢ ocurre libre en algin 7
P =udP con é # £ y £ ocurriendo libre en P’

Por tanto, una aparicion de £ es libre si no esta en el marco de una recursion

correspondiente a la variable en cuestidn.
¢ Una aparicién de € es ligada si no es libre.

e El término P es cerrado si no tiene apariciones libres de identificadores.

Por ejemplo, en el término p £.(6 O a — STOP), el identificador £ ocurre en el
contexto de g, por lo que su ocurrencia no es libre; se trata por lo tanto de un

proceso cerrado.
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Como quiera que al definir la semantica, cada operador de recursién acabara
con la variabilidad de los identificadores que liga, tendremos que los procesos ce-
rrados tendrdn un significado concreto, alin a pesar de que contengan variables.
Es en tales procesos en quienes estamos en ultimo término interesados, si bien la
técnica de analisis estructural que utilizamos a la hora de analizar los procesos, nos
obliga también a estudiar los procesos que contengan variables libres. Al respecto

introducimos la siguiente

Definicidn 2.6 (Sustituciones sintdcticas)

Sean P y @@ dos términos, el término P(Q/¢] es el que se obtiene sustituyendo toda
aparicién libre de € en el término P por el término (). En el caso de que la variable
sustituida se sobreentienda por el contexto, escribiremos simplemente P[Q] para
expresar el resultado de la correspondiente sustitucion. Por ultimo, generalizamos
dicha notacién para cubrir el caso en el que realizamos reiteradamente una misma

sustitucion, definiedo al respecto

PQI=Q, ..., PQl= P[P(QI]

2.2 Semantica de lenguajes

Como ya hemos indicado anteriormente, una misma sintaxis admite multitud de
interpretaciones, definidas por medio de las correspondientes algebras asociadas a
la misma. Ya hemos destacado entre ellas el algebra de términos, que de mane-
ra informal podriamos describir como aquella interpretacién que en realidad no
interpreta nada. Por esa razon, el dlgebra de términos tiene por lo general mas
elementos de los que seria intutivamente deseable, en el sentido de que habitual-
mente tendremos distintos modos de describir sintacticamente un mismo proceso
semantico. En consecuencia se precisan mecanismos mas complejos para definir
formalmente lo que conocemos como semantica de un lenguaje, que en ultimo
término no sera otra cosa que un mecanismo para distinguir exactamente aquellos

procesos que deseemos considerar como no equivalentes.
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A continuacidn haremos un rdpido repaso a las diversas técnicas para describir

semanticamente un lenguaje.

2.2.1 Semadntica denotacional

El objetivo de una semantica denotacional es asignar a cada objeto del lenguaje
(en nuestro caso a cada proceso sintactico) un objeto matemdtico definido de un
modo preciso, captando el significado pretendido del mismo. La semantica sera

entonces una funcidn matemdtica que asignara a cada proceso un objeto.

Dichos objetos son elementos tomados de un conjunto D, que llamaremos do-
minio semdntico, dotado de cierta estructura, con el fin de lograr que las ecuaciones
recursivas £ = uf. P que definen el significado pretendido de la recursion, tengan
solucién. Para ello utilizamos la técnica de los puntos fijos. En concreto nosotros

recurriremos a un orden parcial entre los elementos del dominio semantico.

Definicién 2.7 Una relacién < sobre un conjunto D es un orden parcial cuando

verifica las propiedades antisimétrica, reflexiva y transitiva.

eVzeDz<z
s Ve,yeDz<y Ay<z = 2=y

e Vr,y2€Da<yAy<z = <2

Definicién 2.8 Dado un dominio D dotado de un orden parcial <, decimos que

un conjunto X C D es dirigido si todo subconjunto finito de X tiene una cota

superior en X.

VYePF(X)3ze X:VveY, v<z

Definicién 2.9 Un dominio D dotado de un orden parcial < es un orden parcial

completo (CPQO) si verifica las dos condiciones siguientes:
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1. Existe un elemento minimo, que denotaremos por L.

YeeD: L <z

2. Todo subconjunto dirigido X tiene limite (cota superior minima), que deno-

taremos por UX.

Vze X: z<UX
VdeD: (VeeX:z<d)=uUX <d

Proposicién 2.1 Dado un CPO D, si consideramos el conjunto D" =D x... xD
(n veces), v lo dotamos del denominado orden puntual, o también llamado de

componente a componente, definido por

(di,....d) C (e1,...,e:) & Vi€ {l,...,n}d; C ¢

obtenemos un nuevo CPQO. O

Definicién 2.10 Sean D,D’' dos CPO'sy ¢ : D — D’; decimos que

1. ¢ es estricta si conserva el elemento minimo:
¢(Lp) = Lo
2. ¢ es mondtona si conserva el orden parcial:

dy Cp dy = ¢(d1) Copr ¢(da)

3. ¢ es continua si conserva los limites de los conjuntos dirigidos:

VX C D, X dirigido : ¢(UpX) = Upip(X)



CAPITULO 2. GENERALIDADES 24

Proposicién 2.2 Sean D y 7’ dos CPQ’s, y ¢ : D* — D’ una funcién entre

ellos. Tenemos que ella es continua sii lo es componente a componente. O

Proposicién 2.3 Sean D y D’ dos CPO’s, y ¢ : D* — D' una funcion entre

ellos. Tenemos que ¢ es continua sii

1. ¢ es mondtona y

2. VX €D, X dirigido : ¢(LX) < Ug(X).

Teorema 2.1 (Punto fijo, Knaster-Tarski)
Dado D un CPO, toda funcién ¢ : D — D mondétona tiene un menor punto fijo

en D, que denotaremos fiz{¢). Si ademds ¢ es continua se verifica
fiz(¢) =U{¢"(L) | n =0}
siendo ¢9(d) = d,...., "1 (d) = B(¢"(d)). 0

Tras estas consideraciones estamos en condiciones de definir qué es un modelo

denotacional y qué una semantica denotacional basada en el mismo.

Definicidon 2.11 Un modelo denotacional M corrrespondiente a una signatura
homogénea, viene dada por un CPO Dy y un conjunto {opp | op € Op} de

operadores continuos opas : Dar X ... X Dy — Dyy. (W

Definicién 2.12 Sea M un modelo denotacional, entonces un entorno es una

funcién £ : Idf — Dps que asigna a cada identificador un elemento del dominio

semantico. a

Definicién 2.13 Sea M un modelo denotacional y sea Ent el conjunto de en-

tornos, entonces la semdntica denotacional inducida por M viene dada por la

funcion
M[]: Ty — (Ent — Dyp)
definida por
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et

MR PINE) = f(MIPI(E), . MIPIED,
. MIENE) = £(8),
. M[pt PHE) = fix(Ad. M[PJ(E[d/E])), donde £[d/E] es el entorno idéntico a

£ salvo en £, donde su valor es el d € Djs indicado.

2

L]

Evidentemente, la necesidad de los entornos sélo aparece en el contexto de tér-
minos abiertos, para los cuales es preciso interpretar de alguna manera las variables
libres contenidas en los mismos. Por el contrario el valor semantico de los términos
cerrados sera independiente del entorno, por lo que tiene sentido hablar de los

mismos sin referirnos a ningun entorno concreto.

2.2.2 Semantica operacional

En las seménticas operacionales, el significado de un término (proceso) ya no se
obtiene directamente por medio de una funcién, sino a partir de la descripcién
de la forma en que dicho proceso va evolucionando, transformandose en otros
términos. Ello se formaliza por medio de un sistema de transiciones, definido al
efecto. Agrupando todas las posibles evoluciones de todos los términos, tendremos

descrito el comportamiento de cada proceso.

La forma mas usual de representar la evolucidn de los procesos es mediante un

sisterma de transiciones etiquetado.

Definicién 2.14 Un sistemna de transiciones etiqguetado viene dado por una terna
(S,A,{—>,a € A}) donde

e S es un conjunto a cuyos elementos llamamos los estados del sistema,

¢ A es un conjunto, cuyos elementos nos serviran para etiquetar las transi-

ciones, y

o —= C § x S es un conjunto de transiciones etiquetadas por a, cada una de

las cuales estd permitida en su primer estado, conduciéndonos al segundo.
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- v . - ) a
Si 1,89 € S, el significado de la transicién s;~— s, €5 que un proceso en estado

sy puede "evolucionar en la forma a” pasando al estado s;.

2.2.3 Semantica ecuacional o algebraica

En la semantica ecuacional o algebraica, la técnica utilizada para caracterizar
un lenguaje es puramente (valga la redundancia) algebraica. Introducimos para
ello un conjunto de ecuaciones (axiomas} y unas reglas que definen un sistema de
derivacidn 16gico al que denominamos sistema de prueba ecuacional, o simplemente

sistema de prueba.

Una ecuacién es un par de términos, que en general contendran variables, escrito
en la forma t = t/. Su significado es que para cualquier asignacién de términos a las

variables que aparecen en la ecuacidn, los dos términos resultantes son equivalentes.

Junto a las ecuaciones que demos, tendremos una serie de reglas, cada una
de las cuales estara formada por un conjunto finito de ecuaciones que llamamos
premisas, y una ecuacién, que denominamos conclusion. El significado es que si
bajo una asignacion de variables, se satisfacen las premisas de una regla, tambien

se satisfara la conclusidon de la misma.

El sistema logico resultante nos permite realizar pruebas, que son secuencias de

sentencias de la forma
o=t =t ... ti=t),

donde cada sentencia es o bien un axioma, o bien puede ser derivada aplicando al-
guna regla a algunas de las sentencias anteriores. Indicaremos mediante la notacién

Fi1 =1t el quet = { es una sentencia derivable en el sistema de prueba.

Sea R una relacién de equivalencia, decimos que el sistema de prueba es correcto

respecto a f si para todo par de términos cerrados ¢ y t', se tiene

Fit=t = {tYER
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Por otra parte, decimos que es complelo respecto a f2 si

(tihYeR =Fi="t

Un sistema de prueba es un mecanismo muy abstracto para caracterizar la
semantica de un lenguaje, que tiene como ventaja a su favor el de su sencillez y
concisidn; pero a cambio, se trata de un mecanismo indirecto, y por otra parte las
ecuaciones y reglas que los constituyen pueden ser poco intuitivas y en ocasiones
demasiado artificiales, por lo cual los sistemas de prueba suelen desarrollarse y
presentarse tras haber definido otra semantica mas explicita (denotacional, opera-
cional, o similar), con respecto a la cual hemos de demostrar que el sistema de
prueba propuesto es correcto y completo, con lo cual tendremos una presentacion

equivalente mds abstracta de la semantica original.

2.3 Sintaxis de CSP

CSP es un lenguaje algebraico utilizado para describir sisternas compuestos por
procesos que evolucionan de forma concurrente. La idea basica en que se apoya,
consiste en considerar que en principio dichos procesos evolucionan de una forma
independiente, hasta que deban ejecutar acciones comunes a varios de ellos, para
lo cual habran de sincronizar. Este mecanismo de sincronizacién permite ademads
modelar la comunicacién entre procesos. En el modelo, como sucede en general
en todos aquellos campos en los que se aplican técnicas de abstraccién, se igno-
ran todas aquellas caracteristicas que resultan irrelevantes para el estudio de la
cuestién en la que hemos fijado nuestro interés, que en este caso es la concurren-
cia. En consecuencia se abstrae el significado concreto de las acciones ejecutadas
por los procesos, que en consecuencia quedan exclusivamente representadas por el

identificador que las denota.

En linea con lo visto en la seccidn anterior, la sintaxis del lenguaje CSP viene
dada por una signatura sobre un tinico género de procesos, que incluye operado-
res para representar todos los elementos fundamentales de la concurrencia, unos
explicitamente, y otros por medio de combinaciones de dichas operaciones. Como

ya hemos indicado anteriormente, el punto de partida sobre el que se definen los
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procesos es el conjunto de acciones que los mismos pueden ejecutar. Dichas acciones

se describen en la siguiente subseccion.

2.3.1 Acciones y Alfabeto de un Proceso

Cada proceso de CSP esta definido sobre un conjunto de acciones, que representan
la realizacién de eventos por el mismo. Como ya hemos precisado, en CSP no
nos importa el significado de las acciones; éstas pueden representar intutivamente
cuestiones tan diversas como asignaciones en un lenguaje de programacién, la
introduccién de una moneda en la ranura de una maquina, el funcionamiento de

un reloj, el envio de una sefial telefonica, etc.

El conjunto de acciones que un proceso puede realizar se denomina su alfabeto.
En la versidn del lenguaje que nosotros utilizaremos consideraremos que todos los
procesos tienen un mismo alfabeto, que supondremos finito, pero arbitrariamente

grande, de manera que contenga todas las acciones que precisemos utilizar.

Por otra parte, y dentro del mecanismo de abstracciéon de las caracteristicas
de las acciones que se consideran irrelevantes para nuestro estudio, entendemos
que las acciones no llevan asociada una duracion concreta, si bien asumimos que
la misma es siempre finita. Dicha abstraccién nos lleva a considerar la ejecucion
de las acciones como un proceso instantaneo. En consecuencia el factor tiempo,
en lo que de cuantitativo tiene, no sera tenido en cuenta al realizar la descripcion
de procesos mediante este lenguaje, ni por tanto podra ser estudiado en el marco
del modelo. Ello por supuesto no implica que el tiempo no se refleje en términos
cualitativos, pues, como veremos es precisamente la ordenacidn temporal (relativa)

de las acciones ejecutadas por un proceso, la que nos proporciona la seméntica del

mismo.

Otra consecuencia de la visidn de un proceso como un agente capaz de ejecutar
una serie de acciones (totalmente)} ordenadas temporalmente, es que en CSP, al
menos en tanto nos quedemos con su seméntica de entrelazamiento (interleaving)
clasica, no es posible describir la ejecucién simultanea de acciones, o mas exacta-
mente la necesidad o imposibilidad de que tal cosa suceda. Asi, cuando no exista

relacién de causalidad entre dos acciones, tendremos la posibilidad de ejecutar
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las mismas en un orden cualquiera. Podriamos en cambio considerar que cuando
aparece la necesidad de sincronizar para ejecutar una cierta accion, justamente se
esld imponiendo la ejecucion simultanea de las distintas acciones que sincronizan.
Ello seria admisible desde el punto de vista intuitivo, pero no asi a nivel formal,
pues cuando se produce la ejecucion de una acciéon por medio de una cierta sin-
cronizacion, se entiende que dicha accion es una séla, si bien de cara a su ejecucion

deben colaborar los distintos procesos que se sincronizan.

En general, denotaremos a las acciones con letras minusculas a, b, . . ., etc, mien-
tras que a los conjuntos de acciones los denotaremos usualmente con las primeras
letras mayusculas, A, B, ..., etc. Por iltimo, indicaremos que en general los pro-

cesos seran denotados mediante las letras mayusculas, P, @, ..., etc.

2.3.2 Operadores del lenguaje

Seguidamente describiremos brevemente las operaciones que forman la signatura
del dlgebra de procesos CSP. No entraremos sin embargo, en un analisis de las

propiedades de las mismas, cuyo desarrollo detallado puede encontrarse en [Hoa85}.

La sintaxis de los procesos finitos del lenguaje CSP viene definida por la sigui-

ente expresion BNI:

P u= STOP|CHAOS|[a— P|P R P|POP

[ PIPIPII QI Pa

STOP: El proceso mas sencillo imaginable es el proceso que nunca hace nada.
Lo denotamos por STOP, y simboliza una maquina rota, incapaz de realizar accién

alguna.

CHAOS: Un proceso que puede comportarse en todo momento de cualquier
forma, siendo su comportamiento absolutamente imprevisible. Se trata en conse-

cuencia del proceso mas no determinista de todos.

PREFIJO: Nos permite indicar que un proceso comenzara ejecutando una de-

terminada accion. En concreto, a — P realizara la accién a, y después pasara a
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comportarse de la forma indicada por el proceso P.

ELECCION INTERNA: Nos permite definir procesos cuyo comportamiento es de-
cidido por el sistema, escogiendo para ello entre sus dos argumentos a su libre arbi-
trio, sin intervencion posible del medio exterior en dicha decision, ni conocimiento

(en principio) por parte del mismo de la decision tomada.

ELECCION EXTERNA: El proceso P O ) se comporta como P (resp. Q) si el
entorno pide la realizacién de una accién que sélo puede hacer P (resp. Q). Si el
entorno pide una accién que pueden hacer ambos, entonces es de nuevo el sistema
quien torna libremente la decisién de cudl de los dos procesos sera el que la ejecute,

siendo el proceso escogido el que continuard ejecutandose.

CONCURRENCIA: El operador || permite agrupar procesos que se ejecutan
concurrentemente, sincronizando para la ejecucién de cada accion. Asi, dada una
accion a, cuando uno de los argumentos desea ejecutar dicha accion, debe esperar
a que el otro se encuentre también en disposicién de ejecutar esa misma accion.
Por ejemplo, en una maquina de expedicion de chicles, la accién moneda puede
corresponder a la introduccién de una moneda por parte de un usuario. Por tanto,
cuando la maquina llega a ese punto, debe quedar esperando a que el usuario

introduzca una moneda (es decir, ejecute también esa accion).

INTERLEAVING: El operador ||| modela otro tipo de ejecucion en paralelo en el
cual no existe sincronizacién. En esta composicién cada uno de los procesos puede
evolucionar en respuesta a los requerimientos del medio exterior con independencia

del ofro.

Estos dos tltimos son los operadores paralelos de la versidn original [Hoa85] de
CSP, que es la que discutiremos en este breve capitulo introductorio. Sin embargo,
se ha desarrollado posteriormente [Bro83] una nueva versién del lenguaje, en la
que dichos operadores son sustituidos por un unico operador de concurrrencia mas
general, el cual lleva un argumento adicional, que es un conjunto de acciones,
que define el conjunto de acciones de sincronizacién. Asi, el proceso P ||a @
corresponde a la ejecucién concurrente de los procesos P y @, los cuales deben

sincronizar para ejecutar las acciones del conjunto A, mientras pueden ejecutar
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independientemente las acciones que no pertenezcan a dicho conjunto. Dado que
esta nueva versidn del modelo es mas compacta, al contar con un operador menos,
pero al mismo tiempo mas flexible, dada la mayor generalidad del nuevo operador
paralelo, se ha hecho practica comun la utilizacion de la misma, tendencia a la que
nosotros nos uniremos, siendo la misma la que tomaremos como punto de partida

para definir nuestro lenguaje PCSP, objeto de esta tesis.

OCULTACION (HIDDING): En un proceso puede interesarnos abstraer los efec-
tos de alguna accién en particular, para lo cual dispondremos del operador de
ocultacion, cuyo efecto consiste en hacer invisibles, y por tanto incontrolables por

el medio exterior, las ejecuciones de la accién ocultada.

De cara a la definicién de procesos infinitos, que resultan de capital importancia
cuando se desea modelar sistemas reactivos, el lenguaje cuenta con un operador

recursivo adicional.

RECURSION: En CSP se utiliza la técnica descrita en la seccidén anterior, de
introduccién de procesos variables junto con los operadores (sinticticos) de punto
fijo, para definir los procesos infinitos (recursivos). Asi, uX.(a — X) representa
un proceso que realiza indefinidamente la accién a, lo que ilustra la interpretacidn
habitual de un proceso pX.P definido recursivamente, consistente en verlo como

una solucién (distinguida) de la ecuacion asociada X = P.

2.4 Semantica denotacional de CSP

El comportamiento de un proceso lo describimos de manera denotacional por medio
de su conjunto de rechazos. Un rechazo de un proceso es un par formado por una
secuencia de acciones ejecutadas por el mismo (una iraza) y un conjunto finito
de acciones, cuyo significado es que el proceso puede ejecutar dicha traza, tras
lo cual puede rechazar simultaneamente la ejecucién de las acciones indicadas en
el conjunto. Por tanto el conjunto de rechazos F' que define un proceso es un

subconjunto de P(E* x P(X)), que ha de satisfacer una serie de condiciones:

1. ({},0) € F, donde () representa la traza vacia.
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2. (st,0) e F = (s5,0) € F.
. VCWy(s,W)e F=(s,V)eF.
4. Sea U = {a | (sa,B) € F} y sea W un subconjunto finito de £ — U, entonces

(s,VYe F=(s,VUW)EF.

La funcién semantica [ ] que define la semantica denotacional de CSP se define,

como es usual, por induccidn estructural, en la forma siguiente

[STOP] {(0,X)/ XSS, X finito)
[CHAOS] = {(s,X)/s€ E*AX CE, X finito}

fe— Pl = {((),X)/X C(E—{a}) A X finito} U {({a)s, X}/(s, X) € [P]}

1

[P0l [PTU @]

(PO = {(0,X)/(0.X) e PINn[QI}V
{(s,X)/s # () A (s, X) e [PTUIQD}

[PIHR] = {(s, XUY}/(s,X) € [PIA(s,Y) € [QD}

IPHl Q = {(u,X)/3s,t.(s,X) € [PJA(t,X) € [Q] A u € merge(s,t)}

merge(s,t) es el conjunto de mezclas de las trazas s y ¢

[P\d] = {(s\e, X)/(s,X U {a}) € [PT} U {((s\a)t, X)/(s, X U {a})
e [P] A (t,X) € [CHAOS] A Yn (sa™, D) € [P]}

s\a se obtiene eliminando las ocurrencias de acciones a en s

2.5 Semadantica operacional de CSP

Como hemos indicado, el significado operacional de un proceso vendra dado por las
posibles evoluciones del mismo. En este caso introducimos al efecto un par de sis-

temas de transiciones: uno etiquetado que representa las evoluciones con acciones
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visibles, y otro no etiquetado para indicar las evoluciones (internas) auténomas de
un proceso. Asi, la transicién

P Q
representa que el proceso P ejecuta la accion a, y pasa a comportarse como el

proceso {J, mientras que

P—q

nos indica que el proceso P puede pasar a comportarse, por decision interna, como

el proceso ¢, sin que sea visible la ejecucién de accién alguna.

La tabla 1 recoge la definicién estructurada del conjunto de transiciones opera-

cionales de los procesos, tanto visibles como internas.

2.6 Sistema de prueba para CSP

Es posible describir de una forma mds compacta la semantica de CSP, por medio
de un Sistema de Prueba. El mismo consta de un conjunto de axiomas y reglas, que
reflejan las propiedades de cada operador del lenguaje, junto con las interrelaciones
entre los mismos. Dichos axiomas definen la nocién de equivalencia semdntica entre
procesos, junto con el orden entre los mismos inducido por la relacién de orden en
que se basa la definicién de la semantica denotacional. El uso de esta relacion de
orden es preceptivo, alin en el caso de que en principio sélo estemes interesados en la
equivalencia entre procesos, de cara a incluir en el marco axiomatico el tratamiento

de los procesos definidos recursivamente.

El nicleo del sistema lo constituye el conjunto de axiomas correspondiente a los
procesos finitos definibles a partir de la constante STOP, por medio del operador
prefijo y los dos operadores de eleccidn, que presentamos en la tabla 2. Por su
parte, en la fabla 3 se muestran las reglas generales que nos indican la relacidn
entre la equivalencia y la relacion de orden entre procesos, y el hecho de que todos

los susodichos operadores son mondtonos respecto de dicho orden.

Posteriormente, en la tabla 4 incluimos los axiomas que nos permiten razonar
sobre procesos infinitos. Al respecto tenemos por una parte los axiomas corres-

pondientes al proceso CHAOS que denota sintacticamente al elemento minimo del
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9)

11)

12)

14)

16)

18)

19)

a— P25 P

PHQ——LP

P Q
PN R=Q

P P
POQ = P

P— P, Q—Q
POQ — PO

P— P
PlQ— P @Q

PP, QS
PI@—= PQ

P— P

Pil@— P | @

P = p

Pl Q=P I}Q

P—Q
Pl\a — Q\a

P50 b#a
Pl\a -5 Q\a

PP/ X]— P’
uX.P — P

7)

17)

20)

PRQ—Q

P-=Q

RN P Q

Q—

POQ = @

Q — &

PIlQ— P

Q —

PIlQ@— PIlI @
Q — @

Pl @— P @
P2 Q

P\a — Q\a

PP/ X]— P

puX.P 2 P

Tabla 1: Semantica operacional de CSP

34
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PNP=P
POP=P
PR@=Qner

Eﬁg (AT) PN(QDR)=(PNQ)O(PNR)
(43) )

(44) POQ = QOP

(AS)

(46)

(A8) PO(QNR)=(POQ)N(POR)
(A9) POSTOP=P

(A10) PN@CP

(A1l) (a—= P)M{a—=Q)=a— PNQ
(A12) (a—= P)B{e—=Q)=a— PNY

PN(QNR)=(PNQ)NR
PO(QUR) = (POQ)CR

Tabla 2: Axiomas para procesos finitos

01y FELEE (M1) PLOQ

P=Q a—P C a—(Q
02 P=Q (M2) PCQ A P'CQ
(02) pcoer (PAPY C QNG
PCOCR P PCQ
03 SEF- M3 ParyE (Gog)

Tabla 3: Reglas para procesos finitos
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(Bl) PNCHAOS=CHAOS (B3) CHAOSC P
(B2) POCHAOS = CHAOS (B4) P[(u€.P)|€) T ué.P

YREFIN(P):QCR

(R) PC R

Tabla 4: Axiomas y reglas para procesos recursivos

dominio de procesos, y los axiomas correspondientes al operador de recursion.

Por 1ltimo, en la tabla 5 se reflejan los axiomas correspondientes a los opera-
dores de composicion paralela, entrelazamiento y ocultacién. Dichos axiomas nos
muestran que en todos los casos se trata de operaciones derivadas, por poderse
reescribir toda aplicacion de las mismas sobre términos construibles con las ope-
raciones basicas antes consideradas, a un nuevo término en el que sélo aparecen

dichas operaciones.

De cara a probar la completitud de dicho sistema de prueba introducimos
unas formas normales o canédnicas de los términos definibles con el lenguaje, las
cuales nos permiten describir la totalidad de los procesos seméanticos asi definibles,
quedando ademas definidos de forma muy explicita los correspondientes valores
semanticos, lo que facilita enormemente la manipulacién y comprensién de los

mismeos.

Definicién 2.15 Sea A una familia de conjuntos de acciones. Llamaremos alfabeto
del mismo, y lo denotaremos por £(.4), al conjunto 2(A) = {a e L 134 € A4 :
a € A. Diremos que dicha familia es saturada sii para cada K C £(.A) se tiene que

si A € K para un cierto A € A, entonces { € 4. O

Definicién 2.16 Diremos que un término P estd en Forma Normal cuando tiene

la forma

P=11{0a— PR}

AcA e€A

donde A es una familia saturada, y cada P, estd a su vez en forma normal.

En el caso particular de que A sea vacia, convenimos en que se trata del proceso
CHAQOS, mientras que la posible aparicién de un conjunto vacio en la familia, darfa

lugar a un proceso STOP. o
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P||CHAOS = CHAOS
PI(Q@NR) = (PlQ)N(P|IR)

PIQ= O _a—(RIQu)

PlQ =QIP

P ||| CHAOS = CHAOS

P ||| sSTOP=P

Pl @R =(P Il NP || R)

P || QE(E(G:‘—'(P; Il Q))D(E,(bj — (P Il €;))
CHAOS\b= CHAOS

(PIIQNb= (P\b) 1 (Q\D)
(b — P)\c=
{ (b— P\c) sib#c¢
P\c sib=c
a[;_']A — P\e=
aga — (P.\¢) sicg A

(P\e) M E‘A a— (P,\c) sice A

Tabla 5: Axiomas para procesos derivados
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Puesto que dos formas normales nunca son equivalentes, probar la equivalen-
cia entre dos procesos se reduce a comprobar que su forma normal es la misma,
mientras que la prueba de completitud del sistema (en lo que se refiere a procesos
finitos) se reduce a probar que, en efecto, el mismo nos permite reescribir todo

término en su forma normal.



Capitulo 3

Primera aproximacion al
lenguaje PCSP |

El lenguaje CSP ([Hoa85) y [Bro83]) ofrece un formalismo adecuado para la es-
pecificacién de sistemas distribuidos no deterministas. En el presente capitulo
presentaremos la extensién probabilistica de dicho lenguaje, a cuyo estudio se
ha dedicado el presente trabajo. El lenguaje resultante, al que hemos denomi-
nado CSP probabilistico (PCSP), hemos procurado que mantenga en lo posible las
propiedades fundamentales del lenguaje madre, incorporando de manera coherente

las nociones probabilisticas basicas.

3.1 Sintaxis de PCSP

La sintaxis de PCSP es una sencilla variante de la de CSP, con la tnica diferen-
cia de afiadir una distribucién de probabilidades a todos aquellos operadores que
conllevan (explicita o implicitamente) una eleccién. La expresamos mediante la

siguiente expresién BNF
P = STOP | X |a— P|[p|P N [p)P | [p1]P O [p:] P

| (2] P |4 (P2} P | P\(a,p) | pX.P

donde p € [0,1], p1, P2 € [0,1],con py +p. =1y X € Idf.
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El significado intuitivo de cada uno de los operadores es el siguiente:

STOP : STOP sigue representando a una maquina rota, incapaz de realizar accién

alguna.

PREF1JO Dados un proceso P y una accién a, ¢ — P es un proceso que en primer
lugar ejecuta con seguridad, es decir con probabilidad 1, la accion « para después

pasar a comportarse como el proceso P.

ELECCION INTERNA: Dados dos procesos Py @,y p1,p2 € [0,1] tal que py+p2 = 1,
entonces [p;|P M [pz]Q es un proceso que se comporta como P con probabilidad

p1 y como @ con probabilidad p,.

ELECCION EXTERNA: Dados dos procesos Py @,y p1,p2 € [0,1] tal que py +pp =
1, entonces [p;]P O [p2]@ es un proceso cuyo comportamiento es en principio
determinista. Asi, si el entorno del proceso decide ejecutar una accion y uno de los
dos procesos P y @), pero no ambos, estan dispuestos a ello, la accién sera ejecutada
por el proceso dispuesto a ello, lo que sucedera con la misma probabilidad con la
que ambos argumentos hayan alcanzado los estados correspondientes, continuando
después la ejecucion del proceso que ejecutd la accidn. Sélo en el caso de que
ambos estén en disposicién de ejecutar dicha acciédn la eleccidn sera aleatoria, de
acuerdo con las probabilidades p; v p.. Y como quiera que las distribuciones
de probabilidad que rigen ambos procesos son independientes, la probabilidad de
ejecutar una accion es siempre mayor en el proceso resultante de elegir entre dos,
que en cualquiera de ellos, pues ahora una accidén sélo sera rechazada cuando

ninguno de los procesos esté en disposicién de ejecutarla.

Obsérvese, que ain en el caso de que todas las posibles acciones a ejecutar
por ambos procesos fuesen comunes, la eleccién externa no seria equivalente a la
interna, ya que para calcular la probabilidad con la que se ejecutara una accion,
ademas de las probabilidades asociadas a la eleccion misma, hay que tener en
cuenta, y ello se hace de manera diferente segin se trate de la eleccién interna
o externa, las probabilidades que cada proceso tiene de aceptar la ejecucidon de
dicha accion. En consecuencia, ain bajo las hipdtesis restrictivas mencionadas,

la equivalencia entre los resultados de aplicar los dos operadores de eleccién, sélo
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se tendra en el caso de que ambos argumentos sean deterministas, es decir estén
en disposicion de ejecutar todas las acciones que ofrezcan con probabilidad 1.
Encontramos asi una primera diferencia, por otra parte bien razonable, con el
caso no-probabilistico, en el que ambos operadores de eleccién coinciden cuando se

aplican sobre argumentos deterministas que ofrecen un mismo conjunto de acciones.

COMPOSICION PARALELA: Dados dos procesos P y @, pi1,p2 € [0,1] tales que
p1+p2 = 1y un conjunto de acciones A, entonces [p1|P ||4 [p2]@ es un proceso que
corresponde a la ejecucidn concurrente de P y @, sincronizando sobre las acciones
de A. Dada una accién a € A, para que pueda ejecutarse, ambos procesos deben
estar en condiciones de ejecutarla, obteniéndose como resultado de esa ejecucion
conjunta, una unica accidén a. Para las acciones no contenidas en el conjunto de
sincronizacion A, se actia exactamente igual que en el caso de la eleccion externa,
de manera que si uno sélo de los procesos puede ejecutar la accién lo hara, mientras
el otro permanecera en el mismo estado; mientras que si ambos estan en disposicion
de hacerlo, se decidira de manera aleatoria, en base a las probabilidades py y p2

quien lo hara, continuando también el proceso no escogido en su estado de partida.

OCULTACION: Dado un proceso P y un par (a,q),cona € Ly g € {0,1], P\(a,q)es
un proceso en el que las ejecuciones de la accidon oculta a no pueden ser observadas,
decidiéndose internamente cuando se haran, cuando ello sea posible, en base a la
probabilidad g indicada. En realidad ello sélo debe reflejarse a nivel formal en el
marco de aquellas elecciones externas en las que aparezca la accidon ocultada como
una de las opciones. En este caso, el entorno no mantiene siempre su posibilidad
de elegir, pues el sistema puede decidir auténomamente la ejecucién de la accion

ocultada.

RECURSION: La recursién se incorporard exactamente como en el lenguaje madre

CSP, tanto en lo que a sintaxis como en lo que a semantica hace referencia.

Todas estas ideas informales sobre los comportamientos de los procesos proba-
bilisticos seran formalizadas, en una primera aproximacion, que a la postre com-
probaremos que es en exceso simplista, en la siguiente seccion, en la que presen-

tamos una primera semantica operacional para nuestro lenguaje. En concreto,
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una primera consecuencia de dicha simplicidad es, como comprobaremos, la im-
posibilidad de definir la semantica del operador de ocultacion, que por lo tanto

consideraremos excluido temporalmente.

3.2 Semantica operacional de PCSP

La semantica que presentaremos a continuacion, y que posteriormente utilizare-
mos via un ejemplo sencillo pero no trivial, para razonar en lo posible, sobre los
comportamientos de procesos probabilisticos, es una semantica operacional. Asi,
vamos a definir la evolucidn o ejecucion de un proceso mediante un sistema proba-
bilistico de transiciones (vedse [LS89]), cuyas transiciones seran aquellas generables
por medio de un conjunto de reglas, cada una de las cuales contribuye a definir el
significado de uno de los operadores del lenguaje. La definicion de la semadntica
seguird el estilo estructurado de Plotkin [Plo81] y Milner [Mil89].

Definicién 3.1 Una transicion probabilistica observable es una tupla (P, Q,a, p)
donde P y ) son procesos, a € L, y p € (0,1]. Usualmente representaremos una
transicidén en la forma:

P =, Q

En la tabla 6 presentamos las reglas que permiten generar las transiciones proba-

bilisticas que definen esta primera semantica operacional para PCSP.

En algunas de dichas reglas aparece la nocién derivada P-%s, que representa
la probabilidad con la que el proceso P aceptara la ejecucion de la accion, y cuya
definicién formal dejamos para mas adelante. Antes introduciremos una serie de

conceptos y terminologia, auxiliares.

Definicién 3.2 Llamamos semantica operacional del lenguaje PCSP (sin opera-
dor de ocultacién) al multiconjunto de transiciones probabilisticas que pueden ser
inferidas aplicando el sistema de reglas anterior, donde cada transicién aparece

tantas veces como formas diferentes haya de derivarla. o
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5)

6)

a-*P—E"'P]P

P-2,Q
[¢]P T [1—¢q]R _a’pq Q

P =, Q
[glR T [1 —q}P _a’p(l-—q) Q

P2, P, Qs
[PlP Ol -7]Q —, P
donde s = pgr + p(1 — q)

P=,,Q =, Q
PO . @
donde s = pg(1 —r) + (1 — p)g

P'_a—’PPfaQ_a’p’waeA

Q1P la 1 —4)@ —s [q]P" |la [1 —¢)Q
donde s = pp'q + p(1 — p')

Py, Q= Q ,ad A
[1—q)P lla [dQ —. [1 = q]P fia [g]Q

Py, P,Q-5,Q ,acA

()P |4 [1 = q)Q —=pp [P’ |4 [1 - )@
donde s = pp'q + p(1 — p')

PluX.P/X)—=s, P

pX.P—, P
donde P[@Q/X] representa la sustitucién sintactica
en P del identificador X por el proceso ¢}

Tabla 6: Primera semantica operacional
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Notacién: Sea T = P —, @, una transicién inferida usando las reglas semanti-
cas. Llamaremos una derivada inmediate de P a la tupla {a,Q,p). De la misma
forma, diremos que a es una accion inmediata de P con probabilidad p para ser

ejecutada por medio de 7, y que @) es un proceso a-derivado de P con probabilidad

p correspondiente a 7.

Comentaremos brevemente a continuacion las distintas reglas del sistema. Las
tres primeras son suficientemente claras, por lo que no precisan de mayor comen-
tario. En las reglas cuarta y quinta, la probabilidad de que el proceso [r]P D [1—r]Q
ejecute la accidn @ y pase a comportarse como P’ o como (' dependiendo de la
regla aplicada, se calcula considerando la posibilidad de que o bien P o bien ¢} eje-
cuten dicha accidon. Sin embargo, si ambos procesos pueden ejecutar dicha accidn,
solo uno de ellos podra ser elegido para hacerlo, y esta eleccion se hara teniendo
en cuenta la probabilidad r indicada en la eleccidn externa, que en concreto define
la probabilidad con la que seleccionaremos el primer proceso cuando esta situacion

se presente.

Las reglas sexta y séptima definen la parte de la semadntica del operador paralelo
correspondiente al caso de entrelazamiento. Con ellas se indica que si la accién a
ejecutar no pertenece al conjunto de sincronizacion, sera realizada por el proceso
componente que esté capacitado para ello. Si ambos procesos lo estuvieran, se
elegira aleatoriamente, de manera analoga a como se ha descrito para el operador
de eleccidn externa, atendiendo en este caso a la probabilidad asociada al operador
de composicidon paralela, que indica también en este caso, la probabilidad con la

que sera escogida en tales situaciones la primera componente.

La octava regla describe el caso en el que la accién a ejecutar pertenece al
conjunto de sincronizacién. Precisamos entonces que la accién sea ejecutada por
ambos procesos simultaneamente, y esto obviamente ocurrira con una probabili-
dad igual al producto de las correspondientes a las iransiciones de los procesos
componentes que hayamos combinado para obtener la fransicion en cuestion del

proceso paralelo.

Finalmente, la ultima regla trata al operador recursivo en la forma tradicional,

no necesitando por ello de ningan comentario adicional.
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Ahora podemos definir formalmente el concepto de probabilidad con la que un

proceso P ejecuta una accién a, lo que se hace en la forma siguiente:

Definicién 3.3 Seaa una acciény P un proceso. Diremos que p es la probabilidad
con la que P ejecuta la accidén a, inducida por la presente semantica operacional,

lo que representaremos en la forma
a

P2,

sii p= Zp,' donde I es el multiconjunto de transiciones
i€l

PL’P.‘ F;

que ejecutan la accidn a, que pueden ser derivadas, con derivaciones diferentes,

utilizando las reglas del sistema. 0

Ejemplo 3.1 La transicidn
Biila— P (21Q) 1 le - STOP 1, P
—{{|=la — — -la —
2\ 9 2 2 H

puede inferirse utilizando el sistema de reglas.

a— P—=, P por 1
\ a— STOP2., STOP por 1

[%]a—» PN {%]Q——“—;%_ P por 2
[%]([%]a-—» Pn [%]Q) n [,1-,](1—» STOP L:_ P por 4

Con lo cual se ha derivado la transicién tras cuatro pasos de inferencia, co-

rrespondientes a la aplicacidén de las reglas 1, 1, 2 y 4, respectivamente. a

Como ya hemos indicado, de la forma en que se define el multiconjunto de
transiciones derivables, se sigue que es importante distinguir la forma en la que se
ha obtenido cada transicidn concreta. Y que en efecto es necesario trabajar con

multiconjuntos para definir la semantica operacional del lenguaje, queda ilustrado
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por ejemplo, considerando el proceso P = [1]a — STOP M [3]a — STOP, para el

cual tenemos que

1= P —‘:—)%STOP es derivable aplicando las reglas 1 y 2, mientras
T,= P —“—»;_STOP lo es aplicando las reglas 1 y 3.

Con ambas derivaciones se infiere que P puede ejecutar la acciéon e con proba-
bilidad . Sin embargo, parece vital que quede constancia de que se trata de dos
computaciones diferentes, a fin de que pueda inferirse a la postre que efectivamente

la accidn a sera ejecutada con probabilidad 1.

Una alternativa mas formal a la hora de distinguir las transiciones, segin la
forma en la que las mismas hayan sido generadas, es la utilizada en [GJS90}, donde
las transiciones estin indexadas con indices que indican la via en que han sido
generadas. Pero como quiera que dicho tecnicismo es en si mismo trivial, nosotros
hemos preferido no utilizarlo de forma explicita, para no perder al lector con un
tecnicismo adicional, que sin embargo no afiade ninguna idea nueva, sin por tanto
afectar en absoluto a los resultados que pueden ser obtenidos, ni suponer cambio
alguno en lo que se refiere a las ideas y técnicas fundamentales que han de ser

utilizadas para obtenerlos.

Comentamos por ultimo el tema del operador de ocultacion. Para el mismo,
como ya advertimos, no hemos presentado regla alguna, lo que naturalmente im-
plica que no ha quedado definida su semantica. Ello se debe simplemente a que
resulta absolutamente imposible capturar el comportamiento razonable (al menos
el que nosotros hemos entendido como tal) de dicho operador, en un marco tan
sencillo como el de una semdntica como la presente, que pretenda razonar en base

exclusivamente al estudio de acciones individuales.

El problema radica en el hecho de que al aplicar el operador de ocultacion
sobre una eleccién externa, ésta se convierte en parcialmente interna. En cam-
bio el significado de las elecciones internas no varia al aplicarles una ocultacién.

Consideremos al respecto el siguiente

Ejemplo 3.2 Sean P y @ los siguientes procesos:

P = [%]([%]a ~ STOP D [3]b— STOP)N[2]STOP
Q= [,1—,](!, — STOPMO [%]b — STOP
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Ambos procesos son equivalentes respecto de cualquier nocién basada en la pre-
sente semantica operacional, pues la misma es idéntica para ambos. Sin embargo,
st ocultamos la accidn a el comportamiento deseado pasa a ser diferente, pues en
P\(a,q) la probabilidad de ejecutar la accidn b debe disminuir, mientras que en
Q\(a, q) debe seguir siendo %, lo que es imposible de lograr en un marco composi-

cional, si, como es el caso, las semanticas de P y () son idénticas. ]

La unica via que nos permitira discernir a nivel semantico, si en un momento
dado un proceso puede realizar una eleccion externa, para, entre otras cosas, poder
capturar debidamente el significado del operador de ocultacion, consiste en poder
ofrecer al mismo no sélo acciones aisladas, sino también mds de una accién si-
multaneamente, con lo que podremos descubrir si el proceso estd en ese momento
dispuesto a ejecutar distintas acciones, lo que implica.ri'a, que nos encontramos ante

una eleccion externa entre todas las acciones que podamos ejecutar.

Estas ideas seran desarrolladas extensamente en los capitulos venideros. De
momento nos limitaremos a estudiar los procesos PCSP en base a la semantica

que hemos definido. Ello implica en particular que el operador de ocultacién queda

excluido por el momento.

Comenzaremos definiendo las computaciones de los procesos probabilisticos,
pues las transiciones por si mismas sélo definen pasos aislados en la evolucién de
un proceso. En consecuencia encadenaremos dichas transiciones para lograr una

imagen mas global de las ejecuciones de los procesos.

Definicién 3.4 Llamamos computaciones de un proceso probabilistico P a las

secuencias de transiciones:
_— a3 Qn
P = P, B, ... Py —2,, Py

permitidas por la serndntica operacional de PCSP. Usualmente las representaremos

en la forma

— ay ag an
C=P—, A5, ... >, P

Llamaremos una derivada de P generada por C al triple {s, P,,p), donde s =

41a3...8, Y P = p1-p2- - Pa. Usualmente representaremos estas derivadas con la
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notacion

P =%, P,

De nuevo cada proceso tendra un multiconjunto de computaciones, en el que
cada computacidn aparece tantas veces como indique el producto de las veces

que aparece cada una de sus componentes en la semantica del lenguaje. i

La nocién de derivada puede ser definida recursivamente en la forma siguiente:

Definicién 3.5 Sea s una secuencia (posiblemente vacia) de acciones, p € (0,1] y
P, @ dos procesos. Entonces, P ==, () es una computacidn si y sélo si es posible

inferirla por medio del uso de las reglas

1. P, p

2. 851 P-4, P'y P' ==, @, entonces P =%, ()

En la seccidn siguiente ilustraremos el estudio de esta semantica por medio de
un ejemplo no trivial, que mostrard una aplicacion concreta de nuestro lenguaje,
el cual veremos que incluso dotado de una semantica limitada como la que hemos
desarrollado por el momento, puede abordar de forma elegante y satisfactoria,
un ejemplo que en el caso de otros modelos anteriores de procesos probabilisticos
desarrollados por otros autores, sélo podia abordarse de forma indirecta, y con
consideraciones muy ligadas a las caracteristicas propias del ejemplo en cuestién,
que hacen muy improbable la generalizacion de los razonamientos a marcos mas

complejos.

3.3 Ejemplo. Protocolo AUY

Presentaremos un ejemplo en el cual modelamos el protocolo AUY (ver [AUY79])
utilizado en la transmisién de datos, que asegura una transmision segura sobre un

sistema en el que los canales de comunicacion pueden fallar. Este ejemplo también
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se ha estudiado en [GJS90], en el marco del algebra de procesos (PCCS) alli de-
sarrollada. Sin embargo, en nuestra opinién, este tipo de dlgebra sincrona plantea
algunos problemas que dificultan el modelado de sistemas. Unos de ellos deriva-
dos de la sincronia, pues es necesario sincronizar a mano todas las componentes
del sistema que no estan sincronizadas de una manera natural, mientras que otros
vienen derivados de la inexistencia de un operador explicito de eleccién externa,
que sdlo puede ser parcialmente simulado por medio de una adecuada combinacién
de las probabilidades en el tinico operador de eleccién que incluye, junto con la
restriccién de los procesos a un adecuado conjunto de acciones observables. Este
mecanismo no es muy intuitivo, puesto que un cambio en las probabilidades, o una
restriccién a un conjunto inadecuado de acciones, implicaria la desaparicidn de la
posibilidad de esta interpretacién de la eleccién como externa. Por otra parte, no
resulta en absoluto evidente generalizar esta simulacién a una ocurrencia arbitraria

de la eleccidén externa.

En nuestro lenguaje estos problemas desaparecen, puesto que disponemos de
un operador paralelo asincrono, y de un operador explicito de eleccion externa,

ambos con una semantica adecuada.

Por simplicidad, omitiremos a lo largo del ejemplo las probabilidades en las
apariciones de los operadores de eleccién externa y composicién paralela, puesto
que de hecho no son necesarias, ya que nunca apareceran elecciones entre procesos
que puedan ejecutar acciones comunes, como primera accion de los mismos. En el

capitulo 6 presentaremos una justificacion formal de que ello puede hacerse.

El sistema consiste de dos agentes, un transmisor y un receptor, que se comu-
nican mediante mensajes. El transmisor envia un mensaje al receptor usando un
canal no seguro, que puede perderlo con una probabilidad conocida p. Suponemos
que si el mensaje original se pierde durante la transmisién, el canal lo reemplazara
con un mensaje nulo A, que enviard al receptor. Este tomara el mensaje de su
canal de entrada, y si no es A, lo enviara al exterior, devolviendo un mensaje de re-
conocimiento al transmisor, que enviara por un segundo canal. De nuevo, el canal
podrd perder el mensaje (suponemos que con la misma probabilidad p, aunque
esta suposicién no es importante, pues los resultados que obtendremos podrian

generalizarse facilmente), en cuyo caso el transmisor recibird un mensaje nulo X'
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Si el transmisor recibe esta sefial ), repetira la emision, enviando de nuevo el men-

saje original. Finalmente, cuando el transmisor reciba la senal de reconocimiento

comenzara un nuevo ciclo del sistema.

El proceso PCSP que modela este protocolo es el proceso P definido como

sigue:

Transmisor:

T=in—-T

Ty = msg — (ack = TON — T))
Canal Primero:

Cy1 = msg — ([p]A — C1 N[l — p|msg’ — C})
Canal Segundo:

Cy = (ack’ = ([p]N — Ca 0 [1 = plack — Co))D(X" = X — Cy)
Receptor:

R = {msg’ — out — ack’ - R)O(A - ) — R)
Protocolo AUY:

P = Tll pmspackny (CilloCo)lmegtiackr 1 B)

El comportamiento de este proceso se muestra en el sistema probabilistico de

transiciones representado en la figura 2.

La definicidén de los procesos intermedios P, a P; viene dada por

P = T1[|{msg,ack.)\'}((cl”002)||{msg'.ackr.,\.)w}R)
P, = (ack —»TOXN — Tl)”{msg,ack./\‘}((([P]’\ — Gy N [1 - P}ms.‘?’ - C1)|loCo)
[} {msg,acks a0} )
Py = (ack = TOXN — 11)|l{msgack a3 ({CilloCo )l (msgackr,aam (out — ack’ — R})
Py = (ack = TOXN = T1)| {magack 1 ({Crl[0C2) || (magr ack 2,23 (A7 — R))
Po= (ack = TON = T1)llpmsonct sy (CiloCe)l pmagractanny (ack — R))
Po= (ack = TON = T3 pmagectny (Callo([1Y = C 1 [1 = plack — C3))
|| {masg.acks 2} R)
Pr=(ack = TOX = T1)ll{msgackr} ((Cilla(X" = Co)ll{msgacks A am )

Nuestro lenguaje nos permite razonar sobre diferentes propiedades del proto-

colo, tales como la fiabilidad (reliability) y el tiempo esperado de transmision. Por
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Figura 2: Sistema Probabilistico de Transiciones para el Protocolo AUY

ejemplo, es sencillo comprobar que la probabilidad con la que un ciclo termina
tras un bucle simple es (1 — p)2. Sin embargo, el hecho mas importante es que
todos los elementos de la modelizacién del sistema son muy naturales, y no hemos
necesitado ninglin truco como el que se utiliza (jy necesariamente!) en el modelo
presentado en [GJS90].

Para finalizar, formalizaremos seguidamente la prueba de la seguridad del pro-
tocolo (cualquier mensaje sera transmitido, y el reconocimiento se recibird con

probabilidad 1), y calcularemos la longitud media de un ciclo de transmisiones.

Cualquier computacién de nuestro sistema comenzara con la transicion
PGP
y un ciclo terminard cuando el estado P se recupere.

Desde P, tenemos las siguientes computaciones correspondientes a un bucle

basico del protocolo:

Pi=, P, Cons;={msgAM'X)y pm=p
Pi=%,, P Con s; = (msgmsg'outack’ X') y pa = p(l —p)
P =2, P Con s; = {msgmsg oul ack’ ack) y ps= (1 —p)?
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Figura 3: Tiempo medio de transmisidén en protocolo AUY

Entonces, denotaremos con f(n) la probabilidad de completar el ciclo tras n bucles
fallidos, o lo que es 1o mismo tras n+1 bucles basicos. A partir de las probabilidades

de las computaciones previas, este valor puede ser calculado mediante

f(n)=(p+p(l —p))"(1 —p)* = (1 —p)*p"(2 ~ p)"

Entonces la probabilidad de finalizar el ciclo en tiempo finito viene dada por la

expresion

i=0 ;‘Z;E 1 —(2p—p?) (1~p)?

Esto prueba que el protocolo es seguro, puesto que la probabilidad de tener una

transmision correcta es 1.

Definiremos el tiempo medio de emisién como el nimero medio de emisiones
realizadas hasta que un reconocimiento se reciba por el transmisor. Entonces, este

tiempo medio de emisién y, viene dado por

_m- N 2o~ N 2 S R 2p — p? _
#—ng(%)~(1—;>) 21(219 p*) =(1-p) S CEr)
(1 _ p)ZRQ—_-P-). _ pk-ﬂl

1-p)*  (Q-p)p?
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Por otra parte, dado un canal de comunicacion, decimos que es seguro si no
puede aceptar indefinidamente inputs sin producir ninguna senal en el output.
En el caso probabilistico, dicha propiedad se tendra (con probabilidad 1) si la
probabilidad con la que se ejecuta una computacién de una secuencia de acciones
de input que no contenga ningin output, tiende a cero al crecer la longitud de la

computacion. En concreto, dado el proceso
P =puX.in — ([p]X N[1 — plout — X)

podemos probar que es seguro para cualquier p < 1.

3.4 Semantica de trazas

En la presente seccidén presentaremos una semantica de trazas probabilisticas para
PCSP, cuya presentacidn final serd independiente de la anterior semantica opera-
cional, realizandose en un marco denotacional, pero cuya justificacion si basaremos
en dicha semantica operacional. Para ello comenzaremos viendo cémo definir de
una forma razonable una semdntica de trazas probabilisticas a partir de dicha

semantica operacional.

3.4.1 'Trazas Probabilisticas

Las trazas {(ordinarias) de un proceso, son las posibles secuencias de acciones que
el mismo puede realizar. En el caso probabilistico, una definicién razonable de las

mismas, a partir de nuestra seméntica operacional, serfa la siguiente:
Tr(P) = {s / 3Q € Proc,p € (0,1] : P=%,Q}

Pero ello supondria ignorar la informacién probabilistica que las transiciones nos
suministran. En consecuencia parece oportuno asociar a cada traza la probabili-
dad con la que la misma podra ser realizada, dando lugar al concepto de traza

probabilistica.

Una primera aproximacién a la definicion formal de dicho concepto, nos llevara

a definir el conjunto de trazas probabilisticas de un proceso P como e} conjunto



CAP/TULO 3. PRIMERA APROXIMACION AL LENGUAJE PCSP 54

de pares (s, p) tales que existe un proceso P’, s-derivado de P con probabilidad p.
Sin embargo, ya hemos observado que una misma secuencia de acciones s puede
aparecer varias veces en derivaciones distintas de un proceso, con las misma o
distintas probabilidades asociadas. Ademas un mismo par {s,p) puede aparecer
varias veces, ligado a sendos procesos s-derivados de P, iguales o no, por lo que no
resultaria razonable hablar simplemente en este caso de conjunto de trazas, siendo
lo oportuno hablar en cambio de un multiconjunto de trazas. Dicho multiconjunto

vendra dado por
MTr(P) = {{s,p},s € Z", p € (0,1] / 3Q € Proc, tal que P=>,Q}

donde cada par (s,p) aparecera tantas veces como derivaciones tengamos de com-

putaciones P==,0) .

Ejemplo 3.3 Algunos ejemplos de multiconjuntos de trazas de procesos son en-

tonces los siguientes:

MTr(STOP) = {((), 1

MTr(a — STOP) = {({),1),({a), 1)}
MTr({3la —» STOPR[3lb— STOP) = {({),1),({a), 7). ((8).3)}
MTr([3le —» STOP O [3le = STOP) = {({},1),((e},3),({a): 3)}
MTr([3la - STOPO[3]6 - STOP) = {({),1),((a),1),((6), 1)}
MTr([1/3)a — STOPO[2/3]b — STOP) = {({),1),({a),1),({b),1)}

En general, tenemos que:

1. ({),1) € MTr(P) para todo proceso P.

2. (st,p) € MTr(P) implica que 3q, g > p, ¢ <1 tal que (s,¢) € MTr(P).

Los multiconjuntos de trazas probabilisticas, nos indican las posibles trazas,
junto con las probabilidades de que aparezcan. Ahora bien, la aparicién de la
traza ({a), ) dos veces, nos indica que existen dos maneras distintas de ejecutar
ta accién a. Sin embargo, para un observador exterior no existira la posibilidad de

detectar la existencia de dichas transiciones diferentes, ¢ incluso el funcionamiento
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de cara al exterior de un procese tal serfa indistinguible de otro con la traza
({a),1). Por ello parece razonable que agrupemos en una sola las distintas trazas
correspondientes a una misma secuencia de acciones. En concreto, a partir del
multiconjunto de trazas de un proceso, definimos el siguiente conjunto de irazas
probabilisticas del mismo:
Tr(P) = {(s, >_ ;) Donde X = {z; / (s,2:) € MTr(P)}}
T €X
Ejemplo 3.4 Los conjuntos de trazas correspondientes a los procesos del ejemplo

anterior son entonces los sigulentes:

Tr(STOP) = {1}

Tr(a - STOP) {(0,1),({a), 1)}
Tr([3la — STOP 1[5} — STOP) {((:1), (), 3), (8), 3)}
Tr({3la — STOPN[3la— STOP) = {({};1),({a),1)}
Tr({zle = STOPD[3]b — STOP) = {((,1):(€a), 1), ((b), 1)}
Tr([1/3]a —» STOPT[2/3]b — STOP) = {({}),1),({a),1),({b),1)}}

Proposicién 3.1 El concepto de traza probabilistica esta bien definido, es decir,
las sumas de probabilidades 3", x z; que pueden aparecer al definir las trazas de

un proceso no exceden nunca de 1.

Demostracién: Viene dada por el hecho de que las posibles transiciones distintas
correspondientes a una misma traza, provendran de elecciones, tanto internas,
como externas, como provenientes de operadores paralelos, que el proceso tendrd
que resolver. Ahora bien, en todos los casos las probabilidades de las dos distintas
computaciones a las que cada eleccién dara lugar estan ponderadas por factores
cuyasuma es uno, por lo que un sencillo razonamiento por induccién nos conduciria

a la prueba del resultado deseado. O

3.4.2 Dominio de procesos

La definicién de la semantica de los procesos por medio de sus conjuntos de trazas,

nos conduciria a la siguiente relacién de equivalencia:
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Definicién 3.6 Sean A, B multiconjuntos de trazas. Decimos que A = B si y sdlo
si Tr(A) = Tr(B). O

De esta manera, podemos definir un proceso (semantico) como cada clase de

equivalencia correspondiente a la relacion anterior.

Definicién 3.7 Definimos un proceso como la clase de equivalencia formada por
los multiconjuntos de trazas equivalentes al conjunto de pares {(s,p) : s € T,

p € (0,1]}, de manera que se cumplan las siguientes condiciones:
L.YP((),)eP

2. Vs,t € &7, Vp € (0,1] Ip’ > p tal que (st,p) € P = (s,p') € P O

Llamaremos Proc al conjunto de todos los procesos sobre el alfabeto ¥. En
general, cuando hablemos de un conjunto de trazas, estaremos referenciando a la

clase de los multiconjuntos equivalentes a él.

Por otra parte, para que el conjunto de procesos pueda ser considerado un

dominio semantico, debemos definir un preorden sobre el mismo.

Definicién 3.8 (Orden entre procesos)
Sean P y Q procesos, segin la definicién anterior. Decimos que P C @ sii para

todo (s,p) € P existe p’ > p, tal que (s,p') € Q. a

Proposicién 3.2 La relacién asi definida es de orden.

Demostracién:

e PLC P. Trivial.

« PCLQYyQCP=P=¢Q.
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(s,p)€P = I >p(s,p)eQ pues P C @
= dg>ps,q)€P pues @QC P
= g=p pues (s,p),(s,q) € P
= p=y
= (s,p) €Q

(s,p) € @ = (s,p) € P anilogamente

e PLQYCR=PCR

(s,p)EP = Tp>ptqg.(s,p) €Q pues PC @
= dg>p tqg.(s,9)€R puesQC R
= dg>p tg.(s,q) € R
= PCR

0

Definicién 3.9 Sea f : Proc — Proc una funcién entre procesos. Tenemos las

sigulentes definiciones:

1. f es mondétona si cumple que:
PT Q= f(P)<f(Q)
2. Una cadena es una secuencia de procesos
{Pi,1 20} t.q. Vi P C Py
3. El lfmite de una cadena denotado con LIP; es un proceso con:
Bi = {(sij,p3)}Vi 2 0 = UP; = {(s,p;)} con (s;,pi;) € P Vi =10
donde p; = lim py;

Este limite existe, pues 0 < pp; <py; < ... <pi; £... < 1.
Es decir

Fi={(s:p)/3jo t.9-¥j 2 jo = (s,p5) € P, y lim pj = p}
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4. f es continua si
fUF) = Uf(R)

0
Teorema 3.1 (Proc,) es un orden parcial completo (cpo).
Demostracién:
¢ Tiene elemento minimo.
VP &€ Proc STOPLC P.
e Toda cadena tiene cota superior minima.
Sea {P;};er una cadena. Entonces UP; es la cota superior minima:
1. UPF; es cota superior
(siypi) € i = (si,p) € UPF, puesto que p > py
= FCUFf
2. UP; es minima
Sea un proceso @ tal que P; C @ para todo :.
Entonces:
(Ssp) = UPz = 3.70 / (Szij) € PjO, €on pjo < D
= dg2pjo/(s,9)EQ
Ademas, para todo 7 > jop; < p pues lim;p; =p
Como ¢ > p; para todo j = ¢ > p
Luego @ J UP;
O

3.4.3 Semantica denotacional

Veamos seguidamente la definicidn de la semdntica de los procesos correspondientes
a la sintaxis definida, entendiendo un proceso a nivel sem;antico como un conjunto

de trazas probabilisticas.
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STOP y PREFIJO Definimos las trazas probabilisticas de los procesos STOP y prefijo

para una determinada accion a en la manera siguiente:

STOP = {(),1}
a—= P = {{{),)}U{(es,p)/(s,p) € P}

Ejemplo 3.5 Sea el proceso P = a — P, un proceso que siempre hace la accién
a, con probabilidad 1. Es decir el proceso pX.{a — X). Su definicién semdntica

sera:

P ={((),1),({a), 1), ({aa)}, 1),.. .}

ELECCION INTERNA

PIPO[L-2]Q = {(s.q)/ (s,¢)EP g=pq'}
U{(s,9)/(5,¢)€Q q¢=(1-p)}

Ejemplo 3.6 Sea el proceso P = [3](a — P)0[3]STOP. Este proceso ejecuta

un nimero finito de acciones a y después se para. Su definicién semantica es:

P = {0, 1), (@), ), ((aa), 1/4), (aac), 1/8), .}

Aun cuando en el modelo de trazas estan excluidas las trazas infinitas, en este
caso observamos que ello estaria doblemente justificado, pues la probabilidad de

que el proceso ejecute una cantidad arbitrariamente grande de acciones @ es 0. O

ELECCION EXTERNA

(PIPO[1 - pl@ = {(s,9) / (s,9) € Py (s,9) € Q}
U{(s,9) / (5,9) €Qy (s,9) & P}
U{(s,¢)/ (5,4)E€EPy(s,dVE€EQYq=rpq'}
U{(s,¢") /(8,4 €Py(5,¢)€QYyq=(1~p)}
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Ejemplo 3.7 Sea el proceso P = [t](a — P)O[3]STOP. Este proceso podra
ejecutar cualquier secuencia de acciones a con probabilidad 1. Su definicién se-

mantica es:

P ={{(),1),({a),1),({aa),1),...}

Por lo tanto, este proceso sera equivalente al dado por P =a — P.

Si en cambio consideramos el proceso dado por P = [3](e — P)O[3la —

STOP, tenemos que su semantica viene dada por:

P = {((, 1), ((#), 5, ({aa),1/4), )

por lo que es equivalente al proceso dado por P = a — ([}](a — P) N [;]STOP).
O

COMPOSICION PARALELA

[PIPlall — )@ = {(s,9)/s € mezcla(sy, s2)
y g=pm(P,Q,A,s,p) y (51,7) € Py (s2,7) € @}

Donde tenemos las siguientes definiciones de funciones, por un lado el conjunto

de las posibles mezclas entre dos trazas viene dado por la funcién

mezcla 1 ™ x 2* — p¥”
mezcla({), s) = mezcla(s, (}) = {s}

mezcla({a)s, (b)t) = {{a)u /[ u € mezcla(s, (b))}
U {{bYu / u € mezcla({a)s,t)}

Por otro lado, dada una posible mezcla entre sendas trazas de los procesos Py
@, la probabilidad de que una traza mezcla de ambas sea ejecutada por el proceso

[p] P all — p]@ viene dada por la funcién

pm : Proc x Proc x pE x £* x (0,1} — [0, 1]
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pn(P,Q, A, {),p) = 1
pm(P,Q, A, (a)s,p) =
gq" - pm(Pla,@G/a, A, s,p) Siaee A
(pr'q+ p(1 —p)} - pm(P/a,@, A, s,p) +
(pp'(1 =)+ (1 —p)g) - pm{P,Q[a, A,5,p) Siag A
Donde ¢ y ¢’ son los valores que verifican que ({(a),q) € P, ({a),¢') € Q,

tomandose como 0 si no existen ¢q o ¢' con tales caracteristicas.

Por iltimo, la funcién P/a, que define el comportamiento de un proceso tras

la ejecucién de una accidn, se define mediante:

Pla = { {(s;9) / ({a)s,q) € Py q=4¢'[p} si({a).p}EP
STOP si Ap>0: ({a),p) € P

Ejemplo 3.8 Vemos a continuacién algunos ejemplos de composicién de procesos

en paralelo, junto con lo que usualmente se denomina su expansién no-determinista.

(}la = STOP||(al3le - STOP = a— STOP
[Lla = Pllaslile — Q = STOP

En este caso tenemos que todas las trazas no vacias de a — P comienzan con

a, y las de b — @ con b, por lo que no pueden sincronizar.

Dados los procesos P =[tla —» PM[3]b— Py @ = a — @, tenemos que

31Plal31Q = [3](a ~ (51Pllw(51@) N 1STOP

Dados los procesos P = [5](e — P)D{i]([}le— PN (3}l = P)y Q@ =a — Q,

tenemos que

1

2Ples(EQ = a = (51Plw3ld) = @

RECURSION
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El hecho de que Proc sea un CPO, nos ofrece otra posibilidad a la hora de definir
procesos, que nos permitira describir comportamientos infinitos, aumentando la
potencia de nuestro lenguaje, que hasta ahora sélo sirve para describir procesos de

comportamiento finito.

Si f: Proc — Proc, es una funcidn entre procesos, podemos definir un proceso
X como aquel que satisface la ecuacion X = f(X). Podemos garantizar que una
ecuacion tal tendrd al menos una solucidn, siempre que la funcion en cuestion sea
continua. Aun asi, en ocasiones, estas ecuaciones recursivas no tendran una unica
solucion, por lo que de cara a definir univocamente el proceso, deberemos quedarnos
con pX.f(X) que es, por definicidn, el menor proceso (respecto del orden entre

funciones inducido por el orden sobre procesos) que satisface la ecuacién X = f(X).

Siendo f una funcidn continua entre procesos, dicho proceso estd bien definido

como asegura la siguiente
Proposicién 3.3 . Si f : Proc — Proces continua, pX. f(X) esta bien definido.
Demostracién: Consideramos pX. f(X) como el limite de la cadena:

STOP, f(STOP), f(f(STOP)),..., f(STOP),...

Donde, en general, f denota la aplicacién reiterada de la funcién f un nimero

7 de veces. Entonces tenemos
.f(U¢20fi(STOP) = U;Zlfi(.S'TOP) = l_I,-ZDf“(STOP)

y st X = f(X) tenemos en particular, puesto que STOP C X, que f(STOP) C

f(X) = X, y por tanto, reiterando el razonamiento, obtenemos que
Vi>0 f{STOP)C X
por lo que pasando al limite

Uizof(STOP) & X
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OCULTACION

Como cuando definfamos las transiciones de cada proceso en el marco de la
semantica operacional, hemos dejado para el final el operador de ocultacion, pues

nos vuelve a plantear un problema anélogo al que en aquel caso nos encontrabamos.

Tampoco la semantica de trazas es suficientemente potente para distinguir una
serie de procesos que deben ser distintos, pero que sin embargo resultan tener las
mismas trazas. Este problema aparece también en la version clasica de CSP sin
probabilidades (ver [Hoa85]) en la que precisamente se necesita distinguir entre
los dos operadores de eleccién si se desean distinguir las situaciones de bloqueo
(deadlock). En nuestra version probabilistica, la semantica de trazas tampoco nos
permite definir coherentemente el operador de ocultacién, pues este operador debe
tener (intuitivamente) comportamientos diferentes sobre procesos que tienen las

mismas trazas, pero distintos formatos de eleccidn.

Ejemplo 3.9 Consideremos los siguientes procesos

P= [}([tla — STOPO[}]b — STOP) N (}]STOP
Q= [ia— STOPM{L)b— STOP

Ambos procesos tienen las mismas trazas, que en concreto vienen dadas por

P=Q={0,1).(a), 5): ) 5))

Por tanto, ambos procesos seran iguales bajo la semantica de trazas. Sin em-
bargo, nosotros pretendemos que sobre cada uno de ellos, al ocultar la accion a,
los comportamientos se vuelvan distintos, pues en el caso de P, ain cuando se
haya optado en principio por el primer argumento de la eleccién interna, todavia
el medio puede decidir internamente seleccionar la ejecucién de la accidn a, descar-
tando por ello la ejecucién de la accién b, con lo cual disminuye su probabilidad;
mientras que en el caso de () mantenemos la probabilidad % de ejecutar la accion

b. Mas exactamente, buscamos entonces un modelo en el que satisfaga que:

P\(a,}) 2)([51STOP N {1} — STOP)M[LSTOP
B)([})sTOP N {46 — STOP)
(3]

Q\(a,}) = [ASTOPN[}}b— STOP .
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O lo que es lo mismo, que las trazas probabilisiticas de estos procesos sean

P\(a,3) = {((%1).((8),1/4)}
Q\(a,3) = {((0.1), ({6}, 3)}

Ahora bien, evidentemente no podemos pretender tener un modelo composi-

cional en el que ocurra P = @ y sin embargo P\(a,1) # Q\(a,3). 0

La semantica de trazas esta presentada en [JS90] de una forma similar, aunque
en dicho trabajo se define la misma a partir de la seméantica operacional, definiendo

la funcion de trazas en la forma

Tr: Proc — (" — [0,1])

Tr(P)(s)= > (PP

PreProc

donde us(P, P') es el valor tal que existe una computacién con:

C= P“i"u,(P,Pr)P’



Capitulo 4
Semantica de pruebas

La informacién que es posible ohtener de un proceso cuando al mismo le es ofrecida
para su ejecucién una séla accidn, tal y como hemos hecho al estudiar la semantica

de trazas, no nos basta para caracterizar por completo a dicho proceso.

Efectivamente, como ha sido indicado previamente, la mera probabilidad de
gue una accién sea o no sea aceptada, no es indicativa del grado de eleccién que
en ese instante el medio exterior puede ejercer en el control del sistema. Esto es
particularmente grave a la hora de definir el comportamiento de la operacién de
ocultacién. Si queremos (como parece natural) que nuestro modelo sea consistente
(tanto como ello sea posible) con el modelo clasico de CSP sin probabilidades, este
operador debe comportarse de una forma diferente, segin sea el grado de eleccion
que se tenga al ocultar una accién. En concreto, al producirse la ocultacién de
una accidn, la facultad de decidir la ejecucion de la misma cuando aparezca como
opcidn de una eleccidn externa, debe pasar al sistema, con lo que dicha eleccion se

convertira en una eleccion entre interna y externa.

En consecuencia necesitamos una semantica mas potente, que nos permita cono-
cer, en la medida en que ello sea necesario, el estado concreto en que en cada mo-
mento se encuentra un proceso. Nos ha parecido que el marco mas apropiado para
presentar una semantica tal es el de las semédnticas de pruebas ({esting semantics),
basadas en la idea de testear el funcionamiento de un proceso, ofreciéndole en cada

momento durante su ejecucién, un conjunto de acciones visibles entre las que ha

65
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de seleccionar aquélla que serd ejecutada a continuacion. El proceso se repetird un
determinado niimero de veces, hasta que o bien el observador se dé por satisfecho,
en cuyo caso se dice que el proceso ha pasado la prueba, o bien se llegue a un estado
en el que el proceso no puede ejecutar ninguna de las acciones que en ese momento

se le ofrecen, en cuyo caso decimos que la prueba ha fallado.

La semantica de pruebas, basada en la denominada eguivalencia de prucbas, fué
desarrollada por De Nicola y Hennessy en 1984 (ver [NH84]) como una alternativa
a la equivalencia observacional clasica de CCS, basada en el concepto de bisimu-
lacidn, por entender que esta ultima era demasiado restrictiva. La prueba de que
una semantica tal se puede describir por medio de unos ciertos arboles, a los que
se denomina drboles de aceptacidn, y de que por tanto se trata a la postre de una
nueva presentacin de la semdntica de fallos de CSP [Bro83], aparece primeramente

en [Hen85], para adquirir un tono mas depurado y detallado en {Hen88}.

La idea de ampliar los arboles de aceptacién mediante la posibilidad de chequear
también la posibilidad del rechazo de ciertas acciones aparece en [Phi85] lo que

permite distinguir una mayor cantidad de procesos.

En nuestro caso parece razonable que, puesto que nos movemos en un marco
probabilistico, dotemos al conjunto de acciones ofrecidas al proceso en cada mo-
mento, de una distribucién de probabilidad, de forma que la accién que definitiva-
mente serd la elegida se seleccione de entre el subconjunto de acciones que resulten

en dicho momento viables, atendiendo a dicha distribucién.

La idea de ampliar los tests mediante el uso de una distribucién de probabilidad
sobre las diferentes ramas de los arboles que los describen, ya aparece, aunque en

el marco de la definicién de una semadntica de bisimulacién, en [LS89}.

4.1 Arboles probabilisticos de observacién

En primer lugar procederemos a definir el tipo de pruebas a las cuales someteremos
los procesos con el objetivo de detectar su comportamiento. Este tipo de pruebas
tendran forma de drboles probabilisticos de observacidn, los cuales son aquéllos que

quedan descritos mediante la siguiente sintaxis:
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Definicién 4.1 (Arboles Probabilisticos de Observacidn)
Definimos el conjunto de 4rboles probabilisticos de observacion, que denominare-

mos PTEST como sigue:

tuo=w | 0| at | Z[pg]a;.i;

i=1

donde a; € £, a; # a; parai # j,p; €{0,1]y > _pi=1. O

i=1

Seguidamente, procederemos a describir el significado de los arboles que se
pueden generar con la sintaxis anterior. En primer lugar, mediante el arbol w,
denotamos el test ézito, es decir un test que siempre sera aceptado. Por el contrario,
el arbol 0 denota el test fracaso que representa un test imposible de ser pasado con
éxito. El arbol a.f representa un test secuencial, que ofrece en principio en exclusivo

la accién a, y en caso de que ésta se acepte, pasa a comportarse como el test Z.
k(3

Por dltimo con Z[p,-]a,-.t,— representamos un test que ofrece las acciones a; para su

aceptacion. Si tz)rzzllas ellas son aceptadas, una de ellas serd seleccionada atendiendo
a las probabilidades p;. Por el contrario, si sélo un subconjunto de las mismas es
aceptado, las probabilidades de las restantes se distribuyen ponderadamente entre
las aceptadas, es decir, proporcionalmente a sus propias probabilidades; tras ello
se escoge una de las acciones posibles, y se continda con el test {; correspondiente

a la misma.

Obsérvese que hemos permitido que la probabilidad de alguna rama del arbol
sea nula, con el objetivo de cubrir los casos en que las mismas tengan prioridad
minima de ser seleccionadas, lo que hemos modelado, siguiendo a [SS90], mediante
una probabilidad infima. Mas exactamente, tendremos que tales ramas seran selec-
cionadas sélo en el caso de que ninguna otra con probabilidad positiva pueda serlo.
Cuando éste sea el caso, y por tanto todas las ramas aceptadas tengan probabilidad

nula, la eleccién entre ellas se hara atendiendo a una distribucién uniforme.

Por otra parte, es claro que el test secuencial a.t es idéntico al test ramificado

L)
> [pilai.t; correspondiente al caso enel quen =1,py =1,a1 =a y t, = ¢, pero
i=1

emos preferido mantener las dos presentaciones sintdcticas del mismo, para evitar

el acarreo de probabilidades cuando las mismas resulten irrelevantes.
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Figura 4: Arbol de observacion ¢ = > _[p;Jai.t;

1=1

A fin de facilitar el manejo de los mismos, definiremos las siguientes operaciones

sobre los arboles probabilisticos de observacion:

Primer nivel. Si ¢t € PTEST, definimos su primer nivel, que serd un test de

a lo sumo un sélo piso, y denotaremos por is, en la forma:

Wy = w
0o = 0
(a.t)o = 0w

k)

(jzl[Pi]ai-tf)o = Z[p,-]a,'.w

=1

Arbol tras una accién. Sea t € PTEST,a € I, definimos el arbol ¢ tras a,

que denotaremos por ¢/a, mediante:

wia =
0/a

0
0
(b1)/a - { Losb=a

(i[pi]a{.ti)/a = ty s a; =a

i=1 0 st Ajcona; =a

Conjunto inicial. LLamaremos conjunte inicial de acciones ofrecido por un

test t, y lo denotaremos por Ft(t), al conjunto de acciones del primer nivel del
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mismo, definido por

Ft(w) =
Ft(0)
Fi(a.t) = {a}

Ft(i[p,-]a;.t,—) = {ali=1,....n)

69

Restriccién a una accién. Seat € PTEST, e € T definimos la restriccion

de t sobre la accién a, que denotaremos por ¢, , en la forma

L a.(t/a) sia € Fi(t)
‘ 0 sia & Ft(1)

Profundidad. Sea t € PTEST, definimos la profundidad del test t, que deno-

tamos por Prof(t), en la forma

Prof (w) = 0

Prof (0) = 1

Prof (a.t) = 14 Prof(t)

Prof (Z[p,-]a{.t,-) = 14+ Maz(Prof(t1),...,Prof(ts))

Por conveniencia, consideramos que la profundidad de 0 es uno, lo que queda

justificado por el hecho de que dicho test puede ser presentado de manera equiva-

lente, en la forma a.w siendo a una accién cualquiera que no pueda ser ejecutada

por ningun proceso.

4.2 Paso de un test

En el caso no-determinista se definfa el paso de un test por parte de un proceso,

indicando cuales son los tests que serian pasados con seguridad, y cuales los que

podrian ser pasados en alguna ocasién. En nuestro marco probabilistico, parece

oportuno hacerlo, indicando para cada proceso P, y cada arbol de ohservacion t,

cual es la probabilidad con la que el proceso P aceptard (o pasara) el test definido
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Fi(t) = {a1,a2,...,an}
Figura 5: Operaciones sobre arboles

por el 4rbol de observacién ¢ . Dicha probabilidad la denotaremos en la forma P | ¢.
Como es usual, de cara a la presentacién de la correspondiente definicién formal,
procederemos por induccién estructural, atendiendo al constructor de procesos que

aparece en la cabeza del proceso a investigar.

4.2.1 Stop

El proceso STOP es incapaz de realizar ninguna accién, por tanto sélamente puede

aceptar el test de éxito, debiendo rechazar cualquier otro.

1l sit=w

STOP|t={
0 sit#w

4.2.2 Prefijo

Puesto que el proceso a — P acepta la ejecucion de la accién a para después
comportarse como el proceso P, su semantica vendra dada por una funcién que
aceptara todo arbol que contenga a la accién a en su primer nivel, con una proba-
bilidad igual a aquélla con la que el proceso P acepte el drbol t/a. Sila accidn a

no estd en el primer nivel del test, el mismo sera rechazado.

0 sied Fi(tyyt#w
(a— P) | t=4 P | t/a siac€ Fi(t)

1 s1t =w
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4.2.3 Eleccidén interna

Sean P y Q dos procesos, el proceso [p]P N[l —p]@ realizara una eleccion interna
entre ellos, de acuerdo con las probabilidades indicadas. Esta eleccion no estara

influida por el medio en que se encuentra inmerso el proceso.

Asi pues, este proceso aceptard las observaciones que P o (J acepten, pero

ponderadas por los respectivos factores p y 1 —p.

(PPl —pl@Q) |t = p- (P | )+ (1~p)-(Q [ ?)

4.2.4 Eleccion externa

Asimismo, el proceso [p] PD[1 — p]Q se comportara bien como P o como @, pero en
este caso serd el observador exterior quien jugara el principal papel en la eleccion
del comportamiento. Asi, una accién podra ser rechazada sélo si es rechazada

simultdneamente por los dos procesos componentes.

Cuando ofrecemos al proceso no una séla accion, sino un conjunto de ellas,
deseariamos en principio que el comportamiento fuese similar. Es decir, el rechazo
del conjunto de acciones se producira si y solo si todas las acciones del conjunto

son simultdneamente rechazadas por los dos procesos argumentos de la eleccién.

Una primera dificultad en este caso consiste en que en el conjunto ofrecido
podrian aparecer distintas acciones que son aceptadas, unas por un proceso y

otras por el otro. Consideremos por ejemplo el siguiente proceso:
1 1
[i]a — STOP O [~2—]b — STOP

Si ofrecemos al mismo el test [law + [}]b.w, tendriamos que cada una de las
acciones ofrecidas seria aceptada por un proceso y no por el otro. En consecuen-
cia deberiamos comenzar decidiendo cual es la accién que serd ejecutada, lo que

conllevard una eleccién sobre cual sera el proceso que continuara ejecutandose.

Es cierto, sin embargo, que en este ejemplo concreto, la situacién planteada no
resulta problematica a la postre, puesto que lo que en iltimo término nos importa

es si el test es o no aceptado, y en este caso lo seria en cualquier caso, sea a o b
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la accién que finalmente se ejecutase. En general, si el drbol tiene un sélo nivel,
el comportamiento de la eleccién externa es ficilmente definible, indicando que
se aceptara un test si y sélo si alguno de sus argumentos lo acepta, lo que queda

formalizado en la forma siguiente:

Definicién 4.2 (Paso de un test de profundidad 1)
Sean P, (Q dos procesos, y fg un test de profundidad uno. La probabilidad de que
el proceso [p]PO[l — pj@ acepte ¢y viene dada por

[PIPO[1-pIQ | to = (P | to)(1—-(Q | 10))+(Q | )(1—(P ] 10))+(P | to}(@ | to)

0

Ahora bien, en el caso de que el test pueda continuar o fallar tras la ejecucion
de alguna de las acciones que ofrece, si que necesitamos precisar qué accion sera
seleccionada, puesto que de ello podréa depender la aceptacion global del test. Con-

sideremos al efecto la siguiente variante sencilla del proceso del ejemplo anterior:
1 1
[i]a —c— STOP D [—2—]6 — STOP

Si aplicamos al mismo el test [1]a.c.w+[3]b.c.w, no tiene el mismo efecto en absoluto
el que seleccionemos la accién a o la accidn b como primera accidn a ejecutar, puesto
que en un caso el proceso tras dicha ejecucion estara en disposicion de aceptar el

resto del test, mientras en el otro, ello no sera posible.

Ahora bien, como ya hemos comentado, las probabilidades asociadas a este
operador de eleccion externa no tienen sentido si los conjuntos de acciones que
puede aceptar cada componente son disjuntos, tal y como sucede en este caso. Asi
pues, para resolver la eleccidn serd necesario recurrir a las probabilidades asociadas
al test, que serd quien decida (probabilisticamente) desde el exterior la accién a

ejecutar.

Este mismo procedimiento de seleccion de la accidn a ejecutar se aplica también
en el caso de que los conjuntos de acciones aceptados por ambos procesos no sean
disjuntos. Pero en este caso, si la accidn seleccionada puede ser ejecutada por

ambos procesos, todavia tenemos que decidir cual de ellos lo hard, determinando
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as{ la continuacidn posterior. Para ello, debemos hacer uso en este caso de las

probabilidades asociadas a los argumentos del operador de eleccion externa.

Asi, nuestra idea para definir la probabilidad de aceptacion de un test ¢ por
parte del proceso [p]PO[l — p]@ consiste en distinguir las contribuciones de todas
las acciones ofrecidas en el primer nivel del test. Ello nos conduce a la siguiente

definicidon esquematica:

[P]PO[l —p]Q | t= > prob. de aceptar ¢ a partir de la accién a
aEFi(t)

Sin embargo, la probabilidad de aceptar el resto del test t, una vez ejecutada
la accién a podra depender de la forma en que dicha accién haya sido ejecutada,

o mias exactamente de los estados en los que se encontraran los procesos Py ().

En suma, para definir la semantica del operador de eleccidn externa, debemos
ser capaces de hablar sobre los diferentes estados en los que puede quedar cada
proceso después de resolver las elecciones internas que tenga en cabeza. Por es-
tado entenderemos en este contexto el conjunto de acciones visibles que estan en

disposicién de ser aceptadas si le son ofrecidas por el medio externo.

Pero previamente deberemos definir la probabilidad con la que cada estado
posible de un proceso es alcanzado. Dichas probabilidades pueden calcularse a
partir de las probabilidades con las que son aceptados una serie de tests simples de
profundidad uno. Con cada uno de ellos calcularemos la suma de las probabilidades
de estar en todos los estados que contienen alguna de las acciones ofrecidas en
dichos tests. Una vez conocidas dichas sumas, basta combinarlas adecuadamente,
en base a las reglas basicas de la probabilidad, para obtener la probabilidad de

alcanzar cada uno de los estados posibles.

Como quiera que dichos tests tienen profundidad uno, ya conocemos la proba-
bilidad con la que los pasan cada proceso. A partir de ellas se calcula la probabi-

lidad de encontrarnos en cada estado, como sigue:

Definicién 4.3 (Probabilidad de alcanzar un estado)

Sea P un proceso y A un estado posible del mismo. Denotaremos por p(P, A) la
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1=anbAZ

: 'A‘ S
AVA 4=anbAc

S=anbic
v B=anbice
7=aAbAe

Figura 6: Estados posibles para 3 acciones

probabilidad de que el proceso P alcance el estado A, que definimos en la forma:
p(P0) = 1-P |tig

Bca
donde para cada conjunto de acciones A = {a1,..., e}, €l test t4 viene dado por:

tA = i[%]ai.w

i=]

a

Ejemplo 4.1 Consideremos el alfabeto ¥ = {a,b,¢}. En la figura 6 tenemos
todos los estados posibles en los que puede estar un proceso arbitrario con dicho
alfabeto. Podemos calcular la probabilidad de alcanzar cada uno de ellos por medio

del siguiente sistema de ecuaciones:

p(P0)  =1-[P | ([flaw + [5lbw + [5lew)]

p(P{a}) =[P | ([Hlaw+[5lbw + [Jlew)] = {P | ([7low+ [Flew)]

p(PABY) =[P | ([Hlaw + [5bw + [Flew)] ~ [P | (Flaw + [3]ew)]

p(PAc}) =[P | ([flaw+ [3lbw + [lew)] = [P | ({3lew + [3]bw)]
p(P,{a,b}) = [P | (law + [3lbw + [Flew)] = [P | cw] = p(P, {a}) — p(P, {8})
p(P{a,c}) =[P | ([flew+ [5lbw +[Flew)] = [P | bw] - p(P, {a}) = p(P, {c})
p(P,{b,c}) =[P | ([3law + [5lbw + [Flew)] ~ [P | aw] - p(P, {6}) — p(P, {c})
p(P,E) =[P | ([Flaw+[3lbw + [Flew)] = p(P,{a}) — p(P, {b})-

p(P,{c}) — p(P,{a,b}) — p(P, {a,c}) — p(P, {b,c})

O

Obsérvese que P | ([1/3}ew + [1/3]bw + [1/3]e.w), que en este caso particular no
es oira cosa que P | tg, representa la probabilidad de estar en algin estado en el

que es posible la ejecucion de alguna de las acciones del alfabeto.
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Una vez que el sistema alcance un determinado estado A, sera el medio exterior
el que decida la accidn que se va a ejecutar, eligiendo para ello entre las acciones
del estado. Puesto que este medio exterior esta representado en esta ocasién por el
test ¢ que se ofrece al proceso para su aceptacion, la seleccidn se hara atendiendo

al valor de las probabilidades indicadas en el mismo.

La accién que sera ejecutada debe estar forzosamente en el conjunto AN Ft(t),
por lo que las acciones de Fi{{) — A no seran tomadas en consideracién. La proba-
bilidad asociada en el test a estas acciones, que no pueden ser ejecutadas, la repar-
tiremos proporcionalmente entre el resto de las acciones de Ft(t). La definicién

del correspondiente concepto de probebilidad normalizada, es la siguiente:

Definicién 4.4 (Probabilidades Normalizadas)

Seat= Y [ps)a.ts untest, AC Ty a€ Fi(t)N A. La probabilidad s(a, 4,?)
acFi(t)
de seleccionar la accién a como la accién a ser ejecutada por parte de un proceso

arbitrario P que estd en el estado A, al que le es ofrecido el test ¢, viene dada por:

—29__— Sl N 0
1- Z Po e #
s(a, A, t) = beFi{t)-4
TFITORA] Sivbe Ft({)N A, py =0
0 Sip.=0ATbe FL(t)N A, py #0

Sélo nos queda, para completar la definicién de probabilidad de aceptar un
test por parte de una eleccién externa, definir la probabilidad de aceptar el resto
de un test, una vez que la accién a ha sido seleccionada como la primera accién
visible a ejecutar, encontrandose cada uno de los argumentos de la eleccion en un

determinado estado.

Definicién 4.5 (Continuacion de una eleccién externa)

Sean P, Q dos procesos, A,BC ¥, a € AUB, {tuntestyp € [0,1]. La probabilidad
de aceptar el resto del test t por parte del proceso [p|PO[1 — p|@, una vez que la
accién a ha sido ejecutada, encontrandose en el momento de dicha ejecucion el

proceso P en el estado A, y el proceso @ en el estado B, viene dada por
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Cont([p|PO[l — p)Q,t, A, B,a) =

P/(a,A) | t/a Siac A ag¢ B
Q/(a,B) | t/a Siac B,ag A
p-(P/la,A) | t/a)+(1-p)-(Q/(a,B) | t/a) Sia€ ANB

donde P/(a,A) denota el resto del proceso P tras la ejecucion de la accién «,
cuando dicho proceso se encuentra en el estado A. La definicién formal de este

nuevo operador auxiliar serd introducida en la siguiente subseccion.

Cuando los argumentos de la eleccion puedan ser sobreentendidos por el con-
texto, denotaremos abreviadamente mediante Cont(0,1, A, B, a) a la probabilidad

Cont([p]PO[1 — p]@,t, A, B, a). 0

Definicién 4.6 (Probabilidad de aceptar un test)
Sean P, dos procesos, ¢ un test y p € [0,1]. La probabilidad de aceptar el test ¢
por parte del proceso [p]|PO[l — p]@ queda definida por

[PIPOl —plQ | ¢t =

1 Sit=w
Sit=0
Z > s(a, AU B,t)-p(P,A)- p(@, B) - Cont(D,t, A, B,a) otro caso

a€Fi({t)a,BCE
“ aEAUB

Ejemplo 4.2 Consideremos el siguiente proceso
R = [;](a ¢ = STOP)O[Z 16 ]a — STOP n[ b= STOP)

Calculemos la probabilidad de aceptar el test ¢ = ia.c.w + %b.w por parte del
mismo. Para ello procederemos a calcular los estados posibles de los argumentos

de la eleccién externa.

Dichos argumentos, P y ) son

P= g—ec— STOP
[%]a — STOP N [%]b — STOP
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Tenemos pues un alfabeto de dos acciones, a y b. El proceso P tiene un tnico
estado, pues como primera accién sélo puede ejecutar la accion a, mientras que @
tiene dos estados, uno donde sdlo puede ejecutar a y otro donde sélo puede ejecutar

b. Mas exactamente, tenemos

p(P, {a}) = 1
p(@,{a}) = 1/2
p(@Q,{b}) = 1/2

Los factores de normalizacién para la accidén a son
s(a, {a},t) =1
s(a, {a,b}t) = 1/2

y las continuaciones para la misma accion

Cont(0,1, {a},{a},a) = 1/2
Cont(D,t,{a},{b},a) = 1

Respecto a la accién b, su ejecucidn por parte del proceso ¢ solo es posible en un
estado, y por parte de P en ninguno, lo que nos da en total un Gnico estado de R

en el cual puede ejecutarse dicha accién.

El factor de normalizacién para la accién b, en dicho estado es
s(b, {a, b},t)=1/2
y la Unica continuacidn para la misma accién
Cont(0O,t, {a}, {b},a) =1

Finalmente tenemos

[1/21PO[1/2]Q | ¢t = s(a,{a},1)p(P, {a})p(Q, {a})Cont(D,1, {a},{a},a)
+ s(a, {a},t)p(P, {a})p(Q, {b})Coni(D, 1, {a}, {b},a)
+ s(b, {a},)p(P, {a})p(Q, {6})Cont(0, 1, {a},{b},b)
= 1-1-3- 2+ 3131+ 5-1-3-1
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4.2.5 Resto de un proceso tras una accién en un estado

En esta subseccidén definiremos la semantica del proceso denotado con la sintaxis
P/(a, A), que anteriormenete introdujimos. El hecho de que hablemos de P/{a, A}
y no simplemente de P/a como se hace en CSP ordinario, se debe a que en
la definicién 4.4 hemos distinguido el estado en que se encuentra el proceso en
cuestién cuando ejecuta la accién a seleccionada. Pero es que ademas, en el caso
probabilistico la semantica de pruebas nos va a permitir aislar las continuaciones
correspondientes a cada estado, lo que curiosamente no era posible en el caso
no-determinista. De cara a justificar dicha afirmacidn, consideremos el siguiente

proceso
1...1 1 1
Q= ([5]([§]a —b— S'TOPD[-Q—]I) — STOP) N [E]a — STOP)

Este proceso puede encontrarse, antes de ejecutar accién alguna, en dos estados
distintos: uno en el que pueden ser ejecutadas las acciones del conjunto {a, b},
y un segundo en el que sélo puede ser ejecutada la accién a. Es claro que el
comportamiento de P tras la ejecucién de la accién a serfa distinto en funcion
de que la accién ejecutada corresponda a uno u otro estado. En concreto, dichos

comportamientos son los siguientes:

@i /(a,{a,b}) = b— STOP
Qi/(a,{a}) = STOP

lo que podremos comprobar una vez hayamos introducido las correspondientes

definiciones formales.

En general, para describir el comportamiento de P/(a, A) en presencia de un
test arbitrario ¢ € PTEST, nos valdremos de una serie de tests derivados de t a
cada uno de los cuales, que vendra asociado a la accién a y a un estado B, con
B C A - {a}, lo denotaremos por ¢(+&) .

En concreto, para definir P/{a, A) | t, procederemos por recurrencia, comen-
zando por el estado A = {a}, y obteniendo sucesivamente los valores P/(a, A) | t
correspondientes a estados cada vez mayores, a partir de los valores de estas pro-

babilidades para todos los estados B C A.
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Observamos en primer lugar que para todo conjunto de acciones A, si el mismo
no es un estado alcanzable por el proceso P, o lo que es lo mismo, si p(F, A) = 0,

tendremos P/(a,A) | t =0.

Volvamos de nuevo al estado A = {a} y supongamos que p(P,{a}) > 0. En
tal caso, podemos calcular la probabilidad con la que P alcanza el estado {a} y

acepta el test a.t en dicho estado. Ello se logra aplicando al proceso P el test
I
PICH') - [O]a.t + Z l:-—-—-———-—:| 5.0
beE—{a} &l -1
Utilizando este valor, definimos la probabilidad P/(a,{a}) | t como sigue:
P | tle?)
p{F{a})

Consideremos ahora los estados con dos acciones A = {a,b}. Introducimos ahora
el test

P/(a,{a}) | t =

@) = [0]at +[0]6.04+ X [ ! -|c.0
L 1

¢€L—{a,b} (=2
Entonces P | t{*{%}) nos ofrece la suma de las probabilidades con las que P alcanza
el estado {a}, y acepta el test a.t desde él, mas la mitad de la probabilidad de
alcanzar el estado {a, b}, y tras ejecutar la accién a, aceptar el test ¢t por parte
del proceso continuacion al que asi se accede. En consecuencia, P/(a,{a,b}) | t

puede ser definido en la forma:

P/(a,{a,b}) | t = p(P, {a,b})

Finalmente, para un estado general A, el test a considerar depende de si este

conjunto es el alfabeto completo ¥, o no lo es. Si A # %, el test es el siguiente:

ted=eh) = [olat+ Y [0]6.0+ 5 [|Z}iﬂ'dc'0

beA~{a) c€S—A

mientras que para A = X, el test esta definido por
tleE=ted) = [—L] at+ > [L] c.0
|Z] ceE—{a} =
En cualquiera de ambos casos tenemos

(P.BU{a)) [P/(e,BU{a}) | 1
Ut

P | oAt = 5 L
BCA-{a}
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De aqui, cuando p(P, A) # 0, obtenemos la definicién
|A]- (P | tlea—ta) o $ (P/{a,CU{a}) | 1) 2;P,Cu{a}

CcA{a) IC|+ 1
Plla,A) | t=
e AY p(P; A)
Desarrollando dicha definicién recursiva obtenemos la siguiente definicion explicita
equivalente:
|A|- (P | tleA={a}) _ Z (_1)!A—Cl P | =)
P/(a,A) | t = o)

p(P, A)

Ejemplo 4.3 Sea @, el proceso introducido al comienzo de la subseccién. Apli-

candole al mismo el test t*® = [0]a.b.w + [1]b.0, obtenemos
1 1 1
t(a’@) = - 1 — 0 = -
O | 2173 2

puesto que si @; estd en el estado {a,b}, la accidén b serd seleccionada y el test
fallard; mientras que si el proceso esta en el estado {a}, la accidn a sera la ejecutada

y el test serd aceptado. Entonces tenemos

Ql | t(o. ®)

Ql/(a’:{a}) | t = P(Q {a})

De cara a ilustrar la aplicacién de la definicién en el caso de que el estado a
estudiar no sea el total, consideremos un segundo proceso, (02, en este caso sobre

el alfabeto de tres acciones L = {a, b, ¢}, definido por medio de
Q2 = ([ ]([ ]a — b — STOPD[ b — STOP) N [ la = b— STOP)

Aqui, si pretendemos calcular Q5/(a, {a,b}) | bw, podemos razonar de la misma

manera, considerando los tests

bwl®® = [Ola.bw + [3]0.0 + [}]e.0
bw@®) = [0]a.bw + [0}5.0 + {1]c.0
Obtenemos
. (a,{b}) _ (e.9) (31
Quf(a, {a,b)) | buw = 2(Q2 [ B Qo | b)) _ 2lizs) _

p(Q21{a!b}) - % -

O
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4.2.6 Composicion paralela

El mecanismo para definir la semantica de la composicion paralela es muy similar al
aplicado en la subseccién anterior, en la que estudiamos la semantica de la eleccion
externa. Esto es debido a que la composicion paralela puede ser descrita como una
eleccion externa entre las primeras acciones ejecutables por cualquiera de sus com-
ponentes, seguida de la composicion paralela de la continuacion de aquel proceso
de donde la accién ejecutada ha sido tomada, y el otro argumento. Definiremos
en consecuencia la funcién auxiliar Cont({p] P]|a[l ~ p]@, ¢, B, C,a), que abreviare-
mos Cont(||a,t, B,C,a) cuando el proceso en cuestién se pueda sobreentender por
el contexto, que indicard la probabilidad de aceptar el resto del test ¢ por parte
del resto del proceso [p|P| a[l — p]@, una vez que la accidn a ha sido ejecutada,
suponiendo que antes de la ejecucion de a, los procesos P y @) estaban en los

estados A y B, respectivamente.

Definicién 4.7 Sean P, dos procesos, t un test,p € [0,1], A, B,CC X, ye € X.

Definimos

Conit(|la,t,B,C,a) =

;

(P/(a, B)|aQ) | t/a Siad A,ee B, agdC
(P||aQ/(a,B)) | t/a Siag A, ag¢g B, acC
| p-1(Pla, B)la@) | t/a]+

(1—p) - [(PllaQ/(a,B)) | t/a] Siag A,a€e BNC
(P/(a,B)||aQ/(a,C)) | t/a Siae ANBNC

| 0 Siae A,ag BNC

Entonces, la semantica del operador paralelo serd la siguiente:

Definicién 4.8 (Probabilidad de aceptar un test por una composicién paralela)
Sean P, @ dos procesos, t un test, p € [0,1}y A € ¥. La probabilidad de aceptacién
del test ¢ por parte del proceso {p]P|la[l — p]@ viene dada por
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(PPNl - PlQ) | ¢ =

’

Sit=w
0 Sit=0
) > > s(a,D,t) p(P,B) - p(@,C) Cont(||a,t,B,C,a) +

aeFi(1)NAB.CCE
€B

G mn
Z Z s(a,D,t)-p(P,B) p(Q,C)- Coni(||a,t,B,C,a) otro caso

e€Ft{1)-ABCCE
\ aE BuU

siendo D = (BUC —AYU(AN BNC)

4.2.7 Propiedades de la semantica de pruebas

Nos queda unicamente el operador de ocultacién para concluir la definicién de
la seméntica de pruebas del lenguaje PCSP. Sin embargo en este caso la idea
intuitiva en que se basa la misma es mds compleja, lo que a la postre da lugar a
una definicién formal notablemente complicada. Por ello nos ha parecido oportuno
estudiar previamente una serie de propiedades de la parte de la semantica ya
definida, los cuales entendemos que contribuirdn a clarificar la definicién de la
semantica de la operacién pendiente, amén de resultar de hecho interesantes de

por si.

En consecuencia, y en tanto no pasemos a definir la semantica del operador de
ocultacién, consideraremos en lo sucesivo que en los procesos PCSP que aparezcan,

no interviene dicho operador.

Proposicién 4.1 Para todo test i € PTEST, y todo estado A C ¥ se satisfacen

las siguientes propiedades de la operacién /(a, A).

1. STOP/(a,A) | t = STOP | t
2. (a— P)/(a,{a}) | t=P | ¢

3. p([plP M (1 = plQ, A) - ([plP N [1 - p]@/(a, A) [ 2) =
p-p(P,A)- (P/(a,A) | )+ (1—p) - p(Q,A) (Q/(a,4) | B)
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4. p([plPO[1 — p|@Q, A) - [p]PO[1 - p]@/(a, A) | T =

> p(P,B)-p(Q,C) Cont([p)PO[1 - p|Q,t, B,C,a)
A=BuUC

5. p([plPlIn[l — p}@, A) - [PIPllD[1 — p@/(a, A) | =
2. p(P.B)-p(Q,C)- Cont([plP|p[L - P]Q,¢, B,C,a) —

A=BuC

E : p(Pa B) ) p(Q: C)) ! COTLt([P]P“D[l - p]QataB; Caa)
BrC=9
B.cch

Demostracién: Probaremos cada una de las propiedades anteriores

STOP | tleA={a) = S~ STOP | t{=9)

_ ) CCA—{a}
I. STOP/(a,A) | t = |Al TP A
=0
= STOP |t
a @
2. a — P/(a,{a}) | t:l{a}l.%za.ﬁp |at=P |t

pla — P, {a})
3. En primer lugar, de la definicién de /(a, A) se sigue
(PP 1 -plQ)/ (e, A) | t =
|A|([p]P N1 = p)Q | tleA-ieh — Z (_1)IA-CI[p]P Ml - p]Q | 1(e0))

ccA-{a)
p([p]P N1 - plQ. A)

Aplicando la definicién de eleccién interna y separando los numeradores

obtenemos
(PPN —plQ)/(a,A) |t =
|A|(P | tlaA-{a}) _ Z (_,__]_)iA—C|P | t(“’c))
p- CcA-{a} N
p([p1P 1 - pl@Q, A)
|A|(@ [ tlaA={a}) _ Z (_1)1A-C|Q | i(“‘c))
CCA-{a}

(1=7)- HPP N~ 710, A)
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De donde, pasando el denominador al otro lado de la igualdad, y multipli-
cando y dividiendo los términos del lado derecho respectivamente por p(P, A)

y p(@, A), obtenemos la propiedad deseada
p(pPlP N1 - plQ,A)- ([plP 1 = p|Q/(a, A) | t) =
p-p(PA)-(P/{a,A) | t)+ (1 —p) p(Q,A)-(Q/(a,A) | 1)

4. Al igual que en el caso anterior, tenemos en primer lugar, a partir de la
definicién de /(a, A), que

(P)PO[L — PlQ)/(a, A) | t =

AP — plQ | teA=te) = Sy (~ 1A=l PE[1 = plQ | £
p([p|PO[1 - p]Q, A)

P | t{&B) nos da la suma de las probabilidades de aceptar el test ¢ supuesto

que el proceso ha alcanzado algun estado correspondiente a un subconjunto
cualquiera de B junto con la accién a (que es la definitivamente seleccionada),
dividido en cada caso por el numero de acciones del estado, que sera la

probabilidad (uniforme) de seleccionar la accidn a en ese estado.

Entonces,
[APIPOL = plQ | (27D = 50 (-1)*=CplPONL - plQ | 149
CCA—{a}

nos ofrece la probabilidad de aceptar el test ¢, después de ser ejecutada la

accion a tras haber alcanzado el proceso [p| POl - p|@ el estado A.

Ahora bien, si el proceso [p|PO{l — p]@ alcanza el estado A, es porque
el proceso P habra alcanzado un estado B, y @ estado C, de forma que
A = BUC. Por lo que tenemos, para todos los pares de estados (B, C) en

esas condiclones

([PIPO[L - p)Q | tl=A=leh — 57 (—1)=Cp)POfl - §)Q | t=) =

CCcA-{a}
Y p(PB)-p(Q,C) Pl(a,B) | t +
acB-C
>, p(PB)-p(Q,C) Q/(a,C) | t+
ecC-B

> »(P,B) p(Q,C)-p-(P/(a,B) | ) +(1=p)-(Q/(a,C) | ?)

aEBNC
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Por otra parte, aplicando la definicién de Cont se tiene

Z p(PaB) ) P(Q,C) * Cont([p]PD[l - p]Q’trB’C!a) =

A=BUC

> p(P,B)-p(Q,C) P/(a,B) | t+

aEB-C

> p(P,B)-p(Q,C) Q/(a,C) | t +

aclC~-B

> po(P.B)-p(Q,C)-p (P/(a,B) | ) +(1-p}- (@/(a,C) | 1)

aEBNC
por lo que concluimos la propiedad deseada

Y. »(P,B)-p(Q,C) Cont([p|PO[l - p|Q,t, B,C,a) =

A=BuUC
[P POl — plQ/(a, A) | t-p([p]PO[Ll — p@, A)

5. El razonamiento es similar al empleado en el caso anterior

Proposicién 4.2 Sea P € PCSP y t € PTEST un test que le es ofrecido para su

aceptacion. Tenemos entonces que

Plt= 3 > slaAt) p(PA) P/(a,A)]t/a

aEFi(t)acACE
Demostracién: Consideraremos cada uno de los operadores cuya seméntica

hemos estudiado hasta el momento.
STOP: La propiedad es trivial.

PREFIJO: Por definicién del operador prefijo, tenemos que s(a, {a},t) = 1 si
a € Fi(t), y puesto que p(a — P,{a}) =1, se cumple la propiedad.

ELECCION INTERNA: Partimos de la igualdad 3 demostrada en la prop. 4.1
p[plP N1 - p)Q, A) - ([plP (1 - plQ/(a, A) | t/a) =

p-p(P,A)- (P/(a,A) | t/a) + (1 —p) p(Q,A) - (Q/(a,A) | t/a)

Aplicando la misma se tiene
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[PIP N[l ~pl@Q |
= p(Pit)+(1-p)-(Q | 1)
= p Z Z (a, A t)-p(P,A) - (P/(a,A) | t/a)+

eEFI(1) a€A
-p) Z( > s(a, A1) p(Q,A) - (Qf(a, A) | t/a)
a€Ft(i)agA
= Y Y s(a,At) [p-p(PA)- (P(a,A) | t/a)+
a€EFt{t)acA

(1-p)-p(Q,A) - (Q/(a,A) | t/a)]
= > Yos(a,At)-p([PlP N1 =pl@,A) - ([PIP N {1 = plQ/(a, A) | t/a)

a€Ft(1) aEA

ELECCION EXTERNA: De nuevo aplicamos la prop. 4.1; en este caso su apartado

4, que nos dice

Z p(P,B) P(Q,C) ! Cont([P]PD[l - p]Q,t,B,C, a) =

A=BuB

[plPO[1 - plQ/(a, A) - p([p] PO[1 - pj@, A)

Utilizando el mismo se tiene

[P|PO[L - p]Q | ¢
= Y 3 s{a,BUC,t) p(P,B) p(Q,C)-Cont(D,t,B,C,a)
eEFt(1) e BUC
= > 3 s(a,At) p([plPO[L - p|Q, A) - ([PlPO[1 - p|Q/(a, A) | t/a)
acFt(t)acA

COMPOSICION PARALELA: Podemos razonar de una manera analoga al caso

anterior, lo que nos conduce al resultado

PIPllall = plQ | ¢
= Y > s(a,BUC,t)-p(P,B) - p(Q,C) - Cont(||a,t,A, B,a)

ag Fi{t) e€BUC

= > > s(a,D,1) p([plPllall ~ pIQ, D) - ([pIPl|all — plQ/(a, D) | t/a)

ecFt(t)yacD

Proposicién 4.3 Para todo P € PCSP se tiene »  p(P, A) = 1.
ACT
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Por induccién estructural. Para STOPF y el operador prefijo, el

Demostracion:
resultado es trivial.

ELECCION INTERNA:
Sopl[plPO1=pIQ,A) =3 p-p(P,A)+(1—p) p(Q,A)
ACE ACE

=p- Z p P A Z p Q A
ACE ACE
=p+ ] — p = 1
ELECCION EXTERNA:
S p(lplPON - plQ,4) =D > p(PB) p(@,C)
ACE ACT A=BuC
=3 plP.B)- > p(Q,C)
BCE cCE
= Zp(P,B)-l =1
BCE
COMPOSICICON PARALELA
S p([plPlloll ~ pIQ, A) =
PAACE
> »(PB) pQ,C) - Z p(P p@,C)
A=BuC g:
Por otra parte
(PPl = P1Q,0) = Z p(@,C)
entonces
Z p([p]P“D[l _p]Q=A = E Z p(Pa B) : P(Q,C)
ACE ACS A=BUC
BCE cCcE

BCT
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4.2.8 Ocultacién

Para definir el comportamiento del operador de ocultacién, nos basaremos en el
resultado enunciado en la prop. 4.2, en el sentido de que disefiaremos la correspon-
diente definicién, de manera que dicho resultado siga siendo valido para procesos
que contengan el operador de ocultacién. En consecuencia, nos apoyaremos en
la descripcion expandida del paso de tests por parte de los procesos, que dicho
resultado nos suministra, describiéndose la semantica del proceso resultante de la

ocultacién en la misma manera.

Por tanto, comenzaremos calculando la probabilidad con la que el proceso re-
sultado de la ocultacion alcanza cada posible estado, para luego pasar al estudio

de las correspondientes continuaciones.

Para ello veremos los procesos P\(a, q) como limite de una sucesién de aproxi-
maciones, que notaremos P\,{a,q), que nos ofrecen la informacién sobre el com-
portamiento del proceso resultado de la ocultacién, que se puede obtener a partir

del conocimiento del proceso dado sobre tests de profundidad menor o igual a n.

e Para la primera aproximacién, obviamente P\¢ = STOP, por lo que

1 SiA=¢

0 En otro caso

P(P\O(aaﬂaA) = {

o Para calcular la segunda aproximacidn, utilizaremos el comportamiento de P
sobre los tests de un sélo nivel. Tenemos entonces que el proceso en el que se
ha ocultado una accidn alcanzara un estado (en el que obviamente no estara
la accién oculta) si el mismo podia ser alcanzado antes de la ocultacidn, es

decir

p(P\l(aaQ): A) = p(P,A)

e Si avanzamos otro paso, tendremos ya tres formas diferentes de alcanzar
un estado A por parte del proceso P\;(a,q). En primer lugar, el estado
puede alcanzarse directamente por P como en el caso anterior. Podemos
también alcanzar en principio cualquier otro estado B que contenga la accién

ocultada a, y tras la ejecucion de la misma (lo que ocurrira con probabilidad
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q) alcanzar el estado A. Pero hay una tercera posibilidad cuya captacidn
resulta mas dificil a nivel intuitivo, que consiste en que se alcance por parte
de P un cierto estado B, conteniendo la accion a, y tal que B —{a} C A, de
forma que tras la ejecucidén de la accién a se pueda alcanzar un estado C tal
que BUC = A. Tal caso refleja la situacién en la que el sistema ha decidido
en principio no ejecutar la accion oculta a (lo que ocurre con probabilidad
1 — ¢) aunque queda en disposicidén de ejecutarla con seguridad en el caso de
que la oferta del entorno contenga acciones de C — B, para eventualmente
hacer posible su ejecucién, pues desde luego ello no es posible en tanto el

proceso no cambie de estado.

En definitiva obtenemos

p(P\’Z(a=Q)1A) =
p(P,A) + Q’( Z p(P,B)-p(P/(a,B),A))-{-

2€BCE
(1-¢)-( Y, oPB)- > pP/(a,B)C))
a€BCAU{a} BuC=A

o lo que es lo mismo

p(P\2(a,q),A) =
p(P,A) + Q'( Z p(P,B)-p(P\l(a,q),A))-i-

a€BCE
e€BCAU{a} BuC=A

o En definitiva el caso general correspondiente a la aproximacién enésima, ins-

pirado por lo obtenido en los casos particulares anteriores, queda como sigue

p{P\n(a,q), A) =
p(P,A) + q-( Y. p(P,B) p(P/(a,B)\n-1(a,q),A))+

e€BCE
(l_Q)'( Z p(PaB) Z p(P/(a,B)\n_l(a,q),C))
a€BCAL{a} BuC=A

Definimos entonces

p(P\(e,9), A) = limp(P\a(a,q), A)

lo que es correcto, ya que la sucesion en cuestién es no decreciente, puesto que los

términos que aparecen en cada aproximacién se mantienen en la siguiente, siendo
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todos ellos no negativos, y por otro lado los valores p(P\n{a,q), A) se pueden
efectivamente entender como probabilidades al ser menores o iguales a 1, puesto
que el valor de los mismos esta acotado por 1. Ello es en efecto asi, pues los términos
sumados en la parte derecha de la igualdad corresponden a distintos estados que
contienen la accién a, a los que se les agrega el término correspondioente al propio
estado A, por lo que en definitiva obtenemos un valor menor o igual al de la
probabilidad de alcanzar un estado cualquiera, que en virtud de la prop. 4.3

sabemos que es 1.

Finalmente, tomando limites en ambos lados de la igualdad anterior obtenemos

la siguiente caracterizacién recurrente de los valores p(P\.(a, g), A).

p(P\(a,q),A) =
p(P,A) + q-( > p(P,B) p(P/(a, B)\(a,q), A))+

e€BCLT
a€BCAU{e} BuC=A

Observacién: En tanto y cuando nos limitemos a trabajar con procesos finitos,
el sistema de ecuaciones asi resultante podria considerarse como una definicion
equivalente de la probabilidad con la que el proceso P\(«, ¢) alcanza cada estado
A . Sin embargo ello no seguird siendo cierto en general, cuando pasemos a admitir
los procesos infinitos, pues en tal caso puede suceder que dicho sistema no tenga
solucion unica. Ello en concreto sucedera cuando tenemos una situacién de diver-
gencia, lo que en particular sera tenido en cuenta al estudiar los procesos infinitos

en la siguiente seccion.

Si ahora recordamos el resultado de la prop. 4.2, en virtud del cual obtendriamos

en este caso
P\(a,q) | t= D D s(bAt)-p(P\la,q),A)- P\(e,q)/(b,A) | t/b
a@ACE bEA

observamos que, puesto que tenemos ya calculados los valores p( P\(a, ¢), A), nos
quedan por calcular las continuaciones P\(a,q)/(b, A) | t/b, para tener comple-
tada la definicién del proceso. Sin embargo no es posible calcular estos ultimos
valores al margen de aquellos, puesto que la probabilidad de continuar aceptando
un test tras una accién en un estado, va indisolublemente asociada a la probabili-

dad de alcanzar dicho estado.
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En concreto, si nos fijamos en cada estado A y cada accidén del mismo &, y
utilizamos el hecho de que la continuacidn tras alcanzar dicho estado, dependera en
cada caso de la forma concreta en que el mismo haya sido alcanzado, utilizando la
definicién implicita obtenida para la probabilidad de alcanzar el estado en cuestion,

obtenemos

p(P\(a'JQ)!A)'P\(a:Q)/(b,A) I i =
p(P,A) - P/(b,A\(a,q) | t +
g-( 3 p(P,B)-p(P/(a,B)\(a,q),A) P/(a,B)\(a,;q)/(b,4) | 1) +

a€BCE
(1-¢)-( X »p(PB)- X p(P/(a,B)\(a,9),C):
a€BCAU{a} BuC=4
{P/(b,B)\(a,q) | ¢ SibeB
P/(a, B)\(a,q)/(,C) | t 5ib¢€B

lo que sustituido en la expresidén anterior nos conduce a la definicién definitiva de

la semantica del operador de ocultacién.

P\(a,q) | t=
Z ZS(b,A,t)'
a@ACL beA

p(P, A) - P/(b, A)\(a,q) | t/b+
¢-( > p(P,B) p(P/(a,B)\(a,q),A) P/(a, B)\(a,q)/ (b, A) | 1/b) +

e€BCL
(1-q)-( > pPB)- > p(P/(a,B)\(a,q),C)
a€BLCAU{a) Bul=A
{P/(b,B)\(a,q) | t/b SibeB
P/(a,B)\(a,q)/(b,C) | /b Sib¢ B

Observacién: Al igual que ya indicamos en nuestra observacién anterior, esta
definicién recursiva no seria valida en aquellos casos en los que su aplicacion no
terminase, por culpa de la existencia de una secuencia infinita de ocurrencias de la
accion ocultada, es decir por culpa de una divergencia causada por dicha ocultacion.
Sin embargo, utilizando las mismas ideas podriamos obtener una definicién correc-
ta, incluso en el caso en el que apareciera una divergencia, sin mds que repetir el
proceso utilizando las aproximaciones ya utilizadas para formalizar con precisién
la definicion de las probabilidades con las que el proceso resultado de la ocultacion
alcanza cada dicho estado. Si no hemos hecho tal cosa explicitamente en esta

ocasidn, ha sido exclusivamente por no alargar en exceso la exposicién, pues de
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hecho la preceptiva formalizacién no introduciria ni nuevas ideas, ni tampoco adi-

cionales dificultades técnicas, sobre la ya realizada.

Una presentacidn equivalente de la definicién anterior, puede ser obtenida re-
ordenando los sumatorios que en ella aparecen, en base a los estados alcanzables

por el proceso P, en lugar de hacerlo en base a los alcanzables por P\(¢,q).

P\(a,q) | t=
> 2 s(bAt) - p(PA) - (P/(b,A\(a,q) | t/b+
a@ACE bEA
2 p(P,A)-[q- P/(a, A)\(a,9)) | t) +
oEACTE
(1 - q) ’ CZES(b’AU Cst) p(P/(asA)\(asQ):C)
C
(EP/(Z),A)\(@,Q) | ¢/b +bCZ P/(a, A)\(a,q)/(b,C) | t/b )]
€ eC-A

Los siguientes ejemplos muestran que la semdntica de observaciones que hemos

propuesto, formaliza adecuadamente el comportamiento (razonable) deseado del

operador de ocultacion.

Ejemplo 4.4 Sea el proceso P = [i]la — ¢ — STOPO[3]b — STOP. Tenemos
entonces un unico estado para él que es el {a,b}. Cualquier otro estado tiene

probabilidad 0. Asf pues tenemos que

P |t = pa-(P/a,{a,b}) | t/a)+ps-(P/(b{a,b}) | t/b)

Calculemos P\(a,1/3) para cada uno de los distintos tests de profundidad uno
sobre el alfabeto {b,c¢}. Con vistas a no alargar interminablemente los calculos
precisoa, admitiremos, lo que de hecho a nivel intuitivo es obvio, que los procesos
b— STOP\(a,1/3) y c = STOP\(a,1/3) son equivalentes respectivamente a los
procesos b — STOP y ¢ — STOP . Tales equivalencias podrian comprobarse sin
mas que desarrollar los calculos de las probabilidades con las que dichos procesos

pasan un test cualquiera. Obtenemos entonces

P\(a:1/3) ] C.Ww
= %P/(a,{a,b})\(a,lﬁ) | c.w+§-P/(a, {a,0})\(e,1/3) | cw
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f)
- %(CASTOP | cw) + 2(e= STOP | cw)
A
= st+e=

P\(a,1/3) | bw
= 3P/(o e BN 1/3) | b + - (o(P/(a, a,B)), {B):
P/(b, {a,b,c})\(,1/3) | 1/5)

= %(c—aSTOP | bw) + %-1-(STOP | w)
1 2 9

= --O -— = =
39t3 = 3

P\(a,1/3) | [%]b.w-i—[%]]c.w: %P/ a,{a,b})\(a,1/3) | [1]bw+[—11]cw+
2 (s(b,{b},t)- P/(b,{a,b})\(a,1/3) | t/b
= %(c—rSTOP | [-]b.w+[§1]c.w) +

1. (STOP | w)
= 142 =1

Finalmente generalizaremos los resultados anteriores, calculando el comportamien-

wiea

to de este proceso P sobre un test cualquiera ¢ con el alfabeto ¥ = {a,b,c}. En

primer lugar, si b € Ft(t) tenernos

P\(a,1/3) | t = iP[/(a,{a,0})\(a,1/3) | t +
5 p(P/(a, {a,b}),{b}) - (s(b, {8}, 1)-
P[(b,{a,b})\(a,1/3) | /b
= 3(c—> STOP | t) + %2-(STOP | t/b)
En segundo lugar, si b & Fi(t)

P\(a,1/3) | t= 3P/(a,{a,b})\(a,1/3) | t +
3P/(a, {a,b))\(a,1/3) |
= P/(a,{a;b})\(a,1/3) | ¢
= ¢— STOP | t

En definitiva obtenemos que el proceso en cuestion se comporta igual que el proceso

= ]c—»STOPr‘l[ e -Jb— STOPO[; ]c—>5‘TOP
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Ejemplo 4.5 Consideremos ahora los procesos

P = [L({}]a = STOPO[}b —» STOP) M [3]sTOP

Q= [ta— STOPN[}]b— STOP
que en su momento no pudimos distinguir en el marco de nuestra primera semantica
de trazas. Ahora tenemos que ambos tienen distintas observaciones, pues en con-

creto para el test t = [La.w + [}]b.w se tiene
Plt =
@l =
Pretendemos que para estos procesos se cumpla que P\(a,1/2) # Q\(q,1/2). Y

— R

de hecho ello es efectivamente asi, pues para el arbol b.w tenemos:
P\(a,1/2) | (bw)= s(b,0,bw)-p(P,0) (STOP | w)+
p(P, {a,b}) - (1/2 - ((STOP | bw)+1/2-(STOP | w))
= 040+ }T = }T

Q\(a,1/2) | (bw) = s(b, {b},bw)-p(P, {b}) - (STOP | w)+
p(P.{a})-1/2 - ((STOP | bw)

= Lly4p0 =1
2 2
Por otra parte, en consistencia con lo que se tiene en el modelo clasico, tenemos
que
P\(a,1/2) = []({3}5TOPR[}]t —» STOP)N{i}STOP
= [%]([%]STOPH[%]E)—} STOP)
Q\(a,1/2) = [1]STOPN[i}b— STOP

si bien los calculos concretos que nos demostrarian dichas equivalencias resultarian
tremendamente tediosos. No obstante, en el capitulo 6 introduciremos nuevas
herramientas formales, con ayuda de las cuales la complejidad de dichas pruebas

se reducird notablemente. a

4.3 Recursion y divergencias

Finalmente nos queda definir la semdntica de pruebas del operador de recursién, lo

que nos conducira a una definicién completa de la semantica de nuestro lenguaje
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PCSP.

Puesto que el proceso pX.P{X) podemos entenderlo como la solucién (distin-

guida) de la ecuacién X = P(X), entonces debe cumplirse
pX.P(X) |t = P(pX.P(X)) |t

De donde, si poseemos algiin conocimiento del proceso P, podremos eventualmente
utilizarlo para obtener nueva informacién sobre el mismo, siendo posible repetir el
proceso, de una forma en principio ilimitada. Ello nos conduce a la secuencia de
aproximaciones finitas del proceso, en el marco de la técnica de minimo punto fijo.

Dicha secuencia viene dada por:

Py = STOP
P, = P(STOP)
Pz = .P(.Pl)
P, = P(P.)

Por medio de la misma llegamos a la siguiente primera definicién de la semantica

del operador recursivo:
pX.PX) |t = 11111111‘7ﬂ | ¢

Lamentablemente la simple aplicacién de la misma nos conduce a resultados in-
deseados, e incluso formalmente incorrectos en el marco en que de momento nos
desenvolvemnos, cuando aprece una ocultacion en el marco de la recursién. Por
ejemplo, dado el proceso P = a — P, el mismo produce una ejecucién infinita de
acciones a, de donde tendremos problemas a la hora de definir el significado del

proceso P\(a, ).

Para calcular la probabilidad de que este proceso alcance un estado A en el que
no aparezca la accién a, aplicamos la definicidn correspondiente, asumiendo que,
como podriamos de hecho probar, el proceso P tras ejecutar una serie de acciones

a en el estado {a}, continia comportandose como el propio proceso P. Entonces
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tenemos

p(P\i(e,q),A) = p(PA) =0

p(P\2(a,q),A) = p(P,A) + q-(%p(PaB)-P(P/(a,B),A)) +
a€

1-q)-(>_pPB)- 3.  p(P/(a,B)C)
e€B Cu{B-{a})=A
Como en este caso a € A, y a € C, tenemos que el valor de dicha probabilidad es

0. En general, partiendo de que p(P\,.-1(a,q), A) = 0, obtenemos

p(P\n(e,9),A) = p(P,A) + q-(%w(P,B) - p(P/(a, B)\n-1{2,q), A)) +
(1 - q)(ZB:p(PaB) : ;p(P/(aaB)\n—l(a’Q)ac)) =0

y en definitiva p{(P\(e,q),A) = 0.

Este resultado no es en absoluto sorprendente en lo que se refiere a los estados
no vacios, puesto que es razonable que dicho proceso no pueda alcanzar ningun

estado estable en el que pueda ejecutar accidn visible alguna.

En consecuencia podriamos llegar a la conclusidn de que el proceso esta parado,
siendo por tanto incapaz de ejecutar ninguna accién, en cuyo caso podriamos iden-

tificar al proceso P\(a,q) con el proceso STOP, que tiene dicho comportamiento.

Sin embargo, el resultado también es cierto para el estado @, que por tanto
también tiene probabilidad 0 de ser alcanzado. Ello nos lleva a que el proceso
que estamos considerando no puede ser equivalente a STOP, ya que el mismo
tiene probabilidad nula de encontrarse en todos los estados, excepto para el estado
vacio que alcanza con probabilidad 1. Por otra parte, para todos los procesos que
hemos encontrado hasta el momento, la suma de las probabilidades de alcanzar los

estados posibles era 1, lo que evidentemente ha dejado ahora de cumplirse.

St queremos que dicho resultado siga siendo valido, debemos admitir la posibi-
lidad de que un proceso se encuentre en un nuevo estado indeterminado, en el que

no se puede aceptar ninguna accion, pero que sin embargo no es igual al estado

vacio.

Un proceso en esas condiciones, lo consideraremos en una situacién de diver-

GENCLa.
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En particular, denotaremos por DIV al proceso que sélo puede diverger. Se
trata de un nuevo proceso sintactico, que por tanto serd necesario tratar ade-
cuadamente. Como quedard formalizado a continuacion, la seméntica de dicho
proceso nos conducird al elemento minimo del (nuevo) dominio semantico de pro-
cesos probabilisticos. Por ello utilizaremos al mismo como punto de partida a la

hora de redefinir la semantica de los procesos recursivos.

Definicién 4.9 Sea pX.P(X) un proceso definido recursivamente, entonces el

paso de un test t € PTEST por parte del mismo se define como el limite
pX P(X) |t = litr;n PYDIV) | t

]

Donde hemos utilizado la nueva cadena de aproximaciones al proceso, con base en

DIV, en lugar de la antigua con base en STOP.

Tenemos entonces que

Proposicién 4.4 La definicidn del paso de test para procesos recursivos es co-

rrecta.

Demostracién: Debemos probar que el limite en cuestién existe. Ello es asi,

pues dada la sucesion de procesos

{Pn(DIV)}nEN

tenemos en primer lugar, que para todo test ¢ la sucesién numérica que forman
las probabilidades de paso de los mismos es creciente. Aunque podriamos probar
dicho resultado en este momento, nos permitiremos retrasar dicha prueba hasta el
capitulo siguiente, en cuyo corolario 5.5 se retomard la cuestién, a fin de evitar el
desarrollo en este momento de toda la artilleria formal necesaria para obtener el

resultado, pues consideramos a dicho capitulo el marco natural para desplegarla.

Admitamos entonces que dichas sucesiones son crecientes, de donde, puesto que
se trata de valores de probabilidades, y por tanto acotados por 1, obtenemos que
el limite de la sucesién existe, y ademas es también menor o igual que 1. Con lo

cual, queda probada la correccién de la definicién. O
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Si nos centramos ahora en el problema de calcular la probabilidad de que un
proceso diverja, tenemos que la misma se obtendria complementando la probabili-
dad con la que el proceso alcanza cualquiera de los antiguos estados determinados.
La suma de todos ellos, con excepcién del estado @, se obtiene mediante P | tg,
que nos indica la probabilidad con la que el proceso acepta ejecutar una accion
cualquiera. Ahora bien, con los tests definidos hasta el momento no podemos
discriminar entre la divergencia y el estado vacio, sino que unicamente podemos
calcular la suma de ambos valores. Es preciso pues, introducir un nuevo test, que
denotaremos por /, el cual reconecerd la parada de un proceso. Naturalmente,
que hemos entonces de definir, por induccidn estructural como de ordinario, la pro-
babilidad con la que los distintos procesos pasan el nuevo test. Ello lo haremos a

continuacion, pudiendose concluir tras ello, como deseamos, que para todo proceso

P se tiene

p(P0) = P |

Con este objetivo en mente, comenzamos definiendo

STOP | / =
DIV |/ =0

En lo que se refiere al prefijo, tenemos que el proceso ¢ — P, claramente no

estd en un estado vacio, por lo que tomamos

a—=P |/ =10

La eleccidn interna alcanzara un estado vacio si alguna de sus componentes lo

alcanza, de modo que, ponderando con las respectivas probabilidades, obtenemos
PIPOL=-pQ | v=p (P} V)+(1=p)-(@Q | V)

Por el contrario, la eleccién externa solo parard si ambos procesos estan inca-

pacitados para proseguir, luego
plPEL-p@ | vV = Pl V- @IV

En cuanto a la composicién paralela, en lo que se refiere a las acciones de

no sincronizacién, ocurre algo analogo a lo que sucede para la eleccién externa.
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Sin embargo el proceso resultante también parard si ambas componentes alcanzan
estados disjuntos que sean subconjuntos del conjunto de sincronizacién. Ambos

casos quedan correctamente capturados, definiendo

[p]Pllall = PlQ | / = 5= p(P,B)-p(Q,C)

B,CCA,BNC=p

Finalmente, el proceso resultante de la ocultacién de una accién, parard (al-
canzara el estado vacio) de manera similar a como alcanza cualquier otro estado.
Es decir, o bien el proceso previo a la ocultacién para, o bien el proceso alcanza
un estado B, y tras ejecutar el sistema la accién ocultada a (con probabilidad g)
el proceso resultante para; o bien el proceso original alcanza el estado {a}, y para

después de ejecutar la misma. Se tiene, en suma

P\(a,q) | V= PV +
q-(%:p(PaB)-P/(asB)\(a,Q) |V +

(1 =q)-p(P,{a}) - P/(a,{a})\(a,9) | v

en donde de nuevo debemos interpretar de una manera operacional, es decir como
limite de las correspondientes aproximaciones, el uso recurrente del operador de

ocultacidn, a fin de que dicha definicidn recurrente tenga sentido.

Naturalmente, en lo que al operador de recursidn hace referencia, al mismo es

aplicable la definicién general que ya habiamos adelantado

pX.P(X) | = lim P(DIV) | /

Concluimos este capitulo con una breve referencia a algunas propiedades in-

teresantes de la seméntica de pruebas que acabamos de definir.

En primer lugar observamos que en este modelo se tienen (automaticamente)
propiedades de equidad (fairness) en lo que se refiere a una sucesién infinita de
elecciones internas, lo que no sucede en el caso del modelo CSP ordinario, ni en
general en ninguno de los modelos habituales de descripcién de procesos. Asi, en

nuestro modelo probabilistico se cumple

pX.(lpla = PNl-plX)=a— P
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lo que nos indica que si el medio en se encuentra un proceso estd empenado en
ejecutar una a, y el proceso en cuestién esta en disposicién de aceptarlo en principio
con probabilidad p (no nula), y en caso de no hacerlo queda en disposicién de que el
medio vuelva a intentarlo, permaneciendo constante la probabilidad de aceptacién,

podemos garantizar que en tiempo finito, la accién sera ejecutada con seguridad.

Sin embargo, dicho resultado no se mantiene para el caso del operador de
eleccién externa, para el que se tiene el mismo resultado que se tenia en el modelo

sin probabilidades. Asi:
pX.([ple — PO[1 — p|X) = DIV

Ello es (técnicamente) debido a que para calcular la probabilidad de que el pro-
ceso resultante de una eleccién externa alcance un estado, debemos comenzar por
calcular la probabilidad con la que cada uno de sus argumentos lo alcanza, lo que
en el caso recursivo que nos ocupa nos sume en un circulo vicioso, que nos conduce

a que todo estado determinado se alcanza con probabilidad nula.

Mas en general se tiene que el operador de eleccion externa sigue siendo estricto
respecto de la divergencia, como sucedia en el modelo no probabilistico. Ello sin
embargo no es asi en lo que se refiere a la eleccion interna. Esto hace que en
nuestro modelo probabilistico deje de ser cierto que la eleccidn interna sea siempre
peor (pospondremos la formalizacién del término hasta el capitulo siguiente, en el

que estudiaremos las relaciones de orden entre procesos) que la eleccién externa.

Ello contradice en alguna forma el objetivo prioritario que nos habiamos im-
puesto, de procurar mantener al mdximo las propiedades del modelo ordinario. Al
respecto sefalaremos que detectada la irregularidad tratamos de resolverla, pero
encontramos que todo cambio en ese sentido de la definicién de la semantica del
operador de eleccién externa, nos acababa conduciendo a un operador no continuo.
En consecuencia, el iinico camino posible para mantener dicha propiedad, consis-
tirfa en forzar al operador de eleccidn interna a ser estricto. Tal modificacién
forzada no nos parecié natural; por otra parte, reexaminada la cuestion encon-
tramos que no cabia calificar a la propiedad perdida como de naturalmente deseable

en un marco general, sino como de propiedad obtenida implicitamente en el marco
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no-determinista no-probabilistico del modelo ordinario, a partir de otras conside-
raciones propias de dicho modelo. Por lo tanto la pérdida de dicha propiedad no
nos parece de lamentar, si bien la constatacion del hecho nos parece oportuno, pues
ilustra algunas de las bases en las que se fundamenta la formalizacién de nuestro

modelo probabilistico.
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Capitulo 5
Semantica denotacional

La semantica de pruebas estudiada en el capitulo anterior define el significado de
cada proceso de una forma implicita. Puede resultar interesante disponer de un
mecanismo alternativo explicito, para definir dicho significado. Ello se logra por
medio de una semantica denotacional, cuyo estudio constituird la tematica del

presente capitulo.

Un primer paso en todo modelo denotacional consiste en establecer el dominio
semdntico (conjunto de objetos matematicos con una estructura adecuada) donde
la funcién semantica tomara sus valores. Posteriormente se definen dichos valores

para cada constructor de procesos como una funcién entre los objetos del dominio.

Como vimos en el capitulo 3, utilizar como dominio semantico las trazas de
los procesos no es suficiente para capturar el comportamiento de todos ellos. En
consecuecia, nos basaremos en las ideas desarrolladas en el captitulo anterior, a la

hora de construir el dominio semantico de procesos adecuado.

Una vez que tengamos definido el dominio de procesos, el mecanismo sera el
usual, es decir, estableceremos funciones entre los procesos (semanticos) que repre-
senten a cada una de las operaciones sintdcticas, siendo el significado del operador
recursién el menor punto fijo de la cadena de aproximaciones que empiezan en el
menor proceso semantico, el cual, en linea con lo visto en el capitulo anterior, se

correspondera con la semdntica del proceso divergente DIV,

103



CAPITULO 5. SEMANTICA DENOTACIONAL 104

Finalmente, una vez que tengamos definido el modelo denotacional de PCSP,
comprobaremos que su potencia descriptiva es la misma que la del modelo de

pruebas, estableciendo la equivalencia entre ambas semanticas.

5.1 Dominio de Procesos

Para establecer cuales seran los objetos que representaran a los procesos semanti-
cos, observamos que cada paso de los codmputos de un proceso se puede descom-
poner en dos etapas diferenciadas: en primer lugar el proceso, tras una serie de
decisiones internas, alcanza un estado estable, en el cual es posible ejecutar una
serie de acciones; posteriormente, a partir de dicho estado, el medio exterior selec-

ciona entre las acciones que constituyen el mismo, cual es la accion a ejecutar.

Asi pues, la idea fundamental para definir el comportamiento de un proceso
sera la descripcion de los estados que el mismo alcanza a lo largo de su evolucién
a lo largo del tiempo, de manera que si podemos caracterizar todos estos estados
alcanzables tendremos definitivamente descrito el proceso. Naturalmente, en un
medio probabilistico como en el que nos movemos, serd preciso incorporar en el

punto adecuado la informacién probabilistica que rige el comportamiento de cada

proceso.

Asi, podemos describir un proceso probabilistico por medio de un arbol de de-
cisiones sobre las acciones que pueden ser ejecutadas. Estas decisiones pueden ser
de dos tipos, internas y externas, refiriéndose el calificativo en cuestion a quién
sera el sujeto que realizard dicha decision. En el primer caso, serd el sistema el
encargado de tomar la decision, consistiendo ésta en seleccionar un estado estable,
en el que se ofrecen al medio una serie de acciones, segiin una determinada dis-
tribucién de probabilidad. En cuanto a las decisiones externas consistiran en la
eleccidén por parte del medio exterior de la accidn a ejecutar, una vez alcanzado un

estado, de entre el conjunto de acciones que componen el mismo.

Dichas decisiones se van tomando en forma alternativa, de manera que los dos
tipos de nodos, internos y externos, se iran sucediendo alternativamente a lo largo

del drbol, comenzando siempre con un nodo interno como raiz del arbol.
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De cada nodo interno surgen una serie de ramas que tienen como destinos nodos
externos, y van etiquetadas con conjuntos de acciones diferentes y con la probabil-

idad de que sea seleccionado dicho conjunto como el siguiente estado estable.

La representacion grafica de un nodo interno se muestra en la siguiente figura:

[p114; [pida; | - |pnlAn

en donde

Vip, >0

o<1

=1

i#j‘—#A,‘#AJ'

Nétese que no exigimos que la suma de las probabilidades sea 1, permitiéndose
que la misma pueda ser inferior. La diferencia entre dicho valor y la unidad,
captura la probabilidad de divergencia en la situacion representada por la raiz del
arbol. Asi, en el caso limite en el que n = 0, y por tanto la suma en cuestion es
nula, obtendremos la representacién (semantica) del proceso DIV. Por ello, en lo
sucesivo nos permitiremos usar la misma notacién DIV, para referirnos a dicho

arbol trivial.

De cada nodo externo al que se llega por un arco etiquetado con el conjunto
A = {ay,...,a,} y una probabilidad p4 cualquiera, surgirdn a su vez ramificaciones
etiquetadas con las distintas acciones que forman parte del estado correspondiente
A. Evidentemente no existiran probabilidades en las etiquetas asociadas a estas
ramas, ya que las elecciones que representan son deterministas, correspondiendo

la decision de cual de sus acciones serd la ejecutada, al medio exterior.

La representacion grafica de un nodo externo se muestra en la siguiente figura:
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Ahora cuando un nodo externo es una hoja tenemos una oferta vacia que se

corresponde con la semantica del proceso STOP.

Distinguimos por tanto el caso en el que un proceso alcanza el estado vacio (8),
un estado estable donde no es posible ejecutar ninguna accién, como ocurre con
el proceso STOP, del caso correspondiente al proceso DIV, en el que hay una

incapacidad para alcanzar estado estable alguno.

Definicién 5.1 (Proceso Semdntico)
Definimos los procesos probabilisticos semanticos como los arboles no ordenados,
finitos o infinitos, con dos tipos de nodos, que podemos generar (finita o infinita-

mente) con la siguiente gramatica:

P = 1lps O3arP

AEA aCA

donde A€ P(Z), A #DyVAE€ Aps#0,> pa<l.
ACA
Denotaremos por P al conjunto de todos los procesos semanticos. g

Observacidn: Remarcaremos que bajo un mismo nodo, tanto interno como
externo, no pueden existir ramas repetidas, es decir etiquetadas de una misma

forma.

Por otra parte recordamos el hecho de que si bien en la representacicn grafica
de los arboles existe un orden entre las distintas ramas, ello no es asi en en su
definicidn formal, pues en la misma se habla de conjuntos de hijos y no de listas

de ellos.

En la figura 7 se muestran algunos ejemplos de (representaciones de) procesos

semanticos.
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Figura 7: Ejemplos de procesos

Definicién 5.2 (Probabilidad de un estado)

Sea P un proceso y A C ¥, definimos la probabilidad con la que P alcanza (in-
mediatamente) el estado A, y lo denotaremos por p(P, A), como el valor numérico
pa con el que se alcanza un nodo externo etiquetado con A bajo la raiz de P,
tomando como dicho valor 0 si A no pertenece al conjunto de etiquetas sobre hijos

de dicha raiz, g

Definicién 5.3 (Proceso tras una accién en un estado)

Sea P un proceso y A C X, definimos el proceso restante después de ejecutar la
accion a € A, y lo denotaremos por P/(a, A), como el arbol que tiene como raiz
el nodo interno que se alcanza tras el arco etiquetado con la accidn @ que parte
del estado A bajo la raiz de P, de ser efectivamente A un estado de P. En caso

contrario, tomamos P/(a, A) = DIV. 0

Definicién 5.4 (Probabilidad de un nodo externo)

Los nodos externos de cada proceso P estan univocamente determinados por la
secuencia (Aja1Azay... Ay_1a,-1), con a; € A; para todo 7 € {1,...,n — 1} que
nos conduce al nodo interno padre correspondiente, junto con el estado A, que

etiqueta cada arco que sale de dicho nodo interno.

Entonces, dado un proceso P, y una secuencia y un estado que caracterizan
a un posible nodo externo del mismo, definimos la probabilidad de que dicho

proceso alcance el nodo externo representado por la secuencia s y el estado A, que



CAPITULO 5. SEMANTICA DENOTACIONAL 108

denotamos por p(P, s, A), en la forma siguiente
p(P; (), A) = p(PA)
p(Py (a1 Ar)s, A) = p(P, A1) p(P/(ar, A1), s, A)
a

De cara a poder comparar los procesos, y asi poder definir la semantica de la
recursion por medio de la técnica del menor punto fijo, introducimos una relacién

de orden entre los procesos.

Definicién 5.5 (Orden entre procesos)

Sean Py () procesos probabilisticos seméanticos. Decimos que P C @ sii todo nodo
externo del proceso P es también nodo externo de @ y se alcanza en @ con igual o
mayor probabilidad que en P. Es decir si para toda secuencia s, la probabilidad de

alcanzar el estado A tras la secuencia s es menor en el proceso P que en el proceso

Q. Es decir
p(P,s,A) < p(Q,s, A)

D

Obsérvese que en la anterior definicién podemos omitir, por quedar de hecho
implicitas, la restriccidn a estados alcanzables de P y la condicién de que dichos

estados sean alcanzables en Q.

Proposicién 5.1 La relacién C entre procesos es una relacién de orden, que tiene

a DIV como menor elemento.

Demostracién: Trivial. O

Teorema 5.1 (P,C) es un orden parcial completo (cpo).

Demostracién:

¢ Tiene elemento minimo L. Se trata del arbol que verifica

p(L,A)=0 VACT
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que es obvio que no tiene mas nodo que su raiz, correspondiendose por tanto
con el arbol DIV. Evidentemente tenemos que VP e P L LC P.

¢ Toda cadena tiene cota superior minima.

Sea {P,}ier una cadena. Entonces el arbol UP;, es aquél cuyos estados al-

canzables quedan definidos en la forma

p(UFP,A) = limp(F, A)
p(UP;,s,A) = limp(P,s,A)

Se trata en efecto de la cota superior minima de la cadena, pues:

1. UP; esta bien definido, pues al formar los procesos P; una cadena, los
valores p(F;, A) y p(F;, s, A) forman una sucesién creciente y acotada

por 1. Luego existird el limite, que serd menor o igual a 1.

2. UP,; es cota superior. Es decir Vi F; T UP;

Sea P; un proceso de la cadena y A un estado alcanzable tras la secuencia
s, entonces A debera ser alcanzable por P; para todo j > ¢. Por lo tanto,
al formar los valores p(P;, s, A) una sucesién creciente, se obtiene que

p(Pj, s, A) < lim; p(P;, 3, A), por lo que es cota superior.

3. UP; es minima.

Sea () un proceso tal que Vi P, C @, entonces si A es un estado
alcanzable tras la secuencia s por todos los procesos de la cadena a
partir de un determinado proceso 1, tenemos que A sera alcanzable tras

s por el proceso @, y ademds Vj > ¢ p(F;,s, A) < p(@, s, A), por tanto

p(Pj,s,A) < p(@,s, A) Vi1
liijip(Pj:ssA) < p(Q,S,A)

p(UP;, s, A) < p(@,s,A)

Upb c @
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5.2 Semantica Denotacional de PCSP

En la seccion anterior hemos definido el dominioc semantico para los procesos de
PCSP, continuaremos en esta seccidén, de la manera usual, definiendo una coleccién
de operadores semanticos entre elementos de este dominio que representardn cada
una de las operaciones de la sintaxis definida para el lenguaje. Como es usual,

denotaremos con [P] la semantica denotacional de cada proceso P.

5.2.1 STOP y DIV

El proceso [[STOP] viene definido por un 4rbol con un nodo interno y otro externo

bajo él; la rama que los une esta etiquetada con el conjunto @ y la probabilidad 1.

Por tanto
p([STOPL,0) =
p([STOP],A) =0 si P#£9D
p([STOP],(),0) =
p([STOP],s,A) =0 st s#{()SA#£D (1)

Por otra parte, el proceso [DI/V] viene definido por el drbol que sdlo tiene un

nodo interno del que no parte ninguna rama. Por tanto

p([DIV],A) =0 VACE
p([DIV],s,A) =0 Vs VP

Las funciones constantes que definen la semantica de los procesos constantes
son, de forma trivial, mondtonas y continuas. Para el resto de las funciones que
definen la semantica de los restantes operadores del lenguaje, deberemos probar

en lo sucesivo su monotonia y continuidad.

5.2.2 Prefijo

Definicién 5.6 Siendo ¢ € ¥ y P el conjunto de procesos semanticos, definimos

la funcién a —: P — P, cuya aplicacién notaremos en la forma ¢ — P, en la
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forma siguiente: Para cada P € P el proceso a — P viene dado por el arbol de
cuya raiz parte una unica rama etiquetada con el conjunto {a} y la probabilidad
1, que la une a un nodo externo bajo el cual existe un unico nodo interno, siendo

el subarbol que tiene a este nodo por raiz, idéntico al arbol P.

En cosecuencia, los nodos externos del arbol ¢« — P seran accesibles tras una
secuencia que comenzara con el par ({a},a) y continuara con una secuencia s que

defina un nodo externo del drbol P. Tendremos entonces

pla = P {a}) =1
pla - P,A) =0 Si A# {a}
6 Plta{a)) =P
a— P/(bjA) =DIV Si A#{a} o bs#a (2)

Proposicién 5.2 La funcidén prefijo es mondtona y continua.

Demostraciéon:

MONOTONIA: Supongamos P & @, entonces para todo nodo externo correspon-
diente al estado A alcanzado tras s por el proceso P, existe un nodo externo cor-
respondiente a A alcanzable tras s por @, tal que p(P, s, A) < p(@. s, A). Tenemos
entonces que para cada nodo externo correspondiente a un estado A alcanzable

tras {({a}, a))s por el proceso a — P se tiene

pla = P {({a},a))s,A) =1-p(P,s, A)
<1-p(@,s,A)
= pla = @Q,{({e},a))s,

CONTINUIDAD: Dada {P,}ie; una cadena ascendente de procesos, como el prefijo
es mondtono, tenemos entonces que {a — P.}ies es una cadena ascendente de
procesos. Sea entonces s una secuencia tras la que se puede alcanzar el estado A
por parte del proceso U{a — FP;). Tenemos en primer lugar que la secuencia s es de
la forma (({a}, a))s', para alguna secuencia s'. Esto es as{, pues todos los procesos
de la cadena comienzan por ese par. Entonces, si en el Iimite no lo hiciera deberia

haber algin proceso de la cadena que no comenzase por la misma. Ahora bien, si
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el nodo externo de estado A es alcanzable tras la secuencia s’ por el proceso UPF;
con una probabilidad p(UF;, s’, A), tenemos entonces, para todo nodo externo de
U(a — F)
p(U(a — F),s,A) =p(UP;, (({a},a))s’, A)
= pla — UP;, 3, A)

Por lo que se concluye que U{a — P;) = a — UPF; 0

Definicién 5.7 Sea P un proceso de la forma P = a — P', definimos su semdntica

denotacional en la forma [P] = a — [P]. Q

5.2.3 Eleccidén interna

Siendo Py @ dos procesos, el proceso [p]P M [l — p]@ vendrd dado por un éarbol,

cuyos estados resultan de la union ponderada entre los de los dos componentes.

Definicién 5.8 Definimos la operacién de eleccién interna entre procesos prob-
abilisticos M : [0,1} x P x P — P, cuya aplicacién notaremos en la forma
[p]JP M [1 — p]@, en la forma siguiente: Siendo P y Q dos procesos, los estados
alcanzables por el proceso [p]P M [l — p]Q seran aquéllos alcanzables por unc u
otro de ellos, si bien con la probabilidad que resulte de la ponderacién de las prob-
abilidades correspondientes con los factores p y 1 — p. Mads exactamente, si un
estado A es alcanzable por P con probabilidad p4, pero no lo es por @, entonces
este estado A serd alcanzable por [p|P M [l — p]@ con una probabilidad p - p4.
Analogamente sucede en el caso contrario, siendo en este caso la probabilidad re-
sultante (1 — p) - ga. Por dltimo, si es alcanzable por ambos componentes, con
probabilidades respectivas ps ¥y qa, el estado sera alcanzable por [p]P N [1 — p|@Q
con probabilidad p- ps + (1 — p)ga.

En consecuencia se tiene siempre
p(pIP N1 = plQ,A) = p-p(P,A)+ (1 ~p) - p(Q,A)

Dicho resultado nos da pie para generalizar la definicién de modo que queden

cubiertos la totalidad de los nodos. Al respecto, definimos la probabilidad de
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alcanzar cada estado A tras una secuencia s por parte del proceso [p|P [l - p]@,

mediante

p([p]P M [1 - p]Q,s,A) =p p(P'}S? A) + (1 - p) ’ p(Q,S,A) (3)

a

Proposicién 5.3 Fijado un cierto p € [0,1] tenemos que la funcidn eleccién in-

terna es monodtona y continua para cada uno de sus argumentos en P.

Demostracién: Lo veremos sélo para el primer argumento, siendo la compro-

bacion analoga para el segundo.

MONOTONIA: Sean P, P’ tales que P C P’'. Por definicién tenemos que, si tras
la secuencia s el proceso P alcanza un estado A con una probabilidad p(P, s, A),

entonces

p{P,s,A) < p(F',s, A)

Por lo que

< p-p(P',S,A)-}- (1 _P) 'p(Q:st) zp([p]P’ﬂ {1 _p]Q?SiA)

Puesto que ello es cierto para todo estado, tenemos que
PlPM1-plQ C [P N1 ~plQ

CONTINUIDAD: Sea { P };es una cadena de procesos, entonces por la monotonia
tenemos que {[p]P; N[l — p)Q}ics es también una cadena, y en el limite, la proba-
bilidad de alcanzar un nodo externo correspondiente al estado A tras la secuencia

s es

p(UplP N[l -pl@,s,A) = lim;p([p}PiN[1 - p]Q, s, A)
= lim;p - p(F;, s, A) + (1 — p) - p(Q, 5, A)
=p-lim; p(F;,s,A) + (1 - p) - p(Q, s, A)
=p-p(LUP,5,A)+ (1 ~p) p(Q,s,A)
=p([p)U P N[L - plQ,s, A)
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De donde concluimos

U(fp}P: N [1=pl@) =[1 —plU A1 - plQ

Definicién 5.9 Sean P,Q procesos y p € [0,1], definimos la semantica denota-
cional de [p]P M [1 ~ p]@ como el arbol dade por {p}[P]N |1 — pi[&]. )

5.2.4 Eleccidon externa

Siendo P y @ dos procesos, definiremos el proceso [p]PO[1 — p]@, al igual que en el
caso anterior, describiendo su conjunto de nodos externos, junto con la probabilidad

de llegar a cada uno de ellos.

Comenzaremos estudiando los estados a los que se llega directamente desde la
raiz. Como tales parece razonable tomar las uniones de los respectivos estados
alcanzables por los procesos componentes, pues si el proceso P estd en disposicion
de ejecutar las acciones del conjunto A y el proceso §) lo estd de ejecutar las de

B, tenemos entonces que el proceso [p]PO[1 — p]@ podra ejecutar las acciones de
AUB.

La probabilidad con la que se alcanza un estado tal del proceso composicién
sera la suma de los productos de las probabilidades con las que los componentes
alcanzan respectivamente estados Ay B talesque AUB=C:

p([pIPOIL - 7]Q.C)= 3 p(P,A)-p(Q, B)
AuB=C
Consecuencia inmediata de esta definicidn es que la funcidn eleccion externa es
estricta, pues si uno de los dos procesos componentes no puede alcanzar ningun

estado, es decir es DIV, la composicién tampoco podrid alcanzar ningun estado.
Es decir

[p|PO[L — p|DIV = DIV

Nos queda entonces, para definir completamente el proceso, el estudio de los nodos
por debajo del primer piso de nodos externos. Al respecto, observamos que si1 X es

un estado alcanzable tras la secuencia no vacia s por el proceso [p] PD[1 — p|@Q, este
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nodo podra haber sido alcanzado bien por una rama correspondiente al proceso

P, o bien por una correspondiente al proceso @).

Procede entonces una distincién de casos segin sea la primera componente de la
secuencia s. Tomemos s = ({4, a)}s’ con lo que el conjunto A nos indica el estado
estable alcanzado por el proceso [p]PO{l — p|Q desde el que se ha producido la
ejecucién de la primera accion a. Sea py4 la probabilidad con la que se ha alcanzado
dicho estado. Segun hemos definido, el estado A alcanzado lo habra sido por haber
alcanzado P un estado B, y @ otro C tales que A = BU C. Entonces, tras s el
proceso composicién alcanzard un estado X bien porque P o porque  habrén
alcanzado dicho estado X tras las respectivas secuencias $g ¢ s¢ que son idénticas

a s, salvo que su primer par ha de ser susituido respectivamente por (B,a) o por

(C,a). Es decir sp = {(B,a))s’, y sc = {(C,a)}s'.

En definitiva se obtiene la siguiente definicidn

p([p]PD[l —p]Q,S,X) =
Y. p(Pse, X)-p(Q.C) + Y p(@.sc,X) p(P,B) +

A=BuC AuB=C

aeB-C a€C~B (4)
Z pp(P,sB,X)p(Q,C)-I-(l—p)p(Q,sc,X)'p(P,B)
EAnB

Es decir, si la primera accién ejecutada sélo pertenece a uno de los dos estados
compuestos, se toma como continuacién la del correspondiente proceso; mientras
que si pertenece a ambos se hace una eleccion no-determinista probabilistica, en

base a las probabilidades indicadas en la composicion.

Proposicién 5.4 Fijado un cierto p € (0,1} tenemos que la funcién eleccién ex-

terna es mondtona y continua para cada uno de sus argumentos en P.

Demostracién: Al igual que en el caso anterior, lo veremos sélo para el primer

argumento

MONOTONIA: Sean P, P’ tales que P . P’. Por definicién tenemos que si A es
alcanzable tras s por el proceso P entonces p(P, s, A) < p(P', s, A).

Ademas, para todos los estados A y B tenemos que p(P,A) < p(P',A)y que
p(Q,B) < p(Q,B).
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Entonces

p([p]PD[l —p]Q73=X)
= Y (PesX)p(@B) + T p(@sciX) p(P.C) +

A= BuC AuB=C

eeB-C acC—-B
> pp(Psp,X) p(Q,B) +(1-p) p(Q,s¢,X) p(P,C)
JEARE

< Z p(P',sB,X)-p(Q,B) + Z p(Q,SC,X)-p(P’,C) +
A=Bul AuB=C
acB-C aeC-B
> p-p(Phse. X) p(Q,B) + (1-p) p(Q,sc,X) p(P,C)
AUuB=C
aC ANB

= p([plP'O[l - pl@, 5, X)

CONTINUIDAD: Sea {F;};er una cadena de procesos, entonces por monotonia
{[plP:O[1 — p]Q}icr es una cadena, y en el limite, la probabilidad de alcanzar un

estado X tras una secuencia s es

p(UpIRA[L = pl@, s, X} = limp([p} 0Ol - p|Q, s, X)
= li{n Z p(Fi, s, X) - p(Q, B) + Z p(Q,sc, X) - p(F, C) +

A=BuC AuB=C
aEB-C aeC-B
Z p‘P(Pi,SB,X)'p(Q,B) + (1“P)P(Q,30,X)p(.P,,C)
JEANE
= Y limp(P,sp,X) - p(@,B) + 3 p(Q,sc,X) limp(P,C) +
A=BuC AuB=C_C
a€B-C acC-B
> p-limp(P,s5,X) - p(Q,B) + (1-p)-p(Q,5¢c, X) - limp(R;, C)
SeAnB
= > p(UP.sg, X)-p(@Q.B) + 3. p(Q.sc,X) p(UP,C) +
A=BucC AUB=C
aeB~-C aeC-B '
Y. p-p(UP;,sg, X) - p(Q,B) + (1-p)-p(Q,s¢,X)-p(UP,C)
AuB=C
aEANE

= P([P] U PED[I - plQ’SHX)

Definicidén 5.10 Siendo P, Q procesos y p € [0, 1], definimos la semantica deno-
tacional de [p]PO{1 —~ p]@ como el arbol dado por [p][P]O[1 — p][@Q]- =
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5.2.5 Composicién paralela

Comenzaremos de nuevo obteniendo los estados inmediatamente bajo la raiz del
proceso [p]Plja[l — p|@, y las probabilidades con las que se alcanzan. Como quiera
que en este caso la casuistica es mas compleja, comenzaremos estudiando los ca-
sos particulares mas representativos, para luego, desde ellos, enunciar la que sera
la definicién general del operador. Supongamos en primer lugar, que el estado
alcanzable B es disjunto con el conjunto de sincronizacién: es decir AN B = 0.
Entonces un razonamiento analogo al realizado en el caso de la eleccidn externa
nos conduciria como primera aproximacion para definir la probabilidad con la que

se alcanza un estado tal, a

p([p]P”A[l - p]Q:B) = —Z p(P,C) 'P(Q’D)

CubD=B

Ahora bien, dicha definicidn no es en general correcto, pues es preciso tener en
cuenta el hecho de que cuando P alcanza un estado que incluye algunas acciones
del alfabeto de sincronizacién A, y el estado alcanzado por € no las incluye, estas
acciones no seran tomadas en consideracion ante la imposibilidad de sincronizar
para ejecutarlas, con lo que tenemos mds formas de alcanzar un estado como el
correspondiente a B. Naturalmente, lo mismo puede decirse respecto al proceso
@; y mas en general, cuando los dos procesos alcanzan estados conteniendo sendos

conjuntos disjuntos del conjunto de sincronizacién. En definitiva obtenemos

p([p)Pllall = plQ,B) = > > pP,CUX;) -p(Q,DUXy)

CuD=B X;,X,CA
XinX,=0

Por otra parte, si tenemos un estado B, alcanzable por [p]P||4[! — p]@, que
esté contenido en el conjunto de sincronizacidn, es decir B € A, serd necesario que
dicho estado sea alcanzado simultaneamente tanto por P como por ), con lo que

obtendriamos, de nuevo en una primera aproximacion,

p([p)Pllall - plQ, B) = p(P, B) - p(Q, B)

Ahora bien, al igual que en el caso anterior, como no hemos tenido en cuenta

aquellas acciones que sincronizan y que solo pueden ser ejecutadas por uno de los
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procesos, a la probabilidad de alcanzar un estado habra que sumar la probabil-
idad de alcanzar aquellos estados mayores, cuyas acciones extras no puedan ser
ejecutadas por el otro proceso. En definitiva obtendriamos

pPIPIlall 2@, B)= 3 p(P,BUX))  p(Q,BUXz)

X1, X0CA-B
XinXo=0

Finalmente, para un estado arbitrario B obtendriamos la siguiente definicion
general:

p([pIPllall —p}@.B) = 3 Y. p(P,CUX)) -p(Q,DUX,)

CuD= X1,X9CA-B
CnDNA= BnA X1nX.=0

De nuevo para completar la descripcién de [p)P]|4[l — p]@ hemos de definir
la probabilidad con la que el proceso ejecuta una secuencia s = {(a, B)}s', en la
que el conjunto B representa el primer estado alcanzado bajo la raiz, y tras dicha
secuencia alcanza un cierto estado Z. En este caso, tras razonamientos analogos a
los hechos para calcular la probabilidad de cada estado bajo la raiz, obtenemos la

siguiente formula general:

p([plPall - p)Q.{(e, B))s',C) =
ZZ Y. pPCUX:) -p(QDUXy) -

CnDnA BnA X)},ﬁ;: @s
[ p([p)P/(a,C U X))||all - PIQ, 5", Z) SiaeC-D
p([p)Pll4ll = pl@/(a, DU X3), 6, Z) SiaeD-C

| 2 pplP/(e, CUX)all = PIQ, 5, Z) + (5)

(1 =) plBPlall - Pl@/(6, DU X2),5,Z)  SiaeDNC— 4
L p([p1P/(a,C U X )||a[l = p)@/(a, DU X5),s,2) Siae CNDNA

Proposicién 5.5 La funcién composicién paralela es mondtona y continua.

Demostracién: Nos centraremos, de nuevo, en el primer argumento de la com-

posicioén.
MONOTONIA: Sean P, (), P’ tales que P C P’. En consecuencia tenemos para
toda secuencia s y todo conjunto A
p(P,A) < p(P',A)
p(Ps,A) < p(P',s, A)
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por lo que en primer lugar obtenemos

p((PlPllalt = plQ, B)= 3 > p(P,.CUXY)) - p(Q, DU Xs)

C.D Xy, Xz

< Z Z p(P,CUXy)) - p(Q, DU Xy)
C.0DX1,Xz

= p{lplP'[lall - pl@, B)
En lo que hace referencia al resto de estados externos, debemos probar que para
todo estado X alcanzable por el proceso (p|P|la[l — p]@ tras la ejecucidén de la

secuencia s = {(a,C)}s’ se cumple

p([p1P||alt — P1@, s, X) < p([p] Pl 4l = P)Q, s, X)

Ello se prueba por induccién respecto de la longitud de la secuencia. En realidad
lo que hemos probado mas arriba no es otra cosa que el caso correspondiente a la
secuencia vacia, es decir el caso base de la demostracion por induccién. Considere-

mos ahora una secuencia s = {(a,C))s’. Para la misma se tiene:

P([P]P”A[l _p]Q1 ((aaB))S’1X)
= 5 3 p(PCUX))) -p(Q,DUXs) -

C.D Xy ,X2
p([p]P/(a,C UXI)”A[]- - P]Q,S’,X) Sl a € C~D
p([plPllall = plQ/(a, D U X2), ¢, X) Siae D—C

§ p-p([p}P/(a,C U Xq)|la[l — P)Q, ', X) + _

(1 —p) p{[p]Pllall = p]Q/(a, DU X2), 8", X) SiaeDNC-A
L p([plP/(a,C U X all —PlQ/(a, DU X,),s",X) StaecCNDNA
< Y. p(P,CUXy)) -p(@,DUXz) -

C.D Xy, X,
[ p([p)P'/(a,C U X1)||all = 2@, ¢, X) SiacC—D
([Pl P4l — p}@/(a, DU X,), 8", X) SiaeD-C

y p-o(lplP'/(a,C U Xi)|lall - pl@Q, 8", X)+

(1= p) - p([pl P4t — PIQ/(a, DU X3), 8, X)  Sia€eDNC-A
| ([P /(a,C U X))||all - plQ/(2, DU X3),5',X) SiaeCNDNA
= p([p]P'llall = pIQ, {(a, B))s', X)

en cuyo paso crucial, que es el que corresponde a la desigualdad, hemos utilizado

la hipétesis de induccidn, junto con la monotonia (trivial) del operador tras.
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CONTINUIDAD: El razonamiento es similar al anterior. Sea {P;};es una ca-
dena de procesos, entonces {[p|FPi||a[l — pJ@}ies es una cadena, y en el limite, la

probabilidad de alcanzar un estado B viene dada por

p(U([p)Pillall = PIQ), B) = limip([p)Fill [l — PIQ, B)
= limz > p(P,CUXy)) -p(Q, DU Xs)

c.DX1,X2
= 3 3 Lmp(P,CUX,)) -limp(Q,DU Xz)
C,DX1.X2
= ¥ % p(UP,CUX:)) -p(LUQ, D U Xy)
C.D X41,X2

= p(lplU A4l - pl U@, B)

Por otra parte, y de nuevo por induccién respecto de la longitud de la secuencia

s, podemos probar

p(Ll([p]P,HA[l —p]Q),S,X) = p([p] U Pl”A[l "P] L Q,S,X)

Definicién 5.11 Siendo P, Q) procesos, p € {0,1],y A C £, definimos la seméntica
denotacional del proceso {p]P||4{l —p]@ por medio del 4rbol dado por [p][P]| [l —
QL =

5.2.6 Qcultacién

Como ya hemos visto, P\(a, g) representa un proceso que se comporta en principio
como P pero en el que no son visibles, ni por tanto influenciables desde el exterior,

las apariciones de la accion a.

Para definir este proceso P\(aq, q), calcularemos en primer lugar la probabilidad
de que el mismo alcance cualquier estado A C X. Para ello, como ya hicimos en
el capitulo anterior, procederemos a explorar por niveles el arbol que representa al
proceso P, definiendo una secuencia de aproximaciones al proceso P\(a, g), cuyos

elementos representaremos por P\,{a,q).

Cada una de dichas aproximaciones se define explorando el proceso P hasta la

profundidad n. En concreto tomamos
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e En la primera aproximacién no analizamos en absoluto al proceso dado, por

lo que obtenemos P\g(a,q) = DIV o lo que es lo mismo
p(P\ola,q),A) =0

¢ Cuando analizamos sélo el primer nivel del arbol P tenemos que el proceso en
el que se ha ocultado una accién alcanzara un estado A {en el que obviamente
no estard la accién oculta), si el mismo podia ser alcanzado antes de la

ocultacién, con lo que tenemos
p(P\l(av Q)a A) = p(Pa A)

¢ Si exploramos un segundo nivel de P, tendremos que el proceso P\a(a,q)
seguird alcanzando un estado A cuando el mismo se alcance directamente
por P, como en el caso anterior. Ahora bien, en esta ocasion podra ocurrir
que se alcance un cierto estado B que contenga la accidn a oculta y que tras la
ejecucion de la misma (lo que ocurrira con proba-bilidad q) se alcance el estado
A. Finalmente otra posibilidad es que se alcance un estado B, conteniendo
la accién a, y tal que B — {a} C A, de forma que tras la ejecucién de la

accidén a sea alcanzado un estado C tal que BUC = A.

Entendemos en este caso que se ha desestimado en principio la ejecucion de
la accién interna a, lo que sucedera con probabilidad 1 — ¢, por lo quedamos
entonces en disposicién de ejecutar el resto de las acciones de B. Ahora bien,
si el medio exterior esta interesado en ejecutar una accién de C — B, donde
C es un estado alcanzable tras la ejecucién de la accién interna a, podra
conseguirlo imponiendo al sistema la ejecucién de la accién @, adn cuando

inicialmente habfa sido desestimada. En consecuencia tenemos

p(P\a(a,q), A) =
p(.P,A) + Q"( E p(P,B)-p(P/(a,B),A)) +

a€BCH
(1-g¢)-( S p(P,B)y- > p(P/(a,B),C)
aeBCAU{a} BUT=4

¢ Razonando de forma similar para una cantidad aritraria n de niveles, obte-

nemos

p(P\n(a,q),A) =
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p(PA) + q-( ) p(P,B)-p(P[(a, B)\n-1(a, ), A)) +

a€BCX
(1-9)-( > p(PB)- > p(P/(a,B)\n-1(e,q),C)
a€BCAU{a} BuC=A4

Finalmente definimos

p(P\(a,9),A) = limp(P\n(a,q), A)

La definicién es correcta ya que este limite existe, puesto que la sucesion formada
por los valores {p(P\o(a,q), A),...,p{P\n(a,q),A),...} es creciente, ya que cada
uno de los mismos es una suma que particularmente incluye los sumandos del
término anterior; y ademas cada valor esta acotado por 1, como ya comprobamos
en el capitulo anterior. Luego existe el limite, y al ser menor o igual a uno, podemos

entenderlo como una probabilidad.

Si tomamos limites en los dos lados de la expresion, obtenemos la siguiente

expresion recurrente:

p(P\(a,q),4) = p(P,A)+q-( > p(P,B)-p(P/(a,B)\(a,9),A)) +

acBCE
(1=g¢)-( > pPB) > »p(P/(a,B)\(a,9),C)
a€BCAU{a} BUC=4

que sin embargo no puede tomarse como definicién implicita del operador de
ocultacién (en lo que se refiere a los estados bajo la raiz), al no estar garanti-
zada en general la unicidad de la solucidn. No obstante, dicha ecuacién si que
admite una lectura “constructiva (equivalente de hecho a la formalizada por las
aproximaciones), que nos conduce a la definicién previamente dada, la cual consiste
en partir de cero e ir sumando cada uno de los sumandos que vayamos conociendo
para las expresiones de ocultacién que aparecen en el lado derecho de la igualdad.
Es fécil concluir que obtenemos asi la menor solucién (respecto del orden usual

sobre los reales) de las que pueda tener la ecuacién en cuestién.

Para completar la descripcién del proceso P\(a,q), debemos definir la proba-

bilidad de que, tras ejecutar una secuencia s que comience por un par (b, A), se
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alcance un cierto estado D. Razonando de forma anéloga a como lo hemos hecho

en el anterior caso particular, obtenemos la definicion implicita

p(P\(an)!(b!A)3’$D) = P(P/(b1A)\(aaQ)15’?D) +

( 2~ »(P,B) p(P/(a, B)\(a,q),(b,A)s", D)) +
aEBCE

(1-q)-( > p(PB)

a€BCAU{e)}

>. p(P/(a,B)\(a,q),C) p(P/(b,B),s',D) Sibe B
BuC=4 (6)

> p(P/(a,C),((b,C))¢, D) Sibg B

BuC=A4
cuya solucién explicita podriamos formalizar por medio de la secuencia de aproxi-
maciones utilizada en el caso particular previo correspondiente a los estados direc-

tamente accesibles.

Proposicién 5.6 La funcién de ocultacion es monétona y continua.

Demostracién:

MONOTONIA: Sean P, P’ tales que P C P’. Entonces, para todo A, B C %,

para todo a € A se tiene

p(P, A) < p(P', A)
p(P/(a,A),B) < p(P'[(a,A),B)
p(P, s) <p(P,s)
p(P/(a, A),s) < p(P'[(a,A),s)

Tenemos entonces, que para cada n, la aproximacién n-sima a la ocultacion es

mondtona, lo cual probamos por induccion sobre n. En efecto:
Para n = 0 el resultado es trivial.

Supuesto que para valores menores de n, las aproximaciones a la ocultacion son

monoétonas, tenemos que para t < n

p(P\i(a,q), A)
p(P/(a, A)\i(a,q), B)
p(P\i(e, g),s)
p(P/(a, A)\i(a, q), s)

(P\i(a,q), A)
p(P'/(a, A\ila,q), B)
p(P\i(a,q),s)
p(P'[{a, A)\i(a,q),5)

P

IAIA A TA
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por lo que

p(P\n(a,q), (b, A)s")
= p(P/(baA)\n—hs’) +
g-( > p(P\n-1,B) p(P/(a,B)\n-1, (b, A}s")} +

aeBCL

(1—q)-( > p(P\eifa,q))-

cEBCAU{a}

S p(P/(a, B)\n-1,C) - p(P/(b, B\\n-1,5") Sibe B

BUC=A

2. P(P/(a,C\n-1,{(5,C))s) Sib¢ B

BuC=A
p(P (b, A\n-1,8") +

q ( Z p(P’\n—hB)'p(Pr/(avB)\n—la(ba A)S')) +

I

aeBCE
(1—gq)( Z p{P\n-1,B)
a€BCAU{a}
B;_Ap(P'/(a, BN\n-1,C) - p(P'/(b, B)\a-1,$") Sib€ B
S p(P'/(a,C\net, ((6,C))8") Sibg B
BuC=A

= P(P,\ﬂ(aa Q)s (b, A)S’)

En consecuencia, puesto que para todo n se cumple

P(P\n(a,q), ) < p(P\nla,q),5)

tenemos que
lim p(P\n(a,q),5) < limp(P"\n(a, q), s)
por lo que
p(P\(a,q),s) < p(P'\(a,9),5)

y por lo tanto

P\(a,q) C P'\(a,q)

CONTINUIDAD: En cuanto a la continuidad, sea { P;}:cs una cadena de procesos.

Entonces por monotonia {P;\(a, ¢)}icr €s una cadena, y en el limite, para un n
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cualquiera, razonando de modo analogo a como lo hemos hecho en el punto anterior,

tenemos

p((UP)\n(a,q), (b, A)s))
= limp(P\n(a,9), (b, A)s)
= lm{p(P/(5, A\n-r, ') +

q- ( Z p(Pi\n-IyB) ' p(P/(a!B)\n-h (b'l A)S,)) +
acBCE

(1 _Q)'( Z p(Pi\n—l(a1Q):B)'

a€BCAU{a}

S p(P/(a, B)\n-1,C) - p(P/(b, B)\n-1,5) Sibe€ B

BuC=A

S p(P/(a,CNaer, (5, C)8) Sibeg B

BuC=A

= li}'n p(Pi/(b, A)\n-1,$8")} +

¢-( 5 limp(P\acs, B) - limp(P/(a, B\acs, (b, 4)5")) +
a€BCL

(]- _"Q)( Z llfnp(R\n-l(a’Q)vB)

eeBCAU{a}

>~ limp(P/(a, B)\n-1,C) - limp(P/(b, B)\n-1,5) Sibe B
BuC=A
> tmp(P/(e O\ecrs {(6,C1)5) i b¢ B

BuC=4A
= p(u(Pi\n(aa Q)), (b3 A)‘sl)

Con lo cual hemos probado que para todo n tenemos

(UP)\n(a,q) = U(P\n(a,9))

Para efectuar el paso al limite, observamos el siguiente diagrama

P\i(a,q) — ... — P\ila,g) — ... — Pi\(e,9)
l ! |
P\i(e,q) — ... — PB\ila,g) — ... — B\, q)
l ! 1

UP\i(a,q) — ... — UP\a(a,q) — ... — UB\(e,q)
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Hemos probado que los elementos de la fila inferior son los limites de sus respec-
tivas columnas, y por otra parte sabemos, por definicién del operador ocultacién
como limite de las aproximaciones, que los elementos de la columna derecha son los
limites de sus respectivas filas. Por tanto, resulta entonces inmediato, utilizando el
hecho de que ambos limites iterades son iguales, por serlo de hecho al correspon-
diente limite doble, que los dos valores en la esquina inferior derecha del diagrama

son iguales, por lo que podemos concluir

(UP)\(a,q) = L(P:\(a,q))

5.2.7 Recursion

Como es usual en el marco de las definiciones denotacionales de la semantica,
el significado de los procesos definidos recursivamente mediante ecuaciones como

pX.P(X}, se obtiene por medio del limite de la secuencia

Po = DIV
P, = P(DIV)

P = PYDIV)

que por ser todos los operadores incluidos en el término P(X) continuos es, como
bien es sabido, el menor punto fijo de la ecuacién definidora X = P(X). En

definitiva tomamos

[pX.P(X)] = U[P.]

5.3 Equivalencia entre las Semanticas

Hemos definido hasta el momento, la semantica de los procesos probabilisticos,
utilizando dos metodologias diferentes. Tenemos, por un lado el marco denota-
cional, en el que describimos los procesos por medio de arboles de decisiones; y

por otro, la semantica de pruebas, en la que un proceso queda caracterizado por
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sus respuestas (0 mas exactamente las probabilidades con las que los pasan) a los

distintos tests que le son ofrecidos.

Sin embargo, y como sucede en el caso ordinario sin probabilidades, estas dos
formas de definir la semantica no son tan distintas como parece a simple vista. De
hecho, la informacién implicita que proporcionan sobre los procesos es la misma,
de forma que dos procesos equivalentes en sus respuestas a los tests serdn repre-
sentados por el mismo arbol, y viceversa: si dos procesos son representados por el
mismo arbol, ofreceran las mismas respuestas a todo test que les sea ofrecido para
su aceptacién. En consecuencia, si denotamos por =r a la equivalencia inducida

por la semantica de pruebas, y por =p a la equivalencia denotacional, se tiene

VYP,Ple PCSP.P=r P& P=p F'

Para demostrar esta equivalencia, comenzaremos por probar que el uso que
hemos hecho de una misma notacién, a saber p(P, A} y P/(a, A), para referirnos
en el seno de cada uno de los dos marcos semanticos, a dos pares de conceptos en
principio diferentes, esta justificado, por resultar a la postre equivalentes, lo que

justifica la ” confusidn” notacional.

En primer lugar, en el marco de la semdantica de pruebas la notacién p(P, A)
representa el valor de una cierta combinacidén de los resultados de aplicar una
serie de tests al proceso P, mientras que en la semdntica denotacional, con la
misma notacién nos referimos a la etiqueta de una determinada rama del arbol,
que se obtiene al evaluar en el algebra de arboles probabilisticos P, el términos
sintactico P. Evidentemente, un primer paso de cara a comparar dichos conceptos
es reconducir ambos a lugares comunes. A tal efecto, comenzamos definiendo en

primer lugar el paso de tests por parte de los arboles probabilisticos.

Definicién 5.12 Siendo T = [1 [pa] O a.T, 4 un arbol probabilistico, defini-
ACE a€A

mos I' | t en la forma siguiente:

L. T lw =1

2TV =m
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3. Para cualquier otro test se tiene

T |t = Z Z s{a,A,t) - pa-(Tua | t/a)

ANF{1)#D a€ ANFL(t)

Aplicando recursivamente dicha definicidén, obtenemos que el paso de un test
por parte de un proceso semdntico se puede obtener sumando las aportaciones de
las diversas ramas del test que terminan en w o en /. Cada rama, formada por
las acciones aq,...,a, contribuira en cada momento con un valor, que depende de
los conjuntos entre los que el proceso semantico va seleccionando las acciones a
ejecutar a lo largo de sus computos. Ademads, cada una de dichas aportaciones es
resultado a su vez de la suma de lo que aportan al efecto las ramas correspondientes
a cada una de las acciones del conjunto en cuestién. Asi, si a cada subarbol T, 4
lo denotamos por T/(a, A), y a los valores ps que etiquetan las ramas que parten
de la raiz del arbol T por p(T, A), tenemos que para cada secuencia de estados

Ar,...,A,, con a; € A;, aparece un sumando cuyo valor es igual a
S(alt\Alat) ' 5(025 A?)t/al) R S(G'rn Anat/al/ s /an—l) p(Tv AI)

P(T/(alaﬁl),Az) e 'P(T/(al,Al)/ o f{an—1, An-1), An)

o lo que es igual, aplicando la def. 5.4,
slay, Ay, t) - s(ag, Az, t/ay) - - s(an, Aptfay/ ... [an_y):
p(Ta (G‘I ) Al) O (a'n—la An—l)a An)

En definitiva, podemos obtener la probabilidad de paso de un test ¢ por parte de un
proceso semantico, sumando los resultados de sendos sumatorios, que corresponden
a los conjuntos S de las secuencias r = a1 A; ... @n_1An_1a,4, con ¢; € A; tales
que la secuencia de acciones asociada a;,...,an_1,a, nos conduce en el test ¢ a w;
y 52 formado por las secuencias anélogas, pero que finalizan en el conjunto A, = §
para las que la secuencia asociada de acciones nos conduce en el test £ a /. Es

decir
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Tt = Y s(af,Al,t) - sla, AL t/a]/ .. Jay_y) - (T, An) +
reS

Z S(G;$Aq1t) e 5(0':7,314:11 t/a;/ cee /a;--l) ' p(Ta ?", 0) (7)
TES,

donde r' denota la secuencia ayA;...0p—1Apn—1

A partir de este resultado podemos probar para la semdntica denotacional, un
resultado analogo al enunciado en la prop. 4.1 para la semadntica de pruebas, que

es el siguiente:

Proposicién 5.7 Para todo estado A C ¥ y toda accidon a € A, la operacion

/{a, A), definida sobre los arboles probabilisticos satisface las propiedades:
1. [STOP}/(a,A) | t=]STOP] | ¢

2. [(a— P)]/{a,{a}) | t=[F] | ¢

3. p([[plP (1~ pl@). A) - ([lp}P N 1 - plQ)/(a, 4) | t) =
p-p([P1, A)- ([PY/(a, ) | £) + (1 =p) - p([Q], A) - ([Q1/(a, A) | )

4. p({lp1 PO - plQL, A) - ([Pl PO ~ plQ]/(a, A) | & =
Z p(uP]LB) ’ p(HQ]I7C) : C'oni(ﬂ[p]PD[l - P]Q]}ats B,C,a)

A=BuC
5. p([lp1Pllo(1 — p@1, A) - [lp)Plin[t — Pl@1/(a, A) | ¢ =
> p(IP1,B) p([Q, C)- Cont({lplPlipll - pIQL,%, B, C, a) —

A=BuC

E : P([[P]]vB) : p([[Q]]u C)) : Cont([[[p]PHD[l - p]Q]],t,B, Caa)
BﬁC:@
B.CCD

6. En cuanto al operador de ocultacién se tiene

p([P\(a, )], A) - [P\(a,)1/(b, A) | t =
p([P], A)- 1P/ (b, A\(a, )} | £ +
g- (X p([P], B)- p([P/(a, B)\(a,q)], A) - [P/(a, B)\(a, ¢}/ (b, A)] | t+

a€BCE

1-9-C > plPLB) 3 plP/(a,B)\(a,q)],C)

a€BCAU{a} BuC=4
{ [P/(6, B)\(a,q)] | ¢ Sibe B

1P/(e, BA@, )/ .0 | ¢ SibgB
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Demostracién: La demostracién se basa simplemente en el uso de las distin-
tas propiedades de “descomposicidn estructural de los valores p(T, s, A), que se
obtienen a partir de la definicién de los mismos, distinguiendo casos segin los dis-
tintos operadores en cabeza de T (ecuaciones 1, 2, 3, 4, 5, 6). Dichas ecuaciones
expresan propiedades analogas a las que ahora queremos demostrar, pero referidas
a estados alcanzables en lugar de al paso de tests por los arboles. A partir de
dichas propiedades, y de la ecuacién 7, que expresa el paso de tests en funcion de
las probabilidades de alcanzar estados por parte del drbol en cuestidn, se siguen

inmediatamente las propiedades deseadas. o

Ahora pues, dado un arbol probabilistico R, podemos considerar los valores de
paso de tests para el mismo, los cuales a su vez definen un proceso, que denotaremos
por T(R), en el marco de la semdntica de pruebas. Entonces, podemos computar
los valores p(T(R), A) correspondientes a dicho proceso y los restos del proceso
T(R)/(a,A). Pero a su vez, partiendo de estos valores, podemos obtener un nuevo
irbol semdntico, 7T(® | aplicando la siguiente construccidén general que nos per-
mite pasar de un proceso semantico correspondiente a la semantica de pruebas, al

correspondiente arbol probabilistico.

Definicién 5.13 Sea R un proceso semantico correspondiente a la semantica de

pruebas, entonces definimos el arbol 7% en la forma siguiente:

R = 1 [p(R, 4) O 7R/

ACT e€A

A partir de esta definicion obtenemos la siguiente

Proposicién 5.8 Para todo arbol probabilistico R € P se tiene que el arbol
probabilistico 7T(R) obtenido por medio de la composicién de las definiciones 5.13

y 5.12, coincide con el arbol original R.

Demostracién: Para el primer nivel del arbol, tenemos

p(Y(R),0) = 1-R | ts

p(T(R),A) = 1—(R | tg-a)= 3 p(T(R),B)
BCA
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con
1
R\ tg = ZZW'P(R,A) = ZP(R’A)
A €A 1 A
Rltss = 3 3 g PRB) = 3 pRB)
B-A#®acB-A ‘ - l B-A#D

por lo que concluimos que p(T(R),8) = p(R,8) y que p(T(R), A) = P(R, A).

En lo que respecta a las continuaciones, tenemos que las mismas estan definidas

en la forma

|A]- (R | gleA={sh = % (=1)4=Cl. R | t=€)

CCA-{a}
T{(R/(a, A t =
(R/(a,4)) | e
Aplicando la def. 5.12, y teniendo en cuenta la forma de los tests en litigio, tenemos
1
R | tleA-leh = % — . p(R,B)-(R/(a,B) | 1)
pea 1Bl
1
R|te® = Y = p(RB)-(R/(a,B) | 1)
BCCu{a} |Bl

Operando en la expresién anterior para T{R)/{a, A), obtenemos inmediatamente

que su valor coincide con el paso de tests por parte del proceso R/(a, 4). 0

Lema 5.1 Sea P un proceso sintactico finito, entonces tenemos que para todo test

t, para todo estado A € ¥, y para toda accién a € A se tiene que

p(P, A) = p([P], A)
P(PaA)'P/(a?A) I t = p([[P]],A)[[P]]/(a,A) | t

Demostracién: Razonaremos por induccién estructural, respecto de la sintaxis

de los procesos, utilizando las proposiciones 4.1, 5.7 y 5.8.

Para los procesos STOP, DIV y prefijo, el resultado es trivial, pues el primero
solo alcanza el estado vacio, mientras que el segundo no tiene estados en ninguna
de ambas semanticas. Igualmente el unico estado alcanzado por un proceso de la
forma ¢ — P, es el mismo en las dos semdnticas. En lo que hace referencia a
las continuaciones, las mismas s6lo aparecen en el caso del operador prefijo, y al
ser la obtenida un proceso sintdctico, podemos limitarnos a aplicar la hipdtesis de

induccion estructural.
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Para la eleccién interna, tenemos en primer lugar que la probabilidad de alcan-

zar un estado verifica

p([p]Pn[l—p]Q,A) = p-p(P,A)+(1—p)-p(Q,A)
= p p([P}. A)+ (1 —p) - p([Q}, A)
p(llp]P RV (1 - plQY, A)

mientras que para sus continuaciones, aplicando las proposiciones 4.1 y 5.7, tene-

mos

p{lplP M1~ plQ, A) - ([P}P N1 - plQ/(a, 4) | ¢
= p-p(P,A) - (P/(a,A) | 1)+ (1 —p) p(@,A) (Q/(a,A) | 1)
= p-p([P}, A)- ([PY/(e,4) | ) + (1 - p) - p([Q), A) - ([Q)/(a, A) | 1)
= p(llp}P (1 - p)QL, A) - ([[P}P T {1 — pJQT/(a, A) |

Respecto a la eleccién externa, para las probabilidades de alcanzar un estado

tenermnos

p([p]PD[l - P]QaA) = Z P(P&B) p(Q’C)

A=BuC

= > w[Pr1,B) p([Q1,C)

A=BuC

= p([lpPO1 - plQ], A)

y para las continuaciones, también en virtud de las proposiciones 4.1 y 5.7

p([p]PO[L - Q. A) - [p|PO[1 ~ p|Q/(a, A) | ¢
= 3 p(P,B) p(Q,C) Cont([p)PDO[1 - p]Q,t, B,C,a)

A=Bul

= Z p('[P]],B) ' P(HQH:C) ) C’ont([[[p]PD[l - p]Q]],t,B,C,CL)

A=BuC

= p([ip]PO[ - p]Q1, A) - [[p)PO[1 - p|Q1/(a, A) | ¢
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donde la igualdad entre ambas aplicaciones de la funcién Cont viene justificada
por el hecho de que sus valores son, en los mismos casos, bien los correspondientes

a P/{a,A), a @/(a, A}, o a la eleccién interna entre ambos.

En cuanto al operador paralelo, tenemos en primer lugar

p([p] Pl afl - P|Q, D)

%P(P,B)’P(Qac)
= ;}p([{Pﬂ,B)P(HQ]],C)
= p([lpIPltall — £IQ1. D)

siendo By C talesque D= (BUC)— Au (AN BnC).

Mientras que, por la misma razén anterior, las continuaciones verifican

p([pIPllalt = p1Q, D) - [Pl Pllall — plQ/(a, D) | ¢
= BZ(;:p(P’ B) ) P(Q,C) ' CORt([p]P”D[l - p]Q,t,B,C,OZ)

= BZCP(HP]]’B) : P([[QB?C) : COTLt([“p]P”D[l - p]Q]],t,B,C,a)
= p(llp]Plo(l — PIQL, A) - [[PIP (L — PIQ1/ (e A) | 2

siendo B y C tales que D = (BUC)—-AU(ANBNC).

Finalmente, en el caso de la ocultacién, ademds de la induccién estructural,
nos vemos obligados, como ya viene siendo usual, a razonar ademas por induccion
respecto de las aproximaciones por medio de las cuales definimos la semdntica de
la ocultacién. Asi, comenzando por las probabilidades de alcanzar un estado, en

lo que hace referencia a la aproximacion 1, tenemos
p(P\i(a,9),A) = p(P,A) = p([P},A) = p([P\i(e,q)], A)

En lo que se refiere a la aproximacién de nivel n, como podemos reducir la
aplicacién de la ocultacion de nivel n a aplicaciones de ocultaciones de nivel n —1,

aplicando la hipétesis de induccién respecto del nivel de la aproximacidn, y la
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hipétesis de induccidn estructural, concluimos

p{P\n(a,q), A)

= p(P,A) + ¢-( 3 p(P,B)-p(P/(a,B)\n-1(a,q), 4)) +
e€BCE

(1-9-( > »PB) > p(P/(a,B)\n-1(a,q),C)

e€BCAU{a} BuC=A4

= p([P.4A) + ¢-( 3 p([P],B)- p([P/(a, B)\n-1(a,q)], A)) +

«€BCEL

(1_‘1)'( Z p([[PIlaB) Z P([[P/(avB)\n-l(aaQ)]]!C)

eEBCAU{a} BUuC=4
= p([P\n(a,q)], 4)

En cuanto a las continuaciones, el razonamiento es analogo, de manera que por
medio de una doble induccion, estructural y respecto del nivel de las aproxima-

ciones, y de la aplicacion de las proposiciones 4.1 y 5.7, obtenemos
p(P\(a,q), A)- P\(a,q)/(b,A) | ¢
= p(P,A)- P/(b,A\(a,q) | t +
¢-( > p(P,B)-p(P/(a,B)\(a,q),A) P/(a, B)\(a,q)/(b,A) | 1) +

a€BCE
e€BCAU{a} BuC=A
{ P/(b, B)\(e,9) | ¢ SibeB
P/(a,B\(a,q)/(b,C) | t Sib¢ B

Il

p([P], A)- [P/(b, AN(a, )] | ¢ +
g-( 3 p([PL. B)- p(lP/(a, B\(a,q)], A) - [P/(a, B)\(a,q)/ (5, A)] | 1) +

a€BCEL

(1-g)-( > »oPLB): > p([P/(e.B)\(a,9)].C)-

a€EBCAU{a} BuC=4
{ [P/(b, B\(a,9)] | ¢t Sibe B
1P/(a, B)\(a,q)/(b,C)) | t Sib¢ B

= p([P\(a,q)],A)- [P\(a,q)/(5,A)] | t

)

donde para abreviar la exposicién nos hemos permitido la utilizacion de la carac-

terizacidén recursiva de la definicién de la semantica del operador de ocultacion.
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Como corolario inmediato de este lema tenemos €l

Corolario 5.1 Para todo proceso sintactico P y para todo test ¢ se tiene

Plt=1[P|1

Demostracién: Si P es finito el resultado es inmediato a partir del lema 5.1,

para el caso de que sea recursivo, tenemos

Plt = lim, P, |t
(P11t = lim, [P] | ¢

I

Donde los procesos P, son las aproximaciones sintdcticas finitas a P. Entonces,

por ser éstas finitas, sabemos que
Palt = [R] ¢
de donde concluimos
P|t=li,£nPn|t=1i§1[[Pn]]|t=[[P]]|t

obteniendose por tanto que el resultado es en efecto extensible a procesos definidos

recursivamente. 0

Lema 5.2 Sea P un proceso sintactico finito, entonces para todo test t se satisface

AT (IP] | AN = 3 (<1l [P) | 1)

_ CCA-{a}

Demostracién: Por un lado para a € C se tiene

[P} | 10 = T l},ﬁ-p(uPu,Bu{a})-npn/(a,ﬁu{an | t/a

BcC
Ademaés

[P] | Aol = 7 - p(IP1, BU {a}) - [P}/(a,BU {a}) | t/a

aeBCA l I
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por lo que
[P] | teA-e} — % (=DA-CIP] | =9 =
CccA—{a}
1
de donde se obtiene el resultado deseado. a

Corolario 5.2 Los resultados obtenidos en el lema 5.1 y el corolario 5.1 son

también validos para las continuaciones arbitrariamente profundas de la forma

Pl(a1, A1)/ -+ [(an, An).

Demostracién: A partir del lema 5.2 podemos expresar el paso de un test por
parte de cada continuacién de un proceso semantico, en funcién de los pasos de
tests por parte del proceso dado. Por otra parte, sabemos que para procesos
sintacticos, ello es trivialmente cierto, por definicién. Finalmente, como el paso de
tests por parte de los procesos sintdcticos es igual al paso de test por parte de sus
semanticas denotacionales, como indica el corolario 5.1, concluimos que para los
procesos resultantes de la aplicacién de una operacién Resto, se satisface en efecto
el resultado deseado. Por ultimo, podemos generalizar el mismo a aplicaciones
reiteradas del operador, por medio de una simple induccién sobre el nimero de

veces que aplicamos el mismo. o

Corolario 5.3 El resultado enunciado en la proposicién 4.2 para procesos sintac-

ticos, es cierto también para procesos de la forma P/(a;, A1)/ -+ /(@n, An).

Demostracién:

Pllar, A1)/ - [(an, An) | t = [P}/ (a1, A1)/ [(an, An) |
= Z ZS(G,A,t) 'p([[Pﬂ/(alsAl)/"'/(amAﬂ):A)'

ACT acA

([P)/(ar, A1)/ - [(an, An)/(a, A) | t/a
= Y >, s(a, A1) - p(P/(ar, A1)/ -+ [(an, An), A) -

ACT a€A

(P/(a1, A1)/ - [(an, Ar)/(a, A) | t/a



CAPITULC 5. SEMANTICA DENOTACIONAL 137

Lema 5.3 Siendo P un proceso sintdctico finito, consideremos su semantica de
pruebas, y denotemos por R} el arbol probabilistico obtenido a partir de la misma

por medio de la definicién 5.13. Entonces para todo test ¢ se tiene
P I t = R; I i

y la misma propiedad es cierta para las continuaciones del proceso P de la forma

Pf(a1, A1)/ - [(an, An).

Demostracién: Partimos de las expansiones de ambos lados de la igualdad que
nos suministran la proposicién 4.2 y la definicidn 5.12. Por otra parte, tenemnos

que, en virtud de la definicién del arbol R} se tiene

p(RF,A) = p(P A)

(RE)/(a, A} = REa
Bastaria entonces para concluir el resultado deseado, que P/{a, A} | t/a fuese
igual a R}/(Q,A) | t/a. Pero vemos que se trata del mismo resultado que deseamos,
si bien aplicado al proceso P/(a,A) y al test t/a, en lugar de al proceso Py al
test ¢ de partida. Ahora bien, el corolario 5.3 nos indica que el resultado de la
prop. 4.2, que hemos aplicado como punto de partida de nuestro razonamiento, es
también vélido para procesos de la forma P/{a, A), mientras que por su parte la

def. 5.12 no precisa de generalizacidn alguna, por ser la misma valida para arboles

cualesquiera.

Podemos, por tanto, reordenar nuestro razonamiento, planteandonos la demos-
tracién del resultado deseado pero para procesos sintacticos extendidos, que ten-
gan, ademads de las operaciones de PCSP, en cabeza de la expresién una secuencia
de operaciones tras, es decir procesos de la forma P/{ay, An)/ - /{Gn, Axn), con
n > 0. Ello se haria por induccién respecto de la profundidad del test que se

aplique, no presentando la demostracion en cuestion dificultad especial alguna. O

Y llegamos por fin a los siguientes resultados, de los que se sigue la equivalencia

entre la semantica denotacional y la de pruebas.

Teorema 5.2 Para todo par de procesos sintdcticos, la equivalencia respecto de la

seméntica de pruebas implica la equivalencia respecto de la semantica denotacional,
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es decir
VPP cPCSP:P=y P = P=p P

Demostracién: Partimos de que para todo test ¢ se tiene P | t = P/ | {.

Entonces, por el corolario 5.1 tenemos que
Plt=1]P]]|¢

Pt =[P]|¢

por lo que
T([P]) = T(PT)

de donde obtenemos que los arboles inducidos 7YIPD y 7 TUPY son iguales, y por

tanto, en virtud de la prop. 5.8 se concluye [P] = [P’]. 0

Teorema 5.3 La equivalencia respecto de la semantica denotacional implica la

equivalencia respecto de la semantica de pruebas, es decir
VP,P' € Proc: P=p P'= P =7 P’

Demostracién: Partimos de la igualdad de los arboles semanticos correspondi-

entes a P y . Al ser dichos arboles iguales, tenemos
(PIle=1PF1I¢
de donde, aplicando el corolario 5.1, obtenemos
Plt=[P1|t=1[P]|t=P|1
por lo que P =7 P'. a
Un resultado importante, que se sigue inmediatamente de los teoremas y las
proposiciones anteriores, es que la relacién de orden en la que se basa la definicidén

de la semdntica denotacional, implica la relacién de orden inducida por la semantica

de pruebas.
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Corolario 5.4 La relacién de orden denotacional implica la relaciéon de orden

inducida por la semantica de pruebas. Es decir, Para todo P, P’ € PCSP se tiene
[PICQ] = Vie PTEST P | t<Q |t

Demostracion: Por la prop. 4.2 tenemos

P|t= Z Z (a,A,t) p(P,A)- P/(a,A) | t/a

aEF(t) a€ACT

Entonces, puesto que [P] C [@] tenemos que para todo A C ¥ y paratodoa € A
se cumple

p([Pl,4) < »([QA)

[P1/(a,A) T [Q/(a,A)
y en tal caso, por induccién respecto a la profundidad de los tests se concluye

inmediatamente

Plt = 3 3 s(a,At)-p(P,A)-Plla,A) | t/a

aEF1(1) a€ACT

< Z z S(G,A,t)-p(Q,A)-Q/(a,A) I t/a

a€Fi(t)acACY

= Q|

Este resultado nos sirve en particular para concluir la demostracién de la cor-
reccion de la definicion del paso de tests para procesos recursivos, que en el capitulo
precedente dejabamos incompleta, retrasando su conclusidon hasta que se contase
con los resultados auxiliares precisos, que son justarnente los que ahora acabamos
de probar. Mas exactamente, el resultado cuya prueba habiamos dejado pendiente,

es el que se presenta en el siguiente

Corolario 5.5 Para todo proceso sintdctico recursivo uX.P(X), y para todo test

t la sucesion

PO l f‘i-P]. I t)-"g-P'n, I t,...

es creciente.
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Demostracién: Se obtiene inmediatamente a partir del corolario anterior, y de

que la siguiente cadena es en efecto ascendente:

[FRIETAJC...CR]C...

Sin embargo, el reciproco del corolario 5.4 no es cierto, pudiendose encontrar
procesos relacionados respecto al paso de tests, que no obstante, no son rela-

cionables denotacionalmente. Ello puede comprobarse por medio del siguiente

Ejemplo 5.1 Consideremos los siguientes procesos

P = [Ha— STOPN[L]b— STOP
Q = [([e— STOP O [Lb— STOP) N [L|STOP

definidos sobre el alfabeto {a, b} . Tenemos que para todo test ¢ se cumple
Qit< Pt

Ahora bien, en lo que se refiere a la semantica denotacional, si consideramos los

estados {a} y {a, b}, tenemos

p(P{a}) = 7 p(@/{a}) =
p(P{a,b}) = 0 p(Q,{e,b}) =

de donde se sigue que dichos procesos no estan relacionados respecto de la relacion

O W=
- O

de orden correspondiente a dicha semantica. o

Hemos pues definido un modelo denotacional, para el cual hemos comprobado
la equivalencia entre la correspondiente semantica denotacional y la semdntica de
pruebas previamente definida. Ahora bien, como acabamos de comprobar, dicha
equivalencia entre las semanticas se tiene solo a nivel de las equivalencias entre
procesos que inducen, no manteniéndose la misma al nivel de las relaciones de

orden correspondientes.

Mads exactamente, tenemos que aunque la relacién de orden denotacional im-

plica el orden respecto a la semdntica de pruebas, las dos relaciones de orden no
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coinciden, puesto que el reciproco no es cierto en general. Podria entonces intere-
sarnos definir una nueva semantica denotacional, basada en una nueva relacion
de orden, que resulte ser absolutamente equivalente a la semantica de pruebas.
Obsérvese que de cara a definir el nuevo modelo denotacional es razonable man-
tener el mismo conjunto soporte, pues la equivalencia entre procesos debe seguir
siendo la misma. En consecuencia nos limitaremos a buscar una nueva relacion de
orden sobre el dominio de los arboles probabilisticos, que coincida a la postre con

la inducida por los tests.

5.4 TUna nueva relacion de orden

Como vefamos en el capitulo anterior, los tests de la forma t(#4), mediante los
cuales hemos definido la operacién P/(a, A), capturan cada uno de ellos la proba-
bilidad de que un proceso alcance un estado incluido en el conjunto A, y continue

tras ello aceptando el resto del test ¢.

Como ya hemos indicado, la relacién de orden en que hemos basado la definicién
de la semantica denotacional no coincide con la inducida por los tests, que recorde-

mos viene dada por
PCr@Q & Yte PTEST P |t<Q |1

Ello es debido a que la relacidn de orden que hemos utilizado esta basada en la
operacién P/(a, A), operacién que en el marco de la semantica de pruebas solo
es posible definir por medio de una combinacién de sumas y restas de resultados
de paso de ciertos tests. Entonces, si tenemos que P Cp ), tendriamos que los
sumandos que aparecen con signo positivo en la expresién que define una cierta
aplicacién de la operacidén tras, si que son mayores en el caso en que aplicamos
dicha operacién a P, que cuando lo hacemos a () ; sin embargo, en el caso de los
sumandos que aparecen con signo menos, la relacién de orden que tendriamos seria
justo la contraria de la deseada, por lo que en definitiva nada podemos concluir
en general, en lo que se refiere a la ordenacién entre P y () respecto de la relacién
de orden utilizada para definir la semdntica denotacional. Ello quedo probado en

particular por medio del contraejemplo presentado en el Ejemplo 5.1.
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La deteccidn de la razén dltima por la cual no se tiene la equivalencia entre las
dos relaciones de orden, nos indica el camino para definir en el marco denotacional
la deseada relacion de orden equivalente a la inducida por los tests. En efecto, de
cara a definir la misma deberiamos basarnos en una nueva operacion resto de un
proceso tras la ejecucidn de una accién, que sea capturable por un unico test, o
en el peor de los casos, por medio de sumas de pasos de tests, sin que intervenga
resta alguna. En concreto, y como quiera que nuestros problemas provienen de
que la operacién tras hasta ahora considerada quedaba definida por medio de

(a,4)

una combinacidn de tests de la forma ¢ , lo que haremos sera definir la nueva

operacion resto por medio de uno solo de dichos tests.

Definicién 5.14 (Nuevo resto de un proceso tras la ejecucién de una accidn)

Sea P un proceso, AC T,y a € A; definimos el proceso P//(a, A) como el arbol
que resulta de eliminar en P todas aquellas ramas que partan de la raiz que vayan
etiquetadas con conjuntos B tales que B € A o bien a & B, normalizando tras ello

el resultado obtenido. D

Definicién 5.15 (Nuevo orden entre procesos)
La nueva relacién de orden entre procesos, que denotaremos mediante T/, se define

recursivamente, diciendo que se tiene P T’y ¢ si y sdlo si se cumplen

1. VACE, ee A, 3 pPRA) < 3 pQ,A)

2a€A'CA a€A'CA

2. VACLE, ac A, P//{a,A) T Q//(a, A)

Teorema 5.4 La nueva relacién de orden definida en la seméntica denotacional

es equivalente a la relacion de orden inducida por los tests, es decir que se tiene
PCrQ & PCLQ.

Demostracidon: Para la implicacién => tenemos que probar

VieTree Plt<Q |t = PLCHQ@
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Respecto a la primera afirmacidén tenemos
PCr@ = VteTree P|[tL<Q |1

Por otra parte, dado un test cualquiera ¢, de la definicién de la operacién #{*4) y

de la caracterizacién de P | t se obtiene que

Pl teA = 3 p(P,A')-l—j,-l-(P/(a,A’) B
AICA

Pero considerando la nueva operacion definida en esta seccion, llegamos a
P |t = P/(a,A) | t

Yy puesto que

Plis= 3 p(BA)
a€AICA

tenemos que, si para cualquiert € PTEST, se cumple que P | t £ @ | ¢, podemos

afirmar

. VACZE, a€e A
Plta Q1 ta

luego

> pRAY £ 3 p(Q.A)
GEAICA a€A'CA
Pl ted) < Q| 1
luego
P/[(a,A) Cp Q//(a, A)
por lo que concluimos que P T} ¢ como pretendiamos.
La otra implicacion (<=) es mds complicada.

Para comprobarla, supondremos en primer lugar, para ir fijando ideas, que
nuestro alfabeto estd compuesto tan sélo de dos acciones: £ = {a,b}. Entonces,
la. expresién que define la probabilidad de aceptacién de un test ¢ puede escribirse

en la forma
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Plt=

g—: p(P,{a}) ) P/(a#{a‘}) | t/a + pa+pb P!{aab}) ’ P/(au{a,b}) | t/a +
2 p(P, (b)) P/(b, 18)) | t/6+ 722 p(P, (e, b)) P/(b, {a,8}) | 1/b =

Lo [(pa + 1) - p(P {a})- /(a,{a}) | t/a+
-p(P,{a,b}) - P/(a,{a,b}) | t/a]+
;%-[(Pa+pb)- (P,{b})-P/(b,{b}) | t/b+
ps - p(P,{a,b}) - P/(b,{a,b}) | /8]

Si consideramos que Pf{a, A) | t/a < @/(a,A) | t/a, hipitesis asumible en
un razonamiento por induccién sobre la profundidad del test, tenemos que para la

accidn a, por tenerse P €, @, se cumple

p(P{a}) - P/(a,{a}) | t/a < p(Q.{a}) Q/(a,{a}) | t/a
p(P,{a})- P/(a,{a}) | t/a + p(P,{a,b}) - P/(a,{a,b}) | t/a <
p(@,{a})-Q/(a,{a}) | t/a +p(Q,{a,b})-Q/(a,{e,b}) | t/a

por o que obtenemos el resultado

(Pa +pb) - (P, {a}) - P/(a,{a}) | t/a+pa-p(P,{a,b}) P/(a,{a,b}) | t/a
= pa-(p(P{a}) - P/(a,{e}) | t/a+ p(P,{a,b})- P/(a,{e,b}) | t/a)+
(Pe + po) - (P(P, {a}) - P/(e,{a}) | t/a)
< po (p(Q,{a})- Q/(a,{a}) | t/a+p(Q,{a,b}) - Q/(a,{a,b}) | t/a)+
(pa + p) - (p(Q, {a}) - @/(a,{a}) | t/a)

Al ser esto también cierto para la accién b, obtenemos

Plt<Q@]|t

Si pasamos ahora a considerar el caso de un alfabeto de tres acciones ¥ =
{a,b,c}, podemos razonar de una manera parecida. Para simplificar, utilizaremos

la siguiente notacién
a representa a p, Para toda accién a
P, representaa p(P,A)-P/(a,A) | t/a Para toda accién a, a € A
Entonces tenemos que
Plt= FPS+ Paba+b + Pocgs + Pabe g+
B+ Pt 5 T o bic + Pabca+b+c+
Pot + Pzt + P + Pase st



CAP/TULO 5. SEMANTICA DENOTACIONAL 145

Si nos restringimos a la accién a tenemos

P2 4 Payz2; + Pacs + Pupom =
ey ( Pele+o){atc)(at+bc)t
Ppala+c)a+ b+ c)+
P la+blale+ b+ o)+
Papcla + b){a + c)a)

a
Puesto que a(ar ) (atc)(atbic) aparece tanto en el desarrollo de P como en
el de @, podemos simplificarlo, y con vistas a extraer como factor comun en el

desarrollo anterior aquél que aparece multiplicando a Py, reescribimos

Pua+b)a+c)a+b+c)+ Pupala+c)(a+ b+ c) + Pocla+ b)ala+ b+ c)+
Pacla+b)(a+cla =

(Py 4 Pap + Pac+ Pape) - (a+ b)(a+c)a+

(Pu{a + b)(a + c)(b+ ¢) + Pasala + c)c + Pocal(a + b)b)

Como P C’, () tenemos entonces que
(Pu+Pub+Pac+Pabc)'(a+b)(a+c)a < (Qa+Qab+Qac+Qabc)‘ (a+b)(a+c)a
por lo que nos queda

Pla+bd)(a+cHb+c)+ Pupala+c)e+ Pacala+b)b =
P(a+b)(a+ c)c+ Puwala+ cc+ Po(a + b){a+ )b+ Pocala + b)b

Pero tenemos que
P.(a+ b)(a+ ¢)e+ Puala+ ¢)c

(Pa+ Pap)ala+ c)e+ Po(bla+c)e) <
(Qa + Qav)ala + c)c + Qalbla + c)e)

¥ que
P.(a+b)a+ )b+ Piala+c)d

(Pa 4 Pio)a(a + b)b+ Po(c(a +8)b) <
(Qa + Qac)ala + b)b + Qulc(a + b)b)

por lo que finalmente podemos concluir, sin mas que repetir el razonamiento, exac-

tamente como lo hicimos para el caso del alfabeto con dos acciones, y repitiendo

el razonamiento para el resto de las acciones del alfabeto,

Plt <@t



CAPITULO 5. SEMANTICA DENOTACIONAL 146

Vemos pues, que para el caso del alfabeto con tres acciones, hemos reducido
el problema a un par de instancias del mismo para un alfabeto con dos acciones,
por cada accién en el alfabeto. Ello nos da la idea de como enfocar el problema
en el caso general. Pero a fin de facilitar al lector la comprensién del proceso,
antes de exponer la solucién general expondremos la misma para el caso de un
alfabeto con cuatro acciones. Entonces la comprobacién de que la aportacién
de cada accion es menor en P que en () puede reducirse 2 un conjunto de tres
comprobaciones analogas sobre un alfabeto de trés acciones. Ello puede ilustrarse
esquematicamente por medio de la siguiente tabla, correspondiente en particular

a las aportaciones de la accion a.

P, {a+b) (e+¢) (a+d) (a+b+c) (e+b+d) (a+c+d) (a+b+c+d)
Py a f(a+c)(a+d) (a+b+c){atb+d) (a+c+d) (a+b+ectd)
Pie (a+b) a (atd) (a+b+c)(a+b+d) (atc+d) (a+b+c+d)
Pug (a+b) (a+c) a f(atb+tc)(a+bdb+d) (atc+d)(a+bdbt+c+d)
Pupe {a+0) (a+¢) (a+d) a (a+b+d) (a+c+d) (a+b+c+d)
Poa (a+b) (a+c) (e+d) (a+b+¢) a (a+c+d) (a+b+c+d)
Poa (a+b) (a+c) (a+d) (a+b+¢c) (a+b+d) a (e+b+c+d)
Puet (a+b) (a+c) (a+d) (a+b+c) (e+b+d) (a+c+4d) a

Al restar la tltima fila de todas las demas nos queda

P, (a+b) (a+¢c) (a+4d) (e+b+c) (a+b+d) (a+c+d) (b+c+d)
P a f(a+ec)(a+d) (a+btc) (a+b+4d) (atc+d) (c+d)

a+bd) a ({a+d)(a+bdb+¢)

)

FPec ( (a+b+d) (a+c+d)  (b+4d)
Pug (a+b) (a+c) a (a+b+c) (a+b+d) (atct+d) (b+o)
Pipe (a+b) (a+¢) (a+4d) a (a+b+d) (a+c+d) d
Pug {(a+b) (at+c) (a+d) (a+b+¢) a (a+c+d) ¢
Poca (a+b) (a+¢) (a+d) (e+b+c) (a+b+4d) a

que efectivamente, podemos transformar en las tres tablas siguientes:
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P, (a+b) (a+c) (a+b+ec) (a+d) (a+b+d) (a+e+d) d
Py a (e¢+c) {(a+b+c) (a+d) (a+b+d) (a+c+d) d
P, (a+b) a (e+b+c) (a+d) (a+b+d) (a+c+d) d
Py (a+bd) (a+c) a (a+d) (a+b+d) (a+c+d) d

P (a+b) (a+d) (a+b+d)
P a (a+d) (a+b+d) (a+c) (a+b+e) (et+e+d) c
P (a+b) a (e+b+d) (
Pups (a+b) (a+d) a (

P, (a+c¢) (a+d) (a+c+d) (a+b) (a+bd+c) (a+b+d)
P, a (a+d) (a+ec+d) (a+b) (a+b+e) {a+b+d)
Pua (a+c) a (a+c+d) (a+d) (a+b+c) (a+d+d)
Py (a+c) (a+4d) a {(¢+b) (a+b+c) (a+b+d)

e o o O

Pero observamos que por ejemplo en la primera todas las filas contienen el
factor comin (a + d}{a + b+ d)(a + ¢ + d)d, que por tanto podemos simplificar,
al aparecer por igual en los dos lados de la desigualdad que estamos estudiando.
Anélogamente ocurre con las otras dos tablas, en las que también aparecen sendos
factores comunes. Pero la simplificacién de los mismos reduce las tablas a las
correspondientes a un alfabeto de tres acciones, para los que ya sabemos que se

cumple la desigualdad perseguida.

Finalmente, generalizaremos el razonamiento para un alfabeto de n acciones,
para lo cual procederemos por induccidn, siguiendo el mismo proceso que hemos
presentado para el caso de cuatro acciones. En consecuencia, procederemos a
estudiar la tabla que define las aportaciones de cada accidn, restando a cada fila
de la misma la dltima fila de dicha tabla, comprobindose que la tabla asi obtenida
puede descomponerse, tras las oportunas simplificaciones de los correspondientes
factores comunes, en una familia de n — 1 tablas con n — 1 acclones cada una de

ellas, con lo que quedara demostrada la desigualdad deseada.

La tabla original en cuestidn seria la siguiente:
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Py (a1+a) (ar+a3) ... (am+ta+as) ... (ar+a+...+a.) +
Py ag (ar+as) ... (ma+a+a3) ... (aata+...+a,) +
Pajay (a1 4+ a2) a coo (a4 az+a3) .. (@tart...+a.) +
Pojoye, (@1+a2) (ay+a3) ... {(a1+a2+as) ... (am+ar+...+a,) +
Paywn (@14+a3) (a1 +a3) ... (ay+ac+as) ... @

La suma global T, por ella definida, la podemos reescribir en la forma
To= >, Pa- J] can
a€ACE aEA'#{a)}
donde, para cada par A, A’ el valor ¢4 4+ viene definido por

Db SiA#A
N W

bEA!
a Si A= A# {a}
Entonces, tras restar los sumandos correspondientes a la ultima fila obtenemos una
nueva tabla, cuyo valor definido por la misma 7, viene dado por
T:;:Tn"'ZPA H Cy 4r
ACE a€A'#{a}

y puesto que sabemos

DS Pa< Y Qa

ACT ACE
obtenemos
STPa- ] esa < >, Qa- [ eza
ACE a€A'#{a} ACE aCA'#{a}

Queda entonces por probar que el valor T, correspondiente al desarrollo del proceso
P es menor que el correspondiente al desarrollo del proceso @ . Pero ello es cierto,

pues

T:l: z H CA’Ar-(E—A)

A#£T AT#L

= 2 2 I can

BEE—{a) AZE AIAT

= 2 2 (1T eaw- II ecaw)

bEL—{a} AXL bEA'#E bEA'EL

= S I e X 11 eam

bEE—{a} bEA'AT A#L bEAIAE
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cuyo ultimo paso es correcto, gracias a que los coeficientes cy 4 correspondientes
a los conjuntos A’ con & & A’ aparecen en todos los sumandos, por lo que pueden
extraerse como factor cormin. Como dichos factores comunes son los mismos para
P que para @, pueden ser simplificados, quedandonos entonces una familia de
términos cada uno de los cuales corresponde a una tabla de un alfabeto con n — 1
acciones, por lo que podemos aplicar la hipétesis de induccién para concluir la

desigualdad deseada. o

En base a esta nueva relacién de orden podriamos definir un modelo denota-
cional alternativo (sobre el mismo conjunto de arboles probabilisticos), en base a
las mismas definiciones de los operadores semanticos. Naturalmente, deberfamos
comprobar que los mismos siguen siendo monétonos y continuos, en relacion al
nuevo orden. Ello exigiria pruebas similares a las realizadas en la Seccion 5.2, y
como quiera que las mismas no afiadirfan ninguna idea novedosa, y por otra parte

el resultado a probar no resulta especialmente importante, hemos decidido omitir.

Ahora bien, la semantica de PCSP definida por dicho modelo coincidiria con
la previamente definida, de cara a probar dicha afirmacién bastaria probar que los
supremds respecto de ambos ordenes de las cadenas de la forma {F})ren coinciden.
Pero ello es asi dado que Ep=Cr, y por la forma en que estan definidas las

semanticas inducidas por estas relaciones de orden, se tiene
[P |t =Pt

Por otra parte, el corolario 5.1 nos indica que
[Pl It =Pt

de donde se concluye inmediatamente la igualdad entre ambas semanticas denota-

cionales.
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Capitulo 6
Sistema de axiomas y reglas

En este capitulo introduciremos un Sistema de Axiomas y Reglas correcto y com-
pleto respecto de la semantica de pruebas, que nos permitird probar equivalen-
cias y relaciones de orden entre procesos. Comenzaremos nuestro estudio restrin-
giéndonos a un subconjunto béasico de PCSP, que denominaremos FPCSP, que in-
cluiré solo a los términos finitos que pueden construirse a partir del proceso STOP,
utilizando el operador prefijo y las dos clases de elecciones. Para este lenguaje,
ofreceremos un conjunto de axiomas y reglas de inferencia, las cuales probaremos

que forman un sistema correcto y completo respecto de la semantica de pruebas.

Posteriormente incluiremos en el lenguaje los operadores de composicidn para-
lela v ocultacién. Veremos que los mismos son operadores derivados, por lo que
podemos dar una serie de axiomas que permiten eliminarlos de la sintaxis de los

procesos (mddulo la equivalencia semantica}.

Finalmente, generalizaremos el lenguaje incorporando los términos infinitos,
definidos de manera recursiva. Ademas de la preceptiva regla infinitaria, que es
necesario introducir usualmente para cubrir la recursion, serd necesario en esta
ocasién introducir una serie de modificaciones en el sistema, a fin de conseguir la

deseada completitud del sistema.

151
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)

6.1 PCSP finito

Llamaremos FPCSP (PCSP finito) al lenguaje generado por la siguiente sintaxis:

P = STOP|a— P|[plPOll-plP | [plPA[L-pP

Construiremos un sistema légico cuyas férmulas atomicas expresardn la equi-
valencia, por medio de de un simbolo de relacidn binaria =, entre dos términos
FPCSP . En el sistema de prueba incluiremos axiomas que expresen propiedades
commo la idempotencia, simetria, asociatividad, distributividad de ciertos opera-
dores del lenguaje, junto a otros que definen el comportamiento de otros opera-
dores respecto del operador prefijo, que en alguna forma es el mdas basico, por
ser el inico que en si mismo expresa un comportamiento dindmico de cambio de
estado. Por otra parte, las reglas de inferencia asertaran sobre la monotonia de los

operadores respecto de la equivalencia etre procesos.

6.1.1 Sistema de axiomas y correcciéon de los mismos

A continuacidn se presentan los axiomas del sistema que se propone, junto con
la prueba de correccidn de cada uno de ellos, adjuntando una breve explicacién

cuando ello se considere necesario.

e El operador M es idempotente.
Al]l [plPN[l—-p)lP = P

La demostracion es trivial.

¢ El operador I es conmutativo.
A2l [plPOl-plQ = [1—plQN[p)P
Demostracion: Sea ¢t € PT EST, entonces
PIPT1-plQ 1t =p P|i+(1-p)-Q |1
=(1-p)-Qit+p P |t
= [1-plQA[p)P | t
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¢ El operador M es asociativo, salvo la necesidad de reequilibrar las probabili-

dades involucradas.

A3l [plPRe+rl([;1QN[FIR) = [p+ad(ElPN Q) N[IIR

Demostracidon: Sea t € PTEST, entonces

q T
[P]PH[Q+T]([H—T]QH[Q+T]R) | ¢
=p(Plty+q-(Q@ | ) +r-(R|1)

_ P q .
= [p+91([p+q]Pﬂ[p+q]Q)”[ jR |t

La asociatividad y conmutatividad del operador M, nos permite extender de
manera natural el mismo a un nimero arbitrario de operandos, y no sdlo utilizarlo

como operador binario, tal y como ha sido definido en la sintaxis. Asi, si Zp,' =1
i
y {P]i = 1,...,n} es una familia de procesos, definimos el proceso

M [p 2,
i=1

que denota al proceso resultado de una serie cualquiera de operaciones binarias de
eleccién interna, que tengan como argumentos a los procesos P; que se indican,
y probabilidades adecuadamente ponderadas en funcién de los p; dados. Mas

exactamente, definimos

] b = ) 4 B _Ef___
'Dl [p:) P = [Pl]Plﬂ[gpz]([l_Pi]Pzﬂ ...[1_ = pi]Pn”')

donde el orden de los operandos es significativo en principio, si bien a la postre
ello no seria cierto, pues las propiedades de asociatividad y conmutatividad de la
eleccién interna binaria nos permiten reescribir la expresion en el lado derecho de
la definicién en la correspondiente a cualquier reordenacién y reagrupacion de sus

operandos.

e El operader O es conmutativo.

A4] [p|PO[1 —p]Q = [1-p|QO[pP
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Demostracién: En efecto, si t € PTEST, tenemos

[PIPRL—p)Q | ¢
= Z Z s(a, AU B,t)-p(P, A) - p(@, B) - Cont(0O,t, A, B, a)
a€Ft(t) ABCL
a€ AU
= Z ZS(G,AUB,t)p(P,B)p(Q,A)cont(D,t,B,A,a)
aeFi(t) AE%EJEA

= [1-plQO[plP | ¢

o El proceso STOP es elemento neutro para el operador O.
A5] [p|PD[l - p]STOP = P
Demostracién:Para todo t € PTEST se tiene
[(p)PO[1 — p]STOP | t
= > > s(a,At)-p(P,A)-p(STOP,B) - Cont(O,t,A,0,a)

aEFt(t)zECE
Y > sla, Aty p(P,A) - (P/(a,A) | (t/a)
a€EF1(1) ACT
acA
= P |t

¢ El operador prefijo distribuye sobre el operador M.

A6] [plla— P)Al-plla~ Q) = a— ([pIPN]1-plQ)
Demostracién: Sea t € PTEST, con a € Ft{t). Entonces

[plla = P)N{1-plla—Q) | t

= pla=P|t)+{1-p)-(a—@Q | 1)
= p-(P | t/a)+(1-p)-(Q | t/a)

= (e—([plPN[1-pl@)) | ¢

Por otra parte, si a € Fi(t) y t # w tenemos

[p(a— P)Ml—-plla = Q) |t =0
(e = ([plPR[1-pQ)) | ¢ =0
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Finalmente, para i = w

pla = PYN{L-plla— Q) | t =1
(a— (EPNL-pQ) [t =1

Esta propiedad del operador prefijo es interesante con vistas a retrasar las
elecciones internas hasta después de seleccionar cual es la accidén que vamos a

ejecutar, en los casos en que ello tiene sentido.

e La eleccidn externa entre dos procesos que comienzan con una misma accion

se convierte en interna.

A7 [pl{a = P)O1 -pla = @) = a— ([pIPN[1 - p|Q)
Demostracidn: Sea t € PTEST, con a € Fi(t)

[pl(a = P)B[1 —pl{le = Q) | ¢

= s(a,{a},2) - pla — P, {a}) pla = Q,{a})- Cont(D,1,{a},{a},a)
=1-1-1-(p-(P | t/a) + (1 —p)- (Q | t/a))

= (a—=(plPN[1-plQ)) |t

Por otra parte, si a & Fi(t)

[plla = P)O[L —plla = Q) | t =0
(a = ([plPN[1—pQ)) | ¢ =0

Finalmente, para t = w

[plla = P)O[l —plla - @) | t =1
(@ — ([p)PO[1 - p|Q)) | t- =1

Mediante este axioma, podremos eliminar las elecciones externas que de he-
cho introducen un factor de no-determinismo interno, debido a que la eleccion
externa que proporcionan no es tal, pues entre acciones iguales, quien en

definitiva resuelve es el sistema.

e Las probabilidades asociadas a una eleccion externa entre procesos que co-
mienzan por acciones distintas no tienen ningun significado. Es decir, si
a#b,Vp,q¢€[0,1] se tiene
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A8] [plla — P)O[1 —pl(b— Q) = [¢g](a — P)O[1 —q](b— Q)
Demostracién: En efecto, sit € PTEST

[p)(e — P)D[1 —p](b - Q) | ¢
= s(a, {a,b},t) - pla — P, {a}) p(b — Q,{b}) - Cont(O, ¢, {a}, {b},0)
+ s{b,{a,b},t) pla = P, {a}) pla — Q,{b}) - Cont(0,t,{a},{b},0)
= s(a,{a,b},t)- P | t/a + s(b,{a,b},t)- @ | t/a
= [glle = P)O1 —q)(b— Q) | ¢

Como resultado de este axioma, cuando la eleccidn externa es entre acciones
distintas, no tiene sentido hablar de probabilidades, pues el sistema nunca tendra
que decidir qyé proceso ejecutara la accién elegida, puesto que cada una de ellas
solo puede ser ejecutada por un operando. Esto nos permitiria llegar a prescindir
en tales casos de esta informacion en la sintaxis del operador. Sin embargo, a fin de
mantenernos fieles a la misma, lo que haremos cuando se nos presente esta situacion
a nivel sintdctico, serd utilizar como distribucién de probabilidad (irrelevante) una
concreta, que sera aquélla que viene dada por un reparto equiprobable entre los

procesos componentes.

Mientras que en CSP clasico se cumplian las dos leyes de distributividad que
relacionan las elecciones interna y externa, en nuestro PCSP sdlo sera valida una
de ellas, concretamente la distributividad de O sobre M, no siendo cierta en general

en nuestro modelo probabilistico, la distributividad contraria.

o El operador O distribuye sobre M.
A9]  [pIPO[l - pl([glQM[1 —q|R) =
[g){[p]PO[1 = pIQ) M [1 - g]([p] PO[1 - P R)

Demostracién: Para probar la correcién de este axioma tomemos t € PTEST.
Por un lado sabemos que

QNI ~gR | t=g(@ | )+ (1—g)(R | 1)
Entonces, llamando S = [¢]@ N [1 — ¢]R tenemos

PIPO[L—plS | t= > > s(a,AUB,t)-p(P, A)-p(S, B)- Cont(0O,1, A, B,a)

a€Fi(t) ABCE
o€ AU
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Puesto que S es una eleccion interna, la probabilidad de que S alcance el estado

B es

p(S,B) = ¢-p(Q,B)+(1—q) p(R,B)

entonces, tenemos que este estado B puede ser alcanzado de tres formas diferentes:
bien por haber sido alcanzado por el proceso ¢ (lo que ocurre con probabiblidad
q), siendo este estado imposible de ser alcanzado por el proceso R; bien por darse
la situacidn inversa, esto es ser alcanzado por R siendo también imposible de ser
alcanzado por @; o bien por ser alcanzado por uno u otro siendo también posible
que lo hubiese alcanzado el contrario. Asi pues, denotando por B, a los estados en
los que ocurre la primera situacion, por B, a los correspondientes a la segunda, y

por Bj a los de la \iltima, se tiene

p(@,B1) >0 & p(R,B;)=0
p(Q,B)=0 & p(R,By)>0
p(@,B3)>0 & p(R,B3)>0

Podemos descomponer la probabilidad de que la expresion en el lado izquierdo del

axiomna A9 pase un test ¢, en la forma siguiente:

pPo-pStt = 3 |

S s(a, AU BI,SE-F;(?D, A)-p(Q,By)-q- Cont(O,t, A, By, a) +

'Agl s(a, AU B, t) - p(P,A) - p(R, B2) - (1 — q) - Cont(D,t, A, By, a) +
Af:? s{a, AU B;,t) - p(P,A) - p(@Q, B3) - ¢- Cont(0O,t, A, Br,a) +
jZ:ss(a,AU Bs,t)-p(P, A) - p(R, Bs) - (1 — g) - Cont(Q,¢, A, By, a)

Ahora bien, la continuacién del proceso {p]PO[1 —p}S tras ejecutar la accién a esta
condicionada por el estado que ha sido alcanzado por los procesos componentes P
y S. Asi, cuando sea S quien continie la ejecucion, si el estado alcanzado es del
tipo B; deberd ser @ el que lo haga (puesto que R no puede); si es del tipo By
sera R el que continte; mientras que si es del tipo Bj, entonces con probabilidad

g continuard @ y con probabilidad 1 — ¢ lo hard R. Por tanto la suma anterior
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puede escribirse en la forma

q Z Z (a, AU B,t)p(P, A)p(Q, B)Cont([p|PQO[l — p|@, t, A, B,a) +

aEF(t) AB
(1 - q) z Z S(G:A U B’t)p(Pi A)p(R,B)COTLt([P]PD[]. _p]R,t:Av B’a)
a€ Ft(t) A,B

Por lo cual obtenemos

[pIPO[1 - p}([ql@MN[1 - ¢]R) | ¢t =
g-([pPIPO[L-plQ | )+ (1 —¢q)-([plPO1 ~plR | t) =
[¢)([p] PO[L - p]Q) A [1 - ¢]([p] PO[1 — pIR) | ¢

lo que prueba la correccidn del axioma.

La distributividad contraria, tal y como ya se ha indicado no se satisface en
general en nuestro modelo probabilistico. Esto puede comprobarse mediante el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1 Consideremos el siguiente proceso
1 1
[3](a — STOP) N [J1([lPO1 - 11Q)

Supongamos que ni P ni Q pueden ejecutar la accién a inicialmente. Entonces este
proceso no es equivalente al que se obtendria aplicando la posible ley distributiva,

el cual vendria dado por
Bl 5ila— STOP)”[ JP)3ll - pl(l ] a— STOP)N [ ] )

Ello es en efecto asi, puesto que por e¢jemplo, en el primer caso la probabilidad de

aceptar el test a.w es 3, mientras que en el segundo, la probabilidad es 3. o

Desgraciadamente, en PCSP tampoco podemos dar un axioma general equi-
valente al presentado en A3 para la eleccién interna, pues en este lenguaje la
propiedad asociativa para el operador O no es cierta, ni aun con un adecuado
reequilibrio de las probabilidades. Ello es asi, pues en general la equivalencia si-

guiente

[plPOlg + ([

r _ P
-] A = [p+cIl([p_|__q]PU[ 1@)0[r|R
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no se tiene.

Comprobaremos que ello es asi mediante el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 6.2 Dados los dos procesos siguientes

P = Ya—b— STOP)D2(la —» STOPDLL — STOP)
P, = Yla—b- STOP)OLa — STOP)OLb — STOP)

que se corresponden con las instancias de las expresiones que aparecen a ambos
lados de la anterior equivalencia correspondientes a una misma valoracién de las

variables que en la misma aparecen, tenemos que al serles ofrecido el test a.b.w, para

1
3

que el proceso P, aceptaré el test con probabilidad 3. 0O

su aceptacion, el primero de ellos lo pasa con éxito con probabilidad ;, mientras

La no asociatividad del operador O podria llegar a tener unos efectos catastrofi-
cos en nuestro proceso de busqueda de formas normales, al complicarse el mismo
tremendamente, pues en principio no quedamos capacitados para generalizar el

operador a una familia arbitraria de argumentos.

Afortunadamente, aunque el operador no sea asociativo, dicha generalizacion
sigue siendo posible, atin cuando no podremos hablar exactamente del propio ope-
rador O como un operador n-ario, pues la generalizacion en cuestiéon no es absoluta
sino sélo parcial, si bien, afortunadamente, la misma resulta suficiente para los

objetivos que perseguimos.

Como punto de partida de cara a su definicion, nos fijaremos en los axiomas A7
y A8, que nos suministran las propiedades precisas para abordar la generalizacion

deseada.

El axioma A7 nos indica que una eleccién externa entre dos acciones iguales
convierte a aquella en interna. Tenemos entonces que restringido a este caso el
operador si es asociativo, pues la eleccién interna lo es, de manera que podemos
generalizar el operador eleccion externa a n operandos siempre que éstos comiencen

ofreciendo exclusivamente una misma accidn.

Por su parte, el axioma A8 nos dice que al elegir externamente entre dos ac-

ciones distintas, las probabilidades del operador carecen de utilidad, por lo que de
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nuevo en este caso la generalizacion es posible, pues si los n procesos a combinar
comienzan con acciones diferentes, podemos repartir la probabilidad asociada a los
mismos de manera uniforme, tomando i para cada uno, pues dicha distribucién

de propiedad resulta a la postre irrelevante.

Es preciso sin embargo una generalizacién mds amplia, la cual precisard unos
axiomas mas generales, los cuales no pueden ser definidos en base al operador
binario de eleccion externa, sino que precisan de la correspondiente variante n-

aria, que pasamos a definir a continuacion.

Definicién 6.1 Sea un conjunto de acciones {g;}i=1,..» € £ no vacio, y un con-
n

junto de procesos {P;}i1,..n; entonces definimos el proceso [1[%]a; — F;, resul-
i=1
tado de aplicar a dichos argumentos el nuevo operador de eleccién externa prefijada,

en la forma:

1. Ollag—= P, = a1 — P,

n-1

2. Oilei=» P = [Yer—» P O[22]( 0O aig1 — Piy1) conn> 1.
1==1

n 1=1

A partir de esta definicién, podemos obtener la probabilidad de que un proceso
construido con este operador pase un test. Como siempre, la misma se calculara
a partir de las probabilidades de que alcance cada posible estado, junto con las

probabilidades de que a partir de cada uno de dichos estados pase el resto del test.

1 SiA={a,... an)}

1. 6 1 i_"-Pt'aA =
p(i=1[n]a ) {0 SiA;é{al,...,an}

b Pt SiA={a,...,an} ya=aq
2 (O e~ R)f(a,4) | = { B 1ESA=lm ey

i=1 0 SiA#{a,...,an} 6ag A
Utilizando este nuevo operador, podemos escribir los mismos procesos PCSP

(mddulo equivalencia semantica), pero dejando de utilizar el operador binario O,
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usando en su lugar el nuevo operador. Para capturar axiomaticamente tal hecho,

sustituimos los axiomas anteriores A7 y A8 por uno nuevo, mas general

n m !
A78] [p] Ell [},]ai - PiD[l - P] [:'1 [%]b“T - P = 0O []T]c;; — R,
i= j=

k=1
donde
[=|{a1,...an} U{by,...0,}|
P; Si ck:ag/\ckg{b_‘,‘}
R = Q; Sick=b; Aer & {ai}

(PIP ML = pl@; Sick=aiAcy & {bj}
Proposicién 6.1 El axioma A78 es correcto.

Demostracién: Llamando

A= O[ta- A
=1
PR= 0 [L]a; — P;
=1
!
P = [-}]ck — Rk
k=1

tenemos que para todo test t € PTEST, se satisface

PIPOA-plP |t = > > s(a, AUB,t)p(P1, A)p(P2, B)Cont(0,t, A, B,a)
a€F1(1) A,BCE
a€AUDB
Ahora bien, por la definicién de los procesos P, y Ps, tenemos que los tinicos estados
que dichos procesos pueden alcanzar son, respectivamente, {a; | 1 = 1,...,‘n} y
{6 {7 =1,...,m}. Porlo que

P)PAD[l—plP |t = Z s{a, {ck},t) - Cont(O,t,{a;}, {b;},e) = P | ¢
agFe(1)

Ademas, también debemos modificar el axioma A6 para poder asi generalizar
la propiedad que el mismo captura, a una situacién mas general que corresponde
al uso del nuevo operador de eleccion externa prefijada, la cual no seria posible

tratar limitandonos al uso de la anterior formulacién del axioma.
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Efectivamente, en dicho axioma solo se indicaba la distributividad entre el
prefijo y la eleccidén interna, que ahora se extiende a la eleccién externa prefijada,

dando lugar al siguiente enunciado:

A6 (O [ggla — PN = pl( O [ggle = Qo) =
O Iggla = (PlEN 1~ plQa)

Proposicién 6.2 El axioma A6’ es correcto.

Demostracién: Seat &€ PTEST, entonces

] O [lAI]a—;P)H[l Pl [|A|
= p-P, | tfa+(1-p)- Qa | t/a
= ([plF. N[l ~plQs) | t/a
= 0O {l—}q—l]ae ([Pl [l —plQa) | ¢

e€A

e — Qa) |t

O

n
Como se sigue inmediatamente de su definicidn, el nuevo operador n-ario [J
i=1

1
generaliza al operador prefijo, pues a; — P, puede escribirse como [ [1}e; ~+ P..

i=1
El operador binario O también queda generalizado, si bien ello sdlo es cierto de
forma inmedjata, de una manera parcial. En particular, si a; # a; tenemos que el
proceso resultado de la operacién binaria {pla; — P01 — play — P; se reescribiria
2

como [ {3]a; — F;.
=1

Sin embargo, contamos con el siguiente resultado general, que nos muestra que
tras las manipulaciones adecuadas, el operador binario O puede ser totalmente

eliminado, apareciendo elecciones externas prefijadas en su lugar.

Proposicién 6.3 Si P = [p|P,0[1 — p] P;, entonces podemos eliminar la aparicién

del operador binario O, recurriendo al operador de eleccién prefijada.

Demostracién:
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e Si uno de los procesos es STOP entonces tenemos

[p|PO[1 — p|STOP = P

n
e Si uno de los procesos es una eleccién interna [ 1 [p;]@Q; tenemos que, apli-
i=1
cando el axioma A9

T

FLPOIL = 51T pJQ0) T (PO - 1Q)

=1 =1

por lo que por medio de una simple induccion, el resultado quedaria probado.

e Por ltimo, si los dos procesos son elecciones externas prefijadas

P o= D[%]ai—*Pi
i=1

P, = Of&le; — B
=1

basta aplicar el axioma AT8.

n
En realidad, la introduccidén del operador general [1J, puede ser considerada

1=1
como un mero iruco sintactico {azicar sintdctica) para facilitar las pruebas de
equivalencia entre procesos. Como quiera que este operador no es necesario para
la descripcion y especificacién de procesos, no se ha considerado razonable intro-

ducirlo en la sintaxis original.

6.1.2 Reglas de Inferencia

Las reglas de inferencia de nuestro sistema ldgico, son las siguientes:
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(El) B=p

(E2) Sip

e =

@) =Py

(C2) P=Q A P'=Q

([plPN[1-p]P") = ([FlQN[1-p]Q")

P=Q A P'=¢
([P} PO1-p)P") = ([p)QO[1-p]Q")

(C3)

Las tres primeras nos indican que la igualdad es una relacion de equivalencia,
cumpliendo en consecuencia las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Por
su parte, las tres ultimas nos dicen que dicha relacién de equivalencia es una con-
gruencia respecto de los operadores basicos del lenguaje. Puesto que la semantica

de pruebas a caracterizar es composicional, la prueba de correccidn de las mismas

es trivial.

Teorema 6.1 (Correccién)
Para todo par de términos P, § € FPCSP tenemos que - P = @ implica que

Vte PTEST P |t=Q |t

Demostracién: Corolario inmediato del hecho de que todos los axiomas y reglas

del sisterna son correctos. O
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6.1.3 Completitud

Hemos mostrado que si es posible probar en nuestro sistema la equivalencia entre
procesos, entonces necesariamente las observaciones de dichos procesos coinciden.
Ahora, nuestro objetivo sera el reciproco, es decir probar que si las observaciones
‘de dos procesos son las mismas, entonces el sistema de prueba debe servirnos para

probar su equivalencia.

Como es habitual en este tipo de pruebas, para llegar a dicha conclusién nos
serviremos de un mecanismo de Formas Normales. Definiremos una clase de For-
mas Normales, y demostraremos que todo término es equivalente, via el sistemna
de axiomas, a una Forma Normal. Posteriormente probaremos que si dos Formas

Normales son diferentes, entonces existe alglin test que las distingue.

Esencialmente, las Formas Normales son las representaciones sintdcticas de
los procesos semanticos del capitulo 5, si bien como de momento nos centramos en
procesos finitos, solo aparecen términos finitos y sin divergencias. Por tanto se trata
de elecciones internas generalizadas, de acuerdo con una clerta distribucién, cada
uno de cuyos componentes sera una eleccién externa prefijada entre un conjunto
de procesos guardados, cada uno de ellos por una accién diferente. Imponemos
ademas la condicidn de que los conjuntos de guardas de cada uno de los procesos

componentes de la eleccidn interna generalizada deben ser diferentes.

Definicién 6.2 Un término P decimos que esta en Forma Normalsi y sélo si tiene

una estructura de la forma:
61
P= i —lai; — Py
[P ] i [m} H 5

1=1
donde
n>1

m > 0 Si m = 0 abreviamos con STOP
Vi pi > 0

Yopo=1
t=1

JF k= a; #ay
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17 k= {agliam # {ak}ierm
F;; esta en forma normal

Como indicamos mas arriba, los conjuntos {a;;};ecs se corresponden con los

estados que aparecian al estudiar las semanticas precedentes

Comentario: Hemos de remarcar dos importantes diferencias con respecto a
las formas normales correspondientes al lenguaje CSP clasico. En primer lugar,
tenemos que los conjuntos {a;;};es no necesitan ser convexos, puesto que existen
tests que nos encuentran la probabilidad de alcanzar cada estado. De esta ma-
nera, aunque sean alcanzables dos estados A, B tales que A C B, no necesitamos
necesariamente (mdas correcto seria decir no podemos) incluir todos los estados C
con A C C C B, puesto que los mismos pueden perfectamente no ser alcanzables.
Por otra parte, en caso de que alguno de ellos lo sea, la probabilidad con la que
se alcance el mismo es completamente independiente de aquéllas con las que se

alcanzan los estados A y B.

En segundo lugar, los términos P;; que representan las continuaciones tras una
misma accion, pero para diferentes valores de 1, es decir, bajo distintas componentes

de una misma eleccién interna, no necesitan ser iguales.

Veamos al respecto el siguiente

Ejemplo 6.3 Consideremos el siguiente proceso
1 1.1 1
P = [§]a — STOPM {i]([i]a — b — STOPD[i]b — STOP)

Observamos que tiene dos estados, {a} y {a,b}, cuya probabilidad de ser alcan-
zados % Entonces, cualquier proceso que sea equivalente al mismo, debe tener
asimismo estos dos estados, y si pretendemos que la continuacidn del mismo des-
pues de ejecutar la accién a sea la misma en cualquiera de los dos estados, la forma

de ese proceso debera ser

P, = [5la— PA[([la — POflb— Q
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Ahora bien, al aplicar a este proceso test t = {0]a.b.w + [1]0.0, obtenemos

Pt =0

Pt = ;- Plbw
Ello es asi, puesto que en Pj, si se alcanza el estado donde puede ejecutarse la
accién b, por la forma del test ¢ serd obligatorio ejecutar dicha accidén y continuar,
lo que llevara a un fracaso; y si se alcanza el estado {a}, tras aceptar la accién, no
podra ejecutarse la accién b, puesto que no existe. Por el contrario, en P, tenemos
una probabilidad % de alcanzar el estado {a}, tras lo cual el proceso se comporta

como P. Por lo tanto, si queremos que P; sea equivalente a P;, deberiamos tener

Plt=0.

Ahora bien, si consideramos el test t' = a.b.w, tenemos que

P | ¥ = %
Pg | ' = P I bw = 0
Puesto que ello no es posible, queda probado que no puede existir ningun proceso

con las caracteristicas que habiamos impuesto. c

Por comodidad, escribiremos usualmente las formas normales con la siguiente

notacion alternativa:

]a — PQ,A

1
P = Tl R
AcA [PA] Q.E!A [lAl

donde los A son subconjuntos finitos de P(X). Cuando en particular aparezcan
elecciones externas generalizadas entre un conjunto de acciones vacio, notaremos

al correspondiente subtérmino por STOP.

Ejemplo 6.4 Los siguientes procesos estan todos ellos en Forma Normal
[3]la = STOPN[}]STOP
[3la = b— STOPN[L]([3]e — STOPO[}]b — STOP)
a — ([3]6 - STOPN[LSTOP)
Por el contrario, los siguientes no estan en Forma Normal.
[3]a = STOPN[}]a — b— STOP
[t]le = STOPO[3]la —» b — STOP
(3)le = STOPO[3]STOP
[2([3]e — b— STOP N [i6 - STOP)T[3)([3la = STOPN[3]b — STOP)
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Veamos ahora la primera propiedad anunciada de las formas normales.

Lema 6.1 Cualquier término P € FPCSP puede ser transformado, utilizando el

Sistema de Axiomas, en otro término equivalente en Forma Normal.

Demostracién: Por induccién sobre la profundidad del término.

e Si P = STOP entonces esta en Forma Normal, sin mds que considerar el

término correspondiente a A = {0}.

e 5i P =a — P, por hipétesis de induccién P’ puede ser transformado en su
Forma Normal 7, por lo que tomando A = {{a}} y P, () = P’ obtenemos

la Forma Normal de P.
o S5i P = [p]P, N[l — p]P,, tenemos que, por hipétesis de induccién se cumple
P= |_| D 1 a —r Pa
o= 1 la) O e = Pa
P= I O [d]b
2= pen 7o Bl s

donde A y B son subconjuntos de P(Z).

Entonces tenemos que

P= D _’Rc
cec [pC]CEC[|C|]C c
dondeC=AUBy
C=Aec ANCEB = pc=pps ANVce€(C: Ree=PF, 4
C=BeBACgA ﬁ'pc:(lmp)-pgAVCEC:RC_(;':Qb_B

C=A€cANC=BeB = poc=p-pa+{(l—p)m
AVeeC: Rec =[p|PeaN|l —plPen

con lo que en los dos primeros casos obtenemos una expresién en forma
normal, mientras que en el ultimo podemos aplicar la hipotesis de induccién

a los términos P. 4 v P p para obtener la forma normal buscada.
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¢ S5i P = [p|P0[1 - p]P,, tenemos de nuevo por hipétesis de induccidén

=Tl Lle — P,
' AEA [pa] :EA [m]a A
S =

donde A y B son subconjuntos de P(Z).

Entonces, aplicando el axioma A78 obtenemos

P= [PA pe] O — R.aB

e —
BEB cEAUB |AUB[

donde, como sucedia en el caso anterior, los subtérminos R. 45 son los
términos en forma normal adecuados en cada caso, para la obtencién de los

cuales sera necesario en ocasiones volver a utilizar la hipdtesis de induccién.

Ahora bien, en general todavia no habremos llegado a la forma normal de-
seada, por poder aparecer en el término anterior distintos pares de conjuntos
(A,B) con A € A, B € B cuya unién sea igual a un mismo conjunto C':

AU B = (. En tal caso hemos de aplicar el axioma A6’, para obtener

P_HWB[kQFTWWmm)

|C| AVB=C Pc

siendo

C= {AUB/AcA A BeB)

rc = Z PA-PB
AcCA BeB
AuB=C
P, 4 Sice Ahc¢g B
Reap= Q@e.B Sice BAcg A

[Pl Peal[l-plPs Sice ANB

Lema 6.2 Si tenemos dos formas normales distintas N, y V, entonces existira un

t€ PTEST tal que Ny |t # Ny | L.



CAPITULO 6. SISTEMA DE AXJOMAS Y REGLAS 170

Demostracién: Tenemos que

I

Ny 1 [pa) O [1;]“ — Fo.a
AgA

a€Ad

Ny = M [pB] [ [%]b—* Qo8
Bes beB

donde A y B son subconjuntos de P(¥). Entonces nos encontramos en alguno de

los siguientes casos:

e Caso l: Los conjuntos A4 y B son distintos. Supondremos entonces, sin

pérdida de generalidad, que existe un conjunto Atal que A€ Ay A € B.

Dado el anterior conjunto A, sabemos que mediante una combinacién de
diversos tests podemos calcular p(N7, A) que tendrd un valor positivo, di-
gamos que p4 . Pero con la misma combinacién de tests se calcula p(N,, A}
cuyo valor es 0. Por lo cual se concluye que alguno de los tests que aparecen

en la combinacion anterior debe darnos valores distintos para N; y para N,.

e Caso 2. Los procesos N; y N, tienen los mismos estados, pero con distinta

probabilidad de ser alcanzados.

En este caso se sigue el mismo razonamiento que en el caso anterior, pues

existe un A, tal que p(Ny, A) # p(Na, A).

e Caso 3. Los procesos N; y N, tienen los mismos estados, con la misma

probabilidad de alcanzarlos.

En este caso, si IV, # Ny, ello debe ser asi por existir alguna diferencia entre
las continuaciones de ambos procesos: es decir, para algin (a, A) se debe

tener P, 4 # (0 4. Por hipdtesis de induccidn, encontraremos algin ¢ tal que

Pa,A | t?!‘_Qa.A I t

Entonces como

Ni/(a, A) = Py.a
Nof(a, A) = Qa4
y la operacidn /(a, A) viene definida por

] (P | #04) — Toe s =19 | =€)

Pl(a,A) | t = e
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como tenemos que p(Ny, A) = p(Na, A}, se obtiene

(Ny | tleA-{eb > 110 (N | a0 £
CCA—{a}

(N | @At — 57 —14C]- (Ve | ¢9)
CcA-{a}

De donde finalmente deducimos que para algin B

N1 | t(a,B) # N2 l t(a’B}

Teorema 6.2 (Completitud)

Para todo par de términos P, Q € PROC tenemos quesi Vi € PTEST P | t=
¢ | tentoncestk P =Q.

Dernostracidon: Consecuencia inmediata de los dos lemas anteriores. 0

6.2 Otros operadores

En esta seccion generalizaremos el sistema de prueba al resto de operaciones de
nuestro lenguaje PCSP, excluida de momento la recursién. Comprobaremos que
se trata de operadores derivados, que por lo tanto pueden ser reducidos a los
operadores basicos anteriores. Para ello deberemos afadir una serie de axiomas
para cada nueva operaciéon. Como quiera que los axiomas nos muestran como
eliminar los nuevos operadores, bastard probar la correccion de los mismos para

concluir la correccién y completitud del sistema global.

6.2.1 Composicion paralela

Puesto que ya sabemos que todo proceso finito construido con los nuevos opera-
dores basicos se puede poner en forma normal, bastard que veamos axiomas que

nos permitan eliminar el operador paralelo al aplicarlo sobre dos formas normales.



CAPITULO 6. SISTEMA DE AXIOMAS Y REGLAS 172

o En primer lugar, el axioma Pl nos indica que la composicién paralela dis-

tribuye sobre la eleccidn interna.

P1]  [p]Plall —pl[q]QN[1 —¢]R) =
[gl([P) Plla[l — PIQ) M {1 = g]([p] Pllafl — p]R)

o Por otra parte, si el proceso STOP estd en paralelo con una eleccion ex-
terna generalizada, sélo se podran ejecutar de esta eleccion externa aquellas

acciones que no necesiten sincronizarse.

beB beB-A

¢ La composicidén paralela es conmutativa, lo que nos permite no duplicar los

axiomas anteriores para cubrir el caso del otro argumento.
P3| [p|Pllall = pl@ = [1 - plQllalp]P

e La composicién paralela entre dos procesos que estin en eleccidn externa
generalizada, se convierte en una eleccion externa entre todas las acciones que
pueden ser ejecutadas en primer lugar por los componentes, con la salvedad
de que las acciones que pertenecen al conjunto de sincronizacién deben ser
ejecutada simultaneamente por ambos procesos. Posteriormente, el proceso
continua por medio de la composicién paralela de las continuaciones. Como
de costumbre, este axioma sera referenciado normalmente como la ley de

expansion.

P4} [P](E’Bb—P Filla[l — p] cle:(I:C - Q) =

[%] aeA1n:|BnCa ~+ (Ipl el [l — p]Qa)
o Bl O b= (AL -A D e Q)

o (=g O e (sl Qb Allall - 7IQ:)

Proposicién 6.4 Los axiomas P1 a P4 son correctos.

Demostracién: La correccion de los axiomas P1 y P2 se sigue de forma similar
a la de los axiomas analogos correspondientes al caso de la eleccién externa (A5

y AD), por lo que no consideramos necesario ahondar en mas detalles. Por otra
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parte la correccién de P3 es trivial, ya que los pasos de tests por parte del operador

composicion paralela no tienen en cuenta el orden de los operandos. Finalmente,

para P4 tenemos

PO b— B)alt-pl(Le— Q) 1
bEB cel
= z s{a,D,t) - Cont(]|a,t, B,C,a)

ag Fi(1)
= Z s{a, D, t)-
agFi(1)
(MRMH~ﬂ%cHR)um Siae B—C— 4
cE
(17 b = Rullalt = 1Q2) | t/a SiaeC-B-A

{ prUplPellall —=pl O e — F) | t/a]+
cel

U—MWWﬂ%bﬁﬂhH—M%)HN]ﬁaEﬁNND—A
([p)Pallall — PlQ.) | t/a Siac ANBNC

0 En otro caso

19

donde D= (BUC —A)U(ANBNC).

Y, por la definicion del paso de tests, éste es el mismo resultado que el obtenido

al aplicar un test ¢ al lado derecho de la equivalencia enunciada por el axioma. O

Por tanto, aplicando los axiomas anteriores, podemos reducir la aplicacién del
operador paralelo sobre dos procesos en forma normal, a una expresién en la que,
en general, siguen apareciendo operadores paralelos, pero siempre aplicados a pares
de términos mdas simples que los originales. Por lo que, reiterando la aplicacién
de dichos axiomas, podremos conseguir finalmente que los operadores paralelos

desaparezcan por completo.

6.2.2 Ocultacion

Nos limitaremos de nuevo a enunciar las leyes precisas para eliminar la aplicacién

del operador de ocultacién a una forma normal.
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En primer lugar, los siguientes axiomas cubren los casos en los que el operador
de ocultacidn sobre el proceso STOP o sobre un proceso en el que sdlo aparecen

elecciones externas generalizadas.

« H1] STOP\(a,q) = STOP

+ H2]| (blé—]lgb — P\(a,q)) =
O b — (P\(a,9)) Siag B
beB

[Q]Pa\(aa Q) A [1 - Q]([O]Pa\(a: Q) 0 [1] beg_‘—l{a}b - (Pb\(a:q)) Sia€ B

Estos dos axiomas son correctos, como queda reflejado en la siguiente

Proposicién 6.5 Los axiomas H1 y H2 son correctos.

Demostracién: El axioma H1 es trivialmente correcto. Para probar la correccion

de H2, tomemos t € PTEST, y supongamos en primer lugar que a ¢ B ; entonces

(Ob— P\(a,q)) |t = 3 s(b,B,t) (P/(b,A)\(a,q)) | /b

beB by
= Ob—(A\(eq) |t

be B

Mientras que si ¢ € B, se tiene

Ob— P\@a) |t =
S Ss(b A - (g plPA(@ ). A)- P\ )/(5,4) | t/b) +

a€ACE bEA

1-q) > P(Pa\(a,Q),C)'{

BuC=Au{a}

P\(a,q) | t/b Sibe B

PA\(@,0)/(,C) | t/b Sivg B

Ahora bien, como

Pa\(a,q) | £ =
z Zs(b:Aai)'p(Pa\(a:Q)!A)'Pb/(aaB)\(a7Q)/(b!A) I t/b

afACL beA
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P Q
n M
{a,0} |3 {a,6} | 3
a .|
NN
N M 1 M
{6} {c} 3 {6} 3 {e} §
0 a ] g

Figura 8: Contraejemplo de distributividad

tenemos que

[0]P:\(a, ¢)A(1] o }b—+ (P\(a,q)) | t =

10

P\(a,q) | t/b
s(b, A, L) - \a,q),C)-
Yo 2 2os(bAL) - p(Pu\(a,9),C) {Pu\(a,q)/(b,C’) b SibgB

a@A BuC=AJ{a} bEA

De donde se obtiene el resultado deseado,

175
R
M
{a,0} | &
O
r/\b
M M
{6} 8 {c} 2
| a
Sibe B

a

De cara a elimninar el operador de ocultacién cuando aparece aplicado sobre

una eleccidn interna, parece claro que necesitamos alguna ley de distributividad.

La primera candidata considerada fue, por razones obvias, la correspondiente ley

general, que de hecho es vélida en el lenguaje CSP sin probabilidades. La misma

podria ser formulada como sigue

(PP —r]@\(a,q) = [F]P\(e,q)N[1 = r]Q\(a,q)

Lamentablemente, dicho axioma no es vélido en PCSP, como se puede compro-

bar por medio del siguiente

Ejemplo 6.5 Sean P, Q y R = [3]PN[}]@ los procesos representados en la figura

8, en la que hemos prescindido de aquellas partes de los procesos en las que no

estamos interesados. Tenemos que los mismos verifican

p(P\(a,9),{b}) = 1/4-¢  p(R\(a,q)/(b,{b}),{c})
p(Q\(a,9),{b}) = 1/9-¢  p(Q\(a,q)/(b,{b}), {c})
13/72-¢ p(R\(a,q)/(b, {b}),{c})

p(R\(a,q), {b})

1/8-(1—q)
1/36 - (1 ~ q)
13/180 - (1 — q)
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Tenemos entonces que

p(£\(a,q),{0})) =

y sin embargo

P(P\(a,9), {81) + 5 B(Q\(a,0), {8])

[Nl

p(BE\(a,q)/(b,{b}),{c}) #
- B(P\(a, )/ (5, (1), {e}) + 5 - Qe )/ (b, {8}), {e))

S

O

La razon por la que ello es asi, consiste en que de cara a que cada uno de los
procesos P, ) y R alcancen el estado {¢} tras ejecutar la accién b en el estado {b},
es necesario que la accidén oculta @ no sea ejecutada. Pero a la hora de calcular el
estado alcanzado cuando tal cosa sucede (que la accidn ocultada no se ejecute), y
en particular la probabilidad de que el estado finalmente alcanzado sea {4}, hemos
de calcular la probabilidad de que en dichos procesos se alcancen, tras la ejecucién
de la citada accién a ocultada, estados contenidos en dicho conjunto {6}. Una vez
calculadas dichas probabilidades, se multiplican por la probabilidad de alcanzar
el estado {c} tras la ejecucion de la accidén b. Pero cuando multiplicamos las dos
probabilidades en cuestién, correspondientes al proceso R, resulta que estamos
multiplicando dos factores que dependen simultineamente de P y de @, por lo
que en el producto nos aparecen (como es deseable) sumandos con “dependencias
cruzadas de P y de (). Dichos sumandos no aparecen cuando en el lado derecho del
axioma sumamos ponderadamente los valores obtenidos de P y de @) por separado,
y son por tanto los culpables de que la tgualdad exigida por la deseable regla de

distributividad no se tenga en general.

Ahora bien, el citado problema desaparece cuando P y @ no pueden alcan-
zar inicialmente estados iguales, pues ain cuando al ocultar una accién podamos
generar entradas iguales (por ejemplo, al ocultar la accién a, tanto el estado {b}
como el estado {a, b} generan el estado {b}), tenemos que, al computar las proba-
bilidades con las que el proceso resultado de la eleccién interna R alcanza un cierto
estado, los sumandos que aparecen se refieren a estados originales de los procesos
P y @ dados, y como estamos suponiendo que tales estados son stempre distintos,
resulta que el fendmeno indeseado de cruce de dependencias al que antes haciamos

referencia, desaparece.



CAPITULO 6. SISTEMA DE AXIOMAS Y REGLAS 177

Pero, afortunadamente, las ocurrencias del operador de eleccién interna que
aparecen en una forma normal siempre cumplen, por definicién, dicha condicién;
por lo que en caso de ser correcta la ley de distributividad restringida a tales situa-
ciones, no tendriamos entonces problema alguno de cara a eliminar la aplicacién

del operador de ocultacion sobre una forma normal.

Y en efecto ello es asi, teniéndose en concreto el siguiente axioma:

e H3] (1 [ps] O b— Pr)\(a,9)
BCE beB

™ [pal 0 (65— Fos\(a,0)

BCT

que resulta ser correcto, como indica la siguiente

Proposicién 6.6 El axioma H3 es correcto.

Demostracién: Sea t € PTEST; si tomamos R = [1 {pg] O b — P, 5, apli-
BCT beB
cando la definicién de paso de tests, para el proceso en el lado izquierdo del axioma

obtenemos
R\(a,q) | ¢
= > > s(b,B,t)-p(R\(a,q), B) - R\(a,q)/(b,B) | t/b
egBCL beB
= Z Zs(b,B,t)-p(R,B)-R/(b,B)\(a,q) | t/b +
agBCL bEB
E;EP(Ra A)-lg-p(Rf(a, A)\(a,q), B) - (R/(as A)\(a,q) | t/b) +
agAC
(1-q)- > p(R/(a,A)\(a,9),C)-
A~{a}UC=B
{ R/(b, B)\(a,q) | t/b Sibe B |
R/(a,A)\(a,q)/(6,C) | t/b Sib¢g B
= Z Zs(baBat)'pB'Pb.B\(a=Q) | t/b +
eZBCL beB
ZEPA '[q'p(Pa,A\(aiQ)aB)'(Pa.A\(aaQ) | t/b) +
e€AC

P, s\(a,q) | t/b Sibe B

Paa\e,q)/(b,C) | t/b Sibg B |

=9 > p(PesNa,9),0)- {

A—{a}uC=8
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De la misma forma, aplicando la definicion de eleccidén interna, obtenemos para

el proceso que aparece en la parte derecha

( [ Ipsl D (b— P\(a,9)) | t = > ps-( b b-+ Pi\(a,q9)) | 1)

BCE BCET

lo que, aplicando el axioma H2, nos conduce a

> pe- O b— (Bp\(a,q) | t +

2gBCET bes
Y. 15 [q)Paa\la,q) M [1 = g}{[0)Psa\(a,g) O [1}] O b— (Ps\(a,q) | ¢
0€BCE beB—{a}
= Z ZS(b,B,t)'PB'(Pb.B\(aaQ)) | ¢/6 +
2gBCY beB
z Pa -
acACE
(- > D s(b,B,t) p(Paus\(a,9), B) {Fau\(a,9)/(b,B) | t/b) +
ogBCE beB

1-9q) X > s, A= {a}uC,1) p(Pua\(a,q),C)-

CCEZ—{a} b€A—{a}uC

{ Pya\(a,q) | t/b Sibe A
Poa\(a,q)/(6,C) | t/b Sibg A

En donde, si en el dltimo sumando, denotamos por B al estado alcanzado A —

)

{a} U C, y procedemos a una redistribucién adecuada de los sumandos, llegamos
al mismo resultado que el obtenido para el lado izquierdo del axioma, con lo que

queda probada la correccién del mismo. O

6.3 PCSP recursivo

Los términos recursivos del lenguaje se tratarin, como es usual en el marco de
las algebras de procesos, mediante su aproximacion por medio de términos finitos,
teniendo en cuenta el hecho de que la semantica de aquellos viene dada por el limite

de la cadena que forman los valores semdnticos de sus aproximaciones finitas.

Las citadas aproximaciones finitas han de tener como punto de partida un
proceso sintactico cuya semantica sea el menor elemento del dominio semantico.

En nuestro caso se tratard del proceso que hemos denominado DIV. Entonces, si
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P es un proceso definido mediante la expresién recursiva uX.P{X] construiremos

la cadena de aproximaciones {P™),cn, siendo cada P™ el proceso definido por

P = DIV
P+ = PIPYX)]

Es obvio entonces que (a nivel sintactico), cada P™ es un proceso finito de PCSP,
de forma que el estudio que hemos realizado en las secciones previas es valido para

ellos.

Los elementos de la cadena de aproximaciones de un proceso definido recursi-

vamente, forman lo que llamaremos su conjunto de aproximaciones finitas.

Definicién 6.3 (Aproximaciones finitas)

Sea P un proceso, el conjunto de aprozimaciones finitas de P, que denotaremos
por APX(P), se define mediante

APX(P) = {P":n € N}

De la necesidad de caracterizar mediante sus aproximaciones a los procesos
recursivos, nos surge una nueva necesidad, que consiste en pasar a axiomatizar la
relacion de orden L entre procesos, en lugar de la equivalencia entre los mismos.
Dichos axiomas pasan a ser la componente bésica del sistema axiomético, quedando
la equivalencia como nocién derivada a través de la propiedad antisimétrica de la

relacién (de orden) con la que se trabaja.

6.3.1 Nwuevos axiomas y reglas

En esta subseccién enumeraremos los axiomas y reglas que pasan a configurar
nuestro nuevo sistema axiomatico. Para ello, partimos del sistema presentado
en las secciones 6.1 y 6.2, sustituyendo las reglas E1, E2 y E3 que cubren las
propiedades de la relacién de equivalencia y las reglas C1, C2 y C3 que asertan

sobre la congruencia de dicha relacién respecto de los operadores del lenguaje, por
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las andlogas correspondientes pero referidas a la relacidn de orden entre procesos,

que son en concreto los siguientes:

; PC ; PCQ A PCQ
o1 mree—g 02| e eed)
3] PLO A PL X1] PLQ
([p]PO[1—p[P) E (L'O]Qﬂ[l —plQ") P Clp|PN[1-p]QC Q
VYQEAPX(P): QC R
R prerc e R2] FER
vnelN : [2=l1PriliDIvV C R
R3) €N : | "p]g %] C o) i%igp
. P= . PCOCR
02 pioep 03] TpdEt

Anélogamente a lo que sucedia en el caso finito, la prueba de que la relacién
I es de orden, y de que es preservada por todos los operadores del lenguaje, es
trivial, dada la definicién composicional de los operadores, por lo que para este
caso tampoco nos detendremos en la prueba de correccién de dichas reglas. En
lo que respecta a la regla X1, que indica que si dos procesos estan relacionados,
entonces la eleccién interna entre ellos ocupa una posicién intermedia, surge de
manera inmediata de la definicién de la operacién de eleccién interna. Y respecto

a las reglas que hacen referencia a la recursién, puesto que tenemos definido

Plp.PlE] |t = péP |t

resulta evidente B1. Andlogamente, de la definicién de paso de un test por parte
del proceso pé. P se derivala correccién de la regla B2, mientras que de la definicién
de la eleccidn interna se sigue la correccién de R3. Posponemos la justificacién de
la presencia de este dltimo axioma, que representa la novedad mas notable frente
a los que aparecen en la versidn no probabilistica del lenguaje, hasta el momento

concreto en que debamos utilizarlo en la prueba de la completitud del sistema.
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D1} DIVCP
D2) [plPN[l—p|DIV C P
D3] [p|PO1 — p|DIV = DIV

D4] [p|Pljall - p)DIV = DIV
Ds] DIV\(a,q) = DIV

Tabla 7: Axiomas para divergencia

Por otra parte, tenemos en la tabla 7 los axiomas que nos indican como se com-
porta el proceso DIV frente a cada uno de los operadores basicos del lenguaje. De
hecho, estrictamente hablando, sélo serian necesarios los axiomas D1 y D2 pues
los otros son derivables a partir de los restantes axiomas que nos definen el com-
portamiento de cada una de las operaciones involucradas en ellos. No obstante, los
hemos incluido para que quede explicito el caracter estricto de dichas operaciones

respecto del proceso DIV.

La correccién de todos los axiomas anteriores es igualmente obvia, teniendo en

cuenta la definicién del proceso DIV.

Una modificacién adicional, para cubrir el caso del proceso STOP, que en el
sistema para el caso finito resultaba innecesaria debido a la presencia de la regla

FE1, consiste en la adicién del siguiente axioma:
A0l STOP = STOP

Del mismo, junto con DIV = DIV que es derivable de D1 y O1’, se puede
inferir P = P, primero para procesos finitos, y después via Rl y R2 para los

infinitos.

En suma, en las tablas 8 y 9 presentamos completo el sistema de axiomas y

reglas para PCSP.

Corolario 6.1 (Correccién)
El sistema axiomatico es correcto respecto a la equivalencia y al orden inducido

por la semantica de pruebas. Es decir:

FPCQ = Vie PTEST P | t<Q | ¢
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A0] STOP = STOP
Al]l {plPN{l—plP = P
A2] [plPN[1-plQ = [1-plQN{pP
A3 [P+ r(EIQN IR = [p+a(2]POlL]Q) R
A4]  [p|PO[1-plQ = {1 -plQO[p}P
A5]  [p]POQ[l - p|STOP = P
A¢] [Pl D [ile —~ 2N -2l O (e = Qu) =

EA [iigle — ([PIP N1 = pl@Q.)

n m !

A78) [0 [tai— POl -2 B (Lt~ 7 = O [Ha = R

A9 [Pl - p)([d@n (L - gR) = -
[q1([p]PO[1 — p]Q) N [1 — g)([p}PO[L — p| R)

Tabla 8: Axiomas para operadores basicos

Lema 6.3 Sea P el proceso infinito definido recursivamente mediante el término

#X.P(X), donde en P no aparecen recursiones; entonces para toda aproximacion
finita P* € APX(uX.P(X)) se tiene - P* C pX.P(X).

Demostracién: Procederemos por induccion respecto de n. En primer lugar

tenemos

P°= DIV C uX.P(X) aplicando el axioma D1

Entonces, para la aproximacién n + 1, puesto que en el proceso P la variable X
aparece en un contexto de operadores finitos, es decir distintos de la recursién,

podemos probar utilizando el sistema de axiomas que

Pl = P(P*X)
C P(pX.P(X)|X) Por las reglas C1",C2,C¥
C uX.P(X) Por la regla R1

El lema se puede generalizar a los procesos que contengan un numero indeter-

minado de definiciones recursivas, tento independientes como anidadas. Para ello
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P1]

P2
P3|
P4]

H1]
H2|

H3|

[p1Plall — p)([gl@N[1 —g)R) =
[g]({p1 PI1a[t — p]Q) D [1 — q)([p}P) 4[1 - pIR)
[p] b‘e:JBb — Pb”A[l —-p]STOP = begl—/ib_) Pb

[plPl4ll — plQ = [1 - plQ|lalp]P

[p]( EBb — Bllall -l CIE:]CC — Q) =
(3] GGAEB“CG = ([Pl Palla[l — P]Qa)
O [3(p] begl_Ab'-* ([p)Ps]|a[l — P] ECC—* Q)

0 [1-p] CE'Q_AC"*([P]bngPbIIAll-—P]Qc))

STOP\(a,q) = STOP
(EB b— P\(a,q)) =
beDB b~ (F\(a,q)) Siag B
[9]Pe\(e, ¢) M 1 = ¢]([0}Pa\(e, ¢)0
1] beE{a}b — (P\(e,q)) Siae B

BCE

(o tpel Eb = PON@,0) = [T [pe] 5] (b~ A\(a,0)

Tabla 9: Axiomas para procesos derivados

183



CAP{TULO 6. SISTEMA DE AXIOMAS Y REGLAS 184

se podria proceder de dos formas diferentes: bien aplanando las recursiones hasta
obtener un sistema recursivo que defina un vector de variables de proceso, por
medio de un vector de expresiones conteniendo como variables libres a las mismas;
o bien por induccién respecto del nimero de recursiones anidadas, pues pode-
mos partir de que el razonamiento indicado en el lema es valido cuando tenemos
Unica recursién, y también podemos generalizar dicho razonamiento, utilizando
la hipétesis de induccidn, al caso en el que tenemos un nimero n de recursiones

anidadas.

6.3.2 Completitud del nuevo Sistema de Axiomas

Nuestro objetivo en esta seccién ha sido encontrar un sistema de axiomas que ca-
racterice la equivalencia de pruebas entre los procesos. Ahora bien, el tratamiento
de la recursién nos ha obligado a trabajar con una relacién de orden, en lugar
de con la relacidon de equivalencia directamente. Cabria esperar, en consecuencia,
que de cara a cubrir nuestro objetivo, la axiomatizacién presentada caracterizara
el orden entre procesos inducido por los tests. Esto no ha resultado en realidad
asi, aunque sin embargo si que es cierto que la equivalencia que hemos definido
axiomaticamente coincide con la equivalencia respecto al paso de tests. Esto es
posible, pues recordemos que de hecho, la relacién de orden axiomatizada coincide
con la relacién de orden entre procesos inducida por la semantica denotacional,
con lo que la relacidn de equivalencia axiomatizada coincide a su vez con la de-
notacional, y, como quedd probado en la seccién 5.4, esta relacién de equivalencia
coincide con la de pruebas, aun cuando las relaciones de orden de partida no
sean iguales. De modo que, si probamos la completitud del sistema de axiomas
presentado, respecto del orden inducido por la semdntica denotacional, queda de
inmediato probada la completitud del mismo respecto de la equivalencia inducida

por el paso de tests.

Naturalmente, del hecho probado en la seccién 5.4 de que las dos relaciones
de orden no coinciden, se sigue que tan sélo se tiene que P Cp P/ = P Cr P
(véase el ejernplo 5.1), de donde tenemos que serfan precisos axiomas adicionales
de cara a caracterizar el orden de pruebas entre procesos. No obstante, dado

que ello no nos ha parecido en principio especialmente interesante, y sin embargo
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hemos podido comprobar mediante ejemplos que la tarea no parece en principio
en absoluto trivial, hemos decidido posponer el estudio de la cuestién para otra

ocasion.

Para probar la completitud del sistema de axiomas presentado respecto de la
semantica denotacional original, procederemos de nuevo de la forma habitual, in-

troduciendo las formas normales adecuadas, que son en esta ocasidn las siguientes:

Definicién 6.4 (Nuevas formas normales)
Diremos que un proceso PCSP esta en forma normal cuando tiene la forma

m; 1

- i —| aij = F;
i[;ll[P]JEI[m_} Qij i

donde

n>0 (81 n = 0 notaremos al término por DIV
vie {1,...,n}m; 20 Sim; =0 notaremos al subtérmino por STOP

Vi p; >0
Yo <1
i=1 .
j;ékzkra,-j#a,-k

i # k= {ai}ierm # {a)ie1,m,
ViVj F;; estd en forma normal

En concreto, la unica diferencia con las formas normales correspondientes al
caso finito radica en el hecho de que las sumas de probabilidades de cada eleccién
interna generalizada, no tienen por qué ser iguales a 1, pudiendo en general ser
inferiores. En tal caso, la diferencia hasta 1 correspondera, como se vié al estudiar
la seméntica denotacional, a la probabilidad de divergencia en el punto correspon-

diente.

Al igual que en el caso finito abreviaremos el proceso correspondiente a la
eleccién externa entre cero acciones con STOP . Pero ahora, cabe ademds la posi-
bilidad de que una eleccién interna sea entre 0 procesos, lo que correspondera al

proceso DIV, que por lo tanto también se encuentra en forma normal. Usaremos
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también en ocasiones, la notacion conjuntista

r1[pA]E]{|AI}a-—+PLA

e incluso, y aunque sintdcticamente ello no sea correcto, omitiremos en ocasiones,
por simplificar, las probabilidades de las elecciones externas, pues como ya sabemos

las mismas carecen en estos casos de utilidad alguna, escribiendo

r][pA][] a'_*fLA
AcA agA

Lema 6.4 Cualquier término finito P € PCS P puede ser transformado utilizando

el Sistema de Axiomas, en otro término equivalente en Forma Normal.

Demostracién: La demostracidn es similar a la correspondiente al lenguaje de

procesos finitos FPCSP, por lo que omitimos su desarrollo. O

Teorema 6.3 (Completitud)
El sistema de axiomas presentado es completo respecto a la relacion de orden &

en que se basa la semantica denotacional original del lenguaje PCSP.

Demostracién: Tenemos que comprobar que
VPQe PCSP : [PIC[Q]=PCQ

En el caso de que tanto P como @ sean finitos, seguimos un razonamiento parecido
al caso finito. Tenemos entonces que, utilizando el sistema de prueba, Py () pueden
ser transformados en términos en forma normal, por lo que podemos restringirnos
al estudio de las formas normales equivalentes. Consideramos, por tanto, Py @

de la forma

P = MpdOa— Pa
ACA a€A

Q@ = [1gs] D b— Qub
BeB

donde A y B son subconjuntos de P(X).

La prueba entonces sera por induccién respecto a la complejidad del proceso @,

entendiendo por tal la medida que prima la profundidad de los procesos, y entre
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dos procesos con la misma profundidad considera mas complejo aquel que tiene

mas estados.

Por otra parte, podemos suponer P # DIV, pues para P = DIV el resultado
es inmediato aplicando el axioma D1. Entonces, de forma similar a lo que sucedia

en el caso finito, nos podemos encontrar en alguno de los siguientes casos:

o Caso 1: Los conjuntos A y B son distintos. Entonces, como [P] C [Q],
tenemos que existe un conjunto B tal que B € By B € A, teniendo el resto
de los estados de @ probabilidad mayor o igual de ser alcanzados que en el

proceso P. Pero entonces, en virtud del axioma A3, podemos escribir

P = [l—gg|P N [¢gs] DIV
Q = [1-4¢8]Q N [g5] Eab_} Qe,B

donde P’ es idéntico a P, pero con las probabilidades iniciales py para cada

estado A divididas por el factor 1 — gg; y lo mismo sucede con . Es decir,

se tlene
P = H[T%]E]a_)Pa,A
AcA T agA
Q = [T [Ze-] 0 b Que

1—
ces—(B} = “Feec

Entonces, por el axioma D1, se tiene

DIV ‘; D b—> Qb.B
beB

Por otra parte, como [P C [@], y ademas @' tiene un nimero menor de

estados iniciales, por hipétesis de induccion tenemos
Pl E QI
De donde, aplicando la regla C3’', concluimos

PEQ

e Caso 2. Los procesos P y @ tienen los mismos estados, pero con distinta

probabilidad de ser alcanzados.



CAPITULO 6. SISTEMA DE AXIOMAS Y REGLAS 188

En este caso se sigue el mismo razonamiento que en el caso anterior, pues
existe un A, tal que ps < g4. Como para el resto de estados, la probabilidad
en P es mds pequena que en (), la suma seguird siendo menor, por lo que,

para los procesos P’y @', dados por

P = [1 - qA]P’FI [qA}([g—:] E]Aa ) Pa,A M [Mﬁl’_A]DIV)

Q = [1-4Q M [eal((24] O @ — Qua N [224] O a = Qu0)
aEA a€ A

se tiene, por hipdtesis de induccidn
PCQ

de donde, aplicando C2' y C3 se sigue la conclusion deseada.

e Caso 3. Los procesos P y @) tienen los mismos estados iniciales, con la misma

probabilidad de alcanzar cada uno de ellos.
En este caso, como [P] C [Q], se tendrd que VA € Ay Va € A, [P, 4] C

[@Qa.a], por lo que, por hipdtesis de induccién, concluimos

Pos C Qan

Entonces, aplicando reiteradamente el axioma C?2’, obtenemos que para todo

estado A se satisface

O a_’Pa.Ag Da’—’Qa.A
atA aEA

y aplicando de nuevo reiteradamente el axioma C3' concluimos

[T pal Oa— Poal T [p4] E‘Aa — QA

AE€A a€A AgA

En lo que respecta al caso caso en el que alguno de los procesos es infinito,
comenzaremos considerando el caso en que P es infinito y @ es finito. Entonces

las aproximaciones finitas de P verifican

[PIE{PICE---C[P]---E[PIE[Q]
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Puesto que cada P™ es finito, tenemos entonces, en virtud de lo ya probado ante-

riormente que, para todo n se verifica
PP Q
por lo que, aplicando la regla B2 podemos concluir

PLQ

Por el contrario, en el caso de que P sea finito y @ infinito definido recursi-
vamente, tenemos que como el tnico medio de legar a los procesos infinitos es
por via de sus aproximaciones finitas, el camino mas razonable para llegar a de-
mostrar [P] C [@] consistiria en garantizar la existencia de un cierto n tal que la

aproximacidn finita Q™ del proceso J cumpla

iF] C 1Q7]

Si el dominio semantico sobre el que trabajamos fuese w-algebraico la existencia
de un n tal estaria garantizada; sin embargo, y desgraciadamente, ello no es asi,

como prueba el siguiente contraejemplo:

Consideremos el proceso recursivo definido por la ecuacién

P = [%]a — STOPM [%]P

Sus aproximaciones finitas vienen dadas por
L ilg]a ~ STOP 1 [217191‘/

Entonces, como tenemos la igualdad [P] = U[P"], se tiene en particular [P] C
U[P™], y sin embargo es obvio que no existe ningin n tal que [P] C [P"], puesto
que ello implicaria en particular que para dicho n se tendria 1 <1 — 2, lo que es

absurdo.

Es por tanto preciso, utilizar un camino alternativo de cara a probar la relacion
P C @. Encontramos asi la causa por la que inclufmos en nuestro sistema légico
la regla R3, que sin duda habrd resultado en su momento un tanto chocante,
por lo inusual de la misma en este tipo de situaciones, pero que ahora quedara

completamente justificada.
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Partimos de que
[P] € [Q]=1ulQ"]

Entonces, si existiese un n con [P] C [@"], la simple aplicacién de R2 nos permi-
tiria concluir la prueba. Pero ya sabemos que en general la existencia de un n tal
no estd garantizada. Centrémonos en dicho caso: entonces, como la sucesién @

es una cadena, tendremos que para toda secuencia s y todo estado A se cumplira

p(P,s,A) < p(Q,s,A) = limp(Q", s, A)

En particular, para los pares (s, A) para los cuales p(@,s, A) > 0 se tendra que,
para todo k£ >0

(1— 1) p(P,5, A) <lim p(Q",5, 4)

y como quiera que el conjunto de dichos pares es finito, existira un n suficientemente

grande, tal que para todo & € IN se satisfaga

p(5221P 1 [IDIV,5,4) < 2(Q",5,4)

De donde
15249P 0 (HDv] € 197

y puesto que tanto P como @™ son finitos, obtenemos

e
Por lo que estamos en condiciones de aplicar la regla R3, lo que nos conduce a
PCQ"
y por ultimo, aplicando Rl y R2 concluimos

PCQ

Finalmente, si ambos procesos P y @ son infinitos, y se satisface [P] C [@Q],
entonces, en virtud de lo probado en los casos anteriores, tenemos que para toda
aproximacién finita P™ de P se verifica P* C @ y por tanto, aplicando la regla E2

podemos concluir que P C @. o
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Nétese, sin embargo, el paralelismo existente entre las reglas B2 y R3. Este
parecido hace que exista otra alternativa de cara a resolver el problema que se
nos presentd en la demostracidn anterior. La misma nos permitiria mantener en
el sistema, en lo que se reflere al tratamiento de la recursién, tnicamente las
reglas Rl y R2, que son las usuales en un marco como en el que nos encontramos.
La alternativa consiste en introducir una leve diferencia en la definicién de las
aproximaciones finitas de un proceso recursivo, que pasarian a venir definidas en
la forma

F = DIV
P = [#]P"H{#T]DIV

donde los P™ son las anteriores aproximaciones finitas.

De esta manera, el significado conjunto de las reglas R2 y R3 quedaria en-

globado en la propia regla R2.

Finalmente, y puesto que nuestro trabajo se ha basado en principio en la se-

mantica de pruebas, terminamos con el siguiente

Corolario 6.2 El sistema axiomdtico es completo respecto a la equivalencia se-

mantica inducida por la semantica de pruebas.

Demostracién: Se sigue de la equivalencia existente entre la semantica denota-
cional y la de pruebas, a nivel de las equivalencias entre procesos inducidas por las

mismas. a
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Capitulo 7
Semantica operacional

En la introduccién al lenguaje PCSP, realizada en el capitulo 3, concluiamos que

la seméntica operacional alli presentada, basada en las transiciones de la forma
4]
P—,Q

no era adecuada para caracterizar el significado semantico que pretendiamos, de-
bido a que la informacién proporcionada por dichas transiciones no es suficiente
para describir la capacidad de eleccién de que dispone el entorno en un momento
dado. Bajo la luz arrojada por los capitulos anteriores, parece evidente que la
informacién necesaria para cubrir dicho objetivo, precisa de la incorporacién a
las transiciones, de una u otra forma, de la nocién de estado, por lo que en este
capitulo trabajaremos con transiciones mas complejas, que reflejardn de una forma

explicita dicha informacién.

7.1 Transiciones probabilisticas
En primer lugar, modificamos la nocién de transicion, por medio de la siguiente

Definicién 7.1 Definimos una transicién probabilistica observable basada
en estados (en lo sucesivo simplemente transiciones probabilisticas) como una

tupla {(P,Q),a, A,p) donde P y @ son procesos probabilisticos, a € A C L, y

193
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p € (0,1]. Usualmente representaremos una transicién tal en la forma
T = P24 Q

0

Ahora bien, al igual que ocurria en el capitulo 3, una misma transicién podra
ser derivada de miltiples formas, correspondiendo cada derivacion a un cémputo
diferente. Por tanto, por las mismas razones ya aducidas en dicho capitulo, de

nuevo hablaremos de multiconjuntos de transiciones derivables.

Asimismo, de manera similar a cémo en dicho capitulo necesitabamos la nocion

de probabilidad de ejecucién de una accion, que denotabamos por
P,

en este caso, lo que necesitamos es la probabilidad de alcanzar un estado, puesto
que una vez alcanzado un estado, el medio exterior seleccionara de entre ellas que

accién ejecuta, sin que intervenga al respecto ninguna nueva eleccion probabilistica.

En consecuencia, junto con las reglas que definen las nuevas transiciones proba-
bilisticas, tendremos otras que para cada estado A € L, definiran la probabilidad
p con la que cada proceso P alcanza el estado en cuestion, lo que representamos
en la forma

P4,
Presentamos a continuacién las reglas que permiten derivar las transiciones

correspondientes a cada uno de los operadores del lenguaje.

PR)
a— P tﬂzl P
a,A

lg}F O l—4lR "ﬁé’pq Q¢

P %, Q

12)
RN [1—qP 241 @




CAP/TULO 7. SEMANTICA OPERACIONAL - 195

Estas tres primeras reglas son simples adaptaciones de las correspondientes de
la primera versién de la semdantica operacional, y no precisan por ello de mayor

comentario.

P24 P, Q-5 0B P2, Q2 Q. ecA

E1) E2)
[rlP O 1 -r|Q 2%, P! PP O 1 - 7iQ = aen) @
gy P2 P Q0 afB by Py, Q250 Qag
[P]PO1-r]Q a“A_U*qu P [r]P O [1-r]@ aﬂBPq Q'

Las reglas E1 a E4 son también adaptaciones de las anteriores reglas aparecidas
en la primera versién, si bien ya no respltan inmediatas, en tanto y cuando el
concepto de estado, y en consecuencia la probabilidad de alcanzarlo juegan un
papel fundamental en las mismas. Asi, st A es el estado que alcanza P y B el
estado alcanzado por @, entonces el estado alcanzado por la eleccion externa es
AU B. Por otra parte, las reglas E1 y E3 (y andlogamente E2 y E4} indican que
la accién a sera ejecutada por la componente P en dos situaciones: cuando dicha
accién esté en A y no en B, pero también cuando esté en ambos conjuntos, si bien
en tal caso deberemos ponderar con la probabilidad indicada en la operacién de

eleccidén para obtener la probabilidad de la transicién en cuestion.

P2E p Q-5 ,agd AUC

P1) '
[a]P la [t — 4@ —=p [g] P lla {1 - q)Q
B a,C ;
P2) P—)pf,QTI;pQ,aéAUB
[1 - Q]P ”A [Q]Q — pp? [1 - Q]P ”A [Q]Q'
a,B ' C
P3 P~——+,,P,Czl-)-———+p:,a€C—A
[9]P lla [1 = q]Q —=pp [a]P' lla [1 —¢]Q
B a,C '
P4) P—=,,Q—,Q ,acB-A

(1~ qlP 4 [d]@ 2B [1 — Q)P |l [0)Q"
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Pf""‘%pP',QLC'p'Q',aGA

[@P lla 1 — 4)Q 22 [aP" |l (1 — q)Q"
donde D = (BUC — A)U(BNC) '

P5)

Una vez mas, el tratamiento de la composicién paralela es similar al de la
eleccién externa, conla salvedad de que el estado correspondiente a cada transicién
serd el dado por (BUC — A)U (B N C) siendo B el estado correspondiente a la
transicidén de P que interviene en su generacion, C el correspondiente de @), y A

el conjunto de sincronizacidn.

PXA Plad A

01)
P \(a,q) 25, P \(a,q)

ad o, BB o
02) P ==, P, P!\(a,q) =y P

)B ’
P\(a,q) b_’pp’q Py

a,A . b,A ; B
P _""'PP’ P —’p Qv P\(ax‘?) —p’

03)
bA-{a}UB
P \(a:q) fogu pp'(1—q) Q \(a? Q)
a, ' 5B ’
04) P 24 P P\(a,q) 25, P, bgz’il

bA-{a}uB »
P \(a,q) pp'(1-9) P

La descripcion de las reglas correspondientes al operador de ocultacion es sen-
siblermente mas complicada a la de las anteriores. Basicamente repetimos el razo-
namiento seguido en el capitulo 4 al definir la probabilidad de alcanzar un estado

por parte del proceso P\(a,q).

Asi, la regla Ol indica que si un estado que no contiene la accién a ocultar es
alcanzado por el proceso P con probabilidad p, dicho estado sigue siendo alcanzado

con la misma probabilidad, después de ocultar la accién en cuestién.

La regla O2 indica que si P alcanza un estado que contiene la accién a ocultar,
ésta podra ejecutarse con probabilidad ¢, con lo que se alcanzarian los estados

accesibles en dicha situacidn.
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La regla O3 se refiere al caso en el que la accién ocultada no se ejecuta. En este
caso, las acciones que pueden ejecutarse en principio son las de A — {a}, siendo A
el estado del proceso antes de la ocultacién, que contiene a la accion a ocultada.
La accion b ejecutada por el proceso resultante de la ocultacidn es en efecto una de
las acciones de dicho conjunto. Sin embargo, el estado en el que se ha producido
la eleccién de dicha accidn no es el definido por dicho conjunto, sino el obtenido
uniendo al mismo uno de los estados del proceso continuacion del proceso original,
tras la ejecucidn por parte del mismo de la accién ocultada. Con ello reflejamos el
hecho de que si bien el proceso habia decidido en principio no ejecutar la accidn
ocultada, el entorno podria obligar al proceso a ejecutar la accidn oculta, si desease

ejecutar una accién que sélo es posible tras la ejecucién de la accidén ocultada.

La regla O4 cubre precisamente la posibilidad de ejecutar acciones que no estan
en A, ain cuando en un principio el sistema no haya decidido ejecutar la accién
oculta, caso ya cubierto por la regla O2. Ahora la probabilidad 1 — ¢ restante
vuelve a revertir en la accién oculta, con lo que en definitiva se obtiene que la

misma sera ejecutada forzosamente, si el medio exterior lo necesita.

Obsérvese que las acciones que pueden ser ejecutadas en virtud de esta regla
son exclusivamente aquellas que no estan en A, pues la ejecucion de las acciones de
A en el caso de que el proceso decida en principio no ejecutar la accién ocultada,
corresponderia siempre a los correspondientes cdmputos que eluden en efecto la

ejecucién de la accidn ocultada, caso cubierto por la regla anterior O3.

P[uX.P|X]25, P!
pX. P24 pr

R)

Finalmente, la regla de recursién tampoco sufre ningin cambio notable respecto
a la ya presentada en el capitulo 3. Estudiaremos su funcionamiento mediante el

siguiente
Ejemplo 7.1 Consideremos el proceso recursivo pX.[t]a — STOP N [3]X. Las
transiciones que podemos obtener para el mismo seran las siguientes:

En primer lugar, la expresién P con una variable libre X a considerar sera

P= [%]a — STOPN [%]X
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la misma expresién, en la que sustituimos la variable X por el propio proceso

recursivo sera entonces
1 1
PluX.PlX] = {§]a — S5TOPN [—2—],uX.P
A partir de esta expresion, y de I1 obtenemos

PlpX.P|X)24, STOP

L
de donde, utilizando la regla R, concluimos
,uX.Pi’l%STOP
Ahora bien, a partir de esta transicién, y utilizando 12 obtenemos
PluX.P|X]%5,STOP
por lo que, nuevamente por medio de R, llegamos a
,uX.P“—’A»i_STOP

Y asi sucesivamente, obtenemos las distintas transiciones operacionales que des-

criben el operador de recursion. O

Ha quedado pendiente la definicién operacional de las probabilidades con las
que cada proceso P alcanza cada uno de sus estados A, para lo cual introducimos

las siguientes reglas:



CAPITULO 7. SEMANTICA OPERACIONAL 199

ES) — ER) —
sTop L, o p 13
A A
ET1) P — — EI2) Q=
[p]P {1 = p)@ —pq [p}P 1= p]Q ~=(1-p)r
A B B c
EE) P =, @ :}J; EP) P =, Q —-——;
(P POl = plQ =4 [PIPall — PIQ —=¢r
con D=(BUC)-AU(BNC)
A a,A P p B
cou 2negs s PP 2
P\(a,q) =5, P\(a:4) “per
P24 P, P \(a,q)
E03) AuB—{a}
P\(a,q) " "pr(1-q)
A
ER) P[p:X.P|X;]—>p
pX.P—=,

A excepcién de las correspondientes al operador de ocultacion, todas estas
reglas son bastante naturales, en funcién de la interpretacidn que pretendemos
para los distintos operadores. En lo que se refiere a la ocultacidn, tenemos tres
diferentes tipos de estados. En primer lugar, los estados alcanzables por P que
no incluyan la accién a, pueden ser alcanzados después de ocultar, con la misma

probabilidad que antes de hacerlo.

En segundo lugar, si P alcanza un estado que contiene la accion a, ésta se
ejecutara internamente con probabilidad ¢, con lo que los estados alcanzables tras
ello son también alcanzables por el proceso resultante de la ocultacién, pero natu-
ralmente con la probabilidad resultante de multiplicar por ¢ la que se tenga tras

la ejecucién de la accién oculta.
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Finalmente, en el mismo caso la accién @ no se ejecutard {en principio) auté-
nomamente con probabilidad 1 — ¢, por lo que el estado seria A — {a}, el cual,
en linea con lo explicado al comentar las reglas generadoras de las transiciones
correspndientes a este operador, hay que extender con las acciones de cada estado

accesible tras la (posible) ejecucién impuesta de la accién oculta.

Pero como quiera que en general tenemos miltiples formas de llegar a un mismo
estado, para obtener la probabilidad total de alcanzar cada uno de ellos, debere-
mos sumar las probabilidades correspondientes a las distintas derivaciones que nos

conducen a cada estado, lo que formalizamos a continuacion:

Definicion 7.2 (Probabilidad global de alcanzar un estado)

Sea A C X,y P un proceso. Definimos la probabilidad global de que el proceso
P alcance el estado A, como la suma Y p;, donde {P 2, i€} esel multi-
conjunto de informaciones parciales soi)er‘:e la probabilidad de alcanzar ese estado,
que pueden inferirse mediante el sistema de reglas presentado, utilizando distintas

derivaciones. O

En aras de una notacién preciusa, deberiamos representar la probabilidad global
con la que un proceso P alcanza el estado A, utilizando una notacién diferente a
la utilizada para denotar las informaciones parciales sobre la misma. Sin embargo,
hemos preferido abusar de la notacién, reutilizando para denotar las probabilidades
globales esa misma notacién, pues una vez utilizadas las informaciones parciales
para calcular las globales, las mismas dejan de interesarnos. Por lo tanto, en lo
sucesivo, y tambien en las reglas del sistema que generaban las transiciones proba-
bilisticas (pero no, por supuesto, en las que definen las probabilidades parciales de

alcanzar un estado), cuando indiquemos P~ nos referiremos a la correspondiente
probabilidad global.

Definicién 7.3 (Semantica Operacional)
Llamamos semantica operacional del lenguaje PCSP al multiconjunto de tran-
siciones probabilisticas que pueden ser inferidas con el sistema de reglas ante-

rior, donde cada transicién aparece tantas veces como formas diferentes haya de

derivarla. o
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Esta definicion de semantica operacional va a ser la adecuada para capturar la
semantica de pruebas definida en el capitulo 4, pero como usualmente ocurre, la
presencia de estados intermedios no es deseable de cara a caracterizar la nocién de

equivalencia inducida, como se observa en el siguiente

Ejemplo 7.2 Consideremos los procesos

P = [3la—=b— STOPN[{]la —» STOP
@ = a—([}]6 > STOPN[]STOP)

Para los mismos tenemos como iunicas transiciones las sigulentes:

Pcﬁ}%b — STOP , PM%STOP
Q2% [1)b — STOP N [YSTOP

Por tanto, ambos deben ser equivalentes, si bien ello no queda plasmado directa-
mente por la semantica operacional, ya que la forma en que se realizan los computos

de ambos es sintacticamente diferente. ]

Ahora bien, en el capitulo anterior hemos comprobado que la eleccidén interna
es, modulo la normalizacidn precisa, asociativa, gracias a lo cual podiamos gene-
ralizarla a n operandos. De hecho, dicha extension puede llevarse mas lejos, hasta
capturar familias numerables de operandos. Basandonos en dicha idea introducire-
mos un nuevo tipo de transicidn que nos servira para razonar directamente sobre

las equivalencias entre procesos.

Definicion 7.4 Sea A un conjunto de acciones, con ¢« € A, y P un proceso.
Definimos una transicién global como una tupla (P,Q, a, A, p}, donde p = > _ p;,
iel
siendo {P LArm P; | i € I} el multiconjunto de transiciones que constituyen la
semantica operacional del proceso P, y donde
Q=N[=p
iel P

Representaremos las transiciones globales en la forma
a,A
P iy Q

Por extensidn, si se tiene P -4, admitiremos que Va € A, VQ se tiene la transicién
global P &4, Q. W
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Definicién 7.5 {Semaintica Operacional Abstracta)
Llamamos semantica operacional abstracta del lenguaje PCSP al conjunto de tran-

siciones globales que pueden ser inferidas por medio de la definicién anterior. 0O

7.2 Computaciones de procesos probabilisticos

También la definicidn de computaciones puede ser adaptada de una forma natural
de la introducida en el capitulo 3. Una computacion de un proceso probabilistico

P es una secuencia de transiciones de la forma

/3] |A1 a‘“lAﬂ
P = Poi'-"-"m P],...,Pn_l P_"’PnPﬂ
que usualmente representaremos en la forma
21,4 az,A3 an,An
C = Pvr5=, b=, ... w5, B

Llamaremos una derivada de P generada por C al triple (s, P,,p), donde s =

(a21,A1)...(@n, An) y p = pi---Pn. Usualmente representaremos estas derivadas

con la notacion:

y diremos que P ejecuta con probabilidad p las acciones a,,...,a, pasando por
los estados Ay,..., A, para pasar a comportarse como el proceso Py, que diremos

que es un proceso s-derivado de P con probabilidad p.

Esta nocién puede ser formalizada en la forma siguiente:

Definicién 7.6 Sea s una secuencia {posiblemente vacia) de pares (a;, A;), tales
que a; € Ay, p € (0,1], y Py @ dos procesos. Entonces, P ==, @ es una

computactén probabilistica sii puede ser inferida por medio de las reglas

. P, p

2. 8i P4 Py P' =%y, Q, entonces P 2 )
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Definicién 7.7 (Equivalencia por observacién de estados)

Sean P y () dos procesos. Decimos que son equivalentes por observacion de estados

y lo denotamos por P =¢ (} sii se cumple que

a1,41 az,4z an,An
P'_}mPl —pp - '“"_’PnPn
es una computacion de P sii existen {Q;,...,@n} tales que
ay1,4) az,A2 an,An
QF=p Qv =p .m0, @n
es una computacion de Q). a

7.3 Equivalencia entre las semanticas

Al igual que hemos comprobado para el modelo denotacional de PCSP, este nuevo
modelo operacional también es equivalente al modelo de pruebas (y por tanto al
denotacional). Esto es, si denotamos por = a la equivalencia inducida por los
tests, y =o a la nueva equivalencia operacicnal por observacion de estados, se

tiene
P=r P s P =0 P

De cara a probar dicha equivalencia, tenemos que, puesto que la semantica de
pruebas de un proceso P viene caracterizada por los valores p( P, A) y los procesos
P/(a,A), como se comprobd en la prop. 4.2, bastard comprobar que para cada
proceso sintdctico, se tiene en primer lugar que p(P, A) = p equivale a la existen-
cla de una transicion Pi»p. En segundo lugar, hemos de probar que el proceso
semantico P/(a, A), definido en el marco de la seméntica de pruebas, equivale a un
cierto proceso sintactico @, tal que existe una transicién global PtﬁpQ. En este
altimo caso, tenemos que comenzar precisando la nocion de equivalencia adecuada,
puesto que se trata.de comparar un proceso P/(a, A) definido en el marco de la

semantica de paso de tests, con otro @ que lo estd con técnicas operacionales.

Para ello, procedemos a generalizar la nocién de equivalencia, de modo que
podamos, aunque sea por medio de un abuso de la notacidén, manejar procesos

definidos a nivel seméantico como si de procesos sintdcticos se tratara. En particular,
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ello nos permitira escribir para cualquier proceso P, la transicidén

P ey Pl(a, A)

Para realizar la prueba de esta equivalencia no podemos proceder, como hemos
hecho hasta ahora, por medio de la induccién estructural respecto de la cons-
truccidon de los procesos sintacticos en juego. Ello es debido a un problema que
a.pafece a la hora de considerar el operador de ocultacién, puesto que las transi-
ciones definidas para P\(a,g) se obtienen a partir de las transiciones de procesos
de la forma P/(a, A)\(a, ¢), pero la induccidn estructural no nos permite suponer
que la propiedad que deseamos probar se satisface para el proceso P/(a, A), sino

solo para el propio proceso P.

Por ello, nos vemos obligados a plantear otro tipo de induccién mas compleja,
basando la misma en una medida mas compleja de la complejidad de los procesos
(finitos), incluyendo como nuevo operador el operador ires, bajo la cual se tenga
que todo proceso P/(a,A) es mas simple que el correspondiente proceso P, de

manera que podamos aplicar a los mismos la hipétesis de induccién.

Para ello definiremos un nuevo orden estructural, basado en el numero maximo
de acciones en secuencia que podria ejecutar el proceso, haciendo intervenir también
en la definicién, para que entre en juego en caso de igualdad respecto de dicho
primer criterio, el numero de operaciones anidadas que aparecen en el mismo. Ello
se refleja en el hecho de que la funcién nivel que define la complejidad de cada
proceso, no toma simples valores enteros, sino secuencias no crecientes de los mis-
mos. Para conseguir un orden bien fundado sobre el que podamos plantear una
induccion, tendremos en cuenta el hecho de que dichas secuencias estan ordenadas
respecto del orden lexicografico, que es en efecto bien fundado cuando se restringe

a dicho tipo de secuencias. Todo ello se formaliza como sigue:

Definicién 7.8 (Nivel de un operador)

Dado un proceso sintictico finito P € PCSP definimos el nivel de P como la
funcién

nivel : PCSP — IN”
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dada por

nivel(STOP) = nivel(DIV) = (1)

nivel(a — P) = niwvel(P) + (1)

nivel([p]P N {1l — p]@Q) = ord(nivel(P) - nivel(Q))

nivel([p| PO[1 — p|Q) = ord(nivel( P) - nivel(Q))

nivel([p)P||a[l — p]Q) = ord(nivel(P) + nivel(Q))

nivel( P\(a, q)) = nivel( P) + (1)
donde la suma de secuencias que aparece es la operacion que asocia a cada par de
secuencias la obtenida sumando a cada elemento de la primera cada elemento de
la segunda; y ord es la funcién que reordena en orden no creciente los elementos

de una secuencia.

Por otra parte, definimos el primer nivel de un proceso como el primero (y por

tanto maximo) de los valores de la secuencia que define su nivel. Es decir
nivell : PCSP — IN

definido en la forma nivell(P) = cabeza(nivel(P)). O

Para poder razonar por induccidn en base a la medida de complejidad inducida

por la funcién nivel, comenzaremos probando el siguiente resultado técnico:

Lema 7.1 El orden lexicografico sobre el subconjunto de IN* formado por las

cadenas de naturales no crecientes, es un orden bien fundado.

Demostracién: Comprobemos que no existen cadenas decrecientes de longitud
infinita. Ello lo haremos mediante una induccién doble: en primer lugar respecto
del primer elemento (el mayor) de la secuencia, y después, de forma anidada, sobre

el numero de veces que dicho elemento aparece.

Si el primer elemento es 1, es evidente que cualquier sucesién decreciente de
cadenas formadas por sélo unos tiene un nimero finito de elementos, puesto que

para ir decreciendo debemos eliminar en cada paso de la sucesién algin 1 de la
cadena de partida.

Supuesto que no existen cadenas decrecientes infinitas cuyo primer elemento sea
una secuencia que comienza por un valor inferior a n, consideremos una secuencia

decreciente de valores cuyo primer elemento sea igual a n.
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Razonemos ahora por induccién sobre el nimero de elementos iguales a dicho
valor que contiene la secuencia. La base de esta segunda induccién consistird en
considerar que sélo hay uno de estos términos. Observamos entonces que si dicho
valor n no lo tocamos a lo largo de la sucesion de secuencias, la sucesién que
se obtiene al quitar dicho valor en todas ellas, conformaria una nueva sucesion
decreciente formada por secuencias todas ellas de elementos inferiores a n, por lo
que deberia de ser una cadena finita. En consecuencia, si la cadena de partida
fuese infinita deberia contener secuencias cuyo primer elemento fuese inferior a n,

pero en tal caso, la hipétesis de la primera induccién nos llevaria a un absurdo.

Por otra parte, supongamos que el primer elemento de la cadena comienza
por una secuencia de exactamente k (con k& > 1) valores iguales a n. En tal caso
la hipétesis de la segunda induccidn, nos garantiza la finitud de las cadenas que
tienen como primer elemento una secuencia que tiene en cabeza una subsecuencia
con menos de k valores iguales a n. Entonces, razonando como en el caso anterior,
concluimos que en los elementos de la cadena de partida, deberemos eliminar en
algin momento alguna n, puesto que en caso contrario tendriamos una cadena
finita. Pero al eliminar una n, obtenemos una secuencia que comienza con menos
de k valores n, por lo que podemos aplicar la hipdtesis de la segunda induccién
para concluir que la cadena que resta a partir de dicho punto es necesariamente

finita. a

Definicién 7.9 (Nuevo orden estructural)
Definimos el nuevo orden estructural entre procesos sintacticos finitos de PCSP,
que denotaremos P < (}, como la relacidén que se obtiene por medio de las siguientes

reglas:

P<@, Q<R
P < op(P,S) P<R
P<Q nivell(P)) < @, niwell(P,) < Q

op(P, S) < op(Q, ) [pPlAAN[1~plP <@
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donde op representa tanto a cada uno de los constructores sintacticos de procesos
PCSP finitos, como a sus operadores simétricos, y S denota a un proceso PCSP

finito arbitrario. 0O

A partir de las reglas que definen esta relacidn, se sigue trivialmente que se trata
de una relacién de orden estricto que refina al orden estructural entre procesos.
Por otra parte tenemos que dicha relacién es un orden bien fundado, lo que nos

permitird razonar por induccion sobre dicho orden.

Lema 7.2 La relacién < entre procesos PCSP sintacticos finitos es un orden bien
fundado.

Demostracién: De las reglas que definen la relacién, se desprende inmediata-
mente que P < @ = nivel(P) < nivel(Q). De aqui, y del lema técnico anterior,

concluimos que la relacidén es, en efecto, un orden bien fundado. o

Ademas de refinar el orden estructural tenemos que el proceso P/(a,A) sera
menor que el correspondiente proceso P, propiedad que es la que perseguiamos a

la hora de definir este nuevo orden. Ello se concluye a partir del siguiente:

Lema 7.3 Sean P y () dos procesos PCSP finitos tales

Se tiene entonces que @ < Py nivell(P) < nivell{Q).

Demostracién: Por induccién respecto del mimero de reglas utilizadas para

probar la transicién. La ultima regla en cuestion sera una de las siguientes:

e PR: Entonces P < a — P por definicién de <. Ademds nivell(a — P) =
nivell(P) + 1.

e I1: Tenemos entonces P = [p|P, N[l — p|P,. Entonces, por hipdtesis de

induccién @ < P;, y como quiera que P; < P concluimos que @ < P.

Por la misma razén, nivell(Q) < nivell(P,) < nivell{P).
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e 12, E1, E2, E3, E4: Analogos.

e P1: P = [p|Al|lall —p]P2 y Q@ = [p)P]|la]l — p}P». Por hipétesis de induccidén

tenemos P < P, por lo que concluimos
Q = [pIP|all = p1P2 < [p)Prlall — p}P2 = P

Y también, nivell(Q) = nivell(P))+nivell(P) < nivell( ;) +nivell(P) =
nivel1(P).

o P2, P3, P4: Similares.

o P5: Partimos de P/ < P, y de P} < P,. Entonces para el proceso @ =
[p) P{|ia]l — p] P} se tiene:

Q =[PPl ~ plP; < [plPllall = PP < [p)Prf[all — p] P2 = P

Ademas, nivell(Q) = nivell(P]) + nivell(P;) < nivell(P;) + nivell(P) =
nivell(P). -

e O1: Por h.i. tenemos P’ < P, por lo que P'\(e,¢) < P\(a,q).

Y nivell{P'\(a,q)) = nivell(P") + 1 < nivell(P) + 1 = nivell(P\(a,q)).
e 02: Por h.i. tenemos P" < P’ y ademas Q@ < P"\{a,¢). Entonces
P"\(a,q) < P\(a,q) = P

por lo que

Q< P\aq) = P

Cumpliéndose también nivell(Q) = nwell(P") + 1 < nwvell(P)+1 =
nivell(P'\(a, q)) = nivell{(P).

e 03: Similar a O1.

¢ O4: Similar a 02.
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. _ a,A . sy
Corolario 7.1 Dada una transicién P—=,@, correspondiente a la semantica o-

peracional de un proceso finito P, se verifica ¢} < P.

Demostracién: Si consideramos el multiconjunto de transiciones de la forma

P4 P

pil

tenemos, en virtud del lema anterior, que para todo i se verifica P, < P,y

nivell(P;) < nivell(P). Entonces, de la definicién del proceso () como

P:
Q = T1[Z)P conp=Tierpi
iel P

y teniendo en cuenta que [ es finito, por serlo el proceso P, concluimos que estamos
en condiciones de aplicar reiteradamente la dltima regla de la definicion de la

relacion de orden, con lo que concluimos @ < P. o

Finalmente estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 7.1 Dado un proceso finito P correspondiente a la sintaxis de PCSP,

para el que, con el sistema de transiciones etiquetado definido, se tienen las tran-

siclomnes

a,A /
P —,, P

A
P T 'pa

se verifica que py = p(P, A), y ademas el proceso P’ es equivalente, respecto al

paso de tests, al proceso semdntico P/(a, A).

Demostracién: Procederemos por induccién respecto al nuevo orden estructural
entre procesos, lo que se reducira a aplicar el orden estructural ordinario para todos

los operadores a excepcion del de la ocultacion.

DIV y STOP: Trivial en virtud de su definicién.
Prefijo: Por un lado, tenemos que VA C %

a—»Pi)p & p(a—?P,A)=p
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Lo cual es cierto, pues en ambos casos p =1 si A= {a}, y p = 0 en caso contrario.

Ademas, como (a — P)/(a,{a}) es equivalente a P, se sigue inmediatamente el

resultado deseado.

Eleccién interna: Llamando R = [r]P M {1l — 7]@, tenemos en primer lugar,
por hipétesis de induccién
P2, & p(PA)=pa
A !
Q =y, & p(Q,A)=rp}
de donde obtenemos, por medio de las reglas EIl y EI2, y de la definicién 4.3

A
B = ppat1-n)s

p(R,A)=p-pa+(l—p) Py
lo que nos permite concluir
R4, & p(RA)=r4
Ademds, de nuevo por hipdtesis de induccién, podemos asumir
P5,, Pf(a, A)
Q7%0,Q/(a, A)
de donde, mediante las reglas 11 e 12, y la def. 7.4, obtenemos

a,A

'_—’r-p,a+(1-r)-qA[%]P/(%]Q/(a: A)

Por otro lado, aplicando la propiedad 3 enunciada en la prop. 4.1, tenemos

p(R,A)-(R/(a, A) | t) =r-p(P,A)-(P/(a, A) | 1)+ (1—7)-p(Q, A)-(Q/(a, A) | t)
R/(a A) It — rp(P,A)(P/(a,A)It)+(1—r)p(Q,A)(Q/(a,A)[t)
| PP AT L= )
Y por lo tanto, podemos concluir

a,A
R'_"_'T'PA-E'H—")‘MR/(a’ A)
Eleccién externa: Nuevamente, llamamos R = [r]PO[l — r]@, y suponemos
que, por hipdtesis de induccidn, se verifica

P-4, & p(PA)=rpa
Q L, & plQA) =Py
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Entonces, en virtud de la regla EE tenemos

RAEB . & p(P.A)=ps A p(Q,B) =1

por lo que, en definitiva
B 55 pcrary & PPA)=Pa A P(Q,B) = ph
Como ello es valido para todo par A, B, tenemos
RS, o p(R,C)=r¢
Por otra parte, también por hipotesis de induccidn, tenemos
P, Pf(a, A)
Q°%,,Q/(a, B)

de donde, aplicando las reglas E1 a E4, obtenemos

R Pl(a, A) siac A— B

R, 2Q/(a,B)  siae B—A
R2P . . P/(a,A) siac ANB
R pae@/(a,B) sia€ ANB

En consecuencia, obtenemos la transicion global
a,C
RHsR’

donde s = par, v el proceso R' es el que viene dado por
B

AUB=C
> pags
R = [$E42 N [_%_] P/(a, A)
PagB acA-B Z PAgB
c

AuB= aEA-B

Z PAgB
g [GGB-A ] l_l PAQB ] Q/(a, B)
S . PaqB a€B-A Y., DaqB
AUB=C aEB-A

Z rPagdB
r
N [aeBnA 'I r‘l [ Pada ]P/(G,A)
Z PAYB c€eAnB 2, TPAGB
AuB=C a€ANEB

Y. (1 =7)pags

A [aeBnA | T (1 =7)paga 1 Q/(a, A)

S pags  aeane Y, (1—=7)pags
AUB=C w€ANB

211
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Entonces, al igual que en el caso anterior, a partir de la propiedad 4 enunciada
en la prop. 4.1, obtenemos que el proceso R' es equivalente al obtenido en la

definicién de R/(a,C), por lo que podemos escribir

RS pcy R/(a,C)

Composicion paralela: Consideremos R = [r]|P||4[l — 7]@Q . Por hipdtesis de

induccion tenemos 5
P —pp & p(P,B) =PB

Q S, & p(QC) =4,
Entonces, en virtud de la regla EP, llamando D = (BUC) — AU(BNC), tenemos

para cualquier par de estados B y ' se verifica
R =25, & p(P,B)=ps A p(Q,C) =1
por lo que, en definitiva, al igual que en el caso anterior
R -—D—->,D < p(R,D)=rp

Por otra parte, tenemos también

P25, P/(a,B)
Q2% ,Q/(a,C)

de donde
R8s o lr1P/ (e, B)llalL — 1Q sia€ B~ (AUC)
R, oc[r]Pllalt = 11Q/(a,C) sia€C—(AUB)
R e lP1P/(a, B)lall = 71Q sic€(BNC)—A

R\ paalrPIAlL = 71Q/(a,C)  sia€(BNC)-A
BB 1P/ (e, B)||all = 7)Q/(a,C) sia€e ANBNC

Por lo que, nuevamente aplicando la propiedad 5 enunciada en la prop. 4.1,y la

definicidén 7.4 obtenemos

R apyR/(a, D)

Ocultacién: Este es el caso que justifica la utilizacién del nuevo orden es-

tructural para basar la induccidn, puesto que en los casos anteriores podriamos
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habernos limitado a utilizar la correspondiente hipdtesis de induccién respecto al

orden estructural ordinario.

Consideraremos un proceso de la forma P\(a,q). Entonces, si Pnﬂ)pAPn'A
tenemos que P < P\(a,q) y Fea\la,q) < P\(e,q). En consecuencia, podemos
aplicar la hipdtesis de induccidn al proceso P, obteniendo que P/(a, A) = P, 4, lo

que nos permite utilizar en lo sucesivo esta notacién. Se tiene ademas

Pi’m & p(P,A)=pa

P/(a, A\(a,q) =25, & p(P/(a,A)\(a,q), B) = p5

Consideremos por otra parte las distintas transiciones del proceso P\(a,q), que
nos definen las probabilidades parciales con las que el mismo alcanza cada estado.
Tenemos en primer lugar aquéllas que se obtienen aplicando la regla FO1, las
cuales para cada B C ¥ ~ {a} para el que se tenga una transicién del proceso P,

nos conducen a

P\(ﬁh 9‘) _E')p(P,B)

Por su parte, la regla £O2 nos permite generar las distintas transiciones de la

forma
B
P\(a,q} —p(P.A)q-0(P/ (0, 4\ (2.0).B)

cada una de las cuales corresponde a la ejecucion de la accidn ocultada a, en cada

estado A con a € A. En esta ocasidn utilizamos la hipdtesis de induccidn para el
proceso P/(a, A).

Finalmente la regla EO3 corresponde a las situaciones en las que en principio
no se ejecuta la accidn ocultada, pero se deja abierta la posibilidad de hacerlo si ello
se hace necesario. Su aplicacidén nos permite alcanzar el estado B por medio de una
transicién diferente para cada par de estados A y C tales que (A— {a})UC = B,

de la forma

B
P\(e,q9) = p(P,4)-(1~0)5(P/(a,A)\(2,0),C)

Globalizando todas las transiciones del proceso resultado de la ocultacion,

obtenemos

P\(a,q) 2+,
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donde p es el valor dado por

p = p(P,B)+q- Y p(P,A) p(P/(a, A)\(a,q),B) +
ACE

(1-q)- > p(PA) > p(P/(a,A)\(a,q),C)

ACE A-{a}uC=B

Asi, en definitiva podemos concluir
P\(a,0) 45, & p(P\(a,9), 4) = p4

Andalogamente obramos en lo referente al estudio de las continuaciones. Al

efecto, tenemos que por hipdtesis de induccién se satisface

P pa) P/(b A)
P/(a, A\(a,9) P2 pp/eanean P/ (a AN(a, q)/ (b, B)

junto con las hipétesis correspondientes a la probabilidad de alcanzar cada estado,

ya enunciladas anteriormente.

Consideremos entonces las transiciones del proceso P\(a,q). En primer lugar

tenemos aquellas que son obtenibles aplicando la regla O1. En concreto, para cada

a ¢ B tenemos

P\(a,q) “Ppp5)P/(5, B) \(,9)

Aplicando la regla 02, se obtienen las transiciones de la forma

P\(a,9) 25 ¢ p(payp(P et a2y P/ (3, A\ (a, 0)/ (b, B)

En cuanto a la regla O3, su aplicacion produce las transiciones
b,A-{a}uB
P\(e,q) "4 gy piparotpie.anea s P/ (5, 4) \(e,9)

Y, finalmente, con la regla O4 obtenemos

b,A—{a}uB

P\(a,q) (1=a) p(PA)-0(P/(aAN(ag),B) P/ (@, AN(a, q)/ (b, B)
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Mediante la globabilizacidn de todas ellas obtenemos el proceso derivado co-

rrespondiente, que seria el definido por

(B22)] P/ (b, B)\(a,q)

n M [eebBleEeBNe) A p/(a, B)\(a,q)/(b, A))
a€BCL
a-a#PB)} »_ p(P/(a,B\(a,q),C)

M ﬂ [ BuC=A — ]
a€BCAU{a}
{ P/(b, B)\(a, q) Sibe B
P/(a,B)\(a,)/(6,C) Sibg B

que es equivalente al proceso P\(a,q)/(b, B) definido en el capitulo 4, por lo que

concluimos
P\(a,q)"2,, P\(a,q)/ (b, B)
a.

Seguidamente extenderemos este resultado a los procesos infinitos, para ello en

primer lugar definimos la nocién de orden sintdctico entre procesos.

Definicién 7.10 (Orden sintdctico)
Definimos el orden sintactico entre procesos, que denotaremos con Cg, a la menor

relacién de orden, congruente con los operadores PCSP, y tal que verifica

VPe PCSP : DIVEs P

Dicha relacién cumple el resultado siguiente:

. A a,A . .
Lema 7.4 Sea P un proceso finito, y sean P——, y P—=,( transiciones del mismo
correspondientes a su semantica operacional. Entonces, para todo proceso P’ que

verifique P Cs P’, podemos repetir las derivaciones de las mismas, obteniendo
P,y P2 0 con Q Cs Q.

Demostracién: Por induccidn respecto de la profundidad de la derivacion, se
sigue facilmente, teniendo en cuenta que el orden sintactico es congruente respecto

de las operaciones sintdcticas del lenguaje PCSP. O
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Lema 7.5 Sea P un proceso PCSP para el que se tiene una transicién cualquiera
de una de las formas

P4, , PX4Q
en cuya derivacidn se ha utilizado en total un numero ¢ de veces las reglas de
recursion (R o ER). Entonces, para toda aproximacién finita P* con k > i es

posible repetir la derivacidn en cuestién, omitiendose, por innecesaria, la aplicacidn

de las reglas de recursion, obteniéndose la correspondiente transicién

A a,A
Pk . Pk ka*

donde Q=i T Q* Cg Q*.

Demostraciéon: Procederemos por induccidn sobre la profundidad de las deriva-
ciones. El caso base es aquel en el que se ha utilizado tan sélo una regla, y por
tanto corresponde a los operadores STOP o prefijo, para los cuales el resultado es

trivial.

Centremonos en primer lugar, en las transiciones del primer tipo, y distingamos

la ultima regla aplicada en su derivacién.

Si la regla ha sido ER, entonces el proceso es P = pX.E(X), y por tanto como

premisa en la aplicacion de la regla tenemos
E[uX.E(X)|X]-,

Entonces, aplicando la hipdtesis de induccién, tenemos que Yk > 7 — 1 se puede

derivar
EpX. E(X)X)*L,

En consecuencia obtenemos

A
Folad .
es decir
A
jzlad »
o lo que es lo mismo, Vk > ¢
A
PEL,,

Si la dltima regla aplicada es distinta de ER, el razonamiento es similar en

todos los casos, por lo que nos centraremos tan sélo en uno de ellos. Tomemos,
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por ejemplo, un proceso de la forma P\(a, ¢}, y supongamos que la dltima regla
aplicada ha sido EO3. Entonces, para el proceso P habremos de haber obtenido
las derivaciones

P, pr

P\(a,q)-2>,
por lo que, por hipétesis de induccién, podemos concluir que st j es el niimero
de veces que se han utilizado las reglas R o ER en la derivacidn de la primera de

dichas transiciones, para cada k > j podemos derivar

k G,A Thx
PE==_ P
para un cierto P’** con P'*~i Cg P'**.

Analogamente, para la segunda de dichas transiciones, en cuya derivacidn se
habran utilizado un total de 1 — 5 veces las reglas de recursién, y teniendo en cuenta

que k > ¢ implica k —~ 7 > 7 — 7, la hipdtesis de induccién nos conduce a
P'\(a,g)*1 2,
o lo que es lo mismo
P*\(a,9)2,
Entonces, aplicando el lema 7.4 obtenemos
P**\(a,q)—>
por lo que podemos aplicar la regla EO3, concluyendo
P\(a,q)*-,

por medio de la misma derivacidn que nos condujo a la transicién de partida, en

la que omitimos, por innecesarias, las aplicaciones de las reglas de la recursién.

Pasando a las transiciones del segundo tipo, distinguiremos de nuevo la dltima
regla aplicada en la derivacidon. Entonces, si se trata de la regla R, tenemos, al
igual que en el caso anterior, P = pX.E(X), por lo que la aplicacién de dicha

regla se producira sobre la derivacién

E[pX.B(X)|X]25,Q
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en la que se han aplicado un total de 7 — 1 veces las reglas de recursién. Entonces,

por hipétesis de induccién ¥k > 1 — 1
E[pX.E(X)|X]F25,Q4
con @Q** Cs @*, o lo que es igual
Ek a_nA,ka*

y por lo tanto

k+1 2.4 ks
P50
Entonces, Yk > 2, aplicando 2 veces las reglas de recursion, obtenemos
ka4 kx
PrF—=5.0Q
con @*=' Cgs @* como pretendiamos. De manera aniloga obtendriamos Q** Cg
QF

Por otra parte, si la dltima regla aplicada no es R, centrémonos de nuevo en
un caso cualquiera por ser todos ellos similares. En concreto, supongamos que el
punto de partida es de nuevo un proceso de la forma P\(a,q), para el cual se ha
obtenido una transicidén utilizando en dltimo lugar la regla Q4. Entonces, para la

primera de sus premisas serd de la forma
A
P25 P

y en su derivacion se habran aplicado un total de j < ¢ veces las reglas de recursion.

Entonces, por hipdtesis de induccidn, para k > 7
prod, pi:
con Pk—i Cg Pk+
La segunda de las premisas, de la forma
P'\(a,9)2%,Q

habra precisado ¢ — j aplicaciones de las reglas de recursién en su derivacidn, por

lo que por hipétesis de induccion, para & > ¢

P=i\(a, q) 25, QU
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con QFF Cg QUi
Entonces, por el lema 7.4 tenemos
P**\(a, g) 2%, Q4
donde @*** verifica QUk=il* Cg Q%

Por lo que estamos en disposicién de aplicar la regla O4, lo que nos conduce a

bLA—{a}UB
)k

P\(aaq pr{l—q)Qk“

con Qk—i [._:..S kau. ]

El resultado obtenido en el teorema 7.1 para los procesos finitos puede ser

extendido a la totalidad de los procesos PCSP, como se muestra en el siguiente

Teorema 7.2 Sea P € PCSP, un proceso para el cual se pueden derivar transi-

ciones globales de la forma

a partir de las reglas de la semantica operacional (incluyendo las recursiones).
Entonces p = p(P, A), siendo éste el valor obtenido en la semantica de pruebas, y

@) es equivalente a P/(a, A) respecto al paso de tests.

Demostraciéon: En lo que hace referencia a las transiciones del primer tipo,

tenemos que la probabilidad de la transicién global en cuestion

P,

se habré obtenido por medio del sumatorio p = Zpg, en el que se suman las

el
probabilidades de las transiciones parciales de la forma

A
P,

derivables en el marco de la semantica operacional.

Por su parte, es evidente que toda transicion de cada aproximacion finita P

de P se corresponde con una transicion obtenible a partir de P, en cuya derivacion
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apareceran aplicaciones de las reglas de recursién, cuando asi se precise. En con-
secuencia, para las correspondientes transiciones globales

A
n
Pt

se verifica p, < p.

Por otra parte, en virtud del lema 7.5, cada transicion de P podra ser derivada,
por medio de la misma derivacién {excluyendo las aplicaciones de las reglas de la
recursién, que no serdn precisas) por parte de todas y cada una de las aproxima-

ciones de P a partir de un determinado indice.

En definitiva, si denotamos por I, al subconjunto de I al que corresponden las

transiciones de P™, se tendrd que {I,} convergea I,y por tanto { > p;} converge
iel,
a p, por lo que {p,} converge a p.
Pero como quiera que los P" son procesos finitos, en virtud del teorema 7.1
tenemos que cada p, coincide con p{P7", A). Por lo tanto, al ser la semantica de

pruebas continua, tenemos

En cuanto a las transiciones del segundo tipo, sabemos que el proceso ) en

cuestion es el dado por
Q = [lp]@
iel

donde {P2%,Q; | i € I} es el multiconjunto de transiciones del proceso P.
Utilizando la notacién y los razonamientos desarrollados en la parte anterior de
la demostracién, consideraremos la familia de subconjuntos finitos de I', {I;}rem,
cada uno de los cuales esta formado por las transiciones de dicho conjunto en cuya
derivacion se hayan hecho un maximo de & aplicaciones de las reglas de recursion.
En virtud del lema 7.5, tenemos entonces que para cada k£ € IN y cada i € [ se

verifica para todo &' > k que

k' oA k'+
P ’P.‘Qi

para un cierto Q¥ tal que Q¥ ~* Cs Q%™ Cs Q*'.
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Se tiene entonces, que @ es el limite de la sucesién { L [ [p)]QF*}rew . Para
K>k i€l
comprobarlo, tenemos en primer lugar que de manera trivial, para cada & € IN se

satisface

U Mp)ed- cs U Mplel = @

K>k el izk i€l;
En lo que a la relacion reciproca se refiere, tenemos que para cada j > & y para
cada ¢ € [; en virtud del lema 7.5, para todo &’ > j se tienen también transiciones
de la forma P"'-‘z—'ip,.Qi-"" con Qf"# Cs QF+. En particular ello se tiene para
k' = 23, de donde
M PR Cs M [p)Q%
i€l iel;

y tomando limites en el lado derecho de la desigualdad
MpQ! cs U I [p]@Pr
icl; i>k i€l

por lo que tomando limites en el lado izquierdo, se obtiene

Q = U Mol cs U MpP”

ixk i€l idk i€l

Por ultimo, el resultado del enunciado del teorema, se obtiene como consecuen-

cia del tecrema 7.1.:

Q= U Mpei* = U [[p]P(a,4) = P/(a,A)

k'2k iel kel iely,

Teorema 7.3 (Equivalencia entre el modelo operacional y el de pruebas)
Para todo par de procesos P, P’ definidos con la sintaxis de PCSP, se tiene que los
mismos son equivalentes respecto de la semantica operacional si y sélo si lo son

respecto de la semantica de pruebas. Es decir

VP,P'€ PCSP: P=pP o P=o P

Demostracién: Razonaremos en base a la semantica denotacional, que ya sabe-

mos que es equivalente a la de pruebas, y resulta mas adecuada a la hora de
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compararla con la semantica operacional, pues en cierta forma ambas se basan en

lag mismas ideas intuitivas.

Segiin el lema 7.5, si en el marco de la semdntica operacional se tiene la
transicion Prﬂ)pQ, entonces el proceso @ es equivalente respecto al paso de
tests al proceso P/(a,A), y p es igual a p(P, A). Ahora bien, en el capitulo 5
hemos comprobado que los éonceptos definidos por estas notaciones en el marco
de la semantica de pruebas, coincidfan con los conceptos correspondientes para la
semantica denotacional, por lo que quedaba justificada la utilizacién de una misma
notacién en ambos casos. En consecuencia, y como quiera que ambas semanticas,
denotacional y de pruebas, son equivalentes, concluimos que la semantica denota-
cional del proceso Q coincide con la del proceso P/(a, A). Puesto que esto es cierto
para todo par {(a, A) con a € A, tenemos que el primer nivel del drbol que define
la semantica operacional de P se corresponde con el primer nivel (entendiendo por
tales las agrupaciones de un nodo de eleccion externo, junto con todos los internos

que cuelgan de él) del arbol que define la semantica denotacional.

Pero como quiera que lo afirmado es cierto para cualquier proceso, de igual
forma podemos concluir que cada uno de los nodos de los niveles sucesivos de ambos
arboles, denotacional y operacional, se corresponden de igual forma, de donde se
sigue que ambos arboles son equivalentes modulo la distinta forma sintactica en que
estdn definidos, y por tanto las semanticas denotacional y operacional del proceso

P en cuestidn, son equivalentes.



Capitulo 8
Conclusiones

Nuestro principal objetivo en este trabajo ha sido la definicién y estudio de un
lenguaje apropiado para la especificacién de procesos concurrentes que combine
las caracteristicas proporcionadas por los lenguajes clasicos, junto a otras de tipo

cuantitativo probabilistico.

El punto de partida fue el lenguaje CSP, y la primera aproximacién siguio las
ideas expuestas en [GJS90], encontrandonos con dos dificultades que hubo que su-
perar. En primer lugar, el lenguaje presentado en dicho trabajo era sensiblemente
més sencillo de estudiar por medio de una semantica operacional, debido a que se
trataba de un lenguaje sincrono y utilizaba un inico tipo de eleccién que puede
ser interpretada ya sea de manera reactiva o generativa, sin necesidad de combinar

ambas aproximaciones en un modelo unico.

Ademas, hemos pretendido mantener, en la medida de lo posible, la inter-
pretacion usual de los operadores de CSP, al definir la semantica de los correspon-

dientes operadores de nuestro lenguaje.

En particular, la combinacién de los modelos reactivo y generativo ha sido el
principal obstaculo para modelar el operador de eleccion externa, mientras que
en el caso de la ocultacién el problema se ha presentado al intentar mantener su

significado clasico.

La resolucién de estas dificultades ha exigtdo una cierta complejidad en lo que

223
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se reflere a las definiciones semanticas de algunos operadores, principalmente las de
la eleccion externa y la ocultacién. En lo que respecta al operador de composicién
paralela, su modelado no ha presentado dificultades adicionales, pues la idea de
reducir el mismo a una eleccién externa a través de la correspondiente ley de

expansion, sigue siendo aplicable en el caso probabilistico.

Sin embargo, en contraste con las dificultades encontradas a la hora de definir
la semantica de los operadores, el sistema de axiomas correspondiente ha resultado
ser de mayor sencillez que en el caso no probabilistico, lo que también queda de
manifiesto en el dominio soporte de la semantica denotacional que hemos definido,
o lo que viene a ser lo mismo a la postre, en la sencillez de las formas normales
de los procesos. Al respecto de las mismas es resefiable también el hecho de que
otros trabajos ([HJ90, Han91, Han92]) hayan utilizado una clase de procesos muy
similar a la de aquéllas, en los que se exige la aparicidn en alternancia de elecciones
internas de tipo probabilistico y elecciones externas de tipo no-determinista. Esta
conexion entre ambos modelos ha aparecido de forma espontanea, sin haber ser sido
perseguida ex-profeso. No obstante, entendemos que la misma no es en absoluto
casual; de hecho, consideramos que el resultado que hemos obtenido, justifica en
buena medida el tomar como punto de partida a la hora de definir un dominio
de procesos probabilisticos, una clase de procesos como los considerados en los
citados trabajos, en los que de hecho una justificacién de la eleccién de dicha clase

se echaba notablemente en falta.

Concluiremos indicando algunas posibles vias de continuacidn del presente tra-
bajo, en algunas de las cuales tenemos previsto centrar nuestra propia atencién en

un futuro préximo.

En primer lugar se podrian considerar extensiones del modelo, en las que se
deberia procurar de mantener los resultados alcanzados en nuestro trabajo. En
particular, nosotros estamos especialmente interesados en la introduccidn del factor

tiempo, lo cual nos conduciria a un modelo temporal-probabilistico de CSP.

Otra linea de trabajo, siguiendo la misma linea del trabajo de Hansson [Han91],
consistiria en el estudio de diversos casos de aplicacién del modelo. De hecho, un

primer ejemplo en esta linea lo hemos presentado ya en este trabajo, donde hemos



CAPITULO 8. CONCLUSIONES 9225

analizado un sencillo protocolo de comunicaciones (protocolo AUY). Lamentable-
mente, la mayor complejidad y extensién de nuestros estudios tedricos, ha imposi-
bilitado en nuestro caso la mayor profundizacion en el marco de este trabajo en el

terreno de las aplicaciones.

Si bien las definiciones de la semantica de los distintos operadores por las que
hemos optado no fueron en absoluto caprichosas ni precipitadas, sino fruto de
multiples disquisiciones y de la constatacion de los problemas técnicos de otras op-
ciones que a priori podian resultar mas sencillas o naturales, seria posible ahondar
en el estudio de diferentes versiones del modelo. En particular, el modelo se simpli-
ficaria sin duda alguna con una interpretacién distinta del operador de ocultacion,
en la que la decisidn de ejecutar o no una accién oculta se tomase una séla vez,
siendo imposible forzar al proceso a ejecutarla cuando éste haya decidido lo con-
trario. Naturalmente, y en linea con lo ya indicado, ello conllevaria la pérdida
absoluta de buena parte de las propiedades basicas de dicho operador en el modelo

no probabilistico.

Por otra parte, resultaria interesante tratar de trasvasar nuestros resultados a
un lenguaje basado en CCS, lo que ofreceria la ventaja de poder comparar mas
facilmente los mismos con los obtenidos en otros trabajos relacionados de otros
investigadores. La dificultad que encierra dicha tarea parece ser de orden similar a
aquélla con la que nosotros hemos debido de luchar a lo largo del presente trabajo,
pues si bien el operador de restriccién de CCS es més simple que el de ocultacion de
CSP, y sélo existe un tipo de eleccién, tenemos, sin embargo, una mayor dificultad
en el modelado del operador paralelo y en el tratamiento de la accion 7 presente

en el lenguaje CCS.

Por 1ltimo, otras posibles continuaciones del trabajo se centrarfan en el es-
tudio desde un enfoque distinto de la semantica del lenguaje. Asi, en lugar del
enfoque fundamentalmente algebraico que nosotros hemos elegido, se podria hacer
un mayor énfasis en las cuestiones puramente probabilisticas, en linea con lo hecho
en {5ei92]. Un ultimo punto relacionado con el anterior se centraria en el estudio
de la seméntica en el marco de los espacios métricos, siguiendo las ideas expuestas,

si bien de forma muy somera, en [GJS90].
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