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INTRODUCCION

Muchos sistemas industriales, como las componentes
electrénicas, presentan una fiabilidad muy elevada cuando funcionan
bajo las condiciones de uso normal. Este hecho conlleva problemas al
medir la filabilidad de estos sistemas, .ya que seria necesarioc un
periodo muy largo de ensayo, COn unos costes asociados elevados, bajo
las condiciones reales de funcionamiento, para ocbtener datos
suficientes que permitieran estimar la funcién de fiabilidad de los
mismos. Incluso en el caso de que se pudiera llevar a cabo el ensayo,
el marco temporal en gque se realizaria seria tal que los sistemas
llegarian a ser obsoletos, debldo a la rapidez con que se producen los
avances tecnolégicos, antes de que se hublera podido establecer un
modelo de probabilidad para los mismos.

Una solucién al problema de obtener datos relevantes de
fallo, para sistemas con una elevada fiabilidad, es la realizacién de
ensayos de vida acelerados (abreviadamente designados por ALT). Este
tipo de ensaycs supone poner en funcionamiento este tipo de sistemas a
niveles de stress mas altos que los usuales, de cara a obtener datos
de fallo con mas rapidez. Para acortar la vida de un sistema se
utilizan ciertos stress o variables acelerantes, como niveles mas
elevados de temperatura, voltaje, presién, vibracién, etc., que el
nivel normal de funcionamiento.

Aproximaciones paramétricas al problema de los ALT se han
considerado por Mann et al. (1974), Shaked (1978), Nelson (1972, 1991)

y Viertl (1980, 1983), entre otros.
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El estudio de métodos no paramétricos de inferencia para los
ALT se ha llevado a cabo, fundamentalmente; por Barlow and Scheuer
(1971), Steck, Zimmer and Williams (1974), Shaked, Zimmer and Ball
(1979), Basu and Ebrahimi (1982), Shaked and Singpurwalla (1982) vy
McNichols and Padgett (1984).

No obstante, se puede observar que hasta el momente no se ha
presentado un desarrollo de ios modelos ALT en el caso bayesiano no
paramétrico. Este es precisamente el objetivo que se persigue en este
trabajo, resultando, por tanto, una aportacién original tanto en el
ambito de la Estadistica Bayesiana No Paramétrica, como en el de los
Ensayos de Vida Acelerados.

El Capitule O se dedica a establecer los elementos basicos
que conforman el marco donde se va a desarrollar esta tesis doctoral.
En primer lugar, se anallzan, por una parte, los ensayos de vida vy,
por otra, la teoria Bayesiana de la decisién estadistica, tanto a
nivel paramétrico como no paramétrico.

Situados ya en el contexto bayesiano no paramétrico, el
primer problema que se plantea es el de definir una medida de
probabilidad a priori G sobre ¥, el conjunto de medidas de
probabilidad P scbre un espacio medible (%,d), que tenga cilertas
propiedades ¢ptimas, desde el punto de vista Bayesiano, para ias
reglas Bayes. Para resolver este problema son necesarios algunos
conceptos previos que se desarrollan en el epigrafe 0.3, como medida
de probabilidad aleatoria {(Definicién 0.1), funcidén de distribucidn
aleatoria (Definicién 0.2}, funcién de fiabilidad aleatoria

(Definicién 0.3), y muestra aleatoria de tamafio n extraida mediante
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una funcién de distribucién aleatoria (Definicién 0.4).

En el epigrafe 0.3.1 se introducen los procesos de Dirichlet,
resultando ser la primera medida de probabilidad a priori P
considerada sobre el espacio paramétrico, que en el estudioc de los
problemas no paramétricos es el espaclo de tedas las distribuciones de
probabilidad definidas sobre un espacio medible dado. Ademas, se trata
de las probabilidades a priori mas sencillas dentro de los problemas
no paramétricos. Para definir estos procesos es necesaria la
distribucién de Dirichlet (Definicién 0.5} y analizar sus propiedades
(Proposicién 0.1 a 0.3).

Posteriormente se analizan las propiedades de los procesos de
Dirichlet, siendo el Teorema 0.7 el que nos permite afirmar que la
distribucién a posteriori de un proceso de Dirichlet P es, también, un
proceso de Dirichlet, perc con la peculiaridad de que resulta muy
facil de manejar. En concreto, la distribucién condicional de P dado

n
Xl, RN Xn es un proceso de Dirichlet de parametro « + Z Sx , en
T=1 1

donde para cada x € X, ax denota la medida sobre (X,s#) que da masa uno

al punto x, esto es, para A € 4 se verifica que:

1 sl x e A
SX(A) = .
0 si x e A

El epigrafe 0.3.2 se dedica a analizar los procesos neutrales
a la derecha, los cuales constituyen otro ejemplo de probabilidades a
priori gue se pueden considerar sobre el espacio paramétrico de todas
las distribuciones de probabilidad definidas en un espacio muestral
dado, y que fueron introducidos por Doksum, en 1974. Estos procesos
gozan de propiedades semejantes a los procesos de Dirichlet en el

sentido de ser “no paramétricos" y de ser, también, neutral a la
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derecha la distribucién a posteriori de una probabilidad aleatoria.

La Definicién 0.8 nos dice que la funcidon de distribucién
aleatoria F = {F(t]}tEIR es un proceso neutral a la derecha {P.N.D.},
si puede ser escrito de la forma F(t} =1 - e-vu)’ t € R en donde
Y = {Y(t)}tem es un proceso con incrementos independientes que
satisface determinadas propiedades. No obstante, se concluye que el
problema de la existencia de una distribucién de probabilidad a priori
$, que llamaremos inducida por el proceso, sobre el espacio
paramétrico en los problemas de decision Bayesiana no paramétrica, se
reduce a la especificacidén del proceso con incrementos independientes
Y(t).

Todo proceso de Dirichlet se puede considerar como caso
particular de proceso neutral a la derecha, ya que le corresponde un
proceso con incrementos independientes Y(t) que no tiene puntos fijos

de discontinuidad ni parte no aleatoria, lo que hace que el logaritmo

de la funcién generatriz de momentos sea

log E[e_eY(t)] = J [e—ez - 1] dN (z),

0

en donde la medida de Lévy asociada es la dada por
e—a[R)z (ea(t)z - 1)

dNt(z) = dz
z:(1-¢e %)

.y en donde « es el parametro del proceso de Dirichlet. Este hecho
resulta de gran importancia a la hora de establecer algunos de los
resultados originales que aparecen en este traba jo.

El epigrafe 0.4 resulta una aportacién novedosa a la Teoria
de la Fiabilidad, puesto que conceptos como vida media, o vida fiable

asociada a un nivel de fiabilidad R, fundamentales en los analisis de
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fiabilidad paramétricos, se generalizan al caso habitual, en‘ la
estadistica Bayesiana no paramétrica, de suponer que el tiempo de
funcionamiento de un sistema hasta el fallo sigue un proceso de
Dirichlet P de pardmetro a con funclén de fiabilidad aleatoria R(t).

El epigrafe 0.5 analiza la estimacién bayesiana no
paramétrica de funclones de fiabilidad R(t) cuando se tienen datos
censurados, necesaria para el desarrollo de los modelos de ensayos de
vida acelerados que se realiza en el Capitulo 3. El estimador Bayes,
en este contexto, fue propuesto por Susarla and Van Ryzin (1976)), vy
se presenta en el Teorema 0.9. El Corolario 0.10 afirma que, en
sentido bayesiano, el estimador del limite del producte de R(t),
propuesto por Kaplan and Meier (1958) como estimador no paramétrico,
es el limite de dicho estimador bayesiano no paramétrico, cuando la
confiabilidad M tiende a O.

El Capitulo 1 se dedica al estudio de los modelos de ensayos
de vida acelerados, con funcién de aceleracién lineal, bajo el
contexto bayesiano no paramétrico de los procesos de Dirichlet.
Inicialmente se plantea el denominado Modelo ALT-BN Basico, donde se
sientan las bases del marco en el gque nos moﬁeremos en este capitulo.
La hipétesis (H4) situa el modelo bajo el contexto bayesiano no
paramétrico, al suponer que la distribucién de la v.a. To’ notada por
Fo' es tal que viene inducida por un proceso de Dirichlet de parametro
«. Abreviadamente FO e D(a). La hipétesis (HS) hace referencia al
modelo de aceleracién entre la v.a. que representa el tiempo de
funcionamiento del sistema hasta el fallo bajo el nivel de stress Vi,

con 1 =1, ..., k, notada por Ti, y To' Fn concreto, se supocne que
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e

T

. BITO, es decir, ambas variables difieren en un parémetro de

escala 91' lo que se traduce en que la relacién, bajo este modelo,
entre la funcidén de distribucién bajo un nivel de stress Vl, con
i=1, ..., k, notada por Fl, y Fo' sea

Fi(t) = Fo(t / Gi) para {1 =1, ..., k. f1.1]
Con ello este modelc se encuadra dentro de los modelos de aceleracién
lineales y se le denomina Modelo ALT-BN Béasico con Funcién de
Aceleracién Lineal.

En el epigrafe 1.2 se plantea la estimacidén del parametro de
escala el. Para ello se demuestra el Lema 1.1, resultado original, en
el que se afirma que Fl(t) es una funcién de distribucién aleatoria
cuya distribucién viene inducida por un proceso de Dirichlet de
parametro « donde al(t) = a[—%ﬂ. A continuacién se construyen los

1

estimadores Bayes bajo pérdida cuadratica, propuestos por Ferguson

(1973), para Fo y Fll con las observaciones 'I'h ,h=0,1, j=1, ...,

»J
n; los cuales se notan por Fh:x(t)’ para h = 0, i. Después, mediante
""h
*D »
la transformacién logaritmica, se pasa a la relacién T1 = To + Al con

T; = 1ln Th, para h =0, i, y donde Al = 1ln 91 es un parametro de
A

lecalizacién, tal que 6l =e ! Designando por F; a la funcién de

distribucién de la variable aleatoria T:, se construyen los

estimadores Bayes bajo pérdida cuadratica, propuestos por Ferguson

(1973), para F;, los cuales notaremos por F; {t}. Esto hace

s

h

necesario proponer el Lema 1.2, resultado original, en el que se
. .

afirma que Fh(t) es una funcién de distribucién aleatoria cuya

distribucién viene inducida por un proceso de Dirichlet de parametro

. » t
o« , donde o (t) = o (e’ }.
h h h
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Con todo lo anterior se construye un estimador An N de Ai,
0’1

como un valor de Ai que minimice la distancia de Cramer-von Mises

5 [® 1o e 2
W = F (t-4a8)-F (t) dt [1.5]
o,n i i,n
0 0 1
Ai
con lo cual se define un estimador para 91 = e , mediante la

definicién de un estimador de minima distancia de Ai = 1ln 91.

Para analizar la construccién de este estimador se estudia

el caso no = n, ¥ i =1, ..., k, y se demuestra que un estimador

4 de A1 es una mediana de la distribucién de probabilidad

1 » -
— si v = tjl e toj, j=1, S0 £ =1, Ny
h {(v)] = n ! ’ [1.7]
no,no [s]
0 en otro caso
8, ~ Ano'ni

El estimador natural de 9i = e es Bn = e , que es también
s
o1

el estimador de minima distancia de 9l para el problema de escala.
En el caso n, # n , para algdn i = 1, ..., k, no es posible

obtener directamente el estimador, como hemos encontrado en el caso

~

anterior, aunque se puede definir un estlmador Bn N de el , COmMO un
0 i
valor que minimice la distancia de Cramér-von Mises siguiente
) © . - 2
W = F (t/8 ) - F (t)| dt [1.8])
O,nO i i,ni
o

El epigrafe 1.3 se dedica a demostrar que el estimador

Bn n* definido por [1.8], es fuertemente consistente para estimar

o i

Bi, probando que An n es fuertemente consistente para estimar
1]
i
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A =1n8 .
1 1

Fn la seccién 1.4 se utiliza como estimador de F0 el
estimador propuesto por Ferguson, el cual se construye a partir del
conocimiento a priori, propoercionado por «a(t)/M, y del conocimiento

muestral que resulta de rescalar las observaciones, para cada nivel de

, por la relacién

stress V., T
1 1,)

2 = [1.10]
i, 8

El Teorema 1.7, resultado origlnal, garantiza que dicho
estimador es fuertemente consistente para estimar Fo.

En el epigrafe 1.5 se considera el llamado modelo ALT-BN
General con Funcién de Aceleracién Lineal, para dar respuesta a las
situaciones de los ensayos de vida en los que no se dispone de datos
bajo el stress usual, y donde se considera un modelo de aceleracion
lineal general. Este modelo supone que la relacién entre la funcién de
distribuciénA en el nivel de stress Vl, Fl, y una funcién de
distribucién F perteneciente a la misma familia paramétrica que FI,
viene dada por

F (t) = F[Avft], i=0, ..., k (1.14}

donde A > O y y > O son constantes desconocidas, y F € Dla).

Por tanto, para estimar y consideramos la notacién 61j para

el factor de escala entre F’J y Fi, i.e.,

_ t
Fj(t) = F‘[ 5 ]
i)

de donde
Vl 7
61‘1 = [———] , coni =] [1.15]

v
b}

Ahora se podra estimar ¥, estimando previamente 61)’ para lo
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~

cual se puede estimar 9i mediante un estimador © que minimice
J nl’ j
l1a distancia de Cramer-von Mises siguiente

-~ ~ 2
we = I [1-" (tre ) - F (t)] dt [1.17]
0 i,n 1) jlnj

1
donde Fh (t), con h=1, j, es el estimador Bayes bajo pérdida
W0
h
cuadratica para Fh, que segin Ferguson es combinacién lineal convexa
de la funcién de distribucién empirica bajo el nivel de stress Vh y de

la funcioén de distribucién a priori bajo ese mismo nivel de stress.

De cada par de niveles de stress que consideremos Vi, VJ,

~

con i # j, se tiene un estimador 7n de ¥, por la relacién

1

siguiente

log Bn

-~ *

= ! [1.18]
"ty log Vi - log VJ

y se propone como estimador de y el promedio de los [;] estimadores

anteriores, cuya expresidn es

k  k - Vl
) [1°g ®n n ][1"3 T]
i=1 j=1+1 17y 3

¥ = —Kk ¥ 2 [1.19]
L L Lo ()]
1=1 j=i+1 j]

El Teorema 1.8, resultado original, demuestra que el

estimador de 7y definido por [1.19] es fuertemente consistente para
estimar 7.

Teniendo en cuenta [1.14], si y fuese conocido, podriamos
transformar (rescalar) los tiempos hasta el fallo de cualquier nivel
de stress para que correspondieran a tiempos hasta el fallo de
cualquier otro nivel de stress. Ya que 7 no es conocido, utilizaremos

~

su estimacién y para rescalar nuestras observaciones y construir un
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estimador de la funcién de distribucién FO bajo el nivel de stiress
usual Vo’ para lo cual se utiliza el estimador propuesto por Ferguson
(1973), Jjustificéndose que es fuertemente consistente para estimar
Fo(t).

La ultima parte del Capitulo 1 se dedica al problema de
contrastar el ajuste de los datos a una determinada distribucién
Fl(t). Se podria considerar como la alternativa Bayesiana No
Paramétrica al desarrollo de contrastes de ajuste realizado por Shaked
and Singpurwalla (1982) para el caso no paramétrico.

Los modelos ALT desarrollades en el Capitule 1 son
elementales desde el punto de vista de la funcién de aceleracidén que
consideran. Sin embargo, se pueden considerar modelos ALT con
funciones de aceleracién generales, como ha hecho, en el caso
paramétrico, Viertl (1980, 1983); y, en el contexto no paramétrico,
Barlow and Scheuer (1971), Steck, Zimmer and Williams (1974) y Shaked,
Zimmer and Ball (1979). No obstante, se puede observar que hasta el
momento no se ha presentado un desarrollo de los modelos ALT en el
caso bayesiano no paramétrico. Este es precisamente el objetivo que se
persigue en el Capitulo 2, resultando, por tanto, un capitulo
completamente novedoso.

En primer lugar, se analiza el concepto de funcidn de
aceleracién y los tipos de funciones de aceleracién mas utilizados. A
continuacién se presenta una axiomatica de los modelos ALT-BN bajo
procesos de Dirichlet, que generaliza la axiomatlica presentada en
Schibe and Viertl (1991), y se establece el Teorema 2.10,

completamente original, en el que se obtiene la funcién de
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distribucién en un stres cualquiera V, a partir de la axiomatica
anterior.

Por ultimo, se analizan una serie de modelos ALT y se
obtiene, en dichos modelos, el estimador de la funcidn de distribucidn
bajo el nivel de stress usual Vo.

Los modelos de ensayos de vida acelerados que se han
estudiado en la literatura se concebian para muestras completas, con
la excepcién de los trabajos de Barlow and Scheuer (1971), Basu and
Ebrahimi (1982) y McNichols and Padgett (1984). En muchas situaciones,
las observaciones pueden estar censuradas aleatoriamente a la derecha,
como ocurre, a menudo, cuando algunos sistemas:

(1) son eliminados del estudioc o del servicio que realizan, en
diferentes instantes de tiempo, antes de que fallen (para un
analisis mas completo o por otras razones),

{2} aun funcionan cuando termina el periodo de estudio,

(3) son eliminados del estudio o del servicio que realizan debido
a que fallaron por una causa ajena e independiente a 1la que
se estd estudiando.

En otras situaciones, las observaciones pueden estar
censuradas aleatoriamente a la izquierda, como ocurre cuando ciertos
equipos de precisién se colocan en los faros de las costas. Se puede
conocer el tiempo de funcionamiento de uno de estos equipes cuando se
encuentra en un faro vigilado por personal, con lo que se tendra una
observacién no censurada. Ahora bien, es posible que en alguno de
estogs faros no haya ninguna persona y se encuentre en una zona de

diffcil acceso, con lo cual se puede producir el fallo y no detectarse
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hasta después de un clerto tiempo.

Obviamente, se pueden presentar situaciones con muestras
doblemente censuradas.

Los trabajos citados anteriormente son por completo no
bayesianos, y es de destacar la escasa atencién que se ha prestado al
contexto bayesiano no paramétrico de los modelos de ensayos de vida
acelerada, cuando se presentan muestras censuradas. Ultimamente, y
dentro de este contexto, se ha potenciado el estudio del papel que
desempefian las covariables en los anallsis de fiabilidad acelerada.
Kalbfleisch (1978) presenté una aproximacién semiparamétrica bayesiana
al analisis de riesgos proporcionales de Cox, y Christensen and
Johnson (1988) hicieron lo mismo en el modelo de tiempo de fallo
acelerado. En ambos casos se contempla la posibilidad de observaciones
censuradas por la derecha. Una aproximaclén totalmente Bayesiana al
modelo de tiempo de fallo acelerado con datos no censﬁrados ha side
estudiada por Christensen and Johnson (1989).

Por tanto, no se ha presentado hasta el momento ningin
trabajo en el que se estudien las muestras censuradas, en los modelos
de ensayos de vida acelerada, bajo un contexto bayesiano no
paramétrico. Este es precisamente el objetivo del Capitulo 3, que
sera, por tanto, completamente novedoso, y en el que se pretenden
generalizar los resultados que han obtenidc Basu and Ebrahimi (1982) y
McNichols and Padgett (1984) al contexto bayesiano no paramétrico.

En primer lugar, se plantea el Modelo ALT-BN Basico con
Datos Censurados Aleatoriamente por la Derecha, como una extensién del

Modelo ALT-BN Basico desarrollado en el Capitulo 1, donde el parametro
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91, ademas de jugar el mismo papel que en dicho capitulo, factor de
escala entre los tiempos de funcionamiento en los niveles de 'stress V1
y Vo; representa el factor de escala existente entre los tiempos de
funcionamiento censurados en los niveles de stress V‘ y Vo'

A continuacién se analiza la construccién de un estimador
consistente para el pardmetro Bi. Para ello se aplica a las diferentes
variables aleatorias del modelo la transformacién logaritmica, y se

define un estimador An para el parametro de localizacién Ai entre

*

[ 20

estas nuevas variables en los niveles de stress Vl Yy Vo, como un valor
de A que minimice la distancia de Cramer-von Mises
() - - 2
w2=J [f' (t -a) -F (t)] dt
KM, 0 KM, i '
0
donde, para h = 0, i, f;nh[t) representa el estimador de Kaplan-Meier
para la funcién de fiabilidad de la transformacidén logaritmica de la
v.a. tiempo de funcionamiento verdadero en el nivel de stress Vh, a
partir de los datos censurados resultado de aplicar a los datos

censurados originales la transformacién logaritmica. A partir de este

estimador se define un estimador de @ por

resultando ser un estimador fuertemente consistente para estimar 91.

Para construir un estimador consistente para Fo se considera

1}
=]

un nivel de stress cualquiera Vh, con h 1, ..., k; y a partir de

los datos censurados (z & ), con J

. 1, ..., n, se construye el
h,J" h,jJ h .

estimador Bayes bajo pérdida cuadratica de Susarla y Van Ryzin para

f}(t), al que se nota por ?h(t). Esto permite definir como estimador
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~

de Fo(t] el resultado de evaluar el estimador ?h(t) en el punto

~
~

g o t, y notamos a dicho estimador por ?b h{t), luego
n_, *
o h

~
~

F (t)=F [9 t]'
O,h h{ n_,n
0’ h

~

E]l Teorema 3.2, resultado original, garantiza que F0 h(t) es un

estimador fuertemente consistente para estimar Eo(t)

Luego, en cada nivel de stiress Vh, con h=0, ..., k, se ha
construido un estimador consistente para Fo‘ Por tanto, hay k + 1
estimadores para f;(t) y formamos la media aritmética’Ponderada para
definir un nuevo estimador de ?0, que notamos por ?o(t). Asi, el
estimador de f} se define por

-~

k —
):n F o (t) [3.4]

h=0

Fo{t) =

=l R

y el Teorema 3.3, también original, demuestra que es un estimador
fuertemente consistente para estimar ?0.

En la tltima parte de este capitulo se analiza el Modelo
ALT-BN con Datos Censurados bajo Riesgo o Azar Proporcional. Este
modelo considera las mismas hipdtesis del Modelo ALT-BN Basico con
Datos Censurados Aleatoriamente por la Derecha, afiadiendo la hipétesis
de la existencia de una constante Bi € [0,®o), que supondremos
dependiente del nivel de stress, tal que, para i = 0, 1, ..., k, se
verifica que las funciones de fiabilidad de los tiempos de
funcionamiento censurado y verdadero en el nivel de stress Vi, Ex(t) ¥y

?l(t), respectivamente, estan relacionadas por
_ _ 15
Gl(t) = [Fl(t]] , ¥t > 0.

A partir de los resultados obtenidos por Morales, Pardo y
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Quesada (1986), el Teorema 3.4 nos propoerciona el estimador Bayes bajo
pérdida cuadratica de fl(t}, a t fijo, en un modelo de riesgo

proporcional, notado por Fpﬂ{t) para indicar que es estimador
paramétrico. Para poder utlilizar este estimador en la estimacién del
parametro de escala 91' es necesario proceder a la estimacién del
parametro de censura Bl. Esta estimacién se lleva a cabo mediante dos

metodologias:

1) Bayesiana. Bajo el supuesto de que la distribucién a priori

para el parametro T, = 118 es una Be(ai,bl), resulta, si se utiliza
1
pérdida cuadratica, que
~ a +b +n
B = 1 - | 1 1
§ - 2a + b+n +N
1+ i i 1 i,u

1
n
1

donde Niu = z 611 determina el numero de observaciones no censuradas
t] ¥
j=1

en el nivel de stress Vi.
2) De los Momentos. Igualando proporcién teérica a frecuencia
observada, resulta que el estimador de Bi por- el método de los momentos

viene dado por

donde th =n - Nhu determina el nuimero de observaciones censuradas
en el nivel de stress V:'

Para estimar el parametro de escala Gl entre el nivel de
stress usual V0 y el nivel de stress Vl, se sustituye, en la expresién
del Teorema 3.4, Bl por su estimaciodn él y se construye un estimador

de 9’ como un valor de ® que minimice la distancia de Créamer-von Mises

siguiente
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5 © " - 2
W2 = L [Fp_ott s 0) - F, (1) ] at.

Para cada 1 =1, ..., k, notemos por © N al estimador de
n

[3) i

6l que se acaba de definir. Con estos estimadores procedemos a

rescalar las observaclones Zl 5 =1, ..., n . por la relacién
L
21 - ALJ
) ) 0
n ,n
0"t

1,3 1,] i

L}
siendo z =z , al ser @ = 1.
0,] 0,5 n

Mediante la estimacién del parametro de censura é, bien
bayesiana o por el método de los momentes, a partir del nimero total
de datos rescalados, y mediante dichos datos, se procede a construir
el estimador bayesiano paramétrico de la funcién de fiabilidad bajo el
nivel de stress usual, a t fijo.

En el apéndice A se presenta un pseudocddigo para programar
el modelo desarrollado en el Capitulo 1, sirviendo tanto si se utiliza
un lenguaje de programaclén como si se emplea un software matematico.
El apéndice B muestra un caso practico desarrollado con el Modelo
ALT-BN Basico con Datos Censurados Aleatoriamente por la Derecha

Antes de terminar quisiera agradecer sinceramente a mi
profesor y amigo el Dr. D. Vicente Quesada Paloma, bajo cuya direccién
ha sido realizado este trabajo, no sélo el haber hecho posible la
realizacién del mismo con sus orientaclones, ensefianzas y discusiones,

sino también el haberme permitido trabajar a su lado durante los

ultimos afios.
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haberme dado los medios para entrevistarme con dos de las
personalidades mundiales en el campo de los ensayos de vida
acelerados, Wayne Nelson y Reinhard Viertl; asi como a ellos sus
comentarios y sugerencias.

Por ultimo, seria injusto no citar a mis padres y a mi
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CAPITULO O

ELEMENTOS BASICOS

0.1. LOS ENSAYCS DE VIDA EN LA TEORIA DE LA FIABILIDAD

El término ensayo de vida se utiliza para describir
experimentos que se realizan para recoger datos sobre longitud de vida
o, en el caso de -equipos industriales, sobre el tiempo de
funcionamiento. Dichos datos se wutilizan para estimar clertos
parametros, realizar predicciones, o tomar decisiones del tipo aceptar
o rechazar un lote de items. Ejemplos de pardmetros de interés son el
tiempo medio hasta el fallo, la tasa de fallos, la funcién de
fiabilidad o de supervivencia, y la vida fiable. Los ensayos de vida
se acometen habitualmente en entornos industriales como el del
automévil, las telecomunicaciones y en industrias electrénicas,
militares y relacionadas con la defensa; asi como en actividades
biolégicas y relacionadas con la salud como investigacién de drogas y
experimentos bioassay. En muchos casos los ensayos de vida se llevan a
cabo también para satisfacer exigencias contractuales y de regulacién.

Hay una cantidad enorme de literatura que pertenece a este

area, encontrandose entre las mejores fuentes Mann et al. (1974),
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Barlow and Proschan (1975), Tsokos and Shimi (1977), Bain (1978),
Elandt-Johnson and Johmson {1980), Nelson (1982, 1991) y Martz and
Waller (1982).

Puesto que un ensayo de vida persigue obtener datos de
longitud de vida, se somete a ensayo una muestra de items y se
registra la informacién de fallo de interés, junto con el tiempo de
vida de cualquier item que se retire del ensayo y no haya fallado
hasta ese momento. En una situacién tipica, se ensayan los items en
unas condiciones ambientales que sean lo mas parecidas posibles a las
condiciones ambientales para las que han sido disefiados dichos items
para funcionar, i.e., un entorno con stress usual. Dichos ensayos se
llaman ensayos de vida ordinarios. Si los items en cuestidn se
caracterizan por tener tiempos hasta el fallo grandes, resultara que
un ensayo de vida ordinario supondrd una cantidad desmesurada de
tiempo de ensayo. De esta forma, es una practica habitual someter los
jtems a unas condiciones ambientales de ensayo que supongan un stress
mayor que el usual. Estos ensayos se llaman ensayos de vida acelerados
o ensayos de vida con sobrestress; en algunos documentos del tipo
"military standards" reciben el nombre de ensayos ambientales. Puesto
que la tecnologia moderna ha desarrollado con éxito sistemas con un
periodo de vida largo, se acometen ahora, mas a menudo, ensayos de
vida acelerados que ensayos de vida ordinarios. Hay varias estrategias
para llevar a cabo ensayos de vida acelerados, y se presentan
dificultades especiales a la hora de extraer inferencias
significativas a partir de ellos. Todo esto se comentara mas adelante.

Tantoe con los ensayos de vida acelerados come con los
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ordinarios, es frecuente que no todos los items bajo estudio se
observen hasta el fallo. Esto es, algunos de los items seran retirados
o separados del ensayc de vida. Cuando esto suceda, se dira que el
ensayo de vida es con muestra censurada. Un ensayo de vida sin ningin
tipo de censura se dice que es un ensayo de vida con muestra completa.
En los ensayos de vida industriales, a menudo, se lleva a cabo la
censura para ahorrar tiempo de ensayo o para ahorrar el numero de
items que se ensayan hasta el fallo. En los ensayos de wvida
biolégicos, especialmente aquellos en los que estan implicados seres
humanos, la censura se debe, a menudo, a causas que escapan al control
del experimentador, e.g., el fallecimiento por accidente de trafico de
una persona a la que se le ha detectado el SIDA y forma parte de las
unidades en observacién de un estudio de vida sobre el SIDA.

Un ensayo de vida (ordinario o acelerade), en el que el
numero de items en estudio se fije de antemano, se llama un ensayo de
vida con muestra fija. Uno de estos ensayos podria ser o bien un
ensayo de muestra completa, o un ensayo de muestra censurada,.
dependiendo de si se producen separaciones o retiradas durante el
ensayo. Los ensayos de muestra fija se utilizan habitualmente cuando
el objetivo del ensayo de vida es la estimacién de parametros
desconocidos. En contraposicién a los ensayos de muestra fija estan
los ensayos secuenciales, en los que el numero de items que son
ensayados es una variable aleatoria. Los ensayos secuenciales se
utilizan cuando el objetivo del ensayo de vida es decidir si un loﬁe
de items satisface, o deja de satisfacer, una exigencia de vida

especifica, como, por ejemplo, el tiempo medio hasta el fallo es mayor
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o igual que un valor especificado. Los ensayos secuenciales tienen la
ventaja de que el nimero esperado de items que se prueban es mas
pequefio que el exigido en los ensayos de muestra fija que tengan las

mismas caracteristicas de ejecucién.

0.2. TEORIA BAYESIANA DE LA DECISION ESTADISTICA

Introduccién

La Teoria Bayesiana de la Decisién Estadistica es un modelo
para la toma de decisiones individuales bajo incertidumbre. Se puede
considerar de forma heuristica como un juego entre la Naturaleza y el
decisor. La Naturaleza elige un estado de la misma, @, perteneciente a
un posible conjunto de estados, ©, y el decisor elige una accién, a,
perteneciente a un posible conjunte de acciones, A, y el resultado del
juego viene fijado por una funcién W(a,8). En general, el decisor no
conoce cual es el estado de la naturaleza y, por tanto, realiza
experimentos aleatorios en los que el resultado x de cada uno de ellos
depende del estado de la Naturaleza. El objetivo es encontrar la mejor
accioén, a., en el sentido de que con ella se optimice el resultado del
juego. Como el problema se sitia en un contexto bayesiano, el decisor
posee una cierta informacién sobre los estados de la Naturaleza, en
forma de una ley de probabilidad sobre los mismos.

Por tanto, los elementos esenciales que pueden enconirarse en

un problema de decisién son los siguientes:

(1) Un conjunto no vacio 8 de todos los posibles estados de la
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Naturaleza, también llamado espacio paramétrico.
(2) Un conjunte no vacio A de todas las acciones posibles que el
decisor puede tomar.
(3) Una funcién de pérdida W(8,a) que es una aplicacioén
W:exA— R

(B,a) —» W(e,a)

Decisién Bayesiana Paramétrica
Los elementos esenciales de los métodos bayesianos de decisidn
estadistica paramétrica son, ademas de los tres anteriores, los
siguientes:
(4) Una variable aleatoria X observable con funcidn de
distribucién Fe{x), @ € 8, y con espacio muestral (X,4), en
general, contenido en (R,B), y una muestra xl,...,xn de X.
(5) Sobre 8 se toma una c-algebra o ¥ en el espacio medible
(@,&B) se tiene una distribucién G(®)} llamada distribucién a
priori.

(6) Un conjunto ¢ = {¢} de funciones de decision puras o no

aleatorizadas
n
p: X —— A
> 2>
¥ —3 a = p(x)
que a cada realizacion de la muestra xi,...,x le asocie una
n

accién de A.

(6’ ) Dada una ¢-algebra en A, ¢ consideramos una familia de

A’
medidas de probabilidad K = {k} en (A,oA] y una familia

T = {t} de decisiones aleatorizadas de forma que, ¥t € 7, a
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cada ; se le asocia una medida de probabilidad en A, luego
t: " — K
A partir de lo anterior, se llama funcidn de riesgo de una
regla de decisién no aleatorizada ¢ con respecto a la distribucion a
priori G, y se nota por R(G,¢), a la expresién siguiente

{n . >

R(G,9) = J wie,p(%)) dF "(¥) dG(e)
exx"

En el caso de una regla aleatorizada t se define la funcién de

riesgo por la expresién siguiente

R(G,t) =J W(e,a) dFé"(?) dc(e) dt (e)
n x°
BxX <A

Se llama regla Bayes o solucidén Bayes respecto a la distribucion
G a la regla de decisién que minimiza la funcién de riesgo. Luego

} = inf R(G,S)
Se¢

R(G,SG

en el caso de reglas de decisidén no aleatorizadas, y

R(G,t.) = inf R(G,t)

G tet

cuando la regla de decisién es aleatorizada.

Utilizando diversas funciones de pérdida, pérdida cuadratica,
pérdida en valor absoluto, etc., podemos, en el case paramétrico,
tener las soluciones a problemas de estimacidén, de contrastes de
hipétesis, etc.

Raiffa y Schlaifer (1961) indican diversas propiedades que
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debe cumplir la clase § de distribuciones de probabilidad a priori
sobre el espacio paramétrico ©. Dichas propiedades son:
1) La clase § debe ser analiticamente tratable en tres aspectos:
i) Debe ser razonablemente facil determinar la distribucién a
posteriori.
ii) Debe ser posible expresar convenientemente la esperanza
de determinadas funciones de pérdida.
1ii) Debe ser cerrada, en el sentidc de que si la a priori es
miembro de la clase &, la a posteriori también lo sea.
2) La clase § debe ser rica, en el sentido de que exista un
miembro de la clase § capaz de expresar huestra informacién a priori.
3) La clase § debe ser parametrizada de forma que nuestra

informacién a priori pueda ser facilmente interpretada.

Decizién Bayesiana No Paramétrica

En el caso paramétrico hemos visto que la distribucién de la
variable aleatoria observable X, Fe(x}. dependia del parametro 6, con
lo cual se puede considerar la clase ¥ = {Fe / B € B} y esta clase,
en si misma, puede tratarse como un espacio paramétrico, sin mas que
identificar a F‘e con su correspondiente 8. 51 tenemos que definir una
medida de probabilidad sobre ¥, bastara hacerlo sobre &.

En los problemas no paramétricos, el conjunto ¥ es demasiado
grande para recibir el tratamiento anterior, ya que puede ocurrir gque
no conozcamos la forma paramétrica de F, sino tan sélo que es
continua. En este esquema, €l problema radica en que la dimensién de ¥

puede ser infinita y, por tanto, el tratamiento que se aplicard a este
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tipoc de problemas requerira de otras técnicas para dotar a esta clase

% de una distribucién a priori conveniente.

Flementos de un Problema de Decisién Estadistica Bayesiana No
Paramétrica.
(1) Una v.a. observable X con espacio muestral (X,d).
(2) Un espacio paramétrico ¥ que esta constituido por el conjunto
de medidas de probabilidad P sobre el espacio muestral (X,d).
(3) Un espacio de acciones A = {a}.
(4) Una funcién de pérdida W(P,a) con P ¢ ¥, a € A.
(5) Una distribucién de probabilidad a priori G definida sobre el
espacio medible (?,09), con ¢g una r-algebra adecuada.
(6) Una muestra aleatoria simple (xl,...,x ) de variables

n

aleatorias observables (Xl....,Xn) con distribucién de

probabilidad P.

Desde el punto de vista bayesiano se presentan dos problemas
fundamentales:

1) Definir una medida de probabilidad a priori G sobre F.

2) Decidir la medida especifica G que tendremos que tomar para
que resulten ciertas propiedades optimas, desde el punto de vista
Bayesiano, para las reglas Bayes.

El primer problema es un problema tipicamente probabilistico
y ha sido tratado de diversas maneras. Sin embarge, el primero que lo
traté en consonancia con el segunde problema, de una forma adecuada,

fue Ferguson, en 1973.

Antes de analizar detalladamente el modelo de Ferguson es
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necesario establecer algunos conceptos previos. Todo ello se

desarrolla en el préximo epigrafe,

0.3. LAS FUNCIONES ALEATORIAS EN LA TEORIA DE LA FIABILIDAD

Sea ¥ un conjunto y # uné oc-algebra de subconjuntos de X y
sea el espacio medible (X,d]).

Sea P(w,A) un proceso estocastico con conjunto de indices 4,
con espaclio de estados el intervalo [0,1] y definido sobre un espacio
probabilistico (Q,0(Q),A).

Si se fija un indice, iie., se fija A € 4, entonces

P(A) = P(:,A):Q — [0,1]
w — P(w,A)

es uha variable aleatoria.
Si se fija un w € Q, entonces

Plw, ):d — [0,1]
A — Plw,A)

es una trayectoria del proceso. Dicha trayectoria puede llegar a ser
una medida de probabilidad sobre el espacio medible (X,d4).

Por tanto, fijado un A € 4, P(A) es, ademas de la
probabilidad de A cuyo valor depende del resultado del experimento que
tiene por espacio probabilistico (R,0{Q),A), una variable aleatoria.
En consecuencia, llamamos a P medida de probabilidad aleatoria sobre
(X,4), o, simplemente, probabilidad aleatoria.

De manera formal se tiene la siguiente definicién.
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Definicién 0.1

Dado un conjunto X y una c-dlgebra # de subconjuntos de X, se
llama medida de probabilidad aleatoria sobre el espacio medible (X, )
a cualquier proceso estocastico {P(A):A e 4}, definido sobre algun
espacio probabilistico (Q,¢(Q),A) y con espacio de estados el
intervalo [0,1], tal que:

1) P(A) es una v.a. con valores en [0,1], VA e 4.
ii} P(X) =1 c.s.

iii) Sea {Au} c 4 con lim Ak = @, i.e., una sucesién decreciente
k0

de subconjuntos medibles, entonces lim P(Ak) =0c.s., i.e.,
k=0

+ - CcC. 8.
la sucesidn de v.a. {P(Ak)}keIN e 0.

De ahora en adelante, se supondra que (X,4) es (R,B), el
espacio medible de la recta real con la o-algebra de Borel, ya que
sélo se trabajara en el caso real.

Si hacemos uso de las propiedades de orden de la recta real,
es npatural introducir 1lo que llamamos funcién de distribucién
aleatoria F, correspondiente a la probabilidad aleatoria P, que vendra
definida por

F(t) = P((-=»,t]) (0.1]

El proceso estocastico asi definido tiene una versién
separable (un proceso con la misma distribucién de probabilidad que
F), el cual posee unas propiedades que permiten caracterizarlo. La
definicion de la funcién de distribucién aleatoria por medio de estas
propiedades, como se hace a continuacisén, presenta la ventaja de

estudiar una funcién de distribucién aleatoria, sin depender de la
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probabilidad aleatoria asociada.

Definicién 0.2

Se llama funcion de distribucion aleatoria a cualquier

proceso estocastico F = {F(t)} definido scbre algan espacio

teR’
probabilistico (Q,0(Q)},A) y con espacio de estados en el intervalo
[0,1], que satisfaga las condiciones siguientes:

(1) F(t) es mondétona no decreciente c.s.

(2) 1lim F(t) =0 c.s.
-0

(3) 1im F(t) =1 c.s
t3+00

(4) F(t) es continua por la derecha c.s., l.e.,

Yt € R lim F(s) = F(t) c.s.

sat’

En la teoria de la fiabilidad se suele trabajar mas con
funciones de fiabilidad o supervivencia que con funcicnes de
distribucién. Ademas, el espacio medible que utiliza la teoria de la
fiabilidad es ([0,»}, B(i0,=))). Por tanto, se llamara funcién de
fiabilidad aleatoria R, correspondiente a la funcién de distribucion

aleatoria F, al proceso R = {R{t)} definido por

te[o,m)
R(t) =1 - F(t) vt € [0,e.) [0.2]

Por las mismas razones que antes, se pueden definir las
funciones de fiabilidad aleatorias sin tener en cuenta las
correspondientes funciones de distribucién aleatorias, aunque las

relaciones [0.1] y [0.2] se deben tener siempre presentes para

comprender mejor los problemas que se analicen.
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Definicién 0.3

Se llama funcidén de fiabilidad aleatoria a cualquler proceso
estocastico R = {R{t)}telo,wl definido sobre algin espacio
probabilistico (Q,0(Q),A)} y con espacio de estados el intervalo (0,1],

que satisfaga las condiciones sigulentes:

(1) R(t) es mondétecna no creciente c.s.

(2} 1lim R(t) =1 c.s.
t->0

(3) 1im R(t) = 0 c.s.
L+

(4) R(t) es continua por la derecha c.s. Vt € [0,w].

NOTA.- Para entender mejor el lenguaje que se empleara al definir
muestra aleatoria extraida segun un proceso estocastico, conviene
hacer algunas observaciones a las dos definiciones anteriores.

1) De la definicién de funcién de distribucién aleatoria,
abreviadamente f.d.a., se deduce que F = {F(t)}teunm) €S un Pproceso

estocastico. Por tanto, si fijamos un indice t € R, se tendra que

F(t’.): Q_> [0'1]
w — F(t,w)

es una variable aleatoria.
Si fijamos w € Q, entonces

F(-,w): R — [0,1]
t — F(t,w)

es una "trayectoria" o realizacién del proceso que es una funcién de
distribucién en R.

Si F(-,w) es una funcién de distribucién, entonces para un
t €e R, F(t,w) es la probabilidad de que una cierta v.a. con valores en

R, digamos X, sea menor o igual que t, i.e.



MODELOS ALT-BN -13-

F(t,w) = I dF (x,w) V{B,w) € Bxfl
B

que se denominara probabilidad aleatoria.
2) Segun la idea anterior, cuando tengamos wuna f.d.a.

F = {F(t)} se dird que F es una f.d.a. sobre (R,B), expresando con

teR’
esta frase que se puede obtener una medida de probabilidad sobre (R,3&)
en la forma expuesta.

En el enfoque estadistico de 1la fiabilidad, es necesario
tener una informacién muestral que, por lo general, estara dada por
una muestra aleatoria (m.a.) de tamafio n. Por ello, al trabajar en el

contexto que se acaba de definir, es preciso, como hizo Ferguson, en

1973, establecer la siguiente definicién.

Definicién 0.4 (Ferguson 1973)

Sea F = {F(t)}telR una f.d.a. sobre (R,B). Se dice due

xl,xz,...,xn es una m.a. de tamafio n extraida mediante F si ¥ m € N,
t,...,t cont eR ¥i=1,...,my X ,X,...,.X, s¢ tiene que:
1 m i 1 2 n
Pr[Xlsxi, X25xz,...,xnsxn/ F(tl),....F[tm),F(xl),...,F(xn)] =

n
=1 F(x,) c.s.
=1 !

en donde Pr denota una probabilidad.

NOTA.- De manera analoga, se define una m.a. de tamafic n extraida
mediante una fiabilidad aleatoria, cuando lo sea mediante la f.d.a.

correspondiente,
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0.3.1. PROCESOS DE DIRICHLET

Dentro de la decisién Bayesiana no paramétrica, la primera
medida de probabilidad a priori ¥ conslderada sobre el espacio
paramétrico, que en el estudio de los problemas no paramétricos es el
espacio de todas las distribuciones de probabilidad definidas sobre un
espacio medible dado, fue la inducida por un proceso de Dirichlet.
Dichos procesos, gque son una clase especial de probabilidades
aleatorias, fueron introducldos por Ferguson; en 1973,

Debido a las propiedades del proceso de Dirichlet, se puede
afirmar que estos procesos son, hoy por hoy, las probabilidades a
priori mias sencillas dentro de los problemas no paramétricos.

Las principales propiedades o caracteristicas de dichos
procesos son:

(1) P es no paramétrica en el sentido de que tiene una clase de
probabilidades "grande" o "no paramétrica como soporte suyo
en la topologia de la convergencla débil.

(2) Si P es considerado como un parametro con distribucién a
priori P, entonces la distribucién a posteriori de P, dada
una muestra, también tiene una distribucién de Dirichlet.

(3) P es una probabilidad discreta con probabilidad uno.

LA DISTRIBUCION DE DIRICHLET
La distribucién de Dirichlet surgié en el estudio de
problemas relacionados cen estadisticos de orden, y es conocida en el

contexto bayesiano como una distribucién a priori que es conjugada
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para los parametros de una distribucion multinomial. Para definirla de
forma general, se redefine la distribuciéon gamma para que incluya el
caso de una distribucién degenerada en un punto.

Se notara por $(«,8) a la distribucién gamma con parametro
de forma « = 0 y parametro de escala B > 0. Si X es una v.a.
absolutamente continua y Z ® §(«,B) con a > 0; entonces su funcién de
densidad es

1 - z/B _o-1
———— z
r(a) 8%

1 (z)

flz | «, B) = (0. o)

Por otra parte, si @« = 0, entonces
Z = 8(0,8) = P2Z=0)=1

y se dira que §(0,8) es una v.a. con distribucién degenerada en X = 0.

Definicién 0.5

Sean 21, c ey 2k variables aleatorias independientes con

Zj "~ ?(aj,l), donde aj = 0 para todo J ¥ «, > 0 para algan j, con

j=1, ..., k. Se llama distribucién de Dirichlet de parametros
(m1,....ak], notada por D(ml,...,uk), a la distribucién del vecter
aleatorio [Yl, RN Yk), donde
Z
y = — 3 para J =1, ..., k.

Observaciones. -

(1) Esta definicién es mas general que la que usualmente se
encuentra en los libros, ya que contempla el caso degenerado.

(2) Aplicaciones y propiedades de la distribucién de Dirichlet se

pueden encontrar en el libro de Wilks {1962).
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(3) La notacién D(al,...,an) debera interpretarse con valores
uj z 0 para todo j ¥y aJ > 0 para algin j, con j =1, ..., k. Es decir,
los aj deben ser "no todos nulos”.

(4) Esta distribucién es siempre singular con respecto a la

medida de Lebesgue en el egpacio k-dimensicnal, en el sentido que da

probabilidad 1 a un conjunto de medida de Lebesgue 0, ya que

(5) Si aj = 0 para algin j determinado, entonces la v.a. Zj

correspondiente es degenerada en 0. En consecuencia, la
correspondiente v.a. Yj sera también degenerada en O.

(6} Si aj >0, ¥V j=1, ..., k, entonces la distribucién de la
v.a. (k - 1) dimensiﬁnal (Yl, cee Yk_l) es absolutamente continua con

funcién de densidad

Fly,oeaY, @) =

k

r[z a] @ -1
= ] k-1 aj-1 k-1 k

= | Yy 1- Z Yy Ty y)
Jj=1 J=1
n F(aj)
=1
en donde S es el simplex definido por
1 k-1
S = {{yi,..‘,yk_1) € R / yj 20, j=1,...,k - l,jzl yj = 1}.

(7} Las v.a. Yj toman valores entre 0 y 1 gque se pueden
considerar proporciones de suma total 1, de tal forma que los valores
que toma la v.a. Yk dependen de los valores que tomen las restantes
v.a. Yi, SN Yk_i. Por esta razén, algunos autores prefieren definir

el producto en la expresién de la densidad anterior como
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k aj-i
my,
J=1
y se sobrentiende que
k-1
y =1~ Y.
k & 3

(8) Para k = 2, la densidad anterior de la v.a. Y1 se reduce a la

de una distribucién beta en el intervalo [0,1] de parametros a1 y e,

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION DE DIRICHLET

La distribucién de Dirichlet posee algunas propledades
interesantes, algunas de las cuales se utilizan mas adelante, y que
pasamos a enunciar.

Proposicién 0.1

Si (Y{""'Yk) > D(al,...,ak), entonces si k1 < k se verifica
k
[Y,...,Y ] % D[a.....a , Z a].
1 k 1 k 1
1 1 J=k1+1

Este teorema afirma que cualquier distribucién marginal de
una distribucién de Dirichlet sigue, también, una ley de Dirichlet.

Para la distribucién marginal de cada v.a. YJ se tiene el
siguiente resultado

Proposicién 0.2

Si (Y1""’Yk) ™ D(al,...,ak), entonces

k
Y = Be|a , al| -al, para j =1, ..., k.
) [J[,zt] J]p ’
=1
Por wltimo, es importante resefiar gque se conserva la
distribucién de Dirichlet al considerar la distribucién conjunta de
sumas, de un determinado nimero de sumandos, en una distribucién de

Dirichlet.
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Proposgicién 0.3

Si (Y1""’Yk) ~ D(al....,ak) y =i Fo,....r € Z tales que

0 < r1 < ... < r =n, entonces
-]

r r r r r r

1 2 s 1 2 8

Y z Y .,... z Y = D z o E o .. z o

[ Z i’ i’ ' 1 i’ 1’ ’ 1
1=1 1=r +1 i=r _+1 1=1 t=r +1 t=r _+1
1 s-1 1 s-1

La demostracion de este resultado y mas propiedades de esta

distribucién se pueden consultar en Wilks (1962).

DEFINICION DE PROCESO DE DIRICHLET (Ferguson (1973))

Sea {(X,4) un espacio medible. En la Definicién 0.1 se
establecié el concepto de probabilidad aleatoria P, ¥y de dicha
definicién se deduce que para definir P es necesario determinar la
distribucién conjunta de las v.a. (P(All, AN P(Am}), Yme Ny para
cada sucesién A1’ ces Am de conjuntos medibles con Al e 4,
¥ i=1, ..., m; basandonos en particiones medibles de X.

Se dice que {B1' Cees Bk} es una particién medible de X si

B ed, Vi=1, ..., k; y se verifica que Bl n BJ =@, para i = j, vy

Para nuestros propésitos, es mas conveniente definir la

probabilidad aleatoria, P, definiendo la distribucién conjunta de las

v.a. [P(Bi), SN P(Bk)]. v k € N y para cada particién medible
{Bl, ey Bk} de X. A partir de estas distribuciones, se puede definir
la distribucién conjunta de (P(A1)' e P(Am)). para cada sucesién
arbitraria A1’ ceey A.m de conjuntos medibles, utilizando las

propiedades de aditividad flnita de P, segin se analiza a
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continuaciodn.
Dada una sucesién arbitraria A1' ey Am de conjuntos
medibles, formamos los k = 2" conjuntos resultado de tomar las

intersecciones de los Ai y sus complementarios. Esto es, se define

B . para cada vJ =046 1, por
REREEL

B =n A’ [0.3]

donde A: = A vy A? = Aj. siendo Aj el complementario de AJ. Por tanto,

b}
{Bv v } constituyen una particién medible de X. Si se da la
1l ¥

distribucién de

{P[Bvl'.._’v ]; v, =061, J= 1, ..., m}, {0.4)

entonces a partir de ella se puede definir ia distribucién conjunta de

(P(A1)' ey P(Am)) definiendo P(Ai). para cada i =1, ..., m, por
P(Al) = 5: P[Bv o ]. [0.5]
1 m
v ,...,v /v =1
_ 1 i
Obsérvese que si, desde el principlo, A1’ cees A.Irl es una

particién medible de Y, entonces esto no conduce a definiciones
contradictorias de la distribucién de (P{A1)' AN P(Am)) supuesto que
P(2) estad degenerada en 0. Bajo esta ultima condicién, la distribucién
de {P(Al), cees P[Am)), para cualquier sucesién arbitraria Al, N Am
de conjuntos medibles, esta definida de forma Unica, una vez que estén

dadas las distribuciones de (P{B1)' ey P(Bk)), para cualquier

particién medible arbitraria {B1’ cees Bu}'

CONDICION DE CONSISTENCIA (Condicién C)

Sean {81’ e Bk} y {B;. ceny B;} dos particiones medibles




-20- ELEMENTOS BASICOS

de ¥, siendo {B;, ce e B;} un refinamiento de {Bl, caey Bk} con
1 T2 h
Bl = U BI; B2 = U B1) ? Bk = U Bl
i=1 i=r +1 i=r +1
1 k-1

Entonces la distribucién de

r r h
2

1
YrB), } PGB, ... RE:RIE
i=1 isr +1 i=r +1
1 k-1
determinada a partir de la distribucién conjunta de
(P(B;), ce P(B;)), es idéntica a la distribucién de
(P(B1)’ ey P(Bk)).

Nuestro propésito es que la condicién C sea satisfecha en el
desarrollo que haremos a continuacién.

El siguiente lema justifica que esta condicién es suficiente
para la validez de las condiciones de consistencia de Kolmogorov en
las distribuciones de (P(A1)’ N P(Am}), definidas basandonos en
[0.3] y [0.4].

Designemos por [O,I]A al espacio de todas las funciones de «
en {0,1] y por B?A[ a la o-4lgebra generada por el conjunto de

cilindros.

Lema 0.4
Supongamos que
(1) Se ha definido un sistema de distribuciones conjuntas de
(P(Bi)' ce e P(Bk)), v k e Ny Vv {Bl’ ce e Bk} particién medible,
satisfaciendo la condicidén C.
(2) Para conjuntos medibles arbritarios A1’ PN Am, las

distribuciones de (P(Aa)""’ P(Am)) estan definidas como en [0.3],

[0.4}] y [0.5].
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Entonces existe una probabilidad P sobre [[O,l]ﬂ, B?iq que da

lugar a estas distribuciones.

Definicién 0.6 (Primera definicién de Proceso de Dirichlet)

Sea (X,4) un espacio medible y sea « una medida finita no
nula sobre (X,d), y sea P = {P(A)}Aegd un proceso estocastico definido
en el espacio de probabilidad (2,0(Q),A). Se dice que P es un proceso

de Dirichlet sobre (X,d4) de parametro «, si para cada particion

medible {B1’ Bz. N Bk} de X, la distribucién de la v.a.
k-dimensional (P(Bl).P(Bz},...,P(Bk)) es de Dirichlet de parametros
(a(BI},a(BZ],...,a(Bk)].

Observaciones. -

(1) En esta definicién la medida a permite precisar la
distribucién de [P(B1)'P(Ba)""’P(Bk)) al tomar valores en cada uno
de los elementos de la particidn {B1' Bz, A Bx}'

(2) La condicién C de consistencia para el proceso de Dirichlet
es exactamente la Proposicién 0.3 de la distribucién de Dirichlet.

(3) El Lema 0.4 permite afirmar que las condiciones de
consistencia de Kolmogorov se satisfacen y esto, a su vez, define un
proceso estocastico que introduce una medida de probabilidad ? sobre
[[0,1]4. B?xq. Ferguson demostré que la distribucién del proceso
estara caracterizada por las distribuciones finito dimensionales del
proceso.

(4) Puesto que P(X) es degenerada en 1, P es una medida de

probabilidad aleatoria.
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(5) A veces emplearemos la notacién "P € D(«)" para expresar "P
es un proceso de Dirichlet sobre (X,4) de parametro a”.

(6) Si P = {P(A)}Aed € D(a), entonces cuande (X,4) = (R,B(R)),
tiene sentido definir el proceso F = {F(t)}tem' donde F(t) = P{l-wo,t])
¥t € R. Puede probarse que F es una distribucién aleatoria. De esto,
se deduce que la definicién de m.a. de tamafio n obtenida mediante F,
es un caso particular de m.a. de tamafio n obtenida mediante un proceso
estocastico cuando el espacio medible es (R,B{R)) o es (X,B(X}), con
X < R.

Puesto que en el analisis bayesiano la obtencién de una
muestra es fundamental para la determinacién de la probabilidad a
posteriori, condicionada a la informacién (Xl, ce Xn) de una v.a. en
estudio, establecemos a continuacién este concepto en el contexto de

los procesos de Dirichlet.

MUESTRA EXTRAIDA MEDIANTE UN PROCESO DE DIRICHLET (FERGUSON (1973))

Definicién 0.7

Sea P € D(a). Entonces la coleccién de v.a. Xl, R Xn, con

valores en (X,d), se dice que es una m.a. de tamafio n, obtenida

mediante P, si vYmeN y conjuntos d-medibles, Al, ey A,
m
C1’ ey Cn, se verifica que
Pr[X1 € Ci, cey Xn € Cn / P(Aa)' RN P(Ah), P(C1)' RN P(Cn)] =
n
= T P(CJ) C.s. [0.6]

j=1

y Pr denota probabilidad.



MODELOS ALT-BN -23-

Observaciones. -

(1) Como se puede ver esta definicién no es mAS que un caso
particular de la definicién 0.4, por ser un proceso de Dirichlet un
caso particular de probabilidad aleatoria.

(2) Intuitivamente X1""’ X es una m.a. de tamafio n de P si,

dados P(C )}, ..., P(C ), 1los sucesos {X e C }. ces {X e C } son
1 n 1 1 n n

independientes del resto del proceso, y son independientes entre

ellos, con
Pr[xj € CJ / P(C1)’ cey P(Cn)] = P{Cj) c.s. para j =1, ..., n

{3) Cuando se conoce la distribucién del proceso P, la Definicién

0.7 determina la distribucién conjunta de Xl. . Xn.
P(Al). ey P(Am), puesto que
Pr[X1 € Ca’ cees Xn € Cn, P(A1) Yo P(Am) < ym] [0.7]

se puede obtener integrando [0.6] con respecto a la distribucioén
conjunta de P(Al), Ceey P(Am), P(Cl), e P(Cn) sobre el conjunto
(O,yll X ... X (O.ym] % (0,1] x ... x (0,1].

La expresién [0.7] determina una probabilidad ? sobre el
espacio medible [I“ x [O,I]J, 4" x B?dq, al verificar las condiciones

de consistencia de Kolmogorov.

Proposicién 0.5

Sea P € D(a) sobre (X,d4) y sea X una muestra de tamafio 1 de

P. Entonces para A € 4, se verifica que

P(X € A) = %(i;—.
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Proposicién 0.6

Sea P € D(a) sobre (X,d) y sea X una muestra de tamafio 1 de

P. Sea {Bl, e Bk} una particién medible de X y A € 4. Entonces,
?[X e A, P(B1) o SRR P(Bk) s yk] =
k
a(B n A)
= Z J D[y1’ s ¥y / oc;”, e a:})] [0.8]
c alX)
donde D[yl, ey yk / al, Cees ak] es la funcién de distribucidn de la
distribucién de Dirichlet, D(al, cees mk), v donde
a(Bl) si i = j

S
o
a(Bl) + 1 si il =j

Con todo lo anterior estamos en condiciones de obtener la
distribucién condicional de un proceso de Dirichlet P, dada una

muestra X, ..., X de P,
1 n

Teorema 0.7 (Ferguson 1973)

Sea P € D(a) sobre (X,d) y Xl, ey Xn una m.a. de tamafio n
obtenida mediante P. Entonces, la distribucién condicional de P dado
)¢}
Xl, ceey Xn es un proceso de Dirichlet de parametro o + E 6X , €n
=1 i
donde para cada x € X, Bx denota la medida sobre (X,#d) que da masa uno

al punto x, esto es, para A e 4 se verifica que:

1 si xe A
8 (A) =
X

0 si x e A
Observaciones. - -
(1) Como se observa, la distribucién a posteriori de un proceso

de Dirichlet es un proceso de Dirichlet muy facil de manejar, lo que

permite estimar con facilidad, ya que, por ejemplo, si consideramos la
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pérdida cuadratica, las reglas de Bayes van .a ser las medias de esta
distribucién a posteriori tan manejable.
(2) También como notacién emplearemos, para resultados de este
n

tipo, P/X ~ ﬂ[a + [ ax ], expresando "la distrlibucidn condicional del
1=1 1

proceso dada la muestra X = (X1’ N Xn) es de Dirichlet de parametro

n
o + E SX *_ Aqui P denota la distribucién del proceso, no utilizamos
i=1 )

la notacién de gque es la medida imagen a través de P, porque
supondremos siempre gque se cumplen las condiciones de consistencia de
Kolmogorov. Por brevedad, a veces sélo se indicara P/X.
(3) De ahora en adelante, se utilizara M = «(X) para representar
la masa total de «, y se llamara confiabilidad en la distribucién a
priori de P, cuya distribucién viene dada por Fo(x) = a{x)/M.
Esto Gltimo se deduce del hecho de que de 1la definicidén
resulta que P(A) =~ Be(a(A},M - «(A)), con lo cual
E[P(A)] = a(A}/M = FO(A)
En concreto, la distribucién a posteriori de P, dada una muestra de
tamafio n de P, segun el Teorema 0.7, viene dada por
pn-FO(x) + (1 - pn]-Fn(x]

donde p_ = M/ (M + n).
0.3.2. PROCESOS NEUTRALES A LA DERECHA
Otras probabillidades a priori que se pueden considerar sobre

el espacio paramétrico de todas las distribuciones de probabilidad

definidas en un espacio muestral dado, son los procesos neutrales por
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la derecha, introducidos por Doksum, en 1974.

Estos procesos gozan de propiedades semejantes a los procesos
de Dirichlet, en el sentido de ser “no paramétricos" y de ser también
neutral a la derecha, la distribucidén a posteriori de una probabilidad
aleatoria. De hecho, como luego veremos, los procesos de Dirichlet son

un caso particular de proceso neutral a la derecha.

Definicién 0.8

Se dice que la funcién de distribucién aleatoria
F = {F(t)}telR es un proceso neutral a la derecha (P.N.D.), =i puede
ser escrito de la forma
Fit) =1-¢e"%, teR
en donde Y = {Y(t)}tem es un proceso con incrementos independientes,
tal que:

1) Y(t) es no decreciente c.s.

2) Y(t) es continuo por la derecha c.s.

3) lim Y({t) = 0 c.s.
ty-w

4) 1im Y(t) = o c.s.
L+ 0

Observaciones. -

(1) Intuitivamente, una distribucién aleatoria F{t) es un proceso
neutral a la derecha, si para cada t1' t2 € R con t1 < tz’ se verifica

1 - F(t))
que -i—jr?TT:T es independiente de {F(t) / t = tl}, es decir, si la

porcién de masa que F(t) asigna al subintervalo (tz,m) del intervalo
(tl,m) es independiente de lo que valga F(t) a la izquierda de t1'

(2) Claramente, diremos que la funcién de fiabilidad aleatoria
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R = {R(t}}telR es un proceso neutral a la derecha, si la funcién de
distribucién aleatoria F(t) = 1 - R(t) es un proceso neutral a la
derecha.

(3) Si consideramos la situacion, que sera en la que estaremos a
lo largoe de todo este trabajo, de ser t =0 ¥y consideramos una
particién de [0,») en un namero finito k de intervalos disjuntos

[aO = O,all. (al,azl, cees (ak_l,ak =w) y llamamos r = Ya‘ - Y;i_l,
Doksum (1974), a partir de los resultados de Ferguson (1973), ha visto
que se puede especificar una distribucién de probabilidad sobre el
espacio de las trayectorias del proceso Y{t) (y, por tanto, sobre el
espacio paramétrico en los problemas de decisién Bayesiana no
paramétrica), especificando las distribuciones finito dimensionales de
las r para cada particién (ai_l,al]. i=1, ..., k, sujetas a la
condicién de que la distribucion de r, * T debe ser la misma que la
obtenida por aplicacién directa de las reglas al intervalo combinado
{a ,a ). Pero dado que Y(t) es un proceso con incrementos
independientes, esto siempre se va a verificar, pues las r, son los
incrementos del proceso.

Asi pues, el problema de la existencia de una distribucién de
probabilidad a priori P, que llamaremos inducida por el proceso, sobre
el espacio paramétrico en los problemas de decisién Bayesiana no
paramétrica, se reduce a la especificacién del proceso con incrementos
independientes Y(t) o, alternativamente, al de especificar las
distribuciones de las variables aleatorias r, para cada particién

finita (abd,ail, i=1,...,k, sujetas a la condicién de consistencia

arriba especificada.



-28- ELEMENTOS BASICOS

Hay que observar dque, dado un proceso neutral a la derecha
F(t), puede suceder que el espacio paramétrico no sea el espacio de
funciones de distribucién no aleatorias, pero como Doksum (1974) dice,
existe una versién separable de él que si lo verifica, es decir,
existe una versidén separable de F(t) tal que P{F / F es una funcién de
distribucién} = 1, en donde P es la inducida por el proceso F(t).
También es bueno observar que ? no estér definida sdélo sobre el
conjunto de funciones de distribucién, pero podemos decir que P elige
una F(t) que se puede "arreglar"” mediante su version separable, que
sabemos siempre existe por un teorema debido a Doob (1953), de forma
que sea ésta una funcién de distribucién. Asi pues, supondremos se
verifican todas las condiciones necesarias para considerar a esta 7
como una medida de probabilidad a priori en el sentide tradicional y
clasico, que en cualquier caso siempre podremos suponer existente. Por
altimo, hacer notar que cuando calculemos esperanzas respecto a esta P
estaremos integrando en un conjunto mids amplio que ¥, pero por razones
plasticas de similitud con el caso ﬁaramétrico, utilizaremes una

notacién de la forma J ...dP(F).
¥

MUESTRA EXTRAIDA MEDIANTE UN P.N.D. (Doksum (1974))

Sea R la recta real y 8 la c-algebra de Borel. Sea F(t) un
proceso neutral a la derecha con distribucién inducida ?. GSea
(Xi. S Xn) un vector aleatorio en R". Diremos que la distribucién
condicionada de (Xl, e Xn). dado F, es la de una muestra aleatoria
obtenida a través de una distribucién F. Esta distribucién

condicionada puede encontrarse del modo wusual definiendo la
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distribucién conjunta ?2 del vector (X1""’Xn) y de F como sigue:

n
?E(F € D, X1 € (-m,tl]. N Xn € (-m,tn]] = E?[ID(F),E1F(t1)]

en dénde D estda en 0(33), (—m,ti] € Be ID es la funcién indicatriz de
D.
, - n B n B
Asi, ?2 es una probabilidad sobre (R" x [0,117,¢(B x B7)).
Con esta definiclién observamos que
1) La distribucién marginal de F es P.

2) ‘Pz(X1 € (_m't1]’ cees Xn € (—m,tn] / F) =1U1F(ti) c.s.

3) La distribucién marginal de {Xl,...,Xn) es

n
?z(x1 € (—oo,tll,....Xn € (-m.tn]} = E?[iglF(ti)].

En particular, se verifica para n = 1 que
?z(x € (-w,t]) = E?[F{t)] = v(t)

Doksum (1974) demuestra que v(t) es una distribucidén y que
caracteriza al proceso neutral a la derecha. A dicha distribucién v(t)
se le llama parametro del proceso.

Entre las propiedades mas notables de los procesos neutrales
a la derecha podemos citar la propiedad Bayesiana establecida por el

siguiente teorema.

Teorema 0.8 (Doksum (1974))

Si F es un proceso neutral a la derecha, entonces la
distribucién a posteriori de F dado Xa’ ey Xn es la inducida por un

proceso neutral a la derecha.

Sin embargo, a diferencia de los procesos de Dirichlet, la

distribucién a posteriori de un proceso neutral a la derecha resulta
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inmane jable, en general, a la hora de hacer estimaciones. Es por esto
por lo que posteriormente propondremos un método para poéder hacer

estimaciones con algunos precesos neutrales a la derecha particulares.

DISTRIBUCION MARGINAL DE LA MUESTRA
Dada una muestra X extraida mediante un proceso neutral a la
derecha F(t), la distribucién marginal de la muestra seri

v(t) = J F(t) aP(F)
F

que es el parametro del procesc neutral a la derecha, con lo que

dv(t) = J dF(t) dP(F).
F .

MEDIDA DE LEVY ASOCIADA A UN PROCESO NEUTRAL A LA DERECHA
El proceso Y = {Y(t)}tem descrito en la Definicién 0.8, tiene

a lo sumo una cantidad numerable de puntos fijos de discontinuidad que

podemos llamar t1'tz""’ en algiun orden.
Sean S1’ Sz’ ..., los tamafios aleatorios de los saltos de
Y(t) en tl, tz‘ ..., respectivamente. Asi pues, S1’ Sz’ ..., Son v.a.

independientes no negativas.

La diferencia
o
Z(t) = Y(t) —lesj I[tj_m)(t),

en donde IB denota la funcién indicatriz sobre el conjunto B, es un
proceso con incrementos independientes, no decrecientes c¢.s., sin

puntos fijos de discontinuidad, siendo lim Z(t) = 0 ¢.s. Por tanto,
to-wm

Z(t)} debe tener una distribucién infinitamente divisible.

Para un proceso con incrementos independientes y sin puntos
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fijos de discontinuidad, la representacién de Lévy-Kolmogorov para el
logaritmo de la funcién generatriz de momentos (obsérvese -el signo

menos), es de la forma

w dK (u)
log E[e‘BZ(t)] = -8 alt) + { [e—eu -1+ Gu] ——35—— [0.9]
0

u
siempre que Var(Z(t)) < w, slendo «(t} = E[Z(t)] y K  una funcién
sobre R, continua a la derecha, no decreciente y acotada tal que
Kt(-w] =0y Kt(+m) < .

Obsérvese que los procesos neutrales a la derecha no tienen
parte aleatoria, por ser Z2(t) un proceso de incrementos independientes
(Ferguson and Klass, 1972).

Entonces, a partir de {0.9], se puede escribir

w dK (u) o dK (u)
log E[e—BZ(t)] = -glalt) - I t + J [e_eu - 1] S
6___ﬁ__ u®

o
o, lo que es lo mismo,

o
log E[e-BZ(”] - -8 b(t) + I [e'eu - 1] aN_(u),
[v]

siendo

th(u) ) th(u)
dNt(u) = > y b(t) = alt) - J m

u 0

La medida Nt(u) se denomina "medida de Lévy asociada al
proceso neutral a la derecha F". Ahora, la parte no aleatoria viene
representada por b{t).

Para que exista el momento de segundo orden de Z(t) v,
equivalentemente, var{Z(t)), es necesario y suficiente, Feller (1966),

que la medlida Kt(u) sea finita, es decir, que

©
[dK(u)(m,
t

0
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y por ser
th(u}

2
u

dNt(u) =

es necesario y suficiente que

® 2
J u dNt(u] < o,
0

Por otro lado, la medida Nt(u) verifica

[1]
u
o
por estar Z(t) concentrada en (0,w), Feller (1966).

Asi pues, existe una medida, ¥t € R, Nt(u], asociada a cada

proceso neutral a la derecha F = {F(t]}tem+ , llamada medida de Lévy

sobre los conjuntos de Borel de (0,w) que verifica

® u
. m dNt(u) < w,

y para que exista la Var(Z(t)) debe cumplir
o
u’dN, (u) < w.
o
Por Gltimo, obsérvese que cuando Y(t) no tenga puntes fijos

de discontinuidad, Y(t) coincide con Z(t).

EL PROCESO DE DIRICHLET COMO CASO PARTICULAR DE P.N.D.

Al proceso de Dirichlet le corresponde un procesoc con
incrementos independientes Y(t) que no tiene puntos fijos de
discontinuidad (por lo que coincidiran Y(t) y Z(t)), ni parte no
aleatoria, es decir, b =0, siendo el logaritmo de 1la funcidén

generatriz de momentos, por tanto,

[+ ]
log E[e'BY(t)] = J [e'ez - 1] aN, (2), [0.10]
0
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en donde la medida de Lévy asociada es la dada por

e-a(R)z (em(t)z - 1)
dN (z) = dz [0.11]
t z-(1-¢e %)

y en donde « es el parametro del proceso de Dirichlet. Ademas, si P es
un proceso de Dirichlet de parametro «, la distribucién v(t),

parametro del proceso neutral a la derecha, es

_alt)
V(t.} _T__('R—} .

0.4. ELEMENTOS DE FIABILIDAD ASOCIADOS A UNA FIABILIDAD ALEATORIA

DE DIRICHLET

En la teoria de la fiabilidad clasica se llaman sistemas no
reparables a aquellos que o bien no se pueden reparar, o la reparacién
es antieconémica, o el problema es tal que sdlo interesa la historia
de vida hasta que se produce el primer fallo. La cantidad mas
importante para describir estos sistemas es su tiempo de
funcionamiento, T, una v.a. que dqueda determinada a través de su
distribucién de probabilidad y, por tanto, mediante el conocimiento de
su funcién de distribucién F(t) = P(T s t), o de su funcién de
fiabilidad R(t) = P(T > t). Ademds, es especialmente importante la
determinacién del valor medio de la v.a. T, o la esperanza de otra
funcién de T, o el valor de la vida fiable para un valor de fiabilidad
R.

Estos ultimos conceptos se pueden generalizar al caso
habitual, en la estadistica Bayesiana no paramétrica, de suponer que

el tiempo de funcionamiento de un sistema hasta el fallo sigue un
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proceso de Dirichlet P de parametro a con funcién de fiabilidad
aleatoria R(t}.

En lo que sigue, supondremos que estamos ante uno de estos
procesos y nos apareceran integrales estocdsticas en media cuadratica

de la forma

Alw) = [b g(t) dP(t,w)
a

pudiendo ser b = +=, i.e., integrales de Lebesgue, [bg(t)P(t,w) dt, de
a

la funcioén de t, g(-)P(-,w), para w fijo, que resultardn ser nuevas

variables aleatorias Alw).

Definicién 0.9

Se llama vida media aleatoria del proceso estocastico
P e D(ax) a la v.a.

u:2 — R [0.12]

w — plw) = I x dP(x,w)

Esta v.a. tiene media, designada por My siempre que o tenga

momento de orden uno respecto al origen finito, vy viene dada por
N doe(x)
Ho «(R)
Ferguson (1973) demostr6é que la v.a. i definida por [0.12]

existe, asi como la que surge en la siguiente definicién.

Definicién 0.10

Dada una funcién medible de valores reales Z definida sobre
(X,4), se llama esperanza aleatoria de Z respecto al proceso P € Dla),

a la v.a.
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79 — R

0 —s nlw) = I 2(x) dP(x,w)

supuesto que « es tal que
- de(x)
no—'[Z(X)—-m‘(m,
donde LA es la media de 7.

Como un casc particular de esperanza aleatoria se tiene la

varlanza aleatoria.

Definicién 0.11

Se llama varianza aleatoria del proceso estocastico P e D(a)
a la v.a.

20 — R

v — o2(w) = I x°dP(x,w) - pz(w)
supuesto que a tiene momento de orden dos respecto al origen finito.

La esperanza de esta v.a., es

2, _ «(R) 2
Ele”] = ZtRy+1 %o

donde

2 2

o2 = | «2 da(x) _
] =z®)  Fo’
segin obtuvo Ferguson (1973).

Supongamos ahora que la funcién de fiabilidad aleatoria del

e_v{t), siendo {Y(t)} el proceso con

procesc P € D(a) es R(t) = tE[0, )

incrementos independientes asoclado al proceso de Dirichlet. A cada
R € [0,1] se le hace corresponder un t € [0,) tal que, a w € Q fijo,
se verifica la sigulente ecuacién

e-Y(t,w) = R
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o, equivalentemente,
Y(t,v) = -1n R

es una ecuacién resoluble y con solucién medible.

Definicién 0.12

Se llama vida fiable aleatoria del proceso estocdstico
P € D(a), asociada al nivel de fiabilidad R, a la v.a.

tR: Q— R

W — tR(w}

donde tR(w) es la solucién de la ecuacién Y(t,w) = -In R, a v € Q fijo.

0.5. ESTIMACION BAYESIANA NO PARAMETRICA DE FUNCIONES DE FIABILIDAD

CON DATOS CENSURADOS

Una linea importante de desarrollo de la Teoria Bayesiana No
Paramétrica ha sido el tratamiento de datos censurados. El problema de
estimar una funcién de fiabilidad desconocida R, a partir de dates
censurados o incompletos, se formula, habitualmente, como sigue. Sean
Xl. c e Xn los tiempos de supervivencia verdaderos de n items o
individuos que estdn censurados a la derecha por n tiempos censurados
Yl, sy Yn. Se supone que las X; son v.a.il.1.d. con distribucién F(u)
y se quiere estimar la funcién de fiabilidad R(u) =1 - F(u). Sin
embargo, el estadistico sélo dispone de los datoes

21 = min {X‘, Yl}
1 si Xi = Yi

0 si X >Y
1 1



MODELOS ALT-BN -37-

y el problema es estimar F basaindonos en estos datos. La estimacién no
paramétrica usual es la estimacién del limite del producto, debida a
Kaplan and Meier (1958).

La primera aproximacién por completo Bayesiana a este
problema fue llevada a cabo por Susarla and Van Ryzin (1976), que

utilizaron un proceso de Dirichlet como un proceso a priori para F.

Supongamos dJue 21, ce Zk son las observaciones no censuradas
(6i =1) y Zk+1, ey Zn son las observaciones censuradas (6i =0), vy
notemos por 2(k+1), . Z(N) las observaciones distintas entre las
censuradas Zk+1, ces Zn. Sea AJ el numero de observaciones censuradas
que son iguales a Zj, J =k+1,...,n; y sean

N(u) = numero de observa;iones (censuradas o no) mayores o

iguales que u
+ . N
N*(u) = numero de observaciones (censuradas o no) estrictamente
mayores que u.

Bajo este contexto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 0.9 (Susarla and Van Ryzin (1976))

Sea F € D(a). Ei1 estimador Bayes Ra(u) de R(u), dadas las
observaciones con la notacidén anterior, que minimiza el riesgo bajo la
funcién de pérdida

-~ m -~
L(R,R) = J (R(u) - R(u))? dw(u)
0
con w una funcién de peso no negativa y no decreciente, viene dado por

ﬁ (W) = alu,o) + N ﬁ { u[ZlJ),w)+N(2(j)) }
a[ZTkam):HLZTJ))-AJ

o M——n
i < < =K, .u., . =
en el intervalo Z(E) =u 2(£+1) para £ = k, m con Z(k) 0 vy

[0.13]

J=k+1
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z
(m+1)

Si particularizamos [0.13] al caso en que no hay ninguna
observacién censurada {las distribuciones de censura tienen todas sus
masas concentradas en «) el producto en [0.13] es la unidad y el

primer término se reduce a

alu,o) + N (u)
M+ n

C P =k = =
on =n vy Z(n) 0

en [0.13]. Por tanto, [0.13] se reduce a la estimacién Bayes de R
restringida a R ya que

alu,@) + N'(w) _ M [e(ue)], n [N (] _
M+n M Men T —]

_ M n
= #n RW ¥ g R (W)

i.e., se expresa como la combinacién lineal convexa de la fiabilidad a

priori y de la funcién de fiabilidad empirica.

Corolario 0.10 (Susarla and Van Ryzin (1976))
E] estimador del limite del producto de R, dado en Kaplan and

Meier (1958) para la situacién del contexto anterior, viene dado por

R(u) = 71 ["_"’._] [0.14]

n=r+]
r \

donde r toma los valores para los que Z; =uy Z; es una observacion

no censurada. Este estimador es el limite de Ra(U)’ cuando M -—> 0.

Este resultado afirma que, en sentido bayesiano, el estimador
de R(t) dado por [0.13] tiende al estimador del limite del producto
dado en Kaplan and Meier (1958), cuando la confiabilidad M en aft)

tiende a 0.
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1.1.

CAPITULO 1

MODELOS ALT-BN CON
FUNCION DE ACELERACION LINEAL

PLANTEAMIENTO DEL MODELO ALT-BN BASICO

Sea To > 0 la variable aleatoria que representa el tiempo de

funcionamiento de un sistema en condiciones “normales” o "usuales". Se

realizan las siguientes hipétesis sobre T0 y el modele de ensayos de

vida acelerada (ALT).

(H1)

(H2)

Existen k + 1 niveles de stress que se fijan antes de realizar el

ensayo vy que se notan por Vo'v1' RN Vk. Entre ellos se cumple
V0 < V1 < ... < Vk, siendo V0 el nivel de stress habitual vy
V1’ ey Vk los niveles de stress acelerados.

En cada uno de los niveles de stress se someten a ensayo de vida
nl sistemas, con 1 =0, 1, ..., k. Los datos obtenidos son no
censurados y son de la forma Tl'J con J =1, ..., n, donde le
denota el tiempo de funcionamiento hasta el fallo del sistema
j-ésimo, de entre los que se consideran en el nivel de stress

j—-ésimo.
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(H3) Cada uno de los ni, i=0,1, ..., k, es suficientemente grande,
de manera que sea factible la realizacién de un analisis

asintético.

(H4) La distribucién de la v.a. To, notada por Fo, es la inducida por
un proceso de Dirichlet de parametro o, siendo « una medida
finita, no nula y no atémica sobre (R+,£+). Abreviadamente

F0 € D(al).

(H5) Si denotamos por T1 la v.a. que representa el tiempo de

funcionamiento del sistema hasta el fallo bajo el nivel de stress

Vl, con i =1, ..., k, se verifica que Fl, la funcién de

distribucion de la v.a. Ti, Yy F0 difieren en un parametro de

escala ei. Es decir, se tiene que

Fi(t) = Fo(t /@) para i=1, ...,k [1.1]

La hipétesis (H5) simplemente afirma que un cambio en el

nivel de stress no cambia la forma de la distribucién del tiempo de
funcionamiento, tan sélo cambia su escala.

Las cinco hipétesis anteriores constituyen lo que se llamara

"Modelo Bayesiano No Paramétrico Basico de ALT con Funcién de

Aceleracién Lineal". 0O, abreviadamente, Modelo ALT-BN Basico con FAL.
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1.2. ESTIMACION DEL PARAMETRO DE ESCALA 6l

En el proceso de estimaclén del pardmetro de escala 9i Yy, en
consecuencia, de la funcién de distribucién en el stress usual Vb,

juega un papel importante el siguiente resultado.

Lema 1.1 (Maté)

La distribucién aleatoria Fi(t) es la inducida por un

e

proceso de Dirichlet de parametro al(t) = a[—j;].
1

Demostracioén.
Por hipétesis, FO es una funcidén de distribucidén aleatoria
cuya distribucién viene inducida por un proceso de Dirichlet de
parametro «, con o« una medida finita no nula sobre (R*,8"). Como todo

proceso de Dirichlet es un proceso neutral a la derecha, se deduce que

~Yo(t)
Fo(t) =1-e [1.2]

con {Yb(t)}tem+ un proceso de incrementos independientes que
gatisface las cuatro propiedades de la Definicién 0.8. Se sabe que en
este caso al proceso de Dirichlet le corresponde un procesc de
incrementos independientes, Yb(t), que no tiene puntos fijos de
discontinuidad ni parte no aleatoria, i.e., se verifica que b =0y el
logaritmo de la funcién generatriz de momentos es

-8Y (t) ® oy
log Ele ° =j [e - 1] dN, (z)

0
en donde la medida de Lévy asociada estd dada por

—a(R)z(ea(t)z - 1) o,

dNt(z) = 2

z(1 - e 7)
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con « el parametro del proceso de Dirichlet.
De la relacién entre las funciones de distribucidn en los

diferentes niveles de stress, [1.1], y de [1.2] se tiene que

t

-y [—] ¥ (t)

F(t) =F Lj;] =1-e 0 91 =1 -e !
i 0 91

e

donde Yi(t) = YOLJL] es un proceso de incrementos independientes, por
1

serlo Yo(t) y mantenerse dicha propiedad por cambios de escala, y que,
ademis, es no decreciente, continuo por la derecha y verifica que
lim Yl(t) =0y lim Yl(t] = @ de manera trivial.

t-0 ty+00

Por tanto, Fi es un proceso neutral a la derecha al igual

que Fo’ en el que se tiene

-BYl(t) ) —oz
log Efe = [e - 1] dNt 1(z)

o]

con

—a(m)z[ a(t/ei)z _ 1]
(z) = c c dz

Z(T = ¢ )

dNt,l(Z) = dN

t/8
1
De esta forma, se ha obtenido la representacién de Lévy del

proceso Yl(t} como proceso de Dirichlet, y de dicha representacién se

deduce que ai(t) = u[—g—] y mi(m) = a(R).
i

Luego, Fi(t) es una funcidén de distribucién aleatoria cuya
distribucién viene inducida por un proceso de Dirichlet de parametro
t
@ donde ai(t) = a[—az]. .
Una vez demostrado este resultado, lo primero que hay que
observar es que, para todo i =1, ..., k, 9i es un parametro de

escala para Fi. Sin embargo, ai(t), aunque pertenece a la misma

familia que a(t), depende de un parametro desconocido Bi.
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1.2.1. CONTRUCCION DE UN ESTIMADOR PARA Bi

El parametro 9i se podrid estimar a partir de las

observaciones Th ,h=0,1i, jJ=1, ..., nh, mediante un estimador

» 3
para Fl(t) que se construira utilizando las mismas observaciones y el
conocimiento a priorl dado por a{t) y M.

Sea i =1, ..., k fijo. Se pueden construlr los estimadores
Bayes bajo pérdida cuadratica para Fo(t) y Fn(t) con las cobservaciones
Th,j, h=o0, i, j=1, ..., n, . Al aplicar el resultado de Ferguson
(1973}, los estimadores Bayes bajo pérdida cuadratica, para Fo y Fi,
se obtienen como combinaciones lineales convexas de las
correspondientes funciones de distribucién empiricas, en dichos
niveles de stress, y de las correspondientes funciones de distribucién
a priori. Por tanto, si para h =0, i1 se establece la notacidn
siguiente:

F o {t) = estimador Bayes bajo pérdida cuadratica de Fh a partir
h
de una muestra de tamafio n en el nivel de stress Vh.
Fn (t) = funcién de distribucién empirica bajo el nivel de stress
h

V.
h

fh(t) = funcién de distribucién a priori bajo el nivel de stress

V..
h

Resulta que

_ ~ _ = t
Fo(t] = Yy Fi(t) = Fo[——e—il

El estimador Bayes bajo pérdida cuadratica para Fh, con
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n

~ oMy M
th (t) = M—ﬂ*l— Fn (t) +
h h

M+n
h

Fh(t) [1.3]

*

h

Para la obtencion del estimador de 9i se consideran las
transformaciones siguientes:
* *
T =1InT . T =1inT
0 o 1 i

con lo cual se pasa de

con Al = 1ln ei. Es decir, el parametro de escala 9l se transforma en

un parametro de localizacién Al.
»

Sea h =0, i, =si se denota por Fh a la funcién de

. -
distribucién de la variable aleatoria Th, resulta que el estimador
Bayes bajo pérdida cuadratica para F; sera

;*‘ (t) = "h Bt (1) +
h,n " M+n. n

h h h

M
M+n
h

F ()
b f1.4]

donde F: (t) es la funcién de distribucién empirica de las nuevas
h

~

observaciones 1n Th y F;(t] es la funcién de distribucién a priori,

v J
"
bajo el nivel de stress Vh, para la funcién de distribucién Fh.
Para poder precisar esto altimo es necesario el siguiente

resultado.

Lema 1.2 (Maté)
Con la notacién que se acaba de establecer, si Fh € D(ah),
» »
entonces Fh € ﬂ(ah) con

» t .
ah(t) = ah(e ) para h =0, i,

i
R

siendo ao
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Demostracion.
Por hipétesis, Fh sigue una distribucién inducida por un
proceso de Dirichlet de parametro o . Por tanto, si se considera como

proceso neutral a la derecha, resulta que

-Yh(t)
Fh(t) =1-e

con {Yh(t)}tER+ un proceso de incrementos independientes que
satisface las cuatro propiedades de la Definicién 0.8, y que no tiene
puntos fijos de discontinuidad ni parte no aleatoria, 1i.e., se
verifica que b = 0 y el logaritme de la funcién generatriz de momentos
es
log E e-eYh(t) = Jw [e_ez - 1] dNt'h(z)
)

en donde la medida de Lévy asociada estd dada por
-o (R)z [ e« (t)

aN_ (z) = 2 \e - 1] dz
! 2(1 - e )

con & el parametro del proceso de Dirichlet Fh.
Por otra parte, la relacidn entre las funciones de
. _
distribucién Fh y F'h es la siguiente:

t

- _ . _ _ t, _
Fh(t) = P(Th = t) = P(ln Th st) = P(Th =e’} = Fh(e ).

Por tanto, se verifica que
t L
. —Yh(e ) —Yh(t)
F{t) =1-e =1-e
h
donde Y;(t) = Yh(et) vt € (-m,w) es un proceso que satisface las
siguientes propiedades:

i) Es de incrementos independientes, yva que VYneN y

vt <...<t,comt, ..., t € (-w,0), se verifica que
1 n 1 n
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L} * - * L
Yh(t1)’ Yh(tz) - Yh(tl). RN Yh(tn) - Yh(tn_i)

son variables independientes, ya que por hipotesis

y(£'), Y () - ¥ (t) y (¢ -y (t" )
ho1! h 2 n 17 7Y Thn h  n-1
son independientes V¥V n € N, donde
» tg L]
t =e y t € [0,m)
8 8

para s = 1,...,n
ii) Es continuc por la derecha, ya que
* 4 »
Y{(t') =Y (t) c.s.
h h

por ser

yit' =y t") e.s.
h h

» t
donde t = e .

1i1) 1lim Y:(t} = lim Yh(et] = 0.
to-w to-w

iv) 1im Y (t) = lim Yh{et) = +o.
t3+m t>+0

Por tanto, F; es un proceso neutral a la derecha al igual

que Fh, en el que se tiene

-8y ()] [® ( g .
log Ele h = J [e Z - 1] dNt(z)

o

con

—ah(R)z [

_e e

dz.

t
a (e’)z
. h -1
dNt(z) = dN t_{z) -
e Z(T - e °)

De esta forma, se ha obtenido la representacion de Lévy del
L 3
proceso Yh(t) como proceso de Dirichlet, y de dicha representacion se
deduce que

a:: (-, +0) —— R

t — a-(t) =« (et)
h h
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es una medida finita no nula sobre (R,B), ya que lo es @, ¥
*
a (R) = a (R}.
h h
*
Luego, Fh(t) es una funcién de distribucién aleatoria cuya
distribucién viene inducida por un proceso de Dirlchlet de parametro

» » t
o« , donde a (t) = a (e’).
h h h [ ]

Con todo lo anterior estamos en condiciones de definir un

A
estimador para 61 = e 1, mediante la definicién de un estimador de

minima distancia de Ai = 1ln Bi.

Construimos un estimador A de Al, come un valor de Al
n_,n

0 1

que minimice la distancia de Cramer-von Mises

o ' |

[+ e N 2
w2=J [FM (t -a) -F:n(t)] dt [1.5]
[4]

CASOn=n vi=1, ..., k
0 i

En estas condiciones, la distancia de Cramér-von Mises queda

de la forma

[++] n 2 2
W = J [-—°] [F' (t-4)-F (t)] dt
M+n n i n
o 0 o 1
ya que
- R (t M s _
F n (t_Ai) = ¥on Fn - Ai) + Men FO(t - Al) =
o
t_Ai
n ole
_ o .* M [ ]
~ M+n F (t Ai) * ¥n [ M ]
Y
n
L. 0 . M _
Fl,n (t) = M+ Fn (t) M+n Fl(t) -
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debido a que

t-A
. |
o (t-Al) a(e
F (t-a) = v = v
Y
t t t-4A
. w(t) o (eh) a[e /9] a[e / Al] a[e 1
ﬁ(t): i = i - 1 = € =
i M M M M M
A

i
por ser 9ll = e .

A continuacién, siguiendo el razonamiento de Padgett and Wel
(1982), vamos a obtener el estimador de 91.
Designemos las observaciones, en el nivel de stress h, por
th’j, para h=0, i, y j=1, ..., n. Notemos por t;,J = 1n th,j a
las observaciones transformadas por la funcién logaritmo, en el nivel
de stress h. Supongameos, sin pérdida de generalidad, que
* » *

»
t = ... =t y t = .,... st .
0,1 o,n 1,1 i,n

Se sabe que, para h = 0, i, se verifica que

_ 1
Fn (t) = [ n I(-w,t](th,J)'
h j=1 " h
n
Py = Tl (
n - Z_n" {-o,t] h,}
h j=1 h

Sea A un numero real tal que

* * * *
A > max {t + A, ..., t +A,t , ..., t }.
0'1 i i,ni

Entonces, la expresién [1.5] queda

n n

A, _\2r O 0 2

2 _ 0 1 . _ 1 *

W= [ [M+n ] [ Z n I(-m,t-n )(to,j) z n I(—w.t](ti,ﬂl] dt
o o/ Ly=1 0 i =1 .o

Elevando al cuadrado y agrupando términos en esta expresiédnm,
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hay que minimizar en A la cantidad

n n
o ©
1 . 1 . . -
2} Y max (t o+ ot " ): e[——z max (t;  + ALto,+ 8,)
3=1 £1 n
o 0
"o "o "o "o
_ 1 . . .t _
- Z1 L= 2 (o) * 40 ” Z; £Z1 2 |tx,£ Yo, a1
351 &1 n 551 &1 ng
Por tanto, se trata de buscar
n n
. 1 - -
min [lz"_alti,ﬂ to, = 8, (1.6]
A j=1 £€=1 n
X 0
Ya que
"o "o
_15= 1,
y=1 €=1 n
es facil ver que un valor An de Ai golucién de [1.6] es una

0

mediana de la distribucién de probabilidad discreta con funcion de

distribucién Hn A Y cuya funcién de masa de probabilidad es

—15 si v = tl'e - to‘ 1 J=1, s L =1, Dy
h (v) n ’ ) 11.7]
no, o 0
0 en otro caso
Obsérvese que Hn es una estimacién de la funcién de

n
oo

distribuclén de la v.a. T: - T; que es simétrica respecto de Al.

*
Ademas, como T1 = TO + A1' se puede afirmar que Al es una mediana de

L]
la v.a. Ti - T;. Por tanto, es también intuitivamente claro que un

procedimiento sensible es eligir An o para estimar Ai. Un estimador

A
natural de 9‘ =e 1 es o = e 0, gue es también el estimador

de minima distancia de 61 para el problema de escala, segin han

probado Drossos and Philippou (1980).
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CASO Ee-f para algin } =1,..., E

ny

En este caso, no es posible obtener directamente el

estimador, como hemos encontrado en el caso anterior. No obstante, se

~

puede definir un estimador en o de 6i , como un valor que minimice

[ |

la distancia de Cramér-von Mises siguiente

® . . 2
W= J [F (tr8 ) - F (t)] dt (1.8]
o,n 1 l,nl
o
El calculo de en L en aplicaciones practicas, requerira
0’

de un programa o pseudocddigo, que se proporciona en el apéndice A.

1.3. CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR 9n DEL PARAMETRO DE ESCALA 9l

0 1

Para demostrar que el estimador Bn n’ definido por [1.8],

i

es fuertemente consistente para estimar 91, vamos a probar que An

o'
definido como un valor que minimiza
@ L. - 2
- *
I [F (t -A)-F (t)] dt, [1.9]
o,n i i,n
0 o 1

es fuertemente consistente para estimar Al = 1ln ei.

Observamos que si n, #n, la expresién [1.9] resulta ser

T o F‘ (t A) nl F' (t) M ﬁ'(t A) M f‘(t) ° t
- - + — - -

Lﬂ+n n 1 M+n n M+n o i M+n i ] d
o 0 0 1 | o i

aplicando [1.4] a h=0y h = 1.

Sean ahora

n n
) = 1
y nl M+nl

no = M+n
o

con lo cual suponer que no # n, equivale a suponer dque n ¥ ni, y el
[+]
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problema es encontrar el A1 que minimiza

0 [ ] N *® ol 2
Jo [no Fno(t - Ai) - annl(t) + (no - ni)Fo(t - Al) ] dt

F () = Fl(t - 8))
ya que F, t) = o e

Desarrollando la ultima integral, se trata de encontrar un
A1 que minimice

@ » . 2 ® 2, x* 2
j [no Fn (t - Al] - ann {t)] ’dt + J (no_nil [Fn (t - Al}] dt +
o (] i o o
o

® i L 3 -
+ J 2(n1-n0) Fo(t - AI)[no Fno(t - Ai] - niFni[t)] dt

Por tanto, hay que minimizar una expresién en la que

2 ] " 2
('nl - no) . [Fo(t - Ai)] dt

interviene

que resulta ser una integral diQergente Y Ai. Luego, no es posible
obtener el estimador de Ai en el caso de n, * n.
En consecuencia, se supondri, de ahora en adelante, que
n =n, ¥i=1, ..., k.
Por tanto, el problema de buscar un Al que minimice la
expresién [1.9], se reduce al problema de buscar un Ai que minimice

n0 2 o . . 2
() J ey -5 )

o] 0 1

siendo F: (t) la funcién de distribuclién empirica de las observaciones
h

»
th,J = 1ln th’J conh=0,1 vy j=1, ..., n .

Si l-In n (v) es la funcién de distribucién de la v.a. cuya
o'

funcién de masa de probabilidad viene dada por [1.7], resulta que

[ ]
— —%
1 - Hn n (v) = - J Fo (t - v) dF (t)
0"t o o 1

siendo 1?; (ty =1 - F‘; (t). Sea, ahora, H la funcién de distribucién
h h
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de la v.a. T: - T;, siendo T;= InT con h=0, i. Para dicha

funcién de distribucién se verifica que

(-
—. —.
1 - Hl(v) = - Jo Fo(t - v} dFl(t)

Se tiene, entonces, el siguiente resultado.

Proposicién 1.3

H (v) — S5 S H (v)
n.,n n_ —xo i

]

Demostracién.

Por el teorema de Glivenko-Cantelli se verifica que

=* c.S. =* =* c.S.  =*

F —————— F y F ————> F

n. n —o o n n —w i
¢ 0 i 4

A v fijo, la sucesién de v.a. {f; (v)} converge c.s a ?i(v)
0

y estan uniformemente acotadas, por ser funciones de distribucidn, v,

ademas, F. —=5: 3 F. Luego, segin la proposicién 18 del capitulo 11
n N -—— 1

de Royden (1968}, se tiene que
o o
—* = c.s. — —
J F (t =v) dF_ (t) —— J F_ (t - v) dF {t}
n n n_-o n 1
0 0 1 0 o o
Por tante, a v fijo, con probabilidad uno Hn n {v} converge
!

a H (v) cuando n -xo.
1 0 n

Proposicidén 1.4

C.s. c. s.

H (v) —— 3 H(v) = A —— A
n_,n n -xo 1 n n -ow i
0’0 0 (VI

siendo A la mediana de H
no nol o

y Al la mediana de Hi.

Demostracion.
Por hipéGtesis, a v flijo, se verifica que V&, 1 >0

A N{e,n) 7/ ¥ nz Nlg,n)
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w
P [ n |4, wv) -H)| =e¢ ] z1-7
AP i

j=n
En particular, aplicamos esta hipétesis a Al, la mediana de

= 0.5. Por tanto, se tiene que

Hl, con lo cual se verifica Hi{Al) =

Y €. M, >0 3 Nl(c,ni) /Y n, = Nl(s,ni) se verifica que
1 1]
P [ n 4@ - H(A)] =€ ] =1-m
j=n
)
Es decir, Y n, = Nlte,nl) se verifica que
() -0.5| s¢
n_,n 1
0’0

0, equivalentemente, se verifica con gran

con gran probabilidad.
probabilidad que

(A) =0.5+¢
n 1

0.5-e=H
n_,
0o 0

1

Aplicando a esta desigualdad H™ se tiene con gran
n_,n

probabilidad que

H! (0.5-¢€) =&
i n_,n

n_,n
o''o o' o
- -1 + -1
Sean A = H (0.5 - ) y A = H (0.5 + ¢)
n ,& n_,n n_,€ n_,h
0 oo 0 o''o
Esto significa que con gran probabilidad
A <A =4A'
n ,& i n ,E
0 0
Ademas, se verifica que
lima  _=limd =48 .
es0 "o’ e+0 "o’F "o

Por tanto, dado e' > 0 se verifica que

1) 38 > 0/ si |el < &, se cumple que |A
1 1 no,c o

11) 38 >0 / si |lel < 8 se cumple que |A+ |
2 2 no,e n
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Sea 8 = min {61, 62}, si |le|] < & se verifica simultaneamente

- - *
- + A = A =g + A
n n_,E n
o 0 o]
- + -
- + A = =g + A
n n ,E n
0 0 0

Teniendo en cuenta estas dos ultimas desigualdades y la

desigualdad en la que interviene Ai, resulta que

- L

L] L
- e + A =A sg + A4 e -g& =<=A -A < g
n 1 n 1 n
o] 0 0

y esto se cumple V n, z Nl(e,nl) con gran probabilidad. Es decir, se

ha demostrade que

A _C:S:ip
n n->o 1 A
o 0
Proposicion 1.5
El estimador @ definido por [1.8] es fuertemente
"o’ ™
consistente para estimar ei.
Demostracioén.
Por la Proposicién 1.4, An L definido como un valor que
o'

minimiza [1.9], es fuertemente consistente para estimar A1 = In 91. El

estimador @ se define a partir de 4 por
1'|0,ni A n_,n

Ahora se sabe que si g es una funclién continua, entonces

A C.S. A — g(A ) C.S. g(A ).
n_,n N -0 1 n_,n n_-ow 1
o1 © [ § 4]

Por tanto, aplicandolo a g(x) = e*, se tiene que
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0, equivalentemente, resulta que

1.4. CONSTRUCCION DE UN ESTIMADOR CONSISTENTE PARA Fo

~

Para cada i =1, ..., k notemos por Bn al estimador
%
o' 1

consistente de 9i definido en 1la seccién anterior. Con estos
estimadores procedemos a rescalar las observaciones Tlj por la

relacidn

7Y N [1.10]

Con las nuevas observaciones rescaladas 21,) se procede a
construir un estimador para la distribucién Fo de la variable To. Para
ello utilizamos el estimador propuesto por Ferguson {1973), en el que
se considera una combinacién lineal convexa entre el conccimiento a
priori, proporcionado por a(t)/M, y el conocimiento muestral expresado
por la funcién de distribucién empirica F;(t) de las observaciones
rescaladas 21,5' Dicho estimador sera

n
M+n

~ _ M
FO(t} Won [a(t)/M] + Fn(t) [1.11]

donde

n-= [ n, es el numerc total de observaciones realizadas por el
experimentador; y

Fn(t) es la funcién de distribucién empirica de los datos rescalados.

Para demostrar la consistencia de Fo(t) cuando n —,
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i =0,1, ..., k sera necesario el siguiente lema.

Lema 1.6
Sea F una funcidén continua y creciente sobre [0,w0)/

lim F{x) = ¢ < w. Sea i € {0,1,...,k} fijo. Entonces existe un suceso
K-H00

B1 que tiene probabilidad uno tal que para cada w € Bf y dado un

€ > 0, existe un entero N1{i.w)/ paran = Nl(i.w) se verifica

8 (w)x
Por ™y
F(X) - F -'—9-"'——— < £ WX
i
Demostracién.
Sea i =z 1. Debido a la consistencia fuerte de Bn existe

0o i

un suceso Bi, que tiene probabilidad uno, tal que para cada w € Bl

~

2] () —— 8 cuando n ,n — o,
no.ni i o i

Sea £ > 0 y fijemos un w € Bi. Por la hipé6tesis existe un
entero M / F(x) >c - € para x >M. Sea 7 > 0. Entonces F es
uniformemente continua sobre [0,M+y]. Por tanto, existe un 0 < 70 < 7,

de tal forma que si

2] (wlx
n n

entonces

F(x) - F| ——— < e,

Existe un entero Nl(i,w) de modo que

~

2] (w)
o - 1] < 7o
[} M+y

para todo n,n =z Nl(i,w) [1.12]

lo que implica
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-—_— | < = i
X % para tedo nO.n]l Nl(l,w)

siempre que x € [0,M+y].

A continuacién para x > M + ¥, [1.12] implica que

e {w) x
n n

e’ > M,
1
ya que de [1.12] se sigue
] (w) x
__ZEx<__.._———n0‘ni - X
M+y 91
de donde
e (w) x
"o’ ™ L ¥
e ) e )

y el resultado se sigue de la eleccidén de M.

Ahora se puede probar la convergencia casi segura del

estimador Fo(t] a_Fo(t).

Teorema 1.7 (Maté)
El estimador de la funcién de distribucion dado por [1.11]
verifica que
Fo(t) Fo(t)
con probabilidad uno, cuando n,>®, para i =0,...,k, para cada
t e [O,t'], donde t" = sup{x: Fo(x) < 1}.

Demostracién.

En primer lugar, se puede observar que la funcidén de
distribucién empirica de todas las observaciones rescaladas se puede

expresar de la siguiente forma
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1 & n, ]k
Fn(t) “a Z z I[Z =t] “n I niFn (t)
1=0 3= i i=0 1
donde

n
1 1

F, 0 = o Tl g

i 1 3=1 1)

es la funcién de distribucién empirica de las observaciones rescaladas
correspondientes al nivel de stress Vl. Ademis, se puede definir el

siguiente estimador de la funcién de distribucién Fo(t)
n

F'(t-lk ' 1T aE
Y= 1 1 [T/est]‘ﬁz nF ()
1=0 j=1 1y 1 1=0
donde
n
Fr(t) = — B
1 " n =Z [T /6 = t]°
1 J=1 1)y 1

e I{.] es la notacién utilizada para la funcién indicatriz del

conjunto que se encuentra definido entre corchetes.

Se puede observar que

TlJ Bnc',nit
[ZU =t] = [9— = 8 ]
1 i
con lo cual, para cada i =0, 1 ,..., k se verifica que
8 t

() = F [ —o
Fn B Fi [ 8 ]
i S I

y, por tanto,

D>

1 k - nO'nl
F(t) = 1)_:0 n, F, —

Para probar el resultado, demostremos que para i fijo

F » F (t)
1 0

*
uniformemente en t € [0,t ] con probabilidad wuno, cuando ni—em,

i=0,1, ..., k, ya que



MODELOS ALT-BN -59-

1=

. n F (t)
- _ 11 alt) 1=0 1 _
|Fo(t)-Fo{t)l M+ [M +1Z° ni]Fn(t) s M+n B
MFo(t)-a(t) 1 Kk
= - + 1Zon‘ [F_(t) - Fn‘(t)] <

1

ﬁ+_n lM.Fo(t)—O'.(t)I +

2] t
1 £ . "o’ ™
m 1Zoni FO(t)_Fi ——"—91 N

Por el lema de Glivenko-Cantelll existe un suceso Ai, con

probabilidad uno, tal que para w € A1 y € > 0 3 un entero Nz(i,w) para

el cual

-~ ~

2] (wit 2] {wit
"' ™y o' ™
Fn ] - FO ;]
1 1 i

siempre que n_, n 2 Nz(i.w).

< g [1.13]

Definimos el suceso Cl = Ai n B1 donde B1 es el suceso

definido en el lema anterior. Sea w € C:' Entonces, para

max { N (i.w)}.
1=1,2 J

n,n zN(i,w
o 1 o

se tiene que

Bn (w)t
o' M
F“g[ —_— ] - Fo(t) s

¢ Bn n (U)t
F o1 ] - F (t)
0

por el lema aplicado a F0 y por [1.13].

< 2Ze,

Por ultimo, [1.13] y el Lema 1.6 se verifican para todo

i=0,1, ..., k, siempre que
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weC=nC y n =zmax {N (m,w), m=1,...,k} vi=0,1,...,k.
m i 0

Por tanto, se sigue el resultado, ya que el suceso C tiene

probabilidad uno.

Observacién.- La convergencia de FO se verifica sélo sobre

» *
[0,t 1, ya que no se pueden obtener observaciones mas grandes que t .

1.5. EL MODELO ALT-BN GENERAL

En la primera parte de este capitulo, para estimar la
funcién de distribucién bajo el nivel de stress usual, se han
utilizado las observaciones de este nivel de stress V0 v de otro nivel
de stress Vl. No obstante, parece que lo mds general seria utilizar
las observaciocnes de cualquier par de niveles de stress, Vi y VJ. Esto
es lo que nos proponemos hacer ahora y para ello consideramos las
siguientes hipétesis sobre el modelo ALT, apoyandonos en el Modelo
ALT-BN Basico con FAL.

(H1G) La hipétesis HI1.

(H2G) La hipétesis H2 admitiendo ademds la posibllidad de
i =1, ..., k cuando no se disponga de datos sobre sistemas en
el nivel de stress habitual Vo.

(H3G) La hipétesis H3.

(H4G) Si denotamos por T1 la v.a. que representa el tiempo de
funcionamiento del sistema hasta el fallo bajo el nivel de

stress Vi, con i =0, ..., k, se verifica que las funciones de
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(H5G)

distribucién Fl, de las v.a. Ti, con i =0, ..., k, pertenecen a
una familia de distribuciones comun pero desconocida; y que
existe una funcién de distribucién F que pertenece a la misma
familia paramétrica que Fi, con i1 =0, ..., k, que viene
inducida por un proceso de Dirichlet de parametro o, siendo «
una medida finita no nula y no atémica sobre (R*,B").

Abreviadamente F € D(a).

La relacién entre Fi, con i =0, ..., k, vy F, menclionadas en
H4G, viene dada por
F (t) = F[AVTt], i=0, ..., k [1.14]

donde A > 0 y ¥ > 0 son constantes desconocidas.

Las cinco hipétesis anteriores constituyen lo que se llamara

"Modelo Bayesiano No Paramétrico General de ALT con Funcién de

Aceleracién Lineal". O, abreviadamente, Modelo ALT-BN General con FAL.

Para estimar ¥ consideramos la notacién 9U para el factor

de escala entre FJ y Fi, i.e.,

_ t
F(t) = Fl[ - ]
i)

Luego, segin [1.14], se tiene

de donde

con lo cual se podra estimar y estimando previamente 6

AVT
F[Ath] =F t
J 1)
V1 ¥
9ij = [-v_] , coni# j [1.15]

]
Tomando logaritmos se tiene que
In ©

- 1]

15’

Segin el desarrollo que se ha realizado en el epigrafe
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1.2, se puede estimar 911 mediante un estimador en N que minimice la

LS |

distancia de Cramer-von Mises sligulente

L - 2
T J' [F (t/@ ) - F (t)] dt [1.17]
i,n 1] j,n

0 'y 'y
donde F‘h N (t), con h=1, j, es el estimador Bayes bajo pérdida
*Th

cuadratica para Fh, que segun Ferguson es combinacién lineal convexa
de la funcién de distribucién empirica bajo el nivel de stress Vh y de
la funcién de distribucién a priori bajo ese mismo nivel de stress.

Se puede demostrar, segin lo que se ha desarrollade en el

epigrafe 1.3, que 8 es consistente para estimar 611' Ademas, se
n

s D
1]
puede obtener de cada par de niveles de stress que consideremos Vi,
Vj, con 1 # j, un estimador LA de ¥, por la relacién siguiente

"

In 8
~ ni,nj
= [1.18]
n ,n

1’y In V -1ln V
i ]

Por tantc, hay [g] formas de seleccionar dos niveles de
stress entre los k, si suponemos excluido el stress habitual Vo’ Yy, €n
consecuencia, tendremos %k(k - 1) estimadores de 7 que se pueden

promediar para dar el siguiente estimador

X k - V1
) [ [ [ln Bn ] [ln —v—]
_ 1s1 =141 J J

y
i .
T = V3 [1.19]
1n -
L L )
i=1 j=1i+1 1
que también se puede poher como
kK k Va2 .
[ In —— 7
- 1=1 j=141 v "yt
1 ) [1.20]

121 j):n [ln [%]] 2
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Teorema 1.8 (Maté)
E] estimador de ¥ definido por [1.19] es fuertemente
consistente para estimar 7.
Demostracién.
Segin lo anterior, para cada par de niveles de stress

Vi. Vj. con i #® j, se verifica que

C.5.
n,n n ,n > ® elj '
l’J 1' J H

entonces sabemos que también se verificara que

gle_
i

C.S.
_'l) nl,nj—) ] g(ei,j)

¥

cuando g sea una funcidn continua. Por tanto, si para cada Vl, Vj. con

i # j consideramos la funcién contlnua

_ Inx
glx) = v,
In "v—
J
se tendra que
1n en ,n In ©
') c.5. i,]
Vi nl,nj—) o _V-i
1n ~ 1n —ir
b J

o, de manera equivalente, segin [1.16]1 y [1.18], que

~

c.8S.

n,n n ,n - o
TR B |

¥

Ahora tenemos que demostrar que existe un suceso B con
probabilidad 1 tal que para cada w € Bycada e >0 3IN/V¥n=N se
verifica - < ¥ - ¥ < € donde y viene dado por [1.20].

Al ser wn fuertemente consistente para estimar 7, para
n

*

1)
cada Vl. Vj, con i # j resulta que 3 un suceso Ci | con probabilidad

’

uno tal que para cada @ € Cij y dado € > 0 3 Nlj(w] / si

n,n =z N (w} se verifica
i b) i, }
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-~

—€ < 7 -y <e
n .,

b

kK k
Ahora definimos el suceso B = C 3 entonces para

cada w € B y dado £ > 0 se puede tomar

n = max {N1 {w)}
1=1,...,k )
j=1+1,..,%

y si consideramos la notacién

L B

entonces se verifica que

~ k k -~ k k - k k
7_7=z Z nl,jwn,n _7=X [ ni,j?n,n - z Z ni,J'X:
1=1j=1+1 177} 1=1 j=i+1 i) 1=1 j=i+1

k k -
= [ X ‘ni,j(vn N - 7)
1=1 J=14+1 17y
donde
k k
LW
1=1 j=1+1

Por tanto, como

resulta que

- <y -7 < E.

El resultado queda demostrado ya que el suceso B tiene

probabilidad uno.

Teniendo en cuenta [1.14), si ¥ fuese conocido, podriamos
transformar (rescalar) los tiempos hasta el fallo de cualquier nlvel

de stress, para que correspondieran a tiempos hasta el fallo de
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cualquier otro nivel de stress. Asi, las observaciones I}B bajo el

nivel de stress Vl, con £=1, ..., ni, serian equivalentes a las
Vl 4
observaciones LTTJ Tl£ bajo el nivel de stress VJ, con
J
£=1, ..., n.

i

~

Ya que y no es conocldo, utilizaremos su estimacién ¥ para
rescalar nuestras observaciones. Por tanto, definimos las nl

observaciones rescaladas 218 por la expresioén

V1 ¥
2i£ = [_V;] Tnﬂ i=1, ...,.k, £=1, ..., n [1.21]

Ahora, con las nuevas observaciones 218’ se procede a
construir un estimador de la funcién de distribucloén FO bajo el nivel
de stress usual Vo' para elle utilizamos el estimador propuesto por

Ferguson (1973} y tendremos que

- M n .
Fo(t) = ¥+ [e(t)/M] + M+n Fn(t} [1.22]

k
n = z n_es el namero total de observaciones realizadas por el

experimentador; y
Fn{t) es la funcién de distribucién empirica de las observaciones
rescaladas Z ,.
1
Siguiendo la argumentacién del epigrafe 1.4 se demuestra que
el estimador dado por [1.22] es fuertemente consistente para estimar

Fo(t).
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1.6. CONTRASTES DE BONDAD DEL AJUSTE EN LOS MODELOS ALT-BN

En los modelos ALT-BN que hemos venido desarrollando en este
capitulo hay un problema interesante que es el de contrastar el ajuste
de los datos a una determinada distribucién F1(t)' Shaked and
Singpurwalla {1982) propusieron contrastes de ajuste en el contexto no
paramétrico de los ALT. En este epigrafe se presenta la alternativa
Bayesiana No Paramétrica al desarrollo de dichos contrastes, tomando
como base el articulo de Garcia y Quesada (1985).

Para el contraste de bondad del ajuste

m

HO: F(t) Fl(t), ¥teR
Hl: F(t) = F1(t)’ en algin t € R

se sugiere el estadistico

V o= - sup |Fn(t)
t

1

M ~
FIO| * Sl:p |F (t) - F(t)]

n Min
que es una combinacién lineal convexa de la mixima diferencia entre la
funcién de distribucién empirica de los datos rescalados, Fn(t). ¥y
F(t); y de la maxima diferencia entre la funcién de distribucién a
priori, F (t), y F(t).

Se puede observar que si Eo es una estimacién a priori muy
buena, en la expresién del estimador {1.11] v en la del estadistico Vn

se verifica que

M ~
e I U s:tp |F (t) - F(t)]

Por tanto, si ?O(t) es una buena estimacién a priori de F(t)
y si Ho es cierta, las diferencias entre fo(t) y F1(t) deberian ser

pequefias, ¥ t € R. De esta forma, valores grandes de Vn, ba jo Ho'
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tienden a desacreditar la hipétesis nula y, asi, se rechazara H0

~

cuando Vn >V o Por otra parte, si F0 es una estimacién a priori muy

mala, en la expresiéon del estimador [1.11] y en la del estadistico se

verifica que

M— 0 & —E— — 0 = VH —_ Dn

M-
t+F

siendo Drl el estadistico de Kolmogorov-Smirnov. Por tanto, si ?O(t) es
una estimacién a priori muy mala, el estadistico Vn no pondera la
informacién a priori y resulta el contraste de bondad del ajuste
habitual que rechaza, de nuevo, Ho para valores grandes de Vn.

En situaciones intermedias el estadistico Vn ponderara de
manera adecuada las dos componentes.

Asi, para contrastar

i}

H : F(t) F(t), vteR
o 1

Hl: F(t) = F1(t)’ en algin t € R
con un nivel de significacién «, se rechazara H0 si y s6lo si

vV >V , donde V es tal que
[+ n, &

n n,

a=P[V >V /H]=PD>
n n,o [+]

siendo
D = sup |F (t) - F(t)]
t
el estadistico de Kolmogeorov-Smirnov y
C= Sl:p |F (t} - F (1],

con C una constante tal que C = 1. Si ahora llamamos Dn o al valor tal

que

P[D >D / H ] = a,
n n, & 0

que se puede determinar, como es habitual, de las tablas de Birnbaum,
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resulta que

(M+n)V - CM
n,
=D
n n, &
de donde
_ n M
n&  M*n n,a * ¥om ©
Por tanto, a un nivel de significacién «, el test rechazara
H_ cuando
0
v >2p +Mc

n M+n n,x M+n

y, en caso contrario, se aceptara Ho.

Observaciones. -
{1} Puesto que

P[V > v /H]=P[D >p  + o
n n, & 1 n n, Q& n

< P[D >D / H ]
n n, & 1

[C - sup|?o(t) - F(t)|] / Hl] <
t

equivale a que
bajo H, VteR [F(t)-F(t)]<C

concluimos qué el test de Kolmogorov-Smirnoev sera mas potente que el
nuestro para una alternativa F(t), si y sélo si, ¥ t € R, F(t) esta
dentro de la banda ?D(t) * C. Con lo cual, si existe al menos un t € R
para el que F(t) esté fuera de la banda, nuestro test sera mas potente
que el de Komogorov-Smirnov. Vemos, también, que si la hipétesis nula
F1(t) estd préxima a nuestra estimacién a priori fo(t), C sera mas
pequefio, y de esta forma obtendremos tests mas potentes.

Cuando la hipétesis nula se acepta, se puede utillzar como
una hueva estimacién a priori, y, de esta forma, en lugar de cambiar
nuestro conocimiento a priori a través del teorema de Bayes, podriamos

cambiarlo a través de la contrastacion de hipétesis, en la que
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incluimos nuestra estimacién a priori, ?o(t), una confiabilidad, M, y
la informacién muestral, Fn(t).
(2) En lugar de rechazar Ho cuando Vn > Vn , una manera

diferente de proceder seria rechazar H0 cuando Vn >D o De esta
forma se consigue hacer un mejor usc de la informacidén a priori.
(3) Obviamente se pueden construir tests de bondad del ajuste

unilaterales, que detectarian diferencias direccionales, utilizando

los estadisticos siguientes

+__n ot M =0 - M -

Vn = % Dn * R A= g srp (Fn(t) F(t))} + W Stp {Fo(t) F(t))
Yy

v e B+ = sup (F(t) - F (t)) + o sup (F(t) - F_(t))
n M+n n M+n M+n N n M+n N o]

Para el contraste de hipétesis unilateral
H: F(t) =F (t), Yt eR
0 1

H1+: F(t) = Flft), en algin t € R

s + +
la regién de rechazo es V. > V o’ donde
n n,
+ n + . M

= —— = A
n, o M+n "n,« M+n

y cuando el contraste unilateral tenga como alternativa

H1 _: F(t) = Fl(t). en algin t € R

se rechazara H cuando V- > V', donde
[s] n n, o

- n - M

[ . + — B;
n,o M+n n,o M+n

siendo D; « Y D; , los puntos criticos habituales en el test

unilateral de bondad del ajuste de Komogorov-Smirnov.

(4) Cuando n > 30 los wvalores V , V y v* se pueden
n,ax n, n, &
determinar de la distribucién asintética.

(5) Debido a 1las propiedades teéricas sobre la necesaria

continuidad de F(t), que no se suponen agqui, ya gue se supone una a
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priori de Dirichlet, los tests que se han expuesto son, ciertamente,
conservadores.

(6) Los tests que se acaban de describir se pueden extender
facilmente para contrastar funciones de fiabilidad, en lugar de
funciones de distribucién, ya que obviamente entre ambas funciones se

verifica que F(t) =1 - R(t).
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CAPITULO 2

MODELOS ALT-BN CON
FUNCIONES DE ACELERACION GENERALES

El tratamiento de los modelos ALT con funciones de
aceleracién generales se ha desarrollado, en el caso paramétrico, en
Viertl (1980, 1983). El contexto no paramétrico se ha analizado en
Barlow and Scheuer (1971), donde se supone un orden estocastico, y en
Steck, Zimmer and Williams (1974), donde se supone una relacién
funcional entre las funciones de distribucién en el stress usual y en
un stress cualquiera. Estos métodos no paramétricos presentaban el
inconveniente de que era necesarlo disponer, al menos, de un pequeiio
conjunto de observaciones muestrales en el nivel de stress usual, v,
en el caso del método de la relacién funcional de Steck, Zimmer and
Williams (1974), se exigia que se superponieran las observaciones
aceleradas y las no aceleradas (i.e., algunas observaciones aceleradas
tienen que ser mayores que algunas observaciones no aceleradas), con
lo cual, en la practica, el nivel de stress acelerado no podia ser
mucho mas grande que el stress usual.

Shaked, Zimmer and Ball (1979) propusieron un modelo no
paramétrico de aceleracién, en el que sSe supone dque existe una
relacién funcional entre las correspondientes funciones de
distribucién, en dos niveles de siress diferentes cualesquiera.

No obstante, se puede observar que hasta el momento no se ha

presentado un desarrollo de los modelos ALT en el caso. bayesiano no
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paramétrico. Este es precisamente el objetivo que se persigue en este
capitulo, resultando, por tanto, un capitulo‘completamente novedoso.

En primer lugar, se analiza el concepto de funcién de
aceleracién y los tipos de funciones de aceleracién mas utilizados. A
continuacién se presenta una axiomatica de los modelos ALT-BN bajo
procesos de Dirichlet, que generaliza la axiomdtica presentada en
Schibe and Viertl (1991), vy se establece el Teorema 2.10,
completamente original, en el que se obtiene la funcién de
distribucién en un stres cualquiera V, a partir de la axiomdtica
anterior.

Por ultimo, se analizan una serie de modelos ALT y se
obtiene, en dichos modelos, el es;imador de la funcién de distribucidn

bajo el nivel de stress usual Vo'

2.1. LAS FUNCIONES DE ACELERACION EN LOS MODELOS ALT

Sea V un conjunto en un espacio euclideano de dimensién
finita, de manera que cada V € V corresponde a un unico nivel de
stress bajo el cual puede funcionar un sistema. Normalmente ¥V es un
conjunto de nimeros reales, pero V € V puede ser un vector, cuando el
entorno de funcionamiento del sistema venga descrito por mas de una
variable. Ya que la correspondencia entre los puntos de V y los
niveles de stress se supone que es biyectiva, V denotard o bien un

punto de ¥, o el correspendiente nivel de stress. Sea Vo € V el stress

normal y Vl, cey Vk los stress acelerados (mas grandes que VOJ ba jo



MODELOS ALT-BN =73~

los cuales se realizan k ensayos de vida. Se supone que k vy
V1’ Cees Vk se determinan antes de que el ensayo de vida comience, y
se mantienen constantes a lo largo de todo el experimento. Por tanto,
sin pérdida de generalidad, se supone que vV = {Vo, V1’ caey Vk}.

Se supone que existe una funcién conocida m tal que, para

cada V1 e Vy VJ e V, se verifica que

ij(t) = Fvi[m(h.VJ,Vl.t)], tezo0 [2.1]

donde FV designa la funcién de distribucién de un sistema sujeto al
nivel de stress V y A es un parametro desconocido (A puede ser un
vector), que pertenece a un conjunto A. Esta funcién m resulta ser una
transformacién del tiempo, que en la literatura se conoce con el
nombre de funcién de aceleracidn.

Estimar la funcién de aceleracién m es un problema de gran
dificultad y, por ello, todos los trabajos que se han desarrollado
hasta ahora suponen un determinado modelo de.funcién m. Basicamente se

han considerado dos tipos que pasamos a describir a continuacién.

2.1.1. FUNCIONES DE ACELERACION LINEALES

Definicién 2.1

Se dice que una funcién de aceleracién es lineal cuando es
lineal en t, i.e.,

m(A,VJ,Vi,t) = g(A,VJ,Vl)t {2.2]

donde é es una funcién conccida.
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Este tipo de funciones responden a la hipétesis de que un
cambio de stress no cambia la forma de la funcién de distribucién del
sistema, sélo cambia su escala. Esta consideracién ha primado en la
mayoria de los modelos paramétricos estudiados y, como se vera mas
adelante, engloba a los modelos mas utilizados que son el de la regla
de la potencia, el de la regla de Arrhenius, el de Eyring, el de

Levenbach, etc.

Proposicidén 2.1

Ei modelo de ALT con funcién de aceleracién ([2.2] es

equivalente al que tiene por funcidén de aceleracidn

g(A,VJ)
m(?t.Vj.Vi,t) = m t [2.3]
Demostracién.
. g(a,v))
Sean Vl, Vj eV y A e A, entonces si g(A,VJ,Vi) = ETXTV:T’ se

verifica que
~ o -1
g(A,VJ’Vl) = [g(hyviivj)]
Si se define para un Vev fijo, g(A, V) = E(A,V,V), VeV,
A € A, resulta que 1la funcién [2.3] es equivalente a [2.2], ya que

multiplicar g por una constante no cambia la naturaleza de [2.3].

2.1.2. FUNCIONES DE ACELERACION TIPO POTENCIA

Definicion 2.2

Se dice que una funcién de aceleracién m es tipo potencia

cuando es una potencia de t, i.e.
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g(A, v ,v)
mALV VL E) =t i [2.4]
donde § es alguna funcién conocida.

Este tipo de funciones responden a la hipétesis de que un
cambio de stress cambia la forma de la funcién de distribucién del
sistema. Este tipo de funciones se han hecho necesarias cuando se
supone que se esta con distribuciones Weibull y el parametro de forma
es .dependlente del nivel de stress, como se reflejo en los datos
analizados en Barlow, Toland and Freeman (1979).

Al igual que en el caso de funciodn de aceleracién lineal, sin

pérdida de generalidad, se puede sustituir [2.4] por

g(A,v )/g(A.Vi)
mOLY LVt =t ] (2.5]

De hecho, siempre que la transformacién de tiempo sea de la

forma

m(A.VJ.VI.t) = a[g(R.VJ,VI)'b(t)].

donde a y b son cualquier par de funciones razonables, m se puede
tomar, sin pérdida de generalidad, como

g(?«,VJ)
m(A.VJ,Vl,t) = a W . b(t}]

Parece natural que en una aplicacién concreta se tengan en
cuenta algunas restricciones légicas, a la hora de elegir una funcién
g, en los dos casos analizados anteriormente.

En concreto, si VJ > V1 y un V mas grande corresponde a un
stress mayor, entonces es razonable esperar que

ij(t) > Fvi(t), tz0 [2.6]

Bajo esta condicién, la funcién g tiene que satisfacer la restriccién

obvia siguiente:
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g(A,V) es no decreciente en V € V, ¥V A € A. [2.7]

También, ya dque g(A.VJ)/g(A,Vl) > 0 para cualquier Vi,Vj eV
y A € A, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que

glA,V) >0, VelV, A eA

Una generalizacién de la funcion de aceleracion de tipo
potencia que ha merecido atencién especial en la literatura, Viertl
(1983), es la funcién Ae aceleraclén sigulente

h(a,V ,V) .
MV, ) = BV V)t > [2.8]
donde E vy h son funciones conocidas.

Este tipo de funcién combina el aspecto lineal con el
potencial, y responde a situaciones en las que un cambic en el nivel
de stress puede llevar aparejado diferentes parametros de escala y
forma, en las funciones de distribucién del sistema.

De la misma manera que en los dos casos anteriores, sin
pérdida de generalidad, se puede sustituir [2.8] por

g(R.VJ) h(l,Vj)/h(l,Vl)
m(A.VJ.VI.t) = m t [2.9]

Ademas, las consideraclones anteriores para la funcién g se aplican de

la misma forma a la funcién h.

2.2. AXIOMATICA DE LOS MODELOS ALT-BN CON FUNCIONES DE ACELERACION

GENERALES

Los siguientes axiomas son basicos en el desarrollo posterior

de la teoria de estos ensayos de vida.
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(A1) Sea el tiempo de funcionamiento bajo el stress Vi, designado por

T una vVv.a. definida sobre el espacic de probabilidad
1

(QV ,?V ,PV ). El stress Vl es un elemento del espacic de los
i 1 1
niveles de stress que sera designado por V.
Observacién.- El espaclo V puede ser un espacio de nimeros
reales, vectores, matrices, funciones u otros objetos matematicos y se

debera especificar en cada aplicacién.

(A2) Existe una transformacién medible, biyectiva y monétona

ahj:(ﬂvl,?vl,Pvi} —_— (ij,gvj.ij)

donde
T,, =a (T, ), v Vl,VJ e V [2.10]

Observacién.- Esta ecuaclén define una aplicacién entre espacios
de probabilidad para varios niveles de stress. Ademas, [2.10]
relaciona el tiempo de funcionamiento de los mismos items bajo niveles

de stress diferentes.

PROPIEDADES
P2.2 (CONVOLUCION)

, V., vV, eV [2.11]

a o= aj,e(ai'J), vV 5 ¢

i, i

Demostracién.

Sean Vl, VJ, VE € V, se verifica que

a ) = TV y aL8(TV ) = TV

(T
1,3 Vl | 3 }

vy no se puede dar que
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ya que la transformacién a h es una transformacién biyectiva

v Vg' Vh € V. Por tanto, se tiene que

aj,e[a .

l,j(TVi)) = ai.EITV ) = TV .

! A

P2.3 (TRANSFORMACION INVERSA)
La transformacién inversa de la aij viene dada por

-1
a = a
1, § iy

Demostracién.

Evidente al ser a‘J una aplicacién biyectiva.

P2.4 (SIMPLIFICACION)

El modelo de ensayos de vida acelerados se puede caracterizar

por la transformacion a . y una funcién de distribucién
[¢]

F (t) =P [r st].
o V0 VO
Demostracién.

Selecclonemos un stress V0 € V, que puede ser el stress

usual, o cualquier otro elemento fijo de V. Entonces se definen las

transformaciones:

En consecuencia, se verifica que

T, = ao"(TV } = al(Tv ).
1 0 0

Puesto que a h es una transformacién biyectiva ¥ Vg, Vh e V,

’

v Vt se puede obtener TV y su funcién de distribucion sii se conocen
1

Fo(t) ya. .,
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NOTA.- Se empleard la notacién av(t) para designar a la

transformacién ay v que relaciona el tiempo de funcionamiento de un
0!

item en el stress Vo (habitualmente el usual) y en un stress genérico
V. Cuando este stress genérico .V sea notado por Vi, dicha

transformacién se notara por ai(t).

P2.5 (ESTANDARIZACION)

Variando la escala y el origen de las unidades de la v.a. TV
0

se puede conseguir
a‘(O) = 0,
Los axiomas Al y A2 se pueden completar con hipétesis
adicionales. Estas se utilizan para asegurar que la teoria sera capaz

de describir los efectos de la aceleracién en los ensayos de vida.

(A3) Relacién de orden parcial.
Supongamos que existe una relacién de orden parcial notada por <
sobre el espacio V / V V1'Vz’va € ¥V se verifique:
)V €V y V_<V_ =2V <V
1 2 2 3 1 3
ii) V1 < \J'1
1i1) V. < V_ y V_ <V =3V =V
1 2 2 1 1 2

Por tanto, V¥ es un conjunto parcialmente ordenado.

(Ad) Aceleracién.
st
S1 V <V entonces T > T, , l.e.
1 2 V1 V2
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Este axioma asegura que, dentro de nuestra teoria, un stress

mayor conducirid a tiempos de vida estocasticamente mas pequefios.

(A5) Continuidad con respecto al tiempo.

Supongamos que al(t) es una funcién continua y diferenciable de t
da (t)
1

¥V V € V, con derivada —_
1 dt

Esta condicién es razonable ya que asegura Jue una
distribucion del tiempo de funcionamiento no atémica sobre un nivel de
stress, se transforma en una distribucién sobre otro nivel de stress
que también esta libre de atomos. Un Atomo, en una distribucién del
tiempc de funcionamiente gque ocurra s6lo para algunos niveles de
stress, significaria que el mecanismo de fallo del item bajo estudio
habia cambiado. En estos casos no se aplicaria la teoria de los

ensayos de vida acelerados.

(A6) Continuidad con respecto al stress.
Sea V metrizable, i.e. 3 una métrica
p(Vi,VJ): Vx¥ — R
Supongamos que la funcidn al(t) es continua y diferenciable para

t arbitrario pero fijo. Por tanto, se verifica que
al(t) - az(t)
p(VI.Va}

tiene limite cuando p(Vi,V) -0 vy p(Vz,V) 50 (con lo cual

p(Vl,Vz) —> 0); dicho limite se notara por
aav(t)
av ’
Segin este axioma, pequefios cambios en el stress

proporcionaran sélo cambios moderados en el tiempo de funcionamiento.
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Esta hipétesis se mantendria en muchas aplicaciones préacticas, ya que

el mecanismo de fallo sera el mismo para todos los niveles de stress.

(A7) Distribucién en el stress usual.

La distribuclén de la v.a. 'I‘V . FV , es la inducida por un
0 o
proceso de Dirichlet de parametro «, siendo a« una medida finita, no

nula y no atémica sobre (R+,B’).

Los Axiomas (A1}-(A7) se utilizardn a continuacion para
probar algunas propiedades de la funcidn ay- Obsérvese que ese
conjunto de axiomas tan generales sé6lo pretende garantizar que la
teoria es realmente capaz de describir fenémenos de ensayos de vida
acelerados. Todavia no se ha especificado el stress V en si mismo y se

puede describir por objetos matematicos bastante arbitrarios.

Corolario 2.6

Bajo los axiomas anteriores, Vi av(t) es una funcidén no
creciente de V, i.e., si V1 < Va , entonces

avi(t) = avz(t), v t =0,

Demostracién.

De la hipétesis V1 < V2 se sigue que

P[TV = t] = P[TV = t], vV tz=o0.
1 2
Al ser a, una aplicacién biyectiva se puede escribir

IP[aV (1, ) = t] < IP[av (1, ) = t].
1 0 2 s]

Supongamos que a, es monétona no decreciente en t, ¥ V e V,



-82- FUNCIONES DE ACELERACION GENERALES

con lo cual resulta que
-1 -1
P[TV = ay (t)] E: P[TV = ay (t)]
0 1 0 2

¥, en consecuencia,

-1 < -1
avl(t) s avz(t), vte=o0.

Ahora aplicamos esta desligualdad al caso particular de tomar
como valor de t, ay (t), v se tiene
1
-1 -1 -1
ay (aV (t)) = ay (aV (t)) = t = ay (aV (t)).
1 1 2 1 2 1

Si se aplica ay a esta ultima desigualdad, resulta
2

a, (t) = a, (a;‘(av (1)) o a, (V) = a, (1)
2 2 2 1 2 1

Supongamos, ahora, que a, es monétona no creciente en t,

V'l
¥ V € V. Por tanto, de
h'
P[av (1, ) = t| = P[av (1, ) = t]
1 0 s 2 0

se deduce

v v v
1 1 o0 1/ 2 2 0 2

P[a“(av (T, )) 2 att)| = P[a_ltav (T, ) = a;‘(t)]

o, equivalentemente, se verifica que

P[Tv = ay (t)| = P[T

y, en consecuencia,

-1
ay (t) = ay
1 2

{t), vt=zo.

Ahora aplicamos esta desigualdad al caso particular de tomar

como valor de t, ay (t), y se tiene

1

a\}l(av (t)) = a‘_ll(aV (t)) e t = a\_ll(aV (t)).
11 2 1 2 1

Si se aplica ay a esta ultima desigualdad, resulta

2
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-1
ay (t) = ay (aV (aV
2 2 2

Corolario 2.7

(t))) = a, (t) = a
2 1

v

Bajo los axiomas (Al1)-(A7) se verifica que

da_(t)
14
w =%
Demostracidn.
Si existe
aav(t)
3V = lim
p(Vl,V)aO
p(VZ.V)eo

este valor no depende del método de calculo seguldo.

vtz

ay (t) - ay (t)
1 2
p(Vl.sz__
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(t).

Ahora supongamos

que Vl——+ V vy Vz——e V en el espacio V con la métrica p, de tal forma

que siempre sea V1 < Va'

Entonces, debido al Corolario 2.6, se tiene que

ay (t) - ay (t)
e —-~
p(VI,Vz)

=0

Lema 2.8

aay(t)

% —m5— = 0.

av

Existe una funcidn 7V(t) tal que se verifica

T

Vo
TV = Y

4]
a w fijo.

Demostracidn.

V(t) dt

Al ser av(t) una funcidén diferenciable con respecto a t, esta

funcidn se puede expresar por medic de una funcién y /

t
av(t] = [
s

0

7V(s) ds
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con s elegido adecuadamente.
Pero la unidad de tiempo se puede elegir para gue av(O) =0

(Propiedad P2.5) y, en consecuencia, s, = 0. Por tanto, se tiene que
Tvo
aV(TVO) = vv(s) ds
o

¥y, camo TV = aV(TVO), queda probado el lema. -

Lema 2.9

Existe una funcién BV(t) tal que se verifica
T

v
TV0 = [ Bv(t) dt
0

a w fijo.
Demostracién.

Como av(t) es diferenciable respecto a t, también lo es

-1

ay (t) respecto a t, y siguiendo el argumento de la demostracién del

lema anterior, esta funcién se puede expresar por medio de una funcidén
B /
-1 t
ay (t) = Bv(s) ds
r
0
con r, elegido adecuadamente. Pero la unidad de tiempo se puede elegir

para gque an(O) = 0 (Propiedad P2.5) y, en consecuencia, r, = 0. Por

tahto, se verifica que

-1 TV
ay (TV) = Bv(t)dt
o
-1
¥y, COmo TVo = ay (TV], queda probado el lema. .

De las dos demostraciones anteriores se sigue que
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da,(t) gay' (t)
-y o T A
Aplicando la regla de la cadena se tiene que
d(a,ea )(t) da,lt) aaaltt)
at at t=a;r1(t] ot

El miembro izquierdo de esta igualdad es 1 y el derecho es
-1
wv(av (t)) Bv(t).

Por tanto, la relacién entre las funciones LY BV es

_ 1
BV(t) =

-1
'Jv(av (t))

2.3. FUNCION DE DISTRIBUCION EN UN STRESS CUALQUIERA BAJO LA
AXIOMATICA DE LOS MODELOS ALT-BN CON FUNCIONES DE ACELERACION

GENERALES

El siguiente teorema establece que la funcién de distribucién
en un stress cualquiera, V, bajo la axiomatica del epigrafe anterior,
viene induclda por un proceso de Dirichlet con parametro o, que se

define en el enunciado.

Teorema 2.10 (Maté)

Si BV (t) =20 ¥Y VeV, v F, €¢ D{a), entonces F,6 € D(av)

v v

0

con

133
@, (1) = a [ Io B,(s) ds], VVelV.

Demostracidn.

Sabemos, por el Lema 2.9, que, a w € Q fijo, se tiene
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T

A
Tvo = J Bv(s) ds
o

y, por tanto,

T
- _ v <
Fy H)athst]—P[I Bwﬂds_q.
[s] 0 4]

Ahora se puede expresar t en la forma
u
t = Io Bv(s) ds,

con lo cual tenemos

o [[Vaye asst) =]

V u
B (s) ds = I By (s) ds] -
0 0
=P [TV =< u] = Fv(u).

Por tanto,

F (w) = F, (t) = F, [ I
o] . 0

Por hipétesis FV € D(a) y FV es un proceso neutral a la

u

Bv(s) ds].

o]

o ]
derecha que admite la representacién
—YV{t)
Fy (t)y =1 -e o

0

con {Yvo(t)}t e [0.w) un proceso de incrementos independientes que

satisface las cuatro propiedades de la definicién y cuyo logaritmo de

la funcién generatriz de momentos es

-2 Y, (t) w- —B2
log E |e Vo = J [e - 1] dNt(z)
0

en donde la medida de Lévy asociada estd dada por

~-a{R) z ea(t)z _ 1]
dz

2 [1 - e”?]

con « el parametro del proceso de Dirichlet.

dN (z) =2
t

Por tanto, se tiene que



MODELOS ALT-BN -87-

1l
_yvo[ I Bv(s} ds]

u
Fv(u) = FV [ I BV(S) ds] =1-e ° =
ot Jo

donde

u
v, (W) vvo[ I; B (s) ds]

es un proceso que satisface las sigulentes propiedades:

i) Es de incrementos independlientes, va que VYVnelN vy
Yu < ..,..<u ,conu, ...., u € [0,+0}, se verifica que
1 n 1 n
Yv(ul), Yv(uz) - Yv(ui), ey Yv(un) - Yv(un_l)

son variables independientes, puesto que por hipédtesis

v (B e Yy (8 =Y (e )

0 o] 0 o] 0

YV (t1), YV (tz) - Y

son independientes, ¥ n € N, donde
u
ti = I ! Bv(s) ds vy ti € lo,0), parai=1, ..., n.
o

ii) Es continuo por la derecha, ya que
Yv(u+) = Yv{u) c.s. Y ue [0,+m)

por ser

+
YV (t) = YV
o] 0

(t) c.s VYV t e [0,+w)

donde
. u
t = I Bv[s) ds.

- . u
iii) 1im Yv(u) lim Y I BV(S) ds]

lim YV (t) = 0.
u->0 u->0 ol

t-0 0

u
iv} lim Yv(u) lim Y I Bv(s) ds] = Iim YV (t) = + w,
L
U u- 4] 0 too 0

Por tanto, Fv es un proceso neutral a la derecha al igual que

FV N
]

en el que se tiene
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-8 Yv(u) o -8z
log E | e = I; [ e -1 ] dNu,V (z)

con
dN (z) =dN (z) =
u.v Iu B..(s) ds
v
o
© u
- [ I Bv(s) ds] [ o [ f Bv(s) ds] z ]
0 0
e e -1

De esta forma, se ha obtenido la representacién de Lévy del
proceso YV(u) como proceso de Dirichlet, y de dicha representacién se
deduce que

oy (0,+0) — R
u
u— av(u) = @ [ I BV(S) ds]
o
es una medida finita no nula sobre (R+,B+), va que lo es o, ¥y
o, ®R") = a(R").
Luego, Fv(u) es una funcién de distribucidén aleatoria cuya

distribucién viene inducida por un proceso Dirichlet de parametro oy Y

u
ay(u) = o [ IO B, (s) ds]. .

Lema 2.11

Bajo los axiomas (Al) - (A7) se verifica que
8 7y, (t)

v —— =0

Demostracién.

Se tiene que
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3V 3V =0

g a, (t) ) Jt 3 ¥,(s) e
0

para t arbitrario pero fijo. Esta desigualdad es valida VvV t =2 0 si y

g6lo =i la afirmacién del enunciado se verifica.

Lema 2.12

Bajo los axiomas (A1) - (A 7) se verifica que
8B, (t)
14
TZO'

Demostracidén.

Expresando Bv(') en funcién de 7V[-), tenemos

67V -1

Y T8V | 7y -1 2
v [av (t) ] [?V [ ay(t)]]

y, por el lema 2.11, el numerador de la ultima expresién es = 0, con

lo cual dicha expresién es =2 0, y queda probado este lema.

2.4. MODELOS BAJO LA AXIOMATICA ALT-BN CON FUNCIONES DE ACELERACION

GENERALES

En esta seccidén presentaremos modelos concretos de ensayos de
vida acelerados. Estos modelos vienen definidos por la funcién de

distribucién FV (-) de Tv y per la funcién de transformacién aV(-].
) 0

Esta ultima puede venir dada utilizando wv(-) 0, equivalentemente,
Bv(-].

Por tanto, nos centraremos sobre la ecuacién
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T

'y
TVO = Io B, (t) dt (2.12]

y presentaremos varias variantes para la funcién 8 dejando que FV sea

un proceso de Dirichlet arbitrario.
2.4.1. TEORIA SIN EFECTOS POSTERIORES

Supongamos que la funcidn BV(-) no depende explicitamente del

tiempo y que el stress V es independiente del tiempo. Con lo cual
Bv(t) = BV

e integrando la ecuacién [2.12] tendremos

Por tanto, Tv tiene una funcién de distribucién que viene

dada por

FV [BV t].
]
1

Poniendo g(V) = —— vemos que se trata del modelc de transformacién de

By
escala que estudiamos con detalle en el capitulo 1, donde BV = -%- .
1 1
Por tanto, la hipétesis de ausencia de efectos posteriores,
expresada matematicamente por la ausencia de dependencia explicita del
tiempo en BV(-), conduce al modelo de transformacién de escala. A su
vez, utilizando un modelo de transformacién de escala, suponemos

implicitamente que no hay efectos posteriores.
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2.4.2. FACTORIZACION DE Bv(t)

Suponemos que el stress V no depende del tiempo y que Bv(')
se puede expresar de la forma
Bv(t) = B1W)'Bz(t)'
lo que significa que la dependencia de V y de t se puede factorizar.
Entonces es claro que

TV0 = BI(V)-BZ(TV)

donde

Vv
Bz(TV) = {T Bzft) dt.

0

Puesto que
Bv(t] =0, VYvtz0 y VVel,

Bl(-) y Bz(-) tendran el mismo signo. En consecuencia, Bz(-) es una
funcién no negativa o no positiva, con lo cual Bz(-) es una funcién
mondétona. Por tanto, la distribucién del tiempo de funcionamiento bajo
el stress V es

FV [BI(V]-Bz(tJ] [2.13]

o

La expresién [2.13] describe un modeloc en el que el proceso
de Dirichlet no sélo se ve afectado per una transformacién de escala,

también se produce un cambio en la forma del proceso.
2.4.3. REPRESENTACION DE Bv(t) COMO UNA SUMA

Supongamos, de nuevo, que V es independiente del tiempo y que

Bv(t) se puede expresar come una suma de dos términos de la forma
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siguiente:

Bv(t) = BI(V) + Bz(t}.
entonces

TVo = 81{V) TV + Bz(TV)'

Ya que

Bv(t) 20, ¥Yt=0 y vYVveVlV, y aV(O) =0,

las dos funciones Bl('] v Bz(') tienen que ser no negativas.

tanto, la distribucidén de TV viene dada por
Fy [BI(V“ . Ba(t)]
o
donde

t
Bz(t) = JO 82(5] ds.

2.4.4. EXPRESION DE Bv(t) COMD UNA POTENCIA

Por

Supongamos que V es independiente del tiempo y que Bv(t) se

puede expresar como una potencia generallzada de t de la forma

siguiente:

8,(v)
By(t) = B,(V) ¢

Puesto que av(Ol = 0, concluimos que

v

Bz(V) 0, YVelV,
y el hecho de ser
Bv(t) =20, Vtz=z0 yv VVelVl,

nos proporciona

BI(V)

¥

0, vVvelVl

Ahora procedemos a integrar la expresién [2.12], en

este
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caso, resultando que

Bz{V)+1
v B, (V) T,
Tvo = . BI(V)t dt = BI(V) ¢ -‘E;TVT-:T

Si definimos lags funciones

B. (V)
— 1 -
71(V) =1 Bz v Y 72(V) =1 + BZ(V)
se tiene que

vz(V)
TV = 71(V) TV
0
Estas dos funciones satisfacen lo siguiente:
72(VJ 21 YVeV y 71(V) 20 ¥YVeV
Finalmente, obtenemos la distribucién del proceso de

Dirichlet TV como

FV [71(V]t
0

Este modelo se ha analizado en Viertl (1983, 1988).

2.5. ESTIMACION EN MODELOS ALT-BN ESPECIFICOS CON FUNCION DE

ACELERACION LINEAL GENERALIZADA

En este epigrafe nos proponemos extender el procedimiento
desarrollado en 1.5 a los dos modelos basicos de ensayos acelerados,
con funcién de aceleracion lineal generalizada, que se encuentran en
la literatura.

En primer lugar, segin el axioma A2, se sabe que V Vl, VJ e V
se verifica que existe una transformacién medible, biyectiva vy

monétona, alj, tal que

»
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TV = al,j[Tv ].
3 i

Por tanto, segin la axiomatica, V¥ Vl, VJ € ¥V se tiene que
= = = -1 =
FV (t) = IP[TV = t] IP[ai’J[Tvl] ] t) IP[TV = ai,j(t)] =

1 J i
-1
- F, [al,j(t]].
i
Por otra parte, de [2.1] se deduce que la relacién entre las

dos formas de expresar la funcién de acelaracién es

-1

1,J(t).

M(A,VJ,VI,t) = a

La Propiedad P2.3 nos permite expresar esa relacién de la

forma

m(R,VJ,Vl,t) = aj'l(t).

En el caso de una funcidén de aceleracién lineal generalizada
se tiene, segin la Definicién 2.1 y la Proposicién 2.1, que dicha

relacién es

aj,l(t) = g(R.Vl t, [2.14}
donde g(A,V) > 0, Ve ¥V y A € A, es una funcién no decreciente en
VeV, VAxeA.

Cuando se considera 1la transformacién av(t) = ay v(t).

siendo V0 y VeV, con V0 el stress habitual, resulta que

_glA, V)

= —g(A,VO) t. f2.15]

a;l(t)

Por otra parte, segun el lema 2.9, se tiene que la relacién
entre el tiempo de funcionamiento bajo los niveles de stress V y Vd

viene dada, a w fijo, por
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Ty
T, =a]'(T,) = I B, (t) dt. [2.16]

o

2.5.1. MODELO ALT-BN DE LA REGLA DE LA POTENCIA

El modelo de la regla de la potencia, también denominado de
la regla de la potencia inversa, se ha considerado en Mann, Schafer
and Singpurwalla (1974, p.425) dentro del marco paramétrico no
bayesiano; donde, para niveles de stress reales, se supone que en el
nivel de stress i-ésimo Vl. para i = 0, 1, ., k, se verifica que las

funciones de distribucién de los tiempos de funcionamiento son

exponenciales con medias

siendo A > 0 y A > 0.

De la hipétesis de distribucién exponencial resulta que
0 si t <O
FV (t) = , 1=0,1, ..., k,

t 1-e YH sit=o0

con lo cual, V¥ Vi, Vj € V, se tiene que

u!
FV (t) = FV 7f_t .
] 1 3
Entonces
B V1 -A V?
m(}\,VJ,Vi,t) = aJ'i(t) = T t = -'\'l-'— t = ——x‘- t
J J V1

que corresponde a una situacién donde la funcién g viene definida por

g(A, V) = V', a > 0.

Por tanto, se puede considerar el modelo ALT-BN de la regla
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de la potencia como aquel que tiene por funcién de aceleracidén entre

los niveles de stress V1 y VJ, con Vi < V). la definida por

v

A
1
auj(t) = [17#] t, conAa >0, ¥Vtz=o0.

J

Entonces, la transformacioén av(t) viene dada por

V0 A
av(t) = | v t, conAaA >0, ¥Vtzo0.

Segin [2.16], en el "modelo ALT-BN de 1la regla de la

potencia se verifica que

y estamos en un caso particular del epigrafe 2.4.1 en el que

A A

0

Segin el Teorema 2.10, se verifica que, al estar el modelo
ALT-BN de la regla de la potencia bajo la axiomatica del epigrafe 2.2,
entonces Fv{u} es una funcién de distribucién aleatoria cuya

distribucién viene inducida por un proceso Dirichlet de parametro oy Yy

<[5

Este resultado nos permite construir un estimador consistente
de la funcién de distribucién bajo el stress usual, aplicando la
metodologia desarrollada en el Capitulo 1.

Para estimar A consideramos la notacién 913 para el factér

de escala entre Fj y Fi, i.e.,

v

A
_ J
9U = -Tﬁ] , con i # j [2.17]

Tomando logaritmos se tiene que
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In o
1]

A = InV - 1InYV ’
1 J

[2.18]
con lo cual se podra estimar A, estimando previamente Gly
Segin el desarrollo que se ha realizado en el epigrafe
1.2, se puede estimar 91 mediante un estimador @ n que minimice la
J nl. 3
distancia de Cramer-von Mises siguiente

© N 2
W = I [F (t/6 ) - F (t]] dt [2.19]
o i,nl 1] j,nj

donde F‘h N (t), con h =13, J, es el estimador Bayes bajo pérdida
""h

cuadratica para Fh, que segun Ferguson es combinacién lineal convexa
de la funcién de distribucién empirica bajo el nivel de stress Vh y de
la funcién de distribucién a priori bajo ese mismo nivel de stress.

Se puede demostrar, segin lo que se ha desarrollado en el

epigrafe 1.3, que Gn es consistente para estimar 91)' Ademas, se

]

puede obtener de cada par de niveles de stress que consideremos Vi,

Vj, con i # J, un estimador A de A, por la relacién siguiente
n ,n

1"}

A = 1 (2.20]
n ,n

"7 InV -1nV
3 i

Por tanto, hay (;] formas de seleccionar dos niveles de
stress entre los k, si suponemos excluido el stress habitual Vo’ ¥y, en
consecuencia, tendremos %k(k - 1) estimadores de A que se pueden
promediar para dar el siguiente estimador

k k - Vj
) [1“ 8, ,n][ln 'Tf‘]
1=1 j=i+1 1) i

A= - - Vj > [2.21]
L L ()
=1 j=i+1 1

que también se puede poner como
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) | [2.22]

>y

Teorema 2.13 (Maté)

El estimador de A definido por [2.21] es fuertemente
consistente para estimar A.
Demostracion.

Analoga a la del Teorema 1.8.

Teniendo en cuenta [2.17], si A fuese conocido, podriamos
transformar (rescalar) los tiempos hasta el fallo de cualquier nivel
de stress, para que correspondieran a tiempos hasta el fallo de

cualquier otro nivel de stress. Asi, las observaciones 1}8 bajo el

nivel de stress Vi. con £€=1, ..., nl, serian equivalentes a las
V1 A
observaciones LTT] T}e bajo el nivel de stress VJ, con

J

£=1, ..., n.
1

~

Ya que A no es conocido, utilizaremos su estimacién A para

rescalar nuestras observaciones. Por tanto, definimos las n1

observaciones rescaladas 218 por la expresidn

Vi A
218 = [_Tr) T1£ i=1, ..., k, £=1, ..., n [2.23]
0
Ahora, con las nuevas observaciones 218’ se procede a
construir un estimador de la funcién de distribucién F0 bajo el nivel

de stress usual Vo, para ello utilizamos el estimador propuesto por

Ferguson (1973) y tendremos que
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M

2 _ n
F (t) = gm ((IM] + o F (1) [2.24]

Kk
n = [ n es el numero total de observaciones realizadas por el

experimentador; y
Fn(t) es la funcién de distribucién empirica de las observaciones
rescaladas ZlE
Siguiendo la argumentacidén del epigrafe 1.4 se demuestra que
el estimador dado por [2.24] es fuertemente consistente para estimar

Fo(t).

2.5.2. MODELO ALT-BN DE LA REGLA DE ARRHENIUS

El modelo de la regla de Arrhenius se ha considerado en Mann,
Schafer and Singpurwalla (1974, p.433) dentro del marco paramétrico no
bayesiano; donde, para niveles de stress reales, se supone que en el
nivel de stress i-ésime Vi, para i =0, 1, ..., k, se verifica que las
funciones de distribucién de los tiempos de funcionamiento son
exponenciales con medias

p, = Arexp {A-VII}.

siendo A > 0Oy A > O.

De la hipétesis de distribucién exponencial resulta que V

Vi. VJ € V, se tiene que

Entonces
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A/Vl _A[\]}_ - %—]
(t) = jﬁ_ t= & ____ t=e J 1
i . pj A/Vj
e

m(A,V ,V ,t) = a
3t

¥

que corresponde a una situacién donde la funcidén g viene definida por

MY A s 0.

gA, V) = e
Por tanto, se puede considerar el modelo ALT-BN de la regla
de Arrhenius comoc aquel gque tiene por funcion de aceleracidn, entre
los niveles de stress V1 y VJ, con Vl < VJ, la definida por
1 1

-ATV_-T

a j(t) = e : ] t, con A >0, ¥t =0.

Entonces, la transformacién av(t) viene dada por

1 1
"[v—o 7]
aV(t) =e "t, conA >0, Vtzo.

Seguin [2.16}, en el modelo ALT-BN de la regla de Arrhenius se

verifica que

y estamos en un caso particular del epigrafe 2.4.1 en el que

1 1
+ -]
B,(t} = e °
v .
Segin el Teorema 2.10, se verifica que, al estar el modelo
ALT-BN de la regla de Arrhenius bajo la axiomdatica del epigrafe 2.2,
entonces Fv(u) es una funcién de distribucién aleatoria cuya
distribucién viene inducida por un proceso Dirichlet de parametro ay Y

1 1
"‘[v - v_]
a

uv(u) =a |e uf.
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Este resultado nos permite construlr un estimador consistente
de la funcién de distribucién bajo el stress usual, aplicando la
metodologia desarrollada en el Capitulo 1.

Para estimar A consideramcs la notacién ij para el factor
de escala entre FJ y Fi. i.e.,
RO

6U = e , con 1 = j. [2.25]

Tomando logaritmos se tiene que

In @ J
A= T =1 , [2.26]
v Vv

con lo cual se podra estimar A, estimande previamente ely

Segin el desarrollo que se ha realizado en el epigrafe

~

1.2, se puede estimar 913 mediante un estimador Bn n que minimice la
)
distancia de Cramer-von Mises siguiente
o
2

~ ~ 2
W2 = Io [Fi’n (t/8, ) - Fj'nj(t)] dt [2.27]

i
donde F‘h o (t), con h=1i, j, es el estimador Bayes bajo pérdida
*h

cuadratica para Fh, que segan Ferguscon es combinacién lineal convexa
de la funcién de distribucién empirica bajo el nivel de stress Vh y de
la funcién de distribucién a priori bajo ese mismo nivel de stress.

Se puede demostrar, segin lo que se ha desarrollado en el

epigrafe 1.3, que © es consistente para estimar 91]' Ademas, se
n

s

LA

puede obtener de cada par de niveles de stress que consideremos Vi,

Vj, con 1 # j, un estimador An N de A, por la relacién siguiente

i)
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1n Bn n
-~ _ . j
Rn'n = I T . f2.28]
i) —V— - -V_

Por tanto, hay [g] formas de seleccionar dos niveles de
stress entre los k, si suponemos excluido el stress habitual Vo' Yy, €en
consecuencia, tendremos %k{k - 1) estimadores de A que se pueden

promediar para dar el siguiente estimador

kK k .
- 1 1
) [1“ en.n]LV v]

£=1 =141 "y

A= — 5 (2.29]
[1 1)

v v
i=1 j=1+1 i i’

que también se puede poner como

A= = . [2.30]

Teorema 2.14 (Maté)

El estimador de A definido por [2.30] es fuertemente
consistente para estimar A.
Demostracién.

Andloga a la del Teorema 1.8.

Teniendo en cuenta [2.25], si A fuese conocido, podriamos
transformar (rescalar) los tiempos hasta el fallo de cualquier nivel
de stress, para que correspondieran a tiempos hasta el fallo de
cualquier otro nivel de stress. Asi, las observaciones Tsﬂ bajo el

nivel de stress Vl, con £=1, ..., n., serian equivalentes a las
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observaciones

1 1
2w
e T12

bajo el nivel de stress Vj, conf=1, ..., n.

Ya que A no es conocido, utilizaremos su estimacién A para

rescalar nuestras observaciones. Por tanto, definimos las nl

observaciones rescaladas 218 por la expresién
1 1
SERRY
i ]

= e T i=1, ..., k, &¢=1, ..., n, (2.31)

218 i’

Ahora, con las nuevas observaciones Zle. se procede a
construir un estimador de la funcién de distribucién F0 bajo el nivel

de stress usual Vo’ para ello utilizamos el estimador propuesto por

Ferguson (1973) y tendremos que

. _ M n ‘
donde
k
n = z nes el numero total de observaciones realizadas por el

experimentador; vy
Fn(t) es la funcién de distribucién empirica de las observaciones
rescaladas Z ,.
18
Siguiendo la argumentacién del epigrafe 1.4 se demuestra que
el estimador dado por [2.32] es fuertemente consistente para estimar

Fo(t).
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CAPITULO 3

MODELOS ALT-BN CON DATOS CENSURADOS

Los modelos de ensayos de vida acelerados que se han
estudiado en la literatura se conceblan para muestras completas, con
la excepcién de los trabajos de Barlow and Scheuer (1971), Basu and
Ebrahimi (1982) y McNichols and Padgett (1984). En muchas situaciones,
las observaciones pueden estar censuradas aleatoriamente a la derecha,
como ocurre, a menudo, cuando algunos sistemas:

(1) son eliminados del estudio o del servicic que realizan, en
diferentes instantes de tiempo, antes de que fallen (para un
an4dlisis mas completo o por otras razones),

(2) aun funcioﬁan cuando termina el periodo de estudio,

(3) son eliminados del estudio o del servicio que realizan debido
a que fallaron por una causa ajena e independiente a la que

se esta estudiando.

En otras situaciones, las observaciones pueden estay
censuradas aleatoriamente a la izquierda, como ocurre cuando ciertos
equipos de precisidén se colocan en los faros de las costas. Se puede
conocer el tiempo de funcionamiento de uno de estos equipos cuando se
encuentra en un faro vigilado por personal, con lo que se tendra una
observacién no censurada. Ahora bien, es posible que en alguno de

estos faros ne haya ninguna persona y se encuentre en una zona de
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dificil acceso, con lo cual se puede producir el falle y no detectarse
hasta después de un clierto tiempo.

Obviamente, se pueden presentar situaciones con muestras
doblemente censuradas.

Los trabajos citados anteriormente son por completo no
bayesianos, y es de destacar la escasa atencidén que se ha prestado al
contexto bayesiano no paramétrico de los modelos de ensaycs de vida
acelerada, cuande se presentan muestras censuradas. Ultimamente, y
dentro de este contexto, se ha potenciado el estudio del papel que
desempefian las covariables en los analisis de fiabilidad acelerada.
Kalbfleisch (1978) presentd una aproximacidn semiparamétrica bayesiana
al analisis de riesgos proporcionales de Cox, y Christensen and
Johnson (1988) hicieron lo mismo en el modelo de tiempo de falle
acelerado. En ambos casos se contempla la posibilidad de observaciones
censuradas por la derecha. Una aproximacién totalmente Bayesiana al
modelo de tiempo de fallo acelerado con datos no censurados ha sido
estudiada por Christensen and Johnson (1989).

Por tanto, no se ha presentado hasta el momento ningin
trabajo en el que se estudien las muestras censuradas, en los modelos
de ensayos de vida acelerada, bajo un contexto bayesiano no
paramétrico. Este es precisamente el objetivo de este capitulo, que
sera, por tanto, completamente novedoso, y en el que se pretenden
generalizar los resultados que han obtenido Basu and Ebrahimi (1982) y
McNichols and Padgett (1984) al contexto bayesiano no paramétrico.

En primer lugar, se plantea el Modele ALT-BN Béasico con

Datos Censurados Aleatoriamente por la Derecha, como una extensién del



-106- DATOS CENSURADOS

Modelo ALT-BN Basico desarrollado en el Capitulo 1, donde el parametro
91, ademas de jugar el mismo papel que en dicho capitulo, factor de
escala entre los tiempos de funcionamiento en los niveles de stress V1
y Vo; representa el factor de escala existente entre los tiempos de
funcionamiento censurados en los niveles de stress Vi y Vo.

A continuacién se analiza la construccién de un estimador
consistente para el parametro 61.

Para construir un estimader consistente para ﬁo se consldera
un nivel de stress cualquiera Vh, con h=0, 1, ..., k; y a partir de

los datos censurados (z }, con =1, ..., nh, se construye el

’6 L
h,}J  h,]

estimador Bayes bajo pérdida cuadratica de Susarla y Van Ryzin para

F;(t), al qgue se nota por Fh(t). Estc permite definir como estimador

~

de Fo(t) el resultado de evaluar el estimador Fh(t) en el punto

-~

H

] t, y notamos a dicho estimador por fb . (t), luego

F (t)=F [8 t]'
O, h h|l n_,n
0" h

resultando ser fuertemente consistente para estimar ?b(t)

Luego, en cada nivel de stress Vh, con h=0, ..., k, se ha
construido un estimador consistente para ?0. Por tanto, hay k + 1
estimadores para ?L(t) y formamos la media aritmética ponderada para

definir un nuevo estimador de ?5, que notamos por fo(t). Asi, el

estimador de f; se define por

h O,h

k
Zn F () [3.4]

y se demuestra que es un estimador fuertemente consistente para

estimar ?o'
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En la dltima parte de este capitule se analiza el Modelo
ALT-BN con Datos Censurades bajo Riesgo o Azar Proporcional. Este
modelo considera las mismas hipdtesis del Modelo ALT-BN Basico con
Datos Censurados Aleatoriamente por la Derecha, afiadiendo la hipétesis
de 1la existencia de wuna constante Bl € {0,w), que supondremos
dependiente del nivel de stress, tal que, para §{ = 0, 1, ..., k, se
verifica que las funciones de fiabilidad de los tiempos de
funcionamiento censurado y verdadero en el nivel de stress Vl, Ei(t) y

fi(t), respectivamente, estan relacionadas por
_ _ B,
Gl(t] = [F!(t)] , ¥t > 0.

A partir de los resultados obtenidos por Morales, Pardo y
Quesada (1985, 1986), el Teorema 3.4 nos proporciona el estimador
Bayes bajo pérdida cuadratica d? fi(t). a t fijo, en un modelo de
riesgo proporcional, notado por fPJ(t) para indicar que es estimador
paramétrico. Para poder utilizar este estimador en la estimacién del
parametro de escala 91. es necesario proca@er a la estimacidén del
parametro de censura Bl. Esta estimacién se llieva a cabo mediante dos
metodologias: Bayesiana y de los Momentos.

Para estimar el parametro de escala 91 se sustituye, en la
expresién del Teorema 3.4, B1 por su estimacidén él y se construye un

estimador de 91 como un valor de @ que minimice la distancia de

Cramer-von Mises siguiente

~

] ~ 2
u2=J [?Po(t/e) -F, (1) ] dt.
0 ) 1]

Para cada i =1, ..., k notemos por @ al estimador de 91
n_,n
0’1
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que se acaba de definir. Con estos estimadores procedemos a rescalar

las observaciones 2l 5’ =1, ..., n . por la relacién
Z' = ZLJ
1,] 0
n_,n
o't

siendo z- =2 , al ser 6 = 1.
0,} 0, n

Mediante la estimacién del parametro de censura é, bien
bayesiana o por el método de los momentos, a partir del nuimero total
de datos rescalados, y mediante dichos datos, se procede a construir
el estimador bayesiano paramétrico de la funcién de fiabilidad bajo el

nivel de stress usual, a t fijo, gue presentaron Morales, Pardo y

Quesada (1985, 1986).

3.1. EL MODELO ALT-BN BASICO CON DATOS CENSURADOS ALEATORIAMENTE POR

LA DERECHA

En este apartado nos preoponemos analizar un modelo para
estudiar el problema de la censura aleatoria por la derecha, en los
ensayos de vida acelerados (ALT), bajo el contexto bayesiano no
paramétrico de los procesos de Dirichlet.

Las hipdétesis sobre este modeloc ALT-BN son las siguientes:
(H1) Existen k + 1 niveles de stress que se fijan antes de realizar ei

ensayo y que se notan por Vﬁ, V,...,Vk. Entre ellos se cumple

1

V0 < V1 < ... < Vk, siendo V0 el nivel de stress habitual y
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V., ..., Vk los niveles de stress acelerados.

(H2) En cada uno de los niveles de stress se someten a ensayo de vida
ni sistemas, con 1 =0, ..., k. Para el sistema o item j, en el
nivel de stress Vl, se considera la notacién siguiente:
th representa la v.a. que indica el tilempo de funcionamiento

verdadero del sistema j en el nivel de stress Vl.

Y ; representa la v.a., que indica el tiempo de funcionamiento

censurado del sistema j en el nivel de stress Vi.

Fi es la funcién de distribucidén de la v.a. X1 It Y j= 1,...,ni.
fl es la funcién de fiabilidad de la v.a. Xij, V= 1,...,n1.
Gl es la funcién de distribucién de la v.a. Y Yyj=1,...,n.

i 4,3

n = z nl es el numero total de sistemas en estudio.
i=0

El estadistico sélo tiene disponibles los datos [Zi_f Ai j],

para j =1, ..., ni, donde

Z = min {X , Y }
i,] i,] 1,3

A =1 =
b [xl,j = Yi,j] 0 siX > Y
’ i,}
de tal forma que, si Aij = (0, entonces se dice que Z1 ; es "una
pérdida", y si AiJ =1, se dice que le es un “"fallo®.

Los valores observados de [211' AIJ] seran notados por
z , & .

[ i) 1.1]

Supongamos que, ¥ i =0, ..., k y ¥ j=1,. ...ni, se verifican
las hipdtesis siguientes :

1) Xi ) son v.a.i.i.d. con distribucién Fi(t).
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2) Yl ] son v.a.i.i.d. con distribucién Gi(t).

3) Yi ; son v.a. independientes de X‘

N

(H3) Cada uno de los n, i=0,1, ..., k, es suficientemente grande,
de manera que sea factible la realizacién de un andlisis

asintético.

(H4) La distribucién de la v.a. To’ notada por Fo’ es la inducida por
un proceso de Dirichlet de parametro «, siendo « una medida
finita, no nula y no atémica sobre (R+,£+). Abreviadamente,

Fo € Dla).

(H5) Si denotamos por '1'l la v.a. que representa el tiempo de

funcionamiento del sistema hasta el fallo bajo el nivel de stress
VvV, con 1=1, ..., k, se verifica que Fi, la funcidén de
distribucién de la v.a. Tl, y Fo difieren en un parametro de

escala el. Es decir, se tiene que

Fl(t) = Fo(t/al) para i = 1, , k [3.1]
(H6) Se verifica que
Gi(y) = Gb(y/el) para i =1, . k [3.2]

siendo Ei(y) >0 vy ab(u) > 0.

Observaciones. -
a)} En el caso particular de ser Gi la funcién de distribucién de

una v.a. degenerada, Y1 3 son constantes y la censura se considera
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fija. A veces se considera que las v.a. th no estan idénticamente
distribuidas dentro del mismo nivel de stress Vl, pero de momento no
se considera esta sltuacién. Este caso se aporda por separado en el
epigrafe 3.2 al no verificarse la hipétesis Hé6.

b} La hipétesis (H4) sitda este modelo de ALT con datos
censurados en el contexto bayesiano no paramétrico de los procesos de
Dirichlet.

c) En la hipétesis (HS) se afirma que las funciones de fiabilidad
F, con i=0,1,..., k, pertenecen a wuna familia comin, pero
desconocida, de funciones de fiabilidad y en la que un cambio de
stress no cambia la forma de la distribucién del tiempo de
funcionamiento, s6lo se modifica su escala por el parametro
desconocido Bf

d) La hipétesis (H6) afirma que un cambio en el nivel de stress
cambia la escala, pero no la forma, de los tiempos de censura vy,
ademas, ese cambic se produce con el mismo factor de escala dque en los
tiempos no censurados. Esta hipdtesis parece plausible, ya que suponer
que la escala empleada con los tiempos de censura acorta mas, o menos,
que en el caso de los tiempos de funcionamiento, supondria que se esta
haciendo un tratamiento diferente para los dos tipos de informacién vy,
como al final se han de juntar ambas informaciones, podrian aparecer
resultados imprevisibles.

Bajo el modelo anterior nos proponemos estimar fo y las
medidas de fiabilidad asociadas a ?o’ a partir de las observaciones en
el nivel de stress usual y en otros niveles, siguiendo un esquema

similar al del Capitulo 1.
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3.1.1. CONSTRUCCION DE UN ESTIMADOR CONSISTENTE PARA 91

El parametro 9i se podri estimar a partir de las
observaciones (z ,8 ), h=0,1, j=1, ..., n, mediante los
h,§° h,) h
estimadores de Kaplan-Meier para fh(t) =1 - Fh(t), seglin se

desarrolla a continuacién.

Sea i1i=1, ..., k, fijo. Supongamos, sin pérdida de

generalidad, que en el nivel de stress Vh, con h =0, i, se verifica

h,1 h,2 LS

con las my primeras observaciones no censuradas y las n o-m
siguientes observaciones censuradas.

Para la obtencidén del estimador de 61 se consideran las

transformaciones siguientes para, h = 0, i,

-
X =1n X
h h
»
Y =1lnY
h h
»
con lo cual las observaciones th se transforman en zhj = 1ln zhj
] r ¥

*
y 8 se transforma en 8 , siendo
h, ) h,)

* ’

1 1 - *
si x =

. n3  Ih,3

& =

h, J .

0 si xh,j > yh,j
para h = 0, 1i.
D . D N
Por tanto, se pasa de X1 = aixo a Xi = Al + X0 y de

D D
*
Y =0Y a Y' =A +Y, con A =1n 8 . Es decir, el parametro de
1 i 0 i i o i i

escala 61 se transforma en un parametro de localizacidn Al.

Sea h =0, i, si se denota por F; a la funcién de



MODELOS ALT-BN -113-

., con j=1, ..., n,

distribucién de las variables aleatorias X: N

)

resulta que el estimador de Kaplan-Meier para ?;, el cual sera notado

-~

—»
por FKH n adopta la expresion

1 si x = zh .
- u-1 n -r S8 :
F (x) = m h bBT st x e (z' ,Z2 1, u= 2, ,n
KM, h =1 n -r +1 h,u-1’"h,u h
»
0 st x>z
h,n
h
. . e
Designemos, para h = 0, i, los saltos de FiHh(X) en las
»
. L ] . *
observaciones zh por ah (si Sh = 0, el salto es cero). Esto es,
» F » » T
.:i * :l »
F z - F Z , r=1, ..., n -1
a KM,h| h,r KM,h| h,r+1 h
h,r :.
F ] s r =n
EM,h h,nh h

Construimos un estimador An de Al, como un valor de A que
N
i

minimice la distancia de Cramer-von Mises
(] -~ ~ 2
> —* =
W = [F (t -4) - F (t)]dt.
o KM, 0 KM, 1

resultando que An o es una mediana de la distribucién de
o’

probabilidad discreta cuya funcién de masa de probabilidad es

* -
a -*a , s8lv=2z -z ,r=1,...,n, s=1,...,n
o,r 1i,s a,r i,s ¢} 1
h (v) =
no,nl
0, en otro caso
A
- n,,n
Definimos @ = e Entonces, se tiene el siguiente
n
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resultado.

Teorema 3.1
Si para i =0, ..., k se verifica que

SupP {x 7/ G (x) < 1} = SUP {x / F (x) < 1},
X ! x 1

~

entonces @ es un estimador fuertemente consistente de BF
n n
o'
Demostracién.

Andloga a la demostracién del Capitule 1.
3.1.2. CONSTRUCCION DE UN ESTIMADOR CONSISTENTE PARA Fo

Sea un nivel de stress cualquiera Vh, con h=0, 1, ..., k.
En este nivel de stress se desconoce la funcidén de fiabilidad fh(t),

pero se puede estimar a partir de los datos censurados (zhj,ahj),

con }j =1, ..., n, segin el estimador Bayes bajo‘Pérdida cuadratica
de Susarla y Van Ryzin para ?;(t), que notamos por fh(t). Precisamente
estos dos autores demostraron en 1978 que este estimador es
fuertemente consistente para estimar ?;(t]. Por tanto, en cada nivel
de stress Vh se tiene un estimador consistente de ?h(t). Ahora vamos a
utilizar cada uno de estos estimadores para obtener un estimador de

F}. Notemos por ?0 h(t) al estimador de fb obtenido a partir del

¥

estimador Fh(t) en el punto 8 t, luego
o' h

F (t)=F [e t]
O,h h{ n_,n
0O h

~

Es claro que en el caso de h = 0, Bn . = 1 y el estimador de f}(t)
o 'h
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es directamente el de Susarla y Van Ryzin en el punto t.
Por tanto, para 1 =1, ..., k, se define

F (t) =F. (e t). (3.3]
0,1 i n,n
6t
Teorema 3.2 (Maté)
El estimador definido por [3.3] es fuertemente consistente
para estimar fo'
Demostracién.

~

Debido a la consistencia fuerte de 8 existe un suceso
n_,n

SIS |

Bl que tiene probabilidad uno, tal que para cada w € Bl se tiene que

e1 = lim 2] (w)

n_,n - [ 2 |
0" i

Si aplicamos ahora el Lema 1.6 a la funcién de distribucién F1 del
nivel de stress Vl, por ser continua y creciente, resulta que para ese
suceso Bl de probabilidad uno se tiene que, para cada w € B1 y dado

€ > 0, existe un entero Nl(i,w]/ para n ,n £ Ni(i.w) se verifica

|F‘ [é (w)t] _F [e t]
i n,n i i
0 i

tomando x = Bit en la correspondiente expresién del Lema 1.6. Por

< e/2,

tanto, también se tiene, bajo las mismas condicliones anteriores, que

1?1 [en . (w)t] - Fl [eit]
0o 1

Por otra parte, al ser el estimador fl consistente para

< e/2.

~

estimar F:' existe un suceso A1 que tiene probabilidad uno tal que;
para cada w € Al y dado € > 0, existe un entero Nz(i,u} / para

n1 = Nz(i,w) se verifica
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‘I-_"l{t)(m) - _Ifl(t) < g/2.

Por tanto, si consideramos el suceso Cl = A1 n B:’ para cada

w € Cl se tiene que

-~
~

1 Fo.l(t){w) - F, (t}i = | F’[e“o”ﬁ(w)t] - Fi(Blt)

-

-+

fi [en n (w)t] - l-—"i(elt}I.
[ 2 |

| F*i[én ) (w)t] - fl[én ) (w)t]

o 1 o 1

y, dado £ > 0 y tomando n .0, = No(i,m) = m%x {Nj(i,w)}, se tiene que

’ FLL() - F 1) | <e

El resultado se sigue al tener el suceso Ci probabilidad

Luego, en cada nivel de stress Vh, con h=0, ..., k, se ha
construido un estimador consistente para ?o' Por tanto, hay k + 1
estimadores para ?A(t) y formamos la media aritmética‘Ponderada para
definir un nuevo estimador de ?6, que notamos por fo(t). Asi, el

estimador de ?L se define por

~

n F_(t) [3.4]

Fo(t) = h 0, h
0

oe
I ~]%

h

Se verifica el siguiente resultado.

Teorema 3.3 (Maté)
El estimador definido por [3.4] es fuertemente consistente
para estimar fo'

Demostracién.

Tenemos que demostrar que existe wun suceso B con
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probabilidad uno tal que, para cada w € By dado € > 0, 3 N/ ¥V n =N

F(t) - F (t)| <e.
0 4]

Por el Teorema 3.2 sabemos que para cada h=0, ..., k
existe un suceso Ch con probabilidad uno tal que, para w € Ch y dado

e >0, 3 No(h,w) / si n.n = No(h,w} se verifica que

-~

Fo,h(t) - Fo(t] < £

k
Definimos el suceso B = Ch, entonces, para cada w € B y
h=0

dado € > 0, se pueden tomar D0, > max {No(h,w]}, YvVh=0, ..., k,
h=0,...,k

con lo cual se tiene que

- k - k
= - 1 - 1 - _
‘ F () - Fo(t)‘ =| = hzonh Fo o (0 - ¢ hzonh Fo(t)‘ =
1 LS - = 1 & - =
== z n [ Fo o (t) - Fo(t]] = = [ n, | Fy ,(t) - Fo(t)| =
h=0 h=0
k
_ 1 _
—HZnhs—e.
h=0

El teorema se sigue al tener el suceso B probabilidad uno.

3.2. EL MODELO ALT-BN CON DATOS CENSURADOS Y ESTIMADORES PARAMETRICOS

BAJO RIESGO PROPORCIONAL

En los apartados anteriores se ha utilizado como estimador
para la funcidén de fiabilidad en el stress Vl, notada por ?1' a partir

de los datos en dicho nivel de stress, el estimador propuesto por
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Susarla y Van Ryzin en 1976. Ahora nos proponemos utilizar como
estimador para ?1 el que presentaron, en 1986, Morales, Pardo ¥y
Quesada. Por lo tanto, vamos, en primer lugar, a analizar dicho

estimador.
3.2.1. ESTIMACION PARAMETRICA EN EL MODELO ALT-BN CON DATOS CENSURADOS

Sea Vi un nivel de stress fijo, con 1 =0, ..., k, y sean

X1 R Xl variables aleatorias independientes e idénticamente
r ln
1

distribuldas, segin 1la funcién de fiabilidad fi(t) = P[Xi>t], las
cuales representan el tiempo de funcionamiento de sistemas que son

censurados a la derecha por los tiempos de censura representados por

las wvariables aleatorias Y11""’Y , que también se suponen
¥

independientes e idénticamente distribuidas, pero ahora segun Ila
funcién de fiabilidad (_;’(t) = P[Yt > t]. Se supone, ademds, que las

variables aleatorias XiJ

son independientes de las Yij. Segin se vio

en el apartado 3.1, el estadistico, en la practica, sélo dispone de

los datos (2 ,A ), con j=1, ..., n, donde
1, 4,] i

zZ = min {X .Y }, A =1
1,3 1,37 74,3 1,3 [Xi,jsyl,j]

A veces, en la realidad, sucede que las variables aleatorias
Zi’j y AIJ son independientes, i.e., el tiempo observado de fallo o
censura es independiente de que la observacién sea censurada o no. For
tanto, parece plausible aceptar como hipétesis que Zi’_l vy Al’j son

variables aleatorias independientes. Este tipo de modelo, denominado

de riesgo o azar proporcional, queda caracterizado por la existencia
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de una constante B1 € [0,®), que supondremos dependiente del nivel de

stress, tal que, para i =0, 1, ..., k, se verifica que
_ _ B,
Gl(t) = [Fl(t]] , Yt > 0.

Para i = 0, 1, ..., k, sea Q1 el espacio muestral donde
toman sus valores las variables aleatorias X‘ e Yi. Dada una muestra
z ,8 ), ..., (Z ,6113 consideramos un tiempo fijo t y la

siguiente particién de Qi:

Ai'1 = {w € Ql / Xi(w) = Yi(w) y X‘(w) = t} (fallo antes de t)
Ai,z = {w € Ql / Y[(w} < Xl(w) e Yi(w) = t} (censura antes de t)
A1,3 = {w € Q1 / Xi{w) = Yi(w) ¥ Xl(w) > t} {fallo después de t)
A1,4 = {w €Q / Yl(u) < Xi(m) e Yl(w) > t} (censura después de t)

Para un nivel de stress V’. con i =0,1, ..., k, sea el
vector aleatorio

vl(t) = [vl’l(t),v1 2(t).vi'a(t),vl"‘(t}],

donde

vll(t) representa el nuimero de sistemas que han fallado en la

’

muestra de tamafio n1 antes de t,

v, 2[t) representa el nimero de sistemas censurados en la muestra

»

de tamafio nl antes de t,

VIS(t] representa el numero de sistemas que han fallado en la

muestra de tamafio n, después de t,
v, 4(t) representa el nimero de sistemas censurados en la muestra
1’

de tamafio n, después de t.

Se verifica que la v.a. multidimensional vi(t) sigue una
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distribucién multinomial de parametros

[ni;pl,I(t)’pi,z(t}'pi,3(t)'pi.4(t)]'

siendo

(t) = P(A ,) para £ =1, 2, 3, 4.

phﬂ 1,87

En términos de las funciones de fiabilidad ?1 y Ei, estas

probabilidades aleatorias toman los valores

t
p1.1(t) - L Gi(x) dFl(x)

t
pi,z(t) =1 - Fitt}Gitt) + [; Gi(XJ dFl(X)
Pl'a(t) = - Jt Gl(x) dFI(x)
P1’4(t} = F1(t)G1(t) + [t Gi(x) dFl(x)

y, bajo el supuesto de riesgeo proporcional, se tiene que

1 r i— -Biﬂ1
P, 1(t) = 1 - F:(t)
] Pi \ i ] )
Bi r r -Bl+1\
P[’Z(t) = Bl+1 1 - Fi(t)
1 I -B1+1
Pt = g F (t)
B, [ 18+
p1’4(t) = Bi+1 Fi(t)

El problema, por tanto, desde el punto de vista paramétrico,
es el de considerar a cualquiera de las pl,e(t) como un parametro
aleatorio de una distribucién multinomial, con una distribucién a
priori dada a partir de las distribuciones marginales de los procesos

fi(t) y El(t), y obtener el estimador Bayes bajo pérdida cuadratica
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del parametro variable aleatoria fl(t) a t fijo. Dicho estimador sera
la media a posteriori E[Fl(t)/vl(t)].

Segin los resultados obtenidos por Morales, Pardo y Quesada
(1986), se puede formular el siguiente teorema que proporciona la

expresion del estimador fl(t).

Teorema 3.4

Pada la muestra observable (Z A ), econ j = 1""'”1’

1,3 71,5

relativa a las variables X1 e Y“ ¥y supuesto que la funcidn de

fiabilidad de Xi, ?i(t), es un proceso de Dirichlet de paradmetro ai,

el estimador Bayes bajo pérdida cuadrdtica de fi(t), a t fijo, en un

-

modelo de riesgo proporcional, notadc por F; l(t) para indicar que es

estimador paramétrico, viene dado por

n ~u_ {t) - s .
Y (-1)’[“1 ) “1(”] r[M @ (t) + (8, +1(n-j) + 1]
S — J rfy+ g + - 9 + 1
F (t) =
P, n -u (t) _ .
11 (_1)j[n‘ _ ui(t)] M-« )+ (B +1)n-J)
5£o J l‘[M + (8, + Din- J)]

donde M = al(R ) ¥y ul(t) = VLS(t) + v14(t).

E

3.2.2. ESTIMACION BAYESIANA DE LOS PARAMETROS DE CENSURA

En este apartado, dado un nivel de stress Vl, i=0, ..., k,
se propone una estimacidén bayesiana del parametro de censura Bl, a
partir de la informacién obtenida en la muestra observable

(Zl j,A1 j), con j=1, ..., ni, en el nivel de stress Vi, y del
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conocimiento a priori sobre Bi en dicho nivel de stress.

Sabemos que en el modelo de riesgo proporcional se tiene
- - By
Gx{t) = [Fl(t)]

Sea ahora el parametro T, = T%E-. Se tiene el siguiente resultado.
i

Teorema 3.5 (Maté)
En las hipétesis del modelo de riesgo proporcional se
verifica que, dado un nivel de stress Vi, si la distribucidn a priori
para T es una beta de parédmetros a vy bi, la distribucion a

posterjori de tl, dada la muestra observada | )}, con

z ,8
1,7 4,

ji= 1,...,n1; es una beta de pardmelros a, + N1 u y b1 + Nl ! donde
n L L]

1
N = é determina el nimero de observaciones no censuradas
i,u & 1,]
en el nivel de siress Vl y
Nl = nl - Nl determina el nimero de observaciones censuradas
,C ’u

en el nivel de stress Vi.

Demostracicén.
Si notamos por n(tl) a la funcion de densidad de la
distribucién a priori, se tiene que, dado el vector de observaciones
muestrales (21'61)' la distribucién a posteriori tiene por funcién de

densidad

T - . _
n[ 1/21’51] = n(tl/ail o n(tl) Ptl(a1 ri)

ya que 21 Y 6l son independientes, y donde



MODELOS ALT-BN -123-

P(6=r)=P[6 =r , 8 =r ]:
T 1 T i,1 t,1 i,n i,n
i i i 1
n
i n
i
— n 3
= Zi n Pt (61’) ri’J)
r1 s j=1 i
=1 7
siendo r =0,1, ¥vj=1, ..., n_.
1,5 i

Ahora, podemos observar que

[+ 1] w
P(é‘l,J =1) = P[Xl = Yl] = J Gi(x)dF1(X) = —J Gi(x)dFi(x) =
o 0
- Bl = 1
= - J (F G0l " dF, () = gy = 7,
0
y
Plal,) = 0] = P[x1 > Yl] =1 - PEX1 = Y1] =1 - T -
Luego
rl 1-r1
P (8 =r J]=1 ’j(l -T) ’j, con r =0, 1,
T 1,] 1,) 1 1 1,

’ ¥

es decir, 6l ) sigue una distribucién de Bernoulli de parametro rl. Por

tanto, se tiene que

n
i n
i
n
o = = P =T =
PT [l rI] 1 m (6LJ i’J)
i r J=1 i
i,]
=1

con r =0, 1.
Luego, 61/1:i sigue una distribucién binomial de parametros

n y Tt . Como la familia de distribuciones beta es con jugada cuando se
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muestrea de la binomial, resulta que la distribucidén a posteriori es

una beta de parametros a, + N y b + N , donde
i 1,u i i,c

n n

Ahora, si utilizamos pérdida cuadratica, el estimador Bayes

para T, serd la media de la distribucién a posteriori, luego

N a + N
r = i i,u
i a +b+n
| i i

y, por tanto,

3.2.3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE CENSURA POR EL. METODC DE LOS

MOMENTOS

En este apartado, dado un nivel de stiress Vl. i=0, ..., k,

se propone una estimacién del parametro de censura Bi' a partir de la

informacién obtenida en la muestra observable (le,ﬂij). con
=1, ..., n., en el nivel de stress Vi. por el método de los
momentos.

Se verifica que la proporcién teérica de observaciones

censuradas en el nivel de stress Vl es P(Al = 0), donde

)
Bl

B +1

P(a =0) = P(Y1 < Xi} = pliz(t) + pi’4(t) = )

i,]

Por otra parte, la frecuencia relativa de las observaciones

censuradas, en el nivel de stress Vi, es Nic / n . Igualando
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proporcién tedérica a frecuencia observada se tiene

de donde el estimador de Bi por el método de los momentos sera

B =

3.2.4. CONSTRUCCION DE UN ESTIMADOR PARA 9l

Sustituyendo en la expresién del Teorema 3.4 81 per su
estimacién é‘. resulta que ya podemos estimar el parametro de escala
91 entre el nivel de stress usual Vo y el nivel de stress Vl. En
efecto, para h =0, i, se verifica que el estimador bayesianc

paramétrico de Eh(t] viene dado por

T[M - ah(t) + (Bh + 1){nh-j) + IJ

]

uh(t)]

C'{M + (Bh + 1)(nh- J) + 11
F (t) = = <
, 1)j[nh - u (t)] FM -« (t)+ B, + 1)(nh—J)J

J I"[M + (éh +1)(n - j)]

(t) + v (t). Ademas, se verifica,

+
donde M = ah(R )} oy uh(t} = Vi3 n 4

por el Lema 1.1, que ai(t) = ao(t / 91} = ot / 91), ya que o = a.
A continuacién, construimos un estimador de 91 como un valor

de 6 que minimice la distancia de Crémer-von Mises siguiente

2 w© - - 2
We = L [Fp_ott /0) - F, (1) ] dt.
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3.2.5. CONSTRUCCION DE UN ESTIMADOR PARA Fo

Para cada i = 1, ..., k notemos por ©
n
0

al estimador de 8l
1

definido en la seccién anterior. Con estos estimadores procedemos a

rescalar las cbservaciones Zl y d=1, ..., n ., por la relacién
Z
-
21 = "l_,j
) 8
n,n
o1
con lo cual se dispone de los dates
( * 5 ), 1 0, 1 k, j=1
zl,j. l,}ll_ ] r me iy y J = [ nl
N -
siendo z =z , al ser 8 = 1.
0,] 0,] n_.n
0’0
Sea

k
n= z nl el ntmero total de datos (censurados o no)} rescalados

1=0
™y
N = Z 5l el numerc total de datos rescalados no censurados
L T
N =n - Nu el numero total de datos rescalados censurados
c

y notemos, para un tiempo fijo t, por

v:(t) al numero total de datos rescalados que corresponden a
fallos antes de t, en la muestra de tamafio n,

v;(t] al n0mero total de datos rescalados que corresponden a
dafos censurados antes de t, en la muestra de tamafio n,

v;(t] al namero total de datos rescalados que corresponden a
fallos después de t, en la muestra de tamafio n,

v:(t) al nimero total de datos rescalados que corresponden a

datos censurados después de t, en la muestra de tamafio n.
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Sea  la estimacién del parametro de censura, bien bayesiana

o por el método de los momentos, a partir del nimero total de datos

rescalados.

Entonces, el estimador bayesiano paramétrico de la funcién

de fiabilidad bajo el nivel de stress usual sera

“')‘E“’ o - oy Tl -t ¢ (B + 1(n - J) +1]
;) :
- 5o ] s 6 + D -9+ 1]
FP,o(t) B . “ s
n-i u)( )j[n _ u*(t)] r'M - a(t) + (B + 1}(n - J)]
-1 . \ —
N J r[M (8 + Dn- j)]
siendo

u*(t]

vs(t) + v4(t).
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1)

2)

3)

4)

5)

CONCLUSTONES

CONCLUSIONES

Es viable un estudio de los ensayos de vida acelerados en

el contexto bayesiano no paramétrico.

Los modelos ALT-BN con funcidén de aceleracién lineal
tienen la propiedad de que la distribucién del tiempo
hasta el fallo, asi como.la de su logaritme, en un stress
Vl, viene inducida por un proceso de Dirichlet, cuando la

distribucién en el stress usual F0 € Dia).

Los estimadores de minima distancia de Cramer-von Mises,
para los parametros de un modelo ALT-BN con funcién de
aceleracién lineal, son fuertemente consistentes para

estimar dichos parametros.

El estimador Bayes bajo pérdida cuadratica de la funcién
de distribucién en el stress usual es fuertemente

consistente.

Se ha presentado un desarrollo de leos contrastes de
bondad del ajuste, en un contexto bayesiano no
paramétrico, cuando se tienen datos de un ensayo de vida

acelerado.
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6)

7)

8)

Se ha desarrollado una axiomatica de los modelos ALT-BN
con funcién de aceleracidén general y se ha demoétrado, en
el importante resultado original del Teorema 2.10, que si

BV (t) >0, ¥V eV, estando garantizada su existencia y

tal que se verifica la siguiente relacidn
T

v
Tvo = J Bv(t) at
]

aw fijo; y si Fv € D(a), entonces F
0

oy (u) = « [ I

y € D(av) con

u
Bv(s} ds], ¥YyVvel.

o

Los modelos basicos de ensayos de vida acelerados (regla
de la potencia, regla de Arrhenius) se han estudiado bajo
la axiomatica anterior, y se han construido estimadores

para la funcién de distribucién en el stress usual.

El tratamiento de datos censurades se puede llevar a cabo
en un modelo  ALT-BN, estimando previamente los
parametros del modelo a través de los estimadores de
Kaplan-Meier, y después promediando los k + 1 estimadores

de fo(t) definidos, para h =0, 1, ..., k; por

Py

F (t)=F [e t]
O, h hl n ,n
0’ 'h

~

donde ?h(t) es el estimador Bayes bajo pérdida cuadratica

de Susarla y Van Ryzin para Fﬁ(t).
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9)

10)

CONCLUSIONES

Los estimadores anteriores tienen la propiedad,
demostrada en los resultados originales de los Teoremas

3.2 y 3.3, de ser fuertemente consistentes.

Bajo un modelo ALT-BN de riesgo o azar proporcional se
han obtenido estimadores de los parametros de dicho
modelo. Esto ha permitido construir el estimador
bayesiano paramétrico, propuesto por Morales, Pardo y
Quesada (1986), de la funcién de fiabilidad bajo el nivel

de stress usual, a t fijo.
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1)

2)

3)

4)

5)

POSIBLES AMPLIACIONES

Estudiar modelos ALT-BN con distribucicones inducidas por
procesos diferentes a los de Dirichlet, como procesos
neutrales a la derecha, gamma exponenciales, homogéneos

simples, gamma extendidos y procesos Beta.

Analizar los modelos del Capitulo 3 cuando los datos sean
doblemente censurados, tomando comoc referencia el trabajo

de Pardo (1987).

Estimar, bajo 1los diferentes niveles de stress, la
funcién de supervivencia o de fiabilidad residual en el
instante t, tomando como referencia el articulo de Lahiri

and Park (1988).
Proponer modelos ALT-BN con estimacién Bayes empirica.

Extender 1los modelos ALT-BN desarrollados al caso de
sistemas generales: serie, paralelo, puente, k de n, k
consecutivos de n, etec. Analizar la componente mas
importante en un sistema cuandc se sometan a ensayos de
vida acelerados, dentro de un contexto bayesiano no

paramétrico.
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APENDICE A

PSEUDOCODIGO PARA PROGRAMAR EL MODELO ALT-BN BASICO

PARTE I: INTRODUCCION DE DATOS NUMERICOS Y DEFINICION DE
SUBﬁUTINAS DE FUNCIONES
1: LEER VALOR DE M.
2: DEFINICION DE LA FUNCION ALFA (T}.
3: DEFINIR VECTOR N DE TAMANOS MUESTRALES CON DIMENSION 100.
4: LEER TAMARO DE LA MUESTRA PARA EL NIVEL USUAL DE STRESS: N(O0).
5: LEER NUMERC DE NIVELES DE STRESS: K.
6: DEFINIR MATRIZ DE DATOS DE TIEMPOS DE FALLOS: T(I,J).
7: PARA I TOMANDO VALORES DESDE 1 A K
+ LEER TAMANO MUESTRAL PARA EL NIVEL DE STRESS I: N(I).
8: PARA I TOMANDO VALORES DESDE O A K
- PARA J TOMANDO VALORES DESDE t A N(I)
+ LEER LOS INSTANTES DE FALLO PARA EL NIVEL DE

STRESS I: T(I,J).

PARTE II: DEFINICION DE LA FUNCION ESTIMADORA AUXILIAR BASI&A

9: DEFINICION DE LA SUBRUTINA FUNCION DE DISTRIBUCION EMPIRICA
BAJO STRESS USUAL: FN(T).

10: DEFINIR LA FUNCION DE DISTRIBUCION ESTIMADORA DE FERGUSON BAJO

STRESS USUAL

M ALFA(T)
M + N{(D} M

FNE(T) = ——===:— FN(T) +
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= [N(O)-FN(T] + M-ALFA(T)] / {M + N(O]]

PARTE III: ESTIMACION DE LOS PARAMETROS ZETA (I)

Nota 1: EL TIEMPO SE CONSIDERA DIVIDIDO EN UNIDADES ELEMENTALES.

LA UNIDAD ELEMENTAL H ES EL MAXIMO COMUN DIVISOR DE LOS

DIFERENTES TIEMPOS MUESTRALES CONSIDERADOS.

Nota 2: EL PARAMETRO ZETA (I) VARIA, LOGICAMENTE, ENTRE O Y 1.

Nota 3: EL ALGORITMO PARA OBTENER EL VALOR OPTIMO DE ZETA (I) ES

EL METODO DE OBTENCION DE EXTREMOS DE FIBONACCI.

Nota 4: EL ALGORITMO PARA EVALUAR LA INTEGRAL ES EL DE SIMPSON.

EL VALOR H DEL PASO ES LA UNIDAD DE TIEMPO.

11: DEFINIR EL VECTOR ZETA (I} DE PARAMETROS DE ESCALA Y EL VECTOR

DE ERRORES DE ESTIMACION E(I).

12: PARA I TOMANDO VALORES DESDE 1 A K

ERROR EN LA ESTIMACION DE ZETA (I): E(I).

CALCULAR VALCR DE LA SUCESION BASICA DE FIBONACCI
INMEDIATAMENTE SUPERICR A 1 / E(I).

DEFINIR LA SUCESION DE FIBONACCI: FIBO (L).

LIMITAR EL LIMITE SUPERIOR DE LA INTEGRAL AL MAXIMO
ENTRE EL DOBLE DEL MAXIMO DE LOS VALORES MUESTRALES
OBSERVADOS BAJO EL STRESS USUAL Y EL STRESS I, Y EL
VALOR DE T BAJO EL CUAL LA FUNCION ALFA (T) SE HACE
INFERICR A UN VALOR DADO EPSILON, SEA MAX ESTE VALOR.
IR A SUBRUTINA DE FIBONACCI CON LOS DATOS ANTES
CALCULADOS.

« IR A SUBRUTINA DE SIMPSON CON LOS DATOS



-134-

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

APENDICES

CALCULADOS.

» EVALUAR, PARA EL NIVEL DE STRESS I, LA
FUNCION DE DISTRIBUCION ESTIMADORA ©DE
FERGUSON FNE (I,T}.

+ EVALUAR INTEGRANDO.

+ APLICAR FORMULA DE SIMPSON.

+ ALMACENAR VALOR ESTIMADO ZETA (I).

PARTE 1IV: ESTIMACION FUNCION DE DISTRIBUCION EN STRESS USUAL
RESCALAR DATO0S
+ PARA 1 TOMANDC VALORES DESDE 1 A K
+ PARA J TOMANDO VALORES DESDE 1 A N(I)
« Z2(1,3) = T(1,J) 7 ZETA (I).
SUBRUTINA DE REORDENACION DE MENOR A MAYOR DE TODOS LOS
DATOS MUESTRALES, RESCALADOS DE.MENOR A MAYOR, INCLUYENDCO LOS
OBTENIDOS BAJO STRESS USUAL.
TOTAL DE OBSERVACIONES: NTOTAL
« PARA I TOMANDC VALORES DESDE O A K
» NTOTAL = NTOTAL + N(I).
SUBRUTINA DE CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION
EMPIRICA DE TODOS LOS DATOS: FNTOTAL (T).

ESTIMACION DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION BAJO STRESS USUAL

M ALFA(T) | N
M+N —M— M+ N

IMPRESION DE UNA TABLA DE VALORES DE FESTIM(T).

FESTIM(T)} = FNTOTAL(T).

FIN.
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APENDICE B

EJEMPLO DE APLICACION
CON EL
MODELO ALT-BN BASICO CON DATOS CENSURADQS

McNichols and Padgett (1984}, adaptande unos datos de
Carfagno and Gibson (1980), presentaron un ejemplo numérico utilizando
datos de ensayos de vida acelerados sobre el tiempo de funcionamiento
hasta el fallo, en horas, de unos anillos empleados en centrales
nucleares.

Tomando como referencia estos datos, los ensayos de vida se
realizaron sobre 30 de estos anillos. A la temperatura normal de
funcionamiento, 2000 F, se ensayaron 10 de estos anillos, y, en cada
uno de los dos niveles de temperatura acelerada, 2500 Fy 2750 F, se
ensayaron 10 anillos, sabiendo que no actuaban otras variables de
stress. El fallo de los anillos se podia atribuir bien a una fractura
radial, o a roturas en la circunferencia de los mismos debidas,
normalmente, al fallo de un didmetro exterior. Por tanto, existen dos
causas de fallo, que se suponen son independientes, y los datos de
fallo debidos a roturas en la circunferencia de los anillos actuan
comc datos censurades aleatoriamente a la derecha, designandose a
estos datos por un "+" en la Tabla B-1 donde se muestran todos los

datos, censurados o no.
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Tabla B-1 Tiempos de Fallo de los Anillos, en Horas

200° F 250° F 275° F
1683. 08 399.56 147.23
1784.32 422 .40+ 147.90
1683. 50+ 333. 07 128.87+
1784.49 444.72+ 147.86
1862.32+ 367.80 165.13
1784.84 367.49 147.20
1683.16 393,55 147.16
1784.70+ 393.10 165.82+
1683.71+ 314.63 147.89
1784.23 292.88 147.79

El problema es estimar la distribucién del tiempo hasta el

fallo para la causa de fallo mas habitual, la fractura radial.

1) ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO
Se verifica que nl = 10, para i+ = 0, 1, 2, y todos los
8 =1, excepto & _, &
i) 03

cero.

» 8, 8

oS 08 09 , O y 8 _, que son

23 28

12 14

El calculo de las estimaciones de los factores de escala se
realiza estimando los parametros de localizacién, Al Yy Az' de tal
forma que

A = - 1.5382

A = - 2.490622
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con lo cual, se verifica que

It

exp| 4 0.2147721

2]
I

2] = exp| A 0.08286.

2) ESTIMACICN DE SUSARLA-VAN RYZIN EN EL NIVEL DE STRESS USUAL
v, = 200° F
Al existir datos en V0 = 2000 F, se puede construir el
estimador Bayesiano no Paramétrico de ﬁo(t) supuesto que la
distribucién bajo la temperatura usual V0 viene inducida por un
proceso de Dirichlet de parametro «{t) con wuna confiabilidad
M = «(R"), siendo a(t) = P(T0 > t) la funcién de fiabilidad a priori.
La estimacién resultante de la funcién de flabilidad de
estogs anillos, en el nivel de stress Vo' para la causa de fallo mas
Tabitual, a partir de los datos recogidos bajo Vo' la cual se nota por

Fo,o(u]' viene dada en la Tabla B-2.
3) ESTIMACION DE SUSARLA-VAN RYZIN EN EL NIVEL DE STRESS V1 =250°F
Empleando los datos obtenidos bajo el nivel de temperatura
acelerada Vl = 2500 F, se puede construir el estimador Bayesiano no
Paramétrico de §1(t)' sabiendo que la distribucién bajo V1 viene
inducida por un proceso de Dirichlet de parametro al(t) con una
confiabilidad M = aI(R+), siendo “1(t] = a[t / 91]
La estimacién de la funcién de fiabilidad de los anillos, en
el nivel de stress Vl, para el falleo por fractura, mediante los datos

~

recogidos bajo Vl, se nota por fi(u) y se muestra en la Tabla B-3.
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Tabla B-2
Intervalo Expresién del estimador F 0{u)
alu) + 10
[O, 1683.08) W
alu) + 9
[1683.08, 1683.16} W+ 10
alu) + 8
[1683.16, 1683.50) M+ i0
alu) + 7 a{1683.5) + 8
[1683.50, 1683.71)
M + 10 «(1683.5) +
a{u) + 6 «(1683.5) + a(1683.71) + 7
[1683.71, 1784.23)
M+ 10 «(1683.5) + «(1683.71) + 6
aflu) + 5 a(1683.5) + al(1683.71) + 7
[1784.23, 1784.32)
M+ 10 «(1683.5) + a(1683.71) + 6
alu) + 4 o(1683.5) + a(1683.71) + 7
[1784.32, 1784.49)
M+ 10 a(1683.5) + a(1683.71) + 6
afu) + 3 a(1683.5) + a(1683.71) + 7
[1784.49, 1784.70)
M+ 10 a(1683.5) + a(1683.71) + 6
alu) + 2 «(1683.5) + a(1683.71) + 7
[1784.70, 1784.84) .
M+ 10 a(1683.5) + 7 «(1683.71) + &
«(1784.7) + 3
a(1784.7) + 2
o(u) + 1 «(1683.5) + 8 a(1683.71) + 7
[1784.84, 1862.32) .
M+ 10 e{1683.5) + 7 a(1683.71) + 6
o(1784.7) + 3
a(1784.7) + 2
alu) «(1683.5) + 8 «(1683.71) + 7
[1862.32, + w) .
M+ 10 a(1683.5) + 7 «(1683.71) + 6
«a(1784.7) + 3 a(1862.32) + 1
all784.7) + 2 a(1862.32)
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Tabla B-3
Intervalo Expresién del estimador fl(u)
al(u) + 10
{0, 292.88) M+ 10
al(u) + 9
[292.88, 314.63) M+ 10
al(u) + 8
[314.63, 333.07) M+ 10
al(u) + 7
[333.07, 367.49)
M+ 10
mi(u) + 6
[367.49, 367.8)
M+ 10
al(u) + 5
[367.8, 393.1)
M+ 10
al(u) + 4
[393.1, 393.55)
M+ 10
ai(u) + 3
[393.55, 399.56)
M+ 10
al(u] + 2
[399.56, 422.4)
M+ 10
a (u) + 1 o (422.4) + 2
[422.4, 444.72) ! -
M+ 10 a1(422.4} + 1
(440,72 + =) al(u) . a1(422.4) + 2 . a (444.72) + 1
M+ 10 u1(422.4] + 1 a1(444.72]
donde ai(u) = afu / 81). Y queda perféctamente determinada 1la

expresién del estimador mediante el conocimiento a priori e{u} en V0 V]

mediante el estimador 6
n
[+]

de

N

1

e .
1
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4) ESTIMACION DE SUSARLA-VAN RYZIN EN EL NIVEL DE STRESS V2 =275° F

Tabla B-4
Intervalo Expresién del estimador Fz(u)
az(u) + 10
[0, 128.87) M+ 10
aa(u) + 9 a2(128.87) + 10
[128.87, 147.16) M+ 10

a2(128.87) + 9
az(u) + 8 a2[128.87) + 10

[147.16, 147.2) M+ 10

a2[128.87) + 9
az[u) + 7 a2(128.87) + 10

[147.2, 147.23) M+ 10

a2(128.87) + 9
az(u) + 6 a2(128.87) + 10
M+ 10

[147.23, 147.79)
a2(128.87) +9

aZ(u) +5 a2(128.87) + 10

[147.79, 147.86) M+ 10

a2(128.87} + 9
az(u) + 4 a2(128.87) + 10
M+ 10

[147.86, 147.89)
a2(128.87) + 9

az(u) + 3 a2(128.87) + 10

(147.89, 147.9) M+ 10

a2(128.87) + 9
aa(u) + 2 a2(128.87) + 10
M+ 10

(147.9, 165.13)
a2(128.87) + 9

az[u) + 1 a2(128.87) + 10
[165.13, 165.82) :

M+ 10 @ (128.87) + 9
@ (u) @ (128.87) + 10  a_(165.82) + 1
[165.82, + ) : :
M+ 10 o (128.87) + 9 o (165.82)

Empleando los datos obtenidos bajo el nivel de temperatura

acelerada V2 = 2750 F, se puede construir el estimador Bayesiano no
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Paramétrico de fz(t). sabiendo que la distribucién bajo V2 viene
inducida por un proceso de Dirichlet de paréametro az(t) con una
confiabilidad M = aZ(R+), siendo az(t) = m[t / 92]

lLa estimacidén de la funcién de fiabilidad de les anillos, en
el nivel de stress Vz' para el f{llo por fractura, mediante los datos
recogidos bajo Vz, se nota por fz(u) y se muestra en la Tabla B-4,
donde az(u) = afu / 02). y queda perfectamente determinada la

expresioén del estimador mediante el conocimiento a priori a«(u) en V0 Y

~

mediante el estimador 6 de 92.
n_,n
o' 2

5) CONSTRUCCION DEL ESTIMADOR FUERTEMENTE CONSISTENTE PARA Fo(t)
Se ha obtenido, en cada nivel de stress Vh, con h=20, 1, 2,

un estimador consistente de Fh(t). Ahora vamos a utilizar cada unc de

-~

estos estimadores para obtener un estimador de Fo' Notemos por ?L h(t)

¥

al estimador de f; obtenido a partir del estimador ?h(t) en el punto

~

Gn'n t, luego
0'"'h

~ ~
A

F (t)=F [e t]
O, h h| n_,n
o' h

~

donde, para h = 0, se tiene Bn = 1 y cada uno de estos estimadores

4
o'o
se ha obtenlido con nh = 10 observaciones.
Por tanto, hay 3 estimadores para fo(t) y formamos la media

aritmética ponderada para definir un nuevo estimader de ?o’ que

notamos por f;(t]. Asi, el estimador de FA se define por

~ ~ -~ ~

F (t) = = Fo,o(t) + Fo,l(t} + Fo,z(t) =
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~ ~ ~

?o 0(t) + ?1(0.2147721-t) + f2(0.08286~t) .

1
upa

~

donde la expresion de ?} h(t), para h = 1, 2, viene recogida en las

Tablas B-5 y B-6, ¥y Fo 0(t) ya se obtuvo en la Tabla B-2.

Tabla B-5

-~

Intervalo Expresién del estimador ?o 1(t)

alu/0.2147721) + 10
[0, 1363.68) M+ 10
a(u/0.2147721) + 9
[1363.68, 1464.95) M+ 10
«(u/0.2147721) + 8
[1464.95, 1550.81) 710
a(w/0.2147721) + 7
[1550.81, 1711.07) VR
a(u/0.2147721) + 6
(1711.07, 1712.51) M+ 1D
alus0.2147721) + 5
{1712.51, 1830.31) TR
a(u/0.2147721) + 4
[1830.31, 1832.41) 10
a(u/0.2147721) + 3
[1832.41, 1832.45) M0
a(us0.2147721) + 2
[1832.45, 1966.74) 16
a(u/0.2147721) + 1 «a(1966.74) + 2
[1966.74, 2070.66) VRSO .

«(1966.74) + 1
«(u/0.2147721)  «{1966.74) + 2
M+ 10 ] '

[2070.66, + =)
«(1966.74) + 1

«(2070.66) + 1

«(2070.66)
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Tabla B-6
Intervalo Expresién del estimador FO ,(t)
«(u/0.08286) + 10
[0, 1555.27) T
«(u/0.08286) + 9  a(1555.27) + 10
[1555.27, 1776.01) .
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(W0.08286) + 8  a(1555.27) + 10
[1776.01, 1776.49) .
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 7  a(1555.27) + 10
[1776.49, 1776.85) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 6 w(1555.27) + 10
[1776.85, 1783.61) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 5  a(1555.27) + 10
[1783.61, 1784.46) ~
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 4 «(1555.27) + 10
[1784.46, 1784.82) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 3  a(1555.27) + 10
[1784.82, 1784.94) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 2 «(1555.27) + 10
[1784.94, 1992.88) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) + 1 a(1555.27) + 10
[1992.88, 2001.21) :
M+ 10 «(1555.27) + 9
«(u/0.08286) w(1555.27) + 10
[2001.21, + o) . .
M+ 10 «(1555.27) + 9

a(2001.21) + 1

«(2001.21)
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