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• Introducción.e
e
e
e

En esta memoriase estudiaun modelo no lineal originado en Clima-
• tología. Se trata de un balancede energíaen la superficie terrestreque da

• como resultadounaecuación en derivadasparcialesno lineal. Este tibo (le

• modelosfueron introducidospor MA. Budykoy W.D. Sellersen 1969,de forma
e independientey quepeseacontenerpequeñasdiferenciasen Sil formulaci{n sin

• embargorequierenun tratamientomatemáticopormenorizado. Los modelos

• originarioshansido completados,mejorados,modificadosy/o siinplificadbspor

• diferentesautores. En la literatura podemosencontrarestudiosmatemáticos

• sobremodelosunidimensionalesde balancede energía (Díaz [1993], Hetzere
• [1990], North [1990], Xu [1991]) y tambiénsobreel modelo bidimensionálbajo

• ciertas hipótesis (Hetzer [1990]). El objeto (le esta memoriaes abordarun

• modelo bidimensionalgeneralque incluye el caso(le difusión no lineal.
e
• Estamemoriaha sido estructuradaen dos capítulosy dos apéndicesque

• a su vez constande varias secciones.
e
• En el Capítulo 1 seestudiael modelode evolución(unaecuaciónparabó—

lica no lineal), describiendoel balancede energíaasí como las leyesfísicasquee
• permitenformular tal balancecomo unaecuaciónen derivadasparcialescuya

• incógnitau(t, x) es la temperatura.La primerapeculiaridaddel modelodel que

• es objeto estamemoriaesque el dominio espaciales: la superficieterreÉtre lo

(lije obligaaaplicarla teoría de las varicdadc.sRicmanuianas.Una panotámica• ¡

de estateoría se presentaen la sección2. Mencionamostambién allí algunos

• espaciosfuncionalesdefinidossobre variedadesque son de interésparanuestro

• problema.
e
• El operador de difusión de calor consideradopuedeser no lineál. La

• motivación de esto fué el trabajo Stone [1972]en el queel autor 1)roPPsoun

coeficientede difusión dependientedel gradientede temperaturas. Esta noe
e
e iii

e
e
e



Iv Introdueciorm

linealidad añadeunadificultad adicional al tratamientodel problema[a pesar

de queel operadordiferencial—div(¡Vu~~2Vu) + Q(u) resultasermonótonoy

roercitivol.

Otra peculiaridad del modelo es el efectodel coalbedo (fracción de luz

absorl)idapor unasuperficie)queintroduceunanuevano linealidad/9(u) even-

tualmentediscontinuay quetrataremoscomo un grafo multívocoacotado. Em

la sección3, tras definir el espaciofuncional de energíaadecuado

V = fu E L2(M): Vu E L~(TM)},

se pruebala existenciade soluciónsobredicho espacioparael modelo

~ { u
1 — div(IVu< Vn) + g(u) E QS(x)/3(u)+ f en (O,T) x M

~> u(0,x) = uo(x) en M

paradatosinicialesen L~(M), dondeM esunavariedadRiemannianaorien-

tadacompactay sin borde,9 es unafunción continuaestrictamentecreciente

y S(x) es estrictamentepositiva y acotada. Aplicaremosciertas tecnmcasde

punto fijo adaptadasa operadoresmultívocos. Asimismo, se pruebala pro-

longabilidad de las solucioneslocales a todo el intervalo de tiempo [0, ~)
y se obtiene una mayor regularidadde la solución cuando se supone u0 E

Vn L¶M).

La última partede esteprimer capítulose dedicaalestudiodela. unicidad

(le solución parael modelo. Peseaserésteun problemaparabólico, lapresencia

del término ~(u) permite que existan (jatos iniciales paralos que es posible

hallar más de una solución. Es aquídondela función de coalbedojuega un

papel clave. En el casoen que !)(u) es expresadopor unafunción lipsclmiziana

se tiene unicidad de solución para todo dato inicial u0 E L
2(M). 1>ero éste

no es el casocuando ~ es un grafo multívoco. Paraanalizar esta cuestión.

inspira(losen Díaz [1993], introducimosel conceptode función no degenerada

sobreuna variedad.Nos referimosa la siguiente

Definición. Diremosque mv E L~(M) satisfacela propiedadde no-duqenera-

czóii fuerte (resp. débil) si existe (7 > 0 y o > 0 tales que para cada E (0, ~)

ji (Qn E M Iw(¿) + 101 < e>) =(>r—m

(rt~p: ¡¡({x E M : O < Izn@r) + 10~ =1) =(7J1), dondeji es la medida dt

Lebesquesobre la variedad M.
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En la subsección4.2 se obtieneun resultadoparcial de unicidad,que asegurae
lo siguiente:

e
• (Q Si existe una solución de (P) tal que u(t) verifica la propiedad de no

• degeneraciónfuerte para cadat E [0, T] entoncesu es la única solución

• débil acotada de (P); (u) a lo sumo puedeexistir una solución del (1’)e
• queverifique la propiedadde no-degeneracióndébil.

e
• Una cuestión de distinta naturalezaes comprobarcuando se verifican tales

condiciones. En el caso unidimensional(e.d. cuandoAl se reducea un mn—

tervalo real) damos un criterio de unicidad a partir de la degeneraciono no

• degeneracióndel dato inicial (sección4.3).

e
• • El Capítulo 2 abordadiversas cuestionesrelacionadascon el compor-
• tamientode las solucionespara tiemposgrandes. En una primera parte se

• estudiala estabilizaciónde solucionesdel modelodeevolución,cuandot tiende
e a infinito. Las técnicasquese utilizan nos obligan a distinguir entre los dos

• tipos de modelos (de Sellersy de Budyko). En el casodel modelo de tipo Selí-

• ers (/9 lipschitz) la existenciade un semigrupodeoperadoressobreL2(M) que

• describela dinámicade la ecuaciónpermiteprobar la existenciade un atrá,ctor

global (sección1). Aunqueunageneralizaciónde estastécnicasa sernigrupose
multz’vocospodría ser también aplicadaa modeloscon coalbedodiscontinuo,

• nosotros,hemosutilizado otro tipo de técnicas(válidaspara ambosmodelos)

• queno sólo pruebanla existenciade atractor sino quecaracterizanel conjunto

• w-límite de cadasolución como un snbconjuntode las solucionesestacionarias

del modelo (sección2).
e

La segundapartedel Capítulo2 abordael problemaestacionario
e

(112) — div(~Vu~~2Vu) + Bu + O E QS(x)19(u)en Al.e
e

En esteestudiose abordala unicidado multiplicidad desolucionesconcluyendo
• queel parámetrosolar Q juegaun papel determinante. En la secciól] 3.1 se
• encuentraun intervalo (le valoresde 4) parael queal menoshaytressolí.mciones.
e
• En la sección3.2 se describeel diagrama.de bifurcación con respeqtoa,l

• parámetro4) y sepruebaquetieneunaramaprincipal en forma de “ese’3. Las• tecnmcasqueaquísehan utilizado se basanen un resultadode. Rabinowítz.en

e
e
e
e



vi Introducezon

el principio de comparacióny en el conocimientodeciertos rangosde 4) en los

quese tiene uiijcidad de solución.

Lbs resultadospresentadosen los capítulos 1 y II son completadoscon

dos apéndices.El ApéndiceA estudiala convergenciadel métodode Faedo—

(;alerkin y Fourier — Galerkin parael modelounidimensionalde tipo Budyko,

tanto de difusión lineal (p = 2) comoel de difusión no lineal (p > 2),

u1<u~)~+ Bu + (76 QS(x,t)/9(u) en (t,x) E (0,T) x (—1,1),

=0 enx = ±1{
= en (—1,1).

La motivaciónde esteapéndicees completarel estudioiniciado por Lin — North

[1990] y Mengel — Short —North [1988], en los que se presentanexperiencias

numermcasparael modelounidimensionalde evoluciónde tipo Budyko,pero síu

dar una demostraciónde la convergencia.La segundapartede esteapémídice

se refiere a la implementacióndel métodode Faedo— Galerkin para el caso

p = 2 (con la basede los polinomios de Legendre)combinadocon el método

implícito de Euler. Los resultadosde las experiencmasnumerícasque hemos

incluido aquí ilustran, entre otrás propiedades,la sensiblidaddel modelo a

pequeñasvariacionesde Q.

El ApéndiceB trata sobreunaecuacionelíptica unidimensionalcon un

término multívocopero sin pesoen la difusión. Sus característmcaspermiten

tratarla con un método de tiro para probar la multiplicidad de soluciones.

Curiosamente,la ausenciadel pesodegeneradoen los extremosdel término (le

difusión conducea un conjuntonumerablede solucioneslo quecontrastacon

el diagramade bifurcación en forma de “ese” mostradoen el Capítulo II.
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Capítulo 1
e
e

Existencia y criterio de unicidád
de solucionespara el modelo

• bidimensional.
e
e

1 Modelización. Problemasde evolución cero,

• uni y bidimensionales. Formulación sobree
• una variedad.M compactay sin borde.
e

En una primera incursión en Cl~mcttologia, nos encontramoscon dose
• tipos de modelos: modelos de pronósticoy de diagnóstico. Los modelosde

• pronóstico tienen como objetivo pronosticaro predecir la evolución ten%oral

• de la dinámicade la átmosfera. A este tipo pertenecenlos llamados “mode-

• los (le circulacióngeneral” (CGM) consistentesen sistemasde ecuacionesen

derivadasparcialesobtenidosa partir de leyesfísicas de conservación.Por su

• gran complejidad,su tratamientoestábasadoen métodoscompimtacionalesque

• permitenaproximar las variablesa predecir. Por el contrario, los modelosde

• diagnósticointentan mostraraspectoscualitativos del clima y comprendersí.í

evolución temporal frente a cambiosde parámetros.A estegrupo pertenece!]e
los llamados “modelos de balancede energía” (EBM), objeto de estudioen

• estamemorma.

• Los modelosde balancedeenergíafueron introducidosen 1969 por Mi.
e Budyko y W.D. Sellersde forma independiente.Estosmodelosde diagnóstico
e
e 1

e
e
A
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tratan de entenderla evolución global del clima de nuestroplaneta. Su princí-

pal característicaes la sensibilidadde la temperaturaapequenasvarmacmonesde u
parámetrossolareso terrestres.Estetipo (le modelosha sido utilizado también

paraestudiarla teoría de Milankovitch sobrelos periodosdeglaciacion.

El modelo se obtienea partir de un balancede energíaen la superficie
ude la Tierra (por ejemplo al nivel del mar). Dicho balancees el siguiente: e

Incrementode Calor = Ña — R~ + 1>,
e
0

dondeÑa y Re representanrespectivamentela energíaabsorbiday emitida por
la superficieterrestrey 1) representala redistribucióndecalor,quevienedada O

medianteun operadorde difusión de segundoorden. e
Otra característicaes queel dominio espaciales toda la superficiede la e

Tierra (en este sentidose dice queel modelo es global) y la escalade tiempo

es consmderadarelativamentegrande,del orden de 10 años. En los modelos O

estacionalesse introduceunaescalamenor de tiempo, lo quepermiteanalizar
e

la influencia de los ciclos estacionalesen el sistemaclimático y en particular
en la formación de los casquetespolares.

e
Expresemosmatemáticamentecada uno de los componentesdel balance

en función de la temperaturasuperficial, magnitud a modelizar. Denotare-

inos por u(x., t) la distribución de la temperaturasobrela superficieterrestre, O

expresadapuntualmentetrasun procesostandardde promedios,dondela va-
O

riable espacialx es un punto de la superficiede la esfera52, o másen general

de unavariedadAl, y t es la variable temporal. El incrementode calor es el

producto de la capacidadcalorífica (que por simplicidadsupondremosigual a
uno, aunquetraspequeñasmodificacioneslo lR)Llríanlos suponermasen gen— O

eral de la forma e = c(z) con c(z) > 0) por la derivadatemporalde la funcion O
e

temperaturau. La energíaabsorbidapor la atmósferaÑa dependedel coalbedo
planetario/9. La función coalbedotoma valorescomprendidosentre O y 1 ,y

representala fracción deenergíarecibidaqueesabsorbidapor la superficie,en O

otraspalabras,es el cocienteentre la energíaabsorbiday la energíaincidente.
u

En zonas cubiertasde hielo se refleja más la luz solar queen los océanosy u
por tanto el coalbedoes mayoren estasúltimas. Se observaque existenzonas

muy próximascon coa]bedosmuy diferentes. En los modelosde balancede u
energmase considerauna. varíacionrápidadel coalbedoen un entornode lina *

temperaturacrítica queusualmentese tomacomo u = —lO~<7. Esta variación u
u
*
u
O
4’



Modelización

rápidaes modelizadarepresentando

en el llamado “modelo de Budyko”

fi(u)= {
queen el contextode las ecuaciones

el grafo

-mo

a

el coalbedocon unafunción discontinua

fil

fi,”
u < —10

u > —10,

en derivadasparcialesserátratado &omo

Figura 1

dondefl~ y fi,” representanel coalbedode la zonaheladay del resto, respec-

tivamente. Estasconstantesverifican que O < fij < fi,” < 1 y a partir de

observacionespor satélitesse conoce.~~~uvalor aproximado

fl¿ —‘ 0,38, I3 —~ 0,69.

En el llamado “modelo de Sellers”, fi se suponeunafunción másregular

schitziana,al menos),como por ejemplo

(Lip-

(fi u <ul,
fl(u) = < fil— (‘~“ )(fl~ — fi,») u~ =u ~

j fin, u> u,”,

con u1 y u,” temperaturasfijadas y cercanasa — 100(7.

~ <u)

u

Figura 2

Esta. dependenciade la temperaturaintroduce en el modelo un efecto

de retroalimentación(o feedback)producido por el coalbedo. El mecanmsmo

físico al quenos referimoses el siguiente:si unaperturbacióninternao externa

hacedescenderla temperaturaglobal, favorecela formación denuevasáreasde

hielo. El hielo queencontramosen los polos es blancoy brillante, y refleja casi

e

e
e

e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
o
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e



4 Capítulo 1. Existenciay criterio de unicidad.

toda la radiaciónsolar que incidesobreél. Estohacequeaumentela radiacmon

reflejaday desciendanlas temperaturas. La nieve y el hielo aumentany el

procesocontinúa. De maneraanálogase argumentasi dichaperturbaciónhace

que la temperaturaaumente,en estecasolas áreasde hielo y nievedisiiiiniiyen,

aumentael coalbedoy las temperaturasaumentan.

En amboscasosse tieneque la energíaabsorbidavienedadapor

Ña = QS(z,t)fi(x,u)

dondeS(x, i) es la función insolación o calor suministradopor el Sol y Q la

constantesolar dividida por cuatro. La constantesolar es la radiaciónsolar

incidente sobreuna unidad de superficiesituadaen la parte superior de la

atmósferaperpendiculara la dirección del Sol. Estaconstanteexpermmenta

fluctuacionesrelacionadascon las variacionesde la rotación del Sol y desarrollo

de manchassolares,queson del orden de díasy otras máslentasde escalael

ciclo de actividad solar (11 años). En la formulacióndel problema,4) juegael

papel de parámetropositivo. En el capítulo2 se abordarála sensibilidaddel

modelo a variacionesde Q.

La superficie de la Tierra y la atmósfera, así calentadaspor el Sol,

reemitenel flujo solar absorbidoen forma de radiación infrarroja de grandes

longitudesde onda. Estaenergíaliberadapor la Tierra R~ es representadaen

el .. , stoes,por una
modelode Budyko,según la ley de enfriamientode Newton es

función afín en u

con B y (7 parámetrospositivos,obtenidosmedianteobservacmon,y qnc pueden

(lepender(le fenómenostales como el efecto invernadero. En el modelo (le

Selle.rs R. se expresa,escribiendou en grados Relvin, utilizando la ley <le

Stefan - Boltzman

/4 = amA. (1.2)

dondea es unaconstantepositiva.

La ¿fusión de calor E) es la divergenciacon signo negativodel flujo de

calor por conducciónF~ más el flujo de calor por adveccion Fa. La ley de

Fourier expresa

F~. = —k0S
7v
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donde & es el coeficiente de difusión o conducción. El flujo de calor’ pore
advecciónvienedado por

• Fa = —vVu

e y por conveniosbien aceptados(véasep.c. Childress-Ghil [1987]) la yelo-

• cidad del dujo atmosféricou en escalasplanetariaspuedesustituirsepor un

• coeficientede difusión k~. Así, D = div(kVu) con k = k
0+k~. En los modelos

• introducidospor Budyko[1969]y Sellers[1969], el coeficientededifusión ke.sde

• la forma k = k(x). Posteriormente,PH. Stone [1972] propusoun coeficiente

de la forma k = k(x,u,Vu), en particular k = b(x)IVu¡, incluyendo así el

• efectode feedbacknegativoproducidopor las corrientesatmosféricasde~gran

• escala. En esteúltimo caso se obtieneun operadorde difusión no linéal en

• forma de divergencia,queparael casob(x) = 1 es conocidocon el nomhrede
e psel]dolaplacianoy se denotapor

• á~u div(~Vuj~
2Vu).e

• Sustituyendolos términos,queacabamosdedescribir,en el balancede enhgía,
e seobtieneunaecuaciónen derivadasparcialesno lineal de tipo parabólico,e

— div(¡Vu¡~2Vu) E QS(x)fi(u) — 14(u) en (0, E) x Al

u(x,0)=uo(x) en .44.e
• dondeel dominioAl sesuponeunavariedadbidimensionalRiemannianacom-
e

pactasin borde. En el planteamientodel problemase observala ausendiade
condicionesde contorno debidoaqueel dominio Al no tiene frontera.

e
Parasimplificar la notación correspondientea las diferentesdefiniciones

• de Re y fi, litilizaremos (en lo quesigue) l& siguientesnombres:

modelo bidimensionalde tipo Sellerssi Ñ~ es como en (1.2) y /9 es Lips-e
• chitziana;

modelo bidimeusionalde tipo Budykosi Ñ~ es como en (1.1) y fi es une
• grafo maximal monótonode tipo Heaviside.

e
Se han estudiadomodelosglobalesde balancede energíasimplificados.

• Las simplificacioneshan sido hechasen baseamúltiples observaciones(véase

• l)()r ejemplo Lorenz [1971]), que muestran que la convección meridional es
• considerablementepeqiieiia frente a la longitudinal. Estehechoconducqa in-

troducir como incógnita la temperaturamediaa sobrecadaparalelo. De estee
e
e
e
e
e



6 Capítulo 1. Existenciay criterio de unicidad.

modo, el modelo bidimensional (~í») se reducea uín modelo unidimensional

cuando la variedadAl es la superficie de la esferay se.toman coordenadas

esféricas.Los detallesdeestareducciónen la dimensiónse danen la siguiente

seccionde estamemoria. El modelo resultante,llamado “modelo unidimen—

sional”, es

uj — ((1 — x2)~ur<ux)x E QS(x)fi(u) — 14(u) en (0, T) x (—1,1)(Pm) (1— x2)u~ =0 en z = —1 y :r =1 u(x,0) uo(x) en (0,1)

donde :r = senO y O es la latitud. En (F’~) se han introducido condiciones

de contorno artificialesjustificadaspor el hechode queel Bujo meridional de

calor en los poios es nulo. La cuestión de existenciade solucionesy estudio

de la frontera libre (la curva que separalas regiones{x : u(s,i) < —10> y

Qn : u(x,t) > —l0}) para (Pa) con difusión lineal (p = 2) fue estudiadapor

Xii [1991]y más tardeen el. casono lineal (p =2) por Díaz [1993], incluyendo,

por primera vez, en la literaturael estudio(le la unicidadde soluciones.Para

el modelo unidimensionalse utilizará la mismanomenclaturaqueparael bidi-

mensionalen función de 1?, y fi.

El modelo más simple, el llamado “modelo cero—dimensional”,aparece

cuandose considerala temperaturauniformementedistribuidasobrela Tierra,

es decir, como función uinicamnentedel tiempo. La importanciade estemode-

lo radicaen quepermite obtenerfácilmenteinformacionesquepuedenservir

como indicacionesparalos modelos(le dimensiónsuperior. Seguin las distintas

definicionesde /5 y 14 resultan los modelos04) de Sellersy de Budyl=o

Vj E Qfi(u) — R~(u) en (0, T),

u(O) = u
0.

Los modelosqueacabamosde describirson modelosde evoluciónpor su

dependencia(le la variable temporal. Los estadosde equilibrio o estacionarios

asociadosa estosmodelosson descritospor ecuacioneselípticas semiliiíeales

o cuiasilineales.Mantendremosla nomenclaturaanterior parareferirnosa. los

modelosestacionarios2—1), 1—1) ó 0—1) de tipo Sellerso Budyko. El modelo

estacionariobidimensionalse estuidiara.en la segundaparte del capítulo2 de

estamemorma.
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e
• 2 Preliminares: análisis sobre variedades.
e
• El origenfísico de los problemasqueseestudianen estetrabajonos lleva

a considerardominiosespacialesqueno son abiertosde ff?”; éstees el caséde

la superficie de la Tierra que seratratadacomo la superficiede la esferaen

• unaprimeraaproximación.Paraestablecerresultadosmásgeneralesun marco

• adecuadoparaformular las edp’s es el de las variedadesRiemannianas.
e
• En esta seccionse recogenalgunas definicionesbásicasde Geometría

• Diferencial y Riemanniana,así como algunos resultadosqueserán utilizados

en seccionesposteriores. El objetivo de esta secciónes recordar ciertos as-

• pectosgeneralesde las variedadesRiemannianascompactassin borde y d~ los

• operadoresen ecuacionesen derivadasparcialesdefinidassobreellas,siguiendo

• los trabajos de Aubin [1982], Boothby [1975], Chavel [1984] y Gallot-Hílin-

Lafontaine11987],entreotros. A lo largodeestaexposícionse hacencontinuas

consideracionesa dos casosparticularesrelevantes: la superficie de la e~ferae
• $2 c ~2 y el casodeabiertosti c R2 (puestoquela mayoriade los resultados

• quese presentanen estamemnormason aplicablesa problemassobredominios

• regularesy acotadosti de ff?’ bajo ciertascondicionesde contorno). Estosdos
e casosse recogenen los ejemplosque llamaremosB y A respectivamente,que

• iremosdescribiendoen estaseccion.

e
SeaAl un espaciotopológico y ni > O un númeroentero,unacartade Al

• es un par (1%, w~ ) donde 1’V
1 es un abierto de Al y w1 : —* w1 (1%) ¿ ff~lfl

• un bomeomorfismo.Dadas(los cartas(W1, wm) y (VV2,w2) talesque Wm flVV2 ~

• ~, se llaman cambiosdc carta a las funciones
e

o : Wm (VV1 fl VV2) — w2(W1 n VV2),e
• Wj O xt~m : w2(Wmfl 144) —* wm(Wi fl VV2)

e
• queson homeomorfismosentreabiertosde ff?’~.
e

Un atlas en Al es una familia de cartas H/ = {(WA, wx) }~eA cuiyds do-
• miniosrCciil)ren Al. I)icho atlas es diferenciablesi los cambiosde cartasson

• diferenciables.El atlas se llama maximalo completosi toda cartaquecambie

• diferenciablementecon las del atlas está en el atlas.
e
e

Definición 1 Una variedad diferenciable e~s un par (Al, VV) dondc Al s un
e
e
e
e
e.
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espaciotopológico dc h’aussdorfcon basede entornosnumerabley VV un atlas

diferenciable completo.

I)e estaforma se ha dotadoal conjunto Al de unaestructuradiferencia-

ble, quepermitirá trasladaraAl nocionesdel Calculo Diferencial de IR’”.

Siempreque no hayaconfusiónposiblesobreel atlas al quenos estemos

refiriendo,denotaremosla variedadpor Al. El númeromesllamadodimenszon

de la variedad Al. En lo quesigue, fijaremosnuestraatenciónen variedades

diferenciablesbidimensionales(ni = 2), lo quesimplificarála notaciónen lo que

sigue.~.S~ea(WÁ,wA) unacartade (Al.W) con ws = (wk,w~) y p E W~. Los

elementosdel par (w~(p), w~(p)) puedenconsiderarsecomo las coordenadasde

p, quedenotaremosen generalpor (Os, p~). En estesentido,unacarta es un

sistemade coordenadaslocales, y un cambio de cartaspuedeversecomo un

cambiode coordenadas.

Un tipo especialde variedadesdiferenciablesson las contenidasen algún

espacíoendlideoff~, cuyatopologíaes la heredadade dichoespacioambiente.

Definición 2 Diremos que Al G LIC es una variedad cuclídea de dimension

ni. sí para cada p E Al existe un entorno U~ G LIC, un abierto V C II?”’ y un

difeomorjismox : V —* iI«n Al.

La aplicación x se denominaparametrizaezono sistemade coordenadas

en el punto p (o bien parametrizaciónlocal o sistemade coordenadaslocal en

tui entornodel punto p). Se flama entorno coordenadoal conjunto Vp O Al.

Toda variedad euclídeade dimensión ni es tina variedaddiferenciable(basta

definir las <tartascomo muversasde las parametrizaciones).

El origen físico de los problemasquese estudianen esta memoria nos

aconseja.considerarvariedadeseuclídeasbidimensionalesde IR3, o lo que en

GeometríaClásica se denominansuperficiesregulare.s de IR3 (las variedades

cuclideasdedimensiónni de ¡R~ suelenserdenominadassuperficiesabstractas).

Ejemplos.

A. lin abiertoti (le IR2 es unasuperficieregular de IR3. Existe unaparametrí—

zacion x con un solo entornocoordenadoti x 4 O}. Es decir, x 1? —* Si x 4 (fi
es un difeomorfismo.
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B. Sea .44 .S’~ la superficie (le la esferade radio E?, veamosque es una

suqjerficie regular de IR3 Si definimos ~ = { (z m , £2. £3) 6 ~k : £2 = 0~ £ u __

ti } , la aplicación

x : (O«vr) >t (0,Qir)

(~,O)

es un

1)0105.

1)l.iiltO

Sk\C~

—* ( Rsen~oeosO,Rsenp.sezt6,Reosc.p)

difeomorfismnoen 8k menosurna semicircunferenciade ~k que une los

Es decir x es tina parametrizaciónlocal cii un entorno de cuálquier

p E 8k \ Cm. Considerandoahora

y: (O,rr) x (0,2< —*

(IP,

0)

donde (~2 es la semicircunferencia(~2

se tiene que~k puederecubrirsecotí

8k\02

(R.scnpeosO,Rcos<, RsenxpscnO) 1
= {(£m,£2,x3) 68k: £~ =0,

xi =0>,
los entornoscoordenados(le tíos iSuntos.

Figura 3

Sea(Al, W) unavariedaddiferenciablebidimensionaly f unaaplicacion

definida sobreella, f : Al —* IR. [)iremos que f es diferenciablede clase
,. ((r(~)) si para cada punto p e Al existe urna carta (VV~,wA) eñ p tal

que ¡ o w está definida en un entorno E c ~2 de ws(p) y es de clase
(7r(E, IR). Toda función f : Al —* IR tiene unaexpresiónlocal f en el sistema

<le coordenadas6, IP dadopor cadacarta.

f(O,p) = fowflO<p).

Algunasveces,cuandono segenereconfusión,denotaremosa la expresiónlocal

de f por f, prescindiendode la tilde.

e
e

e

e
e
e

e
e
e
e

e

e
e
e

e
e
e
e
e
e

e
e
e
e

e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e



10 (.‘apít alo ¡ . Existenciay criterio de un widaI.

Se llama vector tangentea la superficie V en un puinto p a cuial(jiiier

vector tangentea una curva diferenciableparanietrizadacontenidaen W que

paseíx>r el punto p. Es decir, si c : ( — e,e) —4 Al es la l)araI~1etriza(.t~)t~Líe

iiíía curva diferenciable arbitraria que verifica que c(0) = p entonces¿(0) es

un vector tangenteaAl en p.

En términos de aliticacioneslineales, la noción devector tangentepuiee:Ie

definirse como ma función lineal ~ (SjAvf) —> IR tal que

~(iíi) (CfM~) + f(p)(~~i), Vp y e

Estadefinición generalizala anterior,y es adecuadacuandoAl es unavariedad

diferenciable. Ambasdefinicionessonequivalentescuandokl es unasuperficie

y nos permiten identificar vectoresde IR3 con derivadasdireccionales.

El conjunto de vectores tangentesen p se (lenota por T~Al ,se llama

espacio tangenteen p y es un subespaciovectorial de dimensióndos de IR3.

También se define como dxq( LI?2) G LI?1 donde <lX~ es la diferencial <le la

parametrizacionx en el puinto q = ~ (~}~ La definición (le plano tangenteno
dependede la parame’trízacíonconsiderada.La definición de superficiereguilar

o en generalde variedaddiferenciablegarantizalaexistenciade planotangente

en cadapunto p de dicha variedad. El Jibrado tangenteTAl es U~~MT~Al.

La elección de una parametrízacionx en p e Al deterniinauna base

{ ~> del planotangenteT~Al, quetambiéndenotaremospor Qne, x~I. Las

coordenadas(le un vector y ~ T
0Al en la baseanterior se obtienentomando

unacurvaparametrizadac quepasapor p y tal que¿(0) = y, dondec = xo&

y cv(t) = (0(t), IP(t)), por tanto

(1 (1
c’(0) = ~(x o a)¡~0 = ~§X(O(t)~IP(t)))¡<0 = O’(0)xo + IP’(OÑ = y.

Sea (WÁ,ws), con w~ = (wQw~) una carta en p E Al y {OÁ, IPA } el

sistema<le coordenadasasociado,entoncesse compruebasin dificultad queel

conjunto {
4¡p, <Ip> es unabasede T~M y por tanto, dim T~M 2 =

dini Al. Veamos como actuan estosvectorestangentes. Sea1 : Al ½ LI?

entonces

a _ ó(f o =

— áOIWX(P) ~
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e
e Ejemplos.

• A. Sea*1 = U un abierto de IR2, el espaciotangentegeométricoen p E <2 es

• el conjunto (le vectoresfijos (le IR2 (lite empiezanen p. Estese identifica con el
e espacio(le aplicacioneslinealescuyabasees {~—, ~— }, las (lerivadíaspaÑíales(12

• en IR2.

• B. Si .44=8k el espaciode los vectorestangentesgeométricosI)IIC(IC dibujarse

O como en la figura.

• N

9
e
• 4<3

e
9
e
e
e

• La noción (le plano tangentepermite definir la diferencial df~ de una
e aplicacióndiferenciablef en un punto p. Seac una curva parametrizadacíe

Al tal quec(0) = p y ¿(O) — y la diferencialde f en p es la aplicació~m [ineal

df~: T~M -* IRe
• y —> df~(v) = ~

<

e
0 El productoescalarde IR3 induceen cadaplano tangenteT~Al de unae
• superficiereguilar .44 un producto escalar,que denotaremospor <, >~>. Este

• producto escalardefine en T~Al unaforma cuadráticadenominadaprimera
• forma fñndamenta/de la superficie regular en p E M; Tal forma expresa

• la maneraen que la superficie Al heredael producto escalar de Mt Ex-e
presemnosla primera forma fundamentalen la base {x

0, x~> asociadaa la

• parainetrizacionx(6,~)en p. Seay E T~Al y c(t) = x(6(t), IP(t)) unacurva

• parametrizadaen p con c’ (0) = y. Entonces,
e
• <v,v >~, = < c’(0),c’(O) >~-, =

= < 6’(0)xo + IP’(0)x~, 6’(O)xe + ~1(O)x0,,>~ =e
= (Ot(O))2 < x¿xa >~., ±29’(O)p’(O)< xe,x~, >~, +(IP’(0)Y

2 < x~, x~g >,,,e
e
e
e
e
e

Figura 4.
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e
O
O

es dccii. si y = umxa + v2x~. y~ sí

E = e
E = <x0,x,,~>~ ti

= ~ >~

entonces ti¡ \ ¡ \ O

= (el, u2) T~ ) y 71)’
O

y E. E, (Y son entonceslos coeficientes(le la prímeraforma fundamentalen la

baseasociadaa la parametrízaciónx en p Así, paracadap del entornocoor—

deimadodefinido por x se ohtíemmen unoscoeficientesE(9, p), E(6, ~). (49. y).

La primeraforma fundamentalnos permite hacermediciones(longitud tic in a
Ocurva, áreade unaregión)dentro de un entornocoordenadotic unasuperficie.

Seac : 1 = [0, T] —* Al unacurva paramnetrizadacuya trazaestacontenidaen e
entorímo coordenadode Al. La longitud de c viene dadapor

T pT ti
= j c’(t)¡dt = J < c’(t).c’(t) >dt. e

u
Si E) es un dominio regular de un exitorno coordenadode Al de coordenadas
~, IP’

área(D) = f BU — E
2dOdcp, siendo E? = Xm(D). e

e
La estructurade variedadcuclídeabidimensional(o superficie)nos ha permí- O

tido definir un productoescalaren el espaciotangentea cadapunto tic un en-

torno coordenado.Parahacerlo de forma global utilizaremosunapartición de ti

O
la unidad subordinadaal recubrimientode Al formadopor los entornoscoor—

denados.Recordemosque ma familia (crA)AEA es tina partición de la anidad o
subordinadaal recubrimiento{W~ IAFA sí O

ti
i) os : Al —* IR es “regular” (por ejemplo de clase(7~) paratodo >‘ E A,

Ou) soportetic ct> contenitio en W~,

0
iii) a~ es no negativay paratodo p E Al se verifica que Z as(p) = 1.

SEA o
Estanociónpermiteel pasotic propiedadeslocales(sobrecadacarta)aglobales o
(sobre totia la variedad). En cuanto a la existenciatic una partición de la O

unidad, recordemosel siguienteresultadolien conocitioen la literatura (véase 0e
por ejemplo Boothby [1975])

ti
ti
*
O
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Lema 1 SeaAl una variedad diferenciablc, y séa {WA}XEA un recubrimiento
• por abiertos de Al, entoncesexiste un recubrimiento {Vk}keJ de Al y una

• partición de la unidad{ak} subordinadaa él tal que

• (< VP EJ existeA EA tal que Vk c.W~,

e
• (U,) cadap E Al pertenecea un numerofinito de elementos1/k~

Una métrica Riemannianag sobrela variedadAl es unafamilia depro-

• ductosescalaresdefinidos sobrecadaespaciotangent~% : (T~M)2 —> LI? que

• dependenregularmentede p.
e
• Definición 3 Una variedad Riemannianaes un par (M,g) dondeAl e.s una

• variedad diferenciable y g es una métrica RiemannianasobreAl.

• La matriz asociadaa gp es la mismaquela matriz querepresentaa la primera
e forma fundamental.Llamemos915 asuscoeficientes.Cuandop se mueveén un

• entornocoordenadoW~ los coeficientesde g varíapy seexpresancomo 915(6, ~)
• dependientesde las coordenadas6, y del puntoq = c’ (p), obteniendoasíuna

• inétricaqX en WA. La actuaciónde g~ sobreT~Al >< T~Al quedadeterminada
e

por su actuaciónsobrelos vectoresde unabase

• ~ = 911
• ~a a =

• 9P~a~~a~I H22• ~~(+d)= 912 = 921,

y por tanto si u = u
1 -~- + se tiene que•

¡ \• gp(V,V) = (u1, <>2) Pum 912) (Vm1
• 9m2 922,1 <>2/

e
• La partición de la unidad(as)AEA subordinadaal recubrimiento-(IVA >AEA

• permitedefinir tina métricaRiemannianag a partir de gA

g = ~cv~gA.• MA• Con el fin de renormalizarla baseoriginal, en ocasionestrabajaremoscon la• base{ee, e4 de T~Al definida por
e9 = = 10• v~7áO

e
e
e
e
e
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o equivalentemente

1
=

con lo que
<e6,e6 >

< es,,,es,, >

=

Si además9m2 = O diremosque{eo, ej es una

- 912

baseortonormal de T~Al.

Ejemplos.

A. Si Al = ti con el atlas dadoanteriormente,entonces

9mm
1 9221 912921=0.

B. Si la variedadconsideradaes la superficiede la esferade radio fi (Al = ~k)
con el atlas de las coordenadasesféricas,se tiene

2
Pu = Ñ2sen ~,

Además {ee =

922=R
2 91292m0.

1 6 16

ÑsenIP~ e~ = ~~—> es unabaseortonormalde TP8].<.

Un resultadoútil queseobtieneapartir de uinafácil modificación deotro.

bien conocido (véasep. e. Díaz [19853cap. 4) es el siguIente

Lema 2 Sea {eo. ej una base de T~Al con la métrica g, y sean ~ y i¡ ele-

e =

7/ = nico + tp
2ey

si p > 2 entonces,

= Ole — 7/IP,
donde: VI = uÁC, C). E e

El gradientede unafunción diferenciáble1: Al —* IR se define como el

campode vectoresgradMf : Al —+ TAl tal queacadapunto p E Al le asoca

el vector gradMf(p) E T~Al dado por

1
es,, = X

=1

=1

e

e
e
4
e
e
ti
o
ti

e
ti
o

e
ti
4

vientosde T~.M,

e
ti
ti
ti
ti
ti
o
e
e
G

e
e

e
e

ti
ti
t

g~(grad~f(p), y) = df~(v) VvET~M.
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e
e
e

De la definición de diferencial de f en un punto p, se deduceque

gradMf1~ = al a
• E,,

• a de
dondeq’I son los coeficientesde la matriz inversade gp y ~ } la base

• T~Al asociadaal sistemade coordenadas{ym,Yi} en p. Expresándoloen la

• base (es= e~, e~ = e2}, anteriormentecalculada,seobtieneque

gradMf1~ =
• •,,

El vectorgradientetambiénse denotapor VeQ,e9 indicandoasí la basecmi que

• estáexpresadoel gradiente. Una notación más ambiguaes la de
7M~ La

• expresiónobtenidaparael gradienteno dependedel sistemade coorden4das,

• de ahí querecibael nombrede expresiónen coordenadasgeneralizadas.e
• Ejemplos.

(c3U an)
A. Si u : ti ½ IR con ti C IR2 abierto. Entoncesgradu = ~

• B. Parau :8k —~ IR se tiene quegrade
0,e9u= (RÁ~u6, *u0.

• Sea X = h1~ + h2t un campo de vectoresde T~Al.Se define la

• diverqenciade X como el campoescalar
e

1 ¿) 1 ae div X = —r---(hmvii) + ~r-Áh2v1D,

e
• donde = 9mm922 — g?2 y 915 son los coeficientesde la matriz asociadaal

• l)roducto escalar~. I)e forma equiivalentepodríamosexpresarlocomoe a
divX = a a /0))

• g~(DA(hm~ + h2~—), 36~ + dO + <>IP <40

Si el campo de vectoresX viene expresadoen otra base {ee,e~>, es decir,e
• X = fíeo + f.2e~ se tiene que

e
• div X = gp(De6(fmee+f2ej,eo)+gp(Defíee+f2ej,e.

e
A 3• (.)bsérvesequelos vectores~ y3~, ob en, e6 y e~ no son constantes,dependen

• de O y y: por ello se introducen las derivadascovariantes

a
• Da (—) =14 a siendoYm = O, y~ = y, (1.3)• ay, <NL

e
e
e
e
e
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donde14 son los llamadossímbolosde (7hristoffel,definidospor

~t=2 ~(O¿g¡~+ a5gu —

¡—1 2

(1.4)

con Qij y g~ componentesde las matricesde ~ y su matriz inversa, respecti-

vamente.

la aCalculemoslas derivadascovariantesde es = y e~ —

1
— L)a(es)

1
— —Da(e~)

1
— Da(es)

1
— Da(e¿ =

Pu

ía __ a
ay

— íaí a
1r a

9220IPÉiIP k—i 2922

íaí a

ía 1 a
7Y~\/~6IP

÷2
k—i 2 911922

±2
k—i 2

1 ~‘2m a
dyk

1 a
ayk

ey cuya expresiónen la base{eg, e4 vienedadapor

1 ____ 922p2
)eo + íí

v~ V~ 911

— <7W
1

922

e/ii a
= \ñ32áIP

l~~I12
— . e9

922

12

F~2
1 + iÁ~2ee + gil

\ff~2

g•~ ¿3

Pu
1

)

922

[‘2

+ ~

a

Ejemplos.

A. ParaAl = ti, 14 = O paratodo i,j,k. Ademas

L)ee(es)= O
De9ÁIes) = O

L)e9(e~)= O

[)e~(%) = 0.

B. Si Al = emí la carta (VV1, w1 ) del atlas de las coordenadasesféricas.st.

calculan los símbolosde (Ihristoffel y las derivadascovariantes

e
e
ti
ti
e
e
e
ti
e
e

[)ee(es)

[)e~(es,,)

L&, (e6)

(es,,)

ti
ti
e
e
ti

[)ee(ee)

D6~(e~)

ti
0

p
m ~~pIm2 — 21 = cotIP. = —5CliIP coS
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e
e

L)ee(es) = —cotye~e
• L)69(e~,) = O

De~(ee) = Dee(etp) = cot<P e6.• u
e
• Expresemosel operadordiferencial div (k(z,u, grad~u) grad~u) local-
• mente.Observandoquek tomavaloresreales,debemoscalcular la divergencia

• del campode vectoresX = k(x,u,VMu)VMu. La expresiónlocal deN es
e
• Ñ = k(O, ~,fi, /inee + h2es,,)(hmes + h2e~,).
e
• con

1n y ½cooordenadasde gradeo,e
9u,

II u y us,, denotant g”V~7:u: t ~

e
• Lon(e ~ y ~. Con el fin de simplificar los cálculos sulpon—

gamosque = 1 ~ — (o equivalentementeen el caso de

superficies<e9 = m &x e~ = i flx es umía baseortonormal,entonces
• ~

e 1• grad~0p9u = —u6e6 + uye~.
•
• CalculemosdivM(X)

e (- 1 1 •l 1 ‘y
• divM yk(O~ p, ji, u6e6 + —~-—-u~e~)( uqe6 +
e
e

— Deo(k(O,IP,fi, 1 u6e6 + us,,es,,))< gradM,eo > +~‘w;-
• 1 1

IP, ~, u6e6 + —u~es,,) < D~0(gradMu),ee> +v3W
• - 1 1
• +De9(k(O,y,u, u6e6 + us,,ej) < gradM,e~~,> +e
•

IP’ u, u~e6 + —us,,es,,) < L)e~,(9radMu),es,,> =
<7W

1 d 1 1 u9
• — (/40, IP~ fi, —u6e6 + —u~e,))( < e6,e6 > + e~,e9 > ) +

,qm~dO <ini V7~I VñTT

e
e
e
e
e
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1 1
u6e6+ —uyey)(

0
____ )

<7W
+ u~ ~ +<7-mm

uy Pu ~12) +

gv

1 d~
+

1 1 U5 Uy

____ u6e6 + —uyey))(— < e~,es,,> + < ~ >) +
911 <7W

- 1 1 Uyy
+ k(0,~,Q—ugea+ —uyey)(

<7W

¿3
+ 2uyw~ + uy

Si k(r,u,Vu)
— IVuI~

2, entoncesdiv~(jgrad~u~P2grad~u)viene dado

por la expresión,

u
6 y — 2

gíí 2

( 2

u0

gil
+nEr

uy y
01

Pv ¿\Ymí

(2u6u66

gil

(2ususy

Pu

20

20

‘2uyuys 2 01’\
922 y 922/ +

2uyuyy 0 1

922

(u~ u~,S2(

kyí

u
90

911

¿.3
+ 2u0—(

00

u6 11,

911

u
+ +

922

u
+ y 112+

922

u~__gn~,2

911 2m)

ti
e

Si p = 2 se tienela expresiómílocal del operadorde Laplac.e-BeltramnisobreAl,

1 ¿.3 1 +-uh+~rL
¿½= + 2u6— —(

Pmm 1/mm ó~ Pu Pum 922

1—
+

e
e
ti

u
ti

e

e
e
e

U9 </22
+ )Ft).

=111

ti
ti
e

ti

ti
e
e

t
e
e

1
+

Pu

e

( 2

u6

Pu

e

1
+

Pu

a
2

2) ( a 1uyy

922

ti
e
e
e
e
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e
e
• u
• +—~+2uy v.~22rvv2I 922 Pu

g22e
e

Ejemplos.
• A.Siu:Q—*1R,

• 2
• div(IVuI’»2Vw) = Z~— ((u~, + u~

2)2u~1)
• t=i

• B. Si Al — Cf2 y k(x,u,Vu) =e

div(IS7uI~
2Vu) = ______ —2 (R2:~2IP + 2u

6u66 2u¿uyo

(R2senzp+ Ñ2sún2j

• ~ —~ ¡ u~ 2____ (_______ 2u~cot ~
2UyUyy¡ + uy 2 2uougy — +• IV 2 k fi2sen2IP Ñ2) k R2sen2IP R2sen2IP

1 /2u2\½~/ u~
6 uycos~

\

• + juo~j< +
• flsens~xR

2sen2IPR2,1xRsenIP fi
u2 2 (~)

e
• Si y = 2, el operadorde Laplace- Beltrami se expresaen las nuevascóorde-

• nadascomosigue,
e

(d(senyuy) + 1
• RsenIPka& Ñ ÑsenIPuoo)
e

Si seconsiderarmtemperaturasuniformessobrecada paralelo,es de¿ir,sie
u sólo dependede la latitud p, los operadoresanteriorespuedensimplificársea

• partir del cambiodevariablex = cosp, obtenie.ndoselas siguientesexpresiones:

e ‘4
• si k(x, u, Vu) = IVu< entonces D = div ~ Iu

2<u~)

• si /4 :r, u, Vu) = k( u:) entonces 1) = div ( kx)~2—A)Ti.)e
• Se han obtenidoasí los operadoresde difusión de los llamadosmodelosíinidi—

mensionalesde tipo Budyko y tipo Sellers.

e
• Una vez quehemosplanteadolos problemassobrelos quevamosatral)a-

• jar, presentaremosalgunosespaciosfuncionalesdefinidossobrevariedadespara
e despuésdeterminarun espacioen el quie buscaremosla soluiciomí del problema.

e
e
e
e
e..
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Con el fin de definir en Al un elementodeáreay el conceptode integral,

debemosdotar a Al de unaorientación,y estono es siempreposible. Si Al es

urnasuperficieregular,diremosqueesorientablesi es posiblerecubriríapor muía

familia de entornoscoordenadosde forma que si un punto p pertenecea dos

entornosde estafamilia, entoncesel cambio de coordenadastienejacobiano

positivo en p. Si se elige una tal familia se dice que Al es una superficie

orientada. Si no es posible tal elecciónse dice que la superficie es no orien-

table. La condición Al superficieorientadaes equivalentea la existenciade

unacampo diferenciablede vectoresunitarios N : Al ½ FA. De forma gene-

ral, si Al es unavariedaddiferenciablese dice quees orientable si existe un

atlas ((JA, UA)AEA tal quesi U~, fl (J¡q ~ 0 entoncesla diferencialdel cambio de

coordenadasu0 o tiene determinantepositivo en cadap E It fl ¼•Los

ejemplosA y B son variedadesdiferenciablesorientables.

En lo quesigule supondremosque:

(HM) Al es unavariedadRiemannianabidimensional

compactaorientaday sin borde.

[)enotaremos por D(Al) el espaciode las funciones(7~(Al) con soporteconí-

pactoen .44. En nuestrocasocomo Al es comnpacta,‘D(Al) = (7~(Al).

Definición 4 Diremos que u Al ½ IR es (M}Al) si Vp E Al ensh

(14’~, ws) carta en p E Al tal que u o w7’ está definida en un entorno dr

w5(p) y ~s(7~ UIt w5(p), es decir su expresiónlocal es (7~.

Definición 5 Diremos queu : Al —* II-? e.s medible en Al si para cada taita

(W$,,ws),
uowm: ws(Ws) —* IR

(OA.IPÁ) ½ u(w~í(Os,IPs))

es mcd ble en w5(W5) C IR
2

Paracadaatlas {(W
5, ws)>AEA, con partición de la unidad fc>s } subordi—

u adaal recumbrimiento{ 14/.x > , la medida.y iene dadapor la Finción (le densidad

= Z~s detg5dO
5d~s

SEA

dondedOsdIPses la densidadde la medidade Lebesgueen w5(W5) G IR
2 y

representala forma cuadráticap~ definida en T~Al x T~Al paracadap E W~.
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Al —* IR mediblesen AlDefinición 6 L2(Al) es el espaciode funcionesu

tales que ‘ uI2dA <+00, i.e.

En L2(Al) se definenel producto interior y la normausuales

ev
5Iu(wQ (O>, IP>)) 12 detg>dO>d~> < +00.

(f,g)L2(M) JM fgdA, IIfIIL2UM> := (f, f)22(A)•

L~(Al) se definea partir de la densidadRiemannianadA

funcionesmediblesen Al talesque

JM

como el conjunto(le

<dA < +oc si 1 <p<00, y

esssup~uj < +00 Si p00.

(L
2(Al), (,)) es así un espaciode Hi]bert y (L~(Al), II~) con

espaciode Banach.

1 <y =00 un

L2(M, TAl) = L2(TAl) representaal espa~iode Hilbert de los campos

de vectoresX : Al ½ TAl dotadocon el productoescalarde L2 que indl4ce g

en T~Al, i.e. dadoX = I¿
1e6+ li2ey diremosque X E L

2(TM) si

JM

Mencionamosacontinuaciónalgunosresultadosbásicosrelacionadoscon

estosespaciosfuncionales.

a) Desiqualdadde Hólder para variedades:seanp =1, —

y
si p = 1), f E L~(Al). qE L~’(Al), entonces

JM IfoIdA =IIfIILP(M)II=7IILP’(M>.

1>) Liii ~ L~(A4

)

~ IAlI~
II IILflM),

pl
—1, (y’ = 00

Vi E LC~(Al).

e

e
e
e

e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e
e
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Teniendoen cuentaqueAl es compacta,se defineH1(Al) comoel cierre

de C~(Al) para el producto interior

(f, h)¡¡,<.kl~ := (f, h)L2(M) + (grad~f,grad~h)L2(TM) —

~ W~) asf(w1 (O>, IPS))h(w71 (6>, 90>)) detg>dOsd
90s+

+1 <~,,> aÁg>(grad~f,grad~h) detg>dOsdscs}.

Nótese queu E Hí(Al) si y sólo si u E L
2(Al) y gradMu E L2(TAl). Si

s E IV, HS(Al) esel cierre de (M(Al) con la norma

II IIH’(M) = (1 1 _ 2 If~i, £4 ...DlkuI2 + 12112)dA)2
4M <k<si>=1,2,5=1,..k

con D
1 = D~6, 1>2 = D~9 y ID,, [4.. D u1

2 —

sin embargo I~’I representael valor absoluto de mm número real.Se. define

también H0(Al) = L2(Al). Finalmentesi s < O ó s « PV, el espacioHS(Al)

se define por interpolacióny dualidad,como en Lions - Magenes[19683.

Dado n< E PV, diremosqueu : Al —~ IR perteneceal espacio1’V”’~(Al)

sí u es medibleen Al y -

¡ ¡ “ \~ ~:
IIuH,»,~ (\J»f ~Z 2 ~ [)l

2...[)íkuI~+ IuIP) dA) <00
,,=1,2 .>=1

donde D1 = De6, 1)2 = D~. Se demuestra(como en el caso en el que Al

es mm abierto de II?”) que los espaciosHS(Al) son espaciosde Hilbert y los

espaciosW””~(Al) son espaciosde Banaclí. I)e nuevou E wmP(IVt) si y sólo

si u E L’(Al) y gradMu E L~(TAl).

Como veremosniás tarde, los probleníasquetrataremossugieren nitro—

ducir el siguiente“espacíode energía.’’

V = {u: Al —~ IR, u e L
2(Al). S7Mu E L~(TAl)},

quees lín espacíode Banacbreflexivo si 1 < y < ~.

Un resultadotécnicode gran utilidad es el quesigile
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st p>’2, V ‘-4 L«}Al).

‘23

Teorema1 SeaAl una variedad RiemannianabidimensionaleompactajEn-

toncesse tienen las siguientes inclusionescontinuas:

st p=’2, V ‘—+ L~(Al), VqE[2,00),

o

Aunqueel resultadoes bien conocidoy se suelerepresentarparaespaciosde

Sobolevstandarden vez de V: (véaseAubin [1982], pg. 44), detallaremos1aqum

la demostraciónpuessecalcularánexplícitamenteciertasconstantesque~{eran

de gran utilidad en cálculosposteriores.

Demostracion.

Sea{Ws} un recubrimientofinito de Al, A = 1 con VVs abierto de Al y

sean(Ws,ws) las cartascorrespondientes.Consideramos{as} partición de la

mini dad (7~ subordinadaadicho recubrimiento.Entonces

feV ~=t asfEV VA

—~ asf 0w» E L
2(ws(VV

5)) y Vcv>f ow;i E

Extendiendola última función por cero fuera de VVs, y llamandode npevo

que existen minas constantes

asf o w~ a dichaextensión,se tiene que

asfow
1 E L2(1R2)y Vcxsf0w» E (L~( iR2))2 VA.

Por un argumentode densidad,bastaráprobar

positivas (7> talesqueVfE(M(Al),

IIaSIIILQ(M) = C5(ILiSIHLí(M) +

Vg E [2,00) si y = 2 y q 00 si y > 2.

Es claro quesobrecada compactoK>

la métricay sus derivadasde todos los órdenes

1 Vcr>f II LP(TM)),

supp

están

de coordenadas{y~,yk} asociadoa la carta (VVs,ws).

v,p > O, O < V =/¡tales queVX E T~Al, p E VV
5, cnn

vMXII
2 =g(X,X) =¡4X~2

a> c fis el tensorde

acotadasen el sistema

En particular, existen
2 a ¡

X = ~X~— se tiene
1=~

1.5)

2

donde 11X112 = 2(V)2. Vemos (lije (1.5) imuplica
1=1

«2 =detq < (1.6)

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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y también
1
—MXII2 =y’(X,X) < ilIxlLKU,ji

(1.7)

Utilizando quesi Al — IR2 tales inclusionesson continuas(ver Brezis [1983]).

Por tanto,existenunas constantesk(q,y) tales que

a>f o w;~ í~É =k(q,p)(( f7i2 asf o -l<J IVasf o w;’l%.
(1.8)

Además

(1 I~sf~ = (JWXWA,
Iasfow1 ~,frdy

1dy2 ) = (1.9)
q

< f’~ (Ja. II wj~dx)~.

Usando(1.8) la anteriorexpresiónpuedesermayoradapor

(1.10)

la>f 0w;~ 12d£) ~

~l~sfow~ 12dx)~

+(J2

+~tL (J
lVasf ow» I~

I~sf 9w;’ 2 x/~dx)2 +I~~’ (Á. IVasf 0 w;ílrvm¡x)).

(1.11)

Ahora tenemosquerelacionarVcq,fow
m con VMaÁI, así comosus normas.

Sabemosque la expresiónde VMasf en el dominio ¡Vs vienedadapor

Ik<>aÁf 0w> a
IP a~ a~,

es decir Mg~~ X, dondeMg—u es la matriz asociadaa gm (que coincide con

la níatriz inversa de Mg), X es el vector (ac~2 )k—m 2

Vcv>f o w§). Su norma al cuadradovienedadapor

= Mq-uXMgMq-uX

(que coincide con

= XMq-i Y,

expresiónacotadasuperior e inferiormentesegún (1.7). Introduciendo estos
cálculosen (1.11) pue(leverse que(1.10) está mayoradapor

jñk(q,p) (ni’ (1R21&>f
o w1 12<7áx) ~+ v$,ñ (f p~ ~~

ti
e
e

<¡Rl

e
e
e

II&5f~L~(M> =

e

j¿~k(q,p)

=i’ k(q,p)

ti
ti
e
e

dx)~‘)

=jí<ik(q,p) (Á.
vIVasf o w;í IPdx)

e
e
e

e
e
e
ti
e
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(IR?
basf o w;

’

03/A. ay,

‘914 (

lasfowÑml2viidx)2 +

= plk(q,p)max{uV, u ~7”¡t~ >llasfIIv.

Análogamentese obtienequesi p > 2,

IlasfllLoo(M) < k(~, p)max{v4, vT¡¿±}IlasfIlv.

De estemodo hemosobtenido:

(7~ = ¡¿k(q,2)ui’max-(l,pd>

Os = k(~, p)max{u+, u; ¡0 }
si

si y>2.

Finalmente,utilizando quelVasfI < VII + lfl[Vasl, se tiene que

r

II 1 ilfA(M)=~ II a>f ¡lL~<M)=EC>(II a>f IlL2(M) + Vctsf IILP(TM)) =
5=’ 5=1

r sup ~s(I¡1 IIL2(M> + II ~f IILP(TM) + supY~sI II f IILP(M)).
1 <S<r

(1.12)

[)istinguimos los casosy = 2 y y > 2. Puessip = 2 setieneque las constantes

de continuidadvienendadaspor la fórmula

(7 := (í SUI) (7s)(l + sup IVc~sl),
1<S<r

(1.1:3)

y llamandodenuevoji y u a los coeficientesquehacenque(7~ alcancesuvalor

máximo, las constantesde continuidadvienen dadaspor

u —u,
= ;¿U4q,2, r)Vrinax{],pr}(l + suplVcvsJ) si» = 2. (1.14)

Consideremosahora y > 2, en este caso se tiene (1.12) paraq = ~ y en

particular f E ¡¡1 (Al) y como fi1 (Al) ~* L~(Al) con inclusión continua,

existeunaconstantepositiva calculadaen (1.14) paraq = y que verifica

< (7m,~p(ll 1 bL2(M) + 1] Vf IIt2(TM)) =

< ~7~,dll1 IIL’(M) +IAl~ ~IVI ILP(TM)) (1.15)

e
e
o
e
e
e
e
e
e
e

=jÁk(q,p) (~m/2

—m
+ E-, “ ¡12

—u
=¡Ák(q,p)max{u 2

EL basf 0w» a
Oyp ~i

(JM lasfl2dA)2+(JM

lkiidx))

lVasfI~dA)~=

e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

II 1 IILP(M>
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y sustituyendo(1.15) en (1.12) se tieneque

II f IILflM) 7 sup
1<5<r

2

<17s(í + (7m,2psup IVasJ)max{1, IAl í½WIII 1 11v

Procediendocomoen el casoanterior,se tieneque la constantedecontinuidad

parala inclusión V ~ L~(Al) con y> 2 vienedadapor

ti

= k(p,r)max{vi’, VV¡fl >(l +Cí;2,p supIVasl)max{1, ¡Alj 2p }~ (1.16)

También se podría expresar(puesasí lo necesitaremosmásadelante)como

II 1 I~(M) = (‘1 ,2,q(II S7f 11i2(
TM) + II 1 lL2(M)) (1.17)

II 1 11IA~(M) = (7m,~,ÁII Vf ILP(7’M) + II 1 llL2(M))~

donde
01,2,q = 2C~,2,q y (71,~,p =

2P—m<i7f~~, es decir,

= 2p~k(q,2, r)
2¡E’max{1,p}(1 + sup lVcvsl)2

0íp,cc =
2pi k(p,r7max{w~, ~—m~ }<í + 1,2,p sup

y (
7m,2,p dadaen (1.14).

lVaslYmax{l, lAlí 2

4*
u

Utilizando la. hipótesis de compacidadsobreAl es posibleextendersin

dificultad al casode variedadeslos resultadosconocidosde inclusión compacta

parael casode abiertos.

Teorema2 Si 2 =y < 00 y V = {u E L2(Al) qradMu E L~(TAl)>

entoncesla inclusión V c L2(Al) es compacta.

ti
e
ti
e
e
e
ti
ti
e
ti
ti
e
4*
ti
e

(1.18) e
e
*
ti

(1.19)

(1.20)

e
ti
e
e
ti

ti
e
ti
e

o

ti
ti
ti
ti
e
ti
ti
e
ti
e
ti
ti
ti
e
e
e
ti
e
e
e
ti
ti
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e
e
• 3 Existencia de solución para el problema (P).

• La posiblediscontinuidadde la función coalbedohacequeel mode-
e

lo no tenga(en general)solucionesclásicas.Se introduce por ello el concepto

• de solucióndébil, a partir de la definición del “espaciodeenergía” V.

e
3.1 Enunciado del Teorema de existenciae

• Seconsiderael problema
e
• f u, — div(IS7u<Vu) + Q(u) E QS(x)/3(u)+ 1 en (O, T) x Al

• (11 ~ u(O,x)=uo(x) en Al
e (1.21)e
• que es el casoparticuilár de laformulación del problema (P) de la sección

• 1 de mayor relevancia. Las hipótesisestructuralesque supondremostras la

• descripciónrealizadaen la sección1, seránlas siguientes:
e
• • (HM) Al es unavariedadRiemannianaorientadacompactaconexasin
e
• borde,
e
• • (Ha) ¡3 es un grafo maximal monótonoacotadoen IR2,
e

• (Hg) g : IR ½IR es unafunción estrictamentecrecientetal que
• Q(O) = O, y Q(a)l > ($lal’ paraalgún r ~ 1,
e
• • (Hp) p=2,
e
• • (J4~) S:Al~~*.1R,8ELc~~(Al),s,=S(£)>.so>OcVxEAl,
e
• • (14) fELt(O,T)xAl),VT>O,
e
• • (Hp) Q>O,
e
• • (Hv) los operadoresgradientey divergenciason entendidosen el sen-
• tido de la métricaRiemanmana.
e
• Definición de solucióndébil acotadade (P).e
• • Diremosqueu : Al ½II? es una solución débil acotadade (E’) si
e
e

i) u E (7Q0,T]; L2(M)) fl Lt(O,T) x Al) fl LP(O,T; V)
e
e

e
e
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28 Capítulo 1. Existencia.y criterio de unicidad, ti
e
4*

Ii) existez E L~((O,T) x Al) con z(t,x) E /3(u(t,x)) eV(t,x) E (O,T) >< Al ti
ti

tal que

e
JM<)() < v,(t,x),u(t,x) >v’xv dt+

e
IT r ti~] ]M < S7uj~2S7u.Vv> dAdt + J J Q(u)vdAdt=

1’ fudAdt ti

= 4 JM QS(x)z(i,z)vdAdt+ J J + uo(x)v(O,z)dA
eVv E L~(O,T; V) r~ L~((O,T) x Al) tal que v< E L~’(O, T; V’),

donde <,>V’XV denotael productode dualidad en x V (que no debemos
confundir con el productoescalar<,> sobreT~Al).

ti

El objeto de estasecciones probar el siguiente resuiltado 4*
ti

Teorema3 Dado uo E L~(Al) existe al menosuna solución débil acotadade
(1’). Ademós,la solución u de (1’) se puedeprolongar a [0,00) >< Al de manera ti

queu e (7([O, 00), L2(Al)) 11 L~((0, 00) x Al) fl L7
0~((O, 00); y). Finalmente 4*

ti
si u0 E Vn LtM) y f E L~((O, 00) x Al) 11 14Q((O,00); Lm(M)) conj ~L<s, .)liLm(M)ds=

0o Vt > O con ~ independientede t.

ti
entoncesse tiene la regularidad adicional u E L~((O, 00); y). o 4*

e
Como en el caso del modelo uínidimensional (Díaz [1993]), segulirenloslas e
tecuicasde Díaz—Vrabie [1987] (basadasen argumentosde punto fijo) qmíe son ti

especialmenteuitíles paraecuacionesno monótonaseventualmenteinultívocas. 4*
e
ti

3.2 El operador A. Propiedades. Un principio de com- e
paración. ti

e
Definimos el siguienteoperadorA dadopor ti

e
>4: D(A) c L2(Al) —½ L2(Al)

u —* —á~,u+ @(u), (1.22) 4*
ti

donde D(A) = {u E L2(Al) : —á~v + g(u) E L2(Al)}. Veremosen primer e
]ngar que el operadorA es in—acretivoen 1

2
2(M). Sigujiendoa Brezis [1973] ti

(véasetambiénBenilan [1981], Barbu {1976] o Vrabie [1987]) recordamnosaq;mm,

nocionesy resultadosrelativosa. operadoresm—acretivos. 4*
ti

SeaA’ unu espaciode Banach, ti
ti
ti
ti
ti
e
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e
e

• Definición 7 Un operadorA : D(A) C X ½‘2”’ esacretivo si [x—t y—ñb- >

O para cada x, ~ E D(A), y E Ax, ñ E A~ y dondeL’ .]+ es el producto semi-

• zaterior superior normalizadodado por

e

• [a,b]+ := uní [a, b],,

• con
1e [a,b],,

• ~(Il a + lib —lía lI)~ h EJE?— {O}.
e
• Definición 8 Un operadorA : D(A) c X —* 2”’ es T-acrctivo si
e

1
• lim—(j[ (x—~+h(y—~))~ II—II (x £)~ II) =0
• h\O h

• para cadax<~ E D(A), y E Ax, ~ E A~, donde w~” denota la parte posztzvade

• mEX (ie,ruala0siw<O eigualawsiw>O).

e
• Definición 9 Un operadorA : D(A) c X —* es m-acretivosi

• i) A es acretivo, ye
e

u) R(I+AA)=X VA>O.
e

Una s,.mbclase,de gran interés,de los operadoresm—acretivoses la obtenidaa
• travésde la noción de subdiferencialde unafunción convexa.

e
• Definición 10 Una función 4 : X —* IR U {+00} es convexast
e
• #Ax + (1 — fly) =>4(x) + (1 — >)4(y) Vx,y E X y VA E (0,1). (1.23)

e
Definición 11 Unafunción 4 : X ½IRU{+00} es propia si no es idénticamentee

• +00, i.e. si D(4) := {x E X : 4(x) < 00} no es el vacío.

e
• Definición 12 LIna función 4 : X —* IT-? U {+00} e.s semicontznuainferior-

• 711tfl?tte en X Si

e hm mf 4(y) =4(x) Vx E X.
x

e
• Proposición1 (Brezis /lflSj) Sea4 : X —> LI? U +00> propia y convexa.

• Entonces4 es s.c.i. fuerte. si y solo si 4 es s.c.i. débil.
e
e
e
e
e
e
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Definición 13

el punto :r es el

Sea4 propia y convexá en :r E X2 La subdiferencial de 4 e,i

conjunto

¿94(x):={x’EX’: 4(x)=4(y)+<x—y,x’> VyEX}

dondeX’ es el

rrespo,ídiente.

espaciodual de X y <,>X’XX es el producto de dualidad co-

(7ada elementox’ E ¿4(x) es llamado subqradientede 4 en

E.

Si suponemosX = H un espaciode Hilbert, se tiene

Teorema4 (Brezis[1973»Si 4 espropia, s.c.i. y convexaentoncesD(a4)
{x E H : 04(x) # es densoen D(4).

Observación1 Es bien conocido que si 4 es diferenciable en el sentido de

Cateaux en x E X, entoncesel conjunto 04(x) es univaluado (tiene un solo

elemento)y coincide con la diferencial de Gateauxde 4 en

Teorema5 (Brezis[1973J) Sea 4 : 14 ½IR U 4+001 una función propia,

convexay s.c.z. entoncessu subdiferencial04 : D(04) G H —* 2>~ es un

operadorm-acretívo en H.

Con el fin de aplicar resultadosde la teoríaabstractaal problema(1>) nece-

sitaremos la siguiente

Proposición2 Seael funcional 4’: D(4) c L
2(Al) —> LI? definido por

4(u)={
11 1S7uI~dA+ 1 («~)dA7) JM JM

+00

u E f)(4)

ugD(4)
(1.24>

donde0(u) = ~Q(a)da y

D(4) := (u e L2(Al), ~u E L~(TAl) y J C(u)dA < +~}.

Entonces

i) 4 ~ propio, convexoy semieontinuoinj’eríorín ente en L2(.A4).

u) A = ~4 con A dado por (1.22,) y D(A) = L2(Al).

30

4*
e
ti
e
4*
e
e
ti
e
e
e
ti
e
e
e
4*
e
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ti
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ti
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e
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ti
ti
ti
ti
ti
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ti
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*
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*
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ti



e
e
e
e
e
e
e
e 3. Existenciade solución para el problema(1’). 31

e iii,) A qenera un semigrupo compactode contracciones5(t) sobre L2(Al)

parat E (O,T).

a Demostración.e
i.1) El funcional 4 es propio. En efecto,4 ~ +00, pues4(0) = 0 <+00.

e i.2) 4 es convexo. En efecto,si u, u E D(4) entonces
e

49iu+(1—>)v) = )JJM IAVu+(l—>Wvl~dA +J G(>u+(1—>»v)dA =

e
• Zfw<w,cXiI>ZgIkauowi ¿3

1~0vow§ a
e le’ l,k ¿31/k ¿31/, <iyi. Oy,
e
• + EJ a~G(>u o w7’ + (1— >)v o w[m) V~1dOldIPl. (1.25)

16) w¿(W¿)

• Es claro que las potencias V, con y > 1 son funcionesconvexasy

• U es no negativay convexapor ser la primitiva de una función y no
e decrecientequetoma el valor cero en el cero. Así, podemosmayorar la

• expresión(1.25) por

r>t¡owr1 Oe >~~Jc4(>¡tQ’~ t —
1~+(i—>)l2g’~ ¿)í,ow~

1 a~ u
• :61 l,k <3yk uy, Oyp 0w’
e
• +2] a

1(AG}uow7’)+(1 — >YJQv owym)) <ftd01d901
• 161 w¿(W1)

• que.por la definición de integral sobreunavariedadRiejuannianaes igual

• a

• l~míI~dA + ¡ lVvl
1’dA+—(1 —>• 7) JM

• J (“‘u’~dA + (1 — >)I G(v)dA =e .2\) JM

e
e
• Si u « D(4) ó u ~ D(4), entoncesse tiene trivialmente que
e
• 4’(>u + (1 — >)m:) ~ +~ = >4(u) + (1 — >)4(v).
e
e i.3) 4 es semicontinuiainferiormente. Consideremosuna suicesión{u,, > G
e L2(Al) tal que u,, ½u en L2(M) y veamosque
e

4(u) = hm mf 4(ut.
un —4v
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• Si hm mf 4(u,~) = +00 el resultadoes obvio.

• Si hm mf 4(u~) < +~, expresamos4(u) como 4í (u) + 4
2(u) donde

ir

JM41(u) = — J lVul~dA y 42(u) = G(u)dA.PM

Sabiendoque la suma de funcioness.c.í. es una función s.c.i. bastará

ver que 4, y 42 lo son. Los funcionales4m, 42 y 4 son no negativos,por

tanto existe ‘y E iR, ‘y > O tal que

‘y = Hm mf [iJ 1 Vunl~dA+ JM (dun)dAJ <+00

y existeunasubsucesiónu,.k tal que4(uflk) ½-y y por tanto

4,(u,,k) < (
7m, 4

2(uflk) < Cm Vnp (1.26)

con
0m constantepositiva adecuada. Usando que u,¡& —> u fuerte en

L2(Al) las acotacionesde (1.26) obtenemos estimaciónde u~ eny una k

la norma del espacioV,

lIuflklIv =(4 (1.27)

Por ser y mm espaciode Banaclí reflexivo, de la estimaciónanteriorse

deducela existenciade ~ E V y de unasubsucesiónde u,Lk talesque

~ débil en V.

Porla inclusión compactaV c L2(Al) (véaseel Teorema1) y la unicidad

del límite tenemosque~ = u. Finalmente,por las propiedades(le límite

(lebil SC obtieiíe qume

Ih’IIv < lun mf lu,~p
5iIv,

es decir.

lluIIL2(M) + IIVUIILP(TM) = hm mf (Ilunká 1112(M) + IVunkJlILP(TM))

y como Ilullti(M) = hm IIu,1p5 llL2(M), entonces

IIVuIILPu’M) =hm mf IVu,,PJHLPerM)

qiu~ (u) = hin mf 4m(un&á).



3. Existenciade solución para el problema(F’). 33

Por otro lado, 42 es continua por serlo O : IT-? ½iR, luego 42(u) <

Hm mf 42(u,~p~1) paratoda u,,p51 subsucesiónde uukg. Se concluyeque

«u> = 4í(u) + 42(u) = hm mf {#m(uflkdl) + 42(u,1k51)} =

= hm mf 4(u~pgl) = hm mf 4(u,.).

u) 4 es diferenciableen el sentidode (Áateaux, veamosque su diferencial

coincide con el operadorA

Hm ~fM(IVu + AVvI~ + Qu + Av))dA — ~ fxdl~uV + G(u))dA
A

1 IVu + AVnIP —

A
dA+J

G(u + .Xt~) — (;(u

)

dA. (1.28)

Podemosintercambiarel orden de las operacionesintegraly límite gracias

al Teoremade la ConvergenciaDominada. Justificamosel pasosiguiente

verificando las hipótesisde dicho Teorema:

1. convergenciaen casi todopunto cuandoA ½0,

2. existenciade unafunción it E Li (Al) cotasuperior del integrando.

Comop =2,

lVu + AVvI~ — lVul~ < IVuV
2Vu — A 2>lVí~l~”’2Vv, Vu — >S?u;

>

A

= (7ll>l~2AlVí~l~—lVut < Vn, Vi, > +I>I~2IVvI~2 < Vn, Vu >

puestoque O < A < 1

=jV< + lVul~1 IVul + IVvI~m lVul

quees unafunción de Li (Al). En efecto,como u,m E V se tiene iue

jVuj~ E L1(M),

lVul’”~m E Lt(Al) = L~’(Al)

Entonces

lVuI~’Vv e L’(Al)

y análogamente,

lVvl~1Vu E L’(Al).e
e
e
e
e
e-----

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
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G(u+Sv)—G

(

Repitiendoel argumentopara ,~ “~ podemosmayorarlaexpresiomi

(1.28) por

1 IVu + >VvI~ — IV hm
— ¡ hm u¡~ + J (;(u + Ay) — («u)dA =
73 JM 5\O M

5”0

= JM lVu< < Vu,Vv> dA + it ()
En consecuencia,< ¿34(u),v>v’xv=< Au,v >v’xv. El hecho de que

D(A) = L2(Al) se muestracomoen Díaz[1983].

iii) Todo operadorm-acretivoen L2(Al) generaun semigrupode contraccio-

nes 5(t) : L2(Al) ½L2(Al) con t E [0,7] (Brezis [1973]). En nues-

tro casoestesemigrupoes ademáscompacto. Paracomprobarlo,según

Vrabie [1987] (Proposición2.2.2, pg. 57), bastaprobarqueel conjunto

B := {u; E L2(Al) : IIWIL2(M) + 4(w) =/4 es relativamentecompacto

en L2(Al), lo quepruebala afirmación. Es claro que el conjunto E es

un acotadode V. Ademáspor la inclusión compactaV G L2(Al), E es

relativamentecompactoen L2(Al).

u

Veamos un principio de comparaciónpara el operador A definido en

1.22. Más en general trabajaremoscon la realización del operador A como

operadorde WmP(Al)en L”’(Al). SeaVV un atlas de Al, ¡4/ = {(VVÁ,ws)}sCA
y = (q§) la metrica.Riemannianaen VV~.

Proposición3 (Principio débil de comparación).

Arco 9 : IR ½ IR continua y estrictamentecreciente. Sean1~1E L2(Al) tales

que f =f y seanu,ñ E D(A) con 9(u),Q(ú) E L2(Al) solucionesdébiles de

las C(?t(1CiOl~e5

(PI) —A~u+9(u) = f

(P» — A~á + 9(ñ) = f.

Entoncesu < u en Al. [)e hecho, si f y f s~n arbitrarias en L2 (Al) y si se

reemplaza9(u) por 9(u) + v.se tiene que

kv — ñ)~IIL2cMí =11(1 — .f)~llL2(M),

c.d. el operador~u + 9(v) es T-acrettvoen L2(Al).
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Paraprobaresteprincipio necesmtaremosel siguiente

Lema 3 Seanu,ú E ¡VmIP(M) entonces(u — ú)+ E ¡Vm~P(Al).

Demostracióndel Lema 3. Es obvio que

u—u E L~(M)y VM(u — ú) E L~(TAl)

Adeníás

JMl~í zfSEA WA(W>j

asj(uow;í —.iiow;1)~l~ detq>dOd
90=

= fwx(W~) asluow» —úow» det~5dOds~=f lu~úlPdA <~.

Por un resultadode Stampacchia(véasepor ejemplo Brezis [1983]) se tiene

que

-m

JMí<>l =>iJ 05~~glkd(uow5 ~ñow;m)+ a y
5

SEA 4k dyk

<?¿1IJ(W,j as¡Zq¡ka<uow ~

1k

JM

Oyk

w;’)Oíp

¿>1/¿

IVM(u — ñ)l~dA <00.

detg5dOd
90=

u

Demostraciónde la Proposición3.

Se consideranlas formulacionesdébilesde (P1) y (
1>y)

it < YMuI~ VMu,S7MV > dA±J
Q(u)vdA = JM fíó>4

JM < lVMul~ VMU, ~M~> dA+JM Q(ñ)í’óA = .IM

Vv E 14~’’~(Al),

Vv E W”~(Al).

Tomandoy = (u — ñ)+ y restandolas expresionesanterioresresulta

JM < IVMuI~ VMu — lS7Mul~ VMU,VM(u — ii)~ > dA+

+ JM (9(u) — @(ú))(u— ñ)~dA =

— JM< — f)(v — ñ)~dA.

w
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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(1.29)
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e
a
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Sabemosque Vu = /¿,e9+ h2e~y = hmee+ h2e~ con

= h1(O,90)

112 = /12(0,90)

hm = h, (0,90)

/12 = /22(6,90)

donde{ee, e4 es la basede
a

= ~—. Entonces

~ LWx)

11¿3uow;
1+9

¿36

12 bu —I

ow
5

¿390
~0uow;

1
22óuow

>

= ¿3

—m
= ~ w;’ ,=Oñow5

ao +9 a90
______ ~¿)ñow;i

= 00 +fi

T~Al dadapor la carta (Ws,ws), i.e. e9 = 09’

cvs(lhie9 + I¿2epl~’
2(hi eg + h

2e,0) — ‘¿mee + ¡t2e1~I~~
2(hl e

9 + h2e~))

(Htee + 14fe~) detQ’d0dsc’+

1<)
=2 JW(W)

cvs(9(uow»)—@(ñowf’))(uow» —&ow;
1)~ detg5dOd

90=

as(fow;’—iow;’)(uow;
1 —ñow;’)~ detg5dOd

90,

donde

— Hj~(O, 90)

14+ — Hfl6,~)

m1Quowí úow;mr ,2a(uow;m 710W
1 )~

= 9 • ¿30 +9 <390

21¿3@~ow ~~~ow;~)+ n¿3(uowm~iiow»)+=9 A-g
00 090

DefinamosB(6, p) := (9(u o w;í) — Q(jj o w7
m ))(u ow» — ~ 0w;’ )+. Se

tiene que B(0,~)=O puessi (u o w;í — u o w’ )~ — O, entoncesclaramente

B(O, p) = O.Si (u o w;’ — o w» )+ > O, entoncescomo 9 esestrictamente

creciente

9(uow») —QQfíow») > O

y de nuevose obtiem,ela concluisiómí B(O, ~)=0.

Por último, utilizamído el hechode quea
5 =O y detq

5> O y la coercí-

tividad del operadorA (Lema 2 de la sección1) tenemosque
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e
e
e

it <lVMul~ VM71 — lVMul~ VMU, S
7M(U — ñ)~ > dA _

• cvs(fow;m fów;l)(uow;m ñow;m)+ detq5dOdy~<O.• ft~Jw,dW>.>

e
• Luego(u~ñ)+ es unaconstanteno negativasobreAl. Como9 esestrictamente

• crecientese tiene quesi la constanteno es nula entoncesO < B(O, ~)=‘O lo
queesabsurdo. Así u < ñ en Al. El restodel enunciadoes estandar.

e u
e
e
• 3.3 Funcionesmultivaluadas. Un teorema de punto fijo.
e
e Definición 14 SeaX un espaciode Banachy U un conjunto mediblede LI?”.
e [)iremos que F :9 —* ‘2”’ es mediblesi para cadacerrado (7 c X se tiene que
• F-1((7) := {y E £1 : F(y) fl O es medibleLebesgueen IR”.
e

Definición 15 Sea U un espacio topolóqico. Dire mas que E : U ~* es
e

continua (o débilmentecontinua) en u E LI si
e
e i,) [‘(u) es no vacío, acotado, cerrado y convexo.
e
• iV Para cada abierto (o abierto débil) E) c X tal que [‘(u) C 1) existe un
• entorízo V de u tal queF(v) c 1) Vv E Y.

e
El Teoreníadepunto fijo quedeseamosaplicar esunavariantedel Teoremade

e
Schauder—Tychonoffqueenunciamossegún Vrabie [1987] pg. 9, como sigile:

e
e Teorema 6 (Armo, Gautier, Penot/1984])
e SeaX un espaciode Banach
e

§1 1< c X no vacío, convexoy débilmentecompacto.
e
• U,) £ : 1< ½2”’ con valores distintos del vacío, convexosy cerrados, tales
e

quet(u)cKVuEK.
e

Si qrafQo) es secuencialmentedébil x débil cerrado, entonces£ tiene al menos
• uTI punto fijo en 1<, i. e.
e
• ~u E 1< tal que u E ¿(u).

e
e
e
e
e -__ __ ___________
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3.4 Demostración de la existencia de solución.

Se considerael problemade Cauchy asociadoal operadorA dadopor (1.22)

(/>) ~(t) + Au(t) 3 li(t) t E (O, T), en X = L
2(Al){ u(O) = 71o, tío E L2(Al).

Las propiedadesdel operador A dadas en la Proposición2 y los resultados

abstractosde Brezis [1973] garantizanque ([½)tiene unaúnica soluciómí (en

senth3ode semigrupos)en (7([O, 7]; L2(M)) paracadaIi E L2((O, T); L2(M)).

Adenjásu es solución débil en sentidode distribucionesy verifica

u E L~((O, T); Y), \/iu, E L2((O, T); L2(Al)), u E j4/i~2((3 T); L2(Al)),

o < 5 < T. Comofi estáacotadaesclaroquesi partimosde u E L2((O,T); L2(Al))

entoncessmempreexiste It E L2((O, 7]; L2QUI)) con

It E QSfi(u) + f a.e. (kv) E (0,T) x Al.

El problemade la existenciade soluciónde (1>) sereducepuesademostrarque

cierto operador£ tiene al h~enosun punto fijo. Sea Y = L~((0, T); L2(Al)).

Definiren,os£ : 1< —~

2L’t<o,T);L

2tM)) por el siguienteproceso.En primer lugar

se define

1< = {z E L~((O,T); L~(Al)) : IIzWIILnM) =Co eVÉ E (O, T) ~

col, a precisarmástarde.

oníprobemos(lije K veritica las hipótesisdel Teorema6.

1) ()l,vian,ente. 1< es no vacío. Ix’ es convexo; en efecto, basta utilizar la

desígumaldadtriangular parala norma de L~(Al). 1< es débilmentecoiíííacto

en L~((O,T); L2(Al)) puespor ser L~((O,T); L2(M)) reflexivo, bastaver que

1< es acotadoen L~((O.T); L2(Al)) y débilmentecerrado,lo quees sencillo de

comprobar. En efecto, utilizando la inclusión continuaL~(M) G L2(M). se

tieneque

IIz(t)IILu(MI =()lIz(t)IiLo~{M) < CGo = (7~ Xi E (O, T).

Tomando supremosesei~cíales a aníboslados de la desigualdadobtei~emos

II2(t)IILCO((o,T);L2(M))=<711Z(í)lILfl(O,T):LflM)) < <1,
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y por la inclusión continuaL~((O,T); L2(Al)) c L~((O, T); L2(M)), resulta

lIz(t)llLPqo,T);L2(M))=C
2 Vz E Ji’.

K es débilmentecerrado,pues si z es un punto de acumulaciónde 1< existe

una sucesiónde {z~} deelementosde 1< tal que z~ ‘ z en L~((O, T); L
2(Al)).

Entomices,paracasi todo i E (O, T)

z~~(t) —~ z(t) en L9(Al) Vq E (1,00),

y como

IlzIlL~(.A4) = l~m¿iií jIzllLq(M) =uní Inri sup lZullLq(M) =~
q—400 q-4oo fl—400

se obtienequez E 1<.

A continuación,fijado u
0 E L

2(Al), definimos el operador solución (u

operadorde Creengeneralizado)

lo: 1< —~ (7([O,T];L2(Al))
z —> u,

donde u es la solución de (Ph) asociadaa it z. Este operadorestá bien

definido pues por ser A un operadorm-acretivoc.d. Vz E L~((O, T); L2(Al))

existeunaúnicasolución en C([O, T]; L2(Al)) (recordemosqueE G L~((O, T);

L2(Al))).

Dado f E t2(Al), introducimostambiénel operadordc actuaciónfun-

cional asociadoa QS’(x)/9+ f(x)

Y: L2(Al)

u’ ½ 1¿ E L2(Al) : I¿(x) E QS(x)/5(v(x))+ f(z) Xx E Al},
(1.30)

h—f
i.e. E ~(uí) en casi todo punto de Al. Parapermitir que seaf(t,x) E

QS

½
2LP((O,T);L’(M))

Finalmente,definimos £ por

£(z) = {h E L~((O, T); L
2(Al)) h(t) E F(Io(z)(t)) en L2(Al) cVt E (O, T) }.

Veamosque £ verifica las hipótesis del Teorema6 de punto fijo. Para ello

e
e
e
e
e

e

e
e
e

e

e
e
e
e
e
e

e
e
e
e L~((0,T);L2(Al)) debe ser Y

recogemosaquí propiedadesde los operadoressolución y actuaciónfuncional.
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Proposición 4 Sea/~ : IR ½ un grafo maxirnal monótonoacotado, y sea

cl operadorde actuación Y : L2(Al) ~ 212(u) asociado al grafo QS¡9 + 1
definido en (1.80). Entonces

~ Y toma valore.s no vados, convexosy cerrados;

u) Y es acotado en L2(Al);

iii,) 7(w) G L~(M) Vm E L2(Al), supuesto que f E L~(Al) (ó f E

iv) Y: L2(M) ½
2L~(M) es acotado;

y,) el grafo dc Y es cerrado secuencialmentefuerte x débil en L
2(Al) x

L2(Al).

Demostración de la Proposición 4.

Las propiedadesi)-iv) se demuestranse demuestransin dificultad (véasep.c.

Vrabie [1987] (lema 3.4.1. pg. 148)).

y) es consecuenciade las propiedadesde grafos maximalesmonótonos(Brezis

[1973] pg. 27, Proposición2.5).

u
Proposición 5 (Vrabie [1987], (7orolario 2.8.2,pg. 68,).

SeaA : D(A) G L2(Al) ~> 2’~’(~> defi7¿ida por >4x = 04(x) para e E D(A) =

D(04), donde4: L2(Al) —* IRU{+00} e.s una función propia, convexay s.c.z.

de tipo compacto.Entoncespara cada u
0 E D(A), la aplicación

L~((O,T); L
2(Al)) ½ (7({O, T]; L2(M))

2 ½ 2>

con u solución de (1½)asociada a It = __ es secuencialmentecontinua de

L~((0, T); L2(Al))—débil en (7([O, T]; L2(Al))—fuerte. ~

Finalmente,graf(£) e~ secuencialmnem,tedébilx débil cerradoen L~((0,T);

L2(Al)) x LP((O,T); L2(Al)). En efecto, sea (z,h) E graf(£)debííxdebilen-

toncesexiste(za,¼.)E graf(£) tal que

—‘ z en t~((O,T); L2(Al))—débil,

—‘ it en L~((O, T); L2(Al))—débil.

itt E £(z~) Vn E J\T (i.e. h~(t) E Y(1~(z~)(t)) cVt E (0,T) Vn).
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Veamosque (h E £(z) i.e. h&) E Y(Io(z)(t)) Xi E (0,T)) y habremos

terminado.Por la Proposición5,

1o(z~) z E C([0,T],L
2(M)) fuerte

y por tanto

Io(z,3(t) —> z(t) en L2(Al) cVt E (O, T).

Usando que graf(Y) es secuencialmentefuerte x débil cerradotenemosla
e siguiente;mpbcac¡ón
e

(Io(z,3(i),h~(t)) E grafY C L2(Al) x L2(Al) cVt E (O, T),

½z(t) en L2(M) Xi E (O,T), 1• Io(z~)(t)• h,
1(i) ½h(i) en L

2(Al) cVt E (O, T),e• (1o(z)(t),h(t)) E grafY cVt E (O,T)

• i.e. l~(t) E Y(Io(z)(t)) eVí E (O, T)
e
e luego it E £(z) y asígraf(£) es secuencialmentedébil x débil cerrado.

e Así hemosverificado las hipótesis del Teorema6 y tenemosque sí uo E
• L2(Al) y fe L~((O,T) x Al) entonces
e
• i) u E (7d0,T]; L2(Al)) n L~(O, 2’; V)
e
• u) existez e L~$(O,2’) x Al) con z(t, x) E ~(u(t, u)) eV (1, :z) E (O, 2’) >< Al

tal que

JM u(T, x)v(T,x)dÁ — jT < v~(t,u), u(t,u) >V’xV dt+ ¡
e

+ [it < lvur2vu, Vi> > dAdt + Lit 9(u)vdAdt =e

— ~:it QS(x)z(t,:r)vdAdt + f ~ fvdAdt + ~ ~~~~(<>‘ z)dA
e

Vn E L~(O,T; V) tal queVj E L~’(O,T; V’).

e
3.5 Demostración de la prolongabilidad y de la regula-

• ridad.
e
• La siguiente cuestión que nos planteamoses si la. solución u encontra(la

• en la secciónanterior puedeprolongarsea (0,00).

e
e
e
e
e
e ______________________
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e

Sabemosque dado 2’ > O existe u e (7([O, 2’], L2(Al)) flL~((O, 2’); V)

solución de (P), veamosquesi uo E L~(Al) entonces

u e (7([O, 00), L2(Al)) n L’>’>((O, 00) x Al) fl L~~((O,00); y).

1. u e (([0,00), L2(Al)), en efecto, multiplicandola ecuaciónpor u, e inte-

grandoen Al tenemos

itutuó>4+it IVuI~dA+ 9(u)udA = QSzudA+ fudA

Recordandoque paratodo z E 13(u) setiene que m z =M,

íd
itIul2d>4+it IVuI~dA + cit Iui2dA =(7 + <1~l1i’(M)

donde(7 = (7(e, ISIK M, IIfllL~((o,~);L~(Mn), por tanto

d
<‘2 > O

y por el Lema (le Cronwall,

=c<~Élluolli
2(My + — e

011).

La ultinja expresióntiendea ~ si t ½+00 y por tanto
02

IIu(t)1k2M =k Vt > O (con k independiente de t).

Por un resultadobien conocido (véasep.e.

(1:3:3)

Cazenave- l-laraux [1990] Tt~o-

ren~a 4.3.4 pg. 57) esto implica, la prolongabilidadde n de maneraque u E

(7(fO, ~s);L2(M)).1 e

2. u E L~
0((O,00);V). En efecto, de la estimación(1.33) se deduceque

u E L~((O. 00); L
2(Al)) y por tantou E L7~~((O,00); L2(Al)). Veanjosalgunas

estimacionesde IIVuIILP(TM). Integrandoen (1.31) sobre(O, 2’). Obtenemosla

expresíon

(ju(T) 12 — I?to[2)(IA 172/1T dAdt +
1-it

1’

JM luldAdt + J~ lIfIILm(M) IIuIILí(Mldt.
Esta es la prirrmera vez que utilizamos la segundaparte de la hipótesis (H

0) (I0(o-)¡ =
para algún y ~ 1) de hechobastaríaimponerestacondiciónpara valoresgrandes<le

1. Nóteseque en el modeloque. aquí se abordaestahipótesisno es muy restrictiva pues en

e
o
e
ti
ti

z E P(u).

(1.31)

(1.32)

ti
4*
ti
e
ti

e
e
ti

~2it
< QIlSlk~

ti
e

e
ti

el modelode Sellers0(u) = atA (u en
01<elvin) y en el de Budyko 0(v) = Bu.



3. Existenciade solución para el problema(P). • 43

Por la inclusion continuaL~(O,T) c L’(O,T) y la desigualdadde

anteriorexpresiónquedamayoradapor

(7oQIIS’lIooM lIUIlL~Uo,oo);L’(Mí> + .1 jT ~ u12 dAdt + (7~ II.flIL~((O,oo);L’(M)),

con 0o = (7~(T). De estemodo llegamosa

+ [JM IVuI~dAdt +.(C —

dondek
2 = k2(fM luol

2,Q, lI~lI~, M, ll~llLfl(O~);L’(M)), lIfllL~((Orn);L2(M>), <70).

En particular,

it lu(T)12 =k
2, I T

IVuI~ =k2 VT.

Por tanto u E L~5((O,00) y).

3. La demostraciónde que u E L~((O, 00) x Al) seráde gran utilidad en

posterioressecciones,por ello la recogemosen el siguiente

Lema 4 Si ~o E L~(M) y f E Lt(O, 00) x Al) entoncesu E Lt(O, 00) x

Al).

Demostración.Sea~(x. t) la únicasolución de{ — A,r + QQn) = MQS(x) + f
4(t, u)

i¡(O,x) = 4(x) = max {O,uo(x)}

en (0,00) >< Al

en Al.

La existenciade r estágarantizadapor ser —A~u+ 9(u) maximal monótono

en L2(Al). Es claro que ~ =O puesut =O, MQS(z)+ f~(t,x) =O y el

operadores T-acretivoen L2(Al). Ademas

lIUllL~((0,~)xM> =L := max{lIutIK 9!(IIMQSIV + Ili~lk)}

pues L es una supersolucióny el operadores T-acretivo em~ L2(Al), lo qume

garantizala comparación.Análogamente,si u(x,t) es la únicasolución de

— ápiL + 9(a) ={ ~(O,x) = tíU(x) =

mQS(x)+ f~O~)
mm {0,uo(x)}

se tiene que u < O y que

Young la

e
e
e

e

e
e

e

lkfllLc~to,oo)xM) =maxQIuJ lI~ , 91 (lIinQSlk
0 + 111 Ilcx,)}.
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Finalmente,corno

— á& + 9(r) <

tíj<

entoncespor la T-acretividad

sigime queVi > O,

u~—=~u+g(u)=17~—A~~+Qen)

tío <tí+

en L2(Al) de A, u(x,t) =u(z,i) =~(x,t). Se

(1.34)

lo que muestrael resultado.

Corolario 1 ‘«tío E LocjAl) ~ Vf E L~’((O,T)

acotada del problema(1~) en [0,2’].

Terminamosla demostracióndel Teorema

tadode regularidad.

.>< Al) existeu solución débil

de existenciadando un resi.íl-

Lerna 5 Suponqamosque

u
0 E VnL~(M), (1.35)

1 E L~((0,00) >< *1) fl W¿~’((o,00); L
m(Al)) y, (1.36)

f~’ II~~js .)IILI(M>ds < (7~ Vi > O con C~ independientede t.(I.37)

Entoncesexisteuna solución débil de (E) verificando

u e L”~((0,~); V). (1.38)

Demostración.

Seau una solución debíl arbitraria de (E). Como u es la étnica solución del

problemade Cauchy(F~) en [0,2’], VT > O para~o E V Ii L~(Al) C D(4) y

It E L~((O, 2’) x Al) dado por h(t,u) = QS(x)z(t,u) + 1(1,u) con z E /3(n),

se tiene queu~ E L2((0,T); L2(Al)) y u e L~((O,2’); V) (véaseBrezis [1971]o

Barbu [19763.pg. 187). Veamosque esta regularidadse mantieneen (0. ~).

Dividimos la demostraciónen tres etapas.

Etapa 1. IIVuflLPwd+u;L~rM)) < 0o con <7o independientede mt.

Multiplicando la ecuaciónpor u e integrandoen (7,1 + 1) x Al se obtiene,

T T1 <Ut,u >V’xV +1
Jo Jo JM IVuI~ + f02~~ ~ =

j7’ ])4~) + fu).

u



e
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e
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e
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• donde z E ¡3(u). Tratemosde estimar cadauno de estossumandos.Por un

resultadobien conocido (véasep.e. Alt-Luckhau¿ (1983])e

fH-1 <tít, >V’xV jd+i ~ ~jlul2 = ¡ ¡u(t + 1, x)12 — lu(t, x)12.
e

Estaexpresiónestáacotadaindependientementede t, por serobviamenteu E

e IY((O, 00) x Al) (véaseLema 4). Ademas

J ~ 9(u)u =O,
e

(45(u)ztí < QI¡SIILoc(M)MIAl 1 lltíIlLfl(O,oo)xM),
• pt+1 ~ x)u(s, x)dÁ¿s< IIf¡ILnM it it _• j f(s, luldAd.s <

e

• Combinandolas anterioresestimacionesresulta
e• 1~’

it lVuVu)I~dAd.s =~ (1.39)e• donde~ es la constantepositivaquesólo dependede Q, % Ilullnn(o,~PM) ye IffllLfl(0,~)xM), pero no de mt.• Etapa 2.• Supongamosahora que sustituimos los datos u0, 8(x) y f(t, u) por aproxm-
macionesregulares,así como los términos ~(u) y á~u por regularízaciones,e
evitandotambiénqueel operadorseano degenerado.La solucióndel problema

e se pu~edesuponerclásica(por ejemplopor los resultadosde Ladyzenskaya—

• Solonnikov — 1Jralceva[1968]). Multiplicando la ecuaciónp~>r u~ e integrando
en Al y entrea y r, siendo O < r — a < 1 resulta

e

= J:itutl2+f:it~l7ulP±J«rit~&}u)=1-it QS(z)+J(u) 1-ite con (7(q) 9(a)da y y la función convexatal que ¿3J = ¡9. Entoncesee ~‘ ¡ íu~í~ + l~~(~)I~ — G(u(a~) =

• Ja JM it +

¡ = ~ ~ + JM QS(xV(u(r)) — it QS(x)j(u(a)) + 1-it ‘~‘~ (1.40)

e
e
e
e
a
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Dadoque u E L~((O, 00) x Al), se deduceque existe (7, > O independientede

t tal que

JM (Su(r)) =Ci, j’ QS(x)j(u(r)) < Cj Vr. (1.41)

Por otro lado, integrandopor partesen el último término de (1.40) y usando

(1.37)1-it ftí~dAdt= ~ f(r)u(r)—f(a)u(a)dA—j JM f~tídAdt<CollulILoo((ocníxMí.

(1.42)

Sustituyendolas estimaciones(1.41), (1.42) en (1.40),

f ~ lu¿l2dAdt=6 + IVtí(a)l~dAdt — it lVu(r)I~dAdt, (1.43)

donde <~2 viene dadopor

<‘2 = 4<7m + (2IMllIfIIL~((o,~>X(M, + Co)IIuIILn(o,~)xM).

Etapa 3.

La estimaciónbuscada(1.38) se consignea partir de las etapasanteriorespor

el siguienteresultadodebidoa Nakao [1978]:

Lezna. Sea
90(t) =O una función localmenteacotada tal que

90(t + 1) =<
7[cp(t) —

90(t + 1)] + p(t) t > 0, (1.44)

donde(7 e.s una constantepositivayp(t) > O parat suficientemente

grande. Entonces,cuando t ½00 se tiene que y(t) = 0(1) si

p(t) = 0(1) cuandot 00.

En el casoque nos ocupabastatomar

90(t) = fVu(t,x)l~dA

y pQ) = (~2. Probemosque p verifica la hipótesis (1.44). Bastaobservarque
de (1.43) sedesprende

90(1 + 1) — 90(a)=ñ + J ~flutl
2dAds, (1.45)

para. cuialqtmier a E (mt, mt + 1). Por otro lado, <le (1.39) se deduce íuie para./
suficientementegrande.existe t~ E (mt, t- + 1) tal que

90(f) < Co Sustituyendo

a = t~ en (1.45) se obtiene,por las etapasanteriores,la desigualdad(1.44).
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La acotaciónde y(t) esequivalentea afirmar que

u E L~((O, 00); y).

e Finalmente,las cotasanterioresdependenúnicamentede los datos,con lo que
laconclusiónsemantieneparala solucióndébil u de (P) límite de las soluciones

• aproximadas.

e u

e
e

e

e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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4 Sobre la unicidad de solución.

Una vez que hemosobtenido la existenciade solucionespara el modelo

(P) tiene sentidopreguntarsesi la solución obtenidaen la secciónanterior es

unícao no. Existen resultadosdediferentenaturalezasegúnquesesupongael

término de coalbedodiscontinuoo no; éstejuegapuesun papel fundamental.

En el modelo de Seflers (~ localmenteLipschitz) se obtiene la unicidad

de solución medianteprocedimientosstandard(véaseDíaz [1993]). En el mo-

delode Budyko (fi multívoco), pesea ser (P) un problemade tipo parabólico

puedendarsecasosde no unicidad. Ya en Díaz [19933se obtuvieron infinitas

solucionesparael modelo unidimnensionalcon f constantey un dato inicial u0

verificando
uo E (7¶I), uo(x) = uo(—z) Vx E [0 1], ‘¡

uU~>(O) = O con k = 1,2, tío(O) = —1¿ (1.46)

u~(x) <O x E (0,1), z4(1) = O

Nótesequeestaclasede datos iniciales u0 son muy “planos” cuandollegan al

nivel crítico —10 (en la anterior construcciónen x = O). Esteresultado<le no

unicidadparael modelo de Budyko con adecuadosdatosiniciales se extiende

al modelo bidimensionalcuandoAl — ~2 dadoquecadasolución ~m(1, u) de]

modelo íD generauna soluciónu2(t. x, y) del modelo211) mediantesmi rotación

respectoal eje queune los poíos (nótese¿~ue ~2 tiene un dato ixmicial que no

dependede la longitud), eA. u2(t, x, y) = u1 (1,senO) dondeaquí (x, y) es un

punto de 52 de latitud 0, u~. Se comprueba,sin dificultad que 21.2 es solución

de (/‘) con <lato inicial u1 (O, senO)

4.1 Existencia de solución maximal y solución mirnmal.

Lema 6 El problema(1’) poseesolución mazímalW y solución minintal u.

cd. solucionesdel problemh (1’) tales que toda solución u de (1>) verifica que

2/.. < u ~ tÉ en (0,2’) x Al.

Demostración.

Sea~ la solución (leí problema.

— á~ + 9(a) = QS(x)M + f(x, t).

u(x. 0) = uo(x).



y
e
e
e
e
e
e
• Capítulo 1. Existenciay criterio de unicidad. 49

e
e

y seau la solución del problema
e

~Jfl ~ á~u+ 9(u) = QS(x)nt+ f(x, 1),

e “~>~ u(x,O) = u0(z).

• Es claro quie~ y 2 son respectivamentesuipersolucióny subsolucióndel proble—

• ma (19, dadoque paratodo z E L
2((O,2’); L2(Al)) que verifique z E fi~) se

tienequez < M en casi todo punto de (0,2’) x Al. Análogamentesi z E fi(1f)
e

entoncesni < z.

• Se construyenlas sucesiones{uk}keJv y {uk}ken corno las solucionesde
e

los problemas

¡‘ph — Atík + g(

71k) = QS(x)fl(ukm)+ f(x,t),
• k) { uk(r,O) = uo(z).
e

(FI) { tíki — áptík + 9(tík) = QS(x)/l(uk.1) + f(z,t),

• tík(X,O) = uo(u),

• siendo 711 = r y u~ = u y donde ~ y fi son funcionesrealesde variable real

verificando 2

e
• 77(s) E fi(s) tal que Vz E fi(s) severifica z <77(s)e
• fi(s) E fi(s) tal que Vz E fi(s) severifica fi(s) < z.

• Etapa 1. Las sucesiones{tík}kEr y {tík}kEn son monótonas.
• Veamosque ~2 < 711 = ~ paraello tomamos(u2 — ~)+ comofunción test en
e
e (¡732) y (¾,y restamos
e

JO”~ ./M j73(u2 ~ [it < lVu2l~2Vtí2 — ív~r-2v~,7(~2 —TO~~> +ee
e

+ ¡o it~”2~ — 9(iI))(u2 — >+ = ~ QMu)(~ — M)(u2 —e
• dom~de3 = ¡9(i). Y como

e
e QS(u) =0 a.e. ir EM,

• (Ir, mt) — M) =0 a.e. (t, u) E (0,2’) x Al,e
• (u2(x,mt) — ~(x, t))~ =O a.e. (mt., u) E (0,2’) x Al,

• 2A partir del grafo /3 se deliuen fi y fi como las funcionesque coinciden con fi en los

puntosdonde/3 ¡mo es multívocay como eí n1áxirnoy mínimo valor que torna fi en los puntos

e en los queéstaes ¡nultivoca.
e
e
e
e
e
e
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se tiene que

2’
oKit

Por tanto,

it QS(x)(~— M)(u2 — ~)+ <o.

it 1@=(2’)— r(2’))t12 — o
y u2 =~.

Supongamosukl =... =u2 ~ Ti y veamosque
71k ~ 71k—1~ Procediendo

como es el casoanterior llegamosa

1 t
i l(u’}T) — uk~~m(T))+l2 =]

~2 JM O fj QS(x)(z~
1—

2k—2)(71k — 21km )+,

1±

y de la monotoníade 77 se deduceque el término de la. derechaes menor o

igual que cero,entonces

l(uk(T) — ~~ki (~))+j
2 — O

y
71k =71k—m

Veamosahoraqueu1 = u < 112. Tomemos (x& — 712+ como función test

en las formulacionesdébilesde (E’) y (E’2), y restemos

2’ 2’

— lVu2I~
2Vu27@í— 212) +

+ L it~) — Q(u2))(u — 712) =

= 1 it QS(x)(nt— (mí — 212V

dondez = fi(u). Y como

QS(z) > O

(nt — z(x,e)) =O

(u(x,t) — u
2(:r,mt))~ =0

a.e. (x,t) E (0,2’) x Al,

c.c. (ir, mt) E (0,2’) ><

c.c. (ir. mt) E (0,2’) ><

Al

Al,

se tiene cííie

2’
l(x&(2’) — u2(T))~l

2 = it QS(:r)(nt — __

— ?12)+ < O.o<4~J
Por tanto.

— u2(T))~IlL2(M) = O
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y u(T)=712(2’).

Supongamosz& =~2 =... < w~—~ y veamosque ~k~í =tík,

I(tík~dT) — 71k(2’))~l = QS(u)(z~ -

Zk...m)(71k.i —

y de la monotoníade fi sededuceque el término de la derechaes menor o

ugual quecero,entonces

ll(tík~1(2’) — tík(2’))~llL2(M) = O y 71k—1 =21k ‘«2’.

De estemodo se han obtenidodos sucesionesmonotonas,mas concreta-

mente,

-(
71k} verifica Ti>712> >Q~-m >71k>

71k}kEN verifica > tí¡~ >
71k-m > ...> ~I

2=71.

Además,71k =tík Wc. En efecto,

1.- Ti >tí~

2.- supongamos
71k~ =

71k—m entonces

oit QS(x)(zk, )(tí
11k)+ ~ o.

El términode la derechaes menoro igual que cero, pues=p.~— zkí =O

a.e. (ir, mt) E (0,2’) x Al puestoque uk¶ =
71~—m y fi es monótona.

Etapa 2. Lassucesionesuk}keIv y -(ukher ~on convergentesen L~((0,2’); L2(Al)).

Se considerala sucesión Ti
21k }kelV,

1.- ruk>o

2.- Ti — 71k es una sucesiónno decreciente,

3.- 1 itTiuk<
2’

L¡M u—~= (7 por tanto,

2’

e

e

e
e
e
e
e
e
e

e
e

sup j itTiuk <(7.
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Se verifican así las hipótesisdel teoremade la convergenciamonótona,del que

se concluyequeexiste4 E L’((O,T) x Al) tal que

Ti~uk ~* 4 a.c. (t,z) E (0,2’) <Al
— ku—u -4 4 en L’((O,2’) x Al),

y llamandou~ = Ti ~4 se tiene queuk ~* u~ en L’((O,2’) x Al). Podemos

obtenerconvergenciaen t~((O, 2’); L2(Al)) (p > 1) si consideramosla suicesion

-{ Ti —

21k1r}, quie veritica tambienlas hipótesis del Teoremade la convergencia

monótona.

Análogamentese pruebaque la sucesion uk} convergea u, pues

1. ttkU>O

2.- -(21k — u} es unasucesiónno decreciente,

:3.- sup J ~ — ~L
r’t

JOJM

de nuevose obtiene la convergenciabuscadausandoel Teoremade la conver-

genciamnonótona.

Etapa 3. tÉ y u son solucionesde (E’).

Consideremoslas formulacionesdébilesde (E”’) y (Pi) y estudiemosqué

ocurre cumandok ½00.

e Estimacionesa priori:

11u”(2’) llL2(M) =<‘1

I1~”‘ 11L2(o TV) < Cm

y si ~o E V se tiene ademásque

lltíilIL2((O,T)L2(M)) < <‘2

• Convergencmas:

e
Iup(T)11L2(MI =Cm

e
e

k *

u —‘u

1) ½21*
en L

2(O, 2’; ~/)—débil.

en L2((0.2’); L2(Al))-fuerte,

uk —‘ u. en L2(O, 2’; V)—débil,
k21 —+21.

e
e
ti
ti
ti

ti
e
e
e
o

o
e
e
o

e
e
ti
e
e
ti

e
e
ti

ti
e
e
o
o
e

en L2((0,T); L2(Al))—fuerte. ti
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• Por ser fi un grafo maximal monótono

zk~~~~z*Efl(u)

—‘ z~ E fl(u.)

en L2((O, 2’); L2(Al))-débil,

en L2((O, 2’); L2(Al))-débil.

• De las estimacionesanteriores se deduce tambiéh que

1
771k p—2~71k y

t
1 7tí~l~ 27u~ ‘

en L2(O,T; L~’(TAl))-débil,

en L2(O,T; L~’(2’Al))—débil,

Paraobtenerla formulacióndébil de (E’) comolimite cuandok —* 00 de

las formulacionesdébiles de (Pk) y (Pi) es.necesarioque

Y * = ‘/~ = 7tí~
1~

27u~,

quese consigueprobandoqueparatodo x E V,

immjj < 1vukíP~2vuk — lv~
1P<~V~, Vu’ — 7%> dAdmt

Tomando ahorax tÉ + A~, con A < O y haciento A ½00, y posterior-

mentecon A > O se llega a

[it <Y — l7uflP
27~É , 7~> dAdt = O.

La demostraciónde (1.47) ha sido detalladaen el Lema 10 deestamemo-

ria. Análogamnenteseobtieneque Y. =

Así, tomnandok ½00 en la expresión

2’

tí”(T)v(T) —

+ ¡7’ ~Q(u”)v

k
<Vj,tí >V’

2’

xv+f it

= Jo¡M~~~ + f(mt,u))v +

r27~kVv+

uom,(O,u),

se obtiene

it zÉ(T)v(T)- j < v1,ut >V’xV it ¡7*IP~27*7+

¡2’ it~(u)~ + f(t,r))v +

>. O.

(1.47)

e

e

e

+ ¡2’ ¡ 9() = Uc>(ir )>‘ (0, ir).
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Y análogamenteseobtiene

it tí42’)v

+ ¡2’ ~ 9(tí4v =

< Vj,71, >V’xV +

2’

[it

(QSQr)zt+ f»’

7u~ l~~2 7u~7v+

+ ¡ tíov(0, ir).

Ultima etapa. Toda soluciónu de (E’) verifica que u~ < u < 71*

Seau una solución del problema ti

QS(x)fi(u)+ f(r, mt),

(fl{ 2~tSOVt~ =

Veamosque~ < ~ < 71k

• u1 < u < 71m, en efecto, tomando (um — u)+ como función test en las

formulacionesdébilesde (E’) y (E’), y restandolas expresionesobtenidas

se llegaa

ir
0=~J

¡2’
o

ti
ti
ti
o

e
4*
e
e
e
e
eQS(x)(ni— z)(um — u)~ < O.

Se concluyeque (tíí — u)+ = O a.e. 2’, es decir, ~m< ~.

Considerandoahoralas formulacionesdébilesde (E’) y P con (u —

comofunción seu )~ test, obtiene

it
2]M (u — u

1)9~I2 =
[it

QSIr)(z — M)(u — u’< =O,

de lo quíe se deduceque (u — u> )+ = O, o bien, ~ <
21m

• Suipongamos
71~—m < 21 < u~—~ y veamosqmie u~. =~ <

21k Procediendo

como en el apartadoanterior,pero almora con (1k), (E’) y (uk — u)+ ~

función test se obtiene

e
e
ti
4*
e
e
e
e
e

o=4J1(71k — u)+12 =
21k—I < u y fi monótona.

[¡M
QS(x)(zpi — z)(u~ — u)~ =O,

Se deduicequle (21k — u) + — O o bien.

>tk < it.

Tomando ahora (y. —

21k)+ como función test en las formulaciones

débiles<le (E’) y (E”‘) y restand<

2’
(u(T) — uk(T))+í

2 =¡ it QS(z)(z— zkí)(u — u”)~ < 0,

e

e
o
e
e

e
ti
e
4*
e
ti
ti
ti
ti
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e
e

y comopor hipótesisu <
11k—m entoncesde la monotoníade fi y el h&ho

• de quez <77(u) se sigue quez — zk~ =O. Así, el término de la derecha
e

es menor o igual queceroy u < ti

e . Finalmente,comou~ ½u, y u~ —~ u’ en L~(Al) paratodo t E (O, T) se

• concluyequeu, < ~ < ~ Por tanto,u, es la solución minimal de (E’) y u, la

• solución maximal.
• u
e
• 4.2 Unicidad de soluciones no degeneradas.
e
• En I>íaz [1993] se daya un criterio deunicidadparamodelosunidimen-
e sionalesde tipo Budyko bajo hipótesis de “no degeneración”que posterior-

• mentedetallaremos.El objeto de estasecciónesmostrarque estasdiferentes
situiacionesse dan tambiénen el modelo bidimnensional.

e
• Comenzamosintroduciendola noción de no degeneraciónsobreunava-

• riedadAl.
e
• Definición 16 Diremos que u’ E L~(M) satisfacela propiedad de no-deqe-

iteración fuerte (re.sp. débil,) si existe O > O y co > O tales que para cadae
e eE(O,eo)
• p ({x E Al : Iu(x) + 101 =4) =CJ’
e
• (resp. ¡¡((ir E Al : O < lw(u) + 101 =4) =(7J

1). Donde ¡¿ es la medidade
• Lebesgueen la variedad Al, también denotadapor ¡¡(E) := lEí, VE c Al.

• Teorema ‘7
e

(i,) Si existe una solución de (E’,) tal que tí(t) verifica la propiedad de no
e
• deqeneractonfuerte para cada mt E [0,2’] entonce.su es la minica solución
• débil acotadade (E’,);

e
(u,) existe a lo sumo una solución de (E’,) que verifica la propiedad de no-

e deqeneractondébil.
e
e

La demostraciónse basaen la idea de queaunquefi es discontinuage—
• nera un operadorcontinuode L¶Al) en L~(Al) Vq ~ [1,00) cuandose tomna

• como su dominio e] conjunto de fuinciones que verifican bu propiedadde no

• degeneraciónfuerte. Más concretamentese tíem1eque
e
e

e
e
a
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Lema 7

(1) Seanu,ti~ E L~(Al) y suponqamosque u> satisfacela propiedad de no

degeneraciónfuerte. Entonce.spara cada q E [1,00) existe(7 > O tal que para

cadaz, 2 E L¶M) con z(:É) E fi(w(ir)) y 2(x) E fl&Z(x)) eV ir E Al, sc tiene

II z — llL4(M>=.(b~ — b1)miÑO II u> — ti’ íí2tt IAl l
tmt. (1.48)

(u) Si u>, ti’ E L~(Al) y satisfacenla propiedadde no-degeneracióndébil en-

tonces

o
it(2(ir) — ~(u))(w(x) — zh(x))dA=(b,~, — b

1)(7 II u> — ~ ll~(M) . (1.49)

Demostración del Lema 7. 0

Sea60 dadopor la definición 16 aplicadaa u,.Si fi u>— ~> IILflM)> Co entonces ti
e
eII — Z 11L9(M)=(b~ — b~)j.A-1 m/~ =(b~» — b~) IAl m/~ u> — mi> íí~f+

mZ~ eII
e

Supongamosahora que fi u> — ti> 1~oo~~= o• Se definen los conjuntos de e
coincidencia ti

e
A:={xEAl:u>(:r)=—1O}. A:={xEAl:zb(x)=—1O},

e
y se considerala descomposicion

ti

M=AuAl~uAl., Al=AuM~uAl, ti
4*

donde U
e

Al~ := {r EM: u>(x) > —10}, Al— := (ir EM: w(x) <—1O~ e
e

y M+, Al... se definen de manerasmmilar sustituyendou’ por ti,. Seanz.2 las e
funcionesanteriormentedefinidas. Entonces tie

lz(u)—2(x)l=(b~—b;)si xEAUAU(Al
4flM.JU(Al...flAl+)

= 2(u) si ir E (Alt fl M4) U (Al... fl M.4
*

II — lIL9(M)=(b~ —b1)min{IA uÁ U (Al+ flAL)ú (NL flM÷)l
11~,lAllm1~}.

(1.50) tie
Por otro lado, si e < Co tenemosque

(A u Á ú (Al~ n NL) u (Al.- 11 M+)) G B~,
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e
e

donde 8, := {z E Al : —10 — e ~ w(x) =—10 + 4. En efecto, es claroque
A c R~. Además,

e
• ¿‘(ir)— u> — u> IILflM)=w(x) ~1l — ti> lILC~c(M) +‘iNx) cVx E .44.
e
• Así la inclusión A G 8,. es obvia. Si x E Al+ fl Al— entonces—10 < w(x) <

* e + ¿‘(ir) < —10 + e y así ir E 8<. Finalmentesi ir ~ Al— fl Al+, se tiene quee
e —10— e < —10— jw(x) — ú~(x)l =¿‘(ir) + u’(x) — ¿‘(ir) =u>(ir) < —10 ypor
e tanto ir E B<. En consecuencia,la desigualdad(1.48) se obtienea partir de la
• propiedadfuerte de no degeneracionsupuestapara u>.

• Para probar (u), suponemosahora que u> y ¿‘ satisfacenla propiedad

• débil de no degeneración. Procediendocomo en (i) podemossuponerque

II ~> — u> llL~(M)=~ Observamosque si ir E AnA entoncese
• (z(x) — ~(x))(u4x) — ¿‘(u)) = O
e

y que sí u’(x) ~ —10 (resp. ú>(x) # —10) y ir E A (resp. ir E A) tenemosque
e
• ir E (ir E Al :0< ju4x) +101=ej (resp. -(ir E Al :0< lú>(x) +101=4)
e
• obteniendoasí (1.49).
e u
• Demostración de] Teorema 7.
e
• Etapa 1. Estimaciones.
e
e Supongamosqueexistan u y ú solucionesdébilesacotadasde (E’), con mí ven-

• ficandola propiedadde no degeneraciónfuerte,c.d.
e
e u¿—á~u+9(u)=QSz+f en (0,2’) xAl

en (0,2’) xAl

• u(O) = ti(O) = u0,e
• paraalgún z E fi(u) y 2 E fi(ú).

• Restandolas ecuacionesobtenemose
(u — Ii), — div(l7tíI~

27u — 17ú1P727ú) + (9(u) — 9(ú)) = QS(z— 2).
e
• Tomandocomofunción test (u — ti) en la formulación débil de (E’) obtenemos
e

(
11.mC

~ ~ — ú(t)¡
2óA + ~ — 9(ti))(u — ti)dA+

e
e
e -

e
e
a
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it < I7u(t)l~27u(t) — I7ti(t)l~27tiY), 7u(t) — Vti(mt) > dA =

= ~ SCr)(z(ir,t) — 4r, t))(u(x, t) — <ir, t))dA.

Analicemoscadauno de estossumandos:

• la expresíon

it < l7u(t)l~27u(t) — l7ti(t)l~27ti(t), 7u(t) — \7ti(t) > dA

(1.51)

es mayoradapor

<7~ 17u(t) — 7ti(t)l~dA

pues p =2, (véase Lema 2 de la sección2), en concretosi p = 2 entonces

= 1. Además,utilizando las inclusionesprobadasen el Teorema1 se tiene
que sí p > 2 entoncesexiste unaconstantepositiva 0m,p,~ definida en (1.20)

tal que llfIlL~(M) =<‘~P,~ll~flILP(TM) + lIfhL2(M) y por tanto

C
fVuQ) — 7ú(t)l~dA > - >0 ll~ — tillLoo(M) — <‘O II ti — ~‘ llL2(M), (1.52)

con <‘O = C
0 H tí — ti IlL~((O,T);L2(M)) . Si p = 2, se tiene que y = Hm(Al) así

como la inclusión continuade esteespacioen L”(Al) para todo a E [1,00).

Llegandoen estecaso a

it 17u(t) — 7ti(mt)l
2dA (1.5:3)

‘1 2a

paratodo a E [1,00) y (~1,2,adefinidaen (1.19). Por seru y ti solucionesdebiles

acotadasde (P) es obvio queu — ti E L~(Al).

propiedad

II llL~(M) =

Este hecho permite usar la.

liii) IILC(M

>

rr-4c~ MIt

Es decir. Ve > O ~ao > 1 tal queVa > a
0, se tiene que

II — u IlL~(M) <

• De la nionotoniade 9 deducimosque

it

21 — ti llL~(M) + e.

¡Al 1*

ti
ti
*
ti

e
e
ti
ti
o
ti
ti
u
e
ti
ti
ti
e
qe

ti

ti
ti
ti
ti
ti
e
ti
ti
e
ti
ti
ti
ti
ti
o
e

ti

(9(u) — 9(ú))(u — i.i)dA =O.
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QS(z— i)(u — ti)dA estámayoradopor

QSIz— ilIu — tiIdA < Q II ~ IIL~(M)II Z —2 IIL1(M)Il ~ ti IILflM)
y como u verifica la propiedadde no degeneraciónfuerte,podemosaplicar el

Lema 7 con q = 1 paramayorarla anteriorexpresiónpor

C~Q II S IILtM)II ~ — ~ IILflM)

donde C¡ es la constantedel Lema 7 (C~ = (b
2» —

Sustituyendoen (1.51) las estimacionesobtenidasen el casop > 3, se

tiene

U u— ti 1112(M)
2 dt

Co
< (CiQ II 5 IILflM) — - II u — ti ItLcC(M)

11v— it I
1L2(M),

y en el casop = 2,

< ((7~Q II ~ IIL~MM)
MI

)

(7~1,2,a
II u — ti IILOO(M)

+lItítilIL2(M)+ e
(7m ,2,a

Etapa 2. Estudio del signo de algunasconstantes.

• Comnenzamoscon el casop > 2, si (7,Q II ~1K - (o
(i,p,&c

+

(1.54)

-4

• (1.55)

< O entonces

Id

2dt — ti 11L2(M)< 60 II — U I1L2(M)
de lo que por el Lema de (Ironwall sededuceque

IHUIIL2 (M)=e2óot II ~o — % IL’(M)= O,

y por tanto, — ~ IIra>vn= O lo queconcluiría la demostraciónde la patte 1)

del Teorema7.

Parap = 2, si (7,Q

anterior se obtiene que

II u — ti

1
8 l~ — < O, procediendocomo en eV caso

k II — 0 llL2(M) 2e

— 1)

< —2(7~Q II 5 ¡I~< (e2t — 1),

w
e
e
e
e
e
e
e

it
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
0
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
a
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e
e

y comola desigualdadobtenidaesválidaparatodo-e,se concluyela unicidad.
e

• Si C,Q JI S 1K ~ u > o, introducimos un cambio de escalaapropiado e

(Al ~* Als) que permitaasegurarquela constanteque acompañaal término
e

— ~ es negativa,con lo que se concluyecomo en el caso antermor.

A continuacióndetallamosel cambiode escalaelegido y la dependenciade las e
constantesde continuidadrespectodel mismo. e

qe
Se considerauna dilatación L) de magnitud 3 en la variedad (Al,g),

(3 > O parámetroquedeterminaremosmasadelante)

D: Mc»?3 -* IW qee
ir —* x=¿ir.

e
Seair E Al c »?~, ir = (xm,x2, ir

3) E FV~, dondeW>es el dominio de la carta

(WÁ,wA), y sea1’ una parametrizaciónlocal (inversade Wx), e
e

1’ : ws(Ws) —* Al e
(9, <) ½(n, ir2, ir3), e

e
es decir

u = E’m(O<p)
ir2 = E’2(~,90) qe

= JS(9,~) e
ey por tanto,

= eSE’~(O,p) = (0,90)

=
31Y0,s’) = P

2(0,ss) e

= 3Jt(O, p) = tt(0, 90) e
e

dondeP = (FS, Ih, f-=s)es ahora unaparametrizacuon(le D(WÁ). Así, la (lila.— e
tación permite definir un atlas Ws, *4 en Al5 como sigue

e
D(W>) e

e
~>s Ws -4 »?2

ir ½ w4). qe

Podemosconsiderarunapartición (le la unidad -{
5x subordinadaal recuibri—

-~ ti
miento QB> (le Al

5 defiuiida a partir de cvx partición (le la minidad subordí—

nadaa QI
7Á}, definida como qe

7 e
= c<xj). ti

ti
e
e
e
e
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En particular se verifica quesup~&x~ = sup~aj.

Asimismo,D defineurnamétricag, dadalocalmentepor la fórmulausual

< D
1P(9,90),D5P(9,90) >R2xR2

Entonces

gjj =< ¿D1P(O,90),ÓD5P(9,90) >= ¿2 < D~P(9,y), D5P(9,~) >=

donde gjj son los coeficientesde la métricag de Al en WA. I)e la última

igualdad se deduceque las constantesde coercitividad y continuidad de la

métrica¿ son las de g muiltiplicadas por 32 Es decir,

vII V~ 112
~Il~II2

<

=
= í’lI4Ih
=ftII~lH

V4’ E Al

‘«4’ E Als

con = 6
2v y ¡2 =

Observación 2 Esta informaeton sobre las constantes~ ~ ¡2 será de gran

utilidad en el cálculo explícito de la constantedeSobolevpara Al
8.

Es obvio que(Al&,g) es de nuevo unavariedadRiemannianade &> de

dimensión2. En particular, si Al = 92 la esferaunidad, entoncesMs es la

esferade radio 6. En efecto,

Xm = sen90cos9

ir2 = sen<psen9

ira = cosy~

= (sei<½

Sea.u mina función real definidasobreAl.

nadasvienedadapor

u: Al8 ½

$~

ir2 = ¿sen90(:osO

ir2 = ósen90sen9

ir~ =
6c0590

= ( ¿2~2~

Sui expresíonen 1 as 1)11evas c.oorde—

II?

ú@~) = tí(~).

Sus expresioneslocales en términosde las parametrizacionesP y

siguientes

tí(9,90) := u(E’m(9g90), E’
2(9,90),Ft(9,0) = u(E’(O,y))

ti(9,p) := ti(P(9,y)) = f46P(9,p)) — >í (3P(e~90)) =

= u(P(9,’p)) = u(9,90).

P son las

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
a
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ti
ti

En cuanto a las derivadas,obtenemoslas siguientesrelaciones:

—w =Dxi
= 1,2,3.

dú di1

=

í ó~
=2-——

•=m ‘~~‘

1 ¿
9~í

=
1=1 ~1

Clarificamoslo anterior con la siguientefigura:
R

bu
= t~~(O~S$).

e
ti
ti
ti
ti
e
e
ti
*
e
ti
qe
e
ti
4*
ti
ti
e
ti
e
tiFigura 5.

Volviendo a la expresión local (leí pseu(lo—lapla(:iaIB),detallada,en la.

seccionanterior observamos(luje

3~divM~ (I7M¿tilP27M~ñ) = divM (IVMuIP2VMV)

con lo que la ecuaciónemm las nuevascoordenadasresultaser la siguiente

ti
ti
qe

itt — 3~divM~ (l7M¿tiI~27M¿ñ)+ 9(ñ) E QSÑ(ii) + 1

u(0,i)

en (O.T)xMs

Es claro <
1ume si ji. es solmí ción de (F>s) enton ces u : Al ½E? definida. corma>

ti
e
e
e

q’f

a

e

(E’s){

e
ti
*
ti
qe

ti
ti
ti
ti

21(x) = ti (32:) es solmi clon de (E’). Por tanto, la unicidad de ( [‘~ ) i mnpl i ca la
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e
e
• unicidad de (E’), y recíprocamente.A continnaezonveremosque existe un
e

numero real ¿ > O tal que la solución de ([‘6) es unzca.
Sean u~ y ti6 dos solucionesde (E’6) tal que una de ellas verifica la

• propiedadde no degeneraciónfuerte. Procediendocomoen la etapa1, tenemos
que

e
e i=flus(t)—ús(t)I

2dAs+3~ it, < lVusl~2Vus—IVtieI~2Vús,Vus—Vús > dA
6

e
e

+1 (g(718) — Q(tis))(us— tis)dA¿= Q Ss(zs
e JM~ it — is)(uá — tí~

• paraalgún z~ E fl(us) y
2s E ¡9(ñs). Aquí Ss vienedadopor S~ : Ms —> E?,

e Las expresiones(].54) y (1.55) obtenidaspara u y ti solucionesde- (1’)e
e permitenestimar tí

8—ti8 para u~ y ti8 solucionesde (E’8). Se tienequesip> 2,
Id
idi II~s ií6 IlL2(M~) =

e
= (C~sQ II S’& llL~(M~) — (~¿P

• ,~,6 715 — tis IILOO(M¿) +00 jI ~8 — 716 IIL2(M~)~
e (1.56)
• y sip =2,
e 321 AlsV

II
0m,2a,5

e 2dt it

5 — tiS lL2(M~) = (C¡sQ II 86 lIL~1M¿) - ) II ~6 — ti5 IlLoo(M~)
e + U ¡FM, + —

(1.57)e ~ <u ,2,a,5e
e Nuiestro trabajo ahoraes determinarlas constantesC~~,

0m p,cc,8 y (~1,2,a,8 en

función de 6. Consideremosel espaciode Banach
e
• 1/5 = {u E L2(Al

6): 7u E L~(TAl8)}.
e
e Cálculo de C1,s. Veamnos como varían las estimacionesdel Lema 7 con q =

al sustituir Al por Al6. Se tiene quie
e

II — Z8 (Mí) =(b,,, — b~)Cs 715 — ti5 IlL~(Mí>
e

donde (7~ =max{Cs,~ } = 3
2ma<C,.W] = 32(7, (7 y (7~ constantesde no

e taro Lodegeneraciónpara ‘vly Al<, respectivamente.5 e concluye,pues,quee
e (7~<~ = ¿2(7

e
e
e
e
e
e
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e
ti

Cálculo de CI,2,QS. Recordemosque estaconstanteverifica

ti
II .1 IILC(.M)=CI,2,o,s(Il 7f 11L2(TM¿) + II 1 lIL2(M~)).

qe
Como ya se vio en (1.19), ti

e
II f ífk~-~=2ft* kjr, 2, ~)2~m rmmax{1,j¿}(1 + sUI)IV&AI)2(lI f Il~ + II Vi it.

e
Dado que$= 32v, ¡2 = ¿2py I&AI = ~lcvsI,seobtiene ti

C1,2,a,8 = 2¿*2mt¡~k(r,p,a)2C’ max{1, ¿2í4(1+ sup{17aA1)2.

ti
Cálculo de ~ Se tratade unaconstanterelacionadacon la constante e
de continuidadpara la inclusión 1/s c Lcc(M<,). En concreto, si 6 = 1 ~e ti

obtienela constante0~p,cc queya fue calculadaen (1.20) parap > 2,
ti
qe

01,p,oo = 2~ k(p,r>~max-jv~,~.-m¡¡2 t0 + (‘m.2,p sup IVCVAI) max-jl, lAlí 2
e

por tanto e
qe

(7m,p,oc.s— 2~1k(p, r)~ inax(r7#, >—44}(1+(71,2,~,ssup17&slYmaxú,IAls! 2 ti
e

Usandoqueb = ¿2v, ¡2 32~~ y 17kM = sl7asIobtenemos ti

= 2~>k(p,r7 max-(~Pv~,¿P—2v—14y(1+ ¿¡ ‘¡4k(í.2p)g#

inax-(1,6¡~+}(1 + suP~I7cvxI)su4l7aA)~mnax(1,¿P21Al1Y>

ti

Estudio del signo de K~,
5 definida por ti

(7i,sQ 1 8<, I[Loc(M¿) — ¿2EAlI~ sip=2,
¿7m,2a,8

________ ~ > 2.
(7¡~Q II 9~ IILflAd¿> — —

(7~ ,p,cc,¿
ti

Es claro que Ss IILflM6)=II 8 lIL~(M). Sustituyamosahora cada constante

por su valor qe
ti323:IAl¡:

sip=2. ti3k.;hQ U ~ IILflM~) 3~~2n2ax{1,32,4(1 + 4supI7axI)2C
ti

It> 5 = tiI 3
2<hQ II 8 IILcIM) — Si p > 2.
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donde

—(1+ (/l,2,P.6suPsI7aAI)max{1,¿ IAl E }
y con 2 y Q independientesde 3. Por tanto, si p = 2

y si p > 2

hin 1<2,8 = hin ¿ki71Q lIS’ IIL~(M>
6-40 5-40

línm .K~,8 = lun 32(79 S IILC>o(M) —

¿—*0 6-40

¿~1Al 1
max.(1,32~~>(1 + ~supI7cvAl)2(72’

¿peo

En amboscasos,el límite es cero. Lo quepermite reducir la demostraciónal

primercaso.

Parademostrarla parte(u) del Teorema7 supondremosqueexisten dos

solucionesdébiles y acotadasu y ti de (E’) queverifican la propiedadde no

degeneracióndébil. Procediendocomo en (i) se tiene queel término

íd
II — ~‘ 1112(M) +~ II tí — U 11120(M)

(
7~p,q

estámáyoradopor

M
+ C~ II u — ti IIt2(M)

donde(7m,p,q = 0¶,p,cc si p > 2, e igual a (7m,2,a si p = 2 y 0o definidaen (1.52).

Utilizando la conclusión(u) del Lema 7 se obtieneque

íd <7o

YE a—ti II~=(QQ II ‘5’ lIL~(M) II u — ti lI~~ +Co íi 71— ~ ¡2

con (7d la constantede no degeneracióndébil del lema 7. Se concluyela uni-

cidad como en (i) estudiandoel signo de (dQ II 8 IILflM) — (7m,p.&a y haciendo

un cambio de escalasi éstees positivo.
u

e
e
e
e
e
e
e (35
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66 4. Sobrela unicidad de solución, qe
ti
qe

4.3 Criterio sobre u0 para la existenciade solucionesno ti
qe

degeneradasen el modelo unidimensional.
qe

La cuestiondeconocerbajo quéhipótesissobrelos datos~oy f es posible qe
mostrarla existenciade urna soluciónno degeneradaadmitedistintostipos de qe

respuestas.En realidadla cuestiónseplanteaya en un marcomás genéricoen qe

el que la función no degeneradano es necesariamentesolución del problema ti

(E’). Unarespuestaen estesentido,parael casounidimensionaly p = 2, es la qe
ti

siguiente e
qe

Proposición 6 Seau> e C’((—1, 1)) tal que existeCo > O verificandoque qe

e
(i,) el conjunto x E (—1,1): Iw(ir) + lOJ =eo} tiene un numerofinito d qe

componentesconexas4 con ji =, 1,.., N y para todo ji ~zg E 4 tal que ti

w(ir5) = —10,
e

(u,) existe ¿~ > O tal que si ir e 4 entoncesIu>~(x)I =¿o.
e
ti

Entoncesu> satisfacela propiedad de no degeneraciónfuerte.
e

Demostración.
Seae e (0,Eo) y ir e (y 6 (—1,1): Iv>(y) + i0l =cj, ir e I~. Por el Teoremadel qe

valor medio aplicadoen la componenteconexaJ~, existirá ir’ 6 15 intermedio

entre ir y ir5 tal que
qe
qe

w(ir) — u>(x5) = wÁjr’)(ir — ir5).

Por tanto Ir — ir5 1 — Iv>Cr) — w(xs)l , y como ir’ ~ ~, Iwdx’)I = ¿o, y se qe
_ 1 w~(ir’)I qe

concl m.mye q í.m e e
u> Qn) + 101 < kex—ir,¡ = ¿ ti

ti
ínra urna ciertak > O. En conclusión qe

ti11s1 < 2ke qe

qe
~‘ por tanto ti

-(ir e (—1,1): ludir) + 101 =II =2Nke ti
qe

lo quedemuestrael resultado. qe
u

qe
qe
qe
qe
qe
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Finalizaremosel capítulo abordandoel caso en que la función u> es

solución de (Pm). Aproximamosu por u, solución del problema{ ~t ((1 — ir2)Iit~I>~ 2u~» = QSQnYL(u)— 9<(uí) + 1(u)
(1 z2)u=o

uQn,0)= tío(x)

con fi~ y 9< aproximacionesmonótonasde fi y 9 de clase<;m

en (0,2’) >< (—1

en ir = —1 y,ir
1)

=1

en (—1,1)

Supondremos

por simplicidadque f,uo E CmQ...i, 1).

Supongamosque u<¡ =K en (0,2’) x (—1,1) La función u = u~ verífica

J — ((1 — x2)It><v)~~ = v(QS(x)fi(u) — 9(u)) + QS~(xW<(u)+ fdir)

(1 — = en ir = ±1

i>(ir,0)

llamnemosa(i, ir) := QSQr»r(u) — Q<(u) y b(t, ir) = Qs~(ir)fidtí) + f~(ir).

Supongamosque existen~ y ~ con —I <~ < ~ < 1 talesque

‘«ir c S~Qn) =O

f~(u)=0

u
0~(x)=O

‘«ir E (~, 1)

‘«ir E (~, 1)

Suponemostambién quje

‘«tE [0,2’],

Vic [0,2’],

u<,~(t¿Z) =O ‘«lE [0,2’],

‘«tE [0,2’].

Nóteseque la primeracondición de (H2) se tiene si por ejemplo8(x), f(u) y

uo (ir) son funcionesparesrespectodel origeny ~ = = O.

211(2AlSeaahorau>(t, ir) := u). Entoncesu> = y por tanto

= <A t (—Av + ((1 — ir
2) IvI”%>)~~ — va(t. ir) — be, u)) =

ir2 )e#~f mi’ IP2
21;) — (¿ti> — bcAI

supuestoA elegidotal que

—Á — a(t, ir) O e.d. A < —sup a(ku).

e
e
e
e
e
e
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3’ Sr(ir)=O
(Hm) f~Qn) =0

u~Qn) =O

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

=

= ((1 — x2)ci~fIu>IP2u>) + be.At,

Nótesequie como estamossuponiendoIu~ 1 =A entoncestal A siempreexm5 te.
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68 4. Sobrela unicidad de solución. qe
qe
qe

Lema 8 Sea14t, ir) verificando ti
qe

1 — ((1 — ir2)ciS~IhIP2h) = beÁt en (0,2’) x
h(t,~) = —10 ‘«tE (0,2’), qe

hQn, O) = uo;Qn) st ir E (—1,4 e
Entonces qe

qe
u<,~(t, ir) = cAtA(t, ir) =O ‘«(1, ir) E (0,2’) x (—1ó~). E ti

qe
Demostración.

qeBastaaplicar el principio de comparaciónentre It y u> = e u~ (que es mina
e

supersolución).Nótesequeel operadorelíptico de segundoorden asociadoes e
T-acretivo en Lm(~1,u) (lo quees unapequenavariaciónde los resultadosde qe

Benilan [1972]). *
u qe

I)e maneraanálogase puedeobtenerque ti
qe

u~(t,ir) = cA¿S(mt,x)=0 ‘«(<ir) E (0,2’) x (~, 1),
qe

para >~ y It adecuados.Estos dos resultadosimplican la condición (u) de la

Proposición6. La condición (i) ahora&e debeimponer a u(t, ¿r) se tiene si se ti
e

suponeademásque

qe
(Ha) u(i, ir) verifica la condición (i) Vt E {0,2’]. qe

ti
En virtud de los resuiltadosexistentesen la literatuira no parecedifícil mostrar qe

eííme la hipótesis(Ha) setiene si los datos uoQn) y fQr) no oscilan irásqule mili
nuimnerofinito de vecesy —10 < u(t, ir) ‘«(mt, ir) E (0,2’) x (xÁl).

u *

En concímísión: si se cumplen (Hm), (¡‘2) y ( H~) entonces la solución
qegeneradapor pasoal límite en u< esno degenerada.Finalmente,si rotamosla qe

solución unidimensionalp<>l el eje queune los polosencontramosunasolnciun e
bídimensional no <legenerada.

qe
*

qe
qe
ti

qe
qe
qe
qe
qe
qe
a



Capítulo II

Estabilización de soluciones.

Problema estacionario.

En estecapítulo, establecemosdiversosrésultados

miento de las solucionesdébilmenteacotadasde nuestro

~; estudio motivado por la cuestión de la estabilidad

nuestroplanetaa largo plazodel tiempo.

sobre el comporta-

modelo cuandot —4

del clima global de

En primer lugar, analizaremosel modelo de tipo Sellers con

(le seinigruposy demostraremosla existenciade un atractor global

seznigrupoasociadoa estemodelo.

tecnicas

pama el

Posteriormente,abordaremosun modelo másgeneral (en el que pueden

aparecertérminostemporalesen la ecuación)en el que se incluye tambiénel

de tipo Budyko, y concluiremoscon la estabilización(le solucionesde (E’) a

una solución del modeloestacionarioasociado.

La terceraparte de estecapítulo comienzacon el estudiodel modelo

estacionarioasociadoa (E’) estableciendoun resultadosobrela muiltiplicidad

(le solucionesdel mismoen función de la. constantesolar. Asimismo,seestuidia

el diagramnade bifumrcación con respectoa dicho parámetromostrándoseqmie

tieneforma (le “ese”.
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70 Capítulo2. El problemaestacionano. qe
qe
qe

1 Aplicación de resultados abstractos al semi-
qe

grupo asociado al modelo de tipo Sellers. qe
qe
qe

En estasección,supondremosque fi es unafunción continualocalmente qe

Lipschitzy qmie fQ, ir) .1(x) con f E Lcc(M). Estavezdefinimosel operador U

no lineal A por ti
qe

Au = —z¾u+9(u)— QS()fl(u) — f(.) qe
qe

con dominio dadopot qe
qe

D(A)=-(WEV:Au>EL2(Al)}.
qe

Tenemosel siguiente e
qe

Lema 9 qe
qe

i,) D(A) = L2(Al) y A qenera un .semigrupo(S(t)}~>o en L2(M). qe
ti

ji,) ‘«A > O, L = (1 + AA).-m es un operadorcompactode L2(Al) en L2(M).
qe

iii,) 8(t) es un semigrupo compactocVt E (0,00). qe
qe

Demostración.
qe

(1) La densidad(le D(A) en L2(Al) resuiltacomoen el Capftumlo 1. La evolmicion

del modelo de tipo Sellers es descritapor la familia de operadores8(i) : • qe
L2(Ñt) ½L2(M) que a cada dato inicial tío E L2(Al) le hacecorresponder ti

u(t) E L2(Al), en el instantemt. solución de
*

Au=O en(O,00)xAl qe
71+ e{ u(Or)

= uo(ir) en Al. qe
e

Los teoremasde existenciay unicidad de solmícionesparalos modelosde tipo qe
Sellers (fi lípschízíanay difusión lineal o no lineal), incluidos en el Capitulo 1, qe

aseguranque8(t) está bien definido. Además8(1) verifica las propiedadestic qe

semmgrupo,piles
ti

SU + 5)710 = 8(1 )uQs) = 5’ (t)S(s)uo Vs, mt =O ti

S(0)u~ = 71o i.e.8(O) = 1 en L2(Al). qe
ti
qe
qe
ti
qe
di)
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e

(u) Sea(1+AA)’: L2(Al) —* 12(M) y seaB un conjuntoacotadode 13(M)
e

ir.. W> O tal que B c B
0, donde

Be := {h E L
2(Al) : h 1IL2(M)< C}.e

Veamosque (1 + ÁA).-mB es relativamentecompactoen 0(M).
e

Toda función u E y + ÁA)—m B verifica que Bh E 8 c L2(Al) tal que

u+AAu = lien Al.

Multiplicando la ecuaciónpor u e integrandoen Al obtenemos
e

II ~1112(M) ¾Vu II~P(rM) +AJ g(u)u — >4 QS(x)fl(u)u =it(h +j)u

donde

it(íl+f)tí ~ (h+f)u =fVh+f)uI =
1II (it + 1) I1L2(M)II ‘U 1IL2(M)< v(I~ (it + + u

e 2 .1) 19(M) II IIL2(M)).

• Dadoque fM Q(zí)udA=O y quemu </9(r) =M Vr E E? llegamosa
e
e 4-ii ¡uVA,

2 ~ IIL2(M) +A II Vn IILP(TM>= C,+ AQ II 8 IILCMM) Me donde 0m = (M>

e II (h + f) ¡1t2. Aplicando las desigualdadesde Hélder y
e Young a fM it dA obtenemosque

II ~ I1L2(M) +A II Y/u II~P(TM)=(72,

e
e dondeC2 = Cm + VQ2 U 8 ~ M2IMI. Luego existeunacontantepositiva
e (7~ tal que

11u11v < C~ ‘«u E (I+>A).-mB
e
• y por ser 1/ un espaciode Banachreflexivo, podemosextraer una sucesion

{u~}~~p¡ de la familia (1 + AA).->8, que convergea w E 1/ en la topología

• débil, i.e.
e
e uffiw débil en 1/.
• De Ja inclusión cozupactat/ c 12(M), deducimosqueexisteunasubsucesion

• de {u
5}, que seguiremosllamando-(u) queconvergefuerte en L

2(Al), y por
e la unicidad de limite, es

u, —* w fuerteen L2(Al),
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con lo quequedademostradoque (1 + AA)—m 8 es relativamentecompactoen

puescadaconjunto infinito de puntosde (1 + AA)—’8 tiene puinto de

acuimulaciónen £2(Al).

Veamosahoraque (1 + AA<1 : 12(M) —> L2(M) es un operadorcon~

tinuo. Tomemos {h~} c 12(M) tal que /4, ½ h en L2(Al). Llamemos

= (1 + AA)—1h~entoncesu~ es solución del problema(E’N) un + AAu,, = It,,

y tornandou,~ comofunción test en la formulacióndébil de éste se tieneq’.ie

IIunIIv =(7.

Como 1/ es un espaciode Banachreflexivo y la inclusión 1/ c L2(M) existe

ui)a. suibsucesión-{u,.} de -{tí~ } tal que

—‘ u en 1/ — débil,

u,, —* u en L2(Al) — fuerte.

Consideremnosla formulación débil de los problemas(It)

it u,~í> + A ~ I7u,,l~27u,,7v + A JM 9(u,jn =

— A Q8Qn)/3(it,,)v+ it~’~” + f)v ‘«m> E 1/.

• Tomandolímite cuandon —* 00 en la expresiónanteriory usandoel lema??,

seobtiene

it u,~’i> + A

-AJ

7u,4~27u,
17v+ A

Q8ijÉ)/3(u,1)í;+ + f)v

g(~,3~ =

Vn E y,

y por tanto u = (1 + AA)—’h.

(iii) Sea 8 un subconjunto acotado de L
2(M). Veamnosque 8(t)B es rela.ti-

vamentecompactoen L2(M).

Seau
0 E 8, si llamaínosu(t) a. 8Q)uo entoncesuQ) verifica

—zS~u+@(u)=Q8(u)fl(u)+f

{ u(0, .) = u0

en (0,00) >< Al

en Al.

Tomándo en la formumíación débil (leí problema la propia solución u como

función test se llega. a

<it

e
qe
e
e

9(u)v =

e
qe
ti
qe
e
qe

qe
e
qe
u
e
u
qe
qe
qe
e
qe

e

qe
qe
e
e

uw IIL’(M) + f~T U 7u(t) IILP(TM)
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7- 7-
=L JM HUÍ ~

Por las desigualdadesde H¿ldery Young, obtenemos

— fi u(2’) IL2(M) ½ ‘U~ IIL2(M) + II ~ IILP(o,T;LP(TM)> +00 II ~ IIL2((0,T);L2(M))

~ III IILflM) J~ it luí =< v’TIAld(QM II 8 IIL”’(M) + ¡.1 IILOO(M)) II ~‘ I1L2U0,Ttt2<M))=

2’IAli(QM Ij 8 IILflM) + II .1 IILOO(M))2 (>o II u IIL2«o,T);Lí(M

»

2(7v + 2

Por tanto

=QM II 8 IIL~MM) f~T

— II2 u(T) IL2(M> + II 7u IILP(o,T;LP(TM)) +-Y ~IIU IIL2((0,T);L2(M)) < (74

donde

2’IAlI(QM II ~ iIL~<M) + 11.1 IiL~M))2

(74 = 2C~
+ sup II ~o I1L2(M)

u
0 ¿E

Así, ¡ >‘ IILm(o2-.v)< C~ y por tanto, en casi todo t E (0,2’) fijo, se tiene

es decir,

Cuino V es un espacio

pacta,tenemos

II 8(i)uo iIv=(76 ‘«uo E 8.

de Banachreflexivo y 1/ C L
2(Al) con inyecmón mm—

R{u,~} c 8(t)B tal que u~ ½u en L2(Al~fuerte,

entoncescVt E (0.00), 8(t)B es relativamentecoínpactoen L2(Al).

tinuidad (le 8(t) en L2(Al) se obtiene con un argumnentosimilar al

en (u) paraprobar la continuidaddel operadorresolvente.
u

La con-

utilizado

A continuación,recordamosalgunosresultadosgeneralesy conceptosso-

bre conjuintos invariantesy atractores. Veremos qmme el semigrupono lineal

-(8(t) } qued~,scribela dinámicade los modelosde tipo Sel]ersposeeun atrac—

tor inaxímal en L2(Al).

e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
e
e
e
e
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e
e
e
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e
qe

Definición 17 Un conjunto A c L2(Al) es un atractor para el semigrupo e
8(t) si qeqe

e
í,) A es un conjunto invarianteporel semigrupo (c.d. 8(t)A = A Vt > 0,).

u,) existe U entorno abierto de A tal que para cada uo E U se tiene que ti
qe

8(t)ito converge a A cuandomt ½00, i.e. qe

distL2(8(t)mío,A)—*0, 1½+00. 0qe
qe

El mayorabiertoU queverifica lo anteriores llamado“cuencadeatraccion qe
<le A”. qe

e
Definición 18 Diremos qite A c 12(M) es un atractor global o universal

para el semigrupo-(S(t)}~>
0 si A es un atraetor compactoque atrae cada con- ejunto acotado& de L

2(Al) uniformemente.Es decir, ‘«So G L2(Al) acotado,

qed(8(t)B
0,A) —+ O si mt 00

qedonded(8(t)Bo, A) es la semidistanciaasi definida,

qed(S(t)Bo, A) = sup mf ¡ir — yIIL2(M).

rES VEA e
Definición 19 SeaB c 12(M) y II abierto de L

2(Al) tal que 8 c II. 8 es qe

un conjunto absorbenteen U, si las trayectorias de cada conjunto acotado 8o ti

de U entran en 8 a partir de un cierto e (que puededependerdel cot¿ unto qe
qe

So), es- decir, e
VRoC U, 8o acotado, ~ = t

1(B0) qe

tal que 8(1RoGB VI>
tm~ ti

Tambi(n se dice que8 absorbelos acotadosde U. ti
qe

En esta línea, hemosobtenido los siguientes resuiltadospara el ínodelo

de tipo Sellerscon operadorde difusión lineal o no lineal, qeqe
ti

Teorema 8 El semigrupo {S(t) Yt=oasociadoal modelo de tpo Sellcrs posee e
un atractor global. qe

ti
qe

Demostración, qe
Etapa 1. Existenciade un conjunto absorbenteacotado en L2(Al).

qe
qe
qe
qe
e
o



e

e
e
e
e
e Aplicación de resultadosabstractosal seznigrupoasociadoal modelode Sellers.75
e
e
• Multiplicando la ecuaciónpor u, integrandoen Al y utilizando las de-
e

sigualdadesde H¿ilder y Young, obtenemoscomo en (1.32) la siguiente ex-
• presion,
e

IIu(t, .)IIbcM> =—Cm IIu(t, .)II!2(M) + (72,
• con Cm y (~2 constantespositivas. Llamemos (1(t) = IIu(t, .)I!

12(M), entoncesla

• expresiónanterior seconvierteen
e
• U’(t) =—C

1(J(t)+ (~2.

e
e Por el Lema (le Cronwall deducimosque

e
< U(O)CCít +

0m ¿—Omt)e (1(t) (‘2 —e
• y cl]an(lo mt 00,

e hm U _

e ~->~

es decir,

li m IIitY, .)IIt2(M) =
• t—*oo (72
e
e Lo que muestraque el conjunto B = RL2(M)(O, %‘ + e), (bola abiertade
• L2(Al) centradaen el origen y con radio <> + e) es un conjuntoabsorbente02
e acotadoen 12(M).e
e Etapa 2. Existenciade un atraetor global.
e
• La existenciade un conjuntoabsorbenteacotadoen L2(Al) (etapa1) y

• la compacidaddel semigrupo-{8(t)} en L2(Al) para casi todo mt períniten la
e

aplicación de un resultadoabstracto(ver Temam [1988], Teorema1.1.1) que
• aseguraqueel conjuintow—línnte (le 8 (w(R)) es un atractorglobal compacto,
e conexoy maximal parala relaciónde inclusión.
e u
• El hechode queel semigrupo{8(t)} posea un funcional de Lyapunov

• nos danuevainformaciónsobreel atractor. Veamosque existetina función <le
e

Lyapunov asociadaal semigrupodeSellers. -

e
• Proposición 7 El funcional

Jo = 1 ~ IS~’u>V’ + 0(w) — ~ 8(ir)J(w)—it fui
e
e
e
e
e
e
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j(r) = jr fl(s)ds 0(r) j9Ods

es una función de Lyapunovpara el semigrupo8(t) en 1/ c L2(Al).

Demostración. Es fácil ver que

i) J V ½IR es continuo;

u) para cada u
0 E 1/, la función mt ~> J(8(i)uo) es decreciente;puestoque

estaregularidaddel dato inicial garantizaqueit~ E 12(M) (ver Lema 5)

y como J es diferenciableen el sentidode Cateaux,se tieneque

d
=< J’(u),u~ >LV(M)xL2(M< — < zt~,it~ >L2(M)xL2(M)= O;

(-It

iii) si J(8(w)um) = J(u,) paraalgún r > 0, entonces‘Um es un punto fijo del

seinigrupo.

Sabemosque mt ~* J(8(mt)uo) es no-creciente,luego

tomwes J(8(t)um) = J(um) ‘«mt E [0,fl, r > O. Luego,

d
1(J(u)) = O mt E (O,r)

Nr

ut=O tE(0«r).

Por tanto,

= itt

8(s)u~ =

= it>

mt E (Oír)

mt E (O,r) 5 E (O,r)

‘«mt E [0,00).

u

Corolario 2 Sea11 el conjuntodepuntosfijos del

el atractor global A es la variedad inestablede 11

11 cs discreto. A es la unión de fl y las curvas

elementosde H.

semzqrupo-{8(t)}.. Entonas

(A = M~(l1)). Además.sí

heteroclínicasque >tymen los

76

donde

sm J(8(r)ui) = J(um) en-

e
ti
ó
e.
qe
u
qe
e
qe
e
qe
qe
e
e
e
e
qe
qe
qe
e
e
qe
e
qe
ti
e
ml
e
e
e
qe
e
qe
qe
e
e

e
qe
e
e
qe
e
ti
ti
e
e
e
qe
qe
e
e
qe
qe
qe
qe
qe

8(t)um

8(s)8(t)itm

5’ (mt)u1



w

e
e
e
e

e
• Aplicación de resultadosabstractosal seznigrupoasociadoal modelode Sellers.77

e
e
e La demostraciónes consecuenciainmediatade la existenciade un fun-
e cionaldeLyapunov,un atractorglobal y del TeoremaVII.4.1 deTemain[1988].

En estasecciónhemoscomenzadoel estudiode la dinámicadel modeloe
• clin)atológicode Sellers. Partiendode los resultadosdeexistenciay unicidadde

• estosmodelos,bemosdefinidoun semigrupo{8(mt)}t=~deoperadorescontinuos

• y compactos.El segundopasofue probar la existenciade un atractor global

e maximal,apartir de laconstrucciónde un conjuntoabsorbente.En la siguientee Seeclol) se Ijegaa unadescripciónmáscompletade este atractor.

e
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e
e
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e
e
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e
e

7$ <Japítulo 2. El problemaestacionario, qe
qe
qe

2 Estabilización de solucionespara un modelo e
qe

climatológico más general. e
e

En esta secciónutilizamostécnicasválidaspara modeloscuyo coalbedo 0

es un grafo maximalmonótonoacotadogeneral(queincluye tambiénel modelo

de tipo Budyko) y queen particular puedentambién aplicarseal modelo de Oe
Sellersmejorandoasí el resultadode la secciónanterior.

u
Se considera.f eventualmentedependientedel tiempo (f = f(t, ir)) .~

suponen)osqueexistef~ E V’ tal que qe

rt+m O

__ IfV) — f (.)IIv~dr = O.
qe

Dadau solución débilmenteacotadade (E’), se define el conjuntow — límite qe
de u en L2(Al) de la siguientemanera O

e
w(u) = u”, E Vn L~(Al) Bt~ ½+00 tal queu%~,) —> un,. en L2(Al)}. e

qe
El siguienteteoremacaracterizalos conjuntosw - límite del modelo.

e
Teorema 9 Sea~o E V fl L~(Al). Entoncessi u E Lfl(O, ~); V) se tiene
que

qe
(i,) w(u) # @ para u solución de (E’) con u(O, ir) = uo(ir); qe

qe
(U,) si u~<~ E w(u) entoncesst,, —* +~ tal queu(mt~+s, •) ½it~ en L2((—1,1),

t2(Al)) y u~, es solución dÉ7bil del modelo estacionario qe
qe

(It) — =~u~<+ 9(-u~) E Q8(ir)/9(u~) + ~ en Al,
qe

(iii,) ademd.4-,si u~ E uí(u) existe Í,~ ½+00 tal que u(t,r, •) ½u
00 en V. qe

qe
Demostración. qe

e
Estáinspiradaen un resultadodenaturalezasimilar mostradoen f)íaz — Tbelin qe
[1994]. e

qe
(1) (orno 21 E £00 ((0 00); V) entonces4 ¿z(t~, . ) }nErv es urna sucesionac.ota<la. qe

en I~. El carácterreflexivo del espaciode Bana.cb 1’ permite extra.e.r urna O

s~íbsmícesión4 u ( t~¼, ) Ñ, ¿1V q ile convergedébifluente en V, es decir, qe
qe

Bu E V tal que u(t~, , .) —‘ u en V, cuandott½~* 00. qe
ti
ti
ti

qe

*
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e 2. Estabilizaciónde solucionespara un modeloclimatológicomásgeneral. 79
e
e
e

De la inclusión compactaV C L2(Al), se deducequela sucesiónanteriorposee
• unasubsucesión(que seguiremosllamando-{it(t,

0, •)},~e ~ queconvergea

• en 13(M) fuerte, esdecir,

e
• u(t,~,,.) ,‘ u en L

2(M) — fuerte.

• AsívEw(u)yw(u)~0

e
• (Ii) La primerapartees unaconsecuenciade la integrabilidad de u~ (Lema4,

• cap.! de estamemoria).Seau~ E w(u), entonces

e
• Bt» ½00 tal queu(mt~,.)—* u~

0 en 12(M).
• rt»+s
e u(mt,, + s,ir) — u(t,1,x)¡ = 1] ut(a,x)dcrí =] itt(a,z)ída
e

=vi(j> Iuti2da)2.
• Por tanto,
e IIu(t,1 + s) — u(mt,3lIi2(M) =2it ft tít I2dadA =

e
• = 2 71t II (Qn—u,t,,+ );L2(M))
e
• Comomt,~ ½+00 es posibleextraer un subsucesión{mt,~ } tal quet~k — mt,.,,~, =2

• y utilizando que u~ E 12((O, 00); L2(Al)) se tiene que IIutIIL2((o,~);L2(M)) =
e 2,1 IIutHL2(en.-m,tn+l>;L2(M>) y se deducee
• ¡ itt IIL2((t.-mi+1);L2(M)) ½ 0 cuandomt,, —* 00.
e
• Luego u(t,, + s, .) it~ en 12(M) paracasi todo s E (—1,1). i.e.
e
• IIu(t

1 + .s)lIL2<Áuf) IIuooIIL2(M) cVsE (—1,1),
e
• además,

• tIu(í~ + S)IIL2(M) =IIitIlL~((0,00);L2(M))
e
• y por el Teoremade la convergenciadominada,

e <mt,, + ~,~)½u~ en L
2((—l , 1); L2(Al)).e

e
• Parademostrarla segundapartede(u) consideramosla formulacióndébil

de (1’). Construyendofuncionestest adecuadas,veremosqueal pasaral límite,e obtenemosla formulacióndébil de (1>00).

e
e
e
e
e- ________
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e
Consideraniosfuncionesu(t, ir) = ~(t — t,1)C(ir), con ~ E V fl L

00(Al) y

<p E V(—1, 1), ~ =O Y flm ~ = 1. Sustituyendoen la formulación débil las

fímncionesu así construidas,se tiene

j ¡ u¿~s(t — t,
1)dAdmt+

J t~—m J M

+Ít’jm it g(u)$,cy—mt,.) = Jtn—m

.IMII S7~so(t— mt,
1) > dAdt+

QSQnYz~YY—tfl)+j it fE~(mt

paraalgún z E fi(u(t, u)).

Como p E V(—1,1), sabemosque

JJ u¿so(t— mt,3dAdt—

e~—m M Eit u~p’(t — mt,jdAdmt.

Introducimnosel cambiode variable s = mt — t,~ y llamaremosU,, = u(t~ + s, ir),

as

— 1m1 U,.Cso’(s)dAds+ JM <Iw1~r
27½ , 7~p(.s) > dAds-1-

9 (U~ ) &~Qs ) dAds
=

it Q8(ir)z,~(s)dAds+J it f½(s)dAds,

para~ E fi(UQ.

qe
Etapa 1. Estimacionesa priori.

Como u E L00((O, 00); V) y U~(s, ir) = u(t~ + s, ir), (leducimosque {U~ } es mina

suicesmonacotadaen L00((—1,1); Y), pues

qe

u
Veamosque la sl.wesión ~ estáacotadaen L00(—1,1; L~’(TAl))

p(20!)))
p— 1

it ¡ 7tJ,.I~>27U,, I~’dA = 7U,.I~dA,

sl.mp II7LkULPrM)
sE(—1,1>

smip IIUnIIv = sup IlííIIv.
—1 ,m ) (E (0.o)

+Jimit

Lasfuncionesz,, E fi( ti~). verifican II z~ ( s, ir) fi L<~( (—1.1 )tLflM)) =Al



2. Estabilizaciónde solucionespara un modeloclimatológicomasgeneral. 81

De estemodo se obtienenlas estimaciones

II ~nIIL’~( 1,);V)=
0m fi U,~ IIvS (7~

fi Zn IILCCM,1;LCO(M)>=M.

En particular setiene

Un IIL2(~m m.V)K C~ fi U IIv=0m

fi Zn II L2 (—1 ,m ;L2(M>) < /W’.

Etapa 2. Conuergencza.

De las anterioresestimacionesen espaciosreflexivosse deducequeexiste

• unasubsucesiónde {U,,} qule seguiremosllamandoU,,, qu>e verifica

e
e it en 12(—1,1; V) — debíl
• ¡7U,,I’27U,, ‘ Y en L2(—1, 1; L~’(2’Al)) — débil

w en L2(—1, 1; 12(M)) — débil
e

y comopor la primerapartede (u) u(mt,, + s, ) -4 u~ en 12((—i, 1); L2(Al))

tenemosqueu =e
e Por otro lado, utilizando propiedadesde los grafosmaximalesmonótonos

(Brezis [1973], Prop. 2.5) tenemosquecomo z,, E fi(U,,) y

U,, —> mt~ en L2((—1,1) x M)

—~ u> en L2((—1,1) >< Al)

lim,,~ sup Qn,,, it) = (u>, it~)

entoncesw E fi(u
00), y lo denotaremospor z00.

• La convergenciade las anterioressucesionespermite pasaral límite en

e las siguientesexpresiones,

e f , j~,, (l,í~s~’Q)dAds f.m it u00½’(s)dAd.s= it~Á f p’(s)dAds

e

e

[it ½
< I7UJ,,l~

27U,, , 7~p(s) > dAds < Y , 7~(.s) > dAds
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9(U,i)ss~(s)dAds —~

“‘it
= it

=it
JM Q8(ir)=,1(s,ir)~}ir)cp(s)dAds -4 [it Q8(ir)z00fcp(s)dAds=

f(,~p(s)dAds -4
[it

— it QS(ir)2~(it y(s)ds)dA=

— itQ8(ir)z~dA

u
e
e
ti
e
qe
e
e
o
e
ti
qe
qe

f00$,cp(.s)dAds=

= it ¡ so(s)ds)dA= f,¿dA.

Por tanto,

[1/

<y,
i.-mJM

7¿,cp(s)> dAds
= it QS(ir)ZOÁdA+it f00~dA—it

9(-u00)~dA.

Paraconcluir

(~3onenzamos

(u) bastaver queJ Y(s,.>p(

probandoel siguiente

s)ds = I7u00I~
27u

00 en L~’(2’Al).

Lema 10

lun 1
nt

1>400 J—m < I7(tK
27Y~ — I7xI~2Vx (Y/mi

00 — Y/x»(~) > dAds

para toda función x E V.

Demostración.

[)escoinponemos (11.1) en suma (le tres integrales, y veremos que cada una de

ellases no negativa. Sea

it it < I7UnV~
2Vt¾—IY/xI~2Y/x (Y/u

00—7xS(s)> dAd.~

do1) de

i;’=Jj

= J-mit

‘3 = fu it
it < ¡7tJ,.¡P

2Y/U~ , (Y/u
00— ~ >

< IVU,Ik’
2Y/U,I — IY/xI~2Y/x (71¾— 7x)s~(s) > dAd,s

82

[11
J-mJM

J
u

—u

9(2100)4 p(s)ds)dA

[JM

ti
e
e
e
e

>0

(11.1)

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
qe
e

< VxI’2Y/x , (71J,~ — 7u
00)~(s) > dAds
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Observamosquepor la monotoníadel operadordiy(IY/uI~2Y/u) y el hechode

que~ ~ O se tieneque

> O Vn E EV.

De la convergenciadébil Y/U» Y/u~ en L2(~l, +1; L~(2’Al)) deducimosque

½0 si mi —4 00.

Estudiamosa continuaciónel signo de hm 1’, -

< IY/U,.I~2Y/(’» , (S7uoc,— Y/(J,,)cp(s)> dAds

— —fJ ((J<h(it
00 — UJ,¿p(s)dAds

+ 1m ~ fs~>(s)(it00 — U,.)dAds+ 111 it
-‘¿it Q(U,1)(it00 — (J,1)p(s)dAds+

QS(ir)z,,(u00 — U,.$p(4)dAds,

paraalgún z,, E fl(U,.).

Veamosquecadauna de las integralesen las quehemosdescompuesto

< tiendea cerocuandomt ½00.

Ji
((J,1»(u00— U,.)y(s)dAds= /) JM ~~(Iu00 — (JnI~cp(s)dAds=

=-Ji [1 2/
1M2

1 — U,
1I ~<s)dAds ½0

puestoque tJ,~ ½~00 en L
2((—1,1); 12(M)). Además,como 9(Q) —* 9(u

00)

en 12((—í, 1); 12(M)) — fuertey u~ —(4 ½0 en L
2((—1,1); L2(Al)) — fuerte,

obtenemos

1u it 9((J,.)(u
00 — U,3so(s)dAds—Y 0.

Además,

(1[
J-miM

(U,1 — u00)fp(s)dAds< IkAIL~M—1,m)1m ~ — u00)ffrlAds <

II II L~<—1 ,m ) II Un — itoo II L
2«—m,m);t2(M)) II fil u ((— u ,m );L2(M)) ½0.

Por último,

— lJ,~)cp(s) < QIISIILOOM)MIYIILOo(.-m,m)f—m it Iitcc~UnI =

< V’~IA4¡QII8IILo1GM).A4IISAILc~~(~l,m)IIuoo — (InIIL2U.-m,1);L2(M)) ½0.

e
e
e
e
e

= LI

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e

JJM
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Con lo quese concluyeqmie

< IY/lJ,1V
2Y/LJ»— IY/xI~2Y/x (Y/u00— Y/xto(s)>= hm fl > O

y se tiene el lema.

Apliquemosestelema a x = u
00 + A~ con A < 0, entonces

+ ~?), Y/C,~(s)> dAds >0

< Y — IY/(uoo + A~)I~
2Y/(u

00+ >4), Y/½(~)> dAds > O

es claro q~ie, como u00 y ~ no dependendes E (—1,1) y la mediade p es 1, la

expresiónanteriorpuiedeescribirsecomo

-itJM[
< IY/(u00+M)!~

2Y/(u
00+AO,Y/~» o.

HaciendoA —* O, por el Teoremade la convergenciadominadase concluyequme

1< r
JM J —m

Y(s,x)~p(s)ds— Y/u00I~
2Y/u

00 , Y/e> dA > 0.

Verifiquemoslas hipótesisdel Teorema(le la convergenciadominada,tetemos

convergenciaen casi todo punto.veamosque

I < Y — 7(2100 + >4)I~
27(u

00+>4) R > I

p’.íede mayorarsepor unafunción 9 E L~ (Al).

I < Y — IY/(u00 + M)l~
2Y/(it

00 + >4) , Sk> I

=(íu + IY/(u«,+ >4)IP~m) IY/~I <

=(í’í + IY/(u001 + IAIIY/~IY~) ív~¡ =

=tI + CIY/u00IPm + ~~j>k’’7$’—’) ív~í.
Si Al < 1, la expresiónanteriorpuedeínayorarsepor

it-I

e
e
qe

¡ it < Y — IY/(u& + >OI~
2Y/(u

00

e
e
e
qe

esdecir,

[it

e
ti
qe
e
qe
qe
ti
e
ti
o
e
qe
ti

qe
e
qe
e
qe
t
e
qe
ti
qe
qe
e
e
qe
e
e
qe
e
qe
qe

ti
qe
u
qe

(íi~¡ + CIY/u00[~
1 + (717$—’) Y/El : g.
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(7omno

IyI

IY/u00IP~m

1~4

E

E

E

E

entonces9 E 12(M).

Repitiendoel argumentopara .\ > O se llega a

Y(.s,ir)y(s)ds —

Y/u00l~
2Y/u

00,74> dA = O

y seconcluyela demostraciónde (u).

(iii) Estapruebaestábasadaen el lemaanterior y la coercitividaddel okera-

dor.

Sean fl’, ~, 1’ como en el lema anterior, sustituyendoen fl’ X it~

se obtiene,

lhn[J < lY/u00t
2Y/u

00,(Y/U» — Y/u00$4s)> dAds = O

y considerandofl’ + q parax = u~ tenemosque

tic

‘-liAd < IY/U~l~
2Y/U,MY/u

00I~-
2Y/it

00,(Y/I¾—Y/u00$p(s)

Por la desigualdad

— Él” =(Itt — lCI”tft( —

para~ = Y/U,, y ~ — Y/u__aplicadaa (11.2), se tiene

limJ ~ ¡Y/II,, — Y/u00¡’4(.s)dAds =

‘«y E V(—l, 1), cp =o y f p = 1. Ello implica queno

O

> dAds = 0.

(11.2)

existec > O, tal que

it Y/U» — Y/it00l”dA > a

Entonces,existe{s,,} con s» E (—1,1) tal qu~

~ ‘Ad lY/u(mt,, + s,,..) — S7u00.lPdA= O

y se concluyela demostracióndel Teorema.

L~’(Al)

L~(Al)

L~T(Al) = L~(Al)

L~’(Al)

e
e
e
e
e
e

e u
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3 Estudio del modelo estacionario.

Motivadospor el comportamientode las solucionesde (E’) cuandomt ½00,

estudiadoen las seccionesanterioresaestecapítulo, iniciamosaquíun análisis

del modeloestacionario(Po). En esteestudioes fundamentalla forma de las

nolinealidadesqueaparecenen el problema,en concretoestudiaremos

(PQ) — á~,u + Bu + (7 E QS(ir)/3(u), ir E Al.

Nuestroestudio se centraen la sensibilidaddel modelo a los cambiosde la

constantesolar Q. Esteestudio tiene interésdesdeel punto de vista físico

pues Q puede sufrir pequei3asvariacionesdependientesde parámetrostales

comola oblicuidaddel eje de rotación terrestre(ángulodeterminadopor el eje

y la normal al plano de la órbita de la Tierra).

Nuestropunto de partida es el estudio realizado por diferentesautores

J.l. I)íaz, HeId, (LHetzer. Suarez.GR. North sobre los modelos04) y l-D.

Incluimos aqulíun resumende resmiltadosconocidosparaestosmodelosquenos

seráútil másadelante.

En el “modeloO-D” se considerala función de insolación 8(ir) constante,

{ uj+Bu-I-C E Q~(u) mt=O

En función de la forma y regularidadde /~, sehan obtenidodiferentesdiagramna.s

de bifurcación paralas soluciones<le eqmíilibrio 2100 de Bit~, + (7 E Q~(u0<,)

en función <leí parámetrosolar Q. \‘eamos algunosejemplos:

~1 O
-lo

Figura 6. En el modelocero—dimensionalde tipo Selle.rs, si tornamos¡3 como

la función de la figurase obtieneun diagrarnade bifurcación paraQ en fornía

de S.

-mo
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Q~(t)
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Figura 7. Ene1modelocero-dimensionalde tipo Selle-rs,si tornamosla función

fi más regular que en e] caso, anterior se obtiene también un diagramade,

bifurcaciónparaQ en forma de .9 más regularque el anterior.

-lo

‘a

Figura 8. En el modelo cero-dimensionalde tipo Budyko, se considera/3

corno un grafo de tipo Heaviside. El diagrarnade bifurcación obtenidopara Q

tieneformade .5.

Así, en los modelosestacionarios0-1) de tipo Sellers o de tipo Budyko,

se obtiene un rango de Q para el cual existen exactamentetres soluciones.

Dos valores críticos Qm y Q2 para los que la ecuacióntiene exactamentedos

soluciones,y por ultimno Si Q > Q-~ ó (¿ < Qm , Lay minicida.d de soLución. Toda.

esta información se recogeen el diagraina de bifurcación en forma de 8 para

el parámetroQ, anteriormenterepresentado.

.io

e
e
e
e

e
e
e

e
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e
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e
e
e
e
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El) cuantoa los modelosdedimensiónmayor,en Hetzer [1990]seprueba

queel unodelode tipo Sellerscon difusión lineal y /3 e (72 presentamm diagrama
de bifurcación con un numeropar <le puntosde retorno. Todo ello bajo ciertas

condicionessobre los autovaloresdel problema linealizado asociado. Dicho

resultadoserefieretanto al problemade dimensiónuno (intervalo) comnoal de

dimensióndos (variedad).

El objetivo de esta secciones demostrarqueel modelo estacionario2-

D de tipo Budyko posee un rango de Q para el que existen al menostres

soluciones.Nóteseque la técnicade linealizaciónutilizadaen Hetzer [1990]no

puedeserahora aplicada(al menosde maneradirecta).

3.1 Multiplicidad de solucionesdel modelo bidimensional.

En estasecciónse estudianlos modelosbidimensionalesestacionariosde

tipo Budyko con p =2,

(J’~) — ~u + Bu + (7 E Q8(ir)/3(u) en Al.

Recordemosquje la función de insolación 8 Al ½IR es unafunción positiva,

acotaday regular,tal queexisten 8~ y Si constantespositivasque verifican

la función coalbedo/3 es un grafo maximal monótonoacotadotal que

ni- </3(í) <Al ‘«r E iR,

y las constantesB y (7 son positivas y además

—108+ (7 > O.

[)irenmos<Ine u es solución (le (1>9) si u E V y Vi, E V severifica quje

it <z Y/uI”2Y/u, Y/u> dA + BuvdA+‘ CudA =

paraalgún z E ¡3(u).

El estudiode la estabilizaciónde solucionesdel problemade evolución.

l]evado a caboen las secciones1 y 2 de estecapitulo, pruebaque paracada

(2 > O existeal menostina solución <le (E’
9) qmíe 1)miedeobtenersecomo límite

cujando mt ½00 de la solución u(t) del íroblemaparabólico(E’).

Nuestroresultadosobremultiplicidad es el sigmimente,
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Teorema 10 SeaM ~ entonces

— so,

U si O < Q < ~ (E’q) tiene solución miníca;

iQ si —moB+O < ~ < —IOR+O (Po) tiene al menostre.s soluciones;

iii) si 1O~+O < Q, (E’~) tiene solucton

Demostracton.

i) Seau unasolución de (Po), entonces

Q8(ir)m — O = —iMit + Bu < Q8(u)M — (7 en Al.

Por el principio de comparaciónparael operador—á~+ B (demostrado

Capítulo1), se tienequesi ~ y u son las solucionesde los problemas(7’)
en el

y(E)
definidospor

(7’) —á~i7 + [317= QS(ir)M — (7 en Al

(E) ~ápi~ + Bu = QS(u)m— (7 en Al

entoncesu verifica

u<it<17 enAl.

Veamos que u < —10 y 17 < —10 en Al. Es claro que (7’) y (E) tienen

solución única, veamosque para ambosproblemasexisten super y subsolmi—

cionesmenoresqmie —10, lo que implica (pie 17 y u son menoresfue — lO.

QS1M — (7
_ es una supersoluciónde (7’)

(Q80M — (7
U2 — esuna subsoluciónde (7’),

por 17-, <17<17 Por la 1’ót’ de que Q < tenemostanto - — — m• upesís que

— Q81M—C21) =
< (C—IOB+(7)M8m

É
de donde~< —10. Análogamente,

Q8im — (7
141— es

Q8om— (7
142 = B es

supersoluciónde (E)

subsoluciónde (E),

e
e
e
e

e
o
e
e

e
e
e
e

e

e
e
e
e
e

— —10
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el)toI)ces142 < 21=21j~

QSim — (7
19

((—1019

Y) [3
—lo,

pues~ < 1 y —1019 + (7 > O. Finalmente,comou < u < 17 se concluyeque

todasolución u de (1>9) con Q < esmenorque —10 y por tanto u es

tan)bi~nsolución de

(1>9) — A,u + Bu + (7 E QS(u)m en Al.

Peroes claroqueestaecuacióntienesoluciónúnica. Luego (f->~) tienesolución

mii) u ca.

II) Dividimos la demostracióndeestaparteen variasetapas.

BU + (7 E (¿8<3(U) en Al.

Etapa 1. (7álculo de supery subsolucionesde ([>9)

a.— Bi.íscamossupersolucione-sconstantesde (1>9) que verifiquen

(Tu)

Es claro que todasoluciónde (7%) essupersolucióndc (Pc).

e Como Q > — 1~Ot~ y 8o < $. entonces

Q8IM —(7
19

1 (-1019 +0
8

1M —(7)

es solución de (7%) y por tanto supersoluciónde (1>9).

—muS 4-O
e (tuno Q < , entonces

(¿Sim— (7[3

1 ((—1019

— (7) -=

>—1O

qe
qe

es solución de (7’~) y por tanto supersoluciónde (1>9).

b.— Análogamente,buiscamossubsolucionesconstantesde (Pc) queverifiqumen.

BV+(7 E Q80/9(V) en Al. (112)

e
ti
e
e

e
ml
e
qe
e
qe
e
ml
e
qe
e
e
qe
e
qe
e
qe
e
E.
e
qe
qe

qe

—10

qe
qe
ti

qe
qe
qe

Es claro que todasolución <le (112) essubsoluciónde (1>9).
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—)OB-4-Ge Como Q > S0A4 entonces

Q,%M—(7 > —10
19

es soluciónde (112) y por tanto subsoluciónde (E’q).

e Como Q < —mOR+C y 8~ =8~, entonces
~1~

QSom— (7
_ < —10B

essolución de (22) y subsoluciónde (E’q).

I)e estemodo, hemosconstruidodos subsolucionesy dossupersoluciones

coiístantes.Veamoscomo estanordenadas:

U — Q81M—(7[3 >—lO

U — QSmm—(7 < —10
[3

950M-C >—1O

< —10,

es obvio que Um > U2 y ¾> 14. Además

U1—¾= (¿Al
- So)

(¿laU2 — = —‘(Si — So)
B

>0

>0.

Si 8(ir) es no constante,8~ < $ y las desigualdadesanterioresson estrictas.

Etapa 2. Existenciadesolucionesde (F>~) que no atraviesanel nivel u = —10.

En la etapa 1 obtuvimos subsoluciones1/1, l”2 y supersolucionesU1, “2 orde-

nadasdel siguientemodo:

01

y

-mo

2

y2

Figura 9. En estedibujo se han representado]as sui.ersoluciones~ y ¼y

las subsolucionesVm y VS anteriormentecalculadas.

rs
e
e
e

e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e-
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Aplicandoel método iterativo de supery subsolucionesde maneraanálogaa

cOI))O se hizo para el problemade evolución se obtiene la existenciade dos

solucionesitm, 212 deI problema(1>9), con

14 = itm = U1

14= U2.

Es obvio que it) > —10, por lo queademásde sersolución de (Po), en parti-

cular lo es del problema

(E’M) —á~u+Bu+(7 = QS(u)M en Al

qume tienesolución única. Todasolución de (Pq) mayorque—10 es solución de

(PM). Por tanto la únicasolución de (Pc) mayor que—10 globalmentesobre
Al es

21n

Argumentandode modo análogo,la única solución de (Pc) unenor que

—10 es 212.

Etapa 3. Estudio del modeloaproximado.

Consideremosla faníilia de problemasaproxin)ados(Pa),

(E’~) —A~u+Bu+C = en Al

donde¡3, es unafunción continuay no decreciente,quecoincidecón el grafo /3

en

= { :

—iO—c —10+’

si u> —10 +
si u < —10 —

~(n)

e

e
Figura 10. Se han consideradofuncionescontinuas/3, cuyas gráficasaproxi-

e
e
e
ti
qe
e
e
e
qe
o
e
qe
ti
0
u
0
e
qe
0
0
e
qe
qe
e
ti
U
E.

e
e
o
ti
<8
ml
e
ml
qe
e
qe
e
ml
E.

manel grafo /3 cuando ~ 0.
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y así se verifica que

0(s) —Y z E /«~) cVsE IR cuandoe O.

Como 14 < <‘2 < —10 < Vm < U1, paracada (¿, existe<o = eo((¿)tal que

14 <112 <—10— Cg < 10< 10 + Cg <V < <
1m

Por ello, si e < Co entoncesí1~, U
2 son supersolucionesde (P~) y V — 1, 14 son

subsolucionesde (1>~), puestoquesi e < o, /t(Uí) = ¡3(1J~) y /t(Ví) = ¡i(l/~)

para i = 1,2.

Procediendocomo en la etapa2, obtenemosdos familias de soluciones

{u} y {u~} de (¼)parae < c~:

—10 < Vm = u < U)

V2 =u~ < U~ < —10

Ademáscomo u > —10 + eo > —10 + e entonces~4u~) = /
9(it) y por tanto

u; = itm si e < Cg. A partir de aquícuandonos refiramosa e seráe < cg.

Paraver que (E’~) tieneunasolución u~ distinta de u y u utilizautos el

Lema 14.1 de Amann [1976]:

SeaX un retracto de un espaciode BanachE y seaf : X —* X una aplicactón

compacta. Suponqamos que X
1 y X2 son retractos disjuntos de.X, sean Yk,

= 1.2 abiertos de X tales que 11 G Xx.. Supongamosademásque f(Xk) G

X,, y que f no tiene puntosfijos en Xk \ ~k, k = 1,2. Entoncesf tiene al
menostres puntosfijos distintos ir, irm, ir2 con xk E Xk y ir E X \ (X1 u X2).

e (~0) es equivalenteal problemade punto fijoe
u = (=~ + B)~((¿8(x)/3,(u)— (7) ir E Al.

SeaE = L
00 (Al) [que obviamentees mm espacio<le Banachordena<lo con

respectoal orden natural dadopor el cono l)ositivo

L~(Al) = {u E L00(M) u(ir) =O dx E Al

y quetiene im)terior no vacio]. Sean -

X = [14—6, (1~+6]

X) = [14—6, </u +5]

= [14—6, <12+5]
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donde¿~ es tal que

¾> —10+5 > —1O+co,

Seaf(v) = (—Ap +

las hipótesis del lema

[3)—y(Q8(u)ff(-v) — (7) parau e L00(Al). Verifiquemos

de Amaun:

1. X, X~ y X
2 son retractosde L

00(Al) y X respectivamente.En efecto,

segúnJ. I)ugundji ~1951][19663,cadasubconjuntono vacio cerradoy convexo

de un espaciode Banaches un retractode dicho espacio.En nuestrocaso no

es difícil construir unaretraccion.

r: L00(Al) —* X { Um + 6

mi —* m’(it) := u(ir)

14-6

si it(u)>IJm+3

si uE[V
2—6,U)+6]

si u(u)<14—6

r es continmia y

que14 — 6 y U1

además

+ 6 son

= idx.
constantes.

r~ es urna función truncatura, recordemos

iJ1 -.4

vi a

Figura 11. tIna función u cuyagráfica es la de la figura, es transformada

por la retracciónr en otra función r(u) acotadastil)eriormentepor U1 + ¿ e
inferiormentepor ~‘2 — ¿, dibujadacon trazo másgrueso.

Y análogamentese puedever qm.íe X1 y X2 son retractosde X.

‘H~.n,os introducido ¿ porquevamosa necesitarqueexistaun abierto Y,, quecontengaa

~Zk=I, 2 con Y,, C X,, - Si tomamosX,, = [1’,,,U,,] no se puedeasegurarque la solucion
no coincide con Vs. o U,, en algún conjunto.

Capítulo2. El problemaestacionario.
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2.- f(X) c X y f(Xk) G X,>

Sea-u EX = [14— 6,111 * 6], f(u) (—A7, + B)—m(Q5(u)/3Qn) — (7), y~por

tanto

QSom < —A7,(f(v)) + Bf(v) + (7 < QS1M.

Por el principio decomparaciónpara—A7,+Bsetienequef(v) E [14,U)] é X.

. Si u E X) = [¾— 6,1J~ + 6], entonces

u > —1O+c~ y /t(u) = Al,

luego f(u) es la solución de —A7,u+ Bu + (7 = QS(x)M. Utilizando que

es solución de — A7,u + Bu + (7 QSmM,

¾es solución de — AA + Bu + (7 = QS0M,

dondeSo < 8(x) < S~, tenemosquef(u) E [¾, U1] c X1.

Análogamentese demuestraque f(X2) c X2.

3.- f : X ½X compacta. Como N = dim Al = 2, distinguimos los

p = 2 y p > 2.

Si p = 2, definimos

(7: [14—6,(J)+6] GL00(Al)
u

El operadorO así definido es continuo.

(—A + B)~: 12(M) -4 H
2(Al)

y ½- (—A + [3)-m(
9)

es continuo. Además

1: H
2(Al) -4 tonAl)

it —> u

es compacto.Definiendof comola composiciónde los anterioresoperadóres,

f =(—A+Bj’oC: [14 — 3,111 + 6) c L00(M) ½L00(Al);

-4 u

dondeu = (—A + 19)) (QS(ir)Jt(u) — (7), se tienequef es compactapor ser

casos

-4 L2(Al)

—+ (¿S(x)fl,(u) — (7.

la composiciónde un operadorcompactoy otro continuo.



96 Capítulo 2. El problemaestacionario. E.
e
e

Si p > 2, defiuult)05 ti
E.

O: [14~3,I1) +6] c L~(Al) —* L”(M)

u * QS(ir)/3,(ti) — (7.

E.

El operadorO así definido es continuo.
ti

(—á7,+ [3)~’: L
7,(Al) ‘-* W””(Al) *

e9 —Y (—=~ + ~S~(g)
E.

es contil)mlo.
1: W1’~(Al) ½ L00(Al) E.

u —Y it E.
e

es compactosi p > N = 2. Se define f como la composiciónde los anteriores qe

operadores, E.
E.

f = (—á~ +19)-a oC: G L00(Al) ½ L00(Al) ti

u ½ u e
e

dondeu = (—á
7,+ B)~m(Qsi(r<3 (u)—(7). f es la composiciónde un operador

ecompactoy otro continuo,por tanto f : L
00(Al) —* L00(Al) es compacta,en

E.
particular f : X —* X lo es.

4.- Existenciade 11, k = 1,2.

tieneunaúnicasolmición en = [V) .6 U) + 6], en particuilar,sabernos
quedichasolución u E [¾, U)] luego ~ = BL~(M)(u, 4) (bola abiertaen la

topologíade L00(Al) centradaen u y de radio 4)) queestácontenidaen X).

(E’.2) 1)0 tieneninguinasolución en Xm — (2), es decir, f no tienepuntosfijos en

xI —~1.
qe

Análogamentese constrmiye~2 abierto<le X
2 verificandoqumef 1)0 tienepuntos

fijos en — Q2. e

5.— (<01)01USiól). ti
E.Hemos verificado las hipótesis del lema, con lo qlme podemosconcluir

que f tiene al menostres puntos fijos, o bien que (P~) tiene al menostres *

soluciones:
u c X) qe
212 E x2 e
uf~ E >Ila — (X~ u 2<2).
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Etapa 4. (7onvergenczae
• El objetivodeestaetapaes obtenerestimacionesapriori parau~ quepermitan

• probar la convergenciade unasubsucesióndeéstaa unasolución de (Pq). La

formulacióndébil de (P~) vienedadapor
• ¡ < Y/it, <Y/u,, Y/u> dA + ¡ Bu4vdA =

•
e

= it QS(x)/3,(ujm’dA—(7] udA, Vv E ~
* Tomandoen la formulaciónanterior u = u, se tiene

Y/itj”dA + ‘Ad BIu~I
2dA =

= it QS(x)13,(u,)udA— u,dA.

e Estimemos los términos queaparecenen el lado-derechode la igualdad,uti-
• lizando las desigualdadesde H¿ldery Young:

e

it QS(x)/t(uju,dA <J QS(u)MIu,ldA _

• Q2M2 8 IIL2(M) 6 2
_________________________________________________ — II ~‘

• =(¿Al II ~‘ IlL2<M)lI it~ IIL2(M)= 26 + 2 ~ it 9(M)e
e• —oit u dA < <iJ fu,jdA < OIMI~ II ~ IlL2(M)=
e

(72IM1 6 2
+ — II it~ I1L2(M)e _

26 2
• Luego,
• IY/u,I”dA + ([3 6) ~/u

4 VdA=(7m
e

donde(71 = Q
2M2IISlII

2(,~l 0
21M¡ Eligiendo 6>0 de modo que[3—6>O,

• se obtieneunaestimaciónde {u,} en la normade 1/,

• u, lv =(>2.

e
• Así, {u~.} es una familia acotadaCI) 1/. El hecho de que 1/ sea un eSpacío

de E3anacbreflexivo permiteextraer unasubsucesiónde -(u, } (que seguiremos

llamando (u, }) queconvergedebilmenteen V, es decir,

Bu e 1/talque u, -~ u en 1/,e
e
e
e
e
e
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y por la inclusión compactaV c 12(M),

u, —Y u en L2(Al) —fuerte.

Veamos<pie u es solución <le (1>9), pasandoal limite en la formulación débil

de (E’~). De la convergenciau, ½u en L2(Al) -fuerte, se deduce

Bu,udA ½ it BitudA.

Además,como

II /t(u,) lL2(M)=Al2 IAl,

{/3,(uj} estáacotadaen L2(Al) y existe z E 12(M) tal que

/3, (u,) —‘ z L7Al) —débil,

quepor ser /3 maximal monótono,es z E /3(u). Ademásse tiene que

1 Y/uJ”2Y/u,

II lY/w I”2Y/u IILP’(M) (it (IY/u,IPOt

;4

— (it IY/u~I~dA)
Luego, existeunasuibsucesión(le u, (queseguiremosllamal)dO u,) tal que

Y/u,l~2Y/u —‘ Y en L” (Al) -débil.

Procediendocomoen la demostracióndel Teorema9 (argumentode tipo Mint-y,

etc) se tiene que

Y — IY/ul”2Y/u.

Con todoestopodemospasaral limite en la. formulacióndébil <le (¼)cuando

e ½0, obteniendoasí

< IY/u,I”2Y/it,,Y/u> + fMBu,v

4-

fAd < Y/uI~’2Y/u,Y/u> + fAd Ruy

— fAd QS(x)/3,(uj5v

4-

— ‘Ad (¿S’(x)/L(uúv

qe
ti
ti
0
e
e

qe

*
qe
qe
ti
qe
E.

dA)

e
*
*
qe

e
qe

qe
ti
ti
qe
ti
u
qe
e

— (7fMu

-1-

qe

qe
qe
ti

qe

qe

qeqe

Vv E 1/ y paraalgun 2 E /3(u).
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Etapa 5. Existencia de una tercera solución para (Po).
Por la etapaanterior sabemosqueexistensubsucesionesde {u’~ }, {u~> y {u’3>

solucionesde (E’~) queseguiremosllamando{u}, {u3 y -{u’3} queconvergen

• en L2(Al) au
1, u2 y u3 solucionesde (1$). En la etapa2 vimos queitm # 212.

• La idea es probar que u’3 convergeuniformementea 21~. Se consideraz como
e en la etapaanterior, es decir, /3du,) —‘ z E /3(u), entoncestomandou, — u
e

comofunción test en las formulacionesdébilesde los problemas
• —A7,u,+ Bu, + (7 = QS(x)/

3,(u,) en Al,

—/á~,u+ Bu + (7 = QS(x)z en Ale
• y restandolas expresionesobtenidasse llega a
e
• <lY/u, l~2Vu, — lY/it¡”2Y/u, Y/u, — Y/u> dA + Bit u, — ul2dA =e

= ~ QS(ir)(/3,(u)— z)(it, — u)dA.
e
e Por la desigualdad< KI~k — hI”2~í, ~ — ~ > > (7~ — paratodo ~

• E TM y la desigualdadde Hólder, se obtiene

e itY/u, — Y/itl” + Síu, — Y/ul2 =(¿Si II /L(u,) — z IIL’MH it, — u IlL;(M)
• (11.3)

De la convergenciait, —Y u en L2(Al) se deduceque u, —,u llL2(M)—> 0. Comoe
• /~,@‘~) — z es unasucesióndébilmenteconvergenteen L2(Al), su norma está
• uniformementeacotada.Tomandolímite cuandoC —Y O en (11.3) obtenemos

e
• un) ií Y/u, — Y/u ILPCTM) = O.
e

Si p > 2 entonces1/ G L00(M) con inyecc¡oncontinua,y por tanto

Lun u,— it IIL~(M) = O.e
• Si p = 2 entonces1/ c L~(Al) paratodo q < +00 con inyeccioncontinua,por

tanto
ee lin) II itc — 21 IILQ(M) = O Vq.

—*0

• Sin embargo,en estecasotamnbie-nseobtienela convergenciauniformepuesu, ye
u son soluciones(le (E’~) y (E’

9) respectival7)entey por tanto it, E Vn L
00 (Al)

• y u E 1/ fl L00(Al), así usandoque

fi L~(Ad) = hm II
e q~ IAlI~
e
e
e
e
e
e
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ti
ti

seconcluyeque ti

e
lin) fi 14— it II¡AIM) = O Vp =2. e
‘-*0

Ahorasabemosque

211 —>u~ en L00(Al),
e
e

u~ —* u
2 en L

00(Al), qe

u’3 213 en L00(Al).
qe

Paratodo e < Co, qe

ti
u; es la únicasolución de (Ps) mayor que — 10 + o, qe

es la única solmición de (f~00) menor que — 10 — e
0. ti

qe
Luego paratodo e- < C0, existew, G Al abierto de Al, tal que

e
c [—10—Co , —10 + e0]. (11.4) qe

qe
Procedemospor reducción al absurdo. Supongamosque ti1 = 213, en- e

toncesC017)O u’3 —* 213 uniformementey 21) > —10 + Co entoncesexiste t) tal ti

queVC < E), u-’3 > —10+ Cg, lo quecontradice(11.4). Análogamentese demues- qe
ti

tra (lime u~ es <listil)ta (le 212.

Además213 solucióm) de ([>9) atraviesael nivel —10, pues (1>9) tieneexac-
qe

tamentedos solucionesque no atraviesanel nivel —10, y éstasson
21m y 212, lo

que in)plica que 21~ atraviesael nivel —10. ti

qe
iii) Procedien~locomo en (i) se 17)mlestraque toda soluciól) de (1>~) con (2 > e
—m0B4-C es n)avor que es a ti

‘4,8~ —10. Así, (1>9) equivalente
qe

—A,u +Bu + (7 = (¿S(x)M en Al, ti
qe

<
1tme tiene solución uníca. ti

ti
qe
.9
ti

e
qe
e
ti
qe
e
e
ti
ti
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e
• 3.2 Sobre el diagrama de bifurcacióne
• En la secciónanteriorprobamosqueel númerode solucionesdel problema

estacionario de tipo Budyko dependíade los valoresdel parámetropositivo Q.e
e

(PQ) —á~u+Bu+C E QS(x)/3(u)enM.
e

Hemos obtenido intervalos de Q para los que el problematiene una única
• solucióny un rangode Q parael queel problematieneal menostressoluciones.

• Nuestroestudioen la presenteseccionestádirigido aconocerla llamadarama

• principal (que partedel punto asociadoa Q = 0) del diagramadebifurcación
e en funcióndel parámetroQ.

• Nuestroobjetivo es mostrar quede manerasimilar al modelo 0-dimen-

• sional y unidimensional,esta rama tiene forma de 5. Sin embargo,como el

resultadode multiplicidad de la secciónanterior asegurala existenciade “ale
• menos” tressolucionespara un rango de Q pero no conocemosexactaniente

• el número de soluciones,el estudiodel diagramade bifurcación de (Pc) va

• dirigido a probarque la ramaprincipal tiene “al menos” forma de .9, o bien
e

queexisten “al menos” dos puntos de retorno, pero también podrían existir
• cuatro,seis, ocho.., obteniendoen esoscasosdiagramasen forma tic doble 5’,

• triple.. ~ etc.

Para ello utilizaremos un Teoremade bifurcación debido a Rabinowitze
• [1971] en el quejuega un papel fundamentalla compacidadde cierto opera-

• dor. En el casode /9 multívoco esta propiedades de difícil comprobación.

• Salvaremosestadificultad utilizando un argumentodeaproximación<le /9 me-

• diantefunciones ~, continuas. Estudiaremosen primer lugar el diagramade

bifurcación paraun grafo fl de la formae
e __________

e
e
0 1

¡ u
—IO—r -lo

e
Figura 12.

e
e

y para obtener finalmente el resultado deseadoutilizando ciertas tecincas

topológícasque permitanpasaral límite.e
e
e
e
e
e
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e
e

En estasecciónllamaremosE al conjuntode pares (Q, u) C x V. qí.ie
e

verifican la ecuación(PQ), es decir

e
E = {(Q,u) Q =0y u es solución de (P~)}.

e
Nuestroobjetivo es representarcualitativamenteE en el espacioffit x e

L~ (M). Utilizaremosel siguiente e
e

Teorema 11 (Rabinowitz/1971j pg.82) e
SeaE un espaciode Banach Si (Y 1!-? x E —* E es un operadorcompactotal

que 0(0, u) 0, entonces
e

E = {(Q,w): 0(Q,w)=w}
ee

poseedos componentesno acotadas(7+ y CV en ff?+ x E y ffC x E respecti- e
vamentey CM fl CV = {(0,0)}. e

e
Nuestroprimer resultadoes e

e
Teorema 12 Sea~ como en la figura 19. EntoncesE tiene una componente

conexano acotadaen forma de 5. ~

e
Demostración. e

La demostraciónla dividiremos en tres etapas. En la primera veremos e
que es posible aplicar el Teorema 11 a nuestro problemay concluir que E

pus~e lina, componenteconexa1)0 acotadaquecontieneal punto (0, ~=). En la
segunda etapase obtienenlos diagramasde bifurcación parados proi)ielflas 0- e

e
dimensionales(FQ) y (P~) estrechamenterelacionadoscon (Pq). Finalmente, e
utilizando un principio de comparaciónparael operadorA~, +B, se muestra e
queparaciertos rangosde Q la componenteprincipal de E se encuentraentre e
los diagramasdebifurcación de (P¿) y (Pa).Se concluyedespuésque la rama

principal <le E tieneforma <le 5.
e

Etapa 1. E poseeuna componenteconexa no acotadaque contieneal punto e
(0 ~jj) e

e
Paraverificar las hipótesis del Teoremade Rabinowitz, consideramosla e

función trasladadade u, e
= •~ +~ e

E’ e
e
e
e
e
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quees solución de la ecuacmon

—A~v + Bu = QS(r)/3(m) (¡1.5)

donde¡(a) = ~(a — ~). LlamaremosE asudiagramadebifurcación. Veamos

queu vermfica las hipótesis del Teoremade Rabinowitz

i) Dado E = LtM) se define (Y: 1F?x E —~ E por

0(9, u) = (—Ap + B~1 (QS(x)/)(v)).

Como O es la composición de un operador continuo con un operador

compacto,(ver la demostracióndel Teorema10, pg. 96 deestamemoria)

se concluyeque 0 es compacto.

u) Si 9 = 0, el problema(11.5), esentonces

—á~v + Bu = O en M

que tienecomo unicasolución u 0. Por tanto 0(0, u) = 0.

Seconcluyeasí, aplicandoel Teoremade Rabinowitz queE poseedos compo-

nentesno acotadas¿7+ y ¿7 en x L~(M) y ffh x L~(M) respectmvamente

talesque (7+ fl ¿7 = {(0, 0)}. Deshaciendola traslaciónse tiene.queE posee

doscomponentesno acotadas(7+ y CV en x L~(M) y IR— xL~(M) re4pec-

tivainentey (7+flCt = {(0, 4)1. En particular,nosotrosestamosinteresados

en la rama (7+ pues9 es un parámetroque por su significadofísico es ~iem—

~ positivo. Ademnás,desdeel punto de vista matemático,si Q es negativo
el problemnaes más sencillo puesse tiene unicidad (le solución a partir de la.

monotoníadel operador—div(IVuI~2Vu) + Bu — QS(x)/9(u).

Etapa 2. Diagrama de bifurcación de los problemascero-dimensionales(fl4)
y (Pa).

Sean % y S~ tales que O < ½< 8(x) < S~. Se consideranlos problemas:

auxiliares

(FQ) Bu + (7 = QS~/9(u),

(Pa) Bu-fC = QSo/)(u).

Como ya. se mostró anteriormente,el número de solucionesde los anteriores

problemasdependedel valor de 9. En cuanto a las solucionesde (Fi) en

función del valor de 9. se tieneque
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1) si O =9 < Qi := entonces(F¿) tiene soluciónúnica,

u) si 9 = 9~ entonces(P¿) tiene dos soluciones;

iii) si Q~ < 9 < Qa,, := —IoB—(B+C entonces(~1 ) tiene tressoluciones,Q

—IO.-i 40

A+Bi~

QSI ~{t)

e
e

QS1M — O
= B

9S~m — C7u2 =

—LO—e < u3 < —10;

iv) si 9 = 9:~,, entonces(P¿) tienedos soluciones;

> —10

< —10—e

A+B ‘4

QSi ~tu)

~3

081 ~Oj)

—10--e -lO

B < —10—e;

A+Bt

- Lo

e
e

e
e
e—l0—t -10
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y) si Q~ < 9 entonces(F’¿) tiene unaúnica solución

Parael problema(P~) seobtiene análogamenteque

i) sio=Q<92:= 10B+C entonces(p¿) tiene solucionuníca,
MS0

QSom—(7 < —‘o—e;8
Ii) si 9 = 92 entonces(P¿) tienedos soluciones;

iii) si 92 < 9 < 9~ —IOB—cB+C entonces(P¿) tiene tressoluciones,so ni

QS0M— (7
u1— 8

9S’om— (7
8

>—10

< —1O—t

—10—e < u3 < —10;

iv) si 9 = Q~,, entonces(Pa) tiene dos soluciones;

y) si 9~ < 9 entonces(P¿) tiene unaúnicasolución:

QS0M— O
>—1O.

B

Observación. La condición M > ~ aseguraqueni

—108 + C7 —108 + C7 —108 + (7
0<

MS1 MS0 mS1
—108 + (7

y si e se elige suficientementepequeno

—108 — cB + (7

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

QS1M—(7
71= >—10.

8

e
e
e
e
e
e

—10B-~-O C7
ntS1



Capítulo 2. El problema estacionario.

—JOB + (7
m50 < “¿SO

Es decir, existee0 tal quesiO<e<eoy

— IOB+c
MS1

93”

93

— 1OB-~B+C

mS,

— IOB+C

—1OB-~- O—1GB—cE-fC ______

si definimos

-1 OB + O9= — MS0

94,, — —IOB-4-§-tB

94 — -1O~+c

entonces

O < 9~ < 9~ < 9.3,, < 94,,,

y también

O < Qi < 92 < Qa < Q~.

LlamaremosE1 y E2 a

vamente.

-10+

—lO—z

los diagramasde bifurcación de (P,h) y (P¿) respectí-

Figura 13. Hemosrepresentadoen un díagramacartesianola dependencia~Ie

lassolucionesde (FQ} y (P¿)con respectoal parámetroQ. En el eje deabcisas

hemossituado Q y en el de ordenadasUQ. S1 y ~2 denotan los diagramasde.

bifurcación de dichos problemascero—dimensionales.

106
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e
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e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Etapa 3. Principio de comparación.

Si 9 < Q~, existe iI~ solución de (1$) tal que líQ < —10 — é. Por

tanto li~ essoluciónde

—A~u+ Bu + C = 9S(x)m,

y además

QSom < —á~u+ Bu + (7 = 981m.

Paraun tal 9, seanu~ y i4, las solucionesconstantesde

Bu+C = QSimen M

Bu + C = QSo?m¿en

respectivamente.Es decir, (9, u~) y (9, u~) son puntosde los diagramasde

bifurcación E~ y E2, respectivamente,pues9 < 9~.

Por el principio de comparaciónparael operadormonótono—á,, + 8 se

tieneque, fijado 9 < 9a,~,como

—A~,u~+ Bu¿ =—A7,uq + Bu0¿ =

entonces

u¿ =?iq =ut.

-lo.-

—A~% + 8%,

Figura 14. El Principio de comparaciónparael operador~div(IVulP
2Vu)+

Bu garantizaque en las regionesque aparecensombreadasen la figura existen

dossubconjuntosde E situadosentre E
1 y E2.

e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
mt

Por tanto, la componentede E queempiezaen (O, ~1) permaneceentreE1 y
E2 hastallegar a ~ dondeéstaes la únicasolución de (1>9) menor

que—10— <para 9 = 9~.
e

Análogamentese pruebaquela componentede E queune (Qnu92) con e
(~,~) permaneceentreE1 y E2.

e
Etapa final.

e
Como se probó en la etapa1, E poseenecesariamenteunacomponente e

conexano acotadaquecontieneal punto (0,4). Además(1>9) tienesolucion S

uníca 51 9 < Q~ (Teorema10) por tanto exkjtirá una (única) componente e
e

conexa01 de E que comienza en (0,4) y que por la etapa 3 llega basta

(Qs,u9>) entreE1 y E2.

Por otro lado, fijado 9 la soluciónu9 es acotada,y si 9 > 9~ el problema
e

(Pc) tiene solución única, por tanto la únicaramano acotadaqueposeeE ha e
de contenera la curva (2 que parte de (9=,~q2) con u92 > —10 y tiendea e
(~, ~) cuando9 —* ~. Así, por la unicidadde solución de (1>9) paravalores

suficientementepequeflosy suficientementegrandesde 9 resultaque (~> y C72
e

pertenecena la misma componenteconexa. Finalmente,como 9:í < 9=,se e
tienequedichacomponentehade teneral menosdos puntosde retorno(forma e
de 5), y en todo caso un numero par de ellos, obteniendoasí el resultado e
buscado, e

u e
e

Teorema 13 Sea/9 el grafo maximal monótono de tipo Heavisidedado por
e

> —10 e{ [m,M]
/9(s) = = —10 ee

e
entoncesE tiene una componenteconexano acotada en forma deS. e

e
e

Antes <le (lar la demostraciónnecesitamosalgunosresultadosprevios. Se
define en primer lugar el concepto(le limite inferior y superiorde una familia

de conjuntos(7,, pertenecientesa un espaciométrico X
e

Hin mf C7,, = {p E X si (I(p) es un entornode p en X entonces
e

Bng 61V: (I(p) fl C7~ ~ ~ Vn> nol

e
e
e
e
e
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e
e

- hm sup (7,, = {p E X si U(p) es un entornode p en X entonces

• U(p) fl (7,, ~ parainfinitos t4.
e
• Necesitaremosel siguiente

e
• Lema 11 (W7¿yburn,1955,)

• Sea {C7~} una sucesión de conjuntosconexosen un espacio métricoX Sí
e
• i) li7fl mf (7,, # O, y
e
• u) U~I, , esprecompacto,
e
• entonce.s¿mm sup (7,, es no vacío, precompacto,cerradoy conexo.
e
• Demostracióndel Teorema 13
e
• El Teorema10 muestraque si O < 9 < AOB+C = Q~ entonces ([>9)

MS,
• tienesolución única y ademásdichasolución es menorque —10. Por tanto en

• el intervalo [O, 1~+C) el diagramade bifurcación de (Pq) vienedado ~or la

solución del problema
e

—=.~u+ Bu + (7 = 9S(x)m en M. (11.6)
e

Análogamente, si Q~ = —íon+C < 9 el diagramade bifurcación (le ([>9) estáe “‘So

determinadopor la solución de

e
• —á~u+ Bu + (7 = QS(x)Men M. (11.7)

e
Veamosque los puntos (Qí,~Q~) y (Q4,uq4)pertenecena la mismarama.

Partiendodel hecho de que el resultadoes cierto para funciones/9 Ii1>—e
schizianas(Teorema12) se considerauna familia de funcionescontinuas4/~~,>,

• como la de la Figura 12, que se aproximan a. /9 cnantlo 7? —* ~. Llamemos8,,

• a la componenteconexade E,, que empiezaen (O, ~ ) y es no acotada.

• Probaremosque el límite superiorde la familia de ramas5,, es un con—
e

junto conexo y cerradode solucionesdel problema ([>9). Para ello bastará

• comprobarlas hipótesis del Lema 11. El primer obstáculoqueencontramoses

• que los conjuntos 9,, no son acotadosy por tanto su unmonno es preco1m)a(~ta.;

• deahíqueconsideremosunosnuevosconjuntosC7,- c 8,, acotados.Dado] > 0.

definimos C7~ como la componenteConexa.(le..>S~,~ n (~0. -¡3 x Lflt2)) quecontienee
• a(0<~).

e
e
e
e
e
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e

Etapa 1. e
e

Veamos en primer lugar quefijado j, la sucesión(7~ verifica las hipótesis (le! ó

Lema 11. Por su definición, C7,~ es un conjuntoconexoVn E JAT. Además e
e

(i) hm mf C7¿ # O. En efecto, (0,4) E C7,.~ paratodo u E ¡Y, por tanto, e
todo entornoU de (0,4) en X = ([0,j] x L~(Q)) verifica que

e
Vn E ¡Y

e
y asi

(O, ~~Ñ)E hm mf (7%
8

e
(u) U~

1(7~ es precompacto.ComoX es completo,bastarádemostrarque e
V{9i,ui}ieiv G U,~1C1

e
e

existeunasubsucesión{(Q’k,~’k)} convergenteen X.

Paraello, observamosque, como 9¡ E [O,]], existe 9 E [0,]] y una e
esubsucesiónde {Q¡} quedenotaremostambiénpor {Q¡} tal que9¿ —* 9. e

Paraencontrarunasubsucesiónasociada{Ulk } convergente,se considera e
u¡ solución del problema e

e
—A,,u,+ Bu, = 9S(x)/9,(u,)— (7 en M. e

e
Tomando u¡ como función test en su formulación débil, se obtiene la e
est ní ación

¡S7u,[~dA 1
2lQ~d4 < (JflSIKM + C7YIMI (11.8)

JM + JM 2’’ 28

por tanto uj es unasucesionacotadaen y. Por la inclusión compactade
V en L~(M) si p > 2, existeu E L~(M) y unasubsucesión(le {u¡} tal

que 711k- ~ u en t~(M). Si p = 2 se tiene que existe {u¡k} subsucesion

tal que

711k —> u en L~(M) Vq e
y por la propiedad

= ~ (11.9)
jM¡~

se concluye la convergenciaen L¶M) y por tanto U~
1(74 es precum-

pacto.



3.2 Sobre el diagrama de bifurcacion. 111

Verificadas las hipótesis del lema,se concluyeque

0’ ~— hm sup C7,j

es un conjuntono vacío, conexoy compacto(por serX un espaciocompleto).

Etapa 2. (73 estácontenido en E.

• Veamosquedado9 E [91,941 cadapunto (9, u) de (fi es tal queu essoljición

del problema(F>9) (recuérdesequeestoya se tiene si 9 E (O, 9>] u [9~,-4~)).e
Sea(9, u) E (.75 = lim,,.~ sup(7%esdecir,existeunasubsucesiónde (9,,,u~) E

• C7$~ talque (9”k, u,,) ~ (9, u) en IR x L~(M) con

~áplínk + Buflk = QflkS(x)/9flk(uflk)— (7 en ¡vi.

I)e la estimación(11.8) y las inclucionescompactasV c L~(M) y V c LY(M)

parap = 2 y p > 2 respectivamente,así como la propiedad(11.9), se deduce

la existenciade u E L~(A4) y de tina subsucesiónque seguiremosllaitando

(Q”k, uflL.) tal que

(QUL., u,u.) ~ (9, u) en IR x

quepor la unicidad de límite es u = u. Teniendoen cuentaque /9 es un grafo

maximal monótonotenemo~que

z E /9(u) en L2(M)-débil.

Utilizando el Lema 10 se tiene que

VUflÑ. 1 Vu~~ I~uI~27u en L~(M) —débil,

concluyendoasí, que u es, (le hecho, solución del problema([>9). Por tanto

(Q,u) E E y (7’ E E.

Etapa final.

Sabemosqueparatodo n y j naturales

C7,1 ri ({J} x L~(M))

~ así B-{(j, u,,)}flEr tal que U, u,,) E (7~ y, en consecuencia.

—A~u,,+ Bu,, = jS(x)/9,,(u~)— (7.



e
e
e
e
e
e

112 Capítulo 2. El problema estacionario,
e
e
e

Por la compacidaddel operador(A~ + Bfl’ entoncesexiste unasubsucesión e
e

u,,k —* u in L”’(M).
e

Entonces(j, u) 6 (73, por tanto
e

C7’fl({j}xL~”(M)) # 0.
e

Considerandoj suficientementegrande (.1 > 94, se tiene que (7> esta

contenidaen E y une los puntos (0,4) y (fu5). Ademáscomopara] > 9~,
u5 estáunívocamentedeterminadacomo la única solución de

e
—á~,u+ Bu = jSQr)/9(u)— (7, e

e
paravaloresde 9 mayoresÉiue j sabemosqueéstaramadel diagramacoincide e
con la del problema(11.7). Así, se haobtenidounarama conexano acotada

que comienzaen (0,4). Repitiendo el argumentode la etapa final de la

demostracióndel Teorema12 se obtieneel resultadobuscado. e
u e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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• Apéndice A

e
• Aproximación Numérica.e
e
• El objetivo de este apéndicees mostraralgunos métodosquepermitan

• aproximarlas solucionesdemodelosdebalancedeenergíaen Climatología. En
e la literatura sobreMBE se puedenencontraralgunosexperimentosnuméricos

• parael modelounidimensionalde Budyko(ver Mengel - Short2 North [1988]y
• Lin — North [1990]), basadosen el desarrollode la solucion en seriedé Fourier

parael tiempoy en la basede los polinomiosde Legendreparael espacio.El

objetivo deesteapéndiceesdar rigor al usode estemetodoparadicho modelo

• í.~robandosu convergenciaen un espaciofuncional adecuado. Una aproxi-

• macion másgeneral por elementosfinitos fue el objeto del artículo Bermejo

• [1994].
e
• Estudiaremosla aproximación del modelo de evolucion unidimensional

• de tipo Budyko, tanto en el casode difusión lineal como en el de difusión no

lineal, partiendode la existenciade solución parael modelo continuoprobadae
• en Xu[1991] y en Díaz[1993] respectivamente.La obtención<le estemodelo fue

• descritaen el Capítulo 1, dondese supusotemperaturaconstantesobrecada

• paralelo, reduciendoasí la variable espacial(senode la latitud) a dimensión
uno. El dato inicial u0 lo stipondremosen el espacioV (descritoen el capittiloe

• 1). lo que garantizacierta Ñgularidadde la solucion correspondiente.
e

Comenzamospor introducir la aproxiníacíonU,,, (le Faedo — Calerkin
• para. esteproblema.y mostraren)osque convergea. una solución u. (lomo es
• lucí) sabido,estemétodo transformala ecuatiónen derivada.sjiarciales en un

• sistemade ecuacionesdiferencialesordinarias.
e
• Finalmentemostraremosdiversasexperienciasnuinerícasrealizadaspara.

el modelo unidimensionalde Budykocon difusión lineal.
e
e 113
e
e
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114 Apéndice A. e
e
e

1 El modelo unidimensional. Método de Faedo e
— Galerkin. ee

e
Se considerael problema(F’~) con p = 2, G(u) = Bu, f(t,x) = (7 y donde /9 e
es un grafo de tipo Heaviside e

ef u1 — (p(x)ux)r + Bu + (7 E QS(x)/9(u), (t, x) c (O, T) x ti, e
(1>~) u(O,x) = uo(x) x E Sil

= o (t,x) E (0,T) x OS?,Bu e
donde:r es el senode la latitud y por tanto ti = (—1,1). Siendop(x) = 1 — £2 e

e
con u0 E V. La solución de esteproblemaperteneceal espaciode Banacb e
L

2(O, T; V) con

V = {v E L2(fl) : v~ E L~(t?)}
e

(véaseXii [19913,Díaz [1993]). Veamos cómo aproximaría. Construiremos

“solucionesaproximadas”pertenecientesa espaciosde dimensiónfinita it, c
V generadospor las autofuncionesir

1 del operadordiferencial (p(X)ux». Es e
edecir, por la compacidaddel operadorinversopodemossuponerque e
e

• Vm = lun ,u,2, . . .w,Q espaciovectorial de dimensiónm,

• u~1 E V es unaautofunción de autovalorAj, e
• Vm, ir>, . . .w,,, son linealmenteindependientes, e
• las combinacioneslinealesde las funcionesmg, ¿ E IV son densasen V. e

e
Si p(x) = — es bienconocido (véasepor ejemploLegendre[1785], Simn>ons
[1993]) que las autofuncionesdel operador (le difusión son los polinomios de e
Legendre,definidospor

e
[‘0(x) = 1

Pí(x) = x e
[‘dr) = 2 e

2 2

[‘dx) = 5 > _ 3 e2 2 e[‘o = 1 d” (x2 — 1)” e
2”i¿! <i:r’ e

e
e
e
e
a



• 1. El modelo unidimensional. Métodode Faedo — Galerkin. 115

e

y los autovaloresA,, = n(n + 1). Ademas

= 241 ~
e

lo queaseguraquelos polinomios de Legendreson ortogonalesen L2(12) (esto

• se puedeobtenerdirectamentepor serel operadorautoadjunto).

e
• Llamaremos“solución aproximada”del problema(P) a u,,, = um(i,4
• dadapor

un, =. Za~(flPiC) E Vm
1=0

dondea~ quedadeterminadopor
e
• u,,,,, [4> + < (1 — x2)(u,~)~,(P~)~ > + < Bu,,., P~ > + < (7,14 > —

• tfm)} =<Q8(x)zm, [4> i

• ,~(O, x) =

para algún z,,, e L~’((O, T) x ti), z,,, E /9(um) cV(t,x) E (0, T) x ti y siendo
e nl

• uo,Áx) = 3ugP4x). Aquí el corchete<,> representael productoescalaren

• 1=1e L2(Q)

• Sustituyendou,,, por su expresionen la basede Vn,, se obtieneque
e
• 1 + ~-~j>a~ (t)-¡- i~Zi cv

1(t) — F1(nÁ,...an,) si i ~ O
• sta~(t)
• 2c4(t) + 2AoaoQ) + 2Bao(i) + (7 = Fo(ai,...a,.)

• 1. cii(O) =

• con F,(a>, ...a»,) =< 98(x):,,,, [4>.

• Así, hemosobtenido un sistemade iñ + 1 ecuacionesdiferencialesor—

• dinarias con ni + 1 incógnitasa¿~) y ni + 1 datos iniciales t4, i=O,..m. La

• existenciade solución paraestesistemaestágarantizadamedianteel sigi4iente

• resultadoabstracto(véase,por ejemplo,Filippov [1988), pg. 77)

• Teorema 14 Si F(t, u) verífica que V(t,u) E (Y c IRN+I toma valores no

vaczos, acotados, cerrados, convexosy E es setoícontmnuasuperiormenteen

• (i, u) entoncespara todo T > O existeu E C7([O, T)) solución del problema

e
• i>’(t) E F(t, u)
• u(O) = u0,
e

supuestoque (O, z’o) E 0. ~

e
e
e
e
e



116 Apéndice A.

En el casoquenosocupaesv(t) = (ao(i), ai(t), ..., am@)), yo = (u~, u¿, ...,

y O = [O,T] x IR”~”’. Seobtiene queu E W1’~(O,T).

Estimacionesa priori parael problema (P
111).

Si u,,, es solución de (JQ), verifica tambiénque

< u,,~,,-v> + < P(x)(unt)x,Vx > + < Bu,»,>,> + < C7,v > =

= < QS(x)z,,,,-u > Vn E j/»,.

Recuérdesequez,,, E L~((O,T) x ti) y quez,,, E /9(u,,3.
Tomando,en particular,u = u,~ seobtiene,aplicandola desigualdadde Young,

qt.le

jp(x)I(u,,3xI~ + Bj u,»j
2 =i+121”mh +

= ¡(95(x):,71 — (Z)u,,, <

¡ti¡(Q II ~ Hcx~ M + C7)
2

2
Entonces,

(9 ISIIccM+C)j1t
4n1

e

~

ld[

2iÑ J u»~I2 + /rz ,o(x Vu,»)42+ (E — ~)f Ufl¡ 2

donde1< es la constantepositivadadapor A’ — Is~I(QIlsll~M+É) Así, si e < 28,2t
conclui inos que

y por tanto

+12VM2 =2K

< 21<T+ II u,,jO) 1JL2(rfl
< 21<T-j- u

0 HL2(fl)

Ton>andoahora y = uk ( : = (u,,,) ) se obtiene

p(x)(u,»)~(u~)~+ 8

= ¡ (9S(x)z,,,— C7)u,,.

Estimandoel término

+ ~ 11L2(12)

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e

.12 íí:»V + JI

e
e

e
e
e

j(QScir)zm— C7)uk =(9 9 1K> Al + (
7)2K2¡



1. E) znodplo unidiznensional. Método de Faedo — Galerkin.

se llega a

¡ u,,j==It’.
(1— + ~i+J (p(x)~(u,»)r[2) + Bd2~i

Así,

(1 — ~ +
8

+ —jju,»
2

<¡<TI- iii(uo)I 2 + 8

_ 2 L~(fl) ‘jilUoiiL2(n).

De estemodo, hemosobtenido las estimacionesdébiles

jLu,,~(T)ML2n

1 u,,, L2<O,T;L2UZ))

< C7
1,

< C7~,

de las quese deducenlas siguientesconvergencias

u,» u

bu

en

en L
2(O, 1’; L2(ti)).

Por la inclusión compactaV c L2(ti) y la propiedadde los grafosmaximales

monótonos,aludidaen la pg. 81 se tiene tambiénque

71m —* u en ¿2(1?),

zm ‘ z en L2(ti).

Todo ello permite pasaral límite en la formulación debil del problema,obte—

ludí (¡O

TJ
2u.U+C)J0TJ1¿v=

= 01-r 12 9S(x)zv

Vn E It, y por densidadde 1/,,, en y se tiene la identidadpara todo y ~

por lo que u es una. solución débil de (1”).

e
e

e
e
e
e
e
e
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e
e
e

2 Aproximación del modelounidimensional cuasi-
lineal: método de Faedo - Galerkin. e

e
Veamosahoraqueel métodode ajroximaciónanterior tambiénes válido

e
parael modelo unidimensionalcon difusión no lineal (p> 2): e

e( u1 — (p(x)¡u~¡~
2u~)~+ Bu + (7 6 QS(x)/9(u) en (O, T) x 12,

(1— x~)~—~
1 =0, en (O, T) x 012,

u(0,x) = uo(x) en ti,
e
e

supuestou0 E V. Siguiendoa Díaz [1993], es posibleencontrarunasolución
deeste l)roblemaen el espaciofuncional L

2(O, T; y), donde e
e

V = {v E L2(ti) : i’~ E L~(ti)}.
e
e

El hechode queel operadorde difusión no sealineal hace que la elección de e
las funciones(le base,{uh, í E I]~ verificando S

e
4

= A¿w¿,

e
no sea util para los cálculos (ahora se desconocesi generanun subconjunto 4

denso). Por ello, se consideraotra familia distinta {uh : m E 1 } C V tal

que paratodo in, . . .uh» son linealmente independientesy las combinaciones e
linealesde las funciones w~ son densasen V. Llamaremos\/,,, = [ini.. .u¾~j e
espacíovectorial de dimensiónm. En particular, podríamosseguirtomando e
los polinomios de Legendrecomofuncionesde base.

e
Llamaremos“solución aproximada”de (/‘) aunafunción de la formau,,, (t , u:) = 4
z:~0 ai(t)u¿(x) verificando el “problemaaproximado” 4

e
e

Hallar u,,, E 14,, tal que e
< 74,,z~ > + < p(x)¡(u~)~¡P=(u~)~,(u:5)~ > + < Bu,,,. ir¡ > + e

(1>) + < C7, ir5 > = < 95(x):,,,,u’s > j = O...n¿, e
e

u,,,(O) = u07,, = >7 u~w¡ e
tz~0 e

para algun Sm E L~((O.T) x U), m E /
9(u,,,) eV(t,x) E (O, T) x ~, e

e
e
e
e
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2. Aproximación del modelo unidi¡nensional cuasilineal: método de Faedo - Calei-Ain. 119
e
e
e
• o equivalentemente,
e

Hallar (ao(t)...cv,,~(i)) tal que
• a[~(t)+ < p(x)¡ ~%a1(i)(w1)~I~—

2(2% a
1(t)(w1)~) . (ini» > +Bas&)+

• +<C7,w5>=<9S(z)z,,1,u’5> . j=O...m
•
e

paraalgún Z,» E L~((O,T) x ti), z,» E /3(u,,~) cV~,x) E (0, T) x ti,

• donde<,> denotael productoescalaren L
2(ti). Aplicando el Teorema14 see

obtieneexistenciade al menosuna solución de (Ft,) en 1/,», puessi definimos

• F~,ao(i), a> (i), ..., a4i)) como

e
• {h : It

5 E — < p(x)¡ E~1~ a1(t)(u~1)~IP
2(Z~1

0 cv1Y)(u;¿)~), (w5)~ > +

• < 9S(x)z,,,,w5> —Ba5(t)— .c C7,wj > j = O...m}

e
• podemosexpresar(P,,~) como
e

• (ao(O),cvi(O),...,a~4O))= (cvg,a¿, ...,cQ)E F”
4-’.

• Finalmente,como F es semicontinuosuperiormentey toma valoresno vacíos,

• convexosy acotados(por ser /9 un grafo maximal monótonoacotado)se con-

• cluye la existenciade ~ E W>’~(0, T), O =J ~m.
e
• Estimacionesa priori.
e
• Procediendocomo en el problemaanterior,es decir, multiplicandola ecuación

por u,,, y u’ .seobtienenlas estimaciones:
7»

• ¡j U,,~ II L2 (~2) < C7~e
• ¡U,» L2 (O,T;L2(&2)) =<‘2,

• (u,,,)~ II L~(S2) =(7~,
e
• jjZ,,,IjLOO((oT)xfZ) =<74,
e

lo que permite afirmar que existe unasubsucesión(que aún denotamospor

• -{u,,
1}) de {u,,1} tal que

e
• u,,}t) —.~ u(i) en

u,» —‘ u’ en L
2(O.T;L2(12)),

• L(u,,3,j~2(u,,j~ Y en L2(O, T; t~(ti)).

e
e
e
e
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Por la inclusión compactaV G L2(ti), existeunasubsucesiónqueseguiremos

llamando{um} queconvergefuertementeen L2(Q). Por la propiedadaludida

de los grafosmaximalesmonótonosse tieneademás

E /9(u) en L2((O,T), L2(ti)).

Finalmente,Y = u~[~2u~ aplicandoun argumentode tipo Minty como en el

Con todaestainformaciónpodemospasaral límite en la formulacióndébil (le

(1%») obteniendoseque
pTp

1~

u?~ +

[1
p(x)ju~jP2u~n~+ 8

= fJQ()

(Tf un+C7jjn=

Vn E V,».

lema11.1.

Por densidadse obtienequeu es unasolución débil de (1’).
u

3 Aproximación del modelounidimensional semi-

lineal: método de Fourier - Galerkin.

Se considerael problema (1») con p = 2. En el método anterior ex—

presabamosu como unaseriede la forma

oc>

u(x, 1) = >7 a
1(t)P~(x) (A.l)

izO

dondefl erael i-ésimopolinomio de Legendrey a; e L
2(O, T). Ahora bien. es

posible desarrollarlas funcionesadi) en su seriede Fourier

oc
adt) = >7(a;s

5=0
cos2fljt + b;

5sen2Hji).

Lo queconducea unasolución (le la fornía

03 (XJ

u(.r,i) = >7 >7(a1>cos2flji+ b;5sen2fljt)P4x).
:0 g=O

(A. 2)

(A.3)

Denotaremospor Vjj al espaciofuncionalgeneradopor las funcionesP;(x)cos2flhl

y P;(x)sen2fljt paraO =i < 1.0 < 1 < J quedotadocon la norma II ¡1v es un

e
e
e
e
e
e
u
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
*
*
u
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e

espacíode Banach(le dimensión(1 + 1 )(2.] + 1).
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• Método de Fourier — Galerkin. 121
e
e

Ahora llamamossolución aproximadade (P*) aunafunción de la forma

• ‘3
• uu(x,t) = >3>7(a12cos2Hjt+ b¿jsen2Hjt)P1(x), (A.4)
• .=0 j=0

e y por tanto sus coeficientesa~ y b15 se obtienenal resolverel que llamaremos

“problemaaproximado”• { Hallar u¡j E Vr~ tal que

— ((1 — x
2)ui.j

1h + Bu¡j + (7 E QS(x)/9(u)e
• uu(O,x) =uo¡(x)

e
• queen su formulación débil se enunciacomo
• /

• J Hallar u~ E V~ tal queBz~ E Loc((O,T) x U), zu E /9%.¡) verificando

• (Pu) ff ft i4jv + fJ t(1 — x
2)(uíj)

1n~+fI A-1 Bu¡jn + (7n =

• 1 fJ £ Q8(x)zun Vn E V13

• Estaformulación es equivalentea considerarsolamentey = Pg(x)cos2fljt y

• y = Pg(x)cos2llji con i = O, ..I y j = O, .1. Sustituyendoen la formulación

• débil las expresiones
e
e 13
• - uu(x, t) = >3 >7(a,3cos’211ji + b15sen2Hjt)P1(x),

1=0 .~O

• 13

• u¡j~(x,t) = >7>7(—2flja11sen2Hjt+ 2Hjb1gcos2Hjt)[%(x),
.=O 5=0

• y utilizando la ortogonalidadde las funcionesn consideradas,asícomoel berbo

• de que fl es la jésimaautofunción del operadordiferencial —((1 — x
2)u~)~, sú..

• obtiene el siguientesistemaalgebraicode (1 + l)(2J + 1) ecuaciones
e
• f (A~ + B)a

10 = < 98(x)z¡j + (7, Pí(x)

• ~ 2Hjb15 + (A1 + B)a15 =< QS(lr)zu+ (7, flcos2Hjt > J # O
• ¡

— 2Hja15 + (A1 + B)b& =< 9S(x)zu+ (7, F’¿sen2fljt> J # O,
e

paraalgún z~ E Loc((O,T) x ífl, z¡3 E I3(uu) y donde<,> es el productoes-
calarusualen L

2(O, T; L2(ti)). A la vista deestesistema,es claro q oc. conocido

• el términode la derechaes trivial el cálculo de los coeficientesa~
5 y b15, sin cm—

• bargo es el grafo /9 (que no podemoslinealizar) el quecomplica su resolución.

J>rocederemoscomoen la demostracióndel Teoremadeexistencia.del CajÁtijloe
1. La idea es construir un grafo £ quepermita expresarel sistemacomo un

e
e
e
e
e
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e
e
e

problemade punto fijo (u E 1(u)) y comprobarque £ verifica las hipótesis
del Teorema6para asegurarque£ tiene un punto fijo. Paraello se define en

primer lugarel conjunto 1< comola bola cerrada(le IR(¡+>)(=J+>)centradaen el e
origen y de radio k (1< Bk(O)), queobviamentees un subconjuntoconvexo U

ey compactode IR(¡+l)(=J+l) Se consideran las matrices e
A = (ag5)~~¡ y 8 = (b15)

0<’<3 e
e

quedeterminanuna terceramatriz (7 = (A¡B) queperteneceal espaciover-
tonal de matricesM(¡+l)x(

23+í) con coeficientesrealesdedimensión(1 + 1) x

(2J + 1). Toda matriz (7 E M(í+í)x(=J+í)determinaunafunción u13 E V,3 U

dadapor
e

uíj(x, t) = >7 >7(a~cos2fljt + b1gsen2Hjt)Pg(x). (A.5)
1=0 5=0

Sedefine

E : M(í+>)x(=j+1) ~ e
(7 —+ {h E ~ : It1 E F,(uij)}, (A.6) e

e
donde lí¡3 es la función asociadaa la matriz (7 según la fórmula A.5 y F, es e
el término de la derechade la l-ésimaecuación. Paracada it E IR(í+í)<=J+l>

it = (h>,...11(1+1)(2J+ í>), el sistema e
e

(A0 + B)aoo = it1

(A> + B)aío = U

(P,~) e
e
e

—2flJa,j + (A, + 8»’., = li,3
t mu e solución única, píles la matriz asociadatiene determinanteno nulo, lo e
que permite definir la aplicación solucion e

e
lot 1< —> M(¡+í)x(=J+í) U

/t -+(7 e
e

con (7 solución de (ñj. Finalmente,definimos £ por
1(z) = {h E ~ : It E .F(Io(z)(t))}. e

e
queparacada z E 1< verifica que1(z) no vacío,convexo y cerrado(graciasa e
que /9 es un grafo de tipo 1-leaviside)y <pafí es secuencialmentecerrado> en U

e‘Obsérvese que al verificar aquí la hipótesis del Teorema6 no nos liemos referido a

topologíasdébiles, pues en estecaso X = 1R(I+)(
2~~+>) el que como espacio norruadode. Ue

dimensiónfinita todas las topologías(provenientes(le unanorma) son equivalentes.

e
e
e
e



e
• Método de Fourier — Galerkin.

e
• IR(¡+>)(=J+¶>~ IRU+l)(=J+l> Todo ello junto al hecho de queK es un subcon-

• junto convexoy compactode ff?(¡+l)(=J+l)permite concluir la existenciade al

• menosun punto fijo de£ en K quees solución del sistema(Pu).

e I)ado queuj¡ E Vu es solución de (Po), se obtienen(como en las sec-

• clones anteriores)las estimaciones:

• ¡uu(T)11L2(n) = (71,

• l1711J1It2(0T;L2(s-fl) = 2~

• I¡ZJJILLOO((O,T)x9) = (74.

e
• Análogamente,seobtienela convergenciaen sentidodébil delas subsucesiones,
e

(lije sigueremosdenotandocomola sucesiónde la queproceden

—~ u en
e
• u7, —‘ u’ en L2(O, T; L2(ti)).

e
• Por la inclusion compactaV G L2(ti) y las propiedadesde los grafosmaximales

• monótonos,tenemosademás
e

u,’j —* u en L2(ti),
e
• zjj —~ z en
e
• Finalmente,pasandoal límite en la formulacióndébil (Pj.,), se concluyequeu
• es solución (leí problemaP~ y la. convergenciadel método.

u
e
e
e

e

e

e

e

e
e
e
e
e
e
e
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U
U

4 Experiencias numéricas. U
U

e
Se considerae] problema (J’~) COn p 2 y el método de aproximación U

U
de Faedo — Calerkin descritoen la sección 1 con la basede los polinomios

de Legendre. En la simulación numéricahemosutilizado el métodoimplícito

de Euler parala resolucióndel sistemade ecuacionesdiferencialesordinarias U

obtenidoen dichaseccion. U
e

Estemétodo numéricopone de manifiesto importantespropiedadescua- U

litativas que ya se detectaronanteriormenteen la literatura sobreel modelo U
econtinuo. Nos referimosa
U

• sensibilidadde la solución apequeñasvariacionesdel parámetrosolar 9, U
U

• nultiplicidad de solucionesparadatos iniciales degenerados, U
e

• influencia de la periodicidadde la función de insolación 5(1,x) sobrela
solución (modelosestacionales). U

U
Mostramosa continuaciónalgunosejemplosen los quese observanestosas-
j)eÚtoS. Los datos sobreparámetrosutilizadosen la simulaciónnuméricahan U
sido tomadosde Mengel - Slíort - North [1988], ¡la - North [19903y North

[1993): U
U

constantesolar 9 = 340 U

enfriamiento(Bu + (7) 8 = 2 (7 = 190 e
insolación 8(x) = ~(5 — Sr2) U

insolación estacional 8(1, .x) = 1 + S
1xcos2Dt+ (8=+ S22cos4Dt)P2(x), U

U
= —0.796, 82 = —0.477, S~ = 0.147 U

P=l)olinomi<) de Legendrede grado 2,

coalbedo 9( u) ao+a=P=(x) si ~.> —10 e
= ‘1. ?ftao+a2P.=(x)) si u <—10. U

= 0.69, ~ = —0.12 U
e

En estaseccionse haconsideradounapartición en el intervalo de tiempo [O,T] U

de paso it paraaplicar el método imílícito de Euler al sistemade ecuaciones U
Udiferencialesordinarias(Jtj. Llamaremosproblemadiscretoa
U

2 »¿, (t)—o~,, _____1 21+1 + =i+ín¿g(t) + ~1a1g(i) = F¿.1(oj,5,...am,) si i ~ O U
U) 2Aoao(1) + 2Bcxo,}(t) + (7 = F01(cví,51.... am,j) U

a = >4 U
U
U
U
U
U
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<<>1> ~ú ( n ... <t,,,¡) = < 98(x) z,,~, [>j > Así se t íeííe que o~( t) = ~ó si

1<) =1 < h(¡ + 1) y la solución a1.woximada viene dadapor

7¡L

u,» = Ztúv’1e) E Vm.

1=0

Experiencia 1: Sensibilidadal parámetro9.

En este experime¡íto se ha (70115i dera<lo 1111 dato iii i cial simétrico uo de—

genciado u0 ( :c) = —6(Ye~+ 10 y’ se Li a <-alcidado la solució ti al prol~lema <lis—

creto para9 = Go = 340 (valor actual aproximadode esta constante,solar)

y posteri ormeííte se ha consideradouí a peqí.u..íí a var í ación cíe 9, en conereto

9 = 9> = 0.99~>. En estecaso se ha toniado 8(1, a) = 8(x)

Las figuras representanlas curvas(le nivel <le la solución u(x, t) (isoter—

ínas) para dos valores distintos de 9. En el eje de abcisasse ha sitj ¡ado la

variableCsl)acial (senode la latití íd) y en el deordenadasla variabletemíral

Figura A.1. Figura A.2.
En la figura A. 1 se ha tornadoQ = Qo y en A.2 4) = O.9Qo.

La curva (le nivel u(z, t) = —10 representala linea que separalos casqíxetes

polares(leí océano(frontera libre). Estasgráficaspermiten distinguir en qí.íe
líígar del espacioseencuentranlos casquetesen cadatiempo.

e

e
e
e

e

e
e

e
e
e

e

e
e
e

e

e
e

e

e
e
e
e

e
e
e
e

e
e

e
e
e

COÑTOUR 3300 .437000973 CONTOIR ~fl0M —437000374
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U
U

mí las fi gil ras A. 3 y A .4 í:íe.le verse. la evol ti cidi> <le la temperatuva en

mii Isinto eS¡)-<t<ial. cii estecaso se.~ lía fijado 1: = 1, valor t
1iie i-ejitestíitaal í.><>Io

noite. IÁí.ííílién a(ííti se obseivalavatiactoil de la teíííperatlía cuando9 varia.
N ~CLE 03 .‘J 0L0

-4,

¡
0/

-,d-o5-es—>5 —!0 —65

Figura A.3

—be -00 .05 —40 05-80 -09 —

Figura A.4

Experiencia 2: Multiplicidad de solucionespara un dato inicial degenerado.

En las figuras A..5 y A.6 se han representadolas isoterínas <le dos solIlClOIlt9S

disti mitas ¿leí problemadiscretoparaun miSmo(lato inicial degeneralo. en este

casose lía tomadouo( e) = — 10. Las solucionesrepresentadassol> la ínaxi mal

u~ y la minímal it, respectivamente,es decir, cualquierutra solución u lMt~~
esteciato inicial se encuentraentreellas u __ u =tÉ. Aquí 8(r) =

querepresentala mediaanualde S(t,a).

1

1

Figura A.5 FiguraA-O

2

-~10-06

U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
e

1
-.1

f

U
U
U
U
U
U
e
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
e
U
U
U
U
U
U
U
U
U
e
e
U
a:
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Experiencia 3: Modelo estacional.

Se consi <.1 eraunafi ¡ucioo de í nsolación(lependicote del ticnipo. Siguleudo

a NortE [199:3],hemostoma lo

S(x,t) = $t, a) = 1 + S,xcos2flt+ (8=+ S=2cos4Ht)P2(x).

= —0.796, S~ = —0.477, ~ = 0.147

¼l)olinomio de Legendrede grado 2. -

En estecaso, t = O se toma como el solsticio de invierno.

Las figuras representanisotermasde soluciones(luranteun añopara<lis—

tintos datos iniciales. En concreto,se lían consulerado

uo(x) = 25=+10

—135(x + ¾~— 10 si — 1 <
2

m—10 6 3

360(x+~)
2—l0 si

uí(x)= 36O~+10 si

—lo 1i
—1:35(x—~)2—10 si 2<1:3—

Se observala influencia de la periodicidaden t deS(x,

entre los hemisferios norte y sur para cada estacion.

cada figura describela distribución de temperaturas en

la parte izquierda,en el hemisferiosur.

FiguraA.7: uo.

2

e) así orno la relacion

La mitad derecha<le

el hemisferionorte y,

FiguraA.8:u
1.

Experiencias nuinericas.
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Experiencia 4. Sensibilidaddel modelo estacionala pequeñasvarzactonesde

9.

Hemos tornadoel <lato inicial uo(x) = —60=+ 10 y hemosvariado 9. Se

observaquecon unavariacion de Go = 340 se obtienedistribuciones<le tern—

peratura qtic )roducen la desapariciónde la masade hielo en los polos.

Figura A.11: 4) = IllY8Qq

Incluimnosa continuaciónel programaEBM 1 D.

Figura A.iO: 4) = t.O79SQo

Figura A.12:Q = l.1598Qo

12M

COnTOUR FfiOhj -~0 ¶0>89?5 CoRTOUR ROO -50 ¶000955

Figura A.9: 4) =

U
U
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U
U
U
U
U
U
U
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U
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U
U
U
e
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
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U
e
U
U
U
U
U
U
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PROGRANEBEIMiD

IMPLICIT REAL*4(A—H,O—Z)

C

C THIS PROGRAMCOMPUTESTItE SOLUTION OF BIJLYKO’S ID EBM WITH DISCONTINUOUS

O COALBEDOAND LINEAR DIFF’USION. THE SOLAR INSOLATION 15 TIME tJEPENDENT.

C THE SPACIAL DEPENDENCEOF T IS REPRESENTEDBY AN EXPANSONIN LEGENDRE

O POLYNOMIALS IN TItE INTERVAL E—1, 1), VItION IS DIVIDED INTO NP—l EQUALLY

O SPACEDINTERVALS. ThE NUMBEROF LEGENDRE POLYNOMIALS13 NL. TItE SYSTEH

O OF ODES 13 SOLVED BY EULER IMPLICIT. TItE COMPUTATIONAL PARAMETERSARE:

O NP=NUMBEROF GRID—POINTS, TEIS MUST BE AN ODD NUMBER, NL=NIIMBER OF

O LEGENERE POLYNOMIALS IN TItE EXPANSION. NTS = NUMBEROF TIME STEPS,

O DTTIME STEP IN YEARS, DX = LENGTH OF INTERVALS, Eo,TJ INTEGRATION TIMEe
C INTERVAL. PHYSICAL PARAMETERSARE: AO, A2, Sl, 32, S22, DO, Q, A, B, Ts.e
O Ts A THRESHOLD TEMPERATURE.
O REAL ARRAYS: TEM(NP)=TEMPERATUREAT INSTANT tn, XP(NP) = GRID—POIÑTS,

e
O TO(NL) LEGENUREOOMPONENTSOF TEMPERATUREAT tn, TO1(NL) ANt TC2(NL)
O SANE AS TO BUT IN TItE MONOTONEITERATION. W(NP)WDRKINGARRAY, GAM(NL) =

O LEGENDRE PROJECTION OF THE RHS OF EQUATION

PARAMETER(NP=SO1,NL=14,NTS=1000,NP2=NP,NT2=I+(NTS/10))

PARAMETER(T=l.O, DT=T/NTS, DX=2.0/(NP—l.0))

OOMMON/POLEG/PL(29)

OOMMON/PHYDAT/AO, A2 Si, 52 , 522 DO,Q ,A,B TS

DIMENSION TEM(NP),XP(NP),W(NP)

DIMENSION XPG(NP2),TD2(NP2,NT2),TNP(NT2) -

DIMENSION TC(NL) ,TCl(NL)
9T02(NL) ,GAM(NL)

O

OPEN (8,FILE=’DAT>)

OPEN (6,FILE’graph’)

O

O ZERO ARRAYS

• O

- DO 5 11,NP

• TEM(I)=0.O

• w(I)=O.o

• 5

• O

• DO 10 11,NL

• TO(I)=O.0

• TO1(I)=0.O

• TC2(I)=0.O

• GAM(I)=0.0

• 10
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e
té

U
DO 12 I=1,NT2 e
DO 11 .1=1,NP2 U
TD2(J,I)=0.O U

11 CONTINUE e
TNP(I)=0.0 U

12 CONTINUE e
O té

té
O OOMPUTEGRID—POINTS

té
O

XP(1)=—1.O tée
DO 16 .J=1,NP—1

XP(J+1)=XP(J)+DX té
16 OONTINUE Id

té
O

té
DO 18 i1,NP2 e
I=3+(NP—1)/2 té
XPG(J)XP(I)

18 OONTINUE e
O

té
O INPUT OOMMONPHYDAT

U
O té

AO=0.69 té
A2=—0. 12

e
S1=—0.796

S2—0.477
té322=0. 147
e20=0 . 40
UQO= 340.
U

9*QO
té

A=190. O
té

2=2 . O
té

TS=—10.0
UO
téO INITIALIZE TEMPERATURE. TOP INflIOATES TItE OHOSEN INITIAL CONDITION. té

O SO IT 15 NOT NECESSARYTO CALL INIT IOPOR CONTROESTHE GRAPE OF’ NORTHN té
O POLE TEMPERATURE. IOPGR=1 PLOTS NORTE POLE TEMPERATURE,ELSE PLOTS TEM e
O OVER TIff IJHOLE INTERVALO AT NT2

O U

IOP=1 té
IOPGR1

CALOL INIT(NP,NL,XP,TEM,TO,T01,IOP,DX)

O IF(IOP.EQ.1) GO 70 150
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KTIM=1
CALLO GRAP2D(NP,NP2,NT2,TEM,TD2 .l<TIM>

GRAP1D(NP,N12,TEM,TNP.XTIM)
C

O COMPUTESOLUTION AT INSTANTS tn

o
IT 1=0
DO 20 ITN1,NTS

IT1=IT1+1

O

O COMPUTELEGENDRECOMPONENTSOF TEMPERATURE

O

TIM=ITM*DT

CALL RHS(NP,NL,XP,TC,T01,TC2,W,TEM,GAM
1 TIM,DX,DT,ITM)

o
O COMPUTE TEMPERATURE AT GRID—POINTSAT INSTANT ni

O

a
CALLO RK1P(NP,NL,XP,TEN,TO)

O STORE DArÁ FOR GRAPHIOS

O

IF(IT1.EQ.10) TEtEN

XTIM=KTIN+1

CALOL GRAP2D(NP,NP2,NT2,TEM,T02 ,XTIM)

CALL GRAPID(NP,NT2 ,TEM,TNP,KTIM)

IT1=0

ELSE

IT1=IT1

ENE Ir

20
O

IJRITE(8,*) (XP(J),TEM(J), J1fiNP)

CALL GRAPH(NP,XP,TEM.TNP,NP2,NT2,TD2,IOPGR)

O

150 OONTINUE

STO!’

END

O

O

SUBROUTINE GAMV(NP,NL,XP,W,TEM,GAM,TIM,DX)

IMPLIOIT REAL*4(A-.H ,O—Z)

e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e

COMMON/PHYDAT/AOA2, Si, 52,S22 DO Q,A,B , TS
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té
té

OOMMOI4/POLOEG/PLO(29) té
DIMEI4SION XP(NP) ,GAM(NL) ,W(NP) ,TEM(NP>

U
O

O THIS SUBROUTINE EVALUATES BY SIMPSON’S RULE THE LEGENDREPROJECTION OF

o QS(X,T)*COALBEDO. THE VALUES ARE STORTED114 GAM(NL)

té
PARAHETER(PI=3. 1425927)

O té
O ZERO GAN té

O té
DO 5 I=1,NL té

GAM(I)=0.O

5 OONTINUE té
U

O
té

O
U

ARG12 . 0*PI*TIM té
ARG24 . 0*PI*TIM

U00S200S(ARG1)
00S4005(ARG2)

O
O COMPUTEQS(X,T)*(AO+A2.P2(X)) AT GRID—POINTS.

O té

DO 10 1=1,14!’ U
P3=0.S*(3.0*XP(I)*XP(I)—1 .0)

SXTI .O+SI*XP(I)*00S2+P3*(S2+S22*00S4> té
O SXT(5—3*x*x)/4 té

W<I)=Q*SXT* (AO+A2*P3) té
10 OONTINUE U

té
O TEST OF STEP TO OORREOTW

O U

DO 15 1=1,14!’

DIFT=TEM(I)—TS té
IF(DIFT.GT.O.O) TEtEN e
bJ(IWW(I) U
ELOSE té
W(I)=O.5*w(I)

ENE IP té
15 CONTINIJE e

O e
O U
O COMPUTEINTEGRÁIS 1(J) té
e té

té
té

té
té
té
<-5
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e
• O FIRST, COMPUTEFOR XP(1)

•
• PLO(1)1.0

• PL(2)XP(I)

• DO 20 Jn,NL
• PL(J+2W((2.0*J+1.O)*XP(I)*PL(J+i)—J*PL(J))/(J+1.0>

• 20 OONTINUE
• O

• DO 25 Kfl,NL
GAH(K)GAM(K)+(1.O/3.0)*DX*W(1)*PL(K)

• 25
e

DO 40 12,NP—1,2

e PL(IWI.0
e PL(2WXP(I>
e DC 30 J1,NL

030 PL(J-I.2)=U2.0*J+1.O)*XP(I)*PL(J+1>—J*PLO(J))/(J+1.0)

DO 35 K1,NL

GAM(IOOAM(K)+(4.0/3.O)*DX*W(I)*PLO(í<)

e 35 CONTINUE

040 OONTINUE

DO 43 13,NP—2,2

PL(1)1.Oe
PLO(2)XP(I)

DO 41 J-4fiNL

PL(J+2)((2.0*J+1.0>*XP(I)*PL(J+1>—J*PL(J))/(J+1.O)e
41 OONTTNUE

Oe
DO 42 Kn,NL

GAM(KWGAM(K)+(2.O/3.O)*DX*W(I)*PLO(K)

e 42 OONTIIflJE
43

e O

O COMPUTE FOR XP(NP)
e O -

e PL(lkl.0

PL(2)=XP(NP)
DO 45 J~1,NLO

PLO(J+2W((2.O*i41.O)*XP(NP)*PL(J4-1)—J*PLO(J) >1(1.1.0)

e 45 CONTINIIE
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té

té
O té

DO SO K=l,NLO té

GAH(K)=GAM(K)+(1.0/3.0)*DX*W(NP)*PL(K) té
50 OONTINUE té

o té
RETURN té

ENE té
O té

RHS (NP , NL , XP , TO TOI,T02 ,W , TEM , GAN
1 TIM,DX,DT,ITM)

e
IMPLICIT REAL*4(A—H, O-Z) té
OOMMON/PHYDAT/AO,A2,Sl,52,S22,D0,Q,A,BfiTS té
OOMMON/POLEG/PL(29) té
DIMENSION XP(NP) ,TO(NLO) ,TO1(NL) fiTO2(NL) ,W(NP). té

1 TEM(NP),GAN(NL) té
O e
O EVALUATE TItE RHS OF ODE SYSTEM

O té
PÁRAMETER(EPS=O.00000001 ,NITlOO) té

o té
o MONOTONEITERATION

O

- DC 100 IT=1,NIT
OALOL GAMV(NP,NL,XP,W,TEM,GAM.TIM,DX)

O

O SWITOH TOl TO T02
té

O

DO 5 J=l,NL té
T02(J)=TO1(J) U

té
5 OONTINUE

ee
té

O FIND THE ABSOLUTE MÁXIMUMOF Tel
té

O
téDMAXOABS(TCl(1))

DO 10 J=2,NLO

IF(ABS(TC1(J)).GE.DMAXO) TItEN

DMAXO=ABS(TC1(J))

ELSE
té

DMAXO=DMAXO
té

ENE IF
té

10 CONTINUS e
e té

té
té

té
e
té
a
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e
e

IF(DMAXO .EQ. 0.0) TItEN
PRINT*, ‘DMAXOO’

PRINT*,
PAUSE -

ELSE

OONTINUE
ENEIF

OOMPUTE NEW

e O

DO 50 31,NLO

e B3(J—1.0)*J*DO+B
03=0 . 5* (2 . 0*3—1. 0>

e OJ1=OJ*INT(1/J)

e DTB1.0+DT*BJee TC1(JW(TC(J)/DTB)+(DT/DTB)*(CJ*GAM(J».2.O*CJ1*A)

SO OONTINIJEe
DNAXABS(TC1(1)—TC2<1))

DO 55 .32,NLO

DIF=ABS(TC1(J)—T02(J))

IF(DMAX.GE.DIF) TItEN

DMAl =DMAX

ELSE

- DMAXDIF

ENflIF

SS OONTINUE

O

IFUDMAX/DMAXO).LOE.EPS) GO TO 110

CALOL RK1P(NPfiNL,XP,TEM,7C1)

100 OONTINIJE

e O

110 OONTINUE

e
O DO T01T0

• O

• DO 115 I=1,NL

e TC(I)=TO1(I)

• 115

• O

•
• ENE
•
• SUBROUTINE RK1P(NP,NLfiXP,RE,RKC)
e

e
e
e
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té

IMPLOICIT REALO*4(A—H,O—Z)

OOMMON/POLEG/PLO(29)

PIMENSION XP(NP) ,RK(NP) ,RKC(NLO)

O

O COMPUTERE AT XP FROM REO té
U

POSO 11,NP té

RK(I)=0.O té
PLO(1)=1.O té

FLO(2)=XP(I)
téDO 20 .I=1,NLO rs

PL(i+2)=(<2.0*3+1 .0)*XP(I)*PL(J+1)—J*l’LOCifl/(J+1.O)
U

20 CONTINUE
té

O
e

DO 25 31,NLO

RK(I)=RK(I)+RKC(J)*PLO(J> té
e

25 CONTINIJE

SO CONTINUE té
e

té
RETURN

e
ENE

té
O e

SUBROUTINEGRAP2D(NP,NP2,NT2,TEM,TD2,KTIM) té
IMPLOICIT REALO*4(A—H,O—Z)

PIMENSION TEI«NP) ,TP2tNP2fiT4T2)

O
té

O STORE VALUES OF TEM EVERY 6 TIME STEPS POR POINTS OF TItE UPEER HALOF té
O INTERVALO E—i,iJ

O té

DO 10 31,NP2 té
1=3 té
TD2(J ,KTIM)=TEM(I)

10 CONTINUE

*
RETURN U
EN!) té

O té
SUBROUTINEGRAP1D(NP,NT2>TEM,TNP,KTIM) té
IMPLIOIT REALO*4(A—H,O—Z)

DIMENSION TEM<NP) ,TNP(NT2)

O

O STORE NORTE POLE TEMPERATUREAT EVERY 5 TIME STEPS

O
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e
TNP(KTIM)=TEM(NP)

e O

RETURN

e EN!)

e
SUBROUTINE OFUNO(NP,NL,FUNSXP,CF,DX>

REAL*4(A—H.O—Z)
COMMON/POLOEG/PL(-29)

DIMENSION FUN(NP>,XP(NP),CF(NLO)

e
O COMPUTETItE LEGENDRECOMPONENTSOF A FUNCTION FUN IJITH VALUES AT

O NP GRID—POINTS.

e
e DO 5 J1,NL

e OF(J)0.0

e 5

O

e PL(1>1.O

e PL(2)flP(1)e DO 20 Jn,NL
PL<J+2)((2.0*J+1.0>.XP(1)*PLO(J+1)—J*PL(J))/(J+1.O)

20
e
e DO 26 l<1fiNL

e OF(K>=OP(l<)+(1.O/3.O)*DX*FUfl(1)*PL(K)

25 CONTINUE

e
DO 40 V~2,NP—1,2

PLO(1)=1.0

PL(2)=XP(I)

e DO 30 J~=1fiNLO

PL(J+2»=((2.O*J+1.O>*XP(I)*PL(J+1)—J*PL(J))/(3+1.O)

30 CONTINUE

e O

DO 35 K~1,NL
e CF(K)OF(K>+(4.0/3.0)*DX*FUN(I)*PLO(K)

3S OONTINIJE
40 CONTINUE

e O

e DO 43 13,NP—2,2
• PL(1W1.O

• PL(2)XP(I)

• DO 41 31,NL
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té
té

PL(J+2)~((2.0*J+1.0)*XP(I)*PL(J+1)—J*PLO(J))/(J+1.0) té
41 OONTINUE O

O té
DO 42 K1,NLO té
CF(K>=OF(X)+(2.o/3.O)*nX*FUN(I)*PL(K) té

42 CONTINUE U
43 OONTINUE U

U
O té
C COMPUTEFOR XP(NP) U

rs
PL(1)=1.O té
PL(2WXP(NI’) té
DO 48 i=1,NL

PLO(J+2)=((2.0*J4-1 .0)*XP<NP)*PLO(J-s-1>—J.PLO(J))/(J+1.O) té
45 CONTINUE té

O
DO 80 K=1,NLO

OF(K)=CF(K)+(1 .0/3.0)*DX*FUN(NP)*PLO<K)

SO
O

DO SS K1,NLO U
OF(K)=O.S*(2.O*K—1 .O>*CF(K) té

SS CONTINUE

O U
RETURN U
ENE té

O U
O té

SUBROUTINE INIT<NP,NL,XP,TEM>TO,T01,IOP,DX)

IMPLOICIT REALO*4(A—H,O—Z)

OOMMON/POLEG/PLO(29)

DIMENSION TEM(NP) ,XP(NP) ,TO(NL) ,TC1(NLO) U
O e
O INPUT INITIALO CONEITION ANt COMPUTEITS LOEGENEREOOMPONENTS té

té
IP (10!’ .EQ. 1) GO TO 10 *
IP (lo!’ .EQ. 2) GO TO 25

IP (10!’ .EQ. 3) GO TO 45 té
*O
téO COMPUTE TItE FIRST OPTION rse
e

10 CONTINUE

té
rs
té
té
té
1’
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e
DO 20 1=1,14?

O TEM(I)—1O.O

TEM(I)=.-60.O*XP(I)*XP(I)+10.0

O WRITE(6,*) TEM(I)

20 OONTINUE

e O
e O

e
e COMPUTESEOONDOPTIONe

Oe ee
26 OONTINUEe

DO 40 1=1,14?

IF((—1.0 .LE. XP(I)) .AWi. (XP(ILLTÁ—2.O/3.O))) TItENe
TEM(1W15.0*XP(I)

ELSE IF(((—2.0/3.0) .LE. XP(I)) .ANE.

1 (XP(I) .LT. (—1.0/3.0))) TItEN

TEM(I)—10.O

ELOSE IF(((—1.O/3.O) LOE. XP(I)) .ANU.

1 (XP(I) .LT. 0.0>) TItEN

TEM(I)=6O.0*XP(I)+10.O

ELSE IF ((0.0 .LE. XP(I)) .AND.

1 (xP(I) .LT. (1.0/3.0))) TItEN

TEM(I)=—60.O*XP(I)+10.O

ELSE IF(U1.0/3.0) .LE. XP(I)) .ANfl.

• 1 (XP(I) .LT. (2.0/3.0))) THEN
TEM(IW-1O.0

ELOSE

TEM(I)=—15.0*XP(I)

ENEI?

• 40

• O

•
• O

• O COMPUTETItIRIJ OPTION

• O

• 45
• DO 50 11,NP
• XP23=XP(I)+(2.0/3.0)
• XP13=XP(I)+(1.0/3.0)
• XM23=XP(I)—(2.0/3.0)
• XMI3XP(I)—(1.0/3.O)
• IF((—1.0 LOE. XP(I)) .AND. (xP(I).LT.(—2.0/3.O)))

e
e
e
e
e
e
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TEM(I)—136 . O*XP23*XP23—1O.0

IF(U-2.O/3.O) .LOE. XP(I>)
1 (XP(I) .LOT. (—1.0/3.0))> TItEN
TEM(I)—10.O

ELSE IF(((—1.O/3.O) .LE. XP(I)) .ANfl.

1 (xP(I) .LT. (—1.0/6.0))) TItEN

TEM(I )=360 . O*XP13*XP13—1O.0

SISE IF(((—1.O/6.O) .LOE. XP(I>) .ANE.

1 (XP(I) .LT. (1.0/6.0))) TItEN

TEM(I)=—360.O*XP(I)*XP(I)+1O.O

ELOSE IF(((1.0/6.O) .LE. XP(I)) API!).

1 (XP(I) .LT. (1.0/3.0))) TREN

TEM(I)360. 0*XM13*XM1S—1O.0

ELSE IF(((í.o/3.o) LOE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I) .LT. (2.0/3.0))) TItEN

TEM(I)—1O.0

ELOSE

TEM(I )—135 . 0*XM23*XM23—10.0

ENE
50 OONTINUE

O

O COMPUTELOEGENnRE COMPONENTS

O

100 CALLO OFUNC(NP,NL,TEM,XP,TC,DX)

O

O GENERATETOl

O U
no iso 31,NLO

TC1(J)’~TC(J) rs
iBO CONTINUS té

O e
RETURN té
ENE rs

e
SUBROUTINE GRAPH(NP,XP,TEM,TNP,NP2,NT2,TD2,IOPGR) té
IMPLICIT REALO*4 (A—H,O-z) U
OHARACTER*80FNAME• CDUM té
DIMENSION XP(NP) ,TEM(NP) ,TNP(NT2) ,TD2(NP2,NT2) té

O e
O OPEN GKS.

O té
OALL GOPKS (6fiIDUM)

O e
*
té
té
e
rs
e
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e
e
• C open GKS,open aid active a inetafile with the nane sgral.

•
• FNAME ‘sgral’

• CALOL GESC (—1391,I,FNAME,1,IDUM,CDUM)

• CALLO GOPWI< (1,2,1)

• CALL GAOWK(1)

• e

• O out put the TEM’s graphic using EZXY

•
CALLO GSOR (1,0,O.,0.,0.)

CALLO GSCR (1,1,0. >1. , 1.)

CALLO OSOR (1,2,í.,1.,0.)

CALLO OSCIl? (O)
e

IF(IOPGR.EQ.1) TItEN

CALLO EZXY (XP,TNP,NT2,’TEMP OF N.POLOE’)

ELOSE

CALOL EZXY (XP,TEM,NP,’TEMPERTURE’)

ENDIF

e
O deactive and clase the sgral metafile.

e O

CALLO GDAWK(1)

CALOLO GOLO’V¡X (1)

e Oe
O open GXS,open aid active a inetatile with the name sgra2.

FNAME ‘sgra2’

CALOLO GESO (—139¡,1,FNAME,1,IDUM,ODUM)

CALOLO GOPWX<1,2,1)

CALLO GACWXCi)

e O

O out put the TD2’s graphic using CPEZOT

CALLO CPEZCT (TD2,NP2,NT2)

e O
O deactive and clase tbe sgra2 metaf Ile.

CALLO GDAWK(1)

CALLO GOLWK(1)

CALLO GCLOKS

RETURN

ENO

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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ApéndiceB
e
e

Multiplicidad de soluciones para
e
e

un problema unidimensional:Método de tiro.
e
e
• En esteapéndicese estudiaun problemaestrechamenterelacionadocon

• los modelos de clima de esta memoria. Se utiliza un método (le tirq que

• permite mostrarque la ausenciadel pesoen el operadorde difusión conduce
e a unacantidadnumerable(le soluciones.e
• Se considerael problema(le contornoautonomo
e
e• ( —u” +Bu+(7 e 9/9(u) xC(0,l)
• (PA)j ~

e
e
• donde9 es un parámetropositivo y /9 es unafunción de tipo Heavisidedefinida.

• por
( 5] U < —10e

• /9(u) = [tu, M] si u = —10

• tAl siu>—10.
e

Nótesequeno es exactamenteel quesi.zrgedel modelo 1-dimensionaldebidoa

• la ausenciade la función peso. Veamos queexisteun rango de 9 parael que

• el problemaposeeinfinitas soluciones.Esto contrasta.con los resultadosde la.

• sección 4 del Capítulo II, así como el hecho de que hayasólo tres soluciones
e constantes.
e

143

e
e
e
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té
rs

Lema 12 Sea ~ < 9< IOB+C~ El problema de cóntorno (PA) tiene té

infinitas soluciones.
e

Demostración, té

Las hipótesissobre9 garantizanla existenciade exactamentetres soluciones té
o

constantes,puesla recta Bu + (7 y el grafo 9/9(u) intersectanen trespuntos,

e
rs

____________ U
té
o

______ u o
-lo ~

3 U

e
e

Figura Rl. Si ~ < 4) < ~ los grafos Bu A-O y Q¡?(u) tienen
tres puntosen comun.

e
Donde

u> — B

u2 = —10

u3 — (3M—O té

(.:onsiclereinosel sistemaconservativo e
e

1 u’ y U~~~1n’: —9/9(u)+ Bu +0

té
cuyafunción de potencial es É

té

V(u) = QMu—~~
3-—Cu u>—I0

(9>-ii — (7)zí — fi~ — lOQ(M—ni) u< —10. té
o

Así, si u es solución de (8), se verifica laecuaciónde conservacionde la energía
(u’)2
__ = E, VxEfft U

e
Dibujemosel espacío(le fasesparaestesistemaconservativo.Paraello estu- té

diamoslas propiedades(le la función V. U
té

y es continuapero no (7>~ rs
e

2. V tieneun mini mo en u
2. En efecto, aunqueno es (71 en ningún entorno té

de 112. es fácil ver que 1/ decrecea la izqu.íierda.de u2 y crecea la. derecha. té
rs
e
té

U
e
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3. 1/ tienedes máximosen u1 y

V( ¡í:s) y V(u=)< V( ¡ti). En efecto.

VQu~) (Qn>- — (7)2 — IOQ(M — ni)
2B

V(u2) = .—10(9M — (7)— 5GB

V(u:3)
(QM—(7)

2
28

O

entonces.

V(u
3) — V(u=) = (9M (¶)((9M — (7) + 10)

B
— (9¡W — (7)2 + lG(9M — (7) + 508

28
= ((3M —(75 2B)~ > 0.

(Qn>- — (7

)

= ((3m (O( 8 + 10)

— (9>-ii — (7)2 + l0(Qm—0)+ SOR

28
(3>-ii (

‘

= (
liÉ

8

(Qn>- — (7)~ —100) =

[)enotamos por

Q l
—108+ (7

M

9= = —108+0ni
= 2(—IOB + (7

)

M+ní

obviamenteQi < 9a < 9=. CalculemosV(ua) —

Y(aa) — V(ui) =

((3M—O

)

((3M — (7)~ __ ((3m — (7)~

28 28 +
(9m—(7))((QM—(7)

+ 28

IOQ(M — tu) =

(Qn>- — (7) )+lOQ(M

— 9(M — ní)(9(M Sm) — 2(7
28

Por tanto

.4. 11(u2) <

B(QM_—
2 LP

~IOO) =

1/(ui) — V(u=)

+ 10).

—ni) =

sI (3 > (3.> se tiene que V(ug) — V(u>) > O
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si 9 = se tiene tiiie 1~< u:s) — V(uí ) = O.

si 4) < Qj se tiene que V(u3) — l/(a1) < O.

Dibujemosel diagramade fasesen cada uno de estoscasos.
y

u

o

—60 4.

o

u

4.

Figura B.3. 4) =

o

¡t
-6J-5. y

o

FiguraB.4. 4) E (4)1, 4)3).

FiguraB.2. 4) E (4)a, 4)2).
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e

• Cadatrayectoria del diagramade faseses solución de un problemade valor
e

inicial
• . 1 —u”+Bu+C E 9/9(u) XE IR• j uGro) =

• u’(xo) =

e
Nuestroobjetivo es resolverel problemade contorno,

e
• f —u”+Bu + (7 E 9/9(u) x E (0,1)

• j u’(0)= 0= u’(l)e
• paraello, utilizamos el método de tiro.

e
• Método de tiro. Se consideranlos problemasde, valor inicial,
e
• —u”+ Bu+(7 E 90(u) x E IR
• (~4)< u’(0) =0

• tu(O) = ye
• Nuestroobjetivo es determinarlos valores de y para los que la solución de
e (IV, que llamaremosu4, verifica

e• u/1) = 0.

e

• Las únicas solucionesquetoman al menosdos vecesel valor u’ = O sén las

• dadaspor las trayectoriasperiódicasencerradaspor la separatrizs1. La idea es
e

elegir entrelas trayectoriasperiódicasaquellasquepartiendode (y, 0) lléguen
a. (A, 0) cuandohayatranscurridoexactamenteun tiempo :r = 1. Es decir.

•
• —(u’)

2 + V(u) = E
2e

u
• =1
• 2(E — V(u))
e
• Integrandoa amboslados de la última igualdadentreO y 1, obtenemos

u(i) ds 1• ¡ 2(E — V(s)) = ¡da = 1,
• >40) ~

e
• donde 2(E — V(s)) tendrá el mismosigno queu’. Calculemosel periodo de

lina órbita periódicadel plano de fasesobtenidoe
e
e
e
e
e __ ____
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a -lO b

FiguraB.5. Se ha dibujado unatrayectoriaperiódicaarbitraria.

r = 2f 2(E ds V(s)) +2/
ds

2(E — y(s))

Haciendolos cálculos se llegaa la siguienteexpresiónparael periodo

-7- = ~ log (~-~L+ioV~-i- 2(E—v(.-1oD)(ÉtfIioV~+ =(E—v(—ioD

)

dondea y b puedentomar diferentesvaloressegúnlos casos:

u(1) = a,

u(1) =

i) u(O) = =

u) u(O) .= = a.

iii) u(O) = ji = b =

in) u(O) = ji = a = u(1).

Nos limitaremos al primer caso, los demásse estudiande maneraanáloga.

Sean
u(O) = y = b > —10

u(1) = a < —10,

(X)!O O Cl) el (lib í.¡Jo

u(l) u(O)

— lo

Figura B.6.

Entonces,

d.s

2(E — V(s))
+ §7 (1.5

2(E — V(.s))

14$
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=1

té
e
té
e
e
rs
té
e
té
*
té
rs
e
té
U
té
té
té
U
té



Método de tiro. 149

O bien,

(Q$L+lovE+yWVflo33)(c~nt.iovg+ =(E—V(—I0»

)

= g2N-4< (B.1)

donde E = VQ¿) = V(u(1)), puestoque u’(0) = O = u’(1). La ecuaciónde

conservaciónde la energíapermiteexpresaru( 1) en función de y.

= V(u(1)) -

((3M — (7)jz — = (Qn>- — (7)u(l) — .~(u( 1 )V — 10(3(44 — ni),

~(u(1))~ + ((7 — Qm)uP) + ((3M — — fl
1p + IIJQ(M — ni) = O.

Así,

u(1) =
(Qn>- — (7) + 1(~ — (3m)

2 — 28[(QM — (7)¡¿ — ~ + 109(M — nO

]

8
(B.2)

De las dos solucionesde la ecuacionde segundogrado nos interesasolamente

aquellaqueverifica u> < u(1), puesen otro casou(1) estaríafuera de la zona

queencierrala separatriz.

Sustituyendo(B.2) en (B.l) se tiene que

N(p)
DQu)

(B3)

donde

(9M — (7 + 1OB)((7 — Qn>- — 108

)

8
+

9(M-m

)

+ 2(E — V(—10)) + 2(E — V(—1O))

— (9M~(7~Bp) \/‘(C (3>-u
(3M-O

—2( 8
1 10Q(M — ní

)

/1 — —y2 +
2 8

Se define

f(jt) = fQ,M,,~,O,FdIt)
NQí)

Para.ver cuántassolucionestiene (RS), estudiamosla. gráfica de f(j¿).

.f(jí) tiene a lo sumo tresasíntotasverticales:

(3M-O
/1= 8

(3M — (7
11= 8

— (Qn?— 0)2
+ 20(3(51 — ni

)

E

— ((3m— (7)2

e
e
e

e
e
e
e
e
e

N(p)

[)(jí)

(3M — (7

8 +
1(QAI§ (7)2 + 209(M — ni

)

E
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u
U
U
e

o bien,

ji =

ji = u3 — .j(ua)=— (u> )2

ji = u3 + \/(113)= — (t¿~ )2

+ 20(u3 — u>)

+ 20(u3 — u>)

téSe observaqueN(jí) > O,

liii) f([t) = +00

lun f(jí) = +00,

g—* gj~

li>I) fQÍ) =
+

Veamosque~fes crecienteen el intervalo (—10,ua).

- ¡Jo = N’D — NL>’
92

N’(ji)
Q(M — m)E’

28(E — V(—10))
+2E’

dondeE’

Por otro lado,

= (QM—(7)—Bjí > OVp<u:>.

té

D(jí) > O

= ~8~(C8Q?n) 2

+

—2((3M8— (7,~

((3M — (7 — Bjíft~Q~=?+ ji)

1 109(51 — nON
-ji

2 + 1 +
2 8

< 0.

— 2 (~§<~j~ — ~ + >OQ(M—m)

)

Luego, f’(jí) > O. Veamosque
>13 — — u? + 20(ua — u>) > —10,

o
O bici?

1 q>.ie

713 + 10 = v’~4 —4 + 20(-u3 — u>).

Tenemnos dos numeros positivos a ambos lados <le la desigualdad,

(ua + 10)~ = u1~ —4 + 20(m¿s— u)

u.~ + 100 + 20u3 2 >4 + 20u3 — 20u>u3 —

100 > —(ul+2Oui)

o > —(u?+20u1+100)

o > —(uj + l0)~

= ji1

= /62.

e
e
U

U
té
U

.D’(jí)
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lo cual es obvio. Finalmente, f(—]O) = 1. El estudio realizadopermite

representarfQí).

Figura8.7. Representacióngráficade f.

VN C LV c* > 1, y por tanto Bp E (—10, u3) tal que

f(y) = e3«T

Se concluyeasí, la pruebade la existenciade infinitas solucionesdel problena

<nitónomo (PA) con 9 E (Q,Q=).
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