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Introduccion.

En esta memoria se estudia un modelo no lineal originado en Clima-
tologia. Se trata de un balance de energia en la superficie terrestre que da
como resultado una ecuacién en derivadas parciales no lineal. Este tiiuo de
modelos fueron introducidos por M.1. Budyko y W.I}. Sellers en 1969, de forma
independiente y que pese a contener pequefias diferencias en su formu]a,ci:(')u sin
embargo requieren un tratamiento matematico pormenorizado. Los modelos
originarios han sido completados, mejorados, modificados y/o simpliﬁca,dlos por
diferentes autores. En la literatura podemos encontrar estudios matematicos
sobre modelos unidimensionales de balance de energia (Diaz [1993], Hetzer
[1990], North {1990], Xu {1991]) y también sobre el modelo bidimensionail bajo
ctertas hipdtesis (Hetzer {1990]). El objeto de esta memoria es abordar un

modelo bidimensional general que incluye el caso de difusién no lineal. |

Esta memoria ha sido estructurada en dos capitulos y dos apéndices que

a su vez constan de varias secciones.

En el Capitulo 1 se estudia el modelo de evolucién (una ecuacién parabé-
lica no lineal), describiendo el balance de energia asi como las leyes fisicas que
permiten formular tal balance como una ecuacién en derivadas parciale% cuya
incognita u(t, ) es la temperatura, La primera peculiaridad del modelo del que
es objeto esta memoria es que el dominio espacial es la superficie terre.‘%tre, lo
que obliga a aplicar la teorfa de las variedades Riemannianas. Una panoramica
de esta teorfa se presenta en la seccién 2. Mencionamos también alli algunos

espacios funcionales definidos sobre variedades que son de interés para nuestro
!

problema.

El operador de difusién de calor considerado puede ser no lineal. La
motivacién de esto fué el trabajo Stone {1972] en el que el autor propuso un

coeficiente de difusidn dependiente del gradiente de temperaturas. Esta no

i



iv Introduccién

lineafidad afiade una dificultad adicional al tratamiento del problema [a pesar
de que el operador diferencial -div(|Vu|P~?*Vu) + G(u) resulta ser mondétono y

coercitivol,

Otra peculiaridad del modelo es el efecto del coalbedo (fraccion de Inz
absorbida por una superficie) que introdice una nueva no linealidad 3(u) even-
tualmente discontinua y que trataremos como un grafo multivoco acotado. En

la seccidn 3, tras definir el espacio funcional de energia adecuado
V = {vel*M): Vue LN (TM)},
se prueba la existencia de solucidn sobre dicho espacio para el modelo

(P) { uy — div(|[VulP?*Vu) + G(u) € Q@S(x)B(u)+ f en (0,T) x M
u(0,2) = ug(xz) en M

_para datos iniciales en L®(M), donde M es una variedad Riemanniana orien-
tada compacta y sin borde, G es una funcidn continua estrictamente creciente
y S(z) es estrictamente positiva y acotada. Aplicaremos ciertas técnicas de
punto fijo adaptadas a operadores multivocos. Asimismo, se prueba la pro-
longabilidad de las soluciones locales a todo el intervalo de tiempo [0, oc0)

y se obtiene una mayor regularidad de la solucion cuando se supone ug €

VO L= (M),

La dltima parte de este primer capitulo se dedica al estudio de ta unicidad
de solucién para el modelo. Pese a ser éste un problema parabdlico, la presencia
del término §(u) permite que existan datos iniciales para los que es posible
hallar mmds de una solucién. Es aqui donde la funcidn de coalbedo juega un
papel clave. En el caso en que F{u) es expresado por una funcién lipschiziana
se tiene unicidad de solucién para todo dato inicial up € L*(M). Pero éste
no es el caso cuando [ es un grafo multivoco. Para analizar esta cuestion,
inspirados en Diaz [1993], introducimos e concepto de funcién no degenerada

sobre una variedad. Nos referimos a la siguiente

Definicién. Diremos que w € L™(M) satisface la propiedad de no-degenera-
cidn fuerte (resp. débil) si existe C > 0 yeg > 0 tales que para cada ¢ € (0, ¢p)

p({r e M:juw(z)+10] <e}) < et

(resp. u({x € M 10 < jw(z) +10] < ¢}) < Cer?), donde p es la medida de
Lebesgue sobre la variedad M.
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?
En la subseccién 4.2 se obtiene un resultado parcial de unicidad, que asegura
lo siguiente: ' |
(i) Si existe una solucién de (P) tal que u(t) verifica la propiedad d(:*, no
degeneracion fuerte para cada t € [0,T) entonces u es la dnica solicion
débil acotada de (P); (i) a lo sumo puede ezistir una solucidn dﬂi(f’}

que verifiqgue la propiedad de no-degeneracion deébil. |

i
Una cuestion de distinta naturaleza es comprobar cuando se verifican tales
condiciones. En el caso unidimensional (e.d. cuando M se reduce a un in-
tervalo real) damos un criterio de unicidad a partir de la degeneracién o no
degeneracién del dato inicial (seccién 4.3). :
- El Capitulo 2 aborda diversas cuestiones relacionadas con el compor-
tamiento de las soluciones para tiempos grandes. En una primera parlfe se
estudia la estabilizacion de soluciones del modelo de evolucidn, cuando ¢ tiende
a infinito. Las técnicas que se utilizan nos obligan a distinguir entre Io.% dos
tipos de modelos (de Sellers y de Budyko). En el caso del modelo de tipolSell-
ers (# lipschitz) la existencia de un semigrupo de operadores sobre L*( M) que,
describe la dindmica de la ecuacion permite probar la existencia de un atractor .
global (seccién 1). Aunque una generalizacién de estas técnicas a semigrupos
multivocos podria ser también aplicada a modelos con coalbedo discontinuo,
nosotros, hemos utilizado otro tipo de técnicas (vilidas para ambos lilociel()s)
que no sélo prueban la existencia de atractor sino que caracterizan el conjunto
w-limite de cada solucién como un subconjunto de las soluciones estacionarias

del modelo (seccidn 2). ‘ |

1

La segunda parte del Capitulo 2 aborda el problema estacionario
!

(Fg) —div(|[Vul~*Vu) + Bu+C € QS(z)B(u) en M.

!
I

En este estudio se aborda la unicidad o multiplicidad de soluciones concluyendo
que el pardametro solar @) juega un papel determinante. En la seccién 3.1 se

encuentra un intervalo de valores de () para el que al menos hay tres soluciones.

|

En la seccién 3.2 se describe el diagrama de bifurcaciéon con respecto al

parametro (} y se prueba que tiene una rama principal en forma de “ese’, Las
.. , . . A

técnicas que aqui se han utilizado se basan en un resultado de Rabinowitz, en
4



vi Introduccion

el principio de comparacion y en el conocimiento de ciertos rangos de ¢} en los

que se tiene unicidad de solucién.

Los resultados presentados en los capitulos I y Il son completados con
dos apéndices. El Apéndice A estudia la convergencia del método de Faedo -
Galerkin y Fourier — Galerkin para el modelo unidimensional de tipo Budyko,

tanto de difusién lineal (p = 2) como el de difusién no lineal (p > 2),

up —((1 — o) |uaP"2ue)e+ Bu+ C€QS(x, )8 (u) en(t,z) € (0,T) x (=1,1),
(1 — ) u P 2u, =0 ' enz = +1

u(0, ) = ug(x) en(—1,1).

La motivacién de este apéndice es completar el estudio iniciado por Lin — North
i1990] y Mengel — Short —North [1988], en los que se presentan experiencias
munéricas para el modelo unidimensional de evolucién de tipo Budyko, pero sin
dar una demostracién de la convergencia. La segunda parte de este apéndice
se refiere a la implementacién del método de Faedo - Galerkin para el caso
p = 2 (con la base de los polinomios de Legendre) combinado con el método
implicito de Euler. Los resultados de las experiencias numéricas que hemos
incluido aqui ilustran, entre otras propiedades, la sensiblidad del modelo a

pequenas variaciones de ().

El Apéndice B trata sobre una ecuacién eliptica unidimensional con un.
término multivoco pero sin peso en la difusién. Sus caracteristicas permiten
tratarla con un método de tiro para probar la multiplicidad de soluciones.
Curiosamente, la ausencia del peso degenerado en los extremos del término de
difusion conduce a un conjunto mimerable de soluciones lo que contrasta con

el diagrama de bifurcacion en forma de “ese” mostrado en el Capitulo I1L



Capitulo I

Existencia y criterio de unicidad
de soluciones para el modelo

bidimensional.

1 Modelizacién. Problemas de evolucién cero,
uni y bidimensionales. Formulacién sobre

una variedad M compacta y sin borde.

b
t

En una primera incursién en Climatologia, nos encontramos con dos
tipos de modelos: modelos de prondstico y de diagndstico. Los modm;’os de
prondstico tienen como objetivo pronosticar o predecir la evolucién temporal
de la dindmica de la dtmosfera. A este tipo pertenecen los llamados “mode-
los de circulacién general” (CGM) consistentes en sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales obtenidos a partir de leyes fisicas de conservacién. Por su
gran complejidad, su tratamiento estd basado en métodos computacionales que
permiten aproximar las variables a predecir. Por el contrario, los modelos de
diagndstico intentan mostrar aspectos cualitativos del clima y comprender su
evolucién temporal frente a cambios de pardmetros. A este grupo 1;:91'tz=.%11ece11
los llamados “modelos de balance de energia” (EBM), objeto de estudio en

esta memoria.

Los modelos de balance de energia fueron introducidos en 1969 por M.L

Budyko y W.D. Sellers de forma independiente. Estos modelos de diagndstico

1



2 . Capitulo 1. Existencia y criterio de unicidad.

tratan de entender la evolucion global del clima de nuestro planeta. Su princi-
pal caracteristica es la sensibilidad de la temperatura a pequenas variaciones de
parametros solares o terrestres. Este tipo de modelos ha sido utilizado también
para estudiar la teoria de Milaukovitch sobre los periodos de glaciacion.

El modelo se obtiene a partir de un balance de energia en la superficie

de la Tierra (por ejemplo al nivel del mar). Dicho balance es el siguiente:
Incremento de Calor = R, — R, + D,

donde R, y R, representan respectivamente la energia absorbida y emitida por
la superficie terrestre y [) representa la redistribucién de calor, que viene dada
mediante un o]Jaerador de difusion de segundo orden.

Otra caracteristica es que el dominio espacial es toda la superficie de la
Tierra (en este sentido se dice que el modelo es global) y la escala de tiempo
es considerada relativamente grande, del orden de 10 afios. En los modelos
estacionales se introduce una escala menor de tiempo, lo que permite analizar
la influencia de los ciclos estacionales en el sistema climatico y en particular

en la formacidn de los casquetes polares.

Expresemos matematicamente cada uno de los componentes del balance
en funcién de la temperatura superficial, magnitud a modelizar. Denotare-
mos por ufi,t) la distribucién de la temperatura sobre la superficie terrestre,
expresada puntualmente tras un proceso standard de promedios, donde la va-
riable espacial z es un punto de la superficie de la esfera 5%, o mads en general
de una variedad M, y t es la variable temporal. El incremento de calor es el
producto de la capacidad calorifica (que por simplicidad supondremos igual a
uno, aunque tras pequeias modificaciones lo podriamos suponer mas en gen-
eral de la forma ¢ = ¢(z) con ¢(x) > 0) por la derivada temporal de la funcidn
temperatura u. La energia absorbida por la atmosfera R, depende del coalbedo
planetario 8. La funcién coalbedo toma valores comprendidos entre 0 y 1, y
representa la fraccion de energia recibida que es absorbida por la superficie, en
otras palabras, es el cociente entre la energia absorbida y la energia incidente,
En zonas cubiertas de hielo se refleja mas la luz solar que en los océanos y
por tanto el coalbedo es mayor en estas ltimas. Se observa que existen zonas
muy proximas con coalbedos muy diferentes. En los modelos de balance de
energia se considera una variacién rapida del coalbedo en un entorno de una

temperatura critica que usualmente se toma como v = —10°C. Esta variacion
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|

:
rapida es modelizada representando el coalbedo con una funcién discontinua
en el llamado “modelo de Budyko”

4 =
Blu) By u>—10,

é
' |
}8{ u << —10 1
:
1
1
que en el contexto de las ecuaciones en derivadas parciales serd tratado como
el grafo

Biv)

Figura 1

donde ; y [, representan el coalbedo de la zona helada y del resto, re'spec.—

tivamente. Estas constantes verifican que 0 < 3; < B, <1 ya part‘ir de

. ’- . |
observaciones por satélites se conoce su valor aproximado '

Bi ~ 0,38, Bu ~ 0,60

En el llamado “modelo de Sellers”, § se supone una funcién mas regular (Lip-

schitziana, al menos), como por ejemplo

|
i
'
t
I
!
'
1

Bi U < Uy,
ﬁ(u) = ﬁi - (ﬁ)(ﬁt - ,[jw) U S U S Uy,
B U > Uy, '

CON Uy Y Uy temperaturas fijadas y cercanas a —10°C.

B

Figura 2

Esta dependencia de la temperatura introduce en el modelo un eferttu
de retroalimentacién (o feedback) producido por el coalbedo. El mecanismo
fisico al que nos referimos es el siguiente: si una perturbacion interna o externa
hace descender la temperatura global, favorece la formacién de nuevas dreas de

hielo. El hielo que encontramos en los polos es blanco y brillante, y refleja casi

L
|
T
|



4 | Capitulo 1. Existencia y criterio de unicidad.

toda la radiacion solar que incide sobre él. Esto hace que aumente la radiacién
reflejada y desciendan las temperaturas. La nieve y el hielo aumentan y el
proceso continda. De manera andloga se argumenta si dicha perturbacién hace
que la temperatura aumente, en este caso las areas de hielo y nieve disminuyen,
aumenta el coalbedo y las temperaturas aumentan.

En ambos casos se tiene que la energia absorbida viene dada por
Ro = Q5(z,1)8(z, )

donde S(x,t) es la funcién insolacién o calor suministrado por el Sol y @ la
constante solar dividida por cuatro. La constante solar es la radiacién solar
incidente sobre una unidad de superficie situada en la parte superior de la
atmosfera perpendicular a la direccién del Sol. Esta constante experimenta
fluctuaciones relacionadas con las variaciones de la rotacion del Sol y desarrollo
de manchas solares, que son del orden de dias y otras mas lentas de escala el
ciclo de actividad solar (11 afios). En la formulacion del problema, € juega el
papel de parametro positivo. En el capitulo 2 se abordara la sensibilidad del

modelo a variaciones de (.

La superficie de la Tierra y la atmésfera, asi calentadas por el Sol,
reemiten el flujo solar absorbido en forma de radiacién infrarroja de grandes
longitudes de onda. Esta energia liberada por la Tierra E. es representada en
el modelo de Budyko, segun la ley de enfriamiento de Newton, esto es; por una

funcién afin en u,

R.=Bu+C (11)

con By (7 parametros positivos, obtenidos mediante observacion, y que pueden
depender de fendmenos tales como el efecto invernadero. En el modelo de
Sellers R, se expresa, escribiendo u en grados Kelvin, utilizando la ley de

Stefan - Boltzman
R€ — 0'?1!4= (1.2)

donde o es una constante positiva,

La difusion de calor D es la divergencia con signo negativo del flujo de
calor por conduccién F, mas el flujo de calor por adveccién F,. La ley de
Fourier expresa

F. = —k.Vu
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<

donde k. es el coeficiente de difusion o conduccidén. El flujo de ca]mj‘ por

adveccion viene dado por

F, = —uVu

y por convenios bien aceptados (véase p.e. Childress-Ghil {1987]) la velo-
cidad del flujo atmosférico v en escalas planetarias puede sustituirse por un
coeficiente de difusion k.. Asf, D = div(kVu) con k = k.+k,. En los modelos
introducidos por Budyko [1969] y Sellers [1969], €] coeficiente de difusién & es de
la forma k = k(x). Posteriormente, P.H. Stone [1972] propuso un coeficiente
de la forma k = k(z,u,Vu), en particular & = b{x)|Vu|, incluyendo asi el
efecto de feedback negativo producido por las corrientes atmosféricas deigran
escala. En este ultimo caso se obtiene un operador de difusiéon no lineal en
forma de divergencia, que para el caso b(x) = | es conocido con el nombre de

pseudolaplaciano y se denota por
Aju = div(|VufP"?Vu). !

'y . e ' X TS | ’
sustituyendo los términos, que acabamos de describir, en el balance de energia,

se obtiene una ecuacion en derivadas parciales no lineal de tipo parabdélico,

uy — div(|VulP~Vu) € QS(z)B(u) — Re(u) en (0,T) x JVII
u(z,0) = uo(z) . en M. ‘

(P)

|
donde el dominio M se supone una variedad bidimensional Riemanniana com-
pacta sin borde. En el planteamiento del problema se observa la ausendia de

condiciones de contorno debido a que el dominio M no tiene frontera.

Para simplificar la notacién correspondiente a las diferentes definiciones

de R. y 3, utilizaremos (en lo que sigue) los sigutentes nombres:

modelo bidimensional de tipo Sellers si R, es como en (1.2) y [ es Lips-
chitziana;

modelo bidimensional de tipo Budyko si R. es como en (1.1} y (4 fes un

grafo maximal mondtono de tipo Heaviside.

Se han estudiado modelos globales de balance de energia simplificados.

Las simplificaciones han sido hechas en base a miltiples observaciones (véase

por ejemplo Lorenz [1971]), que muestran que la conveccién meridional es
1

considerablemente pequeiia frente a la longitudinal. Este hecho conduce a in-

troducir como incégnita la temperatura media u sobre cada paralelo. De este
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modo, el modelo bidimensional (FP*) se reduce a un modelo unidimensional
cuando la variedad M es la superficie de la esfera y se toman coordenadas
esféricas. Los detalles de esta reduccion en la dimension se dan en la siguiente
seccidn de esta memoria. El modelo resultante, llamado “modelo nnidimen-

sional”, es

ur — (1 = 28 |ug|P?uz). € QS(2)B(n) — Re(u) en (0,T) x (~1,1)
(P (1 —2%)u, =0 ' enx=—-lyz=1
u(z,0) = uo(z) en (0,1)

donde x = senf y # es la latitud. En (F)) se han introducido condiciones
de contorno artificiales justificadas por el hecho de que el flujo meridional de
calor en los polos es nulo. La cuestién de existencia de soluciones y estudio
de la frontera libre (la curva que separa las regiones {z : u{x,t) < —10} y
{z : u{z,t) > —10}) para (P;) con difusién lineal (p = 2) fue estudiada por
Xu [1991] y més tarde en el caso no lineal (p > 2) por Diaz [1993], incluyendo,
por primera vez, en la literatura el estudio de la unicidad de soluciones. Para
el modelo unidimensional se utilizara la misma nomenclatura que para el bidi-

mensional en funcion de R, y .

El modelo mas simple, el llamado “modelo cero-dimensional”, aparece
cnando se considera la temperatura uniformemente distribuida sobre la Tierra,
es decir, como funcién unicamente del tiempo. La importancia de este mode-
lo radica en que permite obtener ficilmente informaciones que pueden servir
como indicaciones para los modelos de dimensién superior. Segin las distintas

definiciones de f y R, resultan los modelos 0-1) de Sellers y de Budyko

€ QB - Rw) en (0.T),
(Fo)
'U,(U) = Ug.

Los modelos que acabamos de describir son modelos de evolucion por su
dependencia de la variable temporal. Los estados de equilibrio o estacionarios
asociados a estos modelos son descritos por ecuaciones elipticas semilineales
o cuasilineales. Mantendremos la nomenclatura anterior para referirnos a los
modelos estacionarios 2-1), 1-D ¢ 0-D de tipo Sellers o Budyko. El modelo
estacionario bidimensional se estudiard en la segunda parte del capitulo 2 de

esta mmemoria.
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2 Preliminares: analisis sobre variedades.

i
El origen fisico de los problemas que se estudian en este trabajo nos lleva
a considerar dominios espaciales que no son abiertos de IR™; éste es el casb de
la superficie de la Tierra que serd tratada como la superficie de la esfera en
una primera aproximacién. Para establecer resultados mas generales un marco

adecuado para formular las edp’s es el de las variedades Riemannianas.
i

En esta seccién se recogen algunas definiciones bésicas de (Geometria
Diferencial y Riemanniana, asi como algunos resultados que seran utilizados
en secciones posteriores. El objetivo de esta seccién es recordar ciertos as-
pectos generales de las variedades Riemannianas compactas sin borde y de Tos
operadores en ecuaciones en derivadas parciales definidas sobre ellas, siguiendo
los trabajos de Aubin [1982), Boothby [1975], Chavel [1984] y Gallot-Huillin-
Lafontaine [1987], entre otros. A lo largo de esta exposicién se hacen continuas
consideraciones a dos casos particulares relevantes: la superficie de la esfera
S? C R’y el caso de abiertos 0 C [R?, (puesto que la mayoria de los resultados
que se presentan en esta memoria son aplicables a problemas sobre domlinios
regulares y acotados {2 de IR bajo ciertas condiciones de contorno). Estos dos
casos se recogen en los ejemplos que llamaremos By A respectivamente, que

iremos describiendo en esta seccidn. i

Sea M un espacio topoldgico y m > 0 un nimero entero, una carte de M
es un par (W, w;) donde Wy es un abierto de M y wy : Wi, — wy (W) € R™
un homeomorfismo. Dadas dos cartas (W, wy )y (W,, w,) tales que Wlﬂlerg #

{0, se llaman cambios de carta a las funciones

Wy O W;-] : W](W] N Wz) - Wg(W] N Wz),
Wi CJV\".;1 : Wg(wl N VVE) — W}(W] N Wz)

que son homeomorfismos entre abiertos de R™.

Un atlas en M es una familia de cartas W = {(W,, wi)}iea (:.1_1yds do-
minios recubren M. Dicho atlas es diferenciable si los cambios de c:artais s0n
diferenciables. El atlas se ilama maximal o completo si toda carta que cambie
diferenciablemente con las del atlas estd en el atlas. :

|

Definicién 1 Una variedad diferenciable es un par (M, W) donde M ¢s un
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espacio topologico de Haussdorf con base de entornos numerable y W un atlas

diferenciable completo.

De esta forma se ha dotado al conjunto M de una estructura diferencia-

ble, que permitira trasladar a M nociones del Calculo Diferencial de ™.

Siempre que no haya confusion posible sobre el atlas al que nos estemos
refiriendo, denotaremos la variedad por M. El nimero m es llamado dimensidn
de la variedad M. En lo que sigue, fijaremos nuestra atencién en variedades
diferenciables bidimensionales (m = 2), lo que simplificard la notacién en lo que
signe. Sea (W), w)) una carta de (M, W)} con w, = (w},w?) y p € W,. Los
elementos del par (w)(p), wi(p)) pueden considerarse como las coordenadas de
P, que denotaremos en general por (6i,¢,). En este sentido, una carta es un
sistema de coordenadas locales, y un cambio de cartas puede verse como un

cambio de coordenadas.

Un tipo especial de variedades diferenciables son las contenidas en algin

espacio euclideo R", cuya topologia es la heredada de dicho espacio ambiente.

Definicién 2 Diremos que M C IR* es una variedad euclidea de dimension
m si para cada p € M existe un entorno Uy C K", un abierto V C R™ y un
difcomorfismo x : V — Uy M,

La aplicacidn x se denomina parametrizacion o sistema de coordenadas
en el punto p (o bien parametrizacién focal o sistema de coordenadas local en
un entorno del punto p). Se llama entorno coordenado al conjunto &/, N M.
Toda variedad euclidea de dimensién m es una variedad diferenciable (basta

definir las cartas como inversas de las parametrizaciones).

El origen fisico de los problemas que se estudian en esta memoria nos
aconseja considerar variedades euclideas bidimensionales de B®, o lo que en
Geometria Cldsica se denominan superficies regulares de IR® (las variedades

euclideas de dimension m de R suelen ser denominadas superficies abstractas).

Ejemplos.

A. Un abierto Q) de JR? es una superficie regular de IR®. Existe una parametri-
zaclén X con un solo entorno coordenado  x {0}, Es decir, x : Q@ — 0 x {0}

es un difeomorfismo.
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e

B. Sea M = S} la superficie de la esfera de radio R, veamos que es una
superficie regular de R?. St definimos €y = {{(x1, 22, 23) € S% 1 22 = ()!, Ly >
0}, la aplicacion |
|
!
x: (0,7) % (0,27) — SLA\ |
(¢, 8) — (Rsenpcosh, Rsenpsent, Reosp) f

es un difeomorfismo en 53 menos una semicircunferencia de 5% que une los
polos. Es decir x es una parametrizacion local en un entorno de cuélquier

punto p € S;\ €. Considerando ahora

y: (0,7) x(0,27) — SENC,

!
|
:
(,0) — (Rsenpcost, Heosp, Rsenpsend) i

|

donde C; es la semicircunferencia Cy = {(x1,22,23) € 5% 1 z3 =0, z7 < 0},

. o . |
se tiene que S% puede recubrirse con los entornos coordenados de dos puntos.

)

Figura 3 I

Sea (M, W) una variedad diferenciable bidimensional y f una aplficacién
definida sobre ella, f : M — IR. Diremos que f es diferenciable d:e clase
r (CT(M)) si para cada punto p € M existe una carta (W,,w,) en p tal
que fowy' estd definida en un entorno £ C MR* de wi(p) y es de clase
CT(E, R). Toda funcién f: M — [R tiene una expresion local f en el sistema

de coordenadas 6, p dado por cada carta.

f(g'»LP) - fow)Tl(gv‘P)'

Algunas veces, cuando no se genere confusion, denotaremos a la expresion local

de [ por f, prescindiendo de la tilde.

e Bt e
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Se llama vector tangente a la superficie M en un punto p a cunalquier
vector tangente a una curva diferenciable parametrizada contenida en M que
pase por el punto p. Es decir, st ¢ : (—¢,¢) -+ M es la parametrizacion de
una cirva diferenciable arbitraria que verifica que ¢(0) = p eutonces ¢'(0) es
un vector tangente a M en p.

En términos de aplicaciones lineales, la nocién de vector tangente puede

definirse como una funcidn lineal £ : (M) — IR tal que

Efg) = (Efglp) + flp)&g),  Vfige CT(M).

Esta definicién generaliza la anterior, y es adecuada cuando M es una variedad
diferenciable. Ambas definiciones son equivalentes cuando M es una superficie
y nos permiten identificar vectores de /B> con derivadas direccionales.

El conjunto de vectores tangentes en p se denota por Tp M, se llama
espacio tangente en p y es un subespacio vectorial de dimension dos de R®.
También se define como dxq(R?) C R donde dxq es la diferencial de la
parametrizacion X en el punto g = x~!(p). La definicién de plano tangente uo
depende de la parametrizacion considerada. La definicion de superficie regular
o en general de variedad diferenciable garantiza la existencia de plano tangente
en cada punto p de dicha variedad. El fibrado tangente TM es Ugemdp M.

La eleccién de una parametrizacion X en p € M determina una base
{‘;—’9‘, %;’; del plano tangente T, M, que también denotaremos por {xg, X, }. Las
coordenadas de un vector v € T, M en la base anterior se obtienen tomando
una curva parametrizada ¢ que pasa por p y tal que ¢/(0) = v, donde ¢ = xo
v oft) = (8(t), p(t)), por tanto

d d

c(0) = L(xoa)l = Z(XOB.eWu = O0)x +@ (0%, = V.

Sea (Wi, wy), con wy = (wl,w?) una carta en p € M y {0,, 0} el

sistema de coordenadas asociado, entonces se comprueba sin dificultad que el

a
I3

dim M. Veamos como actuan estos vectores tangentes. Sea f : M — R

. a . :
conjunto {55-|p, 5,7p} es una base de TpM y por tanto, dim TpM = 2 =

entonces

a _ dfow ) J W fowl")
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Ejemplos.

A. Sea M = un ablerto de 2, el espacio tangente geométrico en p € 1 es

el conjunto de vectores fijos de R? que empiezan en p. Este se identificai con el
i

arrneter de anliesciones lnesleg o o a 3 ma derivadae rmereial e

espacio de aplicaciones lineales cuya base es {3 B }, las derivadas parciales

x
en IR2.

B. S5i M = 53 el espacio de los vectores tangentes geométricos puede dibujarse

como en la figura.

Figura 4.

La nocién de plano tangente permite definir la diferencial df, Lle una
aplicacion diferenciable f en un punto p. Sea c una curva pzmrametrizﬁada de
M tal que c(0) = p y ¢/(0) = v, la diferencial de f en pesla a.plica.cichﬁ lineal

dfy . TpM — K
v 2 dfp(v) = ()

El producto escalar de #? induce en cada plano tangente 7, M ;tie una
superficie regular M un producto escalar, que denotaremos por <, >£,. Este
producto escalar define en T, M una forma cuadratica denominada primera
fr)'/.f'ma fundamental de la superficie regular en p € M; Tal forma expresa
la manera en que la superficie M hereda el producto escalar de R?. Ex-
presemos la primera forma fundamental en la base {xy, X,} asociada a la
parametrizacion x(6,¢) en p. Sea v € ToM y ¢(t) = x(8(t), (t)) una curva

parametrizada en p con ¢/(0) = v. Entonces,

<v,v>p, = <c(0),c{(0) >, =

< 9’(0)X9 + @!(O)XQ,’BI(O)XQ + L,D’(U)le >p = ;
|

= (0'(0))* < x4,%p >p +26'(0)0'(0) < X4,%, >p +(¢'(0))* < Xy, % >,

{l
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es decir, sl v = v1Xg + X, ¥ s

E = <x4,%x5>p
Fo= <x9,X, >p
G = < XypXe >p
entonces
E F (2]

< v, v, = (v, 1) Fo
R 12D}

v E, F.(7 son entonces los coeficientes de ta primera forma fundamental en la
base asociada a la parametrizacion x en p. Ast, para cada p del entorno coor-
denado definido por x se obtienen unos coeficientes E(8, ), F(8,p), ((8,¢).
La primera forma fundamental nos permite hacer mediciones (longitud de una
cnrva, area de una regidn) dentro de un entorno coordenado de una superficie.
Sea c: [ =[0,T] » M una curva parametrizada cuya traza esta contenida en

un entorno coordenado de M. La lougitud de ¢ viene dada por

| = [OT| ()]t = [ J< ).ty >dt.

St [) es un dominio regular de un entorno coordenado de M de coordenadas

8, @,

drea( D) f VEG — Fid8dp,  siendo B = x~'(D).

La estructura de variedad euclidea bidimensional (o superficie) nos ha permi-
tiddo definir un producto escalar en el espacio tangente a cada punto de un en-
torno coordenado. Para hacerlo de forma global utilizaremos una particion de
la unidad subordinada al recubrimiento de M formado por los entornos coor-
denados. Recordemos que una familia («y)aea es una particion de la unidad

subordinada al recubrimiento {Wy }aea st
1) ay: M — R es “regular” (por ejemplo de clase (*°) para todo A € A,
i) soporte de ay contenido en W),
ili) ay es no negativa y para todo p € M se verifica que Y _ ax(p)
AEA
Esta nocién permite el paso de propiedades locales (sobre cada carta) a globales
(sobre toda la variedad). En cuanto a la existencia de una particién de la

unidad, recordemos el siguiente resultado bien conocido en la literatura (véase

por ejemplo Boothby [1975])
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Lema 1 Sea M una variedad diferenciable, y sea {Wy}rea un recubrimiento
por abiertos de M, entonces existe un recubrimiento {Vi}ties de M y una

particion de la unidad {ax} subordinada a €l tal que
(i) Vk € J existe A € A tal que Vi C W),

(i) cada p € M pertenece a un nimero finite de elementos Vj.

Una métrica Riemanniana g sobre la variedad M es una familia de pro-
ductos escalares definidos sobre cada espacio tangente g, : (TpM)? = R que

dependen regularmente de p.

Definicién 3 Una variedad Riemanniana es un par (M, g) donde M es una

variedad diferenciable y g es una métrica Riemanniana sobre M. |

La matriz asociada a g, es la misma que la matriz que representa a la priimera
forma fundamental. Llamemos g;; a sus coeficientes. Cuando p se mueveen un
entorno coordenado W), los coeficientes de g varian y se expresan como gi; (8, )
dependientes de las coordenadas 8, ¢ del punto q = x!(p), obteniendo asi una
métrica ¢* en W,. La actuacién de g, sobre Ty M x Tp M queda determinada

por su actuacion sobre los vectores de una base

.P(agagg) = gn
a 2
qP(aw 3¢) 922
qp(agvaw) = 2 = gn, |

. . D n g
y por tanto s1 v = w55 + Vg, S€ tiene que

gu Q2 (]

gp(v,v) = (v1, v2) .
g2 gn t '

La particién de la unidad (o)) aea subordinada al recubrimiento {Wy}sea

permite definir una métrica Riemanniana g a partir de g*

Z G’,\g)‘.

AEA

Con el fin de renormalizar la base original, en ocasiones trabajaremos con la

base {eg, e,} de T, M definida por !

e Lo _ 1 9 i
T o 08 T om0 |
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o equivalentemente

1 1
ey = Xg e, = —/—X,
VA ’ V92
con lo que
<eg,e> = |
<ege,> = 1
012
< eg,e,> = <L e,e >=

\/911\/922‘
Si ademds g1z = 0 diremos que {e;, €,} es una base ortonormal de TyM.
Ejemplos.

A. 51 M =0 con el atlas dado anteriormente, entonces
gn =1 gz =1 g12 = ga1 = 0.

B. Si la variedad considerada es la superficie de la esfera de radio R (M = S3)

con el atlas de las coordenadas esféricas, se tiene

an = Risen®p gy =R ga=gn =0.
] a 1

Rsen 08’ G = -ﬁ_d_-n,;

U resultado util que se obtiene a partir de una facil modificacién de otro.

Ademas {ey = } es una base ortonormal de Tp5%,.

bien conocido (véase p. e. Diaz [1985] cap. 4) es €l siguiente
Lema 2 Sea {eg,e,} una base de ToM con la métrica g, y sean € yn ele-
mentos de TpM,

£ = &eg+ brey

o= mes+ e,

st p > 2 entonces,
gl — P, 6 —m) = ClE—nP,

donde €] = 1/go(E, ). |

El gradiente de una funcién diferenciable f : M — IR se define como el
campo de vectores grada f : M — T M tal que a cada punto p € M le asocia
el vector gradm f(p) € TpM dado por

gplgrady f(p), v) = dfp(v)  Vve T M,
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De la definicién de diferencial de f en un punto p, se deduce que

;Of 0
— 12 —
gra‘delp - z:(] ()y,«()y-.’

J

donde g" son los coeficientes de la matriz inversa de gp y {ayl ay
TpM asociada al sistema de coordenadas {y1,y:} en p. Expresdndolo en la

base {ep = ey, e, = e;}, anteriormente calculada, se obtiene que

. df
= ij_ o ,
grad, fi, = Zg \/gn,—d—_et.
i Y; :
El vector gradiente también se denota por Ve, ., indicando asi la base en que
estd expresado el gradiente. Una notacién més ambigua es la de V!0 La
expresion obtenida para el gradiente no depende del sistema de coordenadas,

de ahi que reciba el nombre de expresién en coordenadas generalizadas. |
Ejemplos. L
A.Siu:Q - Rcon Q C IR? abierto. Entonces gradu = (2% 2%,

8z ? Oxs
1

B. Para u: S} — R se tiene que grade, o, 1 = (Fsems vo> Ftip)- |
Sea X = f1153§ + hQ% un campo de vectores de ToM. Se dl%ﬁl;le la
divergencia de X como el campo escalar .
1 |
divX = h + ——(h :
T + g (lava)

|
donde /g = v/g11922 — 9}, ¥ gij son los coeficientes de la matriz asociada al

producto escalar gp. De forma equivalente podriamos expresarlo como |

d a,. o 9, ad., d

div X = gp (fag(hl——-i-fz—) )9)+qp(f)a(h] 3 1‘2%), )-

ol D
Si el campo de vectores X viene expresado en otra base {eg e }, es decir,
X = fieg + fre, se tiene que

div X = gp(De,(fr1ee + frey),€0) + gp(Dew(fleﬂ + freg),e,). |
Obsérvese que los vectores z qg ¥ 75, 0 bien, &g y e, no son constantes, (lepeuden
de 8 y p; por ello se mtroduc,en ]dS derivadas covariantes

d .
1-\1\.

|
[)le (d_y; = "Hﬁ siendo y,. =0, y = @, (1.3)
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donde T'¥; son los llamados simbolos de Christoffel, definidos por

= Z (d gty -+ dth algij)gkfa (14)

=1 2

con gi; y gV componentes de las matrices de g, y su matriz inversa, respecti-

vamente,
Calculemos las derivada,s covariantes de e5 = —;ﬁ% y e, = \/—;_2—;%
De,(es) = ;HD%(E?) \/;,% % ;L+A wqilpkldf;
Do (ey) = \/%Dg%(ew) = \/193%(\/15)£+k§251'5r§25%’
De,(eg) = \/L_ﬁf)a_i(ee) = \/%5%(\/%)%+k§2\/al—wrﬁla%z,
Deje,) = ——Do(e,) L9 1,9 S

2 = —3 -+ I
VAT v \/91109(\/922)099 k;,@ Vg ”dyk

y cuya expresion en la base {eg, e,} viene dada por

J, 1 r! 1/g
Dey(eg) = 55(—\/*(;—1“)4’ \/;Tl) N2 ey,
LTE 1 ad 1 [
[)eﬂp(e‘#’) = - F_]Qeg (\/qT*(d(P \/(]T) \/——Lz—)ewﬁ
De(er) = (V”‘ 2 ()t Tge, + i
e VI 00 o' /9 \/—
1 Gz 0., 1 I, e
€.,

: I';.
.e(elp) \/Eeﬂ (\/ﬁ(w(\/g? \/_

Ejemplos.
A. Para M =1, l"f‘j = 0 para todo 7, j, k. Ademas -

B. Si M = 5% en la carta (W, wy) del atlas de las coordenadas esféricas, se

calculan los simbolos de Christoffel v las derivadas covariantes

Tl =T}, = cote, [, = —seny cos @,
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De,(ep) = —cotpe,

Dy (e,) = 0
Doy(es) = -Deyley) = 2
ep\®8) T lleg e‘P) - _R_EE‘

. i
Expresemos el operador diferencial div (k(z,u, grad,u) grad  u) local-

mente. Qbservando que k toma valores reales, debemos calcular la divergencia

del campo de vectores X = E(z,u, Vau)Vyu. La expresion local de X es

X = k8, ¢,4,hes + hie,)(hies + hye,,).

con hy y hy cooordenadas de grade, o, u, i.e.

h = ¢'"'Vanus + 9" Vanu,
hy = 922\/922u¢+gm\/922uea

donde ug y u, denotan 2% y 9%

'
1
i

35 ¥ 55+ Con-el fin de simplificar los cdlenlos supon-

17 - 1 8 — _1 8 ) T v ]
gamos que {ey = —\/q_g 250 o = M&p} (0 equivalentemente en el caso de
1 ox 1 ax

superficies {ep = T 60 & = Jmmer }) es una base ortonormal, entonces

1 1
grad = ugep + ———u e,

coep’t Voo V22

Calculemos diva(X)

divag (L(Q,tp.,ﬂ, U.9 g+ — —=uges +

\/ffT \/_

) ) 1
= De, (k(8, o, 4, ugey + —=u.e,)) < gradm,eq > +

1
VA VALY

1
ugey + ——ugye,) < Do, (gradamu),ep > +

1
Va1 V22

+De¥,(.l;'(9,<,o,ﬁ, —l—uew + ul—uw o)) < grada, e, > +

11 vz,

1
ugep + ———=uye,) < D (gradapu), e, > =

SVASEE! Vi

+k(0, 0,1,

d 1 | Ug
Ugep + —— < eg, e > +
VvV dag \/ 11 e \/sz )) Vg e \/(}).

f
'

|

|

< ey e > )+
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+

b d 1 911
k{0, + — +2ug + M I
V811 0y, \/ ue ’ \/fz )(\/01 68 in ) \,ﬁf_ Y22 Jt

| Ug

muwew))(\/_]. < ep, e, > +% < e, e, >)+

- 1 ‘
: B8, p, i1, ——ugeq +
G2z dso( ( ? ’\/911 e

1 - .1 Uy '3 1 Uy . Ue S22 s
+ k(0, ¢, 1, u + u e, )(——=+2u + 2 I3).
V22 (6.9 Vi 70 Vi’ lp)(\/fj’zz Wd@ VO T2 # I T
St k(z,u,Vu) = |VulP~% entonces diva(lgradulP2grad yu) viene dado

por la expresion,

—4
wpp—2(ud A\'7 (Qugug 0 1 Qugug 0,1
— | =+ — T— i +ul = (—)
gn 2 g1 gn an 08" 11 22 08" g2,
u, p—2 fuf  ul = 2ugu , 01 Qu,u , O 1
+—‘P—-_.—(—"~+——“i) (—u"‘+ ("—')+M—i—ui-———)
g 2 g gn 9n P00 gn 922 do” g

+ l (Ué + ui ) 1’_2‘...2. ( Uag + 2{ ) 1 ) + + (}'1 Fl ) +
— e —_— (¥
Vo \on g Jon 58 Jan \/fh ! g

=2

1 2 2\ 2 3 1 Us\/ T2z .
+ (uiJrft—“’) (%‘“‘ + 2ug o (—==) + —-T3, '(’“Fél).
Vv Jz2 \J11 22 22 d‘P A/ G22 \/(D an

S1p = 2 se tiene la expresion local del operador de Laplace-Beltrami sobre M,

Uag . | IS L Ug . Uy 4
Au=— 4+ 2ug————(——V+ —T} + 211
an EERVAON dg(\/(h ) amn " G2 12
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1 d I Uy s ug .
+ 1“2 + —T%
N dtp NG ) m

Ejemplos. )
A.Siu:Q— R, :

+"’“"’° + 2u,

=~

div{|Vu[""*Vu) = Z 7()— ((uil + ui}!)p;—?uu) .

i=1

B. Si M = 5% y k(w,u, Vu) = [Vu2,

= 2ugtigy 2, tpg
liv(|Vu[P~2V Lt
div(|Vul u) = R%en @ Q_LR‘SH’I"‘W ) (H"ss-n"ﬁp + R”'sm"'tp)

L w, p— 2 ul + u;f, = 2ugug, 2ul ot @ N Tty
R? 2 R*senyp 2 Rigseniy Risenle —Rz—)l
-2 . |
" 1 ug + Efi 5 gy Uy, COS go\ I
fsene \ R2sen?y 2 Hsengp f

-2

1 u2 AN |
e [ 2 (_'ff) '
R (sten?‘tp Rz) R |

St p = 2, el operador de Laplace - Beltrami se expresa en las nuevas coorde-

nadas como sigue,

Ay = | (_d_(sent,auw) + '1 'U,eg) . |

Rsenp \0p" R Rsenyp

Si se cousideran temperaturas uniformes sobre cada paralelo, es der ir, si
u s6lo depende de la latitud ¢, los operadores anteriores pueden s:mphﬁc arse a

partir del cambio de variable £ = cos ¢, obteniendose las signientes expresiones:
si k(x,u, Vu) = |VulP~?  entonces D = div_@]wlp“?ua ‘)
si k(e,u, Vu) = k{z) entonces [} = div (%uaﬂ) .

Se han obtenido asi los operadores de difusién de los llamados modelos unidi-

mensionales de tipo Budyko y tipo Sellers.

Una vez que hemos planteado los problemas sobre los que vamos a traba-
jar, presentaremos algunos espacios funcionales definidos sobre variedades para
’ 1

después determinar un espacio en el que buscaremos la solucién del problema.
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Con el fin de definir en M un elemento de area y el concepto de integral,
debemos dotar a M de una orientacion, y esto no es siempre posible. Si M es
una superficie regular, diremos qué es orientable si es posible recubrirla por una
familia de entornos coordenados de forma que si un punto p pertenece a dos
entornos de esta familia, entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano
positivo en p. Si se elige una tal familia se dice que M es una superficie
orientada. Si no es posible tal eleccidon se dice que la superficie es no orien-
table. La condicion M superficie orientada es equivalente a la existencia de
una campo diferenciable de vectores unitarios N : M — IR De forma gene-
ral, si M es una variedad diferenciable se dice que es orientable si existe un
atlas (Ux, ux)xea tal que si U, NUz # 0 entonces la diferencial del cambio de
coordenadas u, o ug' tiene determinante positivo en cada p € [/, N /g. Los

ejemplos A v B son variedades diferenciables orientables.

En lo que sigue supondremos que:

(Hm) M es una variedad Riemanniana bidimensional

compacta orientada y sin borde.

Denotaremos por D(M) el espacio de las funciones C°(M) con soporte com-
pacto en M. En nuestro caso como M es compacta, D{M) = (C°(M).

Definicién 4 Diremos que u : M — IR es C°(M) si Vp € M existe
(Wy,w)) carta en p € M tal que uo wy' estd definida en un entorno de

wi(p) ¥ es C en wy(p), es decir su ezpresidn local es (0.

Definicién 5 Diremos que u: M — IR es medible en M st para cada earta
(W, wa),
uowyl: wiy(W,) — K
(0s.02) — w(wi'(8x,90))
es medible en wy(Wy) C R,

Para cada atlas {{W,, w,)}iea, con particion de la unidad {e,} subordi-
nada al recubrimiento {W,}, la medida viene dada por la funcién de densidad
dA = 3 ax/detghdfde,

AEA

donde dfydey es la densidad de la medida de Lebesgue en wy(W)) ¢ R? y g*
representa la forma cuadratica g, definida en Ty M x Ty M para cada p € W),
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Definicién 6 L%(M) es el espacio de funciones u : M — IR medibles en M
tales que [ ju?’dA < 400, i.c. :
M

Z/ o |u(wy (9,\,go,\ )|/ detgrdfrdpy < +oo.

SPTRASILEY

En L*(M) se definen el producto interior y la norma usuales

(f, glaan = /M fgdA, A 2pmy i= (S, f)]%z(M)-

LP(M) se define a partir de la densidad Riemanniana dA como el conjunto de

funciones medibles en M tales que
/M [ulPdA < 400 si 1<p<oo,y |
esssup |u] < 400 si p=oo.

(L3 (M), (,)) es asi un espacio de Hilbert y {(L?(M),]| - ||,) con 1 < p < 00 un

espacio de Banach.

LHM, TM) = L*(T M) representa al espacio de Hilbert de los campos
de vectores X : M — TM dotado con el producto escalar de L? que induce g
en Ty M, Le. dado X = hieg + hye, diremos que X € L*(T'M) si '

f <X, X > dA < +0.
M

. 1
Mencionamos a continuacién algunos resultados bésicos relacionados con

estos espacios funcionales.

}

: 1
a) Desigualded de Hilder pare variedades: seanp > 1, -+ — =1, (p/ = 00
p p .
sip=1), f € LP(M), g € LF (M), entonces

[ MaldA < 11floanllgll o vn

) i SI ey, vr e Lo m)
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Teniendo en cuenta que M es compacta, se define (M) como el cierre

de (M) para el producto interior

(Fs R mimy i= (f, R L2y + (grad g f, grad h) g2 (om) =

Z {/WA(W,\} (YAf(w)_\](HA,Lp)\))h(wil.(ghga/\)) /detg’\dﬂ,\dtp,\-{-

AEA

+/ : ayg” (grad, f, grath)\/detgAdG,\dcp).} .
WA(W,\

Notese que u € HY{M) si y sdlo si u € L3(M) y gradpu € L*(TM). Si
s € IN, H*(M) es el cierre de (M) con la norma

' . . 1
= ([ (X 5 1Dy DaDyul? + [ul)dAY,
M Ck<sij=1,2,=1,.k
con [ = De,, Dy = Do, vy Dy Di,..Dyu|* = g(Di, Dy,...Diyu, D;, Diy ... Dy ),
sin embargo |u| representa e] valor absoluto de un ndmero real. Se define

también Ho(M) = L*(M). Finalmente si s < 06 s € IN, el espacio H¥(M)

se define por interpolacién y dualidad, como en Lions - Magenes [1968;.

Dado m € IV, diremos que u : M — IR pertenece al espacio W™?(M)

si v es medibleen M y

L
v

2|, p == (] ( S > |D;, Dy . Diu|P + |u|p) rlA) < 0
M

1<k<m ij=1,2, j=1,.k

donde )y = )

es un abierto de JRB™) que los espacios H*(M) son espacios de Hilbert y los

es, 172 = Do,. Se demuestra (como en el caso en el que M

espacios W™P(M) son espacios de Banach. De nuevo u € WHP{M) si y sélo

siu € LP(M) y gradmu € LP(TM).

Clomo veremos mas tarde, los problemas que trataremos sugieren intro-

ducir el sigmente “espacio de energia”
V={u: M= IR, uc L} (M), Vyuc LP(TM)},
que es un espacio de Banach reflexivo si 1 < p < oo.

Un resultado téenico de gran utilidad es el que sigue
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Teorema 1 Sea M una variedad Riemanniane bidimensional compacia.

tonces se tienen las siguientes inclusiones continuas:

st p=2, V <= LIM), Vqé€]I2,00),

Aunque el resultado es bien conocido y se suele representar para espacios de
Sobolev standard en vez de V: (véase Aubin [1982], pg. 44), detal]a.remos]‘a.qui

la demostracion pues se calcularan explicitamente ciertas constantes que serdn

de gran utilidad en calculos posteriores. i
|
i
]

Demostracién.

Sea {Wy} un recubrimiento finito de M, A = 1...r con W) abierto de M y
sean (W), w,) las cartas correspondientes. Consideramos {o} particién 1de la

unidad (7°° subordinada a dicho recubrimiento. Entonces

JEV <= afeV VA
= ayfowil € LH(wy(W)))y Vanfowy' € (Lp(w’\(w)‘)))ziw\'

. e . !
Extendiendo la dltima funcién por cero fuera de W,, y Hamando de nuevo

ayfowy! a dicha extension, se tiene que
arfowi! € I*(R?) y Vasfowy! € (LP(IRY))? V).

Por un argumento de densidad, bastard probar que existen unas constantes
positivas C) tales que Vfe C®(M),

s fllesny < Calllenflizeomy + IV asflirran)s

Vge [2,0)sip=2y qg=o0sip>2

. I
Es claro que sobre cada compacto K, := supp o, C W, el tensor de
la métrica y sus derivadas de todos los érdenes estan acotadas en el sistﬁema

de coordenadas {y},ys} asociado a la carta (W, w,). En particular, exjsten

2
. i

vp > 0,0 < v < ptales que VX € T,M,pe W, con X = ZX‘( se tiene

i=1 bi '

2 I(l.s)

vIXI® < g(X, X) < pllX

t=1

2
donde [|X|* = > (X*)% Vemos que (1.5) implica ‘
]
|

vt < det g £ g, (1.6)

|
|
|
!
|
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y también
] . _ 1 ;
;|1X||2 <g HX,X) < ;||X||2- (L7)

Utilizando que si M = JR? tales inclusiones son continuas (ver Brezis [1983]).

Por tanto, existen unas constantes k{q, p) tales que

(,[Hz la)\f OW;l|q):li" S k(qap)(( [R2 }Oﬁ)\fc-)w;ll'.Z)'% +(/H2 |VOf,\f o W;llp)%)
(1.8)

Ademas

1

e Filzecmy = ( /WA a1t = ( /[ PNV |%dy1dyz)q < (L9)

o =

<

([R2 |a)‘fow;1L“’a:’x)IE. (1.10)

Usando (1.8) la anterior expresion puede ser mayorada por

1 i
Kok, p) (( [ JasfowiPae) " + ([ | 19axs ow;‘rdx)”) <

< ,u,llfk(q,p) (V_Tl (/ v|ayfowy |2dr> +u5 (/ 2VIV&,\fow;]|pd:r>;) <
R? R

‘ R L
=1

< ,uqk(q,p) ( ([ tofow| \/_dr) +ve (]R2 IVry,\fow;‘1|P\/§d:z:) p) .

(L11)

Ahora tenemos que relacionar Vo, fow;! con V aa, f, asi como sus normas,

Sabemos que la expresion de V pa f en el dominio W) viene dada por

T gt r)o',\fow3 d
e dUk dU(

es decir M - X, donde M,-1 es la matriz asociada a g~! (que coincide con
- . oW
la matriz inversa de M,), X es el vector (%L)k 1,2 (que coincide con

Vayfow;!). Sunorma al cuadrado viene dada por

M1 X, My X) = Mg XM,M, X = XM, X,

expresion acotada superior e inferiormente segiin (I.7). Introduciendo estos

calculos en (1.11) puede verse que (1.10) estd mayorada por

1

1 1
1 - 1. 2 =1 3 —p _ ¥
nak(g, p) (v 2 (/R: |”’/\f0w)\1;2\/§dm> + V7 ps (/qu- ? ]meOW,\‘i”\/ﬁdﬁ);)
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1
N L . 2 ‘
< pok(q, p) (V 12 (fm |aAf°WA1|2ﬁd“’) T |
[ 3
p -1 \ 7
darfowl! 8 >|§\/de) )

Ik
g ; -
yy oy

< pok(q, p) max{v 377 ((f 3] |""dA)% + U IVaAfI”dA)%). =
M M .
= pih(q, pymax{v T, v % pi Hlax fflv.
Andlogamente se obtiene que si p > 2,
loafllsmqany < K(oo,pmax{vT,v% pd}lasflv.
De este modo hemos obtenido:

Ch = ,u%k(q,‘Z)V:ilmax{l,u%}‘ sip=2,
Cy, = k(OO,p)maX{V:zl',V:;_]p%} si p>2. ;

Finalmente, utilizando que |V f] < |V f| + | f|[Vaal, se tiene que

| £ llLoan< Ai Il asf Hioan< AZi: Calll anf Nlezany + I Vauf lvran) <

< rosup Oyl f 2oy + VS Nlorgray +sup Vool || £ llean) (112)

Distinguimos los casos p = 2 y p > 2. Pues si p = 2 se tiene que las constantes
de continnidad vienen dadas por la formula

f
C = {r sup Cu{1 +sup|Vayl), (1.13)

1€A<r

y llamando de nuevo o y v a los coeficientes que hacen que ) alcance su valor

maximo, las constantes de continuidad vienen dadas por
Crag = ,uﬁk(q,2,7'):/—71max{1,;;%}(1 + sup |[Va,]) sip=2. (I.14)

Consideremos ahora p > 2, en este caso se tiene ([.12) para ¢ = oo y en
particular f € HY{M) y como A (M)} — LP(M) con inclusién continua,

existe una constante positiva caleulada en (I.14) para g = p que verifica .

I beeavy <0 Craplll fllizay + 1 VF leray) < ‘
< Cipplll [ 2y +IMIB | G irgan)  (115)

i
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y sustituyendo (1.15) en (1.12) se tiene que

| fllLeeiany < T]i]i}%) (1 + Oy psup |[Vay|Imax{]1, |M| = S lv -

Procediendo como en el caso anterior, se tiene que la constante de continuidad
para la inclusién V «— L®(M) con p > 2 viene dada por
. =t = 1. B2 .
Dpoo = k(pyr)max{rZ v u2 }(14+C), sup |Vau|)max{1, |[M]Z }. (1.16)

También se podria expresar (pues asi lo necesitaremos mas adelante) como

I liean £ Craglll VI ean + I 122 ean) (1.17)
I Wieiany < Crooalll Vi Hiomay + 1 F 1122 (1.18)

donde Ciz, = 2C%,, ¥ Croop = 2771, €8 decir,
Crog = Q;L%k(q, 2,72  max{1, u}(1 + sup {Vey|)? (1.19)

Chpoo = 27V k(p, 7')7’111ax{1):22, v i 1+ € g psup |[Vas|)Pmax{l, l./'vt|1"2__2 by
(1.20)

y C12, dada en (1.14).
B

Utilizando la hipdtesis de compacidad sobre M es posible extender sin
dificultad al caso de variedades los resultados conocidos de inclusién compacta

para el caso de abiertos.

Teorema 2 5i2 < p<ooyV = {ue LYM): gradyu € LP(TM)}
entonces la inclusion V C L*(M) es compacta. O
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3 Existencia de solucién para el problema (P).

La posible discontinuidad de Ja funcién coalbedo hace que el mode-
lo no tenga (en general) soluciones clasicas. Se introduce por ello el concepto

de solucién débil, a partir de la definicion del “espacio de energia” V.

3.1 Enunciado del Teorema de existencia

Se considera el problema

(F { ur — div(|VulP~*Vu) + G(u) € QS(z)B(u) + f en (0,T) x M
u(0, z) = up(z) en M

(I.21)

que es el caso particular de la formulacién del problema (P~} de la seccidn

1 de mayor relevancia. Las hipdtesis estructurales que supondremos tras la

descripcion realizada en la seccion 1, seran las siguientes:

o (Hp) M es una variedad Riemanniana orientada compacta conexa sin

borde,
o (Hs) B esun grafo maximal monétono acotado en [RZ

e (H;) G : IR — R esuna funcidn estrictamente creciente tal que

G(0) =0, y IG(c)] > Clo| para algiin » > 1,

o (Hy) pz2

o (H) S:Mo R, S€L®M), s > 8)>s0>0 Ve e M,
o (Hy) feL=(0,T)x M), VT >0,

o (Hy) @>0

o (Hy) los operadores gradiente y divergencia son entendidos en el sen-

tido de la métrica Riemanniana.
Definicién de solucién débil acotada de (P).

_ Diremos que u: M — IR es una solucidn débil acotada de (P) si

D) w € C>10, T]; LAM)) N L2((0,T) x M) N LP(0,T; V)
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1) existe z € L®((0,T) x M) con z(t,z) € Blu(t,z}) ¥V (¢t,z) € (0,T) x M

tal que

T
/ u(T, x)o(T, x)dA —f < vyt ), u(t, ) >yeep di+
M

o]

T T
+ / f < |Vuf~?Vu, Vo> dAd + f ] G(u)odAdt =
0 M 0 M

T T .
= [0 /M QS(z)=(t, x)udAdt + fo [M FodAdt + fM wo(2)0(0, z)dA
Vo e LP(0,T; V)N L=((0,T) x M) tal que », € LP' (0, T; V'),

donde <, >yi«v denota el producto de dualidad en V' x V (que no debemos
confundir con el producto escalar <, > sobre T, M).

El objeto de esta seccién es probar el sigulente resultado

Teorema 3 Dado ug € L®(M) existe al menos una solucidn débil acotada de
(P). Ademds, la solucidn u de (F) se puede prolongar a [0,00) x M de manera
que u € ([0, 00), L2 M)) N L=((0,00) x M) N L} ((0,00); V). Finalmente
siug € VN LR(M) y f € L2((0,00) x M)NWLH{(0,00); L'(M)) eon

1 9 f . .
/ ||—d—t—(c;, iprds < Cy ¥Vt > 0 con Cy independiente de t,
t

entonces se tiene la reqularidad adicional v € L=((0,00); V).

Como en e} caso del modelo unidimensional (Diaz [1993}), seguiremos las
técuicas de Diaz-Vrabie [1987] (basadas en argumentos de punto fijo) que son

especialmente utiles para ecuaciones no mondtonas eventnalmente multivocas,

3.2 El operador A. Propiedades. Un principio de com-
paracion.
Definimos el siguiente operador A dado por
At D(A)C LAM) — LE(M)
u — —Apu+ G(u), (1.22)
donde D(A) = {u € L}*(M) : —Aju + G(u) € LEM)}. Veremos en primer

lugar que el operador A es m-acretivo en L2(M). Siguiendo a Brezis [1973]
(véase también Benilan [1981], Barbu [1976] o Vrabie [1987]) recordamos aqui,

nociones y resultados relativos a operadores m-acretivos.

Sea X un espacio de Banach,
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Definicién 7 Un operador A: D(A) C X — 2% es acretivo sifz—%,y—7l4 >
0 pare cada x,& € D(A), y € Ax, § € AZ y donde [-,-]4 es el producto semi-

intertor superior normalizado dado por

[(L,b]+ = [ﬂ,b]h

lim
hWNO
con

1
[a, 0] := S (la+hd}| ~[lall), heR-{0}
Definicién 8 Un operador A: D(A) C X — 2% es T-acretivo si

1
s - A [ o Yt
Hm e @ =2 +h(y =) | =z -2)7 ) 20

para cada x,% € D(A), y € Az, § € A%, dondec wt denota la parte positiva de
we X (igual a 0 siw <0 e igual a w siw > 0).

Definicién 9 Un operador A: D(A) C X — 2% es m-acretivo si
i) A es acretivo, y

ii) R(I+XA)=X VA>0.

Una subclase, de gran interés, de los operadores m-acretivos es la obtenida a

través de la nocion de subdiferencial de una funcidn convexa.
Definicién 10 Una funcién ¢: X — R U {+oo} €5 convera $i
B(Az + (1= Ny) € Ab(e) + (1= Nly) Vey€ X y¥ae (0,1). (123)

Definiciéon 11 Una funcion ¢ : X — RU{+o0} es propia si no es idénticamente
+o0, i.e. si D(¢) :={zx € X : ¢(z) < 00} no es el vacio,

Definicién 12 Una funcion ¢ : X — IR U {+oco} es semicontinua inferior-

mente en X st

lim inf g(y) = d(z) Ve e X

Proposicién 1 (Brezis [1973]) Sea ¢ : X — R {+00} propia y convera.

Entonees ¢ es s.c.i. fuerte si y solo si ¢ es s.c.i. débil.
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Definicién 13 Sea ¢ propia y convera en x € X. La subdiferencial de ¢ en

el punto x es el conjunto
04(x) :={z' € X': (2} S P(y)+ <z ~y.2'> Vye X}

donde X' es el espacio dual de X y <,>xxx €s el producto de dualidad co-
rrespondiente.  Cada elemento ' € d¢(x) es llamado subgradiente de ¢ en

x.
Si suponemos X = H un espacio de Hilbert, se tiene

Teorema 4 (Brezis [1973]) Si ¢ es propia, s.c.i. y conveza entonces D(0¢) 1=
{x € H:0(x) # 0} es denso en D(¢).

Observacion 1 Es bien conocido que si ¢ es diferenciable en el sentido de
Gateaur en © € X, entonces el conjunto d¢(x) es univaluado (tene un solo

elemento) y coincide con la diferencial de Gateaur de ¢ en .

Teorema 5 (Brezisf{1973]) Sea ¢ : H — IR U {400} una funcien propia,
conveza y s.c.i. entonces su subdiferencial ¢ @ D(8¢) C H —= 2H es un

operador m-acretivo en H.

Con el fin de aplicar resultados de la teorfa abstracta al problema () nece-

sitaremos la siguiente

Proposicién 2 Sea el funcional ¢ : D(¢) C LH{M) — R definido por

| ) .
o) = B/M IVulrd A +[M Glu)dA w € D(d) o)
oo u g D(p)

donde G(u) = /:g(a)dcr y

D(¢) :={u € LX{M), Vu € L*(TM) y / Ci(u)dA < oo},
M
Entonces

i) ¢ es propio, convero y semicontinuo infertormente en L*(M).

ii) A= 0¢ con A dado por (1.22) y D(A) = LE(M).



3. Existencia de solucién para el problema (F). A 31

W) A genera un semigrupo compacto de contracciones S(t) sobre L?(M)

parat € (0,T).

Demeostracién.

i.1) El funcional ¢ es propio. En efecto, ¢ # +o0, pues ¢(0) = 0 < +o0.

1.2) ¢ es convexo. En efecto, si u,v € D(¢) entonces

i.3)

dAu+(1-Iv) = / AVUut (1= Vu|PdA -+-f G(Au+(1-2A )v)d/—\ =

duow' 9 dvow a .
i|A W22 78 7 L (1—=X tk id0,du;
E/ (W‘)al Z{-g Ok 6yr+( )Z 55— ou \/.q_f @

Zf a,G Meow ! 4+ (1 — Avow! \/_dG :dip;. (1.25)

te]

Es claro que las potencias |- |P, con p > 1, son funciones convexas y
(7 es no negativa y convexa por ser la primitiva de una funcién g no
decreciente que toma el valor cero en el cero. Asi, podemos mayorar la

expresion (1.25) por

5 [y S S PG 1N P

iel dyr Oy

+Ef (MG ow ") + (1= NG ow” ) Vg db:dp

tef

que por la deﬁmmon de integral sobre una variedad Riemanniana es |gua,l
“ 1 1

_,\/ |VulPdA + ~(1 — ,\)f IVo|PdA+

p Jm P M

+Af G(u)dA + (1 — A)/ G(v)dA =

M ' M
= Ag(u) + (1 — A)d(v).
Siu ¢ D(¢) 6 v ¢ D(¢), entonces se tiene trivialmente que
PAu+ (1 — M) < 400 = Ad{u) + (1 — A)g(v).

¢ es semicontinua inferiormente. Consideremos una sucesién {u,} C

L*(M) tal que u,, = u en L*(M) y veamos que

P(u) < ulil_?u inf ¢(u,).
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o 5i lim inf ¢(u, ) = +oo el resultado es obvio.
e Silim inf ¢(u,) < 400, expresamos ¢(u) como ¢{u) + dy(u) donde
1 :
bwy== [ [TuPda y  bi(u) = f G (u)dA.
pJIm M
Sabiendo que la suma de funciones s.c.i. es una funcién s.c.i. bastara
ver que ¢ y ¢» lo son. Los funcionales ¢y, ¢2 v ¢ son no negativos, por

tanto existe vy € IR, v > 0 tal que

< 400

. 1
v = lim inf [—/ |Vun|pdA+/ Glun}dA
N300 p M M
y existe una subsucesién u,, tal que ¢(u,, ) — vy por tanto
1t ) S Cry  da(un,) <Oy Vg (1.26)

con (7} constante positiva adecuada. Usando que w,, — u fuerte en
L*(M) y las acotaciones de (1.26) obtenemos una estimacion de u,, en
la norma del espacio V,

lun, llv < Cs. (.27}

Por ser V un espacio de Banach reflexivo, de la estimacién anterior se

deduce la existencia de £ € V y de una subsucesion de u,, tales que
Ung; — € débil en V.

Por la inclusién compacta V C L*(M) (véase el Teorema 1) y la unicidad
del limite tenemos que £ = u. Finalmente, por las propiedades de limite

débil se obtiene que
lle]lv < lim inf {|wug v,
es decir,
ull2any + [V ullioerany <t inf (fluil 2o + 1V itsllriran)
y como |lu||z2(a) = Him ||| 2 a), entonces
Hvu||Lp(TM) < hm inf [lvunkj“Lp(TM}

con lo que

di(u) < hmoinf o ()
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Por otro lado, ¢, es continua por serlo G : IR — K, luego ¢(u) <

lim inf ¢y(tnr;i) para toda um,;: subsucesion de u,,;. Se concluye que

d(u) = ¢1(u) + ¢o(u) < lim inf {1 (vnrji) + P2(unkji)} =

= lim inf ¢{unes) = lim inf ¢(u,).

ii) ¢ es diferenciable en el sentido de Gateaux, veamos que su diferencial

coincide con el operador A

5 (Ve + AV0P 4+ Glu + dv))dA = 2 [ (|Vul’ + G(u))dA

lim =
N0 X

A P L & Av) — G .
limi/ [Vu + AVol? - [Vul dA+/ Hud ) =Glu), ) 0
ANO pJm A M A

Podemos intercambiar el orden de las operaciones integral y limite gracias
al Teorema de la Convergencia Dominada. Justificamos el paso siguiente
verificando las hipdtesis de dicho Teorema: '

1. convergencia en casi todo punto cuando A — 0,

2. existencia de una funcién h € L'(M) cota superior del integrando.
Como p > 2,

| |Vu+ AVu[P — |Vu]i’| < (,]< |VulP=2Vu ~ [AP=2) Vo |[F~2Vv, Vu — AV >|
; A A B
= Cl AP Vo = |Vul ™ < Vu, Vo > +[ AP | Vof2 < Vo, Vu > | <

puesto que 0 < A < 1
< V0P + [Vup=![Vo| + [o]~ [Vl
que es una funcién de L'(M). En efecto, como u,v € V se tiene gue
IVulP € LY(M),

Vul~t e LT (M) = L7 (M).

Entonces

|Vu|"~'Vuv e L'(M)

y analogamente,

Ve 'Vu € LY{M).
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oy Glutdv)—G(u) . ar 1= o
Repltlendo el argumento para =L 6 demos mayorar la expresion
(1.28) por

dA =

v [ P ; ] - ;"
lf i DAV IVl [, Glud Av) = Glu)
P JIMAND A TAMEND A

:[ IVul~2 < Vu, Vo > dA +f G(u)vdA.
M M

En cousecuencia, < d¢(u), v >yixv=< Au,v >y/yv. El hecho de que

D{A) = L}(M) se muestra como en Diaz[1983).

iii) Todo operador m-acretivo en L?*( M) genera un semigrupo de contraccio-
nes S(¢) @ L} M) = L}¥M) con t € [0,T] (Brezis [1973]). En nues-
tro caso este semigruﬁo es ademas compacto. Para comprobarlo, segin
Vrabie [1987] (Proposicién 2.2.2, pg. 57), basta probar que el conjunto
B :={w e L*(M): ||w||fzpy + ¢(w) < k} es relativamente compacto
en L?(M), lo que prueba la afirmacién. Es claro que el conjunto B es
un acotado de V. Ademés por la inclusién compacta V C L2 (M), B es

relativamente compacto en L2(M).

Veamos un principio de comparacion para el operador A definido en
[.22. Més en general trabajaremos con la realizacion del operador A como
operador de W1?( M) en L”’(M). Sea W un atlas de M, W = {{Wy, W) }rea
vg= (g;\j) la métrica Riemanniana en W,.

Proposicién 3 (Principio débil de comparacion).
Sea G : IR — IR continua y estrictamente creciente. Sean f, [ € L} (M) tales
que [ < f ysean u, it € D(A) con G{u),G(u) € L3 M) soluciones débiles de

los ecuaciones

(Fy) —Apu+Gu) = f

(F) -0+ GE) = f

Entonces u < @ en M. De hecho, si f y [ son arbitrarias en L*(M) y si se
reemplaza G{u) por G(u) + u se tiene que

l(w = @) 2y < I = D Nlzom)s

e.d. el operador A u + G(u) es T-acretivo en L3 M),
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Para probar este principio necesitaremos el siguiente
Lema 3 Sean u, @ € W'P(M) entonces (v — @)* € WP(M).

Demostracién del Lema 3. Es obvio que

u—i € LP(M)y  Vamlu—1u) € LP(TM). (1.29)
Ademas
/ [(w — @)*|PdA = Ej ay|(uowy! — o wi )T |Py/det g*dfdep <
Aea Y wa(Wa) ,

<

rea T waWa)

axluowi! —Gowi'|y/det grdfdp = / lu ~ 4|PdA < co.
M

Por un resultado de Stampacchia (véase por ejemplo Brezis [1983]) se tiene

que
ADuowr' —dowl}t 9
v raa=y. [ ’ > Ve
./MI mlu = )7 ,% wr (W A)a’\|.,z,~g Qys. ayfl \/G_
:(9(uou1§] —fdowy’) /
< / o g : ——|Py/det g*dBdp =
%‘\ wy(Wh} A ; Dy % | .

=f |V an(u — @)PdA < o0,
M |

Demostracion de la Proposicién 3.

Se consideran las formulaciones débiles de (Pr) y (Fj)
f <NV PV pp, Vogv > dA-}-/ u)vdA = / fudA Yo € WP (M),

/<|vMu|P 1y il \7Mu>dA+/ f)odA = ffudA Yo € WP (M),

Tomando v = (u — @) y restando las expresiones anteriores resulta
f NV teP2Y s — |V g P2 g, Vopg(u — )t > dA+
M
+ [ (0w - g (u - ytaa =
= — Hu — a)*tdA.
[ =Du-2)
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Sabemos que Vu = hyeg + hpe, y Vi = hyes + hye, con

. -1 P —1
L Ou o w3 N qnduoW/\

] = 3 - 3
n = (0, 9) g 50 P
0, 0 o, 220 N
m=mw&)=grﬁ%g—+g—i§1n
) ¥
. . Ot o wi! ,0tow;!
hy = h(8,9) = §—"=2- + g— )
T ol )} de
.. L Otowst L, 8tow;!
hy = ha(8,0) = g* M* + g2 mf,

donde {eg, e,} es la base de Tp M dada por la carta (W, w)), i.e. eg = 5,

D
e, = 3. Entonces

Z ax(lhieq + h-zew|p"2(h,eg + hae,) — |f~11eg + fazedp'z(ﬁ,eg + fa.gew))
Aga Tua ()

(Hleg + Hie,)\/det g*dOdp+
+3 f @y (G(uowy!) ~ g(ﬁowxl))(uowgl —dow; ) Ty/det ¢*didyp =

/\EA wz\(wz\)
= Z/ w )aA(f owy! — fowi(uowy! —dowi')T/det g*dfdey,
AEA WALV .
donde
Ldwowl —owy!)T L (uowi! —Gowih)t
Hf = HF(0,0) = ¢ . . :
1 (8, ¢) - 50 + ¢ Do
s O0uowy! —dowih)t pOuowi! —dow(")?t

Definamos B(f,¢) := (Guow "} = Gliow; ) uowy —dowy')F. Se
tiene que B(0, @) > 0 pues s (vowy' —fowy )" =0, entonces claramente
B(f,0) = 0. Si (vow;' —iow;')¥ > 0, entonces como G es estrictamente
creciente,

Gluowy) ~Gliowy"') > 0

y de nuevo se obtiene la conclusién B(6, ) > 0.

Por dltimo, utilizando el hecho de que ay > 0 y y/detg* > 0 y la coerci-

tividad del operador A (Lema 2 de la seccidn 1) tenemos que

cf|vm—aﬁmm <
M
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/ < AV a2 ppt = [V P2V gy, Vsl — i)+ > dA <
M

Z[ w )cxf,\(f ows! = fowi(uowr! —@ow;!)y/det g*d8dyp < 0.
WH pY '

AEA
Luego (u—1)T es una constante no negativa sobre M. Como G es estrictamente
creciente se tiene que si la constante no es nula entonces 0 < B(8,¢) < 0 lo

que es absurdo. Asi, u < @ en M. El resto del enunciado es estandar.
[ ]

3.3 Funciones multivaluadas. Un teorema de punto fijo.

Definicién 14 Sea X un espacio de Banach y 0 un conjunto medible de IR".

Diremos que F : Q — 2% es medible si para cada cerrado C C X se tiene que
FYCY:={yeft: Fly)NnC # 0} es medible Lebesgue en IR™.

Definicién 15 Sea U/ un espacio topoldgico. Diremos que F = I/ — 2% s

continua (o débilmente continua) en u € U/ st
i) F(u) es no vacio, acotado, cerrado y convezo.

i) Para cada abierto (o abierto débil) D C X tal que F(u) C D eziste un
entorno V de u tal que F(v) C D Vv e V. '

El Teorema de punto fijo que deseamos aplicar es una variante del Teorema de

Schauder-Tychonoff que enunciamos segin Vrabie [1987] pg. 9, como sigile:

Teorema 6 (Aﬁno, Gautier, Penot [1984]) !

Sea X un cspacio de Banach,

i) K C X no vacio, convezo y débilmente compacto.

i) £L: K — 2% con valores distintos del vacio, converos y cerrados, tales
que L(u) C K Vu e K.

Si graf{L) es secuencialmente débil x débil cerrado, entonces L tiene al menos

un punto fijo en K, i.e.

Ju € K tal que u € L{u).
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3.4 Demostracion de la existencia de solucidn.

Se considera el problema de (:ja,uchy asociado al operador A dado por (1.22)

(P3) %“) + Au(t) 2 h(t) t€(0,T), en X = L} (M)
'U,(O) = Uy, ug € L2(M)

Las propiedades del operador A dadas en la Proposicion 2 y los resultados
abstractos de Brezis [1973] garantizan que (F,) tlene una unica solucién (en
sentido de semigrupos) en C([0,7]; L*(M)) para cada h € L*((0,T); L*(M}).

Ademas u es solucién deébil en sentido de distribuciones y verifica
we LP((0,T); V), Viu € L*(0,T); LAM)), we W'((§T); LAM)),

0 < § < T. Como f3 esté acotada es claro que si partimos de u € L2((0,T); LA(M))
entonces siempre existe A € L2((0,T); L*(M)} con

heQSBu)+f  ae (L)€ (0,T) x M.

El problema de la existencia de solucién de (P) se reduce pues a demostrar que
cierto operador £ tiene al menos un punto fijo. Sea Y = L?((0,T); LE(M)).
Definiremos £ : K — 2P UOTHAM)) por el siguiente proceso. En primer lugar

se define
K ={z¢e LP((0,T); L=(M)) : {[z(t)||ree(m) < Co ¥t € (0,T)}

con Cy a precisar mas tarde,

- Comprobemos que K verifica las hipdtesis del Teorema 6.
i) Obviamente, A" es no vacio. K es convexo; en efecto, basta utilizar la
desigualdad triangular para la norma de L®(M). K es débilmente compacto
en LP((0,T); L*(M)) pues por ser LP((0,T); L*(M)) reflexivo, basta ver que
K es acotado en LP((0,T); L*(M)) y débilmente cerrado, lo que es sencillo de
comprobar. En efecto, utilizando la inclusién continua L®(M) C L} (M), se

tiene que
=) leza) < Clzt)lLeoany < CCo = 3 VL€ (0,T).
Tomando supremos esenciales a ambos lados de la designaldad obtenemos

(il oo o myizzmy) < Cllz(t)lieqomyLeopn < Cr,
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y por la inclusién continua L°((0,T); L*(M)) C LP((0,T); L}*(M)), resulta
Nz()lLroryzzmyy £ Co Vz € K.

K es débilmente cerrado, pues si z es un punto de acumulacién de K existe
una sucesién de {z,} de elementos de K tal que z, — z en L?((0,T); L3(M)).
Entonces, para casi todo ¢t € (0,T) |

zk(t) = 2(1) en LI(M) Vg € (1,00),
¥y Como

Izlieeqry = Jim llzllLaa < lim Tim sup Yl2ullzemy < Co,
se obfiene que z € K.

A continuacién, fijado ug € L%(M), definimos el operador solucidn (1

operador de Green generalizado)

Ie: K = C([0,T]; LAM))
zZz — v

donde v es la solucién de (FP,) asociada a h = 2. Este operador estd bien
definido pues por ser A un operador m-acretivo e.d. Vz € LP((0,7T); L3{M))
existe una unica solucién en C({0,T]; L*(M)) (recordemos que K C L*((0,T);
L3(M))). |

Dado f € L?*(M), introducimos también el operador de actuacion fun-
cional asociado a QS{z)f3 + f(z)

Fi LA(M) o 288
v — {he L*(M): hiz) € QS(z)B{v(z))+ f(z) ~Vre M},

(1.30)
h—f

05 € B(v) en casi todo punto de M. Para permitir que sea f(t,z) €
LP((0,T); LA M)) debe ser F . LP((0,T): L3 (M)) —  2LPUOTRLAM)),

Finalmente, definimos £ por

le.

L£(z) = {h € L7((0,T); LA(M)) : h(t) € F(Io(2)(t)) en L} (M) ¥t € (0,T)}.

Veamos que £ verifica las hipétesis del Teorema 6 de punto fijo. Para ello

recogemos aqui propiedades de los operadores solucién y actuacién funcional.
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Proposicién 4 Sea 8 : IR — 28 un grafo mazimal mondtono acotado, y sca
el operador de actuacién F : LHM) — 28M) gsociado al grafo QSG + f
definido en (1.80). Entonces

i) F toma valores no vacios, convezos y cerrados;
ii) F es acotado en L*(M);

i) Flw) C L®(M) Yw € L*(M), supuesto que f € L®(M) (6 f €
L=((0,T) x M),

iv) F: LE(M) = 2F" M) e5 qacotado;

v) el grafo de F es cerrado secuencialmente fuerte x débil en L*(M) x
LEH(M).

Demostracién de la Proposicién 4.

Las propiedades i)-iv) se demuestran se demuestran sin dificultad (véase p.e.
Vrabie [1987] (lema 3.4.1. pg. 148)).

v) es consecuencia de las propiedades de grafos maximales mondtonos (Brezis
[1973) pg. 27, Proposicién 2.5). .

Proposicién 5 (Vrabic [1987], Corolario 2.3.2, pg. 68).

Sea A D(A) C LH(M) = 28 M) definida por Az = d¢(x) para © € D(A) =
D(0¢), donde ¢ : LH{ M)} = RU{+00} es una funcidn propia, conveza y s.c.i.

de tipo compacto. Entonces para cada ug € D(A), la aplicacion

lo: LP((0,T); L¥M)) — C(I0,T); L{M))
z — v

con v solucion de (F)) asociada a h = z, es secuencialmente continua de

LP((0,T); LA M))=débil en C([0,T]; LA M))—fuerte. O

-Finalmente, graf( £} es secuencialmente débil x débil cerrado en L?{(0, T);
————débilxdéhil

L3 (M) x LP((0,T); LA(M)). En efecto, sea (2,h) € graf(L) en-
tonces existe (z,, h,) € graf(£) tal que

z, =z en LP((0,T); LA (M))-déhil,
ho = h en LP((0,T); L*(M))-débil,

h, € L(z,)Vn e N (i.e. h,(t) € F(lo(z,)(1)) ¥t € (0,T) Vn).
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Veamos que (h € L(z) i.e. h(t) € F(Io(2)(t)) ¢vt € (0,T)) y habremos

terminado. Por la Proposicion 5,
Io(z,) = z € C([0, T), LA(M)) fuerte

¥ por tanto '
Io(2,)(#) = 2(t) en LE(M) ¥t € (0,T).

Usando que graf(F) es secuencialmente fuerte x débil cerrado tenemos la

siguiente implicacién

Io(22)(®), k() € grafF € LAM) x L¥(M) ¥t € (0,T), |
fo(2,)(t) = 2(t) en L}(M) oVt € (0,T), =
hy(t) = h(t) en L*(M) cVt € (0,T), |

_ [ o)) € grafF ovt e (0,T)
Le. h{t) € F(lo(z)(2)) evt € (0,T)

luego h € L(z) y asi graf(L) es secuencialmente débil x débil cerrado.

Asi hemos verificado las hipotesis del Teorema 6 y tenemos que si ug €

LA M)y f e L=((0,T) x M) entonces
) w € C(0, T L(M)) 0 L2(0, T V)

i) existe = € L®((0,7) x M) con z(t,z) € ﬁ(ﬁ(t,m)) v (t,z) € (O’T). x M

tal que
T
[M w(T, z)u(T,x)dA —/ <w(t,zh,u(t,z) >vigy dt+
0
T _ T
+/ f < |Vul~*Va, Vu>dAdt+] [ G(u)vdAdt =
0 M ¢} M
T T
=/ [ Q.S‘(;c)z(t,;r)udAdt+f f fmiAdt+f ol )o(0, w)dA
0 M 0 M M

Yo € LP(0,T; V) tal que vy € LT”(U,T; V.

3.5 Demostracién de la prolongabilidad y de la regula-
ridad.

La siguiente cuestion que nos planteamos es si la solucidén v encontrada

en la seccion anterior puede prolongarse a (0, 00},
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Sabemos que dado T > 0 existe u € C([0,T], LA M)) nL*((0,T); V)

solucion de (#), veamos que si ug € L*(AM) entonces

u € C([0,00), LA(M)) N L=((0,00) x M) N Lf,.((0,00); V).

1. u € C([0,00), L3 M)), en efecto, multiplicando la ecuacién por u, e inte-

grando en M tenemos

/M wudA + [M VulPdA + fM G(u)udA = fM QSzudA + fM fudA = € Blu).

(1.31)
Recordando que para todo z € A(u) se tiene que m < z < M,
1d 2 p 2 2
s [ ulda+ /M IVulPdA + C[M w2dA < C + ellullaug
donde 7 = C(€, 5] M, ||f||Lm((D'OO);Lm(M))), por tanto
d p al y . al al hi b
Ol < ~CluOlauy +Cor G Ci>0 (132)
y por el Lema de Gronwall,
e _e . h e
()| T20an) € € ol 32 gpny + (72(1 — e,
La nltima expresién tiende a (E';" sit — 400 y por tanto
flu(t)|lL2ay <& VY2 >0 (con k independiente de t}. (1.33)

Por un resultado bien conocido (véase p.e. Cazenave - Haraux [1990] Teo-
rema 4.3.4 pg. 57) esto implica la prolongabilidad de v de manera que u €

(10, o0); LA M)

2. u € L} ((0,00); V). En efecto, de la estimacidn (1.33) se deduce que
u € L=((0,00); L3(M)) y por tanto u € L}, ((0,00); L*(M)). Veamos algunas
estimaciones de ||Vu||pr(zam). Integrando en (1.31) sobre (0, 7). Obtenemos la
expresion

1 . . T T _
7] (Ju(T)]? — |uo[‘2)d/-1—|—/ f IVu]”dAdﬁ+[ [ lul*dAdt <
2 Im o Jm 0 JM

] T T
< QSle [ [ IuldAdt+ [ 1 fllzsinnllull o

"Esta es la primera vez gue utilizamos la segunda parte de la hipétesis (Hg) (IG(e)| >

Cle|" para algiin > 1), de hecho bastaria imponer esta condicidn para valores grandes de
L. Nétese que en el modelo que agui se aborda esta hipdtesis no es muy restrictiva pues en

el modelo de Sellers G(u) = ou* (u en “Kelvin) y en el de Budyko G(u) = Bu.
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I
Por la inclusidn continua L*=(0,7) C L'(0,T) y la desigualdad de Young la

anterior expresién queda mayorada por :

Al f T y al
0@ S oo M ||| oo ((0,00):L (M) + 5/0 [M [ul?dAdt + C || f| Lo (5,00):L2 (M)}

con Cg = Cp(T). De este modo llegamos a

€

]M u(T)|*dA + fOT /M [VuPPdAdt +(C - 3) fo ' fM lul*dAd < k,

donde ky = ka(fpq [wol?, @, I1Sllcos M, lltell oo ((o,00):21 () 1 | Lo (0,00)s£2(M)5 Co)-
En particular,

T
/ W(T) < ha, / / VulP <k; VT
M 0 Jm _
Por tanto v € L} ({0,00); V).

3. La demostracion de que u € L*((0,00) x M) serd de gran utilidad en

posteriores secciones, por ello la recogemos en el siguiente

Lema 4 Siup € L®(M) y f € L=((0,00) x M) entonces u € L=((0,00) x

Demostracién. Sea u(x,t) la dnica solucion de

u — Au+ G(u) = MQS(x) + fT(t,z) en (0,00) x M
(0, z) = ug (z) = max {0,uo(z)} en M.

La existencia de T esta garantizada por ser —Aju + G(u) maximal mondtono

en L*(M). Es claro que @ > 0 pues uf > 0, MQS(z)+ fT(¢t,z) > 0y el

operador es T-acretivo en L M). Ademis '

Il Lo oorxan < L= max{liugllco ; GTHIMQS oo + 1/ lleo) }

pues L es una supersolucién y el operador es T-acretivo en L2(M), lo gue

garantiza la comparacién. Analogamente, si u(z,?) es la unica solucidn de

{ u — B+ G(w) = mQS(z) + f(2)
u(0,z) = ug (z) = min {0, us(z)} :

se tiene que u < 0 y que i

el o0y xany S max{ifuglles , G (IMQS oo + [ [leo)}-
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Finalmente, como

w= B+ G(uw) < uw~-Au+Gu) <%-Au+G(H)
uy £ Up <ug

entonces por la T-acretividad en L* (M) de A, u(z,t) < u(x,t) < @z, t). Se
sigue que Vi > 0,

el oo (0.00) xrty < max{ ||T| Lo (0,000 x M) [|22)| Loo((0,00) x 1) } (1.34)

lo que muestra el resultado.
[ ]

Corolario 1 Vug € L=(M) y Vf € L=((0,T) x M) existe v solucidn débil
acotada del problema (P) en [0,T].

Terminamos la demostracién del Teorema de existencia dando un resnl-

tado de regularidad.
Lema 5 Supongamos que

Up € VﬂLOO(M), (1.35)
/€ L°°((0 00) x M) N W ((0,00); L'(M)) , (1.36)
t4

/ ” It (q )Hl’a‘(}\/l)dq < Co Vi > 0 con Cy independiente de (1. 3{)
t

Entonces existe una solucion débil de (P) verificando
u € L¥((0,00); V). (1.38)

Demostracidn.

Sea u una solucién débil arbitraria de (F). Como u es la ninica solucidn del
problema de Canchy (Fp) en {0,T), VT > 0 para up € VN L= (M) C D(d) ¥
h € L*((0,T) x M) dado por it z) = @S(x)z(t,x) + f(t,2) con z € Pu),
se tiene que u, € L2((0,T); LX{M)) y v € L=((0,T); V) (véase Brezis [1971] o
Barbu [1976], pg. 187). Veamos que esta regularidad se mantiene en (0, 00).
Dividimos la demostracion en tres etapas.

Etapa 1. |[Vu|pruis)irramy) < Co con -(70 independiente de ¢.

Multiplicando la ecuacién por v e integrando en (4,7 + 1) x M se obtiene,

_[J<ut,u>vfxv+/ [ |'\_u|73+// u—f/ (@S(z)zu+ fu),
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donde z € 3{u). Tratemos de estimar cada uno de estos sumandos. Por un

resultado bien conocido (véase p.e. Alt-Luckhaus [1983])

t+1 1 gt od . ]
[T <uusvnv=g [T [ gl = [ 0P - [ el

Esta expresion esta acotada independientemente de £, por ser obviamente u €
L*((0,00) x M) (véase Lema 4). Ademas

ng fM G(u)u > 0,

t+1 ‘
[t fM @S (x)zu < QS| Loy M M| || ufl Lo ((0,00) x M)

1 t+1
ft /M (s, 2)uls, £)dAds < ||flz=(am /t /M luldAds <
< Hf||L°°(M)|M”|ul|b°°((0,oo)xM}-

Combinando las anteriores estimaciones resulta

(+1 ﬁ
[t /M [Vu(s, D) dAds < G, (1.39)

donde Cy es la constante positiva que solo depende de @, S, |ju||Loo((0,00)x M) ¥
|!f||L°°((o,oc)xM), pero no de ¢.

Etapa 2.
Supongamos ahora que sustituimos los datos ug, S(z) y f(¢,z) por aproxi- |
maciones regulares, asi como los términos B(u) y Ayu por regularizaciones,
evitando también que el operador sea no degenerado. La solucion del problema
se puede suponer clasica (por ejemplo por los resultados de Ladyzenskaya -
Solonnikov — Uralceva [1968]). Multiplicando la ecuacién por u, e integrando

en My entre o y 7, siendo 0 < 7 — o < 1, resulta

[ vt [ oo+ [ ] o0 -

= [ [, es@5iw+ [ [ 1w,

3
con (F(s) = f G(o)do y j la funcidn convexa tal que dj = . Entonces
0 : .

faf [M |ue]? + /M |Vu(r)|” + fM Glu(r)) — /.M G(u(s)) =
= [ [Vu@)F + [ Qs@)itum) - [ @S@ite@)+ [ [ fu (140)
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Dado que u € L®((0,00) x M), se deduce que existe ¢y > 0 independiente de
t tal que

]M Glu(r)) < G, fM QS(2)j(u(r) < C; Vr. (L41)

Por otro lado, integrando por partes en el dltimo término de (1.40) y usando

(1.37)

/UT ]M fudAdt= /M f(m)u(r)—f(o)u(o)dA— f [M ftudAdtS(70||u[|Loo(E(]}‘j:)<M).

Sustituyendo las estimaciones (1.41), (1.42) en (1.40),
] ’ / | PdAdt < Cy + / V(o) PdAdt — f Vu(r)[PdAdt,  (1.43)
a JM M M
donde C; viene dado por '
Cy = 4C + (2JMY fll oo ((0,00yx (M) + Collull Lo ((0,00)x A)-

Etapa 3.
La estimacidn buscada (1.38) se consigue a partir de las etapas anteriores por

el siguiente resultado debido a Nakao [1978]:

Lema. Sea p(t) > 0 una funcidn localmente acotada tal que

e(t+1) S Cle() —w(t+ D] +p(t) >0, (1.44)

donde C es una constante positiva y p(t) > 0 parat suficientemente
grande. FEntonces, cuando t — oc se tiene que o(t) = O(1) si
p(1) = O(1) cuando t — co.

En el caso que nos ocupa basta tomar
o(t) = [ Vu(t, z)[PdA
M

y p(t) = (5. Probemos que ¢ verifica la hipétesis (1.44). Basta observar que

de (1.43) se desprende

t+1 5
pt+1)=p(@) <Gt [ [ Julfdads (1.45)

para cualquier ¢ € (¢, + 1). Por otro lado, de (1.39) se deduce que para 1
suficientemente grande, existe t™ € {f,t.4 1) tal que (t7) < (5. Sustituyendo

o = 1" en (1.45) se obtiene, por las etapas anteriores, la desigualdad (1.44).
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La acotacién de ¢(t) es equivalente a afirmar que
v € L®((0,00); V).

Finalmente, las cotas anteriores dependen tnicamente de los datos, con lo que
la conclusidn se mantiene para la solucién débil u de (P) limite de las soluciones

aproximadas.
]
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4 Sobre la unicidad de solucion.

tIna vez que hemos obtenido la existencia de soluciones para el modelo
(P) tiene sentido preguntarse si la solucién obtenida en la seccidon anterior es
inica o no. Existen resultados de diferente naturaleza segiin que se suponga el

término de coalbedo discontinuo o no; éste juega pues un papel fundamental.

En el modelo de Sellers (§ localmente Lipschitz) se obtiene la unicidad
de solucidn mediante procedimientos standard {véase Diaz [1993}). En el mo-
delo de Budyko (4 multfvoéo), pese a ser ( P) un problema de tipo parabdlico
pueden darse casos de no unicidad. Ya en Diaz [1993] se obtuvieron infinitas
soluciones para el modelo unidimensional con f constante y un dato inicial ug
verificando ‘

up € C(1), uo(xr) = uog(—u) vz € [0, 1],
ugk)(O) =0con k=12, u(0)=-10 (1.46)
up{z) <0z € (0,1), uy(1) =0

Nétese que esta clase de datos iniciales ug son muy “planos” cuando llegan al
nivel eritico —10 (en la anterior construccién en z = 0). Este resultado de no
unicidad para el modelo de Budyko con adecuados datos iniciales se extiende
al modelo bidimensional cnando M = 5%, dado que cada solucién u;(t, z) del
modelo 1D genera una solucién uy(t, z,y) del modelo 2D mediante su rotacion
respecto al eje que une los polos (notese que u; tiene un dato nicial que no
depende de la longitud), e.d. wy(t,z,y) = w;(,senf} donde aqui (z,y) es un
punto de S? de latitud 8, u;. Se comprueba sin dificultad que uy es solucién

de (F) con dato inicial u,(0, send).

4.1 Existencia de solucién maximal y solucién minimal.

Lema 6 El problema (P) posee solucion maezimal u* y solucion minimal u.,
e.d. soluciones del problema (P) tales que toda solucidn u de (FP) verifica que
e <usuen{0,7T)x M,

Demostracion.

Sea U la solucion del problema

) { u — Mju+Glu) = QS(x)M + f(z,1),
' u{z,0) = wo(x).
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y sea ¥ la solucién del problema

(P) u — Apu+ Glu) = QS(z)m + f(x,1),

| u(x,0) = uo(x).
Es claro que T y u son respectivamente supersolucién y subsolucién del proble-
ma ( P), dado que para todo z € L%((0,T); L*(M)) que verifique z € §(%) se
tiene que z < M en casi todo punto de (0,7') x M. Analogamente si z € F(u)

entonces m < z.

Se construyen las sucesiones {u*}repn vy {us bren como las soluciones de

los problemas

() { ub — Apuk + G(u¥) = QS(2)B(ur") + flz,t),

uF(z,0) = ug(x).

(Pk){ upe — Dy + Glur) = QS(2)f(ur-1) + f(z,1),

ur(z,0) = ug(x),

siendo u! =Ty u; = u y donde By B son funciones reales de variable real
verificando ?

B(s) € B(s) tal que Yz € B(s) se verifica = < B(s

A(s) € B(s) tal que Vz € B(s) se veritica §(s) <

)

i

Etapa 1. Las sucesiones {u*}ren v {ur}lrenw son mondtonas.

Veamos que u? < u' = 7, para ello tomamos (u? — )t como funcién test en

(P%) y (P), y restamos
T p . . T - . . . -
/D /M(uf—ﬁt)(uz—ﬁ)+ / /M < VPPV — |VapP-ive, V(v —a)t > +
0

T T ;o
+ [ [ o -e@et-at = [ [ Qs@)E- My -a)*
donde Z = 3(%). Y como |
QS(z)>0 aec.z€EM,
(Z(z,t) — M) <0 ae (t,z)€{0,T) x M,
(vi(z,t) —w(z, i)t >0 ae (H,2) €(0,T) x M,

2A partir del grafo 2 se definen 7 y-# como las funciones que coinciden con f# en los
puntos donde # no es multivoca y como el maximo y minimo valor que toma 7 en los puntos
en los que ésta es multivoca.
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se tiene que

1 . . T .
o< [ND -TD) < [ QS@E- e -t <o
Por tanto, :
1 < ' .
5 [ 16D - TP = 0
yut<a
Supongamos u*~1 < .. < u? < U y veamos que v* < uf~!. Procediendo

como es el caso anterior llegamos a

= %/M Kuk(T) - ?"""c_'](T))-i-|2 :-<- ,/OT -/.M Q‘g(w)(zk—l - »’,'J‘c“‘z)('il'ﬁC — uk:"])"'a

y de la monotonia de 8 se deduce que el término de la derecha es menor o

igual que cero, entonces

Z/| )= u* U THHE = 0

y uk S uk-—l

Veamos ahora que u; = u < uy. Tomemos (u — uz)t como funcidn test

en las formulaciones débiles de (P} y (F2), y restemos
T
f [ — g f{u — u2)+f f (|VulP ™2 Vy — |Vu | 72 Vu )V (y — up)™ +
0o JMm

N / / (Glu) — G(u))(u —ux)t =

= [ ] @st@)m -2 w)*

donde z = B(z). Y como

@5(x)
(m — z(xz,t))
(w(x, 1) — upfz, t))*

IV

0 ae (z,t)e(0,T)x M,
0 a.c. (x,t) e (0,T) x M,
0  ae (rt)e(0,T)x M,

l\/ IA

se tiene que

1 . T .
0 < 5 /M (w(T) — ua(TH T < /(; /M QS(x)(m — z)(u —uy)™ <0
Por tanto,

l(w(T) — ua TV F || L2y = 0
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y w(T) < ua(T).
Supongamos v < u; < ... < Uy y veamos que ug_y < ug,
1 : , T
0< 5 [ 1) —w@V P < [ [ QS@)rma = 2hmt) (s — i),
M o Jm

y de la monotonia de 3 se deduce que el término de la derecha es menor o

igual que cero, entonces

(a1 (T) = u(T))Flleemy = 0y weer <up VT,

De este modo se han obtenido dos sucesiones mondtonas, mas concreta-

mente,

{u*hren  verifica T2 wP> > w2 uf >

>,
{urtren  verifica o> up > up_ > 2 up > w
Ademis, u* > uy, Vk. En efecto,
l- 7w 2 u,

2.- supongamos uF~! > ui_y entonces

0< 1 [ 1@ TP < [ [ @S(a) e ) <0

El término de la derecha es menor o ignal que cero, pues z;_; — 2¥71 <0
a.e. (z,t) € (0,T) x M puesto que u*~! > u;_; y 3 es mondtona. -

Etapa 2. Las sucesiones {u*}ren y {ug}ren son convergentes en L7((0,T); LH{M)).
Se considera la sucesion {7 — u* } e,
1- 7 —u* >0,

k

2.- T — u” es una sucesion no decreciente,

T \ T _
3.- f / T—u < f / % —u = (’ por tanto,
o Jm 0o JM

T
sup f / 7—ut < C.
0 JM
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Se verifican asi las hipotesis del teorema de la convergencia monotona, del que
se concluye que existe ¢ € L1((0,T) x M) tal que

T—u* = ¢ ae (t,z)e(0,T)x M

7T—ut = ¢ en LY(0,T) x M),
y lamando u* = @ — ¢ se tiene que v* — uw* en L'((0,7) x M). Podemos
obtener convergencia en LP{(0,7); L*(M)) (p > 1) si consideramos la sucesién

{fz — «*|"}, que verifica también las hipétesis del Teorema de la convergencia

monotona.
Andlogamente se prueba que la sucesién {ui} converge a u., pues
- up—u 2 0,

2.- {ux —u} es una sucesién no decreciente,

T T
3.- sup f f Uy — U S/ f U - u,
0o Jm 0 Jm

de nuevo se obtiene la convergencia buscada usando el Teorema de la conver-

gencia monotona.
Etapa 3. u* y u. son soluciones de (F).

Consideremos las formulaciones débiles de (P*) y (Fy) y estudiemos qué

ocurre cuando k& = oo.
e Estimaciones a priori:
[ (Tllzzean < G flun(T)llzaey < O
lu¥lizoryy < C1 o Nlugllzervy < Ch,
y st ug € V se tiene ademas que

it iz maamy < Co lurdllzzqoryzzamy) < Co

e (lonvergencias:

wb = en LEH(0,T; V)-débil,
u* = u* en LU((0,7); LY M))-fuerte,
up — u, en L*0,7;V)-débil,
¥ = u. en LE((0,T); L*(M))-fuerte.
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e Por ser § un grafo maximal monétono

z* € B(u*) en L*((0,T); L*(M))-débil,
k= 2. € B(u.) en L*((0,T); L*(M))-débil.

e De las estimaciones anteriores se deduce también que

[VurP2Ouf = Y™ en 130, T; LP (T M))-débil,
|Vug[P~2Vug = Y. en L*(0,T; L” (T M))-débil,

Para obtener la formulacién débil de (P} como limite cuando & — oo de

las formulaciones débiles de (P*) y (F) es necesario que
= |Vu* iV Y. = |[Vu,["*Vu.,
que se consigue probando que para todo xy € V),

lnn / f < |VukPivel — |Vx P2V, Vu' = Vx > dAdt > 0.
| (1.47)
Tomando ahora x = u* + A, con A < 0 y haciento A — 00, y posterior-
mente con A > 0 se llega a

T
f / <Y |V PV, VE S dAdL = 0.
0 M .

La demostracién de (1.47) ha sido detallada en el Lema 10 de esta memo-

ria. Andlogamente se obtiene que Y, = |Vu,|F~*Vu..

Asi, tomando A — oo en la expresion

T T
/ w*(TYo(T) ,./ < v ut Sy +/ f |V P2 Vu* Vot
M 0 o JM

+/OT/Mg(u")v—f /(QS‘ + f(t,z) v+[ upv(0, 1),

se obtiene

T T
/ uw (T Ye(T) —/ < v, u Syrgy —i—] [ |Vu P2 Vu Vot
M 0 0 JM

+ '[OT fM G{u)v = /DT /M(QS(I):* + f(t,2))v + /M uo(x)v(0, ).
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Y analogamente se obtiene

/ u (T)o(T) — /UT < Vg Ue VY -}-/ f |V [f i Vu. Vot

+// u*u_ff (QS(z) ,,*+fq;+/ wov(0, ).

Ultima etapa. Toda solucion u de (P) verifica que u. < u < u”,

Sea u una solucién del problema

7| ~ At G(n) = QS(@)Bu) + f(z,1)
u{z,0) = up(z).

Veamos que up < u < u"“,

o u; < u < u', en efecto, tomando (u; — u)* como funcién test en las
formulaciones débiles de (P) y (P), y restando las expresiones obtenidas

se llega a

Z./ (u; —u)* // QS(x)(m — 2)}{uy —u)* <0.

Se concluye que (uy — u)t =0 a.e. T, es decir, u; < u.

Considerando ahora las formulaciones débiles de (P) y P con (u —

©')* como funcidn test, se obtiene

1 ) T .
< .-_/ (u — )] S/ / QS(x)(z — M)(u—u')T <0,
2 M o M
de lo que se deduce (li_le (v —ul)t =0, o bien, v < u'.

e Supongamos g < u < ¥~y veamos que uy < u < wf. Procediendo
" como en el apartado anterior, pero ahora con (Pi), (P)y (ug—u)t como

funcion test se obtiene

055 [ -0 s [ [ Q8 - -0 <0,

pues up_q < u y 8 monétona. Se deduce que (ux — u)t = 0, o bien,

uy <.

Tomando ahora (v — ©*)* como funcidn test en las formnlaciones
débiles de (P) y (P*) y restando

0< 5 [ ) = E s [ ] 08t - 4w - w0
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y como por hipétesis u < u*~! entonces de la monotonia de 3 y el hecho
de que 2 < B(u) se sigue que z — 251 < 0. Asi, el término de la derecha

es menor o igual que cero y u < uf.

Finalmente, como ug — u, y u* — u* en L%°(M) para todo t € (0,T) se
concluye que u. < u < u*. Por tanto, u. es la solucién minimal de (P) y u. la

solucion maximal.
[ |

4.2 Unicidad de soluciones no degenerédas.

En Diaz [1993] se da ya un criterio de unicidad para modelos unidimen-
sionales de tipo Budyko bajo hipdtesis de “no degeneracion” que posterior-
mente detallaremos. El objeto de esta seccidn es mostrar que estas diferentes

situaciones se dan también en el modelo bidimensional.

(omenzamos introduciendo la nocién de no degeneracién sobre una va-

riedad M.

Definicién 16 Dircmos que w € L®(M) satisface la propiedad de no-dege-
neracion fuerte (resp. débil) si existe C > 0 y ¢¢ > 0 tales que para cada
¢ € (0, €0}

p({ze M:|w(z)+10] <e}) < Ce?

(resp. p({z € M :0 < |Jw(z) + 10| < ¢}} < Ce?™1). Donde p es la medida de
Lebesgue en la varieded M, también denotada por {(E):=|E|, VE C M.

Teorema 7

(i) Si existe una solucion de (FP) tal que u(t) verifica la propiedad de no
degeneracion fuerte para cada t € [0,T] entonces u es la unica solucion

débil acotada de (P);

(1) existe a lo sumo una solucidn de (P) que verifica la propiedad de no-
degeneracion débil. 0O

La demostracién se basa en la idea de que aunque 3 es discontinua ge-

nera un operador continuo de L®(M) en LI M) Vg € [1, 00) cuando se toma

como su dominjo el conjunto de funciones que verifican la propiedad de no

degeneracion fuerte. Mds concretamente se tiene que ¢
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Lema 7
(1) Sean w,w € L®(M) y supongamos que w satisface la propiedad de no
degeneracion fuerte. Entonces para cada q € [1,00) eziste G >0 tal que para

cada 2,5 € L=(M) con z(z) € B(w(x)) y 2(x) € B(w(z)) ¥V 2 € M, se tiene

S

w—uw

| 2 = 2 [[Laamn £ (by ~ bi)

o s IMIY (148)

(i1) Si w,w € L®(M) y satisfacen la propiedad de no-degeneracidn débil en-

tonces

[M(z(m) = 3(a))(w(x) = B(2))dA < (b = B)C |0 = [pry - (149)

Demostracién del Lema 7.

Sea €y dado por la definicion 16 aplicada a w. Si || w — 1@ ||geo(a1)> €0 entonces

|M|1/q
(fo_)'('P—")/q

Supongamos ahora que || w — @ |[poan< €. Se definen los conjuntos de

|2 = 2 leoan < (b = B)IMIY7 < (b = ) = (173 -
coincidencia
A={re M:wlz)=-10}, A:={zeM:d(c)=—10},
y se considera la descomposicion
M=AUMUM_., M=AUM,UM_,
donde
Mi={z e M w(z)>-10}, M_:={reM: w()<-10}

y My, M_ se definen de manera similar sustituyendo w por @. Sean z, % las

funciones anteriormente definidas. Entonces

)= 2(x)| € by — b)) st r€ AUAU(ML N M) U (M- N M)
) = 3(x) sioze(MunMOIUMoNM)

-

——

| 2= 2 |oan< (b — b)) min{|AU AU (ML A M_)U(MonM)|V9 | M|V
(1.50)

Por otro lado, st € < ¢ tenemos que

(AUAU M M) UM N M) C B,
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~donde B, := {r e M: =10 — ¢ < w(z) < —10 + ¢}. En efecto, es (‘.]al'();(]l‘]l-‘,
A C B.. Ademas,

-

W)~ | w = |ipounS w(z) <[ w— @ Loy +0(x) Ve € M.

Asi la inclusién A C B, es obvia. Si z € My N M_ entonces —10 < u:(::;) <
¢+ 1{x) < =10+ ¢y asi z € B.. Finalmentesi z € M_ N M., se tiene que
—10 — € < =10 = juw(z) — w(x)| < W(x) + w(z) — d(z) < w(z) < —10 y' por
tanto € B,. En consecuencia, la desigualdad (1.48) se obtiene a partir de la

i
1

propiedad fuerte de no degeneracion supuesta para w.

Para probar (ii}, suponemos ahora que w y w satisfacen la propiedad
débil de no degeneracion. Procediendo como en (i) podemos suponer que

| w— & ||y < €0. Observamos que siz € AN A entonces
(2(2) — 2(2))(w(z) — B(z)) = 0 5
y que si w(x) # —10 (resp. w(z) # —10) y z € A (resp. z € A) tenemos que
re€{xe M:0<|w(z)+10| <€} (resp. {z € M :0 < |[@(x)+ 10| < €})

obteniendo asi (1.49).
|

Demostracién del Teorema 7.
Ftapa 1. Estimaciones.

COLl U Verl-

Supongamos que existan u y % soluciones débiles acotadas de (P),

ficando la propiedad de no degeneracidin fuerte, e.d.

wim Dyu+ G(u) = QSz+ 1 en (0,T) x M
= A+ G(0) = QS+ en (0,T) x M
u(0) = 4(0} = uo,

para algin z € f{u) y 2 € f(%).

Restando las ecuaciones obtenemos
(u—1), — div(|Vu|”"2Vu - |Vﬁ|p'_2Vﬂ) + (G(u) — G(1)) = QS(= - 3).

Tomando como funcién test (u — @) en la formulacién débil de (P} obtenemos

que

1d

57 o O = @A+ [ (G0w) - g(a)(u - i)da+
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[M < |[Vu(t)P-2Vu(t) — [Va() P 2Va(t), Vu(t) — Vi(t) > dA =
- QfM S(z)(2(z,8) — 3(z, 1)) (ulz, t) — 4z, 1))dA. (1.51)
Analicemos cada uno de estos suumnandos:
¢ Ja expresion '
fM < [Vu(t)P2Vu(t) — [Va)P-2Vat), Va(t) — Va(t) > dA

es mayorada por

Co fM IVu(t) — Val(t)|PdA

pues p > 2, (véase Lema 2 de la seccién 2), en concreto sl p = 2 entonces
Ca = 1. Ademas, utilizando las inclusiones probadas en el Teorema 1 se tiene

que si p > 2 entonces existe una constante positiva (7’1!,)’00 definida en (1.20)
tal que | £ 5eqan < Crmooll 9 ngrany + 1/ aary ¥ pOT tanto

C . - ‘
Co [ 19u(t) = Va(t)PdA 2 ="llu= il msy — Co | €~ & [Fa(uys (152)
M ‘1,p,00

con Oy = Co | w — @ |[Looo,r);22(Mm)) - ST p = 2, se tiene que V = H'(M) asi
como la inclusién continua de este espacio en L7(M) para todo o € (1, 00).

Llegando en este caso a

U 1 - .y .
[ V() = VAP 2 = allfeag= v =il (153)

1,20

para todo o € {1,00) y C} 4, definida en (1.19). Por ser u y 4 soluciones débiles

acotadas de (P) es obvio que u — ¢ € L*®(M). Este hecho permite usar la

I lreoiany = Jim ”—1
: M|z
Es decir, Ve > 0 dog > | tal que Vo > oy, se tiene que

propiedad

lu—@llionn |

"2
”u—u'Lm(M)_ |M|% +(’.
¢ De la monotonia de G deducimos que
>0

/(6w - Gla)(u - 1)
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. / QS(z — 2)(u — 4)dA estd mayorado por
M

|
[
[ @Sl = Hllu = @ldA < Q1 S fumanll 2 = 2 llsganli =  llwing

y como u verifica la propiedad de no degeneracion fuerte, podemos aplicar el

Lema 7 con ¢ = 1 para mayorar la anterior expresion por !

Ci@ |15 Nzl v — 4 ||z°°(M)

donde C; es la constante del Lema 7 (C; = (b, — bt)(‘!) |

Sustituyendo en (I.51) las estimaciones obtenidas en el caso p > ;2, se

tiene i
1d - S o . l
S hu—e 132ay S (CiQ IS [lLompny — = Vil u— @ [[fooany +
’p) 1

y en el caso p =2
1d o . M3 o |
g lu—u IZaay < (CQ 1S [lzoo(any m‘) o — @ || Feo ) +

+lw = 2 += (1.55)

Choae .
.Etapa 2. Estudio del signo de elgunas constantes. |
; i
_ e Comenzamos con el caso p > 2,51 C1Q || S |joo == @ <0, entonces -
'1,py00 :
1d 2
L = i aquay< Co =t [ 1

de lo que por el Lema de Gronwall se deduce que
s 12 260t TP —
| w—d ||L2(M)S e | up ~ o ||L2(M)— 0,

y por tanto, || v =4 ||z2(a0= 0 lo que concluiria la demostracién de la parte i)

del Teorema 7. |

o ) 1 ) .
Para p = 2, s1 () S |loo ~=¢ < 0, procediendo como en el caso
p=2 — <0, p
71,2, i ;
anterior se obtiene que ,

2¢

Ty <€ g — o Iz ay — (" = 1) < |

(?1,2,:7
< —2eCQ || 5 oo (= 1), 7
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y como la desigualdad obtenida es vilida para todo ¢, se concluye la unicidad.

¢ SiCQ || S oo ———éll—m > 0, introducimos un cambio de escala apropiado

(M — M;) que permita asegurar que la constante que acompafla al término

| w—a I?Iiw( M) €S negativa, con lo que se concluye como en el caso anterior.
A continuacién detallamos el cambio de escala elegido y la dependencia de las

constantes de continuidad respecto del mismo.

Se considera una dilatacién D) de magnitud § en la variedad (M, g),

(6 > O parametro que determinaremos mas adelante)

D: McR — R?
I — f =dr.

Sea z € M C IR, z = (z,,25,23) € W), donde W, es el dominio de la carta

W, wy sea P una parametrizacion local (inversa de wy
H ) p b

P wyWW,) — M
(0,2) = (x1,20,23),
es decir,
z1 = Pi(0,¢)
Ty = Py(8,)
z3 = P3(0,)

y por tanto,

Fr = §P1(8,9) = P1(6,¢)
G2 = 6P2(0, ) = By(0, )
'h"3 = 6}-)3(9359) = }3(93(19J

donde P = (f’l, 32, f’g) es ahora una parametrizacién de D(Wy). Asi, la dila-

tacién permite definir un atlas {W,, W} en M; como sigue
Wy = D(W,)
'[IJ/\ : W)\ — H2
o i
xr - W}('g)
Podemos considerar una particién de la unidad {ay} subordinada al recubri-

miento {Wy} de M; definida a partir de {a,} particién de la unidad subordi-

nada a {W,}, definida como
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En particular se verifica que sup|&,| = supla,|.

Asimismo, DD define una métrica g, dada localmente por la férmula usual
Gi; =< DiP(8,9), D;P(8,¢0) >pexre -
Entonces
Gii =< §D;P(0,0),8D;P(8,) >= § < D;P(8,p), D;P(0, ) >= &g;;

donde g;; son los coeficientes de la métrica g de M en W,. De la iltima
igualdad se deduce que las constantes de coercitividad y continuidad de [a

métrica g son las de g multiplicadas por §2. Es decir,
VDI < g < kil VeeM
vl P < gy) < allvll? YoeMs
con ¥ = 8%y ji = §u.
Observacidn 2 Esta informacion sobre las constantes U y fi serd de gran

utilidad en el cdlculo explicito de la constante de Sobolev para M;.

Es obvio que (M3, &) es de nuevo una variedad Riemanniana de R* de
dimensién 2. En particular, si M = 52 la esfera unidad, entonces Ms es la

esfera de radio 4. En efecto,

z1 = senpcosf T = dsengcosd
xy = senpsend Fy = dsenysend
T3 = COSP £ = dcose

N sen’p 0 [ &%sen®p 0
9 0 1 TEL 0 e )

Sea uw una funcion real definida sobre M. Su expresidn en las puevas coorde-

nadas viene dada por ‘

i: Mg —
r

T

=

Sus expresiones locales en términos de las parametrizaciones P y P son las

S ET)

siguientes

u(B,cp) = U(PI(G?'(P)’ P‘Z(aa 50)1 P;(G,Lp)) = 'U,(P(Q,QD))

W0,9) = W(B(0,0)) = W(5P(0,)) = u [ T02E) )) _

= u(P(6,¢)) = u(0, ). 1
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En cuanto a las derivadas, obtenemos las siguientes relaciones:

S . 1O 7 .

()_,E‘,_(‘L‘) = E(JJ’,‘I(E) 1= 1,2,-3.
i 290 9% 1 0u b
PRSI B rar D Db - 7 i

3.1 du OF, 3. Hu Ox;
Zaax,ﬁ de,‘aa oe( 22

Clarificamos lo anterior con la signiente figura:

R

Figura 5

Volviendo a la expresidn local del pseudo-laplaciano, detallada en la

seccion anterior observamos que
57div pn, (IV s 1P =2V p, ) = diving (|V prufP 2V pgue)
con lo que la ecuacion en las nuevas coordenadas resulta ser la siguiente

(P5) iy — SPAivar, (V2P 2V, it) + G(@) € QSB(a) + f en (0,T)xMs;
w(0,%) = Tto(é).
Es claro que si @ es solucion de (F5) entonces u : M — IR definida como

u(x) = 2(dx) es solncion de (P). Por tanto, la unicidad de (F5) implica la
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unicidad de (F), y reciprocamente. A continuacion veremos que exisie un
nimero real & > 0 tal que la solucién de (Fs) es inica.

Sean us y iy dos soluciones de (Fs) tal que una de ellas verifica la
propiedad de no degeneracion fuerte. Procediendo como en la etapa 1, tenemos

que

1d . . i
o fM s () — 25 (£) | Pd A +87 fM < |Vus|P~ Vg | Vit P2V s, Vus—Viig > dAg
& é

+ [ (6(u) = Glae)) s — ws)dAs = Q [ Salzs — 25)(us — is)dAs

para algin 25 € B(us) y 25 € B(ts). Aqui Ss viene dado por S5 : Ms = IR,
Ss() = S(3). |
Las expresiones (1.54) y (1.55) obtenidas para v y @ soluciones de: (P)

permiten estimar us — 5 para us y ts soluciones de (F;). Se tiene que si p > 2,

1d ,
S | ws — s ll720m5) <
NS 7087 Yl s P
< ((/I,JQ || Ss ||Loo(M5) _(.ﬁ‘ pooa, 41T T=(M;) +(0 || Uz — Us ”Lz(Mﬁ)’
(1.56)
ysip=2, , f
1d - - AT .
o Nus — s 1T2ms) < (Cra@ Il S5 lLeoqang) ———) Il us = s {|F oo ny)
+1,2,0, '
L €
+ 1 us = s || T2eamy) +m—- (L.57)
(’1,2.0,8

Nuestro trabajo ahora es determinar las constantes O3, C1 006 ¥ Cr2.06 €n

funcién de &, Consideremos el espacio de Banach

= {u € L}*(Ms): Vue LF(TM;)}.

Cédlculo de C;;5. Veamos como varian las estimaciones del Lema 7 con ¢ = 1

al sustitnir M por Mj;. Se tiene que

| 26 = 25 ||70 (M) S (by — bi)(-?ﬁ (| ws — s ”?Ii:"](M,s) |

donde C; =ma,x{(35,|—’:,-@§1} = 621114x{(,,-|,,—_—}} = §2C, C y (s constantes de 1o

degeneracién para M y M; resPectwmnente Se concluye, pues, que

Crs = 6*C.
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Calculo de C; 2, 5. Recordemos que esta constante verifica

I f Lo an < Craes(| Vf W27 ats) + | £ 2gpnn)-
Como ya se vid en (1.19),
I F o qpng S 287 (r, 2,002  max{1, B}(1 + sup| Val)2 (| £ 13 + Il V£ 113).
Dado que-& = &%, fi = 8% y |@,] = }|aal, se obtiene
Cioes = 26%_2;551»'(7',;), o) v max{l, 8 u}(l + sup%|VaA|)2.
Calculo de él,p,oo,rs- Se trata de una constante relacionada con la constante

de continuidad para la inclusion V3 C L=(M;). En concreto, si § = 1 se

obtiene la constante (,311%00 que ya fue calculada en (1.20) para p > 2,
Chpoo = 227 ke(p, 7 VPmax{v ™, v uE (1 + Cypsup |[Vay|)Pmax{l, [./'VI|P;_2 b

por tanto

Chpoos = 22 k(p, VP max{57 , 07 28 }(14Cy 5, 5 sup | V@] Pmax{1, |J\/[5[%a b

Usando que & = 8%y, fi = 8 y [Vay| = §|Vay| obtenemos
Chpoos = 227Vk(p,r)? 111&}({5"”1/’:22,5”_2V_],ttg}(1 + 5327_1,(51515(7',2,;))1/_71

1 1 1 . =
max{!, 82 }{(1 + sup= |V(r,\|)sup3|Va,\|)pmax{1, 6”"‘)‘|M|22_2 b

Estudio del signo de K, 5 definida por

B S M|: .
CrsQ 11 Ss || oo (ans) ——~:I"-—|“_ s1p =2,
K = (’1,2 .6
p‘é ~y - 6?(?0 . .
Crs@ || S5 llLeo(ms) — = stp > 2.
’ (—-’],;n,oo.é
Es elaro que || S5 |[Leeamg) =1 S |lzeo(a). Sustituyamos ahora cada constante
por su valor
. 557 | MI% .
[ 52(*162 “ ) ||L°°(Ma) TTi 2 | J] s SLP= 2,
§v " max{1,82u}(1 + ssup|Vay|)2C,
!\’p'g =
2 v
SCQ N S ey — - sip > 2,
: max{§-7v7, §r-2,-1 T Y K, 50,
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donde

1 . —
K,s=(1+ C],g,p,‘gsupEWa,\])” max{l,é”'lelzi_z}

y con C, y C, independientes de 4. Por tanto, si p = 2

§M)7
max{1,82u}(1 + sup|Vay |20,

s S1 p > 2

aP(

=P - By )
max{é—Pv2 , 6P 2 uz } K, 5C,

: I 2,7 _
lim Kyp5 = im6°CiQ [[ 5 foany

En ambos casos, el limite es cero. Lo que permite reducir la demostracion al

priiner casa.

Para demostrar la parte (ii) del Teorema 7 supondremos que existen dos
soluciones débiles y acotadas u y & de (P) que verifican la propiedad de no

degeneracion débil. Procediendo como en (i) se tiene que el término

1d . Ca
T“HU—'&&%M)‘*‘; | = |7 oo g
2 dt 't pg M)

estd mayorado por !
[, Q5= 8u=idda + Collu—i 3z

donde €15, = Clpoo 81 p > 2, eigual a G, si p =2y Cq definida en (1.52).

Utilizando la conclusién (i) del Lema 7 se obtiene que

1 d T Co )
e u— @ |3< (Ca@Q || S Yoy — 2 Jlu=1a

B +Co | w—a 13

con Uy la constante de no degeneracion débil del lema 7. Se concluye la uni-

cidad como en (i) estudiando el signo de Cy@Q@ || S || ooy -7 y haciendo
- 1,p.0o
un cambio de escala si éste es positivo.
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4.3 Criterio sobre uy para la existencia de soluciones no

degeneradas en el modelo unidimensional.

La cuestion de conocer bajo qué hipdtesis sobre los datos ug y f es posible
mostrar la existencia de una solucién no degenerada admite distintos tipos de
respuestas. En realidad la cuestion se plantea ya en un marco maés genérico en
el que la funcidn no degenerada no es necesariamente solucion del problema
(P). Una respuesta en este sentido, para el caso unidimensional y p = 2, es la

siguiente
Proposicién 6 Sea w € C*((—1,1)) tal que existe ¢¢ > 0 verificando que

(i) el congunto {x € (=1,1}: |w(x) + 10} < €} tiene un numero finito de
componentes conezas I; con j = 1,.., N y para todo 7 dz; € {; tal que
w(z;) = =10,

(11) existe &g > 0 tal que st z € I entonces |wy(z)| > .

Entonces w satisface la propiedad de no degeneracidn fuerte.

Demostracién.
Seae € (0,e0) yr € {y € (~1,1): |w(y)+10| < €}, z € I;. Por el Teorema del
valor medio aplicado en la componente conexa /f;, existira ' € I, intermedio

entre x y i; tal que

u;(m).— wlr;) = we(a )z — ;). '
. !
w(r) — wiz; :
Por tanto @ — x| = [wiz) Tf( 7)| v como &' € I, |we(z)| > dg, y se \
|02()]
concluye que '
. 1 !
|t — 25| < M < ke, ‘
Jo

para una cierta & > 0. En conclusién
|5 < 2ke

¥y por tanto

Hz € (=1,1): |w(x)+ 10| < ¢} < 2Nke

lo que demuestra el resultado.
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Finalizaremos el capitulo abordando el caso en que la funcidn w es
solucién de (Fy). Aproximamos u por u, solucién del problema
ue = (1 = 2%)[uaP~uz)e = QS5(x)B(u) — G(u) + f(z) en (0,T) x (=1,1)
(1 —&?)u, =0 enz=-lyxrs=]l
u(z,0) = uo(x) en (—1,1)

con 8, y G, aproximaciones mondtonas de 8 y G de clase C'. Supondremos
por simplicidad que f,uq € C'(=1,1). ‘
Supongamos que |uf < K en (0,7} x (—1,1) La funcién v = u, verifica

ve= (1= 2ol ?v)ee = v(QS(x)B(x) — Ge(u)) + Q5=(x)B(u) + folx)
(1 —2zHv =0 en z = £l
v(z,0) = vp(x) , ' en (—l:, 1),

lNamemos a(t, z) ;= QS(x)F(u) — G (u) y b(t,z) = QSz(x)B{u) + fo(x).

Supongamos que existen £ y ¥ con —1 < 2 < T < | tales que

Se(z) >0 Vee{-1,z), S:(z)<0 Vre(z1)
()] ful2)20 Vee(-l,z), fuz)<0 Vee(z,1)
uoe{r) >0 Ve (—1,z), uelz)<0 Ve (1)

Suponemos también que

(Hy) U (2} >0 Ve [0,T], u{t,T)<0 Vtel0,T],
1 wlt,z) > —10 Vi€ [0,T), w(t,z) <—10 Vie[0,T).

Nétese que la primera condicién de (H,) se tiene si por ejemplo S(z), f(z) y
ug(x) son funciones pares respecto del origen y £ =% = 0.

At

Sea ahora w(t,z) := ¢~ *v(t,z). Entonces v = we y por tanto

w, = e M (-—/\'u + (1 = 29 |o) %0)y ~wva(t,z)~ b(l‘.,m)) =

|

= —Aw+ ((l - ;1:2)65_3-1‘ |w|p'2w) — aw — be™™

rr
((1 - mz)cﬁlwf_zw) A

+ be™,

v

supuesto A elegido tal que
—A—-a(t,z) 2 0 e.d. A < —sup a(t, ).

4

Nétese que como estamos suponiendo |u | < K entonces tal X siempre existe.
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Lema 8 Sea i(t,z) verificando

( (1 — .L'Z)C,P' |h|P- zh) = be™M en (0,T) x (—1,x),

h(t z) =-10 vt € (0,7),
h(x,0) = uoz(x) stz € (—1,z).

Entonces

Us(tz) 2 Mh(tz) 20 ViLz)e (0,T)x (-Lg). g

Demostracidn.

My 2 (que es una

Basta aplicar el principio de comparacion entre h y w = €
supersolucién). Noétese que el operador eliptico de segundo orden asociado es
T-acretivo en L'(—1,z) (lo que es una pequefia variacién de los resultados de

Benilan [1972]).
De manera andloga se puede obtener que
wlt,z) < —Mh(t,s) <0 Y(t,2) € (0,T) x (&, 1),

para A y h adecuados. Estos dos resultados implican la condicién (ii) de la
Proposicién 6. La condicién (1) ahora se debe imponer a u(t, ) se tiene si se

supone ademas que
(H3) u{t, z) verifica la condicién (i) Vt € {0, T].

En virtud de los resultados existentes en la literatura no parece dificil mostrar
que la hipodtesis (H3) se tiene si los datos ug(z) y f() no oscilan mas que un
nimero finito de veces y —10 < u(t,x) V(t,z) € (0,T) x (z,T).

En conclusion: si se cumplen (Hq), (Hz) y (H3) entonces la solucién u
generada por paso al limite en u, es no degenerada. Finalmente, si rotamos la
solucién unidimensional por el eje que une los polos encontramos una solucién

bidimensional no degenerada.



Capitulo 11

Estabilizaciéon de soluciones.

Problema estacionario.

En este capitulo, establecemos diversos resultados sobre el comporta-
miento de las soluciones débilmente acotadas de nuestro modelo cuando ¢ —
oo; estudio motivado por la cuestién de la estabilidad del clima global de

nuestro planeta a largo plazo del tiempo.

En primer lugar, analizaremos el modelo de tipo Sellers con técnicas
de semigrupos y demostraremos la existencia de un atractor global para el

senligrupo asociado a este modelo.

Posteriormente, abordaremos un modelo mds general {(en el que pueden
aparecer términos temporales en la ecuacién) en el que se incluye también el
de tipo Budyko, y concluiremos con la estabilizacién de soluciones de () a

una solucion del modelo estacionario asociado.

La tercera parte de este capitulo comienza con el estudio del modelo
estacionario asociado a (P) estableciendo un resultado sobre la multiplicidad
de soluciones del mismo en funcién de la constante solar. Asimismo, se estudia
el diagrama de bifurcacion con respecto a dicho pardmetro mostrandose que

tiene forma de “ese”,
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1 Aplicacién de resultados abstractos al semi-

grupo asociado al modelo de tipo Sellers.

En esta seccién, supondremos que 4 es una funcion continua localmente
Lipschitz y que f(t,z) = f(z) con f € L™ (M). Esta vez definimos el operador
no lineal A por

Au=—-Aju+G(u) - QS(-)Bu) - f(-)
con dominio dado por
D(A) = {w e V: Aw € L}(M)}.
Tenemos el siguiente
Lema 9
i) D(A) = LA (M) y A genera un semigrupo {S(t)}epo en LAM).
i) YA >0, Jy = (I +)XA)"" es un operador compacto de L*(M) en LE(M).

iii) S(t) es un semigrupo compacto ¢vt € (0, o).

Demostracion.

(i) La densidad de D(A) en L?*(M) resulta como en el Capitulo 1. La evolucién
del modelo de tipo Sellers es descrita por la familia de operadores S(t) :
LH M) = LHM) que a cada dato inicial ug € L2(M) le hace corresponder
u(t) € L*(M), en el instante ¢, solucion de '

ur+ Au =0 en (0,00) x M
u(0,2) = ug(x) en M.

Los teoremas de existencia y unicidad de soluciones para los modelos de tipo
Sellers (3 lipschiziana y difusién lineal o no lineal}, incluidos en el Capitulo 1,
aseguran que S(t) estd bien definido. Ademds S(t) verifica las propiedades de

Semigrupo, pues

S+ s)ue = S(thuls) = S()S(s)ug Vst >0
S(U)UO = ug ie. S(0)=1en Lz(M).
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(ii) Sea (7 +AA)~1: L3 M) = L*(M) y sea B un conjunto acotado de L*(M)
i.e. 3C > 0 tal que B C B¢, donde

Be:={heL*M) :||h ll2an< C}.

Veamos que (I + AA)™' B es relativamente compacto en L?(M).
Toda funcién u € (I + AA)™' B verifica que 3h € B € L*(M) tal que

v+ Au = hen M‘.

Multiplicando la ecuacién por u e integrando en M obtenemos

I Frcug +3 1V ran + f, Gluu = [ @S(@)lu = (h+

donde

Joxnu < [t pul [ i fl

1 . .
< R+ ) Feeell wllzzan < E(H (h+ ) ||i2(M) + |fu ||12,2(M))-

Dado que [ G(u)udA > 0y que m < B(r) < M Vr € IR llegamos a

1 . :
5 1 PEagany +A1 Vi Wiaran < Co 4 2Q | S Numiay M [ fuld,

donde Cy = 1 || (h + f) “iz(M). Aplicando las desigualdades de Holder y
Young a [, |uldA obtenemos que

1 : - v
S By 431 T Paran< O,

donde Cy = C; + A2Q* | S |12, M?|M|. Luego existe una contante positiva
(5 tal que

lully £ G Vue(I+AA)7'B
y por ser V un espacio de Banach reflexivo, podemos extraer una sucesion
{u;}ienv de la familia (I + AA)"!B, que converge a w € V en la topologia
débil, i.e.

u; = w débil en V.

De la inclusién compacta V C L*(M), deducimos que existe una subsucesion
de {u;}, que seguiremos llamando {u;} que converge fuerte en L3(M), y por

la unicidad de limite, es -

u; - w fuerte en L*(M),
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con lo que queda demostrado que (I + AA}~!' B es relativamente compacto en
L*{(M), pues cada conjunto infinito de puntos de (/ + AA)™! B tiene punto de
acumulacion en L#(M).

Veamos ahora que (/ + AA)"' : L} (M) — L*(M) es un operador con-
tinuo. Tomemos {h,} C L*(M) tal que h, = h en L*(M). Llamemos
Uy, = (1 +AA)"'h, entonces u, es solucién del problema ( Py) u, + AAu, = hy,

y tomando u,, como funcidn test en la formulacidén débil de éste se tiene que
Y
fuallvy < €.

Como V es un espacio de Banach reflexivo y la inclusion V € L*(M) existe

una subsucesion {u, } de {u,} tal que

Uy — U en V — débil,

Uy = U en L*(M) — fuerte.

Consideremos la formulacién débil de los problemas (F,)

/ U, v + A/ |V, P2 Vu, Vo + )\f Gluy)v =
M MM M

=) /M @ S{x)B(un)v + [M(hn + fl Yoe V.

-Tomando limite cuando n — oo en la expresion anterior y usando el lema 77,

se obtiene

[ Uyt + /\/ |Vu,|P 2 Vu, Vo + ,\/ Glu,)v =
M M M

= Af QS(2)B(un)v +/ (he + flv  VYveV,
M M
y por tanto u = (I + AA)71L,

(iii} Sea B un subconjunto acotado de L*(M). Veamos que S()B es relati-
vamente compacto en L*(M).

Sea ug € B, si llamamos u(t) a 5(t)uy entonces u(t) verifica

ue ~ Apu 4+ Gu) = Q@S(x)B(u)+ [ en (0,00) x M
u(0,-) = up en M.

Tomando en la formulacion débil del problema la propia solucién u como

funcién test se llega a

T d ) T T
i O o+ [ U W + [ [ Gl =
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=/ ! [M QS()B(u)u+ [ i J

Por las desigualdades de Holder y Young, obtenemos
1 2 1 2 P ~ 2 '
5 Il w(T) Nz2qan 5 |l %o lZ2amy + I Ve e reaary TC0 I lli2¢0, L2y

<QM IS llvmgrn [ f# bt 1S famiun [ [ Tl <

<SVTIMPEQM || S oy + 1| f llzoan) |« llzzgomyzemn <

< < ot o 2 n Clo u 22 L2

- 2C, 2
Por tanto

1 2 P (:‘0 2 )

9 | u(T) ||L2(M) + i Vu ”LP(D.T;LP(TM)) '*":é“-” u ||L2((0.T);L2(M)) < Gy
donde

. TIMUQM || S Jlroorany + || £ [lroopan)? 2

4 = Yol + sup [l uo (L2 -

2% uweB

Asi, || u Lo, 7)< Cs y por tanto, en casi todo t € (0,T) fiio, se tiene
Fu(t) v Co

es decir,

I S(t)uo Iv< Cs Yuo € B.

Como V es un espacio de Banach reflexivo y V € L*(M) con inyeccién com-

pacta, tenemos
Hu,} C S()B tal que u, — u en L} M)-fuerte,

entonces ¢Vt € (0,00), S(¢)B es relativamente compacto en L*(M). La con-
tinuidad de S(¢) en L?(M) se obtiene con un argumento similar al utilizado

en (i1) para probar la continuidad del operador resolvente.
. u

A continuacidn, recordamos algunos resultados generales y conceptos so-
bre conjuntos invariantes y atractores. Veremos que el semigrupo no lineal
{5(%)} que describe la dinamica de los modelos de tipo Sellers posee un atrac-

tor maximal en LZ(M),
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Definicién 17 Un conjunto A C L*(M) es un atractor para el semigrupo
S(t) s

i) A es un conjunto tnvariante por el semigrupo (e.d. S(t1) A=A Vit >0),

i) eziste {J entorno abierto de A tal que pare cada ug € U/ se tienc que

S(t)uo converge a A cuando t = oo, ie.

dist;2(S(t)uo, A) = 0, {— +o0.

Elmayor abierto I/ que verifica lo anterior es llarnado “cuenca de atraccion

de A”.

Definicién 18 Diremos que A C L*(M) es un atractor global o wniversal

para el semigrupo {S(t)}i>o st A es un atractor compacto que atrae cada con-
junto acotado By de L*(M) uniformemente. Es decir, VBy C L*(M) acotado,

d(5(t)Bo, A) — 0 sit— 00
donde d(S(t) By, A) es la semidistancia asi definida,
A5 (2)Bo, 4) = sup I lz = iz

Definicién 19 Sea B C LX(M) y U abierto de L*(M) tal que B C /. B es

un conjunto absorbente en [/, si las trayectorias de cada conjunto acotado By

de U/ entran en B a partir de un cierto t (que puede depender del congunto
By), es decir, '

YBy C U, By acotado, 3t; = t1{By)

tal que S(t)By C B Vi > 1.

Tambicn se dice que B_gbsorbe {os acotados de UV

En esta linea, hemos obtenido los siguientes resultados para el modelo

de tipo Sellers con operador de difusién lineal o no lineal.

Teorema 8 Ll semigrupo {S(t)}i>0 asociado al modelo de tipo Sellers posec

un atractor global,

Demostracidn.

Etapa 1. Eristencia de un conjunio absorbente acotado en L*(M).
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Multiplicando la ecuacién por u, integrando en M y utilizando las de-
signaldades de Holder y Young, obtenemos como en (1.32) la siguiente ex-

presion,
d . . .
= Mizay < =Crllu(t, Mz + Cos

con Cy y C, constantes positivas. Llamemos /(2) = |[u(t,.)||72(s), entonces la

expresion anterior se convierte en
U'(t)y < =CU(#) + C,.
Por el Lema de Gronwall deducimos que

U(t) < U0 + 21 - e

‘2

y cuando t — oo,
.

lim U(t) < =

t~r00 ,

es decir,
- 2 21
Jim [fu, Jllzaay < o
, ) . _ C vl Akt s
Lo que muestra que el conjunto B = Brzan(0,1/& + ), (bola abierta de

2 . : T C : e
L*(M) centrzla,dcm en el origen y con radio \/(—E’L-I—Q—es un conjunto absorbente
acotado en LE(M).

Etapa 2. Existencia de un atractor global.

La existencia de un conjunto absorbente acotado en L*(M) (etapa 1) y
la compacidad del semigrupo {5(¢)} en L?2(M) para casi todo ¢ permiten la
aplicacion de un resultado abstracto (ver Temam [1988], Teorema 1.1.1) que
asegura que el conjunto w-limite de B (w(B)) es un atractor global compacto,

conexo y maximal para la relacion de inclusion.
L

El heche de que el semigrupo {S(¢)} posea un funcional de Lyapunov
nos da nueva informacion sobre el atractor. Veamos que existe una funcién de

Lyapunov asociada al semigrupo de Sellers.

Proposiciéon 7 El funcional

J(w) = %fM |Vw|P + fM G(w) - Q/M S(x)j(w) - /M fw
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donde i )
i) = [ Bds Gl = [ Gls)ds

es una funcion de Lyapunov para el semigrupo S(¢) en V C L*(M).

Demostracién. Es facil ver que
1) J:V — IR es continuo;

11} para cada up € V, la funcién ¢ — J(S{t)up) es decreciente; puesto que
esta regularidad del dato inicial garantiza que u; € L*(M) (ver Lema 5)

y como J es diferenciable en el sentido de Gateaux, se tiene que

d

;E(J(u)) =< J'(u)sw >paomxrn= — < U > ppyxiian < 0;

i) si J(S(7)uy) = J(u) para algin 7 > 0, entonces u; es un punto fijo del

Semigrupo.

Sabemos que £ — J(S(t)up) es no-creciente, luego st J(S(r)u1) = J{u1) en-
tonces J(S(t)uy) = J{u1) Vi € [0,7], 7 > 0. Luego,

d

() =0 te(0,7)

w =0 te(0,7).

Por tanto,

Stheyy = wy te(0,7)
S(S)‘S(t)ul = Ss)yy=u t€(0,7)s€(0,7)
S(t)'u,] = U Vi € [0, OO)
|

Corolario 2 Sea Il ¢l conjunto de puntos fijos del semigrupo {S(¢)}. Enfonces
el atractor global A es la variedad inestable de T1 (A = M, (11)). Ademds, si
[T ¢s discreto, A es la union de Tl y las curvas heteroclinicas que unen los

clementos de I1.
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La demostracién es consecuencia inmediata de la existencia de un fun-

cional de Lyapunov, un atractor global y del Teorema VI1.4.1 de Temam [1988].

En esta seccion hemos comenzado el estudio de [a dindmica del modelo
climatolégico de Sellers. Partiendo de los resultados de existencia y unicidad de
estos modelos, hemos definido un semigrupo {5(¢) }:>o de operadores continuos
y compactos. El segundo paso fue probar la existencia de un atractor global
maximal, a partir de la construccién de un conjunto absorbente. En la siguiente

seccion se llega a nna descripeion més completa de este atractor.
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2 Estabilizacion de soluciones para un modelo

climatoldgico mas general.

En esta seccion utilizamos técnicas validas para modelos cuyo coalbedo
es un grafo maximal mondtono acotado general (que incluye también el modelo
de tipo Budyko) y que en particular pueden también aplicarse al modelo de

Sellers mejorando asi el resultado de la seccidén anterior.

Se considera f eventualmente dependiente del tiempo (f = f(t,2)) y
suponemos que existe fo, € V' tal que

t

lim [ 1) = Foollvedr =0,

t=roo Ji_

Dada u solucién débilmente acotada de (F), se define el conjunto w — limite

de u en L*(M) de la siguiente manera
ww) = {ue € VN L®(M):  3t, = +oo tal que u(ty, ) = U en LA{M)}.
El siguiente teorema caracteriza los conjuntos w - limite del modelo.

Teorema 9 Sea ug € V N L®¥(M). Entonces si u € L=((0,00); V) se tiene

que
(i) w(u) # @ para v solucion de (P) con u(0,z) = ue(z);

(ii) $iuo € w(u) entonces I, — +oo tal que u(ty,+8,-) = uw en LE((—1,1),
LA M)) ¥ ueo es solucidn débil del modelo estacionario

(Foo) — Aptte, + Glue) € Q5(0)8(ue) + oo en M,
(iii) ademds, $iuw € w(u) existe i, = 400 tal que ufy, ) = U en V,
Demostracidn.

Estd inspirada en un resultado de naturaleza similar mostrado en Diaz - Thelin

[1994].

(1) Como u € L®((0,00): V) entonces {u{t,, ) }nen es una sucesion acotada
en V. El cardcter reflexivo del espacio de Banach V' permite extraer una

subsucesion {u(t,,, ) b, e que converge débilmente en V, es decir,

Jv eV tal que u(t,,-) = v en V, cuando t,, = oco.

“}7
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De la inclusién compacta V' C L*(M), se deduce que la sucesién anterior posee
una subsucesién (que seguiremos llamando {u(t.,,)}uen), que converge a v
en L*(M) fuerte, es decir,

U(tn,,") — v en L*(M) -~ fuerte.

Asi v € w(u) y wlu) # 0.

(ii) La primera parte es una consecuencia de la integrabilidad de u, (Lema 4,

cap.l de esta memoria}). Sea us € w(u}, entonces

Jt, = oo tal que u(ty, ) = U en LEH(M).

tnts tnt1 :
u(t, + s,2) — ult,, z)| = |f w(o, z)do| < / luy(o, z)|de
i, - tn—1

tnt1 3
<VE([7 tutao )

n—1

Por tanto,
. tn+1 .
lutts + 8) = wlt)lEapg 2 [ [ luiPdodA =
MJtgp-1

=2 Hut“?ﬁ((an—l,tn+1);L2(M))'
(Como t,, = +00 es posible extraer un subsucesion {t,, } tal que t, —t,,_, <2
y utilizando que u, € L*((0,00); L3(M)) se tiene que ||ut||i2{(o,oo);L2(M)) 2

En ”ut!|%2((fn—1.ln+l);L2(M)) Y se deduce
”u:||22((£n_1‘tn+1);L2(M)) — 0 cuando t,, — co.
Luego u(t, + 8,°) = ua en L*(M) para casi todo s € (—1,1)}, i.e.
[u(tn + sy = lluellzm  o¥s € (1,1,

ademas,
Nulte + $) 22y < [l oo ((o,00)i22¢Mm))

y por el Teorema de la convergencia dominada,-

u(ty + 1) = .uoo en L*{(—1,1); L}(M)).

ara der rar la segunda parte de (i1) consideramos la formulacion débs
Para demostrar la segunda parte d consideramos la formulacion débil
de (F). Construyendo funciones test adecuadas, veremos que al pasar al limite,

obtenemos la formulacién débil de (Py).
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Consideramos funciones v(t,z} = @(t — ¢,,)é(x), con £ € VN L® (M) y
¢ € D(=1,1), p > 0y [}, ¢ = 1. Sustituyendo en la formulacién débil las

funciones v asi construidas, se tiene

tnt1
/ j ulp(t — t,)dAdt +/ f < |Vulf™?Vu, VEp(t —t,) > dAdi+
tn—1 tn—1

tt_tlf u)ép(t—1n) /_1 f QS (x)z€p(t—1n +/ ff£(,9(i 1)

para algin z € ﬁ(u(t, ).

Como ¢ € D(—1,1), sabemos que

tn+1

tn+1
f wp(t — ta)dAdt = — f f wbQ'(t — t,)dAdt.
M th—1 M

tn—1

Introducimos el cambio de variable s = ¢ — ¢, y llamaremos U,, = u(t, + s, z),

asf

—/lf Unt ’(c)dAdq+]]f < VUV, , VEp(s) > dAds+
Y /Vhé T Im " e ) )

+f ]1 /, W ep(s)dAds = / 1] [ @S@eati(s)dAds+ / : fM fEp(s)dAds,

para z, € A(1/,).

Etapa 1. Fstimaciones a priori.

Comoy € L®((0,00); V}y Un(s,x) = u(t, + s, z), deducimos que {{/,,} es una

sucesion acotada en L®({—1,1); V), pues

1llLee =103y < Hulfioeqo,copv)-
Veamos que la sucesion {|VI, P72V, }, estd acotada en L®(—1,1; L? (T M))
con p' = p—
fM| (VUL P2V U, |PdA = fM VU, |PdA,

Si1p ||V{_,/rn”]_,p{TM)< sup ||Un||v_ sup HU”v.
se{~1,1} ' s€(—1,1) te(0.00)

Las funciones 2, € g({/y), verifican ||z (s, 2)|[Leog(=1.1):Lo0mp < M.
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[De este modo se obtienen las estimaciones

“ brn “L‘”(—l,l;V)S (;11 ” Urn ”V_<_ CT]
| VU [[Leog-115Lemmn < Co
H Ly HL""(—IJ;L""(M))S M.

En particular se tiene
I Un lzgany= Gy UL IV G

| VU lL2(-1,1500maan < Ca
| 2n lliL2-1 050200 < M.

Etapa 2. Convergencia.

De las anteriores estimaciones en espacios reflexivos se deduce que existe

una subsucesion de {{/,,} que seguiremos llamando U,,, que verifica

{/, = 4 en L*-1,1;V) - débil
VUL P2V, — Y en L*(—1,1; L7 (TM)) - débil
Zyn — w en L¥—1,1; L*(M)) - débil

y como por la primera parte de (i) u(f, + s,') = ue en L*((—1,1); L*(M))
tenemos que 4 = Uy,.

Por otro lado, utilizando propiedades de los grafos maximales mondtonos
(Brezis {1973], Prop. 2.5) tenemos que como 2, € 3(17,,) y

U, = U en L*((—1,1) x M)
Zn - w en L2({—1,1) x M)
e sup (2, U,) = (w,u)

entonces w € Uy, ¥ lo denotaremos por z.

La convergencia de las anteriores sucesiones permite pasar al limite en

las siguientes expresiones,

] Unfcp'(.ﬁ)dAds — _] U@ (5)dAds = Ueof 1 ©'(s)dAds =
-1 JM 1/ m _ M -1
= [ veot(l1) = p(=1))dA = 0.

1 1
=27 . . . s
f_] fM < [VULJP2V, , VE(s) > dAds — f_] fM <Y, VEp(s) > dAds
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[ ] aWsetrinds + [ [ Gluntols) = [ Glualé(f ¢

= fM Ueo)EdA

/_11 fM QS5(z)zn(s, x)é(x)p(s)dAds — f‘lf Q5(2) 200 ip(s)dAds =
= [ 08zt [ pls)ds)ia =
= _/M Q5(x)z0fdA

/_]1 /M fEp(s)dAds — j;ll /M foolp(s)dAds =
- fM foof(f_'1 @(s)ds)dA = /M fooEdA.

Por tanto,

f_]] [ <Y, Vep(s) > dads = [ QS(e)zatda+ [ futdA= [ Gluc)tda

1 ‘ !
Para concluir (ii) basta ver que] Y (s, )o(s)ds = |Vt *Vuy, en LP (T M).

Comenzamos probando el siguiente

‘Lema 10

. .
lim f [ < VU2V, — [Vx[P2Vy , (Vi — Vx)p(s) > dAds > 0
n—=o0 f g S ' .

(H.1)
para toda funcién x € V.

Demostracion.

Descomponemos (I1.1) en suma de tres integrales, y veremos que cada una de

ellas es no negativa. Sea
1
f f < VUL VU, =V X 3V x s (Vueo—Vx)e(s) > dAds = [ 10410
-1 J M
donde

7
1]

1 .
/ f <AV P72V, (Ve ~ VIL)p(s) > dAds
-1 JM
1
I = / / <AV IV, = VX2V, (9 — Fx)pls) > dAds
= f / < 'VXIP_ZVX VU,;—VHOQ) (3)>dAd"q
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Observamos que por la monotonia del operador div(|Vul?=?Vu) y el hecho de
que @ > 0 se tiene que
>0 ¥n € INV.

De la convergencia débil VU, = Vu,, en L*(—1,+1; LF(T M)) deducimos gue
i3 —0 si n — co.

Estudiamos a continuacién el signo de liin I,
1

o= f / < |VULP2VU, , (Ve — VU )p(s) > dAds =
“1JM

7 f_ll /M(U,l)t — Un)p(s)dAds — f f (Un) (oo — Un)p(s)dAds +
s [ [ Fo(s) oo = Un)dAds + f_ [ @S(@)zu(ues = Un)ols)dAds,

para algan z, € 8(U,).

Veamos que cada una de las integrales en las que hemos descompuesto

I} tiende a cero cuando t — oo.

! ;
B - - 2 : § =
f_ ] /M(U,,,)a(uw U, )o(s)dAds = ] [M 5 g oo = Unl Jp(s)dAds

1 1 . |
-7 _/;1 fM g‘uoo — brn|299,($)ﬂ‘:.r4ds -0 |

puesto que U, = ue en L2((—1,1); L}(M)). Ademis, como G(U,,)) = G(uew)
en L2({~1,1); L*(M)) - fuerte y uoo — U, = 0 en LE((=1,1); L}(M)) - fuerte,

g I] U - ‘ n f’o S (i 8 - } 0.

Ademas,

/] / (U, — o) fo(s)dAds < 1l ]| oo f‘f (U, — ue) f]dAds <
I n o0 - S > Hwilpe(=1,1) 1 I n oo ). R :_

< ||99||L°°(—1,1)||Un - uooHL2((—1.1);L2(M))”f”L?((—l.l):L:‘(M)) — 0.

Por dltimo,
] 5 —1 ) !
QS (2)zn{teo — U )p(s) < Q|| S]] Lo oy | <
/;I/M ()2 (u Je(s) < QST myM ]| Lo 1’])11 /M lu l}'] | <

< V2IM|QIIS || Lo an M@l oo -1y luee — Unllzag=1ayiL2omy = 0.
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Con lo que se concluye que

1
lim < [VULP2VU, = [VXIP 2V x , (Vi —VX)e(s) >= lim I} >0,
-1JM : n—oo 2

N=F 0D

v se tiene el lema.
]

Apliquemos este lema a x = ug + A€ con A < 0, entonces
1 :
—,\/ ]M <Y — [Vt + AW 2V (uee + M), VE@(s) > dAds > 0
-1

es deair,

f_], /M <Y = |[V{tgo + A2V (1o + M), VEp(s) > dAds > 0

es claro que, como e ¥ € no dependen de s € (—1,1) y la media de p es 1, la

expresidn anterior puede escribirse como

/M < /_: Y(.ﬁ,m)np(s)ds,vnf(;r) > -—fM < |V (Uoot AE) P2V (U +AE), VE > (.

Haciendo A — 0, por el Teorema de la convergencia dominada se concluye que
/M < /_ 1] Y (s, 2)0(s)ds ~ |Vateo|?* Ve , VE> dA > 0.

Verifiquemos las hipdtesis del Teorema de la convergencia dominada, tenemos

convergencia en casi todo punto, veamos que

| <Y — [V{ue + A2V (ue + AE) VE > |
puede mayorarse por una funcién g € L'{(M),

| <Y = [V{te + APV (uao + A8) , VE> [ <
< IV 4 |9 (ue + AO)PH) 1V€] <
< (Y] + 1V (el + MIVEN) [VE] <

< (Y] 4 C|Vue™t + CAP [ 9EP) |V,

Si {A| < 1, la expresion anterior puede mayorarse por

(V14 C Vel + CIVEP) Ve =i g.
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Como
Y| € LM(M)
|Vl € LFM)
|VuelP~! € L#1(M) = LF'(M)
[VEPt € LP(M)

entonces G € LY(M).
Repitiendo el argumento para A > 0 se llega a
f f $)ds = [Viteo P2 Vetg , VE > dA = 0

y se concluye la demostracion de (ii).

(ii1) Esta prueba estad basada en el lema anterior y ]d coercitividad del opera-

dor.

Sean I3, I3, I} como en el lema anterior, sustituyendo en [}, x = uce

se obtiene,

1
lim / f < VUl * Ve , (VU, — Vug)p(s) > dAds = 0

n—roo f_

y considerando I3 + /3 para x = uq tenemos que

lim [ [ < VUV~ Vo P2V, (VU= Fuca)ip(s) > dAds = O
n—=eo J_y S ag
(11.2)
Por la desigualdad |
=P <P = PO - 0)
para ( = VI, y ( = Vi, aplicada a (11.2), se tiene

1
i (]n - oo (4 s =
Hm / fM Y Voo s)dAds 0

n—=oo f_q

1
Vee D(-1,1), >0y / v = 1. Ello implica que no existe ¢ > 0, tal que
-1

f VU, — Vuo,|'dA > e.
M

Entonces, existe {s,} con s, € (—1,1) tal que

=00

lim ] [Vulty + 5n, ) — Vi |PdA = 0

y se concluye la demostracion de] Teorema.
]
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3 Estudio del modelo estacionario.

Motivados por el comportamiento de las soluciones de ( ) cuando t — oo,
estudiado en las secciones anteriores a este capitulo, iniciamos aqui un analisis
del modelo estacionario (Fy). En este estudio es fundamental la forma de las

nolinealidades que aparecen en el problema, en concreto estudiaremos
(Pg) —Ayu+ Bu+Ce@S(x)b(u), e M.

Nuestro estudio se centra en la sensibilidad del modelo a los cambios de la
constante solar (). Este estudio tiene interés desde el punto de vista fisico
pues @ puede sufrir pequefias variaciones dependientes de parametros tales
como la oblicuidad del eje de rotacidén terrestre (angulo determinado por el eje

y la normal al plano de la érbita de la Tierra).

Nuestro punto de partida es el estudio realizado por diferentes autores
J.I. Diaz, Held, G.Hetzer, Suarez, G.R. North sobre los modelos 0-D y I-D.
Incluimos aqui un resumen de resultados conocidos para estos modelos que nos

sera util mas adelante.
En el “modelo 0-D” se considera la funcién de insolacién S(x) constante,
w+Bu+C € QB(u) >0
u(0) = uy.

En funcidn de la forma y regularidad de 3, se han obtenido diferentes diagramas
de bifurcacién para las soluciones de equilibric ue, de Bug, + C € @8(ux)

en funcion del parametro solar Q2. Veamos algunos ejemplos:
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Figura 6. En el modelo cero-dimensional de tipo Sellers, sl tomamos 3 comna
la funcién de la figura se obtiene un diagrama de bifurcacién para ¢ en fornia

de S.
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QBw)
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Figura 7. En el modelo cero-dimensional de tipo Sellers, si tomamos la funcién
B mds regular que en el caso anterior se obtiene también un diagrama de,

bifurcacién para ) en forma de 5 mas regular que el anterior.
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Figura 8. En el modelo cero-dimensional de tipo Budyko, se considera 4
corno un grafo de tipo Heaviside. El diagrama de bifurcacidn obtenido para @

tiene forma de 5.

Asi, en los modelos estacionarios 0-I) de tipo Sellers o de tipo Budyko,
se obtiene un rango de @ para el cual existen exactamente tres soluciones.
Dos valores criticos ¢y v (2 para los que la ecuacion tiene exactamente dos
soluciones, y por iltimo si ¢ > @2 6 @ < ¢y, hay unicidad de solucién. Toda
esta informacion se recoge en el diagrama de bifurcacidon en forma de § para

el parametro (), anteriormente representado.
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En cuanto a los modelos de dimensién mayor, en Hetzer [1990] se prueba
que el modelo de tipo Sellers con difusidn lineal v 3 € C? presenta un diagrama
de bifurcacién con un nimero par de puntos de retorno. Todo ello bajo ciertas
condiciones sobre los autovalores del problema linealizado asociado. Dicho
resultado se refiere tanto al problema de dimensién uno (intervalo) como al de

dimensién dos (variedad).

El objetivo de esta seccion es demostrar que el modelo estacionario 2-
D de tipo Budyko posee un rango de () para el que existen al menos tres
soluciones. Nétese que la técnica de linealizacién utilizada en Hetzer [1990] no

puede ser ahora aplicada {al menos de manera directa).

3.1 Multiplicidad de soluciones del modelo bidimensional.

En esta seccion se estudian los modelos bidimensionales estacionarios de

tipo Budyko con p > 2,
(Fo) —Apu+ Bu+ C € QS(x)B(u) en M.

Recordemos que la funcién de insolacién S : M — [R es una funcion positiva,

acotada y regular, tal que existen Sy y S; constantes positivas que verifican
So < S5(z2) <5 Ve e M,
la funcidn coalbedo @ es un grafo maximal mondtono acotado tal que
m<Br)<M Yr € IR,
y las constantes B y (' son positivas y ademds
| ~108 4+ C > 0.
Diremos que u es solucion de (Fg) si w € V y Ve € V se verifica que
f < |Vuf~?Vu, Vo > dA—i—/ BuvdA-}-/ CvdA =f QSzdA
M M M M
para algin z € B(u).

El estudio de la estabilizacion de soluciones del problema de evolucidn,
llevado a cabo en las secciones 1 y 2 de este capitulo, prueba que para cada
7 > 0 existe al menos una solucion de (Fg) que puede obtenerse como limite

cuando t = oo de la solucidn u(t) del problema parabdlico (P).

Nuestro resultado sobre multiplicidad es el sigujente,
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Teorema 10 Sea & > &L, entonces

i) 510 < Q < =EEE ;’ﬁc, (FPo) tiene solucion inica;

ii) s1 =0EEC < Q « MBEC (P, ) tiene al menos tres soluciones;
e

i) si ;1—0-5—19 < @, (FPg) tiene solucion tnica.
Demostracion.

i) Sea w una solucién de (Fg), entonces
QS{(zym—C < —Ayju+ Bu < QS()M-C en M.

Por el principio de comparacién para el operador —A, + B (demostrado en el
Capfitulo 1), se tiene que si @ y u son las soluciones de los problemas (P) y (P)

definidos por

(P) —-Aju+Bu=QS(@)M~C en M

() —Apu+Bu=@Q5(z)ym—C en M

entonces u verifica
u < u<uw enM.

Veamos que u < —10 y T < —10 en M. Es claro que (FP) y (£) tienen

solucién 1nica, veamos que para ambos problemas existen super y subsolu-

ciones menores que —~10, lo que implica que T y u son menores que —10.
QSM-C —

W = ———— es una supersolucion de (F’)

B
U 75

es una subsolucién de (F),

R — - s - —10B+C N
por tanto w; < @ < %,. Por la hipdiesis de que @ < -—M—;T—- tenemos que

QSM-C _ [(-10B+ C)MS, !
U = —/—— — ()= = —-10
de donde @ < —10. Andlogamente,
@Sm-—C ., ,
w = s supersolucidn de (£)
QSym — C
U, = B ¢ subsolucion de (£),

= B
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entonces u, < u< Uy

QSym—C - (—10B + C)mS, o 1
M5, B
SU

¥, =

< =10,

m

pues 3+ < 1 y —10B + ¢ > 0. Finalmente, como u < u se concluye que

2 —-10B4+C — . - . e
toda solucién u de (Fg) con @ < =5E= es menor que —10 y por tanto u es
también solucién de

(Fg) —Au+ Bu+ C € @QS{x)m en M.

Pero es claro que esta ecuacion tiene solucidn unica. Luego (Fp) tiene solucion

unjca.

i1) Dividimos la demostracion ‘de esta parte en varias etapas.

Etapa 1. Cdleulo de super y subsoluciones de (Fg)

a.- Buscamos supersoluciones constantes de (Fp) que verifiquen
(P.) BU+C € Q58(U)en M.

Es claro que toda solucién de (P,) es supersolucién de (Fg).

e Como } > —_10&& y Sg < 5;. entonces

OSM—C 1 /-10B+C
U, = =2+l o) > -
= ——> g om M (>' 10

es solucién de (P,) y por tanto supersolucién de { Fp).

e (Como Q < ﬂi"‘t’(*, errtonces

Sim
QRSm—C 1 [(=10B+C)Sm
/), = —/———=< — () =~
P = —HF— B\ 5m ) =10

es solucién de (P;) y por tanto supersolucién de (Fp).
b.- Analogamente, buscamos subsoluciones constantes de (Fg) que verifignen,
BV +C e Q5p(V) en M. (£,)

Es claro que toda solucidn de (P,} es subsolucién de (Fy).



3.1 Multiplicidad de soluciones. _ 91

e Como @ > ibﬁ:f:—fh}i_'—(’:,—eutonces
1 T

es solucién de (£,) y por tanto subsolucién de {Fy).

=10

e Como Q < =1BLC y & < 6. entonces

S] m
QSom — C
V, = =00 7 L

es solucion de (£,) y subsolucién de (Fgp).

—10 .

De este modo, hemos construido dos subsoluciones y dos supersoluciones

constantes. Veamos como estan ordenadas:

IS' _(? N ~
U, = Q_Lﬂg_u____z_._lg v, = ZRMC - 1
Uy = in;—"i_;—w Vy = @8t o g,
es obvio que Uy > U/, y V) > V,. Ademas
M
U, —vi = %(.91-50) >0
Uy —Vy = %’-’L(S,-SU) > 0.

Si"S(x) es no constante, Sy < 57 y las desigualdades anteriores son estrictas.

Etapa 2. Ezistencia de soluciones de (Pg) que no atraviesan el nivel uw ='—10.

En la etapa 1 obtuvimos subsoluciones V;, V, y supersoluciones {/;, {/; orde-

nadas del siguiente modo:

Vi < Uy < =10 < WV < Uy,

Figura 9. En este dibujo se han representado las supersoluciones I/ y I/y y

las subsoluciones V| y V2, anteriormente calculadas,
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Aplicando el método iterativo de super y subsoluciones de manera andloga a

como se hizo para el problema de evolucién se obtiene la existencia de dos

soluciones u;, uy del problema (Fg), con

V} < U1 < 1]1

V2 < Uz S []2

Es obvio que u; > —10, por lo que ademads de ser solucién de {Fg), en parti-

cular lo es del problema
(Pum) —Apu+ Bu+C = QS(z)M  en M,

qne tiene solucién unica. Toda solucién de (Fg) mayor que —10 es solucién de

(Pr). Por tanto lainica solucidn de (Fg) mayor que —10 globalmente sobre
M es u;.

Argumentando de modo analogo, la 1nica solucidn de (Fp) menor que
—10 es usy.
Etapa 3. Estudio del modelo aprozimado.
Consideremos la familia de problemas aproximados (Fg),

(Fo) —Apu+ Bu+C = QS(x)B(u) en M

donde g, es una funcién continua y no decreciente, que coincide con el grafo [

“en K — (=10 —¢,—10 + ¢),

. siu > — 3
ﬂ((u)z{M siu>—10+¢

m osiu<—10—¢

/

1 t
' '
[

;
—10— —10+¢

Blv)

Figura 10. Se han constderado funciones continuas 8, cuyas grificas aproxi-

man el grafo 7 cuando ¢ = 0.
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y asi se verifica que
Be(s) = z € B(s) Vs € R cuando € — 0.
Como V, < Uy < =10 < W < U, para cada @, existe ¢y = ¢o(Q) tal que
Vo<l <—-10—¢g< =-10< —=10+¢ < V] < U}

Por ello, si ¢ < ¢ entonces I/}, U; son supersoluciones de (F5) y V —1, V; son
subsoluciones de (Pg), puesto que si € < €0, B(U:) = B(U) y B.(Vi) = B(V)
paré. t=1,2. |
Procediendo como en la etapa 2, obtenemos dos familias de soluciones
{ui} y {us} de (Fg) para ¢ < eq: ;
1

A

Ademdas como u} > —10 + €g > —~10 + € entonces F(ui) = F(uj) y por tanto

uj = uy s1 € < €g. A partir de aqui cuando nos refiramos a € sera € < ¢p. -

Para ver que (F)) tiene una solucion uj distinta de uf y uj utilizamos el
Lema 14.1 de Amann [1976]:

!
Sea X un retracto de un espacio de Banach E y sea [ : X — X una aplicacion

compacta. Supongamos que Xy y Xy son retractos disjuntos de X, sean Y,
k= 1,2 abiertos de X tales que Yy, C Xi. Supongamos ademds que f(X;) C
Xk y que [ no tiene puntos fijos en Xy \ @, k = 1,2, Entonces f tiene al
menos tres puntos fijos distintos ¢, x,, z2 conzx € Xy yx € X \ (X7 U X,).

'
i

(F5) es equivalente al problema de punto fijo
w = (By+ BN QSR ~C)  ceM.

Sea £ = L®(M) [que obviamente es un espacio de Banach ordenado con

respecto al orden natural dado por el cono positivo :

LE(M) = {ve L®(M) : v(z)>0cte € M}
y que tiene interior no vacio]. Sean
X = V=6, U +6]

X, = [Vi—d, U, +4)
A’Q = [Vz - 6 y (]2 + (S]
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donde &' es tal que

V] > —10+(5 s “10+€Q,
I/, > =10—-4 > —10— €.

Sea f(v} = (=Ap+ B) ' (@S(z)B.(v) ~ C) para v € L®(M). Verifiquemos

las hipdtesis del lema de Amann:

1.- X, X; y X, son retractos de L®{M) y X respectivamente. En efecto,
segin J. Dugundji [1951] [1966], cada subconjunto no vacio cerrado y convexo
de un espacio de Banach es un retracto de dicho espacio. En nuestro caso, no

es dificil construir una retraccion.

r: L®(M) — X
hh+é6 si uwz)>U+46
u — r{u) =< ufx) si uelVa—48,U,+4]
Vi—4d st ouz)<Vp—4

r es continua y ademds r|, = tdy. r es una funcién truncatura, recordemos

que Vo — § v Uy 4+ 8 son constantes.

/\ Yy +&

V- §

Figura 11. Una funcidén u cuya grafica es la de la figura, es transformada
por la retraccién r en otra funcién r(u) acotada superiormente por {/y + 4 ¢

inferiormente por V3 — é, dibujada con trazo mas grueso.

Y andlogamente se puede ver que X; y X, son retractos de X.

"Hemos introducido 4 porque vamos a necesitar que exista un abierto Yy que contenga a
uy, k= 1,2 con Y, C Xy. 51 tomamos Xy = [Vk, U/x] no se puede asegurar que la solucidn

no coincide con Vi o Uk en algin conjunto.
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0o
|

2.- f(X)C Xy f(Xi) C Xy | 5
s Seav € X =[Vo— 48,1+ 4], f(v) = (A, + By HQS{z)B(v) = C), ylpor
tanto ' B
@GSom < =A,(f(e)+ Bf(v)+C < QS M.
Por el principio de comparacién para —A,+ B se tiene que f(v) € [V, U] @ X.
1
e Sive Xy =[W -4 U+ 8], entonces :
v > —10+¢ y Blv)=M, : l
luego f(v) es la 5011101611 de —Ayu + Bu+ C = @S(z)M. Utilizando quef

{/; es solucion de — Ayu + Bu+ C = Q5 M,
Vi es solucion de — Aju 4+ Bu+ O = QSeM,

donde Sp < S{z) < 91, tenemos que f(v) € [V, 4] C X).
e Andlogamente se demuestra que f(X;) C X,.

|

3- f:X — X compacta. Como N = dim M = 2, distinguimos los casos

p=2yp>2 ’ i

51 p = 2, definimos :

' I
i

G: [Vo—68U1+46] CL®(M) — LA*(M) _
v = QS(z)Afv) - C. i

El operador (7 asi definido es continuo.

|
(—A+B): IXM) > HAM) 1
| g = (-A+8)(9) !
|

es continuo. Ademas

I: H3(M) — L=(M) !

3
es compacto. Definiendo f como la composicion de los anteriores operadores,

b
f=(-A+B)"oG: [V =411 +6 CL®M) = L¥M) i
v — u |
|
donde u = (—A + B)~1(QS(z)B.(v) — (), se tiene que f es compacta par ser

t
la composicion de un operador compacto y otro continuo. :
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S p > 2, definimos

G: [Vo=8,U +8] CL®M) — Lr(M)
v = QS{)B(v) = C.

El operador G asi definido es continuo.

(A, + B)7': LP(M) > WirP(M)
g = (-4, +B)g)
es continno,
I: WWM) — L*(M)
u — u
es compacto si p > N = 2. Se define f como la composicién de los anteriores

operadores,

f =(=A,+B)loG: CL®M) = L¥(M)
v — u

donde u = (—=A,+ B HQS(x)B.(v) -~ C). f esla composicién de un operador
compacto y otro continuo, por tanto f : L°(M) — L*(M) es compacta, en
particular f: X — X loes.

4.- Existencia de Yy, k = 1,2,

(P§) tiene una tdnica solucién en X; = [Vi — 4, U; + 4], en particular, sabemos
s
2
topologia de L®({M) centrada en u y de radio %)) que esta contenida en Xj.

que dicha solucién ug € [Vi, U] lnego Q4 = Bree(ag(uy, 5) (bola abierta en la
(F4) no tiene ninguna solucién en X; — {1y, es decir, [ no tiene puntos fijos en
Xy, — .

Apdlogamente se coustruye {1, abierto de X, verificando que f no tiene puntos
fijos en X, — (1,.

5.- Conclusion.

Hemos verificado las hipdtesis del lema, con lo que podemos concluir
que [ tiene al menos tres puntos fijos, o bien que (F)) tiene al menos tres
soluciones:

u; € X,
u, € X,
u% c X3 (Xl U ,X-z).
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Etapa 4. Convergencia.

El objetivo de esta etapa es obtener estimaciones a priori para u§ que permitan
probar la convergencia de una subsucesién de ésta a una solucién de (Fp). La

formulacién débil de (Fg) viene dada por

f < |Vu, [P7*Vu,, Vo > dA +f BuvdA =
M M

—f @S(x vdA—(f vdA, Yo e V.

Tomando en la formulamon anterior v = u, se tiene

/M [Vul"dA + fM Blu *dA =

_ ] QS(2)B.(w )udA — C f u dA.
M M
Estimemos los términos que aparecen en el lado. derecho de la igualdad, uti-

lizando las desigualdades de Holder y Young:
f QS(2)B.(u)udA < /M QS(2)Mu]dA <
M

. . QM2 S |Fanyy 6 .
S @M S llezaan ) v flzpn< 3 +5 1w NZ2a0) -

-c:ff wdA < (:'f e fdA < CIMPE |, e <
M

oML E
< O S e Mo - ;
Luego,
/ Vu PdA + (B - 6) f lu[2dA < C
M M
- Q2M2|| ||L2(M) |Mi ..
donde (), = + = Eligiendo é > 0 de modo que B — 4 > 0,

se obtiene una estimacion de {u(} en la norma de V,
lw v < Ca.

Asi, {u.} es una familia acotada en V. EI hecho de que V sea un espacio
de Banach reflexivo permite extraer una subsucesién de {u,} (que seguiremos

llamando {u.}) que converge débilmente en V, es decir,

|
Ju € V tal que u, = v en V, i
’ |
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y por la inclusién compacta V C L#(M),
U, — u en Lz(M) -fuerte.

Veamos que u es solucidn de (Fp), pasando al limite en la formulacion débil

de (Pg). De la convergencia u, ~ u en L3 (M) -fuerte, se deduce

/ BuvdA — f BuuvdA.
M M

Ademsds, como

” ﬁc(ut) ”iﬂ(/vfl)S M?"Mla
{B.(u,)} estd acotada en L*(M) y existe z € L*(M) tal que

ﬁt(ut) — Z LZ(M) —débil,
que por ser 3 maximal monétono, es z € F(u). Ademas se tiene que

|Vu P~?Vu, — |VuP"?Vuen LP(M).

| .
9PV o= (f,, (Vu) 7 aa) ™ =

p=1

_ (/ |Vul|pdA) YN
M

Luego, existe una subsucesién de u, (que seguiremos llamando u,} tal que
— f , .
|Vu 72 Vu, = Y en LP (M) -débil.

Procediendo como en la demostracion del Teorema 9 (argumento de tipo Minty,

etc) se tiene que

Y = |Vul/~*Vu.

Gon todo esto podemos pasar al limite en Ja formulacion débil de (F5) cuando

¢ = 0, obteniendo asi

fm <IVu P ?Vu, Ve > + [y Buv = [,QS5@)8(u)v — Cfyv
{ ‘ \ 4 i

S < |Vu|P VU, Vo> + [, Buv = [,Q85(z)8(w)v — Cfy,v

Yo € V y para algin z € f{u).
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Etapa 5. Eristencia de una tercera solucién para (Fg). |

Por la etapa anterior sabemos que existen subsucesiones de {u$}, {us} vy {us}
soluciones de (FPg) que seguiremos llamando {uj}, {uf} y {us} que convergen
en L(M) a uy, uy y us soluciones de (Fp). En la etapa 2 vimos que uy # uy.
La idea es probar que uj converge uniformemente a u3. Se considera z como
en la etapa anterior, es decir, 8, (u,) — 2 € B(u), entonces tomando u, — u

L . ,y |
como funcidn test en las formulaciones débiles de los problemas !

—Apu+ Bu, + C = QS(z)B(u.) en M,
—Aju+ Bu+C = QS(z)z en M !

y restando las expresiones obtenidas se llega a

] < [V [P"*Vu, — [VuP 2V, Vu, — Vu > dA + B / h, — ul?dA'=
M M

= [ QS()Bi(w) - 2)(u — w)dA.
Por la designaldad < |£}P~26 — |n|P=2n, € —n > > C|¢ — n|F para todo £, 5
€ TM y la desigualdad de Holder, se obtiene A -
fM [Vu, - Vul + fM Bluc = Vul® QS || Be(ud) = 2 lagail e — u [z -
' (11.3)
De la convergencia u, — v en L*(M) se deduce que || v, —~u ||2(p— 0. Como

f.(u.) — z es una sucesién débilmente couvergente en L?(M), su norma estd

uniformemente acotada. Tomando limite cuando ¢ — 0 en (I11.3) obtenemos
lim {| Vu, — Vu = 0.
lim {| Vu, % %)
Sip > 2 entonces V C L (M) con inyeccidn continua, y por tanto
lim || . — u |ipe = 0.
lim || e~ u [lpeo(a)

St p =2 entonces V C LI(M) para todo ¢ < 400 con inyeccion continna, por
tanto '

lim [} w, = lpopy = 0 Vo
Sin embargo, en este caso también se obtiene la convergencia uniforme pues u, y
u son soluciones de (F) y (Fg) respectivamente y por tanto u, € VNL¥{M)
yu € VNL®(M), asi usando que

e
|- Hemia = limy M

bl
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se concluye que

Alora sabemos que
uf = uy  en L®(M),

uy — uy  en L®(M),

uj = uz en L¥(M).

Para todo ¢ < €,

u§ es la Unica solucion de (P*) mayor que — 10 + ¢,

u4 es la tinica solucidn de (P*) menor que — 10 — ¢,
Luego para todo ¢ < ¢, existe w, C M abierto de M, tal que

uz,  C [—10 —€¢q , —10 + €. (1.4)

We

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que u; = uy, en-
tonces como uly — uz uniformemente y u; > —10 + ¢; entonces existe ¢ tal
que Ve < €, uf > —10+ €9, lo que contradice (11.4). Analogamente se demues-

tra que uz es distinta de uy.

Ademas us solucidén de (Fy) atraviesa el nivel —10, pues (Fp) tiene exac-
tamente dos soluciones que no atraviesan el nivel —10, y éstas son u; y uy, lo

que implica que uz atraviesa el nivel —10.

iii) Procediendo como en (i) se muestra que toda solucién de (Fy) con @ >

=OBEC_ a5 mayor que —10. Asf, (FPg) es equivalente a
mbhg b

~Au+Bu+C = QS(=)M en M,

que tiene soluciéon unica.
]
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3.2 Sobre el diagrama de bifurcacion !

En la seccion anterior probamos que el nimero de soluciones del problema

estacionario de tipo Budyko dependia de los valores de] parametro positivo ¢J.
(Fo) —Apu+ Bu+C € QS(x)B(u) en M.

Hemos obtenido intervalos de ¢ para los que el problema tiene una tnica
solucién y un rango de @ para el que el problema tiene al menos tres soluciones.
Nuestro estudio en la presente seccidn estd dirigido a conocer la llamada rama
principal (que parte del punto asociado a () = 0) del diagrama de bifurcacion

en funcion del parametro Q.

Nuestro objetivo es mostrar que de manera similar al modelo 0-dimen-
sional y unidimensional, esta rama tiene forma de S. Sin embargo, como el
resultado de multiplicidad de Ja seccién anterior asegura la existencia de “al
menos” tres soluciones para un rango de ) pero no conocemos exactamente
el niimero de soluciones, el estudio del diagrama de bifurcacién de (Fg) va
dirigido a probar que la rama principal tiene “al menos” forma de 5, o‘lbien
que existen “al menos” dos puntos de retorno, pero también podrian existir
cuatro, seis, ocho... obteniendo en esos casos diagramas en forma de doble .5,

triple S etc.

Para ello utilizaremos un Teorema de bifurcacion debido a Rabinowitz
[1971] en el que juega un papel fundamental la compacidad de cierto opera-
dor. En el caso de  multivoco esta propiedad es de dificil comprobacién.
Salvaremos esta dificultad utilizando un argumento de aproximacion de 3 me-
diante funciones 8, continuas. Estudiaremos en primer lugar el diagrama de

bifurcacién para un grafo 3 de la forma

fu)

-10—¢ -10 )

Figura 12.

y para obtener finalmente el resultado deseado utilizando ciertas técnicas

topoldgicas que permitan pasar al limite.
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En esta seccidn llamaremos ¥ al conjunto de pares (Q,u) € Kt x V, que

verifican la ecuacién (Fp), es decir
Y = {(@Qu):Q >0y u es solucién de (Fy)}.

Nuestro objetivo es representar cualitativamente £ en el espacio [RT x

L=(M). Utilizaremos el siguiente

Teorema 11 (Rabinowitz [1971], pg.32)
Sea E un espacio de Banach. Si G : R x E — E es un operador compacto tal

que G(0,u) = 0, entonces

L= A{(@uw): GQ,uw)=w}

posee dos componentes no acotadas Ct y O~ en RY x E y IR~ x E respecti-
vamente y C*NC~ = {(0,0)}.

Nuestro primer resultado es

Teorema 12 Sea 3 como en la figura 19. Entonces ¥ tiene una componente

coneza no acotada en forma de S. O

Demostracion.

La demostracién la dividiremos en tres etapas. En la primera veremos -
que es posible aplicar el Teorema 11 a nuestro problema y concluir que £
posee una componente conexa no acotada que contiene al punto (0, :F;(_) En la
segunda etapa se obtienen los diagramas de bifurcacion para dos problemas 0-
dimensionales (F)) y (F3) estrechamente relacionados con (Fy). Finalmente,
itilizando un principio de comparacion para el operador A, <+ B-, se nestra
que para ciertos rangos de @ la componente principal de ¥ se encuentra entre
los diagramas de bifurcacion de (Pd) y (F3). Se concluye después que la rama

principal de T tiene forma de S.

Etapa 1. ¥ posec una componente concra no acotada que contiene al punto
0
(0, %)

Para verificar las hipdtesis del Teorema de Rabinowitz, consideramos la

funcion trasladada de u,
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que es solucién de la ecuacion
—Av + Bv = QS(x)5(v) (11.5)

donde fi(c) = B(o~%). Llamaremos ¥ a su diagrama de bifurcacién. Vealmos

que v verifica las hipétesis del Teorema de Rabinowitz
i) Dado £ = L°%(M) se define G : R x E — E por i
G(@0) = (=4, + B)TH(QS(2)f(v)). :

i
Como G es la composicién de un operador continuo con un operador
compacto, (ver la demostracién del Teorema 10, pg. 96 de esta memoria)

se concluye que G es compacto.
ii) S1 @ =0, el problema (I11.5), es entonces L
—App + By = 0en M f
que tiene como nica solucién » = 0. Por tanto G(0,v) = 0.

se concluye asi, aplicando el Teorema de Rabinowitz que X posee dos compo-
nentes no acotadas Ct y O~ en IRY x L®(M) y R~ x L®(M) respectivamente

tales que C*NC~ = {(0,0)}. Deshaciendo la traslacién se tiene que £ posee
dos componentes no acotadas C+y C~ en RY x L®(M) y R~ x L®(M) respec-
tivamentey C*NC~ = {(0,5£)}. En particular, nosotros estamos interesados

en la rama C'F pues ) es un pardmetro que por su significado fisico es siem-

pre positivo. Ademas, desde el punto de vista matematico, si Q es negativo

el problema es mds sencillo pues se tiene unicidad de solucién a partir de Ja

monotonia del operador —div(|Vu|P~?Vu) + Bu — Q.S(z}3(u).

Etapa 2. Diagrama de bifurcacion de los problemas cero-dimensionales (F))
y (F3).

Sean Sp y 5y tales que 0 < Sp < S(x) < 5;. Se consideran los problemas

aunxiliares ' |

(PY)  Bu+C = Q$8(w),
(P2)  Bu+C = QSoB(u).

i
Como ya se mostro anteriormente, el numero de soluciones de los anteriores
problemas depende del valor de Q. En cuanto a las soluciones de (FP)) en

funcion del valor de @, se tiene que
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)10 <@ <Gy:= ”—lﬁ—fii]f— entonces (F)) tiene solucién unica,

QS1 B(v)
\
1
1
\ :
: i v
-1 10
Sym—-C
U= —m— < —10—¢
B
it) si Q = 1 entonces (F)) tiene dos soluciones;
/A+B\J
~ Q31 B(v)
i
i
! :
: 1 v
=10-¢  -10

i) si @ < Q < Q3 1= ~LOB=BIC entonces (F)) tiene tres soluciones,

S1m Cd
A+Bv
Q51 Bly)
L v
—10=£ 10
QS M -—C
Uy = ———'B— > =10
QSym -
wy = ST o 10—
B

—10—€ < uz3 < -—10;

iv) si @ = )3, entonces (Pé) tiene dos soluciones;

A+Hu
Q51 B(v)




3.2 Sobre el diagrama de bifurcacion.

10

b

v) si Qs < Q entonces (F}) tiene una unica solucién

A+Bo i
A\z) :

u = ______Q—S,Ag—c > —10.

Para el problema (Fj) se obtiene andlogamente que
) 510 < Q< Qo= =B entonces (P3) tiene solucién tnica,

.n.q - ? {

ii) si @ = @2 entonces (F}) tiene dos soluciones;

i) 1 Qe < @ < Qy, := '—w-%;——fﬁﬂ’— entonces (Pc%) tiene tres soluciones,

U = ;%—Bf_ > =10
-AS‘ —(:‘
Uy = % < —10 —¢ '
—10—¢ < uy < —=10;

iv) si Q = Qq,.entonces (P3) tiene dos soluciones;

v) 81 Q4. < Q entonces (P3) tiene una 1inica solucién:

}SaM — ¢
U = ;C')—_;.B:>_]0_

Observacion. La condicion M,_;_ > % asegura que

108 + (7 - ~WB+C < 0B+ C —-10B4C
M5 M S, mS, < m.Sy

y si € se elige suficientemente pequetio

0 <

—-10B+C —-10B+C -WB-eB+C <

0 <
MS, —mg, = ° =)
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-10B+{¢ —-10B—-eB+C —108+C
< = === = ﬁ.
mSy m.Sg mSo

Es decir, existe €y tal que st 0 < € < €5 y si definimos
- _ —1084C - _ ~10B4+C
@G = s @ = T

— = i by )
Q.’i,c 108-:B4C Q4,z

- —10B4+C-¢B
- ms; - mSg

_  =10B4C _  —10B4C
@ = o= Qs = =0F=,
entonces
0< @< Qs < s, < Qaps

y también .
0 < <@ < @<

Llamaremos Z; y L a los diagramas de bifurcacién de (F)) y (F3) respecti-

. vamente,

-10+ €

-10-¢

L
Q1 Q2 03 04

Figura 13. Hemos representado en un diagrama cartesiano la dependencia de
las soluciones de (Pé) y (Pé) col respecto al parametro ). En el gje de abeisas
hemos situado @ y en el de ordenadas ug. I; y L3 denotan los diagramas de

bifurcacién de dichos problemas cero-dimensionales.
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Etapa 3. Principto de comparacion.

51 @ < @i, existe ug solucién de (Fy) tal que ug < —-10 —¢. Por
tanto ug es solucion de

~Apu+ Bu+C = QS(z)m,
y ademas
QSom < —Ayu+ Bu+C < @S5 m.
Para un tal Q, sean uf y ud, las soluciones constantes de

Bu+C = @Q5men M
Bu+C = QSemen M,

respectivamente. Es decir, (Q,ub) y (@,u%) son puntos de los diagramas de
bifurcacién Ly y Xy, respectivamente, pues §) < Q3,..

Por el principio de comparacién para el operador monétono —A, + B se

tiene que, fijado @ < ¢3,, como

~Aud + Bu < —Byug+ Bug < —Apug + Bug,

entonces

ué < ug < ub

D |mmmmmmmmmdeaas -2

Q4

Pl L kel

a2

<

Figura 14. El Principio de comparacién para el operador —div(|VulP~2Vu)+
Bu garantiza que en las regiones que aparecen sombreadas en la figura existen

dos subconjuntos de £ situados entre ¥, y Xo.
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Por tanto, la componente de & que empieza en (0, lBC—) permanece entre ¥, y

¥, hasta llegar a (3., uq,, ), donde ésta es la iinica solucidn de (F) menor

que —10 — € para @ = Q3.

Andlogamente se prueba que la componente de £ que une (¢)3, ug,) con

(00, 00) permanece entre X; y L.
Etapa final.

Como se probé en la etapa 1, ¥ posee necesariamente una componente
conexa no acotada que contiene al punto (0, —TC) Ademads { Fy) tiene solucion
unica si Q < @ (Teorema 10} por tanto existird una (iinica) componente
conexa (/; de ¥ que comienza en (0, %) y que por la etapa 3 llega hasta
(Q3,ug, ) entre &y y .

Por otro lado, fijado @ la solucidn ug es acotada, y si @ > Q4 el problema
(Fg) tiene solucion unica, por tanto la unica rama no acotada que posee ¥ ha
de contener a la curva (U, que parte de ({3, ug,) con ug, > —10 y tiende a
(00, 00) cuando ) — oco. Asi, por la unicidad de solucién de (Fg) para valores
suficientemente pequeiios y suficientemente grandes de ) resulta que ; y
pertenecen a la misma componente conexa. Finalmente, como Q3 < ()2, se
tiene que dicha componente ha de tener al menos dos puntos de retorno (forma
de 5), y en todo caso un nimero par de ellos, obteniendo asf el resultado

buscado.
[ ]

Teorema 13 Sea (7 el grafo mazimal mendtone de tipo Heaviside dado por

M s> —10
B(s) = { [m,M] s=-10
m s < ~10

enfonces X tiene una componente concza no acotada en forma de S.

Antes de dar la demostracion necesitamos algunos resultados previos. Se
define en primer lugar el concepto de mite inferior y superior de una familia

de conjuntos €, pertenecientes a un espacio métrico X,

liminf C,, = {p€ X : si U(p) es un entorno de p en X entonces
Snee N : U(p) N Cy £ 0 Vn > nol
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limsup C,, = {p€ X : si U(p) es un entorno de p en X entonces
U(p) N C, # 0 para infinitos n}.

Necesitaremos el siguiente

Lema 11 (Whyburn, 1955}

Sea {C,,} una sucesidn de conjuntos conezos en un espacio métrico X. 5i

i) liminf C, # 0,y |

it) Use, (), es precompacto,

entonces lim sup C, es no vacio, precompacto, cerrado y conexo.
] 2 J

Demostracién del Teorema 13

=I0B4C = (), entonces (Fy)

NS
tiene solucidén tinica y ademds dicha solucion es menor que —10. Por tanto en
el intervalo [0, =12E+E) el diagrama de bifurcacién de (Pg) viene dado por la

sohicion del problema

El Teorema 10 muestra que si 0 < @ <

~Ayjut+ Bu+C = QS(x)men M. (11.6)

Anédlogamente , si @y = Z19BEE < () el diagrama de bifurcacién de (Fg) estd

determinado por la solucién de
-Ayu+ Bu+C = QS(@)M en M. (11.7)
Veamos que los puntos (@1, ug,) v (Q4, ug,} pertenecen a la misma rama.

Partiendo del hecho de que el resultado es cierto para funciones g lip-
schizianas (Teorema 12) se considera una familia de funciones continuas {3, },
como la de la Figura 12, que se aproximan a (3 cnando n — oo, Llamemos 5,
a la componente conexa de X, que empieza en (0, _TP) y es no acotada.

Probaremos que el limite superior de la familia de ramas 5, es un con-
junto conexo y cerrado de soluciones del problema (Fg). Para ello bastard
comprobar las hipdtesis del Lema 11. El primer obstaculo que encontramos es
que los conjuntos S,, no son acotados y por tanto su union no es precompacta;
de ahi que consideremos unos nuevos conjuntos C’,{ C S, acotados. Dado 7 > 0,
definimos (77 como la componente conexa de S, N ([0, 7] x L=(2)) que contiene
a (0, % .
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Etapa 1.
Veamos en primer lugar que fijado j, la sucesion C} verifica las hipdtesis del
s 1

Lema 11. Por su definicién, €7 es un conjunto conexo Yn € IN. Ademas
y ]

(i) lim inf Ci # 0. En efecto, (0, 5) € CJ para todo n € IV, por tanto,
todo entorno 7 de (0, :I_—?-) en X = ([0, 7] x L=(Q?)) verifica que

Unci £ 0 Vne N

v asi
3 0
B

(0,—-) € lim inf C7,
N—0

(i1) USL,C2 es precompacto. Como X es completo, bastard demostrar que

n=
v{Quuhien C UL, C]
existe una subsucesion {(Q,,u, )} convergente en X.

Para ello, observamos que, como Q; € [0,7], existe @ € [0,j] y una
subsucesion de {Q} que denotaremos también por {@;} tal que @, — Q.
Para encontrar una subsucesién asociada {u, } convergente, se considera

u; solucion del problema
~Apur+ Buy = QS(z)B(w) — C en M.

Tomando 1w como funcién test en su formulacidn débil, se obtiene la

. -
estimacion

Gl Sl M + C)* M|

L L

B
[ VuPdA + [ S jul?dA < (11.8)
M JM L

por tanto u; es una sucesion acotada en V. Por la inclusién compacta de
Ven L®(M) sl p > 2, existe v € L(M) y una subsucesién de {u;} tal
que uy = uen LO(M). Sip =2 se tiene que existe {uyn} subsucesion

tal que

up — u en LI(M) Vg
y por la propiedad

lullew = lim —Ili”—ql— (11.9)
o |M|;

se concluye la convergencia en L™(M) y por tanto UL, C? es precom-

pacto.
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Verificadas las hipotesis del lema, se concluye que

7 := lim sup ¢’
- n—o00 p "

es un conjunto no vacio, conexo y compacto (por ser X un espacio completo).

Etapa 2. (7 estd contenido en T, !

Veamos que dado @ € [Q;, Q4] cada punto (Q, «) de C7 es tal que v es solicién
del problema (Pg) (recuérdese que esto ya se tiene si @ € (0, QU [Q4, +00)).

Sea (@, u) € C7 = limy,0 supC?, es decir, existe una subsucesion de (@, u,) €

C3 tal que (@, Un, ) = (Q,u) en R x L=(M) con 7 ‘
=Dy, + Bu,, = @, S(@)8n, (us,}) — C en M.

De la estimacion (I1.8) y las incluciones compactas V C LY(M)y V < L (M)
para p = 2 y p > 2 respectivamente, asi como la propiedad (11.9), se deduce

Ja existencia de v € L*®(M) y de una subsucesion que seguiremos Hamando

(Q!lkauuk) tal que
(@nestin) = (@) en R x L®(M),

gue por la unicidad de limite es v = v. Teniendo en cuenta que 3 es un'grafo

maximal monétono tenemos que
B (1) = z € B(u) en L*(M)-débil.
Utilizando el Lema 10 se tiene que
[Vt [P 3V, — |VulP~2Vu en LY (M) -débil,

|
concliyendo asi, que u es, de hecho, solucién del problema (Fy). Por'tanto
(u)eTyClekX.
Etapa final.
Sabemos que para todo n y j naturales ;
CIN({j} x L=(M)) # 0 :

y asi 3{(J, un) Jnen tal que (4,u,) € €7 y, en consecuencia,

—Apu, + Bu, = 35(2)8u(u,) - C.
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Por la compacidad del operador (A, 4+ B)™! entonces existe una subsucesion
Uy, —uin L¥(M).
Entonces (7,u) € C?, por tanto
I ({5} x L2(M)) # 0.

Considerando j suficientemente grande (j > @), se tiene que C7 estd
contenida en £ y une los puntos (0, %) y (J,u;). Ademas como para § > Qq,

u; estd univocamente determinada como la dnica solucién de
. A
—-Aju+ Bu = j5(z)pB(u) - C,

para valores de () mayores que j sabemos que ésta rama del diagrama coincide
con la del problema (11.7). Asi, se ha obtenido una rama conexa no acotada
que comienza en (0,5%). Repitiendo el argumento de la etapa final de la

demostracion del Teorema 12 se obtiene el resultado buscado.
[ ]



Apéndice A

Aproximacion Numérica.

El objetivo de este apéndice es mostrar algunos métodos que permitan
aproximar las soluciones de modelos de balance de energfa en Climatologia. En
la literatura sobre MBE se pueden encontrar algunos experimentos numéricos
para el modelo unidimensional de Budyko (ver Mengel - Short - North {1988] y
Lin - North {1990]), basados en el desarrollo de la solucién en serie de Fourier
para el tiempo y en la base de los polinomios de Legendre para el espacio. El
objetivo de este apéndice es dar rigor al uso de este método para dicho modelo
probando su convergencia en un espacio funcional adecuado. Una aproxi-
macion mas general por elementos finitos fue el objeto del articulo Bermejo
[1994].

Estudiaremos la aproximacion del modelo de evolucién unidimensional
de tipo'Budyko, tanto en el caso de difusidén lineal como en el de difusién no
lineal, partiendo de la existencia de solucién para el modelo continno probada
en Xu{1991] y en Diaz [1993] respectivamente. La obtencién de este modelo fue
descrita en el Capitulo 1, donde se supuso temperatura constante sobre cada
paralelo, reduciendo asi la variable espacial (seno de la latitud) a dimension
uno. El dato inicial ug lo supondremos en el espacio V' {descrito en el capitulo

1), lo que garantiza cierta regularidad de la solucidn correspondiente.

Comenzamos por introducir la aproximaciéon wu,, de Faedo - Galerkin
para este problema y mostraremos que converge a una solucion u. Como es
bien sabido, este método transforma la ecuacion en derivadas parciales en un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. ‘
i

Finalmente mostraremos diversas experiencias numeéricas realizadas para

el modelo unidimensional de Budyko con difusidn lineal.

113
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1 Elmodelo unidimensional. Método de Faedo
— Galerkin.

Se considera el problema (F,) con p = 2, G(u) = Bu, f(t,z) = C y donde g

es un grafo de tipo Heaviside

u, — (plzhug)e + Bu+ C € QS(x)B(u), (t,z) € (0,T) % Q,

(P) ¢ u(0,z) = uo(x) z €}
p%}fbs‘z =0 (t, 55) € (O,T) x o1},

donde x es el seno de la latitud y por tanto 2 = (=1,1). Siendo p(x) =1 — &
con ug € V. La solucidn de este problema pertenece al espacio de Banach
L*(0,T; VY con

V = {ve L) : v, € L2}

(véase Xu [1991], Diaz [1993]). Veamos c¢émo aproximarla. Construiremos
“soluciones aproximadas” pertenecientes a espacios de dimension finita Vi, C
V' generados por las autofunciones w; del operador diferencial (p(z)uz),. Es

decir, por la compacidad del operador inverso podemos suponer que
o V., = [wy,w,,...w,] espacio vectorial de dimensidn m,
o u; le V es una autofuncién de autovalor A;,
o Ym, wy, ...y, son linealmente independientes,
o las c.‘.ombin.aciones lineales de las funciones w;, ¢ € N son densas en V.

Sip(x) = 1 —2z? es bien conocido (véase por ejemplo Legendre [1785], Simmons
[1993]) que las autofunciones del operador de difusién son los polinomios de

Legendre, definidos por

Po(.’l’.!) = 1
JD](.'L') =
3. 1
Bl = —r°‘—-=
o(z) = 5e--3
5 . 3
Pi(z) = —z° - 3%
L T
Pﬂ("l:) = 1 ]

ALY i
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y los autovalores A, = n(n +1). Ademas

1 2
[ P@P@)ds = =5,

lo que asegura que los polinomios de Legendre son ortogonales en L*({1) (esto

se puede obtener directamente por ser el operador autoadjunto).
i
Llamaremos “solucién aproximada” del problema (£7) a u,, = uw (¢, )

dada por
m

Um = Za,(t)}",() € Vi

1=0

donde «; queda determinado por
< tme, Fi >+ < (1= 2" un)e, (Fi)e >+ < Buy, P>+ < C, P> =
(Fn){ = < QS(@)zm, P>  i=0.m ’

ll,m(O, J:) = uOm(:E)u

para algﬁn 2z, € L°°((0,T) x ), 2z, € Blum) cV(t,z) € (0,T) x Q y siendo

m

U (2 Z”o }. Aqui el corchete <, > representa el producto esc ahu en
LS E)

Sustituyendo u,, por su expresion en la base de V},, se obtiene que

2=+1”( )+ %H)ﬁ-a,( )+ szl (1) = Tilar,...am) sit#0
‘!‘Q’O( ) + 2/\0(140“) + ZBQO(t) + (:r = FO(alw ---0111) !
i(0) = uj '
con (g, ...ap,) =< QS(x)z,,, F; >.

Asi, hemos obtenido un sistema de m + 1 ecuaciones diferenciales or-
dinarias con m + 1 incognitas o;(t) y m + 1 datos iniciales u§, i=0,.m. La
existencia de solucion para este sistema esta garantizada mediante el siguiente

resultado abstracto (véase, por ejemplo, Filippov [1988], pg. 77}

Teorema 14 Si F(i,v) verifica que ¥(t,v) € G C RN+ toma valores no
vacios, acotados, cerrados, convezos y F es semicontinua superiormente en

(t,v) entonces para todo T' > 0 existe v € C([0,T)) solucidn del problema

supuesto que (0,1:0) e (. I



116 Apéndice A,

1 1

En el caso que nos ocupa es v(t) = (ap(t), ar(t), ..., n(t)), vo = (ud, u, .. uo ;
y G =[0,T] x R™*'. Se obtiene que v € W1*°(0, T').

Estimaciones a priori para el problema (P,,).

Si u,, es solucién de (F,,), verifica también que
< Uy ¥ > + < p(2)(Un)e, Ve > + < Bup,v >+ < Ciuv > =

= < Q5(z)zm,v > Yo € V,,.
Recuérdese que z,, € Lm((O,T) X Q) Y que 2, € /@(um)-

Tomando, en particular, v = w,, se obtiene, aplicando la desigualdad de Young,

2 2
de/ '1 ml +/ um):cl + B-/ﬂ'umi -

= S(x)zy — Ol < (Q ] 8 y A<
L (QS@)2n = Chun < QNS lw M +C) [ funl <

Q@IS ||lo M +C) € .
< PUOQIE o MACT | € g

que

Entonces,

— — 2 4
Mt/|m|+[ W(wm)el? + (B [lu,,.|<h

- . , 5 "2 ;. .
donde K es-la constante positiva dada por K = m'(Q”bl.IE“MH) CAsiysie < 28,

concluimos que .
d . L
_/ |u'.'n|‘2 i 2h
dt Ja

¥ por tanto

| wn(T) IZ2y < 2KTH+ || n(0) |22y
< 2KT+ || wo ||i?(n) .

Tomando ahora v = u), (:= (u,,);) se obtiene

2
A/‘luml +f u“l T umJT+ B[ U d m =

= [(@S@)zm - O},

Estimando el término

, < @ISl M= CPOL €,
[ (QS()zm = O, < > 5 11 Wy




1. El modelo unidimensional. _Método de Faedo — (Falerkin. 117

se llega a

- i <
(1 [l zdt o (P ()| +zdtf|“"” K.

Asl,
€t 2 1 2 B 2
(1 - §)l|unl”L2(0,T;b2(Q)) + §“(um(T))T”L%(ﬂ) + _2_“u”1(T)”L2(Q) <

1 : B .
< KT+ 5“(”0%”%3,(0) + E““O“iz(n)’
De este modo, hemos obtenido las estimaciones débiles

-

A

(Tl 2oy

1y
”“:n”LZ(O'T;L’(S?)) S ?2"
[(un(T))allezy < Cs,
”3171”1_.00((0,7‘))((1) S 047

de las que se deducen las siguientes convergencias
Uy — U en V,

w - % en L0, T L*(€2)).

m

Por la inclusién compacta V' C L*(§2) y la propiedad de los grafos maximales

mondétonos, aludida en la pg. 81 se tiene también que

um — u en LHQ),
Zm — 2z en Lz(ﬂ).

Todo ello permite pasar al limite en la formulacion débil del problema, obte-

ATL?T?" f/ uxv+Bf /ﬂuv—i—(] /1,_
:/T]QS(.’E)Z’U ,

Vv € V.., y por densidad de V,, en V se tiene la identidad para todo v E vV,

niendo

por lo que u es una solucién débil de (F*).
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2 Aproximacion del modelo unidimensional cuasi-

lineal: método de Faedo - Galerkin.

Veamos ahora que el método de aproximacion anterior también es valido

para el modelo unidimensional con difusion no lineal (p > 2):

ue = (p(2)|uelus)e + Bu+ C € QS(z)Blu) en (0,T) x O,

(P)§ (1—an)%, =0, en (0, T) x O,
u(0,x) = uo(z) en {2,

supuesto uy € V. Siguiendo a Dfaz [1993], es posible encontrar una solucién

de este problema en el espacio funcional L?(0,7; V), donde
V={vel* () :v. € LY () }.

El hecho de que el operador de difusién no sea lineal hace que la eleccion de

las funciones de base {w;, ¢ € I'} verificando

(p(2)(wi)al"(wi)e)e = Niws,

no sea util para los cdleulos (ahora se desconoce si generan un subeonjunto
denso). Por ello, se considera otra familia distinta {w; : 7 € I} C V tal
que para todo m, wy...w,, son linealmente independientes y las combinaciones
lineales de las funciones w; son densas en V. Llamaremos V,, = [wy... 0]
espacio vectorial de dimensién m. En particular, podriamos seguir tomando

los polinomios de Legendre.como funciones de base.

Llamaremos “solucion aproximada” de () a una funcidn de la forma u,, (¢, 2) =

Toimo ait)w;(x) verificando el “problema aproximado”

Haflar Uom S 1/;n td.] que
< Tt;na'lﬂj >+ < p(-’l))l(um)a:l?’—'z(‘u.m)r-: (wj)x >4 < Bum,w_,» > -+
(P) + < Chwy > = < QS(x)zm,w; > j=0..m,

T

um(o) = Ugm = Zuéu}i

i=0

para algin z,, € L=((0,T) x Q), z, € B(u,,) V(L 2) e (0,T) x 9,
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o equivalentemente,

Hallar (ag(t)...am(t}) tal que

@i(t)+ < pl2)] i it wi)a P H(Elo () (wide), (w))e > +Baj(t)+
< Chwy > =<QS(@)zm,w; > . J=0..m

a(0) = aj :

| para algin z,, € L=((0,T) x ), z, € B{um) ¥V({{,z) € (0,T) x Q,

donde <, > denota el producto escalar en L*(2). Aplicando el Teorema 14 se
obtiene existencia de al menos una solucion de (F,.) en V,,, pues si definimos
F(t,ao(t), an(t), ..., am(t)) como

{h: ki€ = < p(2)] Eilo ea()(wi)e " (Ziko () (wi)), (w))= > +
< @S(x)zm, w; > —Ba{t)— < C,w; > j=0..m}

pedemos expresar ( F,,) como

{ (Ab(2), A4 (2), s An(8)) € F(t, 00(t), a1(t), o (1))
(a0(0), 1(0), ..., 4 (0)) = (o), @), ..., ) € R™*!,

Finalmente, como F' es semicontinuo superiormente y toma valores no vacios,
convexos y acotados (por ser # un grafo maximal mondtono acotado} se con-
cluye la existencia de a; € WH*(0,7), 0 < j < m.

Estimaciones a priori.

Procediendo como en el problema anterior, es decir, multiplicando la ecnacion

por Uy, y u,, , se obtienen las estimaciones:

-

N2y < Ch,
22y < Co
{um)ellzzmy < Cs,
lzml|leotomyxy < Ca,

lo que permite afirmar que existe una subsucesion (que ain denotamos por

{um}) de {u,} tal que

um(t) — 'lt(t) e V, 1
W, — u e L(0,T; LY(R)),

m

l(u1n)zlp_2(um)x Y €11 Lz(”,T, L:E(Q))

119
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Por la inclusién compacta V C L*(£2), existe una snbsucesién que seguiremos
llamando {u,, } que converge fuertemente en L*(). Por la propiedad aludida

de los grafos maximales mondtonos se tiene ademas
zm = 2 € Bu)  en LE((0,T), L3()).

Finalmente, ¥ = |u.|P~?u, aplicando un argumento de tipo Minty como en el
lema 1.1,
Con toda esta informacion podemos pasar al limite en la formulacién débil de

(F,.) obteniendose que

T T _ T T
f fU'T?-F/ ]p(:r)]uxlp_zumvx—l—f)’f [uv+(7f /vz
0 Ja 0o Ja o Ja 0o Ja
T
_—.f f QS(x)zv Vv € V,.
o Ja

Por densidad se obtiene que u es una solucién débil de (P).
|

3 Aproximacion del modelo unidimensional semi-

lineal: método de Fourier - Galerkin.

Se considera el problema (F*) con p = 2. En el método anterior ex-
presabamos u como una serie de la forma

o

u(r,t) = Yt} Fi(x) (A.1)
1=0
donde F; era el i-ésimo polinomio de Legendre y a; € L*(0,T). Ahora bien, es
posible desarrollar las funciones a;(t) en su serie de Fourier

a;(t) = 3 (aijeos2lljt + bi;sen2Il;t). (A.2)

7=0
Lo que conduce a una solucién de la forma
u(:r,t) = Z Z(a,’jcus"znjf + b,‘jSﬂl‘lQH“ﬂ)P{(;{.‘). (A%)
1=0 ;=0

Denotaremos por Vy; al espacio funcional generado por las funciones F;(x)cos211j1
y Fi(x)sen2lljt para 0 <: < 1,0 < 3 < J que dotado con la norma || ||v es un
espacio de Banach de dimensién (7 +1)(2.7 + 1).
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Ahora llamamos solucidén aproximada de (F~) a una funcién de la forma

I J
urs(z,t) = 3> (aijeos2Ijt + bijsen2lljt) Pi(z), {A.4)
=0 j=0
y por tanto sus coeficientes a;; y b;; se obtienen al resolver el que llamaremos

“problema aproximado”

“Hallar u;; € Vi tal que
wp; — (1 = 2%)up,), + Bup + C € QS(x)5{u)
upg(0,2) = ugs(ix) t

qne en su formulacién débil se enuncia como

Hallar uz; € Viy tal que 3275 € L((0,T) x ), 21y € B(uyy) verificando
(P) o Javwhsv+ o Jo(1 = 2} (wrs)ave + Jo Jo Buisv+ Co =
fuT Jo @5(x)z4v Yo € Vyy

Esta formulacién es equivalente a considerar solamente v = Fi(z)cos2lljt y
v = Py(z)cos2lljt con : = 0,../ y j = 0,..J. Sustituyendo en la formulacién

débil las expresiones

i J
urs(z,t) = >3 (ai;eos2Iljt + bijsen2lljt) Pi(z),

i=0 j=0

I J
urg(2,t) = D (—2Mja;sen2lljt + 2M05b;;c0s2015t) Pi(x),

=0 3=0
y utilizando la ortogonalidad de las funciones v consideradas, asi como el hecho
de que F; es la idsima autofuncién del operador diferencial —{(1 — 2?)u,),, se

obtiene el siguiente sistema algebraico de ({ + 13(2J + 1) ecuaciones

(Mi+ Blayg = < QS(z)z10+ C, Pi(z) >
'Zn_jbm + (/\, + B)(L,'J' =< QS(.E)Z]J + C, Picos2llyt > j 7£ 0
COMag; + (A + B)by; =< QS(z)z1s + O, Pisen2Mljt > 5 # 0,

para algin z;; € L®((0,T) x 2), 215 € B(uy,) y donde <, > es el producto es-
calar usual en L2(0,T; L*(2)). A la vista de este sistema, es claro que conocido
el término de la derecha es trivial el célculo de los coeficientes a;; y b;;, sin em-
bargo es el grafo 8 (que no podemos linealizar) el que complica su resolucidn.
Procederemos como en la demostracién del Teorema de existencia del Capitulo

. La idea es construir un grafo £ que permita expresar el sistema como un
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problema de punto fijo (v € L{u)) y comprobar que £ verifica las hipdtesis
del Teorema 6para asegurar que £ tiene un punto fijo. Para ello se define en
primer lugar el conjunto K como la bola cerrada de [RUTNE/HY centrada en e

origen y de radio k (K := Bi(0)), que obviamente es un subconjunto convexo

y compacto de RUFINZHD) Ge consideran las matrices

A=(a0gs v B= (b
que determinan una tercera matriz C = (A|B) que pertenece al espacio vec-
torial de matrices M 111yx(2741) con coeficientes reales de dimensién (/ +1) x
(2 + 1). Toda matriz ¢ € M(j11yx(2041) determina una funcion uz; € Vi
dada por

J .
upg(z,t) = D (aijeos2lljt 4 byjsen2Iljt) Pi(x). (A.5)

I
i=0 j=0
Se define
.
F i Musyx@iay — 2R
¢ —+ {he RUFDEIHY) gy 2 Di(urn)},

donde uj; es la funcion asociada a la matriz ¢ segun la féormula A5 y [7y es

+1)(2J+41) -

(A.6)

el término de la derecha de la l-ésima ecuacién. Para cada h € RUTDEIH),

h= (hy, .. hisnyza4n)), €l sistema

(’\0 + B)(Ioo = hl

(M + Blao = hy
(Ph) ...................................

L =211 a;s + (A1 + B)brg = hyy

tiene solucién tnica, pues la matriz asociada tiene determinante no nulo, lo

que permite definir fa aplicacidn solucidn

L: K — Myiyx@eisy
h = C

con (0 solucion de (F,). Finalmente, definimos £ por
L(z) = {h € RUFVEE e F(1y(2)(t)},

que para cada z € K verifica que £{z) no vacio, convexo y cerrado (gracias a

que 3 es un grafo de tipo Heaviside) y grafL es secuencialmente cerrado’ en

1Obsérvese que al verificar aqui la hipdtesis del Teorema 6 no nos hemos referido a
topologias débiles, pues en este caso X = RUTIEZIH) o que como espacio normado de

dimensién finita todas las topologias [provenientes de una norma) son equivalentes.
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RUTDEIHY) o RrU+1DEIH1) | Todo ello junto al hecho de que K es un subcon-
junto convexo v compacto de IRUTZIH) hermite concluir la existencia de al
J Y p P

menos un punto fijo de £ en K que es solucién del sistema (Py;).

Dado que u;y € Vi es solucién de (Pry), se obtienen (como en las sec-

ciones anteriores) las estimaciones:

Nlurs (T 2y £ Cn,
luillzzoriezy < Coa
(wrn)e(T)liLz@ £ Cs,

lzisllzeorxey < Ca

Analogamente, se obtiene la convergencia en sentido débil de las subsucesiones,

que sigueremos denotando como la sucesion de la que proceden

uyy — u en V,

wy; — u' en L*0,T; L3(Y).

Por la inclusién compacta V C L*(Q) y las propiedades de los grafos maximales

’ ’
monotonos, tenemos ademas

Uy — w  en L?'(Q),

z1y — z en LZ(S'Z).

Finalmente, pasando al limite en la formulacién débil (F;;), se concluye que u

es solucién del problema Py y la convergencia del método.
|
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4 Experiencias numéricas.

Se considera e] problema (F*) con p = 2 y el método de aproximacién
de Faedo - Galerkin descrito en la seccién 1 con la base de los polinomios
de Legendre. En la simulacién numérica hemos utilizado el método implicito
de Euler para la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

obtenido en dicha seccidn.

Este método numeérico pone de manifiesto importantes propiedades cua-
litativas que ya se detectaron anteriormente en la literatura sobre el modelo

continuo. Nos referimos a
e sensibilidad de la solucién a pequenas variaciones del parametro solar ¢J,
e multiplicidad de soluciones para datos iniciales degenerados,

¢ influencia de la periodicidad de la funcién de insolacién S(f,z) sobre la

solucién (modelos estacionales).

Mostramos a continuacién algunos ejemplos en los que se observan estos as-
pectos. Los datos sobre parametros utilizados en la simulacion numérica han
sido tomados de Mengel - Short - North [1988], Lin - North [1990] y North
[1993):

constante solar ¢ = 340
enfriamiento (Bu+ () B =2 =190
insolacién S(x) = (5 — 32?)

insolacion estacional Slt,z) =1+ Sizcos2Ilt + [S; + Szcosdllt) Py(x),
' Sy = —0.796, Sy, =-0477, Sy =0.147
P, polinomio de Legendre de grado 2,
ag + az Pa(z) st u>—10
ao + ax Py(x)) st u < —10.
ap = 0.69, a, =-0.12

coalbedo Blz,u) = {

En esta seccién se ha considerado una particién en el intervalo de tiempo [0, T}

de paso h para aplicar el método implicito de Euler al sistema de ecnaciones

diferenciales ordinarias (#,,). Llamaremos problema discreto a
aldzant 4 Bea(t) + Zais(t) = Tij(agtmy) sii#0
QQ—O*J—U—);LJ‘:L -+ 2/\{](‘!0“) -+ ZBOU,J(?() + C = 1"0,_?-(01,_7-1, ---Ofm,j)

S
Qo = Ug
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con Tyjlon o) =< QS(a)zm, P >0 Asl se tiene que o(t) = oy si
by <t <h(y+ 1}y lasolucion aproximada viene dada por

LI

Um = Zﬂi(t)‘pi(') € V.

=0
Experiencia 1: Sensibilidad al pardmetro Q.

Eu este experimento se ha considerado un dato iuicial simétrico no de-
generado wg{z) = —6022 + 10 y se ha calculado la solucién al problema dis-
creto para () = Qo = 340 (valor actual aproximado de esta constante solar)
y posteriormente se ha considerado nna pequefia variacion de ¢, en concreto
@ = = 0.9¢s. En este caso se ha tomado S{¢,z) = S{z)

Las figuras representan las curvas de nivel de la solucion u(x, t) (isoter-

mas) para dos valores distintos de (). En el eje de abcisas se ha situado la

variable espacial (seno de la latitud) y en el de ordenadas la variable temporal.
2 |
g \ /

;

CONTOUR FROM 45 TO 0 BY 5 CONTOUR FROM -44 TO 20 BY 4
h
'

Figura A.1. Figura A.2.
En la figura A.l se ha tomado Q@ = Q¢ y en A.2 Q = 0.9¢.

La curva de nivel w(x,t) = —10 representa la linea que separa los casquetes
polares del océano (froutera libre). Estas graficas permiten distinguir en que

lugar del espacio se encuentran los casquetes en cada tiempo.
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En las fignras A3 v A4 puede verse [a evolucidn de la temperatura en
o punto espacial, en este caso se ha fijado @ = 1. valor qne representa al polo

norte. También aqud se observa la variacion de fa temperatura cuando () varia.

ToMB Q7 N POLE TEMP CF ™ 2aLT

-1 Y T T

- - 4
F r

] ]

I
; |
“- 4 :
. |

| ]

- 5 -
r / i i

- 4 j
wr 4 !
e ! ]
- A
.y 1 !
o .l i
2L i
|

53 L ﬁ_,_,,J 51 | i
B E] D) ] as Be 5 ra 85 - b2 REPT) a5 aa as B8 5 e — e

Figura A.3 Figura A4

Experiencia 2: Multiplicidad de soluciones para un dato inicial degenerado.

En las fignras A5 v A.6 se han representado las isotermas de dos solnciones
cdistintas del problema discreto para un mismo dato inicial degenerado, en este
caso se ha tomado ug(x} = —10. Las soluciones representadas son la maximal
'y la minimal u. respectivamente, es decir, cualquier otra solucién u para
este dato inicial se encuentra entre ellas u, < u < we®. Aqui S(z) = i(5— 3a?),

que representa la media anual de S(¢,z).

11 AT B T O e T T T Y T PN T T s T T I T T e o g T I iR s

Figura A.5 Figura A.6
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Experiencia 3: Modelo estacional.
Se cousidera una funcion de insolacion dependiente del tiempo. Siguiendo
a North [1993], hemos tomado

S, t) = S(tyz) =1+ Sizeos2llt + (S; + Sapcosdllt) Po(x),

con

..q] = —0?96, ,5'2 = —0477, 5'22 = 0.147

P polinomio de Legendre de grado 2.
En este caso, t = 0 se toma como el solsticio de invierno.
Las figuras representan isotermas de soluciones durante un afio para dis-

tintos datos intciales. En concreto, se han considerado

up(x) = —252% + 10

—135(z+ 22— 10 si —1<w< -2
—10 si—§§w<—%
360(x + 1) — 10 - Lt <p <=1
u{z) = < (“E+3) Sf '13_£ °
.3()0.E2+10 sl —ES.‘E‘(E
, 2
—10 51—%§.c<5
{ -—135('4:—%)2—10 si%ﬁl

Se observa la influencia de la periodicidad en t de S(z,¢) asi como la relacion
entre los hemisferios norte y sur para cada estacion. La mitad derecha de

cada Agura describe la distribucion de temperaturas en el hemisferio norte y,

la parte izquierda, en el hemisferio sur.

CONTQUR FROM -34 TO 38 BY 4 =ty

CONTOUR FROM -44 TO 32 BY 4

Figura A.7: u,. Figura A.8:u,.
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Experiencia 4. Sensibilidad del mnodelo estacional a pequenas variaciones de
.

Hemos tomado el dato inicial up(z) = —60z% + 10 y hemos variado (). Se
observa que con una variacion de Qo = 340 se obtiene distribuciones de tem-

peratura que producen la desaparicion de la masa de hielo en los polos.

T DT L™ A e,

CONTOUR FROW -30 TO 38 BY 5 CONTOUR TROM -30 TO 40 BY 3

Figura A.9: ¢ = (o= ! Figura A.10: ) = 1.0793¢

LTV RTTITITCTT T TSI IO T A T T T ATTTR T

SRR LT R

4

MTQUR TROW -30 10 50 ¥
CONTOUR FROM -50 10 45 BY & o '

Figura A.11: ¢ = L.1198Q)y Figura A.12:Q) = 1.15980)

[ncliimos a continuacion el programa EBMID.
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Q1

O O GG o oo o0 ag oo G aagaaoagaaga0ogaaaoa

PROGRAM EBEIM1D
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)

THIS PROGRAM COMPUTES THE SOLUTION OF BUDYKO’S 1D EBM WITH DISCONTINUQUS
COALBEDO AND LINEAR DIFFUSION. THE SOLAR INSOLATION IS TIME DEPENDENT.
THE SPACIAL DEPENDENCE OF T IS REPRESENTED BY AN EXPANSON IN LEGENDRE
POLYNGMIALS IN THE INTERVAL [-1,1], WHICH IS DIVIDED INTO NP-1 EQUALLY
SPACED INTERVALS. THE NUMBER OF LEGENDRE POLYNOMIALS IS NL. THE SYSTEM
OF ODES IS SOLVED BY EULER IMPLICIT. THE COMPUTATIONAL PARAMETERS ARE:
NP=NUMBER OF GRID-POINTS, THIS MUST BE AN ODD NUMBER, NL=NUMBER OF
LEGENDRE POLYNOMIALS IN THE EXPANSION. NTS = NUMBER OF TIME STEPS,
DT=TIME STEP IN YEARS, DX = LENGTH OF INTERVALS, [0,T] INTEGRATION TIME
INTERVAL. PHYSICAL PARAMETERS ARE: AO, A2, Si, S2, 822, DO, Q, A, B, Ts.
Ts= A THRESHOLD TEMPERATURE. |
REAL ARRAYS: TEM(NP)=TEMPERATURE AT INSTANT tn, XP(NP) = GRID-POINTS,
TC{NL)= LEGENDRE COMPONENTS OF TEMPERATURE AT tn, TC1(NL) AND TC2(NL)
SAME AS TC BUT IN THE MONOTONE ITERATION. W(NP)=WORKING ARRAY, GAM(NL) =
LEGENDRE PROJECTION OF THE RHS OF EQUATION .

PARAMETER (NP=501,NL=14,NTS=1000,NP2=NP ,NT2=1+(NTS/10})
PARAMETER (T=1.0, DT=T/NTS, DX=2.0/(NP-1.0))
COMMON/POLEG/PL(29)
COMMON/PHYDAT/AO,A2,S1,52,522,D0,Q,4,B,TS

DIMENSION TEM(NP),XP{NP),W(NP)

DIMENSION XPG{NP2),TD2(NP2,NT2),TNP(NT2)

DIMENSION TC(NL),TC1(NL),TC2(NL},GAM(NL)

OPEN (8,FILE='DAT’)
OPEN (6,FILE='graph’)

ZERD ARRAYS ' ' P
DO § I=1,KP

TEM(I)=0.0
W(I)=0.0

5 CONTINUE

DO 10 I=1,NL

TC(1)=0.0

TC1(1)=0.0

TC2(I)=0.0 .

GAM{(I)=0.0 '
10  CONTINUE
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o
DO 12 I=1,NT2
DO 11 J=1,NP2
TD2(3,1)=0.0
11 CONTINUE
TNP(I1)=0.0
12 CONTINUE
[+
C COMPUTE GRID-POINTS
o
XP(1)=-1.0

DO 15 J=1,NP-1
XP(J+1}=XP(J)+DX
16 CONTINUE

DO 18 J=1,NP2
I=J+(NP-1)/2
XPG(J)=XP(I)

18  CONTINUE

c

C INPUT COMMON PHYDAT

c
40=0.69
42=-0,12
$1=-0.796
52=-0.477
522=0.147
DO=0.40
Q0= 340.
=0.9*Q0
4=190.0
B=2.0
TS=-10.0

INITIALIZE TEMPERATURE. IOP INDICATES THE CHOSEN INITIAL CONDITION.
S0 IT IS NOT NECESSARY TO CALL INIT IOPGR CONTROLS THE GRAPH OF NORTHN
POLE TEMPERATURE. IOPGR=1 PLOTS NORTH POLE TEMPERATURE, ELSE PLOTS TEM
OVER THE WHOLE INTERVAL AT NT2

G 0O G a a O

I0P=1

10PGR=1

CALL INIT(NP,NL,XP,TEM,TC,TC1,I0P,DX)
c IF(I0P.EQ.1) GO TO 150
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C

KTIM=1
CALL GRAP2D{NP,NP2,NT2,TEM,TD2,KTIM)
CALL GRAP1D(NFP,NT2,TEM,TNP,KTIM)

COMPUTE SOLUTION AT INSTANTS tn

IT1=0
DO 20 ITM=1,NTS
IT1=IT1+1

COMPUTE LEGENDRE COMPONENTS OF TEMPERATURE

TIM=ITM*DT
CALL RHS(NP,NL,XP,TGC,TC1,TC2,W,TEM,GAM,
1 TIM,DX,DT,ITM)

C COMPUTE TEMPERATURE AT GRID-PDINTS AT INSTANT tn

c

(o]

CALL RK1iP(NP,NL,XP,TEM,TC)

STORE DATA FOR GRAPHICS

20

160

IF(IT1.EQ.10) THEN

KTIM=KTIN+1

CALL GRAP2D(NP,NP2,NT2,TEM,TD2,KTIM)
CALL GRAPID(NP,NT2,TEM,TNP KTIM)
IT1=0

ELSE

IT1=IT1

END IF

CONTINUVE

WRITE(8,*) (XP(J),TEM(J), J=1,NP)
CALL GRAPH(NP,XP,TEM,TNP,NP2,NT2,TD2,I0PGR)

CONTINUE
STOP
END

SUBROUTINE GAMV{(NP,NL,XP,W,TEM,GAM,TIM,DX)
IMPLICIT REAL*4{A~H,0-Z)
COMMON/PHYDAT/AO,A2,51,52,522,D00,Q,4,B,TS
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COMMON/POLEG/PL(29)

DIMENSION XP(NP),GAM(NL) ,W(NP),TEM(NP)
¢
C THIS SUBROUTINE EVALUATES BY SIMPSON’S RULE THE LEGENDRE PROJECTION OF
€ QS(X,T)*COALBEDO. THE VALUES ARE STORTED IN GAM(NL)

C .
PARAMETER (PI=3.1425937)

c

C ZERO GAM

c _
DO 5 I=1,NL
GAM(1)=0.0

6  CONTINUE

c

¢
ARG1=2.0%PI+TIN
ARG2=4.0#PI+TIM
C0S2=C0S (ARG1)
C0S4=C0S(ARG2)

¢

C COMPUTE QS(X,T)#*(AO+A2#P2(X)) AT GRID-POINTS.

c

DO 10 I=1,NP
P3=0.6%(3.0%XP(I)*XP(I)-1.0)
SXT=1.0+S1*XP (1) #+C0S2+P3+(S2+522+C0S4)

C SXT=(5-3#%x*x)/4
W(I)=Q*SXT*(AO+A2%P3)

10 CONTINUE

C
C TEST OF STEP TO CORRECT W
C
DO 16 I=1,NP
DIFT=TEM(I)-TS
IF(DIFT.GT.0.0) THEN
W{I)=W(1)
ELSE
W{I)=0.6*W(I)
END IF
16  CONTINUE
C
c

C COMPUTE INTEGRALS I(J)
C
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C FIRST, COMPUTE FOR XP(1)

C

C

20

25

30

35

40

41

42
43

PL(1)=1.0

PL(2)=XP(1)

DO 20 J=1,NL
PL(J+2)=({2.0%J+1.0)*XP(1)*PL{J+1)-J*PL(J))/(J+1.0)
CONTINUE :

DO 25 K=i,NL
GAM{K)=GAM(K)+(1.0/3.0)*DX*W(1)*PL(K)
CONTINUE

DO 40 I=2,NP-1,2

PL(1)=1.0

PL(2)=XP(1)

DO 30 J=1i,NL .
PL{J+2)=((2,0%J+1.0)*XP(I)*PL(J+1)-J*PL(J))/(J+1.0)
CONTINUE

DO 35 K=1,NL
GAM(K)=GAM{K)+{4.0/3.0)*DX+W(I)*PL(K)
CONTINUE

CONTINUE

DO 43 I=3,NP-2,2

PL(1}=1.0

PL(2)=XP(I)

DO 41 J=i,NL
PL(J+2)=((2.0»J+1.0)%XP(I)*#PL(J+1}-J#PL(J))/(J+1.0)
CONTINUE

DO 42 K=1,NL
GAM(K)=GAM(K)+(2.0/3.0)*DX*W(I)*PL(K)
CONTINUE

CONTINUE

C COMPUTE FOR XP(NF)

c

45

-

PL(1)=1.0

PL(2)=XP(NP)

DO 45 J=1,NL
PL(J42)=((2.0%J+1.0)*XP(NP)*PL(J+1)-J*PFL(J))/(J+1.0)
CONTINUE
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DO 50 X=1,NL
GAM(K)=GAM(K)+(1.0/3.0)*DX+W(NP)*PL(K)
50  CONTINUE

c
RETURN
END

[
SUBROUTINE RHS(NP,NL,XP,TC,TC1,TC2,W,TEM,GAN,
1 TIM,DX,DT,ITH)

c
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
COMMON/PHYDAT/AO, A2,S1,52,522,D0,Q,A,B,TS
COMMON/POLEG/PL{29)
DIMENSION XP(NP),TC(NL),TC1(NL),TC2(NL),W(NP),
1 TEM(NP) , GAM(NL)

¢

¢ EVALUATE THE RHS OF ODE SYSTEM

C
PARAMETER (EPS=0. 00000001 ,NIT=100)

¢

¢ MONOTONE ITERATION

c
DO 100 IT=1,NIT
CALL GAMV(NP,NL,XP,W,TEM,GAN,TIM,DX)

¢

¢ SWITCH TC1 TO TC2

c

Do 5 J=1,NL
TC2(J3)=TC1(J)
5 CONTINUE
¢
¢ FIND THE ABSOLUTE MAXIMUM OF TC1
C
DMAXO=ABS(TC1(1))
DO 10 J=2,NL
IF(ABS(TC1(J}).GE,DMAXO) THEN
DMAXO=ABS(TC1(J))
ELSE
DMAXO=DMAXO
END IF
10 CONTINUE
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IF{DMAX0O .EQ. 0.0) THEN
PRINT#*, 'DMAX0=0’
PRINT*, ITM

PAUSE
ELSE
CONTINUE
END IF
c
C COMPUTE NEW TC1
c
DO 50 J=1,NL

BJ=(J-1.0)*J*D0+B
€J)=0.5%(2.0%J-1.0)
CJ1=CJI*INT(1/J)
DTB=1.0+DT*BJ
TC1(1)=(TC(J)/DTB)+(DT/DTB) *(CI*GAM(J)-2.0%CJ1*A)
S0  CONTINUE
DMAX=ABS(TC1(1)-TC2(1))
DO 85 J=2,NL
DIF=ABS(TC1(J)-TC2(1))
IF(DMAX.GE.DIF) THEN
DMAX=DMAX
ELSE i
DMAX=DIF
END IF
56  CONTINUE

IF((DMAX/DMAXO) .LE.EPS) GO TOD 110
CALL RK1P(NP,NL,XP,TEM,TC1)
100 CONTINUE
c
110 CONTINUE
c
C DD TC1=TC
c ;
DO 115 I=1,NL
TC(I)=TC1(I)
115 CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE RK1P(NP,NL,XP,RK,RKC)
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IMPLICIT REAL#*4(A-H,0-Z)
COMMON/POLEG/PL(29)
DIMENSION XP{NP),RK(NP),RKC(NL)

C
C COMPUTE RK AT XP FROM RKC
o

po 50 I=1,NP

RK(I)=0.0

PL(1)=1.0

PL(2)=XP(I)

po 20 J=1,NL

PL{J+2)=((2.0%J+1.0)*XP(I1)*PL(J+1)~-J*PL(J1)}/(J+1.0)
20  CONTINUE

Do 25 J=1,NL .
RK(I)=RK(I)+RKC(J)*PL(J)

256  CONTINUE

§0  CONTINUE

C
RETURN
END
C
SUBROUTINE GRAP2D(NP,NP2,NT2,TEM,TD2,KTIM)
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
DIMENSION TEM(NP),TDz(NPZ,NT2)
o

C STORE VALUES OF TEM EVERY & TIME STEPS FOR POINTS OF THE UPPER HALF
¢ INTERVAL [-1,1]
c
DO 10 J=1,NP2
1=J
TD2(J,KTIM)=TEM(I)
10  CONTINUE

RETURN
END
o
SUBROUTINE GRAP1D(NP,NT2,TEM,TNP,KTIM)
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
DIMENSION TEM(NP),TNP(NT2)
c

C STORE NORTH POLE TEMPERATURE AT EVERY & TIME STEPS
c
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c

C COMPUTE THE LEGENDRE COMPONENTS OF A FUNCTION FUN WITH VALUES AT

TNP(KTIM)=TEM(NF)

RETURN
END

SUBROUTINE CFUNC{NP,NL,FUN,XP,CF,DX)
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-Z)
COMMON/POLEG/PL(29)

DIMENSION FUN(NP),XP(NP),CF{NL)

C NP GRID-POINTS.

C

20

25

30

35
40

Do & J=1,NL
CF(J)=0.0
CONTINUE

PL{1}=1.0

PL(2)=XP(1)

DD 20 J=1,NL
PL(J4+2)=((2.0#J+1.0)*XP(1)*PL(J+1)-J#PL(J)}/(J+1.0)
CONTINUE

DO 25 K=1,NL
CF(K)=CF{K)+{1.0/3.0)*DX*FUN(1)*PL(X)
CONTINUE

DO 40 I=2,NP-1,2
PL(1)=1.0

PL(2)=XP(I)

DO 30 J=1,NL
PL{J+2)=((2.0%J+1.0)*XP{I)*PL(J+1)}-J*PL(J)})/(J+1.0)
CONTINUE

DO 35 K=t,NL
CF(K)=CF(K)}+(4.0/3,0)*DX*FUN(I)*PL(K)
CONTINUE
CONTINUE

DO 43 I=3,NP-2,2
PL(1)=1.0
PL(2)=XP(I)

DO 41 J=1,NL
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PL{I+2)=((2.0#J+1.0)*XP(1)*PL(J+1)-3#PL(J1))}/(J+1.0)
41  CONTINUE

DO 42 K=1,NL

CF(K)=CF(K)+(2.0/3. 0)*DX*FUN(I)*PL(K)
42  CONTINUE
43  CONTINUE

c
C COMPUTE FOR XP{NP)
¢
PL(1)=1.0
PL{2)}=XP(NP)
DO 45 J=1,NL
PL{J+2)=((2.0%J+1.0)*XP(NP)*PL(J+1)~J*PL(J})/(J+1.0)
45  CONTINUE

DO 50 K=1,NL
CF(K)=CF(K)+(1.0/3.0)*DX+FUN(NP)+PL(X)
50  CONTINUE

DO 55 K=1,NL
CF(K)=0.6%(2.0%K-1.0)*CF(X)
55 CONTINUE

o
RETURN
END

o

o
SUBRQUTINE INIT(NP,NL,XP,TEM,TC,TC1,I0P,DX)
IMPLICIT REAL*4(A-H,0-2)
COMMON/POLEG/PL{(29)
DIMENSION TEM{NP),XP(NP),TC(NL),TC1{NL)

o

C INPUT INITIAL CONDITION AND COMPUTE ITS LEGENDRE COMPONENTS
C
IF (IOP .EQ. 1} GO TO 10
IF (IOF .EQ. 2) GO TO 25
IF (IOP .EQ. 3} GO TO 45
C
C COMPUTE THE FIRST OPTION
c ‘
10 CONTINUE
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C

C

20

DO 20 I=1,NP
TEM(I)=-10.0

TEM(I)=-80.0*XP(I)*XP(I1)+10.0

WRITE(6,*) TEM(I)
CONTINUE

C TERMINATE

c

GO TO 100

C COMPUTE SECOND OPTION

c

c

26

40

CONTINUE

DO 40 I=1,NP
IF((-1.0 .LE. XP(I})
TEM(I)=15.0*XP(I)
ELSE IF(((-2.0/3.0)
1 (XP(I1)
TEM(I)=-10.0

ELSE IF(((-1.0/3.0)

1 (Xp(I) .LT. 0.

.AND.

.LE.
.LT.

.LE.

TEM(I)=60.0%XP(I)+10.0
ELSE IF ((0.0 .LE. XP{I)) .AND.
1 (xp(I) .LT. (1.0/3.0))) THEN

TEM(I)=-80.0%XP(I)+10.0

XP(I)) .AND.
(-1.0/3.0))) THEN

XP(I)} .AND.
0)) THEN

ELSE IF(((1.0/3.0) .LE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I)
TEM(I)=-10.0

ELSE
TEM(I)=-15.0#XP (1)
END IF

CONTINUE

GO TO 100

C COMPUTE THIRD OPTION

c

45

CONTINUE

" DO 50 I=1i,NP

XP23=XP(I)+(2.0/3.0)
XP13=XP(1)+(1.0/3.0)
XM23=XP(1)-(2.0/3.0)
XM13=XP(1)~(1.0/3.0)

IF({-1.0 .LE. XP(I)) .AND. (XP(I).LT.(-2.0/3.0))}) THEN

.LT.

(2.0/3.0))) THEN

(XP(I).LT.(-2.0/3.0)})) THEN
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TEM(I)=-135.0+XP23+XP23-10.0
ELSE IF({(-~2.0/3.0) .LE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I) .LT. (-1.0/3.0))) THEN
TEM(I)=-10.0
ELSE IF(((-1.0/3.0) .LE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I) .LT. (-1.0/6.0))) THEN

TEM(1)=360,0%XP13*%XP13-10.0

ELSE IF({((-1.0/6.0) .LE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I) .LT. (1.0/6.0))) THEN
TEM(I)=-380.0%XP({I)*XP(I)+10.0

ELSE IF(((1.0/6.0) .LE. XP(I)} .AND.

1 (XP(I) .LT. (1.0/3.0))) THEN
TEM(I)=360.0+XM13+XM13-10.0

ELSE IF(((1.0/3.0) .LE. XP(I)) .AND.

1 (XP(I) .LT. (2.0/3.0))) THEN
TEM(I)=-10.0
ELSE .
TEM(I}=-135.0%XM23#XM23-10.0
END IF
50 CONTINUE
c
C COMPUTE LEGENDRE COMPONENTS
C
100 CALL CFUNC(NP,NL,TEM,XP,TC,DX)
o
C GENERATE TC1
c

b0 150 J=1,NL
TC1(J}=TC(J)
160 CONTINUE

o
RETURN
END
o
SUBROUTINE GRAPH(NP,XP,TEM,TNP,NP2,NT2,TD2,10PGR)
IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-Z)
CHARACTER#*80 FNAME,CDUM
DIMENSION XP(NP),TEM{NP},TNP(NT2),TD2{NP2,NT2)
C
C OPEN GKS.
c

CALL GOPKS (&,IDUM)
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[ e

FNAME =’sgral’

CALL GESC (-1391,1,FNAME,1,IDUM,CDUM)
CALL GOPWK (1,2,1)

CALL GACWK (1)

Cx

out put the TEM’s graphic using EZXY

CALL GSCR (1,0,0.,0.,0.)
CALL GSCR (1,1,0.,1.,1.)
CALL GSCR (1,2,1.,1.,0.)
CALL GSCLIP (0)

IF(IOPGR.EQ.1) THEN

CALL EZXY (XP,TNP,NT2,’'TEMP OF N.POLE’)
ELSE

CALL EZXY (XP,TEM,NP,’TEMPERTURE’)

END IF

deactive and close the sgral metafile.

QO 0

CALL GDAWK (1)
CALL GCLWK (1)

Oy

FNAME =’sgra2’
CALL GESC (-1391,1,FNAME, 1, IDUM,CDUM)
CALL GOPWK (1,2,1)
CALL GACWK (1)

o

C out put the TD2's graphic using CPEZICT
CALL CPEZCT (TD2,NP2,NT2)

(9]

deactive and close the sgra2 metafile.
CALL GDAWK (1)
CALL GCLWK (1)
CALL GCLKS
RETURN
END

open GKS,open and active a metafile with the name sgral.

open GKS,open and active a metafile with the name sgra2.






Apéndice B

Multiplicidad de soluciones para

un problema unidimensional:
Método de tiro.

En este apéndice se estudia un problema estrechamente relacionado con
los modelos de clima de esta memoria. Se utiliza un metodo de tiro que
. . - op s !
permite mostrar que la ausencia del peso en el operador de difusién conduce

a una cantidad numerable de soluciones.

Se considera el problema de contorno auténomo

—u"+ Bu+C € @Qpfu) ze€(0,1)
(PA)q ¥'(0)=0
u'(1) =10

donde ¢} es un parametro positivo y 3 es una funcién de tipo Heaviside definida

por
m siu< —10 !
Blu) = [m,M] siu=-10
M sl u > —10.

Noétese que no es exactamente el que surge del modelo 1-dimensional debido a
la ausencia de la funcién peso. Veamos que existe un rango de ¢ para el que
el problema posee infinitas soluciones, Esto contrasta con los resultados de la
seccion 4 del Capitulo 11, asi como el hecho de que haya solo tres soluciones

constantes,

|
143
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Lema 12 Sea =2984C < @ < =29B3C  EY problema de contorno (P A) tiene

infinitas soluciones.

Demostracién.
Las hipotesis sobre () garantizan la existencia de exactamente tres soluciones
constantes, pues la recta Bu + C y el grafo @Q3(u) intersectan en tres puntos.

Bu+C:

T Qfw)

e

4o e B

=

Figura B.1. $i Z1884C « @ « =1082C os grafos Bu + (' y Qf3(u) tienen

tres puntos en comin.

Donde .
u = Qn}i— [#
Uy = — 10
Uz = Q_____MB—C .

(onsideremos el sistema conservativo

U =

o = —QB(u) + Bu + C

cuya funcion de potencial es

QMu-—B.;"Q—Cu uw > —10

v 2 .
(u) (Qm — Cu— BT” —10Q(M —m) u< —10.

Asi, si u es solucidn de (5), se verifica la ecnacidn de conservacién de la energia
(W)~
T"FV(U) = FE, Ve € K.

Dibnjemos el espacio de fases para este sistema conservativo. Para ello estu-

diamos las propiedades de la funcion V.
1. V es continua pero no O

2.V tiene un minimo en uy. En efecto, aunque no es C' en ningin entorno

de uy, es facil ver que V decrece a la izquierda de uy y crece a la derecha.
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3.V tiene dos maximos en uy y ug.
4. Viiuy) < Viug)y Vi{ue) < V(w). En efecto,

— () :
Viuwg) % — 10Q(M —m)
—10(QM — (") - 508
: )M — C)?
Viug) = —_n(szff > 0

—~——
-
5

LM

—

Ii

entonces,

, o ' 2
Viug) — V(ug} = (QM - ((—Q——w——()-i—lﬂ) — Z(M—B—l—l ' 100) =
(QM = C)?
= —)B-- —+ 10(QM — () + 508
_ YM -
= O C L 5v/2B)
m Jm — ()2
Vi) = Vi) = (@m- o) 2= g o BE@MZCF g
(Qm —C)? “ g =
= —)B—-—-—-_-{— 10(Qm - C)Y+ 508
= Qj_ “—_5VZBY > 0.
Denotamos por
—10B+C
Q ===,
. —10B+C
@ = 1
— i
Qs = 2(=108 + C) |
B M+m ;

Obviamente ¢4 < @3 < ;. Caleulemos V(us) — V(uy),
(@M - CY__(Qm — C)*
2B 2B
_ QM =C) _(Qm =) (OM=C) _(@u=C)) o
- (== T(‘m e ) 10Q(M —m) =

= Q(M —1 )(Q(M*'g)_zc' + 10).

Viug) = V{m) =

+ 10Q{(M —m) =

Por tanto

si ) > Q3 se tiene que V(ug) — V(uw) > 0
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st Q = (3 se tiene que V{ug) — V() = 0,

si Q< @y se tiene que Viug) — V(u) < 0.

Dibujemos el diagrama de fases en cada uno de estos casos.

A%

2\

N
/

Figura B.2. Q £ J2)

v
RO

Figura B.3. (¢ = @s.

Figura B.4. @ € (G}, @3).
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(Cada trayectoria del diagrama de fases es solucién de un problema de valor

micial
—u"+ Bu+C € QFu) z€ R
u(zo) = 7
w(ze) = &

Nuestro objetivo es resolver el problema de contorno,

—u”-}-Bu-}—C- € QB(u) z€(0,1)
w'(0) = 0 = /(1)

para ello, utilizamos el método de tiro.
Método de tiro. Se consideran los problemas de, valor inicial,

~u"+ Bu+C € QB(u) z€ R
() w(0) =0
u(0) = p

'
[

i :

Nuestro objetivo es determinar los valores de g para los que la solucidn de

(#.), que llamaremos u,, verifica

u, (1) = 0.

Las unicas soluciones que toman al menos dos veces el valor v’

0 son las

dadas por las trayectorias perioddicas encerradas por la separatriz s;. La idea es

elegir entre las trayectorias periddicas aquellas que partiendo de {4, 0) lleguen

a (A,0) euando haya transcurrido exactamente un tiempo x = 1. Es decir,

-;-(u')2 + V({u) = E
u’

—_— =]
2(E = V(u))

Integrando a ambos lados de la dltima igualdad entre 0 y 1, obtenemos,

/u(l) ds /]d 1
= g = \
W) £ [UE-V(s) Yo

donde \/2(E — V(s)) tendra el mismo signo que u’. Calculemos el periodo de

una drbita periddica del plano de fases obtenido
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aWb

Figura B.5. Se ha dibujado una trayectoria periddica arbitraria.

Y ds Lt ds
"= zfa J2E = V(5)) i zf—w VHE = V(s)

Haclendo los calculos se llega a la siguiente expresién para el periodo

. LY 10V B4/ 2{E-V -\f' E-V(-10
r = log LIV TN o/ AT
7 VBN )

donde @ y b pueden tomar diferentes valores segin los casos:

1) u

(0) :

i) u(0) = p = a, u(l) = b,
(0)
(0)

=,U,:

o=
-~
-
—
—
—

= p = b= ul),
= = q = u(l)

i) u

i) u(0

Nos limitaremos al primer caso, los demads se estudian de manera analoga.

Sean

u(0) = p = b > =10
u(l) = a < =10,

como en el dibujo

ufl) | u(0)
- 10

Figura B.6.

Entonces,

(D) —-10 (E.S
Nt + / + ] T = |
10 \/3 - V(s i) JUE - V(s))

es decir,

2'v+1 log %——+10v/—+\/2{E V(=10 ) “ _10f+m)
v (T, /B) (£ 301 v)

= I.
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O bien,

(%——M;C-I-IO\/_

(22—, (%z-+ WE) = e, (B)

donde E = V() = V(u(l)), puesto que ¢/(0) = 0 = v/(1). La ecuacién de

conservacion de la energia permite expresar u(1) en funcién de .
Vi) = V{u(1))
(@M — Clu— %112 = (@m —~ C)u(l) — E(u( ))? = 10Q(M — m),
B(u(1))? + (C = Qm)u(1) + (QM — Cpu — B +10Q(M —m) = 0.
Asi,

B (@m-—-C)+ \v/((_? — Q@m)? ~ 2B{(QM ~ Clu — Eu? + 10Q(M — m)]

7 (B)

De las dos soluciones de la ecuacidn de segundo grado nos interesa solamente
aquella que verifica u; < u(l), pues en otro caso u{l) estaria fuera de la zona

que encierra la separatriz. ‘

Sustituyendo (B.2) en (B.1) se tiene que T
N(po) 5. ‘

L = orb (B.3

D(ys) :( )
donde ;
)M = C + 10B)(C — Qm — 10B |
N(p) = © + E G ), ;
QM —m) r ‘ i
+ /= /A E-V(-10)) + 2(E-V(-10 '
T VEE = V(=10) + 2B - V(-10)) |

_ = Qm. QM - C 1, L0J(M —m)
D) = (QM=T "“5#)\/(—“—-—) AT gk +_F—)

Se define N .
- . — # )
f(,u) - fQ,M,m.,(.J,B()u') = [)(,U,) . '

Para ver cudntas soluciones tiene (B.3), estndiamos la grafica de f(p).

f(pt) tiene a lo sumo tres asintotas verticales:

QM -C
J“' - B .

OM —C [rQM — C\N2  /Qm—CN? _ 20Q(M — m)

k=5 "~V /U8B ) ——

OM - C [[QM —CN\* /Qm —C\®_20Q(M ~ m)
& 5 VU B ) U B ) T ——
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o bien,

o= u

3
o= uz — \/(%3)2 ~ (1) +20(u3 —wy) =
us + '\/(u:a)z — () + 20(us —w1) = pa.

Se observa que N{p) > 0,

i

M

lim f(p) = 40

Uty
lim f(u) = +oo,
By
lim f(p) = —oo.
l-i—mf

Veamos que f es creciente en el intervalo (—10, us).

, ‘N'D — NI/
fly) = ——pr—
J(M —m)E'
]VI(’“:) — Q( ?Tl) + ZE’
V2B(E - V(-10))
donde E' = (QM — )~ Bu > 0V < us.

Por otro lado,

D) > 0
, B C—Qm\: ([ OM-C 1 10Q(M —m)\
D) = —B\J (52 - (—B—H;.EJ_‘LL Holf=my
(OM = € = Bu)(~24=C 1 )
\/((.)’—Bgm)z _ Q(QN;_CJ“ _ %ﬂ:')‘f' 10Qj]1\;4w-mg)

< 0.

Luego, f'(11) > 0. Veamos que

uy — yud —ul 4+ 20(us —uy) > =10,
3 ]

o bien que

uy + 10 2 ud —ud + 20(uz — uy).

Tenemos dos mimeros positivos a ambos lados de la desigualdad,

(u3 +10)% > ul —w? 4 20(us —uy)
uj + 100 + 20u; > uj — ud 4 20u; — 20y,
100 > —(u? 4+ 20u)
0 > —{u}+ 20w, +100)
0 > —(u;+10)*
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lo cual es obvio. Finalmente, f(—=10}) = 1. El estudio realizado perinité

representar f(}.

£~ o
f
i
Figura B.7. Representacién grafica de f.
N
YN € IN ¢2¥+7 > 1, y por tanto 3y € (—10,us) tal que
flp) = e, :

f

Se concluye asi, la prueba de la existencia de infinitas soluciones del problema

auténomo (FA) con @@ € (1, Q). - l
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