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Capitulo 1

Introduccion

1.1 ;De qué va tu tesis?

Esta es la pregunta que me hacen la mayoria de mis familiares y amigos; a alguno de ellos
le gustaria leerse parte de este trabajo pero, desgraciadamente, el contenido del mismo no
estd al alcance de una persona ajena al mundo cientifico. Intentaré dar una explicacion
lo suficientemente sencilla para que por lo menos puedan entender el contenido de este
trabajo. La respuesta exacta a la pregunta de arriba seria: estudiaremos una seméntica
de pruebas para un dlgebra de procesos temporizada en la que las acciones ocultas son
urgentes. Probablemente, la mayoria de mis allegados, ante la respuesta en ruso se habrian
enterado de lo mismo, asi que intentaré explicar lo que significa con palabras llanas cada

parte de dicha respuesta.

En primer lugar veamos qué es eso de un proceso, en particular un procese concurrente.
Fijémonos en algo que se ha convertido bastante en habitual en nuestra vida: ir a un
cajero automatico para sacar dinero. Cuando vamos a un cajero automatico, lo primero
que hacemos es introducir la tarjeta de crédito, a continuacién el cajero nos pide que
introduzcamos, a través del teclado dispuesto a tal fin, nuestro nimero secreto. Nosotros
(si lo recordamos), obedientes lo introducimos. Si la operacion antertor ha tenido éxito, el
cajero nos presenta una serie de opciones entre las que estd la de sacar dinero. Después
de haber seleccionado esta opcién nos pide que introduzcamos la cantidad que deseamos.
Introducimos la cantidad, y al cabo de un rato (y si tenemos fondos suficientes y dispone
de efectivo) el cajero nos da el dinero. ;Qué ha ocurrido durante intervalo de tiempo? El
cajero se ha puesto en comunicacion con la computadora que tiene registrados nuestros
datos, le ha preguntado si tenia fondos suficientes, etc.... En este ejemplo podemos observar

no menos de tres procesos actuando de un modo concurrente: la persona que va a sacar el

-Buenos



2 1.1. ;De qué va tu tesis?

dinero, el cajero y la computadora que tiene los datos. Estos tres procesos concurrentes han
interactuado entre ellos intercambiindose informacién: el nimero secreto (entre la persona

y el cajero) y la confirmacién de fondos suficientes (entre el cajero y la computadora).

Por su parte, en algebra, en particular un algebra de procesos, es un lenguaje ma-
temdtico con el que se pueden representar los procesos concurrentes de una manera
simbdlica. Las comunicaciones entre los procesos se representan mediante lo que lamamos
acciones. Tales acciones pueden ser visibles o invisibles dependiendo del observador de que
se trate. Por ejemplo, si hay una persona en el exterior esperando a que acabemos, ésta
no puede ver el nimero secreto (jmds vale!) ni la cantidad de dinero. Para dicha persona
esas comunicaciones son ocultas; sin embargo para nosotros que estamos sacando dinero,
esas acciones son visibles. En principio, un slgebra de procesos es un ente totalmente
sintdctico; permite construir frases por medio de un alfabeto y unas reglas sintacticas
muy concretas. Dichas reglas sintdcticas son esencialmente del mismo estilo que las reglas
con las que construimos las oraciones del lenguaje natural, aunque (curiosamente) mucho
mas sencillas. Si nos quedamos puramente en la sintaxis, el lenguaje que utilizamos todos
los dias no sirve para nada. Ahora bien, cada frase que utilizamos tiene (al menos) un
significado: si tenemos dos frases distintas podemos saber si quieren decir lo mismo, si tie-
nen el mismo significado. Lo mismo hacemos con nuestro lenguaje matematico: dotamos
a cada término construido con nuestras reglas de un significado concreto. La seméantica
es una funcién que asocia a cada término sintdctico un significado, que indica las acciones
que puede realizar un proceso en cada momento. Uno de los tipos de semantica que se
utiliza habitualmente para las dlgebras de procesos es el que utilizaremos especialmente
a lo largo del trabajo: la semdntica de pruebas. En grandes lineas, esta semantica dice
que dos procesos son ignales, si se comportan de la misma manera cuando interactiian con

cualquier otro entorno que no es otra cosa gue otro proceso.

Las dlgebras de procesos, y sus semanticas, han sido ampliamente estudiadas desde los
anos 80. Los ejemplos mas tipicos los constituyen el modelo CCS de R. Milner [Milg9]
y CSP de C. A. R. Hoare [Hoa85]. A lo largo de los afios se han ido descubriendo
algunas carencias de las algebras de procesos originales. Una de ellas es que no permiten
representar de manera adecuada el tiempo, entendido en su faceta cuantitativa. Para
algunos sistemas no es suficiente saber que una comunicacién se realizara, si no que es
necesario saber cuando tal cosa sucederd. Para suplir esta carencia surgen las 4lgebras de
procesos temporizadas. A lo largo de estos ultimos afios han surgido diversas propuestas
para definir tales dlgebras. El presente trabajo supone un paso mas en esta direccidon. Las

principales caracteristicas del modelo propuesto son las siguientes:



1. Introduccién 3

¢ Estd basado una semantica de pruebas.

¢ Las acciones ocultas son urgentes, lo que significa que si una de estas acciones se
puede realizar en un determinado instante, no puede pasar mds tiempo a menos que
la accién se realice, o deje de poder realizarse debido a la ejecucién de otra accién
posible. !
Espero que con esta breve introduccién, una persona no iniciada pueda tener una
ligera idea del contenido del presente trabajo. Las paginas que vienen a continuacién
estdn cargadas de formalismos matemadticos, de manera que no serdn comprensiblés para
el puiblico general, asi que aprovecho la ocasién para agradecer a todos ellos el interés
que han puesto en mi trabajo. Para los valientes que prosigan con la lectura, haremos
una breve descripcion de lo que se van a encontrar a partir de este momento. En primer
lugar, en este mismo capitulo repasaremos algunos de los resultados basicos sobre dlgebras
de procesos. A continuacién, en el capitulo 2 introduciremos conceptos y definiciones
bésicas que usaremos a lo largo del trabajo. En el capitulo 3 presentaremos un 4lgebra de
procesos basica pero suficientemente expresiva, la dotaremos de una semdntica de pruebas
y, debido a la complejidad que suelen tener este tipo de semanticas, daremos la obligada
caracterizacion operacional. Después, en el capitulo 4 daremos una semantica denotacional
de nuestro lenguaje que serd completamente abstracta con respecto a la semdintica de
pruebas. Esta semdantica denotacional serd utilizada en el capitulo 5 para generar un
conjunto de reglas y axiomas que serdn correctos y completos con respecto a la seméntica de
pruebas. Una vez finalizado el estudio del lenguaje bésico, veremos cémo extender nuestro
lenguaje con otros operadores caracteristicos de un algebra de procesos temporizada, esto
lo haremos en el capitulo 5. Con ello habremos completado el estudio de un dlgebra de
procesos tipo CSP; en el capitulo 7 indicaremos cémo podrian adaptarse los resultados

obtenidos a un dlgebra de procesos tipo CCS. ~

1.2 Sintaxis

Empezamos introduciendo el mecanismo que nos va a permitir definir la sintaxis de un
dlgebra de términos. En particular un algebra de procesos serd un dlgebra de términos.
Para poder definir un ilgebra de términocs necesitamos un conjunto de operadores sintac-
ticos X, cada uno de ellos con una aridad n > 0. Consideramos ademds un conjunto de

identificadores (0 variables) de proceso X. Entonces tenemos

+ dias
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Definicién 1.2.1 El conjunto Rec(Z) de términos recursivos sobre X viene dado por la

siguiente expresion B.N.F.:
P ::=op(P,...,P,)|z|RECz.P

donde op € X tiene aridad n y £ € X es una variable. La construccién REC z. P representa
la recursién. Denotaremos por FRec(X) el conjunto de términos finitos, que son aquéllos

en los que no interviene la recursion.
O

Asociada a la recursion aparecen las nociones de variable libre y ligada.
Definicién 1.2.2 Sea P € Rec(X) y = € X:
e z tiene una aparicion libre en P, en los siguientes casos

- P=g,
— P =op(Py,...,P,) y z aparece libre en algiin F;,
~ P =RECy.P|, y = aparece libre en P, con z # y.

Basicamente una aparicién de z en P esta libre si no estd bajo el 4mbito de un
operador de recursién correspondiente a dicha variable. Denotaremos por Var(P) el

conjunto de variables que aparecen libres en P.
e Una aparicién de z es ligada si no es libre.

e Un término es cerrado si no tiene apariciones libres de variables. Denotaremos por
CRec(Z) el conjunto de términos cerrados y por FCRec(Z) el conjunto de términos

finitos cerrados.

O

Un proceso con variables libres nos permite la definicion de nuevos procesos sustituyendo

alguna (o todas) sus variables libres por otros procesos.

Definicién 1.2.3 Siendo P, @ € Rec(X), P[Q/z] representa la sustitucién de toda apa-
ricién libre de la variable z por el término Q:

r

Q siP=ux
Y siP=yy z#y
PlQ/z] = ¢ op(P[Q/x],...,P[Q/x]) si P =op(P,...F)
RECz.P; : si P =RECz.P
| RECu.Pyju/y|[Q/x] si P =REC¥.P; y u es una variable nueva
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]

En las dlgebras de procesos tenemos una serie de operadores que aparecen de una forma

u otra en todas ellas: ‘

o Operadores de aridad cero, como pueden ser un operador STOP que indica el bloqueo,

y un operador DIV que representa la divergencia.

¢ Se considera un conjunto de eventos £ que el proceso puede ejecutar lo cual se logra
a través del operador de prefijo de aridad 1. Nosotros el prefijo lo denotaremos con

a; (evento a seguido de punto y coma).
e Operadores de eleccidn, que clasicamente se dividen en tres grupos:

— La eleccidn externa [, en la que los factores que intervienen en la eleccidén son

exclusivamente externos.

- La eleccidn interna M, en la que es el proceso, internamente, quien elige por qué
opcion inclinarse.

— La suma + que suele corresponder con una eleccién mixta de las dos anteriores,

mas exactamente con una generalizacién conjunta de ambas.

Todos estos operadores son, en principio, binarios, pero usualmente se tiene que son
asociativos y conmutativos, por lo que se pueden generalizar ficilmente a operadores

de aridad arbitraria.

¢ Operadores derivados, como pueden ser el operador de paralelo, ocultamiento,. ..

1.3 Semantica

La semantica de un proceso o programa concurrente, como su propio nombre indica, nos
define su significado. Hasta aqui todo es facil, lo realmente dificil se centra en saber
qué se entiende por el significado de un proceso. Para programas secuenciales todo el
mundo esta de acuerdo en que ese significado viene dado por la relacién entre la “entrada”
y la “salida” que genera el programa. Sin embargo, esta relacién ya no es vélida para
programas concurrentes, ya que en éstos no es ¢l resultado final el que interesa. Es mas,
muchas veces los programas concurrentes son por naturaleza no terminantes, y si terminan
es debido a una situacién de error (tal es el caso, por ejemplo, de un sistema operativo).
Para dar el significado de un proceso tenemos diversos mecanismos, algunos de los cuales

enumeraremos a continuacion.

-dijo
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1.3.1 Semantica Operacional

Una primera aproximacion para definir la seméntica de los procesos consiste en caracterizar
de algiin modo los eventos que en cada momento un proceso puede levar a cabo. Un evento
puede verse como una comunicacion entre el proceso y el entorno en el que el mismo se
encuentra (en ultimo término el usuario que lo utiliza). Un modo de formalizar la ejecucién

de dichos eventos la constituyen los sistemas de transiciones etiquetados.

Definicién 1.3.1 Un sistema de transiciones etiquetado extendido es una tupla
(S’ 50, L, — >_))

donde S es un conjunto de estados, sg € S, L es un alfabeto de etiquetas, — v >—

son las transiciones del sistema:
e —C S5x L xS Sis!,t) €E— lo denotaremos por s L

e >—C 8§ x 8. Si(s,t) €>— lo denotaremos por 3 > t.

O

En nuestro caso tenemos que S serd el conjunto de términos cerrados CRec(X} y L el
conjunto de evento £. Si tenemos P € CRec(Z) su semantica operacional viene dada por

el sistema de transiciones asociado:
(CRec(X), P, &, ——, >—)

Normalmente la semdantica operacional de un procesos es muy intuitiva, indicando lo que
puede hacer en cada momento. Pero por su falta de abstracciéon resulta poco manejable,
pues a partir de la misma resulta dificil determinar cuando dos procesos deben considerarse
equivalentes desde un.punto de vista razonable. Un trabajo en detalle sobre semdnticas

operacionales lo podemos encontrar en [Hen90j.

1.3.2 Semantica de Pruebas

(Quizds esta sea la semdntica mas intuitiva para un algebra de procesos. La idea que
hay detras es que dos procesos son iguales si interactiian de la misma manera ante cada
entorno posible. Un amplio estudio de la seméntica de pruebas para un dlgebra de procesos
tradicional lo podemos encontrar en [Hen88]. Para dar este tipo de semdntica se introduce
un nuevo tipo de procesos que lamaremos experimento, prueba o test. La misién de un

experimento es comprobar el comportamiento de un proceso. Se hace que interactiien
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el experimento (como si fuera un proceso cualquiera) y el proceso, y se observa la(s)
computacién{es) que tiene(n) lugar. Esas computaciones podran tener éxito o fracaso.

Entonces podremos definir los siguientes conceptos:

¢ Un proceso P pasa una prueba T en sentido must si toda computacién de P y T

tiene éxito.

|
e Un proceso P pasa una prueba T en sentido may si existe una computacién de P

y T que tiene éxito.

Se dird entonces que dos procesos son equivalentes en sentido must si pasan las mismas
pruebas en sentido must. Y andlogamente diremos que dos procesos son equivalentes en
sentido may si pasan las mismas pruebas en sentido may. En este trabajo nos centraremos
en el estudio de la semantica must para el dlgebra que presentamos y es por ello que contra

lo que es usual la hemos mencionado en primer lugar. Utilizaremos la siguiente notacion:

e P L @ indica que toda prueba que pasa (en sentido must) el proceso P, es también

pasada por el proceso (.

¢ P = () indica que P y () pasan las mismas pruebas, también en sentido must.

1.3.3 Semantica Denotacional

Bajo una seméntica denotacional se asocia a cada término sintictico un valor en un cier-
to dominio semdantico D. Ello se hace de forma composicional, lo que representa una
caracteristica fundamental de tales semdnticas. Un deminio es un conjunto de objetos
matematicos dotado de un orden <p sobre sus elementos, es decir, una relacién bina-
ria. que sea reflexiva, transitiva y antisimétrica, con propiedades adecuadas. Un estudio
amplio sobre seméntica denotacional en general se encuentra en {Sch88].

La dificultad principal a la hora de definir la semantica es la presencia de términos
recursivos, por no adecuarse los mismos al mero tratamiento composicional. Por ello
necesitamos que dicha estructura sea adecuada, para dotarles de significado de una manera
sistemdtica. Ello se logra por medio de la técnica de puntos fijos. Para ello necesitamos que
los dominios drdenes parciales completos y que las funciones que traducen el significado

de cada operacién sintéctica, sean continuas; todo lo cual se formaliza a continuacién.

Definicién 1.3.2 Siendo (D, <p) un conjunto ordenado, una cadena sobre el mismo es
una sucesién X = {an, € D| n € IN} C D que verifica a; <p aj41-
a

el
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Definicién 1.3.3 Un conjunto ordenado (D, <p) es un orden parcial completo (cpo ) sii

verifica:
1. Tiene un elemento minimo Lp, estoes Ve €D : Lp <p x.
2. Toda cadena X de D tiene limite (cota superior minima) lub{X) en D; es decir:

Vze X: =z <plub(X)
VdeD: ((Va:eX: z<pd) = dgplub(X))

a

Proposicién 1.3.4 51 D es un ¢po , D" = DD X -.- x D, con el orden por componentes

_—

n

dado por (di,...,dn) <p» {d},...,d}) siiVi € {1,...n} d; < d., es también un cpo .
Definicién 1.3.5 Sean Dy D' dos cpos y ¢ : D — D'; decimos que

1. ¢ es estricta si conserva el elemento minimo: ¢{Lp) = Lp,

2. ¢ es mondtona si conserva el orden parcial:
Vdi,dz€D: (4 <pd > $ldr) <p $lh))

3. ¢ es continua si conserva los limites de las cadenas:

VX CD, X cadena: ¢(lub(X)) = lub(¢(X))}

Proposicién 1.3.6 ¢: D" — D, es continua sii lo es respecto de cada componente.
Proposicién 1.3.7 ¢ : D — D, es continua sii
1. ¢ es monétona y,

2. Para toda cadena X C D se verifica ¢(lub(X)) <pr lub(¢(X)).

Teorema 1.3.8 (Punto fijo, Knaster-Tarski) Toda ¢ : D — D monédtona tiene un

minimo punto fijo (fix(¢)) en D. Si ademds ¢ es continua, se verifica
fix(¢) = lub{¢"(Lp)| n € IN}

donde para cada d € D, ¢°(d) =d y ¢" 1 (d) = $(¢™(d)).
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Con lo visto en esta seccidén estamos en condiciones de definir lo que es un modelo deno-

tacional y de ver c6mo se obtiene una semantica denotacional basindose en ellos.

Definicién 1.3.9 Un modelo denotacional M para CRec(Z} consiste en un ¢po Daq y un
conjunto {M[op]| op € £} de operadores continuos M[op] : D}, = Das.
a

Definicién 1.3.10 Siendo Ent = {p| p : Var — Dy} el conjunto de entornos (asigna-
ciones de valores a variables), la semduntica denotacional sobre Rec(%) inducida por M

viene dada por
M][] : Ree(Z) — (Ent — Dpy)

definida mediante
1. M[op(Pi,...,Pn)], = MIop}(M[Pi],s- ., M[Pal,).
2. M[z], = p(z).
3. M[RECz.P], = fix(Ad. M[P],[d/z)).

donde p[d/z] es idéntico a p salvo sobre z en donde vale d.
O
i
Hecho 1.3.11 Para términos cerrados P € CRec(L), el valor M[P], es indepe;n.diente
de p.
O

+

Por ello, en tales casos podemos prescindir de las asignaciones de variables, y escribir
simplemente M[P].

En particular tendremos una constante DIV € X de aridad cero que representa el
elemento minimo del dominio, es decir:

M[DIV] = Lp

El teorema de Knaster-Tarski, nos indica que €l minimo punto fijo de una funcién continua
viene dado por el limite de la cadena obtenida al aplicar reiteradamente la funcién al
elemento minimo del dominio. Aplicando esto a nuestro caso particular, tenemos que
para calcular la seméntica denotacional de un procesos recursivo RECx. P consideramos la

secuencia de procesos

Py =DIV, P\ = P[R/xz], P, = P[P /x],---

principito.
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de modo que la semantica del proceso vendra dada por el limite de la seméntica de los
procesos de la cadena. Siguiendo dicha idea definimos las aproximaciones sinticticas de

un proceso.

Definicién 1.3.12 Para cada término P € Rec(Z) definiremos las aproximaciones finitas,
sea k € IN:

DIV sik=0

T si P =z € Var
op(ap(Py,k),...,ap(Pn,k)) siP=op(P,...,Py) v k>0
ap(P1,k — 1)[ap(P, k)/z] siP=RECz.P y k>0

ap(P, k) =

O

Obviamente si P € CRec(X) entonces ap(P, k) € FCRec(X). Ademds tenemos que el
conjunto {M[ap(P,k)]| ¥ € IN} forma una cadena, por lo que podemos hablar de su

minima cota superior, verificindose
M[P] = lub{M[ap(P, k}]| k € IN}

Buenas introeducciones mas profunda a la teoria de dominios pueden encontrarse por ejem-
plo en [SG90] y [Win93].

A lo largo del trabajo utilizaremos un dominio D sobre el que sélo tenemos definido un
preorden <p (no tiene la propiedad antisimétrica). Sin embargo, todo lo dicho anterior-
mente es igualmente valido; linicamente hay que tener en cuenta gue la igualdad siempre

ha de entenderse mdédulo la relacidn de equivalencia inducida por <p dada por
r=EYy = r<py ANy<pz

La semdntica denotacional es mas manejable, desde un punto de vista matematico, que
la semdntica de pruebas. Es mas facil decir si dos procesos son equivalentes trabajando
con una semantica denotacional que con una semantica de pruebas. Sin embargo tiene el
inconveniente de que es menos intuitiva. Lo que haremos nosotros es definir primero una
semantica de pruebas, tras ello una semantica denotacional, comprobando que ambas son
equivalentes. Diremos que la semdntica denotacional es totalmente abstracta con respecto

a una relacién de orden < (o un preorden) sobre el dlgebra de procesos, si se cumple
P<@Q << M[P]<poM[(]

Entonces, demostrar que la semdantica de pruebas es equivalente con la seméntica denota-
cional, es equivalente a probar que esta ltima es totalmente abstracta con respecto a la

relacién inducida por la semintica de pruebas.
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1.3.4 Semantica Algebraica

Una vez introducidas los distintos tipos de semdnticas, observamos que convendria dispo-
ner de algiin mecanismo algebraico, esto es, que maneje exclusivamente términos $intdc-
ticos, que permita deducir igualdades (o desigualdades) entre procesos. Para ello se pre-
sentan una serie de axiomas y reglas que permitan deducir de una manera puramente
sintictica dichas relaciones entre los procesos. Un sistema de ecuaciones diremos que es
correcto con respecto a una semantica si toda relacién deducible por aplicacién del mismo
es cierta en la semdntica correspondiente. Diremos que el sistema es completo con respecto
a la misma relacion si toda relacién semdntica puede ser deducida mediante las ecuaciones.
Un buena referencia para todo lo que se refiere a dlgebras ecuacionales es [MG85].
Eventualmente podriamos cambiar el orden en el que desarrollamos el proceso, comen-
zando por dar los axiomas que nos parezcan que ha de cumplir la nocién de equivalencia,
(u orden) entre procesos. Es por ello que también denominamos semdntica algebraica a la

definicién axiomdtica de dicha equivalencia (u orden}).

-Buenos
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1.3. Semantica

Esta pagina estd intencionadamente en blanco.
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Capitulo 2

Preliminares '

En este capitulo introduciremos una serie de conceptos y notaciones que se utilizaran a lo
largo del trabajo. El primer aspecto que vamos a decidir es el dominio temporal en el que

0S8 vaInos a mover.

2.1 Dominio de Tiempo

Existen en la literatura dos tipos diferenciados de dominios temporales: continuos y dis-
cretos. A primera vista un dominio de tiempo continuo parece mads razonable que un
dominio de tiempo discreto. Sin embargo la introduccién de un dominio de tiempo con-
tinuo resulta en general complicada, y en concreto cuando nosotros lo hemos intentado
hacer en el presente trabajo han surgido una gran cantidad de inconvenientes, de hecho
en muchas partes del trabajo (especialmente en la parte de la seméntica denotacional},
veremos que para que las cosas sean ciertas es necesario suponer que estamos usando un
dominio de tiempo discreto. Por otro lado no parece claro que asumir un dominio de
tiempo continuo pueda aportar nada especialmente interesante: por muy veloces que sean
las computadoras (al menos aquellas de las que tenemos conocimiento), las operaciones
ni son instantaneas, ni su velocidad tiende a cero. Por otra parte todas las computadoras
(conocidas) estdn gobernadas por un reloj discreto, y la duracidn de las acciones es stempre
multiplo del correspondiente ciclo del reloj.

Por todo ello hemos decidido optar por un dominio de tiempo discreto, infinito y con
origen. Una de las ventajas que podria representar tener un dominio de tiempo continuo es
que se podrian escribir fracciones de la unidad. Para permitirlo, lo que haremos es suponer
una minima fraccién de tiempo o, que se puede ver como la duracién de un ciclo de reloj,

por lo que podemos suponer que cualquier medida temporal es un miltiplo entero de esta

dias
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cantidad. En particular, podremos suponer que la unidad es un cierto maltiplo de dicha
fraccion de tiempo. Asi tenemos que el dominio de tiempo es discreto, pero sin perder
por ello la impresidon de estar trabajando en un dominio de tiempo continuo, puesto que
la fraccidn de tiempo o podemos escogerla tan pequefia como precisemos. Al dominio de
tiempo lo denotaremos por 7, y pudiéndose asumir que incluye a los nimeros naturales,
es decir, N C 7.

2.2 Transiciones

La semdntica operacional de un proceso expresa lo que un proceso puede hacer mediante

transiciones. En las algebras sin tiempo las transiciones tienen la forma
P5Q

donde a es la accion que se ha ejecutado. A lo largo de este trabajo, al conjunto de
acciones que un procesc podra realizar lo llamaremos Act. Conforme avancemos, veremos
la necesidad de que el conjunto Act sea finito. Para poder representar el ocultamiento de
una accidén introduciremos lo que llamaremos la accién oculta 7 & Act, considerandose el
conjunto de eventos £ = Act U {r}.

Si estamos considerando un dlgebra de procesos temporizada tenemos que introducir
el tiempo de alguna forma. En este trabajo vamos a considerar que las acciones que se
ejecutan son instantineas, su ejecucién no consume tiempo; el tiempo indicara el instante
en el que se ejecutan las acciones. Tipicamente hay dos formas de introducir el tiempo en

la seméntica operacional:
e Tener dos tipos de transiciones: transiciones de acclones
P-=Q
indicando que el proceso P ha ejecutado instantineamente la accién a y se ha trans-
formado en el proceso P; y transiciones de tiempo
!
P e Q

cuyo significado es que el proceso P ha dejado pasar t unidades de tiempo trans-
formdndose en el proceso Q). Un ejemplo de este tipo de transiciones lo podemos

encontrar entre otros en [NS91, Yi9la].

s Tener un dnico tipo de transiciones
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cuyo significado seria que el proceso ha dejado pasar ¢ unidades de tiempo para
después gjecutar la accidén a transformandose en (; o de una manera mas compacta
P ejecuta la accidn a en el instante ¢ y se transforma en Q. Este tipo de transiciones
los podemos encontrar [Sch95, QMdL94]

La primera forma obliga a tener dos tipos de transiciones: una para acciones y otra para
tiempos. De la segunda sélo precisamos un tinico tipo de transiciones, si bien en ocasiones
(transiciones en interfeaving del operador paralelo) serd preciso indicar de alguna manera
el paso de tiempo sin que se haya ejecutado accién alguna. Las dos formas son , en cierto

modo, equivalentes, pues
o Sien el primer caso se necesitan transiciones de tiempo del tipo
¢
P ~As Q

en el segundo caso se hace necesario definir una funcién (o algin mecanismo parecido)

que indique el paso del tiempo:
Upd(P,t} = Q
Por otra parte, si en el primer caso se tiene una transicidn del tipo
P-%Q
en el segundo se tiene la transicién correspondiente

P a0 Q

¢ Reciprocamente, si en el segundo caso se tiene una transicidn
t
P25 Q
en el primer caso existird un proceso P’ tal que

PP 2

La diferencia entre las dos maneras de ver las transiciones se puede ver graficamente con el
proceso P = @[0..4] ; STOP, un proceso que puede realizar la accién a en cualquier instante

entre 0 y 4, como sigue:

-dijo



16 2.2. Transiciones

P
0 —g— STOP
P
1 +—5— STOP
a0 ad
2 —— STOP a1 a2 a3
3 +—5— STOP STOP STOP STOP STOP STOP

4 ™ STOP

STOP Transiciones con acciones
temporizadas

Transiciones con acciones

y transiciones temporiza-

das

Puesto que como queda vista, serfan basicamente equivalentes, en principio daria lo mismo
optar por una u otra. En este trabajo estamos interesados en dar una semantica basada
en estados*, por lo que parece mis comodo trabajar con el segundo tipo de transiciones,
pero los resultados habrian sido exactamente los mismos si hubiéramos escogido la pri-
mera opcién. En cualquiéra de las dos formas la ejecucién de las acciones es instantdnea,
el tiempo indica el instante en el que se ejecutan las acciones. Existe también la posi-
bilidad de introducir el tiempo en la duracién de las acciones, como se hace en [OM91],
la razon de no haber considerado las duraciones de las acciones es porque las dlgebras
de procesos que estamos interesados en estudiar, en concreto extensiones temporales de
LOTOS [LOT88, dFLL*95], no consideran esta opcién. De todas formas la duracién de
las transiciones podria ser simulada dividiendo la ejecucién de una accién en dos eventos:
el de inicializacién y el de finalizacidn, de manera analoga a como se hace en [Hen92].

En ocasiones, en las dlgebras de procesos, se uliliza también la accién oculta para
representar el no determinismo. Por ejemplo, el comportamiento de eleccién interna se

representa operacionalmente como
PN -5 Q, PNR--—>SP

También se utiliza dicha accién para representar el resultado de ocultar alguna accion

visible. En el presente trabajo la semantica pretendida de la accidén oculta T serd exclusi-

*Un estado contiene informacién acerca de las acciones que un proceso puede ejecutar, y el instante en

el que puede hacerlo.
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vamente esta segunda.

En relacién con este tema, si analizamos de dénde viene el no determinismo, cuando no
estd provocado por la ocultacién de alguna accidén visible, nos encontramos que el mismo
resultard de procesos del tipo

a;POa;Q

Para poder representar dichos procesos de una forma canédnica, introducimos el operador

de eleccidn interna M, con lo que el proceso anterior resulta ser equivalente al procéso
a; (PNQ)

Nos ha parecido conveniente ser capaces de distinguir entre este tipo de no determinismo,

del no determinismo proveniente de las acciones ocultas. La razon para ello es doble:

e Si tenemos en cuenta que estamos en un algebra de procesos con tiempo, entonces
cuando se oculta una accidn, ésta no se ve, pero sin embargo, se puede observar un

efecto de la ejecuci(;)n: vemos que ha pasado el tiempo.

* Si queremos modelar un operador de suma tipo CCS, como haremos en el capitulo 7,
las acciones ocultas resolverian la eleccidn, y esto esta en contra con la idea de que el
no determinismo interno se resuelve de forma auténoma, de manera que el proceso
(P Q) + R deberia evolucionar de manera no determinista hacia P 4+ R o hacia
Q + R.

Por todo ello creemos conveniente introducir un tercer tipo de transiciones, que represen-

tardn la resolucién del no determinismo:
P>—Q

expresando que el proceso P evoluciona de manera no determinista al proceso @Q, sin
consumir tiempo ni ejecutar accién alguna. !

Resumiendo todo lo anterior, en este trabajo tendremos tres tipos transiciones:

o P-*yQconacActyteT.
e P QconteT.

e P>— (.

Por comodidad serd conveniente usar la notacion de transiciones negadas, expresando que
ninguna del tipo correspondiente es posible:

P>f» & -3Q¢: P>—(Q

P2 = -3Q: P-HQ.

el
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2.3 Urgencia

En nuestro trabajo presentamos un algebra de procesos con urgencia. Esto significa que
ciertas acciones son ejecutadas en cuanto estan disponibles, por lo que los procesos no
pueden quedarse parados sin hacer nada, pero dejando pasar el tiempo, si no hay razones
poderosas para ello.

Ello es muy razonable para las acciones que un sistema puede ejecutar de una ma-
nera auténoma, pero en cuanto aparecen acciones que requieren la colaboracion de un
sistema externo (por ejemplo que requieren la participacién humana en un sistema semi-
automdtico) no parece exigible una respuesta inmediata del mismo.

Por ello la urgencia en este trabajo se referira exclusivamente a la ejecucion de transi-
ciones internas, tanto a las correspondientes a acciones ocultas, como a las de resolucion

del no determinismo. De modo que la urgencia queda expresada por la siguiente condicién

P30 = P>/ A w’ap—f‘%

2.4 Estados

En las secciones anteriores ya hemos introducido el conjunto de acciones Act, que ha de
ser finito. A partir de este conjunto y el dominio de tiempo, construimos el conjunto de
acciones temporizadas TAct que serin las acciones a las cuales se les anade una etiqueta
de tiempo. Formalmente tenemos que TAct = Act X T,ysie € T y t € T diremos que
at € TAct.

Por 1ltimo construimos los estados que son basicamente conjuntos de acciones tempo-
rizadas, a los que se les afiade cierta informacién de indefinicién (o divergencia). Un estado
representa una posibie configuracién de un proceso elegida de un modo no determinista.
En un estado se encuentra el conjunto de acciones que un proceso puede ejecutar v el
tiempo en el que las mismas pueden ser ejecutadas: la presencia de at en un estado A de
un proceso P indica que en ese estado P puede ejecutar la accidn e en el instante ¢.

Ademds hemos dicho que los estados tienen una informacién de indefinicién, para
introducir dicha informacién de indefinicién consideramos un elemento nuevo @ € Act
considerandose el conjunto Actn = Act U {§2}. Un estado serd ahora un cierto conjunto
A C Actq x T (no necesariamente finito). Si Qt estd en un estado A de P, diremos que
en ese estado el proceso estd indefinido a partir del instante ¢ (también podremos decir
que entra en divergencia), es decir, no podremos asegurar absolutamente nada acerca de

su comportamiento.
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Para fijar conceptos, aunque todavia no hayamos concretado la sintaxis ni la semantica

de los procesos, el siguiente ejemplo puede servir de ayuda:
Ejemplo 2.4.1 Consideremos el proceso
P = (al; STOP) N ((b2 ; STOP) O (3 ; DIV))
Este proceso puede elegir de una manera no determinista entre los procesos
al;STOP y (b2;STOP) O (r3;DIV)

Si elige el primer proceso, podra ejecutar la accidn a en tiempo 1; si elige el segundo, podrd
ejecutar la accién b en tiempo 2. Ademds, en el segundo caso, si el proceso no ejecuta
la accién b en tiempo 2, y espera 3 unidades de tiempo, entra en un estado indefinido
(divergencia). Por ello tendremos que (inicialmente) el proceso P tiene dos estados {al}

y {b2,03}.
]

No todo subconjunto de Actg x T serd un estado valido. Al respecto tenemos la siguiente

Definiciéon 2.4.2 Un estado A es un subconjunto de Actg x T que verifica las siguientes

propiedades:
¢ Existe como mucho un elemento {3 € A; esto es:
O, Qe d = t=+¢
e Si Qf € A, todas las acciones temporizadas de A corresponden a un instante menor
U, atl €A = t' <t

Denotaremos por ST el conjunto de estados.

A continuacién introducimos una serie de operaciones sobre estados:

Definicién 2.4.3 Siendo que A es un estado:

e Definimos el instante en el que el estado estd indefinido por medio de:

t 1Qite A
nd(A):{ 81 €

oo en otro caso

vendedor.
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Sit €.T definimos los desplozamientos en el tiempo del estado A como sigue:

fo(t —t)|at' € A, t' 2t} sind(A) >t

indefinido en otro caso

At+t={a(t+t)| at' € A}, A—t= {
Obsérvese que al no admitirse tiempos negativos, tenemos que en general no serd
cierta la igualdad (A —t) + ¢ = A. En cambio, si serd cierto que (4 +1) —t = A.

Definimos la restriccidn del estado A a las acciones antes de un determinado instante

estricto y no estricto:

Alt={et'|at' € A, ' < t}, Att={at'|at' € A, t' <t}

Si B C Act es un conjunto de acciones, definimos el conjunto de acciones tempori-

zadas de A que estan en B y las que no estdn en B, respectivamente como:

ANB={at|at€ A, a € B}, A\B={at|at€e A, a ¢ B}

Sia € Aet, diremos que ¢ € A si existe t € T tal que at € A.
Diremos que A <t (resp. A < t) si todo a't’ € A verifica t' < ¢ (resp. ¥’ < t).

Definiremos TAct(A) = A ] nd{A4), que nos da por tanto el conjunto de acciones
temporizadas de A, olvidando la informacidn sobre divergencia. Se podria definir de
manera equivalente TAct(A) = AN Act.

O

Puesto que los conjuntos de accicnes temporizadas son un caso particular de estados

(nd(A) = o0}, las definiciones anteriores las aplicaremos también a conjuntos de acciones

temporizadas.

A continuacion definimos una relacién de orden entre estados < que serd de utilidad

en el capitulo 3 a la hora de definir los estados de un proceso, y posteriormente en el

capitulo 4 para definir un orden parcial completo en el dominio seméantico:

Definicion 2.4.4 Sean A; y A dos estados, decimos que A; es menor que As, y lo

denotamos por 4; < Aj st y sélo si

nd(41) < nd(As) y  TAct(4;) = Az | nd(4;)
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El significado intuitivo del orden arriba definido es el siguiente: un estado A, est4 menos
definido que otro estado As si el instante en el que estd indefinido 4; es menor ique el
instante en el que esta indefinido Az, y las acciones de A; (hasta el instante de indeﬁpicién)

son las mismas que las de A;. En particular, si nd(A;) = oo tenemos
Ay <Ay & A=A,

i
Es facil comprobar que la relacién arriba definida es una relacién de orden entre estados. .

Definicién 2.4.5 Sea A = {A;|k € IN} una cadena no descendente |

Ay < Ag <+ Aj_g = Ap- -

definimos:

tub(A) = (D TAct(A,—)) U{ (0} 3L:VE>Ind(A) =t
i=1

7] en otro caso

]

Se puede comprobar ficilmente que lub(.A) es un estado y es la menor cota superior de
A con respecto al orden <. La razén por la que hemos introducido estas definiciones
se encuentra en la necesidad de poder definir los estados para procesos no finitos. Esta
definicién se hard mediante aproximaciones, de manera que si un estado A estd :en una

determinada aproximacién pueden ocurrir los siguientes hechos:

o El estado A estd definido en su totalidad; es decir, serd ya un estado definitivo del
proceso original.

. \
e El estado A no estd completamente definido. En este caso el estado A estard com-

pletamente definido hasta el instante de indefinicion. En sucesivas aproximaciones,
el estado A dara lugar a uno o varios estados, pero todos ellos completando lo que
A deja de definir, es decir, aumentado el instante de indefinicién e introduciendo

nuevas acciones a partir de ese instante. |
Para cerrar la cuestion damos la siguiente |

Definicién 2.4.6 Decimos que un conjunto de estados A es temporalmente compacto si

y s6lo si para todo estado A se verifica ‘

i

(Vte T34 € A: Alt=A11) = AcA

Era
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Si nos fijamos en la definicién anterior, nos daremos cuenta que si nd(A) < oo y se verifica
la. condicién de la definicién, entonces podemos tomar ' > nd(A} , por lo que, teniendo

en cuenta que A y Ay son estados, tenemos A = Ay. Por lo tanto se tiene la

Proposicién 2.4.7 Un conjunto de estados A es temporalmente compacto si y sélo si es

cierta la condicién de su definicién para estados A tales que nd(A4) = 0o, es decir,
VAEST(nd(A):oo AHET3AEA: Alt=A11) = AcA)

La idea que hay detras del concepto de un conjunto temporalmente compacto de estados,
es que los estados que estdn en él estdn totalmente determinados por sus aprozimaciones
temporales. Esta propiedad se puede ver como una cierta continuidad temporal: un con-
junto de estados A serd temporalmente compacto si se puede ver como el limite de sus

aproximaciones temporales:

A sind(A) <k

Ar ={Ax| A€ A} donde A {AMU{Qk} sind(4) > k

a={4

A continuacién demostramos una serie de resultados sobre dicha clase de estados que serdn

nd{A) <oco AVEEeINI>k: Ac A,
nd({A) =c0 AVteT A eN A, € 4;: A lt=A1¢

ttiles en capitulos sucesivos.

Proposicién 2.4.8 Supongamos que .4 es un conjunto de estados temporalmente com-
pacto, y A un estado tal que nd{A) = oo y para todo ¢t € T existe un estado A; € A de
manera que A1t C A; (resp. 4,17 C A). Entonces existe algiin estado A’ € A tal que
AC A (resp. A'C A). Ademas A’ lo podemos escoger de manera que:

VieT I >t: Aplt=A"1¢

Demostracion. Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de
tiempo discreto, para un cierto £ € 7 sélo puede haber un niimero finito de Ay € A con
t' > t tales que los conjuntos Ay 11 sean distintos.

Por lo tanto podemos encontrar una subsecuencia {4, {t € T} talque A1t C A, ¥

As, 11 = A, 1 £ para t' > t. Entonces podemos considerar el estado

A=) A1t
teT

de modo que para cada t € T tenemos que A’ 1t = Ay, 1¢, por lo cual tenemos:
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» Puesto que A es temporalmente compacto tenemos que A’ € A,
e Puesto que para cada t € 7 tenemos
A1t=A;,1tC Aresp. ACA,1t=A4A"11)
y concluimos que A’ C A (resp. A C A'). ‘
e Tomando t' = s; tenemos que A’ 1 = Ap. [
‘ 0

Proposicién 2.4.9 Si A, y A3 son conjuntos de estados temporalmente compactos en-
|

tonces A; U . A2 es un conjunto de estados temporalmente compacto.

Demostracidn. Para probarlo consideremos un estado A tal que nd(A4) = oo y suponga-
mos que para cada £ € T existe A; € A U Ag tal que A]t = A;]¢. Entonces tenemos
que un niumero nfinito de los A; estdn en .4; o bien un ndmero infinito estin en J42. En

consecuencia tenemos dos posibilidades:

e Para cadat € T existe s; > ¢ tal que A;, € A;. Entonces tenemos que A, jt = A1t,

y puesto que A; es temporalmente compacto, tendremos que A € A,

e Para cada t € 7 existe 5; > £ tal que A;, € A;. Entonces tenemos que A,, 11 = Aft,

y puesto que A es temporalmente compacto, tendremos que A € A \

2.5 Barbas y b-trazas

|
Nosotros hemos adaptado el concepto de barba introducido en [HR95], manteniendo su

significado intuitivo. Para explicar lo que es una barba conviene primero explicar' el con-
cepto de b-traza, que es una generalizacion del concepto de traza para lag dlgebras de
procesos tradicionales sin tiempo. Debido a la urgencia, en una b-fraza se ha de guardar
informacidén acerca de las acciones que han sido ofrecidas en cada instante anterior a la

!
ejecucién de una determinada accién. Una b-treza es una secuencia finita:

bs = Aja1t1Asastsy - - - Apants

donde n > 0, A; C TAct, ai; € TAct y A; < t;. Hemos dicho que n 2 0, por

lo tanto un caso particular corresponde a n = 0, en cuyo caso tenemos la b-traza vacia

un
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que denctaremos por e. Diremos que n es la longitud de la b-traza, lon{bs). M4s adelante
(capitulo 3) diremos cuando un proceso P puede ejecutar una b-traza y convertirse tras

ello en otro proceso P!, lo que indicaremos en forma:

bs

P= P

La idea que hay detras es que el proceso puede ejecutar las acciones g; en instante t;,
teniendo en cuenta que el instante siempre es relativo a la accién anterior; pero ademds, en
cada correspondiente instante de tiempo, se han ido ofreciendo las acciones temporizadas
que forman cada conjunto A;. Como hemos dicho anteriormente, la razén por la cual
tenemos esta informacién es la urgencia: si el proceso hubiera podido interactuar con el
entorno {con una prueba) mediante una accién temporizada af € A;, esta dltima se tendria
que haber ejecutado, haciendo imposible la ejecucién de la accién a; en el instante ¢;. Por
tanto si esa b-traza ha sido ejecutada, ello significa que el entorno no podia sincronizar en
las acciones temporizadas af € A;.

Por 1ltimo el concepto de barba es la generalizaciéon adecuada del concepto de acep-
tacién. Si bs = Ajait; - - - ApGnts es una b-traza y A un estado tenemos que una barba b

viene dada por la concatenacién de una b-traza y un estado:
b=1bs A= Aja1t1 -  Apantn 4

Diremos que b = bs - A es una barba de P si existe un proceso P’ tal que P % PyA

es un estado de P'. Formalmente tenemos:
Definicién 2.5.1
s Definimos el conjunto de b-frezas como el menor conjunto BS que satisface

- €€ BS.
~ Sibs € BS, at € TAet, A C TAct y A <t entonces Aat - bs € BS.

¢ Definimos el conjunto de barbas como B = {bs- A| bs € BS, A€ ST}
O

Como caso particular de la definicién anterior tenemos las barbas e- A, para simplificar esta,
notacién diremos que A es una barba (omitiendo la b-traza vacia), con lo que podemos
considerar los estados como casos particulares de barbas.

A continuacién daremos una serie de operaciones que utilizaremos tanto sobre b-trazas

sobre con barbas:
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Definicién 2.5.2 !

* Operaciones de concatenacién, denotadas por un punto (-}

|
t

— Si bs y bs' son b-trazas, bs - bs’ serd la b-traza concatenacién de las dos:

bs = Alﬂ,ltl v Anantn
bs — Alal " A’ a’ t’ i
bs - bs' = Ajait; - - - ApantnAjalt] --- AL et

— Si bs es una b-traza y b una barba, bs - b sera la barba concatenacién dé bs y b

bs = Ajaqty - - - Apanty,
b_ Alal A’ a. t’ A
bs - b= Ajaity - AnantnAjalt) - Aot A ‘

¢ Definimos los desplazamientos temporales de la siguiente manera, sit € T, bs" es una

b-traza y b es una barba entonces

€ sibs =€
bs+t =
(Ar +t)ar1(t1 + 1) -bs; sibs = Ajarty - bsy ;

A+t sib=A
b+t =
(bs+t)-A sib=0bs-A y bs#e

Si bs = Ajait; - bsy con £y > t definimos
bs —t = (A]_ ——t)al(tl -'-t) 'bS] i
y entonces para barbas

(bs—t)-A sib=bs A, bs=Aimi) -bsycont) >t
b—t=¢ A—-1t sib=Ay nd(A)>1t

indefinido  en otro caso
e Si AC TAct,t€ T, A<ty bs= At bs es una b-traza no vacia, definimos:

(A, ) Ubs = (AU (A +8)ai(tL +1) - bsy

e Sibes una barba y £ € T, definimos la restriccién temporal de b, b1 ¢ como sigue
|

At sib=A !
blt= Ararty - (L1 (E—t1)) sib=Ajarty -0y y 81 <t
A11t ‘ sib=Aia1t - y i1 >t

vendedor
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Si b es una barba definimos el instante de indefinicién de b, nd(b), por medio de la
siguiente

nd{A) sib=A
nd(b) =
t1 + nd(bl) sib= Ajait; - b

Si bs es una b-traza definimos la duracién de bs, t(bs) como sigue

0 sibs=¢
t(bs) =
t+t{hy) sibs= Aat-bs;

Site Ty AC TAct es tal que A < ¢, y b es una barba, definimos

AU(A' +1) sib=A

(A, t)Ub= .
((A,t)l_lbs)-A’ sib=bs A ybse

Por 1ltimo, si B es un conjunto de barbas definimos:
Btraz(B) = {bs| db: bs-bec B}, A(B)={AcS8T| A€ B}
Y para cada bs € Btraz{B), definimos

Barb{B,bs) = {b| bs-be B}, A(B,bs)={A€ ST |bs-Ac€ B}

O

Las barbas nos serviran para caracterizar la semdntica de pruebas de un proceso. Para
ello primero definiremos un preorden entre conjuntos de barbas. Esta relacién inducird
otro preorden entre los procesos que serd equivalente a la relacién inducida por la semdntica
de pruebas. Previamente introducimos sendas relaciones de orden entre b-trazas y entre

barbas:

Definicién 2.5.3 Definimos inductivamente [a relacion entre b-trazas < como sigue:
e
e Si AC A’ y bs < bs', entonces Aat - bs < A’at - bs'.

A partir de esta relacion la extendemos al conjunto de barbas considerando la menor

relacion < que satisface:

e Siendo A y A’ son conjuntos de estados tales que nd(A’) < nd(A), TAct(A') C A, y
bs y bs' son b-trazas tales que bs’ < bs, entonces  bs’' - A’ € bs- A.
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» Siendo A’ es un estado y Aat - b es un barba tales que nd{(A’) < ¢y TAct(4') C A,

y bs y bs' son b-trazas tales que bs’ <« bs, entonces bs' - A’ < bs - Aat - b.
i
0O

|
Demos una breve explicacién de la definicién anterior. En primer lugar, tenemos que una

b-traza bs' es peor respecto < que otra b-traza bs si las acciones ejecutadas por ambas
a;t; son las mismas, pero los conjuntos de acciones ofrecidos en la primera b-traza (A;)
4

son mds pequefios que los de las segunda (4;):

Aia.ltlA’ozath v A;antn < A1a1t1A2a2t2 e Anantn = A; - A,’ '

Lo mismo vale para las barbas, si bien en este caso hay que considerar una variante, pues
si un estado estd indefinido no nos importa lo que ocurre después; de ahi la segunda parte
de la definicion correspondiente a las barbas. Por otro lado observemos que la relacién <
también podemos suponerla definida entre estados, puesto que los estamos Considerando

casos particulares de barbas: |
A< A <+ TAct(A) T A A nd(A) < nd(A") ‘

Finalmente extendemos esta relacién a conjuntos de barbas como sigue:
Definicién 2.5.4 Siendo B y B’ conjuntos de barbas tendremos i

B« B <+« wWeB3IWbeB:bxbt

Esta tltima relacién serd la que nos servird para caracterizar la seméntica de pruéebas.

de
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2.5. Barbas y b-trazas

Esta pagina_estd intencionadamente en blanco.
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Capitulo 3
Lenguaje Basico ‘

En este capitulo introduciremos un algebra de procesos secuencial basica, pero suficiente-
mente expresiva, pues contiene los elementos basicos de cualquier 4lgebra de procesos. En

concreto tendremos los siguientes operadores:
¢ Operador de interbloqueo STOP, que representa un sisterna que no puede evolucionar.

e Operador de divergencia DIV, representa un sistema que estd totalmente fuera de

control.

e Operador de prefijo: sie € £* y t € T el proceso et ; P representa un proceso que
gjecuta el evento e en tiempo t y después se comporta como P. Por medio de este
operador introducimos el tiempo en el algebra, pues las acciones serdn gjecutadas en

el instante ¢ que se indica.

e Operador de eleccién externa (0). El proceso P O () representa una eleccidén para el
entorno; éste elegird implicitamente entre el proceso P y el proceso Q a través de la

primera accién a ejecutarse.

e Operador de eleccién interna (M). En este caso en el proceso PN @, es el propio

proceso quien elige libremente comportarse bien como P o como ).

3.1 Sintaxis

Como es usual en las dlgebras de procesos, el conjunto de procesos sintacticos serd el con-
junto de términos sobre una determinada signatura. En este caso se trata de la signatura
Yseq dada por:

*Recordemos que £ = Act U {r}.

pildoras
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Definicién 3.1.1 Consideramos el conjunto de operadores
Tseq = {STOP,DIV,0,M} U {et; e €&, t€ T}
donde

e STOP y DIV son operadores de aridad cero.

e Siec & yte T el operador et; tiene aridad uno. Este operador lo presentaremos

en forma prefija.
e 0] v I son operadores binarios, que representaremos en forma infija.

El conjunto de procesos serd el conjunto de términos cerrados considerando la signatu-

ra Tgeq: CRec(Zeeq).
]

3.2 Semantica Operacional

Una vez definida la sintaxis de los procesos procedemos a dotarles de una semdntica

operaciogal. La semdntica operacional de un proceso P vendra dada por la tupla
(CRec(Zgeq), Py ——, >—)
donde las transiciones
o ——C CRec(Egeq) X (€ x T) x CRec(Zseq)s
o >—C CRet(Xgeq) X CRec(Lgeq),

vendran definidas por las reglas y axiomas que presentaremos mds adelante. Para simpli-

ficar la notacién tendremos:
e Si (P,et, Q) €E— escribiremos P -4 Q.
- ® Si {P, Q) €>— escribiremos P >— Q.
Para poder definir estas transiciones necesitamos las siguientes funciones auxiliares:

¢ Fl predicado estabilidad stb(-) : CRec(Xseq) +— BOOL. Intuitivamente un proceso

serd estable cuando no pueda hacer transiciones del tipo >—. La definicién directa
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es la siguiente:

[ false si P = DIV
true si P = STOP
stb(P) = ¢ true siP=et;PLconecé
stb(Pi) Astb(P2) siP=P 0P,
| false siP=PNFP 6P =RECz.P

e Necesitaremos también la funcién
Tiem(-, ) : CRec(Sgeq) X Act = Pin(T),

Si P € CRec(Zgeq) ¥ @ € Act nos indica los instantes de tiempo en el que el proceso P

puede ejecutar la accidn a. En concreto

{

1%} i P=S8TOP 6 P =DIV
1%} siP=PNP4PFP=RECz.F
Tiem(P,a) = ¢ {t} siP=at; P ‘
7] siP=e¢et; Pl,ecf y a #a
| Tiem{Py,a) U Tiem(Ps,a) si P=P 0P

s El tiempo que un proceso puede permanecer inactivo
idle(-, -} : Rec(Zgeq) X Prin(Act) = T U {o0}

La funcién idle{P, A) indica el instante en el que el proceso P ejecuta la primera

accion oculta o bien perteneciente al conjunto A. En concreto tenemos

(0 siP=DIV6 P =z
() siP=8STOP6 P=at; P cona€ Act\ A
idle(P,A) = ¢ t siP=et;P coneec AU {7} |
min(idle(P,),idle(P;)) si P = P, 0P,
L0 siP=P NP 6P =RECs.P

Cuando A = & escribiremos simplemente idle(P) que indicard el tiempo en el que se
ejecuta la primera accién oculta. La razdn por la que se ha introducido el conjunto
A en la definicién es para poder definir mas adelante en el capitulo 6 la funcién para

el caso de ocultamiento.

o La funcién de actualizacién temporal Upd(-,-) : Proc(X) x T +— Proc(X). Intui-

tivamente Upd(P,t) es el resultado del paso (sin ejecucién de accién alguna) de ¢

perfeccionadas,
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unidades de tiempo sobre el proceso P. En concreto tenemos la siguiente definicién

recursiva:
[ sTOP si P = STOP
DIV si P =DIV
e(t —t); P siecé, P=et'; P y t' >t
STOP siec&, P=et'; P y t' <t
Upd(P,1) = ¢ Y
DIV siP=z

Upd(Py,t) OUpd{P,t) si P=P 0P
Upd(Py,t) MUpd(Py,t) si P=P NP
Upd(P’,¢)[RECx.P'/z] si P =RECz.P’

\

Esta funcién se precisard para definir la semantica del operador binario de eleccidn
externa, y mas adelante para el paralelo, cuando un proceso ejecuta una accién y es
necesario indicar sobre su companerc que el tiempo ha pasado. Debido a las carac-
teristicas de la semintica operacional que veremos, esta funcidn nunca se aplicara
en los casos en los que un proceso pueda hacer una transicion del tipo >—, por lo
que la definicién de Upd(# 1M @, 1) y de Upd(RECz.P,t) son arbitrarias, puesto que
en ninguno de estos casos se aplicard nunca dicha funcién. Igualmente, debido a
las propiedades de la semdantica operacional, tendremos que si un proceso P puede
realizar una transicién del tipo ——, nunca intentaremos calcular Upd(P,t') para
t' > t, por lo que la definicién de Upd{7#; P,t') cuando ¢' > ¢ también de algiin modo
es arbitraria. En cualquier caso la definicién en todos estos casos la hemos hecho de

forma que se respete la idea intuitiva de actualizacién.

Pasemos a continuacién, siguiendo las ideas en [Plo81], a dar las reglas y axiomas que

permiten deducir las transiciones semanticas, para ello iremos analizando cada uno de los

operadores. El cuadro esquemdtico con las reglas y axiomas que definen las transiciones

lo podemos encontrar en la tabla 3.1.

Interbloqueo y divergencia

El interbloqueo STOP y la divergencia DIV son procesos en principio muy similares, puesto

que ninguno de los dos puede ejecutar ningin tipo de acciones visibles. La gran diferencia

reside en que el interbloqueo se comporta bien en compania de otros procesos mientras

que la divergencia no lo hace. Ello se traduce en la semantica operacional: el interbloqueo

no realiza ninguin tipo de transiciones, y la divergencia realiza transiciones del tipo >—;

en consecuencia, y puesto que las transiciones >— tienen el maximo nivel de urgencia,
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[DIV] DIV >— DIV [PRE] et; P-4 P
at ’ - at ' .

(EXT1] P2 P, ndle(Qt) >t sth{Q) (EXT2] Q25 Q) :dle(Pt) >¢, stb(P)

roQ-=p POQ 5@

Tt Y] . Tt ; .

[EXTS3] P P, it|dIe(Q) >t, stb(Q) [EXT4] Q— Q, l:dle(P) >1t, stb(P)
POQ "= P'OUpd(Q,?) POQ - UpdlPt)OQ
P> P Q>—Q

[EXT5] POQ>— P 0OQ [EX'T6] POQ>— POQ

[INT1] PNQ>— P [INT2] PNQ>—Q

[REC] RECz.P > PRECz.P/z]

Tabla 3.1: Semadntica operacional de los operadores bésicos.

ello dejar4 progresar al resto de los procesos. Queda en consecuencia justificada la regla

[DIV] DIV>— DIV

Prefijo

La semdantica operacional del prefijo, tanto para acciones visibles, como para acciones

ocultas, viene dada por la siguiente regla:
[PRE] et; P P

dondeeceEyteT.

Eleccion Externa

La eleccién externa sélo se realize mediante la ejecucidon de una accidn visible. Puesto que
las acciones visibles no son urgentes, solo se podran realizar si no hay acciones con una

mayor urgencia. Por lo tanto tenemos las siguientes reglas:

P2 P idle(Q) >, stb(Q)

[EXT1] 2
POQ— P
[EXT2] Q=5 @, idle(P)>t, stb(P)

POQ -4 ¢

de
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dondeag € ActyteT.
Las acciones pueden ser ejecutadas por cualquier argumento, en la medida que las
normas de la urgencia lo permiten. Sin embargo no visibles no deshacen la eleccion externa,

por todo lo cual tenemos las siguientes reglas:

P25 P, idle(Q) >t, stb(Q)

[EXT3] "
PO@ — P OUpd(Q, 1)
(EXT4] Q=% @, idle(P)>t, stb(P)
POQ =5 Upd(P,t) O
P>— P Q>— Q'
[EXTS5] [EXT6] PO P00
dondet € T.

Eleccion Interna

La eleccién interna representa la combinacién no determinista de dos procesos. La resolu-
cién de este no determinismo se hace con absoluta urgencia, a través de transiciones >—

gobernadas por la siguiente regla:

[INT1] PrQ>—P [INT2] PNQ>—Q

Recursién

El comportamiento del proceso REC z. P es exactamente el mismo que el del proceso PP en
el cual la variable z ha sido sustituida por el proceso REC z.F. Esto se puede traducir en

la semdntica operacional por medio de la siguiente regla
[REC] RECz.P >— P[RECz.P/x]
Para concluir esta seccién introducimos una tiltima

Definicién 3.2.1 Siendo P € CRec(Zgy), definimos el conjunto de acciones iniciales de

P como el conjunto de acciones temporizadas

TA(P) = {at| 3P' : P -%5 P' Aa € Act}
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3.2.1 Propiedades de la Semantica Operacional

En primer lugar demostraremos que las funciones auxiliares definidas: idle(P, A4), stb(P)
y Upd(P, 1) se comportan como se espera de su definicién intuitiva. Ello queda plasmado

en la siguiente
Proposicién 3.2.2 Siendo P € CRec(Zse,) tenemos
o stb(P) =true <+ P>/

e Tiem(P,a) ={t| 3P . P %5 P}

» Suponiendo stb(F) se tiene

idle(P, A) = min{t‘ 3PP P Aec AU {'r}}

e Siendo t',t € T, t' > t, e € £, stb(P) e idle(P) > t tenemos

P P = Upd(P,t) =Y,

Pl
Ademsds si P es estable Upd(P, ) también lo es.

Demostracidn. La demostracidn es inmediata por induccidn estructural.

Como consecuencia de la proposicién anterior podemos dar el siguiente

Corolario 3.2.3 Sea P € CRec(Zgq) tal que stb(P) e idle(P) > t entonces

TA(P) = (TA(P) 1) U (TA(Upd(P, 1)) + t) = TA(P) } t U (TA(Upd(P, £)) + ¢)

También como corolario tenemos que la semantica operacional goza de la propiedad de la

urgencia, formalizada en la

Proposicién 3.2.4 Para cada P € CRec(Zg) se tiene
PP = Px>is AP Tt <t

Demostracion. La demostracion resulta trivial por induccién estructural, teniendo en

cuenta la proposicién 3.2.2.
O

La siguiente propiedad, que podriamos denominar de no determinismo acotado o ramifi-

" cacion finita, jugard un importante papel a lo largo del trabajo.

las
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Proposicién 3.2.5 Tomemos P € CRec(Tgeq) entonces
» Existe un niimero finito de procesos P’ tal que P >— P,

e Dados un evento ¢ € £ y un tiempo ¢ € T, existe a lo sumo un ntmero finito de

procesos ' tal que P -5 P/,

Demostracién. La demostracion es inmediata por induccidén estructural.

3.3 Semantica de Pruebas

Como elemento auxiliar previo para poder definir la seméntica de pruebas, necesitamos la
nocion de divergencia. Intuitivamente, diremos que un proceso diverge si puede realizar
consecutivamente un ndmero ilimitado de acciones internas, todas ellas en tiempo cero.
Para definir con mayor precision la nocién de divergencia, necesitamos en primer lugar la

siguiente

Definicién 3.8.1 Definimos el predicado de convergencia débil, P |, como el menor

predicado que satisface:
e STOP |, at; P l,yrt; Pl.
e siP|lyQ) entonces ANA]lyPOP].
e 5i P | entonces RECz.FP |.

Diremos que P 1 si P | es falso.
O

El concepto anteriormente definido es puramente auxiliar, pues por ejemplo tenemos DIV 1,
pero sin embargo 70 ; DIV |. En dicha definicién se contemplan dos tipos de procesos
divergentes (a parte de los construidos a partir de ellos): la recursién no guardada, y el

proceso DIV. Tras ella podemos completar la definicién formal de convergencia:

Definicién 3.3.2 Diremos que un proceso converge (0 converge fuertemente), lo que re-

presentaremos por P |, si y s6lo si se tiene
Pl A VP (PP VP> P) = P

Diremos que un procese P diverge, y lo escribiremos P 1, si P | es falso.
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Segiin la definicién anterior un proceso P es divergente, si cumple una de las condiciones

siguientes:

e Tras ejecutar un ndimero finito {eventualmente ninguna) de transiciones internas

>— 6 —%5  se alcanza un proceso P’ tal que P' 1.

s Si puede ejecutar consecutivamente una cantidad infinita de transiciones del tipo

7 T

> 0 —.

A continuacién hemos de introducir el concepto de prueba o test. Esencialmente
una prueba serd un proceso normal, pero en cuya definicién se ha introducido un nuevo
proceso basico, OK, que sirve para indicar cuando un proceso pasa con éxito una prueba.

Mas formalmente tenemos la ;
Definicién 3.3.3 Consideramos la signatura 3ies, = Yigeq U {UK})', donde OK es unlopera—
dor de aridad cero. El conjunto de pruebas sera entonces el conjunto de términos recursivos

cerrados CRec(Zieqt) sobre dicha signatura. .
| g
En la préictica resultaria absurdo considerar una prueba divergente, de la forma DIV 6
RECz.70 ; z, pues en tales casos se estd probando con una prueba defeciuosa que' nunca
podré dar resultados positivos. M4s adelante veremos también que es suficiente considerar

pruebas finitas, es decir, aquellas que no contengan el operador de recursién.
Es necesario ampliar la seméntica operacional de los procesos para extenderla a las
pruebas. Al efecto introducimos una accién 0K € £ y extendemos las relaciones de transi-

cién
o >—C CRec(Ziest) % CRec(Ltest)
o — C CRec(Zyest) x ((€ x T) U {0K}) x CRec(Ziest) ;

para ello hemos de ampliar la definicién de las funciones auxiliares en la siguiente ;forma:

Upd(0K,f) = OK i
Tiem(0K,a) = @}

idle(0K, 4) = o '

stb(0K) = trie ‘

TSegﬁn se vayan introduciendo nuevos operadores en la signatura, podriamos ir considerando'a la vez
1
pruebas con un mayor nimerc de operadores. Esto no es necesaric debide a que las pruebas con estos

operadores tienen ya la suficiente potencia.
*Puesto que UK € £ tenemos 0K # a.

| que
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Y anadimos las siguientes reglas que definen la semantica operacional de la prueba OK:

[0K1] ————
0K — STOP
44 7 DK y)
okz TP ok PP
POQ— P QuP — P

El siguiente paso consiste en definir la composicién de un proceso y una prueba P | T.

P P T>—1T"

T 575 P7T T2l P s PT

rg P2 P sth(D), idie(T) >t (TA(P)18) N (TA(T) 1) =&
[T3] P|T ~ P'|Upd(T,t)

rg LoD T, sth(P), idle(P)>t, (TAP)1)N(TAMT) ) =2
[T4] P| T+ Upd(P,t) | T

Ts1 L P T AT (TAP) 1) N (TAT) 1) = @

[T5] P|Tw P T

Tabla 3.2: Reglas de la semantica operacional de P | T.

Esta composicién se podria definir en funcién del operador paralelo y del ocultamiento

que veremos en el capitule 6 de la siguiente manera:
P|T = (P|lac Q) \ Act

donde ||¢; seria el operador de paralelo, y \@ seria el de ocultamiento. Como quiera que de
momento no disponemos de dichos operadores definidos, tenemos que definir directamente
la semantica operacional de dichas composiciones. Para ello introducimos las transiciones

de computo de una prueba y un proceso
—~C (CRec(Eseq) X CRec(EteSt)) X (CRec(ESEq) X CRec(Etest))

definidas por las reglas que estdn en la tabla 3.2.

La idea que hay detras de esta definicidn es que se ponen el proceso y la prueba a
funcionar conjuntamente, se les deja funcionar de manera auténoma, y eventualmente
vemos que la prueba da el visto bueno al proceso ejecutando la accién OK. Las condiciones

laterales en todas las reglas sirven para garantizar la urgencia. En particular la condicién

(TA(P)1)N(TATY 1) =@
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nos garantiza que el proceso y la prueba no pueden sincronizar en una accién en un
instante anterior a t, es decir, estamos exigiendo la urgencia para todas las acciones. Esto
viene justificado puesto que dejamos al proceso y a la prueba funcionando como si fueran
un sistema independiente, por tanto se justifica el hecho de que todas las acciones sean

urgentes.

Definicién 3.3.4 Una computacion de un proceso P y una prueba T es una secuencia

(posiblemente infinita):

PIT=PFR|To P |Th Py |Tm1 - P | Ti-

Definicién 3.3.5 Sea P un proceso y T una prueba. Una computacion de Py T
P|T2P0|T0|—)P1|T1---Pk_1|Tk_1I—)Pk|Tk---
decimos que es:

s Completa cuando o bien es finita y esta bloqueada, es decir, no puede progresar mas,

o bien es infinita.

o Tiene éxito si existe k € IN tal que T% LN y para cada 0 < i < k se tiene F; .

a

A continuacién definimos el concepto de paso de una prueba:
Definicién 3.3.6

e Decimos que un proceso P pasa una prueba T (P must T') si cualquier computacién

completa de P | T tiene éxito.

e Decimos que P es peor que () respecto a la seméntica de pruebas, y escribimos
P L@ sii
VT (PmustT = Q mustT)

e Decimos que dos procesos P y @ son equivalentes bajo semantica de pruebas, y

escribimos P = (2, sii

a

Como comentario final en esta seccién observemos que, por definicién, todo proceso pasa la

prueba T tal que T L, por esta razdn a estas pruebas las llamaremos pruebas triviales.

apagan
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3.4 Caracterizacién Operacional

La semdintica de pruebas introducida en la seccidén anterior resulta bastante inmtuitiva:
dos procesos son iguales si se comportan igual bajo cada entorno (las pruebas). Sin
embargo resulta poco manejable, para ver que dos procesos son equivalentes ha,y que ver
que se comportan igual bajo todas las pruebas posibles. Por tanto es conveniente buscar
una caracterizacién mds simple. En concreto tenemos una caracterizacion que depende

dnicamente de la semantica operacional de cada proceso.

3.4.1 Estados de un Proceso

Como introdujimos en el capitulo 2 cada estado A de un proceso representa una de las
posibles configuraciones en las que el mismo puede encontrarse inicialmente, conteniendo
la informacién de cudles son las acciones que puede realizar y el tiempo en las que son
realizadas. Asi at € A implica que el procesc puede ejecutar la accidn @ en tiempo f.
También contiene informacién sobre el instante en el que el proceso estd indefinido o
diverge. Sit = nd(A) < co el proceso diverge en el instante ¢, por lo que a partir de ese
instante no pasaria ninguna prueba, salvo las triviales. Para calcular los estados de un

proceso veamos el siguiente

Ejemplo 3.4.1 Consideremos un proceso P cuyo arbol de transiciones sea el siguiente

P
0
al y
STOP M i
VA
STOP O P
c @ !
STOP DIV

Debido a las condiciones de urgencia, si a dicho proceso le proponemos una prueba que
ofrece la accién e en el instante 1, la prueba y el proceso deberdn sincronizar obligatoria-
mente. Si no es asi y la prueba permite dejar pasar dos instantes de tiempo, el proceso
ejecuta la accién oculta 7 en el instante 2 para transformarse en P,.

El proceso P tiene la posibilidad de ejecutar la accidn b en el instante 1 (instante 3
global), pero no la obligacidn; es decir, si una prueba le propone ejecutar la accién b en

dicho instante, F; la ejecutara o no de una manera no determinista ya que es el propio
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proceso quien elige libremente comportarse bien como b1 ; STOP o bien como 71; P. Si
elige comportarse como esta segunda opcién y la prueba permite al proceso que pasen dos
unidades de tiempo, se ejecutard la accién interna 7 en el instante 1 (instante 3 contado
globalmente) y se comportard como el proceso Ps.

Este dltimo proceso, por la misma razon que el proceso original, no puede negarse a
realizar la accién c en el instante 0 (instante 3 global), pero si se le deja que pase una
unidad de tiempo mds, se ejecutard la accin interna 7 en el instante 1 (instante 4 contado
globalmente) y se transformard en el proceso indefinido DIV.

Todo ello se refleja en los estados de los procesos dados, en primer lugar

A(Py) = {{e0, 01}}

A continuacion los estados de P} son, por un lado {b;}, y por otro los de P, incrementados

en una unidad de tiempo:
A(Py) = {0}, {c1,02}}

Por ltimo los estados de P son los estados de P; incrementados en dos unidades de tiempo

a los que se les afiade la accién temporizada {al}:

A(P) = {{al, b3}, {al,c3, 94}}

a

Puesto que los procesos que contienen en su interior definiciones recursivas podrian hacer
un namero infinito de acciones internas sin por ello tener que ser divergentes, hemos de
definir el conjunto de estados de un proceso por etapas. En primer lugar damos la siguiente

definicién auxiliar:

Definicién 3.4.2 Definimos el conjunto de estados iniciales de un proceso P, usando k

transiciones, Ag(P) como el menor conjunto que cumple:
o 5i Pt 6 k=0 entonces Ax(P) = {{QO}}
¢ Si Pl yk>0 entonces

- SiP>— P'y A€ Ag_1(P'), entonces A € Ax(P).
—SiP - P'y A€ Ap_1(P), entonces TA(P) 1t U (A +1t) € Ax(P).
—-SiP>f>y P —T% entonces Ar(P) = {TA(P)}.

la
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Podemos comprobar ficilmente, por induccidn sobre k, que los conjuntos Ag(P) son efecti-
vamente conjuntos de estados. Finalmente, v utilizando la relacion de orden entre estados

introducida en la definicién 2.4.4, tenemos la

Definicién 3.4.3 Decimos que A es un estado de P, A € A(P), si y s6lo si existe una
secuencia de estados

Ay < Ag - Ap < Agyr---
con A; € A;(P)y A=Iub{A; | i€ IN}.

) ]

Puesto que la definicién anterior resulta poco manejable, es conveniente buscar alguna
caracterizacién equivalente. Para ello comenzamos dando la siguiente
Definicién 3.4.4 Una computacion de P

T

i t Tt
s Py>—t P2 P> Pl 5 Py > -

P=PR > P{
diremos que es 7-mazimal sii verifica una de las signientes condiciones:
e ¢s infinitay F; | parat € N, o

e es finita (denotando por P) el dltimo proceso) P; |} para ¢ < n y, bien stb(P)) y
idle(P!) == 0o, o bien P, .8

O

Proposicién 3.4.5 Siendo P € CRec(Xq}, su conjunto de estados A(P) estara formado
por los estados A € §T que se pueden generar, como se describe mds abajo, a partir de

cada una computacién 7-maximal

t 12
P=P>*P T P >—* o P> Pl Py >

donde tomamos # = Y :_! ¢t v denotamos por P! el tltimo proceso si la computacién es
F=1%2 Y P n P

finita.

» En el caso que la computacion sea infinita consideramos cada

A= [JUTAE) 1 1) + 1)

i€EIN

§Observemos que si F; |} entonces P |}, y por tanto en el caso cuando P, {f tenemos necesariamente
que P, = P,
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e En el caso que la computacidn sea finita, consideramos cada

A= (An+ta) U |JUTAP) 1 1) + &)

<n

donde A, = TA(P,) si P, | mientras que en caso contrario tenemos que A, = {Q20}.

Dermnostracidon. Tomemos en primer lugar A € A(P), por la definicién existe una sucesién
de estados
Al <Ay < A <A <

tal que A = lub{4;| i € IN}. Si existe Ax tal que nd(Ax) = oo entonces, por la definicién
de la relacidn < tenemos que Ay = Ag para &' > &, por tanto tenemos que A .= A;.
Puesto que Ay € Ax(P) podemos encontrar facilmente la computacion requerida.

Supongamos entonces que nd(A4;) < oo para i € IN. Por un lado tenemos que
nd(A1) < nd(Ay) < nd(Az)---

Esa sucesién puede estar acotada o no. 5i estd acotada existe & € IN tal que para todo

! > k se verifica que nd(A4) = nd(A;). Por tanto, por la definicién de la relacién < tenemos

que A = Ag, e igual que antes, podemos encontrar facilmente la computacién requerida.
Supongamos entonces que cada instante nd(Ag) es finito, pero no existe ninguna cota

superior, en este caso tenemos
A= | TAct(4))
icN
Para cada &k € IN existe un proceso Fy tal que

o " Ty & . " ' Ttlk i
P=P A y Py P >—"F —— P

de manera que

TAct(Ay) = |J (TA(P) 1tig) +¢F  donde % =3¢,

IS‘LS!;:

Puesto que la seméntica operacional es finitamente ramificada (propiedad 3.2.5), existe

una computacion infinita

t t ¢
P=P > P P> P -2 P>t Pl P >t

tal que para cada k € IN existe { > k tal que

TAct(A;} = U (TA(P))1t;)+# - donde t = itj

1<i<!

sed.
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Por tanto tendremos que A = U (TA(P) 1t;) + ¢
i€N
Supongamos ahora que el estado A estd generado por una computacién T-maximal

como la que se indica en el enunciado:

i t
P=P > P 5 P> B> Pl Py >—* -
Entonces para cada k € IN (tomando & < n en el caso que la computacion sea finita)
tomamos el estado

Ap = {2} 0 | JUTAEP) 18:) + 1)

i<k
Existird entonces I > & tal que Ay € A;(P), para [y < i < l;1. Podemos construir la
sucesion de estados

Al <Ay <A < Af <

de manera que

A il <i<l
, { & Slig St <igy AL A(P)

P {00y sii<y

Si la computacion es infinita podemos tomar el estado

A= Tact(Ax) = | TAct(A})
€N t€IN

y puesto que la sucesién de instantes {t* | £ € IN} no est4 acotada tenemos que
A =Ilub{A| ke N}

y por tanto A € A(P).

Si la computacién es finita (P}, es el dltimo proceso) tomamos el estado

TA(P)) siP. |

An = U(TA(Pz)1 ti) +t | U { {Qtn} si P'r’: Y

i<n

Existe entonces {, € IN de manera que A, € A;(P) para l, < i, entonces tomamos para

In <1 el estado A = A,,. Tenemos entonces que
A =1lub{4]|ie N}

por lo que A € A(P).

Como consecuencia de esta proposicién tenemos el
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Corolario 3.4.6 Sea P tal que P |}, entonces
e SiP|, P> P yAc A(P') entonces A € A(P).
e SiPy, P Py Ac A(P'), entonces TA(P) 1 tU {4 +t) € A(P).

La siguiente proposicién nos relaciona el conjunto de estados de un cierto proceso P con
los de su actualizacién temporal Upd(P,t}). Debido a la manera en la que estd definida
la semdntica operacional, sélo nos interesa en realidad el caso en el que el proceso P sea
estable, y no pueda hacer ninguna accién interna en un instante menor que ¢. Por otro
lado no tiene sentido que intentemos actualizar un proceso que sea divergente. Todo ello

queda reflejado en la

Proposicién 3.4.7 Sea P un proceso estable verificando P ||, y £ € T con idle(P) > ¢,

se tiene entonces
Ae A(Upd(P,t)) <<= (TA(P)1t)U(A+1t) € A(P)
Demostracion. Por el corolario 3.2.3 se tiene
TA(P) = (TA(Upd(P, £) + t) U (TA(P)1¢)

Ademds por la propiedad 3.2.2 tenemos stb(Upd(P,t)) vy
PP = UpdPt) L= P ¢ >t
A partir de lo cual basta tener en cuenta la proposicién 3.4.5.

t]

Finalmente y recordando la definicién 2.4.6, tenemos que el conjunto de estados de un

proceso verifica la

Proposicién 3.4.8 Para cada proceso P, su conjunto de estados A(P) es temporalmente

compacto.

Demostracién. Tomemos A = A(P) y supongamos que existe A con nd(A) = oo tal que
para todo t € T existe A, € Atal que Ay 1t=A1¢t
Si el conjunto {A;| t € T} es finito existe A’ € A tal que A'1¢ = At paratodot € T,
y por tanto tendremos que A’ = A. |
Supongamos entonces que el conjunto {A; | t € 7'} es infinito. Tenemos que nd(A;) > ¢,
pero sin pérdida de generalidad podemos suponer que nd(A;) > t. Entonces, considerando
la computacién que genera el estado A,

Tig-1

P=P > P -2y p>p TP L P>

Tomando
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y tomando # = E;_:ll t;, tenemos que puesto que nd(A;) > £ existe k tal que t* < ¢, y si

Tt :
P T’“) entonces t#1 > ¢t. Llamemos P, al proceso P/ correspondiente y tenemos

k—1
A1t = ((TAR) + ) 1)U [ J(TA(P) + 1)
i=1
El conjunto {F; | t € T} es infinito, por lo que aplicando la proposicién 3.2.5 y el lema de

Konig, concluimos que existe una computacién

£ Tt T Tt
P=D >—>*P1L)P2>—-—)*P2’—-2—>--- ]2__1—--1—)Pk>——}*Péu—k—->---

en la que aparecen un nfimero infinito de los £, por lo cual obtenemos

A=JAi+t y AcAP)
icIN

A la vista de esta propiedad tenemos que se verificard el siguiente

Corolario 3.4.9 Para cada P € CRec(Xse), se tiene A € A(P) sii se verifica alguna de

las condiciones siguientes:

e nd(A)<oco y VEEeIN3I > k: Ac A(P).

e nd(A)=co0 yVteT I €N, A, € A(P): Alt=A 1t
Demostracion.
= Es obvio por la definicién de A(P).

<= Sededuce de la ramificacién finita de la seméntica operacional de P y de la proposicién

anterior.

3.5 Barbas de un Proceso

En €l capitulo 2 dijimos que una barba era una generalizacion adecuada de la nocidn de
aceptacién. En el caso no temporizado decimos que s - A es una aceptacién de P si existe
un proceso P’ tal que P -2 P’ y A es un estado de P'. En nuestro modelo temporizado

procedemos de la manera aniloga, pero en este caso con b-trazas.
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Definicién 3.5.1 Definimos la relacién =-C CRec(Xseq) X BS X CRec(Xsgeq) como la menor

relacidon que verifica:
s P=>P. '
® SiP>— P % P, entonces P LN Py
o SiP- = pr b, p y bs # €, entonces

P2 P donde bs' = (TA(P)1t,8) Ui (bs +1)

e Si P -2 P' =25 P, entonces

P25 P donde bs'=(TA(P)]t)at- bs

O

Claramente las b-trazas y los estados estdn fuertemente relacionados entre si. En concreto

se cumple el siguiente
Lema 3.5.2 Siendo P un proceso se verifica:

e Si A€ A(P) y at € A entonces existe un proceso P’ tal que

(A1t)at
_

P P

o Si P =22, P’ entonces existe un estado A’ € A(P) tal que TAct(A'} 1t C A.

Demostracidn. Para demostrar el primer punto tomemos A € A(P) y at € A. Conside-
remos entonces la computacién que genera el estado A

t i
P=P>P P> P2

Tomando £ = Z;_:ll tj, existe entonces k € IN tal que a(t — t*) € TA{P[} 1 tx, de modo

que existird P’ tal que

Pxi a(t—t*) P',

A
con lo que tenemos P =% P,

Aat e e s »
Supongamos ahora que P === P’. En tal caso existird una computacién

i t t
P=P > P P> P} ... P, >—" P -2 P

tomemos ¢! = Z;;ll t; . Si P; || para todo i < k entonces tomando cualquier A, € A(F}) se
tiene inmediatamente que el estado A’ = (A +t*)UA verifica las propiedades requeridas. Si
existe i < k tal que P; f} (tomando el menor que lo verifique) se tiene que A’ = {Q#*}UAT#
es el estado buscado.

O

« una
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Seguidamente definimos las barbas de un proceso

Definicién 3.5.3 Decimos que b = bs- A es una barba de un procese P, y lo escribiremos

b € Barb(P), si y sdlo si existe un proceso P’ tal que

PspP  y  AcAP)

O

A partir de esta dltima definicién y utilizando la relacién < sobre conjuntos de barbas
introducida en el capitulo 2, obtenemos la relacidn entre procesos que nos servird para

caracterizar la semdantica de pruebas.

Definicién 3.5.4 Siendo P, @ € CRec(Xgeq), decimos que

P« @ <+ Barb(P) <« Barb(Q)

3.6 Equivalencia entre la Semantica de Pruebas y la Carac-

terizaciéon Operacional.

En esta seccién demostraremos la equivalencia entre los dos tipos de relaciones entre
procesos que hemos visto: por un lado la semdntica de pruebas T y por otro lado la
relacién inducida por las barbas <.

En primer lugar demostraremos
P<Q = PLQ

Para ello precisamos una serie de resultados previos. En primer lugar veremos una propo-
sicién similar a la proposicién 3.2.3, que nos relaciona las b-trazas que un proceso puede
ejecutar, y las b-trazas que puede ejecutar una actualizacion temporal suya. Puesto que
unicamente hacemos la actualizacién temporal de procesos que se dejan, es decir, proce-
sos estables y procesos que pueden permanecer inactivos; sélo estamos interesados en la

actualizacion de tales procesos,

Lema 3.6.1 Sea P € CRec(Xsq) verificando stb(P), ¢t € T con idle(P) > t y bs # ¢

entonces
—~ (TA{P){t,t)Libs N
r’ -1

Upd(P, t) =L Pl P
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata del corolario 3.2.3.

O

Las demostraciones que vienen a continuacién son bastante rutinarias, asi que para
facilitar la lectura, hemos preferido dar una idea de las demostraciones y colocar la mismas

en el apéndice A.

Proposicién 3.6.2 Sean bs = Ajait;- - Apanty, y bs' = Alayty--- ALantn con n > 0,
tal que A; N A, = @, T una prueba tal que T’ LN T1 y P un proceso tal que P =b3_~i-> P,

entonces existe una computacion desde P | T hasta P; | T).

Demostracidn. Para entender esta proposicién basta tener en cuenta que puesto que los
conjuntos A; NA; = @, por lo que el proceso y la prueba no pueden sincronizar en acciones
distintas a las @; en el instante ¢;. Asi que la prueba y el proceso van evolucionando
de manera independiente sin posibilidad de sincronizar en ninguna accién, hasta que el
proceso y la prueba se ponen de acuerdo para ejecutar conjuntamente la accién q; en
instante #;. Notese gque si en algin momento se tiene que A; N A} # &, debido a la
urgencia, el proceso y la prueba deberian sincronizar (salvo en el caso que alguno de los
dos realizase una accién interna en el mismo instante) y entonces la computacién no seria
posible. |

O

La proposicién anterior refleja la necesidad de guardar la informacién sobre las acciones
que un proceso puede ejecutar antes que una determinada accién. Las proposiciones que
vienen a continuacion son similares a las anteriores, pero para estados. A continuacion
demostraremos que si un proceso estd en un estado en el que no puede sincronizar con
las acciones que ofrece una prueba, (A N (TA(T!) | t; + #') = @), ambos procesos pueden

evolucionar libremente, al menos hasta el instante de indefinicién del estado, (nd{A4} > tg).
Proposicién 3.6.3 Sea A € A(P) y T una prueba que tiene una computacién
Te=Ty>—* T 2 Ty > T 22y > ) T8, T8y
de modo que, tomando ¢! = ;—:11 t;, se verifica:
e AN(TA(TM i+t =2y
o nd(A) > tk.

Entonces existe un proceso P, para el cual se tiene una computacién desde P | T hasta

Py | Ty, en la que aparecen todas las pruebas indicadas en la computacion de arriba.
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Demostracion. La razén por la cual la computacion es posible es la misma que en la
proposicidn anterior.
O

Proposicién 3.6.4 Sean A € A(P), y T una prueba que tiene una computacién
T=T>"T STy T) 2 . Ty " T}
de modo que, tomando tt = 23;11 t;, cumple:
o AN(TA(T) 1t +1¢') = @,

o existe k tal que nd(A) < t* y nd(A4) > ¢ para! < k.

Entonces existen P’ y T' tales que hay una computacién desde P | T hasta P’/ | T con
P’ 4, y de modo que a lo largo de dicha computacién aparecen todas las pruebas de la

computacién T en el enunciado.

Demostracidn. Consideremos la computacion que genera el estado A:

rtf 7tFP
P=pP>>P —...P 1> P — P,

Puesto que nd{A) < oo, la computacién es finita y P, f. En virtud de la propiedad
anterior y la propiedad 3.4.7 podemos suponer k = 1; tomemos entonces t“" = E;;Il tf
y T =T}. Puesto que T >—* T tenemos que P; | T} >—* P; | T. Ademds, puesto que
AN (TA(T)1t1) = @ tendremos

(TA(P) NUpd(T,t*")) 1] = &
En consecuencia tenemos que la siguiente computacién es posible:

P |T—*P|Tw P | Upd(T, t27) .-
coe Py | Upd(T, ")y s* P | Upd(T, t"~5F) s B, | Upd(T, t*~1:F)

Y puesto que P, 1}, la proposicién queda demostrada.

Estamos ya en condiciones de demostrar la primera parte de la equivalencia.

Teorema 3.6.5 Si P < () entonces P T Q.
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Demostracién. Para probar P & @) consideremos cada prueba T tal que P must T y
demostremos que ) must 7. Para ello debemos analizar cada computacion completa de
Q| T. Cada una de tales computaciones proviene de una computacién de @ y otra de 7T'.

Ambas computaciones van dando lugar a una serie de b-trazas

A"laﬂ]-"A;aktkA‘

Ajarty--Apagty |
Q 1131 kkk"Qk, T Tk

Tomemos bsy = Aiaity--- Agarty y bsi, = Ajajt; --- Apagty. Puesto que las b-trazas
vienen de una computacién de P [T se verificard que A; N 4} = @. Tomemos entonces un

estado cualquiera de Q, Afﬂ. Tendremos entonces que
by = bsgAY, | € Barb(Q)

Puesto que P & {}, para cada una de tales barbas, existird una barba
by = bsy - AL, | € Barb(P)

tal que b} < bx. Si en algin momento se cumple que lon(b}) < lon(b;), por la proposicio-
nes 3.6.2 y 3.6.4, teniendo en cuenta que P must 7', podremos obtener facilmente que la
computacién de € | T es de éxito. .
Supongamos entonces que para cada k € IN se verifica lon(b}) = lon(b). Si el mimero
de b-trazas que surgen de la computacién de @|T es infinito, por la proposicién 3.6.2, te-
niendo en cuenta que la semdntica operacional es finitamente ramificada, podemos aplicar
el lema de Konig, para obtener que la computacién de @ | T es de éxito. Supongamos en-
tonces que se generan un nimero finito de b-trazas, siendo la dltima bs,,. Existen entonces

una prueba T}, y un proceso ¢J, tales que

bs! n
T % Tn, Yy Q 'b—i> Qn
Ahora la computacién que termina en Qy | T, va a generar un estado A9 de Q, tal que
la interseccién con las acciones que va ofreciendo la prueba es vacia. Puesto que P < @)

existird un proceso P, tal que

P2y p AP c A(P) y bs'- AP < bs, - A9

Se puede ver entonces que la computacién de @|T es de éxito gracias a que P must T, a las
proposiciones 3.6.2, 3.6.3 y 3.6.4, a que la semdntica operacional es finitamente ramificada
y el lema de Konig.

a

la
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A continuacién hemos de probar la otra parte de la equivalencia
PLY = PxQ
Lo haremos por reducciéon al absurdo; es decir, demostraremos

P£Q = PEQ

Por tanto si existe b € Barb(Q)} de modo que no existe ' € Barb(P) con ¥ « b, entonces
podemos encontrar una prueba T tal que P must T y ) mfst 7. Para ilustrar la forma

en que encontraremos una prueba tal, veamos el siguiente
Ejemplo 3.6.6 Consideremos los procesos

P = (STOP) N (a1 ; STOP O b2 ; STOP)

Q = (STOP) M (al ; STOP D b2 ; STOP) 1 (b2 ; STOP)

Sus respectivos conjuntos de barbas vienen dados por

Barb(P) = Z, {al’bQ}’ Barb(Q) — @, {b2}a{a1=b2}1
- @alw, {al}bh2o Zale, Ph28, {al}b2e

Tenemos que ¢ < P, pero considerando b = @b,@ € Barb(Q) nos encontramos con que
no existe b’ € Barb(P) tal que b < b', de modo que P 4 (). Veamos porqué ello es asi. En
el conjunto Barb(P), la oferta de la accién b en instante 2 siempre estd acompaniade por
la de @ en el instante 1. Si P pudiera sincronizar con una prueba que pudiera ejecutar la
accién a en el instante 1 estarian obligados, ambos prueba y proceso, a ejecutarla. Con lo
cual b en el instante 2 no se podria ejecutar. En cambio en el proceso ¢, si la prueba estd
interesada en ejecutar b en el instante 2, ) no tendria ningiin motivo para negarse. Asi
que la prueba que pase P pero no (} tendria que ofrecer a en el instante 1 y después dar

el visto bueno. En concreto, consideremos la prueba
T = (al ;0K) O (72 ; OK) D (b2 ; STOP)

Es facil comprobar que en efecto P must T y @ mlst T, con lo cual quedaria probado

PIEQ.

0
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Antes de continuar, conviene introducir cierta notacién adicional con el objetivo de simpli-
ficar algo las cosas. Si A = {a1t1,...,ants} €s un conjunto finito de acciones temporizadas,
por medio de

(4] ; OK

denotaremos la prueba
a1t; ;0K D (a2; 0RO (- (an—1tn-1 ; 0K O anty ; OK) - --))

Obsérvese que en dicha prueba no tiene influencia del orden en el que se hayan colocado

las acciones temporizadas pues tenemos

[4];0K <5 0K Vate A .

Si el conjunto de acciones temporizadas es vacio tomaremos
[@] ; oK - STOP

Vamos a generalizar lo obtenido en el ejemplo anterior, con el objetivo de encontrar una
prueba de manera que P must Ty Q mhst T para procesos tales que P &« .Q. Si
P # Q, existe una barba b € Barb()) tal que no existe ¥ € Barb(P) cumpliendo que
b’ <« b. Empezamos dando una definicién general: definiremos una prueba en funcién de
un conjunto de barbas y una barba, que seran después el conjunto de barbas de un proceso
(Barb(P) en el caso anterior) y una barba de un proceso (b € Barb{(Q)). Mids adelante

veremos que dicha prueba es en efecto la que estamos buscando.
Definicién 3.6.7 Sea B un conjunto de barbas y b una barba, entonces
¢ Si la barba b es un estado A, consideremos

_{ Tt; 0K sit=nd(A4) < oo

STOP  en otro caso
Y siendo A’ C TAct un conjunto finito que verifique

- ANA=2,
— A'N A" # @ para todo A" € A(B) tal que nd(A") < nd(A),

tomamaos
Ty = [A']; 0K

Decimos entonces que T' = T} 07} es una prueba bien formada con respecto a B y b.

semana,
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e Si b= Aat - b, tomamos el conjunto de barbas
By ={¥|3A CAtq Aat-V € B}

Si B = & consideremos 1] = STOP, en casc contrario consideremos 77 una prueba
bien formada con respecto a By y ;. Por otra parte tomemos un conjunto finito
A" C TAct tal que A'NA =@, AN A" # @ para todo A" cumpliendo una de las

siguientes condiciones:

— Existe una barba b” tal que A"at-b" € B y b < by, o bien,

— A" e Bynd(A") <t.
Decimos entonces que la prueba
T = (rt;0K) O {at; Ty)O[A]; 0K
esta bien formada con respecto a B y b.
0

Para un conjunto arbitrario general de barbas B y una barba cualquiera b, es posible que

no exista ninguna prueba bien formada con respecto a B y b.

Ejemplo 3.6.8 Tomemos

B { {at},

Datd

tE]N} y b=g@

Es claro que hay ningin conjunto finito A" € TAct que interseque a todos los estados de
B, no existe b’ € B tal que b’ « b, y Barb(STOP) = {b}. Si damos por bueno que dichas
pruebas serdn las que servirdn para distinguir procesos no relacionados por <« tenemos
que si existiera P tal que B = Barb(P), para encontrar una prueba T’ tal que P must T y
STOP miist T tendria que ser de la forma

T = D at ; 0K
telN
Pero dicha prueba no se puede construir con nuestra sintaxis puesto que se trata de una
eleccién infinita.

.|
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Sin embargo, debido a la ramificacion finita de los procesos sintdcticos, no hay conjuntos
Barb(P) con el mal comportamiento del conjunto B del ejemplo anterior., De modo que si
B = Barb(P), b € Barb(Q} y no existe b’ € B tal que b’ < b, entonces existe siempre una
prueba T bien formada con respecto a Barb(P) y . De cara a probarlo damos en ;T)rimer

lugar el siguiente

Lema 3.6.9 Supongamos que A es un conjunto de estados temporalmente completo y
A C TAct un conjunto de acciones temporizadas tal que todo estado A’ € A verifica
A'N A # @. Entonces existe un conjunto finito Ag C A tal que !

VA'e A ANA#@

Demostracion. Razonemos por induccidén al absurdo, y supongamos gue existe un con-
junto de acciones temporizadas A tal que para cada subconjunto finito 4g C A4 ex{ste un
estado A € A tal que Ag N A) = @. Fijemos t € T, puesto que el conjunto 41 ¢ es finito
existe A; € A tal que A1tNA; = @. Ademas, puesto que el dominio de tiempo es discreto

y el alfabeto finito, podemos escoger los A; verificando
A 1t=Ay 1t para t >t

Tomemos entonces el estado

A=At

teT
y tendremos que, por ser A temporalmente compacto, A" € A, y puesto que A; 0A1 t=
tenemos A' N A = & lo que contradice nuestra hipdtesis.
O

Proposicién 3.6.10 Si B = Barb(P) y b es una barba tal que no existe ¥ € B tal que

b < b, entonces existe una prueba 7" bien formada respecto a B y b.

Demostracion. Sea b= Ajait, - - Apanty, A. Razonemos por induccién sobre n.

n = 0 Tomemos t = nd(4) y A = A(P). Puesto que no existe A’ € A tal que A’ <« A4,
para cada A’ € A tal que nd(A’) < ¢ se verifica que TAct(A’ W\A # @. Consuieremos
el conjunto de acciones temporizadas ;

|J 74ct(A)\ A
nd(A")<t
Alea

Si ¢t < oo tenemos que A; es finito. Tomaremos entonces Ap = Aj.

Sit = oo tenemos

Ya
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e Por ser P un proceso, A = A(P) es temporalmente compacto.

e Para cada A’ € A se tiene A'N A, # @.
Entonces por aplicacién del lema anterior tenemos que existe Ag C Ay ﬁnito tal que
AgN A’ £ @ para todo A’ € A.
Tomamos entonces las pruebas

T, = [Ao] ; OK

TE; 0K sit< o0
STOP en otro caso

y tenemos que T' = T O T5 es en efecto una prueba bien formada con respecto a B

y a b.

n > 0 Supongamos ahora que b = Aat-b). Por la propiedad 3.2.5, existe un ntimero finito

t
de procesos (@ tales que P N 2. Consideremos el conjunto

Q={Q|PEL Qy A C A

Si @ no fuera finito, por la proposicién 3.2.5, podriamos encontrar facilmente un
estado A’ € A(P) tal que nd(A'Y <ty A'1¢ C A; con lo cual se verificaria A’ < b,
que contradice la hipdtesis de partida. Por tanto Q es un conjunto finito. Si @ = @,

basta tomar T' = STOP, en caso contrario podemos considerar el proceso

P=[]@q

QeQ

verificindose
By = Barb{(P') = {b'| 34’ C A t.q. A'at - b € Barb(P)}

Puesto que no existe bp € Barb(P) tal que bp < b, no tampoco existe bp: € Barb(P')
tal que bpr < by. Por tanto, por hipdtesis de induccidn existe una prueba bien

formada T con respecto a B; y b;.
Por otro lado se cumple:

o Sib" <« b yb"=Aat b entonces A'\ A # @.
e Si A’ € Barb(P) es tal que nd{A’) £t TAct(A')\ A # @.

Tomemos entonces el conjunto

J A" € Barb(P) : nd(A") <ty A = TAct(A")
Ap=J< A\ 4 6
Y Alat-¥ € Barb(P) y b/ <« by
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Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto
tenemos que Ay es finito. También tenemos que Ay verifica las condiciones de la

definicién, de modo que la prueba
T =r71t;0K0at; T 0O[Ag];0K
esta bien formada con respecto a Barb{P) y a b.

O

Una vez probada la existencia de la prueba bien formada con respecto a Barb(P) y b(€

Barb(Q}), hemos de probar que verifica las propiedades requeridas. En primer lugar

Proposicién 3.6.11 Sea B un conjunto de barbas, b una barba tal que no existe b’ € B
tal que ¥’ <« b y T una prueba bien formada con respecto a B y a b. Si B = Barb(P),

entonces P must T'.

Demostracion. Nos limitaremos a ver aqui un resumen de la demostracion, estd hecha
con todo detalle en el apéndice A. Hemos de demostrar que en cualguier computacién de
P | T, acaba dando el visto bueno. Lo probamos por induccidén sobre la longitud de la
barba &. :

b = A. Cualquier estado A’ de P verifica
nd(A) <nd(A) = FatcA':atgA
La prueba T es de la forma

7t; 0K sit=nd(4) < oo

STOP  en otro caso

T=[A"];DKEI{

donde el conjunto A" verifica
VA" € A(P): nd(A) <nd(4) = TAct(A)nAd" # o

Entonces si el proceso evoluciona de manera que genera un estado A’ de manera que
A" N A' = @ entonces se verifica nd(A’) > nd(A), y por tanto llegard un momento
en el que la prueba ejecute la accién interna (debido a las reglas de la urgencia),
conduciéndonos a una computacién de éxito. Si P evoluciona hacia un estado A’ tal
que A’ < nd(A), entonces existe at € TAct{A’) N A", y por tanto en algiin momento
se deberi ejecutar la correspondiente sincronizacion con lo que la prueba dari el

visto bueno.

no
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b = Aat - b’. En este caso la prueba T es de la forma
T ={(rt;0K) O (at; T) O[A]; 0K
donde 77 es una prueba bien formada con respecto al conjunto
By ={¥|3A' C Atq A'at-b € B}

y a bV, y A es un conjunto de acciones temporizadas tal que A'NA” # @ para cada

conjunto A" verificando una de las siguientes propiedades
o A" € A(P), at g A" y nd(A") < t.
o A'at-b" € Barb(P) y b < b.

Entonces el proceso evolucionard hacia un estado A", que verificara o bien at ¢ A"

o bien at € A”. Si se verifica la primera posibilidad, entonces

e Si nd(A) > t, llegard un instante en el que la prueba 7" tendrd que hacer la

accién interna y dar el visto bueno.

e Si nd(A) < ¢, ha de existir una accién at € A” N A, por tanto la prueba y el
proceso han de sincronizar en dicha accidn y con lo que la prueba acaba dando

el visto bueno.
Si se verifica que at € A” tenemos dos posibilidades:

¢ Existe a't’ € A” N A, entonces el proceso y la prueba sincronizan en la accién

y la prueba acaba dando el visto bueno.
(A7 1t)at

s AT T A Entonces existe un proceso I tal que P ———— |, Considerémos

el proceso
Q:I_I{Pll P%Iﬂ v A4 QA}*

verificindose Barb{Q) = B;. Entonces, por hipétesis de induccién, Q must 7.
Puesto que ¢ >— P’, cualquier computacién de P, | T} ha de dar el visto
bueno. Puesto que la computacién de P | T nos conduce hasta P, | Ty, y ésta

segunda es de éxito, también lo serd la primera.

|

51 B, = & entonces 77 = STOP.

*Si el conjunto de procesos P tales que existe 4y € Ay P 2128 P, no fuera finito, podriamos
encontrar un estado A; € A(P) tal que nd(A,) <ty TAct(A;) C A, con lo gue llegamos a una contradiccién
puesto que Ay € Aat- b
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Proposicién 3.6.12 Sea B un conjunto de barbas, b una barba tal que no existe b’ € B
tal que ¥ <« b y T una prueba bien formada con respecto a B y a b. Entonces, si
b € Barb(P), se tendrad P miist T.

.Demostracion. Razonamos por induccién sobre la longitud de la barba b:

b = A. Puesto que A € Barb{P), en virtud de la proposicién 3.4.5 existe una computacién

Tt Tt

P=P > P — P >—"—>—" ...

que genera dicho estado segin la. Tomemos t! = ;_:11 t;. La prueba T es de la
forma
7t;0K sit <>
T = ([A];0K) O
STOP  en otro caso

donde t = nd{A). Supongamos que ¢t < 00, por lo que existe Py verificando
Pty t=tt

Puesto que TA(F]) 1t N Upd(T, t5) | tx = @ tenemos la computacién
P|T " P |T 24 P, | Upd(T, %) —* P, | Upd(T, %) s - - Py | Upd(T, t*)

y como quiera que Py f} llegamos a P mfist T'.

Anilogamente si, t = oo, puesto que TA(P{} 1 ¢, N Upd(7,t*) 1 tx = @, la prueba
nunca puede sincronizar con el proceso, y por tanto tenemos que nunca podra dar

el visto bueno, de modo que P mfst T'.

b = Aat - b;. En tal caso tenemos que existe Py tal que

Aat
P_—_a>

P y by € Barb(P;)
La prueba serd de la forma

T =([A"];0K) O (at; Ty) O (¢ ; 0K)

donde A’ es un conjunto de acciones temporizadas verificando A’ NA = &; y T es
]

una prueba construida a partir del conjunto de barbas
Bi={V|3A4 CA: Aat-¥ € B}

de la siguiente forma:

se
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e si B; = & entonces T} = STOP y evidentemente tendremos P, mfst 77,
e si B # @ entonces T} serd una prueba bien formada con respecto a By y a by,

con lo que por hipétesis de induccién Py myist 7.

Puesto que T At Ty vy AN A = @, en virtud de la proposicién 3.6.2, tenemos
que existe una computacién desde P | T hasta P, | Tj. Por hipdtesis de induccién
tenemos que P, mlst Ty, y por tanto P mfst 7.

Finalmente ya podemos demostrar el resultado que buscidbamos:
Corolario 3.6.13 Si P L @, entonces P <« Q.

Demostracidn. Razonemos por reduccién al absurdo, y supongamos por tanto que existe
una barba b € Barb(Q) tal que no existe ¥ € Barb(P) con ¥ < b. En virtud de la
proposicién 3.6.10 existe una prueba bien formada T con respecto a Barb(P) y a b. Por la
proposicién 3.6.11 tenemos que P must 1, y aplicando la proposicién 3.6.12 tenemos que
Q mbst T, y lo que P £ @, que esta en contradiccién con nuestras hipétesis.

O

Uniendo este 1iltimo resultado con el teorema 3.6.5 obtenemos la equivalencia buscada:

Teorema 3.6.14 Si P, € CRec(Xgeq) se tiene

PLCQ — P<q
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Capitulo 4

Semantica Denotacional

4.1 Dominio Semantico

En la seméntica denotacional se representa cada término sintdctico por medio de lin valor
en un cierto dominio semantico. En nuestro caso representaremos cada proceso por medio
de un conjunto consistente de barbas. Tendremos que todo proceso podrd ser representado
por un conjunto consistente de barbas, si bien, y como es habitual, el reciproco no serd
cierto: pueden existir conjuntos consistentes de barbas que no puedan ser generados por

ningin proceso sintactico.

|
Definicién 4.1.1 Un conjunto de barbas B es consistente, lo cual denotamos por B €

Beon, 81y sélo si cumple las siguientes condiciones:
* B£G,

o Cerrado bajo prefijo: Si Ajarty - - An—1@n—1tn—14n8nts € Btraz(B), existe un esta-

do A verificando:

- Araity - Ap-1Gp-1tn-1AEB  y ‘
- Alt, = Ay

e Cerrado bajo continuaciones: Supongamos que bs- A € B y at € A, entonces
bs- (A 1t)at € Btraz(B). ;

e Temporalmente compacto: Si bs € Btraz(B), entonces A(B,bs) es temporalmente

i

compacto.

siente
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Exigimos en primer lugar que el conjunto de barbas no sea el vacio. El que los conjuntos
deban estar cerrados bajo prefijos esta justificado por el hecho de que si una computacién
ha sido posible, el proceso ha tenido que pasar por todos los estados intermedios. La idea
intuitiva tras la segunda condicidn, cerrado bajo continuaciones, es que si después de una
computacién es posible ejecutar una accién, entonces ha de existir una computaciones que
contintdan ejecutando tal accién. La tltima propiedad, temporalmente compacto, como ya
hemos indicado, estd muy relacionada con el hecho de que la semdntica operacional sea
finitamente ramificada.

Seria deseable que la relacidn < fuera un orden parcial, sin embargo no lo es puesto que
no verifica la propiedad antisimétrica. Ello implica inmediatamente que la igualdad entre
conjuntos de barbas no puede ser totalmente abstracta con respecto a la equivalencia de
pruebas. Sin embargo esto no es totalmente catastréfico pues se se puede probar ficilmente
que la relacién <€ es un preorden. Entonces para inducir un orden parcial basta considerar

la relacién de equivalencia
Bi = By — Bl BaANBy € B

de modo que la relacién < induce una relacion de orden en el conjunto cociente Beomp =
Beon/ = . Trabajar con el conjunto Beomp resultaria demasiado engorroso, por lo que es
preferible seguir trabajando con el conjunto Be,,. A pesar de que a nivel de la igualdad,
By no sea totalmente abstracto, demostraremos en cambio que la relacién < si que lo

es, es decir

Beon[P] €« Ben[@] = PLQ

A partir de ello, se sigue inmediatamente que la igualdad en el conjunto Beomp €s totalmente
abstracta con respecto a la seméntica de pruebas.
Vemos a continuacidn una serie de propiedades que resultardn itiles de cara a demos-

traciones postreras:

Proposicién 4.1.2 5i B es un conjunto consistente de barbas y bs € Btraz(B), entonces

Barb(B, bs) es un conjunto consistente de barbas.

Demostracion. Es facil comprobar que el conjunto Barb{B, bs) en efecto cumple las con-
diciones de la definicién 4.1.1.
a

Proposicién 4.1.3 Supongamos que B es un conjunto consistente de barbas, A un

estado tal que nd{(A4) = oo, bs una b-traza tal que para todo t € 7 existe un estado A; de
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manera que bs- A, € B, A1t C A; (resp. A1t C A;) Entonces existe un estado A’ tal
quebs- A€ By AC A (resp. A’ C A).

Demostracion. Puesto que B es completo y bs € Btraz(B), tenemos que el conjunto de
estados A(B, bs) es temporalmente compacto. Se obtiene entonces el resultado deseado
como consecuencia inmediata de la proposicion 2.4.8.

|

4.2 Operadores

En esta seccién definiremos el valor semantico de cada uno de los operadores sintacticos

de la signatura Y.

4.2.1 Interbloqueoc y Divergencia

Tanto el operador de interbloqueo STOP, como el de divergencia DIV, son valores constantes.
Para definir su semantica analicemos sus semdanticas operacionales y de pruebas.
El operador de interbloqueo, STOP, no es capaz de realizar ningiin evento, pero deja

que los demas procesos sigan funcionando, Por ello su valor en términos de ba.rbasi serd:
BCOHHSTUP]] = {g}

El operador de divergencia, DIV, al igual que el de interbloqueo, no realiza ningtin evento,
pero tampoco deja que los demds progresen. Por tanto tendrd un unico estado completa-

mente indefinido:

Beon[DIV] = {{QO}}

Tanto Beon [STOP] como Beon [DIV] son conjuntos de barbas consistentes. Ademds tenemos

la siguiente 1
Proposicién 4.2.1

Barb(STOP) = {@} = Bon[STOP] y Barb(DIV) = {{QO}} = Beon[DTV]

{
Con lo que la semdntica denotacional de estos operadores es acorde con su semdntica de

prucbas.

necesidad
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4.2.2 Prefijo de Accién Oculta

Estudiaremos ahora el caso del prefijo cuando el evento que prefija es la accion oculta: 7¢; P,
El tinico efecto wisible de una accién oculta es el de retrasar la ejecucion de las demas

acciones. Por tanto, si B es un conjunto de barbas congistente y £ € T, definimos
Beon[7t;](B) = {b+¢t| b€ B}

Esta claro que si B es un conjunto consistente de barbas, se tiene que Beopn [71;](B) sera
también un conjunto consistente de barbas. Cara a probar la abstraccién de la semdntica

denotacional con respecto a la semantica de pruebas, hemos de demostrar:
Proposicién 4.2.2 Siendo B un conjunto consistente de barbas se verifica
e Si B < Barb(P) entonces Bon[74;](B) < Barb(rt ; P).
e Si Barb(P) <« B entonces Barb(7t; P) <« Beon[78;](B).

Demostracién. Por un lado tenemos que TA(rt; P) = @, y puesto que 7¢; P —%5 P,
tenemos que b € Barb(P) si y sélo si b+ ¢ € Barb(rt; P).

0
Ademads se cumple
Proposicién 4.2.3 Si B <« B’ y t € T entonces Beon[7](B) < Beon[7t;](B)
Demostracidon. Es consecuencia inmediata del siguiente hecho:
bt = b+igd+t
O

4.2.3 Prefijo de Acciones Externas

Estudiamos ahora el caso en el que el evento que prefija es una accién visible: at ; P, con
a € Act. Tenemos que el proceso at ; P tinicamente puede ejecutar la accidén a en tiempo

t para convertirse tras ello en P. Por tanto para at € TAct y B, definimos
Beoulat;](B) = {@at -b] b€ B} U {{at}}

Al igual que antes, tenemos que Beop[at;](B) es un conjunto consistente de barbas. Para

probar la correspondencia con la semdntica de pruebas en este caso basta probar la-
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Proposicién 4.2.4 Siendo B un conjunto consistente de barbas se verifica
s Si B <« Barb{P) entonces Beon[at;](B) < Barb(at ; P).

e Si Barb(P) <« B entonces Barb{at ; P) < Beon[of;](B).
Proposicién 4.2.5 Por un lado tenemos que A(at; P) = {{at}}. Por otra parte
at; P-*4 P y TA(at; P)= {at}
Por tanto, @at - b € Barb(ef ; P) si y s6lo si b € Barb(P).

Ademads tenemos que este operador es moendtono con respecto al preorden <.
Proposicién 4.2.6 Si B « B’ y at € TAct entonces By fat;](B) « Bconﬂat;]](Bf)

Demostracién. Es consecuencia inmediata de los siguientes hechos:

o A(Beonlat:d(B)) = A(Beonllatil(B)) = {{at} }.

e Sib <« b entonces Pat-b < at - V.

4.2.4 Eleccién Interna

A continuacién estudiamos el primero de los operadores binarios: la eleccién interna.
Observando la seméntica operacional tenemos que P M @ se puede transformar de forma
no determinista bien en P o bien en Q. Por tanto, si B) y B son conjuntos de barbas

consistentes, definimos

Bcon[[ﬂ]](Bl, Bz) =B UM

En esta ocasién el probar la consistencia de Beon[]{B1, B2) no es tan inmediato como en

los casos anteriores.

Proposicién 4.2.7 Si B; y B, son conjuntos consistentes de barbas, entonces el conjunto
de barbas Beon[](B1, Bz) es consistente. '

Demostracion. Tomemos B = Beon[[MJ(By, B2) = B; U By. Probar que B # @ y que B
es cerrado bajo prefijos y continuidades es inmediato dado que B, y B> son consistentes.
Para probar la compacidad temporal, tometnos bs € Btraz(B). Tenemos las siguientes

posibilidades:

de
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e bs € Btraz(B,) y bs € Btraz{B;). En tal caso tenemos que A(B,bs) = A(By, bs),
y puesto que el segundo conjunto es temporalmente compacto, el primero lo serd

también.
e bs € Btraz(B;) y bs & Btraz(B;). Caso simétrico al anterior.
e bs &€ Btraz(Bj) y bs € Btraz(B;). En este caso tenemos
A(B,bs) = A(By,bs) U A(B3.bs)

y puesto que A(By,bs) y A(Bs,bs) son temporalmente compactos, por la proposi-

cién 2.4.9, también lo es su unién, A(B, bs}).
O
Cara a demostrar la correspondencia de la semantica denotacional con la seméntica de
pruebas, para este operador, hemos de probar que se verifica la

Proposicion 4.2.8 Siendo B; y B: conjuntos consistentes de barbas, y P, y P, procesos

se tiene
¢ Si B; <« Barb(P}) y Bz < Barb(P2), entonces

Beon [I(B1, Bz2) < Barb(P N P)

e Si Barb(P,) <« By y Barb(P,) « Bs, entonces

Barb(P1 M Pz) ~ Bcon[[ﬂH(Bl: B?)

Demostracidon. Simplemente hay que tener en cuenta que
PPOP > P y PAOP > P

y por tanto b € Barb(Py N ;) si y sélo si b € Barb(P}) o b € Barb(Fs).

Por 1iltimo veremos que éste operador es mondtono con respecto a la relacién <.

Proposicién 4.2.9 Si B; < B y By < B}, entonces
Beon [((B1, B2) < Beon{N](B1, B3)

Demostracidn. Si b € Beon[N]{B], B}) tenemos que ¥ pertenece a B] o a B}. Suponga-
mos que estd en B] (el otro caso es simétrico). Puesto que By < Bj existe b € B tal que
be B,y bV, por lo que llegamos a b € Beon[M] (B, Ba).

a
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4.2.5 Eleccién Externa

Este operador es el mis complicado de los vistos hasta el momento. Observando la defi-
nicién de su semdantica operacional vemos que sélo las transiciones con acciones visibles
resuelven la eleccién. Hasta que ello sucede ambos argumentos estan presentes, de modo
que los estados del proceso P O serdn una combinacién de los estados de P y los de
(2. En cambio, una vez resuelta la eleccion, el proceso se comportard como el proceso que
haya realizado la accién visible.

Daremos en primer lugar una siguiente definicién, que mds adelante utilizaremos de

nuevo en el capitulo 6 a la hora de la definir el operador paralelo. .
Definicién 4.2.10 Si A; y A son estados y G C Act definimos
AjUgAs= (A1NA;NG)TE
U((A\GY18) U((A42\ G)1¢)
y { {Qu} sit<oo
1] en otro caso
donde t = min{nd(A;),nd{A2)}.
]

Observemos que cuando G = &, el operador definido coincide practicamente la unién
conjuntista; inicamente hay que tener en cuenta los tiempos de indefinicién; cuando éstos
coinciden en ambos estados, nd(A;) = nd(A3), se trata exactamente de la unién: 'A; Ug
As = A U Ay. El conjunto de acciones G que aparece como subindice, se utilizard en
el operador paralelo, representando el alfabeto de sincronizacién entre sus argumentos.
Si nos fijamos en la definicién, observamos que las acciones temporizadas de A; Ug A2
gon las acciones que podrian ejecutar dos procesos con tales estados sincronizando en el

alfabeto G, esto es

e Las acciones que no estdn en G y pueden ejecutar cada uno de los procesos indepen-

dientemente, y

o las acciones que estin en G y pueden realizar ambos procesos.

Finalmente el operador de eleccidn externa queda definido como sigue: si By y, Bz son

conjuntos consistentes de barbas, tomamos

BeonlO1(B1, Ba) ={ 41 U 42| 41 € By 42 € By}
u{(A1 U A1 t)at-b| Arat-b € By As € By y nd(4y) > t}

U{(AzUAl 1 t)at-b‘ Agat-b€ By Ay € By y nd(4,) > t}

beber.
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En primer lugar hemos de demostrar que se trata de un operador entre conjuntos de barbas

consistentes, lo que viene dada por la

Proposicién 4.2.11 Si B; y B; son conjuntos consistentes, entonces
B = Beon[Of(B1, Bé)

es también un conjunto consistente de barbas.

Demostracién. De nuevo la tinica propiedad no trivial es la compacidad temporal. Para
demostrarla tomemos un estado A tal que nd(A) = oo, de modo que para todo t € T

exisia bs- A, € B con A}t = A ]! Distinguiremos dos casos:

bs = €. Entonces paracadat € T existen A;) € B1y A2 € Bs tales que A; = Ay 1Ug Ao,
Puesto que estamos considerando un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito

podemos suponer que*
A,g,li t=AtJ,1‘| t y Ac,g']t:Atl,Q] i para t >t

Tomemos entonces

A= U Agp y A= U Ao
teT teT

Puesto'que By y Bs son consistentes, tenemos que A; € B; y A; € Bs, y por tanto
A=A Uz A € B.

bs = Aja;t; - bs'. Para cada t € T existen un conjunto de acciones temporizadas A*! y
un estado A%? con nd(A*?) > t; de modo que 4; = A» U (A4 11) y se verifica
o Atlat. (bs'- A;) € B, y AY? € By, 0 bien
o Ablgt. (bS'r - At) € By Yy Ab? € B;.
Puesto que siempre podemos encontrar una subsucesién que asi lo verifique, podemos
asumir o bien que se da siempre el primer caso o bien siempre el segundo. Supon-

gamos que estamos en el primer caso. Ademas, puesto que estamos trabajando con

un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito, podemos suponer que!

At = At't y oAbt = At",?»] t vt,t' €T

* 5t tomamos un estado A, tenemos que A1t es finito, y por tanto podemos encontrar una subsecuencia
de instantes {s¢|t € 7, s: >t} tal que A,, 1t =A,, 1t parat <t
TIgual que antes podremos encontrar una subsucesién que lo verifica.
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Tomemos A! = Ab! y A? = A%? para algiin t € 7. Tenemos entonces que para todo
t € T se tiene Alajt; - (bs' - A;) € By, de modo que por ser B; consistente, tenemos
que Al - (bs' - A) € By, y por tanto

bs- A={A'U A1 t)ait: - (bs' - A) € B
O

postrero Para probar la correspondencia entre la semdntica denotacional y la semantica

de pruebas para este operador hemos de ver que

Bl & Barb(P) y B2 < Barb(Q) = Bconllm]](Bl,Bg) & Barb(P 0 Q)

Barb(P) «B vy Barb(Q) <« B, = Barb(P a Q) < Bcon[[D]](Bl,Bg)

Debidoe a la forma mas compleja en la que en este caso estdn definidos los estados, la demos-
tracién es mas delicada que en los anteriores. En primer lugar veamos cémo es el conjunto
de estados de PO(). Para facilitar la lectura y puesto que la mayoria de las demostraciones

son eminentemente técnicas, éstas se encuentran con detalle en el apéndice A.

Lema 4.2.12 Siendo P y Q procesos estables y convergentes, se verifican las siguientes

propiedades:

e Siidle(P) = idle(Q) = oo, entonces TA(P O Q) = TA(Q O P) = TA(P) U TA(Q).

e Si P 4% P’ eidle(Q) > t, entonces
TA(POR)1t=TA(QOP)1t=TA(P)1tUTA(Q) 1t
Demostracion. En el primer caso basta tener en cuenta que
POQ-*3R ¢ P-2,RvQ-2sR
En el segundo caso hemos de utilizar ademds que

POQ-E3R <= f<tA(PESRvV Q- R)

Lema 4.2.13 Siendo A€ A(POQ) y1teT, se tiene que

o Sind{A) <t existen Ap € A(P) y Ag € A{Q) tales que ApLig Ag < A.

-iPor
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e Sind(A) 2 t existen Ap € A(P) y Ag € A(Q) tales que (ApUg Ag) 1t < At
Como consecuencia del lema tenemos la siguiente

Proposicién 4.2.14 Sean P y ) dos procesos. Si 4 € A(P O Q) entonces existen
Ap ¢ A(P) y Ag € A(Q) tales que Ap Ug Ap < A.

Demostracion. Para cada estado A € A(P 0O Q) existen dos posibilidades:

» Si nd(A) < oo, si aplicamos el lema anterior con £ > nd(A), tenemos que existen
Ap € A(P} y Ag € A(Q) de modo que Ap Uy Ag K< A.

e nd(A) = oo. Aplicando el lema anterior, tenemos que para cada ¢t € T existen
AL € A(P) y AL € A(Q) tales que

(A Lip AY) = (Ab 1)U (Ah 1) C A

Puesto que 4% C A4, AtQ G Ay tanto A(P) como A(Q) son conjuntos de estados
temporalmente compactos, por la proposicidn 2.4.8, existen estados Ap € A(P) y
Ag € A(Q) tales que Ap C Ay Ag C A. Finalmente tenemos

ApLIgAQzAFUAQgA

O
Lema 4.2.15 Si Ap € A(P), Ag € A(Q) y t € T, entonces:
e Sind(Ap) <t 6 nd(Agp) < t, entonces existe A € A(P DQ) tal que
A< Aplg Ag
e Sind(Ap)} >ty nd(Ag) > ¢, entonces existe A € A(P D Q) tal que
A1t C (ApUg Ag) 1t
O

Proposicién 4.2.16 Sean P y Q procesos y consideremos dos estados Ap € A(P) y
Ag € A{Q). Entonces existe un estado A € A(POQ) tal que A < Ap Uy 4Ag.

Demostracidn. Dados los estados Ap y Ag existen dos posibilidades: -
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s nd(Ap) < o0 6 nd(Ag) < co. Supongamos que nd{Ap) < oo, en tal caso tomando
t > nd(Ap), tenemos que por el lema anterior existe A € A(P O Q) tal que 4 K
Ap Uy AQ.

* nd(Ap) = oo y nd(Ag) = oo. Aplicando el lema anterior, para cada ¢ € T existe
Ay € A(PDQ) tal que
A1t C (Ap Uz Ag)1t

Entonces como A(P 0O Q) es un conjunto de estados temporalmente compadto, por
la proposicién 2.4.8, existird un estado A € A(P O Q) tal que A C Ap ULy Ag.

Por lo que en cnalquier caso tenemos Al < A
' O

A continuacién probaremos que cada b-traza de P O Q se puede obtener como una‘combi-
nacién de un estado de P y una b-traza de @), o viceversa, un estado de ¢} y una b-traza
de P.

Proposicién 4.2.17 Si POQ Aatbs, R entonces existen una b-traza Ajaf-bs y un

estado As verificando nd(As) > t, 4 U (A2 11) € A de modo que se tiene una de las
siguientes condiciones: '

.P%RYAQEA(Q),ObiBD !

o Q=22 By Ay € A(P).
O

De manera andloga, toda b-traza de P y todo estado (adecuado) de Q da lugar a una

b-traza de P 0 Q, y de manera simétrica una b-traza de @ O P.

Proposicién 4.2.18 Si P —Apaths, R,y Ag € A(Q) es tal que nd{Ag) > ¢, entonces

existe A € Ap U (Ag 1t) verificando las siguientes propiedades: i

. PDQ Aat-bs R.

e QP 24Y, p
O

Finalmente, como combinacién de los resultados anteriores, obtenemos el resultado que

busciabamos.

Teorema 4.2.19 Siendo B; y B2 conjuntos consistentes, entonces se tiene:

L qué
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o Si Barb(P) < By y Barb((}) <« B; entonces Barb(P 0 Q) < Beon [O}(B1, Bz).
¢ St By <« Barb(P) y By « Barb(Q) entonces BeonfD](B1, B2) < Barb(P T Q).
]

Para concliir esta seccién demostraremos que el operador correspondiente a la eleccidn

externa es mondtono con respecto a la relacidén <.
Proposicién 4.2.20 Si B, B}, B2 y B) conjuntos consistentes de barbas se verifica
Bi< Bl y By By, = Beu[Ol(B1,B2) < Beon[O] (B}, Bj)

Demostracion. Sea b € B [B](B;, B,). Consideremos en primer lugar el caso en que
b es un estado A’. Entonces existen estados A} € B] y A} € B tales que A’ = A] Ug A}
Ademds puesto que By <« B} y By < B existirdn estados 4; € By y Ay € By de modo
que 4; < A} y A> < A). Tomamos entonces ¢l estado A = 4; Ug Ay y tenemos que

A & A’ y A € Bcon[[D]](Bl}B2)

Supongamos ahora que ¥ = A’at - b'. Entonces existen un conjunto de acciones tempori-
zadas A{ y un estado A} tales que A’ = A} U A5 1¢, nd(A}) > t y se verifica una de las

siguientes posibilidades:
o Alat-¥" € By A, € By, o bien
o Alat-b" € Byy AL € By

Supongamos que se da la primera posibilidad (la otra es simétrica). Existen entonces una
barba by € By con by « Alat b y un estado As € By verificando Ay « A). Construimos

entonces la barba b de la siguiente forma:
e Sib = A tomamos b= A; Uy As.

e Siby = Ajat-b| y nd(Ag) < ¢, como quiera que By es consistente existird un estado
Al € By tal que A7 1t C A;. Tomamos entonces b = A Ly As.

o Siby = Ajat-b] ynd(Az) > ¢, tomamos b= (A; U Ay | t)at - b).

Vemos inmediatamente que en cualquier caso tenemos b € ¥ y b € Beon[O](B1, B2).
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4.3 Semadntica para Procesos Finitos

Una vez definidos los operadores semanticos, tenemos inmediatamente definida la seman-
tica denotacional para los procesos finitos. La misma la definiremos para todos los términos
finitos en FRec{Zseq), de modo que los procesos finitos constituirdn un caso pa.rticuia.r. Pa-
ra poder definir la semantica de procesos con variables debemos considerar una asignacién

de valores a las variables, es decir una funcién
p:Var— B
Utilizando las mismas llegamos a la siguiente
Definicién 4.3.1 Si P € FRec(3seq) ¥ p €8 una asignacién de variables deﬁnimos:

p(x) si P =z € Var
Bean[P], = . ‘
Beon[op)(BeonlP1]ps - - - s Beon[Pnlp) si P =op(P,...,P) yop€ Tseq
O
i
Si una determinada variable de proceso z no aparece en P, la semdntica del proceso no
dependerd del valor de x en la asignacién de variables p. En consecuencia, para procesos
finitos (términos finitos cerrados), podemos hablar tranquilamente de su semantica sin

preocuparnos de ninguna asignacion de variables.

Definicion 4.3.2 Si P € FCRec(Eseq) €3 un proceso finito definimos
Bcon HP]] = Bcon[[P]]p

donde p es una asignacién cualquiera de variables.
' O

+

Como consecuencia de las propiedades de las funciones semdnticas correspondiente 'a cada
operador, podemos probar que, para procesos finitos, la semédntica denotacional dada es

completamente abstracta con respecto a la semantica de pruebas: |
Teorema 4.3.3 Para todo proceso finito P € FCRec(Zgeq), se tiene Barb(P) = Beon[P].

Demostracién. La demostracién es inmediata por induccidn estructural, gracias a las

propiedades demostradas para cada uno los operadores: !

» Para STOP y DIV, utilizamos la proposicidn 4.2.1.

vendes
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Para el operador de prefijo con accion oculta, la proposicién 4.2.2.

Para el operador de prefijo con accidén visible, la proposicion 4.2.4.

Para la eleccion interna, la proposicidn 4.2.8.

Para la eleccidén externa, el teorema 4.2.19.

4.4 Procesos Recursivos

En esta seccién daremos un valor semantico a los procesos recursivos. Para ello utiliza-
remos las técnicas clasicas de punto fijo. Desgraciadamente no hemos podido demostrar
que el preorden < es completo. Sin embargo hemos podido dar con un orden alternativo
que 8i lo es, conservando una fuerte relacién con el orden <, lo que nos permitird llevar
adelante nuestro trabajo de forma coherente. Para definir dicho este preorden necesitamos

primnero generalizar la relacidn < entre estados definida en la definicion 2.4.4.

Definicién 4.4.1 Siendo b y b’ dos barbas, diremos que b estd menos definida que ¥', y

lo escribiremos b < ¥, si y sélo si se verifica una de las siguientes condiciones:
eb=A,b=A"y A <A
o b=Aat-b,b =A", nd(A") <t y TAct(A") = A1 nd(A4").
o b=Aat-b,b =Aat-b) yb) <b.
O

Fijdndonos en la definicidn anterior podemos observar que si tomamos una barba b de
modo que nd(b) = oo, para que se cumpla b < b, se ha de cumplir necesariamente que
b = V. Sin embargo, si nd(h) < oo, més alld del instante de indefinicién podemos tener
cualquier informacién, que defina la barba un poce mds. A continuacién extendemos la

relacién < sobre conjuntos de barbas,

Definicién 4.4.2 Diremos que B) estd menos definido que By, y lo escribiremos B; < Bs,

iy sélo si se verifican
s P’ara cada bs € B, existe by € B; de modo que by < bs.

e Para cada bs- A; € By, existe bs - Ay € Bs de modo que A; < Aj.
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' O

La idea que hay debajo de la definicién anterior es la siguiente: cuando B; < By tenemos

que

e Si by € By, estd completamente definida, nd{b;) = o0, tendremos que b; también
habra de pertenecer a By. En cambio si todavia no estd completamente definida,
bastard con que exista en B otra barba by que esté alge tanto o mds definida que
by. ‘

e Cada barba by € By proviene de definir alge mds alguna barba de Bj.

Es facil comprobar que la relacidén < verifica las propiedades reflexiva y transitiva. En
cambio no verifica la propiedad antisimétrica, por lo que la relacidon < no es una relacion
de orden entre conjuntos consistentes de barbas, sino sélo un preorden. Esto implica que si
trabajamos directamente con esta relacion, no podemos esperar en general 1a unicidad de
las minimas cotas superiores. No obstante, toda la teoria de cpo’s puede generalizarse sin
problemas al caso de preordenes. En particular podemos probar que (Beon, <) es cdmpleto
Para ello consideramos una cadena no decreciente B de conjuntos consistentes de barbas:

By <By<DBy---

Hemos de ver que tiene una minima cota superior, es decir, que existe un conjunto con-
t

sistente de barbas lub(B) tal que
» Para cada ¢ € IN se verifica B; < lub(B).

e Si B’ es un conjunto consistente de barbas tal que B; < B’ para cada i € IN, efltonces
lub(B) < B’,

Definimos a continuacién el conjunto lub(B) que mas tarde comprobaremos que reiine las

propiedades deseadas.

Definicién 4.4.3 Sea B = {B;| i € IN} una cadena no decreciente de conjuﬁtos de

barbas. Tendremos que bs - A € lub(B} si y sélo si se cumple una de las siguientes

. {
condiciones:

e Sind{A) < oo y para todo k € IN existe [ > k de modo que bs- A € By.

e Sind(A4) = o0, y para todo ¢ € T existe ! € IN y un estado A; verificando

bs-A; € By y Alt=A411

esto?
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O

Observemos en el segundo punto de la definicién anterior, que el estado A; que aparece
ha de verificar nd{4;) > t.
La siguiente proposicién es una caracterizacién del conjunto que acabamos de definir

que resulta mas cémoda algunas ocasiones.

Proposicién 4.4.4 Sea B = {B;| ¢ € IN} una cadena no decreciente de conjuntos de

barbas. Tendremos que b € lub(8B) si y sélo si se cumple una de las siguientes condiciones:
e Sind(b) < oo y para todo k € IN existe [ > k que bs € By.
e Sind(b) = o0, y para todo t € T existe ! € N y una barba by verificando
bheB y blt=0bit
Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata del siguiente hecho:
nd(bs - A) = t(bs) + nd(A)

y por tanto  nd(bs- A) <o <= nd(4) <.
O

Demostramos a continuacién que lub{B) es en efecto la menor cota superior de la cadena
no decreciente B. Precisamos para ello una serie de lemas auxiliares.

Lema 4:4.5 Dada una secuencia de estados de modo que
Ay < As < Ag- Ay < Apyq---
entonces tomando A = lub{A4;| i € N} (definicién 2.4.5) se verifican:
e Sind(A)=ocyteT,existel € INtalque A; |t = A1t
e Sind(A) < oo, existe [ € IN tal que A = Ay para todo k& > 1.

Demostracion. Observemos en primer lugar que nd(A4) = sup{nd(4;}| i € IN}, y por
tanto para cada ¢ < nd{A), habra de existir [ € IN con nd(4;) > t. Puesto que A; < Ag,
para k 2> [ tendremos entonces que A; 1t = A¢ 11, y por tanto A1{ = A;1¢.

En el caso de que nd{A) = oo, de lo dicho anteriormente se sigue inmediatamente el
resultado buscado correspondiente. Supongamos entonces que £ = nd(A) < co. En tal
caso ha de existir I € IN tal que nd(A;) = t, y puesto que A; < Ay y nd(Ag) < t para
k>1, Nlegamos a Ay = A;.

O
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Lema 4.4.6 bs € Btraz(lub(B)) si y s6lo si existe [ € IN tal que bs € Btraz{B;).

Demostracion.

?
Sea bs € Btraz(lub(B)); entonces por definicidn existe, una barba b tal que bs-b € B.

Supongamos que b = bs’ - A’; distinguimos entonces dos casos:

¢ nd(A’) < o0, en cuyo caso existe { € IN tal que bs - (bs' - A') € B;. Con lo cual
bs € Btraz(B,). '

¢ nd(A’) = oo, en este caso existe | € IN y un estado Ay tales que
bs-(bs'-Ag)eB; y Ag10=A4"10 '

con lo cual bs € Btraz(B;).

Supongamos ahora que existe | € IN tal que bs € Btraz(B;). Puesto que B; es
consistente, existird un estado A; tal que bs- A; € By, y como quiera que By < Byyq,

podemos encontrar una cadena
Ap < Aur < Ap < A

!
verificando bs - Ay € By. Tomamos entonces el estado A = lub{Ay | & > I} y por el
lema 4.4.5 tenemos que bs - A € lub(B), con lo que llegamos a bs € Btraz(lub(B)).

0

Veamos ahora que lub(8B) cumple las condiciones necesarias para ser la minima cota supe-

rior. La primera de ellas es que lub(8B), en efecto, es un conjunto consistente de barbas:
1

Proposicién 4.4.7 Siendo B = {B;| ¢ € IN} una cadena no decreciente de conjuntos
consistente de barbas

Bi<By~<---By_1<By -

r

tenemos que €l conjunto lub{3) siempre es es un conjunto consistente de barbas

Demostracién. Hemos de comprobar que lub(B) verifica las condiciones de la defini-

cién 4.1.1. Para simplificar la notacién tomemos B = lub(B).

 _dijo
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e B # @. Puesto que B; es consistente existird alguna barba bs - A; € B;. Entonces,

como By < By, podemos encontrar una secuencia de estados
Ay <As < Ap < Apyq -

de modo que bs - A; € B;. Entonces si tomamos el estado A = lub{4;] 7 € IN}, por
el lema 4.4.5 se tiene que bs- A € B.

e (errado bajo prefijos. Consideremos una b-traza
bs = Ajaity - Ap_1an_1tn_1Anant, € Btraz(B)

Por el lema 4.4.6 existe I € IN de manera que bs € Btraz(B;). Tenemos entonces que
bs € Btraz(By) para k > I. Entonces para cada k > [ existira un estado A* de modo

que
— Ajarty -+ Ap—18n_1ta—1 - A* € By,
- A, = A% t,,.

Combinando dichos estados podemos construir un estado A verificando
— Ajaity - Ap—10p—1tn—1 - A € lub(B),
— A, = Al t,.

e Cerrado bajo continuaciones. Supongamos ahora que bs- A € B, y que at € A.

Segiin la forma de A dos posibilidades:

— Sind(A) < oo, entonces para cada k € IN existird [ > k de modo que bs- A € B,.

Puesto que cada B; es consistente se tiene
bs - (A1 t)at € Btraz(B;)

y por aplicacién del lema 4.4.6 tenemos que bs - (4] £}at € Btraz(lub(B)).

— Si nd(A) = co y tomamos ' > ¢, tenemos que existird [ € IN y un estado A’
tales que _
bs-A'eBy y At =A1t

Puesto que Bj es consistente y 4’ | t = A { t tenemos que
bs - (A1 t)at € Btraz(By)

Y al igual que que en el caso anterior, por aplicacién del lema 4.4.6, tenemos
que bs - (A1 t)at € Btraz(lub(B)).
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e Temporalmente compacto. Sean bs € Btraz(B) y A = A(B, bs}, y tomemos un estado
A tal que nd(A) = oo y verificando que para todo t € T se cumple que existe 4; € A
tal que A; 1t = A1t. Entonces, puesto que A; € A, existird [ € IN tal que

bs-A4€B; y Ait=A41t=A]t
por lo que bs- A € B, y en consecuencia A € A.
a

El siguiente paso consiste en demostrar que B es mayor que todos los conjuntos de barbas

de la cadena:

Proposicién 4.4.8 Sea B = {B;| i € IN} una cadena no decreciente de conjuntos']consis—

tente de barbas ¢

By <By~<---Bp_1<Bp---
entonces B; < lub(B) para todo ¢ € IN.
Demostracidn. Para simplificar la notacién tomemos B = lub(B).

e Tomemos en primer lugar bs- A € B. Si nd(A) < oo, existira [l > ¢ tal que bs- A € B;.
como quiera que B; < By, existird b; € B; tal que b; < bs - A.

Supongamos ahora que nd(A) = co. Entonces para cada t € T existen {, € N y
un estado A4;, tales que bs- Ay, € By, y A, 1t = A1t Sin pérdida de generalidad
podemas suponer que l; > Iy para t > t/, por lo que ha de existir ¢ € T tal que
I; > i. Entonces para cada cada t' > ¢, teniendo en cuenta que B; < B;,, habrd de
existir una barba bsy - Ay € B; tal que
bsy - Ay < bs - Ata"
i

Si algin bsy verifica lon(bsy) < lon(bs) tenemos directamente que bsy - Ay < bs - A.
Supongamos entonces que todo bsy verifica lon(bsy) = lon(bs), es decir, bsy = bs
y Ay <= A;,. Si existe entonces ¢’ > t tal que nd(A4y) < t' tenemos que Ay < A,

Supongamos pues que nd(A4y) > t' para todo #' > ¢, en cuyo caso o tenemos
' ' '
Ap 1t = A, 18 = A1t

De donde como B; es un conjunto consistente de barbas, el conjunto de estados

A(B, bs) es temporalmente compacto, y por tanto bs - A € B;.

el
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e Sea ahora bs - A; € B;. Puesto que B; < Bj para todo j > ¢, tenemos que existe

bs - A; € B; de modo que A; < A;. Tomemos entonces el estado
A= lub{A;| j > i}
que verifica bs- A€ By A; < A.

O

Una vez comprobado que lub(B) es una cota superior de la cadena B, hay que probar

que es la menor (salvo equivalencia) de todas ellas.

Proposicién 4.4.9 Sea B = {B;| i € IN} una cadena no decreciente de conjuntos consis-
tente de barbas
By <By<--<By_1<B---

Si B’ es un conjunto consistente de barbas verificando gue B; < B’ para cada i € N,
entonces lub(B) < B'.

Demostracion. De nuevo para simplificar tomaremos B = lub(B).

e Consideremos en primer lugar tomemos b’ € B'. Puesto que para cada i € IN
B; < B', existira una barba b; = bs; - A; € B; tal que b; < ¥. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que existe kg € IN tal que lon(bg) = lon(b,) para

k > ko, y por tanto bsy = bsg,. Distinguimos entonces dos casos:

— lon(¥’) > lon(b;). En tal caso, para cada k > kg tenemos que
b= Avaity - Apmtm - b , b, = Ajart; - - A; Yy nd(Afn) <im

Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo
discreto, podremos tomar k; > ky de modo que A%l = Ak para k > k1, por lo
que tomando A = A% obtenemos b = Ajat,--- A€ Byb=<¥.

— lon(d") = lon{bg). Tomemos que b’ = bs - A’, entonces cada bsy para k > kg ha

de ser igual a bs. De nuevo podemos distinguir dos casos:

+ Existe ¢ € T tal que para un nimero infinito de estados Ay se tiene
nd(Ax) < t. En tal caso, puesto que estamos considerando un alfabe-
to finito y un dominio de tiempo discreto, podremos suponer que existe
kr 2 ko tal que Ay = Ay, para k > k;. Por lo que tomando A = Ay,
tenemos b=bs- A€ B yb=b.
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+ Para cada t € T existe [; > ko tal que nd(A4;,) > t. Entonces, puesto que
Al < A’ tenemos A% 1t = A'1t, por lo que bs- A’ € B.

+ Tomemos ahora b =bs- A € B. Segiin sea el estado A hay dos posibilidades:

— Sind{A)} < oo, existird I € IN tal que bs- A € By, y puesto que B; < B’ existira
un estado A’ tal que bs- A' € B’ y A < A'.

~ Si nd(A) = oo, para cada t € T existen l; € IN y un estado A, tales que
bs-Ar€B;, v Alt=A1t
Puesto que By, < B’, para cada t € T existe un estado A} tal que
bs-AjeB' y Ai<A

lo cual implica A}1t = A;1t = Alt. Finalmente, puesto que B’ es temporalmente

compacto, obtenemos bs- A € B’

O

Una vez probado que el preorden < es completo, vamos a enunciar su relacién con el

orden «. En primer lugar tenemos el
Lema 4.4.10 Si B < B’ entonces B < B

Demaostracion. Observemos que b < ¥ = b <« b, de donde el resultado se sigue
inmediatamente.

a

En virtud del lema anterior, si tenemos una cadena B con
By <DBy - By <Bgyp <+
tendremos que lub{B) serd también una cota superior con respecto a la relacién <:

VieIN B; < lub(B)

i
La siguiente proposicién va mds alld; nos indica que lub(B) seguird siendo la menor cota

superior con respecto al orden <

Proposicién 4.4.11 Sea B = {B;| i € IN} una cadena no decreciente de conjuntos
consistentes de barbas
Bi<By~<---Bp_1 < Bg---

Si B' es un conjunto consistente de barbas tal que B; <« B, se verificara lub(B) <« B'.

principito.
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Demostracion., Sea b’ = bs' - A € B'. Entonces para cada i € IN existe una barba
bi=bs;-A; €B; tq bV

Puesto que estamos considerando un alfabeto finito ¥y un dominio de tiempo discreto,

podemos encontrar una secuencia de naturales
1<k <ko < ki <kjpr---

de modo que bsg, = bsg; para todo i, § € IN. A fin de simplificar la notacién, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe k € IN tal que bsy = bsy para k' > k. Tomando
bs = bsy, tenemos entonces dos posibilidades;
o lon(bs) = lon(bs'). En tal caso, hay de nuevo dos casos posibles:

- Existe t € T tal para todo ¥ > k se tiene que nd(A;) < ¢t. Puesto que estamos

considerando un alfabeto finito ¥ un dominio de tiempo discreto, podemos suponer

que

Ay = A, para K >k

Tomando entonces A = Ag tenemos que b=bs- Ac By b V.

- Para cada t € T existe Iy > k tal que nd(A4;,) > £. Puesto que estamos suponiendo

un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito podemos suponer que

Ay lt=A4;, 1t para t'>t
Tomando entonces como A el estado
A=[] A1t
teT

y se verificaque b=bs- A€ Byb« ¥
e lon{bs) < lon(bs'}. Supongamos que lon{bs) = n y lon(bs') = n, de modo que
bs = A1a1t1 e A;a;t; e Anantn Y bs = A’laltl me Aiam

Tenemos entonces que nd(A) < ¢41 para &' > k. Puesto que estamos considerando
un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito, podemos suponer que Ay = Ay
para k' > k, y tomando A = A, tenemos que b=bs- A€ By bk b
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4.4.1 Monotonia y Continuidad

En la presente seccién probaremos la monotonia y la continuidad de los operadores seman-
ticos con respecto al preorden <. A fin de no recargar con tecnicismos el desarrollo de la
misma algunas de las correspondientes demostraciones se postergan hasta el apéndice A.
4.4.1.1 Prefijo de Acciones Ocultas

Veamos en primer lugar que el prefijo con una accién interna es monétono:

Proposicién 4.4.12 Sean B y B’ dos conjuntos consistentes de barbas. Si B < B’ y
t € T entonces Beon[7£;]B < Beon[7H](B’).

Demostracidén. Simplemente hay que tener en cuenta que

b=y => b+t <b +t

0

Una vez que tenemos que este operador es monétono podemos pasar a demostrar que es

continuo:
Proposicién 4.4.13 Siendo B una cadena de conjuntos de barbas consistentes: .
By <By<B3-- By <Bpy1 =<

se tiene que Beon[78;](lub(B)) = lub{Been [7t:](B:) | i € IN}.

4.4.1.2 Prefijo con Acciones Visibles
!

Al igual que en el caso anterior, probamos en primer lugar la monotonia del operador con

respecta al preorden <.

Proposicién 4.4.14 Sean B y B' dos conjuntos consistentes de barbas tales que B < B,
para cada at € TAct, se tiene Beon[at;]B < Beonfat;1(B).

Demostracién. Simplemente hay que tener en cuenta que

b<bd << (@at-b<oat-bV

-Supone
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Atacamos a continuacion la continuidad del operador de prefijo:
Proposiciéon 4.4.15 Para cada cadena de barbas B:
By <By<---B;y<Bjy;<---

se tiene Beon{at;](lub(B)) = lub{Beon[at;](B:) | 1 € IN}.

4.4.1.3 Eleccién Interna

De nuevo vemos en primer lugar demostraremos la monotonia de este operador. Como
ge trata de un operador binario, basta probar la monotonia respecto de cada una de las

componentes:

Proposicién 4.4.16 Siendo B, B y B] conjuntos consistentes de barbas, tenemos que si
B; < Bi, entonces Beon [M](B1, B) < Beon[J(B1, B) ¥ Beon[N(B, B1} < Beon[N{B, BY)-

Demostracion. DBasta observar que este operador no es otra cosa que la unién conjuntista.

a

La continuidad para este operador queda expresada por la siguiente

Proposicion 4.4.17 Siendo By y By dos cadenas de conjuntos consistentes de barbas
Bi1 Bz <Biz:-- y Ba < By < B

se tiene Beoy[M](lub(B1), lub(B3)) = lub{Beon [M](B1i, Ba;i) | i € N}
O

Demostracidn. Pese a que la la demostracion es bastante sencilla, preferimos dejarla para
el apéndice A.
O

4.4.1.4 Elecciéon Externa

Al igual que en el caso anterior, para demostrar la monotonia, es suficiente probarla con

respecto a cada una de las componentes:

Proposicién 4.4.18 Siendo B, By y B} conjuntos consistentes de barbas con By < B,
se tiene Beon[O](B1, B) < Beon[O](B1, B) ¥ Beon[O](B, B1) < Beon[O]{ B, BY).
0O
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En este caso, teniendo en cuenta que acabamos de demostrar la monotonia, para demostrar

la continuidad del operador eleccién externa basta considerar la siguiente:
Proposicién 4.4.19 Siendo B; y B2 dos cadenas de conjuntos consistentes de barbas
By < Biag<Bizg--- 'y B < By <Ba---

tenemos Beon [0 (lub(By), lub(B2)) < lub{Beon[Cl(Bs, Bas) | i € IN}.

4.4.2 Semdntica de Procesos Recursivos

La definicion de la semantica de los procesos recursivos la haremos con técnicas de punto
fijo con respecto al preorden <. En las secciones anteriores hemos demostrado que los
distinto operadores del lenguaje son continuos con respecto al preorden <. Puesto que <
se trata simplemente de un preorden {no es orden parcial), los puntos fijos minimos no

seran unicos, aunque si los son médulo la relacién de equivalencia inducida, dada por
B~ By 0 Bi<By A By=<B
Tras estas observaciones podemos dar la siguiente

Definicién 4.4.20 Siendo P € Rec(Zseq) y p una asignacién de variables, definimos

Bcon[[DPH(Bcon[[PI]]pa ooy BeonllPallp) siP=op(P1,...F) y op€ Lseq
BCOH[[PI'p - p(.'L') Si T e Val'
fix(AB. Bcon[[Pl]]p[B/w]) st P=RECz.P

O

i

Como dijimos anteriormente el punto fijo minimo serd inico, médulo la relacién ~. Por
otro lado, puesto que para P € CRec(Xge,} tenemos que Beon[P], no depende de p,
escribiremos simplemente Beon[P]. Por tltimo recordamos que el punto fijo minimo de
una funcién se puede obtener como limite (o cota superior) de sus aproximaciones finitas.

En nuestro caso tenemos

Beon[P] ~ lub{Beon[ap(P, k)] | k € IN}

una
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Abstraccidon

Vamos a demostrar la correspondencia para procesos recursivos entre la denotacional y la
semAantica de pruebas. Dada la caracterizacién operacional de la semantica de pruebas es

suficiente probar

Barb(P) ~ Beon[P]

Hemos visto que si P = RECz.P;, Beon[P] viene dado por el punto fijo minimo de la
funcién que define al proceso. Observemos que mediante la regla [REC] de la semantica

operacional estamos logrando pricticamente lo mismo.
Lema 4.4.21 Siendo P un proceso, se verifican:
e Sibe Barb(P) y t € nd(b), existen k € IN y una barba b’ tales que

bi € Barb{ap(P,k)) v bplt=0bit

e Si b e Barb{P), nd(b) < oo entonces existe k£ € IN tal que

V&' > k: b€ Barb{ap(P, k')

Demostracion. Simplemente hay que tener en cuenta que cada computacion finita de P
puede ser sirnulade por una aproximacién suficientemente avanzada del proceso.
;]

Proposicién 4.4.22 Para cada proceso P se tiene Beon[P] < Barb(P).

Demostracion. Puesto que ap(P, k) es un proceso finito, en virtud del teorema 4.3.3 se
verifica
Beon[ap(P, k)] =~ Barb(ap(P, k})

Por el lema 4.4.21 tenemos que Barb(ap(P, k)) < Barb(P), por lo que
Beon[ap(F, k)} < Barb(P)

Y entonces, por la proposicion 4.4.11, concluimos Beon [P] < Barb(P).

Lema 4.4.23 Para cada proceso P se verifican:

e Si b e Barb(ap(P,k)) y nd(b) > ¢, entonces existe ¥’ € Barb(P) tal que b1t =41¢.
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e Si b es una barba tal que nd(b) < oo, entonces

(vk € IN 3 > k : b € Barb(ap(P, ¥'))) = b€ Barb(P)

Demostracion. Para la primera parte basta tener en cuenta que cualquier computacién
de ap(P, k) puede ser simulada por P. Para la segunda, hemos de tener en cuenta ademas
que la seméntica operacional es finitamente ramificada.

O
Proposicién 4.4.24 Para todo proceso P se tiene Barb(P) < Beon[P].
Demostracién. Puesto que Beon[P] ~ lub{B.en[ap(P, k)] | £ € N}, es suficiente probar
Barb(P) <« lub{Beou[ap(P, k)] | k € N}

Tomemos b € lub{Bwonfap(P, k)] | & € IN}. Detallaremos el caso en el que nd(b) - 00, €l
caso en el que nd(b) < oo seria muy similar. Por la definicién de minima cota superior,
para cadat € T existen [, € IN y by € Beon[ap(F,{;)] de modo que b, |1 ¢t = b1 ¢. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que las longitudes de todas las barbas b, son iguales,
y ademds que l; > ly para t > t. Puesto que ap{P,l;) es un proceso finito, por el
teorema 4.3.3, para cada b, existe b} € Barb(ap(P,l;)) verificando b, < b;. Ahora podemos

distinguir dos casos

» Existe tp € T de manera que existe un nimero infinito de barbas b} con nd{b}} < ,.
Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto,
podemos suponer que todas ellas son iguales, y entonces tomaremos b’ igual a una
cualquiera de ellas. Entonces, por la primera parte del lema 4.4.23 tenemos que
b € Barb(P). Finalmente, puesto que b, |t =b1tg, b}, € by y nd(b’) < £y, tenemos
b <« b

» Existe un mimero infinito de barbas &, de modo que nd(b},) > ¢. En tal caso podemos
suponer sin pérdida de generalidad, que todas ellas lo cumplen. Sea b, = bs} - A4j,
puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto,
podemos suponer que todas las b-trazas bs} son iguales a una cierta que denotaremos
por bs', y ademds que A}1t = A} 1t parat’ > t. Por la segunda parte del lema 4.4.23,
para cada t € T existe un estado A} tal que A} 1t = A} 1t y bs' - A € Barb(P).
Tomamos entonces el estado '

A=[]art |
teT |
puesto que A(Barb{P),bs') es temporalmente compacto A’ € A(Barb(P),bs’), de
modo que b’ = bs’ - A’ € Barb(P), y por tanto & < b.

gran
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O

Por ultimo como combinacién de las proposiciones 4.4.22 y 4.4.24, tenemos el resultado

que buscdbamos:

Teorema 4.4.25 Para cada proceso P, se tiene Barb(P) = Beon[P].
0

Y entonces como corolario obtenemos el resultado de abstraccidn de la semantica denota-

cional respecto a la de pruebas:

Corolario 4.4.26 Para cualesquiera son procesos P y (Q, se tiene

PLQ = Bn|P] € BonlQ]
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Capitulo 5
Sistema de Ecuaciones

En el presente capitulo veremos un método puramente algebraico que nos permitird ca-
racterizar la semantica de pruebas: una axiomatizacién de la equivalencia obtenida via
un sistema de ecuaciones. Aunque para simplificar hablaremos genéricamente de un sis-
tema de ecuaciones, mas exactamente tendremos un sistema de ecuaciones e inecuaciones
que denominaremos E. Las inecuaciones resultaran imprescindibles cuando tratemos los
procesos recursivos, para procesos finitos bastaria tener un sistema de ecuaciones.

Por tanto tendremos una serie de reglas y axiomas que nos permitirin deducir ecua-

ciones e inecuaciones del tipo

P=g@Q y P<g@

Las igualdades y desigualdades que se deduzcan seran correctas con respecto a la seméantica
de pruebas de modo que

P<p@Q = PLQ

P=pQ = PZQ

Pero ademaés el sistema formado por dichas reglas sera también completo, de modo que

PCQ = P<p@
PZQ = P=pQ

Para desarrollar dicho axiomas nos basaremos en la semantica denotacional estudiada en
el capitulo anterior, cuya abstraccion respecto de la semantica de pruebas ha quedado alli

probada, de modo que

Bcon[[P]] < Bcon[[Q]]

P
BconlIP]] = Bcon]IQ]] P

i
O O

01

economia
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En consecuencia bastari demostrar que el conjunto de axiomas y reglas es correcto y

completo con respecto a dicha seméntica denotacional:

Bcon[[P]] < Bcon[[Q]] <~ P <E Q
BconlIP]] ~ BconﬁQ]] &= P =E Q

Para demostrar que el sistema de axiomas es correcto, basta ir viendo que cada una de
las reglas y axiomas del sistema son correctos, cosa por lo general bastante sencilla. La
demostracion de la completitud suele resultar bastante més complicada.

Como es habitual comenzaremos restringiéndonos a los procesos finitos, para poste-
riormente introducir reglas infinitarias que permitan manejar los procesos infinitos. Para
demostrar la completitud del sistema de reglas y axiomas, demostraremos que utilizando
los mismos cada proceso se puede pasar a forma normal, siendo relativamente ficil demos-
trar la completitud para dichas formas normales. En el caso de las dlgebras de procesos .

no temporizadas, las formas normales son del estilo

[10e:r

AcAacA

donde A es un conjunto de estados cerrado bajo unién y convexidad. Nosotros, en general,
no podremos exigir dicho cierre, si bien necesitamos en su lugar un nuevo tipo de cierre
que puede ser visto como una generalizacion temporal de dicho cierre.

Antes de empezar dando ecuaciones recordemos que estamos manejando una serie de

equivalencias, en principio diferentes:
e La igualdad sintdctica que denotamos con el simbolo =.

e La igualdad semdntica, la inducida por la semantica de pruebas o equivalentemente
por semintica denotacional. Como quiera que coinciden, denotamos ambas mediante

el simbolo ~=.

e La igualdad que se deducird por medio de las reglas y axiomas que constituyen en

sistema de ecuaciones E, que denotaremos por =g,.

5.1 Conjuntos Pseudo-Convexos de Estados

Como hemos indicado méas arriba, en las algebras de procesos sin tiempo, se exige que los
estados que aparecen en las formas normales sean cerrados bajo convexidad. Ello es asi

pues por ejemplo, un proceso que tenga los estados {a} y {b, ¢}, no puede distinguirse de
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otro proceso que tenga junto a los dos estados anteriores el estado {a,b}; en concreto los

procesos
P =q;STOPN (b;STOPO¢;STOP) y @ =PM(a;STOPOc;STOP)

son indistinguibles en un dlgebra de procesos tradicional. Sin embargo., en nuestro modelo

temporizado no sucede tal cosa, como ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1.1 Consideremos el proceso P = (al; STOP) f1 (b1 ; STOP O ¢2 ; STOP). Obvia-

mente tiene dos estados: {al} y {bl,c2}. Consideremos ahora el proceso
@ = Pni{al ; STOPOc2; STOP)

Los estados de @ son los estados de P mdés el estado {al,c2} que pertenece al cierre
convexo del conjunto de estados de P. Sin embargo los procesos P y ) pueden distinguirse
Tacilmente; al efecto basta observar que en el proceso P la accidén ¢ en el instante 2 siempre
va acompaiiada de la accién b en el instante 1, sin embargo en @ esto no es cierto. Por lo

tanto, si consideramos la prueba
T = (bl ; 0K) O (r2; OK) O (c2 ; STOP)

tenemos que P must T pero @ mhst T

En cambio si consideramos el proceso @ = P N (al ; STOP O b1 ; STOP), éste incorpora
el estado A = {al,b1}. En este caso, dicha adicién si que no afecta a la semdntica.
Fijémonos que el razonamiento que antes basamos en la accidn ¢ en el instante 2 no
producird los mismos frutos. En concreto, las razones que justifican el que los estados

existentes permitan introducir un estado nuevo A sin alterar la seméantica son los siguientes:

e Existe en el conjunto de partida un estado A’ (en nuestro caso {al}) tal que A’ < A.

s Para cada accién temporizada at que aparezca en el estado nuevo 4, existe un estado
A' en el conjunto original verificando at € A’ y A’ 1t C A. En concreto en nuestro

caso tenemos:

— para al € A tenemos el estado A" = {al},

— para bl € A tenemos el estado A’ = {b1, c2}.
0O

Fl ejemplo anterior nos muestra que al hacer el cierre adecuado de los estados de un
proceso, podemos incluir algunos de los estados pero otros no. En concreto los estados
que se pueden incluir constituyen lo que llamamos el cierre pseudo-convezo del conjunto

de estados en cuestién.
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Definicién 5.1.2 Siendo A un conjunto de estados. diremos que un estado A estd en el

cierre pseudo-convexo del conjunto A, A € pc(A), si y sélo si verifican

1. Existe A’ € Atalque A’ € Aynoexiste A’ € Atalque A’ < A y nd(A") < nd{A).*

2. Para cada at € A existe A’ € A demodoqueat€ A" y A1t C A

Diremos que A estd cerrado bajo pseudo-convexidad, o es pseudo-convexo, si A = pc(A).

(|

Observemos en primer lugar que todos los estados_ que estin en el cierre pseudo-convexo,
estan también en el cierre convexo. También es interesante observar que en presencia de
divergencias estados iniciales del conjunto original A podrian desaparecer del cierre pc(A).
Ademads nuestra eleccién a la hora de definir pc(A4) nos conduce a que dicho conjunto no
contenga a todos los estados que podria contener manteniendo la nocién de equivalencia

semantica. Para ilustrar todo esto consideremos el siguiente
Ejemplo 5.1.3 Consideremos los procesos
P=DIV y  @=DIVl(al;STOP)
Estos procesos son equivalentes bajo la seméntica de pruebas. Por otra parte tenemos que

Ap)={a0}} vy AQ - {{n0}{e0}}

Esto nos indica que a la hora de definir el cierre del conjunto de estados A(P), somos libres
en principio de introducir el estado {a0}, y razonando de manera totalmente andloga
cualquier otro. De manera reciproca, al calcular el cierre del conjunto de estados del
proceso }, podemos incluir o no el estado {a0} en el cierre.

Nosotros hemos optado por no incluir el estado {¢0} en ninguno de los casos. En
general tenemos que bajo la definiciéon que hemos dado tenemos que la unica forma de que
un estado A verifique A € Ay A & pc(A) es que exista A’ € A de modo que nd(A’) < nd(A4)
y A’ < A

O

Hemos dicho que pc(A) es un cierre, pero dicha afirmacién precisa de la correspondiente

demostracién.

*Esta condicién implica en particular que existe A’ € A de modo que A" < 4 y nd(A’) = nd(A).
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Proposicién 5.1.4 Para todo conjunto de estados A, se tiene
pc(A) = pc(pc(A))

Demostracion. Para ver la igualdad de los dos conjuntos veamos por separado cada una

de las inclusiones.

pe(pe(A)) € pe(A)
Sea A € pc(pc(A)). Para comprobar que A € pc(A), veamos que se cumplen las

condiciones de la definicién 5.1.2.

1. Puesto que A € pcpc(A)), existe A} € pc(A) de modo que A; € Ay
nd{4;) = nd{A). Como A; € pc(A), existird A; € A tal que A € Ay y
no existe A, € A tal que nd(Af) < nd{A;). Por lo tanto tenemos que Ay < A
y no existe A} € A tal que nd{A}) < nd(4).

2. Sea ahora at € A. Entonces existe A; € pe(A) tal queat € A4} y A, 1t C A.
Puesto que A; € pc{A) existird A; € A tal que af € A3 y A2 1t C Ay, y por
tanto Ag |t C A.

pelA) € pe(pe(A)) |
Supongamos ahora que A € pc{A). Si A & pc(pe(A4)) es porque existe A; € pc(A)
verificando A; € A y nd(4;) < nd(A). Puesto que A; € pc(A) existird As € A tal
que A € A;. De modo que Ay € Ay nd(As) < nd(A), vy entonces A & pc(A), lo

que contradice nuestra hipétesis inicial.

O

Damos a continuacién dos propiedades interesantes del cierre pseudo-convexo de un con-

junto de estados:
Proposicién 5.1.5 Para todo conjunto de estados .A se tienen:
e Si A€ A, existe A" € pc(A) tal que nd{A") < nd(A) y Act{A') = A1 nd(4").

e 5i A es finito, y cada A € A también es finito, entonces pc(.A) es finito y cada
A" € pc(A) también lo es.

Demostracion. Para demostrar el primer punto consideremos A € A. Si A & pc(A) es

porque existe A; € A tal que 4; € A y nd(4;) < nd(A). Lo mismo ocurre con A;: si

tiempo
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Ay € pe(A) es porque existe Az € A tal que A2 < A; y nd(A;). Vamos asi construyendo

una sucesidn de estados
A=Ag K A1 - A 1 € A & -+~

de manera que nd{Ag_;1) < nd(A;). Puesto que trabajamos sobre un dominio de tiempo
discreto, la cadena no puede ser infinita y por tanto tiene que existe un A € A de modo

que Ay € pc{.A). Si consideramos ahora el estado
A'= A1 nd(A4g)

se puede comprobar ficilmente que A’ € pc(A) y verifica las condiciones requeridas.

Para demostrar el segundo punto tomamos el conjunto
A= | J AC Actax T
AcA

Puesto que A es finito ¥ cada A € A es finito, tenemos que A es finito. Por otro lado,

pc(A) C P, v puesto que 2 es finito, concluimos que pc(A) también lo es. Ademds

O

5.2 Procesos Finitos

Comenzaremos el estudio del sistema de ecuaciones por el caso mas simple, es decir, los
procesos finitos. Presentaremos un conjunto de ecuaciones, que demostraremos que es
correcto y completo con respecto a la semantica denotacional. Puesto que la semdntica
denctacional es totalmente abstracta con respecto a la semantica de pruebas, las ecuaciones
seran también correctas y completas con respecto a la semdantica de pruebas.

En primer lugar, en el cuadro 5.1 tenemos un conjunto de reglas que indican que la
relacién < es una relacién de orden y los operadores del lenguaje son monoétonos con res-
pecto a ella. En base a ellas tenemos que la relacién =g es una congruencia. La correccién
de todas estas reglas es consecuencia inmediata de la monotonia de los operadores con
respecto a la relacidén <.

A continuacién, en la tabla 5.2, tenemos los axiomas de conmutatividad y asociati-
vidad de la eleccidn externa y la eleccién interna, junto con los de idempotencia y de
distributividad. Tal y como se han definido los operadores en la seméntica denotacional,

es facil demostrar que todos estos axiomas son correctos. Obsérvese que la distributividad

'P(X) denota las partes del conjunto X
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[EQl] P<gP [BQ2) IEEPQ:EQQsEf

P<r@Q Q<glR P=pQ
[EQ3] P<gR [EQ4] P<p@, Q<gP

P<p@Q
[MO1) e m— eef
P <E Pra Q <g Q’
POQ=<g PO

P<pl, Q<p @
PNQ<g PN

[MO2] [MO3]

H

Tabla 5.1: Relacidn de equivalencia y monotonia.

entre el operador de eleccidn externa y el de eleccién interna sélo funciona en un sentido;
es decir, la ecuacién
PN(QOR)=g(PNQ)A(PNR)

no es correcta; como muestra el siguiente

Ejemplo 5.2.1 Consideremos los siguientes conjuntos consistentes de barbas:
By = {{el},@al@}
By = {{b0},2b02}
Bz = {{cl},@cla}

Tenemos que

B = Beon[M}(B1, Beon[D)(B2; Bs)) = { {a1},{80,c1}, }

@alw, {0}clo,

{60,al1},{al,cl},
B = M) (Beon [O}(B1, B2), Beon[Q](B1, Bs)) =
con [N (Beon [O)(B1, Bz), Beon [O1 (81, B)) { @02, {0}al2, Bald, Fcld
En consecuencia ¥ = @el® € B', pero no existe ningﬁn b € B verificando b <« b’, y por

tanto B &« B'.

O

A las reglas y axiomas que hemos visto hasta ahora las podriamos calificar de habituales
en las dlgebras de procesos ordinarias. A partir de ahora nos centramos en una serie de
reglas mas especificas para la extensién temporal que estamos estudiando. Comenzaremos

dando una serie de definiciones y notaciones auxiliares:

-dijo
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[COM1) POQ=xQOP

[COM2] PrQ=;QnP

{ASO1l] PO(QUR)=g(POQ)OR
[ASO2] PN(@NR)=g(PNQ)NR
D1 P=pgPOP

[D2] P=gPNP

D3]  STOPOP =g P

{DIS1] «at;POGat;Q=gat;(PNQ)
[DIS2] at;PNat;Q=gat;(PNQ)
DIS3] PO(QNR)=(PBQ)N(POR)

Tabla 5.2: Conmutatividad, asociatividad, idempotencia, distributividad

Definicién 5.2.2

Tt;DIV sit< oo

e Siendo t € 7 U {co} definimos DIV(t) =
' STOP sit=wm

e Dada una familia finita de de procesos definimos la eleccién externa generalizada

entre sus miembros, de la forma siguiente:

[J@ = stop

Qea

[] @ = po[je
Qe{PIUP QeP .

Andlogamente, para conjuntos finitos, pero no vacios en este caso definimos la elec-

cién interna generalizada entre ellos:

Mo -r

Qe{r}
[] @ = Pnf]@
Qe{PlUP QeP

Estas definiciones vienen justificadas por el hecho de que tanto la eleccidn externa

como la interna son conmutativas y asociativas.

¢ Siendo A un estado finito con ¢4 = nd{A) su instante de indefinicién, si para cada

at € A tenemos definido un proceso asociado F,;, entonces tomaremos

D P, =DIV(t4) O D at ; Py,
alE A ateA
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O

Antes de continuar observemos que, gracias al axioma de idempotencia [ID2)], el siguiente
axioma es correcto
( [] P) Al [1el=e [] P
PEP QReQ PePUQ

Ello quiere decir que siempre que hagamos la eleccion interna de dos procesos que sean a su
vez sendas elecciones internas generalizadas, podremos quitar los procesos que aparezcan
en la interseccion. Para simplificar la notacién, siempre que aparezcan elecciones de este
estilo, supondremos que estaremos eliminando las posibles repeticiones. Todo lo dicho
anteriormente vale exactamente lo mismo para la eleccién externa, puesto que gracias a

los axiomas [ID1] y [ID3] tenemos

([]P)u [Jel=e [] P

PeP QcQ PePUQ

[11] tt;{et’ ; Py =ge(t+t);P e€&
[12] Tt (POQ) =g (7; P)O(7t; Q)

(I3] 6 (POQY=g(r; P)N(rt; Q)

[14] 7t ; STOP =g STOP

[DIV1] DIV(¢) ODIV(Y')=gDIV(t) sit<t

[DIV2] DIV(t)O [ ] at; Py =gDdIV(t)O [ ] at;Pu
alcA atc A\t

Tabla 5.3: Ecuaciones especificas sencillas.

Axiomas

Para completar el conjunto de axiomas, para el caso de procesos finitos, necesitamos los
siguientes:
e Siendo t,#' € T, tenemos los siguientes axiomas:
M1} 7t;(et’; P)=ge(t+t);P eeé&
[12] 7t;(POQ) =g (rt; P)D(7t; Q)
[18] rt;(PNQ)=g(rt; P)N(rt; Q)
[I4] rt;STOP =g STOP

el
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[PC1]

[PC2

[PC3)

(P4 Oapty; P)N{(Q@p Oagt; Q) =k (P4 Dapte; P)N{QpDagty; (PNQ))
donde P,y = DatEA Fot, Q= DatGB Qat,

ty < min{nd(A),nd(B)) y AltwCB

[] Pt [] Qu=g [] Pun D Qar

atc A ate B at€ A ate B’

donde A< B, i4=nd(A)<oco, B'=B1tyU{ta)

HPA=E H Py

AcA A€.AU{B}
donde Pi =g D Pft‘, para cada A € A
at€A

BgA dA€A: AKB
Vate BdA€ A: ate ANAItC B

Pp=[] P} donde PJ=[|{PilAcA, otcA A1tC B}
aleB

Tabla 5.4: Ecuaciones especificas para el cierre psendo-convexo.

o Sit,t' € TU{ox} verifican ¢ < ', tenemos el axioma
1 1

[DIV1] DIV(t) ODIV(t') =g DIV(t)

e Para cada conjunto finito de acciones temporizadas A C TAet, consideramos el

axioma

[DIV2] DIV(t)O [ | Pu=gbIV()O []| Pu
ateA atc Alt

e Sean ahora dos estados finitos A y B, a los que tenemos asociados los procesos

Pi=[]P: vy Qa=[]Qn

atcA e B

Si apty € TAct es una accién temporizada verificando

to < min(nd{(A),nd(B)} y AltzC B

entonces tenemos el axioma

[PC1] (PaOaoto; P}N(QpDate; @)=k (PaOaoto; P) M (Qp Daoto; (PNQ))
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e Si A, B son dos estados finitos tales que A < By t4 = nd(A4) < o0, entonces consi-
derando el estado
B '=BltauU {QtA}

tenemos la ecuacién

[P02] DPMHDQM=EDPMH D Qat

atcA aleB at€A ate B’

¢ Para definir el dltimo, y mas complejo de los axiomas vistos hasta ahora, consi-
deremos un conjunto finito no vacio de estados A tal que cada A € A es finito.

Supongamos que para cada A € A tenemos asociado un proceso

Ps=[] Pa

ateA

Sea entonces B € A un estado finito tal que

—existe A€ Atalque A B y
— para todo bt € B existe Ac Atalquedt € A y A1tC B.

Consideramos entonces el proceso:

pe=[] PE
at€ B
donde para cada ot € B tenemos el proceso PS = |_|{P£ | A €A at€ A, Alt'C B}.

Tenemos entonces el axioma:

[PC3] H Py=g |—l Py
AeA Ac.AU{B}
En la tablas 5.3 y 5.4 tenemos recogidas las ecuaciones especificas para nuestro lenguaje
temporizado. La demostracién de la correccién de todas ellas es bastante sencilla. Utili-

zando estos axiomas podremos pasar cada proceso a forma normal:

Definicién 5.2.3 Un proceso finito estd en forma prenormal si y sélo si tiene la forma,

— A
P=1T] ( L] Pat)
AcA \atcA
donde cada uno de los procesos P;; estd también en forma prenormal. Diremos el proceso
estd en forma normal cuando el conjunto A sea pseudo-cerrado y cada P4 esté en forma

normal.

a

vendedor-.
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Nota: El caso base de las definiciones anteriores corresponde al caso en el que
A={A, A Ay}

donde cada A; = {f2t;} o bien A; = @. En este tal tenemos que

n
P =[]pIv(t;) dondet; =00 si A; =
i=1
En el caso de las formas normales A ha de ser pseudo-cerrado, de modo que el caso base

para las formas normales corresponde a los procesos P sea de la forma
P = DIV(t) cont €T U {oo}

Definicién 5.2.4 Si P es un proceso en forma prenormal, definimos la profundidad de
P, prof(P), como sigue:

,

n
1 si P=[|DIV(t;)
1
prof(P) = ¢ :
1+ maz{prof(P3)| Ac A Aat€ A} siP= l_l D PA
\ AcAateA

Para demostrar la completitud del sistema de axiomas seguiremos los siguientes pasos:

e Cualquier proceso se puede transformar mediante las ecuaciones en una forma pre-

normal.

e Cualquier proceso en forma prenormal se puede transformar usando las ecuaciones

en un proceso en forma normal.

e Si dos formas normales son semanticamente equivalentes, entonces se puede deducir

la igualdad entre ambas.

Proposicion 5.2.5 Si P es un proceso finito, entonces existe ) en forma prenormal tal
que P =g Q.

Demostracidon. Hacemos la demostracién por induccién estructural sobre P
Casos Base Tenemos STOP = DIV(co), y P = DIV = DIV(0).

Casos Inductivos Hemos de distinguir los siguientes casos:
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Prefijo. Sea P = et ; P;; por hipdtesis de induccién tenemos existe @ en forma
prenormal verificando @) =g ;. Si e = a € Act entonces Q = at ; (J, estd en
forma prenormal y tenemos que @ =g P. Si por el contrario e = 7, entonces
aplicando al proceso 7¢; Q) las reglas [I1}, [I2], [I3] y [I4] nos da un proceso Q
que estd en forma prenormal. “

Eleccién interna. Sea P = P M FP,. Por hipétesis de induccién tenemos procesos
Q1 y @2 en forma prenormal de modo que P, =g Q; v P» =g (3. Tomamos

entonces el proceso ¢} = 1M, es claro que @ estd en forma normal y Q=g P.

Eleccién externa. Sea P = Py M P;. Por hipédtesis de induccién existird procesos
en forma prenormal ¢ y R; de modo que Q; =g P, y @2 =g P, por tanto
P =g (1 O Q2. Siendo entonces

a=[10e& v Q=[][] ek

AcAatcA BeBbte B

consideraremos el proceso
r-(0ed)e(0e)
QES atcA btc B

Por el axioma [DIS2] tenemos que P’ =g 1 0 ¢2. Entonces para cada A € A
y B € B consideramos el estado C = Allg B, y para cada ct € C consideramos

el proceso QS dado por

[ Q14 sict€ A\ B,

Q% =14 @24 sict€ B\ A,

\ QIANQ2E sicte AUB.

Tomemos entonces

=[] [Je4

C=AUpB cteC
AcCA, BB

y tenemos, por un lado, que () estd en forma prenormal, y por otro que aplicando
las ecuaciones [DIS1], [ID3], [DVI1] y [DIV2] obtenemos que Q =g ', por
lo que @ =g P. ‘

O

Proposicién 5.2.6 Si P estd en forma prenormal, existe @ en forma normal de modo

que P =g Q, ademds se cumple que prof (P) < prof(Q).

' Los
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Demostracion. Haremos la demostracién por induccidn sobre la profundidad de P:

prof(P) =1 En tal caso tenemos P = |_|DIV con t; € T U {o0}. Sitomamos

t = min{t; | 1 <i < n}, aplicando ol . amoma [PC2] tenemos P =g DIV(t) y clara-

mente DIV(¢) estd en forma normal.

prof(P) > 1 Sea P de la forma

P=[1 0 =

AcAateA
Consideramos B = pc(A). Aplicando la proposicién 5.1.5 tenemos que B es finito.
Partimos del proceso P y lo vamos transformando hasta conseguir un proceso P" en

forma prenormal tal que
A(PY=B y P’'=gP
de la siguiente manera:
¢ Para cada B € B\ A tomamos el proceso

PB=Dat;P£ donde ﬂ-l_l{ ;|ate Ay A1t C B}
ate B

Consideramos entonces el proceso

P =Pn |_| Pg
BeB\A

Aplicando la ecuacién [PC3] tenemos que P’ =g P y prof (') = prof(P).
e Para cada A € A\ B tenemos que existe A’ € B tal que se verifica

nd(A") < nd(4) y TAct(A") = A1nd(4)

Por tanto, si tomamos el proceso

P-1 0

AEB atcA

por el axioma [PC2] tenemos que P =g P', ademds prof (P") < prof(P).
Ahora, para cada A € B y at € A tomamos

at—|_|{ A A'B, ate A A"t C A}



5. Sistema de Ecuaciones 103

aplicando el axioma [PC1] tenemos

P”='-E ﬂ D th

AeBate A

Entonces para cada A € B y at € A tenemos que prof(Q4) < prof(P), de modo que
aplicando la hipétesis de induccion tenemos que existe un proceso en forma normal
Q124 tal que |

Qlft =E Qf‘t
Finalmente, tomando

Q=[] [] e

AcBateA
obtenemos P"=g( y por tanto P= Q. Ademds, puesto que en virtud de la hip6tesis
de induccién tenemos que prof(Q1%) < prof(Q4) para cada A € B, tendremos que
prof(Q) < prof(P).

Proposicién 5.2.7 Sean P y @ procesos en forma prenormal

P=|‘|(DP£) y Q=H(DQ$)
A A \ateA AeB \ateAd
tales que Beon[P] = Beon[Q]. Entonces pc(A) = pc(B) En particular, si P y @ estin en

forma normal, tendremos que A = B.

Demostracion. Para demostrar la igualdad de los dos conjuntos de estados proba,rémos la
doble inclusién entre ellos. Debido a la simetria de la proposicién basta probar cuaiquiera
de ellas, pues la otra seria totalmente simétrica. Consideramos entonces A € pc(.A}. Para
ver que A € pe(B) veremos que dicho conjunto cumple las condiciones de la definicién 5.1.2

con respecto a B. A fin de simplificar la notacién tomaremos

By =Bn[P] = {AlAc AU
{(A1t)at - b| A€ A, at € A, b€ Beou[PAD}
B, = Bcon[[QIl = {AI A€ B}U

{(A1t)at-b] Ac B, at € B, b€ Beon[QA]}

o Puesto que A € pc(A) existird A; € A de modo que A; K A. Por otra parte, como
@ < P, existird Ay € B tal que A) < Ay, y por tanto Ay < A. '

Supongamos ahora que existe Az € B tal que A; € A y nd{Az) < nd(A). Puesto que
Beon[P] <€ Beon[Q] tendremos algin estado Ay € A de modo que A; < Aj, y por

expertos
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tanto A) < A. Ademds, puesto que nd(A;) < nd(A42) tenemos que nd(A;) < nd(A4),

lo cual estd en contradiccidén con el el hecho de que A € pe(A).
Hemos visto por tanto que existe A, € B tal que Ay < A, y ademds no existe A € B

tal que A, < A y nd(42) < A

e Tomemos ahora at € A. En primer lugar observamos que ¢ < nd(A). Por otro
lado, por la definicién de conjunto pseudo-convexo, tenemos que existe A; € A tal
queat € A; y A1 1t C A Puesto que Beon [Pﬁ‘ﬁ es un conjunto consiste de barbas

existir4 al menos un estado A” € Beon[PA'], tomando entonces A} = A, 1t se verifica
by = A’latA’{ € B

Por otra parte Beon[@F < Beon[F], entonces existe by € Beon[Q] tal que by < b).
Ahora hemos de distinguir dos posibilidades en funcién de la barba by:

bz = A, con A} <« A] y nd(A}) < t. En tal caso, puesto que Beoy[P] <« Beon[A]
existird A" € A de tal que A} <« A5. Por tanto tenemos A < Ay nd(A{") <
t < nd(A4), lo que estd en contradiccién con el hecho de que A € pc{A4), por lo

que este caso queda excluido.

by = AjatAj con A5 C A] v A <« AY. Entonces existird un estado Ay € B tal
que A1t = A} y at € Ay, con lo cual se cumpliria la segunda condicién de la

definicién 5.1.2 para que A € pc(B).

Proposicién 5.2.8 Para cualesquiera P y (), procesos en forma normal se tiene
BconﬂP]] = Beon [[Q]] = P=gQ
Demostracion. Haremos la misma por induccidn sobre la profundidad de P:

prof(P) = 1 En tal caso tenemos que P = DIV(t), y por tanto

{Qu} sit<oo

BeonlP] = { & sit=o00

y como quiera que () estd en forma normal tenemos que Q = DIV(Z).

prof (P) > 1 Tenemos entonces que

p=[1[r

AcAateA
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por tanto
Beon[P]= {A| A€ A}U

U{(A1t)at-b| A€ A, at € A, b€ Beon[PAI}
Puesto que (¢ estd en forma normal ha de ser de la forma:

Q=[] [] et

BeBiteB

¥y por tanto
BCOHHQH = {B, A€ B}U
U{(A1t)bt-b| A€ B, at € B, b € Beon[QA]}

Aplicando la proposicion anterior tenemos A = B. Ahora, para cada A € A y para

cada at € A consideramos los procesos

P =[P4 14 €A, ate Ay A1t C A}
QA=[{QEIA €A ate Ay A1t A}
Por el axioma [PC1] tenemos que

p=p [ QP& v e==[][J@a

AcAatcA AeAateA

Demostremos ahora que P14 ~ Q14 para ello tomemos b € P14; tenemos entonces

que
A1t b€ Bon[P]

Por otra parte, puesto que @ & P existe b’ € Bon[@] tal que
¥« A1t b

Si &' fuera un estado A’, tendriamos que nd{A') < £ y TAct(A’) C A, con lo que
llegariamos a |
nd(A) <nd(4) y A «A

de modo que .4 no seria pseudo-cerrado. Hemos de tener entonces
b =Aat-?" con AACA y V¥V «b

Pero en tal caso existird un estado 47 € A tal que

H

ate A", A'=A"1t y bV €BanlQ1y]

han
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Puesto que 4" 1t = A’ C A tendremos que b’ € Bon[Q174] con lo cual que-
da demostrado Q14 <« P14. Haciendo un razonamiento simétrico obtendriamos
P14 <« Q14

Como quiera P14 y Q1% estan en forma prenormal, existiran procesos P22 y Q24

en forma normal tales que
Ply=e P2 v Qi =rQ2
Puesto que las reglas del sistema son correctas tendremos
P2, ~ Q24
y como prof (P124) > prof (P24), por hipétesis de induccién obtenemos
P22 =5 Q23

de modo que

P =5 |_| I:lat;PlaAt =g H I:]ﬂt;P%‘t =B

AcAagtcA AcAateA
. A
= [] [Jat;Q2% = [] [Jet:iQ} =£ @
AeAateA ) AcAatcA

0

Finalmente, como corolario de los anteriores tenemos la completitud del sistema de ecua-

ciones:

Teorema 5.2.9 Para cualesquiera procesos finitos P, () € FRec(Yg), se tiene

Bcon [[P]] = Bcon HQ]] = P =E Q

Demostracion. Aplicando la proposicién 5.2.5 tenemos que existen procesos P y 1 en

forma prenormal tales que
Pi=gP y Gi=5Q

Por la proposicidn 5.2.6 existirdn entonces procesos P, y Q2 en forma normal, tales que
Pi=g P, y Qi=pQ:
Puesto que las del sistema ecuaciones son correctas, tenemos

Beon IIP2]] = BconIIPI]] =~ conE[P]] =
~= Bcon[[Q]] = BconlIQl]] ~ Bcon[[Q?B
De modo que aplicando la proposicién 5.2.8 obtenemos P, =g @2, y por tanto P =g Q.
A
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5.3 Procesos Recursivos

Para poder deducir propiedades de los procesos recursivos hemos de poder manejar axio-
méticamente la relacién de orden entre procesos. Surgen asi las inecnaciones, algunas de
las cuales ya han aparecido en la tabla 5.1. La primera inecuacién que consideramos es
la regla mds compleja que hemos visto hasta el momento en el sistema. Para introducirla

consideremos dos procesos P y(? en forma prenormal:
p=[][r: v Q=[][]ea
AceAd atcA AEBateA
Ademais, para cada B € B y at € B consideremos los conjuntos de estados:
Per(A,A,at) = {A'|A €A, ate A, A1t C A}
BM(A, A,at) = {A'| A'€ A, nd(4) <t, A’ < A}

Se tiene

(3A e A: A A) A

AVat€ Al v per(A Aat) £ A [  Pi <eQf
[ME] A'€Per(A,A,at)

P<gQ .

Dado lo complejo de la regla anterior vamos a intentar explicarla. Mediante esta regla
pretendemos caracterizar la relacién < entre procesos que estdn en forma prenormal; es
decir, la situacién en la que para cada barba b de @ existe una barba &' de P peor. Segiin

sea dicha barba tenemos dos posibilidades:

o El primer caso es que la barba b sea estado A € B. Entonces ha de existir un estado
A de Ptalque A’ < A. O sea

VAeBIA e A: Ak A
que es precisamente la condicién de la premisa de la regla [ME].

e El otro caso es que la barba b sea de la forma Ajat - b). Entonces existird un estado
A€ Btal queat € A, A; = A|t siendo b es una barba del proceso Q2. Para que

exista una barba menor en P hay dos posibilidades:

— Se trate de un estado A’ € A verificando nd(A') < t y TAct(A') C Ay, y por

tanto A' « A. Se verifica entonces

BM(A, A, at) # @

hecho



108 5.3. Procesos Recursivos

— La misma sea de la forma A}bt - b] con A] C A, y b} < b1. Entonces existird
un estado P, A’ € A, tal que A} = A’ 1, ot € A’ siendo b] es una barba de
PA'. Verificindose es este caso

Per(A, A,at) £ @ A [1 P <eQd
A’ePer(A,A,at)
Puesto que todo lo anterior es preciso para cada barba de la forma A,at - b, queda

asi justificada da como resultado la segunda condicién de la premisa:

BM(A, A at) £ VvV

VAEBVat€A| v Per(A,Biat) o A [| P <eQf
A'EPer(A,A,at)

[ME1] DIV(t') < DIV(t) <t
[ME2] DIV < P
ME3] PN@<@

Tabla 5.5: Inecuaciones derivadas

[REC] RECz.P =g P[RECz.P/x]

vk e N ap(Pk) < @

[APF] —
P=0Q

Tabla 5.6: Axiomas para la recursidon

cuando se verifican ambas condiciones podemos concluir en efecto P <« @), con lo que
queda justificada la correccion de la regla [ME).

A partir de dicha regla anterior pueden derivarse algunas otras que serdn de utilidad
m4s especifica como las que se presentan en la tabla 5.5. En lo que se refiere a la recursién
tenemos inicialmente las habituales que se presentan en la tabla 5.6. En las algebras de
procesos si tiempo habituales, tras incorporara estas reglas adicionales se podria demostrar
la. completitud del sistema de ecuaciones. Pero en nuestro caso ello no es asi, como prueba

el siguiente

Ejemplo 5.3.1 Consideremos los procesos P = STOP y @ = RECz.71; z. Claramente se

verifica que

Beon[P] = {{Q}} = Beon[Q]
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Por otro lado tenemos Beon[ap(Q, k)] = {{Qk}}} Entonces aplicando el axioma [MEI]
obtenemos que ap(Q, k) <g P (recordemos que STOP = DIV(c0)), con lo cual habriamos
deducido que Q <g P. Pero desgraciadamente no tenemos ninguna regla que nos pérmita
deducir que P <p @, de modo que no se puede deducir tampoco P =g Q). !

Para poder derivar dicha equivalencia, necesitariamos alguna regla que nos iﬁdicase
que si dos procesos se comportan igual por periodos de tiempo finitos tan largos como
se desee, entonces son equivalentes. Esta propiedad se puede interpretar como unal cierta
continuidad en el tiempo y correccién va a quedar justificada por el hecho de que los
estados de un proceso son temporalmente compactos.

i 0

En consecuencia para poder enunciar la regla requerida necesitamos un operador auxiliar
1

RED({P,t) con ¢ € T, cuyo efecto va a ser limitar haste el instante (finito) t la la vida del

proceso P. A dicho operador lo denominaremos reductor. Como quiera que su manejo tiene

lugar al nivel sintdctico, hemos de ahadir a la signatura este nuevo operador, obtexiiendo
1
Zseq+ = Lseq U {RED(,,1) |t € T} i
Por su parte la semantica denotacional del operador viene dada por !

Beon [RED(t)[{B) = {RED(b, )| b € B} l

donde la funcién sobre barbas RED(b, %) viene definida como sigue:

A sib=A4 ynd(4) <t

AltyuU {2 ib=A d(4d) >t '
vy — | 10U sib=A ynd(4) > ;

Aoty - RED(bl,t - tl) sib=Adya1t1-01 y 1 <t

(A11t)U{Qt} sib=Aja1ty -0 y t1 >

Como podemos observar en su definicién, el proceso RED( P, ) se comporta como el ﬁroceso
P hasta que llega el instante ¢, a partir de entonces el proceso entra en divergencia, con
lo que ha quedado reducida su vida 1itil. | ‘

La semdntica operacional de este nuevo operador podria definirse mediante las reglas
de la tabla 5.7. La definicién de las funciones auxiliares necesarias para complietam la

semdantica operacional la incluimos en la misma tabla.

- .o . . L] |
Veamos a continuacién una serie de propiedades interesantes del operador. |
Lema 5.3.2 Siendo b una barba, se verifican: |

e Sit > nd(b), entonces b = RED(b, ). 1

]

¥
calculos.
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P&, p <t t>0
[RED1] )

ceé [RED2]

P>— P t>0

[RED3] RED(P,0} >— DIV

sth(P) sit>0

false sit=0

stb(RED(P, {)) = {

Tiem(RED(P, t),a) = Tiem(P,a) 1t
idle(RED(P, t), A) = min(idle(P, A),t)

RED(Upd(P, ¢),t —t') sit<t
DIV sit! >t
Pl At>0 = RED(P1)]

Upd(RED(P, t),t') = {

Tabla 5.7: Semdantica Operacional de RED(P, t)

¢ Sind(RED(b,t)) < ¢ entonces b = RED{b, t}.

e Sind(b) < t entonces b€ B <= b & Beon[RED(E)](B).

RED(P, t) Btr RED(P’,t _ t.l') RED(P, t) >—> RED(P’, t)

Demostracion. Las dos primeras partes se prueba trivialmente mediante induccién sobre

la longitud de la barba. La tercera es consecuencia inmediata de las anteriores.

Hemos de demostrar ahora que la seméntica denotacional del nuevo operador estd bien

definida. En primer lugar resulta ficil comprobar que si B es un conjunto consistente de

barbas y t € T, entonces Beon[RED(t)](B) es un conjunto consistente de barbas. Ademds

hemos de demostrar que la funcién semdntica asociada es mondtona con respecto a las

relaciones < y ~« asi como su continuidad con respecto a la segunda. Todo ello queda

incluido en la siguiente
Proposicién 5.3.3

» Para cada barba b y cada ¢t € T, se tiene RED(b, t) < b.
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Si by b' son barbas tales que b < &' entonces RED(b,t) < RED(¥, t).
Si by ¥ son barbas tales que b < b entonces RED(b,#) < RED(b, 7).

Si B y B son conjuntos de barbas tales que B < B’ entonces

Beon [RED(£)[(B) =< Beon [RED(2)](B')

Si B y B’ son conjuntos de barbas tales que B < B’ entonces

Beon [RED(£)}(B) < Beon [RED(£)](5)

Si By < Bs < --- es una secuencia no decreciente de conjuntos consistentes de

barbas, se tiene

B.on[RED(t)](lub{B; | i € N}) = lub{B..,[RED(£)](B;) | i € IN}

Demostracion. La demostracion de las tres primeras partes es sencilla por induccidn sobre

la longitud de b y ¢'. Las dos siguientes son consecuencia inmediata de las anteriores. Para

demostrar la dltima parte consideramos los conjuntos ,

B = Beon[RED(#)[(lub{B; | i e N}) y B’ = lub{B.on{RED(t)[(B;)1 i € IN}

Sea en primer lugar b € B’; puesto que todo b’ € Beo, [RED(2)](B;) verifica nd(¥') < ¢,
tenemos nd(b) < t < co. Entonces para todo k£ € IN existe [ > k de modo que
b € B.on [RED(#}]{B;). Si nd(d) < ¢, aplicando el lema anterior deducimos que b € By,
y entonces b € lub{B;| i € IN}, con lo que b € B.

Si nd(b) = t existird b; € By tal que b = Beon[RED(£)}(b;), consideramos en particular

- el '’ correspondiente a k = 1. Siendo b; = bs; - A;, como B; < B, pbdemos

encontrar una secuencia de estados
Ap <A - A< Ay -
de modo que bs; - A; € B;. Tomando entonces el estado A = lub{A4;| i > [} tenemos
bs; - A € lub{B;| t € N}

Finalmente utilizamos el hecho de que tener en cuenta que RED(bs; - A,t) = b, de
donde deducimaos b € .
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e Sea ahora b € B; existe entonces ' € lub{B;| i € IN} tal que RED(¥',#) = b. Si
nd{#) < oo tenemos que para todo k € IN existe [ > k tal que b’ € B;, por tanto

b= RED(Y, ) € Beon[RED(2)](By)

de modo que & € B'. Si por contra nd(d') = oo y siendo b = bs - A, tenemos que
para cada s € T existen {; € IN y un un estado A; de modo que bs- A; € By, y
Als=As1s Tomemos sy >t — t(bs)}, y se verificara

RED(bs - Ag,,t) = RED(V,t) = b
Como quiera que B; < Bjy1 podremos encontrar una secuencia de estados
Ap <A <Ay < Ay < -

tal que bs- A; € By, +;- Tenemos entonces que b = RED(bs - A;,t) € Beon[RED(1)](B;)
y por tanto b € B’ = lub{B.,[RED(¢)[(B;) | i € IN}.

[RED1] RED(et; P, t') =g (et;;RED(P,t' —¢))ODIV(t) t' >tyec&
[RED2] RED(et; P,t') =g DIV(t') t/<tyeecf&

[RED3) RED(P O(,t) =g RED(P, {) DRED(Q, t)

[RED4] RED(P M{Q),t) =g RED{P,t) MRED(Q,t)

[RED5]) RED(DIV(t),#') =g DIV(t")  donde t” = min{¢,t")
[REDS6] RED(RECz.P,t) = RED(P[RECz.P/x],t)

Tabla 5.8: Ecuaciones para RED(F,t)

Tal ¥ como hemos definido el operador, es ficil comprobar gue las ecuaciones de la
tabla 5.8 son correctas. Estos axiomas nos permiten eliminar el operador RED(-,-) de
cualquier proceso finito. De modo que sigue siendo cierto que para cualquier proceso

finito P existe un proceso ¢ en forma normal tal que P =g Q.

Liega asi el momento de incorporar la regla que precisamos para poder demostrar la

completitud del sistema:

Vt € T RED(S,¢) <g RED(Q, t}
P<gQ

[APT]

*Recordemos que t(bs) es la suma de los tiempos que aparecen en las acciones de la b-traza bs (Defini-
cién 2.5.2).
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Como ya hemos comentado anteriormente, la regla anterior nos indica que si dos procesos
son iguales durante cualquier intervalo finito, entonces serdin equivalentes. Su correccién

estd fntimamente relacionada con la propiedad de compacidad temporal.

Proposicién 5.3.4 Supongamos que para todo £ € T se tiene i
Beon[RED(£)](B1) < Beon [RED(2)](Bz)

entonces B) < Bs.

Demostracion. Tomemos b= bs - A € Ba; sabemos que
Bcon HRED(t)]] (Bl) < Bcon [[RED(t)]](B2) I

Entonces para cada t € T existird by € B, [RED(¢)](B1) tal que by < RED(b,%). Si para
algin t € T se verifica nd(b;) < { entonces tendremos b; € By y por tanto by < b.
Supongamos entonces que para cada t € T se verifica nd(b;) > ¢t. Entonces necesa-
riamente tendremos nd{b) = co. Puesto que b = bs - A, esto implica que nd(A4) = oco.
Tomamos entonces £ > t(bs), y necesariamente tendremos que lon(b:) = lon(b). De modo

que para cada t > t(bs), b; es de la forma
by =bs;- Ay con bs; € bs, A;1tC Aynd(A,) 2t — t(bs)

Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto sélo
puede haber un ndmero finito de b-trazas bs' tales que bs’ < bs, por tanto entre las b-
trazas bs; sélo puede haber un nimero finito distintas entre si, de modo que alguna se
repetird un nimero infinito de veces. En consecuencia podemos suponer que todas ellas
son iguales. Tomemos entonces bs' = bsyps), ¥ Puesto que el conjunto By es consistente

tenemos que el conjunto de estados
A = A(By,bs')
serd temporalmente compacto. Ademas, para cada t € T se verifica

Ay €A A 1tE A

»

Puesto que A es temporalmente compacto, aplicando la proposicidn 2.4.8, tendremos que

existe A’ € A, o lo que es lo mismo bs' - 4’ € By, con A’ C A. Puesto que nd{A4) = oo

entonces A’ < A, y tomando & = bs' - A’ obtenemos

eB y b«b

ahorrarian
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Demostraremos ahora la completitud del nuevo sistema de ecuaciones (inecuaciones
incluidas) para el caso de procesos finitos, es decir, que si P y ) son procesos finitos se
cumple:

BeonlP] € Beon[Q] = P <@

Puesto que cualguier proceso finito se puede pasar a forma prenormal, bastaria con de-

mostrarlo para procesos en forma prenormal;

Proposicién 5.3.5 Para cualesquiera procesos en forma prenormal P v (}, se verifica

Beon[P] € BeonQ] = P<gQ

Demostracion. Siendo
A A
P=I_|DPat ¥ Qzl-—lDQat
AcAateAd A€B ateA
haremos la demostracién por induccién sobre la suma de las profundidades de ambos
procesos prof (P) + prof(@). de Q.

prof(Q) = 1 y prof(P) = 1. En tal caso

Q= ﬁDIV(tl) con t; €T U {o0}

i=1
tomando tg = min{t1,...,%,}, aplicando las ecuaciones [PC2] y [ID2], obtenemos
() =g DIV(ig). Por otro lado

m
P= I—I DIV(s;) con s; €T U{oco}

i=1
como antes, tomando sp = min{siy,...,8,}, tenemos P =g DIV(sp). Entonces
{Qtg} € Beon[Q], y puesto que Beon[P] < Beon[Q] existird un estado A € Beon[P]
verificando A <« {Qtg}. Puesto que A es un estado de P, ha de existir s € {1,...n}
tal que A = {Qs;}, vy debido a la manera en la que hemos escogido sp tendremos

sp < 8;. Como s; < tg, aplicando la ecuacién {ME1], tenemos
DIV(sp} <g DIV(to)
con lo que obtenemos P <g (2.

prof(Q) > 1 6 prof(P) >> 1 Tenemos

Bon[P] = {A|Ae AlU
{(A1t)at-b] A€ A, at € A, b€ Beon[PA]}
Bcon[[Q]] = {A,l Ae B}U

{(A1t)at-b| A€ B, at € B, b€ BoonlQA]}
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Tomemos A € B. Existe entonces 4 € .4 tal que A <« B con lo que se cumple la
primera condicién de la premisa de la regla [ME]. Para ver que se cumple la segunda,

tomemos at € A y supongamos que BM(A, A, at) = &. Hemos de demostrar

Per(A, A at) 2 y  [|  PA<cQh
A'ePer(A,4,at)

Siendo b; € Beon[@4] tendremos
b=(A1t)at- by € Beon[Q]

Entonces como que Beon[P] <€ Beon[@] existird una barba 8 € Beon[P] tal que
b' <« b. Puesto que BM({A, A, at) = @ tenemos que & ha de ser de la forma

b’ = Alat . bi

Existe entonces A’ € Aconat € A, Ay = A'"1t y 41 € A1, de donde deducimos
Per(A, A,at) # @. Podemos por tanto considerar el proceso '
P= || P
A’ €Per( A, A,at)
Para poder deducir P <g @ bastaria demostrar P’ <g Q7. Tenemos que tanto P’
como @7, estdn en forma prenormal, Q24 tiene profundidad menor que @, y P’ tiene
menor profundidad que P. Por tanto si demostramos que

Beon[P'] € Beon HQ:}:]] I

por hipotesis de induccidn obtendriamos el resultado. Para demostrarlo, observemos
que si by € Beon[@4] entonces b = (A 1t)at- by € Beon[Q]. Existird entonces una
barba b’ € Beon[P] tal que b’ <« b. Por la misma razén que antes, tenemos qué b ha

de ser de la forma
b= Alat-b] con A]CAlty Vi<bh

por lo tanto existe A’ € A tal que A} = A'1t y b € Beou[PA] Puesto que
A} C A1t tenemos que A € Per(A, A, at) con lo que

Beon[P4 1 € Beon[P']

y por tanto ) € Beon[P'].

cincuenta
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Como corolario de la proposicién anterior obtenemos la completitud del nuevo sistema de

ecuaciones con respecto a la relacién < para procesos finitos.

Teorema 5.3.6 Si P y @ son procesos finitos tales que Boon[P] < Beon[Q] entonces

Demostracion. Puesto que P y @ son procesos finitos tenemos que existen Py y % en
forma prenormal con

Pi=gP y Q=@

Puesto que las reglas y axiomas del sistema son correctos tenemos que

Bcon [[PIB & Bcon [[P]] Y BconH_Ql]] = BCOHHQ]]

y por tanto Beon[P1] < Beonll@1]. Aplicando la proposicién anterior obtenemos Py <g @,
y en definitiva P =g P} <g ¢1 =g @.
|

Abordamos ahora la prueba de la completitud del sistema para procesos cualesquiera.

Para ello precisamos todavia de una serie de resultados previos.

Proposicién 5.3.7 Siendo P € FRec(Zgeq) proceso finito, y @ € CRec(Xseq) un pro-
ceso cualquiera, eventualmente recursivo, verificando Beon[RED(P, t)] <« Beon[RED(Q, )],
entonces existe k € IN de modo que By [RED(P, t)] < Beon[ap(RED(Q, t), k)]

Demostracién. Razonaremos por reduccién al absurdo y suponemos que para todo k € IN

se tiene
Boon [RED( P, t)] &« Beon[ap(RED(Q, ), k)]

de modo que para todo k € IN existird una barba by € Beon[ap(RED(Q, t), k)] tal que no
existe b € Beon[RED(P,t)] con b < by, Puesto que P es finito, existe una cota para la
longitud de sus barbas:

AL €IN: Vb€ Beon[RED(P, )] =  lon(d) < L

Si existiera k € IN tal que lon(bg) > L, podriamos encontrar &' € B.on[RED{Q,1)] tal que
no existiria & € Beon[RED(F, t)] con b <« ¥'. Tenemos por tanto lon(b;) < L para todo

k € IN. Recordemos ahora que
ap(RED(Q, t), k) = RED(ap(Q, k), 1)

entonces tendremos también que nd(b;) < . Como quiera que estamos considerando un

dominio de tiempo discreto ¥y un alfabeto finito, tenemos que entre las barbas b sélo
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puede haber un nimero finito diferentes, con lo que podemos suponer que todas ellas
son iguales a una dada b'. Tendremos entonces que & € Beon[RED(Q, £)], no existiendo
b € Beon[RED(P, £)] tal que b < ¥, lo que estd en contradiccién con nuestras hipétesis.

O

Lema 5.3.8 Para cada proceso P se tiene ap(P, k) <g P.

Demostracidn. Por induccién sobre k.

Por fin podemos concluir el resultado buscado:

Teorema 5.3.9 Para cunalesquiera procesos P y () se tiene

Beon[P] € B[] = P<g@

Demostracion. Puesto que Beon[P] € Beon[Q], de r la monotonia del operador reductor
se sigue '
Beon[RED( P, )] < Beon[RED(Q, 1)]

Por tanto tenemos que para todo k € IN
Beon[ap(RED(P, ¢), k)] < Beon [RED(Q, 1]
En virtud de la proposicién anterior, existe [ € IN tal que
Beon[ap(RED(P, t), k)] < Beon[ap(RED(Q, 1), )]
Puesto que los procesos RED(ap(@,!),t) y RED(ap{P, k), t) son finitos, por el teorema 5.3.6
ap(RED(P, t), k) <g ap(RED(Q, t),I)

Aplicando entonces el lema anterior concluimos ap{RED(Q, t),!) <g RED(Q, t}, con lo cual
para todo k € IN se tiene
ap(RED(P, t), k) <g RED(Q, t) ‘

Entonces, aplicando la regla [APF), obtenemos que para todo t € T \
RED(P, t} <g RED(Q, t)

de donde la aplicacién de la regla [APT), nos conduce a P <g Q.
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Finalmente, resumimos en un teorema el resultado de este capitulo, que es consecuencia de
la correccién de cada una de las reglas y axiomas, y de la completitud de todo el sistema

con respecto a la relacién <.

Teorema 5.3.10 S5i P y ¢} son procesos entonces
Bcon‘IP]] =2 Beon [[Q]] — P=@Q

Demostracién. Veamos por separado cada una de las implicaciones:

Puesto que Beon[P] & Beon[Q] tenemos que

Beon [[P]] < Beon [[Q]] Y  Beon HQ]] < Bcon{[P]]

Por el teorema anterior tenemos que

P<g Q y Q<gP
Entonces por la ecuacién [EQ2] tenemos que P =g Q.

Que es consecuencia inmediata de la correccién de todas y cada una de las reglas y

axiomas del sistema.



119

Capitulo 6
Operadores Derivados

En este ca.pitti]o enriqueceremos nuestro lenguaje basico con otros operadores carac-
teristicos de las Algebras de procesos, y veremos la forma adecuada de tratarlos. En
concreto, estudiaremos el operador paralelo y el de ocultamiento como operadorles muy
caracteristicos de las Algebras de procesos. Pero también estudiaremos cémo podemos
introducir intervalos de tiempo en ¢l operador de prefijo, como operador caracteristico de
las dlgebras (aplicables a la prictica) de procesos temporizadas. Estos operadores llevan
el calificativo de derivados, porque se pueden eliminar de los procesos finitos. Aunque esto
iltimo no es cierto cuando se consideran intervalos infinitos en el operador de prefijo, sin
embargo no necesitaremos ningin tipo de herramienta adicional a la hora de manejarlo.

Cada una de las secciones de este capitulo sigue el siguiente esquema.

e Se ampliard la sintaxis con un nuevo operador (o bien una familia de operadores) op

de aridad n:

Eop = Eseq-i- U {Op}

e Al los operador introducido se le dotard de una seméantica operacional. Es decir, se
dar4 un conjunto de reglas y axiomas que permitiran deducir las transiciones que un
proceso construido con este operador puede hacer. Esta semdntica operacional ha

de verificar las propiedades de la seccidn 3.2.1.

+

¢ Definiremos a continuacién la semdntica de pruebas, para ello bastard con extender
la relacién de convergencia a este nuevo operador, y para ello habremos de extender
la definicién del predicado de convergencia débil. En principio deberiamos extender
también €l mundo de las pruebas al poder aparecer en ellas este nuevo operador.
Podria pensarse que con ello se podria haber anadido més potencia al mecanismo

de prueba, Pero ello no es asi, pues si nos fijamos en la forma en la que se define

tres
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el paso de pruebas, nos damos cuenta que al efecto no utilizamos para nada la
sintaxis de los procesos. Nos limitamos a utilizar las propiedades de la semdntica
operacional enumeradas en la seccién 3.2.1. Pero como quiera que estas propiedades
se siguen conservando, la caracterizacion operacional alternativa sigue siendo valida.
Ademads obtenemos de rebote que la potencia de las pruebas no ha cambiado; es
decir, ni ganamos ni perdemos nada si sélo admitimos pruebas construidas con los

operadores basicos introducidos en el capitulo 3.

A continuacién se definird la semdntica denotacional del operador:

BconlIOP]] * Beon X -+ X Beon — Beon
Tt
que tendra que ser monétona con respecto a la relacién < (y por tanto congruente
con =), y ademds mondtona y continua con respecto a la relacién <. Ademds,
tendremos que comprobar que la denotacién que hemos escogido para el operador
no es arbitraria, sino que tiene mucho que ver con la semdntica de pruebas. En

concreto hemos de ver que

B; « Barb(P;) = Beon[opl(Bi,...,Bxr) < Barb(op(P,..., )
Barb(F;) < B; = Barb(op(P,..., P)) < Beon[Jop](Ba,-..,By)

Por ultimo daremos un conjunto de ecuaciones que permitiran eliminar dicho ope-
rador, al menos de los procesos finitos. Si P,..., P, son procesos finitos, podremos

pasarlos a forma prenormal Pj,..., P}, y tendremos que
op(P,...,Py) =g op(P],... P})

A continuacion, las reglas que daremos nos permitirdn eliminar el operador op del
proceso op(Fj, ... F,) obteniendo asi{ un proceso finito P € FCRec(Zqeq) que verifi-
que

P'=gop(P|,...P)

Por 1iltimo tendremos que P' =g op(F,...,F,), y consecuencia podremos seguir

razonando como en el capitulo 5.
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6.1 Paralelo

Muy probablemente éste es el operador més caracteristico de un algebra de procesos (con-
currente). Un operador paralelo toma dos procesos y los pone a funcionar stmultineamente
de forma concurrente. En nuestro caso consideramos un conjunto de acciones G en las
cuales los dos procesos han de sincronizar, de modo que para el proceso resultafnte de
la composicién en paralelo pueda ejecutar dichas acciones es necesaria la colaboracidn de

ambos argumentos. Formalmente tenemos la siguiente familia de operadores de aridad dos:
{le| G € Act}

que representaremos, como habitualmente se hace, en forma infija.

6.1.1 Semantica Operacional

i
Para dar la semantica operacional de un nuevo operador, hemos de comenzar por extender
la definicién de las funciones auxiliares que intervienen en las reglas de las transiciones.

Para extender la definicién de la funcién stb(-) no tenemos ningin problema:
sth(P |l Q) = stb(P) A stb(Q)

Para definir la funcién Tiem(-,e) tenemos que tener en cuenta si @ € G o no:

Tiem(P,a) U Tiem(Q,a) sia g€ G !

Tiem(P flc @, a) = { Tiem(P,a) N Tiem(Q,a) siae G

La funcién idle(P ||¢ Q, A) resulta algo mas compleja; hemos de tener en cuenta los con-
juntos ANG y A\ G:

idle(P || Q, A) = min(idle(P, A \ G),idle(Q, A\ G), 1)

donde ¢= min( U Tiem{P,a) N Tiem(Q,a))*
a€ANG

Definimos por dltimo la funcién de actualizacién como sigue:

Upd(P [[¢ @) = Upd(P, ) [|¢ Upd(@, 1)

Una vez extendidas las funciones auxiliares podemos dar las reglas que definen las tran-
siciones de la semdntica operacional. En primer lugar, si alguno de los procesos puede
realizar alguna transicién vacia, también la podra realizar el proceso combinacién de los

dos:
Q> Q' !

Ple@>— Pllc@

P>— P
Plc@>— PcQ

“Tenemos como minimo del conjunto vacio es infinito.

[PAR1] [PAR2]

minutos
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Por otro, lado si unc de los procesos puede ejecutar un evento e &€ (¢, y su compaifiero

puede esperar, entonces la composicién paralela también podra ejecutar dicho evento:

L 3 7 . Y @ Et Qr'l St E }J -:I =Ei1 )
[PAR3] —— R (@ det@?  [paRy) et
Plle @ = P'|lg Upd(Q,1) Pllg @ — Upd(P,1) |l @

Por ltimo la ejecucion de las acciones del conjunto de sincronizacién requieren la colabo-

racién de ambos procesos:

P at Pf, Q al Qf
PTle@ 5P @

[PARS5] acG

Para concluir, observamos que se siguen conservando todas las propiedades de la semantica
operacional citadas en la seccion 3.2.1. En particular se siguen conservando las propiedades
de la urgencia y del no determinisme acotado, propiedades que son claves a la hora de

caracterizar la semantica de pruebas.

6.1.2 SemaAntica de Pruebas

Para definir la semdantica de pruebas hemos de comenzar extendendiendo la definicidn de

convergencia débil. Para ello anadimos en la definicién 3.3.1 la siguiente condicién

PLAQL = Ple@Q{

Como dijimos anteriormente definiendo el predicado de convergencia débil, tenemos au-
tomdticamente definido el predicade de convergencia, y esto es todo lo que necesitamos

para extender la semdntica de pruebas.

6.1.3 Semantica Denotacional

Definiremos ahora la semantica denotacional del nuevo operador. Para ello necesitamos
la siguiente definicién auxiliar (conviene refrescar aqui, la definicién de Ay Ug Az en la
definicién 4.2.10):

Definicién 6.1.1 Siendo & y by barbas y G C Act, definimos el conjunto de barbas

b || b2 como el menor conjunto de barbas que verifique:
by=A; vy b =42 = b ”G by ={A1 Ue A‘z}

bl=A10.t-b’1, b2=A2, G.QG,

= Ajlg Az 1 t)at- b €b b
nd(Az) > ¢ y b’eb’llla(Az—t)} (A1 U 421¢) 1 g b2
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bl = Al, b2 =A20‘.t-b’2, G.QG,

= Ay Ug Azt t)at- ¥ € by |lg bo
nd(A)) >t y b e (A —t)|cbh } w )

by = Arjaity - by, by = Agagty - bh, )

th<ty, a1 €G y > = (AiUg Astti)art -V € b g be

b e bl |lg (A2 — t1)az(ta — t1) - by

by = Ajasty - b, by = Asaaty - by, )

th>t2, a2€Gy | = (411t Ug UAs)asty - b € by “fG ba
V€ (Al - t2)ar(ts — t2) - b] [la B [

b = Ajat- b’l, bo = Asat - b’2,

= Ay Ug As)at -V € by ||g by
aeG y et |ab ( ) 1

O

Obsérvese la simetria de la definicidn anterior: para cualquier par de barbas b; y bo se

tiene bl ”G bz = bg ”G bl.

Definiciéon 6.1.2 Si By y B3 son conjuntos consistentes de barbas y G C Aetf, tomamos

Beonllc(Br, Bo) = {01 3by € By, o€ Bp: bebilgh} |
i
(m;

Debido a la simetria de la definicién de by || b2, tendremos trivialmente que este operador
serd conmutativo: By ||¢ B2 = B2 || B1- Comprobamos ahora que la funcién B[]

estd bien definida. Para ello necesitamos algo mds de notacion:

Definicién 6.1.3 Siendo B un conjunto consistente de barbas, A€ Bunestadoyte 7T
tal que ¢ < nd{A), tomamos

Barb(B, A,t) = {A—t} U
{(A' —a'(¢ ~1) b €B| Aat W eB, ¥ 21, A1r =4}

O
i

Resulta sencillo comprobar que, en las condiciones de la definicién anterior, el conjunio
de barbas Barb(B, A,t) es consistente. ;

|

i a
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Proposicién 6.1.4 Si B y B son conjuntos consistentes y G C Act, entonces el conjunto
de barbas Beon[[||gl(B1, Bz) es consistente.

Demostracion. Para facilitar la notacién tomemos B = B [|lg](B1, B2). Hemos de

probar probar:

B #£ @.
Observemos al efecto que, como By y By son consistentes, han de existir dos estados
A1 € By y Ay € By, Tomemos entonces el estado 4 = Ay Ug As que claramente

pertenece al conjunto de barbas B.

Cerrado bajo prefijos.

Consideremos la b-traza
bs = Aja1t1 - An—_1an_1tn_1Annty € Btraz(B)

Por la definicién de Btraz(B) existe una barba &' de modo que la barba b = bs - ¥/
estd en el conjunto B. Por la definicién del operador paralelo existen barbas b, € By
y by € By de manera que b € by ||g ba. La demostracién sigue entonces por induccién

sobre la longitud de la b-traza bs (n = lon(bs)).

n = 1. Tenemos las siguientes casos posibles:

o a € G, b = Alaltl - b’l, by = A2a1t1 - b'21 A = Al Ug A? ybe b’l ”G b’z.
Puesto que By y By son consistentes existirdn estados A} € By y A} € By
tales que

Aty =Al y ALt = A®
Basta entonces tomar A = A} Ug A7, para obtener el resultado deseado.
°a; &G, by = Alayt; - by y by = A2a’t' - b, con ¢; < t' 0 bien by = A2 con

nd(A?%) > #;. Puesto que B; es consistente existe un estado A} € B; tal

que A} 1¢; = Al. Obtenemos el estado A de la siguiente manera:
— Si by = A%a't’ - b)) existe un estado A € By tal que ALt = A%
— 8i by = A basta tomar A = Aj.
Es claro entonces que A = A4} Lig A% nos conduce al resultado.
o a1 € G, by = A%ayty - by y by = Ala't' - b} con t; < t' o bien b = A con

nd(A!) > t1. Que es totalmente simétrico al anterior.

n > 1. Ahora tenemos los siguientes casos:
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o a1 € G, b = Alayt;-b) y by = A%a;ty-b,. Tomamos B] = Barb(B1, Alait;)
y B) = Barb(B3, A%a1t), y tenemos que

Agagty - Ap_1an_1tn_1 - Ananty - b’ € B! || By C Barb(B, A1a1t;)

De modo que el resultado deseado se sigue aplicando la hipdtesis de induc-
cién.

e a; & G, by = Alayt; - b} y bien by = A%a't' - b}, con ¢; < ¢ o bien by = A?
con nd(Ag) > t;. Consideramos por un lade B] = Barb(B;, Aiait1); y B}
dependiendo de la barba bs, definido como sigue:

— Si by = A%/t - ¥, puesto que By es cerrado bajo prefijos, existird un
estado A} € Bs tal que A5 1¢ = A?. En este caso tomamos el conjunto
Bl = Barb(Bg, A), ;). o
~ En cambio, si by = A? tomamos Bj, = Barb(B, A2, #;).
En cualquier caso tenemos que tanto Bj y Bj son conjuntos consistentes

de barbas y
Asaota - Ap_1Gn_1tn_1 - Antpty - e B; ||(,' Bé - Barb(B, Ajaity)
Al igual que antes, obtenemos el resultado aplicando la hipdtesis de induc-
cién. |
e a1 &G, by = Alajt; - by, y bien by = A%a’t’ - b con t' > t; o bien by = A?
I

con nd(A2) > t;. Caso totalmente simétrico al anterior.

Cerrado bajo continuaciones.
Sea ahora b=bs- A € B y at € A. Haremos la demostracién por induccién sobre la

longitud de la barba b.

b = A. Por la definicién de operador paralelo existen dos estados A] € B1 y A} € Bs

tales que
A=AUg Ay

Tenemos las siguientes posibilidades:

e a €G,at € A y at € A,. Puesto que By y B» son conjuntos consistentes

de barbas existiran barbas
by = AlatAleB; y b= 'zatA"z’ siendo A) = A1t y Ay = A1t
Tomando entonces

b= (4} Ug A3)at(A] Ug A3) € by llg b2

la
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llegamos al resultado deseado.

e a & G yat € A;. Puesto que B; es un conjunto consistente de barbas,

existe una barba by = AjatA] € B, tal que A} = Ay 1t. Tomando entonces
b= (A} Ug 43 1 t)at(A] Ug (A3 — 1)) € b lic A2

cbtenemos el resultado.
e a & Gyat € A. Este caso es simétrico al anterior.
b = Aa't’ - b'. Existen entonces dos barbas b; € B; y by € By tales que b = by || b.
Tenemos varias posibilidades:

e a € G, b = At - b y by = Apa’t’ - bl,. Tomamos B] = Barb(B, A1a't')
y B, = Barb(Bs, Aza't’) y se verificard

¥ € B! || B, C Barb(B, Ad't')

Lo que nos conduce al resultado aplicando la hipdtesis de induccion.

e a € G, by = Aja't’ - b y bien by es una barba de la forma 'Agaztg - b}, con
ty > t' o bien es un estado A, verificando nd{4,) > t'. Consideramos ahora
los conjuntos de barbas B} = Barb(B,, 4;a't") y B dependiendo de b,
definido en la siguiente manera:

— Si by = Ajaaty - by, puesto que Bj, es consistente existe un estado
A}, € By tal que A 1t2 = A2. Tomamos entonces Bj = Barb(Bs, A}, t').
— Si by = Ay tomamos Bj = Barb(Bj, A, t').

Tenemos entonces
b e B'l |l Bé C Barb(B, Aa't')

de donde se sigue el resultado aplicando la hipdtesis de induccion.
e a € G, by = Azad't' - bl y bien by = Ajarty - b] con t; > t' o bien b = Ay

con nd{A;} > t/, que es simétrico al anterior.

Temporalmente compacto. Sea b una barba tal que nd{b) = o0 y supongamos que
para cada t € T existe b; € B tal que b1¢ = b; ] t. Entonces para cada t € T
existirdn barbas by; € By y bay € By tales que & € b1y [|¢ b2y Fijado ¢t € T sélo
puede haber un nimero finito de barbas &, ¢ con ¢ > ¢ tales que las barbas by » 1t

sean diferentes, y lo mismo ocurre para las barbas by ;. Podemos suponer por tanto
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que big 1t =bp1tyboslt=nbyyltparat >t Existirdin entonces b € By y
by € Bs tales que para cada ¢t € 7 se tenga

bilt=0b1 1t A balt=0by;1t

Por lo que b € by || bo.

Hemos de probar ademds que el operador paralelo respeta la relacién <.

Lema 6.1.5 Sib€ by || ba, b < by, y lon(b]) = lon{b;) entonces existe b’ € b] || b tal
que ¥ <« b.

Demostracion. La demostracion es inmediata por induccién sobre la longitud de b.

a

Puesto que tenemos que b|lg b = V' ||¢ b, el lema anterior puede también aplicarse a partir

de b, <« by. Como consecuencia de este lema tenemos la

Proposicién 6.1.6 Si B;, B2 y B{ son conjuntos consistentes de barbas, se tiene
B « Bi = Bconﬂ“G]](BlaB) < Bcon[[”G]](BiaB)
Puesto que el operador paralelo es conmutativo tendremos ademés

Bcon[[IIG]](B, Bl) < BconlI”G]](Ba Bi)

Demostracién. Seab € Beon[[|lc](Bj], B); por la definicién existen barbas b € By y b, € B
tales que b € b] ||g b2- Puesto que By <« B existe una barba by € B tal que b; < by. Si
lon(b;) = lon(b} ), obtenemos el resultado mediante la aplicacién del lema anterior. Si por
el contrario lon(h) < lon(d}), podemos tomar ¢t = nd{b) < oo, y como tanto B; y B; son

conjuntos consistentes existirdn barbas bf € By y bl € B> tales que
Vo=t v Hit

Entonces existird " € b] ||g b5 tal que b” 1t = b. Puesto que también se verifica b) < &Y,

aplicando el lema, anterior existe
bm S bl ”G’ bg Q Bconl]:”G]](Bl,B)

tal que b" < b"”. Tenemos entonces que nd(b”') = nd(b1), y con lo que & < b.

semana.
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Dado que el operador paralelo es conmutativo, esta iltima proposicién implica la mono-
tonia del mismo con respecto a la relacién <, o lo que es lo mismo, la congruencia con
respecto a la relacién ~. Para acabar con el estudio de la semantica denotacional de este

operador hemos de probar la continuidad del mismo.

6.1.3.1 Continuidad

En primer lugar demostraremos la monotonia del operador con respecto a la relacion <.

Para ello damos un lema similar al lema 6.1.5

Lema 6.1.7 Si b€ by | b2, b < b1 y lon(b)) = lon(b;) entonces existe b’ € b ||¢ b2 tal
que b’ < b.

Demostracion. La demostracién es inmediata por induccién sobre la longitud de &.
O

Puesto que tenemos que b||g b = b ||g b, el lema anterior es también vélido si partimos
de b, < by. Debido a la conmutatividad del operador, la monotonia estd directamente

implicada por la siguiente

Proposicién 6.1.8 Para cualesquiera conjuntos consistentes de barbas By, Bz y B, se
tiene
Bl -<Bi = B ||GB-<Bi ”G_B

Demostracion. Esta demostracién es practicamente igual que la de la proposicion 6.1.6,
pero aplicando este caso el lema anterior.
O

Una vez visto que el operador es mondtono con respecto a <, podemos abordar la prueba

de su continuidad. Para ello ser4 suficiente probar la

Proposicién 6.1.9 Siendo B = {B;| i € IN} una cadena no decreciente de conjuntos de

bharbas consistentes se tiene
lub(B) ||l B = lub{B; ||g B i € N}

Demostracidén. Para demostrar la igualdad entre ambos conjuntos de barbas veamos la

doble inclusién.

Sea b=bs- A €lub{B; |z B} i€ N}. Supongamos en primer lugar que nd{b} < oo;
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en tal caso tenemos
VeeINJi>k: be B¢ B

De modo que para cada ! existird barbas b;; € By y b2 € B tal que b € by ||l¢ bra.
Puesto que nd(b) < oo tenemos que o bien nd(b;1) = nd(b), o bien nd(b; 3) =.nd(b).
En principio no tiene porqué ser cierta siempre la mismo, pero sf podremos encontrar
una subsecuencia de modo que ello suceda. Podemos suponer por tanto que es
siempre cierta la primera opcién, o bien la segunda. En consecuencia tenemos dos

posibilidades:

e Para todo { se verifica que ¢ = nd(b;,1) = nd(b). Puesto que estamos conside-
rando un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito, podemos suponer
que todas las by 1 son iguales. Tomamos entonces como by cualquiera de ellos y

tendremos
b € lub{B;| i € IN}

En principio las b2 no tienen porqué ser iguales, pero sélo puede haber un
namero finito de barbas b;2 1 ¢, por lo que podemos suponer que las barbas

by 2 | t son iguales. Tomamos como b2 una cualquiera de las &2, y tendremos
beb |lgb2 Club{B;| i€ N} | B

e Para todo [ se verifica que ¢ = nd{b;3) = nd(b). Al igual que antes podemos
suponer que todas las b2 son todas iguales, tomemos by cualquiera de ellas.
Por otro lado tenemos que sélo puede haber un niimero finito de barbas &;; 1 ¢
diferentes, con lo que podremos suponer que todas ellas son iguales. Tenemos
entonces que existird by € lub{B;| i € IN} tal que b; | £ = by,; 1 t. Tenemos
entonces

beEb ||¢b Club{B;| i€ N} |¢ B

Supongamos ahora que nd(b) = co. En este caso tal se verifica que
VieT 3 elN, beBllgB: bit=bt

Existen entonces b;1 € By y b;2 € B tales que by € by1 || br2. Puesto que estamos
considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto, podemos suponer
que b1 1% = by11ty b1t =by11t para todo ' > t. Existird entonces una barba
by € lub{B;| i € N} tal que

VieT: bt,11t=bl1t
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Entonces, puesto que B es consistente, existird &; € B tal que
VEET: bplt=>bylt

Tendremos entonces que b € by {lg b2 Club{B;| i € N} || B.

Tomemos ahora b € lub(B) || B; por la definicién del operador existirdn sendas

barbas b; € lub(B) y by € B tales que b € by |l bp. Para probar
belub{B;||g B| i€ N}
distingamos dos casos en funcién de la barba b:

e nd(b) < co. Tal y como estdn definidos los operadores tenemos
nd(b) = min{nd(b;), nd{ba)}

Por tanto volvemos a tener dos posibilidades:

— nd(b1) = nd(b). En este caso para cada &k € IN existe [, > k tal que b, € By,.
Por tanto tenemos
be By |lcB

y como consecuencia b € lub{B; ||g B} i € IN}.
— nd{by) = nd(b). Tenemos en este caso que nd(b) > nd(b2). Tomemos
t = nd(by); existe entonces k£ € IN tal que para cada [ > k existe una barba

by verificando b; 1¢ = b1+¢. Tenemos entonces que
beb; “Gbg=b¢ “sz para. >k

por lo que b € lub{B; || B| i € IN}.

e nd(b) = oo, por 1o que nd(b;) = co. Entonces, por la definicién, tenemos que
para cada t € T existen l; € IN y una barba b, € By, tales que b 1t = b, 1¢.

Puesto que también nd(bs) = oo existird b} € b, || by tal que

y por tanto b € lub{B; || B|i € IN}.
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6.1.3.2 Abstraccién

En esta seccién veremos que la definicién de la seméntica denotacional esti bien rela-
cionada con su semdantica de pruebas. Estudiamos en primer lugar la relacién entre los
respectivos conjuntos de estados. Para ello precisamos de una serie de lemas previos simi-
lares a los que vimos en el caso del operador de eleccidén externa (D). La mayoria. de las
demostraciones son bastante rutinarias y no entranan ninguna dificultad especial: Para

facilitar la lectura del trabajo postergamos las mismas hasta el apéndice A.

Lema 6.1.10 Sean P y () procesos estables y convergentes y sea G C Act. Entonces se

verifican las siguientes propiedades:
o Siidle(P) = idle(Q) = oo entonces ;

TA(P|cQ) = TA(QlleP) = TA(P) Ug TA(Q)

e S5i P = P' e idle(Q) > t, entonces

TA(P|lcQ) 1t =TARIcP) 1t = (TA(P)11) Ug (TA(Q) 1 8)

Demostracion. En el primer caso hay que tener en cuenta que siendo a € G tenemos
! X f
PleQ2%5R < P 3 RVQ-2:R

Mientras que para ¢ € G tenemos

En el segundo caso , si a € (7, ademas se verifica '
PleQ-2%3R < +¢<tA@P-2RvQ-sR)
y si a & G entonces

PleQ-*R & t<tAP-“SRAQYER

Lema 6.1.11 Siendo A € A(P||gQ) yt € T, se tiene

e nd(4) <t = 34pc AWP), Ap € A(Q): ApUgAg < A

qué



132 6.1. Paralelo

e nd(d) >t = JApec A(P), Ag € A(Q): (ApUg Ag}1tC ATt

O

Proposicién 6.1.12 Para cualesquiera procesos P y Q, si A € A(P|gQ) existirdn
Ap € A(P) y Ag € A(Q) de modo que Ap Lig Ag < A.

O
Lema 6.1.13 Si tenemos Ap € A(P), Ag € A(Q) y t € T, entonces
e nd(Ap) <t 6 nd(Ag) <t = JAE€ A(P|cQ): A< ApUg Ag,
e nd(Ap) >t y nd(dg) >t = A A(PloQ): A1tC (ApUc Ag)1t
0O

Proposicién 6.1.14 Siendo P y @ son procesos, y Ap y Ag estados de P y () respecti-
vamente, entonces existe un estado A € A(P ||¢ Q) tal que A <« Ap U Ag-
O

Las demostraciones de los lemas 6.1.11 y 6.1.13 son muy similares a las demostraciones de
los lemas 4.2.13 y 4.2.15, mientras que las de las de las proposiciones 6.1.12, y 6.1.14 son

respectivamente iguales a las de las proposiciones 4.2.14 y 4.2.16.

Proposicién 6.1.15 Para cualesquiera procesos P y (7, se tiene
beBarb(P|lgQ) = 3byeBarb(P), o cBarb(Q) v ¥V €bi|gb: b b

Demostracidn. La demostracion es muy parecida a la de la proposicién 4.2.17, y puede
encontrarse completa en el apéndice A.
O

Proposicién 6.1.16 Siendo b) € Barb(P), by € Barb(Q) v & € by ||g b3, tenemos que
existe b’ € Barb(P ||g @) tal que &' < b.

Demostracién. La demostracidn es muy parecida a la de la proposicién 4.2.18, se encuen-
tra en el apéndice A.
O

Teorema 6.1.17 Para cualesquiera conjuntos consistentes de barbas By y Bs, se tiene

e Si By « Barb{P) y B: <« Barb(QQ) entonces Beon[|lc](B1, B2) <« Barb(P ||¢ Q).
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e Si Barb(P) <« B, y Barb(Q) « B; entonces Barb(P ||g Q) < Beon[llc](B1, Ba)-

Demostracion. La primera parte es una aplicacion de la proposicién 6.1.15, mientras que
la segunda lo es de la proposicién 6.1.16.
a

Como consecuencia de este teorema, podemos extender todos los resultados de abstraceiéon
i

de la semdntica denotacional al operador paralelo.

6.2 Ecuaciones

!
Como es habitual para los operadores derivado, daremos las ecuaciones necesarias para
poder eliminarlo de cualquier término finito. Tenemos en concreto el axioma de expansién

que presentamos en la tabla 6.1.

PAR] (r| ngz) nG(ﬂ ] Qs:;)=

AcAatcA BeBateB

[1 [p1vttamio [] et;R1G% 0 [] at;R25° 0 [] Ral®

AeA at€EA, afG ai€B, ag¢ G atEeBNA
BeB t<nd{8) t<nd(A) a€G
AB _ A B
donde R1%5% = P4 |c [] Q&
b(t'—t)e(B—t)
AB _ A B
R2;™ = D Qi | llo Qar

bt —t)e(A—t)

A,B A B
R3,," = Py ||G Qut

tap=  min{nd(A4),nd(B)}

Tabla 6.1: Axioma de expansion del! operador paralelo.

I
Para escribir este axioma, lo inico que hemos hecho es trasladar al marco algebraico la
definicién de la semdntica denotacional para argumentos del operador paralelo que sean
de la forma

p=[1[rs v @=[][]ea

A€AateA AcBateA

se
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siendo A y B son conjuntos finitos de estados en los que cada estado A € AU B es finito.
Observemos que dichos procesos no tienen porque estar en forma normal ni prenormal.

La seméntica denotacional de los procesos P y ( verifica:

Beon[P] = {A|Ac AJU{(A1t)at-b| A€ A, at€A y b€ BelPA]}
Bcon[[Qﬂ = {Al AEB}U{(A1t)at'b|AEB, at€ A y begﬁonl[@ft]]}

Por lo tanto la semdntica denotacional del proceso P || @ vale

Bcon [[P]] ”G Bcon [[QH =

( {Aug B )
at€ A, ag G, t<nd(B), y )
Ul ((AUg B) 1 t)at - b >
b € Beon Pc:% ”G |:| QbBt’
Bt —t)€(Bt) )

Ben at€B, ad G, t<nd(d) vy

U{ ((AUg B) | t)at- b be By l[( |_—_| Pb’f,) IFe th]]

b(t' —t)e(A—1)

~

/

\U{((ALI(;B)H)at-b‘ateAﬂB, a€G y beBcon[[P;’;nGQﬁ]]})

de donde se obtiene el lado derecho del axioma de expansién.
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6.3 Ocultamiento

Este es otro de los operadores caracteristicos de un algebra de procesos, cuyo tratamiento
resulta usualmente problemitico. Al aplicar este operador se oculta toda aparicién de
determinada accién visible convirtiéndola en una accién oculta 7. Formalmente tenemos

una familia de operadores de ocultamiento de aridad 1:
{\a| a € Act}

También podriamos haber optado por una notacién un poco mas general, permitiendo
ocultar al tiempo un conjunto (finito) de acciones. Sin embargo, ello no aportaria gran
cosa puesto que dicha extension puede ser simulada con el operador propuesto, pues siendo

G = {a1,...,an} tendremos que (--- (P \ a1)--+) \ an equivaldria a P\ G.

6.3.1 Semadntica Operacional

De nuevo hemos de comenzar extendiendo la definicién de las funciones auxiliares que

intervienen en las reglas de las transiciones:

stb(P \ a) = sth(P)

Tiem(P\a,b) = { Tiem(P,b) } £, S%a #b y t,=min{t| ¢t € Tiem(P,a)}
& sia="b

idle(P\a,4) = idIe(P,. AU{a})

Upd(P\a,t) = Upd(P,t)\a

Podemos ahora dar las reglas que definen la semdntica operacional del nuevo operador. En

primer lugar las transiciones vacias siguen siendo las mismas antes de aplicar el operador:

P>— P
P\ae>— P'\a

[OCUL1]

Para el resto de las transiciones correspondientes a acciones distintas de a, tenemos que

tener en cuenta que al ocultar la accidn a se convierte en oculta, y por tanto es urgente:

P -2, P, idle(P,{a}) >t
P\a—= P \a

[OCUL2] eck eta

Por 1ltimo tenemos que la accién a debe ser ocultada:

P2 P idle(P, {a}) > t,

[OCUL4] -
P\a—5 P \a

hace
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6.3.2 SemaAntica de Pruebas

Para definir la semantica de pruebas lo unico que hemos de hacer es extender la definicién

de convergencia débil, para ello tenemos

Pl = P\al

6.3.3 Semantica Denotacional

Para definir la semantica denotacional de este operador, necesitamos primerc una serie de

definiciones previas:

Definicién 6.3.1 Diremos que a es ocultable en una b-traza bs, y lo denotaremos por

ocul(bs,a), cuando lo indique la siguiente definicién inductiva:
e ocul(¢,a), y en tal escribiremos € \ a = e.

e Si ocul(bsy,a) y a ¢ A; tendremos ocul(Ajait; - bsi) si se verifica alguna de las

condiciones siguientes:

— a # a;. En este caso definimos (A ay - bsy) \ a = Ajat) - (bsy \ a).

— a=a; y bs; # . En tal caso definimos (Aja; - bs1) \ a = (A3, £1) U (bs1 \ a).

Para facilitar la escritura y lectura de estos conceptos, cuando nos permitamos escribir la

b-traza bs \ a, estaremos diciendo implicitamente que se tiene ocul{bs, a).
a

Observemos que las tinicas b-trazas no ocultables son aquellas que finalizan con la ejecucién

de la accién que se ha ocultado.

Definicién 6.3.2 Siendo B un conjunto consistente de barbas y ¢ € Act, para cada

k € IN definimos inductivamente el conjunto de estados Focul(B, a, £}, como sigue:
¢ Focul(B,a,0) = {{QO}}
¢ Siendo k£ > 0 tenemos

—~ SiAe Bya¢g A entonces A € Focul(B, a, k).
— Si Aat € Btraz(B), a € A y A, € Focul(Barb(B, Aat),a,k — 1), entonces

AU (A + 1) € Focul(B, a, k)
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Antes de continuar conviene explicar brevemente la definicién anterior. Observemos en

primer lugar que si A € Focul(B, a, k) existird una b-traza bs de longitud I con ! < k:
bs = Alaty --- Ajat; € Btraz(B)
verificando a ¢ A!. Entonces, tomando ¢ = E;;ll tj, el estado A verifica:

e Sil < k ha de existir un estado A’ de modo que

bs-A'€B, agA y A=A+t [ 4+
1<i<i

e Si! =k entonces

A= {{Qt‘“}} U (4 +¢) *

1<i<t

Entonces la semantica correspondiente al operador de ocultamiento queda como sigue:

Definicién 6.3.3 Siendo B un conjunto consistente de barbas y a € Act, diremos que

bs - A € Beon[\a](B) si y sdlo si se cumple una de la siguientes posibilidades:

» nd(A) < oo y para cada & € IN existen [ > k y una b-traza bs' verificando:

A € Focul(Barb{B, bs'),a,l) y bs'\a=0bs

e nd(A) = oo y para cada t € T existen [ € N, un estado A; y una b-traza bs'

verificando:

Ag1t=A1t, A;€Focul{Barb(B,bs'),a,l) y bs'\a=bs

]

Antes de seguir adelante mas conviene observar algunos hechos que se utilizardn en lo
sucesivo en esta seccién. En primer lugar si existe un estado A; € Focul(B,a,!) tal que
nd(A;) > ¢ y I’ > I, entonces existe también un estado Ay € Focul(B,a,!') de manera que
Aj1t=Ap 1t Por lo tanto, en la definicién de la semantica del operador Beon[\a](B),
cuando nd{A} = oo podemos suponer sin ninguna pérdida alguna de generalidad que la
secuencia de I’s asociada a las ¢’s es creciente. Ademds, si 4; € Focul(B,a,l) y ¢ g nd{A),
existe un estado A € Begn[\a](B) tal que A; 1t = A1t, y viceversa: si A € Beon[\a](B) y
nd(A)} > t, entonces existen { € IN y un estado A; € Focul(B, e,l) tal que A; 1t =A1¢t.
Comprobamos a continuacidn que la definicién del operador esta bien hecha, es decir,

que se cumple la

con
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Proposicion 6.3.4 Si B es un conjunto consistente de barbas, entonces Beon[\a](B)

también lo es.

Demostracion. Veamos que Bon[\A](B) cumple las condiciones de la definicién 4.1.1.

Beon[VA](B) # @
Puesto que B es consistente existird un estado A, € B. Si a € A; tendriamos
Ay € Beon[\A](B) con lo y habriamos concluido. Si por el contrario a € A;, tomando

t; = min{f| at € A;} tendremos que existird un estado A; tal que
(A11t)at1A2 € B
Sia & Aj entonces
A= (A118)U (A2 + 1) € Beon[\AI(B)

Si a € As, repetimos el proceso que hicimos con A;. Iterando este razonarmiento

tenemos dos posibilidades

e Existe una barba (A1 1¢))a1t1 -+ (An1tn)antnAnyr € B tal que a € A;1¢; para

i<nya¢ Apt1- Entonces, tomando

i—1
A= (Anp +t"HU | J A +t*  donde = ¢
i<n j=1

se verifica A € Beon[\A](B).

e Existe un ndmero infinito de b-trazas (A; 1 f1)a1t) - - (Ap 1 tn)ant, € Btraz(B)
tales que a & A; ] t;. Tomamos entonces ¢ = ;;11 t;. Si existe k de manera

que para todo | > k se verifica £; = 0, tomermos el estado
A={QF U | (A1 t) + £
i<k
Si por contra, para todo k existe | > k tal que #; # 0 tomarnos el estado
A= J@ilt) +¢
ieN
Y es ficil ver que en cualquiera de los dos caso tenemos A € Beon[\a](B).

Cerrado bajo prefijos
Sea bs' = Ajaity--- Apapt, € Btraz(Beon[\A](B)), existird entonces una b-traza
bs € Btraz(B) tal que y bs \ a = bs’. La b-traza bs se podra descomponer en una

serie de subtrazas bs = bsy - bsy - - - bsy, e manera que cada bs; verifique:
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o bs; = Ajati - - Az'['. ety conl; > 1
e Tomando 7 = ‘,7;__11 tij se tiene

L
ti=tay, +0% y A=Ay +1Y
=1

Por lo que tenemos

|

(bS1 .- bsn—l) \ a= Ayart; - - Ap—1@n—1tn—1, y Ap= U Ani +t7

i<lp

Puesto que B es consistente, existe un estado A" tal que .

bs1- - bsn_14ni0tnr - - Ant—10tn, 1A € By A (tn — ) = Apy,
Tomamos entonces el estado

A :An+tnln U U Am__l_tm'
i<y, '
y se verificard que A, = A’ 1 t,. Si ahora a € A’ entonces tendriamos

Ararty - Ap_1an_1tn_14' € Beon[\A[(B)

Si por el contrario a € A’, teniendo en cuenta que a € A4,, y razonando como en el

apartado anterior, podremos encontrar un estado A" tal que

Ajagty - An_lan_ltn_lA” € Bcon[[\A]i(B) y A" 1t = A 1tn L

Cerrado bajo continuaciones
Sea bs - A € Bon[\A](B) y @'t' € A. Existen entonces [ € IN, una b-traza bs' y un

estado A’ tales que ;
a'te A', bs'\a=bs, A €Focul{Barb(B,bs'),a,l) y A1t = Al 4
En consecuencia existird una barba
Ajaty --- Apat,Ant1 € Barb{B, bs')
tal que, tomando ¢ = ;;11 t;, se verifica

A = (A 1 =)+ U A+

i<n

Puesto que B es consistente tenemos |
Araty - Anatp(Apyr 1 (¢ — t*T))d' (# — ") € Btraz(Barb(B, bs'))

Y entonces se verifica bs - (A’ 1 t')a't’ € Btraz(Beon[\a](B))

€808
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Temporalmente compacto

Esta condicién resulta totalmente trivial, dada la definicién del operador.

O

Para comprobar que el operador queda bien definido hemos de ver que el operador es

congruente con respecto a la relacién <. Para ello es suficiente ver la

Proposicién 6.3.5 Sean B, By conjuntos consistentes de barbas tales que By < Bs.

Demostracion. Cualquier barba by = bsy - A2 € Beon[\a](B2) se genera a partir de una
b-traza bs) tal que bsy \a = bsy y a partir de ella el estado Ay se genera a partir de estados
Al € Focul(Barb(Bs, bsy), a,1).

Antes de empezar con la demostracion propiamente dicha, comenzamos por estudiar
lo que ocurre con dichas b-traza bs), y estados A}. Supongamos por tanto que ocul(bs}, a)

y AL € Focul(Barb(Bg, bs;), a,l). Existe entonces una b-traza
bs' = Ajaty - - Apaty, € Btraz(Barb(By, bsh))
que genera el estado A, es decir:

e Sim <! existird un estado A4 tal que

m+1
a ¢ Amy1, Ap=|J A+t y Aiati-- AmatmAmyr € Barb(By, bsh)
i=1

e Sim ={ tendremos A, = {2} U\, A; + t/, por lo que podemos tomar como
estado A, cualquiera verificando (puesto que By es consistente existird al menos

uno tal)
Ajaty - - Apaty, Ay € Barb(By, bsh)

En cualquiera de los dos casos, y puesto que By <« By, existird una barba b € B; tal que
b < bsh - (Araty - ApatmAmy)
En funcién de la forma de dicha barba podemos distinguir tres posibilidades:
1. fon(b]) < lon(bs,}). En este caso podemos descomponer la barba ] en dos trozos:

by = bs| - (Ajat] --- AjatyAy,,), ocul(bsi,a) y a¢ A
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Entonces podemos tomar

s+1 i—1 !
bsy=bsi\a, A=/ [4Al+> ¢ y by =bsy- A
i=1 j=1 i

y tendremos que b; € Beon[\a](B1). Ademds, puesto que la longitud de b| es estric-

tamente menor que la de la barba original, tendremos directamente que b; < bs.

2. lon(bsy) < lon(b]) < lon{bs, - (Araty - -- ApatmAm+1)). En este caso podemos des-

componer la barba b, en dos trozos:

by = bs} - Alat} - AjatlAl
donde bsi < bsy 'y
Alat]---AlatlAl, | < Ajaty - AnatmAmy

Tomamos entonces

s+1 i—1
bs, = bs) \ a, A1:U A,-1+thl- y bi=bs- A
i=1 i=1

y tendremos que b; € Beon[\a](B1), y al igual que antes obtenemos by < by.

3. lon(b}) = lon(bsh - (A1aty - Amat,mAnmy1)). Este es el caso méds complejo. Al igual

que antes podemos dividir la barba b; en dos trozos:
b = bs| - Alatt - AL at} AL |,
donde bsi < bsy y
Ajath .- Al atl Al | <« Ajaty - Apatym Ay

También como en el caso anterior tomameos

m+1 i—1
bsy=bsi\a, y Ai={J A+ ¢
Jj=1

i=1

|

Ahora si [ < m se tiene directamente A} € Focul(Barb(B,bs}),a,!). En el caso
que { = m tenemos que si en la unién que conforma el estado A} sustituimos A,41
por {20} obtenemos un estado que pertenece al conjunto Focul(Barb(By,bs]),a,!).
Por abuso de notacién seguiremos denotando al mismo por A}. En cualquier caso
tenemos A| <« A). De momento, en este caso no podemos concluir més 'hechos,

aunque como veremos resultara suficiente.

[

Volvemos ya a la demostracién de la proposicién. Sea bsp - Ay € Beon[\a](B), distin-

guimos dos casos en funcidn de la forma de As:

cincuenta
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e nd(A;) < co. En este caso para cada k& € IN existen I > k y una b-traza bsy

verificando

bsy = bseg \a y A € Focul(Barb(Bs, bsak), a,lx)

Entonces teniendo en cuenta las propiedades de los elementos que concurren que

hemos visto mds arriba, tenemos dos posibilidades:

1. Existe [; de manera que encontramos una barba b € Beon[\a](B)) tal que

by & bsg - As, con lo que hemos concluido.

2. Para cada l; encontramos una b-traza bs;, y un estado Ay;, tales que
bsy, < bsa, Ay, € Focul(Barb(By, b)), B1,lx) vy Ay, < A

Solamente hay un nimero finito de estados A’ tales que A’ < A,, por lo que
podemos suponer que todos los estados 4;;, que han aparecido son iguales a
uno dado que denotaremos por A;. Algo similar ocurre con las b-trazas; como
tenemos que bsy;, < bsgy llegamos a bsy, \ a <« bsy, vy puesto que sélo puede
haber un nimero finito de b-trazas bs’ tales que bs’ & bsa, podemos suponer

que las barbas bsy;, \ a son iguales a una dada bs;. Entonces se verifican

bs1- A1 € Beon[\a](B1) vy bsi- A K bsy- Ay

e nd{As) = oc. Entonces, para cada t € T existen I, € IN, una b-traza bsy; y un

estado Ag;, verificando
bsg = bsy \ a, Ag € Focul(Barb(Bg,bsy),a,l;)) v Axnlt=Ax1t
Entonces, en funcién de los hechos vistos mds arriba, tenemos dos posibilidades:

1. Existe !; de manera que encontramos una barba b € Beon[\a](B;1) tal que

by < bsy - Ay, con lo que hemos concluido.

2. Para cada [; encontramos una b-traza bsy: y un estado Ay, tales que
bs1y < bsa, A}, € Focul(Barb(By,by), Br, i) y A < Ay

Para cada # tenemos gue sélo puede haber un nimero finito de estados A’
tales que A’ 1t C Az 1, por lo que podemos suponer que Ay 1t = Ay 1t
para t' > t. Algo similar ocurre con las b-trazas, como bsy; < bsy; tenemos

bs1y \ @ < bsq, puesto que solo puede haber un nimero finito de b-trazas bs'
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1

tales que bs' < bsy, podemos suponer que las barbas bsy; \ a son iguales a una

dada bs;. Tomando entonces |

A1=UA1t1t Y b.‘31=bSu\a
teT

se verifica bsy - A € Beon[\a](B1) y bsy - Az € bsy - As.

6.3.3.1 Continuidad

|
Para que la semdntica denotacional quede bien definida, es necesario también que este
nuevo operador sea mondétono y continuo con respecto a la relacién <. Comencemos por

la monotonia.
Proposicién 6.3.6 Si By < By, entonces Beon[\a](B1) < Beon[\e](B2).
Demostracidn. Para demostrar que Beon[\a](B1) < Beon[\a](B2) hemos de probar:

1. Para cada bss - Ag € Beop[\a](B2) existe by - A; € Beon[\a](B1). Segun sea el estado

A tenemos dos posibilidades:

e nd(As) < co. Por la definicién tenemos que para cada k& € IN existen li>ky

una b-traza bsyy tales que
bss = bsgr \e y A € Focul(Barb(Bg, bsgi),a,lx)

Razonando como en la proposicién 6.3.5 tenemos dos posibilidades:

— Existe una barba b; € Bgon[\a](B1) tal que by < by, y entonces ya.jhemos
acabado.

— Para I, existe Ay, € Focul(Barb(By, bsag), a,lx) tal que Ax < A. Puesto
que nd(A} < oo podemos suponer que todos los estados A;; son iguales a
uno dado que denotamos por A;. Por tanto tendremos que la barba bsy - A;

pertenece al conjunto Beon[\a](B1), con lo cual hemos concluido.

e nd{A;) = co. En este caso para cada £ € T existen [; € IN, una b-traza bsy y

un estado A4s; tales que

bsy = bsor \ @, Aa € Focul(Barb(By, bsyt),a,l;) y  Alt=An]t
f

Tenemos las dos mismas posibilidades que en el caso anterior:
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— Existe una barba b; € Beon[\a](B1) tal que b; < by, y entonces ya hemos
acabado.

~ Para l;, existe Az € Focul(Barb(B1, bsa), a,l:) tal que Ay < Ay Segiin
sean los estados Ap; tenemos dos posibilidades:

* BExiste tg € T tal que n<3|(A1t) <ty para todo ¢ € 7. Podemos entonces
suponer que la sucesién {; es creciente, es decir, I; < Iy parat < t'. Por
otro lado podemos suponer que todos los estados A;; son iguales a uno
dado Ay. Con lo que tendremos bsy - Ay € Beon[\a](B1) y A1 < As.

* La sucesién de los tiempos de nd{A4;;) no estd acotada. En tal caso

podemos suponer que nd(Ay;) > ¢. Entonces tendremos

Ay = U At
teT

y se verificara que bsg - A; € Beon[\a](B1) y 41 < As.

2. Para cada bs - A €€ Beon[\a]{B1), hemos de encontrar un estado A’ tal que A < A
y bs- A € Beon[\a](B1). Ello se sigue de los siguientes hechos:

e Si bs’ € Btraz(B), como B < B se tiene bs' € Btraz(By).

e Para cadal € IN y cada estado A, € Focul(Barb(B, bs'}, a, [}, existe un estado
As € Focul{Barb(By,bs'), a,l) tal que A; < As.

|

Una vez visto que el operador es mondtono, podremos abordar la demostracion de la

continuidad.

Proposicién 6.3.7 Dada una secuencia no decreciente B = {By | k € IN}, se tiene

Boon[\a](lub(B)) ~ lub({Beon[\a](B) | k € IN})

Demostracién. Puesto que B; < lub{B), por la monotonia tenemos

Beon[\a] (B:) < Beon[\a]{lub(B))

Con lo que obtenemos lub{Beon[\a](Bk) | £ € IN} < Beon[\a]{lub{B)).

Para demostrar la otra desigualdad consideramos en primer lugar
b=bs- A€ lub{Beon[\a](B:)| k € N}

Debemos encontrar b € Beon[\a](lub(B)) tal que ' < b. Para ello distinguimos los si-

guientes en funcion de la forma de A:
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e nd(A) = co. Para cada t € T existen [, € IN y un estado A; tales que
bs- Ay € Beon[\al(Br) y Aclt=A1t
Existen entonces una b-traza bs’ € Btraz(By,) y un estado A, tales que
bs = bs' \ a, A, € Focul(Barb(By,,bs'),a,l;) vy Al1t=A;1t=A1¢t
Puesto que By, < lub(B), podemos asegurar que existe un estado A} tal que
A} € Focul(Barb(lub(B),bs'),a,l;) y A/1t=A1t=A1t
Por tanto bs - A € Beon[\a](Iub(B)). |
e nd{A) < co. Para cada k € IN existe [ > k tal que
bs - A € Beonl\a}(B1)
Entonces para cada k' € IN existen !’ > k' y una b-traza bsy € Btraz(B;) tale‘ls que
bs = bsy \ a, A € Focul(Barb{B,,bsy),a,l’)
Podemos distinguir los siguientes casos:

— Para cada [ existe alglin I’ de manera que la b-traza que genera el estado A en

Focul(Barb(By, bsy}, a,1') tiene longitud mayor que !'. Entonces tenemos
A € Focul{Barb(lub(B), bsy), a,l')
— En caso contraric tenemos que para cada ! podemos encontrar una barba
b=bsy-bsy- A € B

de manera que bsy; \ @ = bs, y la barba bsy; - A; genera el estado A. Si el
ntmero de barbas de esta forma es finito, habrd alguna de ellas que se repita
infinitamente que denotaremos por b, y por entonces b € lub(B), por lo que

tendremos

bs - A € Beon[\a](lub(B))

Por el contrario, si el nimero de barbas distintas es infinito, tendremos que
las longitudes de las mismas no puede estar acotadas. En tal caso podremos

encontrar una secuencia de barbas que contengan un prefijo comin de la forma

bsg - Ajaty - - - Apat, @a0@al - - - Pal)

h veces

tres
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de modo que ocul(bsg, a), y la parte final es arbitrariamente grande. Tomamos

entonces bs' = bsp \ @ y el estado

i—1
A={o U JAi+#  donde  H=) 1
j=1

t<n
Es facil comprobar entonces que bs' - A’ € Beon[\a]{Ilub(B)) y bs'- A" < bs- A.

Tomemos ahora b = bs - A € Beon[[\a](lub(B)). Distinguimos dos casos dependiendo de la

forma de A:

¢ nd(A) = oo. En tal caso para cada t € T existen {; € IN, una b-traza bs; y un estado

A, tales que
bsg \ a = bs, A, € Focul(Barb(lub(B),bs;),a,l;) y Alt=A:1t
Existen entonces m; € IN y un estado A} tales que
bs, € Btraz(By,), A, € Focul(Barb(Bpm,,bsi),a,l) y A1t =Aitt

y por tanto existe un estado A} tal que

| bs- A} € Beou[\al(Brm,) vy A{1t=A1t
Puesto que lo anterior lo hemos hecho para cada £ € T, existird un estado A’ tal que

bs- A € lub{Beon[\a](B;)| i€ N} y VieT A'1t=A1t
lo cual implica que bs - A € lub{Bon[\a](B;i}| 7 € N}.

¢ nd(A) < co. En este caso, para cada k € IN existen ! > &k y un b-traza bsy tales que
bsp \ a = bs, A € Focul(Barb{lub(B), bs), a,l)
Entonces para cada k' € IN existe I' > k' tal que |
bsi € Btraz(By) y A € Focul(Barb(By,bsg),a,l)
Por tanto bs - A € Been[\a](Br), y en consecuencia tenemos
bs - A € lub{B.en[\a](B;)| ¢ € IN}

lo que implica el resultado buscado.
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6.3.3.2 Abstraccién

I3 1 ) . i
Probaremos en esta seccién la relacién entre la definicién denotacional del operador de

ocultamiento y su definicién operacional.
Lema 6.3.8 Si A € A(P) es tal que a € A, entonces A € A(P\ a).

Demostracién. Simplemente hay que tener en cuenta que la computacién del proceso P

que genera el estado A

t
P=P > P ...

también es posible en P\ a puesto que a & TA(F}). Puesto que la accién no estd dislionible
en ninguno de los procesos P/ que aparecen, tendremos TA(FP;) 1t; = TA(P! \ a}1t:.
' a

Proposicién 6.3.9 Sea P un proceso y A € Focul(Barb{P), a, k), entonces '
end(d)<oco = 3J>k: Ac A(P\a)
e nd(A)=0c0 = A€ A(P\a)
Demostracion. Puesto que A € Focul(Barb(P), e, k), existe una b-traza
bs = Ajat; - - - Ajat; € Btraz(P)

de longitud { < k, tal que

+1 ) ) i—1
A=[JAi+¢ donde =)t |
i=1 =1 i

donde el estado A;4; se ha obteniendo, una en funcién de la relacién entre ! y k como

sigue:
e Sil <k entonces bs- Ajy1 E Pyad A !
e Sil =k entonces Axy; = {Q0}.

Puesto que bs € Btraz(P) existird un proceso P’ tal que P b, pt ,con Ay € A(P') en
caso que [ < k. Haremos la demostracién por induccion sobre la longitud de la deauccién
de P =25 P,

e Si la longitud de la deduccién es uno, tenemos que P =» P. Si k = 0 entonces
A = {00}, de modo que tomando { = 0 se verifica {0} € Ay(P). Si k > 1 tendremos
que A € A(P) y a € A. Por la proposicién anterior tenemos que A4 € A(P\ a), ¥

minutos?
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por tanto en el caso de que nd(A) = oo ya habriamos acabado. Supongamos ahora

que nd(A4) < oo. Por la definicién de A(P) existe una secuencia de estados
Ap <A R Ay < Ap R App < -+

de manera que A; € A;(P) y A = lub{Ag| k£ € IN}. Puesto que nd(A) < co existe -
m € IN tal que A,, = Any para m’ > m. Basta entonces tomar ! = max(k, m) para

concluir en e} caso de que nd(A) < oo.
o Si la longitud de la deduccién es mayor que uno, tenemos los siguientes casos:

— P> P" =% P’ Este caso es totalmente trivial, pues podemos aplica la

hipétesis de induccién ya que se tiene
P\a>— P"\a
_pItypr Y. pr , bs’ # €. En este caso tenemos
bs' = Ala(t, — )Aqaty--- Ajaty v Ay = (TA(P)1t)U (4] +1)
Tenemos entonces que el estado A” = A — ¢ verifica
A" € Focul(Barb(P"), a, k)

Puesto que ¢ € A; tenemos que ¢ ¢ TA(P) |t y por tanto se verificard
idle(P, {a}) > t. Por tanto la transicién

P\a - P"\a
es posible. Con lo que tenemos el resultado por aplicacién de la hipdtesis de
induccidn.
— p o, pr %, p' Ep este caso tenemos
bs' = Asaty -+ Ajaty y A= (TA(P) 1 t)
de modo que
A" = A —t & Focul(Barb(P"),a,k — 1)

Puesto que a € A; tenemos que a € TA(P) 1t y por tanto idle(P,{a}} > ¢. Por
lo tanto la transicién
P\e -5 P"\a

es posible. Con lo que tenemos el resultado por aplicacion de la hipdtesis de

induccion.
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Proposicién 6.3.10 Siendo A un estado tal que A € A(P \ a), se tiene !

e Si nd(A) = oo, para cada t € T existen |, € IN y A, € Focul(Barb(P), a,l;) tales que

e Sind(A) < oo, para cada k € IN existe I > k € IN tal que A € Focul(Barb(P),a,1).

Demostracién. Si A € A(P\a) existe una computaciéon de P\a que genera el dicho estado.
Puesto que P\ a -5 P'\ asiy sélo si P -3 P’ o bien P %+ P, la computacién de

P\ a serd de la forma (tomando £, = P}

tin
Pi\a>—* Pl \a 25 Py\a > Py, \a>—"* Pl \a —s Py \a---

Tlin
Pkl\ﬂ- >—* Pi:l \a i) Piq \a. >—")*"‘Pknk \a > Plf:nk \a ——k—k—) P(k+1)1 \a

|
— Ttii . . .,
donde cada transicién Pp; \ @ —— Py(4q) \ @ con ¢ < ng proviene de una transicién

Tl — Theny ; Y
v —* Pri+1), ¥ cada transicidn P, \a ——==+ Fy1y: \ ¢ proviene de una transicién

tin
del tipo P};nk LN Fij11)1- Entonces hay tres posibilidades:

1. La computacién es finita. Entonces existe m € IN de modo que la misma termina

t : 4 .
con Fp,, ., verificAndose:

o Para [ < m se tienen las transiciones:

P, --—-—>Tt“ Pl(i+1) para 1<i<n; vy

a-tln;

‘Pl’n; — P

o Para [ = m se verifica:

p! Tim{i+1) P 1<
mi m{i+1) para Zt1<nfm ¥

Prnm 4 = (stb(Phyn,.) A idle(Pr, ,{a}) = o)

2. La computacion es infinita, pero proviene de una computacién que ejecuta una can-

tidad infinita de veces la accidn a. Entonces existe m € IN tal que !

by R by,
Py —= Fyy 1<i<n, P, ——Pyun ¥

Ttmi

vieIN P;m e Pm(i+1)

| -Se
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3. La computacién es infinita y proviene de una computacién que ejecuta una cantidad

infinita de veces la accidon a. Entonces

7t . atin
P; — Piyy 1<i<m vy Pm, — Py

Ahora Para cada par de enteros i, 7 € IN para los que ello tenga sentido tomamos

j—1 i—1 ni—1
v = Ztik, t; = i tin;, = Etj y A= U ((TA(R’J) 1 tij) + tzj)
k=1

=1 =1

Puesto que la computacién es posible tenemos a & TA(P];) 1 t;;, por lo que a & 4;.
En el primer caso, si la computacién es finita, Tenemos ahora dos posibilidades en

funcién del viltimo proceso Py, :
® Pmn,, \ a | entonces Py, |, puesto que P, \a>f=y P, \a -4 tenemos
que P, >F—y Pr’,mm -—T—,L), por lo que tomando

[}
= U (TA(Ppi) 1 tg) + £7)
7=1

tenemos Ay, € A(Pp1) ¥ & € A;n. Entonces se verifica
Ajaty - Ap_1atm-1Am € Barb(P)
Puesto que la computacion es la gque generaba el estado A, tenemos que

A= UAi-i-ti

i<m
Por otro lado tenemos que A € Focul(Barb(P),a, k) para todo k& > m, entonces, y

puesto que en este caso tenemos nd{A)} = oo, para obtener el resultado basta tomar

para cada t € T cualquier {; > k.

e Supongamos ahora que Py, \ ¢ . En tal tomamos el estado

m = {2™} U ((TA(PL ) 1 tmg) + ™)
J<d

verificandose A = | );<,, Ai + ¢'. Tenemos entonces dos posibilidades
- Pmn,, . En este caso tenemos
Alatl s Am_latm_lAm [ Barb(P)

con lo que A € Focul{Barb(P),a,!) para !l > m.
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i

— P, . En este caso, tomando Q) = Py, , ha de existir una computacion

Qi—1Q2 - Qr_1% Qg

'

. 0 0 . o .
siendo +»€ {——, —, +}. Esta computacién puede ser infinita, o bien

conducirnos a un proceso (; tal que @ . Por lo que en este caso, o bien

tenemos una secuencia infinita de b-trazas
bsp = Araty -+ - A6ty 1(Apm 1 t"“’) al- - @al € Btraz(P)
h veces

0 bien una barba
b= Ajat; - Ap_16tm_1(An 1t™)a0- - - 2a0{Q0}
En cualquier caso tenemos A € Focul(Barb(P), a,!} paral > m.

Puesto que en cualquier caso tenemos que A € Focul(Barb(P), a,1) para k > m, para
obtener el resultado buscado, teniendo en cuenta nd{A) < oo, basta tomar para cada
k € IN, I = min(k, m).
En el segundo caso tomamos el estado
Am = | (TA(PL) 1 tmi) +8™)
i€lN
Se verifica que a € Ay y A = (A +t™)U U (A; + t*). Por otro lado tenemos
i<m

AjatyAzats - - Am_10tme1Am € Barb(P) .

Puesto que a € A,,, tenemos que A € Focul(Barb(P), a,k) para todo £ > m, y por tanto
para obtener en este caso el resultado, teniendo en cuenta nd(A) = oo, basta tomar para
cada ¢t € T como {; cualquier nimero mayor que m. ‘

En el vltimo caso se verifica
A= U A+ ¢
i€EIN

Por otro lado, para cada ¢ € IN tenemos !

Aiaty -+ Agaty - -+ Ajal; € Btraz(P)
Por lo tanto se verifica

At = (A1) U {Q'} € Focul(Barb(P), a,1)

hace
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Observemos que en este caso se tiene que para cada t € T existe t; > ¢, por lo tanto se
verificard A]t = A*1t. Entonces, para obtener el resultado, basta tomar {; cualquier valor
i de manera que ' > ¢.

]

Proposicién 6.3.11 Siempre que P \ a LI Q@ \ a existird una b-traza bs' tal que
ocul(bs’,a), bs=bs'\ay P =L Q.

Demostracion. Haremos la demostracion por induceién sobre la longitud de la deduccién
de
Pl\a =L5Q \a

e Si la longitud de la deduccién es uno, tenemos que
P\a=P\a = P=P
s Sila longitud de la deduccidén es mayor que uno, tenemos los siguientes casos:
- P\a>— P \ay P \a LN @\ . Por hipétesis de induccién tenemos
Pi\a LN Q\a

La demostracién acaba aqui puesto que P\ a >— P\ a.

— P\a 2t P \ay Pl\a% @\ a. En este caso tenemos
bs = (TA(P) 1 t)a't - bsy
Puesto que P\ a BLLN Q\ a tenemos que ¢ & TA(P) |ty
P2 p
Por hipétesis de induccidn existe bs} tal que
ocul{bsi,a), bsy=bs;\e y P \a LN Q\ea

Entonces la b-traza bs' = (TA(P)1t)a’t - bs} verifica las propiedades requeridas.

— P\a-" P \a, P, \G%Q\aybsl # €. En este caso tenemos
bs = (TA(P) 1) U bs,
Puesto que P\ a 5 Q\ a tenemos que a € TA(P) 1t y

PP o P-4 p
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Por hipétesis de induccién existe bs tal que
b '
ocul(bsj,a), bsy=bs;\e y Pi\ea —ly Q\e

Tomando entonces la b-traza

b (TA(P)1t,8)Ubs;, si P Py
o =
(TA(P)1t)at-bs, si P25 P

tenemos que verifica las propiedades requeridas. |

Proposicién 6.3.12 Siendo bs una b-traza tal que ocul(bs, e}, se tiene
b
P = Pla=2%Q\a

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre la longitud deduccién de
P =2 Q. i

e Si la longitud de la deduccién es uno, tenemos

P=P = Pla=P\a

» Si la longitud de la deduccién es mayor que uno, tenemos los siguientes casos:
- P> P yhH LN (). Por hipdtesis de induccion tenemos que
b
P\e=2% Q\a

La demostracién acaba aqui puesto que P >— P,

b
— P2 P, Pp == (). En este caso tenemos que |

1
I

bs = (TA(P)1t)at-bs;, bsi#e y bs\a=(TA(P)1¢t)U (bsll\ a)

Puesto que tenemos ocul(bs, a) se sigue a & TA(P)1t, por tanto idle(P, {'a}) >t
en consecuencia
P\a P \a

Ahora, por hipétesis de induccién tenemos

Pi\a :—-_>'”‘\“ Q\a

y por tanto tenemos
bs\a
P \ [ 2 Q \ fiA

lo
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' b
- p -4 P;, P, == Q. En este caso tenemos que

bs = (TA(P) 1 t)a't - bsy, ocul(bs;,a) y bs\a=(TA(P)1t)d't- (bs; \a)
Puesto que se tiene ocul(bs, a), deducimos a &€ TA(P) 1 ¢, por lo que
F \ @ —jiié }ﬂ_\ a

Ahora, por hipdtesis de induccién tenemos

bsl\ﬂ:

fﬁ,\ @ ======$'(2 \ a

y por tanto
P\a -—bi—a> Q\e
- p T P, P LI P, bs1 # e. En este caso tenemos que
bs = (TA(P)1t)Ubsy bsi#e y bs\a=(TA(P)1¢tt)U(bs; )\ a)
Puesto que se tiene ocul{bs, a), derivamos a € TA(P) | ¢ y por tanto
P\e=2%Q\a

de donde

bs\a

Pla=——= Q\a

Proposicién 6.3.13 Para cada proceso P € CRec(Xgeq) se verifican
1. Barb(P \ a) <« Besn[\a](Barb(P)).
2. Beon[\a](Barb(P)) < Barb(P \ a).

Demaostracion.

1. Tomemos b = bs- A € Beon[\e]{Barb(F)). Supongamos en primer lugar que el

nimero de b-trazas bs’ diferentes entre si tales que

bs'

bs'\a=bs y 3P : P=—=— P’

es infinito. Entonces la longitud de las b-trazas no puede estar acotada, por lo que
podremos encontrar una secuencia de b-trazas que tienen un prefijo comin de la
forma

bsg - Araty - Anaty, Sal- - - Sal

h veces
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i
donde la longitud h es arbitrariamente grande y ocul(bsg,a). Tomamos entonces el

estado

i—1
Ag={""}u | JAi+¢ donde =)t
j=1

i<n
Se verifica entonces que (bsg \ a) - Ag € Barb(P\ a} y (bsp\a) - Ay K bs- A.

Podemos ahora suponer que el nimero de b-trazas que cumplen la condicién anterior

es finito, entonces tiene sentido considerar ;
Q={P| P> P, bs'\a=bs} y Q=[] P
Ple@

y aplicando la proposicién 6.3.12, tenemos que para todo P € Q ~
P\a =y p/ \a
Ademads es facil comprobar que
Barb(Barb(P \ e), bs) = Barb{Q \ a)
Distinguimos dos casos en funcién de la forma A:

e nd{A) < co. Entonces para cada k € IN existen ! > &k y una b-traza bsy €
Barb(P) tales que

bsy\e=bs y A= Focul(Barb(P,bsy),a,l}
: |

y por tanto A € Focul(Barb(@),a,!) para cada k& > {. Entonces aplicando

la proposicién 6.3.9 existe !' > [ tal que A € Ap(Q \ a). En consecuencia

A € A(Q\ a), por lo que existe P’ € Q tal que A € A(P'\ a) y por tanto
bs- A € Barb(P\ a). ‘

e nd(A) = oo para cada t € T existen Iy € IN, una b-traza bs; € Barb(P) y un
estado A, tales que

|
bsi\a=bs, A1t=A41t y A= Focul(Barb(P, bsi),a,l;)

y por tanto A; € Focul(Barb(Q),e,{;). Entonces dos posibilidades ségfm la
proposicién 6.3.9:

— Si nd(A;) = oo entonces A; € A(Q\ a).

— Si nd(A:) < oo existe I} > I; tal que A; € A,(Q\ a).

que
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En cualquier caso, para cada t € 7 podemos encontrar A} € A(Q \ a} tal que
Allt=A1t=A1t

Puesto que esto es cierto para cada ¢ € T, y los estados de un proceso son
temporalmente compactos, tenemos que A € A(Q \ a). Entonces existe P’ € Q
tal que A € A(P'\ a) y por tanto bs - A € Barb(P \ a).

2. Tomemos ahora bs - A € Barb(P \ a), existe entonces P’ tal que
P\a=2sP'\a y AcAP \a)
En virtud la proposicién 6.3.11 existird una b-traza bs' tal que
PSPy bs=bs'\a

Tenemos entonces el resultado buscado como consecuencia inmediata de la proposi-
cidn 6.3.10.

Proposicién 6.3.14 Si B = Barb(P) entonces Beon[\a](B) = Barb(P \ a).

Demostracién. Tomando b € Barb(P\a), por aplicacién de la proposicién 6.3.13 tenemos

que

I’ € Beon[\a](Barb(P)) : &' <« b

Entonces por la aplicacién de la proposicién 6.3.5 tenemos que existe b” € Beon[\a](B) tal
que " <« b.

Tomemos ahora b € Beoy[\a](B). Por la proposicién 6.3.5 exisie b’ € Beop[\a](P) tal
que &' < b, entonces aplicando la proposicién 6.3.13 tenemos que existe b € Barb(P \ a)
tal que "’ <« ¥.

O

Como consecuencia de esta proposicion, podemos extender al lengnaje que incluye el ope-
rador de ocultamiento todos los resultados referentes a la abstraccién de la semantica

denotacional vistos en el capitulo 4.
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6.3.4 FEcuaciones

Las ecuaciones que nos van a permitir trabajar con este operador son bastante simples.
Simplemente hay que tener en cuenta que \a oculta la accién a. Por tanto, serd suficiente
considerar las siguientes ecuaciones de la tabla 6.2. ‘

La correccidn de dichas reglas es bastante obvia a partir de las definiciones dadas.
Las reglas que hemos dado, permiten eliminar el operador de ocultamiento de cué,lquier
proceso que esté en forma prenormal, con lo que el conjunto de ecuaciones obtenido seguird

siendo completo con respecto a la semdntica de pruebas.

[OCUL1] (et;P)\a=get;(P\a) sie€f, e#a
[OCUL2| (of;P)\a=g1t;{P\a)
[OCUL3] (PNQ)\a=¢g(P\a)N(Q\a)
[OCUL4] ] PM) \a=g [] (Pee\a)N [] (Puv\a)
a't'cA a't’ € Ajt o't At
siendo A € 8T, a€ Ay t = min{t| at € A}

[OCULS] (I:] at)\a—'E L] (Pat\ @)

ateA ateA
siendo AcS8T yag A

Tabla 6.2: Ecuaciones para el ocultamiento.

se
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6.4 Intervalos de Tiempo en Acciones Visibles

A la hora de hacer especificaciones de sistemas temporizados, conviene poder introducir
intervalos temporales en las acciones que se van a ejecutar, los cuales indican que la accién
indicada se puede ejecutar entre los instantes ¢; y ¢» indicados. Para ello introduciremos
un nuevo operador

a[tl B tg]; P

cuyo significado es que el proceso comienza pudiendo ejecutar la accion a en el intervalo
de tiempo [tl,tz] y tras ellos comportarse comportarse como el proceso P. Formalmente

introducimos en la signatura del modelo la signiente familia de operadores.
{a[tl,tg]; |la€ Act, tHeT, tHH1<ts y € TU{oo}}

Antes de seguir adelante vamos a centrar nuestra atencién en dos detalles, el primero de
ellos es que permitimos que el limite superior del intervalo sea infinito. Esto tiene dos

consecuencias inmediatas

e Hemos introducido un procese que puede realizar un nidmero infinito de acciones
temporizadas. A pesar de ello, la semdntica operacional sigue siendo finitamente

ramificada, en virtud de la definicién que hemos dado (definicién 3.2.5).

e No se trata de un operador derivado, en el sentido de que no se puede eliminar su
presencia en el marco de los procesos finitos. Hasta ahora ningn proceso finito podia
realizar un namero infinito de acciones. No obstante, no tendremos que modificar
las nocicnes de forma normal ni prenormal puesto que este operador serd tratado

mediante el operador de reduccién:

RED(a[0, o0]; P,t) = DIV(t) O [ ] at'; P
<t

En segundo lugar, fijémonos en el hecho de que sélamente hemos permitido poner intervalos
en acciones visibles; no permitimos intervalos en acciones internas. La razén que justifica
esta limitacién es nuestro deseo de para seguir manteniendo la de urgencia de dichas
acciones. En tal caso, si permitiéramos intervalos en acctones ocultas, éstas deberian ser
ejecutadas en el instante inferior de tiempo, con lo que seria inocua la presencia de los
restantes valores del intervalo.

De nuevo, para poder definir la semantica operacional, en primer lugar hemos de
comenzar por extender las funciones auxiliares que intervienen en la definicién de las

reglas. A continuaciéon podremos dar las reglas en si. Todo ello lo tenemos recogido en
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[(INT] alti,to;P 2P teT, t,<t<ty

stb(RED(P,t)) = true

{teT|t1 <t<ty} sia=a

] en otro caso

o siag€ A

t1 en otro caso

afty —t,ta —t]; P sit<h

Upd(alti, t2); P,t) = { al0,ts — &]; P sity <t <t
STOP sity <

Tiem{alty,12,}; P,a’) = {

idle(a[tlst'Z];P:A) = {

a[t].}t2]; P Jr

Tabla 6.3: Reglas y funciones que definen la seméntica operacional de la operacién de

prefijo con intervalos de tietnpo.

la tabla 6.3. Es ficil comprobar que tras la adicién de este nuevo operador se'siguen
verificando las propiedades de la semdantica operacional recogidas en la seccién 3.2.1, con
lo que también siguen siendo validos todo los resultados correspondientes a la semdntica

de pruebas.

6.5 Semantica Denotacional

Extender la semantica denotacional para cubrir a este operador es bastante sencillo. To-

marmaos
Beonlalti, t2];1(B) = {422} U {(Af;"z 1t)at-b|teT, 1 <t<ty A be 3}
donde Altz = {{at] teT At <t< tg}}

Es facil comprobar que este operador cumple todas las propiedades exigibles:

e Si B es un conjunto consistente, a € Act, t; € T, t2 € T U {00} y t1 < t3, entonces

Beon[alti, t2]; ](B) es también un conjunto consistente de barbas. ;

e El operador es monétono con respecto a la relacién <.

¢ El operador es monétono y continuo con respecto a <. :

quiere...
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Por tanto podemos extender en efecto la semantica denotacional para cubrir este nuevo

operador.

6.6 Ecuaciones

[INT1] RED{a[t,]; P,to) = D at ;RED(P, g — ) si t; <t2 <tp
t1<t<ty

[INT2] RED(alty,ts); Pito) = [ | at;RED(Pto—t) si ) <ty <t
£ <t<to

[INT3] RED(a[tl,tz];P, tg) = DIV(to) si fg <1ty

Tabla 6.4: Axiomas para el operador de intervalos.

Las ecuaciones necesarias para tratar a este operador estin recogidas en la tabla 6.4.
Observemos que
alt1, t2); P =g D at; P si £ <te <00
t1<t<ts
es un proceso bien definido puesto que estamos considerando un dominio de tiempo dis-
creto. Los axiomas de la tabla 6.4 no nos permiten en general eliminar la presencia del
operador en un término finito. No obstante las reglas siguen siendo completas, puesto
que que la eliminacidn si es posible en el 4mbito del operador RED(:,-}. En cierta manera
estamos tratando este operador como si fuera infinito. De hecho, podemos observar la
igualdad
al0,00); P =RECz.{70;z) 0al; P

donde o representa la unidad de tiempo. Si nos fijamos en la demostracién de la com-
pletitud del sistema de axiomas (teorema 5.3.6), observamos que nos limitamos a usar el

hecho de que los procesos de la forma
RED(ap(Q, 1), %)
son finitos, y por tanto si
RED(ap(Q,1),t) < RED(ap(P, k), t)

podremos deducir
RED(ap(Q, 1), t) <& RED(ap(P’ k), 1)

Esta 1ltima demostracién se apoya en el hecho que cualquier proceso finito se puede pasar

a forma prenormal. Este ultimo resultado, en el caso que manejamos de intervalos infinitos,
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no es cierto en nuestro caso. Sin embargo el resultado final sigue siendo cierto puésto que

es suficiente que los procesos |
RED(ap(@Q, 1), 2}

se puedan pasar a forma prenormal, y esto sigue siendo cierto gracias a los axiomas de la

tabla 6.4.

Yo
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6.6. Ecuaciones

Esta pagina estd intencionadamente en blanco.
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Capitulo 7

Suma

En los capitulos precedentes hemos trabajado con un algebra de procesos tipo CSP, de
modo que contamos con dos tipos de eleccién totalmente pura: la eleccién interna y la
eleccién externa. En este capitulo indicaremos cémo podriamos extender los resultados
a con un &lgebra de procesos tipo CCS. La principal diferencia estriba en el hegho de
que tendriamos ahora un unico operador de eleccién, que llamaremos suma (+). BDicho
operador se puede ver como una eleccién mixta, entre medias de la eleccidon puramente
no determinista y la eleccién puramente externa del CSP. Mientras la eleccidon externa
de CSP se resolvin inicamente mediante la ejecucién de una accién visible, la suma puede
ser resuelta mediante la ejecucién de una accién oculta. Esto causa un notable pr?blema
de operador, pues ninguna semdintica que no vea las acciones ocultas puede ser una con-
gruencia con respecto al mismo. Es necesario disponer de una semdntica algo mcis]i fuerte
que vea, al menos, la primera accién oculta cuando esta ocurra. \
|
Habitualmente no se estudia ningun algebra de procesos que contenga los tres tipos
de operadores de eleccién. De hecho, si consideramos un 4lgebra en que tenga como
operador de eleccién unicamente a la suma, como se hace en [LdAFN96], la caracterizacién
de la congruencia es mas sencilla. En este capitulo lo que hemos pretendido es integrar el
operador de suma con los ya existentes, con lo que la caracterizacién de la congruencia se

complica.

El contenido este capitulo no pretende recoger una teoria completa y cerrada de la
cuestidn; sino mas bien una indicacién a seguir, en el caso de que queramos extender la
teoria vista hasta ahora. El completar esta extension, hacer las demostraciones, completar

los detalles que faltan, etc... debe ser visto como parte del trabajo futuro a desarrollar.
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7.1 Sintaxis

La sintaxis de la extensién se apoyara en la signatura expandida

7.2 Semantica Operacional

Para definir la semantica operacional de procesos sobre esta nueva signatura, hemos de
definir en primer lugar las funciones auxiliares que empleamos para definir la semdntica
operacional del lenguaje original. Las funciones se siguen definiendo en la misma manera
que habiamos visto anteriormente en los que se refiere a lo operadores de ¥sq. Basta por

tanto definir las funciones para el operador de suma:

stb(P+ Q) = stb(P) Astb(@)
idle(P+ Q,A) = min (idle(P, A),idle(Q, A)
Tiem(P + Q,a) = (Tiem(P, a) idIe(Q)) U (Tiem(Q, a) 4 idle(P))
Upd(P + Q,t) = Upd(P,t)+ Upd(Q,1)
Por 1ltimo, afiadimos las reglas que permitiran generar sus transiciones:
P>— P . Q>—Q
[MAS1] P+Q>— P +Q [MAS2] P+@Q>— P+ Q
(MAS3] P&, p .qle(Qt) > t, stb(Q) (MASd Q- @, , idle( 2_'2‘ , stb(P)
P+Q -2y p P+0Q -

7.3 Semantica de Pruebas

Para dar una seméantica de pruebas, lo primero es extender el predicado de convergencia
para este operador; para ello, lo dnico que hemos de hacer es extender el predicado de

convergencia débil, que por otra parte se hace de manera natural

PLAQL = P+Q{

Es facil comprobar que se siguen manteniendo las propiedades de la semantica operacio-
nal dadas en la seccién 3.2.1. Esto implica en particular que la caracterizacién operacional
de la semdntica de pruebas, vista en el capitulo 3, sigue siendo vilida si extendemos el
algebra con este operador. Lo que ocurre es que dicha semadantica no es conservada al apli-
car el nuevo operador, surgen los problemas tipicos en relacién con la falta de congruencia

de la suma en CCS, quizas agravados en nuestro caso.
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Ejemplo 7.3.1 Consideremos los procesos
P=04;8TOP y (}=70;ad;STOP

Evidentemente, no hay diferencia entre P y ¢ en base a la seméntica de pruebas, se'puede
comprobar facilmente que se verifica P = Q.

Sin embargo, si consideramos el proceso
R =bl;STOP

tenemos que P + R puede ejecutar la accién b en el instante 1, cosa que @ + R no puede
hacer puesto que se ha de ejecutar antes la accidon oculta en el instante 0, decidiendo asi la
eleccién e impidiendo la ejecucién de la accion b en el instante 1. De hecho si consideramos

la prueba T = bl ; OK tenemos
P+QmustT y Q-+ RmhstT

y por tanto P+ RZ Q + R.

()
La mayor congruencia contenida en la semantica de pruebas viene dada por la
Definicién 7.3.2 Siendo P, @ € CRec(Zgeq), definimos |
PLCQ <= CIPIECIQ] %
P« @Q = ClQl<kC(q]
donde (-] es cualquier contexto en el que se puedan poner los procesos.
O

Debido a la caracterizacién de la seméantica de pruebas tendremos la equivalencia
PCYp &= P<«%Q

El resto de la seccidn lo destinaremos a dar una caracterizacién mas explicita de la relacién

. Para ello introducimos los concepto de t-barba y tbh-traza.
Definicién 7.3.3

e Una thb-traza es un par thbs = (¢,bs) donde ¢t € T y bs es una b-traza de longitud 1,
" bs = Ajarty, verificando ¢ < 4. !

¢ Una t-barba es un par tb = (¢,b) donde £ € T U {co} y b es una barba que verifican:

dijo
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— Si b es un estado A, entonces ¢ < nd(A).

— Sib= Ajait; - ¥, entonces t < #;.
» Si TB es un conjunto de t-barbas, definimos su conjunto de tb-trazas por medio de
TBtraz( TB) = {(t,Alaltl)‘ 3b: (¢, Arart; - b) € TB}

Y si (t, A1art1) € TBtraz{TB)}, definimos el conjunto de barbas continuacién me-
diante

Barb(7B, (£, Aja1t1)) = {b‘ (t, Aty - b) € TB}
O

La idea que hay detras del concepto de th-traza (t, Ajait;) y del de t-barba (¢,b), es la de
recordar ahora también la informacién sobre el instante ¢, en el que ha sido ejecutada la
primera accidn cuando se ha generado la barba. Por tanto, el conjunto de th-trazas y el

de t-barbas de un proceso se definirdn de la siguiente manera:

Definicién 7.3.4 Siendo P, @ dos procesos y (t, Aja1t;) una tb-traza definimos inducti-

vamente la relacién
(t,Ara1t1}
——] 3

P Q
en la siguiente forma:

. Si P2 @ entonces P M%_Q.

e SiP>— Py P 22, 6 nioncorp=bAltll o

e Sip Tt pr AN 6 entonces P =S4 5 donde 4] = TA(P)[EU(A; +£).

Siendo P un proceso, definiremos el conjunto de t-barbas de P {TBarb{#}) como el menor

conjunto de t-barbas que verifica:
e Si P { entonces TBarb(P) = {(0, {oon}.
¢ S5i P ||l se tendra

~ Si P >— P’y th € TBarb(P') entonces tb € TBarb(P).

— Si P % P!y i € Barb(P) entonces (¢, (TA(P) 1t,t) Ub) € TBarb(P).
— Si P %, P’y & € Barb(P’) entonces (£, TA(P)at - ¥') € TBarb(P).

~ Si sth(P) e idle(P) = oo, entonces (oo, TA{(P)) € TBarb(P).
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]

La idea para caracterizar la relacién E_,c es partir de las t-barbas, al igual que hicimos
con la relacién 5 y las barbas. Entre t-barbas y conjuntos de t-barbas definiremos la

relacién <«¥', que es en cierta forma la extensién natural de la relacién <.

Definicién 7.3.5 Siendo TB; y TB; conjuntos de t-barbas, diremos que TB; «T TB,

51 y s6lo si se verifican las siguientes condiciones:
|

e Para todo (t2,bs) € TB> existe (t,0,) € TBy tal que ) <ty y by < bs.

e Para todo (t2,A2) € TBy y todo t' € T tal que t’ < &5 y # < nd(Ap), existe

(t1, A1) € TB; de modo que se verifica una de las siguientes condiciones:

-t >t y A |t'CAs, obien
— nd(Al) < ¥ y TACt(Al) c Ag.

La relacién <7 induce una relacién entre procesos dada por:
P&T(Q <= TBarb(P) «” TBarb(Q)
En lo que resta de seccion probaremos la equivalencia
PEPQ = P<Q
El objetivo de la definicién7.3.5 es conseguir que para cada t € T se verifique
P+ct;STOPK Q+ct;STOP = P<TQ

donde ¢ es una accién nueva, que no aparece ni en P ni en . Por lo que para probar la

caracterizacion comenzamos por demostrar la

Proposicién 7.3.6 Siendo Py () dos procesos, las siguientes afirmaciones seran equiva-

lentes:
1. PCC Q.
2. Para todo proceso R se verifica P+ RC Q + R.
3. Para todo £ € T se verifica |
P+ ct;STOP S Q + ct ; STOP !

donde ¢ es una accién nueva, que no aparece ni en P ni en Q.

el
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Demosiracion. Las implicaciones de arriba hacia abajo son triviales. No limitaremos por

tanto a probar las implicaciones de abajo a arriba.

2 = 1. Para demostrar que P 5° @, hemos de considerar un contexto cualquiera C [']
y probar que
ClPlk Cle]

Haremos entonces la demostracién por induccidn estructural sobre la construccién
del contexto. Para los operadores distintos a la suma la demostracidén consiste sim-
plemente en aplicar el hecho de que son monétonos con respecto a . En el caso de

la suma se tiene por la condicidén de que se parte.

3 = 2. Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un proceso R
tal que
P+REQ+R

Por la caracterizacién de & mediante barbas, existird
b=bs A€ Barb(Q + R)

de manera que no existe ¥’ € Barb(P + R) tal que ¥’ < b. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que tanto (2 como R son procesos estables y convergentes, y ademas

P |J. Segiin sean @ y R tenemos las siguientes posibilidades:
e Q = Q' eidle(R) > t. En este caso la barba b sers de la forma
b= (TA@)1tUTA(R) ] t,t) Ub
Tendremos entonces que
b = (TA(Q) 1¢t,t) L by € Barb(@ + ct ; STOP)

Puesto que
P+ct;STOP T Q + ct; STOP

0 lo que es lo mismo P + ¢f ; STOP & @ + ¢t ; STOP, existird entonces una barba
b" € Barb(P + et ; STOP) tal que ¥ <« . Como quiera que la accién c en el
instante ¢ no puede estar presente en la barba, tendremos que la barba " podra

ser generada de alguna de las siguientes formas:
— P> pr T Pt <tyd' = (TA(P)1¢,¢)0b]. En este caso
tomamos la barba

B = (TA(P') 1t UTA(R)],#) U b} inBarb(P + R)

que verificaria b < b, lo que estd en contradiccién con la hipétesis.
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— P>—*P' -2, P’y b = TA(P)at - b!. En este caso tomamos la'barba
b = (TA(P') 1¢ UTA(R))at - ¥ € Barb(P + R)

que verificaria b y &' « b, lo que estd de nuevo en contradiccién con la

hipatesis.

e R R eidle(Q) > t. En este caso tenemos

b= ((TA(Q)1¢t) U (TA(R)1t)t},uUd donde b € Barb(R)‘
Por otro lado, y puesto que idle{QQ) > ¢ tenemos
(TA(Q) 1 t)eto € Barb(Q + ct ; STOP)

Y puesto que P + ct ; STOP I Q + ¢t ; STOP podremos encontrar un ﬁroceso
estable P’ tal que

P>=*P, ule(PY>t y TAP)ItCTAQ)1t
Ahora, si tomamos la barba
b = ((TA(P)1t) U (TA(R) ] t),t) U b, € Barb(P + R)

verifica b’ < b, lo que vuelve a estar en contradiccion con la hipotesis de partida.
idle(Q) = idle(R) = co. Tenemos dos posibilidades para la barba b:

— b =TA{P) UTA(Q). En este caso tenemos que para cada t € T se verifica
(TA(P) U {ct} € Barb(@ + ct ; STOP)

con lo que existe A, € Barb{P + ct ; STOP) tal que A; « TA(P) U {ct}.
Por la proposicién 2.4.8 existe un estado A € Barb(P) tal que A < TA(P).

Tenemos entonces que existe un proceso P’ estable tal que
P>-*P y A€ Barb(P)

Tomando entonces el estado A' U (TA(R) 1 idle(P’)) se tiene
A'«b y A eBarb(P+R)

lo cual estd en contradiccién con nuestra hipdtesis de partida.
!

principito-,
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— b= Aat - b;. En este caso tenemos

A= (TA@) 1) U(TA@)11)

y se verifica una de las siguientes

* R 25 Ry y by € Barb{R1). Puesto que idle(Q) > ¢ tenemos
(TA(Q) 1 t)ct@ € Barb{(Q + ct ; STOP)

Y puesto que P+ct;STOP & @ +ct;STOP podemos encontrar una barba
b € Barb(P + ct; STOP) tal que

b < (TA(Q) 1 t)ct@

Entonces hay dos posibilidades dependiendo de #'":

- 51 ¢ se trata de un estado A', éste ha de verificar nd(A’) < t. To-
mamos entonces el estado A" = A'U TA(R) | nd(A") que estd en el
conjunto Barb(P + R) y que verifica A’ < b, lo que estd en contra-
diccion con ia hipdtesis.

- ' = A’at - b}, entonces podremos encontrar un proceso P’ estable tal

que
P>*pP, idle(PY>t y TAP)ItCTAQ)1t
Ahora si tomamos la barba
b = ((TA(P') 1 t) U(TA(R) 1 t))ct@ € Barb(P + R)

verifica ¥ < b, lo que de nuevo esta en contradiccién con la hipdtesis

de partida.

+ Q-0 yhe Barb((21). En este caso tenemos
(TA(Q) 1 t)atb; € Barb(Q + ct ; STOP)

y puesto que P + ¢t ; STOP T @ + ct ; STOP existe una barba &' en el
conjunto Barb(P + ct) tal que

b < (TA(Q) 1 t)ath,
podremos encontrar un proceso P’ estable tal que

P>—*P vy ¥ eBarb(P)



7. Suma ‘ 171

Entonces tomamos la barba
W - A" U (TA(R) 1 nd(A")) sib = A
(A U(TA(R) 1 8))at-b] sib' = Alat-b)

que verifica I
" eBarb(P+R) y b <«b

lo cual esta en contradiccion con la hipdtesis de partida.

Puesto que la existencia de tal barba b nos ha llevado en cada caso a una con-
tradiccion, concluimos la no existencia de la misma con lo que para todaj barba
b € Barb((} + R) existe otra barba & € Barb(P + R) verificando #" < 6. Lo que nos
conduce aque P+ RS Q + R. |

Abordamos ahora la demostracidn de la implicacién ‘
P<Tq@ = PLCQ

En virtud del lema anterior y la caracterizacién de la relacién C, se trata de una conse-

cuencia de la siguiente

Proposicién 7.3.7 Si P «T Q, entonces para todo t € T se verifica
P +¢t; STOP < Q + ct; STOP

Demostracién. Para demostrarlo tomemos b € Barb(Q + ct ; STOP), supongamos sin

pérdida de generalidad que stb(Q) y @ . Tenemos las siguientes posibilidades: ,

s b = A donde ¢t ¢ A. Si ello sucede es porque existe un instante tg < t tal que
(tg, A) € TBarb(Q). Puesto que P <7 Q, existe (tp,Ap) contp <itgy Ap € A, y
ya que tp < tg < t, tenemos que Ap € Barb(P + ct ; STOP).

e b= A con ct € A. En este caso tenemos que Ag \ {ct} € A(Q), y por tanto existe
tg > t tal que (tg, Ag) € TBarb(Q). Puesto que P <7 Q, existe (tp, Ap) con
tp <tgy Ap < A. Ahora tenemos dos posibilidades:

— tp <t en cuyo caso Ap € Barb(P + ct ; STOP) por lo que tenemos Ap < A.

— tp >t en cuyo caso tomamos A’ = Ap U {ct}, verificindose ‘

|
A€ A(P+ct;STOP) .y A KA

si
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e b= A ct@. En este caso tenemos que idle(Q) >ty 4; = TA(Q) 1 ¢. Existe entonces
(tg, Ag) € TBarb(Q) tal que tg >ty Ay = Ag]t. Sind(Ag) =t, como P &7 Q
existird (tp, Ap) € TBarb(P) de modo que Ap <« Ag, entonces

Ap € Barb(P +¢t;8TOP) y Ap<«b

Por tanto podemos suponer se verifica t < nd(Ag), y como que t < i existird

(tp, Ap) € TBarb(P) verificando una de las siguientes posibilidades:

—tp 2>ty Ap|tg C Ag, con lo cual tendremos

(Ap1t)cto € Barb{P + ¢t ; STOP)

- nd(Ap) <ty TAct(Ap) C Ap. Tendremos entonces que Ap es un estado de
P + ¢t ; STOP y ademas Ap < b.

En ambos casos hemos encontrado b € Barb(P + ¢t ; STOP) tal que b < A ct@.

o b= Aja1ty - b, c &€ A1 y ¢ # a;. Entonces existe tg < £ tal que (tg,b) € TBarb(Q).
Puesto que P <7 (Q existe tb' = (tp,bp) € TBérb(P) tal que bp <7 b y tp < tg,
y entonces bp € Barb(P + ct ; STOP).

e b= Ajait; b, ct € A1y ¢ # ay. Tomamos bg = (A1\{ct})ait; V', entonces existe g
tal que (g, bg) € TBarb{(Q). Puesto que P «T Q existe th = (tp,bp) € TBarb(P)
tal que bp <«T bg. Si tp < t, tenemos que bp € Barb(P + ¢t ; STOP) y bp < b. Si
tp > t entonces tomamos como ' la barba resultante de afiadir ¢t al conjunto inicial
de bp, y obtener asi b’ € Barb(P + ¢t ; STOP) y ¥/ < b.

Como corolario de estas dos proposiciones tenemos
T G
Pg'QQ = PLYQ
Demostramos ahora el reciproco por reduccién al absurdo, es decir,

Proposicién 7.3.8 Si P %7 Q entonces existe un cierto contexto C[-] tales que
Clp 4« Cle]

Demostracion. Si P «7T (Q tenemos dos posibilidades:
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e Existe (,b) € TBarb{(Q) y no existe (¢'8') € TBarb(P) con ¥ <7 by ' < ¢t. Consi-

deramos en este caso el contexto C[-] = [-] + ¢f; STOP. Se tiene entonces |

b € Barb(Q + ct ; STOP)

Demostraremos que no existe b’ € Barb(P + ¢t ; STOP) tal que ¥’ < b en funcién de

la forma de b

~ b= A. Tomemos A’ € Barb(P + ct;STOP); existe entonces ({p, Ap) € TBarb(P)
tal que Ap = A’\ {ct}. Si Ap < A tendriamos tp > t, por lo cual ¢t € A’
y por tanto A’ & A. Si por el contrario Ap #& A, entonces es imposible que

A’ <« A. Con este caso estd resuelto.

~ b= Aja1t; - by, en tal caso se verifica ¢t & A;. Sea b’ € Barb(P + ¢t ; STOP) y
supongamos que b’ < b, sélo hay dos posibilidades:

x b = Alaity - b con A] C A, y por tanto ct  Ay. Por lo que existe ¢/ <t
tal que (#',V) € TBarb(P), que estd en contradiccién con la hipdtesis de

partida.

* b = A’ con nd(A4) < t;. Puesto que A’ <« b tenemos que ct € A por lo que
existe ' < ¢ tal que (t', A’) € TBarb(P), que estd en contradiccidn con la
hipédtesis de partida. '

* Existen (¢, A) € TBarb(Q) y t17 tales que #; < nd{A), &; < ¢ y no se cumple la

segunda, condicién de la definicién 7.3.5, es decir, se verifican:

— No existe (¢, A’) € TBarb(P) tal quet' >¢; y A'1H1 CA.

- No existe (t/, A’} € TBarb(P) tal que nd(4') < ¢, y TAct(A') C A.
Consideramos entonces el contexto
C =[]+ ct; ; STOP
Puesto que ¢; < nd(4) y t; <2, tenemos que
b=(A1t))ct19 € Barb(Q + ct; ; STOP)

Tomemos ahora & € Barb(P + cty ; STOP), y veamos que ¥ £« b. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que P |} y stb(P). Distinguimos entonces los siguientes

casos en funcidn de la barba ¥':

tuviera
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- ¥ = A'et;@. En tal caso existe (tp, Ap) € TBarb(P) de modo que tp > f
y Ap]ti = A'. Pero al verificarse la primera de las condiciones de arriba,
entonces Ap 1t; € A, y por tanto b’ £ b.

— b = A’. Supongamos que ¥ < b, de modos que nd(A’) < ¢, y en consecuen-
cia existe tp € T tal que (tp, A') € TBarb(P). Puesto que ¥ <« b tenemos
TAct(A"Y C Ay nd(4") < t;, pero esto estd en contradiccién con nuestra
hipétesis de partida.

— b =A'at- b con a # ¢. En cuyo caso tenemos directamente que b’ &£ b.

a
Como corolario inmediato tenemos el
Teorema 7.3.9 Para cualesquiera procesos P y @, se tiene
PCCg = P<TQ
Demostracidon. Es consecuencia inmediata de las proposiciones 7.3.6, 7.3.7 y 7.3.8
O

7.4 Semantica Denotacional

Debido al mal papel que juegan las acciones internas en este caso deberemos basar ahora la
definicion de la semantica denotacional en las t-barbas. Para los operadores primitivos esta
semantica es una simple adaptacién de la vista en el capitulo 4. Hemos de comenzar por

definir el dominio seméntico, que vendra dado por los conjuntos consistentes de t-barbas.

Definicién 7.4.1 Un conjunto TB de t-barbas es consistente si verifica las siguientes

condiciones:

e Si(t, Ajast1) € TBtraz( 7B} entonces el conjunto de barbas Barb( 7B, (t, Aja.t,))} ha

de ser también consistente.
e Si(t,Ajait1) € TBtraz(TB) y t' < t ha de existir (£, A”) verificando

Ai=A"1t y t<t!

e Si(t,A) € TB y a1t) € A, se verifica una de las siguientes condiciones:
— Existe (¢, A) € TB tal que

<t TAct{A)TA y ndld)<t
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— Existe una tb-traza (¢, Aja1ty) € TBtraz(TB) tal que
<t y A CA

e Para cada t € T los conjuntos de estados

AFf ={A|HeT: >t y (f,A)e TB} y
Ay ={A|3H eT: <t y (¥,A) e TB}

son temporalmente compactos.

a
|

1
Observemos que la definicién anterior es una adaptacién directa de lo nocién de conjuntos

congistenies de barbas:

e La primera condicién nos indica que el conjunto de barbas tras una tb-traza es

consistente. |

¢ Las otras condiciones son una adaptacion de los conceptos de cierre bajo prefijos,
cierre bajo continuaciones y compacidad temporal, referidas a los estados iniciales.

La razén por las que se exigen estas condiciones se exponen a continuacidn:

Prefijos. Si (¢, A1a1%1) es una tb-traza, debe haber un estado A, la condigién de
conjunto de barbas consistente, que cumpla A1¢ = A;. Ademds hefnos de
tener en cuenta la congruencia. En particular si consideramos un contexto de

la forma

- C[]=[]+et';sTOP '

donde ¢ es una accién nueva y t' € T, si ct' se no cuela en Ay es porque t’ < ¢.
En tal caso debe existir un estado que cumpla la condicién de arriba y ademés
permita que en efecto se incorpore ct’; es decir, para cada ¢/ < ¢ ha deiexistir
una t-barba (", A”) tal que

t<t" y A"lh=A g

|
Continuaciones. Siajt; esta en algin estado A tiene que ser continuada por alguna
th-traza, a no ser que haya algin estado divergente cuyas acciones iniciales estén
en el estado que lo impida. Hay que tener en cuenta que si algin ct’ Sfj! cuela

en la tb-traza, también ha de colarse en el estado correspondiente.

cincuenta
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Compacidad temporal. Con esta condicién nos aseguramos de que si sumamos
ct ; STOP al proceso que ha generado el conjunto de t-barbas, el conjunto de

estados sigue siendo temporalmente compacto.

Pasamos ahora a dar la definicién semdntica de los operadores primitivos (los de Xgq).
Tenemos como punto de partida la definicién de los operadores vista en el capitulo 4,
hemos de modificar la definicién de manera que en una t-barba tengamos informacién a

cerca de la primera accién oculta (si hay alguna) que ha sido ejecutada.
Divergencia:
TBeno1V] = {(0,{R0})}

Interbloqueo:
TBeoallSTOP] = {(oo, G)}

Prefijo mediante acciones visibles:
TBeon[at:}(TB) = { 00, {at}) }
u{(t @at-b)y| I € T: (H',b) € TB}

Prefijo mediante acciones ocultas:
TBeon[rt](TB) = {(t,b+t)| S eT: (b e TB}

Eleccién interna:
TBeon[N)(TB1, TB2) = TB1UTB,

Eleccién externa:
€ T :
T Beon[O](TB1, TB2) = (t, A1 Ug Ap) (41, A1) € TBy, (t2,A2) € TB,
y t = min{ty,t2)

3t27t’67—:

ta, A2) € TBy, nd(4y) > ty,
U< (4 (41U Ag 1 t1)arts - b) (12, 4) € 7By, ndlcdy) > 1, |
(t 7A1a1t1 . b) € ThB,

y t=min(t' t3)

I, €T :
(t1, A1) € TBy, nd(A;) > ta,
(t', Azaqsty - b) € TB>
y t=min(t', )

U3 (& (A1 182U As)aaty - b)
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La definicién de estos operadores es bastante natural, teniendo en cuenta el sentido que
hemos dado al instante que acompaifa a la t-barba. Para ver que estos operadores estin
bien definidos deberiamos proceder para cada uno de los operadores como hicimos en
el capitulo 4. Las demostraciones serian practicamente idénticas a las vistas en dicho
capitulo.

Damos por iiltimo la definicién semantica del operador de sumas: !

TBCOﬂiI""]](TBI: TBZ) =

(t1, Ay U(Az 1 81)) (t1, A1) € TBy, Jt2 €T : (t2,Az) € TBy
’ Yy tl S tg
(t21A2) € TBa, 1 €T : (tl,A1) c TBli
Yy 2251

U {(tz, (A1 1t2) U A2)
!

( (t1, Arat - b) € TBy, nd(Ag) > ¢ )

UL (1, (A U(A21t1))at-b) | Bt e T: (t2, A2} € TBo, ’
y i<t

(tg,Agat . b) € TB,, nd(Al) >t ) ‘
UL (t2, (A1 1t} U Ag)at-b) | Tt e T : (t1,A1) € TB,, >,
y ta<t

\ /

i
La complejidad de dicha definicién viene justificada por el hecho de que las a:cciones
ocultas eligen bajo el contexto de la suma. El instante en el que se realizan las acciones

ocultas viene dado por la componente temporal de una t-barba. Podemos observar que el

operador suma distribuye con respecto a la eleccién interna, como muestra el siguiente:

Ejemplo 7.4.2 Consideremos los procesos
P+(Q@NR) y (P+Q)N(P+R)
Il primer proceso puede realizar las transiciones .
P+(QNR)>—P+Q@ y P+(QNR)>—P+R
mientras el segundo podra realizar .

(P+Q)N{P+R)>—P+Q ¥y (P+Q)r1(P+R)>—+P+R1
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O

Para este operador se deberia demostrar (al igual que para los anteriores) que est bien
definido, ¥ que su definicion denotacional estd de acuerdo con su comportamiento opera-
cional. Como indicamos antes, el desarrollo en detalle de estos puntos los dejamos como
parte del trabajo pendiente para el futuro.

A continuacién, para completar la definicién de la semantica denotacional, deberfamos
incorporar al dominio una relacién de orden que lo haga completo. La idea de nuevo es

adaptar la relacién que ya teniamos para las barbas:

Definicién 7.4.3 Siendo th; = (t1,b1) y tha = (¢2, bo) t-barbas, tendremos que tb; <7 thy

81y s6lo si by < by y se cumplen las condiciones siguientes:
e Sib; =bs-A con bs # € entonces t; =t
e Si b = A; entonces ¢; = min{nd(A4;),%2).
O

Y extendemos el orden, para tenerlo definido entre conjuntos consistentes de t-barbas,

como sigue:

Definicién 7.4.4 Sean TB; y TB; conjuntos consistentes de t-barbas entonces diremos

que TB; <T TB, si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:
e Para cada tb, € TB existe thy € TBj tal que thy <7 thy.
e Para cada (t,bs - A;) € TB; con bs # e existe un estado Ay tal que A < Az y
(t,bs - As) € TBa.
e Para cada (¢, 4,) € TB, existe ({3, Ay) € TBy de manera que (t1, A1) <7 (t2, A2).
O
Ahora habria que demostrar que:
1. Toda cadena no decreciente de conjuntos consistentes de t-barbas
TBy <" TBy <7 - TBy <" TByyy <7 -
tiene una minima cota superior.

2. Los operadores son mondtonos y continucs con respecto al orden introducido.

Observemos que, como en el capitulo 4, el orden definido es simplemente un preorden,
por tanto no podremos esperar la unicidad de las minimas cotas superiores de una cierta

cadena.
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7.5 Sistema de Ecuaciones

[TEQ1] P <prP Eqz = <E}%E35ET P

[TEQS] - <E’II;%ETQ 1: = [TEQ] P <E’f ;EgciET P

[TMO1) et;]f:;gt;@ €&

oz FELTLGELL  (mmoy SEESREE
| o SRR

Tabla 7.1: Relacién de equivalencia y monotonia.

A la hora de desarrollar el correspondiente conjunto de axiomas correctos y completos,
hemos de tener en cuenta que las acciones ocultas han de poderse ver, aunque sélo se trate

de la primera aparicién en una traza de un proceso.
Definicién 7.5.1
e Sit €T U{oo} definimos

7f; 8TOP sit < oo
STOP sit=o0

STOP(t) = {

® Un t-estado es un par TA = (¢, A) donde t € T, A es un estado y t < nd(A). Diremos
que TA es finito si A lo es, diremos que a’t' € TA cuando o't' € A.

e Si TA = (¢, A) es un t-estado finito y para cada o't € A tenemos un proceso asociado
Fyyp, definimos . :

[] Pwr=s10P(t)0 [] Puv
a't'eTA a't'eA

¢ Diremos que un proceso estd en forma t-normal si es de la forma
[ O e# ,
TAET AuteTA !
donde 7 A es un conjunto finito de t-estados, y cada uno de los TA € T A es finito.

tres
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ITCOM1] POQ=gr Q0P

[TCOM2] PNQ=gr QNP

[TCOM3] P+Q@=pgrQ+P

[TASO1] PO(QUR)=pr(POQ)OR
[TASO2] PMN(QNR)=er (PNQ)NR
[TASO3] P+ (Q+R)=pr(P+Q)+R
[TID1] P=gpr POP

[TID2] P=gr PNP

[TID4] P=gr P+ P

[TID3] STOP O P =gt P

[TIDS5] STOP + P =gr P

[TDIS1] at;POat;Q=groat;(PNQ)
[TDIS2] PO(QAR)=gr(POQ)N(POR)
[TDIS3] P+{(QNR)=gr (P+Q)N(P+R)

Tabla 7.2: Conmutatividad, asociatividad, idempotencia, distributividad

O

En la tabla 7.1 tenemos un primer grupo de ecuaciones, que nos indican la monotonia de
los distintos operadores. Observemos, que en el caso del prefijo basta considerar el sistema
de axiomas que hemos presentado en el capitulo 5. A continuacién, en la tabla 7.2, tenemos
los axiomas de conmutatividad, idempotencia y distributividad. Ahora, para poder pasar
cualquier proceso a forma t-normal y trabajar con ellas necesitamos ademads los axiomas
presentados en la tabla 7.3.

Por ultimo, si pretendemos trabajar con procesos recursivos, tendremos que ser capaces
de manejar desigualdades, por ello introducimos la regla [TME] presentada en la tabla 7.4
es practicamente una transcripcién de la relacién <7 para procesos que estdn en forma
t-normal. Debido a la complejidad de esta 1iltima regla, se hace necesario una explicacidn
de la misma. Si tomemos dos procesos de la forma

P- [ OrF v a-[] 0o

TAcT AatcTA TAETB ate TA

para ver que P <7 Q hemos de comprobar que:

1. Para todo tb € T Beon[Q] existe tb' € T Beon[P] tal que tb' <7 tb. Esto lo hacemos

de una manera inductiva. En primer lugar hemos de probar que para cada t-estado
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[TPREF1| vt;;ety; P=grSTOP(¢1) O(e(t; +12);P), ecé&

[TPREF2] et;;7ta; P=gre(ti +1:)};P, e€&

[TPREF3] DIV(t) =gr STOP(t) O DIV(t)

[TPREF4] STOP(¢,) O STOP(t;) =pr STOP(t), ¢ = min(ty, #2)

[TEXT|  rt;(POQ) =pr (rt; P)O (1t; Q)

[TINT]  7t; (PNQ) =gr (v¢; P) 1 (7£; Q)

[TMAS1]  (STOP(t}) O Q1) + ({et2; P)OQa)=gr sitz <ty
=gT(STOP(t1) O (et2; P) O Q1) + Q2 *

[TMAS2]  (STOP(t,) 0 Q1)+ {(ete; PYOQa)=gT sity>t
=g7(STOP(#;) D Q1) + Q2

[TMAS3] P+ STOP(co) =gt P

Tabla 7.3: Ecuaciones para pasar a forma t-normal.

(t, A) € TBeon[Q] existe (t', A') € TBeon[P] tal que (¢, A) <T. (¥, A"). Es decir,
|

VIAeTA 3ITA € TH: TA <V TA

que es la primera parte de la premisa de la regla [TME]. A continuacién, para cada
t-barba tb = (¢, A1aits - b) € TBeon[Q], para comprobar que existe tb' € TBCO,, 7]
tal que tb' <« tb, tenemos dos posibilidades:

¢ Comprobar que existe (¢', A’} € TBeon[P] tal que
t'<t, nd(4d)<t y TAct(4A) C A

es decir,
tBM(T A, TA,a1t1) # @

o Comprobar que existe (t', Aja1#; - b)) € TBeon[P] tal que
t'<t, A|CA y b<«b

Para ello, dado que Puesto que (£, A1ai1t; - b) € TBeon[Q] existird un proceso

Q, tal que
(t.A101t1}
—_

Q @1y beBarb(Q1)

Para que exista dicha barba es necesario que el conjunto de procesos .

(', Alait1)
———

P={P|P P AICA vy U<t}

minutos
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VTA=(t,A) e TB:
ITA eTA: TA<TTA
AVait € A:
tBM(T A, T4, a1t1) #F D V
V tPer(T A, TA,a1t)) £ @ A [ P8 <5 QI

aitr
TA1€tPer(T A, TA,a111)
AVEET tqg t<t At <ndld) " ANYeTA:
(">t A A1 CA) v (nd(A") <t A TAct(A") C A)

[ 0O it <er [1 [0 @

TAeT AateTA TACTB ateTA

[TME]

fl

donde tPer(T A, (t, A),a1t1) {(#, A (', AYeTA aitie A, AVt C Ay t' <t}
BM(TA, (t, 4),a1t1) = {({t,4)] (¢, A) € TA, nd(4') <t; y TAct(4') C A}

Tabla 7.4: Regla para formas t-normales.

no sea vacio, pudiendo asi tomar el proceso
p=[]PF
PleP
Bastaria entonces comprobar que Py < Q1, es decir,

tPer(T A, TA,a1t)) # @ A [] P < QA
TA, EtPEI(T.A,TA,altl)

Resumiendo todo lo anterior hemos de comprobar que

VTA=(t,A)eTA Vait; € TA:
tBM(T.A, TA, a1 ) £ SV
V tPer(TA, TA,a1t1) # @ A [ P <p QIA

a1l
TA CtPer(T A, TA,a1t1)

que es precisamente la segunda condicién que aparece en la segunda premisa de la

regla [TME].

2. Por ultimo hemos de comprobar que para todo (¢, A) € TBeon[Q] ¥y paratodot' € T
verificando que # < t y t' < nd(A), existe (", A”) € TBon[F] tal que se verifica

una de las siguientes condiciones:

e t">t'y A1t C A, o bien
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o nd(A") <t'y TAct(A") C A 3
Por tanto se ha de verificar

V(#,A)eTB Vt'eT tq ¢ <t At <ndld) (", A" eTA:
(">t A AT CA) v (nd(A") <t A TAct(A") C A)

que forma precisamente la tltima condicién de la premisa de la regla

Observemos por tltimo que para los procesos que hay detrds de las acciones visibles hemos
de pasar a utilizar utilizar el sistema de axiomas del capitulo 5, pues las posibles acciones

internas han dejado de tener efectos malignos.

para
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Esta pagina estd intencionadamente en blanco.
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Capitulo 8
Conclusiones y Trabajo Futuro

Comenzamos haciendo una breve recapitulacién de los trabajos previos a esta tesis sobre
algebras de procesos temporizadas. Desde un punto de vista meramente sintdctico las
algebras de procesos temporizadas se pueden ver como una extensién de las dlgebras de
procesos cldsicas, ACP [BK84, BW90], CCS [Mil80, Mil83, Mil89], y CSP [BHR84, BR85,
Hoa85]. En las distintas aproximaciones al problema temporizado se pretende mantener
los conceptos centrales del correspondiente modelo original no temporizado en el que nos

hayamos basados.

8.1 Extensiones de ACP

La aproximacion a la concurrencia realizada por los autores del lenguaje ACP es eminen-
temente axiomatica. Asi la seméntica original del lenguaje es la inducida por una serie de
ecuaciones e inecuaciones. En la linea indicada mas arriba las las extensiones temporizadas
de este lenguaje usan también una aproximacién axiomaitica al problema.

En [BB93] podemos encontrar una extension temporizada del lenguaje ACP, qﬁe cons-
tituye el lenguaje llamado BPA. La manera de introducir el tiempo es parecida a la re-
alizada en nuestro trabajo, haciéndose a través del operador de prefijo. M4s en concreto,
disponen de dos formas distintas de introducir el tiempo: por medio de un operado; prefijo
en el que el tiempo es global, por medio de un segundo en el que el tiempo es relativo. Un
trabajo relacionado con este 1ltimo es [K1u93] donde se estudian en detalle diversos tipos
de semanticas de bisimulacion y sus leyes algebraicas. '

Otra extensién temporizada del lenguaje ACP la podemos encontrar en [NS94], dando
lugar a un lenguaje que denominan ATP. Los operadores de tiempo que manejan los

podemos considerar como de bejo nivel: los plazos temporales se controlan contando

éastm,
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acciones especiales, x (tic), que representan el paso de un ciclo de reloj. Puesto que esta
accién representa el paso del tiempo absoluto, ha de ser una accién sincronizada por todos
los procesos. Ademds, esta accidn puede ser usada en el operador de prefijo como si fuera
una accién cualquiera. Por 0ltimo, mencionaremos que disponen tienen un operador de
time-out, | P}, que cuando el proceso P puede dejar pasar el tiempo se comporta como
el proceso @, y en otro caso como I?. Combinando este operador con el prefijo mediante la
accidn y, se puede fijar el intervalo de tiempo en el que es posible gjecutar una determinada

accidn.

8.2 Extensiones de CCS

La semdntica del lenguaje original no temporizado viene dada por en una semantica de
bisimulacién: se define una semdantica operacional para el lenguaje, y se considera la
semantica inducida por el juego de la bisimulacion. Las extensiones temporizadas de CCS
conservan también este rasgo; tienen por tanto una semantica basada en bisimulacién.
Una primera versién temporizada de CCS la debemos a F. Miller y C. Tofts en [MT90].
El tiempo se introduce mediante el operador de prefijo (£).P, cuyo significado es el de
retrasar la ejecucién del proceso P exactamente ¢ unidades de tiempo. Tienen también un
operador de interbloqueo (0), que a diferencia del nuestro no permite el paso del tiempo.
En este sentido se parece mds a nuestro operador de divergencia. Existen dos operadores
de eleccidén: los dos eligen al estilo C'CS, pero mientras uno de ellos deja al proceso en
interblogqueo cuando una de sus componentes cae en interbloqueo, el otro descarta al
proceso que estd en interbloqueo. Todas las acciones (visibles o no) son consideradas
urgentes. En consecuencia, para poder retrasar la ejecucién de una accién dispone de
operador () que asi lo permite. No obstante, se puede limitar el tiempo en el que una
accidon se puede ejecutar, mediante la combinacién de todos estos operadores; es decir, se

puede introducir un operador de time-out como derivado:
d.a.P 4+ (t).7.0

Otra extension temporal del lenguaje CCS la podemos encontrar en [Yi9la, Yi90,
Yi91b]. El tiempo es introducido de manera parecida a como se hace en el trabajo anterior;
es decir, mediante un operador de prefijo {¢(¢).P). En este trabajo las unicas acciones
urgentes son la internas; las acciones visibles son persistentes: se pueden ejecutar en
cualquier instante a partir del que estdn disponibles. Al igual que en el caso anterior
se puede simular un operador de time-out. Este lenguaje ha seguido siendo estudiado

en [AJ94] donde se presenta una axiomatizacién completa para el lenguaje, considerando
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procesos guardados; y en [Jef92] donde se discute la introduccién de prioridades, resultando

que el tiempo puede ser expresado utilizando exclusivamente prioridades.

8.3 Extensiones de CSP

Al igual que en los casos anteriores, la aproximacion al problema de la definicién de la
semdntica por los diversos autores,que han estudiado extensiones temporizadas de CSP,
respeta la usada por los autores de la version original no femporizada. En este caso se
trata de una aproximacién denotacional.

Empezaremos comentando los primeros trabajos de Reed y Roscoe [RR86, RR87,
RR88] en los que se extienden los modelos de fallos al modelo temporizado. El domi-
nio de tiempo que utilizan es continuo, pero llama la atencién el hecho de que tiene una
constante & a la que llaman system delay constent, de manera que después de cualquier
llamada recursiva, asi como después de la ejecucion de cualquier accidn, el sistema tiene
que esperar como minimo la cantidad indicada por dicha constante. Entonces ;Para qué
sirve el dominio de tiempo continuo? ‘

En este modelo se introduce en cada observacion un instante de estabilidad; de ahi su
nombre timed failures-stability model. El instante de estabilidad de un proceso después
de ejecutar una traza, indica el tiempo maximo que el proceso dedica a desarrollar cierta
actividad interna hasta que entra en un estado estable. En cierta manera, esta cantidad
juega un papel dual a nuestro tiempo de indefinicion de una barba. Una de las grandes
diferencias con nuestro modelo es provocado por este hecho, puestc que por ejern]plo los

procesos

P=(@@—P)\a y Q=STOP ;

no son distinguibles mediante pruebas (una vez que tenemos en cuenta la constante de
retraso), y sin embargo en su modelo tienen semdnticas diferentes.

Existe un segundo modelo del propio Reed [Ree88], en el que se elimina este instante
de estabilidad. Esto tiene como consecuencia que se identifique la divergencia con el
interbloqueo. Aparentemente esto no tiene consecuencias sobre la continuidad del modelo,
puesto que las llamadas recursivas siguen consumiendo tiempo. :

Sobre este modelo podemos encontrar abundantes trabajos en la literatura. Nosotros
citaremos aqui los que nos han parecido mas representativos. En primer lugar mencio-
naremos [DS95] donde se da un repaso a la evolucién del lenguaje TCSP. En [Sch95] se
presenta una seméantica operacional para el lenguaje, a partir de la cual se pueden compu-

tar los fallos temporales de un proceso; resulta que los fallos computados son los mismos

andaria
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que los calculados mediante la semdntica denotacional. Ademis, como trabajos en los
que se presentan metodologias para llevar a la practica los resultados del modelo podemos
citar [Sch89] y [Dav91].

Dejando tierras britanicas e internindonos en nuestro pais, nos encontramos con el
trabajo de Yolanda Ortega [OM91, OMdF90]. En el mismo nos aparece otra semantica
de fallos diferente para una extensiéon temporizada de CSP. En este modelo el tiempo
se introduce mediante la duracién de las acciones: cada accidn tiene una determinada
duracién, y el proceso no puede realizar nuevas acciones en secuencia hasta que no acabe
su ejecucion. No obstante, ello causa problemas con el operador paralelo: no es verdad
que si un lado del praceso ejecuta una accidn, el otro tiene que esperar a su compafnero,
entrando asi en contradiccion con la nocion de concurrencia, pues se permite la ejecucién de
varias acciones solapada e simultdnea. Asi de forma similar a lo que ocurre (sin tiempo)
en [TV89]: los procesos, en lugar de ejecutar secuencias de acciones simples, ejecutan

secuencias de multiconjuntos de acciones.

8.4 Extensiones de LOTOS

Como una de las aplicaciones mds practicas de las Algebras de procesos nos encontramos
con el lenguaje de especificacion LOTOS [LOT88]. En las extensiones de LOTOS con
tiempo, el mismo se introduce mediante el operador de prefijo: las acciones deben eje-
cutarse dentro de unos intervalos fijados. En cuanto a la semdntica operacional se han
seguidos dos; aproximaciones, por un lado la de [LL94] en la que hay transiciones de
tiempo y transiciones con acciones, siguiendo la semdantica operacional de CCS definida
en [Yi91a); y por otro lado la sugerida en [QMdL94] siguiendo a [QdFA93], en la que
hay un tnico tipo de transiciones con acciones temporizadas del estilo de las utilizadas
en el presente trabajo. Estas dos maneras de introducir la semantica operacional son de
hecho totalmente equivalentes, como de una manera intuitiva vimos en el capitulo 2, y en

concreto, para LOTOS temporizado se ha demostrado en [LR96].

Comentaremos por iltimo la seméntica denotacional para LOTOS temporizado pre-
sentada en [SBD95, BDS95] la cual sigue las ideas de las seméanticas de fallos para CSP.
Evidentemente, se han de tener en cuenta el instante en el que se realiza la primera ac-
cién interna, de otra manera seria imposible definir una semantica denotacional para un

lenguaje con un operador de eleccién del tipo de la suma de CCS.



8. Conclusiones y Trabajo Futuro 189

8.5 Semantica de Pruebas |

En general las semdnticas de pruebas siguen un camino diferente al recorrido por las
semanticas discutidas en las secciones anteriores. Se parte de un 4lgebra de procesos, pero
de hecho lo que nos interesa de ella es su semdntica operacional, esto es el sistema de
transiciones que induce. A continuacién se incorporan las pruebas o test que tienen como
misién la de comprobar las respuestas que dan los procesos al aplicdrselas. Bisicamente,
una prueba suele ser un proceso normal en el que introducimos un proceso o una accién
especial para senalar el éxito de la aplicacién de la prueba. Al estar basada en el co-
rrespondiente sistema de transiciones es que en gran manera independiente del dlgebra
de procesos a la que se aplique. Asi en tanto y cuando se mantengan las propiedades de
la semdntica operacional que tenga las mismas propiedades del dlgebra original, podemos
extender su definicién a variantes de la misma. Asi se puede se puede estudiar en 1n prin-
cipio un algebra de procesos sencilla, para después ampliar el lenguaje con operadores mas
complejos. El primer trabajo sobre seméntica de pruebas es [ANH84], que se desarrolla en
profundidad en [Hen88]. Otros tipos de semdanticas de pruebas aparecen en [Phi87].

En cuanto a lo relativo a dlgebras de procesos temporizadas, el tinico trabajo previo
que conocemos es el de Hennessy y Regan [HR95], en el que se estudia la semantica de
pruebas para de un lenguaje que denominan ATP. Este lenguaje lo podemos considerar
como una extensién temporal de CCS; tiene los operadores cldsicos de este lenguaje: la
suma, la restriccién (aunque con la misma sintaxis utilizada en CSP para el ocultarﬁiento),
y un operador paralelo que funciona como lo hace el de C'CS. El tiempo estd introducido
de una forma que nos atrevemos a considerar como bastante primitiva, siendo similar a la
utilizada en [NS94]. Asi, existe una accién especial (o) que expresa el paso de un ciclo de
reloj, y se dispone de un operador de time-out | P}Q en el que si pasa un ciclo de reloj sin
que P ejecute ninguna accidn, el proceso @ toma el control. En este trabajo se introducen
las barbas, pues al ser las acciones internas urgentes, es necesario guardar la informacién

acerca de las acciones ofrecidas antes de la ejecucién de cualquier accién ejecutada.

8.6 ;Qué hemos conseguido?

El 1ltimo trabajo citado representa un primer paso de cara a estudiar la semdintica de
pruebas de dlgebras de procesos temporizadas. Sin embargo, debido a la simplicidad con
que se ha introdujo el tiempo, resulta poco adecuada como punto de partida a‘la hora
de estudiar la semdntica de pruebas de algebras en las que el tiempo viene expresado de

una manera mis compleja, como sucede en el caso de TE-LOTOS [dFLL*95). 1Este es

despacio
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por tanto el punto en el que ha comenzado nuestro trabajo. Nuestro objetivo ha sido el
estudio de un algebra de procesos temporizada en la que el tiempo viene expresado de una
manera mas compleja, similar a la de las extensiones temporizadas de LOT0OS.

En el presente trabajo hemos conseguido definir y caracterizar una semantica de prue-
bas de un dlgebra de procesos de la que tenemos definida una semdntica operacional con

las siguientes caracteristicas:

Urgencia: las acciones internas son urgentes. En concreto, la semdantica operacional que

consideramos tiene dos tipos de transiciones internas:

.P Tt Q

s P> ()
La urgencia, viene expresada entonces por las condiciones:

e P>Q = VecEWVteT: P-%
P2 Q = VeEEVt'>t:Pﬁetﬁ)

Con respecto a la urgencia de las transiciones >— podemos observar que hemos sido
demasiado conservadores, puesto que todos los resultados obtenidos seria exactamen-

te los mismos si cambidramos la condicién de urgencia de arriba por la siguiente

P>2Q = VecEWVteT: (t>0 = P-2)

No determinismo acotado o ramificacién finita: Cada un proceso en cada instante sélo
puede ejecutar un numero finito de transiciones que nos conducen a otros tantos

procesos destino.

Entendemos que los resultados presentados en este trabajo ser ficilmente extrapolables a
cualquier algebra de procesos con una semdntica operacional con dichas caracteristicas.
Observemos que las transiciones del tipo >— son necesarias inicamente en el caso que
gueramos modelar un operador de eleccidn tipo CCS. Si no es asi las transiciones >— se
pueden equiparar totalmente a transiciones del tipo 0,

Hemos conseguido ademds definir una semantica denotacional basada en las barbas,
que induce una equivalencia entre procesos que resulta ser totalmente abstracta con res-
pecto a la semdntica de pruebas. Esta semdntica denotacional estd basada en un concepto
adecuado de estados: cada procesos va ejecutando acciones, atravesando estados inter-

medios, tras lo cual se alcanza un estado final que describe la configuracidn actual del
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proceso. Ello supone en particular que no se ven como tales en ningiin momento las ac-
ciones ocultas. Esto ultimo provocaria los problemas vistos en el capitulo 7 si se pretende
extender el modelo con un operador tipo la suma de CCS, que si ha de ver la primera
accion oculta ejecutada, pues la misma podria resolver una eventual la eleccion entre dos
sumandos.

Finalmente, hemos introducido un sistema de ecuaciones e inecuaciones que resultan
ser correctos y completos con respecto a la semantica denotacional, v puesto que ésta
tltima es totalmente abstracta con respecto a la semdantica de pruebas, el sistenia. sera
también completo y correcto con respecto a la misma. Fijémonos que hemos precisado de
dos reglas que no son finitarias: [APF] y [APT]. La primera de ellas es la cldsica para las
aproximaciones finitas de un proceso; pero para caracterizar nuestro modelo denotacional
necesitamos algo mas, al tratarse de puesto un dominio que no es algebraico. En concreto
necesitamos la segunda regla citada, la cual intuitivamente indica que dos procesos son
iguales si no se pueden distinguir en tiempo finito. Este iltima regla estd intimamente
ligada con que el hecho de que el no determinismo sea acotado. Por 1ltimo, observemos que
51 nos restringimos a procesos en los que antes de ejecutar una llamada recursiva se consuma
tiempo, la segunda regla serfa suficiente para demostrar la completitud del sistema. Una
manera facil de garantizar esto ditimo, es comprobar que todas las definiciones rec'ursiva.s
estan guardadas temporalmente. Naturalmente, ello es facil garantizarlo por medio de

oportunas restricciones sinticticas.

8.7 Trabajo a Desarrollar en un Futuro

8.7.1 Semdantica may

En el presente trabajo hemos estudiado en profundidad la semdantica must, que se define
considerando que un proceso pasa una prueba si todas las computaciones maximales del
proceso-prueba tienen éxito. Queda entonces por estudiar la seméntica de tipo may: un
proceso pasa una prueba si existe una computacién que tiene éxito. Aunque todavia no
disponemos de una prueba formal completa, todo apunta a que para, como de ordinarios,
caracterizar la semdantica may basta considerar las b-trazas de un proceso, de modo que

se tenga
PL Q <<  Vbs€ Btraz(P) 3bs' € Btraz(Q) : bs <« bs’

~may
Entonces, en ausencia de divergencias, la semdintica may+must seria equivalente * a la

semantica must, tal y como ocurria en el caso no temporizado.

* A nivel de la equivalencia inducida; no es asi en lo referente al orden entre procesos.

- hacia
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Es interesante observar que en el caso temporizado la semantica may de nuestro len-

guaje no es una congruencia, como muestra el siguiente

Ejemplo 8.7.1 Consideremos los procesos
P=qa0;STOPMNH0;STAP y () = a0 ;STOPOH(; STOP

Es f4cil comprobar que ambos procesos son equivalentes bajo la semantica may; pero si
consideramos el proceso R = cl; STOP, resulta que los procesos P ||g R y Q ||z R no serian
ya equivalentes, ni tampoco lo son los procesos PO R y @ O R. Para distinguirlos basta
considerar la prueba

T = a0 ; STOPOcl ; OK

comprobindose ficilmente que
PORmayT, PllgRmayT, QURuayT y QleRufayT
O

Deberiamos entonces estudiar la mayor congruencia contenida en la semantica may, que en
el caso de que no haya divergencias, todo indica a pensar que es la propia semantica must

invertida (si consideramos no sélo la equivalencia sino también el orden entre procesos).

8.7.2 Restricciones

En el lenguaje que hemos considerado hemos asumido una seria de restricciones necesarias

para que las cosas funcionasen bien. Dichas restricciones consisten en:
e utilizar un dominio de tiempo discreto,
e utilizar un alfabeto finito de acciones y
¢ no determinismo acotado en la semantica operacional.

La mayor parte de las razones por las cuales hemos introducido dichas restricciones las
encontramos en la semantica denotacional. Asi, podemos observar que en muchas de
las demostraciones hemos utilizado las mencionadas restricciones, las dos primeras ex-
plicitamente, y en lo que se refiere a la tltima hemos utilizado una consecuencia suya:
la compacidad temporal de los estados. El eliminar estas restricciones no obligaria a
complicar notablemente el modelo; en particular, todo indica a que para definir una la
semantica denotacionales seria necesario utilizar dominio no continuos. Hay diversos tra-
bajos [RB89, Bar91, Ros93, Sch92, MRS95} que estudian la manera de definir seménticas



8. Conclusiones y Trabajo Futuro 193

denotacionales sobre dominios no completos, o tales que las funciones semdanticas asobiados
a los operadores no sean continuos. |
Ademas de los citados problemas, si quisiéramos admitir un dominio de tiempo Henso,
deberiamos complicar la definicién de la nocién de convergencia. El lenguaje presentado es
demasiado simple poder poner de manifiesto estos problemas, pero afiadiendo otros opera-
dores, se pueden definir procesos que diverjan antes, justo en, o después de un determinado

instante:

¢ Supongamos que permitimos definiciones de procesos como la siguiente:
Zenén(t) = 7(t/2) ; Zenén(t/2)

Este proceso describe perfectamente el argumento de Zenén de Alea sobre la flecha
que nunca llega a su destino. Entonces, el proceso P = Zenén(l) representaria un

proceso que diverge juslo antes del instante 1.

¢ Evidentemente, el proceso ) = 71;DIV es un proceso que diverge juste en el instan-
te 1.

e Supongamos que tenemos un proceso del estilo
T(I); P

donde I es un cierto intervalo abierto o cerrado. Este proceso elegiria de manera no
determinista un instante ¢ del intervalo tras lo cual se transformaria en el proceso
7t ; P. Para no vulnerar las reglas de la urgencia ello se podria hacer incorporando
la regla :

(I} P> 1t; P tel }

Si considerdramos entonces el intervalo abierto I = (1, 2], tenemos que entonces el
pProceso
R=(1,2];DIV

diverge justo después del instante 1.

Tenemos ademads que estos tres procesos se podrian distinguir ficilmente mediante pruebas.
Para ello es necesario (y suficiente} modificar ligeramente la sintaxis de las pruleba.s de
manera que sea ahora 0K una nueva accién en lugar de un proceso. Entonces la prueba 0K
vendria dada por OKO ; STOP. Entonces la condicidn que define el paso de una prueba seria

7 %%, En toda esta argumentacion, a pesar de la citada variante sintictica, no hemos

una



194 8.7. Trabajo a Desarrollar en un Futuro

introducido nada eztranio. De hecho inicialmente consideramos dicha via como alternativa

posible en el trabajo. Entonces, si considerdramos las pruebas
Ty =0K1;8TOP y Th=71;0K

tenemos

P mfst Ty P mbst Ty
@ must T} Q mbst T
R must T} R must T3

Con lo cual vemos que en efecto los tres procesos se pueden distinguir entre si. Si bien
nada de lo que hemos hecho lo podriamos hacer con la sintaxis original del lenguaje, si se
trata de extensiones razonables, y de hecho un posible interés para trabajar con dominios
de tiempo denso dificilmente quedaria justificado si no se introducen dichas extensiones
en la sintaxis del lenguaje. Asi en particular los procesos que hemos introducido estdn

presentes en la sintaxis de las extensiones temporizadas de LOTOS.

8.7.3 Nuevos Operadores

La introduccién de nuevos operadores razonables no deberia causar, en principio, ningan
tipo de problemas, siempre y cuando respeten las caracteristicas semdénticas del lenguaje.
En concreto, en lo referente a la semdntica de pruebas no deberia haber ningin tipo de
problemas. La definicién de las semintica denotacional, dependiendo del operador, podria
complicarse algo mds. Sin embargo en la mayoria de los trabajos sobre dlgebras de procesos
temporizadas se observa que los operadores adicionales que usualmente se consideran se
podrian definir en funcién de los operadores que tenemos definidos en este trabajo.
Existe sin embargo un operador, que aparece en las propuestas de las extensiones
temporizadas de LOTOS, que no conserva las propiedades exigidas. Se trata del operador

de prefijo mediante una accién interna con un intervalo de tiempo
T[tl, tz] ; P

La propuestas para TE-LOTOS que existen actualmente provocan que no todas las ac-

ciones ocultas sean ya urgentes, pues para el citado operador se tiene la regla
Tlt,to]; P 5 P para t) <t <ty

Todas las acciones ocultas que vienen de un ocultamiento siguen siendo urgentes, pero las
correspondientes al nuevo operador de prefijo no. Ello tiene consecuencias extranas. En

particular, la equivalencia de bisimulacion débil no implica la semdntica de pruebas.
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Ejemplo 8.7.2 Consideremos los procesos
P =17[0,5];a[0,00];STOP y Q =a[0,00];STOP

Bajo cualquiera de las nociones de bisimulacién débil propuestas hasta el momento, ambos

procesos serian equivalentes. Sin embargo son ficilmente distinguibles mediante la prueba.
T =a(;0K

ya que P mjst T, pero @ must 7.
O

Otro efecto de la introduccién de este operador {con la seméntica operacional que se pro-
pone) es que el operador de ocultamiento no es congruente con respecto a la bisimulacién
débil:

Ejemplo 8.7.3 Los procesos
7[0,5] ; a[0,00] ;00 ; STOP y  a[0,00] ; b0 ; STOP

son débilmente bisimilares bajo cualquiera de las nociones de bisimulacién definidas hasta
la fecha, pero sin embargo P\ a y @ \ @ no lo son puesto que el primero tiene como
unica posibilidad la de ejecutar la accién b en el instante 0, mientras que el segundd puede
gjecutar la accién b en cualquier instante entre 0 y 5.

[

Una posibilidad que existe para resolver este problema, consistiria en modificar la defini-

cién de la semdntica operacional como se indica en [LdFN95], tomando
T[t1,t2); P >— 7t; P para t; <t<tp

Esta solucién conserva todas las propiedades originales del lenguaje, siempre y cuando nos
restrinjamos a un dominio de tiempo discreto, y el extremo superior del intervalo ¢; no sea
infinito. Para solventar los problemas que causaria el hecho de que el extremo superior

fuese infinito, se podria afiadir la regla

7{t1,00] ; P >— STOP

Nos parece ser que tras aftadir esta regla se podrian reconstruir las demostraciones, de

modo que las cosas seguirian funcionando bien. ;
|

fuente....
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8.7.4 Ampliaciones del lenguaje

En este apartado discutimos brevemente la posibilidad de introducir nuevas caracteristicas

al lenguaje. Entre las caracteristicas que se podrian afiadir se cuentan las siguientes

s Introducir duracién a las acciones. Esto parece facil de hacer afiadiendo una regla
para el prefijo del estilo
at; P -5 rd(a) P

donde d(a) seria la duracion de la accién a.

o Afiadir al lenguaje caracteristicas de paralelismo real, de manera que los procesos
a0 ; STOP ||z 0;STOP y  (a0;b0;STOP) O (b0 ; a0 ; STOP)

dejen de ser equivalentes. Un resumen de los modelos propuestos para dotar a un
algebra de procesos no temporizada con esta caracteristica lo podemos encontrar
en [L1a93]. Otra alternativa no contemplada en este trabajo, la podemos encontrar
en [Hen92], en la que se divide la ejecucién de cada accién entre su comienzo y su

terminacion.

e Anadir al lenguaje elecciones probabilisticas y prioritarias. Las dlgebra de proce-
sos probabilisticas han sido ampliamente estudiadas en los ultimos afios, existiendo
numerosas propuestas [Chr90, GJS90, NdFL95, CdV96]. Un trabajo introductorio
cara a definir una semdantica de pruebas en una dlgebra de procesos con tiempo
y probabidades es [Gre95). En dicho modelo el tiempo ha sido introducido como
en [NS94, HR95].

También podemos encontrar en la literatura numerosos trabajos acerca de elecciones
prioritarias, pudiendo citar [SS90, CH90, CW95]. Relacionando tiempo y priorida-
des, en [Jef92], se comenta que, trabajando bajo una semdntica de bisimulacién,el

tiempo se puede representar como un factor de prioridad.

Relacionando los tres temas, tiempo, probabilidades y prioridades, aunque el resul-
tado no lo consideramos suficientemente satisfactorio, nos encontramos con [Low93),
donde se extiende el CSP temporizado introduciendo también probabilidades y prio- -

ridades.
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Apéndice A ‘

Demostraciones

En este apéndice estan desarrolladas en su las demostraciones que hemos ido dejando

pendientes a lo largo del trabajo.

A.1 Demostraciones del Capitulo 3

Demostracidn de la proposicién 3.6.2.
> bs’ . , . :
La computacién P == P, se puede deducir en un nimero finito de pasos, pongamos n.
; ‘s bs - L e
Andlogamente la computacion T == T se deducird en m pasos. La demostracion se

hace entonces por induccién sobre m + n.
m+n=0 Entalcasosetiene A, =PyT =T.

m + n > 0 Distinguiremos varios subcasos segin sea la forma de la primera transicién de

las computaciones generando ambas b-trazas.

o P>y Pl 2y P;. Entonces por hipétesis de induccidn tenemos que hay una
computacién desde P’ | T hasta P, | Ty. También sabemos que P |T — P'|T,
por lo que hay una transicién desde P | T hasta P | T7.

b P .
o T'>— T' == 7. Este caso es totalmente simétrico a! anterior

o Pt Pl Py, idle(T) >t y stb(T). En este caso tenemos
bsi#£e y bs'=(TA(P)1t,t)Ubs)
Puesto que stb(7") e idle(T) > ¢, obtenemos

bs = (TA(T)1t,t) Wbsy para bsy = (A1 —t)ai(ty —1)--- Anants

El Principito,
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Puesto que A; N A} = @ tenemos TA(P)1tNTA(T) 1t = @, y por tanto
P|T~ P'|Upd(P,t)

Ahora por el lema 3.6.1, tenemos que

f
bs!

Upd(T,t) == T, y P —2= P

Las dos b-trazas obtenidas bs; y bs| cumplen las condiciones del enunciado, por
lo que podemos aplicar la hipétesis de induccién a P’ y Upd(T,t) obteniendo
una computacién desde P’ | Upd(T,t) hasta P | T} que genera una transicién
desde P | T hasta P, | T}.

o T Ly 7 B Ty idle(P) > idle(P) = t y P >/—. Este caso es totalmente
simétrico al anterior.

o P Py T 2 T/ Puesto que A; N A| = @ tenemos que la transicién
P|T —aty pt | T* es posible, lo que inmediatamente nos conduce al resultado

deseado aplicando induccion.

Demostracién de la proposicién 3.6.3.

Aplicando la proposicién 3.4.5 obtenemos la computacién
* t th * Tt{) * !
P=F>>"Fp— P> . — F>—"F ..

que genera el estado A. Puesto que nd(A) > t* existe un { verificando

{ ,t 41
Sl <t A (P;{LAP;L = Zt{’>t’“) A VI<i<li: Bl
i=1 =1

Supongamos que la computacién desde T hasta Ti tiene una longitud ¢, y la de P hasta
P, tiene una longitud p. Demostraremos entonces que hay una computacién desde P | T

hasta P, | Tk, por induccién sobre ¢ + p.
t+p=0 Enestecasose tieneque =Py T =T.

t + p > 0 Distinguiremos varios subcasos, segiin gea el primer paso de las respectivas

computaciones en juego.

e P >— P'. Tenemos que P |T >— P'|T, por lo que se obtiene el resultado

deseado aplicando la hipétesis de induccidn.
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e 7' >— T". Al igual que en el caso anterior podriamos aplicar de forma inme-

diata de la hipétesis de induccidn.

o P P idle(T) > idle(P) = t y stb(T). Como ANTA(T) 1t = @, tenemos

TA(P)1tNTAT) 1t =&

¥ por tanto
P|Tw P'|Upd(T,?)
Entonces para obtener el resultado deseado basta aplicar la hipétesis de induc-
cion. '
o« T 14 T', idle(P) > idle(T) =t y stb(P). Este caso es simétrico al anterior.

' O
Demostracion del teorema 3.6.5.
A lo largo de esta demostracién usaremos el orden lexicografico sobre IN x IN dado por:
(nl,ng) < (m1,m2) = (n1 <m1V(n1 =1mj A ng sz))

Supongamos que P must T, para demostrar que 2 must T consideremos una computacién

cualquiera de @ | T,

QI T=h|Ti— Q| Qx| T Qrsr | Thy1---

Hay que demostrar que la misma tiene éxito. Podemos descomponer dicha computacion

@ | T se puede en una computacién de @ y otra de T. Tomando ¢ = Q y Til =T,

tendriamos : :
Q Q 2 art?
Tt ; Ly T ; n,
Qu > Q) — Quz>—=" QY y - » Qiny > Q1
a Q 9 ast?
Tty ; Tizy Tlang -1 ; 2t9ny
Q21 > QY — Qe >—"* Q) > » Q2ny > @y,
Q r g apt?.
T Tt kng =1 klen
* oy kl K¥al k2, k N * My Tk
Qr1 >—" Qi > Qk2 7 Wk r Qiny, > ank T
T T
it R O , eitlm,
T >—* 17}, > Tia »* T4, > - y Timy >—" T,
T T
vy ﬂ%"z Tt; mg—1 azts o
Ty >—* Ty —— Tog >—* T4, y oo  Tomy >—" T om,
T !
Tt} i, Tl my—1 O th
Ti1 >—* TI:I -ﬁ) Trn >—* T£2 LZE L — Tkmk >—* Tlf:m;, —_—

Capitulo XIII.
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Puesto que a lo largo de la computacién, la prueba y el proceso evolucionan de forma
sincronizada, el instante en el que se realice cada accién ay en el proceso y en la prueba
ha de ser el mismo. Por tanto so notamos a dicho instante por ¢, se ha de verificar que

para todo k > 1

g my
T
w2 =301
i==1 i=1
Fijado & > 1, obtenemos entonces una b-traza de ¢}

LT

bs9 = A?altlA.?agtg ‘.- Ak‘:"a,,ctksiendoAfJ = U (TA(Q) 1 Zt
i=1

y, andlogamente, otra b-traza de T’

my
bs” = Ala ;AL asty - Af aytreonA] = | [ (TA@) 145) + th
i=1
T puesto que la computacién es posible, ha de suceder ademads que los procesos @’s y las
pruebas T"s no pueden sincronizar en cada ocasidn acciones correspondientes a instantes

anteriores a los #;'s. Es decir, para todo [ se tendra
AZnAT =0
Puesto que Q ——-é Qk1, tomando como A9 un estado cualquiera de (Q;, tendremos
b9 = bs? . A? € Barb(Q)

Entonces, como quiera que Barb(P) < Barb(Q), existird 4" = bs” - A" € Barb(P) tal que

b¥ « b¥. Existe entonces un proceso P’ tal que
P
PP con AP € A(P)

Supongamos ahora que la longitud de la b-traza bs* es estrictamente menor que la longitud

de la b-traza bs?, es decir que se tiene
bst = A{ja1t1Afa2t2 < Apapt, con r<k

Puesto que b <« 5%, tenemos Af c A? para cada ¢ tal que 1 < ¢ < r; ademas, tomando
¥, = nd(A”"), se verifica

Ry <tP, vy TAct(A”) C Arg

Ya que AP - AQ y AQOAT &, en virtud de la proposicion 3.6.2 existird una computacioén
desde P |T hasta P'|T,;, y por la proposicién 3.6.4 existe una computacién desde P’ | Tr1
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hasta P" |T” para ciertos P y T" con P" {t. Ademds, todas las pruebas que aparecen en
dicha computacién se encuentran entre las originales. Puesto que P must 7', habrd alguna
de dichas pruebas que concede el visto bueno inmediato, y por tanto la computacién
original tiene éxito. Con lo cual podremos suponer en cada caso sucesivo que la loﬁgitud
de la b-traza bs” es la misma que la de la b-traza bs?, y por tanto razonando como antes,
por aplicacién la proposicién 3.6.2 existird una una computacién desde P | T hasta el
correspondiente P’ | Tk;. |
Entonces, dependiendo de la forma de la computacién de @, podemos distinguir los

siguientes casos:

¢ Existe (k,7}) € IN x IN de forma que (Jx; ff. Tomemos entonces el primer par que lo
cumple. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguna prueba anterior
a T} da el visto bueno, pues en caso contrario podriamos concluir inmediatamente.

habriamos acabado. Consideramos entonces el estado

i-1 j-1 }
A9 = {2 u | ((TA(Q}Cﬂ tey + th,) j
=1 =1 f

donde @ = Z;;ll tg.. Tenemos que A9 € A(Qi1), y como quiera que PI‘-<< Q.
existe una barba bs” - A¥ € Barb(P) tal que bs¥ - A¥ <« bs9 - A9. Repitiendo el
razonamiento de antes tenemos que lon(bs¥) = lon(bs?), con lo que bs¥ <« bs? y

AF <« AQ. Existe entonces un proceso Py
bs? P
P Pkl; y A e .A(Pkl)

por lo tanto tenemos que existe una computacién desde P | T hasta Py | Tj:. Por la
proposicién 3.6.3, para cada { tal que nd(A”) > Zj':ll
computacién desde Py Tk hasta Pyy|Ty;. Siexiste un Ty con nd(4AF) > Zg;ﬁ t?:j tal

que Ty —=, puesto que nd(A9) > nd(AF), se tiene que la computacién de QT tiene

ty:, existe Py tal que hay una

éxito. Supongamos por tanto que ningin T} con nd{AF) < E;-__.l t{j cumple que
Tht %, Siel nimero de pruebas que cumple dicha condicién es finito encontramos
ficilmente una computacion sin éxito de P | T, lo cual contradice la hipétesis. Si
por el contrario, el cantidad de pruebas que cumple la condicién es infinita, por
aplicacién de la proposicién 3.2.5 y el lema de Konig, encontramos una computacion
infinita sin éxito de Py | Tk por lo que tendriamos P mpst T, en contradiccién con
nuestra hipétesis. De modo que ha de existir Ty; con nd(AF) < 2_11':1 tfj tal que
Tt —5. |

Antonie de Saint-Exupery.
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e Para todo par (k,i) € IN x IN se cumple que Q; |, siendo la computacién finita.

Consideremos el dltimo proceso (J;; que aparece en la computacién. Podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad que ninguna prueba anterior a T}, da el visto bueno,
pues si no fuera asi ya habriamos concluido. Consideremos el estado

i1

AQ:U((TA Qi 1t +Zt )
=1
Al igual que antes, puesto que P <« @}, existen un proceso Py, una b-traza bst

un estado AP tales que
P Py, kst < bs?, AP € A(Pn) y AP <« AR

Por la proposicién 3.6.3 para cada Ty; tal que nd(AF) > Ej‘:l t{?-, existe P tal que
hay una computacién desde Py | Ty hasta Py | Tk;. Y al igual que en el apartado

. . 0K
anterior concluimos que ha que haber una prueba Ty; tal que Ty —.

Para todo par (k,i) € IN x IN se cumple que Q; |} siendo la computacién infinita.

En este caso hay dos posibilidades:

— Existe un £ € IN de manera que la computacién infinita no realiza ninguna
accién visible después de ejecutar ax_1¢;_;. En consecuencia una computacion
infinita,

5 thl . -rt,f2
Qr1 >—=" Q) — Q2 >—" Qpp —— -+
Tii-1 ;
Qi >—* Qy

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguna prueba anterior a Ty

T 1

da el visto bueno, pues si no fuera asi ya habriamos concluido. Consideremos

entonces el estado
A9 = U ((TA Qk; Ztu)
JEN
Al igual que razonamos anteriormente, puesto que P < (), existirdn un proceso

P,1, una b-traza bs” ¥ un estado AF tales que
P
P =y Py, bsP «bs®, AP € A(Py) y AP « 49

Por la proposicién 3.6.3 para cada Ty tal que nd(AF) > Ef?-:l t{j, existe Py
tal que hay una computacién desde Py | Ty hasta Py | Ty Y al igual que en

los apartados obtendriamos una prueba 13, tal que Ty DK,
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— La 1ltima posibilidad es que exista una secuencia infinita de b-trazas
bs? = AVart1 ASasty - A%ayty, € Btraz(Q), keIN

En tal caso, como vimos antes, para cada k € IN existirdn P, y una b-traza bsf
tales que

b P
P é} Py bsf < A?altlAgath e AkQﬂ.ktk

Entonces en virtud de la proposicion 3.6.2, hay una computacion desde P | T
hasta Py | Tky. Si existe un par (k,7) € IN x IN tal que T}; ﬂ), entonces
tenemos que la computacién de @ | T también tiene éxito. Por el contrario,
s1 ningilin Ty, ﬂ-}, por la proposicién 3.2.5 y el lema de Konig, existe una
computacién infinita de P} T sin éxito, por lo que P miist T, lo que contradice

nuestra hipétesis.

Puesto que, en todos los casos hemos concluido que la computacién de Q | T tiené éxito,

queda probado que @ must T'.
O

Demostracion de la proposicién 3.6.11.
Hemos de probar que P must T'; para ello hemos de demostrar que cualquier computacién
de P|T es de éxito. Siendo b = A1a1t1 -+ - Anant, A, haremos la demostracién por induccién

sobre n, la longitud de b.
n =0 En este tal tenemos que b = A y T es de la forma:

Tt;0K sit=nd(4) < oo

T=[A];0kD
STOP  en otro caso

Cualquier computacién de P | T proviene de una computacién de P l

ety i

t
'y Py ¥ Py —= ...

e

P =P >—"P)

Si alguno de los eventos que aparecen es un evento visible, necesariamente tiene
que sincronizar con la prueba, y entonces ésta dard el visto bueno y por tanto
tendremos una computacién con éxito. Podemos suponer entonces que todos los

eventos corresponden a acciones ocultas. Distinguiremos dos casos

te
» Existen k € IN y un proceso P’ tales que P;_, Sk, p y P' ff. Supongamos
que k es el primer entero que cumple esa condicién, tomemos el estado A4, de P

k-1
Ar = {QF U [JUTA@) 14:) +1) .

=1
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donde ¢! = Z;;ll t; para 1 <14 < k. De nuevo distinguiremos dos subcasos:
1. Existe a1t € A'NA;. Tomaremos a;t; de manera que #; sea minimo. Exis-
tird entonces Pj tal que a1(ty — ) € TA(P]) 1 ¢;, y por tanto la tendremos

la. computacién
P|Tw—* P|T ~ Py |Upd(T,t2)---
- Py | Upd(T, ) =" P Upd(T, t7) — P" | OK
por lo que la computacién original tiene éxito.
2. A1nN A" = @&. En este caso tenemos que nd(A4) > ¢ y por tanto t* > t.
Ha de existir entonces un entero j con 1 < j < k tal que ## < 1 pero

t#+1 > t. Podemos entonces construir una computacién desde P | T' hasta

P[] Upd(T, ¢7). Tenemos que T —» 0K, y puesto que £/ < ¢ se obtiene

Upd(T, #/) 790, ok

Como # 1} > t, tenemos que t; > t—t7 , ¥y por tanto se tiene necesariamente
P} | Upd(T,#') = Upd(P},t — ¢’} | 0K

y por tanto obtenemos de nuevo una computacién de éxito.
Th—
¢ Supongamos que para todo k > 1 y todo P’ tal que Pp_; —222 4 P' verifica
P’ ||. Tenemos entonces una computacion

Tt
P=P > "P - Pb,>—"P}--.

Como antes tomamos ¥ = 23;11 t;. La computacién puede ser finita (en cuyo

caso notaremos por P, su iltimo proceso), o bien infinita. En cualquier caso

dard lugar a un estado A,, cumpliéndose

n—1
A =TAEHU | JTAERI 1 8) +¢) A= [J(TAP)1t:) +1t7)
i=1 i€IN
Si el cémputo es finito Si el computo es infinito

Si existiese at € AjNA’, se puede razonar como en la primera parte del apartado
anterior, para concluir que P must T. Supongamos entonces que A1 N A = &;
se tiene entonces que nd{A) = oo, y ahora pedemos razonar como en el segundo

caso del apartado anterior, para concluir que P must 7.

Puesto que en cualquier caso obtenemos que la computacién de P | T, que es una

cualquiera, tiene éxito, podemos concluir que P must T'.
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n> 0 Sea b = Aat V. Tomaremos entonces

A= {Af

By = {¥,| Alat-b, € By A, C A} :

A'e Bynd(A) <t o
Aat-¥YeByA A

T= ([A];0K)D (at;T1)0(7t;0K)
donde la prueba T} y el conjunto 4; C TAct verifican:
s si By = & enionces T} = STOP, y en caso contraric 77 es una prueba bien

formada con respecto a By y V,

o AjN A" # @ para todo A’ € A. .
Consideremos el conjunto de procesos
o={q|p£ g, xca}

81 Q no fuera finito, por la propiedad 3.2.5 y el lema de Konig, podriamos encontrar
un estado A’ € A(P) tal que nd(A’) <ty A'1¢ C A; con lo que A’ < b que estaria
en contradiccién con nuestra hipotesis de partida. Por tanto el conjunto @ es finito,

y en caso de que @ # @ podemos considerar el proceso *

P1=I_|Q |

Qeg

obteniendo Barb(P,) = B;. Por hipédtesis de induccién P, must Ty, y puesto que

para cada @ € Q tenemos la transicién Py >— (), concluimos que
VYQ e Q@: @ must Ty
Observemos también que

Q=9 < B =¢

Cualquier computacién de P | T, viene de una computacién de P y otra de 7.

Fijémonos en la de P:

e1d;

P=P>"P s Py »* Py

Tomemos ¢ = ;;11 t;. Podemos distinguir los siguientes casos:



206

A.l. Demostraciones del Capitulo 3

o Existe k tal que exty = a't’ con a'(¢' +1*) € A;. Si esto es asi ha sido asi tenido

que suceder con la complicidad de la prueba
Upd(T, t°) ~225 oK

que nos ha llevado por tanto a una computacion con éxito.

Existe k tal que exty = a(t — t*). Consideramos el conjunto de acciones

k
A = | JUTAP) 1) + 19
i=1
Supongamos que a’'t’ € A' N A;. Tenemos entonces que existe un proceso P/

tal que a'(t' — t) € TA(P!)1t. En consecuencia T Y, oK y por tanto

. ¥ —t .
Upd(T,t*) —u) 0K. Puesto que ¢ —#* < ¢; tenemos que P, tendria que

haber sincronizado con Upd(T,#*) que habria producido una computacién con
éxito, y por tanto la transicién P —EE_—tk—% no es posible.

Podemos suponer por tanto que A' N A; = @, de modo que A’ C A. Tenemos
pues que P A, Py, y por tanto Py € Q. En consecuencia la computa-
cidn de P|T nos ha llevado hasta Pk 3|71, y entonces, puesto que Pyy; must 73,

tenemos que la computacion es una computacion de éxito.

Existe k tal que ¢ = 7 para todo { < k y P {t. Entonces la computacién da

lugar al estado
k—1

A= {at U J(TAP) 1 1) + 1)

i=1
Si t¢ < t existe a’t’ € AN A;; tomemos en particular al que corresponda al ins-
tante de tiempo menor. Entonces existe 1 < ¢ < k tal que o'(t' — ') € TA(P).
Tenemos que la computacién va desde P | T hasta P! | Upd(T, t), y en conse-
cuencia el proceso y la prueba han de sincronizar en la accién o' (t' — %), con
lo cual la transicién Py LN F; 1 no seria posible, llegandose a una contradic-
cién. Por tanto, podemos suponer que t* > ¢. Existe entonces un proceso P/
tal que #* <ty #*! > t. Tenemos que la computacién de P | T nos lleva hasta
P! | Upd(T’,t'); existe entonces 1" tal que
T %,
de modo que tendremos Upd (T, t) —L(t:—tl} T, y puesto que t; > t—1*, tenemos

forzosamente la transicion

P | Upd(T, ') = Upd(F},t — t*) | T'
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que nos conduce a una computacién de éxito.

e Para todo k > 1 se verifica P | v ez = 7. O bien la computacién es finita, en
cuyo caso tomamos como P! su tltimo proceso, o bien es infinita. En ambos

casos se genera un estado A’ con

I
;
A =TAP) U | JUTAR) 1ty +) A = | J(TAP) 1 1) +¢)

n—1
=1 €N ‘
i
Si el computo es finito 5i el cémputo es infinito
1

|

Puesto que nd(A’) = oo, se ha de cumplir alguna de las condiciones siguientes:

— Existe algin a't’ € A' N A;. Tomamos e;ntonces el que corresponda a
un instante de tiempo menor. Existe enj:onces J tal que a(t/ -—Ltj ) €
TA(P}) 1t;. En consecuencia la computacién conjunta de la prueba y el

proceso nos lleva hasta P | Upd(T, /). Puesto que T 2, DK tenemos

t—t :
que Upd(T, ) g OK. Por tanto, la prueba y el proceso tendrian que

sincronizar en la accién a’(t' — /), de modo que la transicién P, T?t"") Py

no seria posible, lo cual nos lleva a una contradiccién w

— at € A’. Usando el mismo razonamiento que antes llegamos también:a una
contradicecidn. ‘

— Por tanto, el inico caso que queda como posible es el correspondiente a que
at g A'y A'N Ay = &. Puesto que estamos supomendo que P | pa.ra todo
k, existira 7 € IN tal que t < tysi Py ——-) entonces t/+! > t. Tenemos
que la computacién de P | T nos lleva hasta P? | Upd(T, /). Puesto que
existe 7" tal que i
T 7 &, ‘

| :

. t—t : _
tenemos Upd(T, ¢) M T, y como duiera que L = ¢/ +1; > ¢,

tenemos t — ¢/ > ¢;, con lo que l
| iy =) )T i
P; | Upd(T, ") ——— Upd(F;,t — #7) | T

de donde se deduce que la computacién de P | T tiene éxito.

Puesto que en cualquier caso hemos obtenido una computacién de éxito, tenemos

que P must T'.
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A.2 Demostraciones del Capitulo 4

Demostracién de los lemas 4.2.13 y 4.2.15.
La demostracion en cada caso es practicamente igual a las de las proposiciones 6.1.11

y 6.1.13 respectivamente. Y esto es asi, porque en particular si stb(P) y stb(Q) tenemos

TAP ||lo Q) = TA(P O Q) = TA(P) UTA(P)

Demostracidn de la proposicion 4.2.17.
Haremos la demostracion por inducciéon sobre la longitud de la deduccion de la transicion

generalizada P O @ g.‘r R.

Caso base Si la longitud de la deduccién es 1 tenemos que POQ = POQ, y por tanto

no habria nada que probar.
Caso inductive Aqui tenemos varias posibilidades:

e POQ > R. Ental caso o bien P >— P'y R = P'0Q, o bien Q >— Q'
y R = POR'. En ambos casos obtenemos el resultado aplicando la hipdtesis
de induccién.

o POQ -2 R =25 R. Bn tal caso A = TA(POQ) 1ty o bien P -2 R, 0 bien
Q -5 R'. Supongamos que se da el primer caso. Tenemos entonces idle(@Q) > ¢
vy stb((Q), y por tanto todo estado Ay € A(Q) verifica TA(Q) 1t = As 1t
Tomando entonces Ay = TA(P) | ¢, obtenemos que P % P’ con lo que
queda solventado este caso.

¢ Ala(t—t')-b
e« POQ S RyR At t)¥, R. En este caso tenemos

A= (TA(PDQ)1E)U (A" +1)
Por otra parte tenemos dos casos posibles:
P P idle(Q) > t, sth(Q) y R' = P' T Upd(Q,t')
0
Q =55 @, idle(P) > t, stb(P) y R =Upd(P,#)0¢Q'
Supongamos que se da el el primer caso; el segundo seria simétrico. Por hipdtesis
de induccién, existen una b-traza Aja(t —t') bs y un estado A} de manera que

nd(AL) >t ~t'y A’ = AL U (45 1¢t); y ademads se tiene uno de los dos hechos

siguientes:
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~ pr s, by AL € A(Upd(Q, 1))

- @=2EE py Ay e AP,

En ambos casos, tomando

A= (TA@ 1 )UAT +1) vy Ay =(TA(P) 1)U (45 +1)

se llega a la conclusion deseada.

Demostracion de la proposicion 4.2.18.
Demostraremos que se verifica la primera propiedad; ia segunda es totalmente simétrica.

Puesto que Ag € A(Q) existe una computacién de @

Tt Tt
Q= Q) Qe > Qp — -+

que genera dicho estado. Tomemos t* = E;":'ll t;. Puesto que nd(Ag) > t existe { € IN tal

que:

¢ Qj 4 paraj <1,

. t .
e t >t ysi Q) ——+, tenemos entonces ¢ < 1.

Por otro lado tenemos que existe R’ de manera que P Adt, gt R Supongamos

que la deduccion de P =22, B tiene una longitud de k etapas, y sea [ la longitud de la
computacién desde @ hasta @;. Demostraremos la existencia del conjunto A C TAct tal
que POQ A, g por induccién sobre & +[. Una vez ello demostrado, el enunciado se

gigue inmediatamente.

Caso Base. Puestoque k<1y! <1, tenemos Q) =Q y P %, R. En consecuencia se

verifica:

e Ap =TA(P)t,
e puesto que @ es estable, convergente e idle(Q) > ¢, cualquier estado Ag de @
verifica TA(@) 1t = Ag 1t

Tenemos entonces P O () —a, R, y por tanto tenemos P O @ A, ' donde

A=TA(POQ) 1t Para concluir basta observar que

A=TAPDQ)1t=(TA(P)1t)U(TA(Q)14) = Ap U (4g %)
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Caso Inductivo Tenemos las siguientes posibilidades:

A .

e P >— P’ En este caso tenemos que P’ R 4N R/, y entonces aplicando la
hipdtesis de induccion existe A C Ap U (Ag 1t) tal que P'OQ =’% R' y por
tanto tenemos que P O Q At pr,

e () >— (', caso simétrico al anterior.

« P P, stb(Q) e idle(QQ) > t'. En tal caso existe Ap C TAct tal que

Alpa(t—t')

P R y Ap=(TA(P)1¥)U(4p + 1)

Puesto que @ ||, existe A'Q € A(Upd(Q,t")) de manera que
Ag = (TA(Q) 1) U (A + 1)

Entonces por hipdtesis de induccién tenemos que existe A" C TAct tal que
ACAUM(-1) ¥ POU(QY) =20 B
Entonces tomando A = (TA(POQ)1¢}U{A'+¢) tenemos que POQ Ny
Para concluir basta observar que A C Ap U (Ag11).
e Q t, @', stb(P) e idle(P) > t'. En este caso existe Ay € A(Q') tal que
Ag = A1 U{Ag +1t1), siendo A; = TA(Q) 1. Por otro lado, existe un conjunto

de acciones temporizadas A% verificando

Apa(t—t')

Upd(P, t') Ry Ap=(TAP) 1)U (Ap+1)

Aplicando la hipétesis de induccién existe A’ C A U (4g 1 (¢ — 1)) tal que

Upd(P, ;) 0 Q' =22 R/

Tomamos entonces A = (TA(PO Q) 1t1) U (A +¢;) y tenemos

POQ s Upd(P,¢') 0 Q@ =28, o

de modo que tenemos P O Ad, g , ¥ por otra parte se cumple A € Ap U

{Ag 11), lo que nos permite concluir la demostracién.

Demostracion del teorema 4.2.19.
Tomemos en primer lugar b € Beon[O1(B1, B2). Segin sea la forma de b existen dos

posibilidades:



A. Demostraciones Co211

b = A. Por la definicién seméntica del operador existen entonces A; € By y As € B, tales
que A = A; Ug Az. Puesto que Barb(P;} « B, existird un estado Ap € A(P) tal que
Ap < Ay, y razonando andlogamente para Ay obtenemos un estado Ag € A(Q) tal
que Ag <« Az. Aplicando la proposicién 4.2.16 obtenemos un estado A’ € A(POQ)
tal que A" € Ap Uy Ag. Por lo que tenemos

A’«APU@AQ«AIUQ’A2=A

b = Aat -b’/. Existen entonces un conjunto de acciones temporizadas A, y un estado
Az con nd(Ajy) > t, tales que A = A; U Ay 1t cumpliéndose una de las siguientes

aserciones

L] Alat-b’GBlyAgEBg
. Alat-b'EBgyAQEBl

Puesto que ambas aserciones son simétricas la una de la otra, supondremos que se
presenta la primera de ellas. Puesto que By < Barb(Q)) existe un estado Ag tal que
Ag < Ajy, y existe una barba bp € Barb(P) tal que bp < b. Tomamos entonces una

barba b; escogida como se indica a continuacién, distinguiendo casos segin sean bg
i

y Ag:

® Si bp es un estado, Ap entonces por aplicacion de la proposicion 4.2.14 existe
un estado A’ € A(POQ) tal que A’ « ApUg Ag. Tomamos en tal caso by = A’

e Sibp = Alat-b" y nd(Ag) < t entonces por el lema 3.5.2 existe un estado
Ap € A(P) tal que Ap1t C A]. Al igual que en el caso anterior concluimos
que existe A’ € A(POQ) tal que A’ « Ap Ug Ag. Y de nuevo en este caso

tomamos b; = A'.

e Supongamos finalmente que bp = Ajat- 8" y nd(Ag) > t. Existirdn entonces

un estado A”, una b-traza bs” y un proceso R tales que
1 p

Al at-bs"

b =bs" A", P R y A"e€ AR)

Entonces por la proposicion 4.2.18 existe un conjunto de acciones temporizadas
A’ tal que

ACAUAIt y PO,

R
Tomamos entonces b = A'at - b € Barb(P 0O Q).

Obsérvese que en todos los casos tenemos que by < b.
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Tomemos ahora b € Barb(# O @), y buscaremos by € Beo, [O](B1, B2) tal que b < b.
Dependiendo de la forma de b tenemos dos posibilidades:

b = A. Entonces por aplicacidn de la proposicion 4.2.14 tenemos que existen dos estados
Ap € Barb{P) y Ag € Barb(Q) tales que

AplUpg Ag < A

Puesto que B} < Barb(P) y B, <« Barb(Q) existen estados A; € By y Ay € By tales
que A; € Ap y Ay € Ag. Tomamos entonces A’ = A; Uy Ay y tenemos

A=A Uz Ay € Aplg Ag < A

b = Aat - b’, Puesto que b € Barb{P O Q) existirdn un estado A’, una b-traza bs' y un
proceso R tales que

¥=bs' A, POQ4Y.R v A'cAR)

En virtud de la proposicién 4.2.17 existenn un conjunto de acciones temporizadas 4,

y un estado A, tales que se da una de las siguientes aserciones:

. AgGA(Q)yP%Robien

o Ay EA(P)yQ%R.

Puesto que las dos posibilidades son simétricas la una de la otra, supondremos que
es cierta la primera. Por lo tanto Ajat-b € Barb(P), y puesto que B; < Barb(P)
y By <« Barb(Q) existen un estado A5 € Bz y una barba b € B; tales que A} <

Ay y b < Ajat- b, Tomamos entonces una barba b, elegida como sigue:

o Si b] es un estado A} tomamos by = A} Ug AS.

o b = Ajat-b" y nd(A,) < t. Puesto que B es consistente existird un estado
Al € B, tal que A} = AY1¢; tomaremos entonces by = A{ Ug Aj.

o Sib)] = Alat-b" y nd(A43) > t tomamos by = (A} U A5 1 t)at - V.
En todos los casos tenemos que by € B.on[O](B1, B2) v b < b.

O

Demostracion de la proposicion 4.4.13. Continuidad mediante prefijo de acciones internas.

Para demostrar la continuidad basta probar

lub{Beon[T2]{B:) | ¢ € N} = Beon[[74;] (fub(B))
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Veamos cada una de las inclusiones |

Tomemos b = bs - A € lub{Beon[rt](B;) | i € IN}. Hay dos posibilidades:

o nd(A) < co. En este caso tenemos que para todo k € N existe { > k tal que
bs- A € Beon{[7t;](B;). Existe entonces bs’'- A’ € By tal que bs- A = (bs'- A’) + 4.
Por lo tanto bs’ - A’ € lub(B), y entonces bs - A € Beon[[7t;](lub(B)).

¢ nd(A) = co. En este caso tenemos que para cada tp € T existen € IN y un
estado A; tales que bs - Ay € Beon[rH:](Bi) ¥ A1 1t = A1ty. Tenemos dos
posibilidades:

~ bs = € tenemos entonces que existe A} € By tal que A; = A} +¢, por lo que
A > t. Tomamos entonces A’ = A — ¢ y tenemos que A’ € lub(B), por lo
que A € Beon{7t;}(lub(B)).

~ bs = Ajayt; - bsy, tomamos bs' = (A — t)a1(f1 — t) - bs; y tenemos que
bs' - A; € B;. Por tanto bs’' - A € lub(B) y en consecuencia

bs- A= (bs'- A) +t € Beon[7t;]}{lub(B))

Tomemos ahora bs- A € Beon[7¢;](lub(B)). Existe entonces una barba bs'- A’ € lub(B)
tal que bs - A = (bs" - A’} + . Tenemos de nuevo dos posibilidades:

e nd(A"} < co. Entonces para cada k € IN existe | > k tal que bs' - A’ € B;. Por

tanto bs - A € By, y en consecuencia
bs - A € lub{Bonffrt;](B;)| ¢ € IN}

o nd(A’) = co. Tenemos dos posibilidades

~ bs' = e. Tenemos entonces que A = A’ +t y bs == €. En consecuencia para
cada ty € T existe A} € By tal que A’ 14y = A]1¢. Tomamos eritonces
A; = A} +t € Beon[7:](Br) de modo que se tiene

A=A+t e lub{Beon[78](B:) | i € N}

— bs' = Ajay - bs)|. Entonces bs = (4; + t)a(t1 + t) - bs}. de modo que fijado
to € T existe un estado A; tal que bs'-A; € By, nd(A;) > to y Alto = Arlte,
y por lo tanto
bs- Ay = (bs' - A)) +t € Beon[78](By)
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Puesto que ello lo hemos hecho para un t5 € T arbitrario, concluimos
bs - A € lub{Beon[7t;](B;) | i € IN}
O

Demostracion de la proposicion 4.4.15. Continuidad del operador prefijo mediante una
accidn visible.

Para simplificar la notacién tomaremos los conjuntos
B = Beon[at;](lub(B)) vy B’ =lub({Beonllat;](Bi) | i € N})

Para demostrar la continuidad de este operador probar B = B’.

B’ C B|

Sea b = bs-A € B'. Sibs = ¢, puesto {at} es el inico estado después de la traza vacia
que hay en cada uno de los conjuntos B, tenemos que forzosamente A = {at}. Dado
que {at} € B, este caso estaria concluido. Supongamos ahora que bs # €; puesto que
toda b-traza no vacia de cada uno de los B; empieza con @at, tenemos que existira

una b-traza bs; tal que bs = @at - bs;. Tenemos entonces dos posibilidades:

e nd(A) < oo. En tal caso para cada k € WN existe | > &k de modo que
bs - A € Beon[at;J(B1). En consecuencia tendremos que bs; - A € lub(B), y por
tanto bs- A € B.

¢ nd(A) = co. Tenemos entonces que para cada ty € T existe un estado A; tal que
bs- A € Bcon[[m_f;]](Bi) y Alts = A; 1 to. Concluimos entonces que bsy - A; € By,
y por tanto bs; - A € lub(B), de modo que bs- A € B.

BCBHB

Sea ahora b = bs - A € B. Al igual que en el caso anterior supondremos en primer

lugar que bs = e. En tal caso ha de ser A = {at}. Por otro lado tenemos que
para cada 1 € IN {at} € Beon[at;](B;), por lo que {at} € B’. Supongamos ahora que
bs # €, entonces existe bs; de manera que bs = @at-bsy, y por lo tanto bs;- 4 € lub(B).

Tenemos entonces dos posibilidades:

¢ nd(A) < co. Entonces para cada k € IN existe | > k tal que bs; - A € By, de
donde
b=bs- A= (Dat-bst) A€ Beonlat;1(Bi)

lo que permite concluir b € B'.
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» nd(A) = oo. En este caso, para cada ¢y € T existe [ € IN tal que existe un

estado A; de manera que bs; - A € B;. Tenemos entonces que

Puesto que ello lo podemos hacer para cada £y € 7', concluimos finalmente que
b=bs-Ac B.

Demostracidn de la proposicion 4.4.17. Continuidad de la eleccion interne.

Para simplificar la notacién, tomaremos
B= Bcon[[l‘l]](lub(Bl), |ub(32)) y B' = |Ub({anf[|_|]](Bli,-Bzi) | i€ IN})

B'CB
Siendo b = bs - A € B’, tenemos dos posibilidades:

e nd(A) < oco. En este caso para cada k € IN existe [ > k tal que
bs - A € Beon[M](Bu, B} = Bu U By

Tenemos que o bien para una cantidad infinita de indices k’s la barba bs - A
estard en By, o bien para una cantidad infinita de indices k’s estard én By.

Tenemos entonces dos casos simétricos:

— Para cada k € IN existe k > { tal que bs - A € By;. Entonces tenem:os que
bs- A€ By y por tanto bs - A € Beon[N](B1, B2).

— El caso simétrico al anterior: para cada k € IN existe & > !, tal que
bs- A € By.

e nd(A4) = oo, entonces para cada t € 7 existen [ € IN y un estado A; tales que
Alt=Aitty
bs - Ay € Beon[M](Bu, Bar) = Bu U By

Tenemos entonces que o bien la barba bs - A; estard en By; para un ndmero
infinito de instantes #’s, o bien para un namero infinito de instantes ¢’s la barba

bs + A; estarad en By. Tenemos pues dos posibilidades simétricas:

~ Para cada t € T existe t' > ¢t tal que el [ correspondiente a ' cumple que
bs - A; € By; y puesto que t' > £, tendremos que A; |1t = A; | ¢t. Entonces
tenemos que bs - A € By y por tanto bs - A € Beon[N](B1, Ba).
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—~ De manera simétrica al caso al anterior: para cada t € T existe ' > ¢ tal

que el indice ! correspondiente a t’ verifica bs - A; € By.
P

BCB
Sea ahora b = bs- A € B. Tendremos que o bien bs- A € By, o bien bs- A € Bs.

Consideremos el primer caso; el segundo seria totalmente simétrico. Tenemos dos

posibilidades:

s nd(A) < oo. Entonces para cada ¥ € IN existe I > & tal que bs- A € By;. Por
tanto tenemos que bs - A € Beon [M] (B, Ba) por lo que bs - A € B.

e nd(A) = oo. Para cada t € T existe un estado 4; tal que A1t = A4; 1ty
bs - Ay € By;. Entonces tenemos que bs - Ay € Beon [N Bz, Bay), v por tanto
tenemos que bs - A € B'.

Demostracion de la proposicion 4.4.18. Monotonia de la eleccidon externa.
Debido a la simetria de la definicién del operador, basta con que nos concentremos en el

primer argumento. El estudio del segundo seria simétrico.
a) Sea V' € Beon[D](B], B). Tenemos dos posibilidades

e b’ = A'. Existen A} € B} y Ag € B tales que A’ = A| Uy A¢. Existe entonces
A; € By tal que A; < A], de modo que el estado A = 4; Uy Ay cumple que
A E BCOH[[D]](BISB) y A "< A,.

o b = Alat - b). Existen entonces una barba Alat - b y un estado A} tales que
nd(Ag) >ty A" = A; U (A4} 1¢). Tenemos dos posibilidades:

— Alat - b} € B{ y A} € B. Entonces existe b € By tal que b < Alat - b,
Sib= Ay € By entonces nd(A1) <ty TAct(A1) = A} 1 nd(A}), y por lo
tanto, tomando A = A, Ug A}, tenemos que A < bV y A € B [0](By, B).
Ahora, si b= Alat- by con by < bf, obtenemos A'at - b € Beon [O](B1, B).

— Alat- by € By A, € B;. Existe entonces A; € By tal que A2 < A}. Su-
pongamos que nd(Ag) < ¢t. Puesto que B es consistente, existird un estado
Ay € By tal que A] = A; ¢, y tomando entonces el estado A = A; Ug A2
tenemos que A < by A € Beon[O](B1,B). Si nd{Az) > t entonces ten-
driamos que Az 1t = Al ¢, y por tanto ¥ € Beon[OJ(B1, B).

b) Sea ahora b= bs - A € Beon[d](B1, B). Tenemos dos posibilidades:
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e b= A, entonces existen A; € B y As € B tales que A = A; Uy As. Ténemos
entonces A] € B tal que A; < A], por lo que tomando A" = A| Uy A, tenemos
que A < A"y A" € Beon[O] (B, A).

e b = Aat - by. Entonces existen una barba Ajat - by y un estado A, tales que
nd{Az) >ty A= A1 U(Ay1¢) de modo que se cumple ademds una de las dos

condiciones siguientes:

— Ajat-by € B, A; € B). En tal caso existe A}, € Bj tal que A3 < A, de
modo que A5 1t = Az 1t, y en consecuencia Aat - by € Beon [O]( B, B).

— Ajat - by € By y A; € B. Entonces existirin una b-traza bsg y un estado
Ap tales que by = bsg - Ap, y por tanto existird un estado A’ tal que verifica
Aqat - (bsg - A') € B} y Ao < A', de modo que tendremos

b = Aat - (bso - A') € Beon[Q](B], B)

Demostracion de la proposicion 4.4.19. Continuided de la eleccion externa.

Para simplificar la notacién tomaremos los conjuntos
B = Beon[O] (lub{B1),lub(Bs)) vy B' = lub({Beon [O](B1:, Ba;) | i € IN})
Hay que demostrar
1. Para cada &’ € B' existe be B tal que b < ¥'.
2. Para cada bs- A € B existe un estado A’ tal que A < A’ y bs- A’ € B'.
Demostremos entonces los dos apartados de arriba:
1. Sea b= bs- A € B'. Supongamos primero que bs = e. Distinguiremos dos casos:

e nd{A) < co. En tal caso para cada k € IN existe I, € IN de modo que .

A € Beon[O] (B, Bay,)

Por tanto para cada [; existen dos estados Ay, € By, y Az, € Boy, tales que

A = Ay, Ug Ay, . Entonces se verifica
nd{A) = min{nd(Ay;, ), nd(Az,))

por lo que o bien nd(A4) = nd{Ay,), o bien nd(A4) = nd(Ay,). Sin 'pérdida

de generalidad, podemos suponer que siempre se cumple la misma de dichas
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Supongamos ahora que b = Aqa1t; - (bs

igualdades. Supongamos en concreto que siempre es cierta la primera. Puesto
que estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto
podemos suponer ademds que todos los estados Ay;, son iguales. Tomamos
entonces Ay = Ay, verificAindose A; € B;. Puesto que para i < j se verifica

Bj; < Byj existe una secuencia de estados
Al < Ay < Ay <+
de manera que se tiene A} = Ay, y A} € By,. Tomando entonces el estado
Ay = lub{A}, | ¢ € N}

se verifica que As € Bs, y por tanto tenemos que A = A; Ly Ay v por tanto
concluimos que A € Beon [O](B1, Ba).

nd{A) = co. Para cada t € T existen [, € IN y un estado A; tales que
A€ Bcon[[D]i(Bllu BZ!g) Y A1 t= A 1t

Existen entonces estados Ay € By, y Ao € By, tales que A, = Ay, Ug Agy,
Puesto que estamos considerando un dominio de tiempo discreto y un alfabeto

podemos suponer que
t' >t = Agit=Ap 1t i€ {1,2}

Tomando entonces
A= JAwlt)  ie{1,2}
teT
se verifica que A; € B;, y ademas A = Ay U Ag = A Ug Ag € Beon [O](B1, B2)-

*. A). Distinguimos dos casos:

e nd(A) < oco. Entonces se tiene que para todo & € IN existe Iy > k tal que

b € Beon[Of( By, Bar, ). Existen entonces una barba b, = Ay, a1t - (bs' - A)

y un estado Ag, tales que nd(Ag,) > f1, A1 = Ay, U Ay, 1 t1 verificAndose

ademads una de las siguientes condiciones:
— by, € By, y Ag, € By, , 0 bien
— by, € Bay, y Ax, € By,

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que siempre se la misma de las

dos opciones. Supongamos que Se trata de la primera. Puesto que estamos
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considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto, teneml[os que
el conjunto A; es finito. En consecuencia podemos suponer que los conjuntos
Ay, son todos iguales, tomando A] = Ay;,. Puesto que para i < j Sé tiene
Bgi; < By, podemos suponer que para ¢ < j se tiene Ay, < Ay,. Entonces,

tomando :

A = lub{Ag;, | i € IN} 1
i
1
se tiene Az € Ba. Por tanto A; = A]U(A21t1), de modo que b € Beon [O](B1, B2).
k
e nd(A) = co. Entonces para todo ¢ € T existe I; € T tal que existe un estado A,

tal que Ay 1t = Aty Ajagty - (bs'- Ay} € Beon[O](Bu,, Bay, ). Existen entonces
una barba b = Ayait; - (bs’ - A;) y un estado Ag; tales que nd(AZt)“ > 1y,

Ay = A U As | #, verificindose una de las siguientes condiciones:

- b e Bllg y Ag; € By , 0 bien
— by € By, y Azt € By,

'

Al igual -que antes, sin pérdida de generalidad podemos suponer que s{empre
se da la misma de las dos opciones, pongamos que es la primera. Puesto que
estamos considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto, el
conjunto A; es finito y por tanto podemos suponer que todos los A1, son iguales.
Tomemos A] igual a uno cualquiera de ellos. Puesto que para i < j sé tiene

By; < Bsyj, obtenemos una secuencia i

0 <A} <AY <Ay < AL < Af < *
!

tal que A} € By(,4i). Tomando Az = lub{A}| i > 0} se verifica entonces que
Ag € By, y por tanto A; = A} U (Az1¢1), de donde concluimos finalmente

b E BCOH [[D]](B]_, .82).

2. Sea ahora b = bs- A € B. Supongamos que bs = ¢. en tal caso existen A € By

Ay € By tales que A = A; Ug Ay. Tenemos cuatro posibilidades:

{
(a} nd{A;) < oo y nd(A42) < cc. Supongamos sin pérdida de generalidad, que

nd(A4;) < nd(Az). Para cada k € IN existen I, my € IN tales que 4, € ‘Buk y

Az € By, . Entonces podemos distinguir los siguientes casos:

i
e Sil, = myg, tomando jr = g, tenemos que !

A€ Bcon[[Dﬂ(Bljm B2jk)
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.- Si.myg < I, tomando ji = i, tenemos que existe A, € By, tal que
Az < A), de modo que

A=A Uz Ay = A{ Ly Af? S Bcon[D]](Bljk,szk)

e Silp < my, existe jx > my tal que A; € By;,. Por otra parte existe

Al € Ay, tal que Ay < Aj, y por tanto obtenemos
A=A Uy Ay = Ay Ug A} € Beon[O}(B1j,, B2j,.)
En consecuencia, cualquier caso se tiene que
VEEN Tjp > k: A € Beon[O](B1 50, B2z,

de modo que A € B'.

(b} nd{A;) = nd(Az) = co. Para cada t € T existen indices my,l; € IN y estados
Aim, € Bim, ¥ A, € By, tales que Aj 1t = Ajjp, 1ty A2 1t = Aoy, ]t
Tomamos entonces j; = max(ly, my), y entonces

o Sil; = my, tomamos Aj, = A1y, Ug Ay,
e Sil; < my. Puesto que By, < By, existe Ay € Bapy, tal que Ay, < AL,y

entonces tomamos Aj, = A1, Ug Ab.

o Simy < ;. Puesto que By, < By, existe A € By, tal que Ay, < A,y

entonces tomamos A;, = Ay, Ug A}
En todos casos tenemos que A7t = Ay, 1%, y por tanto A € B

(c) £t =nd(A;) < o0, nd(A42) = co. Existen I € IN y un estado Ay € By tales que
Ayt = Ayl Puesto que para ¢ < j se tiene By; < Bayj, para cada m > [ existe
Asm € Agm tal que Ay < By, y por tanto Ag |t = Ay, | . Por otro lado,

para cada k > [ existe my > k tal que A; € By,,, . En consecuencia tendremos
A= Al U g AZ == Al g A?mk S Bcongm]](Blmka B?mk)

y por tanto A € B’.

(d) £ =nd(Az) < o0, nd(A;1) = oo, que es simétrico al caso anterior.

Consideremos ahora b = Aait; - (bs’' - A) € B. Entonces existen una barba b; y un

estado A, tales que

b = Aia1t1 - (bs’ - A), ﬂd(Ag) >t A=4; U (A21 fil)
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y o bien, by € B) y As € By, o bien, b € By y A2 € B;. Supongamos que se da
el primer caso; el segundo seria simétrico. Entonces puesto que nd(Ag) > 1 existe
[ € IN de manera que existe un estado Ay € By tal que A2 1# = Ay 1 #1. Af‘demé.s,
puesto que By < By paral’ > [, existe un estado Agy € By tal que Azt = {125: 1.

Ahora podemos distinguir dos casos: 1

e nd(A) < oo, entonces para cada k > [ existe my > k tal que by € Bfmk, de
]
modo que tenemos b € Beon [O](B1im,, Bom, ), por lo que b € B'.

]

!
e nd(A) = . Fijado ¢t € T, existen m; € IN y un estado A,,, de manera que

!
Ajaqty - (bs' cAm,) €EBim, ¥ Am t=A1t !

t

Consideramos el indice j; € IN y el estado A;, elegidos de la siguiente manera:

— Sil < my, tomamos jz =my y A = Ap,.

— Sim; <, tomamos j; = . Por otra parte, puesto que By, < By, existe
un estado A; tal que 1

i

A1a1t1 . (bS'r . A;) € Blmg y Amf - A; |

|

Tomamos entonces A;, = 4;. f

i
|
En ambos casos tenemos que |

i
Aaqty - (bs’ . Alja) € BCOD[[DB(Bljt)B2jt) v J'fljt 1t=A1t !
!

Puesto que esto lo podemos hacer para cada t € T, concluimos inmediatamente

que b € B'.
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A.3 Demostraciones del Capitulo 6

Demostracidn del lema 6.1.11.

Consideremos la computacién que genera el estado A:

7 Ttg

Plng=R{)>—>*R’1 > Rg }*Rrg yo--

i—1

Tomemos #* = ijl tj. Puesto que hemos tomado ¢ < nd(A), existe n € IN tal que:

e Para ¢ < n se tiene R; ||,
o 1" <t y
e O bien R, f}, o bien Ry §, R, es estable y si H), —+ Ry, entonces "1 > ¢.

Haremos la demostracién por induccién sobre el nimero de transiciones necesarias para

llegar hasta R] .

* Si el nimero de transiciones es cero, tenemos que R' = P ||g @. Si R’ 1 tenemos
que P ft o @ ft. Supondremos que se da el primer caso. Tenemos entonces que
A(P) = {{QO}}, y tomando como Ag cualquier estado de @ tenemos el resultado
deseado :

{0} = {Q0}Uc dg v APlc Q) = {{00}}

Si R || tenemos que P |l y Q |}, por lo que
Alt=TA(R)1t=(TA(P)1t)Us (TA(Q)11)

Entonces, tomando como Ap cualquier estado de P y como Ag cualquier estado de

(2, obtenemos el resultado deseado puesto que

Ap1t=TAP) 1t y Aglt=TAQ)1t

¢ 5i el nimero de transiciones es mayor que 0, podemos distinguir los siguientes casos,

en funcién de la forma de dependiendo de la primera de dichas transiciones:

P|lg Q> P'|g Q. En este caso podemos suponer que P’ || Q |, pues si tu-
viéramos que P' || @ f+ obtendriamos P ||¢ @ 1, lo cual no es compati-
ble con las propiedades la computacién considerada. Tenemos entonces que
A € A(P' ||¢ Q), y por hipétesis de induccién existen Ap € A(P') y Ag € A(Q)
verificando las condiciones del enunciado. de donde se concluye el resultado

buscado, teniendo en cuenta que Ap € A(P).
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P|lc Q>— P|g Q. Este caso es totalmente simétrico al anterior.

PleQ Th,p |lg Upd(Q,t1). En este caso tenemos que ‘
A=(TAR) 1)U (A +1)

siendo A’ un estado del proceso P’ ||¢ Upd(Q,t:1). Entonces por hipétesis de
induccién existen Ap € A(P) y Ay € A(Upd(Q, 1)) verificando las condiciones

del enunciado con respecto al estado A’ y al instante ¢ — t;. Esto es:
e nd(A)2t—t1 = (Ap1(—-t))Uc(Ap1(t—t)) S A1(t-1t1).
e nd(A') <t—t = Aplig Ay < A

Tomamos entonces los estado Ap y Ag definidos de la siguiente formas: |
Ap=TA(P)1t1U(Ap+t1) y Ag=TAQ)1tU(Ap+1)
de donde obtenemos el resultado deseado, ya que Ap € A(P), Ag € A(Q) y
TA(P |l¢ @)1t = (TA(P) 1 1) U (TA(Q) 1 £4)

PleQ _Th, Upd(P’, t1) |lg Q. Este caso es totalmente simétrico al anterior.

Demostracion del leme 6.1.13.

Consideremos la computacién que genera el estado Ap
* 'rtf "
P=P>3"P — P> "

y la que genera Ag
’rt? .

Q=G »* h » Q2

lltf y t9* = z;;ll tlQ. Entonces han de existir m y n tales que:

Tomemos 7 = 377~

e Para i < m se verifica que P; || y para cada j < n se verifica @; |

t

m

T P
e O bien P, {}, o bien P, |}, tP™ <t P! es estable y si P}, — "'y P41 entonces

tp,m-i-l ~ ¢ !
i
. . an f < TtS-H
e O bien @, 1, o bien @, | , t¥" < ¢, Q) es estable y si @), ———= Qn41 entonces
tPntl o

Haremos la demostracion por induccién sobre la suma del nimero de transiciones necesa-

rias para llegar hasta P, y (},, que notaremos por s:
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s = 0. Tenemos que P/, = Py Q;, = Q. Si P ft o Q { tendriamos que P||¢Q {. Cualquier

estado A’ verifica
{0 ug A’ = {20} y AP }eQ) = {{00}}
Si P ll¢ Q es convergente y estable, cualquier A € A(P g Q) verifica
Alt=(TA(P)11) Us (TAQ)1%)
y por el otro lado tenemos que Ap |t = TA(P) 1ty Ag = TA(Q) 1 t.

s > 0. En tal caso podemos distinguir los casos que siguen, en funcién de la forma de la

primera transicién:

P >— P’. Entonces tenemos que Ap € A{P'}. Por hipdtesis de induccién existe
A e A(P' ||g Q) verificando las condiciones del enunciado. Por ltimo tenemos
que A € A(P |l¢ Q).

Q >— P’. Este caso es simétrico al anterior.

T

P —— P/, idle(Q) > t1 y stb(Q). Tenemos que en virtud de la proposicién 3.4.7,
existe un estado Ag € A(Upd(Q, 1)) tal que

Ag = (TA(@) 1) U (A + t1)
Por otro lado, existe A, € A(P') tal que
Ap = (TA(P) 1t1) U(A+t1)

Por hipétesis de induccién existe A’ € A(P' ||¢ Upd{Q, 1)) verificando las con-

diciones del enunciado:

nd(Ap) <t—t1 |
6 - » > A’ « Al Ug Ap
nd( ';3) <t—1 )
3

nd(Ap) 2t — 4
y e A1 (t 1) C (Ap1(t—t1)) Ug (Ag 1 (t —t1))
nd(Ap) 2t —t |

Basta entonces tomar A = TA(P ||l @) 1tU (A’ + £} de modo que se verifican

las condiciones del enunciado.

Q b, Q' idle(P) = t1 y stb(Q). Este caso es totalmente simétrico al anterior.
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Demostracion de la proposicién 6.1.15.

Sib=bs- A€ Barb(P |lc Q) existe un proceso R tal que
PlcQ=sR y A e A(R)

Haremos la demostracidén por induccién sobre la profundidad ! de la deduccién de la

. s . b
transicién generalizada P ||c Q == R.

1= 0. Es decir, tenemos que R =P ||¢ Q, bs = e y A € A(P ||¢ @). Entonces aplicando

la proposicién 6.1.12 tenemos el resultado.
1 > 0. En este caso tenemos varias posibilidades:

e Ple@>—PllcQ yPle@ =25 R. Por la forma de las reglas que definen
]a semantica operacional sabemos que o bien P >— P' y Q@ = @', o viceversa

Q> Q' y P = P'. En ambos casos ¢l resultado es inmediato por induccién.

e PlgQ 5P cQ, P lleQ =25 R, bs' £ ey bs = (TAP ¢ Q)1 t, 1) Ubs'.
Por la forma de las reglas que definen la semantica operacional tenemos los

siguientes casos:
- P —T—% P, Q' = Upd(Q, 1), stb(Q) e idle{QQ) > £ , o bien
—Q-LQ, P = Upd(P, t), stb(P) e idle(P) > t.

Puesto que ambos casos son simétricos, resolveremos solamente el primero.

Puesto que P’ || Upd(Q,t) b R tenemos que
bs' - A € Barb(P' || Upd(Q, 1))
y por hipdtesis de induccion existen
b} € Barb(P'}), b, € Barb(Upd(Q,t)) y b € |cbh
tales que b"” < bs' - A. Tomamos ahora
b= (TA(P)1LOUY, y b= (TA@) 148U
verificindose b; € Barb(P) y b2 € Barb(@). Tomamos entonces
V= (TA(P)1tUg TA(Q) 1 £, £y L1 b

y tendremos que b’ € b |lg b2 y b < b.
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e PllecQ == Flc@, Plc@ => Rybs=(TA(P|c Q)¢ t)at-bs'. Porla
forma de las reglas que definen la semdntica operacional tenemos las siguientes

posibilidades:
—ag G, P-% P, Q = Upd(Q,1), stb(Q) e idle(Q) > t. Puesto que

P'|lc Upd(Q,t) == R

tendremos que bs’- A € Barb(P’ || Upd(@, t}), y por hipdtesis de induccién

tendremos que existiran
b € Barb(P'), b, € Barb{Upd(@,t)) y b €b)|cbh
tales que b" < bs' - A. Tomamos entonces las barbas
by = (TA(PY1t)at-b] vy be= (TA(Q)1¢,t) LK,
que verifican by € Barb(P} y b2 € Barb(Q). Tomemos éntonces
= (TA(P)1tUc TA(Q) 1 t)at - ¥"

y se verificard que b’ € by ||a bo y ¥ < b.
~ad G, Q-2 Q' P =Upd(Pt), stb(P) ¢ idle(P) > t. Que se resuelve de
manera simétrica al anterior.

—-a€G, P— at y @ — @'. Puesto que
Ple@ =25 R

existirdn

b} € Barb(P'), b€ B;rb(Q’) y beblcth
tales que b < bs’ - A. Tomemos entonces las barbas

b= (TA(P) 10)at- ¥,y by = (TA(Q)]t)at -8,
que verifican &) € Barb(P) y be € Barb{(Q). Tomemos entonces

B = (TA(P)1tUg TA(Q) 1 t)at - b

y se verificard que ¥’ € by || be y ¥ < b.
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Demostracién de la proposicién 6.1.16.

Supongamos que by = bsy - A) y bs = bsy - A2. Existirdn entonces P y Q) tales que
P=ly P A € AP) !
Q=L P y A AR

La demostracion la haremos por induccién sobre la suma de las longitudes de la deduccio-
nes de P =2 PhyQ@ b:s_2> Py, que notaremos por . El caso base se da cuando P, = P
y 7 = Q. En tal caso tendremos que A; € A(P) y Az € A(Q), de modo que el resultado
se sigue por aplicacién de la proposicién 6.1.14. '

Respecto al caso inductivo tenemos las siguientes posibilidades:

e P> P! % P,. Tenemos entonces que
PllcQ@>—Flc@

De modo que el resultado buscado se sigue inmediatamente por aplicacién de la

hipdtesis de induccién.
e El caso en el que Q@ >— @' es totalmente simétrico al anterior.

o P Tty pr ity Py, bs| £ €, stb(Q) e idle(Q) > ¢, tomemos b] = bs} - A;. Aliora se
verificara que
Pllg @ == P'|lc Upd(Q,t)

Tenemos entonces que la barba bs serd de la forma
by = (TA(@) 1t,£) U by
con b, € Barb(Upd(Q,t)}). Entonces la barba b la serd de la forma
b= (A,t)Ud"

donde A = (TA(P)1tUg TA(Q)1%) y b € b || by. Por hipétesis de induccién existe
b € Barb(P' ||g Upd(Q,1)} tal que b’ « . Tomamos entonces

b = (TA(P |lc @)1t t)ud”
y se verificard que ¥’ € Barb(P |lg Q) y &' < b.

e Q 5 LN Qn, bsh # €, stb(P) e idle(P) > t, caso totalmente simétrico al

anterior.



228

A.3. Demostraciones del Capitulo 6

P -8, p/ =bs-i—-> Py, stb(Q), idle(Q) >t y a € G. En este caso tenemos que
by = (TA(P)1t)at - b}
Tenemos ademsas que la barba by sera de la forma
by = (TA@)}1t,t) U b,
con b, € Barb(Upd(Q,t)). Podemos suponer sin pérdida de generalidad* que
b= (TA(P)1tUc TA(Q)1t)at - b”
con b € b l|g b}. Por hipétesis de induccién existe entonces
b € Barb(P' |} Upd(Q, 1))
tal que b < b". Tomamos
¥ = (TA(P |lg Q)1 t)at - 5"
y tendremos que ¥’ «< by b’ € Barb(P ||g Q).
Q Lt} Q’ b:sjl> @1, stb(P), idle(P) > t y a € G, caso simétrico al anterior,

b !
p gy pr L Py, sth(Q), idle(Q) >t y a € G. En este caso, si Q —%% tendremos
que b; || b2 = @, se ha de tener por tanto
at ¢ _bsy

Q— Q@ ==

Tomemos b = bs - Ay y by = bs}, - A, y tendremos entonces que
b= (TA(P)}1tUg TA(Q) 1 t)at - b"

con b € b, || b,. Por hipétesis de induccién existe

b € Barb(P' {l¢ Q')
tal que " <« b”. Tomamos entonces

b = (TA(P [lc Q) 1 t)at - b"

y tendremos que ¥ < by ¥ € Barb(P ||g Q).

O

"Podria ser que b2 = (TA(Q) | t)a't - b3 para algiin @’ € Act y b= (TA(P) 1t Us TA(Q) 1 t)a't - b" con
b' € (@al - b)) ||¢ b2, pero en tal caso tendriamos que @ o'ty Q' por lo que se proseguirfa como en el

ultimo caso.
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