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1

Capítulo 1

Introducción

1.1 ¿De qué va tu tesis?

Estaes la preguntaqueme hacenla mayoríade mis familiaresy amigos;aalgunode ellos

le gustaríaleersepartede estetrabajopero,desgraciadamente,el contenidodel mismono

está al alcancede unapersonaajenaal mundocientífico. Intentarédar unaexplicación

lo suficientementesencillaparaquepor lo menospuedanentenderel contenidode este

trabajo. La respuestaexactaa ¡a preguntade arriba sería: estudiaremosunasemántica

de pruebasparaun álgebrade procesostemporizadaen la quelas accionesocultas son

urgentes.Probablemente,lamayoríade mis allegados,antelarespuestaen rusose habrían

enteradode lo mismo,así queintentaréexplicarlo quesignificaconpalabrasllanascada

partede dicharespuesta.

En primer lugarveamosquées esode un proceso,en particularun procesoconcurrente.

Fijémonosen algo que se ha convertido bastanteen habitual en nuestravida: ir a un

cajeroautomáticoparasacardinero. Cuandovamosaun cajeroautomático,lo primero

que hacemoses introducir la tarjeta de crédito, a continuaciónel cajero nos pide que

introduzcamos,a través del tecladodispuestoa tal fin, nuestronúmerosecreto.Nosotros

(silo recordamos),obedienteslo introducimos.Si la operaciónanteriorha tenidoéxito, el

cajeronos presentaunaseriede opcionesentrelas queestála de sacardinero. Después

de haberseleccionadoestaopción nospidequeintroduzcamosla cantidadquedeseamos.

Introducimosla cantidad,y al cabode un rato (y si tenemosfondossuficientesy dispone

de efectivo)el cajeronos da el dinero. ¿Quéha ocurridoduranteintervalode tiempo? El

cajerose ha puestoen comunicacióncon la computadoraquetiene registradosnuestros

datos,le hapreguntadosi teníafondossuficientes,etc.... Enesteejemplopodemosobservar

no menosde tresprocesosactuandode un modo concurrente:lapersonaqueva asacarel

-Buenos
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2 1.1. ¿De qué va tu tesis? J
dinero,el cajeroy la computadoraquetienelos datos.Estostresprocesosconcurrenteshan

interactuadoentreellos intercambiándoseinformación: el númerosecreto(entrela persona

y el cajero) y la confirmaciónde fóndossuficientes(entre el cajeroy lacomputadora).

Por su parte, en álgebra,en particular un álgebrade procesos,es un lenguajema- J
temático con el que se puedenrepresentarlos procesosconcurrentesde una manera

simbólica. Lascomunicacionesentrelos procesosse representanmediantelo quellamamos

acczones.Talesaccionespuedenser visibleso invisiblesdependiendodelobservadorde que

se trate. Por ejemplo,si hay unapersonaen el exterioresperandoaqueacabemos,ésta

no puedever el númerosecreto(¡másvale!) ni la cantidadde dinero. Paradichapersona

esascomunicacionesson ocultas;sin embargoparanosotrosqueestamossacandodinero,

esas accionesson visibles. En principio, un álgebrade procesoses un ente totalmente J
sintáctico; permiteconstruir frases por medio de un alfabeto y unas reglassintácticas

muy concretas.Dichasreglassintácticasson esencialmentedel mismoestiloquelas reglas

con las queconstruimoslas oracionesdel lenguajenatural,aunque(curiosamente)mucho

mássencillas.Si nosquedamospuramenteen la sintaxis,el lenguajequeutilizamostodos

los días no sirve paranada. Ahora bien, cadafrase queutilizamostiene (al menos) un

significado: si tenemosdosfrasesdistintaspodemossabersi quierendecirlo mismo,si tie-

nenel mismosignificado. Lo mismo hacemoscon nuestrolenguajematemático:dotamos

acada términoconstruidocon nuestrasreglas de un significadoconcreto. La semántica

es unafunciónqueasociaacadatérminosintácticoun significado,queindica las acciones J
quepuederealizar un procesoen cadamomento. Uno de los tipos de semánticaque se

utiliza habitualmenteparalas álgebrasde procesoses el que utilizaremosespecialmente Ja lo largo del trabajo: la semánticade pruebas.En grandeslíneas,esta semánticadice

quedosprocesosson iguales,si se comportande lamismamaneracuandointeractúancon

cualquierotro entornoque no es otra cosaqueotro proceso. 4
Lasálgebrasde procesos,y sussemánticas,hansido ampliamenteestudiadasdesdelos

años 80. Los ejemplosmástípicos los constituyenel modelo COS de R. Milner [Mil89] 4
y CSP de C. A. 11. Hoare [Hoa85]. A lo largo de los años se han ido descubriendo

algunascarenciasde las álgebrasde procesosoriginales. Una de ellas es queno permiten

representarde maneraadecuadael tiempo, entendidoen su faceta cuantitativa. Para

algunossistemasno es suficientesaberque unacomunicaciónse realizará, si no que es 4
necesariosabercuándotal cosasucederá.Parasuplir estacarenciasurgenlas álgebrasde
procesostemporizadas.A lo largo de estos últimos añoshan surgido diversaspropuestas

paradefinir talesálgebras.El presentetrabajosuponeun pasomásen estadirección. Las

principalescaracterísticasdel modelopropuestoson las siguientes:

4
4
4



1. Introducción 3

• Estábasadounasemánticade pruebas.

• Las accionesocultasson urgentes,lo quesignifica quesi unade estasaccionesse

puederealizaren un determinadoinstante,no puedepasarmástiempo amenosque

la acciónse realice, o deje de poder realizarsedebidoa la ejecuciónde otra acción

posible.

Esperoque con esta breve introducción, una personano iniciada puedatener una

ligera idea del contenidodel presentetrabajo. Las páginasquevienen a continuación

estáncargadasde formalismosmatemáticos,de maneraqueno seráncomprensiblespara

el público general,así que aprovechola ocasiónpara agradecera todosellos el interés

quehan puestoen mi trabajo. Paralos valientesqueprosigancon la lectura,haremos

unabrevedescripciónde lo que se vanaencontrarapartir de estemomento. En primer

lugar, en estemismocapitulorepasaremosalgunosde los resultadosbásicossobreálgebras

de procesos. A continuación,en el capitulo 2 introduciremosconceptosy definiciones

básicasqueusaremosa lo largo del trabajo. Enel capítulo3 presentaremosun álgebrade

procesosbásicaperosuficientementeexpresiva,la dotaremosde unasemánticadepruebas

y, debidoa la complejidadquesuelentenerestetipo de semánticas,daremosla obligada

caracterizaciónoperacional.Después,en el capítulo4 daremosunasemánticadenotacional

de nuestrolenguajeque serácompletamenteabstractacon respectoa la semánticade

pruebas. Esta semánticadenotacionalseráutilizada en el capitulo 5 paragenerarun

conjuntodereglasy axiomasqueseráncorrectosy completosconrespectoalasemánticade

pruebas.Una vez finalizadoel estudiodel lenguajebásico,veremoscómoextendernuestro

lenguajeconotros operadorescaracterísticosde un álgebrade procesostemporizada,esto

lo haremosen el capítulo5. Con ello habremoscompletadoel estudiode un álgebrade

procesostipo CSP; en el capítulo7 indicaremoscómo podríanadaptarselos resultados

obtenidosaun álgebrade procesostipo COS.

1.2 Sintaxis

Empezamosintroduciendoel mecanismoquenos va a permitir definir la sintaxis de un

álgebrade términos. En particular un álgebrade procesosseráun álgebrade términos.

Parapoderdefinir un álgebrade términosnecesitamosun conjuntode operadoressintác-

ticos E, cadaunode ellos con unaandadn > 0. Consideramosademásun conjuntode

identificadores(o variables)de procesoX. Entoncestenemos

días
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Definición 1.2.1 El conjunto Rec(E) de terminos recursivossobreE vienedado por la

siguienteexpresiónB.N.F.:

dondeop E E tiene andadu y x e X es unavariable.La construcciónREO r.P representa

la recursión. Denotaremospor FRec(E)el conjuntode términosfinitos, queson aquéllos

en los que no intervienelarecursion. J
E

Asociadaa la recursiónaparecenlas nocionesde variable libre y ligada. J
Definición 1.2.2 SeaP E Rec(E) y x E X:

• x tiene unaapariciónlibre en P, en los siguientescasos

— P =

— P = op(Pi,. . . , 14,,) y x aparecelibre en algún14,

— P = RECy.Pi, y x aparecelibre en P1 conx ~ u.

Básicamenteuna apariciónde z en P estálibre si no está bajo el ámbito de un

operadorde recursióncorrespondienteadichavariable. Denotaremospor Var(P) el

conjuntode variablesqueaparecenlibres en P.

• Unaapariciónde r es ligadasi no es libre.

• Un término es cerradosi no tiene aparicioneslibres de variables. Denotaremospor

CRec(E) el conjuntode términos cerradosy por FCRec(E)el conjuntode términos J
finitos cerrados.

E

Un procesoconvariableslibres nospermite la definición de nuevosprocesossustituyendo Jalguna(o todas)sus variableslibres por otros procesos.

Definición 1.2.3 SiendoP, Q E Ree(S),P[Q/x] representala sustituciónde todaapa-

nición libre de la variablex por el término Q:

Q siP=z J
71 siP=yy x~y

P[Q/x] = op(Pi[Q/z],...,P4Q/x]) siP= op(P1,...P,,)

RECJLE¡ siP=RECJXP1

REOnl’1 [u/u] [Qiz] si P = REO y.P’ y u es unavariablenueva

J
4



1. Introducción 5

EJ

En las álgebrasde procesostenemosunaseriede operadoresqueaparecende unaforma

u otra en todasellas:

• Operadoresde andadcero, comopuedenserun operadorSTOPqueindicael bloqueo,

y un operadorDIV querepresentala divergencia.

• Se consideraun conjuntode eventos£ queel procesopuedeejecutarlo cual se logra

a travésdel operadorde prefijo de andad1. Nosotrosel prefijo lo denotaremoscon

a; (eventoaseguidode punto y coma).

• Operadoresde elección,queclásicamentesedividenen tresgrupos:

— La elecciónexternaO, en laque los factoresqueintervienenen laelecciónson

exclusivamenteexternos.

— La eleccióninternaIi, en laquees el proceso,internamente,quieneligepor qué

opcióninclinarse.

— La suma+ quesuelecorresponderconunaelecciónmixta de lasdos anteriores,

másexactamentecon unageneralizaciónconjuntade ambas.

Todosestosoperadoresson,en principio, binarios,pero usualmentese tienequeson

asociativosy conmutativos,por lo quese puedengeneralizarfácilmenteaoperadores

de andadarbitraria.

• Operadoresderivados,como puedenser el operadorde paralelo,ocultamiento,...

1.3 Semántica

La semánticade un procesoo programaconcurrente,como supropionombreindica, nos

define su significado. Hasta aquí todo es fácil, lo realmentedifícil se centraen saber

qué se entiendepor el significado de un proceso. Paraprogramassecuencialestodo el

mundoestáde acuerdoen queese significadovienedadopor la relaciónentrela “entrada”

y la “salida” quegenerael programa. Sin embargo,esta relaciónya no es válida para

programasconcurrentes,ya queen éstosno es el resultadofinal el que interesa.Es más,

muchasveceslos programasconcurrentessonpor naturalezano terminantes,y si terminan

es debidoa unasituaciónde error (tal es el caso,por ejemplo,de un sistemaoperativo).

Paradar el significadode un procesotenemosdiversosmecanismos,algunosde los cuales

enumeraremosacontinuacion.

-dijo



6 1.3. Semántica

1.3.1 SemánticaOperacional

Unaprimeraaproximaciónparadefinir lasemánticade los procesosconsisteen caracterizar

de algúnmodolos eventosqueen cadamomentoun procesopuedellevar acabo. Un evento

puedeversecomo unacomunicaciónentreel procesoy el entornoen el queel mismo se

encuentra(en último términoel usuarioquelo utiliza). Un modode formalizarlaejecución

de dichoseventosla constituyenlossistemasde transicionesetiquetados.

Definición 1.3.1 Un sistemade transicionesetiquetadoextendidoes unatupía

so,L, —*, >—*> J
donde3 es un conjuntode estados,s0 E 3, L es un alfabetode etiquetas,—* y >—*

son las transicionesdel sistema:

• —*GSxLxS. Si(s,14) E—> lodenotaremospors~L

• >—*C 3 x 3. Si (s,t) e>—> lo denotaremospor s >—* t.

E

En nuestrocaso tenemosque 8 será el conjuntode términos cerradosCRec(E) y L el

conjuntode evento8. Si tenemosP e CRec(E) susemánticaoperacionalviene dadapor

el sistemade transicionesasociado:

<CRec(E),P, E, —>, >—»

Normalmentela semánticaoperacionalde un procesoses muy intuitiva, indicandolo que

puedehaceren cadamomento. Peropor su falta de abstracciónresultapocomanejable,

puesapartirde lamismaresultadifícil determinarcuándodosprocesosdebenconsiderarse J
equivalentesdesdeun.puntode vistarazonable. Un trabajoen detallesobresemánticas

operacionaleslo podemosencontraren [Hen9O].

1.3.2 Semánticade Pruebas

Quizás esta seala semánticamás intuitiva para un álgebrade procesos. La idea que

hay detráses quedos procesosson igualessi interactúande la mismamaneraantecada

entornoposible. Un amplioestudiodela semánticade pruebasparaun álgebradeprocesos

tradicionallo podemosencontraren [Hen88].Paradar estetipo de semánticase introduce 2un nuevotipo de procesosque llamaremosexperimento,pruebao test. La misión de un
experimentoes comprobarel comportamientode un proceso. Se hace que interactúen

4



1. Introducción 7

el experimento(como si fuera un proceso cualquiera)y el proceso,y se observala(s)

computación(es)que tiene(n) lugar. Esascomputacionespodrán teneréxito o fracaso.

Entoncespodremosdefinir los siguientesconceptos:

• Un procesoP pasaunaprueba2’ en sentidomustsi todacomputaciónde P y 2’

tieneéxito.

• Un proceso1’ pasaunaprueba2’ en sentidomay si existeunacomputaciónde P

y 2’ que tieneéxito.

Se diráentoncesquedos procesosson equivalentesen sentidomust si pasanlas mismas

pruebasen sentidomust. Y análogamentediremosque dos procesosson equivalentesen

sentidomagsi pasanlasmismaspruebasen sentidomav. Enestetrabajonoscentraremos

en el estudiode lasemánticamnust parael álgebraquepresentamosy es porello quecontra

lo que es usual la hemosmencionadoen primer lugar. Utilizaremosla siguientenotación:

• 1’ 2 Q indicaquetodapruebaquepasa(en sentidomust)el procesoP, es también

pasadapor el procesoQ.

• P ~ Q indicaqueP y Q pasanlas mismaspruebas,tambiénen sentidomust.

1.3.3 SemánticaDenotacional

Bajo unasemánticadenotacionalse asociaa cadatérmino sintácticoun valor en un cier-

to dominio semánticoV. Ello se hace de forma composicional,lo que representauna

característicafundamentalde tales semánticas. Un dominio es un conjuntode objetos

matemáticosdotadode un orden =vsobresus elementos,es decir, una relaciónbina-

ria queseareflexiva, transitivay antisimétrica,con propiedadesadecuadas.Un estudio

amplio sobresemánticadenotacionalen generalse encuentraen [5ch88].

La dificultad principal a la hora de definir la semánticaes la presenciade términos

recursivos,por no adecuarselos mismos al mero tratamientocomposicional. Por ello

necesitamosquedichaestructuraseaadecuada,paradotarlesde significadode unamanera

sistemática.Ello se lograpormediodela técnicadepuntosfijos. Paraello necesitamosque

los dominios órdenesparciales completosy que las funcionesque traducenel significado

de cadaoperaciónsintáctica,seancontinuas;todo lo cual se formalizaacontinuación.

Definición 1.3.2 Siendo(271, =v)un conjuntoordenado,unacadenasobreel mismo es

unasucesiónX = {a,, E V~ ‘~ E IN} § 7? queverifica a1 <y aí+í.

o

el



8 1.3. Semántica

Definición 1.3.3 Un conjuntoordenado(27-’, <~) es un ordenparcial completo(epo ) su

verifica:

1. Tiene un elementomínimo 1v, estoes V2: E 7?: lv =vx.

2. TodacadenaX de 7? tienelímite (cotasuperiormínima) Iub(X) en 7?; es decir:

VzEX: x<píub(X)

VdeV: (CÚrEX: z=vd) * d=vIub(X))

E

Proposición1.3.4 Si 7? es un cpo , 7Y~ = D x ... x 7?, conel orden por componentes
TI

dadopor (di,...,d,,) =v~(d,. .. , d,) su Vi E {1,...n} d
1 =d~, es tambiénun cpo

Definición 1.3.5 Sean7? y 7?’ dos cpos y 4’ : 7? —* 7?’; decimosque

1. 4’ esestrictasi conservael elementomínimo: «Ip) = Ip’,

2. 4’ es monótonasi conservael ordenparcial:

Vd1,d2CV: (á~=nd2~ 4’(dj =v«di))

3. 4’ es continuasi conservalos limites de las cadenas:

VX G 7? X cadena: 4’(Iub(X)) = Iub(4’(X))

EJ

Proposición1.3.6 4’: 7?’ F—* 7?, es continuasu lo es respectode cadacomponente.

Proposición1.3.7 4’ : 7? i—* 7?, es continuasu

1. 4’ es monótonay,

2. ParatodacadenaX C 7? se verifica 4’(Iub(X)) Cv’ Iub(4’(X)).

Teorema1.3.8 (Punto fijo, Knaster-Tarski) Toda 4’ : 7? ~—* 7? monótonatiene un

mínimo punto fijo (f¡x(4’)) en 7?. Si además4’ es continua, se verifica

fix(4’) = Iub{4’
TI(Iv) ¡ u E ]N}

dondeparacadad e 7?, 4’0(d) = d y 4”’41(d) — 4’(4”’(d)).

EJ



1. introducción 9

Con lo visto en estasecciónestamosen condicionesde definir lo que es un modelodeno-

tacional y de ver cómo se obtieneunasemánticadenotacionalbasándoseen ellos.

Definición 1.3.9 Un modelodenotacionalM paraCRec(S)consisteen un cpo 7?M y un

conjunto {M[op]~ ¡ op E E} de operadorescontinuosMEoplI : 7?~ h—> 7?M

EJ

Definición 1.3.10 SiendoEnt = {pj p : Var í—* VM} el conjuntode entornos(asigna-

ciones de valoresa variables), la semánticadenotacionalsobreRec(E) inducidapor M

vienedadapor

Rec(E) h—> (Ent ~.—* VM)

definidamediante

2. ML~j~=p(x).

3. M¡RECZ.P~P= fix(Ád. Mj[P]J~[d/z]).

dondep[d/x] es idénticoap salvo sobrex en dondevale d.

o

Hecho 1.3.11 Para términoscerradosP E

dep.

CRec(S), el valor M~P¡, es independiente

o

Por ello, en tales casospodemosprescindir

simplementeM~P¡

En particular tendremosunaconstante

elementomínimo del dominio, es decir:

de las asignacionesde variables,y escribir

DIV E E de andad cero que representael

M¡DIV~ =

El teoremade Knaster-Tarski,nos indicaqueel mínimo puntofijo de unafuncióncontinua

viene dado por el limite de la cadenaobtenidaal aplicar reiteradamentela fuflción al

elementomínimo del dominio. Aplicando esto a nuestrocaso particular, tenemosque

paracalcularla semánticadenotacionalde un procesosrecursivoREO=r.Pconsideramosla

secuenciade procesos

P
0=DIV, Pí=P[Po/rr], P2=P[Pí/x],...

principito.



10 1.3. Semántica

de modo que la semánticadel procesovendrádadapor el límite de la semánticade los

procesosde la cadena. Siguiendodicha idea definimos las aproximacionessintácticasde

un proceso.

Definición 1.3.12 ParacadatérminoP E Rec(E)definiremoslasaproximacionesfinitas

seak e IN:

DIV sik=0J siP=.xeVar
ap(P,k) =

1 op(ap(Pi,k),...,ap(P,,,k)) siP=op(Pj,...,P,,) y k>0

1 ap(Pí,k — l)[ap(P, k)/xl siP = REO x.P1 y k > 0

o

Obviamentesi P E CRec(r) entoncesap(P,k) E FCRec(E). Además tenemosqueel

conjunto {M~ap(P,k)~ 1 k E ]N} forma una cadena,por lo quepodemoshablar de su

mínimacotasuperior,verificándose

= Iub{M~ap(P,k)~¡ k e IN}

Buenasintroduccionesmásprofundaala teoríade dominiospuedenencontrarsepor ejem-

Píoen [S090] y [Win93].

A lo largo del trabajoutilizaremosun dominio7? sobreel quesólo tenemosdefinidoun

preorden=v(no tiene la propiedadantisimétrica).Sin embargo,todo lo dicho anterior-

mentees igualmenteválido; únicamentehayqueteneren cuentaque la igualdadsiempre

ha de entendersemódulola relaciónde equivalenciainducidapor =vdadapor

2: ~,, 4~* x ~ y A y =1v£

La semánticadenotacionales másmanejable,desdeun puntodevistamatemático,que

la semánticade pruebas.Es másfácil decir si dosprocesosson equivalentestrabajando

conunasemánticadenotacionalquecon unasemánticade pruebas.Sin embargotieneel

inconvenientede quees menosintuitiva. Lo queharemosnosotroses definir primerouna

semánticade pruebas,trasello unasemánticadenotacional,comprobandoqueambasson

equivalentes.Diremosquelasemánticadenotacionales totalmenteabstractaconrespecto

aunarelaciónde orden=(o un preorden)sobreel álgebrade procesos,si se cumple

P=Q ~ MEP1j=vMEQ~

Entonces,demostrarquelasemánticade pruebases equivalentecon la semánticadenota-

cional, es equivalenteaprobarqueestaúltima es totalmenteabstractacon respectoa la

relacióninducidapor la semánticade pruebas. 4

Ii
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1.3.4 SemánticaAlgebraica

Una vez introducidaslos distintos tipos de semánticas,observamosqueconvendríadispo-

ner de algún mecanismoalgebraico,estoes, quemanejeexclusivamentetérminossintác-

ticos, quepermitadeducirigualdades(o desigualdades)entreprocesos.Paraello se pre-

sentanuna serie de axiomasy reglasque permitandeducirde unamanerapuramente

sintácticadichasrelacionesentrelos procesos.Un sistemade ecuacionesdiremosquees

correcto con respectoaunasemánticasi todarelacióndeduciblepor aplicacióndel mismo

es ciertaen lasemánticacorrespondiente.Diremosqueelsistemaes completoconrespecto

ala mismarelaciónsi todarelaciónsemánticapuedeserdeducidamediantelasecuaciones.

Un buenareferenciaparatodo lo que se refiereaálgebrasecuacionaleses [MGS5].

Eventualmentepodríamoscambiarel ordenenel quedesarrollamosel proceso,comen-

zando por danlos axiomasquenos parezcanqueha de cumplir la nociónde equivalencia

(u orden)entreprocesos.Es por ello que tambiéndenominamossemánticaalgebraicaa la

definición axiomáticade dichaequivalencia(u orden).

-Buenos
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Capítulo 2

Preliminares

En estecapitulo introduciremosunaseriede conceptosy notacionesquese utilizarána lo

largodel trabajo. El primer aspectoquevamosadecidir es el dominio temporalen el que

nos vamosamover.

2.1 Dominio de Tiempo

Existen en la literaturados tipos diferenciadosde dominiostemporales:continuosy dis-

cretos. A primera vista un dominio de tiempo continuoparecemas razonableque un

dominiode tiempo discreto. Sin embargola introducciónde un dominio de tiempo con-

tinno resultaen generalcomplicada,y en concretocuandonosotroslo hemosintentado

haceren el presentetrabajohansurgido unagran cantidadde inconvenientes,de hecho

en muchaspartesdel trabajo (especialmenteen la partede la semánticadenotacional),

veremosqueparaquelas cosasseanciertases necesariosuponerqueestamosusandoun

dominio de tiempo discreto. Por otro lado no parececlaro queasumirun dominio de

tiempocontinuopuedaaportarnadaespecialmenteinteresante:por muy velocesquesean

las computadoras(al menosaquellasde las que tenemosconocimiento), las operaciones

ni son instantáneas,ni suvelocidadtiendeacero. Por otra partetodaslas computadoras

(conocidas)estángobernadaspor un reloj discreto,y la duraciónde lasaccioneses siempre

múltiplo del correspondienteciclo del reloj.

Por todoello hemosdecididooptarpor un dominiode tiempo discreto,infinito y con

origen. Unade lasventajasquepodríarepresentartenerun dominiode tiempocontinuoes

quese podrl’an escribir fraccionesde launidad. Parapermitirlo, lo queharemoses suponer

unamínimafracciónde tiempo a, quese puedever como laduraciónde un ciclo de reloj,

por lo quepodemossuponerquecualquiermedidatemporales un múltiplo enterode esta

días
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cantidad. En particular,podremossuponerquela unidades un cierto múltiplo de dicha

fracción de tiempo. Así tenemosque el dominio de tiempo es discreto,pero sin perder

por ello la impresiónde estar trabajandoen un dominio de tiempo continuo, puestoque

la fracciónde tiempo a podemosescogerlatan pequeñacomoprecisemos.Al dominio de

tiempo lo denotaremospor 7, y pudiéndoseasumirque incluye a los númerosnaturales,

es decir, IN ~ 7.

2.2 Transiciones

La semánticaoperacionalde un procesoexpresalo que un procesopuedehacer mediante

transiciones.En las álgebrassin tiempolas transicionestienenla forma

dondea es la acción que se ha ejecutado. A lo largo de este trabajo, al conjunto de

accionesqueun procesopodrárealizarlo llamaremosAct. Conformeavancemos,veremos

la necesidadde queel conjuntoAct seafinito. Parapoderrepresentarel ocultamientode 4
unaacciónintroduciremoslo quellamaremosla acciónocultaT « Act, considerándoseel

conjuntode eventos£ = Ací U {r}.

Si estamosconsiderandoun álgebrade procesostemporizadatenemosqueintroducir

el tiempo de algunaforma. En este trabajovamosa considerarque las accionesque se

ejecutanson instantáneas,suejecuciónno consumetiempo;el tiempo indicaráel instante

en elque se ejecutanlas acciones.Típicamentehaydosformasde introducir el tiempoen

la semánticaoperacional: 4
• Tenerdos tipos de transiciones:transicionesde acciones

indicandoqueel procesoP ha ejecutadoinstantáneamentela acciónay se ha trans-

formadoen el procesoP; y transicionesde tiempo

cuyo significadoes queel procesoP ha dejado pasart unidadesde tiempo trans-

formándoseen el procesoQ. Un ejemplode este tipo de transicioneslo podemos

encontrarentreotros en [N591, Yi9la].

• Tener un único tipo de transiciones

p~->Q

4
4
3
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cuyo significado seriaque el proceso ha dejado pasar t unidadesde tiempo para

despuésejecutanla accióna transformándoseen Q; o de unamaneramáscompacta

P ejecutala acciónaen el instantet y se transformaen Q. Estetipo de transiciones

los podemosencontrar[5ch95,QMdL94]

La primeraforma obligaa tenerdostipos de transiciones:unaparaaccionesy otra para

tiempos.De la segundasóloprecisamosun único tipo de transiciones,si bienen ocasiones

(transicionesen interlcaving del operadorparalelo)seráprecisoindicande algunamanera

el pasode tiemposin quese hayaejecutadoacciónalguna. Las dosformasson , en cierto

modo,equivalentes,pues

• Si en el primer casose necesitantransicionesde tiempo del tipo

t

en elsegundocasose hacenecesariodefinir unafunción (o algúnmecanismoparecido)

queindique el pasodel tiempo:

Upd(P,t) = Q

Por otra parte,si en el primer casose tieneunatransicióndel tipo

en el segundose tiene la transicióncorrespondiente

aO

• Recíprocamente,si en el segundocasose tiene unatransición

‘It

en el primer casoexistiráun procesoP’ tal que

t

P’xr~-* 1” 2> Q
La diferenciaentrelas dosmanerasde ver las transicionessepuedever gráficamenteconel

procesoP = a[0..4] ; STOP, un procesoquepuederealizarla acciónaen cualquierinstante

entreO y 4, como sigue:

-dijo
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2
2
J

_________________________________ u
Puestoquecomoquedavista,seríanbásicamenteequivalentes,en principiodaríalo mismo

optar por unau otra. En estetrabajoestamosinteresadosen dar unasemánticabasada

en estados*,por lo queparecemáscómodotrabajarcon el segundotipo de transiciones,

pero los resultadoshabríansido exactamentelos mismos si hubiéramosescogidola pri-

meraopción. En cualquierade las dosformas la ejecuciónde las accioneses instantánea,

el tiempo indica el instanteen el que se ejecutanlas acciones. Existe también la posi-

bilidad de introducir el tiempo en la duraciónde las acciones,como se haceen [OMS1],

la razónde no haberconsideradolas duracionesde las accioneses porquelas álgebras 4
de procesosqueestamosinteresadosen estudiar,en concretoextensionestemporalesde

LOTOS [L0T88, dFLL~95], no consideranestaopción. De todasformasla duraciónde

las transicionespodríasersimuladadividiendo la ejecuciónde unaacciónen doseventos:

el de inicialización y el de finalización,de maneraanálogaa comose haceen [Hen92].

En ocasiones,en las álgebrasde procesos,se utiliza también la acción oculta para

representarel no determinismo. Por ejemplo,el comportamientode elección internase

representaoperacionalmentecomo

PnQ—¾Q, PriQ-¾P

Tambiénse utiliza dichaacciónpararepresentarel resultadode ocultar algunaacción

visible. En el presentetrabajola semánticapretendidade la acciónoculta r seráexclusi- 2tUn estadocontiene información acerca de las accionesque un proceso puede ejecutar, y el instante en

el que puedehacerlo.

u

P
O a STOP

P
1 a STOP

2 —~----.- STOP

3 —a—-— STOP STOP STOP STDP STOP STOP

4 —a--—STOP

STOP IYansicionescon acciones
temporizadas

Transicionescon acciones

y transicionestemporiza-

das
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vamenteestasegunda.

Enrelaciónconestetema,si analizamosdedóndevieneel no determinismo,cuandono

estáprovocadopor la ocultaciónde algunaacciónvisible, nos encontramosqueel mismo

resultaráde procesosdel tipo

a;POa;Q

Parapoder representardichosprocesosde unaforma canónica,introducimosel operador

de eleccióninterna[1, conlo queel procesoanteriorresultaser equivalenteal proceso

a;(PEJQ)

Nos ha parecidoconvenientesercapacesde distinguir entreestetipo de no determinismo,

del no determinismoprovenientede las accionesocultas. La razónparaello es doble:

• Si tenemosen cuentaqueestamosen un álgebrade procesoscon tiempo, entonces

cuandose oculta unaacción,ésta no se ve, pero sin embargo,se puedeobservarun

efectode laejecución: vemosqueha pasadoel tiempo.

• Si queremosmodelarun operadorde sumatipo CCS,comoharemosen el capítulo7,

las accionesocultasresolveríanlaelección,y estoestáen contracon la ideade queel

no determinismointerno se resuelvede forma autónoma,de maneraqueel proceso

(P ri Q) + R deberíaevolucionarde manerano deterministahaciaP + R o hacia

Q+R.

Por todoello creemosconvenienteintroducir un tercer tipo de transiciones,querepresen-

taránla resolucióndel no determinismo:

expresandoque el procesoP evolucionade manerano deterministaal procesoQ, sin

consumirtiemponi ejecutaracciónalguna.

Resumiendotodo lo anterior,en estetrabajotendremostres tipos transiciones:

• P —~¾Q con a E Act y t E T.

• P ~ Q con tET.

•

Porcomodidadseráconvenienteusarla notaciónde transicionesnegadas,expresandoque

ningunadel tipo correspondientees posible:

~ -‘2Q:

~ -‘BQ:

el
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2.3 Urgencia

En nuestrotrabajopresentamosun álgebrade procesoscon urgencia. Esto significa que 2
ciertasaccionesson• ejecutadasen cuanto estándisponibles,por lo que los procesosno

puedenquedarseparadossin hacernada,pero dejandopasarel tiempo, si no hay razones

poderosasparaello.

Ello es muy razonableparalas accionesqueun sistemapuedeejecutande unama-

nera autónoma,pero en cuantoaparecenaccionesque requierenla colaboraciónde un

sistemaexterno(por ejemploquerequierenla participaciónhumanaen un sistemasemi-

automático)no pareceexigibleunarespuestainmediatadel mismo.

Por ello la urgenciaen estetrabajose referiráexclusivamentea la ejecuciónde transi-

cionesinternas,tanto a las correspondientesaaccionesocultas,como a las de resolución

del no determinismo.De modoquelaurgenciaquedaexpresadapor la siguientecondición

¿It rl’ 4
~. P>-/—* A Vt’<tP—/-*

2.4 Estados

En las seccionesanterioresya hemosintroducidoel conjuntode accionesAct, queha de

ser finito. A partir de este conjuntoy el dominio de tiempo, construimosel conjunto de

accionestemporizadasTAct queseránlas accionesa las cualesse les añadeunaetiqueta j
de tiempo. Formalmentetenemosque TAcÉ = AcÉ x Y, y si a E Y y t E Y diremosque

at E TAct.

Por último construimoslosestadosquesonbásicamenteconjuntosde accionestempo-

rizadas,alos quese les añadeciertainformaciónde indefinición(o divergencia).Un estado u
representaunaposibleconfiguraciónde un procesoelegidade un modo no determinista.
En un estadose encuentrael conjunto de accionesqueun procesopuedeejecutary el

tiempoen el que las mismaspuedenser ejecutadas:la presenciade at en un estadoA de

un procesoP indica queen ese estadoP puedeejecutarla accióna en el instantet.

Además hemosdicho que los estadostienen una informaciónde indefinición, para

introducir dicha informaciónde indefinición consideramosun elementonuevo « AcÉ

considerándoseel conjunto Acts-~ = AcÉ U {I?}. Un estadoseráahoraun cierto conjunto 4
A C Actg~ x ‘T (no necesariamentefinito). Si fU estáen un estadoA de P, diremosque

en eseestadoel procesoestá indefinido apartir del instantet (tambiénpodremosdecir uqueentraen divergencia),es decir, no podremosasegurarabsolutamentenadaacercade

sucomportamiento.

u
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Parafijar conceptos,aunquetodavíano hayamosconcretadolasintaxisni la semántica

de los procesos,el siguienteejemplopuedeservir de ayuda:

Ejemplo 2.4.1 Consideremosel proceso

1’ = (al ; STOP) ri ((b2 ; STOP) E (-r3 ; DIV))

Esteprocesopuedeelegir de unamanerano deterministaentrelos procesos

al; STOP y (b2; STDP) O (r3 ; DIV)

Si elige el primerproceso,podráejecutarlaacciónaen tiempo1; si elige elsegundo,podrá

ejecutarla acción b en tiempo 2. Además,en el segundocaso, si el procesono ejecuta

la acción b en tiempo 2, y espera3 unidadesde tiempo, entraen un estadoindefinido

(divergencia).Por ello tendremosque(inicialmente)el proceso1-’ tiene dosestados{al}

y {b2,I?3}.

o

No todosubconjuntode Act9 >< T seráun estadoválido. Al respectotenemosla siguiente

Definición 2.4.2 Un estadoA es un subconjuntode Acta x Y queverifica las siguientes

propiedades:

• Existe como muchoun elementofU E A; estoes:

fU, fi’ CA ~ =

• Si fi c A, todaslas accionestemporizadasde A correspondenaun instantemenor

fi, at’ e A !=~t’ <t

Denotaremospor SY el conjuntode estados.

o

A continuaciónintroducimosunaseriede operacionessobreestados:

Definición 2.4.3 SiendoqueA es un estado:

• Definimos el instanteen el queel estadoestáindefinido por medio de:

nd (A)={ l~ si S2t E A

en otro caso

vendedor.
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j
• Si t el definimoslos desplazamientosen el tiempodel estadoA como sigue:

A+t = {u(t+t’) ¡ at’ e A}, A—t = ta(t’ —t) ¡ uf’ CA, ~ =t} si nd(A) =t 4{ indefinido en otro caso

Obsérvesequeal no admitirsetiemposnegativos,tenemosqueen generalno será 4
cierta la igualdad(A — t) + t = A. En cambio, si serácierto que (A + t) — t = A.

• Definimoslarestriccióndel estadoA a las accionesantesde un determinadoinstante 4
estrictoy no estricto:

Al t= {at’¡ at’ EA, t’ < t}, A~t= {at’¡ mV EA t’ <4

• Si E G AcÉ es un conjuntode acciones,definimosel conjuntode accionestempori- 4
zadasde A queestánen E y las que no estánen E, respectivamentecomo:

AflB={atlateA, aeB}, A\B={at¡ateA, a«fl}

• Si a C AcÉ, diremosquea E A si existe t E Y tal que at E A.

• DiremosqueA =t (resp. A < t) si todo u’t’ c A verifica t’ < t (resp. fi < t).

• Definiremos TAct(A) = A 1 nd(A), que nos da por tanto el conjuntode acciones

temporizadasde A, olvidandola informaciónsobredivergencia.Se podríadefinir de 4
maneraequivalenteTAct(A)= A fl AcÉ.

o

Puesto que los conjuntosde accionestemporizadasson un caso particular de estados

(nd(A) = ~), las definicionesanterioreslas aplicaremostambiénaconjuntosde acciones 4
temporizadas.

A continuacióndefinimos unarelaciónde orden entreestados-.< queseráde utilidad 4
en el capítulo 3 a ¡a hora de definir los estadosde un proceso,y posteriormenteen el
capítulo4 paradefinir un ordenparcialcompletoenel dominiosemántico:

Definición 2.4.4 SeanA1 y A2 dos estados,decimosque A1 es menor que A2, y lo

denotamospor A1 -~ A2 si y sólo si 4
nd(Aí) =nd(A2) y TAcÉ(Ai) = A2 1 nd(Aí)

4
o
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El significadointuitivo delorden arribadefinidoes el siguiente:un estadoA~ estámenos

definido queotro estadoA2 si el instanteen el queestá indefinido A1 es menor¡que el

instanteen el queestáindefinido A2,y las accionesde A1 (hastael instantede indefinición)

son las mismasque las de A2. En particular,si nd(Aí) = tenemos

A1—<A2 ~.

Es fácil comprobarque larelaciónarribadefinidaes unarelaciónde orden entreestados.

Definición 2.4.5 SeaA = {A~ ¡ k e IN} unacadenano descendente

definimos:

Iub(A) =

(Igl TAcÉ(AD)u1 {ft} BI:Vk>lnd(Ak)=tte en otro caso

o

Se puedecomprobarfácilmenteque Iub(A) es un estadoy es la menor cotasuperior de

A con respectoal orden —t La razón por la que hemosintroducidoestasdefiniciones

se encuentraen la necesidadde poderdefinir los estadosparaprocesosno finitos. Esta

definición se harámedianteaproximaciones,de maneraquesi un estadoA estáen una

determinadaaproximaciónpuedenocurrir los siguienteshechos:

• El estadoA está definidoen su totalidad; es decir, seráya un estadodefinitivo del

procesooriginal.

• El estadoA no estácompletamentedefinido. En estecasoel estadoA estarácom-

pletamentedefinido hastael instantede indefinición. En sucesivasaproximaciones,

el estadoA darálugar a unoo variosestados,pero todosellos compleÉandolo que

A deja de definir, es decir, aumentadoel instantede indefinición e introduciendo

nuevasaccionesapartir de ese instante.

Paracerrarla cuestióndamosla siguiente

Definición 2.4.6 Decimosqueun conjuntode estadosA es Éemporalmentecompactosi

y sólo si paratodo estadoA se verifica

(VtCTBAiEA: Atlt=Alt) 4~ ACÁ

o

Era
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Si nosfijamos en la definiciónanterior,nosdaremoscuentaquesi nd(A) < oc y se verifica

la condición de la definición, entoncespodemostomar t’ > nd(A) , por lo que, teniendo

en cuentaqueA y A1’ son estados,tenemosA = A1’. Por lo tanto se tiene la

Proposición2.4.7 Un conjuntode estadosA es temporalmentecompactosi y sólo si es

cierta la condición de sudefiniciónparaestadosA tales que nd(A) = oc, es decir,

VAeSY(nd(A)=oc A (VÉCYBA,EA: Aí1É=A1É) =~ AcÁ)

La idea quehay detrásdel conceptode un conjunto temporalmentecompactode estados,

es quelos estadosqueestánen él estántotalmentedeterminadospor sus aprozimaciones

Éemporales.Estapropiedadse puedever como unacierta continuidadtemporal: un con-

junto de estadosA serátemporalmentecompactosi se puedever como el límite de sus

aproximacionestemporales:

Ak={Ak¡ACA} donde Ak= { Alku{ak} 2
y 2

nd(A)=oo A VtcYBleIN,A1eA1: A1lt=AltA={A nd(A) <oc A Vk e IN BI> k: A E 4, 3
A continuacióndemostramosunaseriederesultadossobredichaclasedeestadosqueserán

útiles en capítulossucesivos.

Proposición2.4.8 SupongamosqueA es un conjuntode estadostemporalmentecom-

pacto,y A un estadotal que nd(A) = oc y paratodo t c Y existe un estadoA1 e A de

maneraqueA 1 it c A1 (resp. A1 1 t C A). Entoncesexistealgún estadoA’ E A tal que

A CA’ (resp. A’ A). AdemásA’ lo podemosescogerde maneraque: 4

DernosÉraczon. Puestoque estamosconsiderandoun alfabeto finito y un dominio de

tiempo discreto,paraun cierto it e Y sólo puedehaberun númerofinito de A1’ e A con 2it’ > it talesquelos conjuntosA1’ 1 t seandistintos.

Por lo tanto podemosencontrarunasubsecuencia{A3, ¡ it e Y} tal queA 1 it q A3, y

A3, it = A31, it parait’> it. Entoncespodemosconsiderarel estado 4
A’UAs,iit

le-’-

de modo queparacadait e Y tenemosque A’ 1 it = A8, 1 it, por lo cual tenemos:

u
u
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• PuestoqueA es temporalmentecompactotenemosque A’ E A.

• Puestoqueparacadat c Y tenemos

A’ 1 t = A5, 1 t ~ A (resp. A GE A3~ 1 it = A’ 1 it)

y concluimosqueA’ A (resp. A ~ A’).

• Tomandot’ = s,~ tenemosqueA’ 1 t’ = A1’.

o

Proposición2.4.9 Si A1 y A2 son conjuntosde estadostemporalmentecompactosen-

toncesA1 u A2 es un conjuntode estadostemporalmentecompacto.

Demostración. Paraprobarlo consideremosun estadoA tal quend(A) = oc y suponga-

mos que paracadat E Y existeA1 E Ai U A2 tal queA 1 t = A1 1 t. Entoncestenemos

queun númeroinfinito de los A1 estánen A1 o bienun númeroinfinito estánen .242. En

consecuenciatenemosdos posibilidades:

• Paracadat E Y existesj =t tal queA8, e A1. Entoncestenemosque

y puestoqueA1 es temporalmentecompacto,tendremosqueA e A1

• Paracadat E Y existe~í =t tal queA5, E A2. Entoncestenemosque

y puestoqueA2 es temporalmentecompacto,tendremosqueA E A2

A5, 1 it Alt,

A5, it A~ it,

EJ

2.5 Barbasy b-trazas

Nosotroshemosadaptadoel conceptode barbaintroducidoen [HR95], manteniendosu

significadointuitivo. Paraexplicar lo quees unabarbaconvieneprimeroexplicar el con-

cepto de b-traza, que es una generalizacióndel conceptode trazapara las álgebrasde

procesostradicionalessin tiempo. Debidoa la urgencia,en unab-traza se ha de guardar

informaciónacercade las accionesque hansido ofrecidasen cada instanteanteriora la

ejecuciónde unadeterminadaacción. Una b-traza es unasecuenciafinita:

bs = Aíaít1A2a2it2~•. A,,a,,t,,

donden > O A~ ~ TAcÉ, a~t~ e TAcÉ y A~ < t~. Hemosdicho

lo tanto un casoparticular correspondea u = 0, en cuyo caso tenemos

queu > O por

la b-trazavacía

un
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quedenotaremospor e. Diremosquen es la longitudde la b-traza,¡on(bs). Másadelante

(capítulo 3) diremoscuándoun procesoP puedeejecutarunab-trazay convertirsetras

ello en otro procesoP’, lo queindicaremosen forma:

bs

J,=4P’

La idea que hay detráses queel procesopuedeejecutarlas accionesa~ en instantet~, uteniendoen cuentaqueel instantesiemprees relativoa laacciónanterior;pero además,en

cadacorrespondienteinstantede tiempo, se han ido ofreciendolas accionestemporizadas

que forman cadaconjunto A~. Como hemosdicho anteriormente,la razón por la cual

tenemosestainformaciónes la urgencia: si el procésohubierapodido interactuarcon el

entorno(conunaprueba)medianteunaaccióntemporizadaat e A~, estaúltimasetendría J
quehaberejecutado,haciendoimposible laejecuciónde laaccióna~ en el instantet~. Por

tantosi esab-trazaha sido ejecutada,ello significaqueel entornono podíasincronizaren u
las accionestemporizadasait eA~.

Por último el conceptode barbaes la generalizaciónadecuadadel conceptode acep- utación. Si bs = A1a1t1. . . A,,a,,it,, es unab-trazay A un estadotenemosqueunabarbab
vienedadapor la concatenaciónde unab-trazay un estado:

= bs . A = Aiaíti . . . A,,a,,t,,A J
Diremosque b = bs . A es unabarbade P si existeun procesoP’ tal queP bs: E’ y A

es un estadode E’. Formalmentetenemos:

Definición 2.5.1

• Definimos el conjuntode b-trazascomo el menorconjunto68 quesatisface

- e E SS.

— Si bs c SS,ait e TAcÉ, A G TAcit y A < t entoncesAat frs c 68.

• Definimosel conjuntode barbascomo 6 = {bs . A ¡ frs c 63, A e ST}

o

Comocasoparticularde ladefiniciónanteriortenemoslasbarbasc~A, parasimplificaresta J
notacióndiremosque A es unabarba (omitiendo la b-trazavacía), con lo quepodemos

considerarlos estadoscomo casosparticularesde barbas. uA continuacióndaremosunaseriede operacionesqueutilizaremostantosobreb-trazas

sobrecon barbas:

‘u
u
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si b = bs . A, bs = A1a1ti

sib=Ay nd(A)=t

en otro caso

25

Definición 2.5.2

• Operacionesde concatenación,denotadaspor un punto (.)

— Si bs y bs’ sonb-trazas,bs . bs’ serála b-trazaconcatenaciónde las dos:

bs = Aíaítí . . . Ana,,tn

bs’ = Alahtl ...

bs•bs’ = Aíaítí . . . A,,a,,t,,Aa~t . .

— Si bses unab-trazay b unabarba,bs~ b serála barbaconcatenación

= Aíaítí . . . A,,a,,t,,

b = A’ia~t~ .. .

bs~b = A1a1t1 . . . A»a,,t,,Alaltl . . .

• Definimos los desplazamientostemporalesde lasiguientemanera,si it E Y,

b-trazay b es unabarbaentonces

e si bs c
bs + it = {

±t)aí(ti +t) bsí si bs = Aíaítí . bs1

sib=bs~A y bs#eb+t = ~ (bs+t).A sib=A

ti =it definimos

bs — it = (Aí — t)aí (ti — it) bsi

y entoncesparabarbas

t (bs — t) . A

b—t= A—t

indefinido

• Si A GE TAcÉ, t E Y, A <it y bs

(A,t) Ubs

• Si b es unabarbay it C Y, definimos la restriccióntemporalde b,

Alt sib=A

Aíaíiti.(bíl (it—ití)) sib=A1a1t1~b1 y

Ailt sib=Aíaítí~bí y

dé bs y b:

bá es una

bs1 con4 > it

= Aíaití . bs1 es unab-trazano vacía,definimos:

= (A U (A1 + t))aí (ti + t) . bs1

b 1 it comosigue

ti =it

ti> it

vendedor

1
u
¡
u
1
¡
¡
¡
¡
¡
u
¡
¡
¡
u
1
¡
¡
¡
E
u

Si b.s = A1a1t1 . b.sí con

blt=
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• Si b es unabarbadefinimos el instantede indefinición de b, nd(b), por medio de la

siguiente { nd(A) sib=A
nd(b) = ti + nd(bi) si b = A1a1it1 .

• Si bs es unab-trazadefinimosla duraciónde bs, t(bs) comosigue

fo si bs 6

t(bs) = ~ it+t(bi) si bs = Aat . bsi

• Si it cT y A GE TAcÉ es tal queA =it, y besunabarba,definimos

sib=A’ u’
sib=bsA’ybs~c

• Por último, si B es un conjuntode barbasdefinimos: 4
Btraz(B)={bs¡ Bb: b.s.befl}, A(B)={AcSY¡AeB} u,

Y paracadabsE Btraz(B),definimos

Barb(B,bs)= {b¡ bs b e .B}, A(B,bs)= {A E SY¡ bs . A e B}

EJ

Las barbasnosserviránparacaracterizanla semánticade pruebasde un proceso.Para u
ello primero definiremosun preordenentreconjuntosde barbas. Estarelación inducirá
otro preordenentrelosprocesosqueseráequivalentealarelacióninducidapor lasemántica

de pruebas.Previamenteintroducimossendasrelacionesde orden entreb-trazasy entre 4
barbas:

Definición 2.5.3 Definimos inductivamentela relaciónentreb-trazas«como sigue: 4
• («6. U
• Si A G A’ y bs «bs’, entoncesAat . bs« A’aÉ . bs’.

A partir de estarelación la extendemosal conjunto de barbasconsiderandola menor u’
relación« quesatisface:

• SiendoA y A’ son conjuntosde estadostalesquend(A’) =nd(A), TAct(A’) ~ A, y

bsy bs’ son b-trazastalesque bs’ « bs,entonces bs’ . A’ « bs . A.

4
u’
3
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• SiendoA’ es un estadoy Aat . b es un barbatalesquend(A’) =t

y bs y bs’ sonb-trazastalesquebs’ « bs,entonces bs’• A’ « bs

y TAcÉ(A’) GE A

Aat b.

Demosunabreveexplicaciónde la definiciónanterior. En primer lugar, tenemosqueuna

b-traza bs’ es peor respecto« queotra b-trazabs si las accionesejecutadaspor ambas

a~t~ son las mismas,pero los conjuntosde accionesofrecidosen la primerab-traza (A~)

son máspequeñosquelos de las segunda(A1):

4:~ ACA1

Lo mismovale paralas barbas,si bienen estecasohayqueconsiderarunavariante,pues

sí un estadoestáindefinido no nos importa lo que ocurre después;de ahí la segundáparte

de la definición correspondientea las barbas.Por otro ladoobservemosquela relación«
tambiénpodemossuponerladefinida entreestados,puestoque los estamosconsiderando

casosparticularesde barbas:

~ TAcÉ(A)C A’ A nd(A) =nd(A’)

Finalmenteextendemosestarelaciónaconjuntosde barbascomosigue:

Definición 2.5.4 SiendoB y B’ conjuntosde barbastendremos

—~ Vb’eB’BbeB:b«b’

EJ

Estaúltima relaciónserála quenos serviráparacaracterizarla semánticade pruebas.

EJ

de
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¡ Estapáginaestáintencionadamenteen blanco

.
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Capítulo 3

Lenguaje Básico

Enestecapitulo introduciremosun álgebrade procesossecuencialbásica,pero suficiente-

menteexpresiva,puescontienelos elementosbásicosde cualquierálgebrade proce~os.En

concretotendremoslos siguientesoperadores:

• Operadorde interbloqueoSTOP,querepresentaunsistemaqueno puedeevolucionar.

• Operadorde divergenciaDIV, representaun sistemaqueestá totalmentefuera de

control.

• Operadorde prefijo: si e E £* y it C Y el procesoet ; P representaun procesoque

ejecutael eventoe en tiempot y despuésse comportacomo P. Por medio de este

operadorintroducimosel tiempoen el álgebra,pueslasaccionesseránejecutadasen

el instanteit quese indica.

• Operadorde elecciónexterna(E). El procesoPO Q representaunaelecciónparael

entorno;ésteelegiráimplícitamenteentreel procesoP y el procesoQ atravésde la

primeraacciónaejecutarse.

• Operadorde eleccióninterna (Fi). En este casoen el procesoP [1 Q, es el propio

procesoquien elige librementecomportarsebiencomo P o como Q.

3.1 Sintaxis

Comoes usualen las álgebrasde procesos,el conjuntode procesossintácticosseráel con-

junto de términossobreunadeterminadasignatura.En estecasose tratade la signatura

Sseq dadapor:
•I{ecordemos que = Ací U {r}.

píldoras
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Definición 3.1.1 Consideramosel conjuntode operadores

Bseq={STOP,DIV,O,fl}U{etÑeE£,iteY}

donde

• STOP y DIV sonoperadoresde andadcero.

• Si e e £ y it C Y el operadoreit; tiene anidaduno. Esteoperadorlo presentaremos

en forma prefija.

• O y Fi sonoperadoresbinarios,querepresentaremosen forma infija.

El conjuntede procesosseráel conjunto de términos cerradosconsiderandola signatu-

ra Eseq: CRec(2seq).

o

3.2 Semántica Operacional

Una vez definida la sintaxis de los procesosprocedemosa dotarlesde unasemántica

operacional.La semánticaoperacionalde un procesoP vendrádadapor la tupía

<CRec(Eseq),P, +, >+>

dondelas transiciones

• —*C CRec(E5~) x (E x Y) >< CRec(Sseq),

• >—*GE CRec(Eseq) >< CRCC(Sseq),

vendrándefinidaspor las reglasy axiomasquepresentaremosmásadelante.Parasimpli-

ficar la notacióntendremos:

• Si (14 eit, Q) e—* escribiremosP —~¼Q.

• Si (P,Q) e>—> escribiremosP >—* Q.

Parapoderdefinir estastransicionesnecesitamoslas siguientesfuncionesauxiliares:

• El predicadoestabilidadstb(.) : CRec(Sseq)k-> BOOL. Intuitivamenteun proceso

seráestablecuandono puedahacertransicionesdel tipo >—*. La definicióndirecta
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es la siguiente:

false

true

true

stb(Pi) A stb(P2)

false

si E = DIV

si E = STOP

si E = et ; E1 con e C £

siP= FiCE2

siP = E1 fil’2 ó E = RECZ.P1

• Necesitaremostambiénla función

Tiem(•,.) : CRec(E5~) x Aa í—* Pfin(Y),

Si E e CRec(Sseq)y a E Aa nosindicalos instantesdetiempoen el queelprocesoE

puedeejecutarla accióna. En concreto

Tiem(P,a) =

0 síP=STOPóP=DIV

0 síP=PiEJE2óP=RECatP’

{t} síE=at;P

0 síP=et;P1, eeE y a’#a

Tiem(Pí,a)U Tiem(P2,a) siP = E1 EJE2

• El tiempoqueun procesopuedepermanecerinactivo

idíe(.,.) : Rec(Zseq)>< lPfin(AcÉ) —* TU {oc}

La función idíe(P,A) indica el instanteen el queel procesoE ejecuta la primera

acciónocultao bienpertenecienteal conjuntoA. En concretotenemos

o

oc

it

mxn(idIe(Pí),idíe(F2))

o

si E = DIV ó E = 2:

si E = STOP ó E = ait ; E’ cona e Acit \ A

si E = a ; E’ con e E A U {r}

siE= PíO

siP=EíflF2óE=REC

CuandoA = 0 escribiremossimplementeidíe(P) queindicaráel tiempo en el que se

ejecutala primeraacciónoculta. La razónpor la quese ha introducidoel conjunto

A en la definiciónes parapoderdefinir másadelanteen el capítulo6 la funciónpara

el casode ocultamiento.

• La función de actualizacióntemporal Upd(.,.) : Proc(X) >< Y ~—* Proc(X). Intui-

tivamente Upd(E,it) es el resultadodel paso (sin ejecuciónde acción alguna)de it

stb(P) =

idíe(P,A) =

perfeccionadas,
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2
unidadesde tiemposobreel procesoE. En concretotenemosla siguientedefinición

recursiva: J
STDP si E = STDP

DIV siP=DTV

e(t’ —it); E sie ES, E=et’;E’ y t’>t

Upd(P,t) =< STOP siee£, E=eit’;E’ y t’<it 2
DIV sxE=r

Upd(Pj,it)OUpd(P2,t) si P=Pí OP2 2
Upd(Fi,it)flUpd(E2,t) si P=P1 Fil’2
Upd(E’,it)[REOx.P’/z] siP = REOaxE’

Estafunción se precisaráparadefinir la semánticadel operadorbinario de elección

externa,y másadelanteparael paralelo,cuandoun procesoejecutaunaaccióny es

necesarioindicar sobresu compañeroqueel tiempo ha pasado.Debidoa las carac-

terísticasde la semánticaoperacionalqueveremos,esta función nuncase aplicará

en los casosen los queun procesopuedahacerunatransicióndel tipo >—*, por lo

que la definición de Upd(E Fi Q,t) y de Upd(RECxl’, it) son arbitrarias,puestoque

en ninguno de estos casosse aplicaránuncadicha función. Igualmente,debidoa

las propiedadesde la semánticaoperacional,tendremosquesi un procesoE puede
rlrealizaruna transicióndel tipo —*, nuncaintentaremoscalcular Upd(P,it’) para

it’ > it, por lo quela definición de UpdQrit’; E, it’) cuandoit’ > it tambiénde algúnmodo

es arbitraria. En cualquiercasola definición en todosestoscasosla hemoshechode

forma que se respetela ideaintuitiva de actualización. J
Pasemosa continuación,siguiendolas ideasen [PloSí],adar las reglasy axiomasque

permitendeducirlas transicionessemánticas,paraello iremosanalizandocadaunode los

operadores.El cuadroesquemáticocon las reglasy axiomasquedefinenlas transiciones

lo podemosencontraren la tabla3.1.

Jnterbloqueoy divergencia

El interbloqueoSTOP y ladivergenciaDIV sonprocesosen principio muy similares,puesto

queningunode los dospuedeejecutarningúntipo de accionesvisibles. La gran diferencia
a

reside en queel interbloqueose comporta bien en compañíade otros procesosmientras

que la divergenciano lo hace. Ello se traduceen la semánticaoperacional:el interbloqueo

no realizaningúntipo de transiciones,y la divergenciarealizatransicionesdel tipo >—*; b

en consecuencia,y puestoque las transiciones>—> tienenel máximo nivel de urgencia,

á

s
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irile(Q) =it, stb(Q)

EOQ ‘It’p’

E —.~—* E’, idíe(Q) =it, stb(Q)
rlPOQ—*E’OUpd(Q,t)

[ExT2]

[EXT4]

[EXTO]

[DIV] DIV >—* DIV [PILE] eit;PA~*E

idIe(E) =it, stb(P)
[EXT1]

[EXT3]

[EXTS]
EOQ>—*E’EJQ

[INT2] PFiQ>—>Q[INT1] EflQ>—*P

[REO] REO z.F >—* P[RECx.E/x]

POQ ‘It’Q’

~ Q’, idIe(E) =it,

E QQ >—* E QQ’

Tabla3.1: Semánticaoperacionalde los operadoresbásicos.

ello dejaráprogresaral restode los procesos.Quedaen consecuenciajustificadala regla

[DIV] DIV >—* DIV

Prefijo

La semánticaoperacionaldel prefijo, tanto paraaccionesvisibles, como para acciones

ocultas,vienedadapor la siguienteregla:

[PILE] eit;E~É¼P

dondee E £ y t c Y.

ElecciónExterna

La elecciónexternasólose realiza mediantelaejecuciónde unaacciónvisible. Puestoque

las accionesvisibles no son urgentes,sólo se podránrealizar si no hay accionescon una

mayor urgencia.Por lo tanto tenemoslas siguientesreglas:

E ‘tE’, idíe(Q) > t stb(Q)
En Q ‘It

—+ E’

Q =L~~‘, idle(E) =it, stb(E)
alEQQ—*Q’

33

[EXT1]

[EXT2]

de
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dondea e Att y it C Y.

Las accionespuedenser ejecutadaspor cualquierargumento,en la medida que las

normasdelaurgencialo permiten.Sinembargono visiblesno deshacenlaelecciónexterna

por todo lo cual tenemoslas siguientesreglas: J
[EXT3] 2¾E’, idle(Q) =it, stb(Q

)

FO Q —~* P’ O Upd(Q, it) J
[EXT4] ~ 2¾~ r:díe(E) =it, stb(P

)

PO 4)—> Upd(E,t) O 4)’

[EXT5] EoS>-?OQ [EXT6] PoQ>—*POQ’ J
dondeit e Y.

J
Elección Interna

La eleccióninternarepresentala combinaciónno deterministade dosprocesos.La resolu-

ción de esteno determinismosehacecon absolutaurgencia,atravésde transiciones>—*

gobernadaspor la siguienteregla:

[INT1] EÑQ>—*E [INT2] PFiQ>—>Q

Recursión

El comportamientodel procesoREO z.E es exactamenteel mismoqueel del procesoE en J
el cual la variablex ha sido sustituidapor el procesoREO x.P. Esto se puedetraduciren

la semánticaoperacionalpor medio de la siguienteregla

[REO] REOx.P >—* P[RECx.E/z] J
Paraconcluir estasecciónintroducimosunaúltima

Definición 3.2.1 SiendoE E CRec(Sseq), definimosel conjuntode accionesiniciales de

E como el conjuntode accionestemporizadas j
TA(E) = {ait ¡ BE’ : E —> P A a E Acit}

j
O

J

j
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3.2.1 Propiedadesde la SemánticaOperacional

En primer lugar demostraremosque las funcionesauxiliaresdefinidas: idle(P, A), stb(E)
y Upd(E, it) se comportancomose esperade su definición intuitiva. Ello quedaplasmado

en la siguiente

Proposición 3.2.2 SiendoE E CRec(Zseq)tenemos

• stb(E) = true ~<~> E >7—>

• Tiem(E,a) = {t¡ BE’: E ‘I~ E’}

• Suponiendostb(E) se tiene

idíe(E, A) = min{t BE’ : E ¿It
—* E’ A e E Au

• Siendo t’,it E Y, it’ > it e C E stb(E) e idíe(E) =it tenemos

_____ e(t’—t)
n~

Ademássi E es estableUpd(E,t) también lo es.

Demostración. La demostraciónes inmediatapor inducciónestructural.

o

Comoconsecuenciade la proposiciónanteriorpodemosdar el siguiente

Corolario 3.2.3 SeaP e CRec(Eseq) tal questb(E) e idíe(E) =it entonces

TA(E) = (TA(E) 1 it) U (TA(Upd(E, it)) + it) = TA(E) ~tu (TA(Upd(E, it)) + it)

Tambiéncomo corolariotenemosque lasemánticaoperacionalgozade la propiedadde la

urgencia,formalizadaen la

Proposición 3.2.4 ParacadaE e CRec(Zseq)se tiene

Demostración. La demostraciónresultatrivial por inducción estructural, teniendoen

cuentala proposición3.2.2.

O

La siguientepropiedad,quepodríamosdenominarde no determinismoacoÉadoo ramifi-

caczonfinita, jugaráun importantepapela lo largo del trabajo.

{r}}

las
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Proposición 3.2.5 TomemosE E CRec(Zseq)entonces

• Existeun numerofinito de procesosE’ tal queP >—* E’. 4
• Dadosun eventoe e £ y un tiempo it e Y, existe a lo sumo un númerofinito de u’procesosE’ tal queE ~~É¾E’.

Demostración. La demostraciónes inmediatapor inducciónestructural. u’
o

3.3 Semántica de Pruebas si
Comoelementoauxiliar previoparapoderdefinir la semánticade pruebas,necesitamosla

noción de divergencia. Intuitivamente,diremosqueun procesodivergesi puederealizar

consecutivamenteun numeroilimitado de accionesinternas,todasellas en tiempo cero. u’
Paradefinir conmayorprecisiónla noción de divergencia,necesitamosen primer lugar la
siguiente u’
Definición 3.3.1 Definimos el predicadode convergenciadébil, E .4., como el menor

predicadoquesatisface: u’
• STOPJ,,at;EJ,,yrit;EJ,.

•siEJ,yQjentoncesPiflE2,j.yE1CE2$ u’
• si Ej. entoncesREOx.EJ,.

DiremosqueE t si E 4. es falso.

O u’
El conceptoanteriormentedefinidoespuramenteauxiliar, puespor ejemplotenemosDIV ~,

pero sin embargo TÚ ; DIV 4.. En dicha definición se contemplandos tipos de procesos u’
divergentes(a parte de los construidosapartir de ellos): la recursiónno guardada,y el

procesoDIV. Tras ella podemoscompletarla definición formal de convergencia: u’
Definición 3.3.2 Diremosqueun procesoconverge(o convergefuertemente),lo quere-

presentaremospor E 4, si y sólo si se tiene u’
E4. A VE’:((P—tP’ VE>—*E’) ~ P’4)

Diremosqueun procesoE diverge,y lo escribiremosP -ft, si E 4 es falso. u’
O

u’
u’
J
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Segúnla definición anterior un procesoE es divergente,si cumpleunade las condiciones

siguientes:

• Tras ejecutarun númerofinito (eventualmenteninguna) de transicionesinternas

>—> ó 22..>, se alcanzaun procesoE’ tal queE’ t

• Si puedeejecutarconsecutivamenteuna cantidadinfinita de transicionesdel tipo

>-- ~ 2¾.
A continuaciónhemosde introducir el conceptode pruebao test. Esencialmente

unapruebaseráun procesonormal,pero en cuyadefinición se ha introducidoun nuevo

procesobásico,OK, quesirve paraindicar cuándoun procesopasaconéxito unaprueba.

Másformalmentetenemosla

Definición 3.3.3 ConsideramoslasignaturaEtest = EseqU {OK}t, dondeOK es un opera-

dorde andadcero. El conjuntode pruebasseráentonceselconjuntodetérminosrecursivos

cerradosCRec(Ztest)sobredichasignatura.

O

En la prácticaresultaríaabsurdoconsiderarúnapruebadivergente,de la forma DIV ó

REO z.rO ; x, puesen tales casosse está probando con unapruebadefecituosaque nunca

podrádar resultadospositivos. Másadelanteveremostambiénquees suficienteconsiderar

pruebasfinitas, es decir, aquellasqueno contenganel operadorde recursión.

Es necesarioampliar la semánticaoperacionalde los procesosparaextenderlaa las

pruebas.Al efectointroducimosunaacciónOK « 8 y extendemoslas relacionesde transi-

ción

• >—>GE CRec(Et0st)>< CRec(St~5t)

• —AGE CRCC(2test)x ((8 x Y) U {OK}) x CRec(Etest)

paraello hemosde ampliar ladefinición de las funcionesauxiliaresen la siguienteforma:

Upd(OK,it) = 01<

Tiem(OK,a) = 0

idíe(OK, A) = oc

stb(OK) = true
tSegún se vayanintroduciendonuevosoperadoresen la signatura,podríamosir considerando‘a la vez

pruebascon un mayor número de operadores.Esto no es necesariodebido aque laspruebasconestos

operadorestienenya la suficientepotencia.

tPuestoqueOK « e tenemosOK ~ a.

que



u’
3.3. Semántica de Pruebas

u’
Y añadimoslas siguientesreglasquedefinenla semánticaoperacionalde la pruebaOK:

[01(2]
EoQ -~¾E’

El siguiente

E ¡2’ ‘-> E’ ¡ Upd(T,t)

2’ 2¾T’, stb(E), ¡cJle(E) =it, (TA(E) 1 it) Fi (TA(T) 1 it) = 0
E ¡2’ F—> Upd(E,it) ¡2”

[01(3]
QOE-9¾E’

pasoconsisteen definir la composiciónde un procesoy unapruebaE ¡ T.

[Ti] E¡T->E’jT [T2] E¡TI-*EJr

stb(T), idíe(T) =it, (TA(P) it) Fi (TA(T) 1 it) = 0
[T3]

[T4]

[T5]
E¡T-*E’¡r

Tabla3.2: Reglasde la semánticaoperacionalde E ¡ 2’.

Esta composiciónse podría definir en función del operadorparaleloy del ocultamiento

queveremosen el capítulo6 de la siguientemanera:

E ¡ T = (E ¡¡Aol Q) \ AcÉ

donde~ seríael operadordeparalelo,y \G seríael de ocultamiento.Comoquieraquede

momentono disponemosde dichosoperadoresdefinidos,tenemosquedefinir directamente

la semánticaoperacionalde dichascomposicioñes.Paraello introducimoslas transiciones

de cómputode unapruebay un proceso

F—>GE (CRec(rseq) x CRec(Stest)) x (cRec(zseq) x CRec(rtest))

definidaspor las reglasqueestánen la tabla3.2.

La idea que hay detrásde esta definición es que se ponenel procesoy la pruebaa

funcionar conjuntamente,se les deja funcionarde maneraautónoma,y eventualmente

vemosquela pruebada el visto buenoal procesoejecutandola acciónOK. Las condiciones

lateralesen todaslas reglassirvenparagarantizarla urgencia.En particularla condición

(TA(P)1 t)fl(TA(T)1 it) ts0

38

[01(1] DX
OK —* STOP
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nos garantizaque el procesoy la pruebano puedensincronizaren una acción en un

instanteanteriora it, es decir, estamosexigiendola urgenciaparatodaslas acciones.Esto

vienejustificadopuestoquedejamosal procesoy ala pruebafuncionandocomo si fueran

un sistemaindependiente,por tanto se justifica el hechode que todaslas accionessean

urgentes.

Definición 3.3.4 Una computación de un proceso E y una prueba 2’ es una secuencia

(posiblementeinfinita):

EIT=EO¡ToF.>E1¡Tí...EkMTkl—>Ek¡Tk...

o

Definición 3.3.5 SeaE un procesoy 2’ una prueba. Una computación de E y 2’

E ¡T= E0 ITo ‘-Y Ei¡ T~ .. . Ek~¡ Ek ¡ 2’,, ..

decimosque es:

• Compleita cuandoo bienes finita y estábloqueada,es decir, no

o bienes infinita.

puedeprogresarmás,

e Tiene éxito si existek E IN tal que §14, —~-* y paracadaO <i < k se tiene E~ iJ.

O

A continuacióndefinimos el conceptode paso de una prueba:

Definición 3.3.6

• Decimosqueun procesoE pasa una prueba 2’ (E must 2’) si

completade E ¡ 2’ tiene éxito.

• Decimos que E es peor que Q respectoa la semántica

E~Qsii

cualquiercomputación

de pruebas,y escribimos

VT(EmustT * QmustT)

• Decimos que dos procesosE y Q son equivalentesbajo

escribimosE ~ 4), su

semánticade pruebas,y

E~Q y Q~E

o

Comocomentariofinal enestasecciónobservemosque, por definición, todoprocesopasala

prueba2’ tal que 2’ —~¾,por estarazónaestaspruebaslas llamaremospruebas triviales.

apagan
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3.4 Caracterización Operacional

La semánticade pruebasintroducida en la secciónanterior resulta bastanteintuitiva: u’
dos procesosson iguales si se comportanigual bajo cada entorno (las pruebas). Sin

embargoresultapocomanejable,para ver quedosprocesosson equivalenteshayque ver u’
que se comportanigual bajo todas las pruebasposibles.Por tanto es convenientebuscar

una caracterizaciónmás simple. En concretotenemosunacaracterizaciónquedepende u’
únicamentede la semánticaoperacionalde cadaproceso.

3.4.1 Estadosde un Proceso u’
Como introdujimos en el capítulo2 cadaestadoA de un procesorepresentaunade las u’posiblesconfiguracionesen las queel mismopuedeencontrarseinicialmente,conteniendo

la informaciónde cuálesson las accionesquepuederealizary el tiempo en las que son

realizadas. Así ait C A implica queel procesopuedeejecutarla acción a en tiempo it. u’
También contiene informaciónsobre el instanteen el queel procesoestá indefinido o

diverge. Si it = nd(A) < oc el procesodivergeen el instanteit, por lo queapartir de ese

instanteno pasaríaningunaprueba,salvo las triviales. Paracalcularlos estadosde un

procesoveamosel siguiente u’
Ejemplo 3.4.1 Consideremosun procesoE cuyo árbolde transicionesseael siguiente

P u’
al r2

STOP ~Eí u’
bl rl

u’
cO ‘rl

STIJP DV u’
Debido a las condicionesde urgencia,si a dicho procesole proponemosunapruebaque u’
ofrece la accióna en el instante1, la pruebay el procesodeberánsincronizarobligatoria-

mente. Si no es así y la pruebapermitedejarpasardos instantesde tiempo, el proceso u’
ejecutala acciónoculta r en el instante2 paratransformarseen Pi.

El procesoPi tiene la posibilidadde ejecutarla acción b en el instante 1 (instante3

u’global), pero no la obligación;es decir, si unapruebale proponeejecutarla acción b en
dicho instante,Eí la ejecutaráo no de unamanerano deterministaya que es el propio

u’
u’
u
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procesoquien elige librementecomportarsebien como bí ; STOP o bien como rl ; ‘~2. Si

elige comportarsecomoestasegundaopcióny lapruebapermiteal procesoquepasendos

unidadesde tiempo, se ejecutarála accióninternaw en el instante 1 (instante3 contado

globalmente)y se comportarácomoel procesoE2.

Esteúltimo proceso,por la mismarazón queel procesooriginal, no puedenegarsea

realizar la acciónc en el instanteO (instante3 global), pero si se le deja quepaseuna

unidadde tiempomás,se ejecutarálaaccióninternar en el instante1 (instante4 céntado

globalmente)y se transformaráen el procesoindefinido DIV.

Todo ello se refleja en los estadosde los procesosdados,en primerlugar

A(E2) = {{cO,fll}}

A continuaciónlosestadosde E1 son,por un lado {bí}, y por otro losde 1~2 incrementados

en unaunidadde tiempo:

A(Eí) = {{bi},{cl,f2}}

Por último los estadosde E sonlos estadosde E1 incrementadosendosunidadesde tiempo

a los que se les añadela accióntemporizada{al}:

A(E) = {{al,b3},{al,c3,fl4}}

o

Puestoquelos procesosquecontienenen suinterior definicionesrecursivaspodríanhacer

un númeroinfinito de accionesinternassin por ello tenerqueserdivergentes,hemosde

definir elconjuntodeestadosde un procesopor etapas.En primerlugardamoslasiguiente

definiciónauxiliar:

Definición 3.4.2 Definimos el conjuntode estadosiniciales de un procesoE, usando k

Éransiciones,A,JE) como elmenor conjuntoquecumple:

• Si E # 6 k = O entonces.4,,(E) =

• Si E 4. y k > O entonces

— Si P >—> E’ y A e A~n(E’), entoncesA E .4(E).

— Si E 2¾E’ yAC A,,í(E), entoncesTA(E) it U (A + it) e .4(E).

— Si E >/—> y E ~2%, entoncesA,,(E) = {TA(E)}.

o

la
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Podemoscomprobarfácilmente,por inducciónsobrek, quelos conjuntos.4(E) sonefecti-

vamenteconjuntosde estados.Finalmente,y utilizando la relaciónde ordenentreestados

introducidaen la definición 2.4.4, tenemosla

Definición 3.4.3 Decimosque A es un estadode E, A e A(E), si y sólo si existe una

secuenciade estados

con A~ E A~(E) y A = lub{A~ ¡ i e IN}.

O

Puestoque la definición anterior resultapoco manejable,es convenientebuscaralguna

caracterizaciónequivalente.Paraello comenzamosdandola siguiente

Definición 3.4.4 Una computaciónde E

E = Eí >~~4* ~ 1-1k E *P~ñ2E>-**E/ rtkE>->*

diremosquees ‘r-maxima¿ su verifica unade las siguientescondiciones:

• es infinita y E~ 4 parai e IN, o

• es finita (denotandopor E, el último proceso)14 4 para i < n y, bien stb(E~)

idle(E,~) oc, o bien P, -ifA
y

O

Proposición 3.4.5 SiendoE e CRec(2seq), su conjuntode estadosA(E) estaráformado

por los estadosA e ST que se puedengenerar,como se describemásabajo, apartir de

cadaunacomputaciónr-maximal

E = E1 >—0 14’ —~¾Eí >~~** .. . E~ >~->* E,~ ~ P,,+1 >~~..**

dondetomamosit’ = >114ij tj y denotamospor E,~ el último procesosi

finita.

la computaciónes

• En el casoque la computaciónseainfinita consideramoscada

A = U ((TA(E¿) 1 itt) + it’)
iClN

1Observemosquesi 1’. 4 entoncesP¡ 4, y por tanto en el casocuandoP,~ ft tenemosnecesariamente

queP,, = Pk.

mi
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u’
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• En el casoque la computaciónseafinita, consideramoscada

A = (A,, + it») u U((TA(fl’) 1 t~) + it)
iO-z

dondeA» = TA(E~) si E,, 4 mientrasqueen casocontrariotenemosqueA,, {fO}.

Demostración. Tomemosen primer lugarA E A(E), por la definiciónexisteunasucesión

de estados

A1 -< A2 ~ ... A,, -~ A,,+í -< ...

tal queA = lub{A~ ¡ i e IN}. Si existeA,, tal que nd(A,,) = oc entonces,por la definición

de la relación -< tenemosque A,,’ = A,, parak’ > k por tanto tenemosque A~= A,,.

PuestoqueA,, E A,,(E) podemosencontrarfácilmentelacomputaciónrequerida.

Supongamosentoncesque nd(A~) <oc parai e IN. Por un ladotenemosque

nd(Aí) =nd(A2) =nd(Aa)...

Esasucesiónpuedeestaracotadao no. Si estáacotadaexiste k e 1=4tal queparatodo

1 > k severifica quend(A,,) = nd(Ag). Por tanto,por ladefiniciónde la relación -< ténemos

queA = A,,, e igual queantes,podemosencontrarfácilmentela computaciónrequerida.

Supongamosentoncesquecadainstantend(A,,) es finito, pero no existeningunacota

superior,en estecasotenemos

A = U TAct(A~)
iElN

Paracadak E IN existeun procesoE,, tal que

Tíla,k

E = E1,,, >~~** e;,,, I4¡~ E2,, . . E¡~,,, ~ E¡~,,, —4 E,,

de maneraque

i—i

TAcÉ(A,,) = ~ (TA(1%j 1 ti,,) + j~~k donde ttk — >3~
i=t=lk j=1

Puestoque la semánticaoperacionales finitamente ramificada (propiedad3.2.5), existe

unacomputacióninfinita

E = Eí >.> * E ~I1~>E2 >~->* p~ r12 ... E,, >—0 E,~ St> E,,+í >—>~ ...

tal queparacadak c IN existe1> k tal que

t—i

TAct(A,) = U (TA(Efl 1 it~) + ti donde t’ = >3 t1
i<i<L

sed.
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Por tanto tendremosqueA = U (TA(14’) 1 itt) + it
t

iCIN
Supongamosahoraqueel estado A está generadopor una computaciónr-maximal

como la que se indicaen el enunciado:

E = E
1 * rij lik

Entoncesparacada k e IN (tomandok < n en el casoque la computaciónseafinita)

tomamosel estado

A,, — u LJ((TA(E¿) 1 it~) + t)
i<k

Existirá entonces1,, =k tal que A,, c .,4~(P), para1~ =i < 1,,~. Podemosconstruir la

sucesiónde estados

de maneraque

A1 si 1,, =~ <
tk+i

{ (20} si i < 11

Si la computaciónes infinita podemostomar el estado

y A~ C A
1(E)

A = ~ TAcÉ(A,,) = ~ TAct(A~)
lUN lUN

y puestoque la sucesiónde instantes{t~ 1 /v E IN} no estáacotadatenemosque

A = Iub{A~ ¡ Av E IN}

y por tanto A E A(E).

Si la computaciónes finita (E~ es el último proceso)tomamosel estado

(TA(14’) it1) + ji”’) uf TA(Efl

/ {S??t»}

siP,§4¡

siE4ft

Existe entonces1» c 1=4de maneraque A» c A1(P) parai,, ~ i, entoncestomamospara

1» =i el estadoA~ = A,,. Tenemosentoncesque

A = Iub{A~ ¡ i e IN}

por lo queA e A(E).

O

Comoconsecuenciade estaproposicióntenemosel
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Corolario 3.4.6 SeaE tal que E 4, entonces

• Si E 1$, E >—> E’ y A e A(E’) entoncesA E A(E).

• Si E 4, E 2¾E’ y A c A(E’), entoncesTA(E) it Li (A + it) e A(P).

La siguienteproposiciónnos relacionael conjuntode estadosde un cierto procesoE con

los de su actualizacióntemporal Upd(E, it). Debido a la maneraen la queestá definida

la semánticaoperacional,sólo nos interesaen realidadel casoen el queel procesoE sea

estable,y no puedahacerningunaaccióninternaen un instantemenor que it. Por otro

lado no tiene sentidoqueintentemosactualizarun procesoqueseadivergente. Todo ello

quedareflejado en la

Proposición 3.4.7 Sea E un procesoestable verificando E 4, y it e Y con idle(E) > it

se tieneentonces

DemosÉración. Por el corolario 3.2.3 se tiene

TA(E) = (TA(Upd(E, it)) + it) u (TA(E) it)

Ademáspor la propiedad3.2.2 tenemosstb(Upd(E, it)) y

t’—1 , ,E—tE’ ~ Upd(E,t)—*E t>t

A partir de lo cual bastateneren cuentala proposición3.4.5.

O

Finalmentey recordandola definición 2.4.6, tenemosqueel conjuntode estadosde un

procesoverifica la

Proposición3.4.8 ParacadaprocesoE, suconjuntodeestados.A(P) es temporalmente

compacto.

Demostración. TomemosA = A(E) y supongamosqueexisteA con nd(A) = oc tal que

paratodo t e Y existeA~ E A tal queA1 it = Al it.

Si el conjunto{A1 1 it e Y} es finito existeA’ e A tal queA’ it = Alt paratodo it E Y,

y por tanto tendremosque A’ = A.

Supongamosentoncesqueelconjunto{A1 ¡it E ‘T} es infinito. Tenemosquend(Aj) > it

perosin pérdidadegeneralidadpodemossuponerquend(Aí) > it. Entonces,considerando

la computaciónquegenerael estadoA~

E = E1 >—0 E1 ~ E2 >—0 E~ 2534 . . . E~ —~-~-* E,, >—*~ ~

Tomando
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y tomandoP = >214 i~, tenemosquepuestoquend(Aí) > it existe Av tal que jk ~ t, y si

rl>, entoncesit~~1 > it. LlamemosP
1 al procesoEk correspondientey tenemos ej

k—1

A1 1 t = ((TA(E1) + t~) it) u U (TA(fl’) + t) u’
i= 1

El conjunto {E1 ¡ it E 7) es infinito, por lo que aplicandola proposición3.2.5 y el lemade

Kñnig, concluimosqueexisteunacomputación SI

en la queaparecenun númeroinfinito de los P1, por lo cual obtenemos

y AEA(E) ml
iEIN

O SI
A la vistade estapropiedadtenemosquese verificaráel siguiente SI
Corolario 3.4.9 Para cada E e CRec(Sseq), se tiene A e A(E) su se verifica algunade u’las condicionessiguientes:

• nd(A) <oc y VkG]N BI>k: AEA,,(E). SI
• nd(A) =oc yVtEYBIEIN, A1 CA,,(E): Al itAíl it.

DemosÉraezon. 4
Es obvio por ladefinición de .A(E). 4

~= Sededucedelaramificaciónfinita delasemánticaoperacionaldeP y de laproposición

anterior. 4
O

u’
3.5 Barbas de un Proceso
En el capitulo 2 dijimos queunabarbaera unageneralizaciónadecuadade la noción de u’
aceptación.En el casono temporizadodecimosques. A es unaaceptaciónde E si existe

u’un procesoE’ tal queE Á~~* E’ y A es un estadode E’. En nuestromodelotemporizado
procedemosde la maneraanáloga,pero en estecasocon b-trazas.

u’
ej

LI
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Definición 3.5.1 Definimos la relación=~C CRec(Sseq) XBSXCRec(Sseq) como la menor

relaciónqueverifica:

•

• SiE>—*E’ bs E1entoncesE==*E1.

• SiE~~L¾E’ bs~E1 y bs#e,entonces

E Ei donde bs’ = (TA(E) 1 t, it) Li (bs + it)

al _____

• SiE—> E’ bs Eíentonces
E =~E1 donde bs’ = (TA(P) 1 t)at. bs

O

Claramentelas b-trazasy losestadosestánfuertementerelacionadosentresí. En concreto

se cumpleel siguiente

Lema 3.5.2 SiendoE un procesose verifica:

• Si A E A(E) y ait c A entoncesexisteun procesoE’ tal que

• Si E 44 E’ entoncesexisteun estadoA’ e A(E) tal que TAcÉ(A’) ~t GA.

Demositración. Parademostrarel primer punto tomemosA c A(E) y al c A. Conside-

remosentoncesla computaciónquegenerael estadoA

Tomandot~ = >jj~ij t¡, existeentoncesAv e IN tal que a(t — t~) E TA(E~) it,,, de modo

queexistiráE’ tal que

‘I(t—l~) E’

con lo que tenemosE (A1í»~í: E’.
AatSupongamosahoraqueE ~‘ E’. En tal casoexistirá unacomputación

tomemosit~ = >3E?j
1j . Si P~ JS paratodo i < Av entoncestomandocualquierA,, c A(E,~) se

tieneinmediatamentequeelestadoA’ = (A,,+tflUA verifica laspropiedadesrequeridas.Si

existei <Av tal queE, # (tomandoel menorquelo verifique) se tienequeA’ = {(lit~}uAl it’

es el estadobuscado.

O

una
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Seguidamentedefinimos las barbasde un proceso

Definición 3.5.3 Decimosque b = bs. A es unabarbadeun procesoE, y lo escribiremos

b e Barb(E), si y sólo si existeun procesoP’ tal que

y AeA(E’)

O

A partir de estaúltima definición y utilizando la relación« sobreconjuntosde barbas

introducidaen el capítulo2, obtenemosla relación entreprocesosquenos servirápara

caracterizarlasemánticade pruebas.

Definición 3.5.4 SiendoE,Q e CRec(Eseq), decimos que

E«Q ~. Barb(E) « Barb(Q)

O

3.6 Equivalencia entre la Semántica de Pruebas y la Carac-

terización Operacional.

los dos tipos de relacionesentre

de pruebas~ y por otro lado la

En esta seccióndemostraremosla equivalenciaentre

procesosque liemos visto: por un lado la semántica

relación inducidapor las barbas«.

En primer lugar demostraremos

E«Q ~ E~Q

Paraello precisamosunaseriede resultadosprevios. En primer lugarveremosunapropo-

sición similar a la proposición3.2.3,quenosrelacionalas b-trazasqueun procesopuede

ejecutar,y las b-trazasquepuedeejecutarunaactualizacióntemporalsuya. Puestoque

únicamentehacemosla actualizacióntemporalde procesosquese dejan, es decir, proce-

sos establesy procesosquepuedenpermanecerinactivos; sólo estamosinteresadosen la

actualizaciónde tales procesos.

Lema 3.6.1 SeaE E CRec(flseq) verificando stb(E), it e Y con idle(E) =1 y bs # e;

entonces

Upd(E,it) bs~ ____________
~=4, ~ (TA(P)1l,l)L]bS E’

48
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DemosÉración. Es unaconsecuenciainmediatadel corolario 3.2.3.

O

Las demostracionesquevienena continuaciónson bastanterutinarias,así quepara

facilitar la lectura,hemospreferidodarunaideade lasdemostracionesy colocarlamismas

en el apéndiceA.

Proposición3.6.2 Seanbs = A1a1t1 ... A,,a,,t,, y bs’ = Alaíití . . . A~a,,t,, con n > O,

tal queA~FiA~=0, Tu ha ha’napruebatalque2’~TiyEunprocesotalqueE=zn~~E1,

entoncesexisteunacomputacióndesdeE 1 2’ hastaEi ¡
Ti.

DemosÉración. Paraentenderestaproposiciónbastateneren cuentaquepuestoque los

conjuntosA~ FiA~ = 0, por lo queel procesoy la pruebano puedensincronizaren acciones

distintasa las a~ en el instante t~. Así que la pruebay el procesovan evolucionando

de maneraindependientesin posibilidadde sincronizaren ningunaacción, hastaqueel

proceso y la pruebase ponen de acuerdo paraejecutarconjuntamentela accióna~ en

instante t~. Nótese quesi en algún momentose tiene que A~ Fi A~ ~ 0, debidoa la

urgencia,el procesoy la pruebadeberíansincronizar(salvo en el casoquealgunode los

dosrealizaseunaaccióninternaen el mismo instante)y entonceslacomputaciónno sería

posible.

O

La proposiciónanterior refleja la necesidadde guardar la informaciónsobre las acciones

queun procesopuedeejecutarantes queunadeterminadaacción. Lasproposicionesque

vienena continuaciónson similaresa las anteriores,pero paraestados. A continuación

demostraremosquesi un procesoestáen un estadoen el queno puedesincronizarcon

las accionesqueofreceunaprueba,(A Fi (TA(2~) 1 t~ + ti) = o), ambosprocesospueden

evolucionarlibremente,al menoshastael instantedeindefinición del estado,(nd(A) > it,,).

Proposición 3.6.3 SeaA E Á(E) y 2’ unapruebaque tieneunacomputación

2’ = To >.>* T¿ rl, rl~ r13 rl>,

de modo que, tomandoV = >iz5u1’~ t~, se verifica:

• A Fi (TA(I~’) ~ ~ + ji) = 0 y

• nd(A) >

Entoncesexisteun procesoE,, parael cual se tiene unacomputacióndesdeE ¡ 2’ hasta

E>, ¡ 2’,, en la queaparecentodaslas pruebasindicadasen la computaciónde arriba.

a
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Demostración. La razón por la cual la computaciónes posiblees la misma que en la

proposiciónanterior.

O

Proposición 3.6.4 SeanA E A(E), y 2’ unapruebaque tiene unacomputación

de modoque, tomandoit’ = >2§!j it~j, cumple:

• AFi(TA(77)litH-tj=0,

• existe Av tal quend(A) =t y nd(A) > j1 para1 < Av.

EntoncesexistenE’ y 2” tales quehay unacomputacióndesdeE ¡ 2’ hastaE’ ¡ 2” con

E’ 4, y de modo quea lo largo de dichacomputaciónaparecentodaslas pruebasde la

computación2’ en el enunciado.

Demostracton. Consideremosla computaciónquegenerael estadoA:

rIf rl~

Puestoque nd(A) < oc, la computaciónes finita y E» t• En virtud de la propiedad

anteriory la propiedad3.4.7 podemossuponerAv = 1; tomemosentoncesV>’ = s;zk j
1?

y 2’ = Tf PuestoqueTi >~~> 2’ tenemosqueEi ¡ ffí >—0 E1 2’. Además,puestoque

A Fi (TA(T) 1 ití) =0 tendremos

(TA(Ei’) Fi Upd(T, it’”)) 1 tf = e

En consecuenciatenemosque lasiguientecomputaciónes posible:

E1 ¡2’~—> E ¡Ti—> E2 ¡ Upd(T,it
2’fl...

Y puestoque E» t, laproposiciónquedademostrada.

O

Estamosya en condicionesde demostrarla primerapartede la equivalencia.

Teorema3.6.5 Si E « 4) entoncesE ~ 4).

u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’

u’

u’
u’

u’

u’
u’
u’
u’
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Demostración. ParaprobarE ~ 4) consideremoscada prueba2’ tal queE must 2’ y

demostremosque 4) must 2’. Paraello debemosanalizarcadacomputacióncompletade

4) ¡ 2’. Cadaunade talescomputacionesprovienede unacomputaciónde 4) y otra de 2’.

Ambascomputacionesvandandolugar aunaseriede b-trazas

4) Anx¡t~..A>,a>,1>, 4),,, 2’ 2’,,

Tomemos bs,, = Aiaíití ... A,,a,,t,, y bs’,, = Alaítí . . . A~a,,t,,. Puesto que las b-trazas

vienen de unacomputaciónde E ¡ 2’ se verificaráque A~ Fi A~ = 0. Tomemosentoncesun

estadocualquierade 4),,, A~ . Tendremosentoncesque
k+i

— bs,,A~ 1 E Barb(4))

PuestoqueE « 4), paracada unade tales barbas,existiráunabarba

= bs~ . Ak’+í E Barb(E)

tal queb% « b,,. Si en algún momentose cumpleque Ion(b~) < Ion(b,,), por laproposicio-

nes 3.6.2 y 3.6.4, teniendoen cuentaqueE must2’, podremosobtenerfácilmente quela

computaciónde 4) ¡ 2’ es de éxito.

SupongamosentoncesqueparacadaAv e 1=4se verifica lon(b%) = lon(b,,). Si el número

de b-trazasquesurgende la computaciónde 4) 1 2’ es infinito, por la proposición3.6.2, te-

niendoen cuentaquela semánticaoperacionales finitamenteramificada,podemosaplicar

el lemade Kñnig, paraobtenerquela computaciónde 4) j 2’ es de éxito. Supongamosen-

toncesquese generanun númerofinito deb-trazas,siendolaúltima frs». Existenentonces

unaprueba2’» y un proceso4)» talesque

hs’ hs~

T==~tT», y
Ahora la computaciónqueterminaen 4),, j 2’» va agenerarun estadoA~ de 4)» tal que

la interseccióncon las accionesque va ofreciendola pruebaesvacía. PuestoqueE « 4)
existiráun procesoE» tal que

bs”
E=~E» A”CA(E») y

Sepuedever entoncesquelacomputaciónde Q¡T es deéxito graciasaqueE must2’, alas

proposiciones3.6.2, 3.6.3 y 3.6.4, aquelasemánticaoperacionales finitamenteramificada

y el lema de Kónig.

EJ

la
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ej
A continuaciónhemosde probarla otra partede la equivalencia ej

E~Q ~ E«Q

Lo haremospor reducciónal absurdo;es decir,demostraremos 4
E

5tQ * E~Q 4
Por tanto si existeb E Barb(Q) de modo queno existe b’ E Barb(E) con b’ «b, entonces

podemosencontrarunaprueba2’ tal queE must 2’ y 4) m/ist 2’. Parailustrar la forma 4
en queencontraremosunapruebatal, veamosel siguiente

Ejemplo 3.6.6 Consideremoslos procesos 4
E = (STO?) [1 (al ; STOP O b2 ; STO?)

y ej
Q = (STO?) Fi (al ; STO? O b2 ; STO?) fi (b2;STO?)

Susrespectivosconjuntosde barbasvienendadospor 4
0, {al, b2}, OalO, 0b20, {al}b20 MI

Barb(E) = { OalO, {al}b20 } Barb(Q) = 0, {b2}, {al, b2},

Tenemosque 4) « E, pero considerandob = 0b20 c Barb(Q) nosencontramoscon que

ej
no existe19 E Barb(E) tal queb « b’, de modoqueE 5t 4). Veamosporquéello es así. En
el conjuntoBarb(E), la ofertade la acciónb en instante2 siempreestá acompañadapor SIla de a en el instante1. Si E pudierasincronizarcon unapruebaquepudieraejecutarla
accióna en el instante1 estaríanobligados,ambospruebay proceso,aejecutarla.Con lo

cual b en el instante2 no se podríaejecutar. En cambioen el proceso4), si la pruebaestá 4
interesadaen ejecutarb en el instante2, 4) no tendríaningúnmotivo paranegarse.Así

que la pruebaquepaseE pero no 4) tendríaqueofrecer aen el instante1 y despuésdar u’
el visto bueno.En concreto,consideremosla prueba

2’ = (al; OK) O (r2; OK) O (b2 ; STO?) 4
Es fácil comprobarqueen efecto E must 2’ y 4) n#ist 2’, con lo cual quedaríaprobado

E~4). 4
O

4
ej

4
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Antesde continuar,convieneintroducir ciertanotaciónadicionalconel objetivo de simpli-

ficar algolas cosas.Si A = {aiti, ... , a»it»} es un conjuntofinito de accionestemporizadas,

por mediode

[A] ; OK

denotaremosla prueba

a1it1 ; OK EJ (a2; OK O ~ (a it ; OK O a»t»; OK)...))

Obsérvesequeen dichapruebano tiene influenciadel orden en el que se hayancolocado

las accionestemporizadaspue’s tenemos

al

[A];OK—.>OK VateA

Si el conjuntode accionestemporizadases vacío tomaremos

[0]; OK = STO?

Vamos a generalizarlo obtenidoen el ejemplo anterior,con el objetivo de encontraruna

pruebade maneraque E must 2’ y 4) n1tist 2’ paraprocesostales que E < 4). Si

E 5t 4), existeuna barbab E Barb(4)) tal queno existe1” e Barb(E) cumpliendoque

b’ « b. Empezamosdandounadefinición general:definiremosunapruebaen función de

un conjuntode barbasy unabarba,queserándespuésel conjuntodebarbasde un proceso

(Barb(E) en el casoanterior) y una barbade un proceso(b e Barb(4))). Más adelante

veremosquedichapruebaes en efectolaqueestamosbuscando.

Definición 3.6.7 Sea3 un conjuntode barbasy b unabarba,entonces

• Si la barbab es un estadoA, consideremos

Ti= rt;OK sit=nd(A)<oc
STO? en otro caso

Y siendoA’ C TAcÉ un conjuntofinito queverifique

— A’nA=e,

— A’ Fi A” # 0 paratodo A” E A(B) tal quend(A”) =nd(A),

tomamos

= [A’] ; OK

Decimosentoncesque2’ = T~ O 2’~ es unapruebabienformadaconrespectoa 3 y It

semana,
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• Si b = Aait . b1, tomamosel conjuntode barbas

1% = {b’ ¡3 A’ ~ A t.q. A’at• b’ E n} u’
Si D>, = 0 consideremos§1’i = STO?, en casocontrarioconsideremosT~ unaprueba 4
bien formadaconrespectoa Sí y b1. Por otra parte tomemosun conjunto finito

A’ G TAct tal que A’ Fi A =o, A’ Fi A” ~ 0 paratodo A” cumpliendounade las u’
siguientescondiciones:

— Existe unabarbab” tal queA”ait . b” E E y b” « b1, o bien, u’
— A” e E y nd(A”) <it.

Decimosentoncesque la prueba u’
2’ = (it; OK) O (ait ; Ti) O [A’]; OK u’

estábienformadaconrespectoaE y Ix u’
O

Paraun conjuntoarbitrariogeneralde barbasE y unabarbacualquierab, es posibleque u’
no existaningunapruebabienformadaconrespectoaE y b. u’
Ejemplo 3.6.8 Tomemos

~= 1 ~ itelN
1 y b=0 u’

0at0 J

Es claro quehay ningún conjunto finito A’ G TAcÉ queintersequea todoslos estadosde

E, no existe b’ e E tal que b’ « b, y Barb(STOP) = {b}. Si damospor buenoquedichas 4pruebasseránlas queserviránparadistinguir procesosno relacionadospor « tenemos

quesi existieraE tal queE = Barb(E), paraencontrarunaprueba2’ tal queE must2’ y

STO?r#st 2’ tendríaqueser de la forma u’
2’ = Piat; OK u’

Perodichapruebano se puedeconstruir con nuestrasintaxispuestoque se tratade una

u’eleccióninfinita.
O

u’
.4
Li
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Sinembargo,debidoa la ramificaciónfinita de los procesossintácticos,no hayconjuntos

Barb(E) conel mal comportamientodelconjuntoE del ejemploanterior.De modoquesi

E = Barb(E), b e Barb(Q) y no existe b’ E E tal queb’ « b, entoncesexistesiempreuna

prueba2’ bienformadaconrespectoa Barb(E) y b. De caraaprobarlodamosen primer

lugarel siguiente

Lema 3.6.9 SupongamosqueA es un conjuntode estadostemporalmentecompletoy

A C TAct un conjunto de accionestemporizadastal que todo estadoA’ e A verifica

A’ Fi A # 0. Entoncesexisteun conjuntofinito A0 C A tal que

VA’cA A’nAo#0

DemosÉración. Razonemospor inducción al absurdo,y supongamosqueexiste un con-

junto de accionestemporizadasA tal queparacadasubconjuntofinito A0 12 A existeun

estadoAb E A tal que A0 Fi Ab = 0. Fijemos it E Y, puestoqueel conjuntoAlt es finito

existeA1 E A tal queAl mA1 = 0. Además,puestoqueel dominiode tiempoes discreto

y el alfabetofinito, podemosescogerlos A1 verificando

A1lt=A1~lt para it’>it

Tomemosentoncesel estado

A’ = u Aí lit

tcT

y tendremosque,por serA temporalmentecompacto,A’ E A, y puestoqueA1 Fi Alt = 0,

tenemosA’ Fi A = 0 lo que contradicenuestrahipótesis.

EJ

Proposición 3.6.10 Si E = Barb(E) y b es unabarbatal que no existe19 E E tal que

b’ «b, entoncesexisteunaprueba2’ bienformadarespectoaE y b.

Demostración. Seab = Aíaiiti . . . A»a»it»A. Razonemospor inducciónsobren.

n = O Tomemos it = nd(A) y A = A(E). Puestoque no existe A’ e A tal que A’ «A,

paracadaA’ E A tal quend(A’) =tseverifica que TAct(A’) \A $ 0. Consideremos

el conjuntode accionestemporizadas

= U TAcÉ(A’) \ A
nd(A)=t

A’EA

Si it c oc tenemosqueA1 es finito. TomaremosentoncesA0 = A1.

Si it = oc tenemos

ya
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• Por serE un proceso,A = A(E) es temporalmentecompacto.

• ParacadaA’cAse tieneA’ Fi A1 # 0. 4
Entoncespor aplicacióndel lemaanterior tenemosqueexisteA0 ~ Aí finito tal que

Ao Fi A’ # 0 paratodo A’ e A. u’
Tomamosentonceslas pruebas

f rit;OK sit<oc fE2 = [Ao]; OK u’
STOP en otro caso

y tenemosque2’ = Ri O 2’2 es en efectounapruebabien formadacon respectoaB

y ab.

n> O Supongamosahoraqueb = Aat . b1. Por lapropiedad3.2.5, existeun númerofinito u’
de procesos4) talesqueE ~ 4). Consideremosel conjunto

Q={4)¡E
4~QyA’A} 4

Si Q no fuera finito, por la proposición3.2.5, podríamosencontrarfácilmenteun u’
estadoA’ E .4(E) tal quend(A’) =it y A’ 1 t ~ A; con lo cual se verificaría A’ «b,

quecontradicela hipótesisde partida. Por tanto Q es un conjuntofinito. Si Q= o, u’
bastatomarT’ = STO?, en casocontrariopodemosconsiderarel proceso

E’= flQ u’
QeQ

verificándose

= Barb(E’) = {b’ ¡ B A’ § A t.q. A’at’ b’ e Barb(E)} u’
Puestoqueno existebp e Barb(E) tal quebp «b, no tampocoexistebp

t e Barb(E’) u’
tal que 6>” « b~. Por tanto, por hipótesisde inducción existeunapruebabien

formada2” con respectoa fl1 y b~. u’
Por otro lado secumple:

• Si 6” «61 y 6” = A’ait 6’ entoncesA’ \A ~0. 4
• Si A’ e Barb(E) es tal quend(A’) =t TAcit(A’) \ A # 0.

Tomemosentoncesel conjunto u’
3,4” e Barb(P) : nd(A”) =it y A’ = TAcÉ(A”)

U <{A’\A 36’: A’at~b’E }
Barb(E) yb’ «bi

u’
u’
Li
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Puestoqueestamosconsiderandoun alfabetofinito y un dominiodetiempo discreto

tenemosque A0 es finito. Tambiéntenemosque A0 verifica las condicionesde la

definición, de modo quela prueba

2’ = ‘it; 01< EJ at ; 2” 0 [Ao] ; OK

estábienformadacon respectoa Barb(E) y a b.

EJ

Una vez probadala existenciade la pruebabien formadacon respectoa Barb(E) y b(c

Barb(Q>), hemos de probar queverifica las propiedadesrequeridas.En primer lugar

Proposición 3.6.11 SeaB un conjuntode barbas,b unabarbatal queno existe19 E B

tal que 19 « b y 2’ unapruebabien formadacon respectoa B y a b. Si B = Barb(E),

entoncesE mustfE.

Demostración. Nos limitaremosa ver aquíun resumende la demostración,estáhecha

contodo detalleen el apéndiceA. Hemosde demostrarqueen cualquiercomputaciónde

P ¡ 2’, acabadandoel visto bueno. Lo probamospor inducciónsobre la longitud de la

barbab.

b = A. CualquierestadoA’ de E verifica

nd(A’)=nd(A) * BaiteA’: at«A

La prueba2’ es de la forma

T—FA”1~OKEJI rit;OK siit=nd(A)<oc

STO? en otro caso

dondeel conjuntoA” verifica

VA’ E A(E): nd(A’) =nd(A) =~. TAcÉ(A’) Fi A” ~ 0

Entoncessi el procesoevolucionade maneraquegeneraun estadoA’ de maneraque

A” Fi A’ = 0 entoncesseverifica nd(A’) > nd(A), y por tanto llegaráun momento

en el que la pruebaejecute la accióninterna (debido a las reglasde la urgencia),

conduciéndonosaunacomputaciónde éxito. Si E evolucionahacia un estadoA’ tal

queA’ =nd(A), entoncesexisteat E TAcÉ(A’) Fi A”, y por tanto en algún momento

se deberáejecutarla correspondientesincronizacióncon lo que la pruebadaráel

visto bueno.

no
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b = Aat . b’. En estecasola prueba2’ es de la forma

2’ = (rit; OK) O (at ; Ti) O [A’]; OK u’
donde2’í es unapruebabienformadaconrespectoal conjunto ej

= {b’ ¡ BA’ ~ A t.q. A’at . b’ eEJ

y a b’~, y A’ es un conjuntode accionestemporizadastal queA’ Fi A” ~ 0 paracada ej
conjuntoA” verificando unade las siguientespropiedades

• A” E A(E), mt « A” y nd(A”) <it. u’
• A”ait b” E Barb(E) y b” « b. 4

Entoncesel procesoevolucionaráhacia un estadoA”, queverificaráo bien ~ « A”

o bien at E A”. Si severifica la primeraposibilidad,entonces u’
• Si nd(A) > it, llegará un instanteen el que la prueba2’ tendráque hacerla

accióninternay dar el visto bueno. ‘4
• Si od(A) =it, ha de existir unaacciónat e A” Fi A’, por tanto la pruebay el

procesohande sincronizaren dichaaccióny conlo que la pruebaacabadando ej
el visto bueno.

Si se verifica que mt e A” tenemosdosposibilidades: u’
• Existe a’t’ e A” Fi A’, entoncesel procesoy la pruebasincronizanen la acción u’

y la pruebaacabadandoel visto bueno.
(A”1 Oat E

1. Consideremos
• A”l it G A. Entoncesexisteun procesoE1 tal queE

___ ejel proceso
Q=fl{E1¡E A1at~ EíyAíCA}*

verificándoseBarb(4)) = B1. Entonces,por hipótesisde inducción, 4) must
Tí. u’

Puestoque 4) >—> E’, cualquiercomputaciónde E
1 ¡

2’í ha de dar el visto

bueno. Puestoque la computaciónde E ¡ 2’ nosconducehastaE
1 ¡ STí, y ésta ej

segundaes de éxito, tambiénlo serála primera.

_____ O u’
~SiBi = 0 entonces2’~ = STOP.tSi el conjunto de procesos1’, talesque existeA, ~ A y P =44~4~ P, no fuera finito, podríamos

ejencontrarun estadoA
1 eA(P) tal quend(A,)=ty TAel(A1) ~ A, con lo quellegamosaunacontradicci6n

puestoqueA1 «Aat 6’.

ej
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Proposición 3.6.12 SeaB un conjuntode barbas,b unabarbatal queno existeb’ e B

tal que b’ ~z<b y 2’ una pruebabien formadacon respectoa B y a b. Entonces,si

bE Barb(E), se tendráE n4(ist 2’.

DemosÉración. Razonamospor inducción sobrela longitudde la barbab:

b = A. PuestoqueA e Barb(E),en virtud de laproposición3.4.5 existeunacomputación

E Ei >~~~+* E rt~ E2 >~~>* ~ * ...

quegeneradicho estadosegúnla. Tomemos it’ = S52~ itj. La pruebaT es de la

forma

2’ = ([A’]; OK) { rt;OK siit<oc

STO? en otro caso

dondeit = nd(A). Supongamosqueit <oc, por lo queexisteE>, verificando

E,,t y t=it~

PuestoqueTA(E~) it,, Fi Upd(T, it~) 1 it,, = 0 tenemosla computación

E¡2’i-÷*EflT~M¾E2IUpd(T,it2)F~0E~IUpd(T,t2§~>...E,,¡Upd(T,itk)

y comoquieraque E,, t llegamosaE n~ist2’.

Análogamentesi, it = oc, puestoque TA(E~) it,, Fi Upd(2’,t) it,, — 0, la prueba

nuncapuedesincronizarcon el proceso,y por tanto tenemosquenuncapodrá dar

el visto bueno,de modo queE n4<ist 2’.

b Aat . b1. En tal casotenemosqueexisteE1 tal que

y bieBarb(Eí)

La pruebaseráde la forma

2’ = ([A’]; OK) O (mt; Ti) EJ (nr; OK)

dondeA’ es un conjuntode accionestemporizadasverificando A’ Fi A = 0; y
2’i es

unapruebaconstruidaa partirdel conjuntode barbas

= {b’ ¡ BA’ CA: A’ait . b’ e B}

de lasiguienteforma:

se



2
j

60 3.6. Equivalencia entre la Semántica de Pruebas y la Caracterización Operacional

.

• si R~ = 0 entonces2’~ = STOPy evidentementetendremosE1 iphst
2’í,

• siflí ~ 0 entonces7’~ seráunapruebabien formadacon respectoaB
1 y a b1, 4

conlo quepor hipótesisde inducción E1 njist
Tí

A’ al aPuestoque 2’ : Tí y A’ Fi A 0, en virtud de la proposición3.6.2, tenemosqueexisteunacomputacióndesdeE ¡ 2’ hastaFi ¡ Tí. Por hipótesis de inducción

tenemosqueFi 4st It y por tanto E 4st 2’. 4
O

Finalmenteya podemosdemostrarel resultadoquebuscábamos:

Corolario 3.6.13 Si E ~ 4), entoncesE « 4). 4
Dernositración. Razonemospor reducciónal absurdo,y supongamospor tanto queexiste

una barbab E Barb(4)) tal que no existe b’ e BarÉ(E) con 19 c& it En virtud de la 4
proposición3.6.10existeunapruebabienformada2’ conrespectoa Barb(E) y a b. Por la

proposición3.6.11 tenemosqueE must 2’, y aplicandola proposición3.6.12 tenemosque 4
4) 4st 2’, y lo queE ~ 4), queestáen contradiccióncon nuestráshipótesis.

0 4
Uniendoesteúltimo resultadocon el teorema3.6.5 obtenemosla equivalenciabuscada:

Teorema3.6.14 Si E, 4) e CRec(E
5~)se tiene MI

E~Q E«Q 4

MI
2
MI
4
MI
MI
a
LI
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Capítulo 4

Semántica Denotacional

4.1 Dominio Semántico

En la semánticadenotacionalse representacadatérminosintácticopormediode ún valor

en un cierto dominiosemántico.En nuestrocasorepresentaremoscadaprocesopor medio

de un conjuntoconsisitenitede barbas.Tendremosquetodoprocesopodráserrepre~entado

por un conjunto consistentede barbas,si bien, y como es habitual, el recíprocono será

cierto: puedenexistir conjuntosconsistentesde barbasque no puedanser generadospor

ningún procesosintáctico.

Definición 4.1.1 Un conjuntode barbasB es consistente,lo cual denotamospor B c

Bcon, si y sólo si cumplelas siguientescondiciones:

• B#0.

• Cerrado bajo prefijo: Si Aíaiti

do A verificando:

A»ía»1t»..íA»a»t»e Btraz(B), existeun esta-

— Aíaíiti . . . A,,1a,,1it»jA E B y

- Alit,,= A».

• Cerrado bujo continuaciones:

bs . (Al flat e Btraz(B).

• Temporalmente compacto: Si

compacto.

Supongamosque bs• A c B y uit E A, entonces

bs e Btraz(B), entoncesA(B, bs) es temporalmente

¡ 0

siente
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ej
Exigimosen primer lugar queel conjuntode barbasno seael vacío. El que los conjuntos

debanestarcerradosbajoprefijosestájustificadopor el hechode quesi unacomputación u’
hasido posible,el procesoha tenidoquepasarportodoslos estadosintermedios.La idea

intuitiva tras la segundacondición,cerrado bajo continuaciones,es quesi despuésde una

computaciónes posibleejecutarunaacción,entonceshade existirunacomputacionesque

continúanejecutandotal acción. La última propiedad,temporalmentecompacto,comoya

hemosindicado, estámuy relacionadacon el hechode que la semánticaoperacionalsea

finitamenteramificada.

Seríadeseablequelarelación« fueraun ordenparcial,sin embargono lo es puestoque u’
no verifica la propiedadantisimétrica.Ello implica inmediatamenteque la igualdadentre

conjuntosde barbasno puedeser totalmenteabstractacon respectoa la equivalenciade u’
pruebas.Sin embargoestono es totalmentecatastróficopuesse sepuedeprobarfácilmente
quelarelación« es un preorden.Entoncesparainducir un ordenparcialbastaconsiderar

la relaciónde equivalencia u’
fl1~fl2 ~ Bí«82AB2«Ri ej

de modoque la relación« induceunarelaciónde ordenen el conjuntococienteBcomp =

Bcon/ ~. T~abajarcon el conjunto Bcomp resultaríademasiadoengorroso,por lo que es u’
preferibleseguirtrabajandoconel conjuntoBcon. A pesarde que a nivel de la igualdad,

Bcon no seatotalmenteabstracto,demostraremosen cambioquela relación« si quelo u’
es,es decir

BconEE]~«BconEQ~ ~ E~Q u’
A partirde ello, se sigueinmediatamentequela igualdadenelconjuntoBcompestotalmente

abstractacon respectoa la semánticade pruebas. u’
Vemos acontinuaciónunaseriede propiedadesqueresultaránútilesde caraademos-

tracionespostreras: u’
Proposición4.1.2 Si E es un conjuntoconsistentede barbasy bs E Btraz(B), entonces

Barb(B, bs) es un conjuntoconsistentede barbas. u’
Demostración. Es fácil comprobarqueel conjuntoBarb(B,bs) en efectocumplelas con-

dicionesde ladefinición 4.1.1. u’
Proposición4.1.3 Supongamosque E es un conjunto consistentede barbas,A un u’
estadotal quend(A) oc, bs unab-trazatal queparatodo it e Y existeun estadoA1 de

u’
u’
4
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maneraque bs . A1 E B, A 1 it ~ A1 (resp. A1 1 it ~ A1) Entoncesexisteun estadoA’ tal

quebs . A E .8 y A c A’ (resp. A’ ~ A).

Demostración. PuestoqueE es completoy bs e Btraz(B), tenemosqueel conjuntode

estadosA(E, bs) es temporalmentecompacto. Se obtieneentoncesel resultadodeseado

como consecuenciainmediatade la proposición2.4.8.

O

4.2 Operadores

En estaseccióndefiniremosel valor semánticode cadauno de los operadoressintácticos

de la signaturaS~.

4.2.1 Interbloqueo y Divergencia

Tantoeloperadorde interbloqueoSTOP,comoelde divergenciaDIV, sonvaloresconstantes.

Paradefinir susemánticaanalicemossussemánticasoperacionalesy de pruebas.

El operadorde interbloqueo,STOP, no es capazde realizarningún evento, petodeja

quelos demásprocesossiganfuncionando,Por ello suvalor en términosde barba~será:

BconESTOP]~= {0}

El operadorde divergencia,DIV, al igual queel de interbloqueo,no realizaningúnevento,

perotampocodejaquelos demásprogresen.Por tanto tendráun único estadocompleta-

menteindefinido:

BCOU[DIV~ = {{I2O}}

TantoBcodSTO?]1como BconEDIV]~ sonconjuntosde barbasconsistentes.Ademástenemos

la siguiente

Proposición4.2.1

Barb(STOP) = {0} = BO,IIESTOP~ y Barb(DIV) = {{fZO}} = Bcon¡[DIVII

Con lo que la semánticadenotacionalde estosoperadoreses acordecon susemánticade

pruebas.

necesidad
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ej
4.2.2 Prefijo de Acción Oculta

Estudiaremosahorael casodelprefijo cuandoeleventoqueprefija es laacciónoculta: rit;E. ej
El único efecto visible de unaacciónoculta es el de retrasarla ejecuciónde las demás

acciones.Por tanto,si E es un conjuntode barbasconsistentey it E Y, definimos ej
BconErt1~(fl) = {b+it¡ be EJ

Estáclaro que si E es un conjuntoconsistentede barbas,se tiene que Bcon [wt;~(E) será

tambiénun conjuntoconsistentede barbas.Caraaprobarla abstracciónde la semántica

ej
denotacionalcon respectoala semánticade pruebas,hemosde demostrar:
Proposición4.2.2 SiendoE un conjuntoconsistentede barbasse verifica ej

• Si E « Barb(E) entoncesBconErt;~(E) « BarbQrit ; E)

• Si Barb(E) c< E entoncesBarb(rit ; E) « B~0~¡{rt;~(B). ej
Demostración. Por un lado tenemosque TAQrt E) = o, y puestoque nit ; ~ 2¾E,

‘ejtenemosque b c Rarb(E) si y sólosi b + it E Barb(rit ; E).

O

Ademássecumple

Proposición4.2.3 Si E «E’ y it e Y entoncesBc0~ Erit;~ (E) «Bcor,Erit;~(B) ej
Demostración. Es consecuenciainmediatadel siguientehecho:

ej
O

4.2.3 Prefijo de AccionesExternas u’
Estudiamosahorael casoen el que el eventoque prefija es unaacciónvisible: oit ; E, con ej
a e AcÉ. Tenemosqueel procesooit ; E únicamentepuedeejecutarla accióna en tiempo

it paraconvertirsetrasello en 1>. Por tantoparauit e TAcL y B, definimos ej
Bcon[ait;]~(B) = {Oat. b¡ be EJ U {{ait}}

Al igual queantes,tenemosque B00~¡[at;~(B) es un conjuntoconsistentede barbas.Para ej
probarla correspondenciaconla semánticade pruebasen estecasobastaprobarla

ej

ej

Li
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Proposición4.2.4 SiendoE un conjuntoconsistentede barbasse verifica

• Si E « Barb(E) entoncesBco~Eait;~ (E) « Barb(ait ; E).

• Si Barb(E) « E entoncesBarb(ait; E) « B~0n~at;]j(E).

Proposición4.2.5 Por un lado tenemosque .A(ait; E) = {{ait}}. Por otra parte

ait;E~M.*P y TA(at;E)={at}

Por tanto, Oait b e Barb(ait; E) si y sólo si b E Barb(E).

Ademástenemosqueesteoperadores monótonocon respectoal preorden«.

Proposición4.2.6 Si E « E’ y ait e TAcÉ entoncesB~o~Iait;~(E) «Bcon¡[ait;I(E’)

Demostración. Es consecuenciainmediatade los siguienteshechos:

• A(Bconl[at;]KB)) = AQ3codat;IRE’)) = {{aÉJ}.

• Si b « b’ entoncesOait . b « Zait . b’.

O

4.2.4 ElecciónInterna

A continuaciónestudiamosel primero de los operadoresbinarios: la elección interna.

Observandola semánticaoperacionaltenemosqueE Fi 4) se puede transformar de forma

no deterministabien en E o bien en 4). Por tanto, si Bí y E2 son conjuntosde barbas

consistentes,definimos

B~0dri(Bí,B2) = E1 un2

En estaocasiónelprobarlaconsistenciade Bcon[F1]~(Eí, 82) no es taninmediatocomoen

los casosanteriores.

Proposición4.2.7 Si E1 y ~2 sonconjuntosconsistentesde barbas,entonceselconjunto

de barbasB~0~¡1F1]J(El, E2) es consistente.

Demostración. TomemosE = Bc,nEflI(Eí, E2) = E1 U E2. ProbarqueE # 0 y queE

es cerradobajo prefijosy continuidadeses inmediatodadoqueE1 y E2 son consistentes.

Paraprobar la compacidadtemporal,tomemos bs c Btraz(E). Tenemoslas siguientes

posibilidades:

de
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• frs E Btraz(Eí) y frs ~ Btraz(E2). En tal casotenemosqueA(B,bs) = A(Eí,bs),

y puestoqueel segundoconjunto es temporalmentecompacto,el primero lo será u’
también.

• bs E Btraz(E2) y bs « Btraz(Bi). Casosimétricoal anterior. u’
• bs E Btraz(E2) y bs E Btraz(Ei). En estecasotenemos

A(B,bs) = A(Eí,bs) UA(B2.bs)

y puestoque A(Bi, bs) y A(E2,bs) son temporalmentecompactos,por la proposi-

ejción 2.4.9, tambiénlo es su unión, A(E,bs).

O ej
Cara a demostrarla correspondenciade la semánticadenotacionalcon la semánticade

pruebas,paraesteoperador,hemosde probarque se verífica la u’
Proposición4.2.8 SiendoE1 y E2 conjuntosconsistentesde barbas,y E1 y E2 procesos

se tiene ej
• Si Eí « Barb(Ei) y E2 « Barb(E2),entonces

Bc0~~F1j(E1,E2) « Barb(EíriP2) ej
• Si Barb(Eí) « Bi y Barb(E2)« E2, entonces ej

Barb(E1 F1E2) BconEF1]I(Ei,E2)

Demostración. Simplementehay queteneren cuentaque u’
E1F1E2>—4E1 y EiflE2>’—>E2 u’

y por tanto b E Barb(P1 Fi E2) si y sólo si b e Barb(E1) o b E Barb(E2).

O u’
Por último veremosqueésteoperadores monótonocon respectoa la relación«.

Proposición4.2.9 Si Bí «El y E2 «E entonces u’
B~04rtj(B1,E2)« B00~~n~(El,E)

Demostración. Si 19 e B~05[i(Bl,E) tenemosque 19 pertenecea E~ o a Ef2. Suponga- ej
mos queestáen E~ (el otro casoes simétrico). PuestoqueEí « E~ existeb E E1 tal que

be E1 y b «19, por lo que llegamosabc B~0~Eflj¡(Eí,B2). u’
O u’

2
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4.2.5 ElecciónExterna

Esteoperadores el máscomplicadode los vistoshastael momento. Observandola defl-

nicion de su semánticaoperacionalvemosquesólo las transicionescon accionesvisibles

resuelvenla elección. Hastaqueello sucedeambosargumentosestánpresentes,de modo

que los estadosdel procesoE 0 4) seránunacombinaciónde los estadosde E y los de

4). En cambio,unavez resueltala elección,el procesose comportarácomoel procesoque

hayarealizadola acciónvisible.

Daremosen primer lugar unasiguientedefinición, quemásadelanteutilizaremosde

nuevoen el capitulo 6 a la hora de la definir el operadorparalelo.

Definición 4.2.10 Si Aí y A2 sonestadosy C AcÉ definimos

AíLJaA2= (AínA2FiG)lt
u((Aí\G)lit)u((A2\G)l it)

siit<oc

en otro caso

donde it = min{nd(A1),nd(A2)}.

O

Observemosque cuando G = 0, el operadordefinido coincide prácticamentela unión

conjuntista; únicamente hay que tener en cuenta los tiempos de indefinición; cuando éstos

coinciden en ambos estados, nd(Ai) = nd(A2), se trata exactamentede la unión: A1 LI0

A2 Ai U A2. El conjuntode accionesO queaparececomo subíndice,se utilizará en

el operadorparalelo, representandoel alfabeto de sincronizaciónentre sus argumentos.

Si nos fijamos en la definición, observamosque las accionestemporizadasde A1 U0 A2

son las accionesquepodríanejecutardos procesoscontales estadossincronizandoen el

alfabetoO, estoes

• Las acciones que no están en O y puedenejecutarcadauno de los procesosindepen-

dientemente,y

• las accionesqueestánen O y puedenrealizarambosprocesos.

Finalmente el operador de elección externa queda definido como sigue: si Eí y1E~ son

conjuntosconsistentesde barbas,tomamos

B~0~[O]1(Bí,E2) {Aí U0 A2 A1 CE1 y A2 E E2}

U{(AíUA21Oait.b~ A1at•bEEi A2 EE2y nd(A2) >t}

U{(A2UAílit)at.b~ A2ait.bEE2AíEEíynd(Aí)>it}

beber.
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En primerlugarhemosde demostrarquese tratade un operadorentreconjuntosdebarbas

consistentes,lo quevienedadapor la ej
Proposición4.2.11 Si E1 y E2 son conjuntosconsistentes,entonces

E = B~0~[Oul(Eí,E2) u
es tambiénun conjuntoconsistentede barbas.

Demostración. De nuevola únicapropiedadno trivial es la compacidadtemporal.Para

ejdemostrarlatomemosun estadoA tal que nd(A) = oc, de modo queparatodo it e Y

exista bs . A1 e E conAl it = A1 1 it. Distinguiremosdos casos:

bs = e. Entoncesparacadate TexistenA11 e Bí y A1,2 CE2 talesqueA1 = Aí,íu~A1,2. ej
Puesto que estamos considerando un dominio de tiempo discreto y un alfabeto finito u
podemossuponerque*

A1,11 it=A1’,1 1 it y A1,21 it=Aí’,21 it para t’ >it ej
Tomemosentonces

y A2=UA1~ ej
1~T lcr

PuestoqueEí y E2 son consistentes, tenemos que A1 e E1 y A2 e £2, y por tanto ej
A = A1 LJ~ A2 e E.

bs = Aíadí . bs’. Paracadait e Y existenun conjuntode accionestemporizadasA
1’1 y u’

un estadoA1’2 con nd(A1’2) > itj de modo que A
1 = A”

1 u (At’2 1 ti) y severifica

• A1’1oit (bs’ . A
1) eBí y A

1’2 E E
2, o bien ej

• A
1’tat (frs’. Aí) E E

2 y A
12 E E

1.

Puesto que siempre podemos encontrar una subsucesión que así lo verifique, podemos

asumiro bien quese da siempreel primer casoo bien siempreel segundo. Supon- u
gamos que estamos en el primer caso. Además, puesto que estamos trabajando con
un dominiode tiempo discretoy un alfabetofinito, podemossuponerquet

A
1’1 = A”1 y Al~2l itj A”’2l ití Vit,it’eT

S1 tomamosun estadoA, tenemosqueAlt esfinito, y por tanto podemosencontrarunasubsecuencia ej
de instantes{$t ¡1 E Y, s~ =t} tal que A

8, 11 = A,,, it para 1 =1’.
tlgual queantespodremosencontrarunasubsucesiónquelo verifica.

u’
u
u
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TomemosA1 — At’1 y A2 — A’2 paraalgún it E Y. Tenemosentoncesqueparatodo

it e ‘Tse tiene A’aiiti . (bs’ . A
1) e E~, de modo quepor ser E, consistente, tenemos

queAí . (bs’ . A) e Eí, y por tanto

bs A = (A’ U A
2 1 iti)aíití . (frs’. A) CE

O

postreroParaprobarla correspondenciaentre la semánticadenotacionaly la semántica

de pruebasparaesteoperadorhemosde ver que

E
1 « Barb(E)

Barb(P) «Bí

y 82 « Barb(Q)

y Barb(Q) «E2

4. B~0,QJO~(Eí,E2)« Barb(E04))

!=~ Barb(E04)) «z BconEE]](Ei, E2)

Debidoala formamáscomplejaen laqueenestecasoestándefinidoslosestados,lademos-

traciónes másdelicadaqueen losanteriores.En primer lugarveamoscómoes el conjunto

de estadosde EOQ. Parafacilitar la lecturay puestoquelamayoríade las demostraciones

son eminentemente técnicas, éstas se encuentran con detalle en el apéndice A.

Lema 4.2.12

propiedades:

SiendoE y 4) procesos estables y convergentes, se verifican las siguientes

• Si idle(E) = idle(Q) = oc, entonces TA(E 04)) = TA(Q O E) = TA(E) U TA(Q).

rl

• Si E —> E’ e idle(Q) =it, entonces

TA(EOQ)l t=TA(QOP)1 t=TA(E)1 itUTA(Q)l it

Demostración. En el primer casobastateneren cuentaque

al’
PO

En el segundocasohemosde utilizar ademásque

al’Eo4)—>1? it<itA(E—>RV4)——>R)

O

Lema 4.2.13 SiendoA E A(E 04)) y it e Y, se tieneque

• Si nd(A) <it existenA>’ e A(P) y AQ E A(4)) talesqueA>’ Li0 AQ «A.

-¿Por
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• Si nd(A) =it existenA>’ e A(E) y Aq e .A(4)) tales que (A>’ U0 AQ) 1 it ~ Al it.

Comoconsecuenciadel lematenemosla siguiente

Proposición4.2.14 SeanE y 4) dos procesos. Si A E A(E 0 4)) entonces existen

A>’ e A(E) y AQe A(Q) talesqueA>’ U0 AQ« A.

Demostración. ParacadaestadoA e A(E 0 4)) existen dos posibilidades:

• Si nd(A) < oc, si aplicamos el lema anterior con it > nd(A), tenemos que existen

A>’ e A(E) y A~ E A(4)) de modo que A>’ L~ A<j «A.

• nd(A) = oc. Aplicando el lema anterior, tenemos que para cada it E T existen

A5, E A(E) y A5, e A(4)) talesque

(AZ~ U0 Ab) = (41it)u(Ablt)§A

Puestoque4 C A, Ab ~ A y tanto A(E) como A(4)) son conjuntosde estados

temporalmentecompactos,por la proposición2.4.8,existen estadosA>’ e A(E) y

Aq E A(4)) talesque A>’ C A y AQ~ A. Finalmentetenemos

A>’ U0 Aq = A>’ U Ac~ 12 A

O

Lema 4.2.15 Si A>’ E A(P), AQ e A(4)) y it E Y, entonces:

• Si nd(Ap) <it ó nd(Ac~) <it, entonces existe A e A(E 04)) tal que

Acz<A>’LOAQ

• Si nd(Ap) =it y nd(AQ) =it, entonces existe A e A(E 04)) tal que

Al it c (A>’ u0 AQ) 1 it

O

Proposición 4.2.16 Sean E y 4) procesos y consideremos dos estados A>’ E A(E) y

AQe A(4)). Entonces existe un estado A e A(E 04)) tal que A « A>’ U0 A~.

Demostración. Dados los estados A>’ y AQexistendosposibilidades:
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• nd(Ap) <oc ó nd(AQ) <oc. Supongamosque nd(Ap) <oc, en tal casotomando

it> nd(Ap), tenemosquepor el lema anterior existeA e A(E 0 4)) tal queA «
A>’ u0 A~.

• nd(A>’) = oc y nd(AQ) = oc. Aplicando el lema anterior,paracada it e Y existe

A1 e A(E 04)) tal que

A1 1 it (A>’ Le Aq) 1 it

Entonces como A(E 0 4)) es un conjunto de estados temporalmente compaéto, por

la proposición2.4.8,existiráun estadoA e A(E 0 4)) tal queA 12 Ap Li0 AQ.

Por lo queen cualquiercasotenemosA’ « A.

¡ 0

A continuaciónprobaremosquecadab-trazade E0 4) se puedeobtenercomo unacombi-

nación de un estadode E y unab-trazade 4), o viceversa,un estadode 4) y unab-traza

deP.

Proposición4.2.17 Si E0 4) ~ R entoncesexistenunab-traza Aíait . bs y un

estadoA2 verificando nd(A2) > it, Aí U (A2 1 it) G A de modo que se tiene unade las

siguientes condiciones:

• E R y A2 E A(4)) , o bien

• 4)=
4~44SRyA

2EA(E)

O

De maneraanáloga,todab-traza de E y todo estado(adecuado)de 4) da lugar a una

b-trazade E 0 4), y de manerasimétricaunab-trazade 4) 0 E.

Proposición4.2.18 Si E =44& R, y AQ E A(4)) es tal que nd(AQ) > it, eútonces

existeA A>’ U (AQ 1 it) verificando las siguientespropiedades:

• E04)==
4~4~R.

Aalbs

• QOE==~R.
EJ

Finalmente,como combinaciónde los resultadosanteriores,obtenemosel resultadoque

buscábamos.

Teorema4.2.19 SiendoEí y E2 conjuntosconsistentes,entoncesse tiene:

¡ qué
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• Si Barb(E) «E2 y Barb(4)) «132 entoncesBarb(EOQ)«BConEO]1(Eí,E2).

• Si Sí « Earb(E) y E2 « Barb(Q) entonces B~~dO]3(Bí, B2) « Barb(E 04)).

O

Paraconcluir estaseccióndemostraremosqueel operadorcorrespondientea la elección

externaes monótonocon respectoala relación«.

Proposición4.2.20 Si E~, ~l, 132 y Ef2 conjuntosconsistentesde barbasse verifica

Eí«EI y E2«Ef2
ej

!=~ B~04O~(Eí,E2) « B004O~(Bl,E)

Demostración. Sea b’ e BCOn[O~(Eí,E). Consideremos en primer lugar el caso en que

b’ es un estado A’. EntoncesexistenestadosAl E Ej y A e Ef2 talesqueA’ = A~ U~ A.

AdemáspuestoqueEí «El y B2 «E existirán estados A1 e E1 y A2 E E~ de modo

que Aí «Al y A2 «A. Tomamosentonces el estado A = Aí U0 A2 y tenemos que

y AEB~05EO~(Eí,E2)

Supongamos ahora que U

zadas Al y un estadoA

siguientes posibilidades:

— A’at~ ¡9’. Entonces existen un conjunto de acciones tempori-

tales que A’ = Al U Af2 it, nd(A) > it y se verifica unade las

• Aiait~ b” e E~ y A E E2 , o bien

• Alait .19’ e E y A~ e Ei

Supongamos que se da la primera posibilidad (la otra es simétrica). Existen entonces una

barba b1 e Ei con b1 «Alat U’ y un estado A2 e E2 verificando A2 «A;. Construimos

entonces la barba b de la siguiente forma:

• Si bí = A tomamos b = A1 L]~ A2.

• Si bí = A1at .14 y nd(A2) =it, como quiera que E1 es consistente existirá un estado

A~’ E Eí tal que Al’ it G A1. Tomamosentoncesb = A7 U0 A2.

• Si b1 = A1ait . bí y nd(A2) > it, tomamos b = (A1 U A2 1 t)ait . bl.

Vemos inmediatamente que en cualquiercasotenemosb « 19 y b E B~0~ EO~(Eí, E2).

O

ej

ej

ej
ej

ej

ej

ej

ej

ej

ej

ej

ej

ej

ej

j
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4.3 Semántica para ProcesosFinitos

Una vez definidoslos operadoressemánticos,tenemosinmediatamentedefinida la semán-

ticadenotacionalparalosprocesosfinitos. La mismaladefiniremosparatodoslostérminos

finitos en FRec(Eseq), de modo que los procesos finitos constituirán un caso particular. Pa-

ra poderdefinir lasemánticade procesosconvariablesdebemosconsiderarunaasignación

de valoresa las variables,es decir unafunción

p : Var í—* B~0~

Utilizando las mismas llegamos a la siguiente

Definición 4.3.1 Si E e FRec(Eseq) y ji es una asignaciónde variablesdefinimos

B~05 = f p(z) si E = z E Var
1. BconEop]I(BconlEi]Ip,.. .,Bc0~EP»1¡p) siP = op(Eí,. .. ,E2) y op Sseq

O

Si unadeterminadavariablede procesoz no apareceen E, la semánticadel procesono

dependerá del valor de x en la asignación de variables ji. En consecuencia, para procesos

finitos (términos finitos cerrados),podemoshablar tranquilamentede su semánticasin

preocuparnos de ninguna asignación de variables.

Definición 4.3.2 Si E e FCRec(Sseq) es un proceso finito definimos

BCOn[E~ = BCOn[E~P

dondeji es una asignación cualquiera de variables.

O

Comoconsecuencia de las propiedades de las funciones semánticas correspondiente a cada

operador, podemos probar que, para procesos finitos, la semántica denotacional dada es

completamente abstracta con respecto a la semántica de pruebas:

Teorema 4.3.3 Para todo proceso finito E e FCRec(S5eq), se tiene Barb(E) ¡3~0~EE]J.

Demostración. La demostraciónes inmediatapor inducción estructural, graciasa las

propiedadesdemostradasparacadauno los operadores:

• ParaSTO? y DIV, utilizamos la proposición4.2.1.

vendes
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• Parael operadorde prefijo con acciónoculta, la proposición4.2.2.

• Parael operadorde prefijo con acción visible, la proposición 4.2.4. u’
• Para la elección interna, la proposición 4.2.8.

• Parala elecciónexterna,el teorema4.2.19.

O u
4.4 ProcesosRecursivos ej
En esta sección daremos un valor semántico a los procesos recursivos. Para ello utiliza- u’
remos las técnicas clásicas de punto fijo. Desgraciadamente no hemos podido demostrar

que el preorden « es completo. Sin embargo hemos podido dar con un orden alternativo ejque silo es, conservandounafuerte relaciónconel orden «, lo que nos permitirá llevar

adelante nuestro trabajo de forma coherente. Para definir dicho este preorden necesitamos

primerogeneralizarla relación-< entreestadosdefinidaen la definición 2.4.4.

Definición 4.4.1 Siendob y b’ dos barbas, diremos que b está menos definida que b’, y

ejlo escribiremosb -< 19, si y sólo si se verifica una de las siguientes condiciones:

• b=A,19zzA’ yA’-<A. ej
• b = Aait . b1 , 19 = A’, nd(A’) =it y TAct(A’) = Al nd(A’).

• b = Aait . b1 , b’ = Aait . £4 y ¿4 —< bí.

O u’
Fijándonosen la definición anterior podemos observar que si tomamos una barba b de

modo que nd(b) = oc, para que se cumpla b -< 19, se ha de cumplir necesariamenteque ej
b = b’. Sin embargo, si nd(b) .c oc, más allá del instante de indefinición podemos tener

cualquierinformación, quedefina la barbaun poco más. A continuaciónextendemosla u’
relación -~ sobre conjuntos de barbas.
Definición 4.4.2 Diremos que E~ está menos definido que 82, y lo escribiremos E1 -< £2,

si y sólo si se verifican

• Paracadab2 e E2 existe bí e Bí de modoque bí -< b2. ‘ej
• Paracadabs . A1 e Bí, existe bs . A2 e E2 de modoque A1 -<A2.

u’
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¡ O

La idea que hay debajo de la definición anterior es la siguiente: cuando Sí -« B2 tenemos

que

• Si b1 E B~, estácompletamentedefinida, nd(bi) = oc, tendremosquebí también

habráde pertenecera E2. En cambiosi todavíano estácompletamentedefinida,

bastaráconqueexistaen 82 otra barbab2 que esté algo tanto o más definida que

• Cadabarbab2 e £2 proviene de definir algo más algunabarbade Eí.

Es fácil comprobarque la relación -< verifica las propiedadesreflexiva y transitiva. En

cambiono verifica la propiedadantisimétrica,por lo quela relación -< no es unarelación

de orden entre conjuntos consistentes de barbas, sino sólo un preorden.Estoimplica quesi

trabajamos directamente con esta relación, no podemos esperar en general la unicidad de

las mínimascotassuperiores.No obstante,todala teoríade cpo’s puedegeneralizarsesin

problemasal casode preordenes.En particularpodemosprobarque (Bcon, -<) es cómpleto

Paraello consideramosunacadenano decreciente¡3 de conjuntosconsistentesde barbas:

E1 —< B2 .< 133

Hemosde ver que tiene unamínima cotasuperior,es decir, queexisteun conjuntocon-

sistente de barbasIub(B) tal que

• Paracadai E IN se verifica E~ -.< lub(B).

• Si E’ es un conjunto consistente de barbas tal que Ej -< E’ paracadai e IN, eiktonces

lub(B) -< E’,

Definimosacontinuaciónel conjunto lub(13) quemás tardecomprobaremosque reúnelas

propiedades deseadas.

Definición 4.4.3 Sea ¡3 = {B~ ¡ i E IN} una cadena no decreciente de conjuntos de

barbas. Tendremosque bs . A E lub(B) si y sólo si se cumple una de las siguientes

condiciones:

• Si nd(A) <oc y para todo k E IN existe! > k de modoque frs~ A E E¿.

• Si nd(A) a oc, y para todo it 6 7 existe 1 E IN y un estado A1 verificando

bsA1ERg y A,1it=Alit

esto?
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u’
O

Observemosen el segundopuntode la definición anterior,queel estadoA, queaparece u’
ha de verificar nd(A¡) > it.

La siguiente proposición es una caracterización del conjunto que acabamos de definir u’
que resulta más cómoda algunas ocasiones.

Proposición 4.4.4 Sea ¡3 = {E~ ¡ i e IN} una cadena no decreciente de conjuntos de

barbas. Tendremos que b E lub(B) si y sólo si se cumpleunade las siguientescondiciones:

• Si nd(b) <oc y paratodo k e INexiste1=k quebs E E,. ej
• Si nd(b) = oc, y para todo it e T existe 1 e IN y unabarbab, verificando

b¡eE¿ y b¡iit=blt u’
Demostraczon. El resultadoes consecuenciainmediatadel siguientehecho: ej

tanto nd(bs. A) < oc nd(bs. A) = t(bs) + nd(A)y por ~ nd(A) <oc.

O s
Demostramosacontinuaciónque lub(13) es en efecto la menor cota superior de la cadena

no decreciente13. Precisamosparaello unaseriede lemasauxiliares, u’
Lema 4.4.5 Dadaunasecuenciade estadosde modo que

u’
entonces tomando A = lub{Aj ¡ i e IN} (definición 2.4.5) se verifican: u’

• Si nd(A) = oc y ite Y, existe 1 eIN tal que A,i t=Ai it.

• Si nd(A) <oc, existe le IN tal queA A,, paratodo k >1. <u’
Demostraczon. Observemosen primer lugar que nd(A) = sup{nd (A1) ¡ i E IN}, y por

tanto paracadait =nd(A), habráde existir ¿ e IN con nd(A,) =it. Puestoque A, -< A,,, u’
parak > ¿tendremosentoncesque A, it = A~ it, y por tantoAl it = A, it.

En el casode quend(A) = oc, de lo dicho anteriormente se sigue inmediatamenteel u’
resultado buscado correspondiente. Supongamos entonces que it = nd(A) .c oc. En tal
caso ha de existir 1 e IN tal que nd(A,) = it, y puestoque A, -~ A,, y nd(A,,) < it para

k >1 llegamosa A>, = A,. ej
O

ej

ej

j
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Lema 4.4.6 bs E Btraz(lub(B)) si y sólo si existe¿ e IN tal quefrs E Btraz(E¿).

Demostración.

rn
Seabs E Btraz(lub(B)); entonces por definición existe, una barba b tal que bs . b E 13.

Supongamosque b = bs’ . A’; distinguimosentoncesdos casos:

• nd(A’) < oc, en cuyo caso existe 1 e IN tal que &s~ (bs’ . A’) E E1.

bs e Btraz(E¿).

Con lo cual

• nd(A’) = oc, en estecasoexiste 1 E IN y un estadoA0 talesque

bs.(bs’.Ao)eE¡ y A010=A’1O

con lo cual bs E Btraz(E¿).

Supongamosahoraque existe 1 E IN tal que bs e Btraz(E,). Puestoque E, es

consistente,existiráun estadoA, tal quebs . A, e E,, y comoquieraqueE,, -< ~

podemosencontrarunacadena

verificandobs~ A,, e E,,. Tomamosentoncesel estadoA = lub{A,, 1 k =l} y por el

lema 4.4.5 tenemosque bs . A e lub(B), con lo que llegamosa bs e Rtraz(lub(B)).

O

Veamos ahora que Iub(B) cumple las condiciones necesarias para ser la mínima cota supe-

rior. La primerade ellases que lub(13), en efecto, es un conjuntoconsistentede barbas:

Proposición 4.4.7 Siendo13 = {E~ ¡ i e IN} unacadenano decrecientede conjuntos

consistentede barbas

tenemosqueel conjunto lub(B) siemprees es un conjuntoconsistentede barbas

Demostración. Hemos de comprobarque lub(B) verifica las condicionesde l~ defini-

ción 4.1.1. Parasimplificar la notacióntomemosE = lub(13).

-dijo
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• E # 0. Puestoque Ei es consistenteexistiráalgunabarbabs . A~ e E1. Entonces,

como E>, -< E,,~í, podemosencontrarunasecuenciade estados

de modo que bs . A~ e B~. Entoncessi tomamosel estadoA = Iub{A~ ji e IN}, por LI
el lema4.4.5 se tieneque bs . A e E.

• Cerrado tajo prefijos. Consideremosunab-traza

frs = A1ajtí .. . A,,ja,,1it,,~íA,,a,,it,,e Btraz(E) ej
Por el lema 4.4.6 existe 1 e IN de maneraquefrs e Btraz(E¿). Tenemos entoncesque

bs e Btraz(E,,) parak > 1. Entoncesparacada k > 1 existiráun estado~ de modo u’
que

— A1aíití . . . A,,1a,,1it,,1 . A” E E,,, ej
- A,, = A~ 1 ita. ej

Combinandodichosestadospodemosconstruirun estadoA verificando

— Ajaíití . . . A,,~1a,,~1it,,~1 . A e lub(B), ej
- A,, = Al it,,.

• Cerrado bajo continuaciones. Supongamosahoraque bs . A e E, y que oit E A. ej
Segúnla forma de A dos posibilidades:

— Sind(A) <oc,entoncesparacadake lNexistirál > kdemodoquebs~AEE¿. LI
PuestoquecadaE¿ es consistentese tiene

frs . (Al it)ait E Rtraz(E¿) u’
y por aplicacióndel lema4.4.6 tenemosquefrs (Al it)ait e Btraz(Iub(B)). ej

— Si nd(A) = oc y tomamosit’> it, tenemosqueexistirá1 E IN y un estadoA’

talesque bsA’eEp y A’lit’=Alit LI
Puestoque E, es consistentey A’ 1 it = A 1 it tenemosque ej

bs• (Al t)at E Btraz(E,)

Y al igual queque en el casoanterior,por aplicacióndel lema 4.4.6, tenemos LI
que bs . (Al it)ait e Btraz(lub(B)).

LI
LI
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• Temporalmente compacto. Seanbs e Btraz(E)y A = ..4(E, bs), y tomemosun estado

A tal quend(A) = ocy verificandoqueparatodo it e TsecumplequeexisteA, e A

tal que A, it A it. Entonces,puestoque A, e A, existirá 1 e IN tal que

bs~AjeE¡ y A¿lit=A,iit=Alit

por lo quebs . A E E, y en consecuenciaA e .4.

EJ

El siguientepasoconsisteen demostrarqueE es mayor quetodoslos conjuntosde barbas

de la cadena:

Proposición4.4.8 Sea13 = {E1 ¡ i E IN} unacadenano decrecientedeconjuntosconsis-

tentede barbas

entoncesE~ -.< Iub(B) para todo i e U.

Demostración. Parasimplificar la notacióntomemosE = Iub(B).

• Tomemosen primer lugarbsA e E. Si nd(A) <oc, existirál > i tal quebs~Ae 13¡.

como quieraqueE, -< E1, existiráb1 e E¡ tal queb1 -< bs . A.

Supongamosahoraquend(A) = oc. Entoncesparacadait E Y existen 1, E IN y

un estadoA,, talesque bs . A,, E B~, y A1, 1 it A 1 it. Sin pérdidade generalidad

podemossuponerque I~ > 1,’ parait > it’, por lo queha de existir it E Y tal que

i~ =i. Entoncesparacadacadait’ > it, teniendoen cuentaqueEj -.< El,, habráde

existir unabarbabs,’ . A,’ e Ej tal que

bs,’ . A,’ -< frs A,,,

Si algún bs,’ verifica Ion(bs,’) < Ion(bs) tenemosdirectamenteque bs~ . A,< —< bs . A.

Supongamosentoncesque todo frs,’ verifica Ion(bs,’) = Ion(bs), es decir, frs,’ = bs

y A,’ -< A,,,. Si existeentoncesit’ > it tal que nó(A,t) =it’ tenemosque A~’ -< A.

Supongamospuesquend(A,’) > it’ paratodo it’ > it, en cuyo casoo tenemos

it’ = A,,, it’ = Al it’

De dondecomo E1 es un conjunto consistentede barbas,el conjuntode estados

.4(13, bs) es temporalmentecompacto,y por tanto frs . A e E~.

el
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• Seaahorabs . A~ e Ej. PuestoqueEj -< E~ paratodo j =i, tenemosqueexiste

bs . A5 e B~ de modo que4 -~ A5. Tomemosentoncesel estado u’
A = Iub{Ag 1 j =4 u’

queverifica bs . A e E y 4 -< A.

O u’
Una vez comprobadoque Iub(13) es unacota superiorde la cadena13, hayqueprobar u’quees la menor (salvoequivalencia)de todasellas.

Proposición4.4.9 Sea13 = {E~ ¡ i e ]N} unacadenano decrecientede conjuntosconsis- u’
tentede barbas

~ u’
Si E’ es un conjuntoconsistentede barbasverificando que E~ -< E’ paracadai e IN,

entoncesIub(B) -.c E’. u’
Demostración. De nuevoparasimplificar tomaremosE = Iub(B).

• Consideremosen primer lugar tomemosb’ e E’. Puestoque paracada i e IN u’
E~ -.< E’, existirá una barbab~ = bs~ . 4 E Ej tal que b~ -< 19. Sin pérdidade

generalidadpodemossuponerque existe ko e IN tal que Ion(b,,) = Ion(b,,0) para u’
k=1c0, y por tanto bs,, = bs,,0. Distinguimosentoncesdos casos:

— Ion(b’) > Ion(b,,). En tal caso, paracadak=ko tenemosque u’
Aíadt . . . Amamitni. ¿/‘ , b>,=A1a1it1.A~,, y nd(A~3=itm u’

Puestoqueestamosconsiderandoun alfabetofinito y un dominio de tiempo

discreto,podremostomar k1 =ko de modo queA~ — A~,parak=kí,porlo u’
que tomandoA— A~ obtenemosb = Ajo1it1 . . . A e E y b -<19.

— Ion(19) = Ion(b,,). Tomemosque 19 = bs . A’, entoncescadabs>, parak=k0 ha u’
de serigual abs. De nuevopodemosdistinguir doscasos:

* Existe ter tal que para un número infinito de estadosA>, se tiene u’
nd(A,,) < it. En tal caso, puestoque estamosconsiderandoun alfabe-

to finito y un dominio de tiempo discreto,podremossuponerqueexiste u’
k1 =ka tal que A>, = A,,, parak =kí. Por lo que tomandoA = A,,,
tenemosb = bs . A E E y b -<19. u’

u’
4
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* Paracadait e Y existe I~ =kí~ tal que nd(A,~) =it. Entonces,puestoque

Alt -< A’ tenemosAId 1 it — A’ 1 it, por lo quebs . A’ E E.

• Tomemosahorab = bs . A E E. Segúnseael estadoA hay dosposibilidades:

— Si nd(A) <no, existirá1 E IN tal quebs . A e E~, y puestoqueE, -< E’ existirá

un estadoA’ tal que bs . A’ e E’ y A -< A’.

— Si nd(A) = no, paracadait E Y existenh E IN y un estadoA1 talesque

bs•A1 eE,, y A1lit=Alt

PuestoqueE,, -< E’, paracadait E Y existeun estadoA~ tal que

bs•A~EE’ y

lo cualimplica A~l it = Aíl it = Al it. Finalmente,puestoqueE’ estemporalmente

compacto,obtenemosbs . A e E’.

EJ

Unavez probadoqueel preorden-< es completo,vamosaenunciarsu relaciónconel

orden «. En primer lugar tenemosel

Lema 4.4.10 Si E -< E’ entonces£ «E

Demostración. Observemosque b -< 19 ~ b « 19, de dondeel resultado se sigue

inmediatamente.

O

En virtud del lema anterior,si tenemosunacadena13 con

tendremosque Iub(13) serátambién unacotasuperiorconrespectoa la relación«:

VieIN E~cC<Iub(13)

La siguienteproposiciónva másallá; nos indicaque Iub(13) seguirásiendola menor cota

superiorconrespectoal orden «:

Proposición4.4.11 Sea13 = {E~ 1 i £ IN} unacadenano decrecientede conjuntos

consistentesde barbas

Si E’ es un conjuntoconsistentede barbastal queE~ «E’, se verificará Iub(13) «E’.

principito.



u’
u’

82 4.4. Procesos Recursivos

u’
Demositración. Seab’ = frs’ . A e E’. Entoncesparacadai E IN existeunabarba

b~=bs~•A1eE~ t.q. b~«b’ u’
Puestoque estamosconsiderandoun alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto, u’
podemosencontrarunasecuenciade naturales

u’
de modoquebs>,1 = bs,,~ paratodo i, j e IN. A fin desimplificar la notación,sinpérdidade u’generalidad,podemossuponerqueexistek e IN tal que bs,, = bs>,’ parak’ > k. Tomando

frs = bs¡<, tenemosentoncesdosposibilidades: u’
• Ion(bs) = Ion(bs’). En tal caso,hay de nuevodos casosposibles:

- Existe it E Y tal paratodo A?> k se tiene que nd(A,,’) =it. Puestoqueestamos u’
considerandoun alfabetofinito y un dominio de tiempodiscreto,podemossuponer

que

_ u’
A,,’ = A,, para A? > k

TomandoentoncesA = A,, tenemosqueb = frs~ A e E y b «19. u’
- Paracada it e Y existe I~ =k tal que nd(A,~) =it. Puestoqueestamossuponiendo

un dominio de tiempo discretoy un alfabetofinito podemossuponerque u’
A,,Jit=A,,,lit para it’=it

Tomandoentoncescomo A el estado u’
A=UA,,lit u’

tER

y se verifica que b = bs . A E E y b «19 u’
• Ion(bs) < Ion(bs’). Supongamosque Ion (bs) = n y Ion (bs’) n, de modoque

bs = A~a1ití . . A1a¡it¿ . . A,,a,,it,, y frs = Alaíiti .. . Aa,it, u’
Tenemosentoncesquend(A,,’) =it,~t parak’ > k. Puestoqueestamosconsiderando u’
un dominiode tiempo discretoy un alfabetofinito, podemossuponerque A>,~ = A,,

para k’>k ytomandoA=A,,,tenemosqueb=bs•AeByb«b’. u’
O

u’
u’
J
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4.4.1 Monotoníay Continuidad

En lapresentesecciónprobaremoslamonotoníay lacontinuidadde losoperadoresseman-

ticoscon respectoal preorden --<. A fin de no recargarcon tecnicismosel desarrollode la

mismaalgunasde las correspondientesdemostracionesse posterganhastael apéndiceA.

4.4.1.1 Prefijo de AccionesOcultas

Veamosen primer lugarqueel prefijo conunaaccióninternaes monótono:

Proposición4.4.12 SeanE y 3’ dos conjuntosconsistentesde barbas. Si 13 -< E’ y

it E Y entoncesB~,,,¡[wt;~B -< 1300,,¡jjritjj(E’).

Demostración. Simplementehay queteneren cuentaque

b+it-<b’+it

O

Una vez que tenemosqueesteoperadores monótonopodemospasarademostrarque es

continuo:

Proposición4.4.13 Siendo13 unacadenade conjuntosde barbasconsistentes:

se tiene que Bco4[rit;~(Iub(13)) = Iub{13co,,Erit;]l(E~) ¡ i e IN}.

EJ

4.4.1.2 Prefijo con AccionesVisibles

Al igual queen el casoanterior,probamosen primer lugar la monotoníadel operadorcon

respectoal preorden-.<.

Proposición4.4.14 SeanE y E’ dosconjuntosconsistentesde barbastalesqueE -< E’,

paracadaat e TAct, se tiene 13c0,,¡[at;IE < BconI[ait;11(E’).

Demositración. Simplementehay queteneren cuentaque

O

-Supone
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Atacamosa continuaciónla continuidaddel operadorde prefijo:

Proposición4.4.15 Paracadacadenade barbas13:

se tiene B~05IIat;~(Iub(13)) = Iub{BconEatj(Ei) ji e IN}.

O

4.4.1.3 Elección Interna

De nuevovemosen primer lugar demostraremosla monotoníade este operador. u’Como

se trata de un operadorbinario, bastaprobarla monotoníarespectode cadaunade las

componentes:

Proposición4.4.16 SiendoE,Eí y E~ conjuntosconsistentesde barbas,tenemosquesí

E1 -..~ El, entonces13~04[rl~(Eí,E) -.~ BCOU~II(E1,E) y 13~0~~rI~(E, Eí) -.< B~0~[r1~(E, El).

Demostraczon. Bastaobservarqueesteoperadorno es otracosaquela uniónconjuntista.

La continuidadparaesteoperadorquedaexpresadapor la siguiente

Proposición4.4.17 Siendo Bí y 132 dos cadenasde conjuntosconsistentesde barbas

Eíí -~

13i2 —< E

13 y E21-<E22-<E23’”

se tiene 13~0AJri~(Iub(Bi), Iub(132)) = Iub{Bco4[F](Eii, E2~) ¡ i E ]N}.

O

Demostraczon. Peseaquela lademostraciónes bastantesencilla,preferimosdejarlapara

el apéndiceA.

O

4.4.1.4 ElecciónExterna

Al igual queen el casoanterior,parademostrarla monotonía,es suficienteprobarlacon

respectoacadaunade las componentes:

Proposición4.4.18 SiendoE,E~ y E~ conjuntosconsistentesde barbascon Eí -< E~,

se tiene B~~~[O~(Eí,E) -< 13~0~EO~(E1,E) y BconEO]](E,Eí) < 13~0~Eo]](E,E1).

O

84
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En estecaso,teniendoen cuentaqueacabamosde demostrarlamonotonía,parademostrar

la continuidaddel operadorelecciónexternabastaconsiderarla siguiente:

Proposición4.4.19 Siendo13í y 52 doscadenasde conjuntosconsistentesde barbas

~ y E21-<E22-<E2r~

tenemos 13conEO]~(Iub(13í), Iub(132)) -< Iub{B~0,,EC1¡(Eí~, E20 ¡ i e IN}.

O

4.4.2 Semánticade ProcesosRecursivos

La definición de la semánticade los procesosrecursivosla haremoscontécnicasde punto

fijo con respectoal preorden -.<. En las seccionesanterioreshemosdemostradoque los

distintooperadoresdel lenguajesoncontinuosconrespectoal preorden -.<. Puestoque -<

se trata simplementede un preorden(no es orden parcial), los puntos fijos mínimosno

seránúnicos,aunquesi los sonmódulola relaciónde equivalenciainducida,dadapor

Bi “-‘ 31-<132 A B2-<B2

Tras estasobservacionespodemosdar la siguiente

Definición 4.4.20 SiendoE e Rec(Eseq)y ji unaasignaciónde variablés,definimos

Bcon[opjI(Bcon [Pi Ip,~ . . ,

Econ[ElLO= por){ fix(.XE. Bcon[Pdp~Bpj)

síE=op(Eí,...E,,) y OPEZseq

si x e Var
sí E = RECx.Eí

Comodijimos anteriormenteel punto fijo mínimo seráúnico, módulo la relación a-’. Por

otro lado, puestoque paraE e CRec(Sseq)tenemosque 13CO,,I~E]J~ no dependede ji,

escribiremossimplemente!3Con[E]~. Por último recordamosqueel punto fijo mínimo de

unafunción se puedeobtenercomo limite (o cota superior)de susaproximacionesfinitas.

En nuestrocasotenemos

Iub{13~0,jap(E,k)~ ¡ k E IN}

O

una
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Abstracción

Vamosademostrarla correspondenciaparaprocesosrecursivosentreladenotacionaly la

semánticade pruebas.Dada la caracterizaciónoperacionalde la semánticade pruebases

suficienteprobar

Barb(E) 13conI[E~

Hemos visto que si E = REO x.Eí, ~ [P]J viene dado por el punto fijo mínimo de la

funciónquedefine al proceso.Observemosque mediantela regla [REC] de la semántica

operacionalestamoslogrando prácticamentelo mismo.

Lema 4.4.21 SiendoE un proceso,se verifican:

• Si b e Barb(E) y it =nd(b), existenk e U y unabarba19 talesque

b>, e Barb(ap(P,k)) y b,,lit=blt

• Si b e Barb(P), nd(b) < oc entoncesexistek e IN tal que

Vk’ > k : b e Barb(ap(P, A?))

Demositración. Simplementehay que teneren cuentaque cadacomputaciónfinita de E

puedesersimuladapor unaaproximaciónsuficientementeavanzadadel proceso.

EJ

Proposición4.4.22 ParacadaprocesoE se tieneBCOI4E~ « Barb(E).

Demostración. Puestoqueap(E,k) es un procesofinito, en virtud del teorema4.3.3 se

verifica

13c05[ap(E, k)~ Barb(ap(E, k))

Por el lema4.4.21 tenemosque Barb(ap(E,k))« Barb(P),por lo que

Y entonces,por la proposición4.4.11, concluimos13~05[P~ « Barb(E).

O

Lema 4.4.23 ParacadaprocesoE severifican:

• Si b e Barb(ap(E, k)) y nd(b) =it, entoncesexiste b’ e Barb(E) tal que b 1 it = b’ 1 it.

u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
J
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• Si b es unabarbatal que nd(b) <oc, entonces

(Vk e IN BE > ¡e : b e Rarb(ap(E, ¡e’))) 4. be Rarb(E)

Demostración. Parala primerapartebastateneren cuentaquecualquiercomputación

de ap(E,¡e) puedesersimuladaporE. Parala segunda,hemosde teneren cuentaademás

quela semánticaoperacionales finitamenteramificada.

O

Proposición4.4.24 ParatodoprocesoE se tiene Barb(E) «13con~E]j.

Demositración. Puestoque BCOn¡[EI r..~ Iub{Bconlap(E,k)]~ ¡ ¡e E ]N}, es suficienteprobar

Rarb(E) « Iub{B0o,,[ap(E,k)~ ¡ ¡e e IN}

TomemosbE Iub{13~,,,j[ap(E,k)~ ¡ ¡e e 1=4.Detallaremosel casoen el que nd(b) = oc, el

casoen el que nd(b) < oc seríamuy similar. Por la definición de mínima cota superior,

paracadait e Y existen4 e IN y b1 e Bco,-,j[ap(E, 4)~ de modo queb~ 1 it = b 1 it. Sin pérdida

de generalidadpodemossuponerque las longitudesde todaslas barbasb1 son iguales,

y ademásque l~ >
tv parait > it’. Puesto que ap(E,I~) es un proceso finito, por el

teorema4.3.3, paracadab~ existebl E Barb(ap(E,le)) verificandob « b,. Ahorapodemos

distinguir dos casos

• Existeito E Y de maneraqueexisteun númeroinfinito de barbas14 con ndQ4) =ito.

Puestoqueestamosconsiderandoun alfabetofinito y un dominiode tiempodiscreto,

podemossuponerque todasellas son iguales,y entoncestomaremosb’ igual a una

cualquierade ellas. Entonces,por la primera partedel lema 4.4.23 tenemosque

b’ e Barb(E). Finalmente,puestoqueb~
0 it = b lito, 14 « b~ y nd(19) < ito, tenemos

b’ « b.

• Existeun númeroinfinito de barbas14 de modo quendQ4) > it. Ental casopodemos

suponersin pérdidade generalidad,que todasellas lo cumplen. Sea14 = bsl . Al,

puestoqueestamosconsiderandoun alfabetofinito y un dominiode tiempodiscreto,

podemossuponerquetodaslas b-trazasbsl son igualesaunaciertaquedenotaremos

por bs’, y ademásqueASí it = 4 it parait’ > it. Por lasegundapartedel lema4.4.23,

paracadait e Y existe un estadoA7 tal que A5’ 1 it = A5 1 it y bs’ . A7 E Barb(E).

Tomamosentoncesel estado

A’ = U A’¡ it
teT

puestoqueA(Rarb(P),bs’) es temporalmentecompactoA’ e ..4(Rarb(E),bs’),de

modoque 19 = frs’ . A’ e Barb(E), y por tanto 19 « b.

gran
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O

Por último como combinaciónde las proposiciones4.4.22 y 4.4.24, tenemosel resultado

quebuscábamos:

Teorema4.4.25 ParacadaprocesoE, se tiene Barb(E) BCOU[E~.

O

Y entoncescomo corolarioobtenemosel resultadodeabstracciónde la semánticadenota-

cional respectoa la de pruebas:

Corolario 4.4.26 Paracualesquierason procesosE y 4), se tiene

P~4) ~
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Capítulo 5

Sistema de Ecuaciones

En el presentecapítuloveremosun métodopuramentealgebraicoquenos permitirá ca-

racterizarla semánticade pruebas: unaaxiomatizaciónde la equivalenciaobtenidavía

un sistemade ecuaciones.Aunqueparasimplificar hablaremosgenéricamentede un sis-

temade ecuaciones,másexactamentetendremosun sistemade ecuacionese inecuaciones

quedenominaremosEl. Las inecuacionesresultaránimprescindiblescuandotratemoslos

procesosrecursivos,paraprocesosfinitos bastaríatenerun sistemade ecuaciones.

Por tanto tendremosunaseriede reglasy axiomasquenospermitirándeducirecua-

cionese inecuacionesdel tipo

E=E4) y E<E4)

Lasigualdadesy desigualdadesquesededuzcanseráncorrectasconrespectoalasemántica

de pruebasde modo que

E<E4) * E~4)

E=E4) * E~4)

Peroademásel sistemaformadopor dichasreglasserátambiéncompleto,de modo que

E~4) * E<E4)

E~4) 4. E=E4)

Paradesarrollardicho axiomasnos basaremosen la semánticadenotacionalestudiadaen

el capituloanterior,cuyaabstracciónrespectode la semánticade pruebasha quedadoallí

probada,de modoque

B~0~[E~ «13~~~[4)]~ ~ E 24)
13~0jE~ l%44)]~ ~ E ~ 4)

economía
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u’
En consecuenciabastarádemostrarqueel conjunto de axiomasy reglas es correcto y

completoconrespectoadichasemánticadenotacional: u’
BCOII[E~ «13co,,[4)~ —~ E <E 4)

~ #=~ E=EQ u’
Parademostrarqueel sistemade axiomases correcto, bastair viendoquecadaunade

las reglasy axiomasdel sistemason correctos,cosapor lo generalbastantesencilla. La u’
demostraciónde la completitudsueleresultarbastantemáscomplicada.

Como es habitual comenzaremosrestringiéndonosa los procesosfinitos, paraposte- u’
riormenteintroducir reglasinfinitariasquepermitanmanejarlos procesosinfinitos. Para

demostrarla completitud del sistemade reglasy axiomas,demostraremosqueutilizando u’
losmismoscadaprocesose puedepasara formanormal,siendorelativamentefácil demos-
trar la completitudparadichasformasnormales. En el casode las álgebrasde procesos u’
no temporizadas,las formasnormalesson del estilo

fl[a;E~, u’
dondeA es un conjuntode estadoscerradobajounióny convexidad.Nosotros,en general, u’no podremosexigir dicho cierre,si bien necesitamosen su lugar un nuevotipo de cierre

quepuedeservisto como unageneralizacióntemporalde dicho cierre.

Antes de empezardandoecuacionesrecordemosqueestamosmanejandounaseriede u’
equivalencias,en principio diferentes:

• La igualdadsintácticaquedenotamoscon el símbolo=. u’
• La igualdadsemántica,la inducidapor la semánticade bruebaso equivalentemente u’

por semánticadenotacional.Comoquieraquecoinciden,denotamosambasmediante

el símbolo~. u’
• La igualdadque se deducirápor medio de las reglasy axiomasqueconstituyenen

sistemade ecuacionesE, quedenotaremospor =E~ u’
5.1 Conjuntos Pseudo—Convexosde Estados u’
Comohemosindicadomásarriba, en las álgebrasde procesossin tiempo,se exige que los

u’estadosqueaparecenen las formasnormalesseancerradosbajo convexidad. Ello es así
puespor ejemplo,un procesoquetengalos estados{o} y {b,4, no puededistinguirsede

u’
u’
J
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otro procesoquetengajunto a los dosestadosanterioreselestado{a, b}; en concretolos

procesos

E=a;STOPF1(b;STO?Cc;STOP) y 4)=Efl(a;STOPOc;STOP)

sonindistinguiblesen un álgebradeprocesostradicional.Sin embargo,en nuestromodelo

temporizadono sucedetal cosa,como ilustra el siguienteejemplo:

Ejemplo 5.1.1 Consideremosel procesoE = (al ; STO?) Fi (bl ; STO?EJ c2 ; STOP) Obvia-

mentetiene dos estados:{al} y {bl, c2}. Consideremosahorael proceso

4)= En (al ; STO?O c2 ; STO?)

Los estadosde 4) son los estadosde E másel estado{al, c2} queperteneceal cierre

convexodel conjuntode estadosde E. Sin embargolos procesosE y 4) puedendistinguirse

fácilmente;al efectobastaobservarqueen el procesoE laacciónc en el instante2 siempre

va acompañadade la acciónb en el instante1, sinembargoen 4) estono es cierto. Por lo

tanto,si consideramosla prueba

T = (bl ; OK) O (r2 ; OK) O (c2; STO?)

tenemosqueE must T pero 4) m/ist T.

En cambiosi consideramosel proceso4)’ = En (al ; STO?O bí ; STO?), ésteincorpora

el estadoA {al, bl}. En estecaso, dichaadición sí que no afectaa la semántica.

Fijémonosque el razonamientoque antesbasamosen la acción c en el instante 2 no

producirálos mismosfrutos. En concreto, las razonesquejustifican el que los estados

existentespermitanintroducir un estadonuevoA sinalterarlasemánticasonlossiguientes:

• Existeen elconjuntode partidaun estadoA’ (en nuestrocaso{al}) tal queA’ «A.

• Paracadaaccióntemporizadaoit queaparezcaen elestadonuevoA, existeunestado

A’ en el conjuntooriginal verificandooit e A’ y A’ 1 it c A. En concretoen nuestro

casotenemos:

— paraal e A tenemosel estadoA’ = {al},

— parabí e A tenemosel estadoA’ = {bl,c2}.

O

El ejemplo anterior nos muestraque al hacer el cierre adecuadode los estadosde un

proceso,podemosincluir algunosde los estadospero otros no. En concretolos estados

que se puedenincluir constituyenlo que llamamosel cierre pseudo-convezodel conjunto

de estadosen cuestión.

de
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u’
Definición 5.1.2 SiendoA un conjuntode estados,diremosque un estadoA estáen el

cierrepseudo-convexodel conjuntoA, A e pc(A), si y sólo si verifican u’
1. ExisteA’ cA tal queA’ «Ay no existeA’ e A tal queA’ «A y nd(A’) <nd(A).*

2. Paracada oit e AexisteA’ E Ade modo queate A’ y A’l ±12A.

DiremosqueA estácerradobajo pseudo-convexidad,o es pseudo-convexo,si A = pc(A). u’

O u’
Observemosen primer lugarque todoslos estadosque estánen el cierre pseudo-convexo,

estántambiénen el cierre convexo. Tambiénes interesanteobservarqueen presenciade u’
divergenciasestadosinicialesdel conjuntooriginalA podríandesaparecerdel cierre pc(A).

Ademásnuestraeleccióna la horade definir pc(A) nos conducea que dicho conjuntono u’
contengaa todoslos estadosquepodría contenermanteniendola noción de equivalencia

semántica.Parailustrar todoestoconsideremosel siguiente u’
Ejemplo 5.1.3 Consideremoslos procesos

E=lflV y 4)=DIVF1(aO;STO?) u’
Estosprocesossonequivalentesbajola semánticade pruebas.Porotra partetenemosque u’

y A(4))={{S2O},{aO}} u’
Esto nos indicaqueala horadedefinir el cierredelconjuntode estados.4(E), somos libres

en principio de introducir el estado {aO}, y razonandode maneratotalmenteanáloga u’
cualquierotro. De manerarecíproca,al calcularel cierre del conjunto de estadosdel

proceso4), podemosincluir o no el estado{aO} en el cierre. u’Nosotroshemosoptadopor no incluir el estado {oO} en ninguno de los casos. En

generaltenemosquebajoladefinición quehemosdadotenemosquela únicaforma de que

un estadoA verifiqueA E Ay A ~ pc(A) es queexistaA’ e A demodoquend(A’) < nd(A) u’
yA’«A.

O u’
Hemos dicho quepc(A) es un cierre, pero dicha afirmaciónprecisade la correspondiente

demostracion. u’
*Estacondición implica en particularqueexisteA’ eA de modo queA’ «A y nd(A’) = nd(A).

u’
u’
<3
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Proposición5.1.4 Paratodo conjuntode estadosA, se tiene

pc(A) = pc(pc(A))

Demostración. Paraver la igualdadde los dos conjuntosveamospor separadocadauna

de las inclusiones.

pc(pc(A)) ~ pc(A

)

SeaA e pc(pc(A)). Para comprobarque A e pc(A), veamosque se cumplenlas

condicionesde la definición 5.1.2.

1. Puesto que A E pc(pc(A)), existe A1 e pc(A) de modo que A1 « A y

nd(Aí) = nd(A). Como A1 E pc(A), existirá A2 E A tal que A2 « A1 y

no existeA e A tal quend(A) < nd(Aí). Por lo tanto tenemosque A2 c< A

y no existeA EA tal quend(A) < nd(A).

2. Seaahoraoit e A. EntoncesexisteA1 e pc(A) tal queoit E A1 y A1 1 t 12 A.

Puestoque A1 E pc(A) existirá A2 e A tal que ait e A2 y A2 it ~ A1, y por

tanto A2 1 it CE A.

pc(A) § pc(pc(A)

)

SupongamosahoraqueA e pc(A). Si A ~ pc(pc(A)) es porqueexisteA1 E pc(A)

verificandoA1 «A y nd(Aí) < nd(A). PuestoqueA1 e pc(A) existiráA2 E A tal

que A2 « Aí. De modo que A2 « A y nd(A2) < nd(A), y entoncesA g pc(A), lo

quecontradicenuestrahipótesisinicial.

EJ

Damosacontinuacióndos propiedadesinteresantesdel cierre pseudo-convexode un con-

junto de estados:

Proposición5.1.5 Paratodo conjuntode estadosA se tienen:

• Si A e A, existeA’ e pc(A) tal quend(A’) =nd(A) y Act(A’) = Al nd(A’).

• Si A es finito, y cada A e A tambiénes finito, entoncespc(A) es finito y cada

A’ E pc(A) tambiénlo es.

Demostración. Parademostrarel primer punto consideremosA e A. Si A « pc(A) es

porqueexiste A1 e A tal que A1 « A y nd(Aí) < nd(A). Lo mismo ocurre con A1: sí

tiempo
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u’
A1 « pc(A) es porqueexisteA2 eA tal que A2 « A1 y nd(Aí). Vamos asíconstruyendo

unasucesiónde estados u’
A=z A0 « A1.. A,,1 « A,, «

de maneraque nd(A,,í) < nd(A,j. Puestoque trabajamossobreun dominio de tiempo u’
discreto,la cadenano puedeser infinita y por tanto tienequeexisteun A,, e A de modo

u’
que A,, e pc(A). Si consideramosahorael estado

A’ = A nd(A,,) u’
sepuedecomprobarfácilmenteque A’ e pc(A) y verifica las condicionesrequeridas.

Parademostrarel segundopunto tomamosel conjunto u’
2t= UA~ActnxY

ACÁ u’
Puestoque A es finito y cadaA e A es finito, tenemosque QL es finito. Por otro lado

pc(A) C p(Qt)t, y puestoque QL es finito, concluimosquepc(A) tambiénlo es. Además u’
puestoquecadaA’ E pc(A) verifica A’ 12 21 deducimostambiénqueA’ es finito.

EJ ej
5.2 ProcesosFinitos

s
Comenzaremosel estudiodel sistemade ecuacionespor el casomássimple, es decir, los

procesosfinitos. Presentaremosun conjuntode ecuaciones,quedemostraremosque es u’
correcto y completocon respectoa la semánticadenotacional.Puestoque la semántica

denotacionalestotalmenteabstractaconrespectoalasemánticadepruebas,las ecuaciones u’serántambiéncorrectasy completasconrespectoala semánticade pruebas.

En primer lugar, en el cuadro5.1 tenemosun conjuntode reglasque indican que la

relación< es unarelaciónde orden y los operadoresdel lenguajeson monótonosconres- u’
pectoaella. Enbaseaellas tenemosquelarelación=E es unacongruencia.La corrección

de todas estasreglases consecuenciainmediatade la monotoníade los operadorescon u’
respectoa la relación«.

A continuación,en la tabla 5.2, tenemoslos axiomasde conmutatividady asociati-

ej
vidad de la elecciónexternay la elección interna, junto con los de idempotenciay de
distributividad. Tal y como se handefinido los operadoresen la semánticadenotacional,

es fácil demostrarquetodosestosaxiomassoncorrectos. Obsérvesequeladistributividad u’
~P(X)denotalaspartesdel conjuntoX

u’
u’
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E<E4), Q<EE
[EQ1J E<EE [EQ2] E=E4)

E<E4), 4)<ER [EQ4] E=E4

)

[EQS] E <E R E<E4), 4)<EE

[MOl] E <E 4

)

et;E<Eeit;4) cES

____________ P<E E’, 4)<EQ

’

[M02] E<EE’,4)<E4)’ [M03] EÑ4)<EE’fl4)’
EO4)<EE’O4)’

Tabla 5.1: Relaciónde equivalenciay monotonía.

entreel operadorde elecciónexternay el de eleccióninternasólo funcionaen un sentido;

es decir, la ecuación

E ri (4)0 R) E (En 4)) o (E Fi R)

no es correcta;como muestrael siguiente

Ejemplo 5.2.1 Consideremoslos siguientesconjuntosconsistentesde barbas:

131 = {{ol}, 0a10}

132 = {{bO},0b00}

= {{cl}, 0c10}

Tenemosque

E = BconIIfllREl,Bconl[0]RE2,ES)) — ( {al},{bO,cl}, 1
~ 0a10,{bO}c10,0b00 J

ebOe,{bO}o10, 0a10,0c10

E’ = 13con[fl]~(Bco,,[OI(Eí, 132), B~~,,[o~(13í, Ea)) = { {bO,al}, {al,cl},

En consecuencia19 = 0c10 e E’, perono existe ningún b E E verificando b « b’, y por

tanto E 5t E’.

O

A las reglasy axiomasquehemosvisto hastaahoralas podríamoscalificar de habituales

en las álgebrasde procesosordinarias.A partir de ahoranos centramosen unaserie de

reglasmásespecificasparala extensióntemporalqueestamosestudiando.Comenzaremos

dandounaseriede definicionesy notacionesauxiliares:

-dijo
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EO4)=E4)EJE

EH4)=E4)flE

EO(4)OR)

En (4) Fi R)

E =E PO E

E =E E Fi E

STO?OP E

oit ; E O oit ; 4) E oit; (E

oit; E Fi oit; 4) E oit; (E

E o (QnR) B (Po 4))

—E (PO 4)) 0 R

—E (E Fi 4)) nR

Fi4))
FiQ)
9 (P O II)

Tabla5.2: Conmutatividad,asociatividad,idempotencia,distributividad

Definición 5.2.2 { It; DIV• Siendoit e TU {oc} definimosDIV(it) =
si it < oc

siit=oc

• Dadaunafamilia finita de de procesosdefinimos la elecciónexternageneralizada

entresus miembros,de la forma siguiente:

]4)
Q60

L1~=
QE{P}uP

Análogamente,paraconjuntosfinitos, pero

ción internageneralizadaentreellos:

Ñ

— STOP

4)
QE{P}

QE {P}U?

4)=EFifl4)
QE?

Estasdefinicionesvienenjustificadaspor el hechode que tanto la elecciónexterna

como la internason conmutativasy asociativas.

• SiendoA un estadofinito con itA = nd(A) su instantede indefinición, si paracada

oit e A tenemosdefinidoun procesoasociado~ entoncestomaremos

] Pat = DIV(itÁ) O ~jjjoit; Pat
aiEA atEA

[COM1]

[00M2]

[ASO 1]

[ASO2]

[IDi]

[1D2]

[1D3]

[DISí]

[DIS2]

[D1S3]

ej

LI
mi
ej

ej

LI
LI
a
ej

EOE4)
QE?

no vacíosen estecasodefinimos la elec-

ej

mi
LI
ej

LI
ej

LI
ej

ji”

j
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O

Antesde continuarobservemosque, graciasal axiomade idempotencia[1D2], el siguiente

axiomaes correcto

Ello quieredecirquesiemprequehagamoslaeleccióninternade dosprocesosqueseanasu

vez sendaseleccionesinternasgeneralizadas,podremosquitar los procesosqueaparezcan

en la intersección.Parasimplificar la notación,siemprequeaparezcaneleccionesde este

estilo, supondremosqueestaremoseliminandolas posiblesrepeticiones. Todo lo dicho

anteriormentevale exactamentelo mismoparala elecciónexterna,puestoquegraciasa

los axiomas [IDi] y [1D3] tenemos

E
CPU Q

Tabla5.3: Ecuacionesespecíficassencillas.

Axiomas

Paracompletar

siguientes:

el conjuntode axiomas,parael caso de procesosfinitos, necesitamoslos

• Siendo it, it’ e T, tenemoslos siguientesaxiomas:

[Li]

[12]

[13]

[141

[Li] ‘Tit; (et’ ; E) pze(it+it’) ; E e eS

[12] it; (EEJ4))=E(r;E)0(’rit;4))

[13] ít;(Efl4))=E(í;P)FiCrit;Q)

[14] it ; STO? E STO?

[Dlvi] nIv(it) o DIV(it’) =~ DIV(it) ~ it < it’

[DIV2] DIV(t) ~ 3 oit; P~=E DIV(it) O 3 oit;
atEA atCAlt

rit;(eit’;E)=pje(it+it’);E ceS
it; (PO 4)) E (it ; E) EJ (it ; 4))
it; (E ri 4)) E (it ; E) Fi (it ; 4))

it ; STO? E STO?

el
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[PCi] (EAOooto;E)Fi(QfOaoito;4))=E(EÁEJaoito;E)Fi(QnOooito;(EFi4)))

donde PA = E6~CÁPat,

ito < min(nd(A), nd(E))

Qn = Daten Qat,

y Alito~E

[P02] E PatFi E QatE LI PatFi LI Qat
aieA ateR aieA atefl’

donde A«E, itA=nd(A)<oc, E’ = El
tA U {QitA}

[¡‘03] flPÁ=E fl P>~
ACÁ AEAU{B}

donde EA E E Ej, paracadaA E A
ateA

~«A, BACA:Acz<E

VaitEEBAeA: aitCAAA1itCE

PB ~ donde E~=fl{P~¡AeA, aiteA, AlitCE}
atES

Tabla 5.4: Ecuacionesespecificasparael cierre pseudo-convexo.

• Si it, it’ E Y u foc} verifican it < it’, tenemosel axioma

[Dlvi] DIV(it) O DIV(it’) =E DIV(it)

• Paracada conjunto finito de accionestemporizadasA CE TAct, consideramosel

axioma

[DIV2] DIv(t) o ] ~at E rnv(±)EJ
ateA

E Pat
at6Alt

• Seanahorados estadosfinitos A y E, a los que tenemosasociadoslos procesos

y 4)n=EQuPA= EEat
ateA

Si a
0t0 E TAcit es unaaccióntemporizadaverificando

l,t~ E

ito < min(nd(A), nd(E)) y A~it0qB

entoncestenemosel axioma

[PCi] (PÁOooito;E)Fi(4)nOaoito;4))=E(PAOooito;E)Fi(4)nOooito;(EFi4)))

ej

a
LI
ej

ej

LI
ml

ej

ej
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a
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LI
LI
ej

LI
ej

LI
LI
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• Si A, E son dosestadosfinitos tales queA «E y tA = nd(A) <oc, entoncesconsi-

derandoelestado

E’ = El itA U {I?itA}

tenemosla ecuación

[P02] E E<~jfl LI 4)u=E E E~t~ E Qat

atEA ateS aieA atES’

• Paradefinir el último, y más complejo de los axiomasvistos hastaahora, consi-

deremosun conjunto finito no vacío de estadosA tal que cadaA e A es finito.

SupongamosqueparacadaA E A tenemosasociadoun proceso

EA = E
ateA

SeaentoncesE « A un estadofinito tal que

— existeA EA tal queA « E y

— paratodo bitE E existeA e A tal quebit EA y Al it CE.

Consideramos entonces el proceso:

P5= [“2
ateS

dondeparacadaoit e E tenemosel procesoE2 = [?{E~ ¡ A e A, oit e A, Alt ~ E}.

Tenemosentoncesel axioma:

[PC3] REA=E ¡~ EA
ACÁ Ae.4u{B}

En la tablas5.3 y 5.4 tenemosrecogidaslas ecuacionesespecificasparanuestrolenguaje

temporizado.La demostraciónde la correcciónde todasellas es bastantesencilla. Utili-

zandoestosaxiomaspodremospasar cadaprocesoa forma normal:

Definición 5.2.3 Un procesofinito estáen forma prenormalsi y sólo si tienela forma

(EI’ot
ACÁ \atEA/

dondecadaunode los procesosE~i estátambiénen forma prenormal.Diremosel proceso

estáen forma normal cuandoel conjuntoA seapseudo-cerradoy cadaE4 estéen forma

normal.

EJ

vendedor-.



LI
u’
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ej
Nota: El casobasede las definicionesanteriorescorrespondeal casoen el que

A={Aí,A2.’.A,,}

dondecadaA1 = {fltj} o bien A1 = 0. En estetal tenemosque

7~

ej

mi
‘>= [1~iW~1)dondeit1 =oc siA1 =0

1= ej
En el casode las formasnormalesA ha de serpseudo-cerrado,de modo queel casobase

paralas formasnormalescorrespondea los procesosE seade la forma

1’ = niv(t)
ej

con it E TU {oc~

LIDefinición 5.2.4 Si E es un procesoen forma prenormal,definimos la profundidadde

E, prof (E), como sigue:

u’Tt

siP= [1DIVej)

prof(E) l+mox{prof(E¿~)¡
1=1

AcA AoitEA} siE=fl [Eá’1
ACÁ ateA

O

Parademostrarla completituddel sistemade axiomasseguiremoslos siguientespasos:

• Cualquierprocesose puedetransformarmediantelas ecuacionesen unaforma pre-

normal.

• Cualquierprocesoen forma prenormalse puedetransformarusandolas ecuaciones

en un procesoen forma normal.

• Si dos formasnormalessonsemánticamenteequivalentes,entoncesse puedededucir

la igualdadentreambas.

Proposición5.2.5

queE E 4).

Demostracion.

Si E es un procesofinito, entoncesexiste4) en forma prenormaltal u’
Hacemosla demostraciónpor inducciónestructuralsobreE

CasosBase TenemosSTOP = DIV(oc), y E = DIV = DIV(O).

CasosInductivos Hemosde distinguir los siguientescasos:

loo

LI
ej

u’
ej

LI
ej

u’
u’
u’
4
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Prefijo. SeaE = a ; Eí; por hipótesisde inducción tenemosexiste 4)~ en forma

prenormalverificando 4)í =E E1. Si e = o e Act entonces4) = oit; 4)i estáen

forma prenormaly tenemosque 4) =E E. Si por el contrario e = ‘r, entonces

aplicandoal procesoit; 4)í las reglas[Iii, [12], [13] y [14] nosda un proceso4)
queestáen forma prenormal.

Elección interna. SeaE = Eí Fi “2. Por hipótesisde induccióntenemosprocesos

4)í y 4)2 en forma prenormalde modo que E1 =E 4)í y E2 =E 4)2. Tornamos

entonces el proceso 4) = 4)í F14)2, es claroque4) estáenforma normaly 4)=EE.

Elecciónexterna. SeaE = Pi ri E2. Por hipótesisde inducción existiráptocesos

en forma prenormal4)í y Rí de modo que 4)í =E E1 y 4)2 =E E2, por tanto

E =E 4)í 0 4)2. Siendoentonces

4)í=RL4)t~ y 4)2=Ñ[4)2t~
ACÁatCA 5613btES

consideraremosel proceso

= E! (aYA~’~’) ~ (~)
BES

Por el axioma[DIS2] tenemosqueE’ =E 4)í EJ4)2. EntoncesparacadaA EA

y E e 13 consideramosel estadoC = A Li0 E, y paracadacit e C consideramos

el proceso4)~ dadopor

4)S1= 4)2~ sicitEE\A,

1 4)l~Fi4)2Z sicitEAUE.

Tomemosentonces

4)= IT [4)~
C,4U0B ctEG
ACÁ, BES

y tenemos,porun lado,que4) estáen formaprenormal,y porotro queaplicando

las ecuaciones[DIS1], [1D31, [Dvii] y [DLV2] obtenemosque 4) =E E’, por

lo que 4) E E.

O

Proposición5.2.6 Si E estáen forma prenormal,existe4) en forma normal de modo

que E =E 4), además se cumple que prof (E) =prof (4)).

Los
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Demostroción.
ej

Haremoslademostraciónpor inducción sobrela profundidadde E:

n
prof(P) = 1 En tal caso tenemosE = fl DIV(it~) con it1 e TU {oc}. Si tomamos

izrl

it = min{iti ¡1 <i <n}, aplicandoel axioma [PC2] tenemosE =E DIV(it)

menteDIV(it) estáen forma normal.

prof(P) > 1 Sea E de la forma

~=R ]“á~
ACÁ atCA

y clara-

Consideramos13 = pc(A). Aplicando la proposición 5.1.5 tenemos que 13 es finito.

Partimosdel procesoE y lo vamostransfo+mandohastaconseguirun procesoE” en

forma prenormaltal que

A(P”) = 13 y E”=EP

de la siguientemanera:

• ParacadaE e 13 \ A tomamosel proceso

E5= LI ait;PJ
dUCE

donde E~fl=Ñ{I%~ ¡ ot e AyAlit’E}

Consideramosentoncesel proceso

P’=EO ~
BCB\Á

Aplicando la ecuación[PC3] tenemosque E’ =~ E y prof (E’) = prof(P).

• ParacadaA e A \ 13 tenemosqueexiste A’ e 13 tal quese verifica

nd(A’) < nd(A) y TAct(A’) = Al nd(A’)

Por tanto,si tomamosel proceso

““=R L~’~’1
ACS atCA

por el axioma [P02] tenemos que E” =E E’, ademásprof(E”) =prof(E).

Ahora, paracadaA e 13 y oit e A tomamos

Q~ =¡7{E~f¡ A’13, oiteA’ A’l itCA}

LI
mi
LI
LI
LI
LI
LI
LI
LI
ej

mi
LI
LI
ej

LI
ej

LI
j
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aplicandoel axioma[PCi] tenemos

E~~=E Fi E Qá4~
ACB aiEA

Entonces para cada A E 13 y oit E A tenemosqueprof(4)~) <prof(E), de modo que

aplicandola hipótesisde induccióntenemosqueexisteun procesoen forma normal

4)l~ tal que

Q1á=E4)~

Finalmente,tomando

ACH atCA

obtenemosE”=E4) y portantoE=E4). Además,puestoqueen virtud de lahipótesis

de induccióntenemosque prof (4)1~) =prof (4)~) para cada A e 13, tendremosque

prof (4)) < prof(P).

O

Proposición5.2.7 SeanE y 4) procesosen forma prenormal

E=Ñ(]Eál) y

talesque 13conEE~ 13~
0~¡f4)]j. Entoncespc(A) = pc(13) En particular, si E y 4) estánen

forma normal, tendremosqueA = 13.

Demostración. Parademostrarla igualdadde los dosconjuntosde estadosprobaremosla

dobleinclusiónentreellos. Debidoa lasimetríade la proposiciónbastaprobarcualquiera

de ellas,puesla otra seríatotalmentesimétrica. ConsideramosentoncesA E pc(A). Para

ver queA E pc(S) veremosquedichoconjuntocumplelascondicionesdela definición5.1.2

conrespectoa 13. A fin de simplificar la notacióntomaremos

Ei.13conIlPlI = {AIACA}U

{(Alit)oit.bIAEA,aiteA,be13con[E¿fl}

E2=Sconl4)I = {A¡AE13}U

{(A1 t)at.bj A eS, oit E E, be 13c0»¡4)fl}

• PuestoqueA E pc(A) existiráA1 E A de modoque A1 «A. Por otra parte,como

4) « E, existiráA2 E 13 tal que A1 «A2, y por tanto A2 «A.

Supongamos ahora que existe A2 e 13 tal queA2 «Ay nd(A2) < nd(A). Puestoque

¡3conEE]1« 13c~,n¡[4)]~ tendremosalgún estadoAi E A de modo que A1 « A2, y por

expertos
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ej
tanto A1 «A. Además,puesto quend(Aí) =nd(A2) tenemosquend(Ai) < nd(A),

lo cual estáen contradiccióncon el el hechode queA E pc(A). u’
Hemosvisto por tantoqueexisteA2 E 13 tal queA2 «A, y ademásno existeA e 13

tal queA «Ay nd(A2) <A. u’
• Tomemos ahora oit E A. En primer lugar observamosque it < nd(A). Por otro

lado, por la definición de conjuntopseudo-convexo,tenemosque existe A1 e A tal u’
que oit e A1 y A1 1 it § A. Puesto que13COnEPfrI es un conjuntoconsistede barbas

existiráal menosun estadoA? E 13con~EfrI,tomandoentoncesAl = Aíl tseverifica u’
= AloitA? e B~

Por otra parte13con[4)~ « 13CO~EE]¡, entoncesexiste b2 E 5conE4)~ tal que b2 « b1. u’
Ahora hemosde distinguir dosposibilidadesen funciónde la barbab2: u’

= A’2 con A « A’~ y nd(A) =it. En tal caso,puestoque BCOnEE~ « 13conEA]~

existiráAl” E A de tal queAl” «A. Portanto tenemosA7 « A y nd(A7’) <

_ u’it < nd(A), lo que estáen contradicción con el hechode queA e pc(A), por lo
queestecasoquedaexcluido.

= A’2atA’~ con A § Al y A~j « A7. Entonces existirá un estado A2 e 13 tal ej
queA2 1 it = A; y oit E A2, con lo cual se cumpliría la segundacondiciónde la

definición 5.1.2 paraqueA e pc(S). u’
O

Proposición5.2.8 ParacualesquieraE y 4), procesosen forma normal se tiene u’
Bcon¡fPfr13con¡[Q]l =~. E=~4) u’

Demostraczon. Haremosla mismapor inducciónsobrela profundidadde E: u’
prof (P) = 1 En tal casotenemosqueE = DIV(t), y por tanto

{=1it} siit<oc u’
U Ji ‘i 0 siit=oc

y comoquieraque 4) estáen forma normal tenemosque 4) = DIV(it). ej
prof (P) > 1 Tenemosentoncesque u’

~=R L”’á~
ACÁatCA ej

u’
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por tanto

Bcon¡[E~ {A¡AeA}u

U{(Alit)oit~b¡AEA,aiteA,beBconEEfl}

Puestoque4) estáen forma normal ha de ser de la forma:

4)=fl [4)~
565 biES

y por tanto

Bcon¡fQfr {BjAEI3JLJ

u{(Alflbit.b¡ AE13, oteE, ~

Aplicando la proposiciónanterior tenemosA = 13. Ahora, paracadaA e A y para

cadaoit E A consideramos los procesos

E1~=Ñ{Eáf ¡A’ EA, oit E A’yA’lit~A}

Por el axioma[PCi) tenemosque

E=ER [rn~
ACÁ atEA

y 4)=Efl 34)1~
ACÁ aiEA

DemostremosahoraqueE1~ 4)1~, paraello tomemosb e El~; tenemosentonces

que

Al it bE BconEP~

Por otra parte,puestoque4) E existe b’ E 13~~~[Q]j tal que

19 « Al it. b

Si 19 fuera un estado A’, tendríamosque nd(A’) < it y TAct(A’) G A, con lo que

llegaríamos a

nd(A’) < nd(A) y

de modoqueA no seríapseudo-cerrado.Hemosde tenerentonces

19 = A’aitb” con A’ CA y 19’ «b

Pero en tal casoexistiráun estadoA” E A tal que

oitEA”, A’A”lit y b” e Bcon¡4)1~t

han
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mi
Puesto que A” 1 it = A’ 12 A tendremosque b” e Bconl[4)lfl con lo cual que-

da demostrado4)l~ « E1~. Haciendo un razonamientosimétricoobtendríamos

P1~ «4)1~.

ComoquieraEl~ y Ql~ estánen forma prenormal,existiránprocesosP2~’\ y Q2~

en forma normal talesque

p
1A p2A

atE tú y Ql~=nQ2~\

Puestoquelas reglasdel sistemason correctastendremos

E2~ 4)2~

y como prof(P1~)=prof(E2~), por hipótesisde inducciónobtenemos

E2~=E 4)2~

de modo que

E E IT Eoit;PBI
ACÁ aieA

—E fl [ait;E2~
ACÁ aIEA

E4)

Finalmente,como corolariode los anteriorestenemosla completituddel sistemade ecua-

ciones:

Teorema5.2.9 Paracualesquieraprocesosfinitos E, 4) e FRec(Eseq), se tiene

13conEE~ BconE4)~ 4. E=~4)

Aplicandola proposición5.2.5 tenemosque existenprocesosE1 y 4)í en

forma prenormaltalesque

Eí=eE y Q1=E4)

Por la proposición5.2.6 existiránentoncesprocesosE2 y 4)2 en forma normal, tales que

Ei=EE2 y Qt=E4)2

Puestoquelas del sistemaecuacionessoncorrectas,tenemos

13conEE2~ Bcon¡Ei]~ Bcon[E~

De modo queaplicandola proposición5.2.8 obtenemosE2 =E 4)2, y por tanto E =E 4).
•0
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E [1LI oit.c¿2Á E [1 LI at;Ql~
ACÁ aiEA ACÁ aieA
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LI
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5.3 ProcesosRecursivos

Parapoderdeducirpropiedadesde los procesosrecursivoshemosde podermanejaraxio-

máticamentela relaciónde ordenentreprocesos.Surgenasí las inecuaciones,algunasde

las cualesya hanaparecidoen la tabla 5.1. La primera inecuaciónqueconsideramoses

lareglamáscomplejaquehemosvisto hastael momentoen el sistema.Paraintroducirla

consideremosdosprocesosE y4) en forma prenormal:

E=ITLiEá~ y 4)=ITE4)~
ACÁ aiCA AEBaICA

Además,paracadaE E 13 y oit e E consideremoslos conjuntosde estados:

Per(A,A,oit) = {A’¡ A’ eA, oite A’, A’l it~ A}

BM(A,A,ait) {A’ ¡ A’ e A, nd(A’) =it, A’ «A}

Se tiene

(BA’ E A: A’ «A) A

VAE13

[ME] 1 E<E4)AVateA(V yPer(A,A,oit)#0 A [1 E4’<E4)¿’¿A’ CPer(Á,A,at>

Dado lo complejode la regla anterior vamosa intentar explicarla. Medianteesta regla

pretendemoscaracterizarla relación« entreprocesosqueestánen forma prenormal;es

decir, lasituaciónen la queparacadabarbab de 4) existeunabarbab’ de E peor. Según

sea dicha barba tenemos dos posibilidades:

• El primer casoes quela barbab seaestadoA e fi. Entonces ha de existir un estado

A’ de E tal queA’ «A. O sea

VA e 13 BA’ e A: A’ « A

quees precisamentela condición de la premisade la regla[ME].

• El otro casoes quela barbab seade la forma Aíat b1. Entoncesexistiráun estado

A E 13 tal queoit e A, A1 = Al it siendo b1 es unabarbadel proceso~ Paraque

existauna barbamenor en E haydos posibilidades:

— Se trate de un estado A’ e A verificando nd(A’) =it y TAct(A’) § Ai, y por

tanto A’ «A. Se verifica entonces

BM(A,A,oit) ~ 0

hecho
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— La mismaseade la forma Albit . con A G Aí y 14 .c< b1. Entonces existirá

un estadoE, A’ e A, tal que = A’ 1 it, oit e A’ siendo 14 es unabarbade

E4. Verificándose es este caso

Per(A,A,ait)~ 0 A [1 E4’<E4)~

A’CPer(Á,A al)

Puestoque todo lo anteriores precisoparacadabarbade la forma A~ait . b’, queda

así justificadada como resultadola segundacondiciónde la premisa:

VA e fi Vot E

( BM(A,A,ait)J0 y
y Per(A,E,ait)#0 A

LI
LIE4’<E4)~)IT

A’ CPer(Á,Aal)

[MEl] DIV(it’) < DIV(it) it’ < it

[ME2] DIV < E

[ME3] Eri4)<4)

Tabla5.5: Inecuacionesderivadas

Tabla 5.6: Axiomasparala recursión

cuandose verifican ambas condicionespodemosconcluir en efectoE « 4), con lo que

quedajustificadala correcciónde la regla[ME].

A partir de dichareglaanteriorpuedenderivarsealgunasotras queseránde utilidad

más específicacomolas quesepresentanenla tabla5.5. En lo queserefierea larecursión

tenemos inicialmentelas habitualesquese presentanen la tabla 5.6. En las álgebrasde

procesossi tiempohabituales,trasincorporaraestasreglasadicionalesse podríademostrar

la completituddel sistemade ecuaciones.Peroen nuestrocasoello no es así,como prueba

el siguiente

Ejemplo 5.3.1 Consideremoslos procesosE = STOPy 4) = REO z.wl ; st Claramentese

verifica que

BCO~EP~ = {{0}} = 13~o~E4)~

108
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[REO] REO z.E=E E[REO z.E/z] 1
[APF] Vk e IN ap(E,k) <4

)

E<4)
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Por otro lado tenemos13con~ap(4), k)1 = {{rzk}}}. Entoncesaplicandoelaxioma [MEl]

obtenemosqueap(4),k) <E E (recordemosque STO? DIV(oc)), con lo cual habríamos

deducidoque 4) <E E. Perodesgraciadamenteno tenemosningunareglaquenospermita

deducirqueE <E 4), de modo queno se puedededucirtampocoE =E 4).

Parapoder derivar dichaequivalencia,necesitaríamosalgunareglaquenos indicase

que si dos procesosse comportanigual por periodosde tiempo finitos tan largos como

se desee,entoncessonequivalentes.Estapropiedadse puedeinterpretarcomounatcierta

continuidaden el tiempo y correcciónva a quedarjustificadapor el hecho de que los

estadosde un procesoson temporalmentecompactos.

O

En consecuencia para poder enunciar la regla requerida necesitamos un operador auxiliar

RED(E, it) con it e T, cuyo efectova a ser limitar hasta el insitante (finito) it la la vida del

procesoE. A dicho operadorlo denominaremosreductor. Comoquieraquesumanejétiene

lugar al nivel sintáctico,hemosde añadira la signaturaestenuevo operador,obteñiendo

Eseq+= SseqU {REDQ, it) ¡ it E T}

Por supartela semánticadenotacionaldel operadorvienedadapor

13con~RED(t)]~(E)= {RED(b, it) ¡ beB}

dondela funciónsobrebarbasRED(b,it) viene definidacomosigue:

A sib=A ynd(A)Sit
RED1bt~ = (Al it)U{flt} sib=A y nd(A) >it1 A

1a1it1 . RED(bí,it—iti) si b = A1aíití . bí y ití <it

1 (A1lit)U{Oit} sib=A1a1ití~bi y it1=it

Comopodemosobservaren sudefinición,el procesoRED(E,it) se comporta como el proceso

E hastaque llega el instanteit, a partir de entoncesel procesoentraen divergencia,con

lo queha quedadoreducidasuvida útil.

La semánticaoperacionalde estenuevooperadorpodríadefinirsemediantelas reglas

de la tabla 5.7. La definición de las funcionesauxiliaresnecesariaspara compl&ar la

semanticaoperacionalla incluimos en la mismatabla.

Veamosacontinuaciónunaseriede propiedadesinteresantesdel operador. ¡

Lema 5.3.2 Siendo6 unabarba,se verifican:

• Si it > nd(b), entonces 6 = RED(b, it).

cáldulos.
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p ci’ ~ it~

RED(E, it) —~4 RED(E’, it — it’)

[RED3] RED(E,0) >—* DIV

stb(RED(E,it)) =

Tiem(RED(E,it),a) =

idle(RED(E,it),A) =

[RED1] eCE

stb(E){ fa ¡se

Tiem(E,a) 1±
min(idle(E, A), it)

Upd(RED(E,it),it’) =
{ RED(Upd(E,it’),t — it’)

DIV

EJ. At>O 4. RED(P,it)4.

Tabla 5.7: SemánticaOperacionalde RED(E, it)

• Si nd(RED(b,it)) <it entonces b = RED(b,it).

• Si nd(b) < it entonces bE E ~ be 13conERED(t)~(E).

Demostración. Lasdosprimeraspartesse pruebatrivialmentemedianteinducciónsobre

la longitudde la barba. La terceraes consecuenciainmediatade las anteriores.

O

Hemos de demostrarahoraque la semánticadenotacionaldel nuevooperadorestábien

definida. En primer lugar resultafácil comprobarque si E es un conjunto consistente de

barbasy it E T, entoncesB~0~¡iRED(it)]~(E) es un conjunto consistente de barbas. Además

hemosde demostrarque la función semánticaasociadaes monótonacon respectoa las

relaciones« y -< así como su continuidadcon respectoa la segunda.Todo ello queda

incluido en la siguiente

Proposición5.3.3

• Paracadabarbab y cadait e Y, se tieneRED(b, it) -< b.

E >—* E’, it> O
[RED2] RED(P,t) >—*RED(E’,it)

si it > O

si it = O

mi
u’
mi
mi

si it < it

si it’> it
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• Si b y 19 son barbas tales que b —< b’ entonces RED(b, it) -< RED(b’, it).

• Si 1> y Y son barbas tales que b « b entonces RED(b, it) «RED(b,it).

• Si E y E’ son conjuntos de barbas tales que E -< E’ entonces

fi~0~~RED(it)~(E) -< 13~0~~REnQ)~(E’)

• Si E y E’ son conjuntosde barbastales queE «E’ entonces

Bconj[RED(it)iI(E) «Bconl[RED(itYII(E’)

• Si Ei -« E2 ..< es unasecuenciano decrecientede conjuntosconsistentesde

barbas,se tiene

13~0n¡IRED(it)]J(Iub{E~ ji e IN}) = Iub{13codRED(it)~(Ej) ¡ i E IN}

Demostración. La demostraciónde lastresprimerasparteses sencillapor inducciónsobre

la longitudde b y b’. Lasdossiguientessonconsecuenciainmediatade lasanteriores.Para

demostrar la última parteconsideramoslos conjuntos

13 = Bcon[RED(itilOub{Bfl i e IN}) y E’ = Iub{fic,n¡[RED(it)11(Eí) fi e IN}

• Seaen primer lugarb e E’; puestoquetodo b’ E 13con~RED(it)I(Ei)verifica nd(19) <it

tenemosnd(b) =it < oc. Entoncespara todo k e IN existe 1 > k de modo que

be ficonlIRED(itfll(Ei). Si nd(b) <it, aplicandoel lemaanteriordeducimosquebe R~,

y entonces be Iub{E1 Ii e IN}, conlo quebE E.

Si nd(b) = it existiráb1 e E~ tal queb = 13~0~j[RED(t)]j(b¿), consideramos en particular

el ‘1’ correspondientea k = 1. Siendob¡ = bs¿ A1, como E~ -<

131+í, podemos

encontrarunasecuenciade estados

de modoque bs¿ . A~ E E~. Tomandoentoncesel estadoA = Iub{A
1 ji =l} tenemos

bs¿ . A E Iub{B1 1 E IN}

Finalmenteutilizamosel hechode que teneren cuentaqueRFJJ(bs¿ . A, it) = b, de

dondededucimosb e E.

Se
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• Sea ahora b e E; existe entonces b’ E Iub{E~ 1 i e IN} tal que RED(b’,it) = b. Si

nd(b’) < oc tenemosqueparatodo k E IN existe 1 > k tal que b’ E E,, por tanto

b = RED(b’, it) e 13conERED(it)~(E¡)

de modo que b e E’. Si por contra nd(b’) = oc y siendo b = be . A, tenemosque

paracadae E Y existen 1. E IN y un un estadoA8 de modo que be . A8 E E,~ y

Al e = A8 1 e. Tomemos~o=it — t(bs)t, y se verificara

RED(bs . A50, it) = RED(b’, it) = b

ComoquieraqueEj -< ~ podremosencontrarunasecuenciade estados

tal quebe. A~ e Bi80+~. Tenemosentoncesqueb = RED(bs . A~,it) E Bcon[RED(it)~(Ej)

y por tanto bE E’ = ub{13con~RED(it)~(Ej) ¡ i e IN}.

O

[RED1] R.ED(eit;E,it’) =E (eit;RED(E,it’ —t)) ODIV(t) it’> it y eeC

[RED2] RED(eit ; E, it’) =E DIV(it’) it’ =it y e e£

[RED3] RED(E EJ 4), it) E RED(E, it) EJ RED(4), it)

[RED4] RED(E Fi 4), it) =E RED(E, it) Fi RED(Q, it)

[RED5] RED(DIV(t), it’) =E DIV(it”) donde it” = min(it, t’)

[RED6] RED(REO x.E, it) = RED(E[REO x.E/z], it)

Tabla5.8: EcuacionesparaRED(P, it)

Tal y como hemosdefinido el operador,es fácil comprobarque las ecuacionesde la

tabla 5.8 son correctas. Estos axiomasnos permiten eliminar el operadorRED(.,.) de

cualquierprocesofinito. De modo que sigue siendo cierto que para cualquierproceso

finito E existe un proceso4) en forma normal tal queE =E 4).

Llega así el momentode incorporar la reglaqueprecisamosparapoder demostrarla

completitud del sistema:

Vit e Y RED(E,it) <E RED(Q, it

)

[APT] P<E4)
½{ecordemosquet(bs)es la sumade los tiemposqueaparecenen lasaccionesde la b-trazal,s (Defini-

chin 2.5.2).
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Comoya hemoscomentadoanteriormente,la reglaanteriornos indicaquesi dosprocesos

son iguales durante cualquier intervalo finito, entonces serán equivalentes. Su corrección

está íntimamente relacionada con la propiedad de compacidad temporal.

Proposición5.3.4 Supongamosqueparatodo it e Y se tiene

entonces Eí «132.

Demostración. Tomemosb = bs . A e E2; sabemosque

13~0~ERED(it)~(Ei)«13conERED(it)JRE2)

Entoncesparacada it e Y existirá b1 E 13~0~j[RED(t1fl!(Eí) tal que b1 « RED(b, it). Si para

algún it E Y se verifica nd(bt) <it entoncestendremosb, E Eí y por tanto b1 « b.

Supongamosentoncesqueparacadait e Y se verifica nd(bt) =it. Entoncesnecesa-

riamentetendremosnd(b) = oc. Puesto que b = frs . A, esto implica que nd(A) = oc.

Tomamos entonces it > t(bs), y necesariamentetendremosqueIon(bt) = Ion(b). De modo

queparacadait =t(bs), b~ es de la forma

b1=bs~.A~ con bs¿«bs, Ajlit~Aynd(Aj)=it—t(bs)

Puesto que estamos considerando un alfabeto finito y un dominiode tiempodiscretosólo

puedehaber un número finito de b-trazasfrs’ talesque frs’ « bs, por tanto entre las b-

trazasbs1 sólo puedehaber un númerofinito distintasentresi, de modo quealguna se

repetiráun número infinito de veces. En consecuencia podemos suponer que todas ellas

son iguales. Tomemos entonces bs’ = bst(b8),y puestoqueel conjunto E~ es consistente

tenemosqueel conjuntode estados

A’ = A(Eí, bs’)

será temporalmente compacto. Además, para cada it E Y se verifica

At+tcb) e A At+t(b) 1 it 12 A

Puesto que A es temporalmente compacto, aplicando la proposición 2.4.8, tendremos que

existeA’ E A, o lo que es lo mismo frs’ . A’ E Eí, con A’ CE A. Puesto quend(A) = oc

entoncesA’ « A, y tomandob’ = bs’ . A’ obtenemos

y

EJ

ahorrarían
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Demostraremosahora la completituddel nuevo sistemade ecuaciones(inecuaciones

incluidas) para el caso de procesos finitos, es decir, que si E y 4) son procesos finitos se u’
cumple:

Puesto que cualquier ~ 4. E<~4) u’
procesofinito se puedepasara forma prenornutal,bastaríacon de-

mostrarloparaprocesosen forma prenormal:

u’
Proposición5.3.5 Paracualesquieraprocesosen forma prenormalE y 4), se verifica

B~0~IEL<13~0~j[4)1¡ 4. E<E4) u’
Demostración. Siendo

y 4)=RLIQ¿~ u’
ACÁ aieA ACt3atCA

haremos la demostración por inducción sobre la suma de las profundidades de ambos u’
procesos prof(P) + prof (4)). de 4).

prof (Q) =1 y prof(P) =1. En tal caso u’
4) = R~v(ití) con it~ e TU{oc}

tomandoitc¿ = min{ití,..., u’it,4, aplicandolas ecuaciones[PC2] y [1D2], obtenemos

4) E DIV(itq). Por otro lado ej
E = [7DIV(sí) con s~ e TU {oc}

j=1 u’
como antes, tomandosp = min{sí,... , .s,,j, tenemosE E DIV(sp). Entonces

{t?itQ} E 13~~~[4)]j, y puestoque~ « 13~¡[4)j existiráun estadoA e fi~0~EEj

verificando A « {~i?tQ}. PuestoqueA es un estadode E, ha de existir i e .1.... n} u’
tal que A = {IlsJ, y debido a la maneraen la quehemosescogidosp tendremos

sp <si. Como s~ =it~, aplicando la ecuación [MEl], tenemos u’
DIV(sp) <E DIV(itQ)

con lo queobtenemosE <E 4). mi
prof (Q) > 1 ó prof (P) > 1 Tenemos

u’13~o~EE~ = {A¡ACA}U
{(Alit)ait.bIAEA,aiteA, be13~0,4Eá’iJJ}

fi~00E4)]¡ = {A, ¡ A e 13}U u’
mi
u’
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TomemosA e 13. Existe entoncesA e A tal queA « E con lo que se cumple la

primeracondiciónde la premisade la regla[ME]. Paraver quese cumplela segunda,

tomemosoit e A y supongamosqueBM(A, A, oit) = 0. Hemos de demostrar

Per(A,A,ait) ~ 0 y [1 ~ <E4)~

A’CPer(Á,A,at>

Siendobí e Bcon¡4)fl tendremos

b= (Al it)ait.bí e 13~0~E4)~

Entoncescomo que BCOnj[E]1 «
13~o»I1Qj existirá una barbab’ E ficon[FI tal que

19 «b. Puestoque BM (A, A, oit) = 0 tenemosque b’ ha de ser de la forma

= Aíait .

Existe entonces A’ E A con ait e A, A
1 = A’ it y Ai ~ Al it, de dondededucimos

Per(A, A, oit) ~ 0. Podemospor tantoconsiderarel proceso

IT ES
A’EPer(Á,A,at)

Parapoder deducirE <E 4) bastaríademostrarE’ <E 4)¿~. Tenemosque tañto E’

como 4)~ están en forma prenormal, 4)~ tieneprofundidadmenorque 4), y E’ tiene

menorprofundidadqueE. Por tanto si demostramosque

por hipótesisde inducciónobtendríamosel resultado. Parademostrarlo,observemos

que si bí E ~ entoncesb = (A 1 it)ait . bí E 13~~~¡I4)¡ Existirá entonces una

barba19 e fi~0~EE~ tal queb’ « b. Por la mismarazónqueantes,tenemosqueb’ ha

de ser de la forma

b’=Alait.bl con AICAlit y bl«bí

por lo tanto existe A’ E A tal que Al = A’ 1 it y bl E BCOIIEES]I. Puestoque

~ A’ it tenemos que A E Per(A, A, oit) con lo que

BconIEfflI 12 13~0~EE’1¡

y por tanto 14 E BconIlE’II.

EJ

cincuenta
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ej
Comocorolario de la proposiciónanteriorobtenemosla completituddel nuevosistemade

ecuaciones con respecto a la relación « para procesos finitos. u’
Teorema5.3.6 Si E y 4) son procesos finitos tales que BCOnEE]¡ « BCOfl¡4)~ entonces

E<EQ. u’
Demostración. PuestoqueE y 4) son procesosfinitos tenemosqueexistenPi y E2 en

forma prenormalcon u’
EIEE y QIEQ

Puesto que las reglas y axiomas del sistema son correctos tenemos que u’
BCO~¡1E]j y l

3con¡lQi]1 Bcon¡j4)]~ u’
y por tanto fi~

0~IPí1j «BconIQi]~. Aplicandola proposiciónanteriorobtenemosE1 <E 4)1,

y en definitiva E =E E1 <E 4)í =E 4).

O u’
Abordamos ahora la prueba de la completitud del sistema para procesos cualesquiera. u’
Para ello precisamos todavía de una serie de resultados previos.

Proposición5.3.7 SiendoE e FRec(YJseq) procesofinito, y 4) e CRec(Eseq) un pro -u’
ceso cualquiera,eventualmenterecursivo,verificando BCOn[RED(E, it)]] « fi~0~~RED(Q,it)]],

entonces existe Ic e IN de modo queficOnERED(E,it)]] «B~0~Eap(RED(4),t),k)]]. ej
Demostración. Razonaremosporreducciónal absurdoy suponemosqueparatodok e IN

se tiene u’
de modo queparatodo k e IN existirá una barba bk E BconEap(RED(4),t),k)]]tal que no u’existe b e 13COnERED(E,it)]] con b « bk. Puesto que E es finito, existe una cota para la

longitud de susbarbas: u’
BL e IN: Vb E BconERED(E,it)]] 4. Ion(b) =L

Si existiera k e IN tal que Ion(bk) > L, podríamosencontrar19 e 13~0~L[RED(4),it)]] tal que u’
no existiría b E 13~0~ERED(E,it)]] con b « b’. Tenemos por tanto Ion(bk) =L paratodo

k E 11=4. Recordemosahoraque u’
ap(RED(4),it),k)= RED(ap(4),k),it)

entoncestendremostambién que nd(bk) =it. Comoquieraqueestamosconsiderandoun u’
dominio de tiempo discretoy un alfabeto finito, tenemosque entre las barbasbk sólo

u’
u’
.2
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puede haber un número finito diferentes,con lo quepodemossuponerque todas ellas

son igualesa una dadab’. Tendremosentoncesque b’ E 13c0~ERED(4),it)]], no existiendo

b E ECO8, [RED(E,it)]] tal que b « b’, lo queestáen contradiccióncon nuestrashipótesis.

O

Lema 5.3.8 ParacadaprocesoE se tieneap(E,k) <E E.

Demostración. Por inducciónsobre k.

O

Por fin podemosconcluir el resultadobuscado:

Teorema5.3.9 ParacualesquieraprocesosE y 4) se tiene

4. E<E4)

Demostración. Puestoquefi~01,¡E]] «fi<>~,,,¡4)j, de r la monotoníadel operadorreductor

se sigue

Por tanto tenemosqueparatodo k E 1=4

En virtud de la proposiciónanterior,existe 1 e 1=4tal que

Puesto que los procesos RED(ap(4),l),it) y RED(ap(E,k),it) son finitos, por el teorema 5.3.6

ap(RED(E,it),k)<E ap(RED(4),it),l)

Aplicando entoncesel lema anteriorconcluimosap(RED(4),it), 1) <E RED(4),it), con lo cual

paratodo k E IN se tiene

ap(RED(E,it), k) <E RED(4),it)

Entonces,aplicandolaregla [APF], obtenemosqueparatodo it e Y

RED(P,it) <~ RED(4), it)

de dondela aplicaciónde la regla [APT], nos conduceaE <E 4).

O

y



118 5.3. Procesos Recurs¡vos

Finalmente,resumimosen un teoremael resultadodeestecapítulo,quees consecuenciade

la corrección de cada una de las reglas y axiomas, y de la completitud de todo el sistema

con respectoa la relación«.

Teorema5.3.10 Si E y 4) son procesosentonces

13con JE~ BconE4)]] ~ E=E4)

Demostración. Veamospor separadocadaunade las implicaciones:

Puesto que fi~0dE]] 13~0~44)]] tenemos que

13~08,EE]] « 13~~~E4)]] y B~00E4)]] « 13~0,4E]]

Por el teoremaanterior tenemosque

P<E4) y 4)<EE

Entoncespor la ecuación[EQ2] tenemosqueE =E 4).

Que es consecuencia inmediata de la corrección de todas y cada una de las reglas y

axiomasdel sistema.

O
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Capítulo 6

Operadores Derivados

En este capítulo enriqueceremosnuestrolenguaje basico con otros operadorescarac-

terísticos de las álgebrasde procesos,y veremosla forma adecuadade tratarlos. En

concreto,estudiaremosel operadorparalelo y el de ocultamientocomo operador~smuy

característicosde las álgebrasde procesos. Pero también estudiaremoscómo podemos

introducir intervalosde tiempoen el operadorde prefijo, comooperadorcaracterísticode

las álgebras(aplicablesa la práctica)de procesostemporizadas.Estosoperadoresllevan

el calificativo de derivados,porquese puedeneliminarde losprocesosfinitos. Aunqueesto

último no es cierto cuandose consideranintervalosinfinitos en el operadorde prefijo, sin

embargono necesitaremosningúntipo de herramientaadicionala la horade manejarlo.

Cadaunade las seccionesde este capítulosigueel siguienteesquema:

• Se ampliarála sintaxisconun nuevooperador(o bienunafamilia de operadores)op

de andadn:

Zop Zseq+ U {op}

• Al los operadorintroducidose le dotaráde unasemánticaoperacional.Es decir, se

daráun conjuntode reglasy axiomasquepermitirándeducirlas transiciones‘que un

procesoconstruidocon esteoperadorpuedehacer. Estasemánticaoperacionalha

de verificar las propiedadesde la sección3.2.1.

• Definiremosacontinuaciónla semánticade pruebas,paraello bastaráconextender

la relaciónde convergenciaaestenuevooperador,y paraello habremosde extender

la definicióndel predicadode convergenciadébil. En principio deberíamosextender

también el mundode las pruebasal poder apareceren ellas estenuevo op~rador.

Podríapensarsequeconello se podríahaberañadidomáspotenciaal mecanismo

de prueba,Pero ello no es así, puessi nos fijamos en la forma en la quese define

tres
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120 J
el paso de pruebas,nos damos cuentaque al efecto no utilizamos para nada la

sintaxisde los procesos. Nos limitamos a utilizar las propiedadesde la semántica J
operacionalenumeradasen la sección3.2.1. Pero comoquieraqueestaspropiedades

se siguenconservando,la caracterizaciónoperacionalalternativasiguesiendoválida. JAdemásobtenemosde reboteque la potenciade las pruebasno ha cambiado;es

decir, ni ganamosni perdemosnadasi sólo admitimospruebasconstruidascon los

operadoresbásicosintroducidosen el capítulo 3.

• A continuaciónse definirá la semánticadenotacionaldel operador:

BconEop]~ : B00,, >< ... x B~0~ F—* ~

quetendráquesermonótonaconrespectoa la relación« (y por tanto congruente 1’

con ~), y ademásmonótonay continuacon respectoa la relación —<. Además utendremosquecomprobarque la denotaciónquehemosescogidoparael operador

no es arbitraria, sino que tiene mucho que ver con la semánticade pruebas. En

concretohemosde ver que 4
u

• Por último daremosun conjuntode ecuacionesque permitiráneliminar dichoope-

rador,al menosde los procesosfinitos. Si P1,...,P,, sonprocesosfinitos, podremos

pasarlosa forma prenormalP,.., P,~, y tendremosque

A continuación,las reglasquedaremosnos permitiráneliminar el operadorop del

procesoop(P,. . . P,) obteniendoasí un procesofinito P’ c FCRCC(Eseq)queverifi-

que 4
P’=EOP(P,...P,’)

Por último tendremosque =E op(Pi,. . . , Pa), y consecuenciapodremosseguir 4
razonando comoen el capítulo5.

4

u
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6.1 Paralelo

Muy probablementeéstees el operadormáscaracterísticode un álgebrade procesos(con-

currente). Un operadorparalelotomadosprocesosy losponeafuncionarsimultáneamente

de forma concurrente.En nuestrocaso consideramosun conjuntode accionesG en las

cualeslos dos procesoshan de sincronizar,de modo queparael procesoresultantede

la composiciónen paralelopuedaejecutardichasaccioneses necesariala colaboraciónde

ambosargumentos.Formalmentetenemoslasiguientefamilia de operadoresdeandaddos:

{IIal GCAcÉ}

querepresentaremos,como habitualmentese hace,en forma infija.

6.1.1 SemánticaOperacional

Paradar lasemánticaoperacionalde un nuevooperador,hemosde comenzarporextender

la definición de las funcionesauxiliaresqueintervienenen las reglasde las transiciones.

Paraextenderla definiciónde la funciónstb(.) no tenemosningúnproblema:

stb(P la Q) — stb(P)A stb(Q)

Paradefinir la funciónT¡em(.,a) tenemosque teneren cuentasi a E O o no:

Tiem(P lic Q, a) { Tiem(P,a) UTiem(Q,a) si a go
Tiem(P,a) flTiem(Q,a) si aEG

La función idIe(P la Q, A) resultaalgo máscompleja; hemosde teneren cuentalos con-

juntos AnO y A \ O:

idIe(P la Q, A) = min(idle(P, A \ O), ¡dle(Q, A \ 0),1)

donde t = min( U Tiem(P,a) nTiem(Q,a))~’
aEAnG

Definimospor último la funciónde actualizacióncomosigue:

Upd(P lío Q) = Upd(P,t) la Upd(Q,i)

Una vez extendidaslas funcionesauxiliarespodemosdar las reglasquedefinenlas tran-

sicionesde la semánticaoperacional. En primer lugar, si algunode los procesospuede

realizaralgunatransiciónvacía, también la podrárealizarel procesocombinaciónde los

dos:
__________ __________ ¡[PARí] PII0Q>—*P’lI0Q [PAR2] PIIaQ>—*PIIGQ’

‘Tenemoscomo mínimo del conjuntovacío es infinito.

minutos
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Por otro, lado si uno de los procesospuedeejecutarun evento e ~ O, y su compañero

puedeesperar,entoncesla composiciónparalelatambiénpodráejecutardicho evento: 4
p ci P’, stb(Q), idIe(Q, t) [PAR4] ~ —~-÷ Q’, stb(P), idle(P, t

)

[t’AflJJ ci la Upd(
P l~a Q —* 1” Q,t) Pila Q ~L* Upd(P,t) lía ‘2’ 4

Por último laejecuciónde las accionesdel conjuntode sincronizaciónrequierenlacolabo-

ración de ambosprocesos:

[PAlIS] P-~-*P’,Q 4%Q~

Paraconcluir,observamosquese siguenconservandotodaslas propiedadesdelasemántica

operacionalcitadasenlasección3.2.1. Enparticularse siguenconservandolaspropiedades 4
de la urgenciay del no determinismoacotado,propiedadesqueson claves a la hora de

caracterizarla semánticade pruebas. 4
6.1.2 Semánticade Pruebas 4
Paradefinir la semánticade pruebashemosde comenzarextendendiendola definición de

convergenciadébil. Paraello añadimosen la definición 3.3.1 la siguientecondición 4
P4 AQ~ 4

Comodijimos anteriormentedefiniendoel predicadode convergenciadébil, tenemosau-

tomáticamentedefinido el predicadode convergencia,y estoes todo lo quenecesitamos 4
paraextenderla semánticade pruebas.

6.1.3 SemánticaDenotacional 4
Definiremosahorala semánticadenotacionaldel nuevooperador.Paraello necesitamos

la siguientedefinición auxiliar (convienerefrescaraquí, la definición de A1 Li~ A2 en la 4
definición 4.2.10):

Definición 6.1.1 Siendo b1 y b2 barbasyCC Act definimos el conjunto de barbas

b1 lía b2 como el menor conjuntode barbasqueverifique:

b1 =A1 y 62=A2 4’ b1~ab2{A1L]aA2}

b1=A1at.Wj, b<>= A2, a«G, .1
4’ (AíUcA21t)aLb’Cbí hab2

nd(A2) =t y b’ebl lla(A2t) J

4

4
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= A1, b2 = A2at. b~, ~go, ‘1
4’

nd(A1)=t y b’e(Ai—t)11a14 J

= A1a1t144, b2 = A2a2t2.

tj=t2, a1gG y

LV E bIlla (A2 — t1)a2(t2— ti) .

= A1a1t1 14, b2 = A2a2t2

t1=t2, a2gO y

b’ E (A1 — t2)aí(t1 — t2) .14 lía b~

bí = A1at bU b2 = A2at•14,

aEG y b’C1411a14

1
1

4’

(A1 U~ A2 1 t)at . b’ E b1 la b2

(A1 U0 A2 1 t1)a1ti . b’ e b1 lía b2

4’ (A1 1 ½La UA2)a2t2 . LV e hab2

(Aí u0 A2)at. b’ E b1 lía ~

ir

Obsérvesela simetríade la definición anterior: paracualquierpar de barbasbi y b2 se

tiene b1 hab2= b2 lía b1.

Definición 6.1.2 Si B1 y B2 sonconjuntosconsistentesde barbasy O ~ Aet, tornamos

!3conl[iia]1(Bi,B2) = {bl B b1 cRí, br¿ E 82 : bE b1 lía b2}

o

Debidoa la simetríade la definición de b1 lía b2, tendremostrivialmentequeesteoperador

seráconmutativo: B1 lía fl2 = B2 lía Di. Comprobamosahoraque la función B~~~I[lia]1
estábiendefinida. Paraello necesitamosalgo másde notación:

Definición 6.1.3 Siendofl un conjuntoconsistentede barbas,A e B un estadoy t E Y

tal quet =nd(A), tomamos

Barb(B, A, t) = {A—t} u
{(A’—t)a’(t’—t).b’EB¡IA’a’t’.b’EB, t’=t, Alt’ = A’}

Resultasencillo comprobarque,en las condicionesde la definición

de barbasBarb(B,A, t) es consistente.

anterior,el cónjunto

Ir

¡ a
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4
Proposición6.1.4 SiR, y B2 sonconjuntosconsistentesyO C Act, entoncesel conjunto

de barbasB~0~Eiia~(Bí, B2) es consistente. 4
Demostración. Para facilitar la notacióntomemosE = B~0~Elia]~(Bí, B2). Hemos de

probarprobar: 4
B#0. 4

Observemosal efectoque,comoB, y E2 sonconsistentes,hande existirdosestados

A1 e E1 y A2 e B2. Tomemosentoncesel estadoA = A1 La A2 queclaramente

perteneceal conjuntode barbasE. 4
Cerradobajo prefijos. 4Consideremosla b-traza

bs = A1a1t1.. . ~ E Btraz(B) 4
Por la definición de Straz(E)existeunabarbaLV de modo que la barbab = bs . 4
estáen el conjuntoE. Por la definicióndel operadorparaleloexistenbarbasb1 E Eí
y b2 e E2 de maneraqueb E b1 lía b2. La demostraciónsigueentoncespor inducción

sobrela longitud de la b-trazabs (u = !on(bs)). 4
n = 1. Tenemoslas siguientescasosposibles:

• aíEO,bí=A
1aiti.b~,b

2=A
2aít,.14,Aí=A’LaA2ybEb~¡¡a14. 4

Puestoque E
1 y E2 son consistentesexistiránestadosA’1 GE1 y A EE2

4talesque
AIlt,=A’ y A’it,—A

2

Bastaentoncestomar A = Al La A paraobtenerel resultadodeseado. 4
• aj g O, b

1 = A’a,t, 14 y b2 = A
2a’t’ 14 con ti =t’ o bien b

2 — A
2 con

4nd(A2) =t,. PuestoqueB, es consistenteexisteun estadoAl e B, tal

queAl 1 tí = A’. Obtenemosel estadoA de la siguientemanera:

— Si b
2 = A

2a’t’ .14 existeun estadoAf~ E E
2 tal queA it’— A

2. 4
— Si b

2 = A2 bastatomar A = A2.

Es claro entoncesqueA = Al La A nosconduceal resultado. 4
• a1 g O, b2 = A

2a,t, 14 y b, = A1a’t’ . b~ con ti =t’ o bien b, = A’ con

nd(A’) > t,. Que es totalmentesimétricoal anterior. 4
n > 1. Ahora tenemoslos siguientescasos:

4
4
4
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• a1 E O, b1 — A’aíti.14 yb2 = A
2aíti.14. TomamosEl = Barb(Eí,A’aít

1)

y E = Barb(B2,A
2a

1tí),y tenemosque

A2a2t2. . . ~ . . A,a,~t, b’ E El lía E ~ Barb(E,Aíaití)

De modoqueel resultadodeseadose sigueaplicandola hipótesisde induc-

clon.

• a1 g O, b1 — A’a1t1 . 14 y bien b2 = A
2a’t’ . 14 con fi =t’ o bien b

2 — A
2

con nd(A
2) =fi. Consideramospor un ladoEl = Barb(Bí,Aíaití), y

dependiendode la barbab2, definidocomo sigue:

— Si b2 — A
2a’t’ . 14, puestoqueE

2 es cerradobajo prefijos, existirá un

estadoA e E2 tal queAf~ it’ — A
2. En estecasotomamosel conjunto

E; = Barb(E
2,A,t1).

— En cambio,si b2 — A
2 tomamosE = Barb(E,A2,tí).

En cualquiercasotenemosque tanto B~ y E son conjuntosconsi~tentes

de barbasy

A
2a2t2-. . A~1a~ít~í .. . A,,a,t,, . L/ e E~ lía B ~ Barb(E,Aiaít1)

Al igual queantes,obtenemosel resultadoaplicandola hipótesisde induc-

cion.

• a1 g O, b2 — A
1a

1t1 14 y bien b1 — A
2a’t’ . bi cont’ ~ fi o bienb

1 — A
2

con nd(A2) > 4. Casototalmentesimétricoal anterior.

Cerradobajo continuaciones.

Seaahorab = bs A E E y at E A. Haremosla demostraciónpor inducciónsobrela

longitud de la barbab.

b = A. Por ladefiniciónde operadorparaleloexistendosestadosA~ e E
1 y A e E2

talesque

A = A1 La A2

Tenemoslas siguientesposibilidades:

• a E O, al E A1 y al E A2. Puestoque E1 y E2 son conjuntosconsistentes

de barbasexistiránbarbas

b1 =AIatAI’eBí y b2=Af~atA~ siendoA1=Aí1 t yA =A2~ t

Tomandoentonces

b = (Al U0 A;)at(A~Ha A~) E b1 lía b2

la
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llegamosal resultadodeseado.

• a g ay at EA1. Puestoque E1 es un conjuntoconsistentede barbas, 4
existeunabarbab1 = AIatAf E Sí tal queAl = A1 it. Tomandoentonces

b = (Al La .141 t)at(A’1’ La (A~ — t)) E b1 lía A2 3
obtenemosel resultado. 3

• a g O y at E A1. Estecasoes simétricoal anterior.

h = Aa’t’ . b’. Existenentoncesdos barbasb1 e E1 y b2 E E2 talesqueb b1 lía b2. 3
Tenemosvariasposibilidades:

• a E O~b1 = A1a’t’ .14 y b2 = A2a’t’ .14. TomamosEl = Rarb(Eí,Aia’t’) 4
y 5 = Barb(E2,A2a’t’) y se verificará

b’ E SI lía E; C Barb(B, Aa’t’) 4
Lo quenos conduceal resultadoaplicandola hipótesisde inducción. 3

• a E O, b1 = A1a’t’ 14 y bien b2 es unabarbade la forma A2a2t2 14 con

t2 > t’ o bienes un estadoA2 verificandond(A2) =fi. Consideramosahora 3
los conjuntos de barbas~‘1= Barb(Eí,Aía’t’) y E; dependiendode b2
definido en la siguientemanera: 3

— Si b2 A2a2t2 . 14, puestoque B2, es consistenteexiste un estado
A ES2 talqueA;fl2 = A2. Tomamosentoncess; = Barb(52,A,t’).

— Si b2 = A2 tomamosE; = Barb(52,A2,t’). 4
Tenemosentonces

b’ E Billa n; Rarb(B, Aa’t’)

de dondese sigueel resultadoaplicandola hipótesisde inducción. 3
• a E O, b2 = A2a’t’ . b; y bien b1 = A1a1t1 . ¿4 con fi =t’ o bien b1 = A1

4
con nd(Aí) =fi, quees simétricoal anterior.

Temporalmentecompacto.Seab una barbatal que nd(b) = ~ y supongamosque 4
paracada tET exjste b~ E E tal que bit = b11 t. Entoncespara cadate T

existiránbarbasbí,~ E E1 y b2,~ E S2 talesque b~ c b1,1 lía b2,í. Fijado t E Y sólo

_ 4puedehaberun númerofinito de barbas~ con fi > it tales que las barbasbí,~’ 1 t

seandiferentes,y lo mismo ocurreparalas barbasb2,~’. Podemossuponerpor tanto

3
4
si
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que bí,~ it = b1,~’ it y b2,~ it = b2,~’ it parat’ > it. Existirán entoncesb1 E E1 y

b2 E 52 talesqueparacadait E Y se tenga

bíit=bí,tlt A b2lt=b2,íit

Por lo que b E b1 lía b2.

o

Hemosde probarademásqueel operadorparalelorespetala relación«.

Lema 6.1.5 Si b E b1 lía b2, bI « b1, y Ion(14) = Ion(bí) entoncesexiste LV E billa b2 tal

queb’ « b.

Demostración. La demostraciónes inmediatapor inducciónsobrela longitudde b.

o

Puestoquetenemosqueb lía LV = W lía b, el lemaanteriorpuedetambiénaplicarseapartir

de 14 « b2. Comoconsecuenciade este lematenemosla

Proposición6.1.6 Si
5í, E

2 ~ SI sonconjuntosconsistentesde barbas,se tiene

4’ BconIIIia~(Si,E) «BconEiia]~(Eí,S)

Puestoqueel operadorparaleloes conmutativo tendremosademás

B~0~![lla1l(S, Sí) « BconEiia]~(E,E~)

Demostración. SeabE Bcon[hia~(Sí,E); por ladefiniciónexistenbarbas14E Ejyb2 GE

talesque b E 14 la b2. PuestoqueSí 4zE’~ existeunabarbab1 e E~ tal que b1 c<14. Si

Ion(bi) = Ion(14), obtenemosel resultadomediantela aplicacióndel lemaanterior. Si por

el contrarioIon(bí) < lon(bI), podemostomar it = nd(bi) < ~, y comotanto E~ y E2 son

conjuntosconsistentesexistiránbarbasb~ E Sí y b~ E E2 talesque

bYlt=bI y b~1t

Entoncesexistirá b” E ¿4’ lía b~ tal que b” i it = b. Puestoque tambiénse verifica b1 « ¿4’,

aplicandoel lemaanteriorexiste

b”’ E b1 lía b~ ~ B~0~Ehla]~(Eí,S)

tal que b”’ « b”. Tenemosentoncesquend(b”’) = nd(bi), y con lo queb”’ « b.

E

semana.
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4
Dado queel operadorparaleloes conmutativo,estaúltima proposiciónimplica la mono-

tonía del mismocon respectoa la relación «, o lo que es lo mismo, la congruenciacon 4
respectoa la relación ~. Paraacabarcon el estudiode la semánticadenotacionalde este

operadorhemosde probarla continuidaddel mismo.

6.1.3.1 Continuidad

En primer lugar demostraremosla monotoníadel operadorcon respectoa la relación -<. 4
Paraello damosun lema similar al lema6.1.5

Lema 6.1.7 Si b E billa b2, bI -< b1 y Ion(¿4) = Ion(bí) entoncesexisteb’ E billa b2 tal 4
queb’ -< b.

Demostración. La demostraciónes inmediatapor inducciónsobrela longitudde b.

ir 4

Puestoque tenemosque b lía b’ = b’ lía b, el lemaanteriores también válido si partimos

de 14 -< b2. Debido a la conmutatividaddel operador,la monotoníaestádirectamente 4
implicadapor la siguiente

Proposición6.1.8 Paracualesquieraconjuntosconsistentesde barbasSí, B2 y E~, se 4
tiene

4’ EíiiaB-<BIIIaE 4
Demostracion. Esta demostraciónes prácticamenteigual que la de la proposición6.1.6,

pero aplicando este caso el lema anterior. 4
ir

Una vez visto queel operadores monótonoconrespectoa -<, podemosabordarla prueba 4
de su continuidad.Paraello serásuficienteprobarla

Proposición6.1.9 Siendo13 = {E~ 1 i E IN} unacadenano decrecientede conjuntosde

barbasconsistentesse tiene

lub(B) lía
5 = Iub{E~ lía ~l i E IN}

Demostración. Parademostrarla igualdadentreambosconjuntosde barbasveamosla 4
doble inclusión.

Seab=bs A E Iub{E~ la ~l i E IN}. Supongamosen primer lugarque nd(b) < ~;

u
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en tal casotenemos

VIcEIN2l=k: bEE1¡¡aE

De modoqueparacada1 existirá barbasb,1 e B1 y b1,2 E E tal que 6 E b¿,1 ¡a 61,2.

Puestoquend(b) < ~ tenemosqueo bien nd(b¿,i) = nd(b), o bien nd(b¡,2) =~nd(b).

En principiono tieneporquéserciertasiemprela mismo,perosípodremosencontrar

una subsecuenciade modo que ello suceda. Podemossuponerpor tanto que es

siemprecierta la primeraopción, o bien la segunda.En consecuenciatenemosdos

posibilidades:

• Paratodo 1 se verifica que it = nd(b¿,í) = nd(b). Puestoqueestamosconside-

rando un dominio de tiempo discretoy un alfabetofinito, podemossuponer

quetodaslas b,,í soniguales.Tomamosentoncescomob1 cualquierade ellosy

tendremos

b1 E Iub{B1 i E IN}

En principio las 61,2 no tienenporquéser iguales,pero sólo puedehaber un

númerofinito de barbas61,2 1 it, por lo quepodemossuponerque las barbas

61,2 1 it son iguales.Tomamoscomo62 unacualquierade las 6,2, y tendremos

6 E bí la 62 C Iub{E~ 1 i E IN} lía E

• Paratodo ¿ se verifica que it = nd(b¿,2)= nd(b). Al igual queantespodemos

suponerque todaslas 61,2 son todasiguales,tomemos62 cualquierade ellas.

Por otro lado tenemosquesólo puedehaberun númerofinito de barbasb¿,~ 1 t

diferentes,con lo quepodremossuponerquetodasellasson iguales. Tenemos

entoncesque existirá bí E Iub{Si 1 i E IN} tal que b~ 1 it = b,,~ 1 it. Tenemos

entonces

bE b~ lía bí C Iub{E~ i E IN} laS

Supongamosahoraque nd(b) = oc. En estecasotal se verifica que

VitETB¿EIN, bieS, líaS: blt=bílit

Existen entoncesb~,1 6 E, y b~,2 E E talesqueb~ E bt,í lía b~,2. Puestoqueestamos

considerandoun alfabeto finito y un dominio de tiempodiscreto,podemossuponer

que bt,í 1 it =

6t,’,í 1 it y b~,
1 1 it = buí 1 it paratodo it’ > it. Existirá entoncesunabarba

b1 E lub{Bi i E IN} tal que

VitE’T: btu t=bíhit

-¿Y
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Entonces,puestoque5 es consistente,existirá62 E E tal que

VtET: 6t,2l t=b
21 t

TendremosentoncesquebE
6i l¡a62 G Iub{E~ i E ]N} la E.

w
Tomemosahora 6 E Iub(B) ha 5; por la definición del operadorexistirán sendas

barbasb~ E lub(B) y 62 E E talesque b E b
1 la b2. Paraprobar

bE lub{E~ lía El i E IN}

distingamosdos casosen funciónde la barbab:

• nd(b) <oc. Tal y comoestándefinidoslos operadorestenemos

nd(b) = min(nd(bi),nd(b2))

Por tanto volvemosa tenerdos posibilidades:

— nd(bt) = nd(b). Enestecasoparacadak E INexiste
1k =k tal que b

1 E
5~k’

Por tanto tenemos

bE ~Ik lía ~

y como consecuenciabE Iub{S~ lía Sí i E ]N}.

— nd(b
2) = nd(b).

it = nd(b2); existe

6, verificando bí 1

Tenemosen este caso que nd(bi) =nd(62). Tomemos

entoncesk E 1=4tal queparacada1 > k existeunabarba

t = b 1 it. Tenemosentoncesque

6 E billa 62 = 6, lía 62

por lo que bE lub{E~ lía Rl i E IN}.

• nd(b) = oc, por lo que nd(bi) = oc. Entonces,por la definición, tenemosque

paracadait E 7” existen4 E 1=4y unabarba b~ E E~ tales que bí 1 it = bí 1 it.

Puestoquetambiénnd(b2) = oc existirá¿4 E billa 62 tal que

b 1 t = ¿4 1 it

y por tanto bE lub{S~ ~S¡ i E INI.

E

4

4

4

para 1>k
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6.1.3.2 Abstracción

En esta secciónveremosque la definición de la semánticadenotacionalestá bieñrela-

cionadacon su semánticade pruebas.Estudiamosen primer lugar la relaciónentre los

respectivosconjuntosde estados.Paraello precisamosde unaseriede lemaspreviossimi-

laresa los quevimosen el casodel operadorde elecciónexterna(o). La mayoría:de las

demostracionesson bastanterutinariasy no entrañanningunadificultad especial. Para

facilitar la lecturadel trabajo postergamoslas mismashastael apéndiceA.

Lema 6.1.10 SeanP y ‘2 procesosestablesy convergentesy seaO GE Act. Entoncesse

verifican las siguientespropiedades:

• Si ¡dle(P) = idIe(Q) = oc entonces

TA(P¡iaQ) = TA(QiIaP) = TA(P) La TA(Q)

• Si P ~ E’ e ¡dle(Q) =it, entonces

TA(PiiaQ) 1 it = TA(QIIaP) 1 it = (TA(P) 1 it) U0 (TA(Q) 1 it)

Demostración. En el primer casohay que teneren cuentaquesiendoa g O tenemos

—~ P-4RvQ2=~+R

ci’

PiiaQ—*R ~

En el segundo caso , si a E O, además se verifica

Phi0Q-~¼R ci’ ci’t<itA(P—*RVQ-—-*R)

g O entonces

Pila
_____ ci’ ci’~ it’ =it A (P—*R A ‘2—>)?)

ir

Lema 6.1.11 SiendoA E A(PiiaQ) y it E Y, se tiene

• nd(A) < it

cf’PiiaQ—+R

Mientras que para a E & tenemos

A Q-¾R

4’ BApEA(P), A0EA(Q): APLOAQ«A

qué



3
4

6.1. Paralelo

4
• nd(A) =it 4’ BApEA(P), AQ EA(Q): (ApLaAq)íitCAít.

ir

Proposición 6.1.12 Para cualesquiera procesos P y ‘2, si A E A(PIIaQ) existirán

Ap e A(P) y AQ E A(Q) de modo que Ap Ha AQ «A.

ir

Lema 6.1.13 Si tenemosAp e .4(P), AQ e .A(Q) y it E T, entonces

4

4

4

• nd(Ap) <it ó nd(Ac~) < it 4’ BAEA(PiiaQ): A4ZApLGAQ,

• nd(Ap) =it y nd(Aq) =it 4’ BAEA(PhiaQ): Alt C(ApLaAq)lit.

ir

Proposición 6.1.14 SiendoP y ‘2 son procesos,y Ap y AQ estadosde P y ‘2 respecti-

vamente, entonces existe un estado A E ..4(P la’2) tal que A « Ap Ha AQ.

ir

Las demostraciones de los lemas 6.1.11 y 6.1.13 son muy similares a las demostraciones de

los lemas4.2.13y 4.2.15, mientrasquelas de las de las proposiciones6.1.12, y 6.1.14son

respectivamenteigualesa las de las proposiciones4.2.14y 4.2.16.

Proposición6.1.15 ParacualesquieraprocesosP y Q, se tiene 4
bE Barb(P lía’2) 4’ Bb~ E Barb(P), 62 E Barb(Q) y 6’ E b~ lía 62 : 6’ « b

Demostraczon. La demostraciónes muy parecidaa la de la proposición4.2.17,y puede

encontrarsecompletaen el apéndiceA.

ir

Proposición6.1.16 Siendob~ E Barb(P), b2 E Barb(Q) y 6 e b1 lía 62, tenemosque

existe 6’ e Barb(P lía ‘2) tal que 6’ « 6.

Demostración. La demostraciónes muy parecidaa lade laproposición4.2.18,se encuen-

tra en el apéndiceA.

ir

Teorema6.1.17 Paracualesquieraconjuntosconsistentesde barbasE1 y E2, se tiene

. Si E1 « Barb(P) y S2 « Barb(Q) entoncesB~0jJi¡a~(Eí,E2)« Barb(P lía ‘2).

4

4

J
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e Si Rarb(P) «Si y Barb(’2) «52 entonces Barb(P ¡la’2) « Bcon[ila]~(Eí,B2).

Demostración. La primerapartees unaaplicaciónde laproposición6.1.15,mientrasque

la segundalo es de la proposición6.1.16.

ir

Comoconsecuenciadeesteteorema,podemosextendertodoslos resultadosde abstracción

de la semánticadenotacionalal operadorparalelo.

6.2 Ecuaciones

Como es habitual para los operadores derivado, daremos las ecuaciones necesarias para

podereliminarlo de cualquiertérminofinito. Tenemosen concretoel axiomadeexpansión

quepresentamosen la tabla 6.1.

ACÁ ateA. «o atEB, «a atCRflAir LI ait Rl~B ~ ait )?
2A~B(DIVitAB)BES t<nd<B) t<nd(A) tiGo

ABdonde fiat’ = ~tj lía (bí’í~IBí ‘2¿~’)

R2~J~ = ( LI lía ‘2Z
/

AB A B

~~a¿ P~t lía ‘2aí

tA,B = min{nd(A), nd(S)}

Tabla 6.1: Axioma de expansióndel operadorparalelo.

Paraescribir esteaxioma, lo único quehemoshechoes trasladaral marco algebraicola

definición de la semánticadenotacionalpara argumentosdel operadorparaleloquesean

de la forma

y ‘2=fl3Q’~
AE,4atEA AGBctEA

se
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siendo.A y 13 son conjuntosfinitos de estadosen los quecadaestadoA E A U 13 es finito.

Observemosquedichosprocesosno tienenporqueestaren forma normal ni prenormal.

La semánticadenotacionalde los procesosE y ‘2 verifica:

BCO~EP~

B~0~EQil
= {AiAE.A}U{(Alit)at.bIAE.A, atEA y bE13~011jIP~]1}

= {Ai AEI3}U{(Alit)ait.bi AEB, atEA y bEI3~0~E’2fl}

Por lo tanto la semánticadenotacionaldel procesoP lía’2 vale

BCOnEP~ lía B~0~EQ~ =

~‘ {ALaB}u

u
ACÁ
SEIS

aiteA,a«O, t<nd(B),

b e Bcon hi~0~ la (Ip

((A La E)1 it)at.

atES,a«O, it<nd(A) y

b [1’
6 E ~ ~

Qb’O] }
J’bP) iiaéj }

u{((AUaS)1t)ait.b~atEAflE,aEO y bEBeonEPJIIa’2t]}

de dondese obtieneel lado derechodel axiomade expansión.

1
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6.3 Ocultamiento

Esteesotro de los operadorescaracterísticosde un álgebrade procesos,cuyo tratamiento

resulta usualmente problemático. Al aplicar este operador se oculta todaapariciónde

determinadaacciónvisible convirtiéndolaen unaacciónoculta i-. Formalmentetenemos

unafamilia de operadoresde ocultamientode andad1:

{\a a E Act}

También podríamos haber optado por una notación un poco más general, permitiendo

ocultar al tiempo un conjunto (finito) de acciones. Sin embargo,ello no aportaríagran

cosapuestoquedichaextensiónpuedesersimuladaconel operador propuesto, pues siendo

O = {a1, . .. ,a,,} tendremosque (...(P \ al)...) \ a,, equivaldríaaP \ O.

6.3.1 SemánticaOperacional

De nuevo hemosde comenzarextendiendola definición de las funciones auxiliares que

intervienenen las reglasde las transiciones:

stb(P \ a) = stb(P)

1 T¡em(Pb) it~ sia ~ 6 y t~ = min{t i~ E T¡em(P,a)}
Tiem(P \ a,6) = j 0’ si a =6

idIe(P \ a,A) = idle(P, A U {a})

Upd(P\a, it) = Upd(P,it) \a

Podemosahoradar lasreglasquedefinenlasemánticaoperacionaldel nuevooperador.En

primer lugar las transicionesvacíassiguensiendolas mismasantesde aplicarel operador:

[OCULí]

Parael restode las transicionescorrespondientesa accionesdistintasde a, tenemosque

teneren cuentaqueal ocultarla accióna se convierteen oculta, y por tanto es urgente:

[OCUL2] ~“ A~> Y, idle(P, {a}) =it
P \ a —~-* P’ \ a eEE,e#a

Por último tenemosque la acciónadebeserocultada:

[OCUL41 P ~.2L>E’, ¡dle(P,{a}) =it

,

E a ~ E’ \ a

hace
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.3
6.3.2 Semántica de Pruebas

Paradefinir la semánticade pruebaslo único quehemosde haceres extenderla definición .3
de convergenciadébil, paraello tenemos

P4. 4’ P\a4. 4

6.3.3 Semántica Denotacional .3
Paradefinir la semánticadenotacionalde esteoperador,necesitamosprimerounaseriede

definicionesprevias: .3
Definición 6.3.1 Diremosquea es ocultableen unab-trazabs, y lo denotaremospor

ocul(bs,a), cuandolo indiquela siguientedefinición inductiva: .3
• ocul(e,a), y en tal escribiremose a= e. .3
• Si ocul(bsí,a)y a g A1 tendremosocul(Aia1iti . bsi) si se verifica algunade las

condicionessiguientes: .3
— a ~ a1. En estecasodefinimos (Aiaí . frsi) \ a= A1a1t1 . (bsi \ a).

— a= a1 y 6s1 ~ e. En tal casodefinimos (Aiai . bsi) \ a= (A1, ití) U (bsí \ a). .3
Parafacilitar la escrituray lecturade estosconceptos,cuandonospermitamosescribir la

b-trazabs \ a, estaremosdiciendoimplícitamentequese tieneocul(bs,a). .3
ir

Observemosquelasúnicasb-trazasno ocultablessonaquellasquefinalizan conlaejecución .3
de la acciónquese ha ocultado.

Definición 6.3.2 SiendoE un conjunto consistentede barbasy a E Acit, para cada .3
/v E IN definimos inductivamenteel conjuntode estadosFocul(B,a, k), como sigue: .3

• Focul(E, a, 0) = {{f?0}}.

• Siendok >0 tenemos .3
— Si A E E y a g A entoncesA E Focul(E,a,k).

— Si Aait E Btraz(E),ag A y A1 e Focul(Barb(S,Aat),a,k —1), entonces .3
A U (Ai + it) E Focul(S, a, k) .3

ir

.3

.3

4
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Antes de continuarconvieneexplicar brevementela definición anterior. Observemosen

primer lugarque si A E Focul(E,a,k) existiráunab-trazabs de longitud1 con ¿ <k:

be = AIaiti ... A;ait, E Btraz(E)

verificando ag A~. Entonces,tomandot = Zjj it~, el estadoA verifica:

• Si ¿ <le ha de existir un estadoA’ de modo que

beA’EE, agA’ y A=(A’+t’~’) U (A~+it9
1<1<1

• Si ¿ = le entonces

A— {{Sbí±1}} ~ (A~ + itt)
1<1<1

Entoncesla semánticacorrespondienteal operadorde ocultamientoquedacomo sigue:

Definición 6.3.3 Siendo5 un conjunto consistentede barbasy a E Act, diremos que

be . A E Bc
0nI\a~(E)si y sólo si se cumpleunade la siguientesposibilidades:

• nd(A) < oc y paracadale E IN existen¿ =le y unab-trazabe’ verificando:

A E Focul(Barb(E,bs’),a,¿) y be’ \ a = be

• nd(A) = oc y para cada it E 7’ existen ¿ E 1=4,un estadoA~ y unab-traza be’

verificando:

A~ 1 it = Alt, A~ E Focul(Barb(E,bs’),a,¿) y bs’\a = be

o

Antes de seguiradelantemás convieneobservaralgunoshechosque se utilizarán en lo

sucesivoen esta seccion. En primer lugar si existeun estadoA, E Focu¡(5, a,1) tal que

nd(A,) =it y 1’ >1, entoncesexistetambiénun estadoA,’ E Focul(S,a,1’) de maneraque

A, 1 it = A,’ it. Por lo tanto, en la definición de la semánticadel operadorBc,,,E\a~(B),

cuandonó(A) = oc podemossuponersin ningunapérdidaalgunade generalidadque la

secuenciade ¿‘s asociadaa las t’s es creciente.Además,si A, E Focul(E,a,1) y t =nd(A),

existeun estadoA E Bcon[\a]I(E) tal queA, it = Alt, y viceversa: si A E B~0~[\a~(E) y

nd(A) =it, entoncesexisten¿ E IN y un estadoA, E Focul(E,a,1) tal queA, it = Al it.

Comprobamosacontinuaciónque ladefinición del operadorestábienhecha,es decir,

quese cumple la

con
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.3
Proposición6.3.4 Si 5 es un conjunto consistentede barbas,entoncesB~0~E\’4(E)

tambiénlo es. 4
Demostración. Veamosque I3~0~E\A~(E)cumple las condicionesde la definición 4.1.1.

Bcon[\A]l(B) ~0 .3
Puestoque E es consistenteexistirá un estadoA1 E 5. Si a ~ Aí tendríamos

A1 E I3~0jJ\A~(E) con lo y habríamosconcluido. Si porel contrarioa E A1, tomando 4
it1 = min{it ait E A1} tendremosqueexistiráun estadoA2 tal que

(Aí 1 it1)atíA2 E E .3
Si ag A2 entonces .3

A = (A1 1 ti) u (A2 + it1) e B~0~E\A~(E)

Si a E A2, repetimosel procesoque hicimos con A1. Iterandoeste razonamiento .3
tenemosdos posibilidades

• Existe unabarba(Ai 1 tí)aití ... (A,~ 1 tn)antnAn+iES tal queag A~ 1 t~ para .3
u y ag A,,+í. Entonces,tomando

i—1

A (A~+i+it”
41)u UAn+it~ donde it’

se verifica A E B~
0,,E\A~(B). ~<‘~ j=1 .3

• Existe un númeroinfinito de b-trazas(A1 1 iti)aiití ... (A,1 1 t,,)a,,t~E Rtraz(S)

.3
talesquea ~ A~ 1 it~. Tomamosentoncesit’ = 27—k it,j. Si existe le de manera
queparatodo ¿ > le se verifica it1 = O, tomemosel estado

A— {~‘uk} u U(Ai 1 it~) + it .3
i<k

Si por contra,paratodo le existe¿ > le tal queití # O tomamosel estado .3
U(AiltO+t’ .3

Y es fácil ver queen cualquierade los doscaso tenemosA E B~onlli\a1l(S).

Cerrado bajo prefijos .3
Seabe’ = A1aít1. . . A,,a,,it,, E Rtraz(B90~E\A~(S)), existirá entoncesunab-traza

.3be E Btraz(E) tal que y be \ a = be’. La b-trazabe se podrá descomponeren una
seriede subtrazasbe = beí . be~ . . . be,~ de maneraquecadabs~ verifique:

.3

.3
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• bs~ = A¡1at11 . . . A~a1it~1. con ¿~ > 1

• Tomandoit~ = se tiene

ti = ti,1 +

Por lo que tenemos

(bst .. . bs,,...i) \ a = A1a1t1 y A,,,= UA~1+t~~
i=,n

PuestoqueE es consistente,existeun estadoA~ tal que

E E

Tomamosentoncesel estado

A’ = A~ + it””’ u U A,,~+ it”’
j.c,”

y se verificaráqueA,, = A’ 1 it,,. Si ahoraa« A’ entoncestendríamos

Si por el contrarioa E A’, teniendoen cuentaqueag A,,, y razonandocomo en el

apartadoanterior,podremosencontrarun estadoA” tal que

A1aít1 . . A,,...ía,,....ít,,..dA”E B~0,4\AI(S) y A”lt,,=A’lit,,

Cerrado bajo continuaciones

Seabe . A E B~0j\A~(E) y a’it’ E A. Existenentonces¿ E IN, unab-trazabs’ y un

estadoA’ talesque

eA’, bs’\a= be, A’ E Focul(Barb(S, be’), a, 1) y A’lt’=Alt’

En consecuenciaexistiráunabarba

Aiaiti . . . A,,ait,,A,,+i E Barb(S,be’)

tal que, tomandoit’ = >3?j tj, se verifica

A’ 1 it’ = (A,,+1 1 (it’ — t”~

1)) + it””’ u U A~ + itt
j.c,,

PuestoqueE es consistentetenemos

A
1aití . . . A,,ait,,(A,,+í 1 (it’ — it~+l))a’ (it’ — itn+l) E Rtraz(Barb(E,be’))

Y entoncesse verifica bs• (A’ 1 t’)a’t’ E Btraz(B~0,,IJ\a]I(E))

Li

y Ai=UAii+tti
j=1

esos
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.3
Temporalmente compacto

Estacondición resultatotalmentetrivial, dadala definición del operador. 4
ir

Paracomprobarque el operadorquedabien definido hemosde ver queel operadores

congruentecon respectoa la relación«. Paraello es suficientever la

Proposición6.3.5 SeanE1,52 conjuntosconsistentesde barbastalesqueSi « E2.

Entonces BconI\a]~(Ei)« BCOflE\a~(S2). 4
Demostracíon. Cualquierbarba62 = be2 . A2 e BCO,,E\a~(S2) se genera a partir de una

b-trazab4 tal que64 \a = 682 y apartir de ellael estadoA2 se generaapartirde estados 4
A; e Focul(Barb(E2,be;),a, 1).

Antes de empezarcon la demostraciónpropiamentedicha, comenzamospor estudiar

.3
lo queocurrecon dichasb-trazabe; y estadosA. Supongamospor tanto queocul(b4,a)
y A~ E Focul(Barb(52,64),a, 1). Existe entonces unab-traza

be’ = A1at . . . A,,,ait,,, E Btraz(Barb(52, be;))

quegenerael estadoA, es decir: .3
• Sim <¿existiráun estadoAm±ítal que .3

m+1
a ~ Am+í, A = U ~ + it

t y A
1ait1” AmatmAm+i E Barb(52,64) .3

• Sim = ¿tendremosA’ — {t2it”’} u UL=1 A~ + it’, por lo quepodemostomar como .3
estadoAm+i cualquieraverificando (puestoqueE2 es consistenteexistiráal menos

uno tal)

Ajaití . . AmatniAm4i E Barb(E2,64) .3
En cualquierade los dos casos,y puestoqueBí «E2, existiráunabarba14 E Sí tal que .3

bI «be; . (A1uit1 AmuitmAm+i)

En función de la forma de dichabarbapodemosdistinguir tresposibilidades: .3
1. Ion(14) < Ion(64). En estecasopodemosdescomponerla barba14 en dostrozos: 4

61 = bel . (AIaitl . . . Aa4A~÷i), ocul(bel, a) y a g AJ

.3

.3
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Entoncespodemostomar

bs~ = bel\a, A1 = U (A: +24) y b~ =bs1

y tendremosque b~ E B~0,jJ\a]j(Eí). Además,puestoquela longitudde ¿4 esestric-

tamentemenor que la de labarbaoriginal, tendremosdirectamentequebi «62.

2. Ion(b4) =Ion(14) < Ion(b4 . (Aíati ... AmatmArn+i)). En este casopodemosdes-

componerla barbabi en dostrozos:

14 = bel . Alaitl . . .

donde bel ~<be; y

A{a4 ... AatA+í «A1o11 AmatmAm+i

Tomamosentonces

= bsl\a, A1 U (A +24) y bi =bs~

y tendremosqueb~ E I3coj\a~(Si), y al igual queantesobtenemosb~ «62.

3. Ion(14) = Ion(64 . (Aiati ... AmaitmAm+i)). Estees el casomáscomplejo. Al igual

queantespodemosdividir la barbab~ en dos trozos:

61 = bel . A}a4 ...

donde 64 ~<b4 y

A}a4 ... A,,a4,A
1 «Aiati ... AmatmAm+i

Tambiéncomo en el casoanteriortomamos

bs
1=64\a, y AI= U ‘(A:÷fit})

Ahora si 1 < m se tiene directamenteAl E Focul(Barb(Bí,bel),a,¿).En el caso

que ¿ = m tenemosque si en la unión queconformael estadoAl sustituimosAm±i

por {ao} obtenemosun estadoqueperteneceal conjuntoFocul(Barb(Eí,bsl),a,1).

Por abusode notaciónseguiremosdenotandoal mismo por Al. En cualquier caso

tenemosAl « A. De momento, en este casono podemosconcluir máshechos,

aunquecomo veremosresultarásuficiente.

Volvemosya a la demostraciónde la proposición.Sea682 . A2 E B~0,4I\a~(E),distin-

guimosdos casosen función de la forma de A2:

cincuenta
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• nd(A2) < oc. En este casopara cadale e 1=4existen
1k =le y unab-trazabe2k

verificando 4
682 = be2k\ a y A E Focul(Barb(5

2, 682k), a, ¿k)

Entoncesteniendoen cuentalas propiedadesde los elementosqueconcurrenque .3
hemosvisto másarriba, tenemosdosposibilidades:

1. Existe
tk de maneraqueencontramosunabarbab~ E Bco,,E\a~(Ei) tal que .3

bi «be
2 . A2, con lo quehemosconcluido.

2. Paracada
1k encontramosunab-trazabe,

1 y un estadoA111 talesque .3
bSl/k ~< bC2k, A111 E Focul(Barb(Sí, 6k), Sí, 1~) y A111 ~<A2 .3

Solamentehay un númerofinito de estadosA’ talesque A’ « A2, por lo que

podemossuponerque todos los estadosA111 que hanaparecidoson iguales a 4
uno dadoquedenotaremospor A1. Algo similar ocurre con las b-trazas;como

tenemosque bsí,~ « be~ llegamosa. be~ a « 682, y puestoquesólo puede .3
haber un númerofinito de b-trazasbe’ talesque be’ « 682, podemossuponer

que las barbasbeij1 \ ason igualesa unadadabei. Entoncesse verifican .3
be~ . A1 E B~0,,I\aI(Sí) y bs~ . A «be2~A2

• nd(A2) = oc. Entonces,para cada it 6 1 existen lí e 1=4,unab-traza be21 y un .3
estadoA2,~ verificando

682 = 6821 \ a, A21 E Focul(Barb(52, be21), a, ¿~) y A21 it = A2 1 it

Entonces,en funciónde los hechosvistos másarriba,tenemosdosposibilidades: .3
1. Existe lí de maneraque encontramosunabarba bi e BconIi\aJHSi) tal que

.3bi «be21 ~ con lo quehemosconcluido.

2. Paracadah encontramosunab-trazabe11 y un estadoA11 talesque .3
be11 « 6821, AIí e Focul(Barb(Ei,bit), Si, l~) y A11 « A21

Para cada it tenemosque sólo puede haber un númerofinito de estadosA’ .3
talesqueA’ 1 it § A2 1 it, por lo quepodemossuponerque A11 1 it = A11’ 1 it

.3para it’ > it. Algo similar ocurre con las b-trazas,como be~~ « 6821 tenemos
bSíí \ a « 682, puestoque sólo puedehaberun númerofinito de b-trazasbe’

.3

.3

4
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talesque be’ «682, podemossuponerque las barbasben \ ason igualésauna

dadabe1. Tomandoentonces

A1 UAulit y bsí=bsíí\a
leY

se verifica bei . A1 E Bco~E\a~(Bi) y bsi . A2 « bei . A2.

ir

6.3.3.1 Continuidad

Paraque la semánticadenotacionalquedebien definida,es necesariotambién queeste

nuevooperadorseamonótonoy continuocon respectoa la relación -.<. Comencemospor

la monotonía.

Proposición 6.3.6 Si Si -< 52, entoncesBco,,E\a~(Eí)~ Bconl[\all(E2).

Demostración. ParademostrarqueB~0,,E\a~(Bí)—< BConE\a~(E2)hemosde probár:

1. Paracadabs2~A2 E Bco,,I!\a~(E2)existeb~ . A1 E BeonI\a~(Eí). Segúnseaelestado

A2 tenemosdosposibilidades:

• nd(A2) < oc. Por la definición tenemosqueparacadale E IN existen4 =le y

unab-traza
6~2k talesque

682 = bs2k\ a y A E Focul(Barb(B
2, 682k), a, ¿k)

Razonandocomo en la proposición6.3.5 tenemosdos posibilidades:

— Existe unabarbab~ E BconE\a]l(Eí) tal quebí -.< b2, y entoncesyahemos

acabado.

— Para
tk, existeA

1,, E FocuI(Barb(Eí,be2,,),a,lk) tal que A1,, -.< A. Puesto

quend(A) < oc podemossuponerque todoslos estadosA1,, son igualesa

unodadoquedenotamosporA1. Portanto tendremosquela barba682 . A1

perteneceal conjunto5c0,,l[\a~ (Ei), conlo cual hemosconcluido.

• nd(A2) = oc. En estecasoparacadait E T existenIi E IN, unab-trazabe2í y

un estadoA21 talesque

682 = 682,, \ a, A21 E Focul(Barb(E2,6821), a, l~) y Al it = A21 1 it

Tenemoslas dos mismasposibilidadesqueen el casoanterior:

y
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— Existe una barba b1 E Bco,,l[V4(Eí) tal queb1 -.< 62, y entoncesya hemos

acabado. .3
— Para lí, existe A11 E Focul(Barb(Bi,6s21),a,lí) tal que A11 —< A1. Según

seanlos estadosA11 tenemosdos posibilidades: .3
* Existeito E ‘T tal que nd(Aíí) =ito paratodo it E ‘T. Podemosentonces

suponerquelasucesión¿~ es creciente,es decir, lí c l~ parait < t’. Por

‘4otro ladopodemossuponerquetodoslos estadosA11 son igualesauno
dadoA1. Con lo que tendremos682 . A1 E B~0~E\í4(E~) y A1 -< A2.

* La sucesiónde los tiemposde nd(Aíí) no está acotada. En tal caso .3
podemossuponerquend(Aíí) =it. Entoncestendremos

Aí=UAíílit 4
lEY

y se verificará que682 . Aí E Bc0~E\a~(Ei) y A1 —< A2. .3
2. Paracadabe . A CE I3co,,l[\a~(Bi), hemosde encontrarun estadoA’ tal queA -< A

y be . A E BconE\alI(Eí). Ello se siguede los siguienteshechos: .3
• Si bs’ E Btraz(Sí), como Sí -< 52 se tienebe’ e Rtraz(E2).

• Paracada¿FIN y cadaestadoA1 E Eocul(Barb(Bí,be’),a,1), existe un estado .3
A2 E Focul(Rarb(Eí,bs’),a,l) tal que A1 -< A2.

.3
Una vez visto que el operadores monótono, podremosabordar la demostraciónde la .3
continuidad.

Proposición6.3.7 Dadaunasecuenciano decreciente13 = {E,, 1 le E IN}, se tiene 4
ISconiI\all(Iub(B)) ‘—a Iub({Bc,n1’\a~ (5,,) 1 k E IN})

Demostración. PuestoqueS~ -< Iub(B), por lamonotoníatenemos .3
BconE\a]](E~) -< Bconl[\a]j(Iub(B)) ‘4

Con lo que obtenemosIub{B~onE\a1I(S,,) le E IN} -< Beo~E\a]~(Iub(B)).

Paradémostrarla otra desigualdadconsideramosen primer lugar ‘4
b = be~A E Iub{Bc0flE\a]j(S,,) le E IN}

Debemosencontrarb’ E B~0,,E\a~(Iub(B)) tal que 6’ -< b. Paraello distinguimos los si- ‘4
guientesen funciónde la forma de A:

.3

.3
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• nd(A) = oc. Paracadait E 7 existen4 E 1=4y un estadoA1 talesque

be•A1 E B~0n¡\a!(E,~) y A1 1 it = Al it

Existenentoncesunab-trazabe’ E Btraz(S,1)y un estadoA~ talesque

be = bs’\a, A~ E FocuI(Barb(Ez~,be’),a,lí) y A~l it = Aíl it = Al it

Puestoque E,~ -< Iub(B), podemosasegurarqueexiste un estadoA7 tal que

A~’ E Focul(Barb(Iub(B), be’),a, lí) y A¡ 1 it = A~ 1 it = Al it

Por tanto be . A E Bco,,ulj\a~(Iub(B)).

• nd(A) <oc. Paracadak E IN existe¿ =le tal que

be . A E BconI\a]j(E,)

Entoncesparacadale’ 6 1=4existen1’ > le’ y unab-trazabe,’ c Btraz(E,) talesque

be = be,’ \ a, A E Focul(Rarb(E,,bs,’),a,¿’)

Podemosdistinguir los siguientescasos:

— Paracada¿ existealgún1’ de maneraque lab-trazaquegenerael estadoA en

Focul(Barb(E,,bs,t),a,1’) tienelongitudmayor que1’. Entoncestenemos

A E Focul(Barb(Iub(B), be,’), a, 1’)

— En casocontrariotenemosqueparacada¿ podemosencontrarunabarba

6 = be1¿ . be2,. A, E E~

de maneraque bei, \ a = be, y la barba6821 . Aí generael estado A. Si el

numerode barbasde estaforma es finito, habráalgunade ellas que se repita

infinitamente quedenotaremospor 6, y por entoncesb E Iub(B), por lo que

tendremos

be . A E Bcon~\a]j(Iub(B))

Por el contrario, si el númerode barbasdistintases infinito, tendremosque

las longitudesde las mismasno puedeestaracotadas.En tal caso podremos

encontrarunasecuenciade barbasquecontenganun prefijo comúnde la forma

bco . A1ait1 . . . A,,ait,, 0a00a0~.. 0a0
h veces

tres
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de modo queocul(bso,a), y la partefinal es arbitrariamentegrande. Tomamos

entoncesbe’ = bco \ ay el estado

j—1

A’— {~it”~’}u UAj+tt donde tt
j<n j=L

Es fácil comprobarentoncesquebs’ . A’ E Bconl[\a~Qub(B)) y be’ . A’ -< be . A.

Tomemosahora6 = be . A E Bc~,~[\a~(Iub(B)). Distinguimosdoscasosdependiendode la

forma de A: u
• nd(A) = oc. En tal casoparacadat E T existen¿í E 1=4,unab-trazabeí y un estado

A
1 talesque

be1 \ a = be, A1 E Focul(Barb(Iub(B), bsí), a, ¿~) y Alt = A1 it

Existen entoncesm1 E IN y un estadoA~ talesque

beí E Btraz(Sm,), A~ E Focul(Barb(Emt,beí),a, lí) y A~ it = A1 it

y portanto existeun estadoA~¡ tal que

be Aj’ E Bconl[V4(E,ní) y A7 it = Alt

Puestoquelo anteriorlo hemoshechoparacadait E Y, existiráun estadoA’ tal que

6e.A’EIub{B~0,,¡J\t4(Sj)i iE]=4} y VitE’TA’lit=Alit

lo cual implica que be . A E Iub{B~,j\a~(Si) Ii E 1=4]>

• nd(A) < oc. En estecaso,paracadale E 1=4existen¿ =le y un b-traza
6~k talesque

bsk \ a = frs, A E Focul(Barb(Iub(B), bsk), a, 1)

Entoncesparacadale’ E IN existe1’ > le’ tal que

be,, E Btraz(E,’) y A c Focul(Barb(E,’, be,,), a, 1)

Por tanto be . A E BconE\a~(S,’), y en consecuenciatenemos

be~A E Iub{Bc
0,,Jf\a~(Sj) i E 1=4}

lo que implica el resultadobuscado.

ir
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6.3.3.2 Abstracción

Probaremosen esta secciónla relaciónentre la definición denotacionaldel operadorde

ocultamientoy sudefinición operacional.

Lema 6.3.8 Si A E .,4(P) es tal quea g A, entoncesA E ..4(P\ a).

Demostración. Simplementehay queteneren cuentaquela computacióndelprocesoP

quegenerael estadoA
rt;~

tambiénes posibleenP\a puestoquea g TA(Pfl. Puestoquela acciónno estádisponible

en ningunode los procesosfl’ queaparecen,tendremosTA(fl) 1 it~ = TA(fl \ a) 1 it~.

o

Proposición 6.3.9 SeaP un procesoy A E Focul(Barb(P),a, le), entonces

•nd(A)<oc 4’

•nd(A)=oc 4’

2¿>le: AFA,(P\a).

A E A(P\a).

Demoet~ción. PuestoqueA e Focul(Barb(P),a,le), existeunab-traza

be = A1ait1 ... A¿ait¡ E Btraz(P)

de longitud ¿ =le, tal que

¡+1

A=UAj+itt
j=1

dondeel estadoA,+t se ha obteniendo,

sigue:

j—L

donde it
t = E it

5

5=1

unaen función de la relaciónentre ¿ y

• Sil <le entoncesbe . A,+í E E y a « A.

• Si ¿ = le entoncesA,,+i = {QO}.

Puestoquebe E Btraz(P) existiráun procesoP’ tal queP =~4~ E’, con A,+i e ..4(P’) en

casoque 1 < le. Haremosla demostraciónpor inducciónsobrela longitudde la deáucción

de E z~ E’.

• Si la longitud de la deducciónes uno, tenemosqueE =~!=‘E. Si le = O entonces

A = {QO}, demodo quetomando¿ = Oseverifica ff?0} E .Ao(P). Si le> 1 tendremos

queA E A(P) y a g A. Por la proposiciónanterior tenemosqueA E .A(P \ a), y

le como

minutos?



3

4
148 6.3. Ocultamiento

por tanto en el casode quend(A) = oc ya habríamosacabado.Supongamosahora

que nci(A) <oc. Por la definición de .4(P) existeunasecuenciade estados ‘4

de maneraque A~ E A~(P) y A = Iub{A& le E 1=4].Puestoquend(A) .c oc existe .3
m E 1=4tal queAm = Am’ parani’ > ni. Bastaentoncestomar ¿ = max(le,m)para

concluir en el casode que nd(A) <oc. ‘4
• Si la longitud de la deducciónes mayorqueuno, tenemoslos siguientescasos:

P >—* P” 4~ P’. Estecasoes totalmentetrivial, puespodemosaplica la

hipótesisde inducciónya que se tiene ‘4
P \ a >—* P” \ a

p XL> .p” be’ ~ e. En estecasotenemos ‘4
bs’ = AIa(tí — t)A2ait2.. . A¿at¿ y A1 = (TA(P) 1 it) u (Al + it)

Tenemosentoncesqueel estadoA” = A — it verifica

A” E Focul(Barb(P”),a, le) .3
Puesto que a ~ A1 tenemosque a g TA(P) 1 it y por tanto se verificará

‘4idie(P, fa}) =it. Por tanto la transición

P \ a ~ P” \ a ‘4
es posible. Con lo que tenemosel resultadopor aplicaciónde la hipótesisde

inducción.
ci ‘ u

bs P’. En estecasotenemos
be’ = A2at2 . . . A,at, y A1 = (TA(P) 1 it) U

de modoque ‘4
A” = A — it E Eocul(Barb(P”), a, le — 1)

Puestoqueag A1 tenemosquea « TA(P) 1 it y por tanto ~dIe(P,tal) > it. Por

_ ‘4lo tanto la transición
P \ a ~ P” \ a

es posible. Con lo que tenemosel resultadopor aplicaciónde la. hipótesisde ‘4
inducción.

.3
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Proposición 6.3.10 SiendoA un estadotal queA E .,4(P \ a), se tiene

• Si nd(A) = oc, para cadait E Y existenlí E IN y A1 E Focul(Barb(P),a,4) talesque

At it = Alt

• Si nd(A) <oc, paracadale FIN existe¿ > le FIN tal que A E Focul(Rarb(P),a,¿).

Demostración. Si A E ..4(P\a)existeunacomputacióndeF\a quegeneraeldichoestado.

Puestoque P \ a ~2¾ P’ \ a si y sólo si P ~ P’ o bien P —~-+ P’, la computaciónde

P \ a seráde la forma (tomandoP11 = P)

14i \ a >** PL \ a —~-~--* P,,2 \ a >~~**. ~ \ a >—0 ~ \ a ~(k+i>i \ a

dondecadatransición PL \ a Ás~> ~k(í+1) \ a con i < n~ provienede unatransición

¡9’ 25.~L+ ~k(i+L)í y cadatransición~L1\a r11n1 -~$+1)I \a provienede unatransición

del tipo ~ 2=.Z4~(k+i>i• Entonceshay tresposibilidades:

1. La computaciónes finita. Entoncesexisteni E IN de modo que la misma termina

con P,’,,,~, verificándose:

• Para1 <ni se tienenlas transiciones:

,,~ rtu para 1<i<n, y

para l<Z<flm y

(stb(.P,’n,,m) A idle(P,’,,,,m, {a}) = oc)

2. La computaciónes infinita, peroprovienede unacomputaciónqueejecutaunacan-

tidad infinita de vecesla accióna. Entoncesexisteni E IN tal que

PL
‘ rl¡

<

j y

o

al1,,1

—e P(,+i)i

• Para1 = ni severifica:

rlm(i+1)

mt m(i+1)

Pmnm ¡S 4’

-Se
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“4
3. La computaciónes infinita y provienede unacomputaciónqueejecutaunacantidad

infinita de vecesla accióna. Entonces 4

P,j—~>fl(j+i) 1<i<n¿ y ~½,
AhoraParacadapar de enterosi,j E IN paralos queello tengasentidotomamos ‘4

5—1 j—1 ni—i
‘4it’3 ~ it ~ it’ =>3t

5 y A,= U ((TA(1%,)1 it~s)+it’5)
k=t 5=1 5=1

Puestoque la computaciónes posibletenemosa« TA(F%) 1 it~5, por lo quea « A~. ‘4
En el primer caso, si la computaciónes finita, Tenemosahora dos posibilidadesen

funcióndel último procesoPmm~: ‘4
• Pmnm \ a 4 entonces~rnflm 4, puestoque Ph~,, \ a >/—* y ¡9,,,,,, \ a -4> tenemos

que¡94,,,,,, >z—>yP4,,,~—1~, por lo que tomando U

Am = U ((TA(P,’,,5) 1 it,,,i) + it”’J) .3
tenemosAm E A(Pmí) y a« Am. Entoncesse verifica

A1ait1 ... Amtaitm..tAm E Barb(P)

Puestoquela computaciónes la quegenerabael estadoA, tenemosque ‘4
A= UAj+it’ ‘4

Por otro lado tenemosqueA e Focul(Barb(P),a, le) para todo le > ni, entonces,y

puestoqueen estecasotenemosnd(A) = oc, paraobtenerel resultadobastatomar ‘4
paracadait E Y cualquierl~ =le.

• Supongamosahoraque ~m~m \ a ft. En tal tomamosel estado ‘4
Am = {Ilt””} U U ((TA(P4,5) 1 itms) + it””)

verificándoseA = Uj.cm A~ + itj Tenemosentoncesdos posibilidades

‘Pmn -fr. En estecasotenemos U
A1at1 .. . Amiaitm..iAm E Rarb(P) ‘4

con lo que A E Focul(Barb(P),a,¿) para 1> ni.

‘4

‘4

.3
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— Pmnm 4. En estecaso, tomando‘2i = Pmnm,ha de existir una computación

siendo ‘—*,e {29->, 21+,>—*}. Estacomputaciónpuedeser infinita, o bien

conducirnosa un proceso ‘2,, tal que ‘2~ t~ Por lo que en estecaso, o bien

tenemosunasecuenciainfinita de b-trazas

be,, = Aiait1 .. .A iat i(A 1 it””)aO... 0a0E Btraz(P)

h veces

o bienunabarba

b = A1ait1 . . . Am...iaitm—i(Am 1 itml)aO.. . eaO{QO}

En cualquiercasotenemosA E Focul(Barb(P),a, 1) para¿ > ni.

Puestoqueen cualquiercasotenemosqueA E Focul(Barb(P),a,!) parale > ni para

obtenerel resultadobuscado,teniendoen cuentand(A) <oc, bastatomarparacada

le E IN, ¿ = min(le,m).

En el segundocasotomamosel estado

Am = U ((TA(P4,~) 1 itmj) + tmi)
jGlN

Severifica que a g Am y A = (Am + it
tm) u U (A~ + itt). Por otro ladotenemos

j.c?,,

A
1ait1A2at2. . . ~ E Barb(P)

Puestoque a « Am, tenemosqueA e Focul(Barb(P),a, le) para todo le > ni, y por tanto

paraobteneren estecasoel resultado,teniendoen cuentand(A) = oc, bastatomarpara

cadait E Y como 4 cualquiernúmeromayor que ni.

En el último casose verifica

A= UAj~l~tt
ÍEIN

Por otro lado, paracadai e IN tenemos

A1ait1 ... A2at2 .. . A~at~ E Rtraz(P)

Por lo tanto se verifica

A
t = (Al itt) U {IW} E Focul(Barb(P),a,i)

hace



6.3. Ocultamiento

Observemosqueen estecasose tiene queparacadait E Y existe it~ =it, por lo tanto se

verificará Al it = At 1 it. Entonces,paraobtenerel resultado,bastatomar 4 cualquiervalor

de maneraque t’ > it.

ir

Proposición 6.3.11 Siempreque ¡9 a Á~ ‘2 \ a existirá unab-traza be’ tal que
bs’ocul(bs’,a), be=be’\ayP ===~‘. ‘2~

Demoskaczou. Haremosla demostraciónpor inducciónsobrela longituddela deducción

de
bs

P\a=t’2\a

• Si la longitud de la deducciónes uno, tenemosque

P\a=~4P\a 4’

.3
P=~4P

‘4
• Si la longitud de la deducciónes mayorqueuno, tenemoslos siguientescasos:

— ¡9 a >—* P1 \ a y P~ \ a ~ Q\ a. Por hipótesisde inducción tenemos

bs\c
P~ \ a . ‘2\a

La demostraciónacabaaquí puesto que ¡9 \ a >—+ P~ \ a.

— ¡9 \ a ~ P~ \ a y P1 \ a ~ Q\ a. En estecasotenemos

be = (TA(P) 1 t)a’it bsi

diPuestoque ¡9 a —> ‘2\a tenemosque a ~ TA(P) 1 it y

‘4
Por hipótesisde inducción existebel tal que

‘4

‘4

‘4

‘4

ocul(b4, a), beí = be1 \ a
bs

y Pí\a=~Q\a

Entoncesla b-trazabe’ = (TA(P) 1 t)a’it . bs’1 verifica las propiedadesrequeridas.

¡9 \ a —u-> P1 a, Pi a ‘2\a y bsí # e. En estecasotenemos

be = (TA(P) it) Lbs1

Puestoque ¡9 \ a ~±* Q\ a tenemosquea « TA(P) 1 it y

rl

o
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Por hipótesisde inducción existebe~ tal que

ocul(bsj, a), be1 = be1 \ a
bel

y Pi\a=r~.’2\a

Tomandoentoncesla b-traza

be’ = { (TA(P) 1 ~,it) L bel
(TA(P) 1 it)ait .

siP~S*P1

siP2L>Pí

tenemosqueverifica las propiedadesrequeridas.

ir

Proposición 6.3.12 Siendobe unab-trazatal que ocul(bs, a), se tiene

haP=~Q 4’ P\a havz: ‘2\a

Demostración. Haremos la demostración por inducción sobre la longitud deducción de
be

• Si la longitud de la deducciónes uno, tenemos

4’ a

• Si la longitud de la deducciónes mayor queuno, tenemoslos siguientescasos:

ha

— E >—> Pí y P~ =~ ‘2• Porhipótesisde inducción tenemosque

Pí \ a ~ Q\ a

La demostraciónacabaaquípuestoqueP >—> Pi.

ci bs1
— ¡9 —* Pí, Pi : ‘2~ En estecasotenemosque

be = (TA(P) 1 t)ait. bel, be1 ~ e y bs\a = (TA(P) 1 it,it) U (beí \a)

Puestoque tenemosocul(be, a) se sigue a g TA(P) 1 it, por tanto idIe(P,{a}) =it

en consecuencia

Ahora, por hipótesisde inducción tenemos

bsi\c
\a=~ Q\a

y por tanto tenemos
bs\a

P\a==~’2\a

lo



.3
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‘4
a’1 _____

~ p~, “~ bs
1 ‘2 En estecasotenemosque

be = (TA(P) 1 it)a’it . be1, ocul(beí, a) y be\ a = (TA(P) 1 it)a’it. (be1 \a) ‘4
Puestoquese tiene ocu¡(be,a), deducimosa « TA(P) 1 it, por lo que

¡9 a 2-L> ~1 a

Ahora, por hipótesisde inducción tenemos

P~ \ a ~ ‘2\a

y por tanto
hs\a

a ===tQ\a

— ¡9 —1!-> p1, ¡9’ Ágk. ¡9, bs~ ~ e. En estecasotenemosque

bs=(TA(P)lit)Ubsi bsí#e y be \a = (TA(P) 1 t,it) L (bel \a)

Puestoque se tieneocul(be,a), derivamosa ~ TA(P) 1 it y por tanto

Pi \ a 4ú~~‘2\a

de donde
bs\a

P\a==~Q\a.

Proposición 6.3.13 Para cadaproceso¡9 E CRec(Z~q)se verifican

1. Barb(P \ a) « BconhI\¿4(Barb(P)).

2. BconE\a~(Barb(P)) ~< Barb(P \ a).

Demostraczoit

1. Tomemos b = be . A E B~0,,E\a~(Barb(P)). Supongamosen primer lugar queel ‘4
númerode b-trazasbe’ diferentesentresí talesque

a = be y RE”: ¡9 bs

’

es infinito. Entoncesla longitud de las b-trazasno puedeestaracotada,por lo que

podremosencontraruna secuenciade b-trazasque tienenun prefijo comúnde la

forma

bco . A1ait1 .. . A,~ait,, 0a0. . . 0a0
h veces
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donde la longitud h es arbitrariamentegrandey ocul(bso, a). Tomamos entoncesel

estado

A0 — {Qit”~’} u Li A~ + it
1

1<,,

1—1

donde itt = E it
5

5=1

Se verificaentoncesque (bco \ a) . A0 E Barb(P\ a) y (beo \ a) . A0 «be . A.

Podemosahorasuponerqueel númerode b-trazasquecumplenlacondiciónanterior

es finito, entoncestiene sentidoconsiderar

Q={P’iP bs: P~, bs’\a=be} y ‘2= [1>“

P’eQ

y aplicandolaproposición6.3.12, tenemosqueparatodo ¡9 E ‘2

Ademáses fácil comprobarque

Barb(Barb(P \ a), be) = Barb(’2 \ a)

Distinguimosdoscasosen funciónde la forma A:

• nd(A) < oc. Entoncesparacada le E 1=4existen¿ > k y una b-trazabe,, E

Barb(P) talesque

be~ \ a = be y A = Focul(Barb(P,bs,,),a,¿)

y por tanto A E Focul(Barb(’2),a,¿) para cada le > 1. Entoncesaplicando

la proposición6.3.9 existe 1’ > ¿ tal que A E A,’(Q \ a). En consecuencia

A E A(’2 \ a), por lo queexiste ¡9’ E ‘2 tal queA E .4(¡9’ \ a) y por tanto

be A E Barb(P \ a).

• nd(A) = oc para cadait E Y existen4 E IN, una b-traza6s~ E Rarb(P) y un

estadoA1 talesque

beí\ a =bs, A1lt=Alit y A1 = Focul(Barb(P, be,4a, 4)

y por tanto A1 E Focul(Barb(’2),a,¿í). Entoncesdos posibilidades

proposición6.3.9:

— Si nd(At) = oc entoncesA1 E .A(’2 \ a).

— Si nd(Aí) < oc existe¿~ =4 tal que A1 E .4~(’2 \ a).

segúnla

que
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(4
En cualquiercaso,paracadait e Y podemosencontrarA~ E .A(’2 \ a) tal que

A~1it=A11it=Aht ‘4
Puestoque estoes cierto paracada it E Y, y los estadosde un procesoson ‘4
temporalmentecompactos,tenemosqueA e A(’2 \ a). Entoncesexiste¡9’ E ‘2

tal queA e ~A(¡9’\ a) y por tanto be.A E Barb(P\ a). 4
2. Tomemosahorabe . A E Barb(P\ a), existeentonces¡9’ tal que 4

hs
y AEA(¡9’\a)

3
En virtud la proposición6.3.11 existiráunab-trazabe’ tal que

¡9=4~~4’¡9’ y be=be’\a (4
Tenemosentoncesel resultadobuscadocomo consecuenciainmediatade la proposi- 3
ción 6.3.10.

ir ‘4

Proposición 6.3.14 Si E Barb(P)entoncesB~0~í[\a~ (5) Barb(P \ a). ‘4
Demoetración. Tomandob E Barb(P\a), poraplicaciónde laproposición6.3.13 tenemos ‘4
que

36’ E BconE\a]1(Barb(P)) : 6’ « 6 4
Entoncespor la aplicaciónde la proposición6.3.5 tenemosqueexiste6” E 6co,,IJ\a~(E) tal 4que 6” « 6’.

Tomemosahora6 e BconE\a]1(B). Por la proposición6.3.5 existeb’ E t
3conl\a]j(P) tal

que 6’ « 6, entoncesaplicandola proposición6.3.13 tenemosqueexiste 6” e Barb(P \ a)

tal que 6” « 6’.

ir 4
Comoconsecuenciade estaproposición,podemosextenderal lenguajequeincluye el ope-

‘4rador de ocultamiento todoslos resultadosreferentesa la abstracciónde la semántica
denotacionalvistosen el capítulo 4.

si

j
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6.3.4 Ecuaciones

Las ecuacionesquenos van a permitir trabajarcon esteoperadorson bastantesimples.

Simplementehay queteneren cuentaque\a ocultala accióna. Por tanto, será suificiente

considerarlas siguientesecuacionesde la tabla6.2.

La correcciónde dichasreglas es bastanteobvia a partir de las definicionesdadas.

Las reglasquehemosdado, permiteneliminar el operadorde ocultamientode cualquier

procesoqueestéen formaprenormal,con lo queelconjuntode ecuacionesobtenidoseguirá

siendocompletocon respectoa la semánticade pruebas.

[OCUL1] (eit;P)\a=Eeit; (P\a) si e eS, e#a

[OCUL2] (ait;P)\a=Erit;(P\a)

[OCUL3] (Pfl’2)\a=E(P\a)fl(’2\a)

[OCUL4] (u ~ \ a E [j (P~’~’ \ a) ~ LI (1%’~’ \ a)
a’t’EAlI c’1’CA31

siendoA E ST, a E A y it = min{it ait E A}

[OCULS] (~YÁ~\ a =E LI (Pci \ a)
aIEA

siendoA E STy a « A

Tabla 6.2: Ecuacionesparael ocultamiento.

se



u
158 6.4. Intervalos de Tiempo en Acciones Visibles

‘4
6.4 Intervalos de Tiempo en AccionesVisibles

A la horade hacerespecificacionesde sistemastemporizados,convienepoderintroducir .3
intervalostemporalesen las accionesquese vanaejecutar,los cualesindicanquela acción

indicadase puedeejecutarentrelos instantesti y it2 indicados.Paraello introduciremos ‘4
un nuevooperador

a[ití,it2];P ‘4
cuyo significado es que el procesocomienzapudiendoejecutarla acción a en el intervalo

de tiempo [it1,it2] y tras ellos comportarse comportarse como el proceso P. Formalmente ‘4
introducimosen la signatura del modelo la siguientefamilia de operadores.

{a[ti,t~A; la E Act, ití E Y, ti =it2 y it2 E ru {ocl} .3
Antes de seguiradelantevamosacentrarnuestraatenciónen dos detalles,el primerode

‘4ellos es quepermitimosqueel límite superiordel intervalo sea infinito. Esto tiene dos

consecuenciasinmediatas

• Hemos introducido un procesoque puederealizar un númeroinfinito de acciones ‘4
temporizadas. A pesarde ello, la semánticaoperacionalsigue siendo finitamente

‘4
ramificada,en virtud de la definición quehemosdado(definición 3.2.5).

• No se trata de un operadorderivado, en el sentidode que no se puedeeliminar su u
presenciaen elmarcode los procesosfinitos. Hastaahoraningúnprocesofinito podía
realizarun númeroinfinito de acciones. No obstante,no tendremosquemodificar

las nocionesde forma normal ni prenormalpuestoqueesteoperadorserátratado ‘4
medianteel operadorde reducción:

RED(a[O,oc];P,t) = DIV(t) ir ¡] <it’; p ‘4

Ensegundolugar, fijémonosenel hechode quesólamentehemospermitidoponer intervalos ‘4
en accionesvisibles;no permitimosintervalosen accionesinternas. La razónquejustifica

esta limitación es nuestro deseo de para seguir manteniendola de urgencia de dichas ‘4
acciones.En tal caso,si permitiéramosintervalosen accionesocultas,éstasdeberíanser

ejecutadasen el instante inferior de tiempo, con lo queseríainocua la presenciade los ‘4
restantesvaloresdel intervalo.

De nuevo, parapoder definir la semánticaoperacional,en primer lugar hemosde

‘4comenzarpor extenderlas funcionesauxiliares que intervienenen la definición de las
reglas. A continuaciónpodremosdar las reglasen sí. Todo ello lo tenemosrecogidoen

‘4

.3

¡3
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[INT] a[ití,it2];P —~-* E it E T, ití ~ it =it2

stb(RED(P, it)) =
Tiem(a[iti,it2,];P,a’) =

idle(a[ití, it2]; ¡9, A) =
Upd(a[iti,t2];P, it) =

true

{
{
{

{it

0

E 74 it1 =it =it2}

oc sia«A

it1 en otro caso

a[ití — it, it2 — it]; E

a[O, it2 — it]; ¡9

STDP

si a = a’

en otro caso

si it =ti

si iti < it := it2

si it2 < it

Tabla 6.3:

prefijo con

a[iti,t2];P 4.

Reglasy funcionesque definen la semánticaoperacionalde la operaciónde

intervalosde tiempo.

la tabla 6.3. Es fácil comprobarque tras la adición de estenuevooperadorse siguen

verificando las propiedadesde la semánticaoperacionalrecogidasen la sección3.2.1, con

lo que también siguen siendo válidos todo los resultados correspondientes a la semántica

de pruebas.

6.5 SemánticaDenotacional

Extenderla semánticadenotacionalparacubrir a esteoperadores bastantesencillo.

mamos
To-

Bconlla[ití, it2]; ~(E) — {AI¡

12} U {(A~’~ 1 it)ait •b 1 tER, ití =it =it
2 A bE

donde A~p
1’ = {{atl it E Y A it

1 =it =it2}}

Es fácil comprobarqueesteoperadorcumpletodaslas propiedadesexigibles:

• Si E es un conjuntoconsistente,a E Aa, ití E Y, it2 E TU {oc} y it1 =it2, entonces

BconEa[ti, it2]; ]~(S) es tambiénun conjunto consistentede barbas.

• El operadores monótonocon respectoa la relación«.
• El operadores monótonoy continuocon respectoa -.<.

quiere...
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Por tanto podemosextenderen efectola semánticadenotacionalparacubrir este nuevo

operador. ‘4
6.6 Ecuaciones ‘4

‘4

Tabla 6.4: Axiomas parael operadorde intervalos. .3
Las ecuacionesnecesariasparatratar a este operadorestánrecogidasen la tabla 6.4. ‘4
Observemosque

a[ití,t2];P=E ti LI at;P si tí=it2<oc ‘4
=1=12

es un procesobien definidopuestoque estamosconsiderandoun dominio de tiempo dis-

creto. Los axiomasde la tabla6.4 no nos permiten en general eliminar la presenciadel ‘4
operadoren un término finito. No obstantelas reglas siguen siendocompletas,puesto

queque la eliminaciónsí es posibleen el ámbito del operadorRED(., .). En cierta manera “4
estamostratandoesteoperadorcomo si fuera infinito. De hecho,podemosobservarla

igualdad u
a[0, oc]; ¡9 = REOx.(wa ; x) ir aO ¡9

dondea representala unidadde tiempo. Si nos fijamos en la demostraciónde la com- ‘4
pletitud del sistemade axiomas(teorema5.3.6), observamosque nos limitamos ausarel

hechode quelos procesosde la forma
REE(ap(’2, O, it)

son finitos, y por tanto si ‘4
RED(ap(’2,1), it) « RED(ap(P,le), 1)

podremosdeducir U
RED(ap(Q,1), it) <E RED(ap(P,le), it)

Estaúltima demostraciónseapoyaen el hechoque cualquierprocesofinito sepuedepasar ‘4
aformaprenormal.Esteúltimo resultado,enel casoquemanejamosdeintervalosinfinitos,

.3

[INTí] RED(a[it1,it2];P,ito) = ~ <it; RED(P,to — it) si it1 =it2 <ito
12

[INT2] RED(a[it1,t2]; ¡9, ito) = <it RED(P, ito — it) si ti c ito =it2
ti =i=to

[INT3] RED(a[it1,it2];P,ito) = DIV(to) sí it0 =it1
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es cierto en nuestrocaso. Sin embargoel resultadofinal siguesiendocierto pudstoque

¡ es suficienteque los procesos
RED(ap(Q, 1), it)

¡ sepuedanpasara forma prenormal,y estosigue siendocierto graciasa los axiomasde la

tabla6.4.

u
u
u
u
E
¡

E
u
¡

¡

u
u
E
¡ _____________

Yo

¡

u
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6.6. Ecuaciones

mi

3
3
st

st

si

a
si

Estapáginaestáintencionadamenteen blanco. .1

st

si

si
‘4

st

st

si
si

si
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Capítulo 7

Suma

En los capítulosprecedenteshemostrabajadocon un álgebrade procesostipo OSP, de

modo quecontamoscon dos tipos de eleccióntotalmentepura: la eleccióninterúay la

elecciónexterna. En este capítulo indicaremoscómo podríamosextenderlos resultados

a con un álgebrade procesostipo 003. La principal diferenciaestribaen el hecho de

que tendríamosahoraun único operadorde elección,que llamaremossuma(+). Dicho

operadorse puedever como unaelecciónmixta, entremediasde la elección puramente

no deterministay la elección puramenteexternadel OSP.Mientras la elección&cterna

de OSPse resolvía únicamentemediantelaejecuciónde unaacciónvisible, la suma~puede

ser recueltamediantela ejecuciónde unaacciónoculta. Esto causaun notablepr¿blema

de operador,puesningunasemánticaqueno vea las accionesocultaspuedeserunacon-

gruenciacon respectoal mismo. Es necesariodisponerde unasemánticaalgo móe~fuerte

que vea, al menos,la primeraacciónocultacuandoestaocurra.

Habitualmenteno se estudianingún álgebrade procesosquecontengalos tre~ tipos

de operadoresde elección. De hecho, si consideramosun álgebraen que teng~ como

operadorde elecciónúnicamentea la suma,comose haceen [LdFN96], lacaracterización

de la congruenciaes mássencilla. En estecapítulolo quehemospretendidoes integrarel

operadorde sumaconlos ya existentes,con lo que la caracterizaciónde la congruenciase

complica.

El contenidoestecapítulono pretenderecogerunateoría completay cerradade la

cuestión;sino másbienuna indicacióna seguir,en el casode quequeramosextenderla

teoríavistahastaahora.El completarestaextensión,hacerlas demostraciones,completar

los detallesque faltan, etc... debeservisto como partedel trabajofuturo a desarrollar.

-se
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.3
7.1 Sintaxis

La sintaxisde la extensiónse apoyaráen la signaturaexpandida .3
= £seqU {+} .3

7.2 SemánticaOperacional .3
Paradefinir la semánticaoperacionalde procesossobreesta nuevasignatura,hemosde

definir en primer lugar las funcionesauxiliaresqueempleamospara definir la semántica ‘4
operacionaldel lenguajeoriginal. Las funcionesse siguendefiniendoen la mismamanera

quehabíamosvisto anteriormenteen los quese refiere alo operadoresde Zseq. Bastapor

.3
tanto definir las funcionesparael operadorde suma:

stb(P +‘2) = stb(P) A stb(Q)

idle(P + ‘2,A) = mm A), idle(’2, A)

Tiem(P + ‘2,a) = (Tie2(Pa) ~idle(’2)) u (‘Tiem (‘2~ a) ~idle(P))

Upd(P + ‘2,it) = Upd(P,it) + Upd(Q, it) .3
Por último, añadimoslas reglasquepermitirángenerarsustransiciones: .3

[MAS1] P>—4P’ [MAS2]
P+Q>—*P+Q’ .3

[MAS3] ~ —~-+ ¡9’, id¡e(’2) =it, stb(’2) [MAS4] ‘2 =L>‘2’, idIe(P) =it, stb(P

)

P+’2 C%p, P+’2—Ñ’2’ 4
7.3 Semánticade Pruebas

Paradar unasemánticade pruebas,lo primeroes extenderel predicadode convergencia .3
paraeste operador;paraello, lo único que hemosde haceres extenderel predicadode

convergenciadébil, quepor otra partese hacede manera natural ‘4
¡94. AQ4 4’ ‘4

Es fácil comprobarquesesiguenmanteniendolas propiedadesde lasemánticaoperacio-

naldadasen la sección3.2.1. Estoimplica en particularquela caracterizaciónoperacional

.3
de la semánticade pruebas,vista en el capítulo 3, siguesiendo válida si extendemosel
álgebraconesteoperador.Lo queocurrees quedichasemánticano es conservadaal apli-

carel nuevooperador,surgenlos problemastípicosen relacióncon la falta de congruencia .3
de la sumaen CCS,quizásagravadosen nuestrocaso.

‘4

.3

‘¡3
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Ejemplo 7.3.1 Consideremoslos procesos

¡9=a4;STOP y Q=rO;a4;STOP

Evidentemente,no haydiferenciaentre¡9 y ‘2 en basea lasemánticade pruebas,sepuede

comprobarfácilmenteque se verifica ¡9 ~‘2.

Sin embargo,si consideramosel proceso

1? = bl STOP

tenemosque¡9 + R puedeejecutarla acción6 en el instante1, cosaque ‘2+ R no puede

hacerpuestoquese ha de ejecutarantesla acciónocultaen el instante0, decidiendoasí la

eleccióne impidiendolaejecuciónde laacciónbenel instante1. De hechosi consideramos

la pruebaT = 61 ; OK tenemos

¡9+QmustT y ‘2+RmXistT

y por tanto P+RZQ+ R.

¡ ir

La mayorcongruenciacontenidaen la semánticade pruebasvienedadapor la

Definición 7.3.2 Siendo¡9,’2 E CRec(Zseq),definimos

¡9.«C’2 4=4’ C[’2]«C[’2]

dondeC[.] es cualquiercontextoen el quese puedanponer los procesos. ¡

o

Debidoa la caracterizaciónde la semánticade pruebastendremosla equivalencia

prC’2 ~ P«c’2

El restode lasecciónlo destinaremosadar unacaracterizaciónmásexplícitade larelación

DC Paraello introducimoslos conceptode t-barbay tb-traza.

Definición 7.3.3

• Una tb-traza es un par itbe = (it, be) dondeit E T y be es unab-traza de longitud 1,

be = Aíaíiti, verificando it < it1.

• Una t-barbaes un par itb = (it, 6) dondeit E TU {oc} y 6 es unabarbaquev~erifican:

dijo
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_ ‘a
— Si 6 es un estadoA, entoncesit < nd(A).

— Si 6 = Aíaití 6’, entoncesit < it
1. ‘a

• Si TE es un conjuntode t-barbas,definimos su conjuntode tb-trazaspor mediode

TBtraz( TE) = {(t,Aiaíiti) Bb : (t,Aiaití . b) E TE}

Y si (it, Aiaiti) E TBtraz(TB), definimos el conjuntode barbascontinuaciónme- ‘a
diante

Barb(TB, (t,A1a1t1)) = {b (t,Aiaíití . b) E TE} ‘a
ir ‘a

La idea quehaydetrásdel conceptode tb-traza(it, A1aíití) y del de t-barba(it, 6), es la de

recordarahoratambiénla informaciónsobreel instanteit, en el queha sido ejecutadala

‘a
primeraaccióncuandose ha generadola barba. Por tanto, el conjuntode tb-trazasy el
de t-barbasde un procesose definiránde la siguientemanera:

Definición 7.3.4 Siendo¡9, Qdosprocesosy (it, Aiaíití) unatb-trazadefinimosinducti-

vamentela relación ‘2 ‘4

en la siguienteforma: .3
al ______________• Si ¡9 —* ‘2 entonces~ (t,TA(P>a1) ‘2

~ (IAIaIIIY’2 ‘a
• ~ (1tAxalix>’2t ¡9(tAiaitO’2dóAi =TA(P)litU(A1+it). ‘4

Siendo¡9 un proceso,definiremosel conjuntode t-barbasde ¡9 (T8arb{P)) como el menor

conjuntode t-barbasqueverifica: ‘a
• Si ¡9 fi’ entoncesTRarb(P) = {(0, V?0})}.

• Si ¡9 4 se tendrá

— Si ¡9 >—* ¡9’ y itb e TBarb(¡9’) entonces itb E TBarb(¡9). ‘a
— Si ¡9 ~ ¡9’ y LV e Rarb(¡9) entonces (it, (TA(P) 1 it, it) L LV) E TBarb(P).

— Si ¡9 ~AL>¡9’ y 6’ E Barb(P’) entonces(it, TA(P)at . 6’) E TBarb(¡9). ‘a
Si stb(P) e idle(¡9) = oc, entonces (oc, TA(P)) E TBarb(P).

‘a

.3

‘a
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o

La ideaparacaracterizarla relación es partir de las t-barbas,al igual quehicimos

con la relación~ y las barbas. Entre t-barbasy conjuntosde t-barbasdefiniremosla

relación«T, quees en ciertaforma la extensiónnaturalde la relación«.
Definición 7.3.5 Siendo TEi y TE2 conjuntosde t-barbas,diremosqueTE1 «T TE2

si y sólo si se verifican las siguientescondiciones:

• Paratodo (it2,b2) E TE2 existe (ití,b1) E TEí tal queti =it2 y bí « b2.

• Para todo (it2,A2) E TE2 y todo it’ E T tal que it’ < it2 y it’ ~cnd(A2), existe

(it1, A1) E TE1 de modo quese verifica unade las siguientescondiciones:

— ití =it’ y Aí1it’~A2, obien

— nd(Ai) =it’ y TAcit(Ai) C A2.

ir

La relación«T induceunarelaciónentreprocesosdadapor:

¡9 <¿~‘‘2 ~ TBarb(¡9) «T TBarb(’2)

En lo querestade secciónprobaremosla equivalencia

pE
0’2 ~ p«T’2

El objetivo de la definición7.3.5es conseguirqueparacadait E T se verifique

¡9+cit;STOP«’2+cit;STOP ~

dondec es unaacciónnueva,que no apareceni en ¡9 ni en’2. Por lo queparaprobarla

caracterizacióncomenzamospor demostrarla

Proposición 7.3.6 Siendo¡9 y ‘2dos procesos,las siguientesafirmacionesseránequiva-

lentes:

i. prC’2

2. Paratodo procesoR se verifica ¡9 + R ~ ‘2+ R.

3. Paratodo t E Y se verifica

• ¡9+cit;STOP~’2+cit;ST0P

dondec es unaacciónnueva,queno apareceni en ¡9 ni en’2.

el
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.3
Demostración. Lasimplicacionesde arribahaciaabajosontriviales. No limitaremospor

tanto aprobarlas implicacionesde abajoaarriba. 4
2 =~. 1. Parademostrarque ¡9 ~c ‘2, hemosde considerarun contextocualquieraC[.]

y probarque .3
C[P] ~ C[’2]

Haremosentoncesla demostraciónpor inducciónestructuralsobrela construcción 4
del contexto. Paralos operadoresdistintosa la sumala demostraciónconsistesim-

plementeen aplicarel hechode queson monótonosconrespectoa ~. En el casode

.3
lasumase tiene por la condiciónde quese parte.

3 4’ 2. Razonaremospor reducciónal absurdo. Supongamosqueexiste un proceso1? .3
tal que

¡9+R~’2+R

Por la caracterizaciónde ~ mediantebarbas,existirá 4
6= be~ A E Barb(’2 + 1?) .3

de maneraqueno existe6’ e Barb(¡9 + R) tal que6’ « 6. Sin pérdidadegeneralidad

podemossuponerque tantoQcomoR sonprocesosestablesy convergentes,y además

.3
¡9 4J. Segúnsean‘2y R tenemoslassiguientesposibilidades:

• ‘2 ~ ‘2’ e idle(R) =it. En estecasola barba6 seráde la. forma 4
6= (TA(Q)1 ituTA(R)1 it,it)Lbí

Tendremosentoncesque .3
6’ = (TA(’2) 1 it, it) Lb1 E Barb(Q + ti; STOP)

Puestoque .3
¡9 + ti ; STOP~ ‘2±ct; STOP

o lo que es lo mismo ¡9 + ct; STQP« ‘2+ ti; STOP, existiráentoncesunabarba .3
b” E Barb(P + cit ; STO!’) tal que 6” « 6’. Comoquieraque la acciónc en el

instanteit no puedeestarpresenteenlabarba,tendremosquelabarbaLV’ podrá .3
ser generadade algunade las siguientesformas:

¡9~* ¡9’ 1L* E”’ it’ =ityb” = (TA(¡9’)1it’,t’)Lb~f. En este caso 4
tomamosla barba

6”’ = (TA(P’) 1 it’ U TA(R)1 ,it’) L b~ inBarb(¡9 + U) .3
queverificaría 6”’ « 6, lo queestáen contradicciónconla hipótesis.

‘.3

.3

¡3



7. Suma 169

— ¡9 ~ ¡9’ —~-* P” y LV’ = TA(¡9)ait . b’1f. En estecasotomamoslabarba

6”’ = (TA(¡9’) it’ U TA(R)1)ait . b~ E Barb(¡9 + fi)

queverificaría b”’ y LV” « 6, lo queestáde nuevoen contradiccióncon la

hipótesis.

• => fi’ e idle(Q) > it. En este caso tenemos

6 = ((TA(Q) 1 it) U (TAo)?) 1 it)fl, Lb1 donde b~ E Barbo)?)

Por otro lado,y puestoque idIe(’2) =it tenemos

(TA(Q) 1 it)cite E Barb(’2 + cit; STDP)

Y puestoque ¡9 + cit; STDP ~ ‘2+ ti ; STOP podremosencontrarun proceso

estableP’ tal que

P >~>* ¡9~ idle(¡9’) > it y TA(¡9)1it~TA(’2)1it

Ahora, si tomamosla barba

= ((TA(¡9’) 1 it) U (TAo)?) it), it) U b~ E Barb(P + R)

veríficab’ « 6, lo quevuelve aestaren contradicciónconlahipótesisde partida.

• ¡dle(Q) = ¡dle(R) = oc. Tenemosdos posibilidadespara la. barba6:

— 6 = TA(P) u TA(’2). En este caso tenemosque paracadait E Y se yerifica

(TA(¡9) U {ct} E Barb(’2 + oit; STOP)

con lo que existe A1 e Barb(P+ cit; STO!’) tal que A1 « TA(¡9) u {cit}.

Por la proposición2.4.8 existeun estadoA E Barb(P) tal que A « TA(¡9).

Tenemosentoncesqueexisteun proceso¡9’ establetal que

y AeBarb(¡9’)

Tomandoentoncesel estadoA’ U (TA(R) 1 idle(P’)) se tiene

A’«b y A’eBarb(¡9+R)

lo cual estáen contradicciónconnuestrahipótesisde partida.

principito-,
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— b = Aait . 61. En estecasotenemos

A= (TA(Q)lit)u(TA(’2)1 it)

y se verifica unade las siguientes
ci

* fi —* fi
1 y b1 E Barbo)?1).Puestoqueidie(Q) > it tenemos

(TA(’2) 1 it)ct0 E Barb(’2 + ti; STO!’)

Y puesto queP+ ti; STOP~ ‘2+ ti; STOPpodemosencontrarunabarba

6’ E Barb(¡9 + cit ; STOP) tal que

6’ « (TA(’2) 1 t)tie

Entonceshaydos posibilidadesdependiendode 6’:

si LV se trata de un estadoA’, ésteha de verificar nd(A’) < it. To-

mamos entoncesel estadoA” = A’ U TAo)?) 1 nd(A’) queestá en el

conjuntoBarb(P+ fi) y queverifica A’ «6, lo queestáen contra-

dicción conla hipótesis.

b’=A’at.bl, entoncespodremosencontrarun proceso¡9’ establetal

que

¡9 >>* ¡9~ idle(¡9’) > it y TA(¡9)1itqTA(’2)1it

Ahorasi tomamosla barba

6” = ((TA(¡9’) 1 it) U (TAo)?) 1 it))cit0 E Barb(¡9 + fi)

verifica 6’ «b, lo quedenuevoestáen contradiccióncon lahipótesis

de partida.

* ‘2 ~±* ‘2i y b~ E Barb(Qi). En estecasotenemos

(TA(Q) 1 t)aitbi E Barb(’2 + ct ; STO!’)

y puestoque ¡9 + ct ; STO? ~ ‘2+ ti ; STO!’ existe una barba6’ en el

conjuntoBarb(P + ct) tal que

6’ « (TA(’2) 1 it)aitbi

podremosencontrarun proceso¡9’ establetal que

¡9 >—0 ¡9’ y 6’ E Barb(P’)

170
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Entoncestomamosla barba

f A’ u (TAo)?) 1 nd(A’)) si 6’ = A’
6” = 1 (A~ U (TAo)?) 1 it))ait .61 si b’ = Alait .14

queverifica

6” E Barb(P+fi) y 6” «6

lo cual estáen contradicciónconla hipótesisde partida.

Puesto que la existenciade tal barba 6 nos ha llevado en cada caso a una con-

tradicción, concluimos la no existenciade la misma con lo que paratoda~barba

6 E Barb(Q + R) existeotra barba6’ E Sarb(P+ R) verificando 6’ «6. Lo quenos

conduceaque ¡9 + fi ~ ‘2+ fi.

ir

Abordamosahorala demostraciónde la implicación

¡9«TQ ~¡9~CQ

En virtud del lema anteriory la caracterizaciónde la relación ~, se trata de unaconse-

cuenciade la siguiente

Proposición7.3.7 Si ¡9 «‘2, entoncesparatodo it E T se verifica

¡9 + cit ; STDP« ‘2+ cit ; STO!’

Demoeitración. Parademostrarlotomemos 6 E Barb(’2 + ti ; STO!’), supongamossin

pérdidade generalidadquestb(’2) y ‘2~J- Tenemoslas siguientesposibilidades:

• 6 = A dondeti « A. Si ello sucedees porqueexiste un instanteitg =it tal que

(it0,A) E TBarb(Q). Puestoque¡9 .c~cT’2, existe(itp,Ap) con itp =itq y Ap «A, y

ya que itp =it0 =it, tenemosqueA~ E Barb(¡9+ cit; STO!’).

• b = A con ti e A. En estecasotenemosqueA0 \ {ct} E A(’2), y por tantó existe

it0 > it tal que (it0,A0) E TBarb(Q). Puestoque ¡9 «1 ‘2, existe (itp,Ap) con

tp =itq y Ap «A. Ahora tenemosdos posibilidades:

— itp = it en cuyo casoAp E Barb(¡9 + cl; STO!’) por lo que tenemosAp «A.

— tp > it en cuyo casotomamosA’ = Ap U {cit}, verificándose

A’EA(P+eit;STDP) y

si
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• b = Aict0. En estecaso tenemos queidle(’2) =it y A1 = TA(’2) it. Existeentonces

(itQ,AQ) E TBarb(’2) tal que itQ =it y A1 = A~ 1 it. Si nd(AQ) = it, como ¡9 «T’2 3
existirá (itp,Ap) E TBarb(¡9) de modo que Ap «AQ, entonces

Ap E Barb(¡9+eit;STOP) y A~ «6 3
Por tanto podemossuponerse verifica it < nd(Aí4, y como que it =t~ existirá

.1(tp, Ap) E TBarb(¡9) verificandouna de las siguientes posibilidades:

— tp = it y Ap~ tQ C AQ, con lo cual tendremos 3
(Api it)eit0 E Barb(¡9+ ti; STO?) si

— nd(Ap) =it y TAct(Ap) GE A~. TendremosentoncesqueAp es un estadode

¡9+ cit ; STDP y ademásAp «6. 3
En amboscasoshemosencontrado6 e Barb(¡9 + ti ; STO?) tal que 6 « Aícit0.

• 6 = A1a1it1 6’, e ~ A1 ye ~ ap Entonces existe itQ =it tal que (tQ,b) E TBarb(’2). si
Puestoque¡9 «T ‘2existeitb’ = (itp,bp) E TBarb(P) tal que bp «T 6 y itp =tQ,

mi
y entoncesbp E Barb(¡9 + ct; STO!’).

• 6 = Aiauti~b’, ti EA1 ye ~ a1. Tomamosb~ = (Ai\{ct})aiti.b’, entoncesexistetQ si
tal que (itQ,bq) E TBarh(’2). Puesto que ¡9 «T ‘2 existe itb’ = (tp,bp) E TBarb(¡9)
tal que bp «T b~. Si tp =it, tenemosque bp E Barb(P + cit ; STO!’) y bp « 6. Si nl
itp > it entoncestomamoscomo b’ la barbaresultantede añadirct al conjunto inicial
de bp, y obtenerasí 6’ E Barb(¡9 + cit; STO!’) y 6’ « b.

ir 3
Como corolariode estasdos proposicionestenemos ‘a

¡94<’2 4’PC
0’2 mi

Demostramosahorael reciprocopor reducciónal absurdo,es decir,

Proposición7.3.8 Si ¡9
5tT ‘2 entoncesexisteun cierto contextoC[] tales que ‘a

C[¡9] 5t C[’2] ‘a
Demostración. Si ¡9 <T ‘2 tenemosdosposibilidades:

si

.1

j
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• Existe (it, 6) E TBarb(’2) y no existe (it’b’) E TBarb(¡9) con6’ «T 6 y it’ < it. Consi-

deramosen estecasoel contextoC[.] = [.] + cit ; STO!’. Se tieneentonces

be Barb(’2 + cit ; STa!’)

Demostraremosque no existe 6’ E Barb(¡9 + ti STO?) tal que 6’ «6 en funciónde

la forma de 6:

— 6 = A. TomemosA’ E Barb(¡9+cit;STOP);existeentonces(tp,Ap) E TBarb(¡9)

tal que Ap = A’ \ {ti}. Si A~ « A tendríamositp > it, por lo cual ¿it e A’

y por tanto A’ 5tz A. Si por el contrarioAp ~zA, entonceses imposible que

A’ «A. Con estecasoestáresuelto.

— 6 = A1aiití bí, en tal casose verifica cit « A1. Seab’ E Barb(¡9+ cit ; STO?) y

supongamosque 6’ «6, sólo hay dosposibilidades:

* b’ = Alaíití ~14con Al C A1 y por tanto cit ~ A1. Por lo queexiste it’ < it

tal que (it’, LV) E TBarb(¡9), que está en contradiccióncon la hipótesisde

partida.

* 6’ = A’ con nd(A) =it1. PuestoqueA’ «6 tenemosquecit ~ A por lo que

existe it’ =it tal que (it’, A’) E TRarb(¡9), queestáen contradiccióncon la

hipótesisde partida.

• Existen (it,A) e TBarb(’2) y it1T tales que ití < nd(A), ití =it y no se cumple la

segundacondiciónde la definición 7.3.5, es decir, se verifican:

— No existe (it’, A’) E TBarb(¡9) tal que it’ =ití y A’ 1 it1 GE A . ¡

— No existe (it’,A’) E TBarb(¡9) tal que nd(A’) =ití y TAet(A’) ~ A. ¡

Consideramosentoncesel contexto

O = [.]+ ti1; STO!’

Puestoqueti < nd(A) y ití =it, tenemosque

6 = (Al iti)cití0 E Barb(’2 + tií ; STO?)

Tomemos ahoraLV e Barb(¡9 + cit1 ; STO?),y veamos que LV 5tz b. Podemossuponer

sin pérdidade generalidadque ¡9 it y stb(¡9). Distinguimosentonces los siguientes

casosen funciónde la barba6’:

tuviera
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.3
— LV = A’cit1e. En tal caso existe (itp,Ap) E TBarb(¡9) de modo que itp =it1

y Ap 1 it1 = A’. Pero al verificarse la primera de las condicionesde arriba, ‘4entoncesApi it1 ~ A, y por tanto b’ 5t 6.

— b’ = A’. Supongamosque 6’ « b, de modosque nd(A’) =it, y en consecuen- ‘4
cia existe tp E T tal que (itp,A’) E TBarb(P). Puesto que 6’ « 6 tenemos

TAct(A’) ~ A y nd(A’) < it1, pero esto está en contradiccióncon nuestra

.3hipótesisde partida.

— 6’ = A’ait~ 6” con a e. En cuyo casotenemosdirectamentequeb’ ~ 6. .3

Como corolarioinmediatotenemosel ‘4
Teorema7.3.9 Paracualesquieraprocesos¡9 y ‘2, se tiene

¡9E
0’2 4=~ ¡9«T’2 ‘4

Demostración. Es consecuenciainmediatade las proposiciones7.3.6, 7.3.7 y 7.3.8 ‘4

7.4 Semántica Denotacional ‘4
Debidoal malpapelquejueganlas accionesinternasen estecasodeberemosbasarahorala ‘4
definicióndelasemánticadenotacionalen las t-barbas.Paralosoperadoresprimitivos esta

semántica es una simple adaptación de la vista en el capitulo 4. Hemos de comenzar por

.3
definir el dominiosemántico,quevendrádadopor los conjuntosconsistentesde t-barbas.
Definición 7.4.1 Un conjunto TE de t-barbases consistentesi verifica las siguientes .3
condiciones:

• Si (it, Aiaiti) E TBtraz( TE) entoncesel conjuntode barbasBarb(TE, (it, Aíadi)) ha .3
de ser tambiénconsistente.

• Si (it, Aíadi) E TRtraz(TB) y it’ < it ha de existir (it”, A”) verificando 4
Ai=A”ltí y

• Si (it, A) c TE y a
1t1 E A, se verifica unade las siguientescondiciones: .3

— Existe (it’, A’) E TE tal que ‘4
it’ < it TAct(A’) ~ A y nd(A’) =it1

.3

‘4
¡3
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— Existe una tb-traza(it’, Aiait1) E TRtraz(TE) tal que

it’<it y A1CA

• Paracadait E T los conjuntosde estados

.At={AiBt’ET: t’>it y (it’,A)e TE} y

..4¿={Ai Bit’eT: it’Sit y (it’,A)E TE}

son temporalmentecompactos.

ir

Observemosquela definición anteriores unaadaptacióndirectade lo nociónde conjuntos

consistentesde barbas:

• La primera condición nos indica que el conjunto de barbastras unatb-traza es

consistente.

• Las otrascondicionesson una adaptación de los conceptosde cierre bajo prefijos,

cierre bajo continuacionesy compacidadtemporal,referidasa los estadosiniciales.

La razónpor las queseexigenestascondicionesse exponenacontinuacion:

Prefijos. Si (t,A1aíit1) es unatb-traza, debehaberun estadoA, la condición de

conjunto de barbasconsistente,quecumpla A 1 it1 = A1. Ademásheiinos de

tener en cuentala congruencia.En particularsi consideramosun contextode

la forma

C[.] = [~]+ ct’ ; STO!’

dondec es unaacciónnuevay it’ E Y, si cit’ se no cuela en A1 es porqueit’ <it.

En tal casodebeexistir un estadoquecumplalacondición de arriba y además

permitaqueen efectose incorporecit’; es decir, paracada it’ < it ha de~existir

unat-barba (it”, A”) tal que

it’ <it” y A”1 ití =A

Continuaciones.Si a1it1 estáenalgúnestadoA tienequesercontinuadaporalguna

tb-traza,ano serquehayaalgúnestadodivergentecuyasaccionesinicialesestén

en el estadoque lo impida. Hay que teneren cuentaquesi algún cit’ 4 cuela

en la tb-traza,tambiénha de colareeen el estadocorrespondiente.

cincuenta



‘a

3
7.4. Semántica Denotacional

‘a
Compacidadtemporal. Con esta condición nos aseguramosde que si sumamos

ti ; STO? al procesoque ha generadoel conjunto de t-barbas,el conjunto de

estadossiguesiendotemporalmentecompacto.

Pasamosahoraa dar la definición semánticade los operadoresprimitivos (los de £seq).

Tenemoscomo punto de partida la definición de los operadoresvista en el capítulo 4,

hemosde modificar la definición de maneraque en unat-barbatengamosinformacióna

cercade la primeraacciónoculta (si hay alguna)queha sido ejecutada.

Divergencia:

‘a

‘a

mi

‘aTBconEDIV]~ = {(0, {Qo})}

Interbloqueo: siTBCOn[STO!’~ = {(oc,0)}

Prefijo medianteaccionesvisibles:

TBconEait;]](TB) = {(oc~ {ait})}U

U{(it, 0ait .6)1 Bit’ E Y:

‘4
(it’,b) E TE}

Prefijo medianteaccionesocultas:

TBcon[rit;]~(TE) = {(t,b+t) 1 Bit’ E T: (t’,b) E TB}

Elección interna:

TBconEF1~(TEí,TE2) = TE1U TE2

Elecciónexterna: { (t, A1 U0 A2)

(it, (Ai U A2 1 iti)aíití .6)

(it, (A1 1 it2 U A2)a2t2 . 6)

Bt1,it2 E T:

(ití,Ai) E TE1, (t2,A2) E TE2

y it=min(iti,it2)

Bit2,it’ E Y:

(t2,A2) E TE2, nd(A2) > ti,

(it’, A1a1it1 . 6) E TE1

y it = min(it’, it2)

Bit1, it’ E Y:

(it1, A1) e TE1, nd(Aí) > it2,

(it’, A2a2it2 6) E TE2

y it = min(it’, it1)

176
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La definición de estos operadoreses bastantenatural, teniendoen cuentael sentidoque

hemosdado al instantequeacompañaa la t-barba. Paraver queestosoperadoresestán

bien definidosdeberíamosprocederpara cadauno de los operadorescomo hicirfios en

el capítulo 4. Las demostracionesseríanprácticamenteidénticasa las vistas en dicho

capítulo.

Damospor último la definición semánticadel operadorde suma:

TBc0nII+]~(TEi, TE2) —

{ (iti,Aí u (A2 it1))
(iti,Aí) E TE1, Bit2 E T: (t2,A2) E

y it1 =it2

U { (it2, (A11it2)uA2)
(t2,A2) E TE2, BitjET: (iti,Ai)E TE1

y it2 =ti

(ití, (Ai u (A2 1 itr))ait .6)

(it2, ((Aí 1 it2) U A2)ait .6)

(it2,A2ait.b) E TE2,

Bit2 E Y: (iti,Aí) E

y it2 =ti

nd(Ai) > it

TE1, 1
La complejidadde dichadefinición vienejustificadapor el hechode que las acciones

ocultaseligenbajo el contextode la suma. El instanteen el que se realizanlas acciones

ocultasvienedadopor la componentetemporalde unat-barba.Podemosobservarque el

operadorsuma distribuyeconrespectoala eleccióninterna, comomuestrael siguiente:

Ejemplo 7.4.2 Consideremoslos procesos

¡9+(’2fl fi) y (¡9+’2)fl(P+)?)

El primer procesopuederealizarlas transiciones

P+(’2rifi)>—*P+’2 y ¡9+(’2flR)>—>¡9+fi

mientrasel segundopodrárealizar

(¡9+’2)ri(¡9+R)>—*P+’2 y (P+’2)fl(P+fi)>—*¡9-I-fi

TE2 }

u {
}

(iti,Aiat.

Bit2 E Y:
y it1

b) E T51,

(it2,A2) E

nd(A2) > it

TE2,

u {
}

y
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.3

ir ‘4
Paraesteoperadorse deberíademostrar(al igual qué paralos anteriores)que estábien

definido, y que su definición denotacionalestáde acuerdocon sucomportamientoopera- ‘4
cional. Como indicamosantes,el desarrolloen detalle de estospuntos los dejamoscomo

partedel trabajopendienteparael futuro.

.3A continuación,paracompletarladefinición de lasemánticadenotacional,deberíamos
incorporaral dominio unarelaciónde orden que lo haga completo. La idea de nuevo es

adaptarla relaciónqueya teníamosparalas barbas: .3
Definición 7.4.3 Siendoitb1 = (ti, bi) y itb2 = (it2, 62) t-barbas,tendremosque tb1 ~~<Tit62

si y sólo si bi -< 62 y se cumplenlas condicionessiguientes: ‘4
• Si b~ = be . A conbe ~ e entoncesit1 = it2

• Si b~ = A1 entoncesit1 = min(nd(Ai),t2). ‘4

Y extendemosel orden,para tenerlodefinido entreconjuntosconsistentesde t-barbas, ‘4
como sigue:

Definición 7.4.4 SeanTBj y TE2 conjuntosconsistentesde t-barbasentoncesdiremos .3
que TE1 ~.<T TE2 si y sólo si se verifican las siguientescondiciones:

• Paracadatb2 e TE2 existe itb1 E TE1 tal queitb1 -J itb2. .3
• Paracada (it,be . A1) E TE1 con be # e existeun estadoA2 tal que A1 -~ A2 y

.3(it,be.A2) E TE2.

• Paracada(t1,Ai) E TE1 existe (it2,A2) e TE2 de maneraque(ití,Aí) ~<T (t2,A2). 4
ir

Ahora habría que demostrarque: ‘4
1. Todacadenano decrecientede conjuntosconsistentesde t-barbas

TEi -Y” TE2 J... TE,, <T TEk+l -J ... ‘4
tiene unamínimacotasuperior.

2. Los operadoresson monótonosy continuoscon respectoal ordenintroducido. .3
Observemosque, como en el capítulo 4, el orden definido es simplementeun preorden,

por tanto no podremosesperar¡a unicidadde las mínimascotassuperioresde unacierta ‘4
cadena.

‘4

.3

J
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7.5 Sistemade Ecuaciones

¡9<ET’2, ‘2<ETR

¡9<ET)?

PE’2
cES

[TEQ4]
P<ET’2, ‘2<ETP

¡9<ET’2, ‘2<ETP[EQ2][TEQ1] ¡9 <ET ¡9
¡9=ET’2

¡9=ET’2[TEQ3]

[TMO1]
et , ¡9 <ET eit;’2

P<ET¡9’, ‘2<ETQ

’

¡9<ETP’, Q<ET’2

’

PO ‘2’ET¡9’C’2’ ¡9 fl’2 <ET ¡9’ ~‘2’

¡9<E’r ¡9’, ‘2<ET’2’

¡9+Q<ET¡9’+’2’

[TMO3]

Tabla 7.1: Relaciónde equivalenciay monotonia.

A la hora de desarrollarel correspondienteconjuntode axiomascorrectosy completos,

hemosde teneren cuentaquelas accionesocultashandepodersever, aunquesólo se trate

de la primeraapariciónen unatrazade un proceso.

Definición 7.5.1

• Si it E TU {oc} definimos

rit; STO?
STaP(it) =

1 STO?

si it < oc

siit=oc

• Un t-estadoes un par TA = (it, A) dondeit eY, A es un estadoy it =nd(A). Diremos

que TA es finito si A lo es, diremosque a’it’ E TA cuandoa’it’ E A.

• Si TA = (it, A) es un t-estadofinito y paracadaa’it’ eA tenemosun procesoasociado

Pa’1’, definimos

LI = STOP(it) ir
a’i’E TA

LI -‘~‘~‘

a’t’GA

• Diremosqueun procesoestáen forma t-normalsi es de la forma

ÑLI pTA
al

TAGuAatESM

dondeYA es un conjuntofinito de t-estados,y cadaunode los TA E YA es finito.

179

[TMO2]

[TMO4]

tres
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Tabla 7.2: Conmutatividad,asociatividad,idempotencia,distributividad

ir

Enla tabla7.1 tenemosun primergrupode ecuaciones,quenos indicanlamonotoníade

los distintosoperadores.Observemos,queen el casodel prefijo bastaconsiderarel sistema

de axiomasquehemospresentadoen elcapítulo5. A continuación,enla tabla7.2, tenemos

los axiomasde conmutatividad,idempotenciay distributividad.Ahora, parapoderpasar

cualquierprocesoa forma t-normal y trabajarconellas necesitamosademáslos axiomas

presentadosen la tabla 7.3.

Porúltimo, si pretendemostrabajarconprocesosrecursivos,tendremosquesercapaces

demanejardesigualdades,porello introducimoslaregla [TME] presentadaen la tabla7.4

es prácticamenteunatranscripciónde la relación«T paraprocesosque estánen forma

t-normal. Debido ala complejidadde estaúltima regla, se hacenecesariounaexplicación

de la misma. Si tomemosdos procesosde la forma

“= FI LI iQ y ‘2= ¡7 LI ‘2rÉ
TAC74a1CTA TAQTBateTA

paraver que ¡9 «T’2 hemosde comprobarque:

1. Paratodo itb E TI3~0~E’2~ existe tb’ E TBCOnEfl tal que itb’ «T itb. Esto lo hacemos

de unamanera inductiva. En primer lugar hemosde probarqueparacadat-estado

.3

‘4

[TCOM1] Pir’2=ETQOP

[TCOM2] Pfl’2=ETQflP

[TCOMS] ¡9+ ‘2 ET ‘2+ ¡9

[TASOl] ¡9ir (‘2 ir R) =ET (¡9 ir ‘2) ir)?

[TASO2] ¡9 Fi (‘2 Fi fi) =ET (¡9 Fi ‘2) Fi fi

[TASO3] ¡9+(’2+fi)=ET(¡9+’2)+R

[TID1] ¡9 ET ¡9 ir ¡9

[TID2] ¡9=ET¡9rl¡9

[TID4] ¡9=ET¡9+¡9

[TID3] STO!’ ir ¡9 ET

[TID5] STO?+ ¡9 ET ¡9

[TDIS1] ait ; ¡9 ir ait ; ‘2 ET at; (¡9 Fi’2)

[TDIS2] ~ ir (Qn fi) =ET (¡9 ir’2) Fi (¡9 ir fi)

[TDIS3] ¡9+ (‘2 Fi fi) =ET (¡9 + ‘2) Fi (¡9 + E?)

.3

.3

u
‘.3

.3

‘4

‘4

‘4

‘4

.3

‘4

.3

.3

‘4

‘4

‘4

.3

.3
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rit1 ; et2 ; ¡9 ET STOP(iti) U (e(it, + it2); ¡9),

eitl;rit2;P=ETe(tl+it2);¡9, cES

DIV(it) =ET STOP(it) O DIV(it)

rt; (¡9 QQ) ET (rit ; ¡9) fl (it ;Q)

[TPREF1] eES

[TPREF2]

[TPREF3]

[TPREF4] STOP(t,)ir STOP(it2) ET STOP(t), it = min(iti,it2)

[TEXT] rt;(Pir’2)=ETCrit;¡9)OQrit;Q)

[TINT]

[TMAS1] (STOP(it1) ir ‘2í) + ((et2 ; ¡9) ir ‘22)=ET si it2 =itj

ET(STO!’(itl) ir (eit2 ¡9) ir ‘2í) + ‘22

[TMAS2] (STOP(iti) ir ‘20 + ((eit2 ; ¡9) ir ‘22)=ET si it2 > it1

ET(STOP(itl) QQ,) + ‘22

[TMAS3] ¡9 + STOP(oc) ET ¡9

Tabla 7.3: Ecuacionesparapasara forma t-normal.

(it,A) e YBCO~I’2~ existe (it’,A’) e TBCOnEfl tal que (it,A) «T (it’,A’). Es decir

BTA’ E Tít TA’ «T TA

quees laprimerapartede la premisade la regla [TME]. A continuación,paracada

t-barba itb = (it, A1a,it, . 6) E YB~0~lI’2L paracomprobarqueexiste itb’ E YBCO,,IIP~

tal quetLV «T itb, tenemosdosposibilidades:

• Comprobarque existe (it’, A’) E YZ3COnI[fl tal que

it’ < it nd(A’) =it1

es decir,

tBM(YA, TA,a,iti) ~ 0

• Comprobarqueexiste (it’, Alad, . b) E YB~00l[¡9j tal que

it’=it, AlGA, y bl«bí

Paraello, dadoquePuestoque (it, Aíad, . 6) E YBCOUIJ’2~ existirá un proceso

(t,A¡aitx)
‘2====* ‘2~ y b E Barb(’2í)

Paraqueexistadichabarbaes necesarioqueel conjuntode procesos 4

7) = {¡9’~ (i’,Ala¡ii

>

AIG A, y it’~it}

V’ TA E YA

y TAti(A’) G A,

Qí tal que

minutos
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V TA = (it, A) E ‘[IB:

TA’ <=zTTA

A V a1it1 e A:

y tPer(YA, TA,aiiti) ~ 0 A FI pTAx <E ‘22
aiti

214, EtPer(TÁ,TA,aiIi)

A Vt’ E Y t.q. it’ <it A it’’< nd(A) 3 (it”, A”) E YA

(it” = it’ A A” 1 it’ G A) y (nd(A”) =it’ A TAcI(A”) G A)

FI LI ~at<ET FI LI ‘22
T,4ETÁaleTA T,4CTBalETA

tPer(’TA, (it, A), aiiti)

tRM(TA, (it, A),ajiti)

= {(it’,A’) 1 (it’,A’) e YA, att1 eA’, A’1 it ~ A y it’ S t}

= {(it’, A’) 1 (it’, A’) E YA, nd(A’) =it1 y TAct(A’) ~ A}

Tabla 7.4: Reglaparaformast-normales.

no seavacío, pudiendoasí tomar el proceso

¡91= Fi “‘

p’cp

Bastaríaentoncescomprobarque Pi «‘2í, es decir,

tPer(YA, TA,aiití) ~ 0 A FI
TA, EtPer(T.4,TA,aitx)

Resumiendo todo lo anteriorhemosde comprobarque

Va1it1 E TA:VTA = (it,A) E YA

tBM(YA, TA,a1ti) ~ 0 V

y tPer(YA, TA,atiti) ~ o A FI tZt <E ‘22
TAiCtPer(T.4,TA,aiI,>

que es precisamentela segundacondición queapareceen la segundapremisade la

regla [TME].

2. Por último hemosde comprobarqueparatodo (it, A) e YB~0,,!’2~y para todo it’ E Y

verificando que it’ =it y it’ < mI(A), existe (it”, A”) E YBCOJfl tal que se verifica

unade las siguientes condiciones:

• it” > it’ y A” 1 it’ GE A o bien

182

B TA’ E YA:

.3

‘4

.3

‘4

[TME]

donde

.3

.3

.3

‘4

‘4

‘4

‘4

.3
<E ‘22

.3

.3

.3

‘4

.3

‘4

‘4

‘4

4



7. Suma 183

• nd(A”) =it’ y TAct(A”) GE A.

Por tanto se ha de verificar

V(it,A) E YB Vit’ E Y t.q. it’ <it A it’ < nd(A) B (it”,A”) e YA:

(it” =it’ A A” 1 it’ C A) y (nd(A”) < it’ A TAeÉ(A”) G A)

queforma precisamentela última condición de lapremisade la regla

Observemosporúltimo que para los procesosquehay detrásde las accionesvisibleshemos

de pasarautilizar utilizar el sistemade axiomasdel capítulo 5, pues las posiblesacciones

internashandejadode tenerefectosmalignos.

para
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Estapáginaestáintencionadamenteen blanco.
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Capítulo 8

Conclusiones y Trabajo Futuro

Comenzamoshaciendounabreverecapitulaciónde los trabajospreviosa estatesissobre

álgebrasde procesostemporizadas. Desdeun punto de vistameramentesintáctico las

álgebrasde procesostemporizadasse puedenver como unaextensiónde las álgebrasde

procesosclásicas,ACP [BK84, BW9O], CCS [MilSO,Mil83, Mil89], y CSP [BHR84,BR85,

Hoa85]. En las distintasaproximacionesal problema itemporizadose pretendemantener

los conceptoscentralesdel correspondientemodelooriginal no temporizadoen el quenos

hayamosbasados.

8.1 Extensionesde ACP

La aproximacióna la concurrenciarealizadapor los autoresdel lenguajeA C¡9 es eminen-

tementeaxiomática. Así la semánticaoriginal del lenguajees la inducidapor unaseriede

ecuacionese inecuaciones.En la líneaindicadamásarribalas las extensionestemporizadas

de este lenguajeusantambiénunaaproximaciónaxiomáticaal problema.

En [BB93] podemosencontrarunaextensióntemporizadadel lenguajeAC¡9, qúecons-

tituye el lenguaje llamado EPA. La manerade introducir el tiempo es parecidaa la re-

alizadaen nuestrotrabajo,haciéndosea travésdel operadorde prefijo. Más en concreto,

disponende dosformasdistintasde introducir el tiempo: pormediode un operadorprefijo

en el queel tiempo es global, por medio de un segundoen el queel tiempo es relativo. Un

trabajorelacionadoconeste último es [Klu93] dondese estudian en detalle diversostipos

de semánticas de bisimulacióny sus leyes algebraicas.

Otraextensióntemporizadadel lenguaje ACP lapodemosencontraren [N594], dando

lugar a un lenguajeque denominanATP. Los operadoresde tiempo que manejanlos

podemosconsiderarcomo de bajo nivel: los plazos temporalesse controlancontando

gastar,
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‘a
accionesespeciales,x (tic), querepresentanel pasode un ciclo de reloj. Puestoqueesta

acciónrepresenta el pasodel tiempoabsoluto,ha de serunaacciónsincronizadaportodos ‘a
los procesos.Además,estaacciónpuedeser usadaen el operadorde prefijo comosi fuera

unaaccióncualquiera. Por último, mencionaremos quedispónentienen un operadorde

3time-out, L¡9j’2, quecuandoel proceso¡9 puededejarpasarel tiempo se comportacomo

el proceso‘2, y en otrocasocomo ¡9. Combinandoesteoperadorconel prefijo mediantela

acciónx, se puedefijar el intervalo de tiempoen elqueesposibleejecutarunadeterminada

acción.

‘4
8.2 Extensionesde COS

La semánticadel lenguajeoriginal no temporizadoviene dadapor en una semánticade si
bisimulación: se define unasemánticaoperacionalpara el lenguaje, y se considerala

semánticainducidapor el juego de ¿a bisimulación. Lasextensionestemporizadasde CCS ‘4
conservantambiénesterasgo; tienenpor tanto unasemánticabasadaen bisimulación.

Unaprimeraversióntemporizadade COSladebemosaF. Miller y C. Tofts en [MT9O]. ‘4
El tiempo se introducemedianteel operadorde prefijo (t).¡9, cuyo significado es el de

retrasarla ejecucióndelproceso¡9 exactamenteit unidadesde tiempo. Tienentambiénun

“4
operadorde interbloqueo(0), queadiferenciadel nuestrono permiteel pasodel tiempo.
En estesentidoseparecemás anuestrooperadorde divergencia.Existendos operadores

de elección: los dos eligen a.l estilo CCS, pero mientrasuno de ellos deja al procesoen ‘a
interbloqueocuando una de sus componentescae en interbloqueo,el otro descartaal

proceso queestáen interbloqueo. Todaslas acciones(visibles o no) son consideradas ‘4
urgentes. En consecuencia,parapoder retrasarla ejecución de una accióndisponede

operador(6) queasí lo permite. No obstante,se puedelimitar el tiempo en el queuna si
acciónse puedeejecutar,mediantela combinaciónde todosestosoperadores;es decir,se
puedeintroducirun operadorde itime-out comoderivado:

6.a.¡9 + (t).’r.O

Otra extensióntemporal del lenguaje CCS la podemosencontraren [Yi9la, Yi9O, 3
Yi9lb]. El tiempoes introducidode maneraparecidaa como se haceen el trabajo anterior;

es decir, medianteun operadorde prefijo (c(it).¡9). En este trabajo las únicas acciones ‘4
urgentesson la internas; las accionesvisibles son persistentes:se puedenejecutaren
cualquier instantea partir del queestándisponibles. Al igual queen el caso anterior

se puedesimular un operadorde itime-out. Este lenguajeha seguidosiendo estudiado ‘4
en [A394]dondese presentaunaaxiomatizacióncompletaparael lenguaje,considerando

“4

‘4

j
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procesosguardados;y en [Jef92]dondese discutela introduccióndeprioridades,resultando

queel tiempopuedeserexpresadoutilizando exclusivamenteprioridades.

8.3 Extensionesde CSP

Al igual que en los casosanteriores,la aproximaciónal problemade la definición de la

semánticapor los diversosautores,quehanestudiadoextensionestemporizadasde OSP,

respetala usada por los autores de la versiónoriginal no temporizada. En estecasose

tratade unaaproximacióndenotacional.

Empezaremoscomentandolos primeros trabajosde Reed y Roscoe [RRS6, RR87,

RR88] en los que se extiendenlos modelosde fallos al modelo temporizado. El domi-

nio de tiempoqueutilizan es continuo, pero llama la atenciónel hechode que tiene una

constante 6 a la que llaman eystemde¿ayconstant, de maneraquedespuésde cualquier

llamadarecursiva,así como despuésde laejecuciónde cualquieracción, el sistematiene

queesperarcomo mínimo la cantidadindicadapor dicha constante.Entonces¿Paraqué

sirve el dominio de tiempo continuo?

En estemodelose introduceen cadaobservaciónun instantede estabilidad;de ahí su

nombre itimed fai¿ures-sitabiliity model. El instantede estabilidadde un procesodespués

de ejecutarunatraza, indica el tiempo máximo queel procesodedicaadesarrollarcierta

actividad internahasta que entraen un estadoestable.En ciertamanera, esta cantidad

juega un papeldual a nuestro tiempo de indefinición de una barba. Una de las grandes

diferenciascon nuestromodelo es provocadopor este hecho,puestoquepor ejemplo los

procesos

¡9=(a—*¡9)\a y ‘2=STOP

no son distinguiblesmediantepruebas(una vez que tenemosen cuentala constantede

retraso),y sin embargoen su modelotienen semánticasdiferentes.

Existe un segundomodelo del propioReed[ReeSS],en el que se eliminaeste instante

de esitabilidad. Esto tiene como consecuenciaque se identifique la divergenciacon el

interbloqueo.Aparentemente esto no tieneconsecuenciassobrelacontinuidaddel modelo,

puesto que las llamadasrecursivassiguenconsumiendotiempo.

Sobreestemodelo podemosencontrarabundantestrabajosen la literatura. Nosotros

citaremosaquí los quenos hanparecidomás representativos.En primer lugar mencio-

naremos[DS95] dondese da un repasoa la evolución del lenguajeTOSE. En [5ch95] se

presentaunasemánticaoperacionalparael lenguaje,apartir de lacual se puedencompu-

tar los fallos temporalesde un proceso;resultaquelos fallos computadosson los mismos

andaría
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‘a
que los calculadosmediantela semánticadenotacional. Además,como trabajosen los

quese presentan metodologías parallevar ala prácticalos resultadosdel modelopodemos 3
citar [5ch89]y [Dav9l].

Dejando tierrasbritánicas e internándonosen nuestro país, nos encontramoscon el 3
trabajo de YolandaOrtega[0M91, OMdF9O]. En el mismo nos apareceotra semántica

de fallos diferentepara una extensióntemporizadade OSP. En estemodelo el tiempo si
se introduce mediantela duraciónde las acciones: cada accióntiene unadeterminada
duración, y el procesono puederealizarnuevasaccionesen secuenciahastaque no acabe

su ejecución. No obstante,ello causaproblemas con el operadorparalelo: no es verdad (4
que si un lado del procesoejecutaunaacción,el otro tieneque esperar asucompañero,

entrandoasíen contradicciónconla nociónde concurrencia,puessepermitelaejecuciónde ‘4
varias acciones solapadae simultánea. Así de forma similar a lo que ocurre (sin tiempo)

en [TV89]: los procesos,en lugar de ejecutar secuenciasde accionessimples, ejecutan

mi
secuencias de multiconjuntos de acciones.

si
8.4 Extensionesde LOTOS (4
Como unade las aplicacionesmásprácticasde las álgebrasde procesos nosencontramos 3
con el lenguaje de especificaciónLOTOS [LOTS8]. En las extensionesde LOTOScon

tiempo, el mismo se introduce mediante el operador de prefijo: las accionesdebeneje-

‘4cutarsedentro de unosintervalos fijados. En cuantoa la semánticaoperacionalse han

seguidosdos; aproximaciones,por un lado la de [LL94] en la que hay transicionesde

‘atiempo y transicionescon acciones,siguiendola semánticaoperacionalde COS definida
en [Yi9la]; y por otro ladola sugeridaen [QMdL94] siguiendoa [QdFA93], en la que

hay un único tipo de transiciones con acciones temporizadasdel estilo de las utilizadas ‘4
en el presentetrabajo. Estasdos maneras de introducir la semánticaoperacional son de

hecho totalmente equivalentes,comode unamanera intuitiva vimosen el capítulo 2, y en ‘3
concreto, paraLOTOStemporizadose ha demostradoen [LR96].

Comentaremospor último la semántica denotacionalpara LOTOStemporizadopre- ‘4
sentadaen [SBD9S,BD595] la cual sigue las ideasde las semánticasde fallos para OSP.

Evidentemente,se hande tener en cuentael instante en el que se realiza la primeraac-

mición interna,de otra manera seríaimposible definir unasemántica denotacionalparaun
lenguajecon un operadorde eleccióndel tipo de la sumade COS.

‘4

‘a

j
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8.5 Semántica de Pruebas

En general las semánticas de pruebassiguen un camino diferente al recorrido por las

semánticasdiscutidasen las seccionesanteriores. Separtede un álgebrade procesos,pero

de hecho lo que nos interesade ella es su semántica operacional,esto es el sistemade

transiciones que induce. A continuaciónse incorporanlas pruebaso test quetienencomo

mision la de comprobar las respuestasquedanlos procesosal aplicárselas.Básicamente,

unapruebasuele ser un proceso normalen el queintroducimosun procesoo unaacción

especialparaseñalarel éxito de la aplicación de la prueba. Al estar basadaen el co-

rrespondientesistemade transicioneses queen gran manera independientedel álgebra

de procesosa la que se aplique. Así en tanto y cuando se mantenganlas propiedadesde

la semánticaoperacionalque tengalas mismaspropiedadesdel álgebra original, podemos

extender su definición avariantesde lamisma. Así se puedese puede estudiaren un prin-

cipio un álgebra de procesos sencilla,paradespuésampliarel lenguajeconoperadoresmás

complejos.El primer trabajosobresemántica de pruebases [dNH84], quese desarrollaen

profundidaden [Hen88].Otros tipos de semánticasde pruebasaparecenen [PhiS7].

En cuanto a lo relativo aálgebrasde procesos temporizadas,el único trabajo previo

que conocemoses el de Hennessyy Regan[HR95], en el que se estudiala semánticade

pruebaspara de un lenguajequedenominanATP. Este lenguaje lo podemos considerar

como unaextensión temporalde 005; tiene los operadoresclásicosde estelenguaje: la

suma,la restricción(aunquecon la mismasintaxisutilizadaen OSPparael ocultamiento),

y un operadorparaleloque funcionacomo lo hace el de 005. El tiempoestáintroducido

de unaforma quenosatrevemos aconsiderarcomo bastante primitiva, siendosimilar a la

utilizada en [N594]. Así, existeunaacciónespecial (a) queexpresael pasode un ciclo de

reloj, y se dispone de un operadorde time-outL¡9JQ en el quesi pasaun ciclo de reloj sin

que ¡9 ejecuteninguna acción,el proceso‘2 tomael control. Eneste trabajose introducen

las barbas,pues al serlas accionesinternasurgentes,es necesarioguardar la info+mación

acercade las accionesofrecidasantesde la ejecuciónde cualquier acciónejecutada.

8.6 ¿Qué hemos conseguido?

El último trabajo citado representaun primer pasode cara aestudiarla semánticade

pruebasde álgebrasde procesostemporizadas.Sin embargo,debidoa la simplicidadcon

que se ha introdujo el tiempo, resultapoco adecuadacomo punto de partidaa la hora

de estudiarla semánticade pruebasde álgebrasen las queel tiempo vieneexpresadode

unamaneramás compleja, como sucedeen el caso de TE-LOTOS [dPLL+95]. 1 Este es

déspacio
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por tanto el punto en el queha comenzadonuestrotrabajo. Nuestroobjetivo ha sido el

estudiode un álgebrade procesostemporizadaen la queel tiempovieneexpresadode una ‘4
maneramáscompleja,similar a la de las extensionestemporizadasde LOTOS.

En el presentetrabajohemosconseguidodefinir y caracterizarunasemánticade prue-

.3basde un álgebrade procesosde la que tenemosdefinidaunasemánticaoperacionalcon

las siguientescaracterísticas:

Urgencia: las accionesinternasson urgentes.En concreto,la semánticaoperacionalque

consideramostiene dostipos de transicionesinternas:

•
• ¡9>—*’2 ‘4

La urgencia,vieneexpresadaentoncespor las condiciones:

.3
• P>—*’2 4’ VeESVitEY: ¡9-#

• ¡9—t’2 ~ VeE&Vit’>it: ¡9-4* ‘4
Conrespectoa laurgenciade las transiciones>—* podemosobservarquehemossido

demasiadoconservadores,puestoquetodoslosresultadosobtenidosseríaexactamen- ‘4
te los mismossi cambiáramoslacondición de urgenciade arribapor la siguiente

el ‘44’ VeECVitET: (it>0 != ¡9—74)

No determinismoacotado o ramificaciónfinita: Cadaun procesoen cadainstantesólo ‘4
puedeejecutarun númerofinito de transicionesquenos conducena otros tantos

procesosdestino. .3
Entendemosquelos resultadospresentadosen estetrabajoser fácilmenteextrapo]ablesa

cualquierálgebrade procesoscon unasemánticaoperacionalcon dichas características. .3
Observemosque las transicionesdel tipo >—* son necesariasúnicamenteen el caso que

queramosmodelarun operadorde eleccióntipo 005. Si no es asílas transiciones>—* se 4
rOpuedenequiparartotalmentea transicionesdel tipo —*.

Hemos conseguidoademásdefinir unasemánticadenotacionalbasadaen las barbas .3
que induceunaequivalenciaentreprocesosqueresultaser totalmenteabstractaconres-
pectoala semánticade pruebas.Estasemánticadenotacionalestábasadaen un concepto .3adecuadode estados: cadaprocesosva ejecutandoacciones,atravesandoestadosinter-
medios, tras lo cual se alcanzaun estadofinal que describela configuraciónactual del

‘4

‘4
ji
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proceso.Ello suponeen particular que no se ven como tales en ningún momentolas ac-

cionesocultas.Estoúltimo provocaríalos problemasvistosen el capitulo7 si se pretende

extenderel modelo con un operadortipo la sumade COS,que si ha de ver la primera

acciónocultaejecutada,puesla mismapodríaresolverunaeventualla elecciónentredos

sumandos.

Finalmente,hemosintroducidoun sistemade ecuacionese inecuacionesqueresultan

ser correctosy completoscon respectoa la semánticadenotacional,y puestoque ésta

última es totalmenteabstractacon respectoa la semánticade pruebas,el sisteniaserá

tambiéncompletoy correctocon respectoa lamisma. Fijémonosquehemosprecisadode

dos reglasqueno son finitarias: [APF] y [APT]. La primeradeellases la clásicaparalas

aproximacionesfinitas de un proceso;peroparacaracterizarnuestromodelodenotacional

necesitamosalgo mas,al tratarsede puestoun dominioqueno es algebraico.En concreto

necesitamosla segundareglacitada, la cual intuitivamenteindica que dos procesosson

iguales si no se puedendistinguir en tiempo finito. Este última reglaestáíntimamente

ligadaconqueel hechodequeel no determinismoseaacotado.Porúltimo, observemosque

sínosrestringimosaprocesosenlos queantesdeejecutarunallamadarecursivase consuma

tiempo, la segundareglaseríasuficientepara demostrarla completituddel sistema.Una

manerafácil de garantizarestoúltimo, es comprobarquetodaslas definicionesrecursivas

están guardadastemporalmente.Naturalmente,ello es fácil garantizarlopor medio de

oportunasrestriccionessintácticas.

8.7 Trabajo a Desarrollar en un Futuro

8.7.1 Semánticamay

En el presentetrabajo hemosestudiadoen profundidadla semánticamust, quese define

considerandoqueun procesopasaunapruebasi todaslas computacionesmaximalesdel

proceso-pruebatienenéxito. Quedaentoncespor estudiarla semánticade tipo may: un

procesopasaunapruebasi existe unacomputaciónque tieneéxito. Aunque todavíano

disponemosde unapruebaformal completa, todoapuntaaquepara,comode ordinarios,

caracterizarla semánticamay bastaconsiderarlas b-trazasde un proceso,de modo que

se tenga

¡9 GE ‘2 ~ Vbs e Btraz(¡9) Bbs’ E Straz(Q) : bs « bs’

Entonces,en ausenciade divergencias,la semánticamay+mustseríaequivalente* a la

semánticamust, tal y comoocurríaen el casono temporizado.
tA nivel de la equivalenciainducida;no es asíen lo referenteal ordenentreprocesos.

hacia
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Es interesanteobservarqueen el casotemporizadola semánticamay de nuestrolen-

guajeno es unacongruencia,como muestrael siguiente ‘a
Ejemplo 8.7.1 Consideremoslos procesos

¡9=aO;STOPQbO;STOP y ‘2=aO;STOPirbO;STOP ‘a
Es fácil comprobarqueambosprocesosson equivalentesbajo la semánticamay; pero si ‘a
consideramosel procesofi = cl; STO!’, resultaquelos procesos¡9110 fi y no serian

ya equivalentes,ni tampocolo son los procesos¡9 ir fi y ‘2ir fi. Paradistinguirlosbasta

.3considerarla prueba

1 = aO;STO!’ ir el; OK

comprobándosefácilmenteque .3
¡9irfimayí, ¡9¡¡0fimayí, ‘2irfir$ayT y ‘2~0Rr$ayT ‘4

ir

Deberíamosentoncesestudiarla mayorcongruenciacontenidaen lasemánticamay,queen 4
el casode queno hayadivergencias,todo indicaapensarquees la propiasemánticamust

invertida (si consideramosno sólo la equivalenciasino tambiénel ordenentreprocesos). ‘a
8.7.2 Restricciones ‘a
En el lenguajequehemosconsideradohemosasumidounaseriade restriccionesnecesarias

paraque las cosasfuncionasenbien. Dichasrestriccionesconsistenen: ‘a
• utilizar un dominiode tiempo discreto,

• utilizar un alfabetofinito de accionesy .3
• no determinismoacotadoen la semánticaoperacional. ‘a

La mayor partede las razonespor las cualeshemosintroducidodichas restriccioneslas

encontramosen la semánticadenotacional. Así, podemosobservarque en muchasde 4
las demostracioneshemosutilizado las mencionadasrestricciones,las dos primerasex-

plícitamente,y en lo que se refiere a la última hemosutilizado unaconsecuenciasuya: ‘a
la compacidadtemporal de los estados. El eliminar estasrestriccionesno obligaría a
complicarnotablementeel modelo; en particular, todo indica aquepara definir una la

semánticadenotacionalesseríanecesarioutilizar dominio no continuos. Hay diversostra- ‘a
bajos [ff889, BarDí, Ros93,5ch92,MR595] queestudianlamanerade definir semánticas

<‘a

‘.3
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denotacionalessobredominiosno completos,o talesquelas funcionessemánticasasociados

a los operadoresno seancontinuos.

Ademásde los citadosproblemas,si quisiéramosadmitir un dominiode tiempodenso,

deberíamoscomplicarladefiniciónde la nociónde convergencia.El lenguajepresentadoes

demasiadosimplepoderponerde manifiestoestosproblemas,peroañadiendootrosopera-

dores,sepuedendefinir procesosquediverjanantes,justoen, o despuésdeun determinado

instante:

• Supongamosquepermitimosdefinicionesde procesoscomo lasiguiente:

Zendn(it) = r(it/2) ; Zenón(it/2)

Esteprocesodescribeperfectamenteel argumentode Zenón de AIea sobrela flecha

que nuncallega asu destino. Entonces,el proceso¡9 = Zendn(1) representaríaun

procesoquedivergejusito antesdel instante1.

• Evidentemente,el proceso‘2 = rl; DIV es un procesoquedivergejustoen el instan-

te 1.

• Supongamosque tenemosun procesodel estilo

r(I) ; ¡9

donde1 es un cierto intervaloabiertoo cerrado.Esteprocesoelegiríade manerano

deterministaun instante it del intervalo tras lo cual se transformaríaen el proceso

rit ; ¡9. Parano vulnerarlas reglasde la urgenciaello sepodríahacerincorporando

la regla

w(I) ;¡9>—+uit;¡9 it EJ

Si consideráramosentoncesel intervalo abierto 1 = (1,2], tenemosqueentoncesel

proceso

R= (1,2] ;DIV

divergejusto despuésdel instante1.

Tenemosademásqueestostresprocesossepodríandistinguirfácilmentemediantepruebas.

Paraello es necesario(y suficiente) modificar ligeramentela sintaxis de las pruebasde

maneraqueseaahoraOK unanuevaacciónen lugarde un proceso.EntonceslapruebaOK

vendríadada por OKO; STO?. Entoncesla condiciónquedefineel pasode unapruebasería

T —~-*. En todaestaargumentación,apesarde la citadavariantesintáctica,né hemos

una



.3

194 8.7. Trabajo a Desarrollar en un Futuro

.3
introducidonadaeztraño. De hechoinicialmenteconsideramosdichavíacomoalternativa

posibleen el trabajo. Entonces,si consideráramoslas pruebas .3
T1=OK1;STOP y T2=rl;OK

tenemos .3
Pm/¡stTi ¡9mfistT2

‘2mustT1 ‘2n#ist T2 4
fi mustTj fi must fE2

Con lo cual vemosqueen efecto los tresprocesosse puedendistinguir entresi. Si bien .3
nadade lo quehemoshecholo podríamoshacerconla sintaxisoriginal del lenguaje,sí se

tratade extensionesrazonables,y de hechoun posibleinterésparatrabajarcondominios .3
de tiempo densodifícilmentequedaríajustificado si no se introducendichasextensiones
en la sintaxisdel lenguaje. Así en particular los procesosquehemosintroducidoestán ‘4
presentesen la sintaxisde las extensionestemporizadasde LOTOS.

8.7.3 Nuevos Operadores 4
La introducciónde nuevosoperadoresrazonablesno deberíacausar,en principio, ningún

tipo de problemas,siemprey cuandorespetenlas característicassemánticasdel lenguaje. ‘4
En concreto,en lo referentea la semánticade pruebasno deberíahaberningún tipo de

problemas.La definición de lassemánticadenotacional,dependiendodel operador,podría .3
complicarsealgo más. Sinembargoen lamayoríadelos trabajossobreálgebrasde procesos

temporizadasse observaquelos operadoresadicionalesqueusualmentese consideranse

.3podríandefinir en funciónde los operadoresquetenemosdefinidosen estetrabajo.

Existe sin embargoun operador, que apareceen las propuestasde las extensiones

temporizadasde LOTOS,queno conservalas propiedadesexigidas. Se tratadel operador .3
de prefijo medianteunaaccióninternacon un intervalo de tiempo

‘T[iti,it2] ; p .3
La propuestaspara TE-LOTOSqueexistenactualmenteprovocanqueno todaslas ac- 4
cionesocultasseanya urgentes,puesparael citadooperadorse tienela regla

r[it1,it2];P~~L~*¡9 para it1 =it=it2 4
Todaslas accionesocultasquevienende un ocultamientosiguensiendourgentes,perolas

.3correspondientesal nuevooperadorde prefijo no. Ello tiene consecuenciasextrañas.En
particular, la equivalenciade bisimulacióndébil no implica la semánticade pruebas.

.3

.3
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Ejemplo 8.7.2 Consideremoslos procesos

¡9 = ‘40,5]; a[0,ocJ ; STO!’ y ‘2= a[0,oc] ; STO?

Bajocualquierade las nocionesde bisimulacióndébil propuestashastaelmomento,ambos

procesosserianequivalentes.Sin embargosonfácilmentedistinguiblesmediantela prueba

1 — aO ; OK

ya que ¡9 nWst 1, pero ‘2must1.

o

Otro efectode la introducciónde esteoperador(con la semánticaoperacionalque se pro-

pone) es queel operador de ocultamientono es congruentecon respectoa la bisimulación

débil:

Ejemplo 8.7.3 Los procesos

‘40,5] ;a[0,oc] ;bO; STO!’ y a[0,oc] ; 60; STO?

son débilmentebisimilares bajocualquiera de las nocionesde bisimulacióndefinidashasta

la fecha, pero sin embargo¡9 \ a y ‘2\a no lo son puestoque el primero tiene como

únicaposibilidadla de ejecutarla acción6 en el instante O, mientrasque el segundopuede

ejecutarla acciónb en cualquierinstanteentreO y 5.

ir

Una posibilidadqueexistepara resolveresteproblema,consistiríaen modificar la defini-

ción de la semánticaoperacionalcomo se indica en [LdFN95], tomando

T[iti,t2jj;¡9>—4rt;¡9 para iti=it=it2

Estasoluciónconservatodas las propiedadesoriginalesdel lenguaje,siemprey cuandonos

restrinjamosaun dominiode tiempo discreto,y el éxtremo superior del intervaloit2 no sea

infinito. Parasolventar los problemasque causaría el hechode queel extremosuperior

fueseinfinito, se podríaañadir la regla

r[iti,oc] ; ¡9 >—* STO?

Nos pareceser que tras añadir estareglase podríanreconstruirlas demostraciones,de

modo que las cosasseguiríanfuncionandobien.

fuente....
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.3
8.7.4 Ampliaciones del lenguaje

En esteapartadodiscutimosbrevementela posibilidadde introducirnuevascaracterísticas 4
al lenguaje.Entre las característicasque se podríanañadirse cuentanlas siguientes

• Introducir duración a las acciones.Esto parecefácil de hacerañadiendounaregla .3
parael prefijo del estilo

tú; ¡9 -* ‘nl(a); ¡9 .3
donded(a) seríala duraciónde la accióna.

• Añadir al lenguajecaracterísticasde paralelismoreal, de maneraquelos procesos .3
aO;STOPII,zbO;STOP y (aO;bO;STOP)ir(bO;aO;STOP) .3

dejende ser equivalentes.Un resumende los modelospropuestosparadotar a un .3
álgebrade procesosno temporizadacon esta característicalo podemosencontrar
en [Lla93]. Otra alternativano contempladaen estetrabajo, la podemosencontrar

en [Hen92],en la que se divide la ejecuciónde cada acción entre sucomienzoy su .3
terminación.

• Añadir al lenguajeeleccionesprobabilísticasy prioritarias. Las álgebrade proce- .3
sos probabilísticashan sido ampliamenteestudiadasen los últimos años,existiendo

numerosaspropuestas [Chr9O,G3590, NdFL9S, CdV96]. Un trabajo introductorio ‘4
cara a definir una semántica de pruebasen unaálgebrade procesoscon tiempo

y probabidadeses [0re95]. En dicho modelo el tiempo ha sido introducidocomo .3
en [NS94,HR95].
Tambiénpodemosencontraren la literaturanumerosostrabajosacercade elecciones .3prioritarias,pudiendocitar [SS9O,CH9O, CW95]. Relacionandotiempo y priorida-

des, en [JefU2],se comentaque, trabajando bajo una semánticade bisimulación,el .3
tiempo sepuedetepresentarcomo un factor de prioridad.
Relacionandolos tres temas,tiempo, probabilidadesy prioridades,aunqueel resul-

tadono lo considerarnossuficientementesatisfactorio,nosencontramoscon [Low93], .3
dondese extiendeel OSPtemporizadointroduciendotambiénprobabilidadesy prio-

ridades. 4

.3

.3

.3

.3
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Apéndice A

Demostraciones

En este apéndiceestándesarrolladasen su las demostracionesque hemos ido dejando

pendientes a lo largo del trabajo.

A.1 Demostracionesdel Capítulo 3

Demostraciónde ¿a proposición3.6.2~

La computación¡9 =~=~ P~ se puedededuciren un númerofinito de pasos,pongamosti.

Análogamente la computación fE Ti se deduciráen ni pasos. La demostraéiónse

haceentoncespor inducción sobre m + ti.

m+n=O Entalcasosetiene¡91=¡9yTí T.

m + n > O Distinguiremosvariossubcasossegúnseala forma de laprimeratransiciónde

las computacionesgenerandoambasb-trazas.

• ~ ~ ~ bs’~ P~. Entoncespor hipótesisde induccióntenemosquehay una

computacióndesde¡9’ 1 fE hasta¡911 fE1. Tambiénsabemosque ¡9 1 fE F—* ¡9’ j fE,

por lo quehayuna transicióndesde¡9 fE hasta¡911 fE1.

• ~ >~ ~ bs fE1. Este casoes totalmentesimétricoal anterior

• p rl bsl ¡9k, idle(T) =it y stb(fE). En este caso tenemos

bs~ ~ e y bs’ = (TA(P) 1 it,it) U 64

Puestoquestb(fE) e idIe(fE) =it, obtenemos

bs = (TA(fE) 1 it, it) U bs1 para bs1 = (A1 — it)aí (it1 — it)... A~a~it~

El Principito,
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si
Puesto que A1 fl A~ = 0 tenemosTA(¡9) 1 it fl TA(T) it = 0, y por tanto

¡91 fE F—* ¡9’ Upd(¡9,it) ‘a
Ahorapor el lema 3.6.1, tenemosque ‘a

bs1 _______

Upd(fE,it)==*fEí y r bsl

Las dosb-trazasobtenidasbs~ y bsl cumplenlas condicionesdel enunciado, por ‘a
lo quepodemosaplicar la hipótesis de inducción a ¡9’ y Upd(T, it) obteniendo ‘a
una computacióndesde¡9’ 1 Upd(fE, it) hasta Pi 1 fE1 que genera una transición

desde ¡91 fE hasta¡911 fE1.

3rl bsi ~ = it y ¡9 >/—*. Este casoes totalmente• fE ...~ ~ fE1, :ALIDN AI~iDN

simétrico al anterior.

• ¡9 AL~ ¡9’ y fE al: fE’. PuestoqueA1 fl Ai =0 tenemosque la transición ‘a
¡9 ¡ fE —~--* ¡9’ ¡ fE’ es posible, lo que inmediatamentenosconduceal resultado

deseadoaplicandoinducción. ‘a
ir

Demostraciónde la proposiciónS.6.3. ‘a
Aplicandola proposición3.4.5 obtenemosla computación ‘a

P=¡9o>~~**¡9¿ ‘ ¡9í >~4* rif 14...

que generael estadoA. Puestoque nd(A) =d existe un ¿ verificando ‘a
A 4’ Zit§> A ~ <z <1: pi .~. 3

Supongamos que la computación desde T hastafE,, tiene unalongitud it, y la de ¡9 hasta ‘a
¡9¿ tiene una longitudp. Demostraremosentoncesquehayunacomputacióndesde¡9 ¡ fE

hasta¡9,,, ¡ T,,, por inducciónsobreit + p.

t + p = O En estecasose tieneque ¡9i = ¡9 y fE1 = fE.

t + p > O Distinguiremosvarios subcasos,segúnsea el primer paso de las respectivas ‘a
computaciones en juego

• ¡9 >—* ¡9’. Tenemosque ¡9 ¡ fE >—4 ¡9’ fE, por lo que se obtieneel resultado ‘a
deseadoaplicandola hipótesisde induccion.

<1

‘a

J



A. Demostraciones 199

• 71 >—.* fE’. Al igual queen el casoanteriorpodríamosaplicarde forma inme-

diata de la hipótesisde inducción.

• ¡9 —~-* ¡9’, idle(fE) > idle(¡9) = it y stb(fE). Como A fl TA(fE) it = 0, tenemos

TA(¡9)litnTA(fE)i it=0

y por tanto

¡91 fE F-* ¡9’ 1 Upd(fE,it)

Entoncesparaobtenerel resultadodeseadobastaaplicar lahipótesisde induc-

ción.

• fE —~-* 71’, ¡dle(¡9) =idle(T) = it y stb(¡9). Este caso es simétrico al anterior.

ir

Demostracióndel teorema8.6.5.

A lo largo de estademostraciónusaremosel ordenlexicográficosobreIN x IN dadopor:

(ni, n2) =(ni1, ni2) ~‘ (ni < ni1 y (n1 = ni1 A n2 =ni2))

Supongamos que ¡9 must fE, para demostrar que ‘2 mustfE consideremosunacomputación

cualquierade ‘21 fE,

QlfE=’2íIfEí~-*QIfE2~-*~QkIfEk-*’2k~víIfEk+í”
Hay quedemostrarquela misma tiene éxito. Podemosdescomponerdichacomputación

‘21 fE se puedeen unacomputaciónde ‘2 y otra de 71. Tomando ‘2ií = ‘2 y fEií = fE,

tendríamos
Q

rl21 *

‘2k2 >~** ‘2~2

~í2 >> ~\2

fE21 >4* fEt —* T22 >~* fE~

fE11 >—r 71

‘2

‘2 ‘2

‘2

tlkflkl

tíT2 riTmí~
—4 fE1

rlb
... .

‘22n2 >—*~ Q~

‘2knk >~**

mí >~~** Tftn1
712m2 ~ fEt

‘2
6111 n

1

‘26212 ~2

6k1&k

~2

12,fl 2

rí~

rt7% rlTmi
... . —* fE~fE~ 1

6k tkník

‘~k >~~** ~

Capítulo XIII.
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.3
Puesto quea lo largo de la computación,la pruebay el procesoevolucionande forma

sincronizada, el instante en el que se realice cada acción a~ en el proceso y en la prueba 4
ha de ser el mismo. Por tanto so notamos a dicho instante por itt, se ha de verificar que

paratodo k> 1 _ .3
¿=1 i=1

Fijado k> 1 obtenemosentoncesunab-trazade’2 ‘4
nL ¡ i—1

bs~~ — A~aitiA%2it2... A?a,,it,,siendoA? = ~ (TA(Q1)1 it~¼+Z .3
<jiy, análogamente,otra b-trazade fE i—1

— ATaiitiATa2it2... ATa,,it,,conAT= ú ((lAGr¿’i) 1 it7~’) +

T puestoque la computaciónes posible,hade sucederademásque los procesos‘2’~ y las

pruebasfE’s no puedensincronizaren cadaocasiónaccionescorrespondientesa instantes

.3
anteriores a los it~’s. Es decir, para todo ¿ se tendrá

A?nAT=o 4
Puestoque‘2=~~’ ‘2kl, tomandocomoA~ un estadocualquierade ‘2,,i, tendremos

= bs’~ . A’~ e Barb(’2) ‘4
Entonces,como quieraqueBarb(¡9)« Barb(’2), existirá b~ = 6)’ . A” e Barb(¡9) tal que ‘4
b~ «6~. Existe entoncesun proceso¡9’ tal que

¡9 ~ ¡9’ con A” E A(¡9’) 4
Supongamosahoraquela longitudde lab-trazaba” es estrictamentemenorquela longitud

de la b-trazabsQ, es decirque se tiene .3
bs” = Aga1it1A~’a2it2 ... Araritr con r < k 4

Puestoque b” «6~, tenemosA? GE A? paracada i tal que 1 <i <r; además,tomando

itfl1 = nd(A”), se verifica 4
t~i~1 =it?+1 y TAct(A”) ~ Ar+i

Ya que A? GE A’? y A?flAT = 0, envirtud de laproposición3.6.2 existiráunacomputación .3
desde¡9¡T hasta¡9’ 1

71ri, y por la proposición3.6.4 existeunacomputacióndesde¡9’ 1

.3

.3

ji
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hasta¡9” ¡ fE” paraciertos ¡9” y fE” con ¡9” 4. Además, todaslas pruebasqueaparecenen

dichacomputaciónse encuentranentrelasoriginales. Puestoque¡9 must fE, habráalguna

de dichas pruebasque concedeel visto bueno inmediato,y por tanto la computación

original tieneéxito. Con lo cual podremossuponeren cadacasosucesivoque la longitud

de la b-trazabs” es la mismaquela de la b-trazab8Q, y por tanto razonandocomoantes,

por aplicación la proposición3.6.2 existirá una unacomputacióndesde¡9 1 fE hastael

correspondiente¡9’ 1 fE,,~.

Entonces,dependiendode la forma de la computaciónde ‘2, podemosdistinguir los

siguientescasos:

• Existe (k, i) E IN < IN de forma que ‘2¡<~ 4. Tomemosentoncesel primer par que lo

cumple. Sin pérdidade generalidadpod¿mossuponerqueningunapruebaanterior

a 71,,, da el visto bueno,puesen casocontrariopodríamosconcluir inmediatamente.

habríamosacabado.Consideramosentoncesel estado

= {s-2it~} u U ((TA(’2~ 1 it~) + titO
donde t~ = ~ t~. Tenemosque A

0 E A(Q,,I), y como quiera que ¡9 « ‘2,

existe unabarba frs” A” C Barb(¡9) tal quebs” A” «6s0 . AQ Repitiendo el

razonamientode antestenemosque Ion(bs”) = lon(bs0), con lo que bs~«b
5~ y

A” «A
0. Existeentoncesun procesoP,,i

bs~ y
por lo tanto tenemosqueexisteunacomputacióndesde¡9¡fE hasta¡9kl 1 fE,,

1. Por la

proposición3.6.3,paracada¿ tal quend(A”) > Z.~L1 itt, existe¡9~¿ tal quehay una

computacióndesde¡9,,, I~~i hasta¡9~¡ IfE~z~ Si existeun connd(A”) > ti’, it~’j tal

quefE~¿ ~ puestoquend(AQ) =nd(A”), se tiene quelacomputaciónde ‘212’ tiene

éxito. Supongamospor tanto que ningún T,,~ con nd(A”) < ~, it~ cumple que

T¡~,¿ —~-*. Si el númerode pruebasquecumpledichacondiciónes finito encontramos

fácilmente unacomputaciónsin éxito de ¡9 ¡ fE, lo cual contradicela hipótesis. Si

por el contrario, el cantidadde pruebasquecumple la condición es infinita, por

aplicaciónde laproposición3.2.5 y el lemade Kónig, encontramosunacomputación

infinita sin éxito de ~ ¡ fE,,, por lo quetendríamos¡9 m,fist 71, en contradiccióncon

nuestrahipótesis. De modo queha de existir fE,,, con nd(A”) = itt” tal quekj

fE,~¿ +.

Antonie de Saint-Exupery.
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• Paratodo par (k, i) E IN x IN se cumpleque~ 15, siendola computaciónfinita.

Consideremosel último proceso~ queapareceen la computación.Podemossupo -4
ner sin pérdidade generalidadqueningunapruebaanterioraT,,i da el visto bueno,

pues si no fuera asíya habríamosconcluido. Consideremosel estado ‘4
U—’ ¡

AQ=U ((TAQ2y it2)+Zit%1
g=1 \ 1=1 1 .3

Al igual que antes,puestoque ¡9 « ‘2, existenun proceso~H, unab-trazabs” y

un estadoA” talesque ‘4
¡9 =~4=> ¡9u, bs~ «b5Q, A” E ..4(¡9,,~) y A” «A

0 ‘a
itTPor la proposición3.6.3 paracadafE,,, tal quend(A”) > kj’ existe ¡9~¿ tal que

hay unacomputacióndesde¡9,,i ¡ 71,,, hasta¡9~¿ ¡ fE,,,. Y al igual queen el apartado .3
anteriorconcluimosqueha quehaberunapruebafE,,, tal que71,,, —~-*.

• Paratodo par 9v,i) E IN x IN se cumpleque Q,,~ 4 siendola computacióninfinita. ‘4
En estecasohay dosposibilidades:

Existe un k E IN de maneraque la computacióninfinita no realiza ninguna .3
acciónvisible despuésde ejecutara,,.,it,,

1. En consecuenciaunacomputación

infinita rt~ ‘4
Q~i >—0 ‘2,,, ‘2k2 >~~** ‘2,,2 > ...

‘2~i >—*~ ‘2t1 -±14 ... 4
Sin pérdidade generalidadpodemossuponerqueningunapruebaanteriora71,,,

da el visto bueno,puessi no fuera asíya habríamosconcluido. Consideremos

.3
entoncesel estado

~
A

0 = VN ((TA(’2~ 1 itt) + ‘4
Al igual querazonamosanteriormente,puestoque¡9 « ‘2, existiránun proceso .3

unab-traza6)’ y un estadoA” tales que

¡9=~4¡9~i, bs”«bs0, A”EA(¡9,a) y A”«A0 .3
Por la proposición3.6.3 paracada71,,, tal quend(A”) > __ t¡, existe¡9~¿

.3tal quehay unacomputacióndesde¡9¡,~ 1 71,,, hasta~ 1 71,,,. Y al igual que en
los apartadosobtendríamosunapruebaT¡~,, tal queT,,, —~-*.

‘4

.3

ji
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— La última posibilidades queexista unasecuenciainfinita de b-trazas

6c0 — A0aiitiA%
2it2... A?a,,it,, E Btraz(Q), k E

En tal caso,como vimosantes,paracadak E IN existirán¡9,, y unab-traza64’

tales que
¡9,, y bs: «A?aiitiA%2it2... A?a,,it,,

Entoncesen virtud de la proposición3.6.2,hay unacomputacióndesde¡9 1 fE
hasta¡9~

71ki~ Si existe un par (k,i) c IN x IN tal que fEki —~~--*, entonces

tenemosque la computaciónde ‘2 ¡ 71 también tiene éxito. Por el contrario,
01<si ningún I%~ —4, por la proposición3.2.5 y el lema de Kénig, existeuna

computacióninfinita de ¡9 fE sinéxito, por lo que¡9 mfist fE, lo quecontradice

nuestrahipótesis.

Puesto que,en todoslos casoshemosconcluidoque la computaciónde ‘21 fE tiené éxito,

quedaprobadoque ‘2must fE

¡ o

Demostraciónde la proposición8.6.11.

Hemosde probarque¡9 mustfE; paraello hemosde demostrarquecualquiercomputación

de¡91ves deéxito. Siendo6 = Aiaiiti ... A~a~it~A,haremoslademostraciónporinducción

sobren, la longitudde b.

n = O En estetal tenemosque 6 = A y fE es de la forma:

fE=[A’1.OKirI rit;Ol< sit=nd(A)<oo

STOP en otro caso

Cualquiercomputaciónde ¡9 1 fE provienede unacomputaciónde ¡9

C12

Si alguno de los eventosque aparecenes un eventovisible, necesariamentetiene

que sincronizarcon la prueba,y entoncesésta dará el visto buenoy por tanto

tendremosunacomputacióncon éxito. Podemossuponerentoncesque todos los

eventoscorrespondenaaccionesocultas. Distinguiremosdos casos

• Existenk E IN y un proceso¡9’ talesque~ .LS.14¡9’ y ¡9’ 4. Supongamos

quek es el primer enteroquecumpleesacondición, tomemosel estadoA
1 de ¡9

A1 = {flit~} u ~ ((TA(fl’) 1 it~) + it)

i= 1
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dondeP = >2I1 t~ para1 <i < k. De nuevodistinguiremosdossubcasos:

1. Existea1it1 E A’flA1. Tomaremosa1it1 demaneraqueit1 seamínimo. Exis -.3
tirá entonces.PJ tal quea1 (it1 — ti) E TACI?j) 1 ita, y por tanto la tendremos

la computación ‘4
¡9¡T ‘< ¡9 71 —* ¡92 1 Upd(fE, it

2)......¾lUpd(71,iti)k+*1JflUpd(fE,itip..+1’I~IOl< 4
por lo que lacomputaciónoriginal tieneéxito.

2. A
1 fl A’ = 0. En estecaso tenemosque nd(A) > t y por tanto it~ > it. ‘4

Ha de existir entoncesun enteroj con 1 =j < k tal que t~ =it pero

iti~
1 > it. Podemosentoncesconstruirunacomputacióndesde¡9 ¡ 71 hasta 4

rl1 Upd(71, ti). TenemosquefE —* OK, y puestoquei9 <tse obtiene

Upd(fE,it’) 7(11)0K ‘4
Comoiti~1 > it, tenemosqueitj > it~iti, y por tanto se tienenecesariamente

.3.¿%¡ Upd(fE,t1) ~—*Upd(.PJ,it—it’) ¡OK

y por tantoobtenemosde nuevounacomputaciónde éxito. ‘4
• Supongamosqueparatodo k > 1 y todo ¡9’ tal que ¡9,,~ ¡9’ verifica

¡9’ 4. Tenemos entonces unacomputación ‘4

Como antes tomamosti = z~ itj. La computaciónpuedeserfinita (en cuyo ‘4
casonotaremospor ¡9~ su último proceso),o bien infinita. En cualquiercaso

.3darálugara un estadoA
1, cumpliéndose

n—1

A1 = TA(¡9~) u U ((TA?~) 1 t~) + it
2) A

1 = U ((TA(14) 1 it~) + it
2) ‘4

i1 iElN

Si el cómputo es finito Si el cómputo esinfinito

Si existieseait E A
1 flA’, se puederazonarcomoen laprimerapartedelapartado .3

anterior,paraconcluir que ¡9 must fE. SupongamosentoncesqueA1 fl A = 0;

se tieneentoncesquend(A) = ~, y ahorapodemosrazonarcomoen el segundo .3
casodel apartadoanterior,paraconcluir que¡9 mustfE.

Puestoqueen cualquiercasoobtenemosque la computaciónde ¡9 71, que es una ‘4
cualquiera,tiene éxito, podemosconcluir que ¡9 must71.

.3

ji



A. Demostraciones 205

n> O Sea6 = Aat . 6’. Tomaremosentonces

A= {A’
A’ ER y nd(A) <it, o

A’ait . 6’ E B y A’ ~ A

1~~= {bj¡A~at.b~EByAGA}

fE= ([A1] ;OK)lD(ait;fEi)Q(rt;OK)

dondela pruebafEi y el conjuntoA1 ~ TAcit verifican:

• si B1 = 0 entonces fEi = STOP, y en caso contrario fE1 es unapruebabien

formadaconrespectoa B1 y 6’,

• A1 flA’ !=0paratodoA’ EA.

Consideremoselconjuntode procesos

Q={Q~¡9=4~*&2, A’CA}

Si Q no fuerafinito, por la propiedad3.2.5 y el lemade Kónig, podríamosencontrar

un estadoA’ E .<4(¡9) tal quend(A’) =it y A’ 1 it GE A~ conlo queA’ « 6 queestaría

en contradicciónconnuestrahipótesisde partida. Por tantoel conjuntoQ es finito,

y en casode que ‘2!=0 podemosconsiderarelproceso

¡9~= fl’2
OCO

obteniendoBarb(¡9i) = E1. Por hipótesisde inducción ¡9~ must fE1, y

paracada‘2 E Qtenemosla transición¡9t >—>‘2, concluimosque

puestoque

‘vQEQ: ‘2must71í

Observemostambiénque

B1=0

Cualquier computaciónde ¡9 1 71, viene de una computaciónde ¡9 y otra de fE.

Fijémonosen la de ¡9:

}

Tomemosit~ = Z72~it~. Podemosdistinguir los siguientescasos:
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• Existek tal quee~it~ = a’t’ cona’(t’+ it”) E A1. Si esto es así ha sido así tenido

que sucedercon lacomplicidadde la prueba ‘4
Upd(T,it~) 2t~ OK

que nos ha llevadopor tanto aunacomputaciónconéxito. .3
• Existe k tal que e~t~= a(t — ti). Consideramosel conjuntode acciones

.3k
A’ = U((TA(14) 1 itt) + it

2)

Supongamosque a’it’ E A’ n A
1. Tenemosentoncesqueexiste un proceso .3

tal que a’(it’ — ti) E TA(14) 1 it~. En consecuencia fE .~-24 OK y por tanto

‘4a(l’—l’)Upd(T, it
2) —* OK. Puesto que it’ — V < it~ tenemos que ¡9~ tendría que

habersincronizadocon Upd(fE,iti) quehabríaproducidounacomputacióncon
éxito, y por tanto la transición¡9,~ O(Iík) no es posible. .3
Podemossuponerpor tanto que A’ fl A

1 = 0, de modo queA’ § A. Tenemos

puesque ¡9 =~4~~’ ¡9,,÷i, y por tanto ¡9~+í E Q. En consecuenciala computa -.3
ción de ¡91v nosha llevadohasta¡9,,±’¡fEí, y entonces,puestoque¡9~+í mustfE1,

tenemosque la computaciónes unacomputaciónde éxito. ‘4
• Existe k tal que el = ‘r paratodo ¿ < k y ¡9,, ft. Entoncesla computaciónda

lugaral estado k—1 ‘4
A’ = {í~it”} u U ((TA(14) 1 t~) + it

2)

Si it” <it existea’t’ E A n Aj; tomex&?s en particularal quecorrespondaal ms- .3
tantede tiempo menor. Entoncesexiste1 <i < k tal quea’(t’ — it’) E TA(1’~’).

Tenemosque la computaciónva desde¡9 1 fE hasta14 1 Upd(71,tfl, y en conse- ‘4
cuenciael procesoy la pruebahande sincronizaren la accióna’(it’ — ji), con

lo cual la transición14 —.~--> ¡9j~ no seríaposible,llegándoseaunacontradic- ‘4
cion. Por tanto, podemossuponerque it~ > it. Existeentoncesun proceso14
tal queit’ =it y t~~1 > it. Tenemosque la computaciónde ¡9 71 nos lleva hasta

.3
14 1 Upd(fE, it’); existeentonces71’ tal que

fE~J14fE½fi!5~> ‘4
de modoquetendremosUpd(fE, it’) tI’) fE’, y puestoquet~ > it—it’, tenemos

forzosamentela transición ‘4

‘4

.3
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quenos conduceaunacomputaciónde éxito.

• Paratodok> 1 se verifica ¡9,, 4 y e~ = ‘r. O bien la computaciónes finita, en

cuyo casotomamoscomo ¡9~ su último proceso,o bien es infinita. En ambos

casosse generaun estadoA’, con

n—1

A’ = TA(14’~) u U ((TA(¡9~) 1 it~) + itt) A’ = U ((TA(P~) 1 t~) + i9)
t1 iCIN

Si el cómputoes finito Si el cómputoesinfinito

Puestoquend(A’) = ~, se ha de cumplir algunade las condicionessiguientes:

— Existe algún a’t’ E A’ fl A
1. Tomamoséntoncesel que correspóndaa

un instante de tiempo menor. Existe entoncesj tal que a(t’ —I it~) c

TA(14) 1 t~. En consecuenciala computaciónconjuntade la pruebay el

procesonos lleva hasta¡941 Upd(71,0). Puestoque 71 —~—* OK tenemos
a(l—t’)

que U pci (fE, iti) OK. Por tanto,la pruebay el procesotendríanque
sincronizaren la accióna’(it’ ~iti), de modo quela transiciónPj ~

no seríaposible,lo cual nos lleva aunacontradicción

— ait E A’. Usandoel mismo razonamientoqueantesllegamostambiénauna

contradicción.

— Por tanto,elúnico casoquequedacomoposiblees el correspondienteaque

ait ~A’ y A’ n A1 = 0. Puestoqueestamossuponiendoque¡9~ 4 paratodo
rljk, existirá j C IN tal que t’ < it y si P~ —÷ entoncest~~

1 > it. Tenemos

que la computaciónde ¡9 fE nos lleva hasta¡9i 1 Upd(fE, ti). Puestoque

existefE’ tal que
OX

r(i—lJ)
tenemosUpd(fE,ti) —* 71’, y como quiera que it~~1 = P + it~ > t,

tenemosit— it~ > itj, conlo que

r(t—li)
.Pj 1 Upd(T,it’) —* Upd(~,it—it3) ¡71’

de dondese deduceque la computaciónde ¡9 1 fE tiene éxito.

Puestoqueen cualquiercasohemosobtenidounacomputaciónde éxito, tenemos

que¡9 must71.

ir
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‘4
A.2 Demostracionesdel Capítulo 4

Demostraciónde tos lemas4.2.13y 4.2.15. ‘4
La demostración en cada caso es prácticamenteigual a las de las proposiciones6.1.11

y 6.1.13 respectivamente. Y esto es así, porqueen particularsi stb(¡9) y stb(’2) tenemos ‘4
TA(¡9 llo’2) = TA(¡9 ir’2) = TA(¡9) U TA(¡9)

ir ‘4
Demostraciónde la proposición*2.17.

Haremosla demostraciónpor inducciónsobrela longitudde la deducciónde la transición .3
generalizada¡9 ir’2 ~
Casobase Si la longitudde la deducciónes 1 tenemosque¡9 ir’2 =~t ¡9 ir’2, y por tanto ‘4

no habríanadaqueprobar.

Casoinductivo Aquí tenemosvariasposibilidades: ‘4
• ¡9 ir’2 >—* fi. En tal casoo bien¡9 >—* ¡9’ y fi = ¡9’ ir’2, o bien’2 >—*‘2’

y fi = ¡9 ir fi’. En amboscasosobtenemosel resultadoaplicandola hipótesis ‘4
de inducción.

• ==~>fi. r1Á~rAlnn\1sL~n 1

¡9irQ ~A14~ bs EJnta1cason—un~rirt~J¡Lyouienr —~-*fi,obxen ‘4
‘2 ——-* fi’. Supongamosque se dael primercaso. Tenemosentoncesidle(’2) =ity stb(’2), y por tanto todo estadoA2 E .A(’2) verifica TA(’2) 1 it = A2 1 it. ‘4
TomandoentoncesA1 = TA(¡9) 1 it, obtenemosque ¡9 A1albs ¡9’ con lo que

quedasolventadoestecaso.

• ¡9 ir’2 ~ fi’ y fi’ A’a(l—t’)bs fi. En estecasotenemos ‘4
A = (TA(¡9 ir ‘2)1 it’) u (A’ + it’) ‘4

Por otra partetenemosdos casosposibles:

P XL> ¡9’, idle(’2) =it, stb(’2) y fi’ = ¡9’ ir Upd(’2, it’) 4
ó

‘2 —~—~ ‘2’, idIe(¡9) =it, stb(¡9) y fi’ = Upd(¡9, it’) ir’2’

.3
Supongamosqueseda elelprimercaso;el segundoseríasimétrico. Por hipótesis
de inducción,existenunab-trazaAla(t — it’) . bs y un estado A~ de maneraque “4nd(A) > it — it’ y A’ = Al U (A~ 1 it’); y además se tiene uno de los dos hechossiguientes:

.3

‘4
ji
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— ~ k~U—~’).~B. R y Af~ E .A(Upd(’2, it’)).

— ‘2 Ai6Q~i/>~bS: fi y A E A(¡9’).

En amboscasos,tomando

A1 = (TA(’2) 1 it’) U (Al + it’) y A2 = (TA(¡9) 1 it’) U (A + it’)

se llegaa la conclusióndeseada.

ir

Demostraciónde la proposición4.2.18.

Demostraremosque se verifica la primerapropiedad;la segundaes totalmentesimétrica.

Puesto queA0 c .A(’2) existe unacomputaciónde’2

* ~ rlí ~ 712

quegeneradicho estado.Tomemosit’ = 2t tj. Puestoquend(A0) > it existe 1 e IN tal

que:

• ‘2~4paraj=1,

rl¡
• it =t’ y si Q~ —*, tenemosentoncesit < ~

Por otro lado tenemosqueexiste fi’ de maneraque ¡9 =
4~$~ fi’ =~ R. Supongamos

quela deducciónde ¡9 =4t.~~ fi’ tiene unalongitudde k etapas,y sea1 la longitudde la

computacióndesde‘2 hasta‘2~. Demostraremosla existenciadel conjunto A GE TAct tal

que ¡9 QQ ~ fi’ por inducciónsobrek + 1. Una vez ello demostrado,el enunciadose

sigueinmediatamente.

CasoBase. Puestoquek =1 y 1 < 1 tenemos‘2 = ‘2 y ¡9 ~=+ fi. En consecuenciase

verifica:

• Ap = TA(¡9) 1 it,

• puestoque ‘2 es estable,convergentee idle(’2) =it, cualquierestadoA
0 de ‘2

verifica TA(’2) 1 it = A0 1 it.

Tenemosentonces¡9 C’2 ~=.* fi’, y por tanto tenemos¡9 ~‘2 =4&~. R’ donde

A = TA(¡9 ir ‘2)1 it. Para concluir bastaobservarque

A=TA(¡9O’2)1 it=(TA(¡9)lit)u(TA(Q)1 it) ApU(A01 it)
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‘4
Caso Inductivo Tenemoslas siguientesposibilidades:

• ¡9 ¡9’. En estecaso tenemosque P~ Apal fi’, y entoncesaplicandola .3
hipótesisde inducciónexisteA C Ap U (A0 1 it) tal que¡9’ ir’2 Aal~ fi’ y por

tanto tenemosque¡9 ir’2 4~ fi’. ‘4
• ‘2 >—~ ‘2’, casosimétricoal anterior.

• ~ s¾¡9’, stb(’2) e idle(’2) > it’. En tal casoexisteAp GE TAct tal que ‘4
¡9, <4)2611) fi y Ap=(TA(¡9)lit’)U(A’<p+it’) ‘a

Puesto que ‘24, existe A%, e .4(Upd(’2, it’)) de maneraque

A0 = (TA(’2) it’) u (A~ + it’) ‘4
Entoncespor hipótesisde induccióntenemosqueexisteA’ GE TAct tal que

A’CA’~U(A~1 (it—it’)) y A’a(t—l’) .3
EntoncestomandoA = (TA(¡9ir’2)1 it’)U(A’+ it’) tenemosque¡9ir’2 ~ ~ ‘4
Para concluir bastaobservarqueA GE A~ u (A0 it).

• ‘2 ¶S>’2’ stb(¡9) e idle(¡9) =it’. En este caso existe A~ E .A(’2’) tal que ‘4
A0 = A1 u (A~ + ití), siendoA1 = TA(’2) 1 it’. Por otro lado,existe un conjunto

de accionestemporizadasA, verificando ‘4
Upd(¡9, it’) 44~, fi’ y Ap = (TA(¡9) it’) U (A’p + it’)

Aplicandola hipótesisde inducciónexisteA’ GE A, u (A~ 1 (it — it’)) tal que ‘4
Upd(¡9,iti)ir’2’ A’at ‘4

TomamosentoncesA = (TA(¡9 ir’2)1 ti) U (A’ + iti) y tenemos

~ir’2 A4 Upd(¡9,it’)ir’2’ <46(1 1) ‘4
de modo quetenemos¡9 ir’2 4~ fi’, y por otra partese cumpleA G A~ U .3
(A0 1 it), lo quenospermiteconcluir la demostración.

‘4
Demostracióndel teorema4.2.19.

‘4Tomemos en primer lugar 6 e Bco,4ir]j(Bí, B2). Segúnsea la forma de 6 existen dos
posibilidades:

‘4

‘4

¡ji
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b = A. Por la definiciónsemánticadel operadorexistenentoncesA1 E B1 y A2 E B2 tales

queA = A1 Li0 A2. PuestoqueBarb(1’i) «B1 existiráun estadoA~ E A(¡9) tal que

A~ «A1, y razonandoanálogamenteparaA2 obtenemosun estadoA0 E ..4(’2) tal

queA0 «A2. Aplicandola proposición4.2.16 obtenemosun estadoA’ E .4(¡9QQ)

tal queA’ «Ap Li0 A0. Por lo que tenemos

A’ «Ap Ue A0 «A1 Li0 A2 = A

b = Aat . b’. Existen entoncesun conjunto de accionestemporizadasA1 y un estado

A2 con ¡id(A2) > it, talesqueA = A1 Li A2 1 it cumpliéndoseunade las siguientes

aserciones

• A1aitb’ E B1 y A2 E B2

• A1aitb’ E ~2 y A2 EB1

Puestoque ambasasercionesson simétricasla unade la otra, supondremos4ue se

presentalaprimerade ellas. Puestoque<82 « Barb(Q) existeun estadoA9 tal que

Aq «A2, y existeunabarbabr E Barb(¡9) tal quebr «6. Tomamosentoncesuna

barbab~ escogidacomo se indicaacontinuación,distinguiendocasossegúnsean

y A9:

• Si bp es un estado,Ap entoncespor aplicaciónde la proposición4.2.14existe

un estadoA’ E A(¡9Q’2) tal queA’ «AplJ2 A9. Tomamos en tal casobi = A’.

• Si bp = Alait . b” y nd(Aq) =it entoncespor el lema 3.5.2 existe un estado

Ap E A(¡9) tal queA~ 1 it ~ Al. Al igual queen el casoanterior concluimos

queexisteA’ E A(¡9 QQ) tal queA’ « A~ U0 A0. Y de nuevoen estecaso

tomamosbí = A’.

• Supongamosfinalmentequebr = Alait . 6” y ¡id(A9) > it. Existiránentonces

un estadoA”, unab-trazabs” y un procesofi talesque

b”=bs” A”, ¡9=~É4=~=R y A”E.,4(fi)

Entoncespor la proposición4.2.18 existeun conjuntode accionestemporizadas

A’ tal que
A’al bs”A’GEAIUAo1it y ¡9ir’2==á=~fi

Tomamosentoncesbí = A’ait b” E Barb(¡9QQ).

Obsérvesequeen todoslos casostenemosque6i «6.
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‘4
Tomemosahora6 E Barb(¡9irQ), y buscaremosb~ E B~0~¡Iir](flí, B2) tal que b~ «6.

Dependiendode la forma de 6 tenemosdosposibilidades: 4
b = A. Ehtoncespor aplicaciónde la proposición4.2.14tenemosqueexistendosestados

Ap E Barb(¡9) y A0 E Barb(Q) tales que .3
A~L]0A0«A

PuestoqueB1 « Barb(¡9) y B2 «Barb(’2) existen estados A1 E <8í y A2 E <82 tales .3
que A1 «Am y A2 «A0. TomamosentoncesA’ = A1 Li0 A2 y tenemos

A’=A11J0A2«ApL0Aq«A .3
b = Aat . b’. Puestoque 6 E Barb(¡9 ir’2) existirán un estadoA’, unab-trazabs’ y un .3

procesofi tales que

b’=6s’~A’, ¡9ir’2~
4~R y A’CA(fi) ‘4

En virtud de la proposición4.2.17existenun conjuntode accionestemporizadasA
1

y un estadoA2 tales quese da unade las siguientesaserciones: .3
• A2 E ~.4(’2)y ¡9 fi o bien .3
• A2EA(¡9)y’2====~fi.

Puesto que las dos posibilidadesson simétricasla unade la otra, supondremosque

‘4es ciertala primera.Por lo tanto Aiait’ 6’ E Barb(¡9), y puestoqueD~ « Barb(P)

y B2 « Barb(’2) existen un estadoA E <82 y una barba61 E B~ tales que A~ «

.3A1 y 61 « Aiait . 6’. Tomamosentoncesunabarbabi elegidacomosigue:

• Si 61 es un estadoAl tomamos b~ = Al LJ~ A~.

.3• 61 = Alat . b” y nd(A~) =it. Puestoque <8 es consistenteexistirá un estado

A~ E B~ tal queAl = A? it; tomaremosentoncesb~ A7 Li0 A. .3
• Si 61 = Alait 6” y nd(A~) > it tomamosb~ = (Al U A~ 1 it)at. 6”.

En todoslos casostenemosque b~ E B~0~I[ir](Bi, <82) y b~ « 6. .3
ir

Demostraciónde la proposición4.4.18. Oontinuidadmedianteprefijo de accionesinternas. .3
Parademostrarla continuidadbastaprobar ‘4

lub{Bc0nEwit](B~) ¡ i E IN} = BConETt;](Iub(B)) ‘4

.3

4
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Veamos cadaunade las inclusiones

w
Tomemosb = 6s . A E lub{Bconfrt](Bi) u E ]N}. Hay dos posibilidades:

• nd(A) < oc. En estecaso tenemosqueparatodo k E IN existe 1 > k tal que

bs~A E )3cO~ILTit;1l(<8¡). Existeentoncesbs’~A’ E B¿ tal quebs~A= (bs’.A’)+t.

Por lo tanto bs’ . A’ E Iub(B), y entoncesbs . A E Bco~I[rit;](lub(B)).

• nd(A) = oc. En estecasotenemosqueparacadaito E T existen¿ E IN y un

estadoA1 talesque bs . A¿ E B~0~Irit;](B,) y A1 lito = A lito. Tenemosdos

posibilidades:

— 6s = e tenemosentoncesqueexisteA~ E B~ tal queA1 = A~ + it, por lo que

A > it. TomamosentoncesA’ = A — it y tenemosqueA’ E lub(B), por lo

queA E Bcon([rit;]Rlub(B)).

— bs = A1a1it1 . bs1, tomamosbs’ = (A1 — it)aí (ití — it) . bsí y tenemosque

bs’ . A1 E Bu Por tanto bs’ A E lub(B) y en consecuencia

bs A = (bs’ . A) + it E Bc0,4rit;1I(lub(B))

w
Tomemosahorabs~AE Bconi[rit;I(lub(LI). Existeentoncesunabarbabs’•A’ E lub(B)

tal que bs . A = (bs’ . A’) + it. Tenemosde nuevodosposibilidades:

• nd(A’) <oc. Entoncesparacadak E IN existe 1 > k tal que bs’ . A’ E B~. Por

tanto bs . A E <8¡, y en consecuencia

bs . A E Iub{B~0~j[rt;1I(B~) u E ]N}

• nd(A’) = oc. Tenemosdos posibilidades

— bs’ = e. TenemosentoncesqueA = A’ + it y bs = e. En consecuenciapara

cadaito E ‘T existeA E B~ tal queA’ it0 = A it0. Tomamosentonces

A1 A + it E Bc~,nErit;~(Bí) de modoquese tiene

A = A’ + it E lub{B~0~¡frit;](Bi) u E IN}

— bs’ = A1aí . bsi. Entoncesbs = (Ai + it)a(ti + it) . bsl. de modo quefijado

it0 E Texisteun estadoA1 tal quebs’A¿ ES,, nd(A¿) =ito y Al ito =:Aílito,

y por lo tanto

bs . A1 = (bs’ . A1) + it E BCOnE7’it;](BI)
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si
Puestoqueello lo hemoshechoparaun ito E Y arbitrario,concluimos

bs . A E lub{Bcon[i-it;](Bi) ¡ i E IN} ‘a
ir ‘a

Demostraciónde la proposición 4.4.15. Oontinuidaddel operadorprefijo mediante una

acczonvisible. 3
Parasimplificar la notacióntomaremoslos conjuntos

5 = BconEait;]I(lub(B)) y 5’ = Iub({Bco~Iait;~(S~) ¡ ~ E ]N}) ‘a
Parademostrarla continuidadde esteoperadorprobar5 = 5’. ‘a

GE 13

Sea6 = bsA E B’. Si bs = c, puesto{ait} es el único estadodespuésde la trazavacía ‘a
que hayen cada unode losconjuntosB~, tenemosqueforzosamenteA = {ait}. Dado

que {atl E 5, estecasoestaríaconcluido. Supongamosahoraquebs# e; puestoque

si
todab-trazano vacíade cadauno de los Sí empiezacon 0at, tenemosqueexistirá
unab-trazabsi tal quebs 0ait bs~. Tenemosentoncesdosposibilidades: ‘a

• ¡id(A) .c oc. En tal caso para cada k E IN existe 1 > k de modo que

bs . A E BconEaitlj(Sí). En consecuenciatendremosque bs~ . A E lub(B), y por a
tanto bs . A E 5.

• ncl(A) = oc. Tenemos entoncesqueparacadaito E Y existeun estadoA¿ tal que
‘a

bs . A1 E Bc0~Eat;](Bí) y Alto = A¿ it0. Concluimosentoncesquebsí . A1 E Sí,y por tanto bs~ . A E lub(B), de modoque bs~ A ES. si
BGEW

Seaahora6 = bs . A E <8. Al igual queen el casoanteriorsupondremosen primer

silugar que bs = e. En tal caso ha de ser A = {at}. Por otro lado tenemosque
paracadai E IN {ait} E BconEait;11(Bi),por lo que{at} 6 5’. Supongamosahoraque

bs ~ e, entonces existe bs~ de manera que bs = 0at6s1, yporlotantobs1•A E Iub(B). .1
Tenemosentonces dos posibilidades:

• nd(A) < oc. Entoncespara cada k E IN existe 1 > k tal que
6~i . A E E,, de ‘a

donde

6 = bs . A = (0ait. bsi) . A E Bc
0n¡[at;~(S,) 3

lo quepermiteconcluir 6 E 5’.

si

‘a

J
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• nd(A) = oc. En este caso, para cadaito E T existe 1 c IN tal queexiste un

estadoA1 de maneraquebsi . A c 5,. Tenemosentoncesque

bs A, = (0ait . bsi) . A, E Bco,jJait;~(5,)

Puestoqueello lo podemoshacerparacadaito E 71, concluimosfinalmenteque

6 = 6s~ A C 5’.

ir

Demostraciónde la proposición4.4.17. Continuidadde la eleccióninterna.

Parasimplificar la notación,tomaremos

5 = BconEfl]](Iub(Bí), lub(B2)) y 5’ = lub({Bc0~I1F1~(Sí~,.B2~) ¡ ~ E ]N})

13’ GE 13

Siendo6 = bs . A c 5’, tenemosdos posibilidades:

• ¡id(A) <oc. En estecasoparacadaIt E IN existe 1 > k tal que

bs . A E l3~0~Erl1I(S~,,B2í)= S~, U <821

Tenemosqueo bien para unacantidadinfinita de indices k’s la barbabs~ A

estaráen
5u, o bien para unacantidadinfinita de índices k’s estaráen <821.

Tenemosentoncesdos casossimétricos:

— Paracadak E IN existeIt > 1 tal que bs . A E <8ií. Entoncesteneniosque

bs . A E ¡3~ y por tanto bs . A E B~,~I1fl~(Bí,B
2).

— El caso simétrico al anterior: paracada It E IN existe It > 1 tal que

bs . A E S2í~

• nd(A) = oc, entoncesparacadait E 71 existen1 E IN y un estadoA, talesque

Al it = A, 1 it y

bs . A1 E B~0~[F1~(Sií, 521) = <811 U <821

Tenemosentoncesque o bien la barba bs . A, estaráen Si¿ paraun número

infinito de instantesit’s, o bienparaun numeroinfinito de instantesit’s la barba

6s . A1 estaráen S2í~ Tenemospuesdos posibilidadessimétricas:

— Paracadait E 71 existe it’ > it tal que el 1 correspondientea it’ cumpleque

bs . A1 E <8i,; y puestoqueit’ > it tendremosque A1 1 it = A1 1 it. Entonces

tenemosque bs . A E Bi y por tantobs . A E Bcon~r1~(Bí,B2).
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‘4
— De manerasimétricaal casoal anterior: paracada it E T existe it’ > it tal

queel índice 1 correspondienteait’ verifica bs . A1 E <821. 4
BGEB

’

Seaahora6 = bs . A ES. Tendremosqueo bien bs . A E B1, o bien bs . A E ‘~2. ‘4
Consideremosel primer caso; el segundoseriatotalmentesimétrico. Tenemosdos

posibilidades: ‘4
• nd(A) < oc. Entoncesparacada It E IN existe 1 > It tal que 6s . A c <8u. Por

tanto tenemosque bs~A c BCOUEr1~(Sl,,<82í)por lo quebs . A ES’. ‘4
• ¡id(A) =oc. ParacadaitcTexisteunestadoA1talqueAlt=A¡ity

bs . A, E -Bíí. Entoncestenemosquebs . A1 c B~0~l[r1~(S~, <821), y por tanto 4
tenemosquebs . A E <8’.

0 .3
Demostraciónde la proposición4.4.18. Monotoníade la elecciónexterna.

.3Debido a la simetríade la definición del operador,bastacon que nos concentremosen el

primer argumento.El estudiodel segundoseriasimétrico. .3
a) Sea6’ E Bcon[ir~(Bí, 5). Tenemosdos posibilidades

• 6’ = A’. Existen A~ E <8~ y A0 ES tales queA’ = Al Le A0. Existeentonces ‘4
A1 E Sí tal que A1 -< Al, de modo queel estadoA = A1 Li0 A0 cumple que

A E B~0~[ir~(Bí,S) y A -~ A’. ‘4
• 6’ = A’ait . 63. Existen entoncesunabarbaAlait . 63 y un estadoA tales que

nd(A2) > it y A’ = A1 U (A it). Tenemosdosposibilidades: 4
— Alat. 63 E B~ y A E 5. Entoncesexiste6 E S~ tal que 6 -< Alait . 63.

Si 6 = A1 c Si entoncesnd(Aí) =it y TAct(A1) = Al 1 ¡id(Ai), y por lo

‘4
tanto, tomandoA = A1 Li0 A, tenemosqueA -~ 6’ y A E B~0~l[Q~(Sí,S).
Ahora, si 6 = Alait . b~ con bo -< 63, obtenemosA’ait 63 E B~0,dir~(Bi,<8).

— Alait. 63 E <8y A E S~. Existe entonces A2 E <8~ tal que A2 -< A. Su -.3
pongamosquend(A2) <it. Puestoque5 es consistente,existiráun estado

A1 C Sí tal queAl = A1 1 it, y tomandoentoncesel estadoA = A1 Li0 A2 ‘4
tenemosque A —< 6 y A E B~0~Eir~QBr,S). Si nd(A2) > it entoncesten-
dríamosque A2 it = A it, y por tanto 6’ E B~0~Eir~(Bi,<8). ‘4

b) Seaahora6 = bs . A E B~0~Eir~(Si, 5). Tenemosdos posibilidades:

‘4

.3

ji
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• 6 = A, entoncesexistenA1 E Sí y A2 E 5 talesqueA = A1 Li0 A2. Ténemos

entoncesA~ E S~ tal queA1 -< Al, por lo quetomandoA’ = A~LJ0 A2, tenemos

queA -<A’ y A’ E B~0~Eir]](SI,A).

• 6 = Aat• b~. Entoncesexisten unabarbaA1ait•
6e y un estadoA

2 tales que

nd(A2) > it y A = A1 U (A2 1 it) de modo quese cumpleademásunade las dos

condiciones siguientes:

— A1at~boES, A2 E S~. En tal casoexisteA c S~ tal queA2 -< A, de

modoqueAf2 1 it = A2 it, y en consecuenciaAait
6o E Bcon[ir]~(flj, 5).

— Ajait 6o E S~ y A
2 E 5. Entoncesexistiránunab-trazabso y un estado

A0 tales que
6o = bso . A

0, y por tantoexistiráun estadoA’ tal queverifica

A1ait~(bso . A’) E R~ y A0 -< A’, de modo que tendremos

6’ = Aait • (bso . A’) E B~0~[ir]](SI,5)

¡ o

Demostraciónde la proposición4.4.19. Continuidadde la elección externa.

Parasimplificar la notacióntomaremos los conjuntos

5 = Bcoidir]~(lub(Bi), lub(B2)) y 5’ = lub({Bc0~Eir1l(Sí~, S2i) ¡ i E ]N})

Hay que demostrar

1. Paracada6’ ES’ existebES tal que 6 -< 6’.

2. Paracadabs . A E <8 existeun estadoA’ tal queA -< A’ y bs . A’ E 5’.

Demostremosentonceslos dos apartadosde arriba:

1. Sea6 = bs . A E <8’. Supongamosprimeroque bs = c. Distinguiremosdoscasos:

• ¡id(A) <oc. En tal casoparacadaIt E IN existel~ E IN de modo que

A E B~0~~ir]](<81í1,<82í1)

Por tanto paracada l¡~ existendos estadosAlík E <811k y A2ík E S2ík tales que

A = Alzk Li0 A2í~ Entoncesse verifica

nd(A) = min(nd(Aíík), nd(Ank))

por lo que o bien nd(A) = nd(Aíík), o bien nd(A) = nd(A2ík). Sin’pérdida

de generalidad,podemossuponerquesiemprese cumple la misma de dichas

E _ __ _________
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igualdades. Supongamosen concretoque siempre es cierta la primera.Puesto

que estamosconsiderandoun alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto ‘a
podemossuponerademasque todos los estadosAíí~ son iguales. Tomamos

entoncesA1 = A111 verificándose A1 E Bí. Puestoque parai =j se verifica

352i —< 52j existeunasecuencia de estados
Al -< A -~ A~ -< ... ‘a

de manera que se tiene Al = A
21, y A~ E 521< Tomandoentoncesel estado

A2 = lub{A~. ¡ i E IN} ‘a
se verifica que A2 E 132, y por tanto tenemosqueA = A1 Li0 A2 y por tanto ‘a
concluimosqueA E B~0~Eir]](Bí, 82).

• ¡id(A) = oc. Para cada it E 1’ existen l~ E IN y un estadoA, talesque ‘a
A, E B~0~[irI(Sí,,, <821,) y Al it = A, it ‘a

Existen entoncesestadosA1, E Sij, y A2, E 521, tales queA,, = A11, U0 A21,

Puestoqueestamosconsiderandoun dominiode tiempodiscretoy un alfabeto 3
podemossuponerque

t’>it !=- A~,lit=A~í’1it iE{1,2} ‘a
Tomandoentonces

= U(A~í1 it) i c {1,2} ‘a
íeT

se verifica que A~ E 13,, y ademásA = A1 U A2 = A1 U0 A2 E B~0~¡[ir]] (81, 82). 3
Supongamosahoraqueb = Aiaíití . (frs’ . A). Distinguimos dos casos:

• ¡id(A) < oc. Entoncesse tiene que paratodo It E IN existe 1,, = It tal que ‘a
bE I3con¡[ir~(flh¿k,<82ík). Existen entoncesunabarba6,, = Aií,aíti . (bs’ . A)

siy un estadoA21, tales que nd(A2í,) > it1, A1 = A11, U A21, 1 it1 verificándose
ademásunade las siguientescondiciones:

— 6,, E Bu, y A21, E <821k , o bien ‘a
— 6,, E B2I~ y A21, E Bu,.

Podemos suponer, sin pérdidade generalidad,quesiemprese la misma de las ‘4
dos opciones. Supongamosquese trata de la primera. Puestoque estamos

si
3

si
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considerando un alfabeto finito y un dominio de tiempo discreto, tenemos que

el conjuntoAí es finito. En consecuenciapodemossuponerque los conjuntos

A11, son todosiguales, tomandoAl = A111. Puestoquepara i =j se tiene

<82l~ -< <82w podemossuponerquepara i =j se tiene A21~ -< A21~. Entonces,

tomando

A2 = lub{A2¿1 ¡ i E IN}

setieneA2e 132. PortantoAí = AIU(A2lití), demodoquebE B~,~¡[ir]](Bí,B2).

• ¡id(A) = oc. Entoncesparatodo it E 7 existe lí E T tal queexisteun estadoA1

tal que A1 1 it = A 1 it y A1a1it1~ (bs’ . A1) E Beon¡[ir]] (B’í~, <8214. Existenentonces

una barba bí = A11a1t1 . (frs’ . Aí) y un estado A21 tales que nd(A21) > it1,

A1 = A11 U A21 1 it1, verificándoseunade las siguientescondiciones: ¡

— bí E Rif, y A21 E 521 , o bien

— bí E S2l~ y A21 E Sií.

Al igual queantes,sin pérdidade generalidadpodemossuponerquesiempre

se da la misma de las dos opciones,pongamosque es la primera. Puestoque

estamosconsiderandoun alfabetofinito y un dominio de tiempo discreto, el

conjuntoA1 es finito y portantopodemossuponerquetodoslos A11 son iáuales.

TomemosAl igual a uno cualquierade ellos. Puestoquepara i =j sé tiene

<82i -~ <82j, obtenemosunasecuencía

tal que A~ E
52Qo+i)~ TomandoA

2 = lub{A~ ¡ i =0} se verifica entoncesque

A2 E B2, y por tanto A1 = Al u (A2 1 ití), de dondeconcluimosfinalmente

bE B~0~¡[ir]](Bí, 132).

2. Seaahora6 = bs . A E <8. Supongamosque bs = e. en tal casoexistenA1 E Bu y
A2 E 62 talesqueA = A1 Lb A2. Tenemoscuatroposibilidades:

(a) nd(Aí) < oc y ¡id(A2) < oc. Supongamossin pérdidade generalidad,que

mI(Aí) =nd(A2). Para cadaIt E IN existen 1~, mk E IN talesque A1 E Su, y

A2 E
52m~• Entonces podemosdistinguir los siguientescasos:

• Si 1,, = m¡~, tomando J~ = 1k, tenemosque

A E Beon¡[ir]](Síi,,52i,)
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4
• Si. m~ < 1,,, tomando 1k = tk, tenemosque existe A E <811k tal que

A
2 -<A;, de modo que 4

A = A1 Li0 A2 = A1 Li0 A~2 E Beon¡[irf(Síik,52j,)

• Si 1,, < m~, existe jp, =m~ tal que A1 E -

81j~ Por otra parte existe ‘4
A~ E A

2~, tal queA2 -< As, y por tantoobtenemos .3
A = A1 LI0 A2 — Aí Li0 A~2 E Bcon¡[ir]](Síi,,52j,<)

En consecuencia,cualquiercaso se tieneque .3
VIt E IN 1i~ > It: A E Bcon¡[ir]](Síi,,52i,) ‘4

de modo queA E 5’.

(b) nd(Aí) = nd(A2) = oc. Paracadait E 7 existen índicesm1,11 E IN y estados .3
Aun,, E Sin,, y A21, e S2~, talesque Au 1 it = A1n,, 1 it y A2 it = A21, it.

Tomamosentoncesj~ = max(11,mí), y entonces ‘4
• Si 11 = m1, tomamosA~, = Am,, Li0 A21,

• Si I,~ <m1. Puestoque <821,3<82,, existeA’~ E <82mt tal que A21, -< A, y ‘4
entoncestomamosA~j, = Am,, L0 A;.

• Si m1 < l~. PuestoqueSí,,,, <8i,, existeAl E <8u, tal queA1,, -.< A~, y 4
entoncestomamosA1, = A21, Li0 Al.

En todos casostenemosqueAlt = Ai, 1 it, y por tanto A 6<8’. ‘4
(c) it = ¡id(Aí) < oc, ¡id(A2) = oc. Existen 1 E IN y un estadoA2, E .82! talesque

A2 it = A211 it. Puestoquepara =1setiene<82i -< <82j, paracadam> ¿existe ¡ ‘4
A2, E A2, tal que A21 -<<82,, y por tanto A2 1 it = A2, it. Por otro lado,

paracadaIt >1 existe~ =It tal que A1 E <8i,,. En consecuenciatendremos ‘4
A=A1 Li0 A2=A1 Lio A2,, EBconIIir]](<8im,,52m,)

y por tantoA E 5’. .3
(d) it = ¡id(A2) < oc, nd(Aí) = oc, quees simétricoal casoanterior. ‘4

Consideremos ahora 6 = Aaí itu . (bs’ . A) E <8. Entonces existenunabarbab~ y un
estadoA2 talesque ‘4

= Aíaíití . (bs’ . A), ¡id(A2) =t1A = A1 U (A2 it1)

.3

.3

u
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y o bien, b~ E Bi y A2 E B2, o bien, b~ E B2 y A2 E Bi. Supongámosque se da

el primer caso; el segundo~eriasimétrico. Entoncespuestoquend(A2) =itj existe

1 E IN de maneraqueexisteun estadoA21 E <82! tal queA2 1 it1 = A21 1 it1. Además,

puestoqueSí -~ Sp para1’ =1, existeun estadoA21t E <82v tal queA21 it1 = ~~2¿’1 it1.

Ahorapodemosdistinguir dos casos:

• ¡id(A) c oc, entoncesparacada It > 1 existeni¡,, =It tal que b~ E Sin,,, de

modo quetenemosbE Bcon¡[ir]](Surn,,<82m3, por lo que 66<8’.

• ¡id(A) = oc. Fijado it E Y, existenm1 E U y un estadoAn,, de maneraque

A1a1t1 . (bs’ . An,) E <8lmt y An,, it = Al it

Consideramosel indice j~ E U y el estadoA1, elegidosde la siguientemanera:

— Sil =m1,tomamosIt =m1 y A~, =An,~.

— Si mi <1, tomamosJj = 1. Por otra parte,puestoque <8in,, -<

5u, existe

un estadoA
1 tal que

A1a1t1 . (bs’ . Aí) E
51ni~ y An,, < A

1

Tomamosentonces~ = A1.

En amboscasostenemosque

Aa1it1 . (frs’. A1~,) E Bcon¡[ir]j(Smi,,52j,) y A~, 1 it = Al it

Puestoqueestolo podemoshacerparacadait E Y, concluimosinmediatamente

que 6 E <8’.

ir
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‘a
A.3 Demostracionesdel Capítulo 6

Demostracióndel lema 6.1.11. .3
Consideremos la computaciónquegenerael estadoA:

¡9~a’2=Re>~~**Ri rl1fi>4*fi~rl2 ‘a
Tomemosit~ = ZZTI it~. Puestoquehemostomadoit < ¡id(A), existen c U tal que: ‘a

• Parai <n se tiene fi, 4,

• it’~ =it y
• O bien R~ ft, o bien fi,, 4-, fi~ es estable y si fi’ 2b fi,,~1, entonces it”~m > it. ‘a

Haremosla demostraciónpor inducción sobreel númerode transicionesnecesariaspara

llegar hastaR~. ‘a
• Si el númerode transicioneses cero, tenemosque fi’ = ¡9 ¡¡~ ‘2. Si fi’ t tenemos

que ¡9 t o ‘2 ‘fr. Supondremosque se da el primer caso. Tenemosentoncesque ‘a
A(¡9) = {{flO}}, y tomandocomoAq cualquierestadode ‘2 tenemosel resultado

deseado: ‘a
{=i?0} = {f?0} La Ac~ y A(¡9 llc’2) = {{I~0}}

Si fi’ 4 tenemosque¡94-y ‘24-~ por lo que ‘a
Al itTA(fi)1 it (TA(¡9)1 it)L]c (TA(’2)1 it) ‘a

Entonces,tomandocomoAp cualquierestadode ¡9 y como A0 cualquierestadode

‘2, obtenemosel resultadodeseadopuestoque ‘a
Ap1itTA(¡9)1t y Aolit=TA(’2)lit

• Si el númerode transicioneses mayorque0, podemosdistinguir los siguientescasos, ‘a
en funciónde la forma de depeñdiendode la primerade dichastransiciones: ‘a
P hG Q >—* P’ ¡¡~ Q. En este caso podemossuponerque ¡9’ llc’2 4, pues si tu-

viéramos que ¡9’ ¡¡a ‘2 it obtendríamos¡9 lía ‘2 it, lo cual no es compati-

si
ble con las propiedadesla computaciónconsiderada.Tenemosentoncesque

A E a4(¡9’ lla’2), y porhipótesisde inducciónexistenA~ E .A(¡9’) y A0 E A(’2)
‘averificando las condicionesdel enunciado. de dondese concluyeel resultado

buscado,teniendoen cuentaqueA~ E A(¡9).

‘a

‘a

3
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P lía Q >—> P ¡la Q’. Estecasoes totalmentesimétricoal anterior.

P hG Q ~¾ P’ lío Upd(Q,t1). En estecasotenemosque

A = (TA(R) 1 it1) u (A’ + it1)

siendo A’ un estadodel proceso¡9’ lIc Upd(’2, it1). Entoncespor hipótesisde

inducción existenA’,, E .A(¡9) y A~ E A(Upd(’2, ti)) verificandolas condiciones

del enunciadoconrespectoal estadoA’ y al instanteit — it1. Estoes:

• nd(A’)=it—ti =~ (A,1(t—it1))u0(A~1 (it—itu))CA’1(it—ití).

• nd(A’)<it—itu =~- A’,~UaA~gzcz A’.

Tomamosentonceslos estadoA,, y A0 definidosde lasiguienteforma:

ApTA(¡9)iit1U(A$3+iti) y AQ =TA(’2)1 itU(4+it1)

de dondeobtenemos el resultadodeseado,ya queAp E .4(¡9), Aq E .4(Q) y

TA(¡9 lía ‘2)1 it1 = (TA(¡9) 1 ití) La (TA(’2) 1 it1)

P lío Q —L> Upd(P’,ti) lic Q. Estecasoes totalmentesimétricoal anterior.

ir

Demostracióndel lema 6.1.18.

Consideremos la computaciónquegenerael estadoA,,

¡9 = ¡9í >—& ¡9i —a-> ¡92 >~}

y la quegeneraA0
<2

‘2 = ‘2í ~ ‘2i ‘2~=>*

Tomemosit~ = >1j~2j 4’ y it
9~ — Zz711it? Entonceshande existir ni y n tales que:

• Parai Cm se verifica que ¡9: ¡3. y paracadaj <n se verifica ‘2~ 4.

rip
• O bien ¡9,,, IT, o bien¡9n, 4, it””” <it ¡9,’,, es establey si ¡9,’,, —~¾¡9n,+~ entonces

• O bien ‘2,, fr, o bien ‘2,, 4 , it0” <it 0 esestabley si ~ —> Q~+m entonces

Haremosla demostraciónpor inducciónsobrela sumadel númerode transicionesnecesa-

rias parallegar hasta1%, y Q~,, quenotaremospor 5:
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‘a
s = O. Tenemosque¡9,’,, = ¡9 y Q~ =‘2. Si ¡9 IT o’2 IT tendríamosque¡9iia’2 IT Cualquier

estadoA’ verifica

ff?0} ~ A’ = {90} y A(¡9iia’2)={ff20}}

Si ¡9 lía’2 es convergentey estable,cualquierA e .A(P ¡la’2) verifica

Alit(TA(¡9)lt)La(TA(Q)lit)

y por el otro lado tenemosqueAp it = TA(¡9) it y A0 = TA(’2) it.

s > O. En tal casopodemosdistinguir los casosquesiguen,en función de la forma de la

primera transícion:

P >—4 P’. EntoncestenemosqueA~ E .4(¡9’). Por hipótesisde inducción existe

A E .‘4(¡9’ iia’2) verificandolas condicionesdel enunciado.Por último tenemos

que A E .-4(¡9 Pía’2).

Q >—* P’. Estecasoes simétricoal anterior.

~ ~<¼p~ idle(Q) =t1 y stb(’2). Tenemos que en virtud de la proposición 3.4.7,

existeun estadoA~ e A(Upd(’2, iti)) tal que

A9 = (TA(’2)1 it) U (A$+itu)

Por otro lado, existeA’,, E .A(¡9’) tal que

Ap = (TA(¡9) ití) U (A + ti)

Por hipótesisde inducciónexisteA’ E A(¡9’ lía Upd(’2, it1)) verificando las con-

dicionesdel enunciado:

nd(A~) < it — it1

ó

nd(A$,) < it — it1

nd(A$) =it — iti

y
nd(A’,~) =it — ti

} ~A’«A’pLJaA’p

Lc(Ak.1 (it—ití))

BastaentoncestomarA = TA(¡9 lía ‘2)1 it U (A’ + it) de modo que se verifican

las condicionesdel enunciado.

~ 21+ Q’, idle(P) =t1 y stb(’2). Este caso es totalmentesimétricoal anterior.
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ir

Demostraciónde la proposición6.1.15.

Si 6 = bs~A E Barb(¡9 IIa’2) existeun procesofi tal que

bs

¡9i¡a’2~fi y AEA(R)

Haremosla demostraciónpor inducción sobre la profundidad1 de la deducciónde la

transición generalizada ¡9 IIa’2 ~ fi.

= O. Es decir, tenemosque fi = ¡9 lla’2, bs = e y A E .,4(¡9 ¡la Q). Entoncesaplicando

la proposición6.1.12 tenemosel resultado.

1 > O. En estecasotenemosvariasposibilidades:

• ¡9Ila’2 >—> ¡9’ lla’2’ y ¡9’ llaQ’ ~ fi. Por la forma de las reglasquedefinen

la semánticaoperacionalsabemosqueo bien ¡9 >—* ¡9’ y Q=’2’, o vicéversa

‘2>—> ‘2’ y ¡9 = ¡9’. En amboscasosel resultadoes inmediatopor inducción.

• ¡9 llaQ .2L> ¡9’ lIc ‘2’, ¡9’ lla’2’ ~ fi, bs’ # e y ba = (TA(¡9 la ‘2) 1 it,it) Lbs’.
Por la forma de las reglas quedefinen la semánticaoperacionaltenernoslos

siguientescasos:

— ¡9 .iL> ¡9’, ‘2’ = Upd(’2, it), stb(’2) e idle(’2) =it , o bien

‘2
rl

— —* ‘2’, ¡9’ = Upd(¡9, it), stb(¡9) e idle(P) > it.

Puestoque amboscasosson simétricos, resolveremos sólamente el primero.

Puestoque ¡9’ lía Upd(’2, it) =~4=~ R tenemosque

bs’ . A E Barb(P’ la Upd(’2, it))

y por hipótesisde inducciónexisten

14 6 Barb(¡9’), 6 E Barb(Upd(’2,it)) y 6” E billa 14

talesque 6” «bs’ . A. Tomamosahora

= (TA(¡9)1 t,it)Li61 y 62 = (TA(Q)1 it,it)Ub

verificándose bi E Barb(¡9) y 62 E Barb(’2). Tomamos entonces

6’ = (TA(¡9) 1 tLJaTA(’2) 1 it,it) Lib”

y tendremosque6’ E b~ lía 62 y 6’ « 6.
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• ¡9 kQ ~ ~‘ IIaQ’, ¡9’ IIaQ’ b fi y bs = (TA(¡9 IIa’2) 1 it,it)ait. bs’. Por la
forma de las reglasque definenla semánticaoperacionaltenemoslas siguientes

posibilidades:

— a «0, ¡9 —~-+ ¡9’, ‘2’= Upd(Q, it), stb(’2) e idle(’2) =it. Puesto que

¡9’ ¡la Upd(’2,t) ~ fi

tendremosquebs’~A E Barb(¡9’ lía Upd(’2, it)), y por hipótesisde inducción

tendremosqueexistirán

14 E Barb(¡9’), b~ E Barb(Upd(’2, it)) y 6” E billa 14

talesque 6” « bs’ . A. Tomamosentonceslas barbas

b~ =(TA(¡9)lit)ait.bí y 62=(TA(’2)lit,it)L114

queverifican bi E Barb(¡9) y 62 E Barb(Q). Tomemos entonces

6’ = (TA(P) it La TA(’2) 1 it)at •b”

y se verificará que 6’ E bu lía 62 y 6’ « b.

— a «0, ‘2 ~ ‘2’, ¡9’ = Upd(¡9,t), stb(¡9) e idle(¡9) =it. Que se resuelve de

manerasimétrica al anterior.

~a6C,¡9~~M~*1”y’2 6l~’2~Puestoque

existirán

61 E Barb(P’), 14 E Barb(Q’) y 6” E 14 ¡¡~ 14

tales que6” «bs’ . A. Tomemosentonceslas barbas

= (TA(¡9) 1 it)ait. 61 y 62 = (TA(’2) 1 it)at. 14

queverifican b~ E Barb(¡9) y 62 E Barb(’2). Tomemosentonces

6’ = (TA(¡9) 1 it La TA(’2) 1 it)ait .

y se verificaráque 6’ E billa 62 y 6’ « 6.

ir
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Demostraciónde la proposición 6.1.16.

Supongamosque b~ = bsi . A1 y 62 = 682. A2. Existiránentonces¡9i y’2’ talesque

A1 E A(1’~)

y A2 E Á(¡92)

La demostraciónlaharemospor inducciónsobrela sumade las longitudesde la deduccio-

nes de ¡9 =4=> ¡9i y’2 1)82. ¡9í, quenotaremospor 1. El casobasese da cuando1’1 = ¡9

y Q~ =‘2. En tal casotendremosqueA1 E A(¡9) y A2 E .4(Q), de modoqueel resultado

se siguepor aplicaciónde la proposición6.1.14.

Respectoalcasoinductivo tenemoslas siguientesposibilidades:

• ¡9 >—> ¡9’ ~ ¡9p Tenemosentoncesque

¡9 IIaQ ¡9’ lía ‘2

De modo que el resultadobuscadose sigue inmediatamentepor aplicaciónde la

hipótesisde inducción.

• El casoen el que ‘2 >—> ‘2’ es totalmentesimétricoal anterior.

• ¡9 AL~ bs’1 - ¡9i, bs~ # e, stb(’2) e idle(’2) =it, tomemos b~ = bsl . A1. Ahora se

verificará que

¡9 IIa’2 ~ ¡9’ lía Upd(’2,it)

Tenemosentoncesquela barbab2 seráde la forma

62= (TA(’2)1 it,it)u14

conb E Barb(Upd(’2, it)). Entoncesla barbab la seráde la forma

6= (A,it)u 6”

dondeA = (TA(¡9) 1 it La TA(’2) it) y 6” E billa 14• Por hipótesis de inducción existe

b”’ E Barb(¡9’ lía Upd(Q, it)) tal que 6”’ «6”. Tomamos entonces

= (TA(¡9 lía ‘2)1 it, it) Lib”’

y se verificaráque 6’ E Rarb(¡9IIa’2) y 6’ «6.

• ‘2-it ‘2’ =~ ‘2i, 64 $e, stb(¡9)

anterior.

e idle(¡9) > it caso totalmente simétrico al
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al bs~

• ¡9 —4 ¡9 : ¡9u, stb(’2), idle(’2) =it y a « O. En estecasotenemosque

= (TA(¡9) 1 t)at. 61

Tenemosademásquela barba62 seráde la forma

62= (TA(Q)lit,it)li14

con14 E Rarb(Upd(’2,it)). Podemossuponersin pérdidade generalidad*que

6 = (TA(¡9) 1 it Lia TA(Q) 1 i)at . 6”

con6” E bIlla 14~ Por hipótesisde inducción existeentonces

6”’ E Barb(¡9’ la Upd(’2, it))

tal que6”’ «6”. Tomamos

6’ = (TA(¡9 lla’2)1 it)at 6”’ ‘a
y tendremosque 6’ «6 y 6’ e Barb(¡9 lla’2).

‘a

‘a

‘a

‘a

‘a

si

• ‘2 —~¾Q’ ‘2’, stb(¡9), idle(¡9) =it y a « O, caso simétricoal anterior.

bs al• ~ al : ¡9,, stb(’2), idle(’2) =it y a E O. En este caso, si ‘2 —/* tendremos

que 6, lía 62 = 0, se ha de tenerpor tanto

Tomemos61 = bsI . A, y 14 = 6s . A2, y tendremosentoncesque

6 = (TA(¡9) it La TA(’2) 1 it)ait .6”

con 6” E 61 lía 14. Por hipótesisde inducciónexiste

6”’ E Barb(¡9’ lía ‘2’)

tal que6”’ « 6”. Tomamosentonces

6’ = (TA(¡9 lIc ‘2)1 t)ait .

y tendremos que 6’ «6 y 6’ E Barb(¡9 lía’2).

ir

*po&ía ser que 1)2 = jA(O) 1 t)a’t ¿4’ paraalgún a’ E Aa y 1) = (TA(P) it L0 TA(Q) 1 t)a’t .1)” con

1)” 6 (OaO ¿4) ¡¡o b~, peroen tal caso tendríamosqueO —‘¾ 0’ por lo que se proseguiríacomo en el

último caSo.
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