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Introduccién

La teorfa de la forma fue introducida por K.Borsuk en 1968 para el estudio de las
propiedades homotépicas globales de los espacios métricos compactos, aunque
las raices de esta teoria se remontan a la obra de P.Alexandroff, S.Lefschetz y
E.Cech, entre otros. En los trabajos de estos autores aparece la idea — fun-
damental para la génesis de la teoria de la forma y para la anterior evolucién
de la homologia simplicial a la homologia de Cech — de aproximar los espacios
topoldgicos por espacios particularmente simples, como los poliédros.

En las categorias de la forma y de la forma fuerte para espacios métricos com-
pactos, para evitar las posibles complicaciones locales, se permite a las aplicacio-
nes continuas entre dos espacios tomar valores en entornos del segundo espacio
en un retracto absoluto que lo contenga, en general el cubo de Hilbert. Tomando
entornos cada vez menores y estableciendo ciertas relaciones de homotopia entre
aplicaciones se obtienen los morfismos de las categorias. De esta forma se con-
siguen clasificaciones homotdpicas de los espacios métricos compactos que tienen
en cuenta sus propiedades globales y no toman en consideracion las locales, y
que coinciden con la clasificacién de la teoria de homotopia clasica en el caso de
los poliedros.

El contenido de esta memoria se divide en cuatro capitulos, cuyo contenido
presentamos ahora muy generalmente, remitiendo a la introduccién de cada
capitulo para una exposicién detallada de los antecedentes del tema y del con-
tenido del capitulo.

En el primer capitulo de la memoria preseﬁtamos una nueva caracterizacion
interna, de tipo discreto y de gran sencillez formal, de la categoria de la forma.

Nuestro enfoque, que supone la aparicién de técnicas discretas en el estudio de



la teoria de la forma, se basa en la idea de reemplazar las aplicaciones continuas,
que necesariamente dependen fuertemente de la estructura local de los espacios,
por aplicaciones localmente constantes con saltos cada vez menores. Utilizando
estas técnicas, damos también caracterizaciones en términos discretos de los
poliedros aproximativos, de los espacios movibles y de los internamente movibles.

En el segundo capitulo damos la primera descripcién totalmente intrinseca
de la categoria de la forma fuerte. Nuestra caracterizacién se basa en la teoria de
aplicaciones multivaluadas. Consideramos también una topologia en el espacio
de las aplicaciones multivaluadas finas entre dos espacios métricos compactos
que nos permite caracterizar los morfismos en la categoria de la forma como las
componentes conexas de ese espacio topoldgico, y los morfismos en la categoria
de la forma fuerte como las componentes conexas por caminos, siendo ademas
todo morfismo en la categoria de la forma la adherencia de un morfismo en la
categoria de la forma fuerte. Finalmente mostramos como reducir el calculo de
grupos ‘shape’ fuerte al cdlculo de grupos de homotopia usuales de un cierto
espacio de lazos.

En el tercer capitulo presentamos un nuevo enfoque de las fibraciones ‘shape’,
basado en la teoria de aplicaciones multivaluadas. De este modo, podemos
definir el concepto, mas restrictivo que el de fibracién de Hurewicz con elevacion
tnica de caminos, de fibracién ‘shape’ con elevacién cercana de caminos mul-
tivaluados cercanos, siendo estas iltimas equivalentes a fibraciones ‘shape’ con
fibras totalmente desconectadas. Demostramos también resultados relativos a
propiedades de elevacién de aplicaciones ligadas a los morfismos ‘shape’.

En el cuarto y dltimo capitulo retomamos las caracterizaciones de la forma
y de la forma fuerte de espacios métricos compactos por aplicaciones aproxima-
tivas para establecer nuevas conexiones entre la teoria de la forma y la teoria de
sistemas dinamicos. La razén de utilizar esta caracterizacién es que el flujo
de un sistema dindmico en un ANR induce una aplicacién aproximativa de
cualquier compacto del espacio de fases en cualquier otro compacto que con-
tenga al primero en su region de atraccién. Esto nos permite estudiar propieda-

des referentes a la forma de compactos positivamente invariantes y de compactos



estables de sistemas dindmicos con atractores compactos asintoticamente esta-
bles.

Siguiendo, en cierto modo, un camino inverso, definimos un sistema semidi-
némico de Bebutov en el espacio A(X,Y) de las aplicaciones aproximativas de
X a Y, con una métrica adecuada, y estudiamos sus propiedades dindmicas.

En todo el trabajo, siempre que tengamos un espacio métrico, denotaremos
por d la correspondiente distancia. Cuando estemos considerando varios espa-
cios métricos simultaneamente, denotaremos con la misma letra d a todas las
métricas, siempre que quede claro por el contexto a cual de ellas nos referimos

en cada caso.
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Capitulo 1

CARACTERIZACION
DISCRETA DE LA
CATEGORIA DE LA FORMA
DE BORSUK |

La teoria de homotopia clsica se utiliza para el estudio de propiedades globales
de los espacios topolégicos. Tiene el inconveniente, sin embargo, al estar basada
en propiedades de las aplicaciones continuas de un espacio en otro, de ser sensible
a las complicaciones locales de éstos. Por tanto solo es satisfactoria cuando se
aplica a espacios con un buen comportamiento local, como los poliedros o, mas
generalmente, los espacios ANR.

La categoria de la forma fue introducida en 1968 por K.Borsuk [12] y [13],
como un medio de estudiar propiedades globales, especialmente de tipo ho-
motdpico, de los espacios métricos compactos, ignorando complicaciones locales
en su estructura topolégica. En la categoria de la forma de Borsuk, para definir
los morfismos entre dos espacios métricos compactos se sumergen en espacios
retractos absolutos (en general, el cubo de Hilbert), y se reemplazan las aplica-
ciones continuas entre ellos por aplicaciones aproximativas, ésto es, sucesiones
de aplicaciones continuas del primer espacio métrico compacto en entornos, cada
vez menores, del segundo espacio en el AR que lo contiene. Se exige ademas
que cada par de aplicaciones consecutivas sean hométopas, también en entornos

cada vez menores.



De esta forma se obtiene una clasificacién homotépica de los espacios métricos
compactos que tiene en cuenta sus propiedades globales y no toma en conside-
racién las locales, y que coincide con la clasificacién de la teoria de homotopia
clasica para los espacios ANR.

En 1971, W.Holsztynski [55] y [56] da una base axiomética a la teoria de la
forma basandose en los conceptos de la teoria de categorias y mostrando una
profunda conexién entre el concepto de forma y el de limite inverso. Poco des-
pués, también en 1971, S.Mardesié¢ y J.Segal extienden en [80] y {81] la teoria de
la forma a espacios Hausdorff compactos arbitrarios caracterizando los espacios
como limites inversos de ANRs y definiendo aplicaciones entre los sistemas y
no directamente entre los compactos. Borsuk ([15], [17]) y R.H.Fox ([40], [41])
introducen y estudian en 1972 la teoria de la forma para espacios métricos ar-
bitrarios. Posteriormente, en 1973, Mardesié [75] extiende la teoria de la forma
a espacios topolégicos arbitrarios. Todas estas caracterizaciones tienen el in-
conveniente de precisar de elementos externos, como espacios AR ambientes o
sucesiones de espacios ANR.

J.E.Felt [38] establece en 1974 una relacién entre los conceptos de forma y
e-continuidad y en 1989 J.M.R.Sanjurjo [98] da la primera descripcion completa
de tipo interno de la teoria de la forma, usando aplicaciones no continuas, exten-
diendo algunas ideas de Felt. Hasta entonces, todas las descripciones existentes
de la categoria de la forma para espacios métricos compactos usaban elementos
externos para introducir las nociones basicas.

En 1990, Sanjurjo [100] da una descripcién de los morfismos en la categoria de
la forma usando aplicaciones multivaluadas finas, y en 1992, empleando esta des-
cripcién, introduce una nueva caracterizacién completa de la teoria de la forma
para los espacios métricos compactos que no hace uso de elementos externos
(102]. En esta caracterizacién los morfismos entre espacios métricos compactos
son sucesiones de aplicaciones multivaluadas semicontinuas superiormente con
didmetros cada vez menores. En [101] y [103] se investigan nuevas propiedades
usando esta caracterizacién.

La caracterizaciéon multivaluada de la teoria de la forma ha sido exten-



dida a espacios paracompactos por M.A.Morén y F.R.Ruiz del Portal [87] uti-
lizando recubrimientos abiertos normales. Por otra parte, K.W.Kieboom [60]
ha obtenido recientemente una nueva descripcién intrinseca de la forma de los
espacios paracompactos, combinando la caracterizacién no continua de [98] con
algunas técnicas de [87].

Para informacién general sobre teoria de la forma recomendamos los libros de
K.Borsuk [18], J.M.Cordier y T.Porter [30], J.Dydak y J.Segal [33], y S.Mardesi¢
y J.Segal [82). También recomendamos la coleccién de problemas abiertos [36]
de J.Dydak and J.Segal.

En este capitulo presentamos una nueva descripcién interna de la categoria
de la forma de espacios métricos compactos utilizando unicamente aplicaciones
univaluadas continuas. Para evitar las complicaciones locales del segundo es-
pacio, en lugar de ocultarlas tomando entornos del mismo en un espacio AR
determinado, lo que hacemos es aproximar las funciones conti-mxas entre dos
espacios por aplicaciones localmente constantes definidas en partes densas del
primer espacio y cuyas imégenes van tomando una cantidad finita (cada vez
mayor si es necesario) de puntos, de tal forma que los saltos entre esos puntos
permiten esquivar las posibles complicaciones locales del segundo espacio. En
concreto, los morfismos de la categoria son clases de homotopia de sucesiones
de aplicaciones univaluadas continuas definidas en subconjuntos abiertos densos
del primer espacio y que toman solo una cantidad finita de valores distintos, de
tal forma que la oscilacién de cada aplicacién y la distancia entre aplicaciones
sucesivas tiende a cero. De esta forma obtenemos una caracterizacion interna
de la teoria de la forma, de gran sencillez formal y que utiliza solamente aplica-
ciones continuas. Este nuevo enfoque supone la aparicion de técnicas discretas
en el estudio de la teoria de la forma.

En la seccién 1.1 estudiamos propiedades de las aplicaciones continuas de-
finidas en conjuntos densos y definimos las homotopias entre ellas. Introduci-
mos el concepto de aplicacion discreta entre eépacios métricos compactos (toda
aplicacién continua definida en un subconjunto denso del primer espacio y con

imagen finita), y el de aplicaciones discretas encadenables.



En la seccién 1.2 introducimos el concepto de sucesién densa discreta. Defi-
nimos una relacién de homotopia entre sucesiones densas discretas y mostramos
como componer clases de homotopia, solventando el problema de que la imagen
de una aplicacién discreta de X a Y no tiene porque estar contenida en el dominio
de una aplicacién discreta de Y a Z. Finalmente demostramos que si conside-
ramos la clase de los espacios métricos compactos y las clases de homotopia
de sucesiones densas discretas con la composicién mencionada anteriormente
obtenemos una categoria.

En la seccién 1.3 demostramos la equivalencia con la categoria de la forma
de Borsuk.

En la seccién 1.4 presentamos nuevas caracterizaciones de espacios impor-
tantes en teoria de la forma y en teorfa de retractos utilizando aplicaciones disc-
retas. En particular, probamos que los espacios AANR de Clapp [28] tienen pro-
piedades de extensién aproximada de aplicaciones definidas en conjuntos densos,
y que estas propiedades son caracteristicas. Asimismo probamos que los espa-
cios internamente movibles se caracterizan por la propiedad de que aplicaciones
definidas en conjuntos densos son aproximadamente hométopas a aplicaciones
continuas definidas en todo el espacio. Finalmente damos una caracterizacién
en la misma linea de los espacios movibles.

Para informacién general sobre teoria de retractos recomendamos los libros
de K.Borsuk [11] y S.T.Hu [57]. Para un enfoque mas moderno se puede con-
sultar el libro de J.Van Mill [110). También recomendamos la coleccion de

problemas abiertos [113] de J.E.West.

1.1 APLICACIONES DISCRETAS

Sean X e Y espacios métricos y sea f : D — Y una aplicacion (no nece-
sariamente continua) definida en un subconjunto denso D de X. Dado z € X

denotamos por V(z) a la familia de entornos abiertos de z en X y definimos la



oscilacién de f en z como el valor
O(f,z) = inf{diam(f(U N D)) | U € V(z)}.!

Obsérvese que si f es continua en D, entonces O(f,z) = 0 para todo z € D.?
Definimos O(f, X) = sup{O(f,z) | z € X}.2

Ejemplo 1.1.1 Sean X =Y = [0,1] y f : [0,1) — {0} — [0, 1] definida por
f(z) =sen (-:;) Entonces:

ot ={3 3170

Dados D y E subconjuntos densos de X ydadas f: D — Y yg: E—Y

aplicaciones continuas, definimos para cada z € X,
e(f,9,2) = inf{diam(f(UND)U g(UNE)) | U € V(z)}.
Es claro que o(f, ¢, %) = d(f(z), g(z)) para todo z € D N E. Definimos
e(f,9,X) = sup{e(f,9,2) | z € X}.
Obsérvese que o(f, f, X) = O(f,X), o(f,9,.X) = e(g, f, X) vy que
o(f, b, X) < o(f,9,X) + e(9, b, X),

para cualesquiera f : D — Y, ¢g: E — Y y h: F — Y aplicaciones
continuas definidas en subconjuntos densos de X. Ademis, si o(f,9,X) = 0,

entonces f|png = ¢|pnE.

Por otra parte, podemos asociar al par (f, g) el siguiente valor

d(flong, 9lone) = sup{d(f(z),9(z)) | z € DN E}.

1Si Y es acotado, se tiene O(f,z) < diam(Y) para todo z € X, y si Y no es acotado puede
ocurrir que O(f,z) = oco.

2por otra parte, si f es maximal, en el sentido de que no existe g : E — Y extensién
continua de f a E C X, entonces O(f,z) > 0, para todo x ¢ D.

3Gi Y es acotado, se tiene O(f, X) < diam(Y), y si ¥ no es acotado puede ocurrir que
O(f, X) = o0.
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Este valor solamente tendra importancia si DNE es densoen X e Y es compacto,
en cuyo caso es un nimero real bien definido. En particular, si D o E es
subconjunto abierto de X, entonces D N E es denso. Si ambos son abiertos
entonces su interseccidén es abierta y densa en X.

Es facil ver que si D, E y F son subconjuntos densos de X, con intersecciones
densas dos a dos,y f: D — Y,g: E— Y y h: F — Y son aplicaciones

continuas, entonces

d(flpnrs klpnr) < d(f|pnE, 9lpne) + O(9, Y) + d(glenr, klEnF)

Diremos que f y g son e-hométopas si existe C C X x [0,1] denso tal que
CN(X x{0}) =D x {0},Cn(X x {1}) = E x{1},

y existe H : C — Y aplicacion continua con O(H,X x [0,1]) < ¢ tal que
H(z,0) = f(z) para todo z € D y H(xz,1) = g(z) para todo z € E.

Es fécil ver que si D, E y F son subconjuntos densos de X,y f: D — Y,
g: E— Y yh:F — Y son aplicaciones continuas tales que f y ¢ son

e-hométopas y g y h son e-hométopas, entonces f y h son e-hométopas.

Proposicién 1.1.2 Sean X eY espacios méiricos con X compacto, sean D y E
subconjuntos abiertos densos de X y sean f : D — Y continua con O(f, X) < ¢
v 9: E — Y continua con O(g,X) < €. Son equivalentes:

i) f y g son e-homdtopas.

ii) Eziste F C D N E subconjunto abierto y denso de X, eziste una particion

0=ty <t <---<t,=1} de [0,1] y eziste
H:F x ([to,th)) U1, 82) V... U(tp1,ta]) — Y

g-homotopie de f|F a g|F.
i1) Eziste una e-homotopia de f a g definide en un subconjunto abierto y denso
de X x [0,1].

Dem. Vamos a ver que i) implica ii). Supongamos que
f:D—Yyg:E—Y

11



son e-hométopas. Entonces existe C C X x [0, 1] denso tal que
Cn(X x{0})=Dx {0},Cn(X x {1}) = E x {1},

y existe H : C — Y tal que O(H, X x [0,1]) < ¢ y tal que H(z,0) = f(z) para
todo x € Dy H(z,1) = g(z) para todo z € E.

Como O(H, X % [0,1]) < ¢, para todo (z,t) € X x [0, 1] existe U} entorno
abierto de (z,t) en X x [0, 1] tal que diam( H(U®YNC)) < €. Por la compacidad
de X x [0,1] existe {Uy,...,U,} recubrimiento abierto de X x [0,1] tal que
diam(H(U; N C)) < ¢ para todo ¢ € {1,...,p}.

Sea § > 0 el niimero de Lebesgue de este recubrimiento y sea {V;,...,V,}
recubrimiento abierto de X tal que diam(V;) < £ para todo i € {1,...,¢}. A

partir de este recubrimiento definimos
F,=V,nDNE,F,=V,-V)NDNE,...,F,=(V,-(BU...UV,1))NDNE,

familia de subconjuntos abiertos (que podemos suponer no vacios) de X disjuntos
dos a dos tal que F = F; U...U F, es abierto y denso en X.
Consideramos {0 = ¢, < #; < -+ < t, = 1} particién de [0,1] tal que la

distancia entre dos términos consecutivos es menor que %. Entonces
{Fi x (tj-,t) | 1<i<¢,1<j <n}

es una familia de subconjuntos abiertos no vacios de X x [0,1] disjuntos dos
a dos tal que diam(F; x (;-1,%;)) < & para todo i € {1,...,¢} y para todo
j e {1,...,n}, y tal que U{F; X (tj—1,%;) | 1 £ i < ¢,1 < j < n} es abierto
y denso en X x [0,1]). Elegimos puntos zi; € (F; x (¢;-1,;)) N C, y definimos
H': F x ([to, 1) U (t1,t2) U... U (tny,ts]) — Y tal que
{ H(z,0)= f(z) site€[0,t)
H'(z,t)=1{ H(z,1})=g(z) sité€ (tp-1,1]
H{z;;) siz€ Fi,t) Stio1 <t <t; <tpoa.

Entonces H' es continua y para todo (z,t) € F x ([te,t1)U(t1,£2)U. . . U(tn-1,1s])
existe (z',t') € C con d{(z,t),(z',t'") < § tal que H'(z,t) = H(z',t'). Esto
garantiza que O(H', X x [0,1]) < € pues dado (z,t) € X x [0, 1], si consideramos

12



un entorno U cualquiera de (z,t) con diam(U) < % se tiene que para cualesquiera
(v,5),(z,7) € UNF x ([to,t1)U(t1,t2)U...U(tn-1, 1)) existen (¢, '), (2',7) € C
con d((y, ), (v>#)) < & v d((2,7),(#,7) < & tal que H'(y,s) = H(Y',s) y
H'(z,r) = H(#',r"). Entonces

d(H'(y,s), H'(2,r)) = d(H(Y,s"), H(',r)) <&,

pues d((y',s"),(2',') < § y por tanto estdn en un mismo elemento del recubri-
miento {U},...,Up}. Luego O(H', X x [0,1]) <e.
Esto prueba que i) implica ii). Vamos a ver que ii) implica iii).
Supongamos que existe ' C D N E subconjunto abierto y denso de X, que
existe {0 =ty < t; < -+ < ¢, = 1} particién de [0,1] y que existe

H:Fx ([to,tl) U(tj,tg)U - U(tn-l,tn]) —

e-homotopia de f|r a g|r. Definimos
_ 1 tp 1t 1 tay 1 ta 1 (g]
C_Dx[°’3)UFX((3+3’3+3)U"'U( s+ 33 +5) B (31

Entonces la aplicacién H' : C — Y dada por

{ f(=) site0,))
H'(z,t)={ H(z,3t-1) site (3,3
9(=) site(%,1]

es una e-homotopia de f a g definida en un conjunto abierto y denso de X x [0, 1].

El resto de la demostracién es trivial.

Introducimos a continuacién una subfamilia de la familia de las aplicaciones

continuas definidas en subconjuntos densos de un espacio métrico compacto.

Sean X e Y espacios métricos compactos. Sea D subconjunto denso de X y
sea f : D — Y continua. Decimos que f es discreta si f(D) es finito.

Si Desdensoen Xy f : D — {y1,...,¥s} C Y es discreta, entonces
{fY(1),.-.,f*(yn)} es una familia finita de conjuntos, abiertos y cerrados en
D, disjuntos dos a dos, tal que D = f~ (1)U ... U f~}(yn). Si ademas D es

abierto, los conjuntos {f~'(1),---, f~'(ya)} son abiertos en X.
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Si D, ..., D, son conjuntos disjuntos dos a dos, abiertos (y por tanto cerra-
dos)en D=D,U...UD, y Desdensoen X,y f es una aplicacion constante

en cada uno de esos abiertos, entonces f es continua y por tanto discreta.

Proposicién 1.1.3 (Aproximacién por aplicaciones discretas). Sean X e Y
espacios métricos compactos, sea D subconjunto denso de X y sea f: D — Y
una aplicacidn (no necesariamente continua) con O(f,X) < &. Entonces exziste

E subconjunto abierto y denso de X y existe g: E — Y aplicacion discreta con

O(g,X) < ¢ tal que d(f|pnE, 9lpnE) < €.

Dem. Como O(f,X) < ¢, para todo z € X existe U, entorno abierto de = en
X tal que diam(f(U? N D)) < ¢. Por la compacidad de X existe {U1,...,Up}
recubrimiento abierto de X tal que diam(f(U;)) < € para todo i € {1,...,p}.
Sea § > 0 el mimero de Lebesgue de este recubrimiento y sea {V;,...,V,} recu-
brimiento abierto de X tal que diam(V;) < £ para todo i € {1,...,¢}. A partir

de este recubrimiento definimos
El =‘/1,E2 = ‘/2_Vl’s---’En=m—(vlu---uvn—l)-

familia de subconjuntos abiertos (que podemos suponer no vacios) de X disjuntos
dos a dos tal que E = Ey U...U E, es abierto y denso en X. Elegimos puntos
z; € E;N D, y definimos g : E — Y tal que g(E;) = f(z:). Entonces g es
continua, por ser cada E; abierto, y por tanto discreta. Ademas, O(g,X) < ¢
pues si E;NE; # 0, entonces diam{ E; U E;) < § y por tanto z; y z; estdn en un

mismo elemento del recubrimiento {Uj,...,U,} y se tiene

d(g9(E:), 9(E;)) = d(f(=:), f(z5)) < e.

Finalmente se tiene que d{ flpng, 9|pnE) < €, pues dado z € DN E; se tiene que

d(f(z), 9(z)) = d(f(z), f(zi)) < €

pues d(z;,z) < % y por tanto z; ¥y z estdn en un mismo elemento del recubri-

miento {U,...,U,}. Esto completa la demostracién de la proposicién.
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Si f:D— {y1,..-,¥a} CY es discreta se tiene

o(f, X) = 1gt}f;—)stﬂ{ﬂ!(ya,:w)IJ"‘(:u.-)ﬁf“(w)'ﬂ’}
= gg,{d(y,y’) | F-IY N Fi(y') # 0}

Definimos la elongacién de f en X como

e(f, X) = min {d(f7(w) ) 1407w f7(w)) > 0)
= min {d(f7(v), WD 147 W) £ W) > 0} > 0,

donde la distancia entre un conjunto cualquiera y el conjunto vacio es 0 y donde
definimos e(f, X) = diam(X) si el conjunto anterior es vacio, ésto es, si para
cualesquiera y, ' € Y se tiene d(f~(y), f~'(y')) = 0.

Obsérvese que si U C X verifica diam(U) < e(f, X), entonces

diam(f(U N D)) < O(f, X).
Por otra parte, dados D y E subconjuntos densos de X y dadas
f:D—{y,. ¥} CYy9:E— {y1,...,un} CY

aplicaciones discretas se tiene que, si definimos

o (fre,X) = _ max_ {d(y,¥}) | FF{w) N g (y;) # 0}

= max{d(y,y) | 7Ny~ () # 0},

entonces

o(f,9,X) = max{O(f, X), O(g, X), 0’(f, 9, X)}.

Por otra parte, definimos la elongacién de f y g en X como
e(f’ g, X)= min{e(f,X), e(g:X)s e'(f,g, X)} > 0,
donde

e(f,9,X) = _ min _ {d(f () g7 (W) | dF 7 (w)y a7 (¥7)) > 0}

1<i<n,1<j<m

= yf;l,@sr%,{d(f"‘(y),g"(y’)) | d(f(y), 97 (%)) >0} >0,
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donde, si el conjunto anterior es vacio, definimos e*(f, g, X) = diam(X )-

Si DN E es denso en X, se tiene que

d(flpng, 9lDnE) = max _ {d(y:, ¥j} | F7H ()N g7 (y;) # 0}

= max{d(y,y) | f¥)Ng~' () # 0}
w'eY
Dadas f: D — Y y g : E — Y aplicaciones discretas, decimos que f y ¢

son e-encadenables, si existen
fo:Do— Y, i:D,—Y,f2:Dy—Y,....fa: Dy —Y
aplicaciones discretas tales que fo=f, fa=gy

Q(fO)fl,X) <g, Q(flsfzax) <E,y... sQ(fn—lvfnaX) < E.

Decimos entonces que {fo, fi,...,fa} €s una e-cadena de f a g.

Proposicién 1.1.4 Sean X e Y espacios métricos compactos y f: D — Y y
g: E — Y aplicaciones discretas con O(f,X) < e y O(g,X) < €. Entonces
son equivalentes:

i) f y g son e-encadenables.

ii) f y g son e-homdtopas (como aplicaciones continuas definidas en subconjun-
tos densos de X ).

ii) Eziste F subconjunto abierto y denso de X y ezisten fi,... yJo1 t F—Y

aplicaciones discretas tales que {f, f1,..., fa—1,9} €s una e-cadena de f a g.

Dem. Vamos a ver que i) implica ii). Supongamos que f y g son ¢-encadenables.

Entonces existen
fi:Dy—Y,...,fo: D, —Y

aplicaciones discretas talesque fy = f, fo =9, ¥
Q(fhf%X) < £,... 19(fn—-l3fﬂsx) < E.
Consideramos

- -1 -
C=D1x[0,-1-)UD2X(1,1?-)U...UID“..1><(ﬂ 2,” )Uan(n 1,1]
n nn n n

n
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denso en X x [0, 1] tal que
CN(X x{0}) =D x{0},Cn(X x {1}) = E x {1},

y definimos H : C — Y aplicacién continua tal que

flz) si{z,t)e Dx[0,1)
H(z,t)={ fi(z) si(z,t)e Dy x(ELE)1<k<n
9z) si(z,1) € Ex (2,1],
Entonces H(z,0) = f(z) para todo z € D y H(z,1) = g(z) para todoz € E, y
se tiene que

OH, X x [0,1]) < gpas {e(fu-a, i X)} <c.

Luego f y ¢ son e-hométopas (como aplicaciones definidas en subconjuntos
densos de X).

Vamos a ver que ii) implica iii). Supongamosque f: D — Y yg: E-—Y
son e-hométopas (como aplicaciones definidas en subconjuntos densos de X).

Entonces existe C C X x [0, 1] denso tal que
Cn(X x{0})=Dx{0},Cn(X x {1}) = E x {1},

y existe una aplicacién continua H : C — Y tal que O(H, X x [0,1]) < ¢ y tal
que H(z,0) = f(z) para todo z € D y H(z,1) = g(z) para todo z € E.

Como O(H, X x [0,1]) < €, para todo (z,t) € X x [0,1] existe U*") entorno
abierto de (z,1) € X x [0, 1] tal que diam(H(U®NC)) < e. Por la compacidad
de X x [0,1) existe {Uy,...,U,} recubrimiento abierto de X x [0,1] tal que
diam(H (U; N C)) < € para todo i € {1,...,p}.

Sea § > 0 e} niimero de Lebesgue de este recubrimiento y sea {Vi,...,V;}
recubrimiento abierto de X tal que diam(V;) < £ para todo i € {1,...,¢}. A

partir de este recubrimiento definimos
FR=VWFK=V,-V,... F,=V,—(ViU...uV.,).

familia de subconjuntos abiertos (que podemos suponer no vacios) de X disjuntos

dos a dos tal que F'= F; U...U F, es abierto y denso en X.
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Consideramos {0 = #, < t; < --+ < %, = 1} particién de [0,1] tal que la

distancia entre dos términos consecutivos es menor gue %.

Entonces {F;x(;_1,t;) | 1 <1 < ¢,1 £ j < r} es unafamilia de subconjuntos
abiertos de X x[0, 1] disjuntos dos a dos tal que diam(F; x(t;-1,1;)) < £ para todo
i€{1,...,q} y todo j € {1,...,r}. Elegimos puntos z;; € (F; X (¢;-1,t;)) N C,
y definimos para todo j € {1,...,r} una aplicacién

f;:F=RU...UF, —Y

tal que f;(F;) = H(z;;) para todo i € {1,...,q}. Entonces f; es discreta para
todo j € {1,...,r} y O(f;, X} < € pues si F.NFy # 0, se tiene que

diam(F; x (tj-1,£;) U Fr X (¢;-1,¢5)) < 6,

por tanto z;; y z;/; estin en un mismo elemento del recubrimiento {Uy,...,U,}
y
d(fi(Fy), f(Fo)) = d(H(zi;), H(zi;)) < €.

Por otra parte, si F; N Fy # @, entonces
diam(F; x (tj_1,;) U Fo X (j,£541)) < &,

por tanto z;; ¥ Ty j+1 €stén en un mismo elemento del recubrimiento {U1y...,Up}
y se tiene

d(fi(F2), finr(Fe)) = d(H(zi;), H(zir41)) < €.
Luego o(f;, fj+1,X) < € paratodo j € {1,...,7—1}. Finalmente olf, h,X)<e
pues O(f,X) < ¢, O(f1,X) < eysi f-(y)NF, # 0, entonces existe z € FYy)
tal que d((z,0),z;,) < & y por tanto (z,0) y zi1 estdn en un mismo elemento del

recubrimiento {Uy,...,U,} y se tiene
d(y, fi(F;)) = d(H(z,0), H(zi)) <e.

Y de forma andloga se ve que o(fr,g,X)} < €. Luego {f, f1,...,fa-1,9} es una
e-cadena de f a g.

El resto de la demostracién es trivial.
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1.2 LA CATEGORIA DISCRETA SD DE LOS
ESPACIOS METRICOS COMPACTOS

Definicién 1.2.1 Sean X e Y espacios métricos compactos. Una sucesién densa
de X a Y es una sucesién de aplicaciones continuas {f, : D, — Y} donde {D.}
es una sucesion de subconjuntos abiertos y densos de X y para todo € > 0 existe
no € IN tal que O(fr, X) < € y fa es e-hométopa a fo41 para todo n 2 no.

Decimos que {fn : D, — Y} y {gn : E. — Y} sucesiones densas de X a ¥
son hométopas si para todo € > 0 existe ng € IN tal que f, y g, son e-hométopas
para todo n 2 ng.

Obsérvese que, por la proposicién 1.1.2, dos aplicaciones definidas en subcon-
juntos abiertos y densos de X son hométopas si y solo si existe una e~hométopia

definida en un subconjunto abierto y denso de X x [0,1].

Observacién 1.2.2 La interseccién finita o numerable de conjuntos abiertos
densos es también un conjunto denso (aunque en el segundo caso puede tener

interior vacio).

Dem. Sea {D,} una sucesion de subconjuntos abiertos y densos de X. Entonces,
dado G abierto de X, como D, es abierto y denso, entonces D; N G es abierto
y existen G, abierto y C, cerrado tales que G, C C; C D, N G. Como D; es
abierto y denso, existen G, abierto y Cy cerrado tales que Gz C C; C D N Gi.
En general, como D, es abierto y denso, existen G, abierto y C, cerrado tales
que G, C C, C D, NG,_,. Asi, existen C; D Cz D C3 D --- compactos tales
que G N(N%,D,) D> NZ,C, # 0. Luego N2, D, es denso.

Para ver que puede tener interior vacio, consideramos para todo ¢ € @,

D, = [0,1] — {g} tal que Nye({0,1] - {g}) = [0,1] - Q.

Observacién 1.2.3 En la definicién anterior, los conjuntos D,, se podrian haber

tomado solamente densos y no necesariamente abiertos.

Definicién 1.2.4 Sean X e Y espacios métricos compactos. Decimos que dos

sucesiones densas {fn : Dn — Y} y {ga : Ex — Y} de X a Y son asintdticas
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si para todo & > 0 existe ng € IN tal que o(fn, 9n, X) < ¢, para todo n 2> ng.
Decimos que {f,} ¥ {gn} son casi asintéticas si para todo & > 0, para todo

n € IN, existen n’,n"” > n tal que g(fu, gnv, X) <e.

Observacién 1.2.5 Sean {f,: D, — Y} y {gn : E. — Y} sucesiones densas
de X a Y. Entonces, como D, y E, son abiertos, para todo n € IN, se tiene que
{f.} v {g.} son asintéticas si y solo si para todo £ > 0 existe ng € IN tal que
d(fulDunEn» 9nlDanEn) < €, para todo n > no. Analogamente, {fa} ¥ {gn} son

casi asintéticas si y solo si para todo ¢ > 0, para todo n € IN, existe n’, n">n

tal que d(fn’anlﬂEnuﬂgﬂ”anJnEn”) <&

Dem. Basta observar que si D y E son subconjuntos densos de X con in-
terseccién no vacia, y f : D — Y y g : E — Y son continuas, entonces

o(f,9,X) = d(f|pnE, 9|pnE). Si ademis DN E es denso en X, entonces

Q(fs g, X) < ma.x{O(f, X)a O(ga X)) min{O(f,X), O(ga X)} + d(f'DnEa ngnE)}-

La primera desigualdad es inmediata. Para probar la segunda desigualdad con-
sideramos ¢ € X y 6 > 0. Existe U entorno de z en X tal que

diam(f(U N D)) < O(f,X) + é y diam(g(U N E)) < O(g, X) + 6.
Ysize' e UNDyaz" € UN E, entonces existen y',y” € DN ENU tales que
d(f(z"), f(¥')) < & y d(g(z"),9(y")) < 6. Por tanto

d(f('),9(z") < d(f("), f(¥)) + d(f(¥"), 9(¥")) + d(9(¥), 9(y"))
+d(g(y"), ("))
< d(flpne,glpne) + O(g, X) + 38

y también

d(f(z"),9(z") < d(f(=), F&)) + df (W), Fy") + A f(Y"), 9(v"))
+ d(g(y"), 9(="))
< O(f,X)+ d(flpnE, 9ipnE) + 36.

Luego

9(.f7g:X) S max{O(f,X), O(ga X),l‘ﬂlll{O(f,X), O(g,X)} +d(f|DnEa9|DnE)}'
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Proposicién 1.2.6 Sean X ¢ Y espacios méiricos compactos, y sean {fu} ¥
{gs)} sucesiones densas de X o Y casi asintdticas. Entonces {f.} ¥ {gn} son

homdtopas.

Dem. Sea £ > 0. Existe ng € N, tal que f, ¥ fas1 son e-hométopas y también

lo son g, ¥ gns1, para todo n > ng. Existen ny,n; > ng tales que

O fnys Gngy X) < €.

Entonces fn, ¥ gn, son e-hométopas y por tanto, f, ¥ g» son e-homdtopas, para

todo n 2 ny.

Definicién 1.2.7 Sean X e Y espacios métricos compactos. Una sucesién densa

discreta de X a Y es una sucesién de aplicaciones continuas {f, : D, — Y}

tal que:

a) Para todo n € IN, D, es un subconjunto abierto y denso de X y Jfn(Dy) es

finito.

b) Para todo € > 0, existe ng € IN tal que o(fr, frs1,X) < €, para todo n 2 no.
Obsérvese que las sucesiones densas discretas son un caso particular de las

sucesiones densas.

Observacién 1.2.8 En la condicién a) se puede tomar {D,} tal que D4y C Dy,
para todo n € IN.

La condicién b) es equivalente a que para todo € > ( exista no € IN tal que
para todo n > ny se verifique:
bl) O(fn, X) < &.

b2) d(fnlD..nDnHafn+1|D..nD,.+,) <E.

Proposicién 1.2.9 Sean {fn: Dn — Y} y {gn : En — Y} sucesiones densas
discretas de X a Y. Entonces {f,} v {gn} son homdtopas si y solo si pare todo
€ > 0 eziste ng € IN tal que para todo n > ng, f. ¥ gn s0n e—encedenables (de tal
forma que la cadena de f, a g, estd formada por aplicaciones discretas definidas

en subconjuntos abiertos y densos de X).
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Dem. Es consecuencia inmediata de la proposicién 1.1.4.

Vamos a estudiar a continuacién de que forma se pueden componer sucesiones

densas discretas.

Definicién 1.2.10 Sean X, Y, Z espacios métricos compactos, sean D y E sub-

conjuntos densos de X e Y respectivamente y sean
f:D — {yh'“,ym} Cng:E_' {zla---vzn} cCZ

aplicaciones discretas.

Entonces, como f(D) no tiene porque estar contenido en E, la composicién
de f y g no estard en general definida.

Diremos que h : D — {z,...,2,} C Z es una composicién de f y g si
para todo i € {1,...,m}, existe j € {1,...,n}, tal que h(f~'(y:)) = z; con
y¥; € g-1(z;). Obsérvese que entonces todo el conjunto f “(y:) se va al mismo
elemento z;, y como cada uno de estos conjuntos es abierto en D, ésto garantiza
que h es continua en D, y por tanto h es discreta.

Es inmediato que dadas f : D — Y y g : E — Z aplicaciones discretas,
existe h : D — Z composicién de f y g. Basta tomar para cada y € f(D)
(conjunto finito) un punto z, € Z tal que y € ¢g~1(z,) y definir 2(f~1(y)) = 2.

Definicién 1.2.11 Sea {f, : D, — Y} sucesién densa discreta de X a ¥ y sea
{gn : E, — Z)} sucesién densa discreta de Y a Z. Decimos que una sucesién no

acotada de niimeros naturales (k,) es una sucesién retardante asociada al par

({fa};{gn}) si

i) k, € k41 para todon € IN,

ii) k41 — kn £ 1 para todon € IN,

iii) existe no € IN tal que o(fa, fu+1,X) < €(gm,gm+1,Y ), para todo n 2 no,
para todo m < k.

Entonces se tiene que

O(frnX) S Q(f‘m fn+lsX) < e(gmygm+l,y) S e(gva)

para todo n 2 ng, para todo m < k.
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En particular,
Q(fn,fn+l1x) < e(gknagkn+le)&

para todo n > ng, y como (k) es creciente, se tiene que

Q(fm Jar1, X) < e(gknn Gk 141, Y),

para todo n’ < n, para todo n 2 no.

Obsérvese que si (k,) es una sucesién retardante asociada al par ({f»}, {gn})
y (k.) es una sucesién creciente divergente de nimeros naturales verificando que
0 <k, —k, <1yquek, <k, para todo n € IN, entonces (k!)} es también

una sucesién retardante asociada al par ({fu}, {gn})-

Proposicién 1.2.12 Dadas {fp, : Dn — Y} sucesidn densa discreta de X @
Y y {gs : En. — Z} sucesidn densa discreta de Y @ Z, eziste (kn) sucesion

retardante asociada al par ({f.}, {9.})-

Dem. Existe my < my <mz < ..., tal que

E’(fm fn+1: X) < e(gka Fk+1» Y))
para todo n > my. Bastadefinirk, = ksin € [mi, mrg1) ¥ kn = 1sin € [1,my).

Proposicién 1.2.13 Sea {f, : D, — Y} sucesién densa discreta de X a Y
y sea {gn : E, — Z} sucesion densa discreta de Y o Z. Sea (kn) sucesidn
retardante asociada al par ({fn}, {gn}). Sea {hn : Do — Z} tal que hy, es una
composicidn de f, y gi, pare todo n € IN. Entonces {hn} es una sucesién dense
discreta y la clase [{h,}] no depende de los representantes de las clases [{fa}] ¥

[{gn}], de las composiciones escogidas, ni de la sucesidn retardante (kn) elegida.

Dem. Como (k,) es una sucesién retardante asociada al par ({fa}, {gn}), existe
ng € IN tal que
Q(fm fn+1,X) < f3(gm1.qm-i-1'r Y):

para todo n > ng y todo m < k,. Sea {h, : Dn — Z} tal que h, es una

composicién de f, ¥ g, para todo n € IN. Vamos a ver que para todo n > ny,

se tiene

Q(hns hn+ls -X) < Q(gkna Ghkng1o Y) < g(gkn’gkn+l'iy)'
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Sin>mngy kn. = kny1, se tiene que h,, es una composicién de fn ¥ gk, ¥ Bptt

es una composicion de fo41 ¥ gk, €cON

g(fﬂd fﬂ+1, X) < e(gkn1gkn+1! Y) S e(gksﬂ Y) = e(gkn) gkn?Y) = e(gkn" gkn+1 ¥ Y)'

Por otra parte, si n > ng ¥ kn41 = kn + 1, se tiene que h, es una composicién

de fo ¥ gk, ¥ Pny1 es una composicion de fri1 ¥ Gkny,» COD

Q(.fmfn+11X) < e(gknsgkn+1vy) = e(gkn:gkn.pny)'

Vamos a ver que en el primer caso se tiene

0(Fny hog1, X) € 000k s Oy Y) = 0(Gkn» Fkngrs ¥) < (Gkns Gkn1: Y )

y en el segundo

Q(hm hn+l:X) < Q(an:gkn.q.ny) = Q(anagkn+lvy)1

Para ello basta ver que dadas f : D — Y, f': D' — Y, g: E-— Zy
¢’ : E' — Z aplicaciones discretas tales que o(f, f',X) < e(g,¢',Y) y dadas
h:D — Z composicién de f y g,y h' : D' — Z composicién de f' y ¢',
entonces

o(h,h',X) < o(g,4",Y).

Consideramos un punto z € X. Como o(f, f', X) < e(g,¢',Y'), existe U* entorno
de z en X tal quesi z’,z" €e U*N D y =”,2" € U N D' se tiene que

d(f(z"), f(z")) < (9,9, Y), d(f'(="), f (™)) < e(9,4",Y),

d(f(z"), f'(z")) < e(g, 9,Y).
Si h(z’) = 2’ con f(z') € g71(2") y h(z") = 2" con f(z") € g-1(z"), entonces

d(g'(2"),97'(z")) = d(¢71(2), 97 T(z") < d(f(2"), f(=")} < e(g,9', Y},
y por la definicién de €(g,¢’,Y") se tiene que
d(g~'(2'),g7'(z")) = 0.
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Luego g=(2') N g~(2") # @ y por tanto
d(h(z"), h(z")) = d(2,2") < O(g,Y) < 0(9,¢',Y).

Analogamente, si h'(z”) = 2 con f'(z™) € (¢')"(2™) y h'(z") = 2™ con

F'(z™) € (¢')-1(2""), entonces

d(¢) (@) ) = @, @) ) < A, (=)
< e(g’ g’? Y)’

y por la definicion de e(g,¢’,Y") se tiene que
d((gl)-l(zm), (gf)—l(sz)) — 0

Luego (¢')~1(z") N (¢') (") # 8 y por tanto

d(H ("), W (z"™) = d(z", 2") £ O(g',Y) < o9, 6, Y).

Finalmente se tiene que si h(z’) = 2z’ con f(z') € g~1(2") y h'(z™) = 2" con
f'(=") € {(¢')~1(2"), entonces

d(g™H(2'),(¢') (")) = d(g7T(2"), (¢) (")) < d(f(z'), f'(=")) < e(9,4, Y ),

¥ por la definicion de e(g, ¢',Y') se tiene que

d(g~' ('), (¢) (") = 0.

Luego ¢~1(2’) N (g')~(z") # @ y por tanto
d(h(z"), K'(z")) = d(<',2") < e(g,4', ).
Hemos probado que para todo z € X existe U” entorno de z en X tal que
diam(h(U* N D)U K (U* N D")) < o(g,4",Y).

Por tanto o(h, k', X) < o(g,¢",Y).

Asi, para todo n > ng, se tiene
Q(hn: hn+‘h X) < Q(ana Gkni1s Y) -<_ Q(ana Gknt1y Y)
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Por tanto, {h,} es una sucesién densa discreta por serlo {g.}.

Vamos a ver ahora que su clase es independiente de las elecciones hechas.
Sea {f! : D! — Y} sucesién densa discreta de X a ¥ homdtopa a {f.} y sea
{¢\ : E! —— Z} sucesién densa discreta de ¥ a Z hométopa a {gn}. Sea (k)
una sucesién retardante asociada al par ({f.}, {g.}) vy sea njy € IN tal que

e(far frs1y X) < €(grns G2, Y )5

para todo n > nj y todo m < k). Sea {h], : D, — Z} tal que h; es una
composicién de f, v gi, para todo n € IN. Entonces {h;} es sucesion densa
discreta y vamos a ver que {h,} y {h,} son hométopas.

Sea ¢ > 0, existe n; > max{ng,nj} tal que

{Gkns Ghnss ¥) < &5 0(9010 901, ,Y) <&,

para todo n > n,. Entonces g{hn,hns1,X) < €, 0(h}, by, X) < €, para todo
n>n.
Como {gn} y {g.} son hométopas, existe n; > n; tal que gy, ¥ 95::., son

g—encadenables, esto es, existen
9o = Gkn, 1 B — Z,9{ 1 EY — Z,...,9; 1 B[, — 2,9/ = gis, : B! — Z,
aplicaciones discretas tales que

9(905911},)(5 Q(gl$gst)<€r ,9(9,_1,9,,Y)<5

Sea e = mm{e(go,gl, Y)re(glag'by), B(g,._.l,gr,Y)} Existe n3 > n, tal

que f., ¥ f., son e-encadenables, esto es, existen
U= fro i DY — 2yl i D) — 2y fiy 1 Dl — 2, £ = £ DY — Z,
aplicaciones discretas tales que
o(fos i, X) < e ol f, [, X) < ey 1, 7, X) <.

(Podemos suponer, por simplicidad, que esta cadena y la anterior tienen el
mismo niimero de funciones. Si no fuera asi, repetimos alguna funcion en la

cadena menor).
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Vamos a ver que hy,, y hj,, son e—encadenables. Como

Q(fmfn+lvx) < e(gm:gm-i-lvy) < e(QM):

para todo n > ng y todo m < k,, se tiene en particular, por ser ny 2> ng y ser

(k) creciente, que
Q(fuz’ fﬂ2+19X) < e(gk.,, » Y)’ Q(fnz+ls .fnz+21 X) < e(gknz ) Y), e

cey Q(fn:s—lr fﬂaax) < B(gknz,Y),

y entonces, si consideramos, para todo ! € {ns,...,n3}, h{ composicién de f; y

9kn,, donde tomamos hi, = hn,, se tiene que

9( ny? ng-l-l’X) < O(gkng’Y) < £, 9( ng+1’h:2+2!X) S O(gkngiy) < Eyven
ooy ok B, X) € O(gs,,, Y) <&

n3=17""na3?

Por tanto, hn, y ki, son ¢é~encadenables. Por otra parte
Q(fg X)<e<e(g0,g1,Y) 9( X)<e<e(glv921y)v

39( r=1% X) <e< e(gr—l’yr$Y)1

luego si consideramos, para todo ! € {0,...,r}, h{’ composicién de f{' y g/, con
I’H —_— " ” —_— N ! | [ — n __ >
= k!, (recordemos que f§ = fay, fy = frys 96 = Gka, ¥ 97 = Giy, ), se tiene

que
o R K. X) < olgh, 97, Y) < &,0(hY, kY, X) < 0(97,95,Y) <&,

ey o(RY L RY. X)) < o(gh_1, 97, Y) < e

Luego hj, vy h;’ son e-encadenables. Finalmente, como

o(far fag1, X) < e(g:'mg:-n+1$Y) < e(gn)

para todo n > nj, y todo m < ki, se tiene en particular, por ser ny 2 ng y ser

(k!) creciente, que
Q(f':'llz’ f;3+1:X) < e(.‘f"k:‘2 ) Y): Q(f:;g+1$ f:u+29X) < e(g;:;,, ) Y)s ceo
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ey 0 frgmts Fagr X) < el » Yy

y entonces, si consideramos, para todo I € {n2,...,n3}, h{" composicién de f{ y

se tiene que

gk, » donde tomamos hut = h"y byl = hy,,

ngz? "nz41?

oK, i, X) < Olgly | ¥) <, (s, Koty X) S Olghy, ,¥) <6, ..

ey Q(h::-li h::’;,X) S O(g;::,: ’ Y) <e&.

Por tanto, k]’ y hj, son cé—encadenables.

Asi, una e-cadena de hy,, a ki viene dada por las funciones

{hnz — h”

" 0o p o mo_ pmn g mo__ i
1R tyee e B = R R R = R R =R }.

na?! ‘ng=12"""2""ny

Finalmente, como g{hn, hns1, X) < € y o(h}, b yy, X) < £ para todo n 2 n,,

se tiene que h, y k!, son e—encadenables, para todo n > n,.
n P

Corolario 1.2.14 Deda {f, : D, — Y} sucesion densa discreta de X a Y,
y dada {gn : En — Z} sucesidn densa discreta de Y a Z, podemos definir la
composicidn de clases como [{g.}[{fu}] = [{hn}] donde {h, : D, — Z} es una
sucesién densa discreta de X a Z tal que, pare todo n € IN, h, es una com-

posicidn de fo ¥ gr,, con (k;) sucesion retardante asociada al par ({fn}, {gn})-

Observacién 1.2.15 Dadas {f, : D, — Y} sucesién densa discretade X a Y’
¥ {gn : E, — Z} sucesién densa discreta de Y a Z, la composicién de {fu}y
{gn} no esta definida de forma tnica (lo esta salvo homotopia). Sin embargo si
se puede escoger (k) sucesién retardante asociada al par ({f.}, {g»}) de forma

univoca por la siguiente construccion. Sean

m; = min{n € N| o(fm, fm+1, X) < e(g1,92,Y) para todo m > n},
my = min{n >m | Q(fmi fm+1’x) < e(g2ag31 Y) para todo m > n},

ms = min{n > my | o(fm) fms1,X) < e(g3,94,Y) para todo m 2 n},...

y asi sucesivamente. Definimos k, = k si n € [my, my41) ¥ kn = 1sin € [1,my).
Entonces (k,) es una sucesién retardante asociada al par ({f.}, {g.}) definida

univocamente. Definimos {h, : D,, — Z} sucesién densa discreta de X a 2

28



tal que k, es una composicién de f, y gx.. Entonces {h,} estd definida salvo
asintoticidad, ésto es, si {k, : D, — Z} es otra sucesién densa discreta de
X a Z tal que h/, es una composicién de fu ¥ g&,, entonces {h,} y {h.} son

asintdticas.?

Teorema 1.2.16 S§i consideramos la clase de los espacios méiricos compactos
y las clases de homotopia de sucesiones densas discretas entre ellos con la com-

posicidn definida anteriormente oblenemos una categoria que llamaremos SD.

Dem. Vamos a ver primero cual es el morfismo identidad de la categoria. Sea
X espacio métrico compacto. Vamos a definir {r, : R, — X} sucesién densa
discreta tal que si Y es espacio métrico compacto y {f, : D, — Y} es sucesion
densa discreta de X a Y y {gn : En — X} es sucesién densa discreta de ¥ a

X, se tiene que

[{fHl{ra}] = [{£a}]; {ra Y {ga}] = [{g}].

Sea {e,} sucesién nula (ésto es, positiva, decreciente y convergente a 0). Para
cada n € N existe {R,;,.- ., Ry,, } familia de subconjuntos disjuntos abiertos en
X tal que R, = R,; U...U R,,, es un subconjunto abierto y denso de X, y tal
que diam(R,;) < €., para todo n € IN, para todo i € {1,...,s,}. Escogemos,
para cadan € N y cada i € {1,...,3,} un punto r,; € R,; y definimos

rn: R — X

tal que 7,(Rn;) = rni. Evidentemente r, es aplicacién discreta para todon € IN,
y para todo & > 0 existe ng € IN tal que 2¢,, < . Entonces, para todo n 2 ng
se verifica que p(ry,Tn41, X) < 26, < € y d(z,rn(z)) < €4 < € para todo z € R,.
Por tanto,

{ra:Ry=RnU...UR,,, — X}

es una sucesiéon densa discreta y vamos a ver que su clase es la clase identidad.

4En la demostracién de la proposicién anterior se ve que si h, y k) son dos composiciones
de fn ¥ gi, con O(fa, X) < e(gk,,Y), entonces g(hn, h;, X) € O(gx,.Y).
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Sea {f, : D, — Y} una sucesién densa. discreta de X en un espacio métrico
compacto Y. Tenemos que comprobar que [{fa}][{ra}} = [{fa}]- Sea (k.) una

sucesién retardante asociada al par ({r.}, {fx}) que por tanto verifica que

Q(rm rn+1a-X) < c(fkn’fkn'l‘l’ Y)

para todo n > n) para cierto nj € IN. Podemos suponer que (k) verifica
también que

d(rn(m)1 :B) < e(fk,,: X))

para todo z € R,, para todo n > ng para cierto no > ng. Para ver ésto con-
sideramos m; < mz < mg < ..., tal que d(r,(z),z) < e(fi,X), para todo
n > my y definimos k!, = k si n € [my,mppa) y K, = 1sin € [1,m;). Con-
siderariamos entonces (k”) sucesién creciente divergente de niimeros naturales
tal que 0 < k%, — k% < 1y tal que kj < min{k,,k;}, para todo n € IN. En-
tonces (k) es también una sucesién retardante asociada al par ({rs}, {fs}) con
las condiciones deseadas.

Entonces [{f,}][{ra}] = [{#n}] donde {k, : R, — Y} es una sucesién densa
discreta de X a Y tal que h, es una composicién de r, ¥ fi, para todon € IN.
Vamos a ver que {{h,}] = [{fa}].

Sea ¢ > 0 y sea n; > ng tal que O(fi,, X) < ¢, para todo n > n,.

Sea z € R, N D;,, con n > n,;. Entonces h,{(z) =y con r,(z) € m Por
otra parte fi,(z) =y con z € fZ (y"). Pero d(z,ra(z)) < e(fr,,Y). Entonces

d (FoX W), @) < e(fxnr X)

y por tanto f (y) N fo}(y’) # 0. Luego
d(ha(2), fro(2)} = d(v,¥") < O(fins X) <.
Por tanto, para todo € > 0 y para todo n € IN existe n’ > n con k, > n tal que
d(hn|R ey > St |RounD, ) < €

Luego {h,} y {f.} son casi asintéticas y por tanto hométopas.
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Por otra parte, si {g, : E, — X} es una sucesién densa discreta de YalX,
vamos a ver que [{r}][{gn}] = [{ga}].

Sea (k) una sucesién retardante asociada al par ({gn}, {r=}), que por tanto
verifica que 9(grn, gn+1,X) < €(Tk,, Tka41, Y ) para todo n > ng para ciertong € IN.
Entonces [{ra}[{gn}] = [{#n}] donde {k, : E, — X} es una sucesién densa
discreta de Y a X tal que h, es una composicién de g, ¥ 7, para todo n € IN.
Vamos a ver que [{A,}] = [{gn}]-

Sea ¢ > 0y sea ny 2 ng tal que d(ry,(z),2) < £, para todo z € Ry,, para
todo n > ny. Sea z € E, con n > n,. Entonces h,(z) =y con g.(z) € F;:(_y), y

ésto implica que
d(ga(), hn{z)) = d(ga(2),y) < diam(r ! (y))-

Por otra parte, para todo z € ri!(y) se tiene que d(z,y) = d(z,m.(z)) < §.
Luego diam(r;X(y)) < % < e. Por tanto, d(ga(2), ka(2)) < €. Luego para todo
£ > 0 existe n; € IN tal que para todo n > n, se tiene d(g,, h,) < €. Luego {g.}
¥ {hn} son asintéticas y por tanto homdtopas.

Para probar que S D es una categoria solamente nos queda ver que si X,Y, Z
y W son espacios métricos compactos, y {f, : Dy — Y}, {gn : En — Z} ¥
{h, : F, — W} son sucesiones densas discretasde X aY,deY aZ ydeZ a

W, respectivamente, entonces

[{An([{gn HI{£21]) = ({Ra ) [{gn ID[{ Fa}]-
Sea (k) una sucesion retardante asociada al par ({g.}, {ka}) verificando que
Q(gm In+1, Y) < e(hkm i +1, Z)

para todo n > ng, para cierto no € IN. Sea {s, : E, — W} tal que para todo
n € IN, s, es una composicién de g, y hi,. Sea (k}) una sucesion retardante
asociada simultaneamente a los pares ({fn},{9s}) ¥ ({fn}:{n}), ésto es, se

verifica que

Q(fm fn+1aX) < e(gk:,,gk:,-}-lay)a Q(fm fn+1,X) < e(skt,’ 3k,',,+13Y)
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para todo n > n{, para cierto ng € IN. Entonces

({AaH{gn IN{Fa 3} = [{ta});

donde {tn : D, — W} es una sucesién densa discreta tal que para todo n € N,
t, es una composicién de f, y sy, donde si es una composicién de gi: ¥ hg,, -
Sea {r, : D, — Z} tal que para todo n € IN, r, es una composicion de f,

¥ gx,. Como

o(far fat1, X) < e(grs s gri41, Y),
para todo n > ny, entonces

oTas a1, X) < 09k, 91041, Y),
y por tanto

Q(Tns r'n+11X) < Q(gk;’gk:,+ls Y) < e(hkk:'s hk,,;‘-i-la Z)s

si n > nj y k!, > no. Entonces, como evidentemente {ki } es creciente y recorre
todos los niimeros naturales, se tiene que {ki } es una sucesién retardante aso-
ciada al par ({r.},{hs}). Luego

[{Pa ({9 HI{ £ 3]} = [{E}],

donde {t, : D, — W} es una sucesién densa discreta tal que para todo n € N,
! es una composicion de ry, y hkx;, , donde r,, es una composicién de f, y gi:,.

Vamos a ver que se verifica que
o(ta,tl,X) < O(hkk:‘, Z)

para todo n > nj con k!, > no. Entonces tendremos que {t,} y {t,} son

asintéticas, y por tanto

({2 })({ga NI A1) = ([{Rn {9 3D }]-

Para ello vamos a ver que, en general, dadas
f :D— {ylr"wym} C Y,g 1 E— {Z],---,Zn} C Z!
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h:F— {w,...,w,} CW,

aplicaciones discretas tales que O(f,X) < e(¢,Y) y O(¢,Y) < e(h, Z), y dadas
r:D — {z,...,z,} C Z composicién de fy g, 8: E — {wy,...,wp} CW
composicién de g y h, t : D — {w,,...,w,} C W composicion de fys vy

t: D — {wy,...,w,} CW composicién de r y h, entonces se tiene que
o(t, ¥, X) < O(h, Z).
Como s : E — {wy,...,w,} C W es una composicién de g y h, existen

{k1,..., k) C {1,...,p}

(posiblemente repetidos) tales que s(g™!(2;}) = wy,, con z; € h"Iiwkj ), para
todo j € {1,...,n}. Obsérvese que g~'(z;) C s~'(wy,) para todo j € {1,...,n},
y que s~Ywy) = U{g~*(z;) | k; = k} para todo k € {1,...,p}.

Como t: D — {w,,...,w,} C W es una composicién de f y s, existe

{l,..., .} C{1,...,p}

(posiblemente repetidos) tal que ¢(f~!(yi)) = wr,, con y; € s~ {wy,).
Entonces para cada i € {1,...,m}, como y; € s~1(wy,), existe j; € {1,...,n},
tal que y; € g-1(2;,), con k;; = I;. Por tanto la aplicacién

r':D—{z1,...,2,} C Z

dada por r'(f~!(y)) = z; es una composicién de f y g. Ademss, ¢ es una

composicién de = y h pues si (r')7}(z;) # 0 se tiene que
() M) =U{f W) 1 si=i}
donde para todo ¢ € {1,...,m} tal que j; = j se tiene que
t(f () = wi, = wiy, = wy;.

Luego t((r')~(z;)) = wy, con z; € 7 T(wy,).
Hemos probado que dada s: E — {wy,...,wp} C W composicién de g y h

ydadat: D — {w,...,w,} C W composicién de f y s existe una composicion
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v:D— {2,...,2,} CZ de fygtalquet: D — {wy,...,wp} C W es una
composicién de r' y h.

Supongamos ahora que O(f,X) < e(g,Y). Sear: D — {=,.. 2} C Z
una composicién cualquiera de f y g. Vimos en la demostracién de la proposicién
anterior, que si k es una composicién de f y g, y ' es una composicién de f'y

g con o(f, f',X) < e(g,9',Y), entonces
o(k, h’,X) < o(g, g, Y).

En este caso tenemos r,r’ : D — {z1,...,2,} C Z composiciones de f y g con
o(f, f,X) < e(g,9,Y). Entonces o(r,r',X) < 0(g,9,Y) = O(g,Y). Si ademas
0(g,Y) < e(h, Z), tenemos r,r' : D — {z1,...,2,} C Z tales que

o(r,r', X) < 0(g,Y) < e(h, Z).

Entonces, si ¢ : D — {ws,...,w,} C W es una composicién de r y h se tiene

que
o(t, ¥, X) < O(h, Z).

Volviendo a la demostracién del teorema, como
O(fn, X) < €(g11,, Y ), Ok, Y') < e(hy,, , Z),
para todo n > ny tal que k,, > no, entonces

Q(tm t:u X) S O(hk

‘Y
kn

Z),

para todo n > nf tal que ki > no. Luego {t.} y {f,} son asintéticas, y por
tanto,

[{72: ({9 HI{ £ 1) = ({An Hl{ g DL F})-

Esto concluye la demostracién del teorema.

1.3 SD ES ISOMORFA A LA CATEGORIA
DE LA FORMA DE BORSUK

A continuacién recordamos brevemente algunas nociones bésicas de la teoria de

la forma introducidas por K.Borsuk en [12].
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Definicién 1.3.1 Sean X e Y espacios métricos compactos con ¥ contenido en
el cubo de Hilbert Q. Una sucesién aproximativa de X a Y es una sucesién de
aplicaciones continuas {f, : X — @} tal que para todo entorno V de Y en Q
existe ng € IN tal que f, ¥ fa+1 son hométopas en V para todo n = ny.

Dos sucesiones aproximativas {f, : X — Q} y {gs: X — Q}de X a Y
son hométopas si para todo entorno V de Y en Q existe no € IN tal que f, ¥ gn
son hométopas en V, para todo n 2> ny.

Denotamos por [{f.}] a la clase de homotopia formada por todas las suce-
siones aproximativas hométopas a {f,}.

Dados X,Y, Z espacios métricos compactos, dadas {f, : X — @} sucesion
aproximativa de X a Y y {g. : Y — Q} sucesién aproximativa de Y a Z, se
define la composicién {{g.}][{fa}] como la clase [{g} f.}] donde {g} : @ — @}
es una aplicacién fundamental de X a Y tal que cada g es extension de g,.

Dadas {f, : X — Q} ¥ {gn : X — Q} sucesiones aproximativas de X a Y,
decimos que {f,} y {g} son asintéticas si para todo € > 0, existe no € IN tal que
d(f.,9n) < €, para todo n > ng. Decimos que {f,} y {gn} son casi asintéticas si

para todo ¢ > 0, para todo n € N, existen n', n” > n tales que d{fu, gnv) < €.

Teorema 1.3.2 (Borsuk [12]) St consideramos la clase de los espacios méiricos
compactos y las clases de homotopia de sucesiones aprozimativas enire ellos con
la composicidn de clases definida anteriormente obienemos una categoric que

llamaremos SH (calegoria de la forma).
Teorema 1.3.3 SH y SD son categorias isomorfas.

Dem Sean X e Y espacios métricos compactos, donde podemos suponer que Y
estd contenido en el cubo de Hilbert Q. Sea {f, : X — Q} sucesién aproxima-
tiva de X a Y. Vamos a ver que existe {f, : D, — Y’} sucesion densa discreta
de X a Y casi asintdtica a {f,}, ésto es, tal que para todo e > 0 y todo n € IN,
existen n',n” > n tal que

d(fn’IDnuaf;“) < £,

para todo n 2 ny.
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Sea {£,} sucesién nula tal que f, y fn41 son hométopas en B,,(Y') para todo
n € IN. Vamos a ver que para todo n € IN, por ser f,(X) C B.,(Y), existe D,
subconjunto abierto y denso de X y existe f}, : D, — Y aplicacién discreta
con O(f!,X) < 2¢, tal que d{fa|p,, f1) < €n-

Vamos a ver que, en general, para toda aplicacién continua f : X — B(Y),
existe D subconjunto abierto y denso de X y existe f': D — Y aplicacion
discreta con O(f’, X) < 2¢ tal que d(f|p, f') < &.

Como X es compacto, existe 0 < ¢’ < ¢ tal que f(X) C B.(Y). Para
cada z € X, existe y, € Y tal que d(f(z),y;) < €' y existe 6; > 0 tal que
d(f(z'),y:) < €' para todo z’ € By, (z). Entonces, por la compacidad de X,
existen {z1,...,Zz,} C X tales que

XC L"J B;, (zi)-

=1

Sean D; = Bs, (21), D2 = B, (z2) — Bg,li:z:l )y e
vy Dn = B,s,“(:rn) - (Bg=1 ju...uU Bs,n_lixn-l l)

Entonces D = {D,,D;,...,D,} es una familia de subconjuntos abiertos de X

disjuntos dos a dos tal que D = D;U...UD,, es abierto y denso en X. Definimos

f’:D_" {yn:"'aytn}'r

tal que f'(z) = y, para todo z € D;. Entonces, si z € D; C Bj, (%), se
cumple d(f(z), f'(z)) = d(f(x),yz,) < &'. Luego d(flp, f) < €' <&y como f es
continua, es inmediato que O(f', X) < 2e.

Luego para todo n € IN existe una aplicacién discreta f} : D, — Y con
O(f!,X) < 2, tal que d(fa|p,,f.) < €n. Vamos a ver ahora que para todo
n € IN, como f, y f.y: son hométopas en B, (Y), entonces f, y f,,, son
2¢,-encadenables.

Vamos a ver que, en general, si f,g : X — B.(Y") son aplicaciones continuas
hométopas en B(Y),y f/: D — Y y ¢’ : E — Y son aplicaciones discretas
tales que O(f', X) < 2¢, O(¢", X} < 2¢, d(f|p, f') < € y d(glg, g') < €, entonces

f' y ¢' son 2¢-encadenables.
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Sea 0 < ¢’ < £ tal que f y g son hométopas en B..(Y), y tal que
O(f,X) < 2:',0(¢", X) < 2¢',d(flp, f) < € y d(g]g.9") < €.

Como f y ¢ son hométopas en B, (Y ), existe H : X x [0,1} — B.(Y') continua
tal que
H(z,0) = f(z),H(z,1) = g(z),

para todo z € X. Sabemos que entonces existe C subconjunto abierto y denso
de X x{0,1] y existe H' : C — Y aplicacién discreta con O(H', X x [0,1]) < 2¢’
tal que d(H|c, H') < €'.

Ahora, para todo (z,t) € X x [0,1] existe U{*?) entorno abierto de (z,t) en
X x [0,1] tal que diam(H'(UEY N C)) < 2¢' y tal que diam(H(U®Y)) < e —¢'.
Por la compacidad de X x [0,1] existe {U1,...,U,} recubrimiento abierto de
X x [0,1] tal que diam(H’'(U; N C)) < 2¢' y tal que diam(H(U;)) < € — ¢’ para
todo i € {1,...,p}.

Sea § > 0 el nimero de Lebesgue de este recubrimiento y sea {V;,...,V;}
recubrimiento abierto de X tal que diam(V;) < ¢ para todo i € {1,...,¢}. A

partir de este recubrimiento definimos
Fi=Vi,Fo=V—Vi....F, =V, —(Viu...uVy).

familia de subconjuntos abiertos (que podemos suponer no vacios) de X disjuntos

dos a dos tal que F'= Fy U... U F, es abierto y denso en X. Consideramos
{0=t0<t1 <"'<tr=1}

particién de [0, 1] tal que la distancia entre dos términos consecutivos es menor
que ¢. Entonces

{Fix(tj-1,8)|1<i<¢,155 <}
es una familia de subconjuntos abiertos de X X [0,1] disjuntos dos a dos tal
que diam(F; X (tj-1,t;)) < % para todo ¢ € {1,...,q} y todo j € {1,...,r}.
Elegimos puntos z;; € (F} x (¢;-1,¢;)) N C, y definimos, para todo j € {1,...,r}
una aplicacion

K:RU...UF,—Y
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tal que h}(F;) = H'(z;;) para todo i € {1,...,¢}. Entonces h; es discreta y
O(K};, X) < 2¢ para todo j € {1,... ,7} pues si F; N Fy; # 0, entonces

diam(F; X (tj-1,t;) U Fir x (t;-1,¢;)) < 6,

por tanto z;; y £y; estdn en un mismo elemento del recubrimiento {Uj,..., Uy}
y se tiene

d(R;(F), hy(Fi)) = d(H'(z:;), H'(zwr;)) < 2¢'.
Analogamente, si F; N Fis # @, entonces

diam(F; x (t;_1,t;)U Fio x (t;,t;41)) < 6,

por tanto z;; ¥ i j41 estdn en un mismo elemento del recubrimiento {Uy, ..., Uy}
y se tiene

d(W(F), ha(Fy)) = d(H'(zi;), H(zir51)) < 26",
Luego o(h}, k)4, X) < 2¢ paratodoj € {1,... ,r—1}. También o(f’, k], X) < 2¢
pues O(f,X) < 2, O(h,,X) < &, y si (f)~'(y) N F; # B, entonces existe
z € ('Y Y(y) tal que d{(z,0),zi) < 8 y por tanto (z,0) y i estdn en un mismo

elemento del recubrimiento {Uy,...,U,} ¥ se tiene

d(f'(z), b1 (F:))
< d(f'(z), f(2)) + d(H(2,0), H(zi1)) + d(H(zi1), H'(2za))
< &+(e-e)Y+e <2

d(y, hy (F))

De forma analoga se ve que g(hl,¢', X} < 2¢. Luego f' y ¢’ son 2¢-encadenables.
Asi, para todon € IN, f! y f.,, son 2¢,-encadenables. Por tanto, para todo

n € IN existen
:I.U=f:1:Dﬂ0=Dﬂ_-)Y1 f:;l:Dnl_’Y,...

! — . —_
ceey ﬂkn—fn+1'Dﬂkn—Dﬂ+1_"Y

aplicaciones discretas (con dominio abierto) tales que

Q(f;mf:;nx) < 25711 st Q(fa:kn—laf;knax) < 25'1'
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Luego la sucesion

{fl’ =f;0?f{l1°"sf{k; = f; =f50:f£l$"'1-f(n—l)k,._1 = f:: = f:;mf;;n---}

es una sucesién densa discreta. Y como d(f!, fu|p,) < €n, €s casi asintética a
{fu}-

Supongamos ahora que {g, : X — @} es otra sucesién aproximativa de X
a Y tal que {f.} ¥ {g.} son hométopas. Sea {g, : E, — Y} sucesién densa
discreta de X a Y casi asintética a {g,}. Vamos a ver que entonces {f,} vy {g,}
son homoétopas.

Sea € > 0. Sea ng € IN tal que o(f%, i1, X) <&, o(gn, gns1, X) < €y tal
que fn ¥ fot1 son hométopas en Be(Y), gn ¥ gny1 son hométopas en Be(Y)y
fn ¥ g son hométopas en B%(Y), para todo n > ngy, Existen n/,n",n", n'" > ng
tales que d(fwlp_u, fan) < € ¥ d(gnm|E uns gnw) < €. Entonces como fur Y Gnm
son hométopas en Bg(Y') se tiene, por el resultado general demostrado antes,
que f'» ¥ g\wn son e-encadenables. Por tanto para todo n > ng se tiene que f;
¥ ¢;, son e-encadenables.

Hemos probado que existe una correspondencia
Q(x,y) : SH(X,Y) - SD(X,Y)

bien definida tal que Qxy)([{f=}]} = [{f.}] con {f.} casi asintética a {fa}.
Para ver que es suprayectiva consideremos {f; : D, — Y} sucesién densa
discreta de X a Y y vamos a ver que existe { f, : X — @} sucesién aproximativa
de X a Y asintética a {f.}.
Sea {€,} sucesién nula tal que g(f, fn,1,X) < €n para todo n € IN. Vamos
a ver que para todo n € IN existe f, : X — B, (Y) aplicacién continua, tal

que d(f:n fﬂIDn) < Ep-

Vamos a ver que, en general, si f': D — Y es una aplicacién discreta con
O(f’', X) < ¢, entonces existe f : X — B.(Y) continua tal que d(f’, f|p) < e.

Para cada z € X, como O(f',z) < ¢, existe U” entorno abierto de x en X
tal que diam(f'(U* N D)) < . Como X es espacio métrico compacto existe

{U1,...,U,} recubrimiento abierto finito de X tal que diam(f'(U; N D)) < ¢
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para todo i € {1,...,n}. Paracadai € {1,...,n}, definimos A; : X — IR dada

por

d(z, X - U)
L d(z, X - U;)

que verifica que A\;(z) # 0 si y solamente si z € U;. Ademés para todo z € X,

,\.-(x) =

Y A7) = 1

=1
y por tanto, para todo z € X se tiene
fi(z) =3 M(=)f(=)-
t=1
Escogemos, para cada i € {1,...,n}, z; € U;N D y definimos f : X — Q como
f(z) =3 M=) (z:)-
i=]
Como ¥ Ai(z) = 1 y Q es convexo, se tiene que f es una aplicacién continua
bien definida. Por otra parte, si consideramos
g = sup diam(f(U;ND))<e,
i€{1,...n}
se tiene que dado z € D,
d(f(), f'(z)) = | 22 M(=)f' (@) = 2 X(@)f (=)
i=1 1=1

= I M@ PG~ F@) |

=1

- i;""(“’) | Fz) - F@) 1< €03 M) = €

i=l
pues si A(z) # 0 se tiene que x € U; y por tanto

d(f'(z), f'(z:)) < diam(f'(U; N D)) < €.

Luego d(f(z), f'(z)) € €' < ¢ para todo z € D. (En las expresiones anteriores
hemos usado la norma || || de Q). Finalmente, como f es continua en X y
f(D) € B.(Y) con D denso en X, entonces f(X) C B.(Y) C B.(Y).
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Asi, para todo n € IN existe f, : X — B, (Y) aplicacién continua, tal que
d(f, falp,) < €n. Ademas, como o(f,, f, 11, X) < &n, se tiene d(fus frs1) < 3eq,

luego fp ¥ fas1 son homotopas en By, (Y). (Basta considerar
H,: X x[0,1] — B, (Y)

definida por H,(z,t) = (1—1)fo(x)+1fasr1(z), para todo z € X y todo ¢ € [0, 1]).

Luego {f.} es una sucesién aproximativa y es claramente asintética a {f,}.
Por tanto {)(xy) es suprayectiva.

Vamos a ver que es inyectiva. Sean {f, : X — Q} ¥y {9. : X — @}
aplicaciones aproximativas de X a Y. Sean {f. : D, — Y}y {g, : E. — Y}
sucesiones densas discretas de X a Y casi asintdticas a {f,} y {9.} respectiva-
mente. Supongamos que {f’} y {g,} son hométopas. Vamos a ver que entonces

{fa} ¥ {9n} son homébtopas.
Sea £ > 0. Sea ng € IN tal que

£ £
o(fn, Fry1, X) < §,e(gi,gi.+nx) <3

y tal que f} y g, son %-encadenables, f,, y f.;1 son hométopas en B%(Y) Y Gn
¥ 9a+1 son hométopas en B:(Y), para todo n > n,. Existen n,n", n" n'" > ng

tales que d(fnflpn,,, f:,.u) < i’ y d(g,,m|p",,,,,g:l;m) < i. Como f;n Yy g:,m: son

%-encadenables, existen
f,:u = hIO:Fo—-‘)Y,h; :Fl —'}K...,h:.=g:lm.r:Fn — Y
aplicaciones discretas tales que
! ! £ ¥ ’ £
e(hy, b1, X) < FERREE e(hl_,hl, X) < g

Para todo ¢ € {0,1,...,r} existe h; : X — Be(Y) aplicacion continua tal
que d(h},hi|r;) < §, y podemos tomar hy = fu ¥y hr = gaw. Ademds, como
o(Rl, hipy, X) < £, se tiene d(hi, hiy1) < %, luego hi y hiy; son hométopas en

B.(Y). En particular, f, ¥ g~ son hométopas en B,(Y'). Entonces tendremos
que f, ¥ g» son hométopas en B.(Y'), para todo n > ng.
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Luego Q(x,y) es una biyeccién entre SH(X,Y) y SD(X,Y). Por otra parte,
la aplicacién {r,} que da la clase identidad de SD(X,X) es asintética a la
aplicacién aproximativa generada por la inclusién de X en @. Luego x x)
manda la clase identidad en la clase identidad. Entonces, para probar que SH
y SD son categorias isomorfas, solamente queda comprobar que §! conserva la

composicion, ésto es, que

Qx,2)([{gn HH{ o)) = Qv 2y ([{9a 1)z [{ fu ]},

para cualesquiera {f,} y {g.} aplicaciones aproximativas de X a Y.

Sean {f,: X — Q} y {g9. : X — Q} aplicaciones aproximativas de X a Y.
Sean {f, : D, — Y} y {g; : Ex — Y} sucesiones densas discretas de X a ¥
casi asintéticas a {f,} y {g«} respectivamente. Entonces Qx y)({{f=}]) = [{f.}]

Y Qv.z)([{g.}]) = [{g.}).

Sea {€,} sucesién nula, entonces existen (m,), (m.), (ml) y (m]’) sucesiones

divergentes tales que

d(fmnIDm;.1f:n:‘) < Emd(gm:{IEm;:ng:ng') < En-

Entonces cambiando los representantes de [{f.}] ¥ [{9x}], podemos suponer que
m, = m, y m, = m, para todo n € IN. Esto es, podemos suponer que para

todo € > 0 para todo n € IN existen n’,n" > n tales que

d(fn'annf:lf) <&, d(gﬂ"!Enu:g::") <E.

Consideraremos {§, : @ — @} aplicacién fundamental extensién de {g,}
que nos haré falta para componer [{f,}] ¥ [{9:}]-
Vamos a construir, en primer lugar, un representante adecuado de la com-
posicién
Qr.2)({gn 1DQx 1y (H{ £ 1)) = {gn HI{ £}
Para ello vamos a definir una sucesién retardante asociada al par ({f.}, {g.}).
Sea {e,} sucesién nula. Entonces existe otra sucesién nula {4,} tal que 6, <e,

para todo n € IN y tal que
d(ga(v), §n(y')) < é&n,
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para cualesquiera v,y € Q con d(y,y’) < §,. Sean r; < r; <rz < ---, tales que
para todo s € IN
d(gfler,:g:-,) < &,

Existe (my), que se construye inductivamente, tal que

Q(f:ns f:n-'-l! X) < e(g;, g:1+l'l Y),

para todo m > m,. En dicha construccién, se puede conseguir que si n es de
la forma r,, entonces existe I, € (m,,,m.,41) tal que d(f,|p,, f,) < é., ¥y por

tanto
d(ﬁ'.fh |Dl. b §T1f{.) < 6".'

Definimos k, = k si n € {mg,mpp1) ¥y ko = 18l n € [1,m). -Entonces (k) es
una sucesién retardante asociada al par ({f.},{g.}) y verifica ademas, por ser

k;, = r,, que para todo € > 0 y para todo n € IN existe n’ > n tal que

d(fn'lD“n f:;f) <§g, d(gk,,nlEkn,sg;gn,) <¢g, d(.‘}k,,:fn’lD,,ngk,,ff:z’) <E&.

Por tanto,

Qv.z)({g- NQx ) ([{£=3D) = Han HI{LH = R

donde, para todo n € IN, h/, : D,, — Z es una composicién de f} y g; .
Por otra parte, si consideramos {g, : ¥ — @} tal que g, = g;,,, para todo

n € IN, entonces {g,} ¥ {9-} son hométopas y por tanto

Qx,z)([{gn H{Fn}]) = Qx.z([{F3-HI{ o H = Qx.2)([{Gr0 f}])-

Vamos a ver que Q(x,z)([{Fr.fn}]) = [{h.}]. Para ello basta ver que {h.} y
{§k.f-} son casi asintéticas.

Sea £ > 0 y sea n € IN. Existe n’ > n tal que

15 ' £ .. - [
d(fﬂ'lD,,uf;') < gid(gknflEkn,!gkn,) < 'ésd(gk,.rfn'anngknuf:;‘) < '3'

Vamos a ver que
d(gk,,-fn'lD,,n hy) < €.
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Sea z € D,,. Entonces hl,(z) =z € Z con f,.(z) € m Existe entonces
y € Ey,, tan préximo a f},(z) como se quiera, tal que hy.(z) = g ,(¥), y por
tanto

(3, (), For(2)) = (g, (), 94, )) < 3.
Ademés, podemos escoger y suficientemente préximo a f/.(z) de forma que se
tenga '

(i, (), (W) < -

Finalmente, por la construccién de la sucesién retardante (k,) se tiene que

- . €
&Gy (@), G1 o frol®)) < 3
Por tanto

d(Gr, fu(2), hu(2)) < AlGe, fur(2), Gb () + At far(2)s G (¥))
+ d(ék,,!(y)’ h::'(x))

< E+£+£—e
33 3 7

Por tanto Qx,z)([{g}][{/=}]) = [{F}] = Q.2 ([{g-})Qx,x)([{fa}]). Luego

SH y 5D son categorias isomorfas. Esto completa la demostracion del teorema.

1.4 CARACTERIZACIONES DISCRETAS Y
DENSAS DE LOS POLIEDROS APROXI-
MATIVOS Y DE LOS ESPACIOS MOVI-
BLES E INTERNAMENTE MOVIBLES

En esta seccién se utilizan las técnicas de densidad para dar nuevas caracteriza-
ciones, en cierto modo intrinsecas, de espacios importantes en teoria de la forma

y teoria de retractos.

Lema 1.4.1 Sean X y Z espacios métricos ysea Y C Z. Sea f: X — B.(Y)
una aplicacién continua. Entonces existe D subconjunto abierto denso de X y

eziste una aplicacién localmente constanie g : D — Y tal que O(g,X) < 2c y

d(f(x),g(z)) < € para todo x € D.



Dem. Consideramos el conjunto G de todas las aplicaciones g : G, — Y
localmente constantes definidas en subconjuntos abiertos G, de X y tales que
d(f(z),g(x)) < € para todo = € G,.

G es no vacio, pues dado z¢ € X existe yp € Y tal que d(f(zo),¥0) < € y por
la continuidad de f existe U entorno abierto de z, en X tal que para todoz € U
se tiene d( f(z), f(20)) < € — d(f(o),y0) ¥y por tanto d(f(z),yo) < £. Entonces
la aplicacién h : U — Y dada por k(z) = yo, para todo z € U, es un elemento
de G.

Consideramos en G la relacion de orden:
gSh@G,CGhyMG,:g.

Entonces (G, <) es un conjunto ordenado y todo subconjunto de G totalmente
ordenado tiene una cota superior (si A C G estéa totalmente ordenado, entonces
G = UyeaG, es un subconjunto abierto de X y la aplicacién h: Gy, — Y dada
por h(z) = g(x) para cualquier ¢ € A con z € G, es una aplicacién localmente
constante bien definida y es una cota superior para A). Entonces estamos en
condiciones de aplicar el Lema de Zorn y deducimos, por tanto, la existencia de
elementos maximales.

Sea g : D — Y uno de esos elementos maximales y supongamos que D no
es denso. Existe entonces B subconjunto abierto de X tal que BND = 0.

Sea 2o € B, existe yp € Y tal que d(f(zq),y0) < € ¥ por la continuidad de
f existe U C B entorno abierto de z4 en X tal que para todo = € U se tiene

d(f(z), f(z0)) < &€ = d(f(z0),y0} y por tanto d(f(z),y0) < e.
Pero entonces la aplicacion 2: DUU — Y dada por

_J g(z) sizeD
h(x)"{yo sizelU
es localmente constante, estd definida en un subconjunto abierto de X y verifica
que d(f(z), h(z)) < € para todo x € DNU, pero esto contradice la maximalidad
de g. Luego D ha de ser denso.
Finalmente, como d(f(z), g(z)) < ¢, para todo z € D y f es continua en X,

entonces O(g,z) < 2¢ para todo z € X.
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Lema 1.4.2 Sea Z un espacio vectorial normado o, mds generalmente, un sub-
conjunto convezo de un espacio vectorial normado. Sea X un espacio métrico
e Y un subconjunto de Z. Sea D subconjunto denso de X y sea f: D — Y
una aplicacidn, no necesariamente continua, con O(f,z) < £ para todoz e X.5
Entonces eziste g : X — B,(Y) continua tal que d(f(z),g(z)) < € para todo
z€D.

Dem. Para cada z € X, como O(f, ) < &, existe U” entorno abierto de z en
X tal que diam(f(U* N D)) < e. Como X es espacio métrico, es paracompacto
y por tanto existe {U; | i € I} recubrimiento abierto localmente finito de X tal
que diam( f(U; N D)) < ¢ para todo i € I.

Para cada i € I, definimos A; : X — IR dada por

A(z) = d(z, X - U;) .
Tierd(z, X —Uj)

La suma en el denominador es finita pues d(z,X — U;) # 0 si y solo si z € U;.
Por la misma razén, A\;(z) # 0 si y solamente si z € U;. Ademds para todo
z€ X,

Z A,-(:r) =1

i€l
y por tanto, para todo z € X se tiene
f(z) =3 M(2)f(=).
i€l
Escogemos ahora, para cada i € I, z; € U;N.D y definimos g : X — Z como
9(=z) =3 M=) f(z:).
i€l
La suma vuelve a ser finita, y como ¥ Ai(z) = 1 y Z es convexo, se tiene que
g es una aplicacién continua bien definida. Por otra parte, dado z € D, si
Uj,,...,U;, son los tnicos abiertos del recubrimiento que contienen a z, se tiene

dF()9@) = | A F(@) = SN2 f(3) |

=1 =1

5Para definir la oscilacién de una aplicacién definida en un subconjunto denso de un espacio
métrico, no es necesario que ésta sea continua en dicho subconjunto.
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= IS M@ @) - Fe) |

i=1

= ) || (@) — flmi) l< e Ai@)) = &,

$=1 =1
pues si A;(z) # 0 se tiene que z € U; y por tanto d(f(z), f(z:)) < €. Luego
d(f(z),g(z)) < € para todo z € D. (En las expresiones anteriores hemos usado
la norma || || del espacio vectorial normado que contiene a Y').

Finalmente, como ¢ es continua en X y g(D) C B,(Y) con D denso en X,
entonces g(X) C B.(Y).

Observacién 1.4.3 Si D no es denso, el resultado no seria cierto. Para verlo,

basta considerar X = [0,1], D =Y = {0,1}, f la identidad y € = 3.

En la siguiente definicién introducimos el concepto de AANR¢ (M.H.Clapp
[28]), que junto con el de AANRy (H.Noguchi [89]), ha sido extensamente estu-
diado en la literatura de Teoria de Retractos. Estos espacios tienen importantes
propiedades relacionadas con el teorema del punto fijo de Lefschetz’s {[28] y [46])
y, como J.Dydak y J.Segal destacan en [35], los AANR’s de Clapp (AANRc)
forman una clase natural en el sentido de que equivalen a limites de poliedros en
la. métrica de continuidad de Borsuk [10]. También son importantes en teoria de
la forma, en particular en conexién con las propiedades de movilidad y movili-
dad regular ([8], [35]). En [96], J.M.R.Sanjurjo introduce la clase de los espacios
FAANR, que contiene a los espacios FANR y a los AANR¢ como subclases

propias.

Deflnicién 1.4.4 Sea X espacio métrico compacto. Se dice que X € AANRc¢
si y solo si cuando X se sumerge en el cubo de Hilbert ¢}, entonces para todo
e > 0, existe U entorno de X en @, existe r, : U — X continua, tal que

d(r.(z),z) < € para todo z € X.

En la siguiente definicién introducimos el concepto de poliedro aproximativo.
Por un resultado de S.Mardesié¢ [77}, los poliedros aproximativos coinciden con
los espacios AANRg en Ia categoria de los espacios métricos compactos. También

son equivalentes en dicha categoria a los conjuntos NE de K.Borsuk [19].
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Definicién 1.4.5 Un espacio métrico compacto X es un poliedro aproximativo
si para cada € > 0 existe un poliedro P y existen f : X — P, g: P — X
aplicaciones continuas tales que d(gf(z), ) < ¢ para todo z € X.

El siguiente teorema muestra que los espacios AANR tienen propiedades de
extensién aproximada para aplicaciones definidas en subconjuntos densos. Estas

propiedades son caracteristicas.

Teorema 1.4.6 Sea Y espacio méirico compacto. Son equivalentes:

i)Y € AANRg.

1) Para todo € > 0 eziste § > 0 verificando que para todo espacio métrico X, todo
subconjunto denso D de X y toda aplicacion f : D — Y (no necesariamente
continua) con O(f, X) < &, eziste f': X — Y continua tal que d(f'|p, f) <e.
111) Para todo € > 0 existe § > 0 verificando que para todo espacio méirico com-
pacto X, para todo subconjunto abierio y denso D de X y para toda aplicacion

discreta f : D — Y con O(f,X) < &, eziste f' : X — Y continug tal que
d(f'lp, f) <e.

Dem. Vamos a ver primero que i) implica ii). Sea Y espacio métrico compacto.
Podemos suponer que Y esta contenido en el cubo de Hilbert Q. Supongamos
que Y € AANR¢. Entonces para todo ¢ > 0, existe U entorno compacto de Y
en Q y existe r, : U — Y continua, tal que d(r.(y),y) < 5 paratodoy €Y.

Como U es compacto y 7. es continua, existe § > 0 tal que

d(re(u)r¥)) < 5

para todo y,y' € U con d(y,y’) < 8. Podemos suponer que § verifica también
que B;(Y) C U. Vamos a ver que este § verifica la condicién del enunciado.
Sea X espacio métrico y sea D subconjunto denso de X. Sea f: D — Y
una aplicacién con O(f,X) < §. Entonces O(f,z) < é para todo r € X, y
por el Lema anterior, existe f” : X — B;(Y) C U aplicacién continua tal que
d(f"(z), f(z)) < 6 para todo z € D. Sea f' =r.f": X — Y. Entonces f' es

una aplicacién continua tal que

d(f'(x), f(z)) < d(ref"(z), 7 f(2)) + d(re f(2), f(2)) < 236-,
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para todo z € D. Por tanto d(f'|p, f) < e.

Evidentemente ii) implica iii). Para probar que iii) implica i), suponemos de
nuevo que Y C Q. Dado ¢ > 0 consideramos 0 < § < € con la propiedad del
enunciado para §. Consideramos m entorno compacto de ¥ en Q. Como
Y es compacto, existe un subconjunto finito F de Y tal que m CcB g(F)

Consideramos la inclusion

i : Bg(¥) — By(F).

Entonces existe un subconjunto abierto denso D de B%iYi y existe una apli-
cacién localmente constante, y por tanto discreta f : D — F C Y tal que

Por tanto
O(f,B%iYi) < é.

Por la hipdtesis del teorema, existe

r, :B%iYi — Y

continua tal que d(r.|p, f) < . Por tanto para todo z € D se tiene

d(re(s),2) < dru(@), £(2)) + d(f(z)2) < 5+ 3 < 3

Finalmente, como r, es continua en B%iYi y D es denso en B s (Y) se tiene que
2¢
d(r.(z),z) < 3 <e€
para todo z € B s (Y). Esto completa la demostracién del teorema.

Vamos a definir a continuacién el concepto de espacio métrico compacto
internamente movible, introducido por S.Bogatyi [8] en 1974, como un caso par-
ticular de los espacios movibles definidos por K.Barsuk en [14]. En [31] J.Dydak
demuestra que todo compacto movible tiene la forma de un compacto inter-
namente movible. V.F.Laguna y J.M.R.Sanjurjo [71] introducen en 1984 una
teoria interna de la forma que coincide con la teoria de la forma de Borsuk para

espacios internamente movibles y M.A.Morén [85] extiende la teoria interna de
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la forma y el concepto de movilidad interna a espacios métricos arbitrarios. Por
otra parte, Morén prueba en [84] que un resultado de la teoria de la forma para
espacios métricos compactos, referente a movilidad y retracciones mutacionales,
no puede ser transferido al caso de espacios métricos arbitrarios. En {70] se
prueba que un espacio compacto es movible si y solo si es limite de poliedros
en la métrica ‘shape’. M.A.Morén y F.R.Ruiz del Portal demuestran en (86] la
existencia de un compacto internamente movible que es espacio universal en la

categoria de la forma para la clase de los espacios FANR.

Definicién 1.4.7 Sea X espacio métrico compacto. Se dice que X es inter-
namente movible si ¥ solo si cuando X se sumerge en el cubo de Hilbert Q,
entonces para todo entorno U de X en @ existe U, entorno de X en Q y existe

¢ : Uy % [0,1] — U continua tal que ¢(z,0) = z, ¢(z,1) € X, para todo = € Up.

Teorema 1.4.8 Sea Y espacio métrico compacto. Son equivalentes:

i) Y es internamente movible.

ii) Para todo € > 0 eziste & > 0 verificando que para todo espacio métrico X,
para todo subconjunto denso D de X y para tode aplicacidn continua f : D —Y
con O(f,X) < 6 exziste g: X — Y continua, tal que f y g son g-homdtopas.
#ii) Para todo € > 0 eziste § > 0 verificando gue para todo espacio méirico com-
pacto X, para todo subconjunto abierto y denso D de X y para toda aplicacion
discrete f: D — Y con O(f,X) < 6 eziste g : X — Y continua, tal que f y

g son g-homdtopas.

Dem. Vamos a ver que i) implica ii). Sea ¥ espacio métrico compacto. Podemos
suponer que Y estd contenido en el cubo de Hilbert Q. Supongamos que Y es
internamente movible. Seae > 0y sea U entornode Y en Q tal que U C B_;.(Y).
Existe U, entorno de Y en Q y existe ¢ : Up x {0,1] — U continua tal que
¢(y,t) = y para todo y € Up y todo t € [0,3], ¥y #(y,s) = #(y,1) € Y, para todo
y€Upytodose[2,1]. Sea0<é <% tal que B;5(Y) C Uo.

Vamos a ver que este § verifica la condicién del enunciado.

Sea X espacio métrico y sea D subconjunto denso de X. Sea f : D—Y
con O(f,X) < 6. Entonces existe f' : X — Bs(Y) C Up continua tal que
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d(f'(z), f(z)) < 6 para todo z € D. Sea iy : [0,1] — [0,1] la identidad en

[0,1] y consideremos
H=¢(f xipy): X x[0,1]] — U C Be(Y)

continua tal que H(z,t) = f(z) para todo z € X y todo t € {0, }]. Vamos a ver
que f es e-hométopaa Hy = ¢ f : X — Y.
Existe C denso en X x [0,1], existe H' : C — Y aplicacién continua con

O(H',X x [0,1]) £ % tal que d(H(z,t), H'(z,t)) < § para todo (z,t) € C. Sea

o =(pxo3))u(on(xx(33)v (x <))
y definimos H” : C' — Y tal que

{ fz)  si(e)eDx[0,})
H'(z,t)={ H'(z,t) si(z,t)e CN(X x 1, %)
Hy(z) si(z,t) € Ex(3,1]

Se tiene que H” es continua en C' denso en X x [0, 1], que H"(z,0) = f(z) para
todo z € D y que H"(z,1) = Hi(z) para todo z € X,

Finalmente, como d(H(z,t), H"(z,t)) < £ para todo (z,t) € (', se tiene que
O(H", X % {0,1]) £ % < ¢&. Por tanto f es &-hométopa a Hy = ¢, f' : X — Y.

Evidentemente ii) implica iii). Para ver que iii) implica i) suponemos de
nuevo que Y C Q. Supongamos que Y verifica la condicién de iii) y vamos a
ver que es internamente movible. Sea U entorno de Y en Q y sea ¢ > 0 tal que
By (Y) C U. Sea 0 < § < ¢ con la propiedad del enunciado y sea Up entorno
de Y en Q tal que Up C Bs(Y). Vamos a ver que existe ¢:Usx[0,1]] U
continua tal que ¢(z,0) = z,¢(x,1) € X, para todo z € Up.

Consideramos m entorno compacto de ¥ en . Se demuestra como en
el Teorema 1.4.6 que existe un subconjunto abierto y denso D de m y existe
una aplicacién discreta f : D — Y tal que d(f(x),7) < % paratodoz € Dy

tal que
O(f,B%iYi) < é.
Por la hipdtesis del teorema, existe g : B s (Y} — Y continua ¢-hométopa a f.

Entonces existe C C B%iYi x [, 2] denso tal que
1 2 2

cn (B = {3)) =0 x{3}.on (B {5}) =Bx7 < {3},
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y existe H : C — Y tal que O(H,mx [3,2)) < ey tal que H(z,3) = f(z)
para todo z € D y H(z,2) = ¢(x) para todo z € _Bm

Existe H' : mx (2, 2] — B.(Y) continua tal que d(H(z,t), H'(z,t)) < ¢
para todo (z,t) € C. Por otra parte, como 7 y H'% : m — B.(Y) son

continuas, @} es convexo, y
d(i, H}) = d(ilp, HyIp) < d(ilp, £) + d(f, Hy o) < 2,
entonces 1 y H 35 son hométopas en Ba.(Y). Analogamente
d(g, Hz) <,
y por tanto g y H ’§ son hométopas en B (V). Por tanto existe
¢:Uox [0,1] C Bg(Y) x [0,1] — Ba(Y)C U

continua tal que #(z,0) = z,4(z,1) = g(z) € Y, para todo z € Up. Esto

completa la demostracién del teorema.

Definicién 1.4.9 Sea X espacio métrico compacto. Se dice que X es movible
si y solo si cuando X se sumerge en el cubo de Hilbert @, entonces para todo
entorno U de X en Q existe Us entorno de X en @ tal que, para todo V entorno
de X en Q, existe ¢ : Uy x [0,1) — U continua tal que ¢(z,0) = z,¢(z,1) € V,
para todo z € U.

A continuacién enunciamos sin demostracién una nueva caracterizaciéon, en
términos de densidad, de los compactos movibles. La prueba es andloga a la del

teorema 1.4.8.

Teorema 1.4.10 Sea Y espacio métrico compacto. Son equivalentes:

i)Y es mouvible.

ii) Para todo € > 0 existe 6 > O verificando que parae todo espacio métrico X,
dado D subconjunto denso de X y dada f : D — Y continua con O(f,X) <6,
dado n > 0, exziste E subconjunto abierto y denso de X y eziste g : E — Y
aplicacidn continua (con imagen finita) con O(g,X) < m, tal que f y g son

e-homdtopas.
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iii) Para todo € > 0 eziste § > 0 verificando que pare todo espacio mélrico
compacto X, dado D subconjunto abierto y denso de X y dada f : D — Y
discreta con O(f,X) < 6, dado > 0, eziste E subconjunto denso de X y eziste
g: E — Y continua con O(g,X) <19, tal que f y g son c-homdtopas.

Utilizando la equivalencia de e-homotopias y ¢-cadenas para aplicaciones

¢-discretas que se prueba en la seccién primera, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.11 Sea Y espacio méirico compacto. Son equivalentes:

1) Y es mouvible.

i) Para todo ¢ > 0 eziste § > 0 verificando que pare todo espacio méirico
compacto X, dado D subconjunto denso de X y dada f : D — Y aplicacidn
discreta con O(f, X) < &, dado 1 > 0, eziste E subconjunto abierto y denso de
X y eziste g : E — Y aplicacién discreta con O(g,X) < 7, tal que f y g son
g-encedenables.

iii) Para todo ¢ > 0 eziste § > 0 verificando que para todo espacio métrico
compacto X, dado D subconjunto abierto y denso de X y dada f : D — Y
aplicacidn discreta con O(f,X) < 6, dado n > 0, eziste E subconjunto denso de
X y existe g : E — Y aplicacidn discreta con O(g,X) < 1, tal que f y g son

e-encadenables.
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Capitulo 2

CARACTERIZACION
MULTIVALUADA DE LA
CATEGORIA DE LA FORMA
FUERTE

La categoria de la forma fuerte para espacios métricos compactos fue intro-
ducida en 1973 por J.B.Quigley [92], aunque algunas nociones relacionadas con la
teoria de la forma fuerte habian sido consideradas anteriormente por D.Christie
[27] y T.Porter [90], [91). En particular, Christie definié los grupos ‘shape’
fuerte. En 1976 D.A.Edwards y H.M.Hastings [37], motivados por trabajos de
T.A.Chapman [25], obtuvieron un isomorfismo de categorias entre la categoria
de la forma fuerte para espacios métricos compactos en el pseudo-interior del
cubo de Hilbert, @, y la categoria propia de homotopia de sus complementos en
Q. La teoria de la forma fuerte fue extendida a espacios topologicos arbitrarios
por F.W.Bauer 1] y Edwards y Hastings [37).

Para informacién general sobre la categoria de la forma fuerte para espacios
métricos compactos se pueden consultar los articulos [34] de J.Dydak y J.Segal y
[20] de F.W.Cathey. El primero de ellos presenta un estudio geométrico basado
en la nocidn de telescopio contractible. El segundo analiza diferentes caracteri-
zaciones. Nosotros usaremos el enfoque dado por J.B.Quigley [92] o, en forma
més general, el dado por Y.Kodama y J.Ono [62], [63]. Contribuciones mas

recientes a la teorfa de la forma fuerte aparecen en los articulos [32] de J.Dydak
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y S.Nowak, [43] de R.Geoghegan y J.Krasinkiewicz y [47] de B.Giinther.

Todas las descripciones existentes de la categoria de la forma fuerte para
espacios métricos compactos usan elementos externos para introducir las no-
ciones bdsicas. Generalmente se supone que los compactos estan contenidos en
el cubo de Hilbert o en un espacio ambiente conveniente, como una variedad o
un poliedro, ¥ las aplicaciones toman valores en entornos del compacto en el es-
pacio ambiente. En otra descripciones, los compactos se presentan como limites
inversos de sistemas de ANR y las aplicaciones se definen entre los sistemas y
no directamente entre los compactos.

En este capitulo presentamos una nueva descripcion de la categoria de la
forma fuerte para espacios métricos compactos, eliminando todos los elemen-
tos externos para obtener una caracterizacion intrinseca. Usamos en nuestro
acercamiento la teoria de las aplicaciones multivaluadas, siguiendo el programa
iniciado en [101], {102] y [103] para la categoria de la forma de Borsuk.

En la primera seccién de este capitulo damos una descripcion completa de
la categoria, cuyos morfismos se caracterizan como clases de homotopia de apli-
caciones multivaluadas finas.

En la segunda seccién probamos el isomorfismo con la categoria de la forma
fuerte.

En la tercera seccién introducimos una topologia en el conjunto M(X,Y)
de las aplicaciones multivaluadas finas entre dos espacios métricos compactos
X e Y. Esto nos permite identificar los morfismos de X a Y en la categoria
de la forma con las componentes conexas de M(X,Y) y los morfismos de X a
Y en la categoria de la forma fuerte con las componentes conexas por caminos
de M(X,Y). Usando esta representacién, probamos que todo morfismo de X
a Y en la categoria de la forma es la adherencia de un morfismo de X a Y en
la categoria de la forma fuerte. De esta forma mejoramos los resultados dados
por V.F.Laguna y J.M.R.Sanjurjo en [72] y [73] para el espacio de aplicacio-
nes aproximativas y por J.M.R.Sanjurjo en [103] para el espacio de ‘multinets’.
En estos articulos se prueba que los morfismos en la categoria de la forma se

pueden identificar con las componentes conexas por caminos del espacio corres-
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pondiente con una topologia adecuada, aunque con otras topologias naturales
este resultado no es siempre cierto.

En la cuarta seccién, dado (X, zo) espacio métrico compacto punteado, de-
finimos el espacio de lazos de Steenrod Q*(X, zo) como una herramienta itil en
el estudio de los grupos ‘shape’ fuerte II2(X, zo). Hemos adoptado esta termi-
nologia porque el nombre de Steenrod ha sido asociado a menudo con la teoria
de la forma fuerte (véase [50]). Probamos que II4(X, o) = Hn-1(9*(X, o), *)
y, por tanto, el calculo de los grupos ‘shape’ fuerte se reduce al de los grupos de
homotopia usuales del espacio de lazos de Steenrod.

Para resultados anteriores sobre la relacién entre la teoria de la forma y las
aplicaciones multivaluadas, pueden consultarse los articulos [22], {24], [61], [64],
[74], [99] v [108] de Z.Cerin, Z.Cerin y T.Watanabe, Y.Kodama, A.Koyama,
J.T.Lisica, J.M.R.Sanjurjo y A.Suszycki respectivamente.

2.1 LA CATEGORIA MSH DE LOS ESPA-
CIOS METRICOS COMPACTOS Y LAS
CLASES DE HOMOTOPIA DE APLICA-
CIONES MULTIVALUADAS FINAS

Definicién 2.1.1 Sean X e Y espacios topoldgicos. Una aplicacion multiva-
luada semicontinua superiormente de X a Y es una funcién F : X — Y tal
que para todo € X se tiene que F(z) es un subconjunto cerrado no vacio de
Y y para todo entorno V de F(z) en Y existe U entorno de z en X tal que

F(U) = le_{,F(y)CV-

Si Y es espacio métrico, decimos que F es e-fina si diam(F(z)) < € para todo
reX.

Sean F,G : X — Y aplicaciones multivaluadas semicontinuas superior-
mente. Se dice que F'y G son e-hométopas si existe una aplicacién multivaluada
e-fina semicontinua superiormente H : X x I — Y tal que H(z,0) = F(z}y
H(z,1) = G(z) para todo z € X.
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Definicién 2.1.2 Sean X e Y espacios métricos compactos. Se dice que una
aplicacién multivaluada F : X x R, — Y es una aplicacién multivaluada fina
si es semicontinua superiormente y para todo £ > 0 existe to € IRy tal que
diam(F(z,t)) < ¢, para todo z € X y para todo £ > to.

Se dice que dos aplicaciones multivaluadas finas F,G : X x Ry — Y son
hométopas, si existe H : X x [0,1] x Ry ~— Y aplicacién multivaluada fina tal
que para todo (z,t) € X x Ry

H(z,0,t) = F(z,t),H(z,1,t) = G(z,1).

Se dice que F y G son debilmente hométopas si para todo € > 0 existe £, € Ry
tal que Fxx[t.00) ¥ Glxx[to,00) 500 €-hométopas.

La homotopia y la homotopia débil de aplicaciones multivaluadas finas son
relaciones de equivalencia. Las correspondientes clases de equivalencia de F se

denotaran por [F] y [F),, respectivamente. (Obsérvese que [F} C [Flu)-

Lema 2.1.3 Sean F,G : X x Ry — Y dos aplicaciones multivaluadas fi-
nas asintéticas, ésto es, tales que para todo ¢ > 0 eziste to € Ry tal que
d(F(z,t),G(z,t)) < ¢, para todo x € X y para todo t > to.

Entonces F y G son homdtopas.

Dem. Basta definir H : X x {0,1] x R, — Y, tal que:

F(z,t) si053<%
H(z,s,t)={ F(z,t)UG(z,t) sis=1
G(z,t) sit<s<1

Definicién 2.1.4 Sean F: X x R, — Y y G: Y x Ry — Z aplicaciones
multivaluadas finas. Decimos que « : IR, — IRy es una aplicacion dilatadora
asociada al par (F, G) si es continua, creciente y existen {€,} y {7.}, sucesiones
nulas tales que:

a) diam(G(K X {t})) < €4, para todo K C Y con diam(K) < 5, y para todo
t€[n,n+1)

b) diam(F(z,t)) < n,, para todo z € X, para todo ¢ > o(n).
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La siguiente proposicién muestra que siempre existen aplicaciones dilatado-

ras.

Proposicién 2.1.5 Seen F: X xRy — Y y G:Y xRy — Z aplicaciones
multivaluadas finas.

Entonces existe o : Ry — IR, aplicacidn dilatadora asociada al par (F,G).

Dem. Dada G consideramos {£,} sucesion nula tal que
diam{G(y,1)) < eq

para todo ¥ € Y y todo ¢t > n. Entonces, como diam{G(y,t)) < & para todo
y €Y y todo t € [1,2], existe n; tal que para todo K C Y con diam(K) <
y para todo t € [1,2)], se tiene que diam(G{K x {t})) < &,. En general, para
todo n € IN, existe 5, < 1,_1 tal que diam(G(K x {t})) < &,,, paratodo K CY
con diam(K) < 1, y para todo t € [n,n+1). Asi, obtenemos por induccion una

sucesion nula g, > 1y > n3 > -+ tal que
diam(G(K x {t})) < &q,

para todo K C Y con diam(K) < 75,, para todo t € [n,n + 1], para todon € IN.
Ahora, por ser F multivaluada fina, existe 0 = 5 < #; < {2 < - -+ sucesién no
acotada tal que diam{F(z,t)) < n,, paratodor € X y todot > ¢, conn > 1.

Consideramos, para todo n € IN U {0}, el homeomorfismo lineal
ay : [nyn+ 1] — [t,, taa]

definido por a,(t) =, + (¢ — n)(ta41 — ts), para todo t € [n,n + 1). Entonces
el homeomorfimo o : [0,00) — [0, 00) definido por a(t) = an(t), para todo
t € [n,n + 1], es una aplicacién dilatadora asociada al par (F,G).

Como se demuestra en la proposicién siguiente, las aplicaciones dilatadoras

se pueden utilizar para definir una composicién de clases de homotopia.

Proposicién 2.1.6 Sean F: X xR, — Y y G:Y xRy — Z aplicaciones
multivaluadas finas. Sea a : Ry — IR, eplicacién dilatadora asociada al par

(F,G). Sea H : X x Ry — Z dada por H(z,t) = G(F(z,a(t)),t).
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Entonces H es multivaluade fina y su clase de homotopia [H] no depende de

la eleccidn de o ni de los representantes de las clases [F| y [G] escogidos.

Dem. Es claro que H es semicontinua superiormente. Para ver que es multiva-
luada fina consideremos las sucesiones nulas {¢,}, {n.} asociadas a . Entonces
dado £ > 0 tomamos ng € IN tal que &,, < ¢ y, como diam(F(z,a(t))) < 7,
para todo z € X y todo ¢ > ng, entonces diam(G(F(z, a(t)),1)) < €a, < € para
todo 2 € X y todo t > ny.

Para demostrar la segunda parte de la proposicion tenemos que ver que si
F': XxRy —mYyG:Y xRy — Z son aplicaciones multivaluadas finas
hométopas a F y G respectivamente, y si o' : Ry — IRy es una aplicacion
dilatadora asociada al par (F',G’) entonces la aplicacién H' : X x Ry — Z
definida por

H'(z,t) = G'(F'(z,d(1)),1)

es homoétopa a H.

Obsérvese primero que si 8 : IRy, — IR, es una aplicacién continua creciente
tal que 8(t) > a(t) para todo ¢t € IRy, entonces # es también una aplicacién
dilatadora asociada al par (F,G). Ademdis, la aplicacién J : X x Ry — 2
dada por

J(z,t) = G(F(z, A(2)), 1)

es una aplicacién multivaluada fina hométopa a H y la homotopia viene dada

por la aplicacién multivaluada fina K : X x [0,1] x R, — Z definida por
K(z,s,t) = G(F(z,a(t)(1 — s} + B(t)s), ).

Ahora, como F y F' son hométopas, existe F* : X x [0,1] x Ry — Y tal
que para todo (z,t) € X x Ry

F*(z,0,t) = F(z,t), F*(z,1,t) = F'(z,t),
y como G y G’ son hométopas, existe G*: ¥ x [0,1] x Ry — Z tal que
G*(y,0,t) = G(y,1), G*(y,1,) = G'(u, 1),
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para todo (y,t) € Y x Ry. Consideramos F : X x [0,1] x Ry — Y x [0,1]
dada por
F(z,s,t) = (F*(z,3,t),3)
y sea o” : Ry, — IR, aplicacién dilatadora asociada al par (F,G*) tal que
a”(t) > max{a(t),a'(t)} para todot € R;. Entonces H* : X x[0,1] xRy — Z
definida por
H*(z,s,t) = G*(F*(z,s,a"(t)), s, 1),

es una aplicacion multivaluada fina tal que para todo (z,t) € X x R,
Hy(z,t) = H*(z,0,t) = G*(F*(z,0,a"(%)),0,t) = G(F(z,a"(t)),t)

Hi(z,t) = H*(z,1,t) = G*(F*(z, l,a"(t)), Lt)= G’(F’(I,O’”(t)),t),

donde H} es hométopa a H y H; es hométopa a H’. Luego H y H' son

homotopas y esto concluye la demostracion de la proposicion.

Corolario 2.1.7 Dedas F: X xRy, — Y yG:Y xRy — Z aplicaciones
multivaluadas finas, podemos definir la composicién de clases como [G][F) = [H]
donde H : X x IR, — Z viene dada por

H(z,t) = G(F(z,a(t)),t)
con a: IRy, — R, eplicacion dilatadora asociada al par (F,G).

Teorema 2.1.8 i consideramos la clase de los espacios métricos compactos y
las clases de homotopia de aplicaciones multivaluadas finas entre ellos con la
composicion defintde anteriormente obtenemos una categoria que llamaremos
MSh.

Dem. Dado X espacio métrico compacto, el morfismo identidad en M Sh(X, X)
viene dado por la clase de homotopia de la aplicacion Iy : X x Ry — X
definida por Ix(z,t) = z, para todo (z,t) € X x IR,. En efecto, si ¥ es un

espacio métrico compacto, F' : X x IR, — Y es una aplicacion multivaluada
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fina y @ : R, — IR, es una aplicacién dilatadora asociada al par (Ix, F),
entonces [F|[Ix] = [J] donde

J(z,t) = F(Ix(z,a(t)),t} = F(z,1),

y dada G : Y x IRy — X aplicacion multivaluada fina y o' : Ry, — IR,
aplicacién dilatadora asociada al par (G, Ix), entonces [Ix][G] = [K] donde
K(z,t) = Ix(G(z,a/(t)),t) = G(z,a'(t)) y por tanto K es hométopa a G.

Para ver que M Sh es una categoria solo falta comprobar que dados X,Y, Z
y W espacios métricos compactos ydadas F: X xR, — Y, G: Y xRy — 2
y H:Z x R, — W aplicaciones multivaluadas finas, se tiene

(HI[GI[F]) = ((H]IGDIF).
Pero {H|([G][F]) = [R] donde
R(z,t) = H(G(F(z, aa(aa(t))), 02(2)), 1)
y ([H][GDIF] = [S] donde
S(z,t) = H(G(F(z, ba(t)), Bi(£)), 1),

donde a,, a3, 5, 8, son aplicaciones dilatadoras asociadas a los correspondientes
pares de aplicaciones. Vamos a ver que, escogiendo adecuadamente los repre-
sentantes de [F] y [G], podemos tomar todas las aplicaciones dilatadoras como
la identidad.

Sea {e,} sucesién nula tal que diam(H(z,1)) < ¢, para todo z € Z y todo
t > n. Existe {n,} sucesién nula tal que

diam(H{K x {t})) < €,

para todo K C Z con diam(K) < 5, y todo ¢ € [n,n+1]. Sea G' hométopa a G

tal que diam(G'(y,t)) < n, para todo y € Y y todo t > n. Existe {§,} sucesién

nula tal que '
diam(G'(K x {t})) < 1n
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para todo K C Y con diam(K) < 6, y todo t € [n,n +1]. Sea F' hométopa a
F tal que diam(F"(z,t)) < é, para todo z € X y todo ¢ 2 n.
Entonces [G][F] = [G'][F'] = [R1] donde

Ry(z,t) = G'(F'(z,t),1)
y (H]([G][F]) = [R] donde
R(z,t) = H(G'(F'(x,t),t),1).
Por otra parte, [H][G] = [H][G'] = [S:1] donde
Si(y,t) = H(G'(y,1),1)
y (H]GDIF] = ([H|[G)F] = [S] donde
S(z,t) = H(G'(F'(z,t),t),t).

2.2 MSH ES ISOMORFA A LA CATEGORIA
DE LA FORMA FUERTE

Definicién 2.2.1 Sean X e Y espacios métricos compactos contenidos en el
cubo de Hilbert Q. Una aplicacién fundamental de X a Y es una aplicacién
continua f : Q x IR, — @ tal que para cada entorno V de Y en Q existe U
entorno de X en @Q y existe t; € IR, tal que f(U X [ty,00)) C V.

Dos aplicaciones fundamentales f,¢ : @ xIR; — Q de X a Y son hométopas
si existe h: Q x [0,1] x Ry — @ aplicacién fundamental de X x [0,1) a ¥ tal
que

h(z,0,t) = f(z,1), h(z,1,t) = g(z, 1)

para todo (z,t) € @ x Ry.

Teorema 2.2.2 $i consideramos la clase de los espacios métricos compactos y
las clases de homotopia de aplicaciones fundamentales entre ellos con la com-

posicién usual se obliene une categoria que se denota SSh.
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Teorema 2.2.3 SSh y MSh son categorias isomorfas.

Dem. Sea f : ¢ x Ry — @ aplicacién fundamental de X a Y. Vamos a ver
que existe una aplicacion multivaluada fina F': X x Ry — Y asintética a f,
ésto es, tal que para todo £ > 0 existe ¢y € IR, tal que d(F(z,t), f(z,1)) < e
para todo z € X y todo t 2> {,.

Sea gy > €, > €5 > - - sucesién nula tal que f(z,t) € B, (Y) (1a bola cerrada
en @) para todo z € X, para todo t > n, para todo n € IN U {0}. Definimos
entonces F': X x Ry — Y dada por

_ [ B, (f(z,t))nY site0,1]
et = { B.(f(z)NY site€(nn+1]

Es facil ver que F es una aplicacién multivaluada fina y como

d(F('T’ t)v f(.T, t)) <ep
para todo z € X y todo ¢ > n, se tiene que f es asintdtica a F'.
Supongamos ahora que g : @ x IR, — @ es una aplicacién fundamental de
X a Y hométopa a f. Sea G: X x Ry, — Y una aplicacién multivaluada fina
asintotica a g. Vamos a ver que F' y G son hométopas.
Como f y g son homdtopas, existe h : @ x [0,1] x Ry — @ aplicacién
fundamental de X x [0,1] a Y tal que para todo (z,t) € @ x R,
k(z,0,t) = f(z,t), h(z,1,t) = g(z, t).
Sea H : X x[0,1] xRy — Y aplicacion multivaluada fina asintética a h y sean
Hy = HlXx{O}xR+1-H1 = HIXx{l}xR+
tales que Hy y H, son hométopas. Por otra parte,

d(F(z,t), Ho(z,t)) < d(F(z,1), f(2,1)) + d(f(z,1), Ho(z,1))

para todo (z,t) € X x R, y como F y f son asintéticas y h y H también,
entonces F' y Hj son asintoticas y por tanto, por el Lema 2.1.3, son hométopas.
De forma andloga se ve que H; y G son homoétopas. Por tanto F' es homdtopa

a(y.
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Hemos probado que existe una aplicacién bien definida
Qxy): SSKX,Y) — MSh(X,Y)

tal que Q(x,y)([f]) = [F] con f asintética a F.

Para ver que {(xy) es suprayectiva, consideramos una aplicacion multiva-
luada fina F: X x Ry — Y y escogemos g > €; > €3 > - - sucesién nula tal
que diam(F(z,t)) < ¢, para todo x € X, para todot > n, para todo n € INU{0}.
Entonces para cada z € X y cada t € [n,n + 1], n € IN, existe U{®") entorno
abierto de (z,t) contenido en X x (n — 1,n + 2) tal que

F(U®Y) C By, ,(F(z,t))
donde
€n — diam(F(z,t))

&

b(at) =
Luego diam(F(U=*)) < ¢,,. Ahora, por la compacidad de X x [n,n + 1] para
todo n € IN, podemos definir una sucesién de conjuntos abiertos Uz, Us, Uy, ...
¥y una sucesion creciente k) = 1 < k2 < k3 < kg < -+ de niimeros enteros tal que

para todo n € IN,
Xx[n,n+1]CUkn+1UUkn+2U"‘UUk“+l CXX(n—l,n+2)

y tal que diam(F(U,)) < €, para todo k > k.
Consideramos U; = X x [0,1) y definimos para cada n € IN una aplicacién
bn: X xRy — IR tal que

6n($=t) = i d((’-".?,;), (X x ]R+) —;Jk)'

La suma en el denominador es finita, pues d((z,t),(X x IRy) —Ux) # 0 si y solo
si (z,t) € Uy.

Escogemos ahora para cada n € IN un punto y, € F(U,) y definimos una
aplicacidn fp: X x R, — @Q tal que

fo(z,t) = bu(z, t)yn.
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La suma vuelve a ser finita y como ¥ 6,(z,t) = 1 y @ es convexo, fo es una
funcién continua bien definida. Ademds, para cada (z,t) € X x [n,n + 1] con

n > 2, si consideramos la familia de abiertos

{(Uiy.- 2 Ui} C {Uskncsyt1s- -1 Ukns Urp 13 o+ 00 Ukg s Uknga 415 - -+ Uy }
a los que (z,t) pertenece, se tiene

fo(z,t) = &, (x, )y, + -+ + 6i. (2, )y, con &, (z,8) +--- + ;. (z,t) =1
y si y € F(z,t) se tiene

dfolz,t)p) = || 3 bz tyis — ga,.,,(x,t)y ||=n§6,-k(z,t>(y.-k—y) I

k=1

_ E 8 (z,t) || wi, ~ v [I< max{}| v, — v |1}

< max{diam(F(U;,))} < €n-1-
En las expresiones anteriores hemos utilizado la norma || || del espacio de Hilbert
l; que contiene a Q.

Asi, hemos probado que para todo £ > 0 existe n € IN tal que para todo
z € X y todo t > n se tiene d( fo(z,t), F(z,t)) < €. Finalmente, esta dltima
condicién implica que para todo entorno V de Y en @ existe t, € IRy tal que
fo(X x {to,0)) C V. En efecto, dado V entorno de Y en @, existe ¢ > 0 tal que
B.(Y) C V, y dado este ¢, existe to € Ry tal que d(F(z,t), fo(z,?)) < €, para
todo £ € X y todo t > tp. Entonces fo(z,t) C B.(Y)C V,paratodoz € X y
todo t > 1.

Finalmente vamos a ver, aplicando repetidamente el teorema de extensién
de homotopia (ver [57]), que fo se puede extender a una aplicacién fundamental
f:Q xRy — @ de X aY que por lo anterior sera asintética a F.

Consideremos Q@ = Vo D V] D V3 O - sucesidén bésica de entornos ANR de
Y en Q (ésto es, tal que para todo entorno V de Y en Q existe n € IN tal que
V., C V) y consideremos 0 = ¥y < #; < t2 < --- tal que fo(X X [tny00)) C Vi

para todo n € IN. Tenemos entonces
folXxlo,h] X x [0, tl] —Q
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que, por ser ) €AR, se extiende a

f:Q x[0,4] — Q.

Ahora, fi(X x {t1}) = fo(X x {t1}) C W, luego existe U; entorno cerrado de X
en @ tal que f1(U; x {#;}) C ;. Pero entonces tenemos

Jolxxu e} : X X [ty 2] — Vi ¥y filvyx{e) : U1 x {1} — WA

que coinciden en la interseccidon, y como V; €ANR, por el teorema de extension
de homotopia, existe fy; : U; X [t1,1] — V}, extensiéon comin de ambas.
] 2, 1 + 3

Ademas, de
p: Ui X[ty —mViC@Qy Hh:@x{h} —Q

obtenemos, por ser Q €AR, fa,: @x%[t;,t;] — @, extension de ambas. Pegando

fi ¥ fa22 obtenemos f; : @ x [0,t;] — Q extensidn de fo|xxjos,) tal que
f2(U1 X [t11t2]) C I’/1-

Supongamos que hemos obtenido f, : @ x [0,1,] — @Q, extensién de fo|xx[o,.]

y una familia U; D U, D ... D U,_; de entornos cerrados de X en @ tal que
fn(Ul X [tlrtn]) C Vf’l:fn(Uﬁ x [t21tn]) C ‘/27- .. 1fn(U -1 X [tn—lstn]) - V;—l-

Entonces, como f.(X x {¢.}) = folX x {t,.}) C V,, existe U, C U,_, entorno
cerrado de X tal que f,(U, X {t»}) C V... Tenemos entonces

JolXxltntas1] 2 X X tnstns1] — Va ¥ fultaxita} : Un X {ta} — Vi,
con V,, €ANR. Luego por el teorema de extension de homotopia, existe
frt1,1 2 Un X [tny tag1] — Vi,
extensién de ambas. Ahora, de

fu+1,1 : Uy X [tn,tn+1] — VaCVaary fn'U,._lx{!,.} tUpy % {tn} — Vi,
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como V,,_; €ANR, obtenemos por el teorema de extensién de homotopia

fn+1.2 : Uno1 X [tn,tn+1] — V.,

extensién de ambas. De forma analoga obtenemos

fn+l,3 : U -2 X [tnstn-i-l] - Vﬂ.—2'

Continuando este proceso, obtenemos fn11n41 ¢ @ X [tn, tnt1] — @ tal que

fn+1,ﬂ.+l |Qx{t.,} = ntQX{tn}'

Pegando f, ¥ fatins1, Obtenemos fop @ Q@ X [0,tn41) — @, extensién de

folxxio,ns,] tal que
fn+1(U1 X [tl,tn+l]) C V]g fn+1(U2 x [tz,tn.g.}]) C Vg, vy fn+l(Un X [tmtn+l]) C Vn-

Asi, tenemos definida por induccién f : @ x Ry — @ extensién continua de
fo dada por f(z,t) = fa(z,t) si t <t,, que es aplicacién fundamental pues para
cada entorno V de Y en Q existe n € N tal que V, C V y, por tanto, existe U,
entorno de X en Q y existe t, € R, tal que f(U, X [t,,00)) C V, C V. Ademas,
es asintética a F por serlo fo. Esto prueba que (x,y) es suprayectiva. Vamos a
ver que también es inyectiva.

Sean F,G : X xIR; — Y aplicaciones multivaluadas finas hométopas y sean
f,9 : Q@ x Ry — @ aplicaciones fundamentales de X a Y asintéticas a F'y G
respectivamente. Como F y G son hométopas, existe H : X x[0,1] xRy — Y
aplicacién multivaluada fina tal que para todo (z,t) € X x R,

H(z,0,t) = F(z,t),H(z,1,t) = G(x,1).

Existe ' : Q@ x [0,1] x Ry — @ aplicacién fundamental asintética a H y si

definimos k) = h'lgx(o)xr, ¥ B} = P'|@x{1)xR,, entonces
d(f(z,), ho(2, 1)) < d(f(2,1), F(z,1)) + diam(F(z,)) + d(F(z,1), ho(=, 1))

para todo (z,t) € X x Ry, y como f y F son asintéticas, H y h' también y F
es multivaluada fina, entonces f y k) son asintéticas en X. De forma andloga

se ve que h} y g son asintéticas en X.
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Como h! son asintéticas en X es convexo, existe una aplicacion
0 ]

continua k" : X x [0,1] x R, — @ tal que
K (x,0,t) = f(z,t), h"(z,1,t) = hy(z,t)

para todo (z,t) € X x IRy y tal que para todo entorno V de ¥ en @ existe
to € IR, tal que A"(X X [ts,00)) C V y, como h] y g son también asintéticas,

existe A" : X x [0,1] x IR; — @ aplicacion continua tal que
r"(z,0,t) = hy(z,t), k"(z,1,t) = g(z,1)

para todo (z,t) € X x R} y tal que para todo entorno V de Y en Q existe
to € Ry tal que A"(X x [to,0)) C V. Luego existe una aplicacion continua
h:X x[0,1] x Ry — @ tal que

h(z,0,t) = f(z,t), h(z,1,t) = g(z,t)

para todo (z,t) € X x IRy y tal que para todo entorno V de Y en Q existe
to € Ry tal que h(X X [tg,00)) C V.
Finalmente vamos a ver, aplicando repetidamente el teorema de extension

de homotopia, que h se puede extender a una aplicacién fundamental
h:Qx[0,]]xRy — Q
de X x [0,1] a Y tal que
h(z,0,t) = f(z,t), h(z,1,t) = g(z,1),

para todo (z,t) € @ x Ry.
Pegando f, g y h, obtenemos

ho: (@ x {0,1}UX x [0,1]) x Ry — Q.

Consideremos Q@ = V; D V; D V; D ... sucesién béasica de entornos ANR
de Y en (), y consideremos Q = Uy D Uy D Uj D --- familia de entornos
cerrados de X en Q vy 0 = ¢y < t; < t; < --- sucesion creciente, tales que

ho((U] x {0,1} U X % [0,1]) X [ts,00)) C V;, para todo n € IN. Tenemos entonces
hol(@x{ejuxxpopxos] * (@ x {0,1} VX x [0,1]} x [0,4] — Q
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y como Q €AR, se extiende a
hy: Q X [0,1] X [O,tl] — Q

tal que h(gx{o.13ux x[o))x[0,] = Po-

Ahora, k(X x[0,1]x{t;1}) = ho(X %[0,1]x{t;}) C Vi, luego existe U; entorno
cerrado de X contenido en U{ tal que hy(U; x [0,1] x {t:}) C Vi. Por otra parte
tenemos ho{(Uy x {0,1} U X x [0,1]) X [t1,%2]} C V. Como ambas coinciden en

la interseccién, podemos pegarlas y obtenemos una aplicacion continua
Uy x[0,1] x {t;}U (U1 x {0,1} UX x [0,1]) X [t1,t2]) — W1

donde Uy x {0,1} U X x [0, 1] es cerrado de Uy x [0,1] y V; €ANR, y por tanto,

por el teorema de extensién de homotopia se extiende a
hg] . U1 X [0, 1] X [t],tg] - ‘/1.

Como hol(gx{e.13uX x[o])xltrtah Pal@xa)x{t) ¥ ko coinciden en todas las inter-

secciones, podemos pegarlas y obtenemos una aplicacién continua
Uy x [0,1] x [t1,82] U@ x {0,1} x [ti,t] U@ x [0,1} x {t,} — @
que, como @ €AR, podemos extender a
ha 1 Q x [0,1] X [t1,12] — @,
tal que
hal@xfo.ux xioalxie ] = hol@x 0a)ux x(oxies 2]
halaxionix(n) = Palexmalxn}
hao(Uy x [0,1] x [t1,t2)) C WA

Supongamos que para todo k € {1,...,n} tenemos
he: @ % [0,1) X [teo1,te] — @

y tenemos Up = @ D Uy D U; D ... D U, entornos cerrados de X en Q tales
que Uy C U/ para todo k € {1,...,n — 1} y tales que

i} (@x 0.1 )0X x[0,1])xte1.te} = Pol(@x40,1)UX x[0A])X{tk—s til>
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hilgxionixiteos) = he-1laxioa)xftizids
hi(Uy x [0, 1] X [tk—lstk]) CW,ooo s B(Up—y X [0, 1] X [tk-l,tk]) C Vi1

Entonces, k(X x [0,1] X {t.}) = ho(X x [0,1] x {t,}) C Vi , luego existe
U, entorno cerrado de X en U,_, N U’ tal que h,(U, x [0,1] x {t.}) C V.
Por otra parte ho({U, % {0,1} U X x [0,1]) X [tn,tn41]) € Va. Como ambas
aplicaciones coinciden en la interseccién, podemos pegarlas y obtenemos una

aplicacién continua
U, x [0,1] x {t,} U(Un x {0,1}UX x [0,1]) X [tn, tan] — V2

donde U, x {0,1} U X x [0,1] es cerrado de U, x [0,1] y V, EANR y por tanto,

por el teorema de extensién de homotopia, se extiende a
h,‘+1'1 : Un X [0, 1] X [t,,,t,wq] — Vn.

Como ho|u,_; x{01)uX x[0A])X[tnitns1]s BnlUa_ix[01]x{ta} ¥ fnt1, coinciden en todas

las intersecciones, podemos pegarlas y obtenemos una aplicacién continua
U, % [0,1] X [tnstn41] U Uncr X {0,1} X [tn, 8] U Uny X [0,1] x {t.} — Vi,

donde U, x [0,1] U U,-1 x {0,1} es cerrado en U,y x [0,1] y V-1 €ANR y por

tanto, por el teorema de extensién de homotopia, se extiende a
Pog12 i Uncy X [0,1] X [tn,taga) — Vaos.
Continuando este proceso, llegamos hasta
Pogin : Up X [0,1] X [tayta4r) — VA

Como hol@x (0,1} x[tntms: JOXX[0,1]% {tn}> Pn|@x[0)x{ta} ¥ Fnt1,n coinciden en todas las

intersecciones, podemos pegarlas y obtenemos una aplicacion continua
Uy x [0,1) X [tn, tns1] U Q X {0,1} X [tn, tara] U@ % [0,1] X {tn} — Q
que, como @ €AR, podemos extender a
hagr : @ % [0,1] X [ta,tn4s] — @
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tal que

Prt1](@x {0,130 x[0,1]) X[tmitns1] = P0l(@x{0,1JUX X[0,1])X [tn tns 1]
hrt1ox[o1)x{ta} = Pnl@x[0,1)x{ta}
hn-{-l(Ul x [0, 1] X [tn,tn+1]) C .V], ‘e ,hu+l(Un X [0, 1] X [tn,tn+1]) C Vn.

Finalmente, como hu41|gx[o1)xita} = Ralgx(o1]x{tn} Para todo n € N, la

funcion
h:Qx[0,1]xRy — @

dada por i(z,s,t) = ha(z,s,t), si t € [ta_1,t.] €s una aplicacién continua bien
definida tal que

h(z,0,t) = f(z,t), h(z,1,t) = g(z,t)
para todo (z,t) € @ x IR, y tal que para todo entorno V de Y en Q existe U
entorno de X en Q y existe t € R, tal que A(U x [t,00) x [0,1]) C V. Por tanto
f ¥ ¢ son hométopas. Esto prueba la inyectividad de Q(xy).

Luego {(x,y) es una biyeccién entre SSh(X,Y) y MSh(X,Y). Por otra
parte, es evidente que Q(x x) manda la clase de la identidad en la clase de la
identidad para todo espacio métrico compacto X. Entonces para probar que
SSh y MSh son categorias isomorfas solo falta ver que para todo par X,Y de

espacios métricos compactos, (x,y) conserva la composicion, ésto es

Qx,2)([9][f]) = Qv.2)([9DQxx)([f]),

para todo par de aplicaciones fundamentales f : @ xRy — Q@ de X aY y
g:@xRy — QdeY alZ.

Sean F: X xR, — Y y G :Y x R, — Z aplicaciones multivaluadas
finas asintéticas a f y ¢ respectivamente. Sea &) > €2 > +++ > €5, > -+ sucesion
nula tal que

d(g(y,1), G(y,t)) < €x,

para todoy €Y ytodot >n. Seamy >n, > -+- >, > -+ tal que

d(9(y,1),9(¥', 1)) < €,
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para todo par de puntos y,y’ € Q con d(y,¢') < 7. y todo ¢ € [n,n 4 1]. Sea
a : R; — R, aplicacién dilatadora asociada al par (F,G) verificando que
diam(F(z, a(t))) < 1, para todo ¢ > n.

Por el argumento dado al principio de la demostracién, existe una aplicacién
fundamental f’ tal que d(F(z,a(t)), f(z,t)) < 5, para todo z € X y todo
t > n. Es facil ver que Quxy)([f']) = [F) y por tanto (f] = [f’]. Vamos a ver
que Qx z)([9](f']) = [GIIF].

Para todo (z,t) € X x [r,n + 1], como d(F(z,a(t)), f'(z,1)) < 7a, existe
y € F(z,a(t)) con d(y, f'(z,t)) < 1, y por tanto d(g(y,t), 9(f'(z,1),1)) < €n.
Por otra parte, d(G(y,t), ¢(y,t)) < €. ¥ como y € F(z,a(t)) entonces se tiene
que d(g(y, ), G(F(z,a(t)),t)) < €a. Luego

d(g(f’(.’l:,t),t), G(F(maa(t))!t)) < 2¢y,

para todo ¢ > n. Como consecuencia,

Qx.z)([9]f]) = Q(X,Z)([g] [fD = [G][F] = Q(Y,Z)[Q]Q(x,y)[f ]
Esto completa la demostraciéon del teorema.

Si f: X — Y es una aplicacién continua de un subconjunto cerrado X de
un espacio métrico compacto X’ en un espacio métrico compacto Y, decimos
que f es e-extendible a X’ si existe una aplicacién multivaluada F: X' — Y
e-fina tal que F|x = f. El siguiente resultado da una caracterizacién de las
inclusiones que inducen isomorfismos en la categoria M Sh. La demostracion es

aplicacién de las técnicas desarrolladas en esta seccion.

Teorema 2.2.4 Sea X un subconjunto cerrado de un espacio métrico compacto
X'. Entonces lo inclusidn i : X — X' induce un isomorfismo en la categoria
MSh si y solo si para todo € > 0 y para todo espacio métrico compacio Y, se
verifica que para toda aplicacién continua f : X — Y eziste una c-eztensidn
F: X' — Y y para toda aplicacién continua g : X' x {0,1}UX x[0,}]] — Y

eziste una e-extension G: X' x [0,1] — Y.
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2.3 UNA TOPOLOGIA EN EL CONJUNTO
DE APLICACIONES MULTIVALUADAS
FINAS ENTRE DOS ESPACIOS METRI-
COS COMPACTOS

Definicién 2.3.1 Sean X e Y espacios métricos compactos y denotemos por
M(X,Y) al conjunto de aplicaciones multivaluadas finas de X a Y. Dadas
F,G € M(X,Y) y dado ¢ > 0, decimos que G € B.(F) si existe una sucesion
{e.} tal que T &% < ¢, verificando:
a) Para todo k € IN y para todo (z,t) € X x [0, k] existe (z,#') € X x [0, k] con
d((z,t),(z',t')) < ex tal que G(z,t) C B, (F(z', 1))
b) Para todo (z,t) € X x Ry existe (z',t') € X x IRy con d((z,t),(z,t')) < ¢
tal que diam(G(z,t)) < diam(F(z',t')) + €.

Obsérvese que si G € B,(F), entonces dado k € IN, si (z,t) € X x [0, k] existe
(z',#') € X x [0, k] tal que d((z,t),(z",t)) < 2f¢ y G(z,t) C By (F(z',1)).

En la siguiente proposicién vamos a ver como definir una topologia en el
conjunto M(X,Y). Si F € M(X,Y) introducimos la notacién

B(F) = {B.(F) | e > 0}.

Proposicién 2.3.2 La familic {B(F) | F € M(X,Y)} es un sistema de en-
tornos para el conjunto M(X,Y). El correspondiente espacio topoldgico, que

denotarernos también por M(X,Y), es un invariante topolégico.

Dem. Es evidente que B(F) # 0 para todo F € M(X,Y) y que F € B.(F)
para todo ¢ > 0. También es inmediato que dados B,(F), B./(F) si tomamos
6§ = min{e, e’} > 0 se tiene que Bs(F) C B,(F)N B.(F). Para probar la
primera afirmacién solo falta ver que si G € B.(F'), entonces existe § > 0 tal
que Bs(G) C B.(F).
Pero si G € B,(F) existe {¢,} tal que 3 3 < ¢ verificando:

a) Para todo k € IN y para todo (z,t) € X x [0, k] existe (z,t') € X x [0, %) con
d((z,t),(2',t)) < & tal que G(z,t) C B, (F(z',1)).
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b) Para todo (z,t) € X x R, existe (z/,#) € X x Ry con d((z,1),(z',t)) < ¢
tal que diam(G{z,t)) < diam(F{(z’,1")) + €.

Sea ko € IN tal que diam(G(z,t)) < £ para todo z € X y todo ¢t 2 ko,
y sea 0 < § < min{§,e — £ %} tal que para todo (z,t) € X x [0, ko] existe
(z',¥) € X x Ry con d((z,t),(z',t'})) < e — 6 tal que

diam(G(z,t)) < diam(F(z',t')) + € - 6.

Sea H € B;(G), entonces existe {§,} tal que T~ % < 6, verificando:
a) Para todo k € IN y para todo (z,t) € X x [0, k] existe (2’,#') € X x [0, k] con
d({z,t),(z',t)) < & tal que H(z,t) C B (G(',t')).
b) Para todo (z,t) € X x IR, existe (z',#) € X x Ry con d((z,t),(z',t)) < ¢
tal que diam(H(z,1)) < diam(G(z",t')) + 4.

Pero entonces {&, + 8.} verifica T 4% < ¢ y ademas:
a) Para todo k € IN y para todo (z,t) € X x [0, k] existe (2’,'} € X x [0, k] con
d((z,t),(z',1'}) < & tal que

H(z,t) C Bs (G(=',¥))

Por otra parte existe (z",t") € X x [0,k] tal que d({(z’,t'),(z",t")) < ex ¥
G(z',t') C B, (F(z",t")). Por tanto d((z,t),(z",t")) < ex + 6 ¥

H(z,t) C Bepss,(F(2",1")).
b) Dado (z,t) € X x R, existe (z/,t’) € X x Ry con d((z,t),(z',t')) < é tal que
diam(H(z,t)) < diam(G(z',t')) + 6.

Pero si (z/,t') € [0, ko) existe (z”,t") € X x Ry con d((«',t'),(z",t")) <e—4by
diam(G(z',t)) < diam(F(z",t")) + ¢ — 6. Por tanto d((z,t),(z",t"})) < ey

diam(H(z,t)) < diam(G(z',t')) + § < diam(F(z",t")) + €.

Y si (z',t') € [ko,00), diam(H(z,t)) < diam(G(z',¥')) + 6 < §+ 6 < e. Esto
prueba que {B(F) | F € M(X,Y)} es un sistema de entornos para el conjunto
M(X,Y).
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Para probar la segunda afirmacién, supongamos primero que X' es otro es-
pacio métrico compacto y que f : X — X' es una aplicacién continua. Existe

una aplicacion inducida
7r: M(X',Y) — M(X,Y)

definida por 7;(F)(z,t) = F(f(z),t) para todo (z,t) € X x Ry. Vamos a ver
que si f es un homeomorfismo, entonces +y; es continua.
Sea F € M(X',Y) y seac > 0. Sea A > diam(Y") y sea ko € IN tal que

v A
k=ko+l2k 2

Como f~! es continua e ¥ es compacto, dado ¢ existe §; > 0 tal que para todo

par de puntos z',3y’ € X' con d(z',y') < é; se tiene que
_ - €
dFH W) < 5

Sea § > 0 tal que 2¥6 < min{%,6,} y vamos a ver que si G € M(X",Y) verifica
G € Bj;(F) entonces v4(G) € B.(y;(F)).

Definimos {}, verificando }_ 3 < ¢, como

£ s1l1<k<ke
Ep = 2 .
A siky<k.

Sea (z,t) € X x [0,k] con k < ko, entonces (f(x),t) € X' x [0,k] y como
G € Bs(F), existe (z”, ') € X' x [0, k] con d((f(z),1),(z",¥)) < 2*6 tal que
G(f(z),t) C Bus(F(z",1)).

Ademis, como d(f(z),z")) < 2%6 < &, si tomamos z' = f~1(z") € X se tiene
que d(z,z') < £. Por tanto, para todo (z,t) € X x [0, k] con k < ko, existe
(z',t') € X x [0, k] con d((z,t),(z',¥)) < d(z,2') +d(t,t') < §+27§ < § tal que

11G(z, 1) = G(f(2),t) C By s(F(f(2), 1)) C Bg(vs(F(', ).

Y si t > ko, entonces v7,G(x,t) C Ba(ys(F(z,t)).
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Por otra parte, para todo (z,t) € X x IR, existe (z",t') € X’ x IRy tal que
d((f(z),t),(a", ) < by

diam(G(f(z),1)) < diam(F(z", ")) + 6.

Sea ' = f~'(z”). Como d(f(x),z") < § < &y, se tiene que d(z,z') < . Luego
d((z,t), (e, ) < s+b6<ey

diam(y;G(z,t)) = diam(G(f(z),1)) < diam(F(f(z'),t')) + 6
< diam(y/(F(', ') +e.

Luego v4(G) € B.(v4(F}) y v es continua.

Ademds, 75—+ = Y5-17s = lp(xy) ¥ ésto implica que 5 es un homeomor-
fismo. Luego si X, X’ e Y son espacios métricos compactos tales que X y X'
son homeomorfos, entonces M(X,Y) es homeomorfo a M(X',Y’).

De forma analoga, si Y’ es otro espacio métrico compactoy g: Y — Y’ es

una aplicacién continua, existe una aplicacién inducida
7 M(X,Y) — M(X,Y)

definida por y(F)(x,t) = gF(z,t) para todo (z,t) € X x R,. Vamos a ver que
+¢ es continua.
Sea F € M(X,Y)yseae>0. Sea A > diam(Y) y sea ko € IN tal que

v 2.8
k=ko+1 2k 2

Como g es continua e Y es compacto, existe §; > 0 tal que

d(g(y),9(v")) < -;-

para cualesquiera v,y € Y tales que d(y,¥’) < &.
Sea § > 0 tal que 28 < min{%,6,}. Vamos a ver que si G € Bs(F') entonces

7(G) € B.(¥(F)).
Definimos {¢.}, verificando 3~ § < ¢, como

Er = % SllSkSko
k71 A siky < k.
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Sea (z,t) € X x [0,k] con k < ko, entonces existe (z',¢') € X x [0,k] con
d{(z,t),(z', ")) < 2%§ tal que

G(z,t) C Bas(F(2', ).

Entonces para todo y € G(z,t) existe y' € F(z',t') tal que d(y,y’) < 2§ y por
tanto d(g(y), 9(v')) < §. Luego

PG(z,1) = 9(G(z,1)) C By(39(F(z',))) C By(+*F(a',t).

Y si t > ko, entonces ¥°G(z,t) C Ba(¥(F(z,t)).
Por otra parte, para todo (z,t) € X X [0, ko] existe (2',t') € X x IRy con
d((z,1),(z',t')) < £ tal que ¥?G(z,t) C Bg(y?F(z',t')) y por tanto

diam(y?G(z,t)) < diam(4?F(z',t")) + €.
Y sit > ko, diam(G(z,t)) < diam((F(z,t))) + 6 < £ + 6 < 6, y por tanto
diam(gG(z,t)) < £ £ diam(gF(z,?)) +e¢.

Luego v9(G) € B.(¥*(F)) y 4* es continua.

Ademss, si g es un homeomorfismo, entonces v9~ 7% = ¥y = ImMxy) ¥y
ésto implica que 4% es un homeomorfismo. Luego si X, ¥ e Y’ son espacios
métricos compactos tales que ¥ e Y’ son homeomorfos, entonces M(X,Y) es
homeomorfo a M(X,Y’).

Finalmente, si X, X', Y e Y’ son espacios métricos compactos tales que X es
homeomorfo a X’ e Y es homeomorfo a Y, entonces M(X,Y’) es homeomorfo a

M(X',Y").

Observacién 2.3.3 La condicién b) en la definicion de los entornos de la to-
pologia para M(X,Y) refleja el hecho de que aplicaciones multivaluadas finas
cercanas tengan didmetros comparables. La condicién a) es una reminiscencia
de la topologia compacto-abierta en espacios de aplicaciones multivaluadas se-
micontinuas superiormente entre compactos. Esto puede precisarse del modo

siguiente.
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Proposicién 2.3.4 Sean X e Y espacios méiricos compactos y consideremos el
conjunto T'(X,Y) de las aplicaciones multivaluadas semicontinuas superiormente
de X ¢ Y. Dadas F,G € I(X,Y) ye > 0, decimos que G € B.(F) si para todo
z € X eziste z' € X con d(z,z") < ¢ tal que G(z) C B.(F(z')). Entonces la
familia {B.(F) | F € I(X,Y),e > 0} define un sistema de entornos que induce

ezxactamente la topologia compacto-abierta en I'(X,Y).

Dem. La demostracién de que la familia {B.(F) | F € I(X,Y) y € > 0} define
un sistema de entornos es mas sencilla que en el caso de M(X,Y).

Para probar la equivalencia con la topologia compacto-abierta consideramos
F e T(X,Y) y sea (K1, V1)N...N{K,, V,) entorno de F en la topologia compacto-
abierta. Entonces, como K; es compacto, para todo ¢ € {1,...,n}, se tiene que

F(K;) es un compacto y como esta contenido en V; existe € > 0 tal que
By (F(K)) C V;,
para todo i € {1,...,n} y existe 0 < &' < ¢ tal que
F(Be:(K:)) C Bo(F(K;)).

Entonces F € B.(F) C {K1,1)N...N{K,,V,} pues si G € B.(F), entonces
para todo z € X existe z' € X con d(z,z’) < € tal que G(z) C B+(F(z')) y por

tanto
G(K:) C Ba(F(Bx(K:))) C Be(B(F(K)))) C B2(F(K:)) C V;,

para todo : € {1,...,n}.
Reciprocamente, dada F € I'(X,Y) y dado ¢ > 0, entonces para todo z € X
existe 0 < &, < € tal que

F(B,_(z)) C B.(F(z)).

Sea {zi,...,%a} tal que X C B,, (z1)U...UB,, (z,) y consideremos para todo
ie{1,...,n}
K; = B,,'_i:r,-i,v:- = B,(F(z;)).

78



Entonces F' € (K1, Vi)N...N{K,,V,) C B.(F) puessi G € {K;, )N.. N{K,, V)
entonces para todo z € X existe 1 € {1,...,n} tal que z € B,, (z;) y por tanto
G(z) C B.(F(x;)) con d(z,z:} < &5, < €.

Proposicién 2.3.5 Sean X e Y espacios métricos compactos y consideremos
el conjunto M(X,Y) de las aplicaciones multivaluadas finas de X a Y. Dadas
F,G e M(X,Y), dados K,...,K, compactos de X xR, y dado € > 0, decimos
que G € N(Ky,...,K,,e)(F) si G(K;) C B.(F(K;)) para todo i € {1,...,r}, ¥
para todo (z,t) € X x Ry eziste (z',%') € X x Ry con d((z,t),(2',t)) < € tal
que diam(G(z,t)) < diam(F(z’,t')) + €. Entonces la familia

{N(Ky,...,K:,e)(F) | F € M(X,Y),Ky,..., K, compactos,c > 0}

define un sistema de entornos que induce ezactamente la topologia definida an-

teriormente en M(X,Y).

Dem. Es féacil probar que es un sistema de entornos. Vamos a demostrar la
equivalencia de las topologias. Sea F € M(X,Y), y sea N(K,,...,K,,e}(F)

entorno de F en esta topologia. Consideremos ng € IN tal que
KiU...UK, C X x [0,ng).

Como F(K;) C Bs(F(K;)) existe 0 < ¢’ < 357 tal que
F(Broo(K:)) C By(F(K:)).

Entonces F C B.(F) C N(Ky,...,K,,e)(F) pues si G € B.:(F), para todo
(z,t) € X x [0, no) existe (', ') € X x [0,no] con d((x,1),(z',1')) < 2"¢’ tal que
G(z,t) C Bano oo F(2', 1)), luego

G(K{) C Bzﬂod(F(BZ"O:‘(Ki))) C BG(F(K"))'

Reciprocamente, sea F : X x IRy — Y multivaluada fina y sea ¢ > 0. Sea
A > diam(Y) y sea no € IN tal que

> A
2270<

n=ng

Nim
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Entonces, para todo (z,t) € X x [0,no] existe £(5) < § tal que
F(Boy @) C By (F(z, 1))
Sea {(z1,t1)y...,(zy,t,)} tal que
X x [0,n0] C Be(zl,u)("’h Hu...U B,,(‘r"r)(z,,t,.)

y tal que para todo n < ng y todo (z,t) € X x [0,n] existe (z;,%;) € X x [0,n]
tal que (z,t) € B, . (%i,ti). Consideramos para todo ¢ € {1,...,r}

K; = B,(SI_."_)i.’E;,t,' ).

Entonces F C N(Kjy,..., Ky, )Y(F) C B.(F) pues si G € N(Kj,..., K, §)(F)

consideramos {¢, }, verificando ¥ ¢, < ¢, tal que

£ = % silSngno
"T1 A sing<n.

Entonces para todo n < np y todo (z,t) € X x [0,n] existe ¢ € {1,...,n} tal
que (2,1) € e, (2ir1:) ¥ (2ist) € [0,n] y por tanto

G(I,t) C G(Bg("_"i)ixi,ti D C B%(F(Bc(,.,_‘..)ixi,ti ’)) C B%(B.‘-.(F(a:.-,t,-)))
C By(F(ziyty).
con d((z,1), (i, %)) < E@zit) < §- Y para todo (z,t) € [no, 00) se tiene

G(z,t) C Ba(F(z,t)).

El siguiente teorema es un resultado fundamental en esta seccién. Tiene que
ver con propiedades de tipo exponencial en el espacio M(X,Y’) y los principales

resultados de esta seccién y la siguiente son consecuencia de él.

Teorema 2.3.6 Sean X, Y y Z espacios métricos compactos y consideremos
une aplicacidn multivaluade fine F: X x Z x Ry — Y. Entonces, la funcidn
F': Z — M(X,Y) definida por F'(z)(z,t) = F(m,z,'t) es continua. Recipro-

camente, si F' : Z — M(X,Y) es continua, entonces la aplicacion asociada
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F: X xZ xRy — Y definida por F(z,z,t) = F'(z)(z,t) es una aplicacion
multivaluada fina. Por tanto, eviste una biyeccidn natural enire los conjuntos
C(Z,M(X,Y)) y M(X x Z,Y), donde C(Z,M(X,Y)) representa el conjunto
de aplicaciones continuas de Z « M(X,Y).

Dem. Sea zo € Z. Vamos a ver que si F: X x Z x Ry — Y es una aplicacion
multivaluada fina entonces F' es continua en z,. Sea € > 0, sea & > diam(Y) y

sea ko € IN tal que

$ At
k=ko+1 2k 2,

y tal que diam(F(z,z2,t)) < € para todo (z,z,t) € X x Z x [ko,00). Por otra
parte, para todo (z,%) € X X {0, ko, existe 0 < b5y < £ tal que

F(By, (2, 20,t)) C Bs(F(z, 20, 1)),

y por la compacidad de X x {20} x [0, ko], podemos encontrar una familia finita

de puntos (z1,%1),...,(Zats) ¥ 6 > 0 tales que

X x Bs(Zo) x [0, ko] C U Bs(s;,r;)(xi’ 20, ti)

=1
y tal que para todo k < ko y todo (z,t) € X x [0, k] existe (z;,1;) € X x [0, £] tal
que (x,t) € By, , (i,t). Luego, para todo (z,2,t) € X X Bjs(zp) x [0,k] con
k < ko, existe (z', 20,1} € X x {2} x [0, k] con d((z, z,t),(z', 20, ")) < § tal que

F(z,2,t) C By(F(z', z0,t"))-

Definimos entonces {¢x}, verificando 3~ % < ¢, del modo siguiente

£ sl1<k<k
Ep = .
A s kg < k.

Sea z € Z tal que d(z, 29) < §. Entonces para todo (x,t) € X x [0, k] con k < ko,
existe (z',t') € X x [0, k] con d({z,t),(z',#)) < & tal que

F'(z)(z,t) C Be, (F'(20)(<',1)).

Y si (z,t) € X x [0,k] con k > ko entonces F'(z)(z,t}) C Ba(F'(20)(z,?)).
Por otra parte, para todo (z,t) € X x [0, ko] existe (z,#) € X x IRy con
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d((z,1), (z', 1) < € tal que
diam(F(z)(z, 1)) < diam(F'(z0)(a', ")) + €.
Y para todo (z,t) € X x [k, 00), se tiene
diam(F'(2)(z, 1)) < & < diam(F'(z0)(z, 1)) + &

Por tanto F'(2) € B.(F'(z)) y ésto prueba la continuidad de F’ en z.

Para probar el reciproco, consideramos F' : Z — M(X,Y’) continua y sea
F: X x Z x Ry — Y su aplicacién asociada. Vamos a ver primero que F es
semicontinua superiormente. Sea (Zo, z0,%) € X X Z X Ry y sea ¢ > 0. Como

F'(z,) es semicontinua superiormente en (zo, %), existe & > 0 tal que
F’(Zu)(Bgl(.'L‘o, to)) C B';'(F(xO!ZOytO))‘

Sea ko € IN tal que (to — &1,t0 + 61) C [0, ko]. Como F” es continua en zg, existe
6, < min{%,¢} verificando que F'(z) € B (F'(zo)) para todo z € Z con
d(z, z) < 65. Por tanto para todo (z,t) € X'x [0 ko) existe (z',t') € Bh(:c t) tal
que F(z,z,t) C Bs (F(z', 20,t')). En particular, para todo (z, z,t) € XXZ xRy
con d((zx, z,t), (xo,';o,to)) < §; existe (2',t') € B%L(z:,t) tal que

F(z,2,1) C By (F(&',20,¢),

y como d((z',t"),(To, o)) < 2 + 6, < 6, es F(z',20,t') C Be(F(zo,20,%0)). Por

tanto
F(z,z,t) C Bgﬂ,_(F(m', zp,t')) C B%L+%(F($o, z0,t0)) C B.(F(z0, 20, t0))

y F es semicontinua superiormente en (g, 2o, to)-
Vamos a ver ahora que F es multivaluada fina. Sea € > 0, entonces para

todo z € Z existe § > 0 tal que para todo 2z’ € Z con d(z, z') < § se tiene
F'(') € B¢(F'(2)).

Por la compacidad de Z existe una familia finita de puntos z,23,...,2, € Z

tal que para todo z € Z existe i € {1,...,n} con F'(z) € Bg(F'(%)) y de
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ésto se sigue que para todo {z,t) € X x IR, existe (z,#') € X x R, tal que
d((z,t),(z',t)) < sy

dism(F(2)(z, 1)) < dism(F(z)}(z,£)) + 5.
Como F'(z;) es una aplicacién multivaluada fina existe ¢; € IRy tal que
diam(F'(z))(z,1)) < 7

para todo z € X, todot > to— £ y todo ¢ € {1,...,n}. Asi, para todo
(z,2,t) € X X Z X [ty, ), existe (2',z;,t') € X X Z X [to — §,00) tal que

diam(F(z, 2,)) = diam(F'(z)(z, ) < diam(F(z)(z’, ")) + % < % + % =c.

Por tanto F es una aplicacién multivaluada fina y ésto completa la demostracion

del teorema.

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado
que proporciona una representaciéon de los morfismos en la categoria M Sh como

ciertos subconjuntos de M(X,Y).

Corolario 2.3.7 Dos aplicaciones multivaluadas finas F,G: X xRy — Y

son homdtopas 81 y solo si estdn en la misme componente coneza por caminos
de M(X,Y). Como consecuencia, los morfismos de X a Y en la categoria MSh

se pueden identificar con las componenies conezas por caminos de M(X,Y).

Dem. F y G son hométopas si y solo si existe una aplicacién multivaluada
fina H: X xIxRy — Y tal que H(z,0,t) = F(z,t) y H(z,1,t) = G(x,t)
para todo (z,t) € X x Ry pero por el teorema anterior ésto es equivalente a
la existencia de una aplicacién continua h: I — M(X,Y) tal que h{0) = F y
k(1) =G.

El siguiente resultado da una nueva caracterizacién de la clase {F], y es-

tablece una relacidn entre [F] y [FJ..
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Teorema 2.3.8 Dos aplicaciones multivaluadas finas F,G : X xRy — Y
son debilmente homdtopas si y solo si estdn en la misma componente coneza de
M(X,Y). Por tanto, las clases [F|,, ésto es, los morfismos ‘shape’, se pueden
identificar con las componentes conezas de M(X,Y). Ademds [Fl, = F], es

decir, cada morfismo ‘shape’ es la adherencia de un morfismo ‘shape’ fuerte.

Dem. La demostracion se hard en varios pasos. Vamos a ver primero que si F
es debilmente hométopa a G entonces para todo € > 0 existe G’ € B.(G) tal que
G’ es hométopa a F. Como consecuencia, [F] C [F], C [F] y por tanto [F),, es
un subconjunto conexo de M(X,Y).

Para probar esta primera afirmacién, dado £ > 0 consideramos A > diam(Y)

y ko € IN tal que

3 acs
k=ko+1 2k 2,

y tal que Flx [k 00) €8 £-hométopa a G | % x[ko,00)- Es fécil ver que entonces existe
$ : X x [0,1] — Y aplicacién multivaluada e-fina tal que ¢o = G|xx{k) ¥
#1 = F|xx{ko+1)- Definimos G’ : X x Ry — Y como

G(z,t) st0<t< kg
G'(m,t) = qb(lf,t - ko) st ko S i _<_ ko +1
F(.’B,t) Si ko+1$t

Como G'(z,t) = F(z,t) para todo t 2 kg + 1, entonces G’ es hométopa a F.
Para ver que G’ € B,(G) definimos {¢;}, verificando ¥ &; < ¢, como

£ SilSkSko
Ep = ? .
A sl ky < k.

Entonces para todo (z,t) € X x [0, ko) se tiene que G'(z,t) = G(z,1),ysit 2 ko

entonces

G'(z,t) C Ba(G(z,1)).

Por otra parte para todo (z,t) € X X [0, ko] se tiene
diam(G'(z, 1)) = diam(G(z, 1)) < diam(G(z,t) +¢,
si (z,t) € X X [ko,ko+ 1] es
diam(G'(z, 1)) = diam(¢(z, 1)) < € < diam(G(z,¢) +¢,
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ysit > ko + 1 se tiene
diam(G'(z,t)) = diam(F(z,t)) < € £ diam(G(z,t) +¢.

Luego G’ € B.(G).

Vamos a ver ahora que para toda F € M(X,Y) y todo ¢ > 0 existe § > 0
y existe kg € IN tal que para toda F' € B;(F), se tiene que F|xx[k,c0) €5 &-
hométopa a F'|xx(k,«). Como consecuencia [F], es cerrado en M(X,Y) y,
como [F] C [F]u, C [F], deducimos que [F] = [F]..

Para probar la primera de estas dos afirmaciones, dado € > 0 tomemos

ko € IN tal que para todo (z,t) € X X [kg — 1, 00)
diam(F(z,t)) < %

Ahora, como F es semicontinua superiormente, para todo (z,t) € X x [0, ko]

existe 0 < §(;¢) < min{5,1} tal que
F(BE(a.s)(xa t)) C B%(F(J:,t)).

Sea 0 < 8, < min{§, 2} menor que el mimero de Lebesgue del recubrimiento del

compacto X X [0, kg] dado por la familia
{Bs(z.t)(x’t) | (Is t) € X x [0, kg]}

Sea F' € Bs(F) con § = 5 < 1. Entonces para todo (z,t) € X x {ko} existe
(z',t') € X x [0, ko] con d({z,t),(z',')) < & tal que

F'(z,t) C Bg(F(z',t)).

Por otra parte como (z,t),(z',t') € X x [0,k) y d((z,t),(2',t")) < 6, existe
(z",4") € X x [0, ko] tal que (z,t),(z',t') € B5(.",.u)(x”’ ")y

F(z,t)U F(2',t') C Bg(F(2",t")).
Por tanto F'(z,t) C By, (F(z',t')) C Beysy (F(2", ")) C Be(F(z",t")). Luego
F(z,t)U F'(z,t) C Bg(F(=",t")).
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Por otra parte, (z”,1") € X x [ko—1, ko] (por ser (z,t) € X x {ko} ¥ bzr,em) < 1),
y por tanto diam{F(z",t")) < §. Luego

diam(F(z,t) U F'(z,t)) < ¢

¥ Flxx{k,) €s e-hométopa a F'|xx(k). Finalmente como F' € Bs(F), entonces
para todo (z,t) € X x [ko, 00), existe (z',¢') € Bs(z,t) C X x [ko — 1, 00) tal que

diam(F'(z, 1)) < diam(F(z', ) + 6 < § +6<e.

De todo lo anterior se deduce que F|xx[ky,x) €8 &-hométopa a F'[ x x ko 00)-

Para ver que [F),, es cerrado en M(X,Y) tomamos G € [Flo y vamos a ver
que G es debilmente homdtopa a F. Sea ¢ > 0 y sean § > 0y ko € IN tales
que para todo F' € By(G) se tiene que F'|x x[ko,00) ¥ Glxx[ko,00) 50D £-homébtopas.
Como G € [F],, dado § > 0 existe F' € B;(G) tal que F’ es debilmente hométopa
a F y por tanto dado € > 0 existe ¢y > ko tal que F'|xx[t,00) ¥ Fxxfto,00) 50D
g-hométopas. Luego Flxx(to.00) ¥ G|x x[to,c0) SON £-hométopas.

Finalmente, tenemos que demostrar que si A C M(X,Y ) es conexoy F € A,

entonces A C [F],,. Consideremos para cada ¢ > 0 el conjunto
K. = {H € A| Flxx[kz.0) E—hométopa a H|xx(kz,c) Para kg € R4 }.

Entonces K. es abierto pues si H' € K, existe kg € IRy tal que F|xx[ky.00) ¥
H|xx[k:,00) SON E-homotopas. Pero por otra parte existe § > 0y existe kjy, > kyv
tales que para todo H"” € Bs(H'), se tiene que H"| Xx[K,,100) €S e-hométopa a
Hlex[k;I,,co)- Luego Bs(H') C K, y K, es abierto.

También se verifica que K, es cerrado en A pues si H' € K, (adherencia de
K, en A) existe § > 0 y existe ko € IN tales que si H” € Bs(H') se tiene que
H"|x x[ko,00) € €-homdtopa a H'|x x[koso0)- Dado é§ > 0, como H' € K,, existe
H" € Bs(H)YNK,. Como H" € K, existe ky» tal que F|xx[k,u,00) €8 ¢-homoétopa
a H"|Xxk o). Asl, tomando ky = max{ko, ky~}, se tiene que F|xx[k,00) €8
e-hométopa a H'|x (k00 Luego H' € K, y K, es cerrado. Por tanto K, es
abierto y cerrado en A conexo. Como consecuencia A = K, para todo ¢ > 0.
Luego si F,G € A, entonces F y G son debilmente hométopas. Esto completa

le demostracién del teorema.
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Observacién 2.3.9 De la demostracién del teorema anterior se deduce que,
dada F € M(X,Y), también es denso en [F],, el subconjunto de [F] formado por
las aplicaciones multivaluadas finas G € M(X,Y) tales que existe o € IRy tal
que G(z,t) = F(z,t) para todo z € X y todo t > to. En particular, también es
denso en [F],, el subconjunto de [F] formado por las aplicaciones multivaluadas
finas asintéticas a F. Ademads es facil ver, por la construccién de la homotopia
entre dos aplicaciones multivaluadas finas asintéticas, que ambos subconjuntos

de [F] son conexos por caminos.
Observacién 2.3.10 Dada F € M(X,Y), dado € > 0, si definimos
[Fle = {G € M(X,Y) | Flxx{kg.o) E—hométopa a G|xx(ks,0)» Para kg € Ry}
se tiene que [Fly = Ne>o[Fl.. Ademads [F], verifica:
1. [F). es abierto y cerrado en M(X,Y’) para todo ¢ > 0.
2. [Fley C [Fle, sie1 S €2
3. {F). = M(X,Y) para todo £ > A = diam(Y).

Corolario 2.3.11 Sea F € M(X,Y). Entonces la clase [F), se puede idents-

ficar también con la quasicomponente coneza de M(X,Y) que contiene a F.

2.4 GRUPOS DE HOMOTOPIiA FUERTE Y
ESPACIOS DE LAZOS DE STEENROD

Definicién 2.4.1 Sean X e Y espacios métricos compactos contenidos en el
cubo de Hilbert Q@ y sean Xo C X e yo € Y. Una aplicacién aproximativa de
(X, Xo) a (Y, yo) es una aplicacién continua f : (X, Xo) X Ry — (@, yo) tal que
para cada entorno V de Y en @ existe o € IRy tal que f(X x {to,0)) C V.

Dos aplicaciones aproximativas f,¢ : (X, Xo) x Ry — (Q,v0) de (X, Xo)
a (Y, o) son hométopas (rel.Xp), si existe h : (X, Xo) % [0,1} x Ry — (@, y0)
aplicacién aproximativa de (X x {0,1], Xo x [0,1]} a (Y, yo) tal que

h(z,0,t) = f(z,t),h(z,1,t) = g(x,1)
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para todo (z,t) € X xRy. Se dice que f y g son debilmente hométopas (rel. Xo),
si para cada entorno V de Y en @ existe {; € IRy y existe una aplicacién continua

h: (X, Xo) X [0,1] X [te,00) — (V, o) tal que
h(z,0,t) = f(z,1), h(z,1,1) = g(=,t)

para todo (z,t) € X X [tg,00).

Si (X,zo) es un espacio métrico compacto punteado se define el n-ésimo
grupo ‘shape’ fuerte I1,(X, zo) de X en zo como el conjunto de clases de ho-
motopia (rel.3I") de aplicaciones aproximativas f : (I*,8I") x Ry — (Q, %o)
de (I",0I") a (X,zo) con la operacién * definida como [f] * [g] = [h] donde
h:(I",8I") x R, — (X, zo) viene dada por

—_— f(2t11t2’°--atn,t) 510
h(tlat21---jtn1t)_{ g(ztl—l,tz,...,tn,t) Si-;—

<
t <
De forma ansloga se define el n-ésimo grupo de Borsuk IIZ(X,zo) de X

en zy como el conjunto de clases de homotopia débil (rel.0I™) de aplicaciones
aproximativas f : (I",8I") x Ry — (@, o) de (I", 8I") a (X, o) con la misma

operacién de grupo que en el caso anterior.

Deflnicién 2.4.2 Sea (X, o) espacio métrico compacto punteado. Decimos
que dos aplicaciones multivaluadas finas F,G : (I*,8I") x Ry — (X, 20) son
hométopas (rel.OI") si existe H : (I*,0I"} x I x Ry — (X, z) aplicaciéon
multivaluada fina tal que

H(tl,...,tn,O,r) =F(tl,...,tn,‘!"),H(tl,...,tn,l,T‘) = G(tl,...,tn,r),

para todo (#1,...,t,) € I" y para todo r € R.

Definimos II2(X, zo) como el conjunto de clases de homotopia (rel.9I™) de
aplicaciones multivaluadas finas de la forma F : (I*,8I") x R, — (X, zo) con
la operacién definida por [F] * {G] = [H] donde H : (I",8I") x Ry — (X, 20)

viene dada por

_ F(Qtl,tg,...,t",t) si0
H{tuty. .o tet) = { G(2t — 1,t2,...,tn,t) sii
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De forma ansloga definimos II,,(X, zo) como el conjunto de clases de homo-
topia débil (rel.8I") de aplicaciones F : (I",8I") x Ry — (X, zo) multiva-
luadas finas con la misma operacién que en el caso anterior. En este caso F
y G son debilmente hométopas (rel.0I™) si para todo € > 0 existe ro € IRy y
existe una aplicacién H : (I",8I"™) x I x [ro, 00) — (X, zo) multivaluada e-fina

semicontinua superiormente tal que
H(tl,... ,tn,O,r) = F(tl,...,tn,'f’),H(th...,tﬂ,l,'r) = G(tl,...,tn,f‘),
para todo (t1,...,t,) € I" y para todo r > ro.

Observacién 2.4.3 Es inmediato comprobar que ambos conjuntos son grupos

con la operacion *.
Teorema 2.4.4 II’(X, zo) es tsomorfo a (X, o).

Dem. Sea [F] € I2(X, o) con F : (I",8I") x Ry — (X, zo) aplicacién multi-
valuada fina. Vamos a ver que existe f : (I",8I") x IRy — (Q, zo) aplicacién
aproximativa de (I",8I") a (X, z,) asintdtica a F' que por tanto define un ele-
mento de 11,(X, zo).

Vamos a ver, en general, que si Ko un subconjunto cerrado de un espacio
métrico compacto K y F : (K, Ko) x Ry — (X, zo) es una aplicacion multiva-
luada fina, entonces existe f : (K, Ko) x Ry — (@, o) aplicacién aproximativa
de (K, Kq) a (X, zo) asintética a F.

Sea g0 > €1 > €2 > --- sucesion nula tal que diam(F(z,t)) < &, para todo
z € K, para todo t > n, para todo n € INU {0}. Entonces para cada z € K y
cada t € [n,n + 1], n € IN, existe U (=) entorno abierto de (z,¢) contenido en
K x (n—1,n+2) tal que
€, — diam(F(z,1))

— .

r-

F(U®Y) C By, (F(z,t)) donde bz =

Luego diam(F(U®")) < e,. Abora, por la compacidad de K x [n,n + 1] para

todo n € IN, podemos definir una sucesién de conjuntos abiertos U, Us, U, ...
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y una sucesion creciente by =1 < ky < kg < kg < -+ de ntimeros enteros tal que

para todo n € IN:
K x[n,n+1] CUkyr UlUk42 U+ Ui,y CKx(n-1,n+2)

y tal que diam(F(Uy)) < e, para todo k > k.

Consideramos U; = K x [0,1) y definimos para cada n € IN una aplicacién
§.: K xRy — R tal que

d((z,1), (K x By) = Ua)

Tk d((z,t), (K x Ry) — Ui)
La suma en el denominador es finita, pues d((z,t), (K x Ry) —U) # 0 si y solo
si (z,t) € Us.

Escojemos ahora para cada n € IN un punto y, € F(U,), de tal forma que si
U, N Ky # @ tomamos y, = zg, y definimos f : K x Ry — @ tal que

HEDEDINCR)

n=1

bu(z,t) =

La suma vuelve a ser finita y como ¥ 8,(z,t) = 1 y Q es convexo, f es una
funcién continua bien definida. Ademds, si (z,t) € Ky x Ry y (z,t) pertenece

solo a {U;,,...,U;,} entonces
f(z,t) = 6, (z,)ys, +--- + bin(Z, )i = 6i (2, )T0 + -+ - + bin(z,1)T0 = 2o

En general , para cada (z,t) € K X [n,n + 1}, si consideramos la familia de

abiertos

{Uis -+ Ui} C {Uskpst1s+ o Ubps Uiy« + oy Ukpgr s Ukipga 415+ 5 Uknya }
a los que (x,t) pertenece, se tiene

f(z,t) = &, (z,)yi, +- - + & (2, t)y;, con &, (z,8) +--- + &, (z,8) =1
y si y € F(x,t) se tiene

d(folzt),y) = ||ié.-k(z,t)ye,,—kz::s.-k(z,t)y ||=||kz::6.-,.(m,t)(y.-k—y> I

k=1
= Y 6@ Il vi — v 1< max{]l i, — v I}

k=1

< max{diam(F(U;,)}} < €n-1-
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(En las expresiones anteriores hemos utilizado la norma || || del espacio de Hilbert
I, donde @ se supone contenido.) Luego hemos probado que para cada ¢ > 0
existe n € IN tal que para cada z € K y cadat > n se tiene d(f(z, ), F(z,1}) <e.
Finalmente, esta dltima condicién implica que para cada entorno V de Y en
Q existe t, € IR, tal que f(K X [tg,00)) C V. Por tanto, f es aplicacién
aproximativa de K a X y por lo anterior f es asintética a F'.

Vamos a ver ahora que si G : (I, 8I") xRy — (X, o) es otro representante
de [F]y g : (I",OI") x R, — (Q,%o) es una saplicacién aproximativa de
(I",8I") a (X, z,) asintética a G entonces f y g definen el mismo elemento de
fIﬂ(X, xg). Sea

H:(I'or')y x I x Ry —— (X, zo)

aplicacién multivaluada fina tal que para todo (ty,...,%,) € I" y todo r € IRy
H(tl,...,tn,o,r) = F(tl,...,tn,f),H(tl,...,tn,l,T‘) = G’(tl,...,tmr),

Sea h : (I",8I") x I x Ry — (@, zo) aplicacién aproximativa de (I",0I") x I
a (X, zo) asintdtica a H. Entonces f y ho son asintéticas y como Q) es convexo
existe una aplicacién aproximativa b’ : (I*,8I") x I x R4y — (Q,zo) de I" x I

a X dada por

Rt ostn,8,7) = (1= 8)f(1y. .-y tn, ) +8ho(ty,.. . 10, T)

tal que hj = f y k| = ho y lo mismo ocurre con h; y g. Luego f y ¢ definen el
mismo elemento de II,(X, zo).

Luego existe una aplicacién bien definida
@ : (X, 20) — (X, 20)

que a cada [F) € (X, zo) la hace corresponder [f] € M.{X, o) con F asintética
a f. Es inmediato que ® es homomorfismo de grupos.

Para demostrar que @ es suprayectivo, basta ver que si Kj es un subconjunto
cerrado de un espacio métrico compacto Ky f : (K, Ko) xRy — (Q, 2o) es una

aplicacién aproximativa de (K, Ko) a (X, zo) entonces la aplicacién multivaluada
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fina F : (K, Ko) x Ry — (X,20) dada por la expresién
F(z,t) = {e'eX 1 d(f(xat)!x’) = d(f(xyt):X)}a

es asintdtica a f, pues d(f(z,1), F(z,t)) = d(f(z,t), X) para todo z € X y todo
¢t € Ry.

Vamos a ver finalmente que @ es inyectivo. Supongamos que ®[F] = [f] ¥
que f es hométopa a Cy,. Sea h : (I",8I") x I x Ry — (Q,zo) aplicacién
aproximativa de (I",0I") x I a (X, %o) tal que para todo (t1,..-,ts) € I" y todo
re Ry

h(t11"'1tn10’r) = f(tla- .- ,tnsr)sh(tl,---atn91:r) = Zo.

Existe entonces H : (I", 8I") x I x Ry — (X, zo) multivaluada fina asintética
a h verificando que
H(tl,...,tn,l,’f‘) =Ty

para todo (t1,...,%,) € I" y para todo r € Ry. Pero entonces, F y Hy son

asintéticas y por tanto la expresion

F(th"-)tn:r) Si058<%
H'(ty, .. tys,r) =1 F(t,... tn,r) U Ho(ty,...,tn,7) sis= :
Ho(tl,...,tn,‘l") Si%<3$1

define una homotopia H' : (I",8I") x I x Ry — (X, zo) entre F'y Ho y por

tanto F' define el mismo elemento de II,,(X, zo) que la aplicacién constante Cy,.

Definicién 2.4.5 Sea (X, zo) espacio métrico compacto punteado. Definimos
el espacio de lazos de Steenrod de X en zo como el conjunto 2°(X, zo) de todas
las aplicaciones multivaluadas finas de la forma F : (I,8I) x Ry — (X, %o)
con la topologia de subespacio de M(I, X). Denotamos por Cj al lazo constante
dado por Coft,r) = ¢, para todo t € I y para todor € Ry, y definimos
Q3(X,20) = (X, z0),Co) ¥, por induccidn, Q;(X, zo) = QUQ:_ (X, z0), %)
(donde ©( ) denota el espacio clasico de lazos).

Obsérvese que Q°(X, o) C M(I,X) y que no hay ninguna relacién de equi-

valencia entre sus elementos.
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El siguiente resultado permite reducir el calculo de los grupos de homotopia

‘shape’ fuerte al de grupos de homotopia usuales.

Teorema 2.4.6 II3(X,z,) puede identificarse de modo natural con las compo-

nentes conezas por caminos del espacio de lazos de Steenrod *(X, zo). Sin 2 2,

I2( X, zo) es isomorfo a m,_1(2°(X, zo), Co) y por tanto a m(Qh_,(X, o), *).

Dem. Vamos a demostrar la primera afirmacién. Sea [F] € II}( X, zo), entonces
F : (I,8I) x Ry — (X, z0) es una aplicacién multivaluada fina y por tanto
F € Q°(X,z4). Ademis, si [F] = [G] existe H : (I,8I) x I x Ry — (X, z0)
aplicacién multivaluada fina tal que para todot € I 'y todo r € IR,

H(t,0,r) = F(t,r), H(t,1,r) = G(t,r).
Pero entonces la aplicacién H' : I — M(I, X) definida por
H'(s)(t,r) = H(t,s,r)

es continua. Como H'(s)(t,r) = z¢ para todo t € OI y todo r € IR, se tiene
Im(H'") C Q°(X,xo). Luego H' nos da un camino en Q°(X,z,) de F a G.
Reciprocamente si F' y G estin en la misma componente conexa por caminos
de Q*(X,zo) y H' : I — M(I,X) es un camino en Q°(X, 20) de F a G, tenemos
inducida H : I x I x Ry — X aplicacién multivaluada fina definida por

H{t,s,r) = H'(s)(t,r).

Como Im(H') C Q*(X, zo) se tiene que H'(s)(t,r) = xo para todo t € 8 y todo
r € R,. Luego H(t,s,7) = z¢ para todo t € 9I, todo s € I y todo r € IRy.. Por
tanto H : (I,8I) x I x Ry, — (X, o) y verifica que para todo t € I y todo
rec Ry
H(t,0,r) = F(t,r), H(t,1,7) = G(t,r).
Luego [F] = [G].
Vamos a probar la segunda afirmacién. Sea [F] € II;( X, o) con

F.(I",o") x Ry — (X, o)

93



aplicacién multivaluada fina. Podemos considerar F' : I"™! x I x Ry — X
y por tanto tenemos inducida una aplicacién continua F” : I"~! — M(I, X)
definida por

Fl(ty .. tacn)(t,r) = F(ty, .00y tney, By 1),

donde si t € 1 entonces (ty,...,t,_1,t) € 8I" para todo (¢1,...,t._1) € "y
por tanto

F’(th tn-l)(t T) F(tly n—l,t 1") = Iyp-

Luego F'(I"') € Q*(X,zo). Por otra parte, si (t1,...,t.—1) € 8I""!, entonces
(t1,--.,tn1,t) € OI" para todo t € I y por tanto

F’(tl) n 1)(t r) - F(tls ﬂ-l!t ‘l") = TXgy.

Luego F' : (I""1,8I" ') — (Q°(X,2),Co) y por tanto define un elemento
[F'] € mu-1(2°(X, zo), Co).

Vamos a ver ahora que la clase de F' solo depende de la clase de F. Sea
G : (I",0I") x R, — (X, z,) aplicacién multivaluada fina hométopa a F' y
sea G' la aplicacién asociada a G. Sea H : (I",8I") x I x Ry — (X, zo) una
aplicacién multivaluada fina tal que para todo (#y,...,%,) € I" y todor € R,

H(ty, ... t0,0,7) = F(1y. .yt H(t1, o o5 t0, 1,7) = G(ty, .o 1y En,yT).

Tenemos inducida una aplicacién continua H' : I"~? x I — M(I, X ) definida

por
H'(th...,tn_],S)(t,T) H(tl, n-lst 3 T)

Como H'(ty,...,ta-1,8)(t,7) = xo para todo (t1,...,t.1) € I"71, todo s € I,
todo t € 8I y todo r € IR, se tiene Im(H’) C *(X, zo). Ademas H' verifica que
H'(ty,. .. ta_1,8) = Co para todo (t,...,t,1) € 8" y todo s € I. Entonces,
como H, = F'y H} = G', H' es una homotopia (rel.dI"™') en (X, zo) de F’
a G'. Esto muestra que la clase de homotopia [F'] no depende del representante

de la clase de homotopia [F] y tenemos asi definida una aplicacién

o IB(X, z0) — 7,1 (Q2°(X, %0), Co)
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que es claramente homomorfismo de grupos.
Vamos a ver que « es inyectiva. Sean F,G : (I*,0I") x Ry — X y sea
a([F}) = [F'], o([G]) = [G) con

F’, G’ : (I“",BI“") — (Q’(X, .'Bo), Co)

Supongamos que F' y G’ son hométopas (rel.8I"~!). Tenemos que probar que

F y G son hométopas (rel.8I™). Sea
H': (I",80Y) x T —» (Q(X, Zo), Co)
aplicacién continua verificando que para todo (ty,...,ta—1) € I*7),
H'(tyy. o tae1,0) = F'(h, ..y tna) H'(b ooy t0m, 1) = G -0y tn),s
Entonces la aplicacién H : I" x I x R — X definida por
H(ty, .. ytno1ytn,8,7) = H'(t1, .00y tac, 8)(En, 7).

es una aplicacién multivaluada fina. Ademsds si (1,...,t,) € OI", entonces

(t1,-..,ta-1) € 8I"" 0 1, € OI. En el primer caso se tiene que
H(ts, ...ty 8,7) = H'(t1,. .y tn1, 8)(En, 1) = Colta, ) = Zo,
y en el segundo caso, como Im(H') € Q°(X, z,), entonces
H(ty, ..., t,8,7) = H'(t1,...,ta1,5)(tn,7) = Zo,

para todo r € R, y todo s € I. Luego H(8I" x I xR, ) = {20} y como Ho = F
y H, = G entonces F y G son hométopas (rel.8I™).

Finalmente, vamos a comprobar que « es suprayectiva.

Sea [F'] € ma1(2%(X,z0),Co) con F' : (I"1,8I"") — (S(X, 25),Co)
continua. Tenemos inducida una aplicacién multivaluada fina F': I" xRy — X

tal que para todo (t1,...,ts) € I" y todo r € IRy,

F(tl,. .. ,tn,'l") = Fu(tl, Ve ,tn_l)(tn,r).

95



Ademss, si (ti,...,t,) € OI" entonces (t;,...,t,-1) € 8" ' o t, € OI. En el

primer caso se tiene que
F(t1,...ytn,r) = F'(t1,. ..y tas1)(tn, ) = Co(ta,T) = To,
y en el segundo que
F(t1,...,ta,r) = F'(t1,. .., tac1)(tn, ) = Zo,

para todo r € IRy. Luego F : (I*,8I") x Ry — (X, z,) define un elemento
[F] € TI3(X,z0) tal que a[F]} = [F']. Luego a es suprayectiva y por tanto
I3 (X, zo) es isomorfo a 7,_1{Q°(X, zo), Co)-

Finalmente aplicando que para el espacio de lazos clasico y los grupos de
homotopia usuales, m(Z, zp) es isomorfo a mx_1((Z, 20), Cy, ) para todo espacio
topoldgico Z y todo k € IN, se tiene que m,_1(Q2*(X,z0),Co) es isomorfo a
T 2(QUQ(X, 20),Co), *) que es igual a m,_2(Q5(X, zo), *), éste es isomorfo a
Tn_3(Q3(X, %0), *), ¥ asi sucesivamente hasta llegar a m(Q}_,(X, z0),*). Esto

completa la demostracion del teorema.

96



Capitulo 3
MULTIFIBRACIONES

Basandose en trabajos de R.C.Lacher [68], [69] sobre aplicaciones celulares,
D.S.Coram y P.F.Duvall, Jr. [29] definieron en 1977 el concepto de fibracién
aproximativa entre espacios ANR localmente compactos, reemplazando la pro-
piedad de elevacién de homotopia de las fibraciones de Hurewicz por una propie-
dad de elevacién de homotopia aproximada. Se obtiene asi una generalizacién de
las fibraciones de Hurewicz con propiedades andlogas a las de éstas. Por ejem-
plo, Coram y Duvall demuestran que las fibras son FANRs y que si el espacio
base es conexo por caminos todas las fibras tienen la misma forma.

S.Mardesi¢ y T.B.Rushing ([78] y [79]) introdujeron en 1979 el concepto de
fibracién ‘shape’ entre espacios métricos compactos como la nocién de fibracion
adaptada a la categorfa de la forma. Aunque una fibracién ‘shape’ es una apli-
cacién continua p : E — B, la propiedad de elevacion correspondiente se refiere
a homotopias con imégenes en sistemas de ANRs y aplicaciones que tienen a E,
B y p por limite. También definen el concepto de fibracion ‘shape’ entre espacios
métricos localmente compactos y prueban que en el caso de ANRs localmente
compactos éstas coinciden con las fibraciones aproximativas de Coram y Du-
vall. Mardesi¢ [77) extiende en 1981 el concepto de fibracién ‘shape’ a espacios
topolégicos arbitrarios.

Las fibraciones ‘shape’ entre espacios métricos compactos verifican también
propiedades analogas a las de las fibraciones de Hurewicz. Por ejemplo, si el

espacio base es ‘joinable’ segin Krasinkiewicz y Minc [65], entonces todas las
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fibras tienen la misma forma. Mardesi¢ prueba en [76], entre otras propiedades,
que si el espacio base es conexo y una de las fibras es conexa (o movible, o
un ANSR), entonces todas lo son. T.Watanabe muestra en [112] que estas
propiedades no son ciertas, en general, para fibraciones ‘shape’ entre espacios
topolégicos arbitrarios.

F.Cathey estudia en [21] propiedades de las fibraciones relacionadas con la
teoria de la forma fuerte y H.M.Hastings y S.Waner en [54] y H.M.Hastings
en [53) clasifican parcialmente las fibraciones ‘shape’ utilizando sucesiones in-
versas de espacios y limites inversos de aplicaciones. En el trabajo [97] de
J.M.R.Sanjurjo se presentan propiedades de las fibraciones ‘shape’ ligadas a la
categoria de Lusternik-Schnirelman. Otros trabajos relacionados con fibraciones
aproximativas y fibraciones ‘shape’ son los articulos [26] de T.A.Chapman, [39]
de S.Ferry, [44] de K.R.Goodear] y T.B.Rushing y [93] de F.Quinn.

En la primera seccién de este capitulo presentamos una nueva descripcién
de las fibraciones ‘shape’ entre espacios métricos compactos, eliminando todos
los elementos externos para obtener una caracterizacion intrinseca. Nuestro
enfoque se basa de nuevo en la teoria de aplicaciones multivaluadas. Las fi-
braciones ‘shape’ se caracterizan como aplicaciones continuas cumpliendo una
cierta propiedad PEHM de elevacién de homotopias multivaluadas, respecto de
todos los espacios métricos. Introducimos el concepto mas restrictivo de mul-
tifibracién y probamos que las multifibraciones tienen propiedades de elevacién
de caminos que resultan caracteristicas. Demostramos que las multifibraciones
verifican una propiedad PEHMF de elevacién de homotopias multivaluadas fi-
nas respecto de todos los espacios topoldgicos. Finalmente, probamos que si
p: E — B tiene la propiedad PEHMF respecto de todos los espacios métricos
compactos y existe un camino multivaluado fino en B entre z e y, entonces
SSh{p~Y(z)) = SSh(p~!(y)). Este resultado expresa condiciones formalmente
més débiles que el resultado de Mardesié [76].

En la segunda seccién introducimos la propiedad (m4s fuerte que la propiedad
de elevacién tinica de caminos) de elevacién cercana de caminos multivaluados

cercanos y probamos que una fibracién ‘shape’ tiene la propiedad de elevacion
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cercana de caminos cercanos si y solo si las fibras son totalmente desconectadas.
También demostramos que toda fibracion ‘shape’ con la propiedad de elevacién
cercana de caminos cercanos es una fibracién de Hurewicz con la propiedad de
elevacion tnica de caminos (el reciproco no es cierto). Finalmente vemos que la
propiedad de elevacién cercana de caminos multivaluados cercanos implica una
propiedad de elevacién asintética de caminos multivaluados finos asintéticos, y
ésta a su vez implica la propiedad clasica de elevacién tnica de caminos.

En la tercera seccién estudiamos propiedades relacionadas con los grupos de
homotopia, los grupos ‘shape’ y los grupos ‘shape’ fuerte. Probamos que una
fibracién ‘shape’ con elevacidn cercana de caminos multivaluados cercanos induce
monomorfismos entre los grupos ‘shape’ y entre los grupos ‘shape’ fuerte y, por
ser fibracién con elevacién inica de caminos, también induce monomorfismos
entre los grupos de homotopia usuales.

Por 1iltimo, en la cuarta seccidn, damos condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de elevaciones de aplicaciones multivaluadas finas definidas en
continuos de Peano y con valores en el espacio base de una fibracién ‘shape’ con
elevacion cercana de caminos multivaluados cercanos.

Para informacién general sobre la teoria de fibraciones de Hurewicz se pueden

consultar los libros [58] y [107] de S.T.Hu y E.H.Spanier, respectivamente.

3.1 MULTIFIBRACIONES

Definicién 3.1.1 Sean F y B espacios métricos compactos y p: E — B una
aplicacién continua. Se dice que p tiene la propiedad de elevacidon de homotopias
multivaluadas (PEHM) respecto de un espacio topologico X si para todo € > 0
existe § > 0 con la siguiente propiedad:

Dadas F : X — E y H : X x I — B aplicaciones multivaluadas é-
finas semicontinuas superiormente tales que d(pF(z), H(z,0)) < é para todo
z € X, existe H : X x I — E aplicacion ‘multivaluada e-fina semicontinua
superiormente tal que d(H'(z,0), F(z)) < ¢,d(pH’(z,t), H(z,t)) < ¢ para todo
(z,t) e X x L.
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Definicién 3.1.2 Sean E y B espacios métricos compactos y seap: E — B
una aplicacién continua. Se dice que p es una fibracién ‘shape’ — en el sentido
de “Mardesi¢-Rushing” - si y solo si cuando X e Y se sumergen en el cubo de
Hilbert @, y se considera § : @ — @ extension de p, se verifica lo siguiente:
Dada V; D V3 D Va2 D --- sucesién bésica de entornos compactos y ANR de
Ben QydadaU; DU; DUz D - sucesion basica de entornos compactos y
ANR de E en Q tales que p(U,) C V. para todo n € N, entonces para todo
€ > 0 y para todo i € IN existe § > 0 y existe ; > ¢ con la siguiente propiedad:
Dado X espacio métrico y dadas f; : X — Uj, h;j : X x I — V tales que

d(pf;, (hjo) < 6,
existe Al : X x I — U; tal que:
d((hi)o, f5) < €, d(Bhi, hy) <e.

Observacién 3.1.3 Es sabido que el que p sea fibracién ‘shape’ es indepen-

diente de la extensién p: @ — @ y de las sucesiones de entornos escogidas.

El siguiente lema aparece en [102) para espacios métricos compactos, la de-

mostracién del caso no compacto es analoga.

Lema 3.1.4 Sea X espacio méirico, sea Y una parte cerrada del cubo de Hilbert
@, y sea F: X — Y una aplicacién multivaluada ¢-fina semicontinue supe-
riormente. Entonces eziste una aplicacidn continua f : X — Q (univeluada)
tal que d(f(z), F(x)) < € para todo z € X.

Reciprocamente, si f : X — B,(Y) es una aplicacidn (univaluada) con-
tinua, existe una aplicacidn multivaluada 2e-fina semicontinua superiormente

F:X —Y tal que d(f(z),F(z)) < € pare todo z € X.

Teorema 3.1.5 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p : E — B
continua.

Entonces p es una fibracidn ‘shape’ si y solo si p tiene la propiedad PEHM
respecto de cualquier espacio métrico X, de tal forma que 6 solo depende de ¢ y

no de X.
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Dem. Supongamos que E y B estan contenidos en el cubo de Hilbert Q y sea
Pp:@Q — @ extension de pa ¢. Sea V; D V, O V3 O --- sucesidon basica de
entornos compactos y ANR de B y sea U; D U; D Uz O « - sucesidn basica de
entornos compactos y ANR de E tales que p(U,) C V, para todo n € IN.

Vamos a ver primero que si p es una fibracién ‘shape’ entonces p tiene la
propiedad PEHM respecto de cualquier espacio métrico X con las condiciones
del enunciado.

Sea ¢ > 0. Existe 0 < ¢ < § tal que para todo compacto K de @ con
diam(K) < €', se tiene

diam(5(K)) < ,

y por tanto, si K y K’ son compactos de ¢ con d(K, K'} < €, entonces
- . €
AR, HE) < &

Sea i € IN tal que U; C B./(E) y V; C B.(B). Entonces existe ' > 0 y existe
J > i asociados a ¢’ y a ¢ con la propiedad de la definicién de fibracién ‘shape’.
Sea 0 < § < min{%,%} tal que Bs(E) C U;, Bs(B) C V; y tal que para todo
compacto K de @ con diam(K) < 4, se tiene
5
diam(p(K)) < T
Vamos a ver que este § verifica la condicién del enunciado.

Sea X espacio métrico y sean F: X — E y H : X x I — B aplicaciones
multivaluadas é-finas semicontinuas superiormente con d(pF(z),H(z,0)) < §
para todo z € X. Existen f : X — Bs(E)CU; yh: X xI — Bs(B) C V;
aplicaciones continuas tales que d(F(z), f(z)) < é y d(H(z,1t),h(z,t)) < 6 para
todo (z,t) € X x I. Por tanto

d(pf(z),h(z,0)) < d(pf(z),pF(z))+ diam(pF(z)) + d(pF(z), H(=,0))
+ diam(H(z,0)) + d(H(z, 0}, k(=,0))

& 6
< gtptétits

para todo € X. Luego d(pf ho) <L +E+6+6+6 < &'
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Entonces existe ' : X x I — U; C By(E) tal que
d(hy, f) < €, d(ph’, h) < €.

Y existe H' : X x I — E aplicacién multivaluada 2¢'-fina, y por tanto e-fina,
semicontinua superiormente verificando que d(H'(z,t), h'(z,t)) < ¢’ para todo

(z,t) € X x I. Finalmente se tiene que

d(H'(z,0), F(z)) < d(H'(z,0),k(=,0)) + d(k'(z,0), f(z)) + d(f(z), F(z))
< e+e+b<e
d(pH'(z,t), H(z,t)) < d(pH'(z, t), ph'(z, 1)) + d(ph'(z, ), h(z, t))
+ d{h(z,t), H(z,t))

< §+s’+6<s,

para todo (z,t) € X x I.

Vamos a ver ahora que si p tiene la propiedad PEHM respecto de cualquier
espacio métrico X con las condiciones del enunciado, entonces p es una fibraciéon
‘shape’.

Sea £ >0 y sea i € IN. Existe 0 < ¢’ < £ tal que B.«(E) C U; y tal que para

todo compacto K de @ con diam(K) < ¢, se tiene
diam(5(K)) < %

Sea 6’ > 0 asociado a & por la propiedad PEHM. Sea 0 < & < min{, £} tal
que para todo compacto K de @ con diam(K) < 4, se tiene

dism(f(K)) < 5,

y sea j > i tal que U; C B5(E),V; C Bs(B). Vamos a ver que § y j verifican la
condicién de la definicién de fibracién ‘shape’.

Sea entonces X espacio métrico y sean
f,-:X——-»U,-CBs(E)yh,-:XxI—-»V,'CBg(B)

tales que d(f;, (h;)o) < 6. Existen F: X — E y H : X x I — B aplicaciones

multivaluadas 26-finas semicontinuas superiormente, y por tanto §'-finas, tales
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que d(F(z), fi(z)) < é,d(H(z,t), hj(z,t)} < § para todo (z,t) € X x I, y por

tanto

d(pF(z), H(z,0)) < d(pF(z),pfi(2))+ d(pfi(z), hi(2,0))
+ d(h;(z,0), H(z,0))
!
< % +6+6 <é,
para todo z € X. Entonces existe H' : X x I — E aplicacién multivaluada

¢’-fina semicontinua superiormente tal que
d(H'(z,0), F(z)) < ¢',d(pH'(2,t), H(z,t)) < €'

para todo (x,t) € X x I. Y existe h! : X x I — B.(E) C U; tal que
d(H'(z,t), hi(z,t)) < € para todo (z,t) € X x I. Finalmente se tiene que

d(ki(=,0), fi(z)) < d(ki(z,0), H'(z,0)) + diam(H'(z,0)) + d(H'(z,0), F(2))
+ diam(F(z)) + d( F(z), f;(z))

< e'+e’+e'+26+6<%,

paratodoz € X,y

d(phi(z,t), hj(z,t)) < d(phi(z,t),pH'(z,t)) + diam(pH'(z,1))
+ d(pH'(z,t), H(z,t)) + diam(H(z, t))
+ d(H(x,), hi(z,1))
9¢

AR had
< 5-+-5+es+25+6<m,

para todo (z,t) € X x I. Luego d{((hl)o, f;) < % < e y d(phi, h;) < 55 < &. Esto

concluye la demostracién del teorema.

Z.Cerin ha obtenido en {23] una caracterizacién de las fibraciones ‘shape’

utilizando aplicaciones multivaluadas aproximativamente continuas.

En lo que sigue, diremos que p : E — B es una multifibracién si tiene la
propiedad PEHM respecto de cualquier espacio topoldgico X, de tal forma que

§ solo depende de € y no de X. En el momento presente desconocemos si es
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suficiente que p goce de esta propiedad respecto de los espacios métricos para

que sea una multifibracién. Por tanto queda abierto el siguiente problema.
Problema ;Es toda fibracién ‘shape’ una multifibracion?

El teorema 3.1.6 garantiza que las multifibraciones son fibraciones ‘shape’. A
continuacién veremos que las multifibraciones poseen propiedades de elevacién

de caminos que resultan caracteristicas.

Dado E espacio métrico compacto y dado § > 0 consideramos el conjunto
P5(E) de las partes compactas §-pequeiias {ésto es, con didmetro menor que §)

de E con la topologia generada por el sistema de entornos
{B.(K)| K € P5(E),e >0}

donde K’ € B,(K) si K’ C B.(K) en el sentido usual. Esta topologia es la
restriccién de la topologfa semi-finita superior estudiada por E.Michael [83] (ver
también Kuratowski [66] p175).

Por otra parte dado B espacio métrico compacto y dado § > 0 consideramos
el conjunto B! de las aplicaciones w : ] — B multivaluadas é-finas semicon-
tinuas superiormente (es decir, las aplicaciones univaluadas continuas de I en
P;(B)), con la topologia compacto-abierta. Vimos en un capitulo anterior que
ésta coincide con la generada por el sistema de entornos {B,(w) | w € Bf,e > 0}
donde w' € B,(w) si para todo t € I existe ' € I con d(t,t') < € tal que
W() C Bulw(t).

Finalmente dada p : E — B aplicacién suprayectiva y dado § > 0, podemos

definir el conjunto
Qs = {(K,w) € Ps(E) x B | d(w(0),p(K)) < &} C Ps(E) x By,

con la topologia inducida por la topologfa producto de P5(E) x Bf.
Se tiene entonces el siguiente resultado, que caracteriza las multifibraciones
en términos intrinsecos, sin referencias a espacios externos X respecto de los

cuales se puedan elevar las homotopias.
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Teorema 3.1.6 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
aplicacidn continua suprayectiva. Entonces son equivalentes:

i) p es une multifibracion.

ii) Para todo € > 0 exziste § > 0 y exziste A : Qs — E] (univaluada) continua
tal que d(MK,w)(0),K) < € y d(p(MK,w)(1)),w(t)) < € para todo (K,w) € Qs
ytodotel.

Dem. Vamos a ver primero que i) implica ii). Sea ¢ > 0. Entonces existe
§ > 0 tal que si X es un espacio topolégicoy F: X —m EyH: X xI — B
son aplicaciones multivaluadas é-finas semicontinuas superiormente tales que
d(pF(z), H(z,0)) < é para todo ¢ € X, existe H' : X x I — E aplicacién
multivaluada ¢-fina semicontinua superiormente tal que d(H'(z,0), F(z)) < ey
d(pH'(z,t), H(z,1)) < ¢ para todo (z,t) € X x [0,1).

Sea X =Qsysean F: Qs — Edadapor F(K,w) =Ky H:Q;xI — B
dada por H((K,w),t) = w(t), aplicaciones multivaluadas §-finas semicontinuas

superiormente tales que para todo (K, w) € 15 se verifica
d(pF(K,w), H((K,w),0)) = d(p(K),w(0)) < é.

Entonces existe H' : 85 x I — E aplicacién multivaluada e-fina semicontinua

superiormente tal que para todo (K,w) € )5 y todo ¢ € I se tiene
d(H'((K,w),0), F(K,w)) = d(H'((K,w),0),K) <&,

d(pH'((K,w),1), H((K,w),?)) = d(pH'((K,w), t),w(t)) <.
Definimos A : £ — E! (univaluada) como A(K,w)(t) = H'((K,w),t). Estd
bien definida pues para todo (K,w) € s, se tiene que AM(K,w) : I — E
es aplicacion multivaluada e-fina semicontinua superiormente (por serlo H').
Ademas, A es continua pues dados (Ko,wo) ¥ # > 0, para todo ¢y € I existe
0 < p, < n tal que para todo K € B, (Ko), todo w € B, (wp) y todot € T
con d(tg,t) < ., se tiene

AMK,w)(t) = H'((K,w),t) C Bﬂ(H’((KOa wo),t0)) = B, (A(Ko, wo)(to))-
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Por la compacidad de I existen ¢;,...,¢, € I tales que
TC(ty— sty p YU U (b = phs B + 2, )-

Si tomamos g = min{g,,,...,p,} > 0 se tiene que A K,w) € B,(A(Kq,wo))
para todo K € B,(K,) y para todo w € B,(wp), pues para todo ¢t € [ existe
ti € {t1,..., 8.} C I con d(t,t;) < py; <7 tal que

MK, w)(t) = H'((K,w),t) C By(H'((Ko,wo), :)) = By(A(Ko, wo)(t:))-
Finalmente, A verifica que
d(M(K,w)(0), K) = d(H'((K,w),0), K) <,

d(p(A(K,w)(t)),w(t)) = d(p(H'((K,w), 1)), w(t)) <&,

para todo (K,w) € 5 y todo t € I.

Vamos a probar que ii) implicai). Seae >0yseand >0y A: Q; — Ef
en las condiciones del enunciado.

Sea X espacio topoldgico ysean F: X — Ey H : X x I — B aplicaciones

multivaluadas §-finas semicontinuas superiormente tales que
d(pF(z),H(z,0)) < §

para todo z € X. Vamos a ver que existe H' : X x I — FE aplicacién mul-
tivaluada ¢-fina semicontinua superiormente tal que d(H'(z,0),F(z)) < ¢ y
d(pH'(z,t), H(z,t)) < ¢ para todo (z,t) € X x [0,1).

Consideramos G : X —+ B/ definida por G(z)(t) = H(z,t) bien definida
y continua (se prueba igual que antes para A). A partir de G definimos una
aplicacién continua G’ : X — Q5 tal que G'(z) = (F(z),G(z)) que estd bien
definida pues

d(pF(z), G(z)(0)) = d(pF(z), H(z,0)) < 6,

para todo £ € X. Consideramos la composicién

x -2 El

£
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que es univaluada y continua, y a partir de ella definimos
H:XxI—FE

tal que H'(z,t) = AG'(z)(t). Entonces H' es una aplicacién multivaluada semi-
continua superiormente pues dado (zg,%0) y dado 5 > 0 por la semicontinuidad

superior de AG'(zp) existe 0 < 9y < n tal que si d(2,%p) < 1 entonces
AG'(zo)(t) C Bg(AG'(z0)(t0))-

Por la continuidad de AG’ existe U* entorno de xy en X tal que si z € U

entonces

AG'(z) € By (AG'(z0))-

Entonces para todo t € I existe t' € I con d(?,t') < 2 tal que
AG'(2)(t) € By(AG'(zo)(t))-
En particular si d(Z,%,) < & se tiene d(¢o,t') < 1, y por tanto
AG'(zo)(t) C By(AG'(z0)(to))-
Luego para todo (z,t) € X x I tal que z € U* y d(%,t0) < I se tiene que
H'(z,1) = AG'(z)(t) C By(AG'(z0)(to)) = By (H'(z0, t0))-

Luego H' es semicontinua superiormente, y es ¢-fina pues para todo (z,t) € X xT

se tiene

diam(H'(z,t)) = diam(AG'(z)(2)) < €.
Finalmente, se tiene d(H'(z,0), F(z)) = d(AM(F(z), G(z))0),F(z)) <ey

d(pH'(z,1), H(z,t)) = d(p(M(F(z), G())(#)), G(z)(t)) < €
para todo (z,t) € X x I.

Observacion 3.1.7 Obsérvese que A ha de verificar que si K C K’ y w C w'
entonces MK, w) C A(K',w').
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Dem. Supongamos que existe ¥y € I tal que A(K,w)(?p) € MK',w')(to). En-

tonces existe € > 0 tal que
ME,w)(to) & B.(A(K',w')(to))-
Por otra parte, por la continuidad de A(K’,w'), existe 0 < § < £ tal que
MK',w")(Bs(ta)) € By(A(K",w')(to)):

Por tanto

Bs(MK',w')(Bs(t0))) C Bo(AK',w')(to)).
Luego, dado ty, para todo t € I con d(t,ty) < 6 se tiene que
MK, w)(to) € Bs(M(K',w')(¢)).

Por tanto A(K,w) € Bs{MK',w’)). Pero dado § > 0, por ser A continua en
(K’ ,w'"), existe n > 0 tal que para todo K” € B,(K') y todo w" € B,{(w') se
tiene

AK",w") € Bs(MK',w'")).

En particular, como K C K' y w C ' entonces
’\(K:w) € BS(’\(K’: w’))'
Contradiccion.

A continuacion se presentan dos ejemplos de multifibraciones. Es conocido

que ambos son ejemplos de fibraciones ‘shape’.
Ejemplo 3.1.8 Sean los conjuntos
1
E={(syeR |0<z<ly=sen(")}U{(z,y) eR* |z =0,-1 <y <1}

y B =[0,1], y sea p: E — B dada por p(z,y) = z. Es conocido que p es una

fibracion ‘shape’ pero ademas es multifibracién.
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Ejemplo 3.1.9 Sea E solenoide diddico definido como
E =35 B

donde E; es una sucesién decreciente de toros macizos de tal forma que cada uno
da dos vueltas dentro del anterior y por tanto 2F~! vueltas dentro de E,. Sea B
la circunferencia unidad y sea p : E — B la proyeccién candnica. Entonces p

es una multifibracion.

Sea X espacio topoldgico, Y espacio métrico y sea FF : X x Ry — Y
aplicacién multivaluada. Se dice que F es una aplicacién multivaluada fina
si es semicontinua superiormente y para todo ¢ > 0 existe ro € R, tal que
diam(F(z,r)) < € para todo z € X y todo r > ro.

Se dice que F y G son asintdticas si para todo £ > 0 existe ro € IRy tal que
d(F(z,r),G(z,r)) < € para todo x € X y todo r 2 rq.

Definicién 3.1.10 Sean E y B espacios métricos compactos y p : E — B
continua. Sea X espacio topoldgico. Se dice que p tiene la propiedad de ele-
~ vacién de homotopias multivaluadas finas (PEHMF) respecto de X si dadas
F:XxR, — Ey H:X xIxR, — B aplicaciones multivaluadas finas
tales que pF y Hy son asintéticas, existe H' : X x I x Ry — E aplicacién
multivaluada fina tal que H) y F son asintéticas, y también lo son pH' y H.

Observacién 3.1.11 Si p: E — B tiene la propiedad PEHMF respecto de X
espacio métrico compactoy G, G’ : X xRy — B son aplicaciones multivaluadas
finas hométopas, entonces G puede elevarse a E ~ en el sentido de que existe
F: X x Ry — E aplicacién multivaluada fina tal que pF' y G son asintéticas
~ si y solo si G’ puede elevarse a E. Luego el que una aplicacién multivaluada
fina G : X x Ry — B se pueda elevar a F es una propiedad de la clase de

homotopia de G, es decir, del morfismo ‘shape’ fuerte correspondiente a G.

Teorema 3.1.12 Sean E y B espacios métricos compactos y p: E — B con-
tinua. Sea X espacio topoldgico y supongamos que p tiene la propiedad PEHM
respecto de X x I. Entonces p tiene la propiedad PEHMF respecto de X.
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En consecuencia, 3i p es una multifibracién, p tiene la propiedad PEHMF

respecto de todo espacio topologico X.

Dem. Supongamos que p tiene la propiedad PEHM respecto de X x I. Sea
{€x} sucesién nula, entonces existe {f,} sucesién nula tal que, para todon € IN,
Nn < €n ¥ 7y €std asociado a €, por la definicién de la propiedad PEHM respecto
de X x I. Por otra parte, si p tiene la propiedad PEHM respecto de X x I,
entonces p tiene la propiedad PEHM respecto de X. Por tanto existe {4,}
sucesién nula tal que, para todon € N, §,, < 2 y §, estd asociado a % por la
definicién de la propiedad PEHM respecto de X.

Sean F : X xR, — Ey H : X x I xR, — B aplicaciones multivaluadas
finas tales que pF y Hj son asintéticas. Existe {k,} C IN sucesién creciente no

acotada tal que para todo x € X, todo t € I y todo r > k, se tiene
diam(F(z,r)) < §,,, diam(H(z,t,1)) < &,, d(pF(z,r), H(z,0,r})) < b,.

Entonces para todo n € IN, existe G, : X x I — E aplicaciéon multivaluada
In_fina semicontinua superiormente tal que para todo z € X' y todo t € I se
tiene
Mn Tin

d(G,,(::,B),i (33ihﬂ)) < 3 3d(p6ﬂ€:}”szﬂ(zytskﬂ)) < 3 -
Por otra parte, como d(Gn(z,0), F(z,ka)) < 2 y d(Gr41(2,0), F(z, kny1)) < &
podemos considerar G, : X x ({0} X [kn, kns1]UT X {kp, kny1}) — E aplicacion
multivaluada 7,,-fina dada por

G.(z,1) sir=k,0<t<1
Gn(z,0)U F(z,k,) sir=k,t=0

Gl (z,t,r) =14 F(z,r) $i7 € (knykny1),2 =0
Gn+1($,0) U F(;B,kn+1) sir= kn+1,t =0
Gn+1($,t) sir= kn+1,0 <t S 1.

Tenemos entonces
Gl i X x ({0} x [kn, kng1] U T % {kn,kpn41}) — E

Y H|xxix[bnknss] : X X I X [y, kny] — B aplicaciones multivaluadas n,-finas
semicontinuas superiormente tales que d(pG,(z,t,r), H(z,t,r)) < 9., para todo

(z,t,r) € X x ({0} X [kn, knt1] UT X {kn, kns1})
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Entonces, como existe un homeomorfismo de X X I X [ka, ku41) €n si mismo
que manda X X ({0} X [kn, kng1}UT X {kn, kns1}) en X x {0} X [kn, kn41], podemos
aplicar PEHM y tenemos que existe G% : X X I X [ky, knya] — E aplicacién

multivaluada ¢,-fina semicontinua superiormente tal que
d(Gi(z,t,7), Gz, t, 7)) < €n

para todo (z,%,7) € X X ({0} X [kn, k1] UT X {kn, kns1}), ¥
d(pGi(z,t,v),H(z,t,r) < &,

para todo (z,t,7) € X X I X [k, kny1].
Finalmente, definimos H' : X x I X [k;,00) — E como

Gi(z,t,1) sir=k
H'(z,t,r) =4 Gi(z,t,r)UGa, (2, t,r) sir=knpp1,n €N
Gl (z,t,r) sik, <t <knp,n€N

donde para todo n € IN, como G| xx{kns:}xI = Gus1lXx{kns1}x1, S€ tiene que

diam(H'(z,t, kay1)) = diam(G(z,t,knt1) U Gopy(2,8, kaya))

< dlm(G::(xv i kn+1)) + d(G:(xv L kn+1)v G:,(:B, t, kn+1))
+ diam(G:.(x’ts kn+l))
+ d(G:uH (:L’,t, ku+1)s G:-:+1(x’ ta kﬂ'l'l))
+ dia'm(G;:+1($’ta kn+l))

< Deg,

para todo (z,t) € X x I, y si (z,t,r) € X x I x (k,, knt1), entonces
diam(H'(z,t,r)) = diam(Gy(x,t,7)) < €n-

Ademas, para todo (z,t,r) € X X I X [kn, kn41] se tiene

d(H'(z,0,7), F(z,r)) < d(G,(x,0,r),F(z,r))
< dG(2,0,7),G,(z,0,7)) + diam(G (=, 0,7))
+d(G(z,0,r), F(z,r))

< 2€,,
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y d(pH'(z,t,r), H(z,t,r)) £ d(pGun(z,t,r}), H(z,1,1)) < £n.
Es facil ver finalmente que H' es semicontinua superiormente y que se puede
extender a una aplicacién multivaluada fina H': X x I x Ry — E que, por lo

anterior, cumple las condiciones de asintoticidad necesarias.

Observacién 3.1.13 Sean E y B espacios métricos compactos y p: E — B
continua. Sea X espacio topolégico y supongamos que p tiene la propiedad
PEHM respecto de X x I. Entonces para toda sucesién nula {¢,}, existe {6}
sucesién nula tal que, dadas F: X xRy — Ey H: X xI xRy — B

aplicaciones multivaluadas finas tales que
diam(F(z,7)) < bn, diam(H(z,t,7)) < én, d(pF(z,r),H(a:,O,r)) < bn.

para todo r € X, todo t € I y todo r > k., para cierta sucesién creciente no
acotada {k,}, entonces existe H' : X x I x Ry — E aplicacién multivaluada
fina tal que diam(H'(z,1,7)) < €q,

d(F(z,r),H'(2,0,r)) < &, y d(pH(z,t,r), H'(2,0,7))} < &,
para todo z € X, todo t € I y todo r > k.

Definicién 3.1.14 Sean z,y € B. Un camino multivaluado fino entre z e
y es toda aplicacién multivaluada fina w : (I,0,1) x Ry — (B,z,y). Por
tanto, existe un camino multivaluado fino entre z e y si y solo si las aplicaciones
multivaluadas finas constantes c;, ¢, : Ry — B, dadaspore,(t) =z y ¢, (t) =y

para todo ¢ € IR, son homoétopas.

El siguiente resultado expresa condiciones formalmente mas débiles que el
resultado de Mardesi¢ [76], garantizando que dos fibras p~'(z) y p~'(y) tienen
la misma forma. El ejemplo de Keesling-Mardesié [59] prueba que el resultado

no es cierto en general sin mas hipétesis que la conexién de B.

Teorema 3.1.15 Sean E y B espacios métricos compactos y p : E — B
continua con la propiedad PEHMF respecto de todes los espacios méiricos com-

pactos. Supongamos que existe un camino multivaluado fino entre x e y. En-

tonces SSh(p~(z)) = SSh(p~'(y)).

112



Dem. Vamos a ver primero que dado z € X y dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

p~'(Bs(z)) C B.(p7'(2))-

En caso contrario, existiria (z/) C E que, por la compacidad de E, podemos
tomar convergente a un cierto z’ € E, tal que para todo n € IN se tiene que
z, € p~Y(B 1(z)) pero z;, & B.(p'(z)). Pero por la primera condicién se tiene
que (p(z!)) converge a z y por la segunda se tiene que p(z') # z y ésto contradice

la continuidad de p. Luego existe § > 0 tal que

p7'(Bs(z)) C Be(p™'(2))-

Sean ahora x,y € B y supongamos que existe un camino multivaluado fino

entre x e y. Sea {€,} sucesién nula. Entonces existe {6,} sucesion nula tal que

p Y (Bs,(2)) C B.,(p7'(2)) ¥y P (Bs,(¥)) C Be,,(p7' (),

para todo n € IN.

Sea w : (I,0,1) x Ry — (B,z,y) un camino multivaluado fino. Sean
F:pY(z) x Ry —» E dada por F(z',r)=2/,y G :p(z) x IXxRy — B
dada por G(z',t,r) = w({,r), aplicaciones multivaluadas finas tales que pF' = Go.
Entonces existe

H:pYz)xIxRy — E
aplicacién multivaluada fina tal que Hp y F son asintéticas, y también lo son
pH y G. Por otra parte, si consideramos F' : p~!(y) x Ry — E dada por
F(y',r) =y y G': p7Y(z) x I x Ry — B dada por G'(y',t,r) = w(l —¢,r),
obtenemos dos aplicaciones multivaluadas finas tales que pF' = Gj. Entonces
existe H' : p~'(y) x I x Ry — E aplicacién multivaluada fina tal que Hjy y F
son asintéticas, y también lo son pH' y G'. Entonces existe {k,} C IN sucesién

estrictamente creciente tal que
diam(H(z',t,7)) < &, d(H(z',0,r),2") < &,, d(pH(z',t,r),w(t, 7)) < by
para todo =’ € p~!(z),todot € I y todor 2 k,, y
diam(H'(y',t,7)) < n, d(H'(Y,0,7),y") < bn, d(pH' (Y, t,7),w(l —1,7)} < by
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para todo y' € p~!(y), todo t € I'y todo r > k.. En particular, para todo
z' € p~Y(z), todo ¥’ € p~'(y) y todo r > ki, se tiene que

d(pH(z',1,7),y) < 6, y d(pH'(Y',1,7),2) < by,

luego

H(z',1,7)np  (Bs(v) # 8y H'(Y,1,r)Np ™ (Bs.(2)) # 0

y por tanto
H(«',1,r)N B, (7' (1)) # 0 y H'(Y,1,7) N B, (p7'(2)) # 0.

Sea a : p~'(z) x Ry — p~}(y) dada por

ofz,r) = P (y) si0<r <k
’ 'Bcn(H(z’alar)) np-l(y) sik, <r < kny1,m €N

Entonces a es una aplicacién multivaluada fina de p~'(z) a p~'(y), y i definimos
o : p~l(y) x Ry — p~'(z) dada por
o'(y',r) = { %_l(z)' ' gy S0srh
(H' (Y, 1L,r))NpH(z) sika <r <kpp,n €N,

obtenemos una aplicacién multivaluada fina de p~'(y) a p~! (). Vamos a ver que
[][e] = [I.] donde I, : p~!(z) x Ry — p~!(z) viene dada por I(z',r) = z'.

Sea v : Ry — IR, aplicacién dilatadora asociada al par (@, o), que pode-
mos tomar no acotada y tal que diam(H'(a(z’,¥(r)),t,r)) < é, para todo
(z',t) € p~(z) x I y para todo r > n. Sabemos entonces que [¢/][a] = 4]
donde g : p~}(z) x Ry — p~!(x) viene dada por f(«',r) = o(a(z’,7(r)},7)-
Vamos a ver que [8] = [I;].

Consideramos J : p~1(z) x (I x {0,1} U {0} x I) x Ry — E dada por

( H(z',0,v(r))U {='} sit=0,s=0
H(',2t,4(r)) si0<t<il,s=0
J(:L" t,s,7) = H(‘T’!l"Y(r))UH,(a(z': 7(1‘))? 0,7) S{l t= %:3 =0
A H'(a(z',v(r)),2t — 1,7) sit<t<l,s=0
z' sit=0,0<s<1
z' s10<t<ls=1

.

que es una aplicacién multivaluada fina pues
d(H(z',0, qr('r)),:r,') < bn, d(H(I” 1,79(r)), a(z',7(r))) < €n,
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d(e(z',¥(r)), H'(a(z',7(r)),0,7)) < ba,

para todo 2’ € p~!(z) y todo r € IRy con ¥(r) > k.
Por otra parte, existe K : p~%(z) x (1,0,1) x I x Ry — (B, z,z) aplicacién
multivaluada fina tal que

, _fw(2t,(r)) si0<t<]
K(x't’o”')‘{ w(2—2t,r) si <<

y tal que K(z',t,1,r) = K(2',0,s,r) = K(z’,1,8,r) = z. Ademaés, como
d(pH (z',2t,%(r)),w(2t,7(r))) < én,

d(pH'(a(z',¥(r)),2t — 1,r),w(2 — 2t,7}) < by,

para todo (z',t) € p~'(z) x I y todo r > k. con 7{r) > k,, entonces se tiene
que K j,-1(x)x(Ix{o1}u{0}x )xR, ¥ PJ son asintéticas. Por tanto, por la propiedad
PEHMF, existe una aplicacién multivaluada fina K’ : p~!(z) x IxIxIRy — E
tal que K’|,-1(z)x(rx{o1)u{o}x)xR, ¥ J son asintéticas, y también lo son pK' y
K. Luego existe {k.} C IN sucesién estrictamente creciente tal que para todo

z' € p7!(z), todo s € I'y todo r 2 k;, se tiene
d(pK'(z',1,8,r),2) < by,
y por tanto
K'(z',1,s,7) N B, (p~Y(z)) D K'(z',1,3,r) N p~ ' Bs,(z) # 0.

Entonces si definimos L : p~}(z) x I x Ry — p~'(z) tal que

-1 1 !
R o C) sio<r<h
Ko = B (e 1,0m)57e) 8 K <7 B €,

obtenemos una aplicacién multivaluada fina tal que L|,-1(5)x{0}xR, €S asintética

a K']p-l(,ﬂ)x{l}x{g}xmw y ésta es asintotica a le-l(_,,)x{l}x{o}xn+, donde

B..(J(z',1,0,r))Np7(z) = Be.(H'(a(z',%(r)),1,r)Np " (z)
= a’(a(m"P‘T(r))’r)’
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para todo z' € p~1(z) y todo r > k,,. Por otra parte, L|,-1(z)x{1}xR, €s asintética
a K'lp-l(z)x{l}x{l}xm, Y éstaloesa le-’(s)x{l}x{l}xn+ donde

J(z'\1,1,r) = ',

para todo z’ € p~!(z) y todo r € Ry. Luego [o/][a] = [I.]. Analogamente se
prueba que [a][o’] = [I,]. Luego SSh(p~*(z)) = SSh(p~'(y))-

Sea X espacio topoldgico, Y espacio métrico y sea F : X x Ry — Y apli-
cacién multivaluada. Se dice que F es una aplicacién multivaluada localmente
fina si es semicontinua superiormente y para todo ¢ > 0 y para todo z € X existe
U~ entorno de z y existe r, € IR, tal que diam(F(z’,r)) < € para todo 2’ € U
y todo r > r;. Obsérvese que si X es compacto las aplicaciones multivaluadas
localmente finas coinciden con las aplicaciones multivaluadas finas.

Se dice que F,G : X x R, — Y aplicaciones multivaluadas son puntual-
mente asintéticas si para todo ¢ > 0 y para todo = € X existe r; € IRy tal que
d((F(z,r),G(z,r)) < € para todo r > r;.

Dados E, B espacios métricos compactos y dada p : E — B aplicacién

suprayectiva, podemos definir el conjunto
Q = {(a,w) € M({0}, E) x M(I, B) | w|jo}xr, es asintitica a pa},

donde M({0},E) y M(I,B) son los conjuntos de aplicaciones multivaluadas
finas de un punto en E y de I en B, respectivamente. Consideramos en {2 la
topologia inducida por la topologia producto de M({0}, E) x M(Z, B).

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.16 Sean E y B espacios métricos compactos yp: E — B
suprayectiva. Entonces son equivalentes:

i) Para todo espacio topoldgico X y para cualesquiera F' : X x Ry — Ey
H: X xIxR,; — B aplicaciones multiveluadas localmente finas tales que pF’
y Ho son puntualmente asintdticas, eziste H' : X x I x Ry — E aplicacidn
multivaluada localmente fina tal que H} y F son puntuelmenie asinidticas, y

también lo son pH' y H.
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i) Eziste una aplicacién (univaluada) continue X : Q@ — M(I,E) tal que
Ma,w)|o}xm, ¥« son asintdticas, y pA(o,w) y w son puntualmente asintdticas,

para todo (a,w) € S2.

Dem. Vamos a ver primero que i) implica ii). Sea X = Q y consideremos
la aplicacién F : @ x R, — E dada por F((a,w),r) = a(r) y la aplicacién
H:Q xIxR, — B dada por H{(a,w),t,r) = w(t,r). Entonces F' y H son

aplicaciones multivaluadas localmente finas. Ademads, se verifica que

pFy H’lﬁx{o}xﬂ...

son puntualmente asintdticas. Entonces existe H' : @ x I x Ry — F apli-
cacién multivaluada localmente fina tal que F'y H'|ax{o}xR, son puntualmente
asintSticas y también lo son pH' y H. Definimos A : @ — M(I, E) (univa-
luada) como Ma,w)(t,r) = H'((a,w),t,r). Estd bien definida pues para todo
(a,w) € Q, se tiene que Ma,w) : I x Ry — E es aplicacién multivaluada
fina (por ser H' localmente fina). Ademds, A es continua. En efecto, dados
(ag,wp) ¥y € > 0, existe Ul@o“) entorno de (ap,wo) y existe kg € IN tal que
diam(H'((a,w),t,7)) < € para todo (a,w) € U®*®) todo t € I y todo r > ko,

y podemos suponer que, fijado A > diam(F), ko verifica ademds que

y 2.8
k=ka+1 2 2
Por otra parte, para todo ¢, € I y todo ry € {0, ko] existe U((t:f'::‘)’) C Uloown)

entorno de (ag,wp), ¥y existe 0 < §¢yr,) < § tal que para todo (a,w) € U((g‘:;:";) y
todo (¢,7) € I x Ry con d{(tg,70),(t, 7)) < (19,r) 5€ tiene
Ma,w)(t,r) = H'((e,w)t,r)
C B%(H’((&o,wO), to, T‘o)) = B%(A(ﬂ'o,wo)(tg,ro)).
Por la compacidad de I x [0, ko] existen (¢1,71),...,{ta, ) tales que
I x [0, ko] C B,S(‘l'rl)(tl,rl) u...u Bb’(‘mrn)(tn, T"),

y tales que para todo k < ko y todo (£,r) € I x [0, k] existe (¢;,r:) € I x [0,k]
tal que (¢,r) € By, ., (ti,7i). Sea  (ao.wo) =_U((::L’l"’;’) n...N U((:‘“‘,',:';), y vamos a
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ver que Ma,w) € Be(A(ao,wo)), para todo (a,w) € V(®0). Definimos {e:},

verificando }° £ < ¢, como

£t s5i1<k<ko
Ep = 2 .
A siky <k

Si (t,r) € I x [0,k] con k < ko, existe (t;,7;) € I x [0,k] verificando que
d((t,r), (ti, i) < b;.ry) < § tal que

Maw)(t:) € By (Ao, o)ty 7))
Y si (¢, r) € I x[0,k] con k > ko, entonces
Ma,w)(t,7) € Ba(AMao,wo)(t,7))-
Por otra parte, si (t,r) € I x [0, ko] existe (t',r') € I x Ry tal que
Mo, w)(t, 1) C Bg(Mao, wo)(¥', 7)),
con d((t,r),(¥,r")) < § y por tanto
diam(A(a, w)(t, 7)) < diam(A(ag,wo)(t',r')) + €.
Y sir > ko, se tiene
diam(A(a, w)(t, 7)) = diam(H((a,w),t,7)) < €.
Por tanto, A es continua y, finalmente, verifica que dado (a,w) € Q se tiene
d(M(a,w)(0,r), (7)) = d(H'((,w),0,7), F((a,w),7)),
para todo r € IRy. Luego A(ea,w)|{o}xm, ¥ @ son asintéticas. Por otra parte,
d(p(Ma,w)(t, 7)) w(t,r)) = d(p(H'((a,w), t,7)), H((a, ), 8, 7)),

paratodot € I'y todor € IR,. Luego pA(a,w) y w son puntualmente asintéticas.
Vamos a probar que ii) implica i). Supongamos que existe A : @ — M(I, E)
en las condiciones del enunciado.
Sea X espacio topolégicoysean F: X xRy — EyH: X xIxR, — B
aplicaciones multivaluadas localmente finas tales que pF'y Hy son puntualmente
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asintéticas. Consideramos G : X — M({0}, E) dada por G(z)(0,r) = F(z,r)
y G': X — M(I, B) dada por G'(z)(t,r) = H(z,t,r), bien definidas por ser F
y H localmente finas, y continuas (se prueba igual que antes para A). Entonces
G" : X — § dada por G*(z) = (G(z),G'(z)) es una aplicacién continua, bien
definida pues para todo z € X se tiene que pG(z) y G'lo}xr, son asintdticas,
por ser pF' y Hy puntualmente asintéticas y verificarse que

G'(z)(0,r) = H(z,0,r) y pF(z,r) = pG(2)(0,7),
para todo (z,r) € X x R,. Consideramos la composicion
x & 02 M(I,E)
que es univaluada y continua, y a partir de ella definimos
H:XxIxRy — E

tal que H'(z,t,r) = AG"(z)(t,r). Vamos a ver que H' es multivaluada semicon-
tinua superiormente.
Sea (2o, 0, 7o) ¥ sea > 0. Por la semicontinuidad superior de AG"(zo) existe

0 < n; < 7 tal que si d({t,r),(to,T0)) < m entonces
/\G"(Iﬂo)(t,f‘) C Bg(AG”(.’Co)(to, T‘o)).

Sea ko > ro + 2. Porla continuidad de AG”, existe U*® entorno de zo en X

tal que si z € U™ entonces AG"(z) C B_m_(AG"(2o)). Por tanto para todo
2%0

(t,r) € I x [0, ko] existe (¢,r") € I x [0, ko] con d((2,7),(¥',r)) < % tal que

AG(z)(t,r) C By (G (za)(t' ).
En particular si d((t,r), (fo,70)) < L se tiene d{(to,70),(t',r")) < m y por tanto
/\G”(Eo)(t','l’") C B!}(/\G"(ﬁ!o)(to, To)).

Luego H'(z,t,r) = AG"(z)(t,r) C B, (AG"(zo)(to,70)) = B,,(H’(:no,to,fo)) para
todo (z,t,7) € X x I xRy talque z € U™ y d((t,r), (e, 70)) < %.
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Luego H' es semicontinua superiormente, y es localmente fina pues dado
e > 0y dado (20,%0) € X x I existe U™ entorno de z, tal que si z € U™
entonces

AG'(z) C Bs(AG"(20)),

y por otra parte existe ro tal que diam(AG"(zo)(t,7)) < £ paratodot € I y todo
r > ro. Por tanto para todo z € U*, todot € I ytodor 2 ro+ § se tiene

diam(H'(z,t,r)) = diam{((AG"(z))(t,r)) < €.
Finalmente, dado = € X, se tiene que
d(H'(z,0,r), F(z,r)) = d(MG(2), G'(2))(0,7), G(z)(0, 7))

para todo (z,r) € X x Ry, y por tanto H'|xx{o}xr, €s puntualmente asintdtica
a F. Analogamente

d(pH'(z,t,7), H(z,t,r)) = d(p(MG(2), G'(2))(t,)), G'(z)(t, 7))

para todo (z,t,r) € X x I x Ry, y por tanto pH' es puntualmente asintética a

H. Esto completa la demostracion del teorema.

3.2 APLICACIONES CON LA PROPIEDAD
DE ELEVACION CERCANA DE CAMI-
NOS MULTIVALUADOS CERCANOS

Comencemos recordando esta bien conocida definicion.

Definicién 3.2.1 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
una aplicacién continua. Se dice que p tiene la propiedad de elevacién vnica de
caminos si dadas «’,w” : I — E aplicaciones continuas tales que w'(0) = w"(0)

y pw' = pw" entonces ' = w".

Definicién 3.2.2 Sea E espacio métrico y sea § > 0. Un camino é-fino en E
es toda aplicacién w : I — E multivaluada é-fina semicontinua superiormente.
Llamamos n-camino §-fino en E a toda aplicacién w : I* — E multiveluada

é-fina semicontinua superiormente.

120



Definicién 3.2.3 Sean F y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
una aplicacién continua. Decimos que p tiene la propiedad de elevacién cercana
de caminos multivaluados cercanos si para todo £ > 0 existe § > 0 tal que dados

w',w"” : I — E caminos §-finos tales que
d(w'(0),w"(0)) < & y d(pw'(t), p"(2)) < 6
para todo t € I, entonces d{w'(t},w"(t)) < € para todo t € I.

Proposicion 3.2.4 Sea p : E — B une aplicacion continua, entre espacios
métricos compactos, con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multiva-

luados cercanos. Entonces p tiene la propiedad de elevacidn dnice de caminos.

Teorema 3.2.5 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
continua con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multivaluados cer-
canos. Entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que dado X espacio méirico
compacto conezo y dadas F',F" : X — E aplicaciones multivaluadas §-finas
semicontinuas superiormente tales gue d(F'(zo), F"(20)} < 6 para un punto
cualquiera zo € X y tales que d(pF'(z),pF"(z)) < § para todo z € X, se liene
que d(F'(z), F"(z)) < € para todo z € X.

Dem. Supongamos que p tiene la propiedad de elevacién cercana de caminos
multivaluados cercanos. Sea ¢ > 0 y sea § > 0 tal que dados w',w" : I — E
caminos §-finos tales que d{w’(0),w"(0)) < § y d(pw'(t), pw"(t)) < & para todo
t € I, se tiene d(w'(),w"(t)) < € para todo t € I.

Sea X espacio métrico compacto conexo y sean F', F'' : X — FE aplicaciones
multivaluadas é-finas semicontinuas superiormente tales que existe zo € X con
d(F'(z0), F"(z0)) < 6, y tales que d(pF'(z),pF"(z)) < é para todo z € X. Sea
z € X y vamos a ver que d(F'(z), F"(x)) < e.

Como F' y F" son aplicaciones multivaluadas é-finas semicontinuas supe-
riormente, existe n > 0 tal que diam{(F'(K)) < § y diam(F"(K)) < é para todo
subconjunto compacto K de X con diam(K) < 7.
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Como X es conexo existe w : I — X camino n-fino tal que w(0) = zo ¥

w(1) = z. Entonces F'w, F"w : I — E son caminos é-finos tales que
d(F'w(0), F"w(0)) = d(F'(z0), F'(z0)) < §
y d(pF'w(t),pF"w(t)) < § para todo t € I. Entonces se tiene que
d(F'w(t), Fw(t)) < €

para todo t € I. En particular d(F'(z), F*(z)) = d(F'w(1), F"w(1)) < e.

Para las fibraciones de Hurewicz es conocido (ver [107], I1.2.5) el siguiente

resultado.

Teorema 3.2.6 Unc fibracién p : E — B tiene la propiedad de elevacidn

dnica de caminos st y solo st ninguna fibra tiene caminos no constantes.

En el siguiente resultado se prueba que la propiedad de elevacion cercana de
caminos multivaluados cercanos queda caracterizada por la condicién mas fuerte
de que las fibras sean totalmente desconectadas, en el caso de las fibraciones

‘shape’.

Teorema 3.2.7 Sean E y B espacios méiricos compactos y sea p: E — B
suprayectiva con la propiedad PEHM respecto de I. Entonces p tiene la propiedad
de elevacidn cercana de caminos multivaluados cercanos si y solo si p~'(z) es

totalmente desconectedo, para todo z € B.

Dem. Supongamos que p tiene la propiedad de elevacién cercana de caminos
multivaluados cercanos y que existe £ € X tal que p~!(z) no es totalmente
desconectado. Entonces existe A C p~!(z) tal que A es conexo y tiene mas
de dos puntos. Sean z',y’ € A, 2’ # y'. Entonces dado ¢ = d(z’,y'), por la
propiedad de elevacién cercana de caminos multivaluados cercanos, existe § > 0
tal que dados w',w" : I — E caminos §-finos tales que d(w'(0),w”(0)) < 6 ¥
d(pw'(t), pw"(t)) < & para todo t € I, se tiene d(w'(t),w"(t)) < ¢ para todo t € I.

Pero como A es conexo, existe ' : I — A C p"(z) camino §-fino tal que

w'(0) = z',w'(1) = ', y podemos considerar, por otra parte, w" : I —» p~ Yz}
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dado por w"(t) = = para todo t € I. Entonces ' y w” son caminos é-finos tales
que w'(0) = w"(0) y pw’ = pu”, y por tanto d{w'(t),w"(t)) < £ para todo ¢t € I.
En particular,

d(w'(1),w"(1)) =d(y',2") < €.
Esta contradiccién prueba la primera implicacién.

Vamos a probar la otra implicacién, ésto es, vamos a ver que si p™'(z) es
totalmente desconectado para todo z € B, entonces p tiene la propiedad de
elevacién cercana de caminos multivaluados cercanos.

Sea £ > 0. Vamos a ver que existe 0 < n < ¢ tal que para todo A C B con
diam(A) < 7 existen {Uy,...,U,} subconjuntos abiertos de E disjuntos dos a

dos con didmetro menor que ¢ tal que
p{A)clhvu...ul,

con d(U;,U;) > 7 para todo % # j.
Para todo £ € B, como p~'(z) es compacto y totalmente desconectado,
existen {U7,...,UZ } conjuntos abiertos y cerrados en p~!(z), disjuntos dos a

dos y con didmetro menor que £, tales que
p N z)=Ufu...uU;.

Existe 0 < &, < £ tal que d(UF,U¥) > 3¢, para todo i # j. Entonces

B..(p7'(z)) = B..(UD) V... U B..(U7)),

unién de bolas abiertas en E con d(B, (UY), B.,(U?)) > e- para todo i # j.
Ahora, existe 0 < 1, < £, tal que

P (By.(x)) C Be,(p7 (2))-

En caso contrario, existiria (y») C E que, por la compacidad de E, podemos
tomar convergente a un cierto y € E, tal que para todo n € IN se tiene que
yn € p"Y(B 1(z)) pero yn € B, (p~'(z)). Pero por la primera condicién se tiene
que (p(yn)) converge a z y por la segunda se tiene que p(y) # = y ésto contradice

la continuidad de p. Luego existe 0 < n, < ¢, tal que
p7(By.(z)) C B.,(p7 (=),
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y, por la compacidad de B, existe 0 < 5 < ¢ tal que para todo A C B con
diam(A) < n existe z € B tal que

p~}(4) C p7(Bn.(2)) C B..(p™'(z)) = B, (U)) V... U B, (Uy,)

con d(B.,(U?), B.,(U?)) > u para todo i # j. Luego para todo A C B con
diam(A) < 75 existen {U1,...,U,} subconjuntos abiertos de E disjuntos dos a

dos con diametro menor que ¢ tal que
p_l(A) C U]U...UUn

con d(U;,U;) > 1 para todo 1 # j.

Sea 0 < ' < 2 tal que diam(p(K)) < % para todo K compacto de E con
diam(K) < 1. Sea 0 < §’ < ' asociado a 7’ por la propiedad PEHM respecto
deI,yseal < é < %' tal que diam(p(K)) < %i para todo K compacto de E
con diam(K) < 6. Vamos a ver que § estd asociado a € por la propiedad de
elevacién cercana de caminos multivaluados cercanos.

Sean w',w” : I — E caminos é-finos tales que d(w’(0),w"(0)) < & ¥
d(pw'(t), pw"(t)) < § para todo t € I. Fijamos s € I y consideramos las aplica-
ciones F : I x {0} U {0,1} x I — FE dada por

W(s—2st) si0<t<3,r=0
Ww(0)Uw"(0) sit=2%,r=0
F(t,r)={ w"(2st—35) sii<t<l,r=0

w'(s) sit=0
w"(s) sit=1

y H : I x I — B definida como

_ | pw'(s — 2st + 2rst) si 0
H(t,r) = { pw'(2rs + 2st — s — 2rst) sij

Entonces F y H son aplicaciones multivaluadas §'-finas semicontinuas superior-

mente tales que
d(pF(t,r),H(t,7)) < &'

para todo (¢,r) € I x {0}U{0,1} x I. Entonces, como existe un homeomorfismo

de I x I en si mismo que manda I x {0} U {0,1} X I en I x {0}, podemos
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aplicar PEHM y tenemos que existe H' : I x I — E aplicacién multivaluada
n'-fina semicontinua superiormente tal que d(H'(t,r), F(t,r)) < n’ para todo
(t,r)e Ix{0}uU{0,1} x I y d(pH'(t,r), H(t,r)) < 7’ para todo (t,r) € I x I.
En particular,

d(pH'(t,1), H(t,1)) = d(pH'(t,1), p'(s)) < 1’ < %

para todo ¢ € I, y como H' es n'-fina, entonces pH' es 1-fina y por tanto
H'(t,1) € p_l(Bg(pw’(s))) para todo t € I. Por otra parte w” es §-fina, luego
diam(pw(s)) < & < 5 < 2 y, como d(pw'(s), pw"(s)) < § < 5’ < I, entonces

w'(s),w"(s) € p~(By(pw'(s))).
Luego podemos definir & : I — p~}(Bg(w(s))) tal que

H'(0,1)Uuw'(s) sit=0
a(t) =4 H'(t,1) si0<t<1
H'(1,1)Uw"(s) sit=1.
Es facil ver que @ es aplicacion multivaluada 5-fina semicontinua superiormente.
Por otra parte, como dia.m(Bg(pw'(s))) < 7 se tiene que existen {Uy,...,U,}
subconjuntos abiertos de E disjuntos dos a dos con diametro menor que ¢ tal
que
P (By(p/(s)) C T U... U T,

con d(U;,U;) > n para todo ¢ # j. Y como @ es n-fina, existird U; tal que
@(I) C U;. En particular, w'(s),w”(s) C U; y d(w'(s),w"(s)) < e.

La condicién sobre la suprayectividad de p se puede suprimir del teorema,

como muestra el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
continua con la propiedad PEHM respecto de I. Entonces p tiene la propiedad
de elevacidn cercana de caminos mullivaluados cercanos si y solo si toda fibra

no vacta es totalmente desconectada.
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Dem. Basta observar que si p: E — B tiene la propiedad PEHM respecto
de I, entonces p : E — p(E) también la tiene. Ademaés, p: E — B tiene la
propiedad de elevacién cercana de caminos multivaluados cercanos si y solo si
p : E — p(F) tiene la propiedad de elevacién cercana de caminos multivaluados
cercanos y, por el teorema anterior, esta dltima propiedad equivale a que p~'(z)

sea totalmente desconectado para todo z € p(E).

Observacion 3.2.9 La propiedad PEHM solamente se ha utilizado en la se-
gunda parte de la demostracién del teorema. Luego para toda aplicacién con-
tinua p : E — B con la propiedad de elevacién cercana de caminos multivalua-

dos cercanos se tiene que toda fibra no vacia es totalmente desconectada.

Ejemplo 3.2.10 Sea E un solenoide diddico y sea B la circunferencia unidad.
La proyeccién de E sobre B del ejemplo 3.1.9 es una multifibracién cuyas fibras
son conjuntos de Cantor y por tanto totalmente desconectados. Por tanto p es
una multifibracién con la propiedad de elevacién cercana de caminos multiva-

luados cercanos.

Teorema 3.2.11 Sean E y B espactos méiricos compactos y sea p: E — B
una fibracidn ‘shape’ con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multiva-
luados cercanos. Entonces p es una fibracién (de Hurewicz) con la propiedad de

e rd . .
elevacidn inice de caminos.

Dem. Vamos a ver que p tiene la propiedad de elevaciéon de homotopia respecto
de cualquier espacio métrico. Sea X espacio métrico y sean f : X — Ey
H : X x I — B aplicaciones continuas tales que pf = Hp. Vamos a ver que
existe H' : X x I — E continua tal que H) = f y pH' = H.

Sea {e,} sucesién decreciente verificando que €, < 2—,,1-;3— y que 2g,, esta aso-
ciado a sz por la propiedad de elevacién cercana de caminos cercanos, para
todo n € IN.

Por la propiedad PEHM, para cada n € IN existe Hj, : X x I — E aplicacion

multivaluada ¢,-fina semicontinua superiormente tal que
d(H,(2,0), f(2)) < &n y d(pHy(z, 1), H(z,1)) < €n
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para todo (z,t) € X x I. Entonces para todo ¢ € X y todo n € IN se cumple
que

d(H:L(x! 0),H:.+1($, 0)) < Ep + En+tl S 25m

d(pH.(z,t),pH, 1(2,1)) < €n + €np1 < 26n,

para todo ¢ € I. Y por la propiedad de elevacion cercana de caminos cercanos

se cumple que

d(H;(:E,t), H:;-l-](xat)) <

on+2
para todo n € IN, para todo z € X y todo ¢ € I. Luego, como H,_, es en41-fina

se tiene que

H:'_’_l(:!:,t) C Ben+1+;;‘,1¥7H;($,t) C B;#HL(.’B,J‘.)

y por tanto
E#H;_H(a:,t) C F;%H:l(z’t)

para todo n € IN, todo z € X y todo t € I. Entonces, para cada (z,t) € X x I,
se tiene que {B 3 H!(z,t)} es una sucesién decreciente de conjuntos compactos

con didmetro tendiendo a cero. Luego existe un tnico elemento

ez € [ -EE%H:,(z,t).

n=1
Definimos H' : X x I — E tal que H'(z,t) = ey para todo (z,t) € X x I.
Vamos a ver que H' es continua. Sea {zo,#) € X x I yseae > 0. Sean € IN
tal que o= < £y ¢, < £. Entonces, como H'(z,t) € ﬁ_z_xwﬂ;'l(z,t) C Bg Hy(z,1)
y diam(H}(z,t)) < €, < §, se tiene que H(z,t) C B¢ H'(z,t) y por tanto

B:H,(z,t) C B::_cH'(a:,t)

para todo (z,t) € X x I. Sea é > 0 tal que H,(z,t) C B: H}(zo,10) para todo
(z,t) € X x I con d(z,z0) < § y d(t,tp) < 6. Entonces

H’(I,t) € B%H:'(:B,t) C B%B%H:;(.'Bo, to) C B%Ba‘_c.H'(Io,to) - B,H'(mo,tg)
para todo (z,t) € X x I con d(z,z0) < & y d(t,t0) < é. Luego H' es continua.
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Ademés, como para todo ¢ € X se tiene d(H}(z,0), f(z)) < €., entonces

H!(2,0) C Ba,.(f(z)) y por tanto
H'(z,0) € B Hy(=,0) C By, 4. (f(2))

para todo n € IN. Luego H'(z,0) = f(z) para todo z € X.
Finalmente, para todo (z,%) € X x I y todo v > 0, por la continuidad de H’,
existe n € N tal que g, < % ¥y

p(Ben-{-gh-(H’(x’ t))) - B.;z(pH'(a:, t))

Por otra parte, como H'(z,t) € E#H;(x,t) se tiene H!(z,t) C Bc"+§nﬁH’(x,t).

Por tanto,

H(z,t) € B,,(pH,(2,1)) C B.,(pB,, 1.(H'(z,1))) C By(pH'(x,1)).

nt 30

Luego pH'(z,t) = H(z,t) para todo (z,t) € X x I.

Como consecuencia del teorema anterior y del teorema I1.5.10 de [107], se

tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.12 Sean E y B espactos métricos compactos y seap: E — B
una fibracidn ‘shape’ con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multsva-
luados cercanos. Supongamos que E y B son localmente conezos por caminos y
que B es semilocalmente 1-conezo (ésto es, todo punto b € B tiene un entorno N

tal que m(N,b) — w(B,b) es trivial). Entonces p es una proyeccidn recubridora.

El reciproco del teorema anterior no es cierto como muestran los siguientes

ejemplos,

Ejemplo 3.2.13 Sea K el pseudoarco [7} y B un espacio métrico compacto
cualquiera. Sea p; : B X K — B la proyeccion sobre la primera componente.
Entonces p; es una multifibracién (también es una fibracién de Hurewicz) cuyas
fibras son homeomorfas a K, que es un continuo tal que cada componente conexa
por caminos es un punto. Por tanto p; es una multifibracién que es fibracién con
la propiedad de elevacidn tinica de caminos, pero sin la propiedad de elevacién

cercana de caminos multivaluados cercanos.
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Ejemplo 3.2.14 ([78], Ejemplo 4) Sea K el pseudoarco, sea E = KV K y sea
p: E — K. Entonces, como las componentes conexas por caminos de K son
los puntos, toda homotopia de un espacio topoldgico cualquiera en K es fija.
Luego p es una fibracién de Hurewicz y, como sus fibras son discretas, tiene la
propiedad de elevacién tnica de caminos. Sin embargo, p no es fibracién ‘shape’
(ver [78], Ejemplo 4), ni tiene la propiedad de elevacién cercana de caminos

multivaluados cercanos.

Ejemplo 3.2.15 Sea K el pseudoarco, sea E = K x {0,1} ysea B = K VK
(considerado como el cociente de F al identificar (zo,0) y (o, 1) para un cierto
punto zo € K). Sea p: E ~— K la proyeccién. Entonces p es una fibracién
de Hurewicz con la propiedad de elevacién cercana de caminos multivaluados

cercanos pero no es fibracién ‘shape’.

Definicién 3.2.16 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: £ — B
una aplicacién continua. Decimos que p tiene la propiedad de elevacién asintética
de caminos multivaluados finos asintdticos si dadas w',w” : IX Ry — E
aplicaciones multivaluadas finas tales que w'|(yxmr, ¥ w”|{(0}xR, SOn asintéticas,

y también lo son pw’ y pw” se tiene que también han de ser asintdticas w’ y w”.

Observacion 3.2.17 Sea p : E — B una aplicacion continua, entre espacios
métricos compactos, con la propiedad de elevacién asintética de caminos multi-
valuados finos asintéticos. Entonces p tiene la propiedad de elevacién tinica de

caminos.

Teorema 3.2.18 Sean E y B espacios métricos compactos y sea p: E — B
una aplicacidn continua con la propiedad de elevacidn asintdtica de caminos mul-
tivaluados finos asintéticos. Entonces dadas w',w” : I" x Ry — E aplicaciones
multivaluadas finas tales que '|{,.0xRy ¥ Wi, ..0)}xR, 30n asintdiicas, y

también lo son pw' y pw" se tiene que también han de ser asintdticas w' y ",

Dem. Sean w’,w” : I" x Ry — E aplicaciones multivaluadas finas tales que

w’l{(0,..00} xRy ¥ @l{(0,..00}xR, son asintéticas, y también lo son pw' y pw”. Sea
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a : I —» I" aplicacién continua suprayectiva tal que a(0) = (0,...,0) y consi-

deremos @', &" : I x Ry — E dadas por
&'(t,r) = w'a(t),r), @"(tr) = "(a(t),r).
Entonces &' y &" son aplicaciones multivaluadas finas tales que
d(&'(0,r),&"(0,r)) = dw'((0,...,0),r),«"((0,...,0),r))

para todo r € R, y por tanto &'|jo}xm, ¥ @"|{o)xm, son asintéticas, y también
lo son p&’ y p&" pues

d(p&'(t,r), po" (¢, 7)) = d(pw’(a(t), ), pw"(a(t),r))

para todo r € IR,. Entonces por la propiedad de elevacion asintética de caminos
multivaluados finos asintéticos se tiene que &’ y @" son asintéticas, y por ser o

. . A o s
suprayectiva se tiene que w’ y w" son asintoticas.

De forma analoga al teorema anterior se prueba, teniendo en cuenta que todo

continuo de Peano es imagen continua de [0, 1], el siguiente teorema.

Teorema 3.2.19 Sean E y B espacios métricos compactos y seap: E — B
unae aplicacion continua con la propiedad de elevacidn asintdtica de caminos
multivaluados finos asintiticos. Sean F',F": X x Ry, — E aplicaciones mul-
tivaluadas finas definidas en un continvo de Peano X, tales que F'|(z)xR, ¥
F"\(z0}xR, $07m asinidticas para un punto cualquiera zo € X y tales que tambicn

lo son pF' y pF". Entonces F' y F" son asintdticas.

El siguiente teorema relaciona la propiedad de elevacién cercana de caminos
multivaluados cercanos y la propiedad de elevacién asintética de caminos mul-

tivalnados finos asintoticos.

Teorema 3.2.20 Sea p : E — B una aplicacion continua, enire espacios
métricos compactos, con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multi-
valuados cercanos. Entonces p verifica la propiedad de elevacion asintdtica de

caminos multivaluados finos asintdéticos.
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Dem. Sean «',w” : I x R, — E aplicaciones multivaluadas finas tales que
w'l{o}xR, ¥ @"|{0)xR, Son asintéticas, y también lo son pw’ y pw”. Vamos a ver
que w' y w” son asintoticas.

Sea € > 0 y sea § > 0 asociado a ¢ por la propiedad de elevacion cercana
de caminos multivaluados cercanos. Entonces existe ro € IRy tal que w'|jxir) ¥

w”|1x4r) son é-finas y
d(w'(0,7),w"(0,7)) < §,d(p'(t,r), p"(t,r)) < 8,
para todo t € I y todo r > ry. Entonces
d(W'(t,r),"(t,r)) < €
para todo t € I y todo r > ry. Por tanto, w’ y w” son asintéticas.

De forma anéloga al teorema anterior se prueba, a partir del teorema 3.2.5,

el siguiente teorema.

Teorema 3.2.21 Sea p : E — B unae aplicacidn continua, enire espacios
métricos compactos, con la propiedad de elevacién cercane de caminos multiva-
luados cercanos. Sean F',F": X x R, — E aplicaciones multivaluadas finas
definidas en un espacio métrico compacto y conezo X, tales que F'|z,1xm, ¥
F"|(z0}xR, $0n asintdticas para un punto cualquiera zo € X y tales que también

lo son pF' y pF". Entonces F' y F" son asintoticas.

Observacién 3.2.22 Hay resultados andlogos para ‘multinets’ (en el sentido

de [102)).

3.3 RELACIONES CON LOS GRUPOS DE
HOMOTOPIA

Definicién 3.3.1 Sea E espacio métrico, sea n € IN y sean ', 0" : I" — E
n-caminos §-finos. Decimos que w’ y w” son e-homédtopos (rel.{3I";n}), si existe
H : I' x I — FE aplicacién multivaluada ¢-fina semicontinua superiormente tal

que Hy = w', Hy = w" y diam(H({t} x I)) < n para todo t € OI".
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Observacién 3.3.2 Siw' y w" son &é-hométopos (rel.{{0,1};7}) y " y w"” son

e-hométopos (rel.{{0,1};n}), entonces se tiene que w’ y w" son e-homoétopos

(rel.{{0,1}; 2n}).

Observacidén 3.3.3 Sea E espacio métrico y sean w’,w" : I" — F n-caminos
e-finos tales que w'|s;n = W”|gm ¥y w' y w” son e-hométopos (rel.{0I";¢}). En-

tonces w' y w” son e-hométopos (rel.oI").

Dem. Sean u',w” : I" — E n-caminos ¢-finos tales que w’|a;m = w”|gm y sea
H : I x I — E una e-homotopia (rel.{0I";¢}) entre v’ y w".

Sea r : I" — I™ aplicacién continua tal que
A 12 12
T‘(tl,...,tﬂ)=(3t1-—1,...,3tn‘—1) 81 (tl,...,tn)€K= [5,*3-] x 2 X [5,5 '

y tal que en el resto de los puntos r es la proyeccién radial hacia 8I" desde
el punto (1,1,...,3) (en particular, rls» = idsn). Entonces r es hométopa
(rel.0I™) a la 1dentidad en I™.

Sean @ = W'r : I* — E y @" = w"r : I — E n-caminos ¢-finos. Es
inmediato, por ser w’ y w" e-finos que w’ y @' son e-hométopos (rel.8I"), y que
w" y @” son e-hométopos (rel.oI").

Y por otra parte, H' : I* x I — FE dada por

G(r(t) =w"(r(t)) sitel”-K
H’(t,s):{ H({r(t)} x I) sit€dK
H(r(t),s) si ¢ € int(K) (interior de K)
es una &-homotopia (rel.0I") de &' a &@"”. Luego ' y w” son e-hométopos

(rel.OI™).

Teorema 3.3.4 Sean E y B espacios métricos compactos y seap: E — B con
la propiedad PEHM respecto de I y con la propiedad de elevacion cercana de
caminos multivaluados cercanos. Entonces para todo € > 0 eziste § > 0 tal que
dados w',w" : I — E n-caminos §-finos con d(w'(0,...,0),w"(0,...,0)) < 6
y tales que pw’ y pw" son §-homdtopos (el {BI";6}), se tiene que W' y w" son
g-homdtopos (rel {OI";¢} ).
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Dem. Sea € > 0. Sea 0 < 1 < § asociado a § por la propiedad de elevacién
cercana de caminos multivaluados cercanos. Sea 0 < § < ¥ asociado a  por la
propiedad PEHM respecto de I™.

Sean w',w” : I — E n-caminos §-finos con d{w'(0),w"(0)) < § tales que pw'’
y pw" son é-hométopos (rel.{0I";§}). Existe H : I" x I — B §-homotopia tal
que Hy = pw', Hy = pw”" y diam(H({t} x I)) < é para todo t € OI". Entonces
si consideramos F': I" x {0} UOI" x I — E tal que

F(t,s) = w'(t)

para todo (t,8) € I" x {0} U 3I™ x I, se tiene que F y H son aplicaciones multi-
valuadas §-finas semicontinuas superiormente tales que d{pF(t,s), H(t,3)) < é
para todo (t,s3) € I™ x {0} U 3I" x I. Entonces, como existe un homeomor-
fismo de I"™ x I en si mismo que manda I™ x {0} U3I" x I en I"™ x {0}, pode-
mos aplicar PEHM y tenemos que existe H' : I* x I — E Z-homotopia tal
que d(H'(t,s),w'(t)) < L para todo (t,s) € I™ x {0} UOI" x I (y por tanto
diam(H'({t} x I)) < n para todo ¢t € 8I"), y tal que d(pH'(t,s), H(t,3)) < %
para todo (¢,8) € I" x I. Entonces ' es n-hométopa (rel.{0I";n}) a Hy y H
es n-hométopa (rel.{0I";n}) a Hj. Por otra parte, como
d(H{(0,...,0),u"(0,...,0)) < d(H{(0,...,0),x(0,...,0))
+ diam(w'(0, ..., 0))
+ d(w'(0,...,0),w"(0,...,0}))
< %+6+6<n
d(pH;(t),po"(8)) = d(pH'(t,1), H(t, 1)) < § <,

para todo t € I", se tiene que d(H'(t,1),w"(t)) < § para todo ¢ € I", y como
diam(H'(t,1)) < ¢ < £ y diam(w"(?)) < 6§ < {5 para todo ¢t € I", entonces
Hj y w" son §-hométopas (rel.{0I"; £}). Por tanto v’y w” son ¢-hométopas
(rel.{0I";€}).
Corolario 3.3.5 Sean E y B espactos méiricos compactos y sea p : E' — B

con la propiedad PEHM respecto de I™ y con la propiedad de elevacidn cercana
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de caminos multivaluados cercanos. Entonces para todo ¢ > 0 ezisie § > 0 tal
que dados w',w" : I" — E §-finas tales que w'|s;n = w"[o y pw' y pw" son

§-homdtopos (rel. {OI™;6}), se tiene que w' y w" son e-homdtopos (rel.OI").

Dem. Sea € > 0 y sea § > 0 verificando las condiciones del teorema anterior.
Sean w',w"” : I" — E n-caminos §-finos tales que w'|s;m = w"|pm ¥y pw' y p0”
son §-hométopos (rel.{8I%;6}). Entonces w' y w" son e-hométopos (rel.{8I";¢})

y por tanto, por la observacién 3.3.3, son e-hométopos (rel.oI").

Definicién 3.3.6 Sea E espacio métrico y sean w',w” : I" x R, — FE aplica-
ciones multivaluadas finas. Decimos que w' y w” son asintoticamente homoétopas
respecto a OI™ si existe H : I" x I x R4 — E aplicacién multivaluada fina tal
que H|imyxio}xmr, = W', H|myp)xr, = W, y para todo € > 0 existe rp € Ry tal
que diam(H({t} x I x {r})) < e, para todo t € 8I" y todo r > r,.

Observacion 3.3.7 a) Sea E espacio métricoy seanw’,w” : I"xRy — E apli-
caciones multivaluadas finas. Entonces w’ y w” son asintoticamente homdétopas
respecto a 8I™ si y solo si son asintéticas a dos aplicaciones multivaluadas finas
hométopas (rel.dI" x R, ).

b) Sea E espacio métrico y sean w',w" : I x Ry — E aplicaciones multivalua-
das finas tales que w'|smygr, = w"|amxr, ¥ tales que W'y w" son asintoticamente

hométopas respecto a 8I". Entonces w' y w"” son hométopas (rel.dI™ x ]
P P y P

Teorema 3.3.8 Sean E y B espacios méiricos compactos y seap: E — B con
la propiedad PEHMF respecto de I™ y con la propiedad de elevacidn asintitica
de caminos multivaluados finos esintdticos. Sean w',w" : I" x Ry — E
aplicaciones multivaluadas finas tales que W'|{, ..0pxR: ¥ W'|{0,..00}xR, 07
asintdticas y tales que puw' y pw" son asintoticamente homdtopas respecto a OI™.

Entonces w' y w” son asintoticamente homdtopas respecio a OI™.

Dem. Sean w',w" : I" x Ry — FE aplicaciones multivaluadas finas tales que
w'{0,..0 xRy ¥ @|{(,..0))xR, Son asintéticas y sea H : " x I x R, — B
aplicacién multivaluada fina tal que H|mxo)xr, = pw's Hlmx{}xgr, = p", ¥
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tal que para todo £ > 0 existe ryp € R, tal que diam(H({t} x I x {r})) < ¢,
para todo t € 8I™ y todo r > ry.

Sea F': I" x {0} x Ry UOI" x I x Ry — E dada por F(t,s,r) = «'(t,r)
para todo (¢,s) € I" x {0} U3I" x I y para todo r € IR;. Por la propiedad
PEHMTF existe H' : I x I x R, — E aplicacién multivaluada fina tal que
H'|;nx{o}xRyualnxIxR, €5 asintética a F, y tal que pH' y H son asintéticas.
Entonces w’ es asintoticamente hométopa respecto a I" a H{ : I" xRy — F
dada por Hi(t,r) = H'(t,1,r).

Por otra parte H{|{q,.0)}xR, €S asintdtica a w'[((,...0)}xR, ¥ ésta lo es a
w”|{{0...0)}x Ry, ¥ PH] es asintética a H|my1jxm, = pw”. Luego H| y «" son

asint6ticas. Por tanto, w' y w” son asintoticamente hométopas respecto a dI™.

Corolario 3.3.9 Sean E y B espacios métricos compactosyp: E — B con la
propiedad PEHMF respecto de I™ y con la propiedad de elevacién asintdtica de
caminos multivaluados finos asintéticos. Entonces para todo par de aplicaciones
multivaluadas finas ',w" : I x Ry — E tales que W'|ornxmr, = @"|ormxmr,, ¥
tales que pw’ y pw” son asintolicamente homdtopas respecto a OI™, se tiene que

w' y w” son homdtopas (rel. BI" x R, ).
Observacién 3.3.10 Hay resultados ansdlogos para ‘multinets’.

Dado X espacio méirico compacto, dado z € X, para todo n € IN pode-
mos considerar el grupo ‘shape’ fuerte II2(X,z) y el grupo ‘shape’ IL, (X, z),
introducidos en el capitulo 2.

Ademads, si f : X — Y es una aplicacién continua entre espacios métricos

compactos, para todo z € X, f induce homomorfismos
WX, 2) — ma(Y, f(2)), S ma(X,2) — IN(Y, f(=)),

o ma(X ) — (Y, f(2)), f2: IH(X, z) — (Y, f()),
220X, z) — (Y, f(2)), o (X, 2) — Ia(Y, f(z)).

Se tienen los siguientes resultados.
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Proposicién 3.3.11 Sea p : (E,e5) — (B, by) una aplicacidn continua entre
espactos méiricos compactos, con la propiedad PEHMF respecto de I y con
la propiedad de elevacidn asintitica de caminos multivaluados finos asintditicos.

Entonces el homomorfismo
pd I (E, e0) — I3 (B, bo),
es un monomorfismo.

Proposicién 3.3.12 Sea p: (E,eg) — (B, by) une aplicacion continua enire
espacios métricos compactos, con la propiedad PEHM respecto de I™ y con la
propiedad de elevacion cercana de caminos multivaluados cercanos. Entonces

los homomorfismos
P I(E, e0) — TIL(B, b)), p™ : IIan(E,e0) — (B, bo),
son monomorfismos.

Proposicién 3.3.13 Sea p : (E,e90) — (B, b) une aplicacidn continua en-
tre espacios métricos compactos. Sea f : (X,zo) — (B,by) una aplicacién
continua definida en un espacio métrico compacto X y supongamos que existe

i (X,z0) — (E, e0) continua tal que pf' = f. Entonces
JP(I(X, z0)) C pP(TIR(E, €0)), £ (Ha(X, z0)) C pL*(IL.(E, €0)).

Corolario 3.3.14 Sea p : (E,eq) — (B,by) una aplicacidn continua entre
espactos métricos compactos, con la propiedad PEHMF respecto de I™ y con
la propiedad de elevacidn asintética de caminos multivaluados finos asinidticos.
Supongamos que existe s : (B,by) —s (E,eq) continua tal que ps = Id (ésto es,

extste 8 seccion de p). Entonces el homomorfismo
P:’ : H;(E’CU) — H;(Bs bO)!

es un isomorfismo.
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Corolario 3.3.15 Sea p : (E,eq) — (B,by) una aplicacion continua entre
espacios métricos compactos, con la propiedad PEHM respecto de I™ y con la
propiedad de elevacidn cercana de caminos multivaluados cercanos. Supongamos
que eziste s : (B,b) — (E,ep) continua tal que ps = Id (ésto es, existe s

seccion de p). Entonces los homomorfismos
p:s : H;(Ea 80) — H:;(Bv bO)$ p:mu : Hn(Ea 60) — Hn(Ba bO))

son isomorfismos.

3.4 ELEVACION DE APLICACIONES MUL-
TIVALUADAS FINAS

Dados X e Y espacios métricos compactos y F : (X,z0) X Ry — (Y, 90)

aplicacién multivaluada fina, F induce homomorfismos
FUY (X, z0) — Ma(Y,90), F2*: (X, z0) — IIL(Y, %),

F* X, z0) — IL(Y, %),

dados por F"*([w]u) = [0]u, F}*([w]) = [0] y F*([w]) = [0]w, donde
a(t,r) = F(w(t,ar)),r)
con a aplicacién dilatadora asociada al par (w, F). También F induce
F} : mo(X,20) — (Y, 50), F2* 2 ma(X, 20) — Ta(Y, %0),
dados por F**(fw]) = [0] y F*({w]) = [¢)w ¥ donde o(t,r) = F(w(;f),r).
Se tiene el siguiente resultado

Proposicién 3.4.1 Sea p : (E,e5) — (B, by) una aplicacidn continua entre
espacios métricos compactos. Sea F : (X,z0) x Ry — (B, by} una aplicacion

multivaluade fina definida en un espacio métrico compacto X y supongamos que
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existe F' : (X,z9) Xx Ry — (F, €p) aplicacion multivaluada fina tal que pF' y

F son asintéticas. Entonces

FP(ma(X,20)) C FP(I1(X,20)) C p(II3(E, o)),
F:lw(wﬂ(xa ‘7"0)) - F:W(H:;(X’ .’L'o)) C p:w(H:t(Es 80)) C p:-uw(nn(E, 60))7
F(I(X, 20)) C F(ILL(X, 20)) C pu™(IIa(E, e0)).

El resultado anterior admite el siguiente resultado reciproco.

Teorema 3.4.2 Seap: (E,eq) — (B, bo) una aplicacién continua suprayectiva
entre espacios métricos compactos, con la propiedad PEHM respecto de I x I y
con la propiedad de elevacidn cercana de caminos multiveluados cercanos. Sea
X un continuo de Peano y sea F : (X,x¢) x Ry — (B,by) una aplicacidn

maultivaluada fina tal que
F(my(X, 20)) C p(I{(E, eo))-

Entonces existe F' : (X,z0) Xx Ry — (E, ;) aplicacion multivaluada fina tal

que pF' y F son asintéticas.

Dem. Sea {e,} sucesién nula. Vimos en la demostracién del teorema 3.2.7 que
existe {n,} sucesién nula tal que 0 < 5, < ¢, y tal que para todo A C B con
diam(A) < 7, se tiene que p~'(A) = U, U...UU,, donde diam(U;) < &, para
todoi € {1,...,r} y d(U;,U;) > ny, para todo i # j.

Por otra parte, existe {u,} sucesién nula con 0 < g, < 7, tal que dados
v',7" : I — E caminos p,-finos con d(7'(0),7"(0)) < un y tales que pr’ y
pr" son pn.-hométopas (rel.{{0,1}; un}), se tiene que 7’ y 7" son 5,-hométopas
(rel.{{0,1};7,.})-

Sea {1y} sucesién nula con 0 < ¥, < £ tal que diam(p(K')) < & para todo
K C E con diam(K) < t,.

Por la observacién 3.1.13, se tiene que existe {6, } sucesién nula con &, < ¥,
tal que dadas G : IR, — E y H : I x IR,y — B aplicaciones multivaluadas
finas tales que

diam(G(r)) < 8,, diam(H(t,r)) < &,, d(pG(r), H(CG,r)) < b,
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para todo t € I y para todo r > k,, para cierta sucesién creciente no acotada

{k,} C IN, entonces existe H': I x Ry — E tal que
diam(H'(t,7)) < a, d(H'(0,r),G(r)) < tn, d(pH'(t,), H(t,7)) < ¥y,

paratodot € I y todor > k,.
Sea FF : X x Ry — B una aplicacién multivaluada fina definida en un

continuo de Peano X. Sea {k,} sucesién creciente no acotada tal que
diam(F(z,r)) < 8,

para todo (z,r) € X x [k,, 00).

Sea z € X. Por ser X conexo por caminos existe w : ] — X aplicaciéon
continua tal que w(0) = zo y w(1) = z. Sea o : I x Ry — B aplicacién multiva-
luada fina dada por o(t,r) = F(w(t),r), que verifica que ¢(0,r) = F(zq,r) = by
y o(l,7) = F(z,r) para todo r € R,, y que diam(eo(¢,r)) < §, para todo
(t,r) € I x [ky,00).

Como o(0,7) = F(zo,7) = bo = p(ep) para todo r € IR, existe una aplicacién

multivaluada fina 7 : I x R, — F tal que
diam(r(t,7)) < ¢, d(7(0,7), €0) < ¥n, d(pr(t,r),0(t,r)) < tn,

para todo ¢t € I y todo r > k,,. En particular d(pr(1,r), F(z,r)) < 9, para todo
r 2 k,.

Sea w’' : I — X otra aplicacién continua tal que «w'(0) = zp y w'(1) = z.
Sea ¢’ : I x R, — B dada por o'(t,r) = F(w'(t),r). Seav' : IxIR, — E
aplicacién multivaluada fina tal que

diam(7(t,r)) < ¥n, d(7'(0,7), €0) < ¥y, d(pr'(t,7),0'(2,7)) < ¥y,
para todo t € I y todo r > k,. Vamos a ver que entonces
diam(7(1,7) U 7'(1,7)) < 7,

para todo r > k,,.
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Consideramos la aplicaciéon w'™ : I — X dada por w'~(t) = w'(1 —¢).
Entonces w *w'™ : I — X dada por

—rey )] w(2t) si 0
wrw"(t) = { W(2—2t) sil

define un elemento [w * w'~], € m (X, zo) y por tanto
FM(jw*w') = [o * 0" ]y, € F}m (X, 20) C p¥*I1(E, e0) C IL(B, by),

donde o * o'~ : I x IRy — X viene dada por

— | a(2t,7) si0<t< s
7*a (t’r)_{a'(2—2t,r) sil<t<l

Entonces existe k], € II;(E,eg) tal que o * 0~ y p& son debilmente homdtopas
(rel.{0,1} x IR, ). Ademas, escogiendo adecuadamente el representante de [«],,
podemos conseguir que diam(&(¢,7)) < ¥. y que o * ¢'"|1x{r} ¥ PKlIx{r) S€an
pin-hométopas (rel.{0,1}) para todo r > k,.

Sea 7:I xRy — E dada por

7(0,r)U {e} sit=0
(t,r) =4 7(t,r) si0<t<l
(l,r)ur(l,r) sit=1,

sea 7': I x R, — FE dada por

(0,r)U{e} sit=0
Fi,ry=1¢ 7'(t,r) sil<t<l
r(1,r)ur'(l,r) sit=1,

y sea £ : I x Ry — E dada por

k(0,7)UT(0,r})=7(0,r)U{e} sit=0
E(t,r):{ k(t,r) si0<t<l
k(1,r)UT(0,r) =7'(0,7) U {eo} sit =1,

aplicaciones multivaluadas semicontinuas superiormente. Entonces p7 y pT son
aplicaciones multivaluadas finas tales que p7 y ¢ son asintoticas y también lo
son p7' y o'. Entonces o * ¢'~ y pT * p7'~, dada por

PT(O, r) U {bo} sit=0

pr(2t,r) si0<t<!
prxpF(t,r) =14 pr(L,r)Upr'(l,r) sit=1
pr'(2-2t,r) sil<t<l,

pr'(0,7) U {bo} sit=1
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son asintoticas. Ademas, como

diam(pr(t,r)) < £, diam(pr(t,r)) < £,
diam(o(t, 7)) < 6, < % diam(o"(t, 1)) < 6, < %
d@ﬂmﬂmﬁﬁn<¢r<%ﬂd@ﬂnﬂpﬁJD<¢n<%H

para todo t € Iy todo r > k,, entonces o * 0"~ |1x{s} ¥ PT * p7' |1x{r} SOB
pn-hométopas (rel.{{0,1}; 242}) para todo r > k.. Por otra parte, es facil
ver que o * 0"~ |rx{s} ¥ PRlix{s} son pn-hométopas (rel.{{0,1}; 22}) para todo
r > k,. Luego pT*p¥"|1x{r} ¥ PEl1x{r} 500 tin-hométopas (rel.{{0,1}; un}) para
todo r > k,,. Por tanto, por la observacién 3.3.3, se tiene que pT * p™'~|ix(r} ¥
PE|1x{+} son pin-homotopas (rel.{0,1}) para todo r > k,. Por tanto, pT|ix{} ¥
(p% * p7')|1x{r}, dada por
p(0,r)U pr(0,r) = pr(0,r) U {by} sit=0

pr(2t,r) si0<t<}
pi*xp7'(t,r) =< pr(1,r)Upr'(0,r) = pr'(0,r) U {bo} sit= 31#

pr'(2t—1,r) sil<t<1

pr(l,r)Upr'(l,r) sit=1,

son p,-hométopas (rel.{0,1}).
Sean ahora 7: I x R, — E dada por

N _J r(0,r)U{eo} sit=0
t,r) = { (t,r) si0<t<1,

y ¥: I x IRy — FE dada por

" _J 70,r)U {eo} sit=0
'r(t,r)_{ (1) si0<t<1.

Entonces, para todo r > ky, Flix{r} ¥ & * 7'|1x¢r) dada por

k(0,r)Ur(0,r) =71(0,r)U {eo} sit=0

Rx Pt r) = k(2t,r) si0<t<-.1;
T k(1 r)UT(0,r) =7(0,r) U {eo} sit=1}
(2t —1,r) sil<t<l,

son fi,-finas con #(0,r) = &(0,r) tales que p¥lix(r} ¥ (PR * pF)1x{r), SOD fin-
hométopas (rel.{{0,1}; u,}). Por tanto #|1() ¥ & * #|rx{r) son n,-hométopas
(rel.{{0,1};7.})- En particular, diam(r(1,r)U 7'(1,r)) < 5, para todo r > k.
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Sea ahora (z,7) € X X (kn, kn41]. Se tiene diam(Bg,éniFim,rH) < fn ¥ por

tanto
7 (B (F(z;7))) = K{™ V... UKE?)

donde diam(K,-(x’r)) < &, para todo ¢ € {1,...,7zn}, ¥ d(K,-(z'r),K}x'T)) > 7
para todo i # j. Supongamos que también se cumple que ningin Ki(”‘r) se
puede descomponer como unién de dos subcompactos que disten mas de 7,
(ésto siempre es posible por la compacidad de E). Es facil ver que existe una
Unica descomposicién de p‘l(m) con estas propiedades. Por otra
parte, como

(L, Ur(Lr) C p7 (Baa (F(z,7))),

se tiene que existe K };"') tal que 7(1,r) C K (=7) bara todas las aplicaciones T

r) J(:,r),
obtenidas segin la construccion anterior.

Definimos F': X x (k;,00) — E dada por

Fi(z,r) = K

J(:,r)‘

Entonces F' verifica que diam(F'(z,r)} < &, para todo (z,r) € X x (ky,00).
Vamos a ver que F” es semicontinua superiormente.

Sea (z,79) € X X (kny, kno41] ¥ sea V entorno de F'(z,7o) en E. Existe U
entorno abierto de p“(B:_?ﬂ_(F(a:,ro))) en E tal que U =T, U...LU,, .,
donde diam(T;) < ¢, para todo ¢ € {1,..., 0@}, d(Ui,U;) > 1, para todo
i # j,y tal que Uj, , C V. Existea >0 tal que diam(B,(F(z,70))} < 0n, ¥
tal que '

P (Bum , (F(z,70)) C U.

En caso contrario, existiria (yx) C E que, por la compacidad de E, podemos

tomar convergente a un cierto y € E, tal que para todo k& € IN se tiene que

Vi € p™H(Bzung +1 (F(z,70))) pero yx € U. Pero por la primera condicion se tiene
5

que, como (p(y)) converge a p(y), ha de ser y € p~'(Bzun, (F(z,70))) ¥ por la
5
segunda se tiene que y ¢ U y ésto es una contradiccion.

Sea 0 < 8 < ro—k,, tal que paratodoz’ € X y todor' € Ry cond(z,z') < B
]
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y d(ro,7") < B se tiene que F(a',r") C Bo(F(z,10)). Entonces

Fi(z',7') C p—l(an_:n_(F(x’, 7)) C p'l(B’L;n.+a(F($= ro))} C U,

y, por la construccién de F”, existe U;s tal que F'(z',7') C Uj». Sea W en-
torno conexo por caminos de z contenido en Bps(z) (verificando por tanto que
diam(F(W x Bp(ro))) < 6,). Sea z' € W y sea r' € Ry con d(r,r') < B8, ¥
vamos a ver que F'(z,r") C U, ,CV.

Sea w : I — X aplicacién continua tal que w(0) = zo y w(l) = z. Sea
o :IxR; — B dada por o(t,r) = F(w(t),r). Sea r : I x R — E aplicacién

multivaluada fina tal que
dlam(r(t,r)) < T,bn, d('r(o, 7'), 60) < wn: d(pT(t1 T'), O'(t,"i")) < ¢ﬂ‘

para todo t € I y todo r > k,, para todo n € IN.
Dado z’ € W, existe w’ : I — W C Bpg(z) aplicacién continua tal que
w'(0) =z yw'(1)=2'. Sea ¢': I x Ry — B dada por

/ _ | F(w(2t),r) si0<t
o't} = { F(w'(2t-1),r) sil<t

1
<3
; St<1

Entonces ¢|rx{ro} ¥ &'|1x{ro} 501 &y,-homoétopas por una homotopia ¢ tal que

©({0,1} x I) C F(W x {ro}),

y por otra parte o’'|1x(rs} ¥ &'|1x{r} s0n &n,-hométopas por una homotopia ¢’ tal
que

¢'({0,1} x I) C F(W x By(ro)).

Entonces, como diam(F(W x Bg(ro))) < bn,, se tiene que a|ix{ro} ¥ '|1x{+} son
£2% _hométopas (rel.{{0,1}; Z2}).

Sea 7 : I x Ry — E aplicacién multivaluada fina tal que
diam(7'(¢,7)) < ¥u, d(7'(0,7), €0) < ¥n, d(p7'(t,r),0'(t,7)) < ¥

para todo t € I y todo r > k,, para todo n € IN.

Entonces 7|1x{r} ¥ T'|1x{r'} SOn caminos un,-finos tales que
d(r(0, TO)?T’(Ovr’)) < Hng
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y tales que prirx(ro} ¥ P |1x{r} 50N fin,-hométopas (rel. {{0,1}; e })- Entonces
T|1x{ro} ¥ T'l1x{r} 500 7y,-hométopas (rel.{{0,1};7s,}).

En particular, diam(7(1,7) U 7/(1,7'}) < f,. Y como 7(1,ra) C Uy, ., ¥
T(1,r") C U, ha de ser 7'(1,7') C Uj,, ,, ¥ por tanto F'(z',r') C Uj, ., C V.
Luego F' es semicontinua superiormente.

Por otra parte, como para zo podemos considerar wp : I — X tal que
wo(t) = zo para todo t € I, y podemos tomar 7, : I x Ry — E dada por
To(t,T) = €o, entonces e € F'(zo,r) para todo r € (ky,c0).

Finalmente F' : X x (k;,00) — E se extiende a una aplicacion multivaluada
fina F' : X x Ry — FE tal que o € F'(zo,r) para todo r € IRy. Ademas, como
p(F'(z,7)) C m, para todo (z,7) € X x (kn,0), se tiene que pF’ y
F son asintéticas.

Vamos a construir F* : X x R, — E aplicacién multivaluada fina tal que
pF" y F son asintéticas y tal que F*(zo,r) = ¢g para todo r E.IR.F. Sean {¢.}

¥ {7} sucesiones nulas tales que
F'(B,,(z0) X [n,n +1]) C By, (eo)

para todo n € INU {0}. Definimos F": X x R, — E tal que

F'z,r) si (z,r) & !neNu{o}Bqn(fo) X [nyn + 1]
F'(z,r)={ Bg(eo) si(z,r)€ By(zo)x [0,1]
Bd’n(co) Si (m!r) E ‘B‘fn(a:o) x (n3n + 1]
aplicacién multivaluada fina (por ser Unenu(o}By,(z0) X [n,n + 1] cerrado en
X x R,) tal que F' C F" y por tanto pF" y F son asintéticas y ep € F"(zo,r)
para todo r € IR,.
Sea F" : {X,z¢) X Ry — (E, eo) dada por
F"(z,r) = F'(z,r) si(z,r) € Unenuo} By, (o) X [n,n 4+ 1)
! €o si (z,r) € By, (z0) X [n,n+1)
Entonces F' es multivaluada fina (por ser Unenu(o) B, (Z0) X {n,n + 1) abierto
en X x R,) y verifica que F" C F", y por tanto pF" y F son asintoticas. Esto

completa la demostracion del teorema.
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Corolario 3.4.3 Sea p: (E,e9) — (B, by) una aplicacion continua enire es-
pacios métricos compactos, con la propiedad PEHM respecto de I X I y con la
propiedad de elevacidn cercana de caminos multivaluados cercanos. Sea X un
continuo de Peano y sea F : (X,x9) X Ry — (B, bo) una aplicacion multiva-
luada fina tal que

Fh*(m(X, 20)) C pt(T(E, o).
Entonces existe F' : (X,20) Xx Ry — (E,€p) aplicacion multivaluada fina tal

gque pF' y F son asintdticas.

Dem. Basta observar que si F'*(m(X,zq)) C p2*(II{(E, ep)), entonces también

se tiene que F'(m (X, zo)) C p¥™(II1( E, €0)).

Observacién 3.4.4 El corolario anterior sigue siendo cierto si se reemplaza la
condicién
F}*(m(X, 20)) C p*(1(E, o))
por la condicién
F(ILI(X, z0)) C p*(IL(E, e0)),

o por

F2(§(X, 20)) C p2’(II1(E, eo))-
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Capitulo 4

TEORIA DE LA FORMA Y
SISTEMAS DINAMICOS

La categoria de la forma se utiliza para el estudio de las propiedades globales de
los espacios métricos compactos, siendo especialmente satisfactoria en el caso de
espacios con estructura local complicada. Este es el caso, en frecuentes ocasiones,
de los atractores de sistemas (semi)dindmicos, que pueden tener una estructura

local muy complicada. Por ejemplo la adherencia de la curva
1
{(z,sen(=)) 10 <z <1},

que aparece frecuentemente en teoria de la forma, es atractor de un sistema
dindmico en el plano [52].

En 1991, B.M.Garay [42] da una caracterizacién topol6gica de los compactos
K atractores globales asintoticamente estables de sistemas (semi)dinamicos de-
finidos en espacios de Banach infinito-dimensionales. En concreto, prueba que,
en estas condiciones, K tiene forma trivial.

En 1993, J.M.R.Sanjurjo [103] prueba que todo atractor compacto asintotica-
mente estable de un sistema dinadmico definido en un ANR localmente compacto
es un FANR. Independientemente, B.Giinther y J.Segal [48], demuestran que
un compacto finito-dimensional es atractor asintoticamente estable de un sis-
tema dindémico definido en una variedad topoldgica si y sélo si tiene la forma
de un poliedro finito. Parte de sus resultados fueron publicados anteriormente

(en ruso) por S.A.Bogatyi y V.I.Gutsu en [9] para flujos generados por campos
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vectoriales C! en variedades diferenciables finito-dimensionales.

Para mas resultados sobre sistemas dinamicos, utilizando la teoria de la
forma pueden consultarse los trabajos de H.M.Hastings [51], [52], J.W.Robbin
y D.Salamon [94], J.T.Rogers, Jr. {95], J.M.R.Sanjurjo [104] y C.Tezer [109].

En este capitulo establecemos nuevas conexiones entre ambas teorias.

En la primera seccién de este capitulo recordamos la descripcién de la teoria
de la forma usando aplicaciones aproximativas y en la segunda enunciamos di-
ferentes conceptos de sistemas (semi)dindmicos.

En la tercera seccién estudiamos propiedades referentes a la forma de com-
pactos positivamente invariantes y de compactos estables de sistemas dindmicos
con atractores compactos asintoticamente estables. Probamos que si un sistema
dindmico tiene un atractor global asintoticamente estable entonces todo continuo
positivamente invariante conteniendo al atractor tiene forma trivial. Si ademés
el atractor es unidimensional, entonces todo continuo positivamente invariante
tiene forma trivial. También demostramos que en estas condiciones, el flujo en
un continuo estable es atraido por un subcontinuo invariante que tiene la misma
forma (obsérvese que todo continuo estable es positivamente invariante, péro
no tiene porque ser invariante). El estudio de los sistemas (semi)dinamicos con
atractores globales asintoticamente estables es uno de los principales temas de
investigacién en la teoria topoldgica de sistemas dindmicos [49].

En la cuarta seccién consideramos el espacio A(X,Y) de las aplicaciones
aproximativas de X a Y con una métrica inspirada en la topologia del espa-
cio M(X,Y) de la seccidén 2.3. En este caso, obtenemos un espacio métrico
(obsérvese que M(X,Y) no es ni siquiera Hausdorff). Ademés, las principales
propiedades de M{X,Y) siguen siendo ciertas para A(X,Y). Por ejemplo, dos
aplicaciones aproximativas son hométopas si y solo si estan en la misma com-
ponente conexa por caminos de A(X,Y’), y son debilmente hométopas si y solo
si estdn en la misma componente conexa de A(X,Y).

Definimos un sistema semidinamico de Bebutov [2], [3] (ver [106], IV.20) en
A(X,Y) y estudiamos sus conjuntos positivamente invariantes. Demostramos

que el primer limite prolongacional positivo de una aplicacién aproximativa f
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coincide con el conjunto de aplicaciones continuas de X x IR, a Y debilmente
hométopas a f, y deducimos varios corolarios relativos a los diferentes conjuntos
limites de una aplicacién aproximativa. Probamos que una aplicacién aproxima-
tiva es Lagrange estable si y solo si es uniformemente continua y como corolario
obtenemos que si una aplicacién aproximativa f es uniformemente continua,
entonces su clase de homotopia débil tiene un representante generado por una
aplicacién continua de X a Y. También vemos que el conjunto de elementos
‘non wandering’ del sistema semidinamico coincide con el conjunto de aplica-
ciones continuas de X x R, a Y. Finalmente damos caracterizaciones de las
trayectorias positivas atractores orbitales y de las Lyapunov estables, de los con-
juntos cerrados estables, y demostramos varios resultados relativos a las regiones
de atraccién de diferentes conjuntos.

Para informacién general sobre teoria de sistemas dindmicos y semidinamicos
recomendamos los libros [5], [6], [45], [88], [105], [106] y [111] de N.P.Bhatia y
O.Hajek, N.P.Bhatia y G.P.Szego, W.H.Gottschalk y G.A.Hedlund, V.V.Nemyt-
skii y V.V.Stepanov, P.Saperstone, K.5.Sibirsky y J.de Vries respectivamente.
Para informacién sobre atractores en espacios Hausdorff arbitrarios (no nece-

sariamente localmente compactos), se puede consultar [4].

4.1 DESCRIPCION DE LA CATEGORIA DE
LA FORMA DE BORSUK CON APLICA-
CIONES APROXIMATIVAS

Sean X e Y espacios métricos compactos tales que Y esté contenido en el cubo
de Hilbert Q. Una aplicacién aproximativa de X a Y es una aplicacion continua
f:X x Ry — Q tal que para cada entorno V de ¥ en Q existe t; € R4 tal
que f(X X [to,0)) C V.

Dos aplicaciones aproximativas f,g : X xRy — Q@ de X a Y son homatopas
si existe h : X x [0,1] x Ry — @ aplicacién aproximativa de X x[0,1] a Y tal
que

h(z,0,t) = f(z,1), h(z,1,t) = g(=,1)
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para todo (z,t) € X x R,.
Se dice que f y g son debilmente hométopas si para todo entorno V de Y
existe to € Ry tal que flxx(to.00) ¥ 91X x[to,00) 500 hombtopas en V (ésto es, existe

una aplicacién continua A : X x [0,1] x [to,00) — V tal que
h(z,0,t) = f(z,1), h(z,1,t) = g(z,?)

para todo (z,t) € X X [tg,00).

Denotamos por [f] a la clase de homotopia de f y por [f]v a la clase de
homotopia débil de f. Obsérvese que [fl. D [f]-

Sean X, Y y Z espacios métricos compactos tales que Y y Z estan contenidos
en el cubo de Hilbert Q. Sean f : X xRy —m @y g: Y xRy — Q
aplicaciones aproximativas de X aY ydeY a Z respectivamente. Entonces
existe ¢’ : Q x R, — @ aplicacién fundamental de X a ¥ extensién de g. Sea
h:X xRy — Q dada por h(z,t) = ¢'(f(z,1),t). Entonces h es una aplicacién
aproximativa de X a Z cuya clase de homotopia solo depende de las clases de
homotopia de f y ¢, y cuya clase de homotopia débil solo depende de las clases
de homotopia débil de f y g, y no de la extension g’ escogida. Entonces podemos
definir las composiciones [g][f] = [A] ¥ [g)w{flw = [Alw-

Teorema 4.1.1 Si consideramos la clase de los espacios métricos compactos y
las clases de homotopia de aplicaciones aprozimativas entre ellos con la com-
posicién de clases de homotopia definida anteriomente se obtiene una categoria

isomorfa a la categoria SSh.

Teorema 4.1.2 $§i consideramos la clase de los espacios métricos compactos y
las clases de homotopia débil de aplicaciones aprozimativas entre ellos con la
composicidn de clases de homotopia débil definida anteriomente se obtiene una

categoria isomorfa a la categoria Sh.

Observacién 4.1.3 Si en vez de considerar Y C @ se considera Y contenido
en un espacio métrico M € ANR y entornos de Y en M se obtienen categorias

isomorfas a las anteriores.
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4.2 SISTEMAS DINAMICOS Y SEMIDINA-
MICOS

Sea M un espacio métrico. Un sistema dinamico (semidindmico) sobre M es una
terna (M, R, 7) ((M,R4,w)) donde 7 : M x IR — M (m: M xRy — M)es
una aplicacién continua tal que

a) m(z,0) = z para todo z € M,

b) n(x(z,1),s) = m(z,t+3) para todo z € M y cualesquiera t,s € R (t,s € Ry).
Dado z € M definimos 7, : R — M (r, : Ry — M) dada por 7.(t) = n(z,1).

Dado z € M, se define la semitrayectoria positiva de z como
7+(z) = {“T(Iat) I te IR’+}‘J
se define €l embudo en z como el conjunto

v (z)={y € M|z €7 (¥)}

y el recorrido de z como 7(z) = v¥(z) Uy (z).
Dado = € M se tienen las siguientes posibilidades:

1. Existe ¢, tal que 7(z,t) = m(z,%;) para todo t > #o y se dice que 1*(x)
lleva a un estado estable (a partir de ;). Se dice que y*(z) es estable o

critica si w(z,t) = n(z,0) para todo .

2. Existe to y existe 7 > 0 tal que n(z,t + 1) = 7(z,t) para todo t 2 1, y se
dice que 4*(z) lleva a un ciclo de periodo 7 (a partir de to). Se dice que

~*(z) es peribdica de periodo 7 si 7(z,t + 1) = x(z,t) para todo &.

3. Para todo t # t' se tiene que 7(z,t) # 7(z,t) y se dice que ~v*(z) es no

singular o no autointersecante.

En un sistema dindmico, si 7*(z) lleva a un estado estable, entonces es estable,
y si v*(z) lleva a un ciclo, entonces es periddica.
Sea L C M. Se dice que L es positivamente invariante si y+(z) C L para

todo z € L. Se dice que L es negativamente invariante si 4~ (z) C L para todo
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z € L. Se dice que L es invariante si es positivamente invariante y negativamente

invariante.
Dado = € M se define

At(z) = {y € M | existe ¢, — oo tal que 7(z,t,) = y}
limite positivo de z. Se tiene que
77) = 7'(z) U A*(2).

Se dice que

1. 7, es positivamente ‘departing’ si A*(z) = 0.

2. m, es positivamente asintético si A*(z) # 8 y At(z) Ny*(z) = 0.

3. =, es positivamente Poisson estable si A*(z) Ny*(z) # 0.

4. m, es positivamente Lagrange estable si v¥(z) es compacto.

Dado z € M, se define

D¥(z) = {y € M| existen {z,} =z y {t.} C IRy con n(zn,t,) — y}

primera prolongacion positiva de z, y

J¥(z) = {y € M| existen {z.} = z y {t.} — oo tales que 7(zn,?,) — y}
primer limite prolongacional positivo de z. Se tiene que

D*(z) = y*(z) U JH(z) = Y (2] U T *(2).

Se dice que z es ‘non-wandering’ si z € J*(z).

Sea L C M. Se dice que L es positivamente minimal si es no vacio, cerrado
y positivamente invariante y todo L' C L no vacio cerrado y positivamente
invariante coincide con L.

Sean z,y € M. Se dice que v*(z) recurre a y si para todo ¢ > 0 existe T > 0
tal que y € B.(n({z} x [t,t + T])) para todo ¢t € IR,. Se define

R*(z) = {y € M | v*(z) recurre a y} C A (z).
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Se dice que v+(z) es recurrente si z € R¥(z).

Sea z € M. Se dice que 7, es positivamente Lyapunov estable si para todo
e > 0 existe § > 0 tal que d(n(x,t),n(y,t)) < € para todo y € Bs(z) y todo
t € IRy. Se dice que 7, es uniformemente positivamente Lyapunov estable
si para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(n(z,t + 7),7(y,t)) < € para todo
y € Bs(w(z,7)) y cualesquiera t,7 € IR,

Sean z,y € M. Se dice que m, es orbitalmente atraida por 7, si existe

to € R, tal que tll_xg d(m(z,t +tp),7(y,t)) = 0. Se define
A*(z) = {y € M | =, orbitalmente atraida por .}

regién de atraccién orbital de 7. Se dice que =, es un atractor orbital si A*(z)
es un entorno de y¥(z).
Sea z € M. Se dice que 7, es orbitalmente asintoticamente estable si 7. es

un atractor orbital uniformemente positivamente Lyapunov estable.

En lo que queda de seccién vamos a definir conceptos relativos a estabili-
dad y atraccién para conjuntos cerrados. Utilizaremos el enfoque dado en [6],
donde se definen estos conceptos para conjuntos cerrados L en espacios métricos
arbitrarios, en funcién de entornos del tipo B,(L). En otros textos sobre sis-
temas dindmicos, se dan estas definiciones en base a entornos cualesquiera de L.
Obsérvese que cuando L es compacto, como es nuestro caso en la seccién tercera

de este capitulo, ambos enfoques son equivalentes.

Sea (M,IR,7) ((M,R4,7)) un sistema dindmico (semidindmico). Se dice
que un subconjunto cerrado L de M es estable si para todoz € Ly todoy ¢ L
existen U y V entornos de z e y respectivamente tales que #(U x R4) NV =0
(L es estable si y solo si D*(L) = L). Se dice que L es orbitalmente estable si
para todo z € L, para todo € > 0 existe § > 0 tal que #(Bs(z) x IRy ) C Bc(L).
Se dice que L es uniformemente estable si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal
que 7(Bs(L) x Ry) C B.(L). En el caso de M localmente compacto, las tres
nociones de estabilidad coinciden para los conjuntos compactos.

Sea L un subconjunto cerrado no vacio de M. Sea z € M. Se dice que
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1. z es debilmente atraido a L si para todo € > 0 y para todo 7 € IR, existe

t > 7 tal que n(z,t) € B,(L).
2. z es atraido a L si para todo £ > 0 existe t € IR, tal que

n({z} x [t,00)) C B.(L).

3. z es fuertemente atraido a L si para todo ¢ > 0 existe § > 0 y existe

t € IR, tal que n(Bj(z) x [t,00)) C B,(L).
Se define
1. A.(L) regién de atraccion débil de L.
2. A(L) regién de atraccién de L.
3. A,(L) regién de atraccién fuerte de L.

Se tiene que

A.(L) D A(L) D A,(L)

y son conjuntos invariantes.

Se dice que L es un atractor débil, atractor o atractor fuerte si existe § > 0
tal que B;(L) esta contenido en A,(L), A(L) o A,(L), respectivamente.

Se dice que L es asintoticamente estable si y solo si L es un atractor uni-
formemente estable.

Una funcién ¢ : M — IR, es una funcién de Lyapunov si:
a) ¢ es continua,

b) ¢(n(x,t)) £ ¢(z) para todo z € M y todo t € R,
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4.3 SOBRE LA FORMA DE REGIONES PO-
SITIVAMENTE INVARIANTES DE SIS-
TEMAS DINAMICOS CON ATRACTO-
RES GLOBALES ASINTOTICAMENTE
ESTABLES

Comenzamos esta seccién con un teorema que caracteriza totalmente la forma
de los compactos positivamente invariantes de sistemas dinamicos con atrac-
tores globales asintoticamente estables unidimensionales. Para informacion so-

bre atractores unidimensionales se puede consultar [114].

Teorema 4.3.1 Sea (M,IR,7) un sistema dindmico definido en M € AR (en
particular, un espacio de Banach o una variedad contractible). Supongamos gque
7 tiene un atractor global compacto asintoticamente estable K. Entonces todo
compacto positivamende invariante conteniendo ol atractor tiene forma itrivial.
Si ademds K es unidimensional, entonces todo continuo positivamente inva-

riante tiene forma trivial.
La demostracién hace uso del siguiente Lema.

Lema 4.3.2 Sea (M, R, ) un sistema dindmico definido en M € ANR. Sea Lo
un compacto positivamente invariante contenido en un compacto L verificando
que para todo entorno V de Ly en M eziste ty € Ry tal que m(L X [tp,00)) C V.
Entonces Lo es un retracto ‘shape’ fuerte de L.

Si ademds L es positivamente invarianie, entonces Lo es un retracto de de-

formacién ‘shape’ fuerte de L.
Dem. En las condiciones del enunciado se tiene que

F=rloxm, i LxRy — M

es una aplicacién aproximativa de L a Lo. Como Lo es positivamente invariante,

FlLox[o00) €8 hométopa en Ly a la aplicacion aproximativa de Lo en si mismo
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generada por f|iox{o} = L, (la identidad en Lo). Luego [f] es una retraccién
‘shape’ fuerte.

Si, ademas, L es positivamente invariante, entonces f|z,x[o.0) € hométopa en
L a la aplicacién aproximativa generada por f|rx (o) = ir. Luego, en este caso,

[f] es una retraccién de deformacién ‘shape’ fuerte.

Demostracién del Teorema. Sea K atractor global compacto asintoticamente
estable. Vamos a ver que K tiene forma trivial. Sea h: K -—— @ una inmersion
en el cubo de Hilbert y sea f : M — @ extensién de h. Sea g : Q@ — M
una extensién de A~ : h(K) — K (que existe por ser M € AR). Por el Lema,
como K es atractor global asintoticamente estable, entonces K es un compacto
positivamente invariante tal que K C ¢(Q) y para todo entorno V de K en M
existe U entorno de g{Q) en M y existe to € IRy tal que (U x [t,00)) C V.
Por tanto K es un retracto ‘shape’ fuerte de g(Q) y existe 0 : g(@Q) xRy — M
aplicacién aproximativa de g(Q) a K tal que [o] es una retraccién ‘shape’ fuerte.
Entonces, si definimos 7 : @ x Ry — Q dada por 7(q,7) = f(o(g(g),r)), se
tiene que [r] es una retraccién ‘shape’ fuerte de Q a h(K). Por tanto A(K) (y
en consecuencia K) tiene forma trivial.

Sea ahora K’ un compacto positivamente invariante conteniendo a K. Como
K es atractor global asintoticamente estable, entonces K es un compacto positi-
vamente invariante tal que K C K’y para todo entorno V' de K en M existe U
entorno de K’ en M y existe t5 € IR, tal que n(U X [ty,00)) C V. Por tanto K
es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de K’ y Sh(K') = Sh(K). Luego
Sh(K’) es trivial.

Supongamos ahora que dim(K) < 1y que L es un continuo positivamente
invariante, y sea Ly = LN K. Entonces Ly es no vacio pues, como L es compacto
positivamente invariante contenido en A(K), se tiene § # A*(L) C LN K.
Ademas, Lo es compacto y positivamente invariante y vamos a ver que verifica
que para todo entorno V de L, existe to € Ry tal que w(L X [tg,00)) C V.

Entonces se tendra que Lo es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de L.
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Sea V entorno abierto de Lo y sea W entorno de K tal que WNL =V NL
(basta tomar W = M — (L — V)). Entonces dado W, como L C A, (K), existe
to € R, tal que w(L x [to,00)) C W. Por otra parte, como L es positivamente

invariante, m(L X [tp,00)) C L. Por tanto,
(L x [tg,00))CWNL=VNLCV.

Asi, Lo es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de L y Sh(L) = S h(Lo).
Como la conexién es un invariante ‘shape’, se tiene que Ly es conexo.

Por tanto, Lo es un subcontinuo de K y vamos a ver que, como Sh(K) es
trivial y dim(K) < 1, entonces Sh(Lo) es también trivial. Como dim K < 1y Lo
es un subcontinuo de K, toda aplicacién k : Ly — P de Lg en un poliedro finito
P se puede extender a una aplicacién h: K — P (|57], Teorema V.10.1). Como
Sh(K) es trivial, h es inesencial y por tanto h es hométopa a una constante.
Por tanto Sk(Ly) es trivial y por tanto también lo es Sh(L). Esto completa la

demostracién del teorema.

Proposicién 4.3.3 Sea (M, R, 7) un sistema dindmico definido en M € ANR.
Sea K compacto positivamente invarianie y supongamos que eziste L compacto
con forma trivial, tal que K C L C A,(K). Entonces todo compacto positiva-
mente invariante K' con K C K' C A,(K), tiene forma trivial.

Si ademds K es unidimensional, entonces todo continuo positivamente inva-

riante K' C A,(K) tiene forma trivial

Dem. Sea K compacto positivamente invariante. Observemos primero que si L
un compacto tal que K C L ¢ A,(K), entonces K es un compacto positivamente
invariante tal que K C L y para todo entorno V de K en M existe U entorno de
L en M y existe to € IRy tal que n(U X [to,00)) C V. Luego, por el lema 4.3.2,
K es un retracto ‘shape’ de L. Por tanto, si L tiene forma trivial, también K
tiene forma trivial.

El resto de la demostracién es igual que la del teorema anterior.

Ejemplo 4.3.4 El teorema no es cierto si reemplazamos los conceptos de la

teoria de la forma por los correspondientes de la teoria de homotopia. Existe un
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sistema dindmico en IR? [52] que tiene por atractor global el conjunto
1
K={(z,y)) e R*|0<=z Sl,y=sen(;)}U{(a:,y) eR’|z=0,-1<y<1},

con todos sus puntos de equilibrio. Entonces K es un atractor compacto unidi-

mensional asintoticamente estable, pero el tipo de homotopia de K no es trivial.

Ejemplo 4.3.5 La segunda conclusién del teorema no se cumple, ni siquiera
para continuos estables, si dim K > 1. Consideramos el sistema dinamico en
IR? cuyas drbitas son espirales aproximandose a la circunferencia unidad para
puntos del exterior del circulo unidad, circunferencias para los puntos del circulo
unidad menos el origen, y con el origen como punto estable. Entonces el circulo
unidad es un atractor global asintoticamente estable de dimensién dos con forma
trivial, pero la circunferencia unidad es un continuo estable que no tiene forma

trivial.

Observacién 4.3.6 En cualquier dimensién, si K es ademas positivamente
minimal, entonces todo compacto positivamente invariante contiene a K y por

tanto tiene forma trivial.

Corolario 4.3.7 Sea (M,IR,7) un sistema dindmico en un AR localmente com-
pacto M. Supongamos que w tiene un atractor global compacto unidimensional
asintoticamente estable K y sea L un continuo de M. Entonces

i) Cada componente coneza de A*(L) es un subcontinuo de K positivamente
invariante con forma trivial.!

ii) J*(L) es un subcontinuo de K positivamente invariante con forma trivial.

iii) Y(L) y D*(L) son continuos positivamente invariantes con forma trivial.

Dem. i) es consecuencia del teorema anterior pues A*(L) es un subcompacto de
K positivamente invariante.
i1} es también consecuencia del teorema anterior pues J +(L) es un subcom-

pacto de K positivamente invariante y vamos a ver que es conexo. Supongamos

1En particular si L = {z}, es conocido que A*(z), por ser compacto, es también conexo, ¥
por tanto es un subcontinuo de K positivamente invariante con forma trivial. Por otra parte, es
facil encontrar, en las condiciones del enunciado, ejemplos de continuos L con At (L) no conexo.
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que no lo es. Entonces existen L} y L2 subconjuntos cerrados de J¥{L} no vacios
tales que J+(L) = LU L} y existen Uy, U, subconjuntos abiertos y disjuntos de
M con Li C Ui, i = 1,2. Por otra parte, como L es compacto se tiene que para
todoz € Les

0 #£ At(z) C J¥(z) c JH(L).

Luego L C A,(J*¥(L)) y por ser L es compacto, existe t; € IR tal que
‘II'(L X [to,oo)) cUyul,

y, como L es conexo, habra de estar contenido en alguno de los dos y podemos
suponer que (L X [to,00)) C U;. Pero Lj es positivamente invariante y, por
tanto, (L2 X [to,0)) C L2 C U;. Esta contradiccién prueba que J*(L} es
conexo.

Analogamente, iii) es también consecuencia del teorema anterior pues +*(I)

y D*(L) = ¥¥(L) U J*(L) son continuos positivamente invariantes.

El siguiente resultado afirma que el flujo en un continuo estable es atraido
por un subcontinuo invariante que tiene la misma forma. Obsérvese que todo

continuo estable es positivamente invariante, pero no tiene porque ser invariante.

Teorema 4.3.8 Sea (M,R,7) un sistema dindmico definido en un ANR local-
mente compacto. Sea L un continuo estable y sea Lo = J*(L). Entonces Lo es
un subcontinuo estable de L tal que

i) Lo es invariante.

i) L C A,(Lo).

#i) Lo es un retracio de deformacién ‘shape’ fuerte de L.

Ademds, si  tiene un atractor fuerte global compacto K, entonces Lo C K.

Dem. Sea L un continuo estable y sea Ly = J*(L}. Como L es estable, se tiene

que

Lo = J*(L) c D¥(L) = L.

Ademas, L, es invariante pues J*(z) es invariante para todo z € L.
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Por otra parte, como L es compacto y positivamente invariante se tiene que

* paratodoz € Les
0 # At (z) c J*(z) C JHL) = Lo.

Luego L C A,(Lo)-

Vamos a ver que Lo es compacto. Supongamos que no lo es. Entonces
existe una sucesién (z,) C Lo tal que z = limz, € L — L. Para todon € IN
tenemos una sucesién (zf) C M con z¥ — y, € L y una sucesién (t¥) C R con
t¥ — oo tal que z, = kl_ianw m(z*,¢¥). Podemos suponer (por la compacidad de
L) que y, — y € L. Entonces podemos seleccionar una sucesion (k,) C IN tal
que

k

. — . k _ « k k —
Jim zp» =y, lim 2" = oo, lim_ n(zir,tin) = .

Luego z € J*(y) C Lo. Esta contradiccién prueba la compacidad de Lyo.

Asi, Ly es un subcompacto de L y como
D+(Lo) = ‘}’+(Lo) tJ J+(Lo) C Lo U J+(L) = Lo,

entonces es estable,

Para ver que Ly es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de L, basta ver
que para todo entorno V de Lo y todo = € L, como L C A,(Lo), existe U* entorno
de z y existe t, € IR, tal que n(U®x [t;,00)) C V y por tanto, por la compacidad
de L, existe U entorno de L y existe t € IRy tal que m(U x [t,00)) C V. Luego
Lo es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de L.

Como la conexién es invariante ‘shape’, Ly es conexo. Por tanto Lo es un
subcontinuo estable de L verificando i), ii) y iii).

Finalmente si 7 tiene un atractor fuerte global compacto K, entonces
Lo = JY(L) C K.
Esto completa la demostracion del teorema.

Para atractores 2-dimensionales se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.3.9 Sea (M, IR, ) un sistema dindmico definido en M € ANR. Sea
K una 2-variedad compacta positivamente invariante y sea L un compacto po-

sitivamente invariante tal que L C A,(K). Entonces L es mouwible.

Dem. Sea L un compacto positivamente invariante contenido en A,(K) y sea
Lo = LN K. Se prueba como en el teorema 4.3.1 que Ly es un subcompacto
positivamente invariante de L tal que S h(L) = Sh(Ly). Como Ly C K y todo
compacto de una 2-variedad es movible, entonces Lo es movible y por tanto

también lo es L.

Ejemplo 4.3.10 Este resultado no es cierto si dim K > 2, ni siquiera para con-
tinuos estables y atractores compactos asintoticamente estables. Consideramos
el sistema dinamico en IR cuyas érbitas son rectas aproximandose perpendicu-
larmente a la esfera unidad K para puntos de R* — K distintos del origen, y
tal que el origen y los puntos de K son puntos estables (ésto es, sus trayectorias
son puntos). Entonces K es una 3-variedad compacta que es atractor asintoti-
camente estable. Por otra parte, si L es un solenoide contenido en K, entonces

L es un continuo estable que no es movible.

Teorema 4.3.11 Sea (M,IR,7) un sistema dindmico definido en un espacio
ANR completo. Sea m, orbilalmente asintolicamente estable con 7¥(z) com-
pacto. Sea L compacio positivamente invariante contenido en A(7*(z)). En-

tonces L tiene forma trivial o la forma de la circunferencia S

Dem. Como 7, es orbitalmente asintoticamente estable y 4¥(x) es compacto,
entonces ([105], II1.5.4) 7#(z) es asintoticamente estable. Ademads, como M es
completo, A*(z) es una érbita periédica ({103}, I11.5.5) y por tanto A*(z) es
homeomorfa a un punto o a la circunferencia S 1

Sea ahora L un compacto positivamente invariante contenido en A(yH(z))
y sea Lo = LN ¥*(z). Se prueba como en el teorema 4.3.1 que Lo es un
subcompacto positivamente invariante de 7¥(z) tal que Sh(L) = Sh(Lo). Por

otra parte, como

Lo C 77(@) = (=) U A*(2),
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se tiene que, o bien Lo Ny*(z) = 0, o bien Ly Ny (z) # 0.

En el primer caso se tiene que Ly C A*(z) y como Ly es positivamente
invariante y A*(z) es una 6rbita periddica, entonces Lo = A*(z). En el segundo
caso se tiene, por ser Lo compacto positivamente invariante, que existe to € IRy
tal que

Lo = FRE ) = 7 (x(2, 1)) U A*(2).
Pero como ¥ (z) es compacto, para todo entorno V de At(z) existe t; € Ry tal
que ¥ (#(z, 1)) C V y por tanto existe t, € Ry tal que (Lo X [t2,00)) C V.
Por tanto A*(z) es un retracto de deformacién ‘shape’ fuerte de Lo.
Asi, en cualquiera de los dos casos posibles se tiene que Sh(Lg) = Sh(A*(z)).

Luego Lg, y por tanto L, tiene forma trivial o la forma de la circunferencia S.

Ejemplo 4.3.12 El teorema no es cierto si reemplazamos los conceptos de la
teoria de la forma por los correspondientes de la teoria de homotopia. En par-
ticular, el tipo de homotopia de 4*(z) no tiene que ser ni trivial ni el de S.
Considerese el sistema dindmico en IR? ([105], II1.5.7) cuyo flujo en coordenadas

polares viene dado por
f(p,0) = (1—(1—%)6_t’9+t) sil<p<gl.
(1-(1-p)et8+1) sil<op.

Sus drbitas son espirales aproximandose a la circunferencia unidad para puntos
no de la circunferencia y distintos del origen, los puntos de la circunferencia
forman una érbita peridédica de periodo 27 y el origen es un punto estable.
Entonces dado z = (p,6) con 0 < p < 1, se tiene que m, es orbitalmente
asintoticamente estable pero 7*(z) es un continuo cuyo tipo de homotopia no

es ni trivial ni el de S!.
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4.4 PROPIEDADES DINAMICAS DEL ES-
PACIO METRICO DE LAS APLICACIO-
NES APROXIMATIVAS

Definicién 4.4.1 Sean X e Y espacios métricos compactos tales que ¥ esta
contenido en el cubo de Hilbert Q, y denotemos por A(X,Y’) al conjunto de
aplicaciones aproximativas de X a Y. Dadas f,¢g € A(X,Y), definimos la dis-

tancia de f a g como:

5 Allastos 2lsotos) sup 1a(f(2,5),Y) - d(g(a:,s),Y)I}

keN

d(f, g) = max {

Entonces, si d(f,g) < ¢, se tiene que d(f|xx[oxglxxo4) < 2%¢, para todo
ke IN.

Observacidn 4.4.2 Es ficil ver que d es una métrica en A(X,Y).

Consideraremos el espacio A(X,Y) con la topologia generada por la métrica
d. Se puede ver que es un invariante topoldgico del par (X,Y). En concreto,
si a es un homeomorfismo de X a X' y B es un homeomorfismo de Y a Y/, la
aplicacién v : A(X,Y) — A(X',Y") dada por v(f)(z',t) = Bf(a'(z'),1), es
un homeomorfismo de A(X,Y) a A(X',Y") (ver 2.3.2).

El siguiente teorema, que se demuestra de forma parecida a los resultados

de la seccién 2.3, enumera las principales propiedades del espacio A(X,Y’).

Teorema 4.4.3 o) Dos aplicaciones aprozimativas de X a Y son hométopas si
y solo si estdn en la misma componente coneza por caminos de A(X, Y). Como
consecuencia, los morfismos de X a Y en la categoria SSh se pueden identificar
con las componentes conezas por caminos de A(X,Y).

b) Dos aplicaciones aprozimativas de X a Y son debilmente homdtopas si y solo
si estdn en la misma componente coneza de A(X,Y). Por tanto, los morfismos

de X a Y en la categoria Sh se pueden identificar con las componentes conezas

de A(X,Y).
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¢) Dada f € A(X,Y), i consideramos los conjuntos
a(f) = {g € A(X,Y) | g asintética a f},

o(f) = {g € A(X,Y) | existe to € Ry tal que flxxfto,c0) = 9lxx[to.00)}»
se tiene que () C a(f) C [f] C [flw ¥ (F) = a(f) = [f] = [flu- En particular,

todo morfismo en la categoria Sh es la adherencia de un morfismo en la categoria

SSh.
d) Dada f € A(X,Y), dado ¢ > 0, si definimos

[f]e = {9 € AX,Y) | flxxikyo0) hométopa a glxxieee) en Be(Y), by € IR}

se tiene que [f]. es abierto y cerrado en A(X,Y) y que [flo = Nesolfle. Por
tanto, los morfismos de X a Y en la categoria Sh se pueden identsficar también

con las cuasicomponentes conezas de A(X,Y).
El siguiente teorema introduce un sistema semidinamico en A(X,Y).

Teorema 4.4.4 Sea 7 : A(X,Y) x Ry — A(X,Y) tal que si f € A(X,Y) v
t € R, definimos n(f,t): X x Ry — Q como:

n(f,t)(z,8) = f(z,t +3).

Entonces (A(X,Y),R4,7) es un sistema semidindmico.
Ademds, si X' es homeomorfo ¢ X e Y’ es homeomorfo a Y, entonces los

sistemas semidindmicos (A(X,Y), Ry, ) y (A(X',Y"),Ry, ') son isomorfos.

Dem. Vamos a ver que 7 es continua. Sea (fo,%) € A(X,Y) X Ry y sea e > 0.
Sea ko > tp tal que

> A ¢
Y = <, con A = diam(Y),
k=ko+1 2k 2

y tal que d{fo(z,t),Y) < £ para todo z € X y todo £ > ko. Por ser fo continua
en X x [0, 2ko], existe § > 0 con g+ & < ko tal que

d(fo(z,to + ), fo(z,t +8)) < Z
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para todo € X, todo t € IRy, con |t —to| < § y todo s € [0, ko], y por tanto
d(fo(,to + ), Y) — d{folz,t + ), V)| < 5.
Y si s > ko, entonces to+ 8,t +8> ko ¥y
(d(fo(2,to + 81, ¥) — d(fola,t+ ), Y)| < 25 = 2,

para todo z € X.
Por otra parte si d(f, fo) < ez, entonces para todo z € X,todot< ko y

todo s < kg se tiene
d(fo(z,t+ ), flayt+8)) <

y para todo ¢,5 € R,
A fola,t +9),Y) — d(f(z,t +9), V) < 3.

Por tanto si d(f, fo) < gmesr ¥ It — to| < & se tiene que

i SUP(z,s)€X x[0,] d(fo(:z:’, to + ), f(=,t +3)) < § _%_ + i ._A_
= 2" el LR
y

(4 £
—_ < - - .
JSup [d( fo(z, b0+ 3),Y) — d(f(z,t +8),Y)| < 5tz <¢

Asi d(n(fo, to), m(f,t)) < €. Luego 7 es continua.
Por otra parte, si f € A(X,Y) se tiene que

#(f,0)(z,s) = f(z,s+0) = f(z,s)
para todo (z,s) € X xRy, ¥
m(x(f,2), )z, 7) = 7(f,t)(z,r + 8) = flz,r +t+s) = n(f,t + s)(z,7)

para todo (z,s) € X x Ry y cualesquiera t,s € IR,. Luego (A(X,Y),IR¢,7) es
un sistema semidinamico.

Supongamos ahora que a es un homeomorfismo de X a X'y 8 es un ho-
meomorfismo de Y a Y’ y sean (A(X,Y),Ry,7) ¥ (A(X',Y"), Ry, ') sistemas

semidinamicos definidos como en el enunciado del teorema. Sabemos que la
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aplicacién v : A(X,Y) — A(X',Y") dada por y(f)(z',3) = Bf(a”'(2'),5), es

un homeomorfismo de A(X,Y) a A(X',Y’) y vamos a ver que verifica que

v(7(f,t) = ="(+(f), 1),

para todo (f,t) € A(X,Y) x Ry. En efecto, dado (z',s) € X' x IRy se tiene

y(n(f, O, 8) = Br(f,t)(a"'(z"),s) = Bf(a™'(z),t +9)
= YY"\ t+s)=7(1(f) ) 9)

Por tanto, los sistemas semidindmicos (A(X,Y),IR¢,7) y (A(X',Y"), Ry, 7")

son isomorfos.

Teorema 4.4.5 Sea, para cada t € Ry, m : A(X,Y) — A(X,Y) definida por
m(f) = #(f,t), para todo f € A(X,Y).
Entonces m; es continua, abierta, suprayectiva e invertible por la derecha,

para todo t € IR, (en general no es inyectiva).

Dem. Sit = 0 entonces my es la identidad, que es evidentemente continua,
abierta, suprayectiva e invertible por la derecha. Sea t > 0 y vamos a ver que 7,
es abierta. Sea G abierto de A(X,Y) y sea f € G. Vamos a ver que existe € > 0
tal que By(w(f,t))} C m(G). Como G es abierto, existe § > 0 tal que Bs;(f) C G
y por tanto m(Bs(f)) C m(G).

Sea ko > t tal que

& )
> é,-‘- < — donde A = diam(Y),
bk 20 2

_ _#5
yseae—m.

Entonces si d(n(f,t),g) < ¢ se tiene que para todo z € X y todo s < ko
)
d(f(z,t+2),0(z,) < 3
En particular d(f(z,t),9(z,0)) < ﬁ— y existe 0 < 1 < ¢ tal que

diam(f({z} x [t~ m. ) Ug(z,0)) < 3
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para todo z € X. Entonces existe h: X x [t — ,t] — Q tal que
)
h(z,t —n) = f(z,t ~ 1), h(z,t) = 9(z,0),d(f(z,s), h(z,s)) < 2

para todo z € X y todo s € [t—n,t]. Entonces si consideramos f' : X xRy — @

dada por
f(z,8) sis<t—1q
fl(z,8) =13 h(z,s) sit—n<s<t
g(z,s —t) sis2t,

se tiene que

d(f(z,9), £z, 3)) = 0
si (z,5) € X x [0,¢ =17,

d(f(@,5), F3,9)) = d(f(z,), Wz, 8)) < 3
si (z,5) € X x [t —n,1),
d(F(2,9), F(2,2)) = d(f{z,t + (s = D o(ers — ) < 3

si(z,8) € X x [t ko], pues 0 < s —t < ko, ¥y

d(f(z,9), £z, 9)) < A&
si (z,8) € X x [kg,00). Por otra parte

|d((z,),¥) — d((z,), V)| < 3
si(z,s) € X x [0,ko], ¥
d(f(2,9),Y) — d(f (2, ), V)] = |d({(z,),¥) - d(g(z,s =), )| <€ < 3

si (z,8) € X X [ko, 00). Por tanto d(f, f") < § y como (f',t) = g se tiene que

B.(7(f,t)) C m(Bs(f)) C m(G).

Para ver que m; es invertible por la derecha, basta considerar la aplicacion

m_st A(X,Y) — A(X,Y) dada por

m_(9)(z,8) = { gE::g)_ ) :: j g :,
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para toda ¢ € A(X,Y). Vamos a ver que 7_, es continua. Sea go € A(X,Y)y
sea € > 0. Sea ko > t tal que

3> a < <, con A = diam(Y).
b1 2 2
=kg

Sea g € A(X,Y) tal que d(g,90) < snisr. Entonces para todo z € X y todo
s € [0,1] se tiene

d(m—d(9)(z,5), 7-i(50)(2,8)) = dlg(,0), 90(=,0)) < 3,
y si s € [t, ko) se tiene
d(m-o(9)(z, 8), 7—i(90)(z, 8)) = d(g(z, 5 — t), 90(x, s — 1)) < %

pues s — ¢ € [0, k). Por tanto

Zﬂa(a,;)‘up,q_(_dﬂ.).(_:_l:_l@ﬂ_:_l)<z;+ i A e +___

2k 2

=1 k=ko+1

y
sup |d(7_+(g)(z,5),Y) — d(m_(g0)(z,5), Y )| <e.
XX]R+

Asi d(n_y(g),m—+(g0)) < €. Luego m_, es continua. Finalmente se tiene que

_ ﬂ‘t(f)(.'E,O) = f(.’l:,t) 1s<t
roim(F)(z,8) = { M@0 =fy) | aist

y mr_(fNz,8) = m_( f)(z,t + s) = f(z,s), para toda f € A(X,Y).
Observacién 4.4.6 Dada f € A(X,Y) se tiene:

1. 7+(f) es estable si f estd generada por una aplicacién continua de X a Y.

2. v+(f) lleva a un estado estable si existe to € IRy tal que f(z,t) = f(z,%0)
para todo ¢ 2> io.

3. v*(f) es periddica si existe 7 > 0 tal que f(x,t + 1) = f(z,t) para todo
t € IR,, ésto es, si f es periddica.

4. v*(f) lleva a un ciclo si existe t € IR, y existe 7 > 0 tal que f(z,t +7) =
f(zx,t) para todo ¢ > ¢.
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5. v*(f) es no autointersecante si para todo to,f; € IR, existe 2> to y existe

xr € X tal que f(z,t+ 1)) # f(z,1).

Observacién 4.4.7 Sea f € A(X,Y). Entonces [f] y [f]. son conjuntos in-

variantes.

Observacion 4.4.8 Denotamos por
C(X,Y) = {f € A(X,Y) | f(z,t) = f(z,0), para todo z € X y todo t € R,}

al conjunto de aplicaciones aproximativas generadas por una aplicacién continua
(homeomorfo al conjunto de aplicaciones continuas de X a ¥ con la norma del
supremo)?. Obsérvese que C(X,Y) es el conjunto de puntos estables de A(X,Y').

Sea

C(X xR, Y)={fe AX,)Y)| f(XxR;,)CY}
Entonces C(X,Y) y C(X x R4,Y) son subconjuntos cerrados de A(X,Y’) posi-
tivamente invariantes.

También es positivamente invariante el subconjunto formado por las apli-
caciones periédicas. Dado 7 > 0, el conjunto de aplicaciones a.proximativé.s de
X a Y periédicas con periodo menor o igual que 7 es cerrado en A(X,Y). El
formado por las aplicaciones periédicas es denso en C(X x R, Y).

Por otra parte, el subconjunto de A(X,Y’) formado por las aplicaciones que

llevan a puntos estables y el formado por las que llevan a ciclos son invariantes.
Proposicién 4.4.9 Sea f € A(X,Y). Entonces ¥(f) C [f] y v(f) C [flw-
Teorema 4.4.10 Sea f € A(X,Y). Entonces J*(f) =[fl. NC(X x R,,Y).

Dem. Vamos a ver primero que J*(f) C [flw N C(X x Ry,Y). Supongamos
g € J*(f). Sea (zo,%0) € X x Ry y seae > 0. Sea t; € R, tal que

d(f(z,t0+1),Y) < %

2Qbsérvese que si consideramos C(X,Y) con la métrica inducida por la métrica de A(X,Y)
y consideramos por otra parte el conjunto de aplicaciones continuas de X a Y con la métrica in-
ducida por la norma del supremo, entonces la aplicacién que hace corresponder a cada aplicacién
continua de X a Y la aplicacién aproximativa generada por ella es una isometria.
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para todo z € X y todo t > #;. Como g € J*(f), existe h € A(X,Y) con
d(f,h) < £ y existe t; > ¢, tal que d(n(h,¢;),9) < §. Entonces

|d( (0,10 + £2),Y) — d(R(zo, 20 +13),Y)| < %

|d(h(zﬂvt0 + t2)s Y) - d(g(zo, to)’ Y)] < 'g"

Por tanto |d(f(zo, to+13), Y )—d(g(20,t0),Y)| < & y como d(f(z,te+12),Y) < §,
se tiene d(g(zo,%),Y) < € para todo ¢ > 0, y por tanto d(g(ze,%),Y) =0y
como Y es compacto ha de ser g(zo,t0) €Y.

Para probar que f y ¢ son debilmente hométopas consideramos V' entorno
deY en Q y sea ¢ > 0 tal que B,(Y) C V. Existe 0 < § < € y existe ko € IN tal
que para todo h € A(X,Y) con d(f,h) < § se tiene que f|xx[k.0) ¥ Rlxx[ko,00)
son hométopas en V y para todo ' € A(X,Y) con d(g,h') < § se tiene que
glxx[kos00) ¥ P|Xx[ko,c0) SON hométopas en V. Ahora, como g' € J*(f) existe
h € A(X,Y) con d(f,h) < & y existe t € Ry tal que d(g,7(h,t5)) < 6. Pero
entonces

Flx x[ko,00) ¥ Plxx[ko,00)

son hométopas en V y también lo son

9 x x{ka,00) ¥ TR, 20)]x x{ko.00)»

y como h(X X [ko,00)) C V entonces también son hométopas en V

| xx[ko,00) ¥ T(Ryt0)] X x[ko 00)-

Luego flxx[ko,00) ¥ 91X x[ko.c0) SOD hométopas en V.

Hemos visto que J*(f) C [flw NC(X X R4,Y) y vamos a probar el otro
contenido. Sea g € [f}w NC(X x R4,Y). Vamos a ver que para todo e > 0y
todo to € IR, existe ¢’ € B.(f) y existe t > t; tal que n(¢',t) = g.

Sea € > 0 y consideremos kg 2 ¢ tal que .

Z % < ¢, donde A = diam(Y"),
k=kg+1 2
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y tal que flxx[koo0) ¥ 9lXx[ko,00) Son homotopas en B%(Y). Existe entonces
h: X x[0,1] — Bg¢(Y') continua tal que ho = flxx{k} b1 = 9| xx{ko}- Definimos
¢ X xRy — @ como

f(z,1) sit <k

h((l?,t—ko) SlkoStSkg-l-l

! —
g(:l?,t)— g($,2k0+1—t) Siko+1sts2ko+1
g(I,t —2ko— 1) st 2k0+1 St.

Entonces

*, SUP(. e xxfou A f(2,8), 9'(2, ) k o o A
kz=:l oF Skz_;'zT-F Z — < E.

2k

k=ko+1

Por otra parte para todo (z,t) € X X [0, ko] se tiene
|d(g'(z,t),Y) — d(f(z,1),Y)| =0,
si (z,t) € X X [ko, ko + 1] es
dg'(2,), ) —d(f@, ) V)| < 5+ =¢
y stt 2> ko + 1 se tiene
ldl'(z,8),Y) - d(f(2,1),Y)] = ld(f(=,8) V)| < 5 <e.
Luego g’ € B.(f) y n(¢’,2ko + 1) = g con 2ko + 1 > £o. Luego g € J*(f).

Corolario 4.4.11 Si J*(f) # 0 entonces [f],, tiene un representante generado

por una aplicacion continua de X a Y.
Corolario 4.4.12 Sea f € A(X,Y). Entonces
D*(f) =y (N U([flu NCX x Ry, Y)) C [f]U ([flw N X x Ry,Y)) C [flu-

Teorema 4.4.13 Sea f € A(X,Y). Entonces AT(f) C [flu NC(X x R4, Y).
Ademds si g € A(X,Y) es tal que tlim w(f,t) = g, entonces

g €a(f)NCX,Y) CfINC(X,Y),
donde a(f) es el conjunto de aplicaciones aprozimativas asintiticas a f.
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Dem. La primera afirmacién es consecuencia del teorema anterior. Para probar
la segunda afirmacién consideremos 3o € IR, y € > 0. Sea ky > sp. Como

Illirg w(f,1) = g existe tp > 3o tal que

dn(£,1),0) < 5 ¥ dln(fyt — 50),9) < 3o

para todo t > {3, y por tanto para todo z € X

d(f(2,1),9(2,0)) < 3, d(f(z,), (=, %)) < 5.

Entonces d(g(z, s0), 9(z,0)) < €, para todo € > 0. Luego g(z, s0) = ¢(z,0) para

todo sp € IR,. Ademds, entonces f y ¢ son asintéticas, y por tanto hométopas.

Corolario 4.4.14 Si A*(f) # 0 entonces [f],, tiene un representante generado

por una aplicacion continua de X a Y.

Corolario 4.4.15 Sea f € A(X,Y). Entonces R*(f) C [floNC(X x R,,Y).
Por tanto, si v7(f) es recurrente, entonces f € C(X x Ry, Y).

Teorema 4.4.16 Sea f € A(X,Y). Entonces 7; es positivamente Lagrange

estable si y solo si f es uniformemente continua.

Dem. Supongamos que 7y es positivamente Lagrange estable pero que f no
es uniformemente continua. Entonces existe € > 0 tal que para todo n € IN
existen (Tu,t,);(¥n,Sn) € X x IR, tales que d(zn,ya) < L, t, < s <t + 1y

d(f(xﬂ'!tn)s f(yns Sn)) > E.
Por la compacidad de 7¥(f) existe {m(f,tt,)} convergente. Luego dado

€ > 0, existe ng € IN tal que, para todo n > ng se tiene que
£
d(ﬂ-(f) tkn)a ﬂ-(f, tkno )) < Es
y por tanto para todo (z,t) € X x [0, 1],

A (2, thy + ), F(@sthny +8) < 5.
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Como =(f,ty, ) es continua en X x [0,1], existe 0 < § < 1 tal que para todo
z,y € X y todo s € R, tales que d(z,y) < 6§ y 0 < s < § se tiene

d(f(xitkn°)$f(y,tkno + 3)) < %

Por tanto, para todo n > ng y para todo z,y € X tales que d(z,y) < § y todo
s € R, tal que 0 < s < § se tiene

d(f(z e}, f(Y thn +8)) < d(f(2,th,), f(25 Ekay )
+ d(f(l‘, tkno ): f(y: tkno + ‘9))
+ d(f(yitkno + 3): f(yr L s))

< SLfif_,
3 3 3 7

Por tanto para todo n > ng tal que 7- < § se tiene que d(z,,yr,) < 1= <6 ¥

0 < sz, — tr, < - <6 y por tanto

d(f(Zknrtha)s F(Yhnr Ska)) < €.

Contradiccion. Luego f es uniformemente continua.

Vamos a ver ahora que si f es uniformemente continua entonces n; es po-
sitivamente Lagrange estable. Para ello tenemos que ver que toda sucesion en
7*(f) tiene una subsucesién convergente y basta verlo con sucesiones en v*(f),
esto es, con sucesiones del tipo {7(f,?,)}. Finalmente por la continuidad de =
basta considerar e] caso en que t, — 0o.

Por ser X compacto existe E conjunto numerable denso en X x Ry. Por
la compacidad de @ existe {t;, } tal que {m(f,%, )} converge puntualmente en
E a cierta funcién (si E = {(z;,t;)} se toma {m(f,t})} subsucesién convergente
puntualmente en (z1,t;), de ésta se saca {n(f,t2)} subsucesién convergente pun-
tualmente en (z1,%1) ¥y (2,12), y asi sucesivamente. Entonces la subsucesién
diagonal {7(f,*)} es convergente puntualmente en E).

Ademas, si (z,t) € (X x R;) — E, dado € > 0, por la continuidad uniforme
de f, existe (y,s) € E tal que para todo n € IN,

d(f(z,tx, + 1), F(y,te, + 9)) < %
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Por otra parte, existe np € IN tal que, para todo n 2 ny,

A(F (Yt + ), FYs iy +9)) < 3.

Por tanto, para todo n > ny,

d(f(:’:’ g, + t)v f(m, tkno +1)) £ d(f(xstkn + t)a f(ys t, + 3))
+ d(f(y: tkﬂ + 3): f(y: tk..o + 3))
+ d(f(y’ tk‘no + 8), f(zatkno + t))

Luego para todo (z,t) € (X x Ry) — E, {f(z,t, +t)} es de Cauchy en @
compacto y por tanto convergente. Luego {n(f,tx,)} converge puntualmente en
X x R, a cierta funcién g : X x Ry — Q.

Ademds, para todo (z,t) € X x Ry, dado € > 0, existe np € IN tal que, para
todo n > ny,

d(f(@, e, +8),9(2,1)) < 5,

y existe n > ng tal que
€
d(f(z,te, +1)Y) < 5,

por tanto d(g(z,t),Y) <e. Luego g(X xRy} CY.

Vamos a ver que g es uniformemente continua y en particular se tendra que
g € A(X,Y). Para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que d(f(z,?), f(y,s)) < § para
todo (z,1),(y,s) € X x Ry tales que d((z,t),(y,s)) < é. Por otra parte dados
(z,1),(y, ) existe ng € IN tal que

€ >
d(f(matkno + t),g(..":,t)) < §7d(f(y!tkno + 8)$ g(ya 3)) < 5
Por tanto, si (z,t),(y,s) € X x IRy son tales que d((z,?),(y,s)) < 6, se tiene

d(g(z,t),9(y,s)) < d(g(z,t), f(mvtkno +1t)) + d(f(w,tkno +1), f(y7tkno +3))
+ d(f(y’tkno + 3): g(ys 3))

| o
wWm
™
I
®
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Finalmente vamos a ver que {m(f,t,.)} converge a g en A(X,Y). Sea e >0
y sea kg tal que

3 2 <€ donde A = diam(Y).
W 2

Como f y ¢ son uniformemente continuas, existe 6 > 0 tal que

d(f(2,8), f(3:9)) < 5,d(3(2,8),9(0,)) < g

para cualesquiera (z,1),(y,s) € X x Ry con d((z,t),(y,s)) < 6. Por otra parte,
existen {(z1,t1),...,(zr,t,)} C X X [0, ko] tales que

X x [0, ko] C Bs(z3,t1)U... U Bs(z,,t,),
y existe ng € IN tal que para todo i € {1,...,r} y todo n > no,
' >
d(f(zir th, + ) 9(2i 1)) < -

Asi, para todo (z,t) € X x [0, ko}, existe i € {1,...,r} tal que (z,t) € Bs(z:,t:)

y por tanto, para todo n 2 ny,
d(f(z,tk, +1),9(2,1)) < d(f(z,th, +1), f(@irtha + 1))

+ d(f(zi,t, +t:), 9(zir ti))
+ d(g(x,-,t,-),g(.r,t))

L f.Ee.E_¢
6 6 6 2
Luego
f: sup(z nex xfo.i A f(Z, te, +1),9(z,1)) ko £ e
k=1 2k <k—12k+§<6

Y por otra parte, podemos escoger ng de forma que para todo n > ny se verifique
también que
d(f(z bk, +1),Y) <&
para todo (z,t) € X x Ry, y como ¢(X x R,) CY, se tiene
Xs:xl% ld(f(z,tx, +1),Y) —d(g(z,1),Y)| <&
Entonces d(m(f,t,),9) < € para todo n > no. Por tanto {n(f,%,)} converge a

gen A(X,Y).
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Teorema 4.4.17 Sea f € A(X,Y) tal que 7y es positivamente Lagrange estable.
Entonces A*(f) # 0 y por tanto [f], tiene un represenlante generado por una

aplicacién continua de X a¢ Y.

Corolario 4.4.18 §i f € A(X,Y) es uniformemente continua, entonces [flu

tiene un representante generado por una aplicacidn continua de X ¢ Y.

Teorema 4.4.19 Sea f € A(X,Y) positivamente asinidtica. Entonces [f],
tiene un representante generado por une aplicacién continua de X a Y.
§i [flw no tiene ningtin representante generado por una aplicacién continua

de X a Y, entonces f es positivamente ‘departing’.

Teorema 4.4.20 Sea f € A(X,Y) positivamente Poisson estable. Entonces
eziste to € Ry tal que f(X X [to,00)) C Y y por tanto [f] tiene un representante

generado por una aplicacién continua de X a Y.

Teorema 4.4.21 Sea M el conjunto de puntos ‘non-wandering’. Entonces
M=C(X xR,,Y).

Dem. Si f € M, entonces f € J¥(f) (X x Ry,Y).
Reciprocamente, si f € C(X x R4,Y), entonces

fE[f]WHC(XX]R.HY)=J+(f).

Teorema 4.4.22 Sea L C A(X,Y), L positivamente minimal. Entonces existe
f € A(X,Y) tal que L C [flu NC(X x Ry, Y).

Proposicién 4.4.23 Sean f,g € A(X,Y). Entonces 7, es orbitalmente airaida

por m; si y solamente si eziste to € R, tal que 7(f, %) ¥ g son asintélicas. Luego

A*(f) = U a(n(f,1) = U {9 € A(X,Y) | g asintética a 7(f,t)} C [f].

teR¢ telRy

Ademds, si 7y es atractor orbital, entonces

A*(f)= U a(x(f,)) = [f] = [flw.

teRy
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Dem. La primera afirmacién es inmediata. Para probar la segunda, supongamos
que A*(f) es entorno de 7¥(f). Entonces existe € > 0 tal que B.(f) C A*(f).
Sea g € [flw- Vamos a ver que entonces existe h € B,(f) y existe to € IRy tal
que 7(g,t0) = w(h,t). En efecto, dado € > 0, consideremos ko tal que

> 2 g, donde A = diam(Y),
oF
k=ko+1

¥ flxxiko,o0) ¥ 9lXx[ko,00) 0N hométopas en Be(Y). Es ficil ver que entonces
existe 1 : X x [0,1] — B(Y') tal que [, = Fxxiro}r i = glxx{ko+1}- Definimos
h:X xRy — @ como

f(a:,t) sit S ko

h(z,t)= I(.T,,t—ko) sl koStSkn+1

g(z,t) sikp+1<t.
Entonces k € B.(f) C A*(f) y por tanto existe t € R* tal que h es asintética a
7(f,t). Por otra parte, como w(h, ko +1) = n(g, ko +1), también g es asintdtica
a w(f,t). Luego g € At(f). Por tanto

[flo € AY(f) C [f] C [flu

Proposicién 4.4.24 Sea f € A(X,Y) tal que 7y es positivamenie Lyapunov

estable. Entonces
[flo =[f] = a(f) = {9 € A(X,Y) | g asintdtica a f}.

Dem. Sea g € [f]w y sea ¢ > 0. Existe § > 0 tal que para toda h € Bs(f) ¥y
todo t € R4 se tiene

d(=(f,t),n(h,t)) <e.
Por otra parte, como g € [f},, vimos en la demostracién de la proposicién
anterior que dado § > 0 existe h € Bs(f) N [flu y existe t, € Ry tal que
7(g,t0) = w(h,t). Luego

d(n(f,t),m(g,t)) <e,

para todo t > t, y por tanto d( f(z,t),9(z,t)) < ¢ para todo z € X y todo ¢ > ?,.

Luego f y g son asintéticas.
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Observacién 4.4.25 Sea L C A(X,Y). Entonces L es estable si y solo si para
toda f € L se tiene que

DY) =7 (HU(fluNCX xRy, Y)) C L.

Por tanto, C(X x R4,Y) es estable y para toda f € A(X,Y’), los conjuntos
[fle ¥ [flw NC(X x IRy ) son estables.

Por otra parte, si consideramos
S = {f € A(XaY) | [f]w nC(X X ]R+1Y) = 0}3

entonces todo subconjunto cerrado de S positivamente invariante es estable. En

particular, [flw ¥ 7 (f) = 77 (f) son estables para toda f € S.

Observacién 4.4.26 Dada f € C(X,Y), el conjunto v*(f)} = {f} no es, en
general, estable ni orbitalmente estable. Por tanto (A(X,Y),n,IR;) no es, en
general, estable ni orbitalmente estable.

Proposicién 4.4.27 Dado L C A(X,Y) no vacio y dado € >0 consideramos

L.= LNE(X x Ry, B.(7)).

Entonces A,(L) = Au(L.), A(L) = A(L.) y A,(L) = A,(L.), para tedo € > 0
(donde si L, = B pare algiin e > 0 se consideran vacias las correspondientes

regiones de atraccion).

Dem. Basta ver que si ¢ € A(X,Y) entonces existe t € Ry, tal que
({9} x [t,0)) € C(X x R+, Be(Y)),

y por tanto w(Bg(g) x [t,00)) C C(X X R,,B.(Y)).

Proposicién 4.4.28 Sea f € A(X,Y). Entonces

Aul[flw) = A([flw) = [flw-
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Dem. Sea g € A {[f]w) ¥ sea € > 0. Existe t, € IR, y existe f' € [f],, tal que
n €
d(ﬂ-(gato)if) < E

y 9(X x [to,00)) C Bg(Y'), y por tanto f'(X x[0,00)} C B.(Y). En particular se
tiene que f/(X x {0}) C B(Y), 9(X x {to}) € B5(Y) y d(f'|xx {0} 9lxx3) < 5-
Por tanto f'|xx{o} ¥ 9lxx{t} son hométopas en B,(Y) y también lo son f'y
7(g,to). Por otra parte, existe ¢; € Ry tal que g|xxft,,00) ¥ 7(9,0)|xx[ts,c0) 5OD
hométopas en B.(Y) y también lo son f|xxfi.co) ¥ f/lxxt1.c0)r Lu€gO flxxts,c0)
¥ 9|Xx[t1.00) 500 hométopas en B,(Y). Por tanto g € [flu ¥ Au([flw) C [flu-

Finalmente, para demostrar que [f]» C A([f]u), basta ver que si ¢ € [flw
entonces m({g} x [0,00)) C [fle-

Corolario 4.4.29 Sea f € A(X,Y). Entonces
Au([flo NC(X x Ry, B(Y))) = A([flu NC(X x Ry, Be(Y))) = [flo
para todo £ > 0.
Corolario 4.4.30 Ses f € A(X,Y). Entonces
[fluNC(X xRy, Y) € A([fluNC(X xR, Y)) C Au([flNC(X xRy, Y)) C [flu-

Ademds, dado L cerrado se tiene que [fl, NC(X x Ry, Y) C A(L) st y solo 51
[floNC(X xRy,Y) C L.

Dem. La primera parte es inmediata a partir de la proposicién anterior. Ademas

si [fle NC(X x R4,Y) C L se tiene que
[fle NC(X x Ry,Y) C A([flw NC(X x R4,Y)) C A(L).

Reciprocamente, supongamos que existe g € [fluNC(X xRy,Y) tal que g & L.
Entonces existe ¢ > 0 tal que B,(L)NB,(g) = . Consideremos h : X xRy — Y
dada por

g(z,t) si0<t<1
R(z,t) =4 g(z,n?+n—t) sin<t<n’+nneN
g(z,t—n*—n) sin*+n<t<(n+1),nelN.
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Entonces b € [fluNC(X xRy,Y) pero k g A(L) pues m({h} x[t,00))NB.(g) # &
para todo ¢t € R, y por tanto m({h} x [t,00)) ¢ B.(L).

El siguiente ejemplo muestra que ninguno de los tres contenidos se puede

cambiar, en general, por una igualdad.
Ejemplo 4.4.31 Sea X =[0,1] y sea
1
Y = {(z,v) € R* |z € [-1,1] - {0}, y = sen()} U ({0} x [-1,1]).

Entonces [f], = A(X,Y) para toda f € A(X,Y) y se tiene:

a) A(C(X x R,,Y)) # C(X x R4,Y) pues si consideramos f € A(X,Y) dada
por f(t,r) = (37,0), entonces f € A(C(X x R,,Y)) — (X x R,,Y).

b) A(C(X x Ry,Y)) # A(C(X x Ry,Y)). Para verlo, consideramos una
sucesién creciente {r,} C IR, tal que {rn41 —r,} es divergente. Entonces existe
f € A(X,Y) tal que f(0,r,) = (=1,0) y f(1,ma) = (1,0) y tal que f(t,r) = (0,0)

para todot € [0,1] y todo r € [ Tn +r"+], In +02r"+1], para todo n € IN. En-

tonces, por la primera cond1c10n se txene que f ¢ A(C(X x R4,Y)), y por la
segunda se cumple que f € A,(C(X x Ry,Y)).

c) A.(C(X x R,,Y)) # A(X,Y), pues si consideramos f € A(X,Y) tal que
f(0,7) = (=1,0) ¥y f(1,7) = (1,0), entonces f ¢ A,(C(X x IRy,Y)) pues para
toda ¢ € C(X x R,,Y) y para todo r € R, se tiene d(=(f,r),9) = 1.

Proposicién 4.4.32 Sea L C A(X,Y) cerrado no vacio y sea f € A(X,Y) tal
que f € A,(L). Entonces [f], C A(L).

Dem. Sea g € [flw y sea € > 0. Como f € A,(L), existe § > 0 y existe € Ry
tal que m({f'} x [t,00)} C B.(L) para todo f' € Bs(f). Por otra parte, como
g € [flu, existe ¢' € Bs(f) tal que 7(g,t,) = 7(g',t,) para cierto t; € R;. Por
tanto g € A(L).

Proposicién 4.4.33 Sea L C A(X,Y) atractor débil cerrado. Entonces A,(L)

es una unién de clases de homotopia débil.
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Si L es ademds atractor, entonces A(L) es también una unidn de clases de

homotopia débil y
Lo {[flonC(X xRy,Y) | f € A(L)}}.

Dem. Sea L atractor débil cerrado y sea f € A, (L). Como A,(L) es abierto,
existe ¢ > 0 tal que B.(f) C A.(L). Sea g € [f]w, entonces existe g’ € B.(f) tal
que (g,t,) = w(g’,t,) para cierto t, € R;. Luego, como ¢’ € B.(f) C Au(L),
también g € A,(L).

Por otra parte, si L es atractor, es atractor débil y A(L) = A, (L) es unién
de clases de homotopia débil.

Finalmente, si f € A(L) con L atractor, entonces [f], C A(L), y por la
proposicién anterior, [f], NC(X x R,,Y) C L.

Observacién 4.4.34 La funcién ¢ : A(X,Y) — IRy dada por

o(f) = max{d(f(z,?),Y) | (z,t) € X x R4}

para toda f € A(X,Y), es una funcién de Lyapunov en A(X,Y).
Obsérvese que ¢(f) < d(f,C(X x IR4,Y)) para toda f € A(X,Y) y que

B.(C(X x R4,Y)) C¢7Y([0,€)) C ¢7'([0,¢]) = C(X x Ry, B(Y))

para todo € > 0.
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