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INTRODUCCION.

Esta memoria estd formada por dos partes, la primera analitica y
probabllistica y la segunda geométrica. En la primera parte se
estudian propledades frontera de funciones arménicas en el disco
unidad. En la segunda parte se usan los resultados analiticos de la
primera con el fin de obtener informacién acerca del comportamiento

asintético de geodésicas en superficies de Riemann.

El estudio de las propiedades frontera de funciones analiticas to
arménicas)} en el disco unidad constituye una rama clisica en la teoria
de funciones de variable compleja. El trabajo de Fatou [F] fue el
primero en el que se aplicé la entonces incipiente teoria de
integracién de Lebesgue al andlisis de problemas frontera en variable
comple ja. El siguiente tecrema es uno de los resultados clisicos de la

[}
teoria.

Teorema (Fatou) Si u es una funcién armdnica acotada en el disco
unidad entonces para todo eie en la circunferencia unidad, excepto
quizds un conjunto de medida de Lebesgue cero, ufz) tiende a un
limite finito cuando z tiende a eie dentro de cada cono simétrico

(respecto del radio corresporndiente a eie) de vértice e19 y apertura

inferior a m.

Si e19 es un punto de la circunferencia unidad, 0 s a < /2 y

0 <r <1, se define el conoc de Stolz truncado.



ele,a,r) = { eiez : JArg(l-z)|] 2=, r© = jz| < 1}

ol
donde Arg representa la eleccién del argumento en [-n, n).

S1 f es una funclén definida en el disco unidad, A, con valores
complejos, y p € g, el plano complejo ampliado, se dird que f tiene
limite no tangencial p en el punto ele (y se denotara ele € Flu,p)) si
para cada « € [0,n/2), f(z) tiende a p cuando z tiende a e'® dentro de

e,a,r). El conjunto de todos los puntos de la

algin cono de Stolz C(ei
¢lrecunferencia unidad, 84, en los que f tiene limite no tangencial
finito se denomina conjunto de Fatou de f y se designara F{f). Asi, el
teorema de Fatou se puede enunciar diciende que casi todo e16 € JA es

un punte de Fatou de cualquier funcidn arménica acotada en A.

Resglta natural preguntarse si el teorema de Fatou seguiria

siendo clerto relajando las condicienes de crecimiento de

max {fu(z)| : lz| = r}
pero lo clerto es que exlsten funciones arménicas de creclmiente
arbitrariamente lento que no tienen limite radial (finite ¢ infinito)
en ningun punto de la circunferencia unidad [Mc2], en particular su
conjunto de Fatou es vacio.

Una pregunta que cabe plantearse es qué se puede decir acerca del
comportamiento frontera de una funcién arménica cuyec conjunte de Fatou
sea pequeflo. Una primera respuesta viene dada por el teorema de
Plessner ([Pl], [Pl) que, de modo informal, dice que el comportamiento
frontera de las funciones analiticas es "muy regular" o "muy
irregular":

18 € A4,

Teorema (Plessner): Si f es analitica en A entonces para todo e
salvo quizds un conjunto de medida de Lebesgue cero, o bien ele e F(f)

o bien la imagen por f de cualquier cono de Stolz truncado de vértice
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e es densa en C.

La dlcotomia expresada en el teorema de Plessner puede ser
formulada geométricamente como una propiedad de las geodésicas en
cualquier superficle de Riemann, seguin se vera mas adelante.

El teorema de Plessner tiene varias consecuencias lnteresantes:

—

Teorema de Fatou local. Sea u una funcidén arménica en el disco unidad

A y sea E un subconjunto de 8A tal que para teodo e19 € E existe algin
cono de Stolz truncado de vértice e19 en el que u es acotada superior

o Inferiormente. Entonces casi todo punto de E es de Fatou.

Teorema de Unicidad de Privalov: Si f es analftica no constante en

el disco unidad y p € €, entonces f tiene limite no tangencial p en, a

lo sumo, un subconjunto de medida cero de la circunferencia unidad.

S1 u es arménica en A, el teorema de Privalov aplicado a la
funcién f = eu”", donde U es una conjugada arménica de u, properciona

el siguiente teorema de unicidad para funciones arménicas:

Corolario: Si v es armdénica en el disco unidad, entonces u tiene
limite no tangencial infinito en, a lo sumo, un subconjunto de medida

cero de la circunferencia unidad.

Estos resultados muestran que cuando se anallza el comportamiento
frontera de funcicnes analiticas ¢ arménicas en el disco unidad surgen
de forma natural, asociados a las funciones, algunos subconjuntos
especiales de medida cero en la circunferencia unidad. Por ello se

necesita disponer de alguna herramienta que permita distinguir el



tamafioc de distintos conjuntos de medida (de Lebesgue) cero. La
herramienta que se utiliza en este trabajo es la dimensidn de

Hausdorff, que se introduce a continuacién.

Si Ec [0,1] ¥ 0 s a s 1, se define el contenido de Hausdorff

a - dimensional, Ma(E)' como el infimo de las sumas

x
1T, |

=~18

=1
donde {Ik}:_1 es un recubrimiento por intervalos de E y |[ | es la

longitud de I .

Cuando « = 1, Ml(E) es la medida exterior de Lebesgue de E, y se
designa [E]|.

Si en al definicién de a« - contenido se exige que los intervalos
que forman el recubrimiento sean diadices se obtiene el a - contenido

diadico M: que es comparable con el ordinario: -
M = Md = 3M
14 o« o
La dimensidén de Hausdorff de E se define asi:
dim E = inf {a € {0,1] : Mm(E) =0 }

Nétese que la desigualdad Ma(E) > 0 implica dim E = a.
Un procedimiento habitual para estimar inferiormente la dimensién de
Hausdorff de un subconjunto de [0,1] es la construccién de una medida

en [0,1] que tenga masa positiva en dicho conjunte. Concretamente:

Sea p una medida finita positiva en [0,1] que verifica
p(l) = CII]“ para todo intervalo I y alguna constante (0.1)
positiva C. S1 E ¢ [0,1] y u(E) > 0, entonces dim E = «

Para probar {(0.1) basta observar que si E ¢ (0,1], p(E) > 0O ¥ {Ik} es



un recubrimiento de E por intervalos, entonces

-1 o
0 < Cu(E) sg 1|

En este trabajo se ha preferido introducir la dimensién de
Hausdorff a través del contenido en lugar de la medida de Hausdorff
debido a la mayor simplicidad y mejor manejabilidad de la definicién.
Las propiedades basicas de la medida y el contenido de Hausdorff

pueden consultarse en [Ro], [C].

Una noclén similar a la de « - contenido es la de a - capacidad.
Si p es una medida positiva finita en C, se define la integral de

energia Ia(p}. (0 5 & < 2) de la forma

Im = Ifwa(lx - yl) du(x) duly)

donde

log . , sia=0

t
-

¢a(t) =
t . si0<a< 2

Si F es un subconjunto de C, la « - capacidad de F, que se designara

capa(F). se define mediante la expresién:
¢a(capa(F)) = inf {Ia(”) : M es una probabilidad en F}

y si E es un subconjunto cualquiera de €, se define la a - capacidad
de E como

capa(E) = sup {cap“(F) : F ¢ E, F compacto}

Cuando « =0, 1la 0 - capacidad recibe el nombre de capacidad
logaritmica. La importancia de la capacidad logaritmica reside en que
los conjuntos de capacidad logaritmica cero pueden ser considerados
como conjuntos de tamafic despreciable en cliertos problemas de

extensidén analitica.



Si E < [0,1], la dimensién capacitaria
dimc(E) = Inf {« € [0,1] : capa(E) =0 }

coincide con la dimensién de Hausderff ([C], Pag. 28).

A lo largo de todo el trabajo, el intervalo [0,1] se identificara
sistematicamente c¢con la circunferencia wunidad 84, mediante la

aplicacién t — et

La medida de Lebesgue de un subconjunto E < 84
seri denotada igualmente por |E| y la identificacién anterior permite

hablar de « - contenido y dimensién de Hausdorff de subcon junto de 4A.

La adopcién de puntos de vista probabilisticos constituye ﬁno de
los aspectos relevantes de esta memoria. Concretamente, ha resultado
muy venta]joso Ilnterpretar problemas de valores frontera de funclones
arménicas en términos del comportamiento asintético de martingalas en

el Intervalo unidad.

Puesto que los ejemplos de martingalas que aparecen en el
capitulo I son bien concretos, se elude dar la definicién abstracta de
martingala, que puede consultarse en [Shl, {St]. Algunos cases
particulares son las sumas.de variables aleatorias independientes y
las martingalas diadicas en [0,1]. Una martingala diadica en [0,1] es
una sucesién (Sn] delfunciones escalonadas de forma que cada Sn es
constante en los Iintervalos diddicos de la generacién n (los
intervalos [m2™",(m + 1)2"], 0 =m = 2"- 1) y el valor que toma Sn en
cada intervalo de la generacién n es la medida de los valores que toma
S en sus dos hijos diadicos de la generacién n + 1 (Obsérvese la

n+l

analogia con la propledad de la media de las funclones arménicas).



Un ejemplo muy interesante de martingalas diadicas en {0,1] lo
constituye las sumas de las funciones de Rademacher. Si X1 es la

funcién que vale + 1 en (0,1/2) y -1 en [1/2, 1], definanse
k k
Xk(t) =2t - [27t] (t € [0,1], k e N)

donde [a)l denota la parte entera de a. (Xk) son las funciones de
Rademacher en {0,1] y las sumas

n
S=EX

n k
k=1

forman una martingala diadica en {0,1], cuyos incrementos Sn - Sn__1
tienen siempre valor absoluto 1. La martingala (Sn] puede
Interpretarse probabllisticamente como la fortuna después de n jugadas
de un jugador que lanza una moneda, cada una de cuyas dos caras sale
con probabllidad 1/2, y gana o plerde una unidad en cada Iintento,
segin aclerte o no acierte. Si, por ejemplo, los éxitos se representan
por ceros y los fracasos por unos, entonces el conjunte de todas las
opciones del juego se ldentifica con el conjunto de todas las
sucesiones formadas por ceros y uncs, es decir, con el intervalo
[0,1]. Resultados clasicos (ver por ejemplo [Fe]j) afirman que las

fortunas poseen un cardcter totalmente oscilante para casi todas las

posibilidades del jJjuego:

lim sup S (t) = + @ , 1lim sup S (t) = - » , para casi todo t € [0,1]
n—» @ n n—» @ "

En particular el cenjunto

{t e [0,1] : l%m Sn(t) =+ o}
en el que la fortuna tiende a Infinito tlene medida cero. Sin embargo
la pregunta natural que surge es la siguiente: ;Cémec de grande es este

conjunto? Por ejemplo ; cudl es su dimensién de Hausdorff ?



La respuesta es que se trata de un conjunto de dimensién de
Hausdorff uno. El razonamiento que permite llegar a esta conclusién

es especialmente ilustrativo y se ofrece a continuacién.

Para empezar, se elige un nuimero positive a, 1/2 < a < 1. Se
construlra una medida de probabilidad en [0,1] mediante wun
procedimiento iterativo. En el primer paso, se asigna masa a al
intervalo {0,1/2) y masa 1 - a al intervalo [1/2, 1]. En el segundo
paso se independiza la asignacién, es decir, se asigna a los
intervalos [0,1/4), [1/4, 1/2), {1/2, 3/4), (374, 1] masas a2,
a(l1 - a}, (1 -a)a, y (1 - a)? respectivamente. Habiéndosé' seguido
este procesc hasta el paso n, la forma de continuar es clara: Si I es
un intervalo diddico de la generacidén n, la masa asignada a sus dos
"hljos" diadicos de la generacién n + 1 es el producto de la masa
asignada a I por el factor a si se trata del "hijo izquierdo" o por
1 - a si se trata del "hijo derecho"

Se demuestra ([Sh] Pag. 150) que esta asignacién realmente define
una medida de probabilidad p en [0,1}. S1 I es un intervalo diidico de
la generacidén n entonces, por definicién:

n-k

p(l) = a“(1 - a) (0.2)

donde k es el nimero de veces que se ha elegido la izquierda para
llegar a I o, en lenguaje ludico, el numero de éxitos en las primeras

n jugadas. En particular
p(I) = a = [1}%

donde « = {(log —%— J(log 2)7!,

Las funciones de Rademacher (Xn) son variables aleatorias



independientes e idénticamente distribuidas respecto de la
probabilidad p y de la ley fuerte de los grandes numeros [Fe] se

deduce:
S (t)
n

n

1
lim =Jng=2a-1>o
n 01

para casi todo t € [0,1] respecto de la medida u. (En [Bil, Pag. 141
se utiliza el teorema ergddico. Ver también [Hw], Pag. 29). Por tanto,
exlste un conjunto E < [0,1], con p(E) = 1 tal que, para todo t € E,
la fortuna Sn(t) tiende a + o con el maximo crecimiento.

De (0.1) y (0.2) se deduce pues:

dim { t ¢ [0,1] : lgm Sn(t) =+ @}

y el resultado anunciado se obtiene cuando a se hace tender a 1/2.

Si (nk) es una sucesién de enteros que satisface la condicién de

Hadamard:
n
nk+1=q>1 {k ¢ N)
k
in @
la sucesién (e } 0 =8 <21, se comporta en muchos aspectos como

una sucesidén de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Este hecho ha sido extensamente abordade en la
literatura matemdtica de los Gltimos cuarenta afios; por ejemplo se han
cbtenido resultados andlogos a las leyes de los grandes numeres, el
teorema central del limite y la ley del logaritmo iterado ([521]’

[SZzl, [W], [K]) para las sumas trigonométricas,

a0

Z a cos(eén )
k k

k=1

T (8)
n

y de ellos se deducen resultados paralelos para los limites radiales

de las series lacunares



[+:] nk
Re z a z
k
k=1
k

En el caso particular nk =2, ak = 1 para tedo k € N se tiene, igual

que en el ejemplo del lanzamiento de la moneda:

lim sup T (B) = + w, 1lim inf T (8} = - » para casi todo @ € [0, 2r]
n — o n n—m n

y también ([Hwl, Pag. 29):
dim {6 € [0,2n] : l%m Tn(e) =+ @ } =1
Si
K K

w oo
u{z) = Re Z 2% = z r? cos (62%) (z = reie)
k=1 k=1

se desprende de un cdlculo sencillo que existe una constante abscluta

C > 0 tal que

|Tn(6) - u(re’e)l =C si 1 =2 <<y - p i)
En consecuencia:
lim sup u(rele) = + o, lim inf u[reze} = -~ @ para casi todo 8 € [0,2n]
r =1 ro=—3 1
b 4

dim { @ € [0,21n]) : lim u(rele) =+ m } =1
r=>1

Una funcién analitica f en el disco unidad es de Bloch [P] si
Sup { (1 - 1z1D)If(z)] : Izl <1} <w

De forma andloga, se dird que una funcidn arménica u en el disco
unidad es de Bloch si es la parte real de una funcién de Bloch, o
equivalentemente:

sup {(1 - |z|®)|vul2)l : Izl <1} <=

donde Vu es el gradiente de u.
Las series lacunares proporcionan ejemplos interesantes de

10



funciones de Bloch. Una serie lacunar

- nk nk+1
f(z)=z bkz . zq>1, k =1, 2,
k=1 k

es de Bloch si y sélo si [ACP):
sup lbkl <
k
K

w
El ejemplo antericr, BRe z z2 » 5 un case particular del
k=1

siguliente teorema de Anderson - Pitt [Ale. refinado posteriormente
por Makarov [Mxl' [le, que ha constituido uno de 1los puntos de

arranque de este trabajo:

Teorema: Si u es una funcidn arménica de Bloch en el disco unidad, y
I es un arco de la circunferencia unidad, entonces o bien
|[FCu) n Il > 0 o bien

dim {ele € I : lim u(rele) =+ m } =1
r-1

En {le, se aproxima la funcién u por una martingala diadica en
[0,1]. La propiedad de Bloch se traduce en la acotacién uniforme de
los incrementos de la martingala y el procedimiento de aproximacién
permite deducir el teorema anterior del siguiente resultado analogo

para martingalas:

Teorema: Si (Sn) es una martingala diddica en [0,1] cuyos incrementos
S'rl - .S‘n_1 son uniformemente acotados, entonces o bien Sn(t) tiene
limite finito cuando n tiende a infinito en un subconjunto de [0,1] de

medida positiva, o bien

dim (t e [0,1] : Igm Sn(t) =+ o } = 1.

11



La condicién de Bloch es una fuerte restriccién sobre la
derivada. Por ejemplo, si una funcién es de Bloch, entonces crece a lo
sumo como log(l - Izl).1 pero el reciproco no es cilerto. De hecho,
como ya se ha menclionado, existen funciones arménicas de crecimiento
arbitrariamente lento que no tienen limite radial (finito o infinito)
en ningin punto y en particular no son de Bloch.

Por consiguiente, si no se imponen cendiciones sobre la derivada
de la funcién, los limites radiales neo ofrecen una pancramica completa
del compertamiento frontera y se hace necesarioc el usc de formas menos
restrictivas de convergencia que ayuden a describirlo,. Se dice qgue
una funcién f definlda en A tiene limite asintético p € € en el punto
ela € 8A si existe un camino 7y : [0,1) — A tal que 7(t}— e18 cuando

t > 1y fly(t)) — p cuando t - 1. El conjunto de puntos en los que

f tiene limite asintdtico p se dencta A(f,p}.

Para cada « € [0,1), se define la clase Ma de todas las funciones

arménicas en el disco unidad que satisfacen:
sup {(1 - 1z)% u(z) : zed } <m

La clase Ma es lnvariante por‘composicién con funciones analiticas de
A en A:
Siu E'Ma vy f: A — A es analitica, entonces uef e Ma (0.3}
En efecto, dada f:A—A analitica, existe un automorfismoe del dlisco
unidad ¢, vy g2 : A — A analitica, con g(0) = 0 tal que f = gog. Por
tanto (Ver [G], Pag 2):

2

1= 1£(2)1% = 1o’ (g(z)) (1 - 1g(z)1®) = c(1 - |z1%) (z € A)

y Uof € Ma.

Se ha obtenldo el siguiente resultado paralelo al teorema de

12



Anderson - Pitt - Makarov para crecimientos mas generales ([FLLI]L

Teorema 1. Para cada « € [0,1) existe una constante positiva Ca
que sdélo depende de a tal gue, si u e Mo: Yy I es un arco de 1la

circunferencia unidad, entonces [F(u) nI| > 0 6
M (Alu, +@)nl)=z=c [IITE
1-& ’ o

y en particular u tiene limite asintdtico + w en un subconjunto de I

de dimensidn de Hausdorff al menos 1 - a.

Los teoremas que configuran este trabajo se distinguen por ir
numerados. El resto de los teoremas que se citen no llevan numero

La prueba del teorema 1 usa una adaptacién de un argumento de
Makarov [MI]. Conviene sefialar que Berman ha obtenido el sigulente

resultado relaclonado [BIL

Teorema Si f es analiticaen Ay
sup {(1 - 1z]1%)I1f(z)] : z2e B } < (0 =a < 1)

entonces para cada arco I de la circunferencia unidad, |F(f) n I| > 0 6
M (A(f,0) nI) >0
1-a

Notese que el teorema de Berman, a diferencia del teorema 1, es
aplicable a funciones subarménicas de la forma u = log|f|, mientras
que, por otra parte, el teorema 1 proporciona una estimacién uniforme
del 1 - a contenido. No se ha conseguido hasta ahora, unificar las

técnicas usadas en las demostraciones de ambos resultados.

El teorema 1 tiene el siguiente anidlogc para capacidades:

Teorema 2. Si u es armdnica en A y verifica:
2
J.J. _u...SLdedy(m
A (1 - [z|)

13



donde 0 < B < 1, existe una constante positiva C_, que sélo depende de

B

B tal que, si I es un arco de 8A, entonces |F(u) n I]| > 0 6

cap,_g(A(u, + @) n 1) = Cyl1|"P

Las conclusicnes del teorema 1 conducen a preguntarse gqué
restricciones sobre el gradiente se necesita imponer para poder
deducir la exlistencia de limites radiales a partir de la existencia de
limltes asintéticos.

El clasico teorema de Lindeldf ([CL] Pag. 19) dice que si una
funcién analitica acotada en A tiene limite 'asintético en ele,
entonces tlene el mismo limite no tangencial en ela. Esta conclusién
sigue siendo vallda con restricciones hastante menos severas sobre la
funclion. Este hecho fue extensamente desarrollado por Lehto y Virtanen
[LV], que introdujeron el concepto de funcién normal. Una funcién

analitica en A se llama normal si

sup {(1 = (219 + 117 2] : fz] <1 ) <@
Lehto y Virtanen demostraron el siguiente resultado (Ver [P],

Pag.268):

Teorema Si f es normal y tiene limite asintético a € C en un punto
de la circunferencia unidad entonces f tiene limite no tangencial a en

el mismo punto,

Si u es arménica en A y su gradiente satisface una condicién de
crecimiento del tipo

IPu(z)| = C elu@!

{z € 4)
se comprueba facilmente que la funcién f = exp (u + iu), donde u es

una conjugada armdnica de u, es normal. Por tanto, si u tiene limite

14



asintético + =, también tiene limite no tangencial + w. El préximo
resultado dice que basta con que exista "alguna" restriccidén sobre el

gradlente en términos de la funcidén para que esto siga siendo clerto.

Teorema 3. Sea u armdnica en el disco unidad y supdngase que

existe @ : [0, + w) — (0, + w) no decreciente, tal que

(1 - 1zI1®1Vu(z)| = o(lu(z)]) (z € A)
Si u tiene limite asintético + w en ele entonces u tiene limite no

tangencial + o en ele.

El teorema 1 junto con el teorema 3 proporcionan la siguiente

versién del teorema 1 con limites radiales:

Corolario 1. Supdngase que u € Ma , O0sa<ly
(1 - 1211%(z)| s e(lu(z)|) (z € 8)
para alguna funcidén @ : [0, + ) — (0, + ®)} no decreciente. Si I es

un arco de 34, entonces |F(u) n Il >0 o6
M (F(u, +w)nl)zc |11
1-a @

deonde Ca es una constante positiva que sélo depende de «a.

La siguiente cuestién que se aborda es la construccién de
funciones arménicas en las clases Aa cuyos limites radiales presenten
un comportamiento determinado. En vista del valor de la dimensién de
Hausdorff que se obtiene en el teorema 1, resulta natural preguntarse
si existirian funciones arménicas en la clase '“a cuyo conjunto de
Fatou tuviese medida (de Lebesgue) cero y cuyos limites radiales

fuesen + o en un conjunto de dimensién 1 - a.
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Para la construccidén de este tipo de ejemplos se ha aprovechado
el paralelismo, ya esbozado en esta introduccidén, entre funciones
arménicas en A y martinglas en [0,1] mediante el cual el crecimiento
de la funclién "se corresponde” con el crecimiento de la martingala y
el comportamiente radial de 1la funcién "se corresponde” con la
convergencia de la martingala. El primer paso ha sido, pues, construir
martingalas en [0,1] que satisfagan las propiedades paralelas a las

exigidas a las funclones.

Si « € {0,1], p e Ny & es un numerc positivo, con p-a 545 <1,

se define:
+1 , 0sts3s$
Xo(t) = .
-8(1-8)", &a<t=si
X (t) = Xo(p“t - [p“t]) (k€N telo1])

donde [a] simbollza la parte entera de a. Obsérvese que Xk "reproduce”
Xo en cada intervalo [mp_k. (m + l)p-k ] con 0 s m = pk - 1.

Sea

s (t) =} px(t) _ (t € [0,1], n e N)

x~1

=0
La martingala (Sn) posee las siguientes propiedades de
convergencia (ver lema 1.3):
1) s =0(™
n
ii) Sn(t) no tiene limite finito, cuando n tiende a infinito, para
ningun t €[0,1].
iii) El1 conjunto
{t € [0,1] : 1im S (t) = + w}
n n

tiene dimensién de Hausdorff 1 - (log—%hl(log p)-{
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Nétese que el valor de la dimensién en iii) es exactamente 1 - a con

la eleccién & = p %

Ahora, si a € [0,1], B €(0,a] y p € N es bastante grande, elfjase
8 = p'B y sea h la funcién arménica acotada en A cuyos valores
frontera dados por:
h(e'™™) = Xo(t) (0=ts1)
es decir, h vale + 1 en el arco {e'*: 0 < t < 218} y -8(1-8"

en su complementario. Obsérvese que

x
X (t) = n(e'*™®) Bsts1, keN
Sl se define ahora la funcién
2 k
u(z) = E p “h(zF ) (z € A)

k=0
que depende de «, B y p, es claro que

n k
5 (t) = [ p** h(e'?™? )
k=0

para todon € Ny todo t € [0,1], luego la martingala (Sn) se recupera
por medic de las sumas parciales de u. Las propledades frontera de u

se reflejan en el sigulente teorema:

Teorema 4. Existe una constante absoluta C > 0 tal que

al) Si ae [0,1] y B e (0,a] n (0, 1/2) entornces u € Ma’ u no tiene
limite radial finito en ningin punto de 8A y u tiene limite radial
+ w en un subconjunto de 84 con dimensién de Hausdorff comprendida

entre 1 -8y 1-8+ C(log p)*.

b) Siaefl/2, 1) y 8 € [1/2, a] entonces u Ma, u no tiene limite

radial finito en ningin punto de 8A y u tiene limite radial + ® en un

subconjunto de A con dimensidn de Hausdorff comprendida entre B y
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8 + log(Clog p)(log p)t.

Obsérvese que el tecrema 4 proporclona valores de la dimensién siempre
mayores dque 1/2. Algunas modificaciones de la construccién anterior
permiten eliminar los términos de error, asi como obtener nejores

cotas inferiores de la dimensién:

Teorema 35

a) Siae [0,1) yBe (0,a] n(0,1/2], existe u € Ma tal que u no
tiene limite radial finito en ningiin punto de 3A y u tiene limite
radial + « en un subconjunto de 3A de dimensién de Hausdorff 1 - B.
b) Si ax e (172, 1), B e(1/2, a], existe u € Ma tal que u no tiene
limite radial finito en ningiin punto de 840 y u tiene limite radial

+ © en un subconjunto de 34 de dimensién de Hausdorff (1 + 28).

Examinando las concluslones del tecrema 4 se constata que el
mecanismo de intercambio entre funciones y martingalas que sirvié de
motivacién para la construccidn de estos ejemplos ha dado los
resultados esperados para valores de B menores que 1/2 pero se
originan distorsiones para valores de B supericres a 1/2. Esta
situacién se transmite al teorema 3.

El teorema 5 es una variante del teorema 4 que de mas informacién
que éste porque proporciona dimensiones menores que 1/2 ademas de
suprimir los términos de error. El precio que se paga por ello es el
de una construccién mds artificiosa pero cuyos aspectos técnicos
esenciales se encuentran en el teorema 4. Se ha optado, pues, por
ofrecer una prueba detallada del teorema 4 y dar una prueba mas

esquemdtica del teorema 5.
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La razén de considerar series del tipo

kot pk
p  hi(z" )
k=0

en lugar de serles trigonométricas

se debe a que, sl p es grande {lo cual es esncial en el argumento
utilizado en el teorema 4) entonces la dimensién resultante en el caso
trigonométrico es practicamente 1 (del orden de 1 - C(log p)™'),
independientemente de a. De ahi que las series trigonométricas sean
demasiado "rigldas" para los propésitos que se desean y se Introduzca
la funcién h con el fin de alcanzar una mayor flexibilldad que permita

obtener un Ilntervalo mas ampllo de valores de la dimensién.

El interés en el tipo de ©problemas que se ha tratado
anteriormente surge del estudio del comportamiento asintético de
geodésicas en superficies de Riemann. Antes de presentar los problemas
que se abordan en el segundo capitulo, conviene comenzar exponiendo
las nociones basicas que configuran el punto de partida de la teoreia
de superflicies de Riemann. Los detalles pueden consultarse en

([A), [Bel, [BOIl)
Una superficie de Riemann es una varledad comple ja
unc - dimensional. Por ejemplo todo dominic plano es, de forma

natural, una superficie de Riemann.

Si S es una superficie de Riemann cualquiera, existe una

superficie de Riemann simplemente conexa S, tunica salvo equivalencia
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conforme, y una aplicacién analitica F: § — s que es una aplicacién
recubridora en sentido topolégico. En particular F es localmente
bianalitica. La superficie § se llama recubrimiento uiversal de S
aunque por razones que se explican mas adelante, lo usual es emplear
este término para referirse a la aplicacién F. S1 F: § 5 S es un
recubrimiento universal de Sy g : 5§ — S es bianalitica entonces Fog
es también un recubrimiento universal de $ y todos los recubrimientos
universales se obtienen de esta forma. Dado un recubrimiento universal
F: 8585, el grupo recubridor G asociado a F estd formaddo por todas
las aplicaciones bianalfticas (automorfismos) g : § — § tales que
Fog = F. G actua discontinuamente vy sin' puntos fljJos y S es
conformemente equivalente a S/G (dos puntos p, q§ € § son equivalentes
mediante G si existe g € G tal que g(p) = gq).

S1 F es un recubrimiento universal de S y g es un automorfismo de S,
el grupo recubridor G1 asoclado a F1 = Fog es conjugado con G,

concretamente G = g 'cg.

En virtud del teorema de uniformizacién, toda superficie de
Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente a la esfera de
Riemann € » el planc complejo € o al disco unidad A, por tanto el
recubrimiento universal de cualquier superficie de Riemann es, salvo
equivalencia conforme, una de estas tres superficies canénicas y

elgrupo recubridor estara formado por transformaciones de Moebius.

st §=¢ , los automorfismos de S son todas las transformaciones
de Moebius. Puesto que cada transformacién de Moebius tiene algian
punto fijo, no hay grupos que actuen sin puntos fijos, y S debe ser

conformemente equivalente a €.
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St § = €, el grupo de automorfismos de 5 esta formado por todas
las transformaciones de Moebius z — az + b. Si se exige que no haya
puntos fljos debe ser a =1 y si se exige que el subgrupo actue
discontinuamente, los Unicos subgrupos que quedan son los generados
por una o dos traslaciones. Las superficies que se originan, aparte de

€ = §, son C\{0} y los toros.

Las superficies S cuyo recubrimiento universal S es € 6 C son por
tanto las superficles conformemente equivalentes a €, C, C\{0} o a un
toro. Todas las demds tlienen como recubrimientoe universal al dlsco

unidad A.

En todo lo que resta de trabajo la denominacién “superficie de
Riemann" se otorgard exclusivamente a las superficies cuyo

recubrimiento universal es A.

El grupo de automorfismos de 4, Aut(d) estid formado por las
transformaciones de Moebius

T(z) = A =2 | aeh, Al = 1

1 - az

y por tanto el grupo recubridor de cualquier superficie de Riemann es

un subgrupo de Aut(A} que actua discontinuamente y sin puntos f1i jos.

Debido a la equivalencia conforme entre A y el semiplano superior
U={z € C€: Im z >0} a menudo se preferira, por comodidad,
considerar U como recubrimiento universal. El grupo de automorfismos

de U, Aut(U}, estd formade por las transformaciones de Moebius:
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_ az +
T(z) = T

pov= 2 : a, b, ¢, d eR, ad - b¢c = 1

Los grupos recubridores pueden considerase igualmente como
subgrupces de Aut(U)., Por ejemplo, leos grupos generados por la
traslacién z — z + 1 y por las homoteclas z — Az (A > Q) son grupos

recubridores del disco menos un punto AN{0} y de los anlllos centrados

en 0.

La observaclién cruclal debida a Poincaré es que los automorfismos
de A son precisamente las isometrias que conservan orientacién cuando
se dota a A de la métrica que tiene por elemento de longitud

as® = —2  @x®+dy’) 6 ds = —2_ |az|

(1 - 12152 1 - lzt?
Esta métrica se conoce con el nombre de métrica de Polncaré. Se trata
de un maltiplo variable de métrica euclidea y por tanto es conforme
con ella. El disco unidad con la métrica de Poincaré es una métrica
completa de curvatura constante -1 y constituye el modelo de
Poincaré de la geometria hiperbélica. Las ge&désicas son los dlametros
y los arcos de circunferencia ortogonales a dA.

La distancla de Poincaré, o distancia hliperbdélica, en A se
denotara dA‘
Si z € A,

_ 1 + |z|

dA(O.Z) = 103 1—_—'?[

y en general, si z, w € A:

1+ zZ - W l

_ 1 - zw

dA(z.w) = log =
|1 - Zw I

La métrica de Polncaré es la Unica métrica en A conforme con la
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métrica euclidea y de curvatura constante - 1.
Mediante una transformacién conforme, la métrica de Poincaré en A

se transforma en métrica en U que tiene elemento de longitud

ldz|
Yy

a la que se llamard métrica de Poincaré o hiperbdlica en U. A v U son

ds =

isométricos con sus respectivas métricas de Poincaré.

Si S5 es una superficie de Riemann y F: A -—-S es un
recubrimiento universal de S entonces se puede representar S = A/G
donde G es un grupo de isometrias de A. La métrica de Poincaré en A se
proyecta por medio de F en una métrica riemanniana completa de
curvatura - 1 en S que convierte a F en una isometria local. Esta
métrica se denomina métrica de Poincaré en S. Las gecdésicas son ahora
las imagenes por F de las geodéslicas de 4, es decir, las imidgenes de
los dlametros y los arcos de circunferencla ortogonales a 3A.

La distancia asociada, que se denota por ds’ es en realidad la

distancia cociente:
ds(p.q) = inf {dA(z,w) : 2, w € 4, F(z) =p, Flw)=q} (p,qes)

y se verifica que, para cada p,q € Sy tedo a € & con F(a) = p,
existe b € A con F(b) =q vy ds(p.q) = dA(a.b).

La distancla ds convierte a S en un espacio métrico completo
que verifica la propiedad de Heine-Borel, es declr las bolas crradas

son compactas.

El lema de Schwarz admite la siguiente formulacién en términos de
la distancia de Poincaré : si Si. S2 son dos superficies de Riemann y

f: S1 —_ S2 es holomorfa entonces
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ds (f{p), f(q)) = dS (p.q) (p,q e Sx) (0,4)
2 1

Por consiguiente las funciones holomorfas decrecen distancias
hiperbdlicas.

S1 Q ¢ € es un dominio plano (distinto de €, €\{a}, cona € C) la
métrica de Poincaré en Q tiene elemento de longitud

ds = Ag(z)ldzl

donde RQ(ZJ es la densidad de Poincaré. Si F: A —Q es un
recubrimiento universal de Q, F es una isometrfia local y se deduce que
2

2
1 - |zi

de modo que conccer la densidad de Polncaré equivale a conccer el

(z € A) (0.5)

AQ(F(Z))IF'(Z)I =

recubrimiento universal.
si Q1 < Qz. se deduce de (0.4) la sigulente propiedad de
comparacion:

AQ (z) = An
2 1

(z) (z e 91) {0.6)

En general resulta imposible calcular explicitamente la densidad de
Poincaré, asi que sélo se puede aspirar a conseguir buenas
estimaciones. S1 z e Q ¢ C y Bg(z) es la distancia euclidea de z a la

frontera de O se deduce de (0.4) la siguiente desigualdad general:

2

AQ(Z) = WQE)- (0.7)

Las desigualdades en sentido opuestoe son por lo general mas
delicadas, pues dependen de las caracteristicas particulares del
dominic Q. La 1importancia de la densidad de Polncaré reside
precisamente en que la geometria del dominio {1 se traduce en la
existencla de clertas cotas inferiores de la densidad y esto pernmite,

segun (Q.5), consegulr estimaciones del crecimiento del recubrimiento
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universal de donde se obtienen facilmente, por subordinacién,
estimaciones de crecimiento de cualquier funcién analitica de A en Q.
Esta forma de proceder sera utlilizada a lo large de la seccién I1.4,
en la que se da una prueba moderna de un resultado clasico de
Littlewood, basada en el uso de la métrica de Poincaré. Este es uno de
los ejemplos que pone de manifiesto la transparencia con la que
clertos problemas de la teoria analitica de funclones pueden ser

entendidos empleando técnicas geométricas como la métrica hiperbdlica.

51 F es el recubrimiento universal de una superficie de Riemann y
G es su grupo recubridor asociado.‘la érblta G(a) de un punto a € A es
el conjunto {g(a) : g € G}. Puesto que todo grupo recubridor actua
transitivamente (si F(z) = F(w), existe g € G tal que g(z) = w), la
grbita G(a) coinclde con el conjunto {z € A : F(z)} = F(a)}. Debido al
caracter discontinuo de G, la d6rbita de cada punto es discreta y sélo

se acumula en 3A y el grupo G es numerable.

Sl p es un punto de la superficie de Riemann S se define el radio
de inyectividad de p, Ls(p} como el supremo de los radios r > 0 tales
que la bola Bs(p,r) es simplemente conexa. De las propiedades basicas
de las aplicaciones recubridoras se deduce que Ls(p) es el supremoc de
los radios r > 0 tales que la restriccién de recubrimlento universal F
a la bola hiperbélica BA(a,r), con F(a) = p, es una isometria. El
radio de Iinyectividad puede expresarse en términos del grupo
recubridor G. Se tiene ([Bu], Pag 96):

1

L (F(z)) = — n (2} (z € A) {0.8)
8 2 _

donde 7(z) = 1nf{dA(z, g(2)) : g e G, g # identidad}
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La relacién {(0.8) tiene sigulente interpretaclén geométrica: el
radio de linyectlvidad de p € S es la mitad de la longitud de la curva

cerrada no trivial mads corta que pasa por p.

Tras esta parte preliminar se pueden exponer ya los problemas que

se trataran en este capitulo. La cuestién baslca es la siguiente:

cCuantas geodésicas que parten de un punto arbitrario de wuna

superficie de Rlemann se marchan a infinito en la superficie?

En términos mds preclsos, sea S una supericie de Riemann, se
elige p € S y se consldera la circunferencia de direcclones en p,
C(p), es decir, la circunferencia unidad en el espacioc tangente en p.
Para cada direccién v € C(p), se designa por 7v{t) la gecdésica que
parte de p con velocidad inicilal v, parametrizada en R. Se define la

dimensién gecdésica y{(S,p) como la dimension de Hausdorff del conjunto
{v € C(p) : %%ﬂ ds(p.?v(t)) = w}

Evidentemente, ¥(S,p) € (0,1]. Se verd (Corolarioc 2.5} que ¥(S.p} no

depende del punto base p y se designard simplemente por ¥(S).

Si F es un recubrimiento universal de 4 en S con F{0) = p, las
imagenes por F de los radlos que parten de 0 son precisamente las
geodésicas que emanan de p. La aplicacién tangente es una lsometria
entre el espacio tangente de A en 0 y el espacio tangente de S en p,

de ahi que se identifiquen C(p) y 8A. Se tiene por tanto:

#(S) = dim (8 € [0,28] : lim ds(p.F(relell = }
r—=->1
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Por ejemplo, st Q= A\{0}, la funcién F(z) =e'* es un
recubrimiento universal del semiplano U en Q. Todas las gecdésicas que
partan de un punto cualquiera de (1 terminan en 8Q y por tanto se
marchan a infinito en Q (Nétese que la frontera de un dominio plano
esti a distancia hliperbélica infinita). Por tanto y(AN{O0}) = 1. En Q
hay curvas cerradas de longlitud hiperbélica arbltrariamente pequefia
que rodean el origen, situadeo por supuesto a distancla infinita. El
origen representa geométricamente una cispide que se alarga hasta el
infinito y se estrecha cada vez mas. De hecho, los entornos de 0 en Q

son isométricos a reglones de la pseudoesfera.

Si 0 = €\{0,1,»}, el recubrimiento universal de Q es la clasica
funcién modular (Ver por ejemple [Ful, Pag.54). Los puntos 0,1,w son
alslados en 9Q y cada unc de ellos "origina" una cuspide. En este caso
sélo hay una cantidad numerable de geodésicas que, partiendo de un
punto cualquiera, terminan en 0,1, ¢ ®, y por tanto () = 0. En
realidad casl toda geodésica se acerca arbltrariamente a cada uno de
los tres puntos o, de forma mas graflica, se introduce infinitas veces
en cada una de las tres cuspides y alcanza "alturas" arbitrariamente
grandes. La cuestién de la frecuencia con que las geodésicas penetran
en las cuspldes ha sido tratada en [82}’ [MP] vy esta relacicnada con
problemas de aproximacién diofantlca.

Estos ejemplos se anallizaran con mas detalle en la seccién II.3.
Una aproximacién heuristica al problema parece sugerir que en el caso
de dominios planos deberia haber mas gecdésicas que se marchasen a
infinito cuanto mas grande (en algin sentldo) fuese la frontera del
dominio. Un teorema clisico de Nevanlinna (Ver ([N], Pag. 209) da una

respuesta extraordinariamente precisa a esta cuestién:
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Teorema. Sea Q ¢ € un dominio distinto de C, C\fa) con a € C.
Supdngase que E = 8Q1 es compacto y sea F : A — Q un recubrimiento
universal de Q. Entonces se verifica una de las dos alternativas
siguientes:

a) E tiene capaclidad logaritmica positiva, Q tiene funcidn de Green y
para casi toedo eIB. F(reia) tiende a algun puntc de E cuando r—» 1.

b) E tiene capacidad logarftmica cero, Q no tiene funcidén de Green y

el conjunto de Fatow de F tiene medida cero.

Obsérvese que en la situaclén a) casl toda geodésica tiende a infinito
en 0, luego ¥(Q) = 1. Sin embargo en b) no se puede garantizar que
7(Q) = 0. En el caso a) casl toda geodésica termina en algin punto de
80, en partlicular es euclideamente acotada. Por el contrario se vera
mas adelante que en el caso b) casi ninguna geodésica es acotada.
Fernandez y Pestana [FP] han obtenlido el siguiente sorprendente

resultado sobre geodéslcas acotadas:

Teorema. Si Q ¢ € es un dominio, distinto de C y €\{a}, cona € C, y

F : A — Q es un recubrimiento universal de {1 entonces

dim{e €[0,2n] : sup |F(re'®)| < w} = 1
0<r<l1

Por consiguiente existe siempre un conjunto de dimensién uno de

geodésicas euclideamente acotadas.

Si S es una superficle de Rlemann, F : A — 5 es un recubrimiento
universal de S y G es el grupo recubridor asociado, se dice que ele

petenece al conjunto limite cénico AC(G) sl existe algun cono de Stolz
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de vértice e19 que contiene infinitos elementos de orbita de 0.
Hablar del conjunto limite cénico y de las geodésicas divergentes

es lo mismo ya que (Proposicién 2.3):
18 . i9
e € aA\Ac(G) sl y sélo si ds(F(O), F(re ")) » @ cuando r > 1

Se deduce pues que 7(S) = dim(BA\Ac(G)).
Se vera también en la propesicién 2.3 que Ac(G] tiene medida 0 & 2m.
La dicotomia expresada en el teorema de Nevanlinna se generaliza a

supericles de Rlemann de la siguiente forma (ver corolario 2.4}):

Teocrema. SI S es una superficie de Riemann, F : A — § es un
recubrimiento universal de S y G es el grupo recubridor asociado,
entonces se verifica una de las dos alternativas siguientes:

a) S tlene funcién de Green, IAC(G)I =0 y casi toda geodésica
tiende a infinito.

b) S no tiene funcién de Green, IAC(S)i =2 y casi ninguna

geodésica tiende a infinito.

En el caso b) se puede probar usando la teoria ergédica de Hopf
[(Ni] que casi toda geodésica es densa. Obsérvese la analogia con el

teorema de Plessner.

La dimensién geodésica es un modo de medir el estrechamiento de
la superficie en el infinito. Cuanto mas pequefic sea y{S), mas dificil
resulta acceder al infinito o, dicho de otra forma, mas se estrecha la
superficle. Existe una forma geométrica de medir el estrechamiento que
es transversal, en cierto modo, a la anterior y es precisando cdmo

decrece el radio de inyectividad en el infinito.
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Si p €8S, se define

td {(p,q}
B(S,p) = inf{t : 1lim inf i (q)e °® > 0}
d(p, gq)om ®

Igual que en el caso de la dimensién geodésica, B(S,p) no depende del
punto p elegido y se designa por B(S). Las caracteristicas especificas
de la geometria hiperbdélica permiten probar que 8(S)el[0,1] (Coreolarioc
2.2).

S1 el radlo de inyectividad esta acotado inferiormente, entonces

B(S) = 0, mlientras que si Q es un dominio plano cuya frontera tiene

algun punto aislade, entonces B(Q) = 1 (Ver seccién II.3)

Hasta ahora todos los ejemplos que se han mencionado son dominlos
planos. En la seccién II.3 se construye un ejemplo interesante de una
superficle de Rlemann que no es dominio plano. Se trata de una
superficie que se "parece" bastante a Z. La idea parte de contemplar
el modelo del lanzamiento de la moneda comentado anteriormente desde
un punto de vista dindmico. Se consideran caminos aleatorios en Z de
modo que la probabllidad de pasar de un punto n € Z a cualquiera de
sus consecutivos n £ 1 sea 1/2. El conjunto de todos los posibles
caminos que parten de 0 se identifica con el intervaloe [0,1}. Esto
permite hablar de medida y dimensién de Hausdorff en el conjunto de
todos los posibles caminos aleatorics. Con esta formulaclén, los
resultados asintéticos antes citados dirian ahora que casi todo camino
osclla slempre entre + o y - » pero existe un conjunto de dimensién
uno de caminos que tienden a + w. Esta interpretacién dinamica sirve
de motivacidén para la construccién de una superficie de Riemann S que
desempefia el papel de Z en el modelo de caminos aleatorios y cuyas

geodésicas presentan el mismo comportamiento que los camines. La
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superficle S se obtlene pegando inflnitas copias iguales de una
superficie compacta de género uno limitada por dos geodésicas simples
cerradas de la misma longitud. Es esenclial que el pegado se realice a
lo largo de geodésicas si se quiere conservar las estructuras
riemannianas. Los detalles de la construccién se explican en 1a
seccidn II.3.

La periocdicidad de la superficie asi construida implica que el
radio de inyectividad Ls estd acotado inferiormente, luego B(S) = 0.

La determinacién de ¥(S) se deduce a partir de la existencia de

una funcién arménica u en S tal que

u{p) — + m cuandec p — "+ ® ", u(p) — - @ cuando p — "~ o

S1 F: A — S es un recubrimiento universal de S y v = qu. la
condicién Ls z c >0 permite probar (lema 2.8) que v es una funcién
arménica de Bloch en A. El conjunto de Fatou de v tiene medida cero y

se verlfica que

1im sup v(rele] =+ o, lim sup v(rele) = -
r — 1 r—1

para casl todo ele. La consecuencla geométrica es que casl toda

geodésica que parte de un punto cualquiera de S oscila eternamente

entre + o y - m.
a -]

Del teorema de Anderson - Pitt se deduce que v tiene limite

radlal + » en un conjunto de dimensién uno, por tanto existe um

conjunto de dimensién uno de geodésicas que, partiendo de cualquier

punto de la superficle, se marchan a infinito. En particular 7(S) = 1.

(De nuevo se remite a la seccién II.3 para consultar los detalles).

Esta ejemplo ha constituido una valiosa fuente de Inspiracién

para demostrar el siguiente teorema, que constituye el principal
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resultado del capitulo y del cual todos los ejemplos anteriores son

casos particulares [FLL2]:

Teorema 6. Si § es una superficie de Riemann no compacta, entonces

¥(8) =1 - B(S)

En la seccidén II.4 se dard una prueba simple del teorema 6 en
elcaso de dominios planos (teorema 6'), basada en estimaciones de la
métrica de Poincaré. La prueba del teorema 6' estd relacionada con un
resultado clasico de Littlewood, del que se ofrece una prueba muy
sencllla.

La forma de proceder para demostrar el teorema 6 se describe
brevemente a continuacién. En primer lugar se construye, bajo clertas
condiciones, una funclén armonica propia u en la superficie S. La
construcclén de la funcién u no sera, por supuesto, tan senclilla como
en el caso del ultimo ejemplo que se ha comentado, y sera necesario el
uso de la teoria de operadores normales desarrollada en [AS]. Sl se
compone u con el recubrimiento universal de S se obtlene una funcién
arménica v en el dlsco unidad. Una adaptacidén de un argumento de
Sullivan [51]’ (léma 2.8) permite probar que v pertenece a la clase MB
para cada B < B(S). Del Corolario 1, capitulo I se deducira que v
tiene limite radial + = en un conjunto de dimensién al menos 1 - B,

de donde se obtiene finalmente el resultado del teorma 6.
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SeccioN |.1. PRUEBA DEL TEOREMA 1.

Teorema 1. Para cada a«, 0 s o < 1, existe una constante positiva
Ca que sdélo depende de a tal que, si u € ﬂa y I es un arco de la

circunferencia unidad, entonces |F(u) n Il > 0 o bien

M [A(u. + m)] =c |I|"®
1-¢ [+ 4

El tecrema 1 es una consecuencia del siguiente caso partlicular:

Teorema 1°. Para cada «, 0 s a < 1, existe una constante positiva
Ba que sélo depende de « tal que, si u € ﬂm entonces |F(u)| > 0 o bien

M [A(u, + m)] = B

1-a o

En la demostracién del teorema 1' se necesitaria el siguiente lema., Si
Q ¢ € es un dominio de Jordan y ¢ es una aplicacién conforme del disco
unidad A en Q, el teorema de Carathécdory aflrma que ¢ puede ser
extendida a un homeomorfismo de A en @ ({P], Pag 281). Sl zoe Q, y E
es un subconjunto de Borel de 89, se define la medida arménica (desde
Zo) de E en Q como Iw-l(E)l, donde ¢ es conforme de A en Q tal que
9(0}) = zo. La medida arménica en zo coincide con el valor en zo de la
solucién de Perron al problema de Dirichlet en @ con valores frontera
1 en E y 0 en 8NE ([A],[N]}). La medida arménica es un invariante

conforme y el hecho de que sea nula no depende del punto base elegido.

Si Q es un dominio de Jordan contenido en A, 0 € Q, ¢ = A — Q es
conforme con (0} =0 y A es un subconjunto de J8A tal que

¢(A) ¢ 80 n 8A entonces el clasico Lema de distorsién de Léwner dice
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que |A|l = |@(A)]. Obsérvese que esta desigualdad no es sino el
Principlo del Maximo aplicado a las funciones arménicas u, en Q, y v,
en A, que tienen valores frontera 1 en (A}, O en d\p(A) y 1 en ¢(A),

0 en 3AN\g(A) respectivamente.

Lema 1.1 ([BR]). Sea Q un dominio de Jordan contenido en A, y
supdngase que 0 € Q. Si E = 80 n 3A tiene medida arménica positiva en
2, entonces existe F ¢ E, |F| > 0 tal que, para todoe £ € F existe

un cono de Stolz truncado de vértice § que estd contenido en .

Demostracién del Lema 1.1
Considérese una apllicacién conforme ¢ de A en Q con ¢(0) = 0. Segun el
teorema de McMillan ([P]), pag. 326), casi todo e'® satisface una de

las dos siguientes posibilidades:

plz) - w{ele) 18
T tiene limite no tangencial finito en e

z-e

a)

b) Arg [¢(z) - w(ete)] es no acotado, superior e inferiormente a lo

16 P .
largo de cada curva que termine en e . Geométricamente, esto quiere

decir que 1la imagen mediante ¢ de cada arco que acabe en eie se

i9

n

"enrosca" y se "desenrrosca infiﬁltas veces alrededor de p(e ) de
manera que da un nimerc de vueltas arbitrariamente grande en cada uno

de los sentlidos.

Puesto que Q < 4, la posibilidad b) no puede ocurrir para ningun
e'f ¢ ¢ '(E). Por hipétesis le"'(E)| > 0, luego existe un subconjunto

Ac w'l(E), }Al > 0 tal que cada eie € A verifica la condicién a). En
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particular, la imagen por ¢ de cada cono de Stolz truncado de vértice
e16 y apertura a estA contenida en un cono de Stolz de vértice e19 y
apertura (1 + g)a., Si F = p(A), entonces, por el Lema de Ldwner,

IFI > 0 y los puntos de F satisfacen el requerimiento del enunciado

del lema. #

El siguiente teorema de extensién de dominio de Makarov [M1] también

se usard en la demostraclén del teorema 1':

Teorema. Sea (QcA un dominio de Jordan, 0€Q, y sea ¢ una aplicacidn
conforme de A en Q1 con ¢(0) = 0. Para cada o, 0 < o = 1 existe una
constante Ca que sélo depende de a tal que si E es un subconjunto de
A y o(E) < 8Q n 84, entonces:

Ha[¢(5)] = C&Ha(E)

Nétese que en el caso a = 1, se obtlene precisamente el Lema de

Léwner.

Demostracién del teorema 1°

Supéngase que u = Cu(I —Izl]-a, donde Cu es una constante positiva, y
[F(u)| = 0. Sea A > fu(o)] y sea Q la componente de {u >-i} que
contiene a 0. 2 es simplemente conexa porque en caso contrario
existiria una componente G de C\Q estrictamente contenida en A. Por
continuidad los valores de u serian idénticamente - A en 4G y del
Principio del Maximo se deduciria que u es constante, lo cual es una
contradiccién, ya que {F{u)]l = 0. Por tanto Q es simplemente conexa, y

el mismo razonamiento anterjior muestra que 90 n 34 # @. De hecho en
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este caso las especiales condiclones de crecimiento de u permiten

asegurar que ! es un dominio de Jordan ([B2], [Mcl]).

La medida armdénica de & n A en Q debe ser cero, porque en caso
contrario el lema 1.1 implicaria que u es no tangencialmente acotada
inferliormente en un subconjunto de 3A de medida positiva, y del
tecrema de Fatou local (ver la introduccién) se deduciria |F(u}| > O,
contrario a la hipétesis. Por tanto, si ¢ es una apllcacidén conforme

de A en § con ¢(0) = 0, entonces
o™ (80 n 88)| =0 (1.1)

La funcién v = ulp) + A es armdénica en A y positiva, luego existe una
medida finita y positiva u, tal que v es la integral de Poisson de
p([R], Pag. 229). La masa de p es v(o) = Zn[u(O) + A}.

La observacién v = 0 en dQ n A Junto con (1.1) implican

lim v(re‘e) =0
r—1

para casi todo 6€[0,2n) (respecto de la medida de Lebesgue), de donde
se deduce que la derivada de la medida u respecto de la medida de
Lebesgue es cero para casi todo 8e€{0,2n} ([R], pag. 225). En
particular p es singular y la derivada de p respecto de la medida de
Lebesgue es + o en casi todo punto (respecto de pu) de 8A. ([R], pag.

147). En lo sucesivo, E denotaria un subconjunto de p-medida plena tal

que

lim = o para todo elee E
£—0
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donde (8@ - g, 8 + €} designa el arco {elt =8 -g <t < + g},

La funcién v satisface una condicién de crecimiento semejante a la de

u. En efecto, por el lema de Schwarz, |lg(z)] = |z|, luego

v(z) sC (1 - 1z]1)™% + A (z € A) (1.2)

Sea 8¢ [0,2n] y fijese €, 0 < £ < m Sl I es el arco (8 - g, 0 + g) Yy
a = (1-es2n)e'® se verifica, segin (1.2):

-

v(a) = Cu(2n]2alI| + A

Por otra parte, un cadlcule directo proporciona otra desigualdad en

sentido contrario:

2 2
1 1 - lai 1t 1 _ 2. { 2r uil)
via) 221!,[ T 2d#[e ) ZZ'!— (1 lai )[ E]“(I) ES—ITI—
I Ja -e |

Luego:

uirI) ¢, . -a

3 T = v(a) s Cu(Zn) [I1 7 + A {1.3)
Por consiguiente:
lim v(reie) =+ si eiee E

r—1

y se obtiene también de (1.3) que para cualquier arco I se verifica:
u(I) = 30(C+ A)[1]"®

Ahora, de (0,1) se deduce:

M (E) 7] ® ulo) + A
1- T 30 Cu + A) 15 1::‘*_X_

El teorema de extensién de dominioc de Makarov garantiza que
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. u(o) + A
M1-a[¢[g)] = ch <

u

para una clerta constante positiva Ba que sélo depende de .
S1 se hace tender A a infinite y se tiene en cuenta que
®(E) < A(u, + «) se obtlene finalmente:

como Se buscaba. #

Demostracién del Teorema 1

Supdéngase en primer lugar que u € Ma, I es una

semicircunferencia, por ejemplo I = {e“’ ==-n/2 < t < w2} ¥

[F(u) n I| = 0.

Si Q es un dominio de Jordan contenido en A tal que Jfl es suave y
3 n 88 =1, ¢ es una aplicacién conforme de A en Q con @(I) = I y v
= u(p)}, entonces v € M“ por (0,3), 8A\I <« F(v), IF(v) n Il =0 vy

M [A(u, + @) n I] = M [A(v, + w)]
10 1-&

donde C es una constante absoluta positiva. Este argumento muestra que

es posible suponer 8ANI < F(u).

Considérese la funcién arménica u definida por
u' (x + 1y) = u( - x + ly). Es claro que u'e M, IF(W) n (aa\D| =0y
I cF(u). S1 v=u+ u‘, entonces v ¢ Ma y |F(v}|] = 0, de modc que,
por el teorema 1’:

M [A(V, + w)] =B
1=-0 &

Yy por simetria:
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th Ba 1-0
1)

M [A(u. + M)] =
1= 1=
2n

y por tanto el resultado esta probado en el caso en que I es una

)

semicircunferencia.

Finalmente, si1 I es un arco cualquiera de 3dA, u € Au y

|[F(u) n I| = 0, se quiere probar que H1-u[A(u' + o) N I] z Callll-a.

Sin pérdida de generalidad supéngase que 1 es el punto medio de

I, esto es: I={et=-8<t<o} (0 s8 <1

La eleccidén a = cos 8 (1 + sen 6)_1 hace que el automorfismo de A

dado por
o(z) = 22
1 - az
it n n
transforme el arco I en la semicircunferencia IO = {e = - 5 <t < E}

S1 w = u(e™!), entonces w « Mm por (0,3) y IF(w) n Iol= 0, luego segun
lo anterlor:

M [A(w. + o) nl ] =z C
1-a [ a

Por otra parte, si J es un subarco de I, se verifica:

le(J)] = = sup l@’ (2)|]J]

jd
2
zel
Calculando la derivada se obtiene que el supremo anterior es inferior
a 1211|"'. Finalmente, la igualdad
E[A(u, + @) N I] = Alw, + m) n I0

Junto con las estimaciones anteriores y un argumento elemental

proporcional las desigualdades:
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1-a
Ca s M1~a[A(w' + @) N Io] = [?—'Itl-] M1-¢[A(u‘ + w} n I]

De modo que:

1-a

M [A(u. + @) N I] =z C (GHJQ-IIII
1-a a

y el teorema 1 estd totalmente probado. #

Comentarios al teorema 1

1. La conclusién del teorema 1 invita a pensar que se puede acotar
inferiormente MiﬂM[A(u. + m)] por alguna expresién que involucre
|8ANF{u)| si u eﬂa, pero esto no es asi en absﬁluto. Elf jase una
funcién arménica de Bloch v tal que [F(v)| = |A{v, + @)] =0 [por
ejemplo la parte real del recubrimiento universal de A en C\(Z + 1Z) o
la parte real de z zzn]. Enteonces v e 'Ma para todo a« > 0. Sea H un
subcon junto abierto de 80 que contiene a A(v, + o) y cuya medida es
menor que W, y sea {Ik} una descompdsicién de H en arcos disjhntos.
Para cada k considérese un arce Jk contenido en A, cuyos extremos son
los de Iu y sea {1 un dominio de Jordan contenido en A tél que
81 n 8A = 8ANH v Q@ n A es la unién de los arcos {Jk}. Si ¢ es una
aplicacién conforme de A en 1 y u = v(g), entonces u € Ma, para cada
a >0, A(u, + w) =@ y 0 < |F(u)| < 2r si cada arco Jkse ha elegido

proximo a Ik.

De modo que, en general, sdlo puede estimarse por debajo el
tamafio de A(u, + ») cuando |F{u)}] = 0. Sin embargo, si F(u) es cerrado
(o difiere de un cerrado un conjunto de medida cero) se verifica

M [A(u. + m)] = C_)aANF(u) |*7%,
1-@ [ 4
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2. Sixzl, ue Mm y {F(u)| = 0, entonces A(u, +») es siempre denso
en an[[BRS]. Corolario 1], pero puede ser numerable. Un ejemplo de
esta situacién lo constituye la funclén u = log|F|, donde F es la
clasica funcidén modular [el recubrimiento universal de C\{O.l}]. La

funcién modular crece a lo sumo como exp{(l - Izi)-l} [[A], pag. 19],

de ahi que u e Ml. El conjunto de Fatou de u tiene medida cero,
mientras que A(u, + =), [que es exactamente F(u,w) porque F es normal]

es un conjunto numerable.
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SeEcCION |.2. PRUEBA DEL TEOREMA 2.

Teorema 2 Sea u armdnica en el disco unidad tal que:

2
ﬂ—“_""————ﬁ dx dy < w (1.4)
A (1 - 1zi)

donde 0 < B < 1. Existe una constante positiva A_, que sélo depende de

B
B de modo que si I es un arco de la circunferencia unidad entonces,
|IFlu) nI] >0 o bien:

capl_B[A(u, + @) n I] = ABIIli_B

En la demostracién del teorema 2 se usard la siguiente relaclén entre
la Integral de energia de una medida positiva en 34 y sus coeficientes
de Fourier ([KS]):

1, (k) = an® )_:mm(nn%ma (0<ac<tl)

donde p{n), ¥ o Son los coeficientes de Fourler de la medida p y del
1, -a

nicleo |1 - e respectivamente.

Demostraclén del tecrema 2:

Se asumira que I = 8A, ya que el caso general se deduce de éste igual
que en el teorema 1.
Supéngase pues que u satlsface las hipétesis del teorema 3, y
[F{u}| = 0. Se probara
capl_B[A(u. + m}] = KB

siendo KB una constante positiva que sdélo depende de B.
Sea, como en el teorema 1, A > (u(0)|, Q la componente de {u > - A}
que contiene a 0 y v = u(p) + A, donde ¢ es una aplicacién conforme de

A en @ tal que ¢(0)=0. Un razonamiento semejante al que se dlo en el

teorema 1 mostraria que v es la integral de Poisson de una medida
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positiva, finita y singular en 34, de masa Il = 2n[u(o) + A].

Existe anidlogamente un subconjunto E de 3A de u - medida pPlena tal que

lim v(releJ = + o para todo et® € E

r-1

A continuacién se estimara la integral

2 (0
A (1 - |zl)

Concretamente, se acotara superiormente por una expresioén que dependa
de A y de la correspondiente integral de u, e inferiormente por una

integral de energia asoclada a la medida u.

Respecto a la cota superior, obsérvese en primer lugar que:

1 T

2
vi(z) r 2 18
———— dx dy = —_— u fp(re )]de +
”A (1 - 1z)P L (1 -r)f J_n

n
19 2
+ ZAJ u[¢(re )]de + 2mA Jdr

-n

Ahora, teniendo en cuenta que ¢(0) = 0 se sigue por subordinacién ([D]

Pag. 11):
n 1

J uz[w(reie)]de = J ua{rele]de

-1 -
Por otra parte, u{g) es arménica, luego:
n
10
J u[w(re )]de = 2x u(0)
-

Teniendo en cuenta que [|u(0)| < A Yy las dos desigualdades anteriores

se obtiene:

2
v©(z) 2
— "2 _dxdy < C + A.(A + A2)
” (1 - 12118 u B

donde Cues la integral de (1.4) y AB €S una clerta constante positiva

que solo depende de B,
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En cuanto a la cota inferior, recuérdese que v es la integral de
Poisson de la medida u. Una manipulacién con el nucleos de Poisson

conduce a la igualdad
4

2{_i8 T - z _2lnl 2 ©
v [re ]de = ZHX lpn)1* =1 = ) + 4HX [E(n) |2 ¢*°
- - 1
de modo que

1
2 o)

J:[ v—(z]B dx dy =‘[ r_B upﬂz +z lﬁ(n)lz an dr

p (1 =1=) o (1 -71) 1

Una estimacién directa proporciona la desigualdad

n

J r‘Zn-n-i 1
—ee dr 2 B, —————
o (- r)f B a-R

para todo n € N y alguna constante positiva B, que sdélo depende de B.

B

S1 se tiene en cuenta que los coefliclentes de Fourier LA

B-1

son

1-8

comparables a cuando n — o ([KS] Pag. 40), entonces de la

expresién de la integral de energia en funcién de los coeficlentes de

Fourier u(n), wnl-B se deduce:
vzgz) 2 & 2
— 22 gk dy=cC, 4 ¥ |am) 1%y =C, I _(u)
J'JA (1 - izl)B B Zm n,1-8 B "1-8

para alguna constante positiva CB que sélo depende de B.

Resumiendo, se han obtenido las deslgualdades:

2
Cg I, glw) = ” ——% di dy s, + Ag(x + A%) (1.5)
(1 - |zI) “
A
Obsérvese ahora que si F es un subconjunto de E y pp es la medida

obtenida restringiendo u a F, entonces

B-1 B-1 Hp J 1
[capl_B(E)] = [capl_B(F)] = Il-B[ E 5 11—8(”]

de donde
1-8 2
u
[eevip®)] = _IHYEY
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y por tanto, si se recuerda que Ju| = Zn[u(o) + A] y (1.5), resulta:

1

2
» 4n2[u(o) + A] 1-8
capl_B(E) CB .

C, + Aga + A%
Ahora bien, ¢ : A — Q es univalente, luego tiene limite radial salvo,
quizas, en un subconjunto de 8A de capacidad logaritmica cero
([CL) Pag. 56), en particular despreciable respecto a la
1 - B - capacldad.

Por tanto, si ¢(E) designa el conjunto

{€ € 8A : lim ¢{r elel = £ para algun e'ee E}
rot .

entonces, por el teorema de extensién de dominic de Hamilten
(H] - analogo al teorema de Makarov para capacidades - se obtiene:

1

2
4n2[u(o) + A} }I:E

B Cu + AB(A + Az)

capl_B[w(E)] =D

para alguna constante DB que sélo depende de B. Si se tlene en cuenta

que @(E) ¢ A{u, + @) el resultado se concluye, como en el teorema 1,

haciendo tender A a infinito. =«
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SeECCION 1.3 PRUEBA DEL TEOREMA 3.

Teorema 3.5ea u una funcién arménica en el disco unidad que
verifica:

(1 - 1z1®)1%u(2)| s e(lulz)l  (z e A) (1.6)
donde @ : [0, + w) — (0, + w) es no decreciente. Entonces, si u tiene
limite asintético + w en ele, u tambien tiene limite no tangencial

10
+ oene .

Demostracién del teorema 3.

Supongase que u tlene limite asintético + o en el punto 1 ¥y
sea ' ; [0,1) — A un camino que acaba eb.l tal que u(T(t)) tiende a
+ o cuando t tiende a 1. Un argumento semejante al que se dard a
continuacién mostraria que no se plerde generalldad si se supone que I'

esti contenldo en el semidisco A = {w : Im w > O}

El tecrema es una consecuencia directa del siguiente principie del
minimo. Algunas de las 1ideas que aparecen en la prueba estan

inspiradas en el teorema 9.1 de [P].

Lema 1.2.Sea u una funcidén arménica en A que satisface (1.6) para
una clerta funcién @ no decreciente. Si I' : [0,1] — A" es un camino
que acaba en 1 y uz M > 0 en I, entonces para cada «, 0 < a /2
existen constantes positivas a(u), b(a) que sdlo dependen de a tales
que, para todc z € A con Arg(l - z) = a y a(a)lz - 1| = |T(Q) - 1| se

verifica:
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u(z) = tn

donde t = supf{t €[0,M/2] : a(t) s b(a)M/2}.

Demostracién del Lema 1.2.
Con argumentos geométricos elementales se comprueba que para cada «,
0 < « <n/2, exlsten constantes positivas a(a), 8(a) sélo dependientes
de a tales que, sl z € A, y Arg(l - 2) = «, entonces el diametro del
circulo C(z,8(a)) tangente en z al rayo {w : Arg(l - w) = a} y cuyo
exterlor corta a 8A con angulo 3(«), es menor que alal)lz - 1].

Elijase z como en el enunciado del lema. Nétese que T
atraviesa C(z,8(a)). |

Sea bla) = 2[m - 5(«)]”' sen &(a). A partir de ahora se

escribiria § = 8(a), b = b(a), C(8) = Cl(z,3(a)).

Sean P,Q los puntos de corte de 3C(8) con 3A. Si 8 < &8 < m,
el interior de la circunferencia que pasa por P,Q y cuyo exterior

corta a 44 con angulo &' se designara C(3').

Puesto que u =z M en T, tH s M/2 v la interseccién de T con el
circule C(8) esta estrictamente contenida en A, existe &6, § s 8" < n
tal que, para toda componente Q de C(3') n A\P cuya adherencia no
corte al segmentoc (P,Q) se tiene:
uzt en Q
M
Supéngase que la conclusién del lema fuera falsa, y sea & el

numero mas pequefio con la propiedad anterior. Obsérvese que 8 < 8’ <«

y existe una componente Q de C(8') n A\l y z € 8C(3') n 80 n A\l tal

que
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min u = u(zo) =t
Q

por el principio del minimo.
Sea ¢ el automorfismo del disco unidad tal que ¢(0) = z, vy la
antiimagen por ¢ de 3C(8’) n A es el arco de la circunferencia que
pasa por 0, es simétrica respecto del radloe (0,1) y cuyo exterior
corta a 8A con Angulo &'. Este arco de circunferencia se designara 7.
Un argumentc geométrico simple revela que la interseccién de
4 con el Interlor de la <clircunferencia ¥y es el arco
I={e'": -8 <t <&) Sives la funcién arménica (positiva) en A
que tlene valores frontera O en I y n(m - 5')7! en 8A\I, entonces v
toma el valor 1 en 7.
Sean Q' = ¢ '(Q), I =9 () y h = u(p). Obsérvese que
h(0) = u(zo) = mi? h=t
Q
y de nuevo del principio del minimo se deduce la desigualdad:
h + [M - u(zo)]v =z M =nh(0) + [M - u(zo)]v(O} en
Nétese que Q' contlene algun segmento de la forma (0,g}. La
desigualdad anterior implica por tanto:

2L (o) + [u - u(zo)]

dv (o) =0

é ax

Un caculo de la derivada de v en o da el valor:

av - sen &' _ ., Send _ _
B O =iy <2y _5 =-b

Por consigulente.

[Vh{0)| > [M - u(zo)]b
Ahora bien, la expresién |[Vu(z)|(1 - Izlz} es invariante por
automorfismos de A ([G], Pag. 3), luego IVh(0}| = IVu(zo)(l - Izolz) y

teniendo en cuenta que u(zo) = tH 20 y (1.6) resulta:
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04 = )b < [Talz) 101 - 12,1 = o lucz)1) = ot

De forma que:

1 M M
T o) s 7

y esta contradiccidén termina con la prueba del lema. #

M<t + =M
M
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SeccioN 1.4. PRuEBA DEL TEOREMA 4.

Si ae [0,1), peWN, p* =3 = 1/4 se definieron en la introduccién

xott) = x -8(1 -3 % y Xk(t) = xo[p“t - [p“t]]. k € N,
[0,8] (3,1]

donde [a] representa la parte entera de a. Se definié también la

martingala (Sn) en [0,1) que viene dada por:

s (t) = p** X, () (0sts1, ned)

x[~13

=0

S1 « € (0,1], B € (0,a] y se elige & = 8p-B se define la funcién

h, arménica acotada en A cuyos valores frontera son:

h[e‘z’“] = X (¢t) (0sts1)

es decir, h wvale + 1 en el arco { el*=0<t <2m8 } y vale

- &(1 - 6)_1 en el arco { et =218 <t < 2n }.

Se consldera la funcién:

n K
u(z) =) p“n") (z € &)
k=0
Teorema 4. Existe una constante absoluta C > 0 tal que:

a) Siae [0,1), Be (0,a] n (0,1/2) y p es suficientemente grande,
entonces u € ﬂa, u no tiene limite radial finito en ningin punto de
8A, y u tiene limite radial + o en un subconjunto de 84 con dimensién
de Hausdorff comprendida entre 1 - By 1 - B + C(log p)-{

b) Si a € [1/2,1), B € [1/2,a] y p es suficientemente grande,
entonces u € Ma, u no tiene limite radial finito en ningin punto de 94
y u tiene limite radial + w en un subconjunto de 84 con dimensidn de

Hausdorff comprendida entre B, y B + log (C log p) (log pL
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Las propiedades de convergencia de la martingala (Sn) se recogen en el

siguiente lema:

Lema 1.3, (Sn) verifica las siguientes propiedades:

i) S (t) = 0(p"™*) cuando n — w (0=t =1)

ii) Sn(t) no tiene limite finito para ningin t € [o,1]

iii) El conjunto { t € [0,1] = lim Sn(t) = + « } tiene dimensidn

de Hausdorff 1 - [log—%—](log p) L

Demostracién del lema 1.3.

Las propledades 1) y 1i1) son obvias. Debldo a la desigualdad
& = p_a. un cdlculo sencillo muestra que para cada n € N, Sn(t) >0 si
y sélo si Xn(t) > 0. Considérese, para cada n € N, el conjunto
En ={t €l0,1] : Xk(t) =+1 V k= n}
Entonces

{t € [0,1] : lim S (t) = + @} =UE
nn

n

n

1 -1
Sea y =1 - [log—g—][log p] . Por la autosemejanza de los conjuntos
En y las propiedades basicas de la dimensién de Hausdorff basta probar
que dim E° = y. Con el fin de clarificar la demostracién se supondri

en el resto de la prueba del lema que pd es entero.

a) dim E0 = 7
El conjunto {t : Xo(t) = + 1} consta de un intervalo de longitud
8 = p&/p. El conjunto {t : Xo(t) = Xl(t) =+ 1} consta de pé

intervalos de longitud ap". Repitiendo el proceso se observa que para

cada k € N, el conjunte {t : Xo(t) = ... = Xk(t) = + 1} consta de
(p8)* intervalos de longitud 3p ° de donde:
. - - - k. 7+ _-k{y+€) o sT*E _-kE
M7+c{t : Xo(t) v Xk(t) + 1} = (pd)'s p é p
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Por tanto M7+C(Eo) = Q0 para todo € > Q ¥y dimE0 s 7.

b) dim EO = 7

Para demostrar esta desigualdad se construye una medida de
probabilidad en (0,1] de la forma siguiente:

En el primer paso se asigna masa 1 al intervalo [0,8] = {Xo > 0},
En el segundo paso se aslgna masa (ptS)_1 a cada uno de los péd
intervales de que consta el conjunto {Xb > 0, X1 > 0}. En el tercer
paso se asigna masa (135).2 a cada unc de los (ptS)2 intervalos que

compcnen el conjunto {Xo > 0, X1 >0, X2 > 0}, etc...

Este proceso define una medida de probabllidad p en [0,1] ([Sh]

Pag 150) concentrada en E0 tal que, para cualquier k € N, cada uno de
los (pé)_k intervalos de que consta el conjunto {X0 > 0, X1 >0,

., X_> 0} tlene p - medida (p3)™*. Obsérvese que st I es uno de
estos intervalos, entonces IIkl = Sp'k y, dada la relacién que existe
entre p, 8§ 7y, se tlene:

p(r) =p 7 =817
Se comprueba ficlilmente que existe una constante C que sélo depende de
§ tal que
p(1) s ci11)?

para cualquier intervalo I de [0,1]. Por tanto, segun (0,1)

Ma[E) >0y dim E0 =y, &

Antes de entrar en la demostraclién del teorema 4 se daran tres lemas.
El primero de ellos proporciona una amplia familia de funciones

pertenecientes a las clases Ma'

Lema 1.4. Sea « €[0,1) y sea g una funcién arménica en A lal que
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g(0) =0 y |lg| s 1. Sea (an) una sucesion de nimeros reales y

considérese la funcidn

o

X ang(z")
n=0

O(na) cuande n — .

u(z)

[}

Entonces u € na 5i y sélo si a

Demostracién:

Siue Ha entonces su conjugada arménica también pertenece a Ma ([D],
Pag 83) por tanto u es la parte real de una funcién f, analitica en A,
que verifica:

max{lf(rele)i : Be[O,Zn]} = 0[(1 - r)'a]

La estimacién an = O(na) se deduce de la férmula de Cauchy:
_ 1 -n-1
an = én_i J. Zz f(Z)dZ

izi=r

tomando, por ejemplo, r = 1 - n ',

Reciprocamente, supéngase que a = o(n%). se probara que u ¢ Ma'
Puesto que g(0) = 0, existe una constante C = Cl(g) > 0 tal que:
lg(z)| s Clz| (z € A)

Sea ze€Ayr = |z|. ElijJase N € N tal gque

1 1
e""{'T}”“-"‘P{ m}

o (=] =)
,z a gz")| scC Z n*r* s ¢ E n* exp{ - —E—

n=N+1 n=N+1 n=N+1

[ -] [+ 4
=C(N + )% { G}{}-%] exp{ - ﬂ-ﬁ-ﬁ}—s C (N + 1%
k=1

La dltima desigualdad estid basada en que la funcidn x%e™ es

Entonces:

——

o -k
ke

=1

r~18

x|

decreciente si x > 1.

En definitiva
Im
§=

Respecto a la primera parte de la serie basta recordar que g =1,

a g(z"), = o[(N + 1)“}
N+1 n
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luego

l)'f (z") si « o[m 1)“]
a z n = +
n=0 n 8 n=0

Debido a al eleccién de r se concluye flnalmente:
«
1
lu(z)| = Ci[log _F_]
y el resultado se deduce de la desigualdad log —%— s C (1 - r)’tosir

es préximo a 1. #

En el sigulente lema se recopilan las propiedades geométricas de
la funcidén auxiliar h que se necesitaran en la prueba del teorema 4.
Por comodidad se supondrda en lo sucesivo que los arcos de
circunferencia involucrados en la definicién de h son simétricos

respecto de R.

Lema 1.5 Sea 0 < 8 s 1/4 y sea h la funcidén arménica acotada en A que

it

tiene valores frontera +1 en el arco I = (e It]l < nd} y

- 8(1 - 8)" en aa\r. Entonces h tiene las siguientes propiedades:

a) Para cada € >0, con - 8(1-8)"<¢g <1, la curva de nivel

(h = €} es el arco de circunferencia que pasa por los puntos elna,

e"ina y corta al arco 88\l con dngule mn[d+e(1-8)].

b) Si 0 =r = 1/2, entonces lh(rele)l % 88r para todo 9 € [0,2n]

c) Existen constantes absolutas C > 0, 0 < r < 1 tales que, para
cada r, con r, <r <1 se verifica:

i) la longitud del arco J = re't: h(re't) > - 8/2}) no excede de
2nd + C(1 - r)/s

ii) Si el cociente (1 - r)/3 es pequefio, entonces la longitud del

arco J' = {e'*: n(re'*) > 6/2} es superior a 2nd + C(1 - r)/s.
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H

iii) Para todo e''e J' se verifica h(se'') =0  vsel0,r] ¥

1t
€ I, se

h(se't) = s/2 Vse [ro,r]. En particular, para todo e
verifica h(se') = 0 Vse [0,1] y h(se'*) = 8/2 V¥se [r,1).
d) Existe S 0 < s, < 1 (que puede depender de 8), y constantes
absolutas C > 0, 0 < r, < 1 tales que Q0 < r, < 5, £ 1-Céy

max{|h(roe1t)|, |h(sbelt)|} z &/2 para todo te [0,2m]

Demostracién:

a) Considérese el automorfismo g del dlisco unidad tal que

3

S(e-ln )=+ 1y g(I) =388 =38An {z:Im z > 0}

La apllicacidn conforme

2 1l + g

log 1-g
transforma A en la banda {z: - 1 < Im 2 < 1} de forma que la imagen de
I es la recta {y = 1} y la imagen de 38\l es la recta {y = - 1}, Si

ahora se compone la aplicacién anterlor con la transformacién afin
1 -1 :
L(Z)='—2—{1-5) {z -1) + 1
que transforma la  banda {z: -1 <Imz<1} =en la banda

{z: ~8(1 -8 1< imz<1} de modo que la recta {y =1} se

transforma en si misma y la recta {y = - 1} se transforma en la recta
{y = - {1 - 8)"'}, resulta que la aplicacién conforme
2 1 +g
L[ - log — g]
transforma A en la banda {z: - 8(1 - 8} < Im z < 1} de forma que la

imagen de I es la recta {y = 1} y la imagen de 4A\] es la recta

{y = - &8(1 - 5)"'}. Por tanto se deduce la representacién
= 2 1 +g
h = Im L[ - log = g]
Ahora, si - &{(1 - 8t ce < 1, un cdlculo elemental muestra que la

antiimagen por L de la recta {y = €} es la recta
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{y=-1+2(6 +¢e(1 -3)]}, cuya antiimagen por 2/ log es 1la
semirecta {z: Arg z = - n/2 + n[d + (1t - &)]}.
Obsérvese que la antiimagen por (1 + g}/(1 - g) de la semirecta
{z: Arg z = - n/2} es el arco 3A\I. El resultado buscado se sigue de
las propledades geométricas de las transformaciones de Moeblus
b) Para probar este apartado se puede usar la serie de Fourler de h,
que por razones de simetria es una serie de cosenos. Un calculo
proporclona la expansién

o

h(rele) = z a cos{ne}
n=0 n

donde a = 0y a = 2/m(1 - 8) 'sen(nnd).n! sin = 1.

Dada la forma especlal de las lineas de nivel de h, se tiene:

m
sup{|h(re'®)|: e8el0,2n)} = hir) = i): sen(ozd) o _

-

_ 2 -1, (rema)n
-T(l—a] Im[

n=

Utilizando el desarrollo - log(l - z) = L z" se concluye:

-8 -

n
n=l
_ 2 _ -t _ omtmaé, 2 _ oz rsen mwé
h(r) = T{l 8) Arg (1 - re ) = _rr_(l 3) Arctg[f——_ﬁ—i-g]
2 -1 rsen ndé
=7 (1 -8 T rces s = 8T
sl r = 1/2.
c) Considérense las lineas de nivel {h = - 6/2}, {h = &/2}. Tomando

€ =% 1/2 en el apartado a) se comprueba que la circunferencia

{h = 8/2} corta a 8A\I con é&ngulo un/2 &(3 -~ 8) mientras que
{h = - 8/2} corta el arco 38A\I con angulo n/2 &(1 + 8). Se comprueba
asimismo que los centros de las circunferencias {h = - 8/2}, (h = §/2}

-1
son, respectivamente, los puntos sen[na/z (1 + 6)][sen n/2 3(3 + 6)] y

-1 -1
sen[n/Z (3—6]][sen n/2 (5-6}] , ¥ sus radios sen na[sen w2 5(3+6)]

-1
y sen nd [sen n/2 3(5 - 6]] respectivamente.
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Puesto que n/2 3(3 - ) < n/2 por la restriccién & < 1/4, los dos
puntos de tangencla de las tangentes a la circunferencia {(h = &§/2}
desde el origen pertenecen a A (de hecho al semidisco de la derecha) y
son simétricos respecto de R. Si se elige una constante absoluta
r, < 1 mayor que el médulo comin de estos dos puntos de tangencia,
entonces 1) y 11) se deducen de la Informaclén mencionada antes con
argumentos elementales y 11l) es consecuencia de ii).

10

d) Sea r, como en ¢) y elijase 8 €[0,n/2] tal que z =re " es un

punto de interseccién de las circunferencias {h = &/2} y {|z| = roL

Sea Ww el punto de interseccién del radio [O,ele) con la
circunferencia {h = - 8/2} y toémese S, = |wi. Los valores numéricos
obtenldos en c¢) revelan que 8 estid acotado inferiormente por una
constante absoluta positiva y por tante lo mismo ocurre con

(1 -~ so)/a. segin la parte i) del apartado c).

Supéngase ahora que elt. te [ - n,m] es un punto arbitrario de la
circunferencia unidad. Se distinguen dos casos:
1. t € (-0,8). Entonces roelt pertenece al interlor de 1la
circunferencia {h = 6/2} y por tanto h(roenﬂ z 8/2
2. 0 s |t|] = . Entonces soeit estd en el exterior de la
circunferencia <{h = - 8/2} por la eleccién de s, ¥y por tanto
h(soelt) = - 8/2.
La conclusién es

it

max{lh(roe 11, Ih(soelt)l} z &6/2 para tode tel0,2n).

La demostracion del lema 1.4 estid completa. #

El préximo lema dice que se puede elegir una sucesién de radios
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(rk) tales que, si [z} = T la parte relevante de la serie que define

u{z} es el factor pm(zp ).

Lema 1.6 Sea h como en el lema 1.5 y

T ka k
u(z) =) pn(z")
k=0
Sean a = Z:’_%g_;n y r, =exp { - ap-k} para todo k € N. Entonces
k
lu(rkeie) - pmh(e"eiep J|l = pm—g— para todo @ € [0,2u)

si p es suficientemente grande.

Demostracién:

n
Si n=zk + 1, entonces r: s exp { - ap} s 1/2, luege segun el lema

1. 5b}

p?
s 86r
k

n n
|h[rp elep ]
k

para todo 8 € (0,2rn) y todo n =z k + 1. Por otra parte, |h] = 1, luego:

18 k -a_10p% &1 e c -k
Iu[rke ] -p ah[e %e ]I E [ p" o+ 8 az p* exp{ - ap" } s
n=0 n=k+l

[« ]
= pm[pa(pa -1t + s 6[ p"* exp { - 2 log p.pnq}} =

n=1

sm6+86§ n-an-lskai
p v n-lp P P 3

sl p es suflicientemente grande. #

Se procede ahora a la demostracidn del teorema 4.
Recuérdese que a« € (0,1), B € (0,a] y & = Bp-B. En primer lugar se
deduce del lema 1.4 que u € ’“a' Se demuestra a continuacién que u no

tiene radial finito en ningin punto.

En efecto, el{ janse ro, s0 como en el lema 1.5, apartado d).
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Sean a, b > 0 tales que r,=e » 5, = e’ y obsérvese que a > b = C3
para alguna constante absoluta C > Q. Sean

r, = exp{ - ap *}, s, = exp{ - bp "} (k € N)

2 log p .
Si es grande, entonces b =2 C68 = ———==, luego se el lema 1.5
p g — g gun

k K
max{lu[rkele] - pmh[roe19p ]|. lu[s ele] - pkah[soelep ]|} = pka —%—

k

para todo 8 € [0,2rn) y todo k € N. Ahora bien, el lema 1.5d) y 1la

eleccién de Fo Sq Implican

Kk %
max{lh[roelep ] | , |h[sqe"ap ] |} = §8/2

para todo 8 € [0,2n) y todo k € N, luego

wax{[ofe, o). Jofae'®) [} = 5 o

de donde se deduce que

lim sup |u(r ele)l = o
r-1

para tode & € [0,2r). En particular u no tiene limite radial finito en

ningan punto.

Seguidamente se demuestran las afirmaciones relativas a 1la

dimensién de Hausdorff, para lo cual se distinguen dos casos.

a) ae€ [0,1), B e (0,a] n (0,1/2)
De hecho se probaria un resultado mas fuerte que el que figura en

el enunciado del teorema. Concretamente se demostrara

dim {eie : lim sup u(r e'e) > 0} =1-8+C (log p)-1
r-1

dim {e‘e: 1im inf (1 - )% u[reie) > 0} z1 -8
r-1
Se comlenza por la cota superior de la dimensién.

10
e :

Sea E = { lim inf u(r ele) > O}

r->1
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Témese a = §=£§E-E Yy sea elee E. para cada X € N, sean

r = exp{ - ap *}. Por el lema 1.6 se tiene:

k
k
|u[rkexe} _ pkah[e-aelepll < P& _g_

y por tanto, si u(rkele) > 0 resulta:

K
h[e-aelep ] 2 %

k

luego eiep

pertenece al arco J definido en el lema 1.5, apartado c)
1) con r = €. J contiene a I y su longitud, segin el lema 1.5, es
inferlor a 2nd + C a/d para alguna constante absoluta C > 0 (Nétese
que 1 - e es comparable con x cuando x — 0). Ahora blen, el
coclente

a _ 1 28-1

— =3P lerp

es menor que 1 si p es grande, debldo a la restriccién B < 1/2, luego

la longitud de J no supera C3 para alguna constante absoluta C > 0.

La conclusién final es que si ele € E, entonces existe ko = ko(e)
10 .
P € J, que es un arco centradeo en 1 y

tal que, para todo k = ko' e
cuya longitud es inferior a Ca.
Por tanto:

EcU E

n

Kk
donde En = {elt . e e g vk =z n}. La demostracién del lema 1.3

muestra que todos los conjuntos En tienen la misma dimensién. Este
valor comin es, a lo sumo:
1 - log[E%](log ! =1 -8+ log (8C)(log p)}
as{ que dim E s 1 - g + log (8C)(log p)~' como se buscaba.
En cuanto a la cota inferior, definase

k
F={e'": e®el vkewn

Segtn el lema 1.3, dim F = 1 ~ 8 + log 8(log p) ™"
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Sea ele € Fyr, 0 <r < 1. Por la propiedad ¢) iii) del lema 1.5 y 1la

definicidén de F se verifica:
n ie n
h[r‘p e'? ] =0 para todo n € N

Sea k € N tal que

eXP{p'klos ro} srs exp{p'bqlog ro}

donde r, es la constante que aparece en el lema 1.5 c). Entonces:

x
u[r eie] - pka h[rpaelep ] - pka_g_

De la elecclédn de k se deduce:

En definitiva:
ulre'®) = cp)(1 - m™“ sl r es préximo a 1
de donde

2] 18

lim inf (1 - )% u(rel ) >0 si e e F

r-=21

lo que concluye la prueba del teorema 4 en el caso a).

b} a (172, a}, Bell/2,a].
Igual que en el casc a) se obtendrdn conclusicnes mas fuertes que las
del enunciado del teorema. Concretamente:

dim{ele : 1lim inf u(reie) > O} = B + log (C log pl)(log p).1
r->1

dim{e‘G . 1m inf (1 - 0)% u(re!®) > o} > g
r=1

Sean, como en a)

- 2log p
P

E={e® . 1in tnf u(re’®) > ol, a
\ r-1 J

a

Sea e19 € E, y r =exp{ - ap_k} {k € M). Si u(rkei ) >0, de los

k

mismos cilculos que en a) se desprende que
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iBPk
h[e"e ] > - 8/2
x
de modo que eleP pertenece al arco J definido en el lema 1.5 ¢) i)
conr =e2 La longitud de J es, pues, Inferior a 2nd + Ca/3, y ahora

la restriccién B = 1/2 hace posible que
a _logp > 5 = 8

8 4P P

sl p es suficientemente grande.

Por consigulente, la longitud de J es inferior a C log p.pB-1

para alguna constante absoluta C > 0 y sigulendo el mismc razonamiento
que en a) se obtiene
EcUE
n
n
donde
Kk
it
e

E = {e'": PeJ vk zn}

n

Del lema 1.3 finalmente se deduce:

1-B
dim E s 1 - log[

____P -1 = -1
Clog p ](103 p) B + log (C log pl(log p)

y el resultado acerca de la cota superior esta probado.

Respecto a la cota inferior, sea J' el arco que se definid en el

lema 1.5, apartado ¢) ii) conr = e ", donde a = 2 log P
Entonces
a _ logp
é 3 p1-3

de modo que (1 - e ")/8 es pequefioc sl p es grande, y la longitud de J'
B

es mayor que 2nd + C log p. p 'lpara alguna constante absoluta

C >0, segin el lema 1.5 c) 1li). Ahora la restriceién B8 =z 1/2 permite

asegurar que J' tlene longitud mayor que C log p-ps-l.
x
Sea F = {e19 : elep eJ’ Y k € N}

Obsérvese que dim F 2z B + log (C log p) (log p)'1 por el lema 1.3.
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Sea ele € F, r, con 0<r<1 y k € N tal que

-1

exp{ - p'k log ro} sr < exp{ - p_k log ro}

donde r, es la constante que aparece en el lema 1.5, apartado c).

n
Si nzk + 1, entonces r = r, v el apartado c) 1ii) del lema 1.5
garantiza que

n n
h[rP eiep ] =z 0

p* -
Si n = k, entonces Ty sr se° y también del apartade c¢) iii) del
lema 1.5 se deduce que

Pk lGPk
h[r e ] = §/2

En definitiva:

' k-1
18 ket & 3 ne ka &
ulre™) = pPgm - g | P = e
n=0
y se concluye, igual que en a):
lim inf (1 - r)%u(re'®) > 0 st e®eF

r-1

luego

dim{e‘e . 1im inf (1 - £)% u(re'?) > o} =g
-1

Por consiguiente, el teorema 4 esti totalmente probade. #
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SeEccIoN 1.5. PRUEBA DEL TEOREMA 5.

Tal y como se menciona en la Introduccién, el teorema 5 es una
variante, un poco mas artificiosa, del teorema 4. La clave consiste en

considerar funclones de la forma.

[+:] on n
u(z) = z P x hk [zp k]
K=1

donde ahora p es un entero grande, {nk} es una sucesién creclente de

-nkTmyhkesla

enteros a la que se exigird de momento que nl”1

funcién del Lema 1-5 con & = 51‘. siendo {ak} una suceslién de nimeros
positivos que tliende a cero y se fijari a continuacién en funclén de
{nk}. Es declr, hu es la funcién arménica en 4, acotada por 1, que

tiene valor frontera ! en el arco

I ={e“:-ms <t<n8}
k k Kk

-1
vy Sk(l 61:) en BA\Ik.

Recuérdese que en el tecrema 4 se elegian valores de & de la
forma Bp'B donde PBe(0,a). Anadlogamente, en el teorema 5 interesa
tomar valores de 51; del orden de

p-("x'"u-l)
Si ael0,1) vy Be(0,al, se elegiria, para todo lo que resta
-B(a -n
ak =8p B k k-l)
Los dos lemas sigulentes son los andlogos de los lemas 1.3 ¥y 1.6 en la

presente situacién.

Lema 1.7 Supdngase que C > 0, 1 s L < w y la sucesidn {nk} verifica

las condicicones
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> L
!‘l.‘:_1 k> o
n
k s
k k> o

Sean k, m € N, k = m y considérense los conjuntos
tn

E L s {t € [0,1] = p

tn
i - rp J}e[o,cajlr, j=m.m+1,...k}
Entonces
w

= L-8
dim n E;.k T +8) -8

k=m

para toedo C > 0 y todo m € N

Demostracién

Como en el caso del Lema 1.3 la dimensién coincide con el valer
especlal que se obtlene cuando se acota superiormente el contenido de
Hausdorff. Sin embargo, el argumento correspondiente a 1la cota
inferlor estid revestido de bastantes compllcaciones técnicas asi que
sé6lo se ofrece el argumento que permite averiguar el valor correcto de

la cota superior.

Supéngase, por comodidad, que m =1 (esto no influye en el
n
resultadeo). Entonces E1 . consta esencialmente de p ' intervalos de

longitud
2™
-n C51 P
C61p = n
2
P
en cada uno de ellos se reproduce el procesc y por tanto E1z consta
n n_-n -n ’
de p 1alp 21 intervalos de longitud C62p 2,..
Repitiendo el proceso se concluye due E1k “consta” de
n -n ’
ck1 3...8, P “ intervalos de longitud C 5 P ol
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-B{n -n_ )
Si se sustituye aj por su valor 8 p 171 se obtiene 1a

siguiente estimacidén para el y - contenido:

n ¥
- C
M (E )=c'—2 -
¥ 1,k pB(nk—nk_l) pnk+B(nk-nk 1)

nk nk
- -8 - ‘X[ (1+8) —B] LN

n
k-1 k-1

= c? ¢! P

observese que sl en el exponente

n
k

n
-B-ar[n—“—u»«m—ﬁ]

k-1 k-1

se sustituye nk/nk_ por L entonces la expresién resultante se anula

1
-1
si sé6lo si y toma el valor (L - B)[L(l + B) - B] . Llamase 7, 2 este

valor especial. La hipdtesis nk/ k ~— o permitira controlar el factor
okt . .
y ¥, sera la dimensién correcta.

En efecto, sl € > O y k es suficientemente grande para que

nk E
<L+ —

k-1

se comprueba que

n n
5 .- B-(Wo + c}[ﬁ—i—(l + B) - 8| = (L + —%~][l - (70 + e)(1 + B)] - B
k-1 k-1
£ 2 -1 €
'B(?o+c)5-Ls(1+B)+cB+TB[L(1+B)-B] S - -

Por consiguiente
-€/2 n

T
M (E )sc’c'p k-1
7o+e 1,k

y el factor de la derecha tlende a cero cuando k — w, para cualquier
€ > 0, en virtud de la hipdtesis n /k — o . Puesto que la eleccidn
de ¢ fue arbitraria se obtiene finalmente

©

dim El.k = (e ¥
k=1
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n -n -(n -n )
k+l k k+1 k

Lema 1.8 Sea a = 2 log p - p y

=N

r_= exp { - akp k} para cada k € N. Entonces

on 16p k
| [ le] ‘ [-ak p ]
ujr e -p hke e

K
para todo 6 € [0,2n)

Demostracién:

La demostraclén es andloga a la del lema 1.6.

S1 j >k + 1, entonces

R, LI Mot
= = - =
L T exp{ a_Pp } 172

n n

JlepJ
lh[rpe ]Isaar"
JU k ok

luego

n
)

para todo 0 € [0,2n) y todo j = k + 1, segin el lema 1.5b).

Por tanto:

[0 ank -a, 10p k k-1 cr.nj
lu{rke ]-p hk[e e ls E p +

S P -1 ‘a("uanq)
= p p(p -1) " p +

-2(n  -n }P"§ Tket
k+1l Lk oan

© I kx kak
+ 88 z P P <= p =5

La funcidén u pertenece a la clase Ma por el lema 1.4, y la

demostracién de que u no tiene limite radial finito en ningin punto se

basa en al utilizacién del Lema 1.8 y es por tanto paralela a la que

se dio en el teorema 4 (con los consabldos cambios Sk en lugar de 8 y
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hk en lugar de h). Por ello seri omitlida.

A continuacién se tratan las cuestliones relativas a la dimensién
de Hausdorff. Se distiguiran dos casos, igual que en el teorema 4,
dependiendo de si B es mayor o menor que 1/2, y se hard una eleccldn
concreta de la sucesién {nk} en cada uno de ellos.

Def inase
E = {ele = 1lim inf u[r e'°] > o}
r > 1

En lo que resta de demostracién se elige:

210 nkﬂ k —nk
a = gp . r = exp{ -a p } (k € W)
k - k k
kel k

p

Supdngase que { n } verifica la propledad adicional:

a, lo Moo "k
= £P s 1 si k es suf. grande (1.7)
2 n -n -Zﬁ(n -n )
3 k+l Kk k k-t
Kk 32p
Sea ele € E y sea k € N suficientemente grande tal que uir ele > 0.
X

Por lema 1.8:

n

"2 1ep "
h[e e "]>-5 /2
" k
n
2 16 k
y, al ser ak /6k = 1, se deduce del lema 1.5c) que e P pertenece al
arco
J ={e”=-ca <t<C6}
k x X
para alguna constante absoluta C > 0. En definitiva:
L -] -]
Ec U n E.
=1 k=m
donde
)
E = {e‘t : e“’P € J, jJ=n m+1, ...k}
m, ke k

Supdngase que B /nk_ —» L 2 1 cuande k — w. Entonces los conjuntos

1
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n Em.k
k=mo -1
tienen dimensién (L - B)[L(l + B) - B] segun el Lema 1.7. Ahora
blen, la funcién
[1, +®) — R
-1
L —— (L - B)[L(l + B) - B]
es creciente, asi que conviene elegir los valores de L mas pequefios
que sean compatibles con la condlicién (1.7).
A partir de este punto interesa distinguir dos casos:
a) 0<B=a B=1/2
El{ jase n = k°. Entonces L = 1, y se verifica (1.7) ya que:
Bear 7 B ~ ZB[nk B nk-l] S TN [nk - nu-1] = 6k
luego
-1
dim E = (1 - B)[l + 8 - B] =1-8

En cuanteo a la cota inferior, considérese el cenjunto
n

X
F = {elt o' ¢ I VkeN }

que tiene dimnensién 1 - B por el lema 1.7.

51 ele € F, ¥ re, Q< r0 <1 es la constante del Lema 1.5

apartado c), entonces

hk[s e’e] x 0 sl se[0,1)
h |s ela =3 /2 sl s € [ro,1)
k k/ ’

Sear, 0<r <1 y k e N tal que

b 11 -Nn
exp{p x log ro} sr < exp{p kel log ro}
Entonces:

an nk "% an 3
u[r ele] =z p k h [ri e‘ep ] zp k LI
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_ 1 B cka-B(skz-aku)
=z P P

Dado & > 0 , se verifica ak® - B(3k® + 3k + 1) = (& - e)(k + 1)3

si k es suficientemente grande, luego por eleccidn de r:

@

8] . 1 8 (a-8) (ks1)> p 1 1 5@
“["e]-TPP *T“g[ﬁ] [1°8—;]

y por tanto, para cualquier £ > 0:

10 a-€ 10
dim{e : lim inf [1 - r] u[r e ] > 0} z1-8
r —t

b} 0 <8 s B> 1/2
Obsérvese ahora que (1.7) obliga a que
n -n = ZB[n - n ]
k+1 k k k-1

y de aqui se deduce que si n /an — L entonces L debe ser mayor o

igual que 28.

El{jase n = k(28)*. Entonces L = 28 > 1 y se cumple (1.7) porque
ahora

n, -n - ZB[nk - nk_l] = (28 - 1) (28)"

Por consigulente en este caso

-1
dim E s (2B - B) [23(1 + B} - B] = (1 + 23)-1

Respecto a la cota inferior, nétese que el conjunto
nt

k
F = {elt : elP € Ik Yk € N}
tiene dimension (1 + ZB)-1 por el Lema 1.7 ¥ sl r, k, re son como en

a), entonces:

k k k-1
0 an 6k s ak{28) -8B [k(28) -(k-1)(28)" "]
“\re s =T =z P =
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(3-28)x-1 « k+1
L [ e @ @, S (ke1} (28)
-2 |P =P
sl k es suficientemente grande. Por tanto
[+ 4
dim{e*e . 1lim inf [1 - r]"’ u[r e‘e] > 0} > (1 + 28)7"
r— 1

El teorema 5 esta totalmente demostrado. #
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Seccion .1.

En esta seccién se probard que B(S) estd comprendido entre 0 y 1
¥y que tanto B{S) como 7(S) no dependen del punto de la superficie que
se utlllce en su definicidén. Se mostrarid también la relacién entre el
conjunto limite cénico y el comportamiento asintético de las

geodésicas y se extraeran consecuenclias geométricas de esta relacidn.

Antes de comenzar la demostracién del primer lema conviene hacer
un breve comentario sobre la clasificacién de las transformaclones de
Moeblus segin el numero de puntos fijos. Se dice que un automorfismo
del semiplano superior U es pardbolico si tiene un unico punto fijo
a € R v {w}, hiperbélico si tlene dos puntes fljos a,BeR v {w} y
eliptico si tiene dos puntos fljos @ = a + ib y a=a - ib, con b > 0.
Toda transformacién pardbolica es conjugada en el grupo de
automorfismos de U con una de las traslaciones z -5 z+ 16z — z - 1,
es decir, sl T es parabélica existe A e Au t(U) tal que
ATA-‘(ZJ =2z £ 1. Toda transformacién hiperbélica es conjugada con

alguna homotecia z — Az, A > 1. (Ver [JS] Pag. 219).

Lema 2.1. Sea g un automorfismo de U, parabdlico o hiperbdlico.

Entonces:
dU(a,g(a))
|10g m = du(a, b) , (a, bell) (2.1)

En particular, si G es un grupo recubridor de una superficie de
Riemann S:

Ilog ﬂ?:?

= du(a,b) (a, bel)
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donde n(z) = inf(dU(Z.g(z)) : geG ,g # lidentidad)}.

Por consiguiente, si p,qesS :

I is(p)
log —~———
Ls(q)

= ds(p,q)

Demostracién:

Puesto que los automorfismos de U son isometrias en la métrica
hiperbélica, (2.1) es equivalente a:
d,(a,A"'gA(a))

log ~ s du(a,b} (a, bel)
du(b,A gA(b})

donde Ae Aut(U); es decir, la propiedad {2.1) es invariante por
conjugacién (en Aut(U)) y por tanto se puede asumir que g es una

traslacién z — 2 2 1 o una homotecla z — Az , A > 1.

Sean a,beU y sea 7y : [0,1] - U, (0} = a, 7(1) = b una
parametrizaclén de la geodésica en U que une a,b,

Sea f(z} = du(z.g(z)). Entonces:

1 Sy 8ta)) -|1 £((1)) - log f(z(0N)] =
°% 3 T6,g(B)) | = |18 £ S B
1
19E (2 () 117 (8)]
Sfo 3e763) at

donde | | v V denotan médulo y gradiente euclideo respectivamente.

Supdngase que se pruba la sigulente desigualdad:

jvf(z)l | 1
Tz - Tz (zelU) (2.2)
Entonces:
| £a) | . _lz'(t)]

108 f—(FT . m dt = du(a,b)
y el lema estaria demostradoe.

Para probar (2.2) se dlstinguen los casos parabolico e hiperbélito.
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i) Caso parabélico. Asimase que g{z) =z + A, A =+1 & - 1.

Sea z = X + ly. Entonces

vV1+ay? v

1+ 4y2 -1
luego f sélo depende de y. Un calculo proporciona:
af (23—= - 2

ay 4
yvV 1+ ay?

f(z) = dU(z.z + ) = log

de donde

[ve(z}| _ 2
f(z) y

-1
siendo h=v 1 + 4y2 . La funcién h — 2 [h log —%:é:%% es

creciente en (1, + w) y tiende a 1 cuandec h tiende a o. Con esto

-1
[h log h + 1]

h -1

concluye la prueba de (2.2) en el caso paradbélico.

1i) Casoc hiperbolico. Asumase que g(z) = Az, A > 1.

Sea z =TT eie, r >0, 0<8 <mnmn

Ahora

16 10

fire ) = du(r ele, Ar e ) = log

donde h = V/l + —‘~§§—-5 sen29 y f no depende de r.
(A - 1)

Un cdlculo sencillo de la derivada da:

_ 2lcos g
|f9{2)| "~ "h sen @
Por tanto:
1 2lcos 6]
|9E(z) | = - IfB(Z)| = —{r sené)n
Yy
-1
IvE(2) 1 2 h+1 1
Tz - Im_z [h log = 1} *n z

y también se obtiene (2.2) en el caso hiperbélico.

Conslidérese ahora una superficie de Riemann S y un recubrimiento
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universal F de U en S. Sea G el grupo recubridor de F. Debido a que G
actua sin puntos fljos en U, los elementos de G son parabdlicos o

hiperbélicos.

Sean a,bel. De (2.1) se deduce:

du(a,b)
du(a.g(a)) s e du(b.g(b})

para toda ge G distinta de la identidad.
Tomando inflimos:
dU(a,b)
n(a) s e n(b)
Intercamblando el papel de a,b se obtendria la desligualdad reciproca,

luego flinalmente:

n(a)

[103 W = du(a.b) (a, belU)
Por tanto, si se tlene en cuenta que iS(F(z)) = —%— n(z) resulta:
i (F(z))
llog _I_(?T_TTI % d (z,w) (z, wel)
Ahora la desigualdad
¢ (p)
Ilog ___(_T = ds(p,q) (p,qeS)

Es consecuencia de la definicién de la distancia hiperbélica en S. #

Corolario 2.2 Sea S una superficie de Riemann y po€S. Entonces

tds(p.po)
B = B(S,pe) = Inf {t : lim Inf i (p)e >0 }

d(p,po) =

satisface 0 s B = 1 y no depende del punto pe elegido.

Demostracién:

Sl p es un punto de S, la bola B = Bs(p.iS(p)) es isométrica a una
bola hiperbélica en 4, luego cualguler bola contenida en B es

isométrica a alguna bola hiperbolica en A y en particular es
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simplemente conexa.
Si ig(p) > ds(p.po) entonces, segin el comentario anterior, la bola
Bs(po,Ls(p) - ds(p,po)) estd contenida en B y por tanto es simplemente
conexa, luego

Ls(p) 3 i.s(po) + ds(p,po)
y de esta deslgualdad se deduce que el radic de inyectividad puede
crecer como maxime linealmente respecto de la distancia a un punto
cualquijera. En particular 8 es no negativo.

51 q, es otro punto de S, obsérvese gue

tds(p.po) tds(p.qol
1im inf Ls(p)e >0 <= lim inf Ls(p)e >0
a(p,po) —m d(p.qo) —
Por tanto B no depende del puntc po elegildo.

En cuanto a la desligualdad 8 = 1, nétese que la estimacién

-da_(p,po)
¢s(p) = cs(po)e (pes)

que se deduce del lema 2.1, impide que B pueda ser mayor que 1. #

La siguiente proposiclén pone de maniflesto la relacién entre las
geodésicas y el conjunto limite cénice. Recuérdese que =1 F es un
recubrimiento universal de A en la superficie S, el conjunto limite
cénico estid formado por todes los puntes ele tales que existe algun
cono de Stolz de vértice e19 que contlene infinitos elementos de

46rblta de 0.

Proposicién 2.3. Sea S§ una superficie de Riemann. Fun

recubrimiento universal de A en S con F(o) = poeS, G el grupo
recubridor de F y Ac(G) el conjunto limite cénico de G. Entonces
a) Si en la definicidén de conjunto limite cénico se usa la dérbita de

otro punto acA en lugar de 0, el conjunto limite cdnico es el mismo.
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b) eiee AN AG(G) si y sélo si ds(po,F(r ele)) — w cuando r — 1.

¢} La medida de Lebesgue del conjunto limite cdnico es 0 6 2=.

Demostracién:

El punto de partida para probar a) y b) es la siguiente propiedad
relevante de los conos de Stelz : dado a, 0 < @ < /2 , exlste una
constante positiva A = A(a) tal que todos los puntos del cono de Stolz

C (ela,a,r) estdn a distancia hipérbdlica a lo sumo A del radio
correspondiente a ele. Y reciprocamente, los puntos cuya distancia
hiperbélica al radlo(O.eie) es a lo sumo A estdn en algin cono de

Stolz C {e‘e,a,O) donde « = al(A}.

Esta propledad se comprueba facllimente en el semiplano superior
U. Basta observar que la distancia hiperbdélica en U del punto rele al

eje imaginario es exactamente

1 + cos @

log sen B

y por tanto, esta distancia es menor o igual que A si y sélo si

B =086 =mn -8 donde A y 8 estan relacionados por expresién

Ahora a) es consecuencia de la jgualdad
dA(g(a}.g(O)) = dA(O.a) (geG)

y de la propiedad anterior de los conos de Stolz.

La caracterizacién b) también es consecuencla de la descripcién

de los conos de Stolz en términos de la distancia hiperbélica. En

e

efecto, supéngase que e'% Ac(G), y sea C un cono de Stolz de vértice

18

e  que contiene una sucesién {zn} cen F(zn) = F(0), z — e'®.

Existe una constante A > 0 y una sucesién r — 1 tal que
n
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e

d(z.r'ei ) s A (neiN)
A'n 'n

de donde se deduce:
d_(po,F(r e'®)) = A (neN)

En particular dS(po.F(reie)) —/— ® cuando r — 1.

Reciprocamente, supédngase que ds(po.F(rele))-/—e o cuando r — 1.

Existe entonces una constante A > 0 y una sucesién {rn} tal que

ds(po,F(rnel?) % A para todo n. Si se elige, para cada n, zneA tal

que F(z ) = F{0) y d_(po,F(r ele)) =d,(z,r ele] entonces la sucesién
n S n A n"'n

{zn} pertenece a la érbita de 0 y esta contenida en algin cono de

Stolz de vértice ela, luego ele

€ AC(G].

Filnalmente, se prueba c). Se comienza sefialando que el conjunto
limlte cbénico es G - invarlante, esto es, si e'®e AC(G) y geG,
entonces g(ele)e AC(G).

Supdngase que IAC(G)I > 0. Sea u la integral de Poisson de la

funclén caracteristica de AC(G). Por el teorema de Fatou,

1lim u(rele) =1
r= 1

para casi todo e Pe Ac(G). Sea e’

ee AC(G) uno de los puntos en los que
el limite radial es 1. Fijese a €A y sea {gn} una sucesién de
elementos de G contenida en algin cono de vértice elB con

gn(a) —> ¢'?. Entonces

lim u(gn(a]) =1

Como AC(G) es g - lnvarliante, también lo es u, luego ueg = u para todo
geG. Por consiguiente u(gn(a)) =u(a) =1 para todo a & A, vy
IA (G)| =2r. %

L+

La traduccién geométrica de la proposicién 2.3 se expresa en el
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siguiente corolario.

Corolarioc 2.4 Sea S una superficie de Riemann, pe un punto arbitrario

de S y F un recubrimiento universal de A en S con F(0) = po. Entonces
tiene lugar una de las dos alternativas siguientes:

a) Para casi todo eie se verifica

lim ds(po,F(rele)) = w
rs 1

es decir, casi toda geodésica que parte de po tiende a infinito.
b) Para casi todo eie existe A > 0 tal que

lim inf ds(p,F(re‘a)) s A
r — 1

para todo peS, es decir, casi toda geodésica que parte de p atraviesa
infinitas veces un entorno fijo de cada punto peS. En particular

lim sup ds(po,F(rele)) = o
r— 1

para casi todo ele.

Corolario 2.5, SI S es wuna superficie de Riemann, F es un

recubrimiento universal de A en S con F(0) = po v G es el grupo

recubridor de F, entonces:

a)  7(S,pe) = dim(3A\ AC(G))

b) La dimensidon geodésica no depende del punto de partida, es decir
¥(S,p) = ¥(S, po)

para todo peS.

Demostracién

La parte a) es consecuencia directa de la proposicion 2.3 (apartado

b)}. Para probar b), elijase un punto cualquiera p de S y sea aeA tal

que F(a) = p. Si ¢ es un automorfismo de A tal que ¢(0) = a, entonces
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F = Fop es un recubrimiento universal de S con F(0) = p y su grupe
recubridor asociado es G =¢_1G4p. Obsérvese que w-lgw(O) = cp'lg(a)
para cada geG. Puesto que la érbita de a sirve para definir el
conjunto limite, se tiene:

|
AC(G) =9 (AC{G])

de modo que 9a\ A (&) ol aan A(G)) y

7(S,p) = dim (3A\ AC(G]) = ¥(S, po)

ya que cp'l es regular en 34, #
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SEccioN I11.2.

En esta seccién se estudia la relacién entre las excursiones
geodésicas en una superficie de Rlemann y las propiedades de

crecimiento de las funciones arménicas en la superficie.

Se comienza con una aplicaclén de la dicotomia expresada en el

Corolario 2.4 convenlente en aplicaciones posteriores.

Proposicidén 2.6 Sea S una superficie de Riemann y u una funcién

arménica no constante en S. Si F es un recubrimiento universal de S y
v = uoF, entonces se verifica una de las alternatjvas siguientes:

al Para cualquier punto peS, casl todas las geodésicas que parten de
p se marchan a infinito en S,

b) Casi ninguna geodésica que parte de un punto cualquiera peS se
marcha a Infinito en S y el conjunto de Fatou de v tiene medida (de

Lebesgue) cero.

Demostracién

Sea G el grupo recubridor de F vy AC(G) el correspondiente
conjunto limite cénico. Si IAc(G)! = 0, entonces casi toda geodésica
que parte de cualquier punto se marcha a infinito en S por 1la
Proposicién 2.3. Esta es la situacién a).

En el caso b), ]8A\ AC(GJI = 0 y casi ninguna geodésica se marcha
a infinito (Proposicién 2.3). Supéngase que eiaeAc(G] y v tiene limite
no tangencial finito en ele. Sea p un punto cualquiera de S y aeA tal

gque F(a) = p. Puesto que el conjunto limite cénico no depende de 1la
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érbita que se utiliza (Prop. 2.3), existe algin cono de Stolz C, de
vértice ele. y una sucesidén {zn} contenida en C, que tiende a eie, tal
que F(zn) = p para todo n.

Ahora bien, v(zn) = u(p) para cualquier n, luego el limite no
tangencial de v en e'® debe ser necesariamente u(p), y como p se
eligié arbitrariamente, u tendria que ser constante, lo cual es una
contradiccioén.

De modo que el conjunto de Fotov de v estd contenido en el

complementario del conjunto limite cénico, y de aqui se obtiene b). #

S1 S es una variedad Riemanniana con métrica g, que tiene por
elemento de longitud

- 1,3
ds® = ;J g, dx'dx

y u es una funcién regular en S, el gradlente de u, grad u, es el unico
campo vectorial en S que es métricamente equivalente a la diferenclal
du, es decir

glgrad u,X) = du(X)

para todo campo vectorial X en S ([Spl, Pag. 187).

La expresién de grad u respecto de un sistema de coordenadas es
la sigulente:

grad u = E g1J Bu i}
f

'3 ax'

donde (gij] es la matriz inversa de (glj) y {BJ} son los campos
coordenados. En lo sucesivo, sl S es una superficie de Riemann y u es
una funcién regular definida en S, grad u designard el gradiente
respecto de la métrica de Poincaré de S.

Si S =4y v estid definida en A, grad v denotara el gradiente respecto
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de la métrica hiperbélica en A, mientras que se reserva el simbolo Vv
para designar el gradiente euclideo de v. Asimismo, en lo sucesivo
| ﬂs designara longitud respecto de la métrica de Poincaré en S y | |
deslgnarid longitud euclidea.

Nétese que en el caso del disco unidad

1 _ 22 _ (1 - 1z1%)?
2 4 2
B2 "8y < 0
por tanto:
2,2
grad v(z) = —il--éfl-l- Yviz)
s} se toman longitudes:
2,2 2
, (1 = {z|%) _ 1 -zl
lgrad v(z)], = ——7=— jw(z)|, = —=—— IW(2)]

Sea ahora S una superficie de Rlemann, u una funclién regular en S, F
un recubrimiento unlversal de A en S, y v = uoF.
Teniendo en cuenta que F es una isometria local y la férmula anterior

se deduce la siguiente relacién entre los gradientes de u y de v:

2
arad u(F ()], = Jgrad v(z)], = =EE jov(a)
Tras estos comentarios preparatorios se ofrece una aplicacién del

Corolario 1 del Capitule I.

Lema 2.7 Sea S una superficie de Riemann y u una funcién armdénica no

constante en S que verifica:

ad (po,p)
lerad u (p)j s 4 e °
{pesS)

lgrad u (p)f_ = eClu(p)l)
donde po es un punto prefijado de S, @ : [0, + m) — (0, + v} es no
decreciente, « es una constante con 0 = a <1 y A es una cierta

constante positiva. Entonces
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¥S)z1 -«

Demostracioén:

Sea F un recubrimiento universal de A en S con F(0) = po y sea
v = ueF, De acuerdo con la proposicién 2.3, o blen casi toda geodésica
que parte de pe tlende a infinito, en cuyo casc ¥(S) = 1, o bien casi
ninguna geodésica que parte de pe tiende a infinito y el conjunto de
Fatou de v tlene medida de Lebesgue cero. Supdéngase que ocurre esta
altima posibillidad.

Sl se tienen en cuenta los comentarios previos al lema, la

desigualdad dS(F(O).F(z)) s dA(O,z) y las hipétesis, se deduce:

2 ad, (0,z) a
[grad u {F(z))ﬂS = l_:glfl_ [ov(z)| s A e a = A[%—:—+E+]

para todo zeA.

Por tanto:
lov(z)| = A (zeA)
(1 -1z
e, Integrando se obtiene:
[v(z)]| = ____E_____E para todo zeA, 81 0 < x <1
(1 - 1zl})

[v(z)| = C log -1—_-_--1-— para todo zeA, sl a=0

[zl

De modo que v € Ma
La segunda condicién sobre el gradiente de u que figura en el

enunciado se traduce en la siguiente desigualdad:

1-———+z+E
2

luego se satlisfacen las hipétsis del Corolarioc 1, Capitule I y se

iWwiz)| s a(ijviz)]) (z € A)

deduce que v tiene limite radial + » en un conjuntoc de dimensién de

Hausdorff al mencos 1 - «.

Para concluir la  demostracién basta observar que st

84



v(rele) = u(F(rele]) tiende a + ® cuando r tiende a 1, entonces
necesariamente se verifica que

lin d_ (po,F(re'?)) = w
r= 1

ya que las bolas de la métrica hiperbélica sen relativamente
compactas.

En definitiva y(S)z1 -a #

SI X,Y son espacios topolégicos, se dice que una funcién
u: X—= Y es propia si uMK) es compacto en X para cualquler
cgmpacto K deY.
S1 Y=R, entonces u: X — R es propla si y sélo si una,b] es
compacto para cada a, beR.

El slguiente lema relaclona el crecimiento de una funcidén
arménica propla en una superficie de Rlemann con el radio de

inyectividad de la superficle.

Lema 2.8 Si u es una funcidén arménica propia en una superficie de

Riemann S, entonces existe una constante positiva A tal que

A
min {I,LS(p)}

lgrad u(p)ﬂS £

para todo peS.

En el caso en que Ls(p) es acotado inferiormente, el Lema 2.8 aparece
en [S1] en el contexto mas general de variedades Riemanianas. La
prueba del Lema2.8 que se da a continuacién es mas simple en el caso

de superficie de Riemann.

Demostracién del Lema 2.8,

Puesto que u es propia, las lineas de nivel de u son compactas, y
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para todos los valores de u con la excepcidén de una cantidad numerable
{los valores correspondientes a los puntos criticos del gradiente),
constan de un nimero finito de curvas cerradas regulares disjuntas.

Como en [S1], se comienza observando que la armonicidad de u
implica que las integrales de linea

LWA}Igrad uus ds (2.3)

son finitas e independientes de A (ds significa elemento de longitud
hiperbélica en S).

En efecto, si a < b son dos valores no criticos de la funcién
arménica u, la férmula de Green ([Spl, Pag.192) aplicada en u '(a,b)
da:

0= [ <grad u, n>ds (2.4)
{(v=ayu{u=b}

donde n es la normal exterior unitaria. Puesto que el gradiente es

normal a las lineas de nivel, (2.4} no es sino:

I fgrad u|ds = J. |grad uus ds

{u=a) {u=b}

que es precisamente (2.3).

Ahora f{{jese peS y supdngase sin pérdida de generalldad que
u(p) = 0. Si F es un recubrimiento universal de A en S con F{0) =p y
v = uoF, entonces v es una funcién arménica en A y se verifica

1 - Izl2

|grad U(F{Z))ﬂs = |grad V(Z)“A ol |9viz)| (z € A)

Si t = min{l,i.s(p)}, F es una isometria de la bola hiperbélica BA(O.t)

en Bs(p,t) por tanto

[ [grad u"sds = J fgrad v]|Adl
(u=7l)nBS(p.t.) (v-——?\}r\BA(p,t)

donde dl denota longlitud de arco hiperbdlico en A. Teniendo en cuenta
que dl = %(1 - Izlz)-ildzl y la relacién entre grad v y Av, se

deduce de (2.3) que existe una constante A > 0 tal que
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[ lav|ldz| = A (2.5)
{v=A}nBA(0,t)

para cada A € R.

Obsérvese que BA(O,t) = {z = |z| <r} = a(0,r), siendo
r= (et - 1"+ 1)L

Sea g la funcidén analitica en A(Q,r) cuya parte real es v y tal
que g{0) = 0. La funcidén f definida por f(z) = g(rz) es analitica en A
y si @ = f(a) = g(A(0,r)), entonces (2.5) es equivalente a:

longitud (Q n {z : Rez = A}) s A

En particular @1 no contlene discos de diametro superior a A. Por

consiguliente, f es una funcién de Bloch [ACP] y existe una constante

absoluta C0 > o tal que

sup {(1 - Izlz)ff'(z)l s lz] < 1} < CoA
La conclusién es:
lgrad utp){; = % lav(0)| = W_zf_o_” s ch ;
Por tanto
|grad u(p)"S < _%é

para alguna constante abscluta C > 0 y la prueba esti completa. #%

La secclén se concluye con un lema que pone de manifiesto la estrecha
relacién entre las funclones arménicas propias y el problema

geométrico que se estudia de este capitulo.
Lema 2.9 Si existe una funcidn arménica propia en una superficie de

Riemann no compacta S, entonces

7(8) = 1 - B(S)
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Demostraclidn :

Sea u arménica propia en S, Sea K = u-I[ - 1,11 y considérese el
compacto K = {q € S : d (q,K) = 1}.
St p € S\K, la bola Bs(p.ll esta contenida en S\K, luego:

z 1 o 5 -
Bsm.n Bsw,n

u| . u 1
y se deduce de la desigualdad de Harnack que existe una constante
abscoluta M > 0 tal que
lgrad u(p)ﬂs = Mju(p)}i
para todo p € S\K.
Por consigulente,
lgrad u(p)l]s s Mju(p}| + m (2.6)

para todo p € S y alguna constante m > 0.

Hagase B8 = B(S) y sea € > 0. La definicién de B(S) dice que

(B+e)d (p,po)
lim inf ¢ (p) e 3 > 0
d(p, po)—0

siendo po un punto cualquiera de S. Por tanto, existe una constante
A > 0 tal que
-(B+€)ds {p,po)
Ls(p) zAe (p € S)

Ahora el lema 2.8 proporciona la estimacién

(B+e)d (p,po)
[grad ul(p)]_ = Ce s

para todo p € S. El Lema 2.7, con @(t) = Mt + m asegura que
7(8) =21 -8B - ¢

¥y ei resultado buscado se obtiene haclendo tender £ a cero. #
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SeccioN 11.3.

Esta seccién esta dedicada al estudio de algunos ejemplos. Los dos
primeros son dos casos senclllos de dominios planos, aunque reflejan
comportamientos validos es casos mas generales, como se vera en la
proxima seccién. El tercer ejemplo constituye un punto de partida muy
interesante de cara al caso general, que se tratara en el teorema 6.

Por ultimo, se construyen superficies de Riemann S con 8(S) prefijado.

1. Q = A\{0}

La aplicacién F{(z) = e'® es un recubrimiento universal del
semiplanc superior U en @, con F(i) = el El grupe recubridor esta
generado por la transformacién parabélica z — z + 2n y la imagen por
F de la regién {x + 1y : 0 < x < 21, y > yo} es el entorne punteado
8°(0,e™) =z : 0 < [z] < e},

Las geodésicas en Q son las imagenes por F de las circunferencias
ortogonales al eje real y las rectas verticales. Puesto que F(R) = aA

y F(x + iy) — 0 cuando y — + « para todo x € R, toda geodésica en Q

termina en 4Q y por tanto tiende a infinito en Q
Se tiene pues, ¥(Q) = 1.
Por otra parte, sl y > 0, la imagen de la geodésica en U que une los

puntos 1y, 2 + ly es la curva cerrada no trivial de longitud

(hiperbélica) mas corta en Q que pasa por el punto F(iy) = e, por
tanto
- i 1 T nz
1g(e Yy = —— d,(ly,m + 1y) = —— log|1 + 7t
yly + va° + y° )



Ademas dU(i,iy) = dn(e_l,e-y} = log y, luego haciendo tender y a » se

obtiene:
-1 -y
e LW
Q ~ ¥
de donde se deduce que B{R) = 1.
En definitiva B(Q) = y(Q) = 1,

En Q hay curvas cerradas de longitud hiperbélica arbitrariamente
pequefia que rodean la clspide (ver Iintroduccién) originada por el

origen.

2. Q = C\{0, 1}

Notese que Q = €\{0,1,} y 0,1, son tres puntes alslados en 89,
cada uno de los cuales origina una éﬁspide.

El recubrimiento universal de Q es la clasica funcién modular
{ver por ejemplo [Fu], Pag. S54). Si blen el comportamiento de las
geodésicas de 2 podria deducirse del estudio de los valores radiales
de la funcién modular, resulta preferible utilizar argumentos
geométricos validos en situaciones mis generales.

En general, si QcC y a € Q0 es un punto aislado de 38R, la
métrica hiperbélica de Q se compofta, en un entorno de a, como la
métrica hiperbdélica de AN{O} en un entornoc de 0; de forma mas precisa,
existe un entorno de a que es isométrico (con la métrica hiperbélica
de Q) a algin entorno A‘(O,e) ={z: 0 < |z] <€} con la métrica
hiperbélica de A\{0}. (Una demostracién puede consultarse en [Kr],
Pag. 53). Por consiguiente, los rad;os de inyectividad de Q y de AN{O}
coinciden en los puntos equivalentes de dicho entorno vy de A.(O,c)
por dicha isometria, de donde se deduce que

B(C\{0,1}) = B(A\{O}) =1
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Por otra parte, las geodésicas que terminan en algunos de los
puntos 0,1, se corresponden con los elementos parabélicos del grupo
recubridor y son por tanto una cantidad numerable, lIuego »(Q) = 0.

En resumen: g(Q) =1, y(§2) =0

3. El procedimiento que se expone a continuacién muestra cémo
se pueden construlr superficies de Riemann pegandc copias de
superficies con borde mas sencillas a lo largo de geodésicas de 1la
misma longitud. Los bloques basicos de la construccién son las
llamadas Piezas Y ([Bu]) cuya construccién se comenta a continuacién.
Se toma en primer lugar un hexagono geodésico H en el disco
unidad, es decir, un hexégono cuyos lados son geodésicas que se cortan
con 4angulo wn/2. S1 se filjan a,b > 0 Y se numeran los lados
consecutivamente por 1,2,...6 entonces se puede conseguir que el lado
1 tenga longitud (hiperbélica) as2 y los lados 3, S loengitud b/2.
Ahora se considera una copia H' de H y se lidentifican los
correspondientes lados pares. Las estructuras Riemanianas enca jan
correctamente porque si, por ejemplo, peH, p'eH' son dos puntos
equivalentes de dos lados pares 1, 1' de H, H respectivamente

entonces existen dos discos P, D' centrados en p, p’ tales que D n H

es isométrico a A*(0.e) = {z : |z| < €, Im z > 0} de forma que p se
transforma en G y Dn 1 se transforma en ( - g, ¢) y analogamente
D’ n H' es isométrico a 4°(0,e) = {z: |z| < ¢, Im z < 0} de modo que

p' se transforma en 0 y D’ n 1' se transforma en ( - e,e). En la nueva
superficie de Riemann, que se denotari Y(a,b), la unién Duv D’ es un
entorno del punto p € Y(a,b) obteniendo mediante la identificacidn de

Py P, y este entorno es isométrico al disco A(Q,¢).

La superficie de Riemann Y(a,b) fabricada de este modo tiene la
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forma de un pantalén cuyo borde estd limitado por tres geodésicas
simples cerradas, una de leongitud a y las otras de longitud b.

Considérense dos plezas Y,Y' de tipoe Y(1,b) y péguense las dos
geodésicas de longitud b de Y con los correspondientes en Y',
conservando la longitud de arco. El mismeo razonamiento anterior revela
que con este procedimiento de pegado se obtiene una superficie de
Riemann compacta So, de género une y limitada por dos geodésicas
simples cerradas de longitud 1, Yo ¥ 1;. Las dos partes Y,Y' estan
isométricamente contenidas en So. Conviene seﬁalarl que es esnclal
realizar las operaciones de pegado a lo largo de geodésicas si se
qulere conservar las estructuras Rlemanianas.

Para cada n € Z considérese una copla Sn de So. Sl se pegan las
geodéslicas w;. 7:_1 para todo n € N, se obtlene una superficie de
Riemann S no compacta. La ldentificacién de 7;, 7;-1 origina una
geodésica simple cerrada ¥_en S.

Nétese que la periodicidad de la superficie S asi construlda
implica que el radlio de inyectividad £s esta acotado inferiormente.
Por consiguiente B(S) = 0.

A continuacién se construird una funcidén arménica propia en S y
del lema 2.9 se deducira y{(S)} = 1. En este caso se aprovecharan las
fuertes propiedades de simetria de la superficie S, no obstante esta
forma de proceder, aunque rodeada de muchas mds complicaciones, dara
sus frutos en el teorema 6, de ahi que este ejemplo haya constituido
una valiosa fuente de inspiracién para la comprensién del caso
general.

Sea u, la funcién arménica en S_1 Y] SO que tiene valores frontera
+1 en ¥, Y -1 en LA Obsérvese que u, vale 0 en ¥, por simetria. Si

u2 es la funcién arménica en S ) v S .

v So v S1 con valores frontera
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+2 en 12 y -2 en ?-2’ entonces uzvale 0 en ¥y Y de nuevo por
simetria u2 vale 1 en 71 y —-1en 7_1, per tanto u2 extiende a ul.
Continuando este proceso se concluye que existe una funcién arménica
en S tal que

=n para todo n € Z

Por el principio del méximo u{p) — + w cuando p tiende a

"

"+ men S" y u(p) = - o cuando p tlende a " - w en S", asi que u es
propia.

En definitiva B(s) =0, 7(S) = 1.

S1 F es un recubrimiento universal de A en S entonces v = uoF esg
una funcién arménica de Bloch en A, segin el Lema 2.8. No puede
verificarse la alternativa a) de la proposicién 2.6 porque en ese caso
v tendria limite no tangenclial infinito en casl tedeo punto de 84 y
esto contradice el teorema de Plessner. Por tanto debe verificarse la
alternativa b) y en particular el conjunto de Fatov de v tlene medida
cero.

Por el corolario 2.4 casl toda geodéslica que parta de un punto

cualquiera de S oscila eternamente entre " + o " ¥y " - o " en S. En

términos analiticos esto es simplemente:

ie e

lim sup vir e ") = + o , lim inf vir e'”) = -

r — 1 r— 1
para casi todo ele. Del teorema de Anderson-Pitt (ver la introduccién)
se deduce que existe v tlene limite radial + » en un subconjunto de
dimensién uno, ¢ equivalente, ¥(S) ; 1. Obsérvese la analogia con el

modelo de caminos aleatorios en Z.

4. Dado cualquier B8 € [0,1], existe una superficie de Riemann S tal

que B(S) = 8. La construccién se reallza pegando piezas Y. Sea {an}
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una sucesién de nimeros positlivos. Se consideran dos piezas de tipo
Y (al,az) y se pegan las geodésicas de longitud « . Se obtiene asi una
superficie limitada por 4 geodésicas de longitud @, a lo largo de
cada una de las cuales se pega una pieza Y(az,a3), obteniendo una
superficie limitada por 8 geodésicas de longitud a. Repitiendo
sucesivamente este proceso se obtlene una superficie de Riemann S y si
se elige convenientemente la sucesién {an}. se puede conseguir que

B(S) = 8.
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Seccion |l. 4

En esta seccién se ofrecerd una prueba simple del teorema 6 para
dominios planos. También se dara una prueba mederna de un resultado

Littlewood que properciocna una clase interesante de dominios planos.

Teorema 6': $i Q es un dominio plano distinto de € y C\{a} (a € C)

y F es un recubrimiento universal de A en {}, entonces

dim (8 €[0,2n] : lim |F(re'®)| = o} =2 1 - ge)
r—=>1

En particular () = 1 - B(Q)

Por supuesto, el mismo resultado es clerto si se sustituye « por

cualquier otro punto b € 8 Q:

dim {6 €[0,2r] : lim F(re'®) = b} 2 1 - g(Q)
r-1

S1 no hay posibilidad de confusién, la densidad de la métrica de
Poincaré en Q y el radio de inyectividad seran designados por A, i
respectivamente. La distancia euclidea de un punto z € 3 a 8 Q se
denotard &(z). El siguiente lema proporciona una relacién entre A, 8,

i que necesitard en la prueba del teorema 6°.

Lema 2.10 Existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que
¢! min (1,i(w)} = A(w)8(w) s C min {1,i(w)}
para todo w € .
En la prueba del lema 2.10 se usari la siguiente 4til estimacién de la

densidad de Peincaré, debida a Beardon y Pommerenke ([BP])

95



Teorema: Para todo w € :

S AW)S(WIK + B(w)] = k + 2z
2v 2
donde
B(w) = inf ( llogl———2| : a,b €8 Q v - al =38w)

yk=4+1log(3+2¥2 ).

Demostracién del Lema 2.10:

Debido a las propledades de reescala de A y & se puede suponer sin
pérdida de generalidad que w =1, &(1) =1y 0 e 8 Q.

Sea b ¢ 3 1 tal que lleglbl| es minimo. Entonces, por el teorema
de Beardon - Pommerenke:

C-‘.I.

1 + [loglb]]

c
1 + |loglbl]

< A1) = 2.7

para alguna constante absoluta C > 0.

Para probar la desigualdad de la izquierda del lema se puede
suponer que 34 C I porque en caso contrario jloglbl| =0 y A(1) = c.
Por tanto 6A C Q y Jlogib|l > 0. De la elecclidén de b se deduce que el
anillo

R=1{2z: lloglzll < |leglbll }
estd contenido en Q, y la propiedad de comparacién de la densidad de
Poincaré dice que la longitud hiperbélica de 34 en Q es menor o igual

que la longitud hiperbélica de 8A en R. De un cdlculo se desprende que

la logitud de 8 A en R es exactamente

2

n
[Toglbl]
Esto implica que la bola B_(1,t) no es simplemente conexa si
2 Q
t > = llogtbi ™", luego
2
1) € ——m
(1) = —175gTor]
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y si se tlene en cuenta (2.7) se deduce la desigualdad de la izquierda
en el lema
Para demostrar la otra desigualdad, sea F un recubrimiento
universal de A en 2 tal que F{0) = 1, y sea z€ 4 tal que
dA(O,zol = min { dA(O,z) : F(z) =1}

Entonces i(1)} = —%— dA(O,zo) segin se menciondé en la introduccién.

Puesto que &(1) = 1, el disco A(1,1) = {z : lz - 1] <1 } esta
contenido en {1 y por el teorema de monodromia {([Bel, Pag. 110) F tiene
una inversa g definitiva en 4(1,1) tal que g(1) = 0. El teorema —%— de

Koebe ([F]), corolario 1.4) afirma que se verifica la inclusién:
g[A(l.l)] > A[O.—é— Ig'(l)l]
Por otra parte, obsérvese que F no es inyectiva en el disco A(O.Izol).

luego g[A(l.l)] # A[O,Izol]. Por consigulente se deduce que

1 ,
IZOI = < g’ (1)1
Ahora la férmula
AMF(ZNDIF (2)] = 2(1 - 12157} (z ¢ &) (2.8)
sustituida en z = 0 proporciona

A(1) = 2ig’' (1)

y por tanto
1+ |z |
A(l) = 8|Z°| s 4 ].Og *‘rlz—ol- = 4 dA{O'zO) = 8 4—{1)

sl se recuerda que &(1) =1 y la acotacién AS§ s 2 (ver 1la
introduccién) se obtlene tambien A(1) = 2, y per tanto
A(1) = 8 min { 1,i(1) }

Esto finaliza la prueba del lema.

Demostracién del teorema 6':

Supdéngase, como en el lema 2.10 que 1 € 2, 0 € 8 Q y F(O) = 1.
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Sea B > B(Q). Se demostraria, que F cumple una condicién de
crecimiento del tipo log|F| = 0((1 - IzI)_B).

Sea A = A(B) > 0 tal que

-BdQ(l,H)
iw) 2Ae

para todo w € fl.

Del lema 2.10 se deduce que , para alguna constante B > O:

-BdQ(I,w)
A(w)d(w) 2B e

Ademéds, puesto que 0 € 30, se tiene que 8(w) s jwl, luego

B -BdQ(I.w)
Alw) = —IT‘T e (2.9)

para cada w € Q.
De (2.8) y de la desigualdad

~ 1+ |z
dn(l.F(Z)) s dA(O. z) = log T'_'—rz.r-—
se deduce sustituyendo en 2.9:

|-§%§§l sC(1 - |z])'P

Integrando se obtiene en particular:
Ilog]F(z)ll <ci - 1zNP

Segin el teorema de Nevanlinna citado en la introduccién puede
suponerse que 301 tlene capacidad logaritmica cero, y que el conjunto
de Fatou de F tiene medida cero porque en caso contrario la imagen por
F de casi todo el radio termina en 80 y por consiguiente 7(Q) = 1.

Si u = loglF|, entonces u € MB y el conjunto de Fatou de u también
tiene medida cero (vease el teorema de Plessuer en la introduccién ),
luego segin el Teorema 1 (capitulo I), F tiene limite asintético o en
un conjunto de dimensién 1 - B. Pero F es una funcién normal, porque
omite al menos dos valores ({Hi], Pag. 248, ([P] Lema 9.2), luego los

limites asintéticos son tambien radiales y se concluye que
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dim {9 el0,2r] : 1lim |F(r ele)l = w} =1 -8.
r-1

de donde se deduce la conclusién buscada ya que B8 > B(Q) es

arbltrario. #

Se considera a contlnuacién una fam{lia interesante de dominios planos
Q, con B(R) = (1) = 1. Estos dominics estidn relacicnados con un
resultado clasico de Littlewood ([Lt], resultado que sigue al ultimo
teorema) del que se da una prueba moderna basada en el uso de 1la
métrica de Poincaré

Este ejemplo pone de manifiesto la transparencia con la que
clertos problemas de la teoria analitlica de funciones pueden ser
entendidos utilizando técnicas geométricas como la métrica

hiperbélica.

Sea {an} una sucesidén de niumeros comple jos distintos que tienden
a Infinito y tal que los suceslivos cocientes verifican:

a .|
n+l

1 = —T= T =M (2.10)
n
para tedo n € N y alguna constante positiva fija M. Se considera el
dominio Q = C\ {an}:=o . Del razonamiento que dio en el ejemplo 2.
Seccién 3 se deduce que B(Q2) = 1, mientras que el siguiente resultado
de Littlewood y el argumento usado en el final de la prueba del

teorema 6’ implican que y{(Q) = 1.

Teorema (Littlewood) Sea f una funcidn analitica en A cuya imagen

esta contenida en 1. Entonces existen constantes L,C > 0 goe sélo

dependaen de M tales que
c

[f(z)| = se———
(1 - 1z])

(2.11)

para todo z € A.
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En particular, el recubrimiento universal F de A en Q satisface
(2.11) y el argumento del final del teorema &’ muestra que

dim {0 € [0,2n] : 1im |F(re!®)] =@ } = 1.
r->1

Demostracién

Por subordinacién y por el teorema de simetrizacién de Weitsman
[We] se puede asumir sin pérdida de generalidad que cada aes real y
negativo, y f =F es el recubrimientc universal de A en & con
F(0) =1, F (0) > 0. Se puede tamblen suponer, mediante una
traslacién, que a, = 0. Tras estas normalizaclones se observa que la
imagen por F del radio (0,1) es la semirrecta (1, + =). Ademads (ver
[Wel) :
F(r) = max {|F(z}| : |z| s r} (0 <r <1)
Se probara que, para ciertas constantes A,B > O:
dQ(l, x) =z A log x - B (1 5 x < «) (2.12)
El teorema de Littlewood se deduce inmediatamente de (2.12), porque
si x = F(r},.,entonces
A log F(r) s B + d_(1,F(r)) s B + d,(0,r) = B + log ——F
Q a 1~-r

y se obtiene {2.11) con L = A™Y, C = €%,

Para probar (2.12), sea x € [1, + «»} tal que ]anl = x = Ian+1L

Entonces dQ(l,x) = dn(l.lanll (la semirrecta (1, + @) es una

geodésica) y, debido a la condicién (2.10), basta comprobar (2.11)

cuando x = Iani. Para ello, es suficlente verificar que
—135111— (2.13)
-
dQ[Iak+1|'|ak|] = A log Iakl )

a w
para todo k = 1. Fijese ny sea Q' = C\ { TEET}
n n=

Entonces, por las propiedades de comparacidn de la métrica hiperbédlica:
ta | 1

I I
_ n+1 - o+l
dn[lan"|an+1|] = [1' __i-a:|—] BN {-1,0}[1' o+ ]
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y si se tlene en cuenta la siguiente estimacién de la densidad de

Poincaré ([BP], Pag.478)

1
A (1,t) = (t =z 1)
C\{-1,0} t(4&/ 2" + log t)

se cbtlene:

la |

n+l
q [1 Ian+1|] ZJ lan dt . 1 log Ian+1|
C\M-1, 007 Ta| t(WWZ +log t) (&2 +log M) a,]

con lo cual (2.13) queda probado y con ello la prueba del teorema

Littlewood. #

Observacidn; Se puede demostrar que L— 2 cuando M -5 1. La idea es
que, cuando M — 1, @ "tiende" al dominio G = €\(-»,0) y F"tiende" a
la aplicacién conforme (1 + z)2/(1 - z)® de A en G.

Se puede dar una formulaclén rigurosa de este argumento heuristico
utilizande un resultado de Hejhal ((He])} sobre convergencia de

recubrimientos universales de regiones variables.
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Seccion 11.5. PRUEBA DEL TEOREMA B

En lo sucesivo se supondrid que S no tiene funcién de Green y no
es compacta, es decir, S es parabélica.la prueba del teorema se divide

en dos casos.

I. Existe una curva cerrada regular I' tal que S\I' consta de dos
componentes no compactas.
Las dos componentes de S\I' se designan por s' (1a componente

"a la derecha" de I') y S° (la componente "a la izquierda“ de TI').

La dificultad, de acuerdo con el Lema 2.9, estriba en 1la
construccién de una funcién arménica propia en la superficie S. El
procedimiento que se utilizara puede ser descrito de manera informal
como sigue. El primer paso consiste en construir dos funciones
arménicas u yu en subregiones H,. W de S., S_ respectivamente, que
seran soluciones de un problema de Dirichlet-Neumann y tales que u+(p)
— + o cuando p € U+ tiende a infinito en S, v u (p) - = = cuando p
€ W tiende a Infinito en S_. Este primer paso se describe en [SN]
(Pagina 353}. En un segundo paso, las condiciones frontera de las
funciones u, u permiten la apllicacién de la teoria de operadores
normales desarrollada en [AS] (Cap{tulo III) y se obtiene una funcién
arménica en toda la superficie S cuyo comportamiento en el infinito
coincide con el de las funciones u, u y por tanto u es propia.

A contlnuacién se ofrecen los detalles de la construccién.

En primer lugar, se elige una funcién arménica h en s*, positiva

y tal que hip) — += cuando p € S’ tiende a Infinito, es decir, cuando
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ds(p,r} — ®. Una funcién con estas caracteristicas se denomina una
funcién de Evans en S'. Su construccién puede consultarse en [SN]
(Pag 350)

Sea B' una pequefia banda a la derecha de I, limitada por I' ¥ por
una curva cerrada regular r, homéloga a [, y considérese la regién
W' = s™\B". Sea g una funcién arménica acotada en W' otal que los
valores de g en I'* coinciden con los de h (g puede ser abtenida come
limite de soluciones al problema de Dirichlet en subdominios de W').
La funcién

u = h-g

es arménlca en N+. acotada inferiormente y ul = 0. Puesto que S es
r

parabélica, verlfica el principio del minimo para funciones armdnicas
([AS], Pag. 204) y por tanto u =0 en W'. Obsérvese que ulpl » +o
cuando p € S’ tiende a infinito.

Si n denota la normal exterior unitaria a W en la curva Fﬂ

un argumentc elemental muestra que:

au‘
) o <0
r

y multiplicando u_ por una constante conveniente se puede suponer que

au+
. an = -1
r

Razonando de manera totalmente analoga se obtiene una funcién

arménica negativa u_ en la regién W =S\ B, donde B es una
pequefia banda a la izqulerda de I, limitada por ' y por una curva
cerrada regular [, homéloga a I, tal que u_{p) — - o cuando p € S

tiende a infinito en 'S-. La funcién u_ satisface las condiciones

frontera:
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(n, lgual que antes, denota la normal exterior unitaria a W en 1la
curva I'")
S1 S =W uW yB=r" url", la funcién

v=ux tux_
N W
(x denota funcidén caracteristica) es arménica en S’, continua en S°,
v(p) — + » cuando p € S* tiende a infinito en S’, v(p) — - ® cuando

p € S tiende a infinito en §°, y v satisface ademas
av  _ 7
I = = © (2.14)
B

La condicién (2.14) se expresa a menudo diciendo que v tiene

flujo cero a través de B y se denota por I dv. = 0.
B

La parabolicidad de S permite definir un operador de C(B8), el
espacio de las funciones continuas en B, en el espacio de las
funciones arménicas en S' y continuas en 5’ de la forma sigulente:

Sea f € C(B), vy f, = f|r+, f = f|r-. Sea h = h*(f¢) la unica
funcién armonica acotada en w*, continua en W' tal que

hd- +=f+
r
El hecho de que h+ pueda ser obtenida simultineamente como limite
no decreciente y no creciente de soluciones al problema de Dirichlet
en subdominios de W' garantiza que h+ verifica por afadidura la

sigulente condicién sobre el flujo:

8h,
@ =0 (2.15)
r
éh .
En (2.15}, Fre podria no existir en ' pero se entiende esta expresidn

como limite del flujo, a través de una curva y cuando y — F+, siendo
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¥ una curva regular homéloga a r.
Andlogamente, existe una dnica funcién h = h (f ), arménica en

W, continua en W tal que

y ademas

Ahora se define

Lf = h+x LT hx

L W

Asi pues, para cada funcién f e C(B), la funcién Lf es arménica y

acotada en S’ y continua en 5'. El operador L satisface las siguientes

propledades:
1 Lf = f
(1) |s
(2) L es lineal
(3) m=<fsM implica ms=sLf sM
(4) El flujo de Lf a través de B es nulo

El operador L es entonces operador normal, en el sentido de
{AS](Capitulo III, Pag. 152), vy segin el Teorema de existencia III 3.A

([AS] Pag. 154), dada v = ux , tux existe una funcién arménica u
’ W W '

en toda la superficie 5 tal que
u-v=~L{u- VIB)

De modo que u - v es acotada y por tanto
u(p) — + = cuando p € S* tiende a infinito en S’
u(p) — - o cuando p € S tiende a infinito en S

En particular u es proplia y, segin el Lema 2.9
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7(S) =z 1 - B(S)

Para tratar el caso general se necesitarid mias informacién sobre el
caso anterior. Si p € S, se denota por D(p) el conjunto de
direcclones w tales que

1im d{p,7 (L)) = «
t-30 ¥

7, (t) e st Yt € (0, + w)

{(Recuérdese que ¥, ©s la geodésica que parte de p con direccién
inicial w).
Se probara que

lim sup dimD(p) 2z 1 - B(s) (2.16)
pes’
di{p, ') o

Para demostrar (2.16) elijase un punto po € I'. Sea F un recubrimiento
universal de A en S con F(0) = pe y hagase v = uoF. En realidad, el
caso I del teorema 6 tratado anteriormente vy los lemas precedentes

muestran que la dimensién de Hausdorff del conjunto

E = { e:e . 18

. ] =+ o}

lim v(r e
r31

es mayor o igual que 1 - B(s).

Fijese « < 1 - B(s). El comportamiento asintético de la funcién u
permite elegir una constante positiva A tal que, si p € S y
u{p) = A, entonces la bola Bs(p.l) esta contenida en S'.

Obsérvese que

18 1

10 Yz A Vrell--1,1))
n

> 16
E ¢ Ufe  : lim vir e

n=1 r->1

) = +w, vire

Por tanto, existe re, 0 < ro < 1 tal que, si

16 16 18
e :

lim vire ') = +w, vire
r-1

E ={ } = A ¥ r e(ro,1)}

2
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entonces dim E2 > o

Elijase @o, 0 < @0 < m/2 de forma que los puntos de cualquier
cono de Stolz truncado C(ele,ao.ro) estén a una distancia
(hiperbélica) del radlo (O,ele) inferior a 1. Por consigulente, si
e'® ek, zecle'” w, ro) yro<r<i, la bola B (F(re'®),1) ests
contenida en S', en particular F(z) e S*, ya que ds(F(z), F(reie)) =

s dA(z, reie) = 1. Se concluye pues que el conjunto

16 .

E = {e lim ds(po.F(rele)) =w, F(z)eS Vze C(ele.mo.ro]}

r->1

tiene dimensién mayor que a.
Escé jase una constante positiva to tal que, si e'® € A y I(8)
es el arco de dA centrado en e19 de longitud to, entonces
ree'? e C(§,®0,ro) para todo £ € 1(8)
Obsérvese que to sdlo depende de wo, ro.

Ahora se elige ¢'%%¢ E tal que dim(E n 1(80)) > a y sea

zo = roe'%°. Para cada ' E n I(80) la geodésica 7 que une Zo Yy e'®
esta contenida en el cono C(ele.ao.ro) Yy su lmagen mediante el
recubrimiento F estd contenida en S+, por la definicién de E. Asi
pues, se ha llegado a la conclusién de que existe un subconjunto de 3A
de dimensién mayor que a tal que la imagen (por F) de la geodésica que
une zo con cada punto de este conjunto estid contenida en g* y se

marcha al infinite en S'. Esto quiere decir que

dim D(F(zo)) > «

y se verifica (2.16).
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II. Caso general

Se comlenza eligiendo una geodésica I' simple cerrada, no trivial
(no homdépota a cero). Se puede asumir que no se produce la situacién
del casc I, luego o bien S\I' es conexo o bien una de las componentes
de S\ es compacta (recuérdese que S es no compactal. La forma de
proceder es similar en cada unc de los dos casos, asi que se supondri

que S\I" es conexo.

Se utilizarad un argumento de “"cortar y pegar" semejante al que se

dié en los ejemplos 3, 4 de la seccidn II.3.

Se corta S a lo largo de I' y se obtiene una superficle de Riemann
S1 cuyo borde consta de dos geodésicas r*, I"(copias de T'). Ahora se
pega una copila S2 de S1 a lo alrgo de las dos geodésicas y se obtiene
una superficie de Riemann S (;Es esencial que " y I'" sean geodésicas
de la misma longitud !). Las correspondientes geodésicas ya pegadas en
§ se denotan [*, . S, ¥ S, estan isométricamente contenidas en g, vy
st T =T uTl", entonces S\[ consta de dos componentes nc compactos,
que son precisamente S:' Sz' El argumento del caso I funciona tambien
en esta situacién (aunque ahora [ estad formado por dos curvas
cerradas} y la region Sl Jjuega el papel de s’

De (2.16) se deduce que si p € S1 estd suficientemente lejos de
', entonces la dimensién del conjunto de geodésicas que parten de p y
divergen a infinito en S1 sin cortar a [ es mayor o lgual que
1 - B(5). Ahora blen, puesto que B(5) sélo depende del comportamiento
del radio de inyectividad en infinito, la construccidn de § revela que
B(S) = B(S) ¥

y(S) = 1 - B(S)

lo que concluye la prueba del teorema. #
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Observaclén. Durante la prueba del teorema 6, caso I se muestra que,
bajo ciertas condiciones, existe una funcién arménica no constante en
una superficie de Riemann S5 no compacta y sin funcién de Green, que
satisface:

logfgrad uﬂEI s B ds(po,.) +C (2.17)
donde B < B(S), po es un punto cualquiera de S y C es una constante
positiva. Una funcién arménica como esta no existe en general. Para
ello, considérese una superficie de Riemann compacta Re, cuyo borde es
una geodésica simple cerrada ¥ de longitud 1 y una superficie de
Rliemann compacta So, de género uno cuyo cuyo borde sean dos geodésicas
simples cerradas 7o, 73 de longitud 1 (por ejemplo So podria
construirse pegando dos piezas Y(1,1)}, ver Seccidén II.3). Sean Sn

n=1,2,3.... coplas de So. Si se pega y con 1; Y z; con 3;’1 para

n 0,1,2,... se obtiene una superficie de Rlemann S que no tiene
funcién de Green ([Kal) y cuyo radic de lnyectividad Ls estd acotado
inferiormente, luego B(S) = 0.

Supdngase que u es arménica en S y verifica (2.17) con 8 = 0, es
decir grad u es acotade en S. Escojanse puntos P_€ 7; = 7;4 y sea
a = u(pn). Por el principio del maximo y la acotacién del gradiente,
en Sn(c S) se verifica la desigualdad:

lul = max {le |, |l |} + C

n n+l

S5i {an} fuese acotado, entonces u seria acotada y por tanto constante
(S no tiene funcidén de Green). Pero si n < m < k, del principio del
maximo se deduce:

@« - C<a <a +C

n m k
de modo que {an} debe converger a + ® 0 a - w. S1 converge por ejemplo

a + o entonces u es acotada inferiormente y de nuevo esto obliga a u a

ser constante ya que S no tiene funcién de Green.
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