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Introduccién:

Los origenes del estudio de los polinomios ortogonales pueden situarse en los
trabajos de Legendre sobre el movimiento planetario. Aunque autores como Gauss, Jacobi o
Christoffel habian ya estudiado algunos casos especiales, fueron sobre todo T.J.
Stieltjes con sus trabajos sobre fracciones continuas y el problema de momentos, asi como
P.L. Tchebichef, Markov y Heine, los primeros en dar un tratamiento general de esta
teoria, Mds tarde han sido H. Hamburger, M. Riesz, R. Nevalinna, F. Hausdorff, T.
Carleman y M.H. Stone entre otros, quienes, estudiando ecuaciones integrales y operadores
en espacios de Hilbert, han dado un importante impuiso al estudio de los polinomios
ortogonales. El primer tratado sistemdtico sobre el tema se debe a J.A. Shohat con su
obra "Théorie Générale des Polyndmes Orthogonaux de Tchebichef" de 1934. En 1939 G.
Szegd, en su monografia "Orthogonal Polynomials", presentd un exhaustivo compendio sobre

esta teoria, sintetizando buena parte de los resultados conocidos hasta esa fecha.

En la actualidad, el estudio de los polinomios ortogonales ha experimentado un gran
crecimiento debido a las multiples aplicaciones no sélo en diferentes ramas de las
Matemdticas como por ejemplo Aproximacién de Padé, Fracciones Continuas, Anélisis
Numérico, Probabilidad, Estadistica, Ecuaciones Diferenciales, Teoria de Operadores, etc.
sino también en otras dreas de la Ciencia como Fisica Nuclear, [41], Fisica del Estado
Sélido, [59], Teoria de la Seiial, [12], Quimica Tedrica, [17], etc.

El inicial punto de vista de las fracciones continuas ha sido progresivamente
abandonado y en su lugar las propiedades de ortogonalidad han pasado a ser el punto
central en el desarrollo de esta teoria:

Si o(x) es una funcién no decreciente en algin intervalo I, acotado o no, de la
recta real con infinitos puntos de crecimiento y tal que los monomios x", n=0,1,...,
pertenecen al correspondiente espacio Lé, el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
permite hallar una familia de polinomios (Pn(x))c':=0 tales que cada Pn(x) es un polinomio
moénico de grado n y de forma que

(Pn(x), Pm(x)) = J Pn(x) Pm(x) do(x) = K Snm
I

con Kn > 0. Se dice entonces que (Pn(x) )T o ©S una sucesion de polinomios ortogonales



con respecto a O.

Entre las diferentes clases de polinomios ortogonales, el modelo mds importante en
la literatura lo constituyen los llamados polinomios ortogonales cldsicos que responden
a medidas absolutamente continuas do(x) = w(x) dx (la funcién w(x) recibe el nombre de
funcién de peso):

a) w(x) = exp (-x2) -0 & X < o0 Pol. de Hermite

b) w(x) = x* exp(-x) 0 < x <oo; o> -1 Pol. de Laguerre

c) w(x) = (1 - x)a (1 + x)B -1< x<1; o f>-1 Pol de Jacobi
Como casos particulares de los polinomios de Jacobi aparecen los polinomios de Legendre
cuando o = B = 0, los de Tchebichef de primera especie si o = P =-—é— 0, mds
genéricamente, los de Gegenbauer cuando o y B son iguales.

Si se elimina la restriccién inicial de que la medida sea positiva, tanto en el caso

b) como en c) se puede dar un sentido al producto (Pn(x), Pm(x)) cuando los pardmetros Q.

en el caso b) y a + B en el caso c) son menores que -1 pero distintos de -1, -2, -3,... y

se siguen encontrando polinomios que todavia satisfacen la relacién

(P (x), P_(x) = J P(x) P (x) do(x) = K_ 8§
1

pero ahora la medida tiene una parte singular formada por una suma finita de derivadas de
la delta de Dirac en los extremos del intervalo I. Los polinomios reciben el nombre de
generalizados de Laguerre o de Jacobi respectivamente.

El mds amplio punto de vista consiste en considerar un funcional lineal cualquiera L
en el espacio de polinomios con coeficientes complejos llamado funcional de momentos

L:P——>c¢€

que queda definido por su actuacién sobre los monomios x", n=0,1,..., y por tanto por la

sucesién de nliimeros (un)wzo llamados momentos, < L, x" > = i . De esta forma se puede
n



definir el producto

(P(x), Q(x)) = < L, P(x) Q(x) >.

La existencia de polinomios ortogonales con respecto a este producto, en otras
palabras, la existencia de polinomios (Pn(x))°: - tales que

(Pn(x), Pm(x)) =< L, Pn(x) Pm(x) > = Kn Snm

es equivalente al hecho de que los llamados determinantes de Hankel

TITI B
Hn = ul uz """ und-l
p’n l'l'n+1 """ u2n

sean no nulos para todo valor de n. Este punto de vista permite considerar entre los
polinomios cldsicos los polinomios de Bessel, que son ortogonales con respecto al
producto

= 1 x
P(z) Q2) k};o C VRl

(P.Q) = T,‘;J
Iz|=l

para cualquier valor del pardmetro o distinto de -1, -2,... .

Todos los polinomios ortogonales cldsicos tienen en comin diferentes propiedades que
los caracterizan. Una posible caracterizacién, la que mds interesa en este trabajo y
debida a P. Maroni, es que el funcional de momentos L satisface una ecuacion funcional de
la forma

Do L)+wL =0,

donde ¢(x) es un polinomio ménico de grado 2 como mdximo y W(x) es otro polinomio de

grado igual a 1.

Si en la anterior relacién se permite a los polinomios ¢(x) o W(x) tener grados



mayores que 2 ¢ 1 respectivamente, aparecen nuevos funcionales y en muchos casos nuevas
sucesiones de polinomios ortogonales asociadas a ellos. Tanto los funcionales como los

polinomios reciben el nombre de semicldsicos.

Si se denota s = max.| grad(¢9)-2, grad(y)-1 |, los polinomios cldsicos se encuentran
en el caso de que s sea igual a 0. En la terminologia que se usard los polinomios
cldsicos son los semicldsicos de clase s = 0.

Los primeros antecedentes de los polinomios semicldsicos aparecen en los trabajos de
E.N. Laguerre y también de J. Shohat quien estudié los polinomios que son ortogonales con

respecto a un peso w(x) que satisface una ecuacién diferencial de tipo Pearson

wix) ___wx) + 0°(x)
0 (x)

w(x)

Audn desde el concepto general de ortogonalidad considerado anteriormente, un
resultado debido a R.P. Boas establece que cualquier funcional lineal definido sobre P
con valores en € admite al menos una representacion integral de la forma

O

<L, p(x)>= J p(x) d(o(x) + i u(x))

-00

donde o(x) y u(x) son en general funciones de variacién acotada.

Nuestra contribucién al tema, detallada en los Capitulos III y IV de esa
Memoria, consiste en dar representaciones integrales para cualquier funcional de momentos
que satisfaga una relacion del tipo D(® L) + ¥ L = 0, independientemente de que este sea
o no regular; es decir, tenga o no asociada una sucesién (Pn(:'())‘:'=0 de polinomios
ortogonales. De esta forma, todos los funcionales regulares semicldsicos quedan
representados. '

En la resolucién del problema se ha visto que, debido al tamaiio de los momentos,
existen dos grandes categorias de funcionales semicldsicos que obligan a utilizar
diferentes técnicas para hallar una representacion integral. Se han denominado
genéricamente funcionales (A) o (B)-semicldsicos. La estimacion del tamafio de los
momentos asi como la solucién del problema para los (A)-funcionales se incluyen en el
Capitulo III, en donde se establece que todo funcional de este tipo admite una
representacién de la forma



<L, p(x) >= I p(x) w(x) dx,
Y

donde Y es cualquier circunferencia en el plano complejo de radio adecuado y w(x) es una
solucién de la ecuacién diferencial lineal no homogénea

(0(x) w(x))" + w(x) w(x) = D(x)
siendo D(x) un polinomio.

En el Capitulo IV se da una solucién para los funcionales (B)-semicldsicos probando
que siempre es posible la representacién

<L, px)>= J p(x) w(x) dx,
v

donde w(x) ahora verifica la ecuacién homogénea
($(x) w(x))’ + w(x) w(x) =0

Yy Y es una curva adecuada en el plano complejo, cerrada o no segin que las raices del
polinomio ¢(x) sean miiltiples o simples. Como la funcién w(x) contiene factores de la
forma (x-a)a‘ y la curva ¥ tiene un extremo en el punto a, es necesario reguiarizar las
correspondientes integrales cuando Re(ot) £ -1. Esto se ha hecho dando un criterio
recurrente obtenido a partir del lenguaje de P. Maroni descrito en el epigrafe 2 del
Capitulo 1. Este proceso se ha denominado regularizacién semicldsica.

Los Capitulos iniciales contienen una breve exposicidon de resultados relacionados
con los polinomios semicldsicos, siempre orientada hacia la representacién integral. El
objetivo que se ha pretendido alcanzar con estos preliminares ha sido el de dar una

visién homogénea y coherente del problema objeto de este trabajo.

El Capitulo I comienza con la descripcién de algunos resultados generales de
ortogonalidad. Posteriormente, se introducen los polinomios ortogonales cldsicos
utilizando la terminclogia de P.Maroni, y finalmente, se incluye el trabajo de R.D.Morton
y AM. Krall "Distributional weight functions for orthogonal polynomials" en el que estd



resuelto el problema de la representacién integral para los polinomios clésicos.

El Capitulo II esta dedicado especificamente a los polinomios ortogonales
semicldsicos y en él se dan algunas de las diferentes caracterizaciones de estos
polinomios. Se incluye también, en los epigrafes finales 5 y 6, el estdio de las
modificaciones que se producen, en la regularidad y en la clase, al perturbar un
funcional semicldsico con una masa de Dirac o con su derivada. El estudio en general de
la clase asi como la aplicacidn de estos resultados al caso particular de los polinomios
de Laguerre dado en el ejemplo final, es también aportacion del autor,



CAPITULO I

Polinomios Ortogonales Cldsicos



Introduccion

En 1939 J.L.Geronimus [18] resolvié el siguiente problema planteado por W.Hahn [20]:

"Hallar condiciones necesarias y suficientes para que una sucesién de polinomios
ortogonales {P 1° sea tal que la sucesién de sus derivadas {P’ }°  sea también
n n=0 n+l” n=0

ortogonal".

Para que esto ocurriese, Geronimus encontré que los momentos del funcional asociado
a la sucesién [Pﬂlc’:=0 deberfan de satisfacer una cierta ecuacién en diferencias que mads
tarde se precisari. También di6 las soluciones de esta ecuacién hallando representaciones
integrales en el plano complejo y, en particular, vi6 que las unicas soluciones que
correspondian al caso definido positivo eran los funcionales de momentos asociados a las
familias de polinomios ortogonales de Hermite, Laguerre y Jacobi.

H.L. Krall y O. Frink [33] en 1948 encuentran una cuaria clase de polinomios
ortogonales que también satisfacen la condicién del problema de Hahn pero que en este
caso no responden a un funcional definido positivo. Son los llamados polinomios de Bessel
que habfan ya sido considerados por S. Bochner en [6), donde se sefialaban sus conexiones
con las funciones de Bessel. Las cuatro familias reciben el nombre de polinomios
cldsicos.

Por otra parte, J. Shohat [63] en 1939 estudié los polinomios que son ortogonales

. . . w! 3 +
con respecto a un peso w que satisface una ecuacion de tipo Pearson, —— = ¢ VY con

¢ y v polinomios, lo que constituye una generalizacién de las familias de polinomios de

Hermite, Laguerre y Jacobi, dando lugar a los hoy llamados polinomios semicldsicos.

Después del trabajo de Shohat, diferentes autores han tratado de generalizar las
propiedades de los polinomios cldsicos. En este contexto, P. Maroni [48],...,[55] ha
realizado una teoria unificada sobre los polinomios semicldsicos. Su punto de vista
consiste en situarse en el espacio dual de los polinomios P’ y trabajar directamente
sobre las formas lineales o bien, sobre el espacio de las series formales que es isomorfo

a P’. Desde esta Gptica se presentan a continuacién los polinomios cldsicos.

Se comienza con una breve descripcién de propiedades generales de los polinomios
ortogonales para, mds tarde, entrar al estudio mds concreto de las familias cldsicas
incluyendo su representacién integral.



§ 1. Ortogonalidad

A lo largo del presente trabajo se denotard con P al espacio de polinomios en una

indeterminada y con coeficientes complejos.
Definicion 1.1

Sea | B }C: _, una sucesion de nimeros complejos y sea L: P —— € un funcional lineal
tal que la actuacién de L sobre los monomios x" viene dada por

<L, x">= b n=0,12,...

oo

L se llama funcional de momentos asociado a la sucesién {p.n} 07 los nimeros Hose

n
llaman momentos del funcional L.

n
Es inmediato que si 1t(x) = ; a x* entonces
X

n

< L, n(x) > =k; a_ M

Definicion 1.2

Una sucesion de polinomios [Pn(x)}c’:=0 se llama sucesion de polinomios ortogonales
(SPO) con respecto al funcional de momentos L si y s6lo si

i) Pn(x) es un polinomio de grado n.

i) < L, Pn(x) P (x) > =k 8nm con k # 0 paran=0,1l,.y donde Snm es la
delta de Kronecker.

Cuando kn = 1 paran = 0,1,..., la sucesién de polinomios se llama ortonormal, y cuando
el coeficiente principal de cada Pn(x) es la unidad, la sucesién se llama mdénica (SPOM).

El siguiente resultado es inmediato:



Proposicion 1.1
Son equivalentes:
i) (Pn(x))c:'= o €S una SPO con respecto a L.

ii) Para todo polinomio m(x) de grado < n existen constantes k # 0 tales que

<L ax) P(x)>= 0 si grad(m) < n
n kn si grad(m) = n , n=0,1,...

iii) < L, x" Pn(x) > = kn Sm para alguna constante kn #0, m<n y n=01,..
Cuando (Pn(x))°:=0 es una SPO con respecto a un funcional L, los polinomios Pn(x)
constituyen una base de P de manera que todo polinomio 7(x) de grado n se puede escribir
como
n(x) = <, Po(x) +C Pl(x) + oo+ P“(x)

y en consecuencia, por la ortogonalidad de (Pn(x))°:_o, se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 1.2

Sea (Pn(x)}o: Juna SPO con respecto a L. Sea m(x) un polinomio de grado n. Entonces

n

n(x) = [ ¢ P (x)

k=0
y ademds
< L, m(x) Pk(x) >
[ =
k <L, Pi(x) > "
Corolario

Si {Pn(x)l":d) y [Qn(x)]°:=0 son dos SPO con respecto al funcional L entonces existen

10



constantes complejas c # 0 tales que
Q(x) =c P (x) n=0,12,...

Por lo tanto una SPO con respecto a L es Unica si se impone la condicién de que cada
Pn(x) sea ménico o también si se exige que {P x))" L Sed ortonormal y con coeficiente
n n=
principal positivo

Se trata ahora el problema de la existencia de sucesiones de polinomios ortogonales
con respecto a un funcional dado.

Sea lp.nl::] la sucesién de momentos de un funcional L. Para cada valor de n se
denota Hn el determinante de Hankel de orden n+1

R M
Hn = TR - B
BB s H,

De la Proposicién 1.1 se obtiene ficilmente el siguiente resultado bdsico:
Proposicién 1.3

Sea L un funcional de momentos dado por la sucesién [p.n }°: - La condicidén necesaria
y suficiente para la existencia de una SPO asociada a L es que Hu sea no nulo para
todo n=0,1,...
Demostracién (ver pdg. 11 de [11])ll

Cuando I-Irl # (O para n=0,1,2,... el funcional se llama regular o casi-definido.

Sea (M }m " la sucesién de momentos de un funcional regular L. Si se consideran los
n n=

polinomios definidos por

11



].10 ]J.l ......... I.Ln
) ].11 “.2 ......... un+l
(1.1) Pn(X) = —H—
n-1
un-l lJ’n ''''''' lJ?.n 1
| R S x"

O TR i
THR T S M
(1.2) <L xXP(x) > = — L i " 8
. N n —H: Cever s eeessesstssns s nnna jl-: e’
un-l l.ln ........ uan
l'lk lJ'k+l """" l'l}c+n

y la Proposicién 1.1 dice entonces que los elementos de la SPO ménica asociada a L vienen
dados por la relacién (1.1).

Una caracteristica de las sucesiones de polinomios ortogonales es que satisfacen una
relacién de recurrencia a tres términos:

Cuando L es un funcional regular y (Pﬂ(x))‘:’=0 es su SPO monica, escribiendo el

polinomio x Pn(x) en términos de los polinomios de la SPO, la Proposicién 1.2 garantiza

la existencia de constantes complejas Bn y Y de manera que

3 {Po(x) = 1; Pl(x) =X - BO
' P (x)=(x-B)P -y P () n> 1.

Una consecuencia inmediata es que
n-1 - n-i n-1
Yy <L x P (x)>=<L,x P (x)>+<L, (x—ﬂn) X Pn(x) >,

de donde

12



<L, x" P (x) > < L, PXx) >
(1.4) Y, = — = R %0
< L, x Pn_l(x) > < L, Pn_l(x) >

La relacién de recurrencia a tres términos (1.3) con la condicién Y, 0 que
satisfacen las sucesiones de polinomios ortogonales es también una condicién suficiente
de ortogonalidad segun pone de manifiesto el siguiente resultado debido a Favard:

Proposicién 1.4 (Teorema de Favard)

Sean [Bnlo:zo y {y“}°:=0 dos sucesiones arbitrarias de niimeros complejos y sea
(Pn(x))°:=0 la sucesién de polinomios dada por

P {x)=0;, P(x)=1
(1.5) { ! 0
Pnﬂ(x) = (x - Bn) Pn(x) -, Pn_l(x) n=01,..

Entonces existe un tinico funcional de momentos L tal que
<L, 1 >=yo,<L,Pn(x)Pm(x)> =0 sin#m, nm=01,2, ..

Ademds, L es regular y (Pn(x))°:=0 es la correspondiente SPO moénica st y sélo si Y # 0
para n = 0.

Demostracién (ver pdg. 21 de [11]).

La relacion de recurrencia a tres términos es por tanto una caracteristica de las
sucesiones de polinomios ortogonales asociados a funcionales de momentos en P. Esto
permite su estudio al margen de la representacién integral del funcional de momentos que

mds tarde se verd o de cualquier otra caracterizacidn.

Otra posible via de estudio de los polinomios ortogonales la proporciona el
resultado de Christoffel-Darboux:

Proposicion 1.5 (Identidad de Christoffel-Darboux)

Sea (Pn(x))°: o una SPO ménica cuya relacion de recurrencia a tres términos viene
dada por (1.5) con Y # 0 para n 2 0. Entonces

13



o P.(x) P(y) | PL®PO)-PEP G
o Yo YooYy T T, o7

n

(1.6)

Demostracion (ver pdg. 23 de [11]).

Recientemente, C .Brezinski [10] ha demostrado que si una sucesién libre de
polinomios satisface una relacién del tipo (1.6), necesariamente ha de verificar una
relacion de recurrencia a tres términos. De esta forma, la identidad de
Christoffel-Darboux es otra caracterizacion de las sucesiones de polinomios ortogonales
y permite una forma de estudio independiente de la anterior.

Finalmente, se estudia la representacién integral de un funcional de momentos
arbitrario:

Definicion 1.3

Un funcional de momentos L se denomina definido positivo cuando < L, nt(x) > > 0 para

todo polinomio no nulo m(x) que es no negativo en toda la recta real.
Cuando L es un funcional de momentos definido positivo, se verifica que
<L x*">>0 y <L x+)">>0

or lo tanto todos sus momentos tienen que ser reales. De la relacién (1.2) se
yp K q

deduce también que
H
<L, Px) > = "

n-1
y, como H = [ = <L, 1> >0, los determinantes de Hankel H_ de un funcional de
momentos definido positivo tienen que ser todos positivos. De hecho se verifica el
reciproco:

Proposicién 1.6

L es definido positivo si y sélo si sus momentos son reales y Hn > 0 para todo

14



entero n 2 0.
Demostracién (ver pig. 15 de [11])

Otra consecuencia inmediata de la positividad de un funcional L es que los
coeficientes A de la relacion de recurrencia (1.3) tienen que ser todos positivos. Basta
tener en cuenta la relacién (1.2).

Definiciéon 1.4

Sea E < (-o0, =). Un funcional de momentos L se dice definido positivo en E si y sélo
si < L, fi(x) > > 0 para todo polinomio no nulo nt(x) que es no negativo en E. El conjunto
se dice que es un soporte de L.

Cuando L es definido positivo en un conjunto E que es infinito entonces L es
definido positivo en cualquier subconjunto de E (en general no es cierto si E estd
formado por un nimero finito de puntos). En particular, L es definido positivo en cada
subconjunto denso en E. Por consiguiente, si L es definido positivo y tiene un soporte
con infinitos puntos, en general no existe el "mds pequeiio” soporte infinitc para L. Sin
embargo, si L tiene un soporte acotado, puede demostrarse que entre todos los conjuntos
cerrados que son soportes de L hay uno que es el "mds pequefio”. Esto no es verdad en
general si todos los soportes de L son no acotados.

Aunque el problema de la unicidad de la representacién integral de un funcional de
momentos definido positivo no se tratard en este trabajo, simplemente mencionar que tanto
este hecho como la existencia del minimo cerrado que es soporte para L son equivalentes a
que los polinomios ortogonales con respecto a L sean densos en el correspondiente espacio
L? que define el funcional de momentos. Este problema y cuestiones relacionadas pueden
verse por ejemplo en G. Freud [16], N.I. Akhiezer [2] y otros.

Sea ahora L un funcional de momentos definido positivo y sea I un intervalo que es
soporte para L. Sea (Pn(x))c:'=0 la correspondiente SPO mdnica. Para cada n > 1 se tiene
que < L, Pn(x) > = 0 y por tanto Pn(x) ha de tener al menos un cambio de signo en el
intervalo I. Por consiguiente, al menos un cero de multiplicidad impar ha de estar en L
Si X seenX,  SOR todos los ceros distintos de multiplicidad impar que estin en el

interior de I entonces
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<L, (x-xl)...(x-xk) Pn(x) >>0

puesto que (x-xl)...(x-xk) Pn(x) 2 0 cuando x estd en I. De la ortogonalidad se deduce
que k ha de ser mayor o igual que n. Es decir, se verifica el resultado siguiente:

Proposicion 1.7

Sea L definido positivo y sea I un soporte para L. Si (Pn(x))°:=0 es una SPO con
respecto a L, los ceros de cada Pn(x) son reales, simples y estdn en el interior del
intervalo I.

Con la notacién anterior, y llamando X <X <.<X a los ceros de cada Pn(x), se
tiene:

Proposicion 1.8 (Férmula de cuadratura de Gauss) [11]

Si L es definido positivo entonces existen nimeros Anl,...,Am, reales y positivos,

tales que para cada polinomio 7t(x) de grado menor o igual que 2n - 1 se verifica que
<L, a(x) > = Z Amx ) y A+.+A =po
k=1
Sea L definido positivo y, como antes, [Pn(x)l°:=0 su SPO ménica y X <..<X

los ceros de cada Pn(x). Sea ?;l = inf{ X n=1,2,...} y sea M, = sup { X n=1,2,...).

El intervalo [E_,l, T]l] recibe el nombre de verdadero intervalo de ortogonalidad de L.

nn

Teniendo en cuenta la forma de cuadratura de Gauss, para cada entero positivo n
existen ndmeros positivos Anl,...,A tales que
nn

po=<L x>=) A x* paa k=0,1,..2n-1

i=1

Sea \p'n(x) la funcién definida por

0 si X< X
(L.7) \pn(x) = Anl+...+ Anp si xnp £Xx< xn‘p+l (1<p<n)
H, si X2 X
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Cada \yn(x) es una funcién acotada, continua a la derecha, no decreciente y con un nimero
finito de puntos de crecimiento. Entonces

OO

J X dy () =) A_ x* = w para  k=0,..20-1
i=1

ni
. -

Por el Principio de Seleccién de Helly, puesto que [\un} estd uniformemente acotada
por W, existe una subsucesién que converge en (-ee, o) a una funcién Y que es acotada y
no decreciente. Si el verdadero intervalo de ortogonalidad [&l, T]l] estd acotado,

directamente del segundo Teorema de Helly se obtiene que

J x* dy(x) = lim J X dy(x) =p =<L, x* >

-00 -0Q

para cada k=0,1..., puesto que y(x) = 0 cuando x < E_,l y W(x)=p, cuando x 21 . Se
tiene asi una representacidn integral para L.

Cuando el intervalo [&l, nl] no estd acotado, el Teorema de Helly no se puede

aplicar directamente y es necesaria una ligera extension:
Proposicion 1.9 [11]

Sea L definido positivo y sea l\un] la sucesién definida en (1.7). Entonces existe
una subsucesién de [\unl que converge en (-eo, eo) a una funcién W acotada, no decreciente y
con infinitos puntos de crecimiento de manera que

(=]

po=<L x>= J X dy(x)  k=0,12,..

=00

Ahora es sencillo de demostrar que cualquier sucesién lun}:a_o de nimeros reales
admite alguna representacién integral en la recta real:

Proposicion 1.10 (Teorema de Boas)

(= -] . . . » . .
Sea {U } o una sucesion arbitraria de nimeros reales. Entonces existe una funcién ¢
n n=

de variacién acotada tal que
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OQ

J X" do(x) = u_ n=0,1,2,...

.- -]

Demostracion
Dado My €8 claro que existen mimeros Hio ¥ by, reales y positivos tales que
Ho = Hio ~ Haop

Supongamos que pio, Moo e Mi2n’ para i=1,2, han sido determinados de forma
que

i) ;,Lk = p.Lk - uz,k k=0,1,....2n

k
ii) Hpk = det [up'iﬂ.] - >0 para p=1,2 y para k=0,1,...,n.

Sean ahora U nimeros reales tales que

1,2n+1 y u2.2n+1

Fonet = Mizanr ™ Paoan

Los correspondientes determinantes de Hankel Hp,n+1’ para p=1,2, se pueden desarrollar
por la iltima fila y se obtiene

=Mt f(up_o, Hop oo M )

po+l p.2n+1

donde f es alguna funcién que no depende del momento pp 20e2" Basta entonces elegir para
cada valor de p el ndmero ;,Lp - suficientemente grande para que Hp,n+l sea positivo y
tal que

oy = H 1,2042 By ane2

lo que siempre es posible. Se tienen asi dos sucesiones {].Lm} y { 1.123} de numeros reales
cuyos determinantes de Hankel son positivos. La Proposicién 1.6 y la Proposicién 1.9
garantizan la existencia de funciones ¢1 y 432 acotadas, no decrecientes y con
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infinitos puntos de crecimiento, de forma que

(=)

T J x" dtbp(x) p=1.2.

pa
-0

En consecuencia ¢1 - ¢2 es una funcién de variacién acotada tal que

O

b= J X" 4,00 - 6,00,

- -]

. . oo “ . . . . .
Es obvio que si {unl L -¢ €S una sucesion arbitraria de numeros complejos, existen
funciones de variacién acotada W(x) y ©(x) tales que

o0

b= I X" d(u(x) + i o(x)) para n=0,1,...

-]

§ 2. Operaciones en el dual de los Polinomios.

P ahora representa el espacio de los polinomios en una variable con coeficientes
complejos pero considerados como elementos de Cm(gi° ). Si P es el espacio de los
polinomios de grado menor o igual que n entonces P =“I;J o P Considerando en cada P la
topologia que lo convierte en un espacio de Banach, P queda dotado de la topologia de
L.F. (limite inductivo estricto, Tréves [65]). De esta forma, la topologia débil del dual
topolégico P’ viene definida por la familia de seminormas

|L| = sup {|<L, x*>] :0<k<n])
y coincide con la topologfa dual fuerte. Si € denota el espacio C™(®) con la topologia de
la convergencia uniforme en compactos, se puede demostrar, ver [48], que la inclusién

g’ — P’ es continua.

Por otra parte, es posible demostrar también que todo elemento L de P’ admite la
representacién
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f D) o

donde (I..)rl =< L, x"> y 0 esla medida de Dirac ( < 8(x), p > = p(0) ). También se
puede probar que la aplicacién

2.1) L = [

o
n=0

W), LD "5 L) @ =) @), X

es un isomorfismo topolégico entre el espacio anterior P’ y el espacio de las series
formales dotado de la topologia definida por la familia de seminormas

(=] X _ -
|k; a x | =sup{|a|:k<nl}

Las justificaciones de todos estos hechos se pueden ver en los trabajos [48] y [33] de
P. Maroni.

Definicion 2.1

Sea L un elemento de P’. Se llama funcidn de Stieltjes asociada a L a la serie
formal S(L) (z) definida por

S(L) (1/2) = -z F(L) (2

ea (L)
Es claro que S(L) (z} = - Z n:l—l y de este modo, su derivada formal viene dada por
n=0 z

o0

(L) +1
Smuh;mm 2

mFs
1

Se consideran ahora las siguientes operaciones en P:

p(x) — (¢ pXx) = ¢(x) p(x), ¢ € P

p(x)_ - Pl6) ¢
X-cC

p(x) — (15‘c pIx) =
p(x) — (D p)(x) = p’(x)

p(x) — (T, p}(x) = p(x-b), b & C
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p(x) — (h_p)(x) = p(ax), a € c-{0}
y por trasposicién quedan definidas las correspondientes operaciones en P’:
La multiplicacién a la izquierda de una forma por un polinomio
< ¢(x) L, p(x) > = < L, ¢(x) p(x) >.
La divisién de una forma por un polinomic de primer grado
< (x¢)' L, p(x) > =< L, ﬁc p(x}) > =< L, _p(x) - p(c) >,
La derivada de una forma
<DL, p(x) >=-<L, p(x) >
La traslacién de una forma
<T, L, p(x) > =<1L, T, p(x) > = < L, p(x+b) >
La homotecia de una forma
< hn L, p(x) >=<1L, hap(x) > =< L, p(a x) >.

En P’ se puede definir un producto de formas. Para esto, se considera previamente el

producto a la derecha de una forma por un polinomio dado por

P’ xfP — P

Lo —»Lym=} (i a L)) o

n=0

Puesto que |IL ¢ 11 < (p+1) |L| li¢1l, donde se ha considerado 1]} a X1 =f|a|,
P P P =k P oLk

la multiplicacién a la derecha estd en (P’ x P, P) y asi, por trasposicién, se puede

definir
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< L1 L2, p(x) > = < Ll, (L2 p) (x) >

Con este producto y la suma habitual, el espacio P’ es un anillo con elemento unidad que
es la forma 6. Ademds las formas inversibles resultan ser aquellas cuyo primer momento
(L)0 es no nulo.

Se verifican las siguientes propiedades:
Proposiciéon 2.1 [51]
Seape® y L, Ll y L2 elementos de P’. Entonces en P se verifica:
) P, L)=@L)L +xL 3 pL,
2) (x'Lyp=19 (Lp
3) D(Lp)=(DL)p+Lp’+L1SOp
y en P’
4 D(pL)Y=p L +p DL
5) x"L=(¢1"(D§"L

6) D" & = n!(D§)"
7Y Dx'L)=x"'DL - x? L,

Por lo que se refiere a la divisién de una forma por un polinomio, es claro que
< (x-a) (x-a)" L, p(x) > = < (x-2)' L, (x-a) p(x) > =< L, p(x) >
y se tiene entonces
(x-2) (x-a)' L =L,

mientras que

< (x-a)'l {x-a) L, p(x) > = < (x-a) L, p(x’)( - g(a) >=< L, p(x) - pla) > =

=< L,px)>-pay<L,1>=<L- (L)0 8(x-a), p(x) >;
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es decir,
(x-a)' (x-a) L =L - (L), d (x-a)

El caso general de la divisién por un polinomio R(x) estd estudiado en [13] y [14].
Aqui se detallan los resultados cuando R(x) tiene todas sus raices simples.

Si R(x) = (x-al)...(x-an), iterando la operacién ﬁa definida anteriormente, se
obtiene !
p(x) - L (x)
ﬂal - p(x) = R(x) ’

donde Ln(x) es el polinomio de interpolacién de Lagrange en los nodos CIRR

L =) p@) 1) con 109 = sl
i=0 i

De esta forma

p(x) - L (x)

<R'®WL,px)>=<L, RGO

>,

Cuando R(x) tiene alguna raiz multiple, se puede definir R(x) L pero en este caso
hay que considerar el polinomio de interpolacién de Hermite en lugar de L ().

Se verifican también las propiedades:
Proposicion 2.2 [14]

Sea p(x) € P, L, Ll y L2 € P’, R(x) y S(x) polinomios con raices simples. Entonces
1) RR'Ly=L
n
2) R'RL)y=L-} (L), 8x-a)
i=1
-1 _ (p-l _ -1
3 R(L,L)=R'L)L =L R'L)
4 RY'L=5'R'L)
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5 R'L=@G"L) 8(x-a,)...8(x-a )
6) (R'L)=R" L

Finalmente, se considera la sucesién dual asociada a cada sucesion de polinomios

ortogonales:

Una sucesién de polinomios (Pn)°:=0, con grad Pns n, es libre si y sélo si grad Pn= n
n20. En este caso se puede siempre normalizar los polinomios y considerar cada Pn monico.

Se dice que la sucesién estd normalizada.

Sea (Pn)c’:=0 una sucesién normalizada. Efectuando la divisién euclidea de Prl+ por

2
P se puede escribir

n+l
Po(x) =1, Pl(x) = x-ﬂo
Pn+2(x) = (X-Bnﬂ) Pm-l(x) ) X Yn,k Pk(x)’ n2z0
k=0
donde Bn Y ¥,, Son constantes.

Definicion 2.2

., .. . oo ..
Se llama sucesion dual de la sucesién normalizada (P ) o 8 la sucesién de formas
n N+

lineales (La)T _, definida por la condicién
<L,P >=298 nm =0
n m n,m
Proposicion 2.3 [62]
La sucesion (Ln)°: o 8 libre, es unica y ademds constituye una base universal de [P’.
Es claro que
vy =<L,xP > 0<k<n n20
nk k n+l

B=<L,xP > n20
n n n
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Si en particular (P“)“>_0 es una S.P.0. monica y L es su funcional de momentos tal que
(L)0 = 1, entonces la sucesién dual (Ln)":=0 vendrd dada por
P (X)L

L =—— nz20
n <L,Pn2>

§ 3. Ecuacion Distribucional de las Formas Clasicas.

Proposicion 3.1 [53)
oo . B . - n+1i
Sea (Pn)n - Una S;OP.O. monica y sea L su funcional asociado. Sea Qn = ——=1 Dbara
n 2 0. Entonces (Qn) h=o S5 uma SP.O. ménica si y sbélo si existen polinomios
o(x) = alx2 + blx +c Yy y(x) = ax + b2 tales que

3.1) DipLy+yL=0,

donde 0 < grad ¢(x) < 2 y grad y(x) = 1. Ademds, cuando grad ¢(x) = 2, ha de verificarse
que -na + a, # 0 para todo entero n 2 0.

Demostracion
oo P = .
Supongamos que (Qn) o CS una S.P.O ménica y que L es su funcional de momentos.
Como

PnH(x) =(x - ﬁn) Pn(x) - Y Pn_l(x) si n21,
dertvando se obtiene que
Px)=Qx+c A x-P)Q (x)+c Q) nzl,

para algunas constantes Cont ¥ Conor De esta forma

nn

3.2) <L, P >=0 para n23.

n

P -
Sea (L)~ _la base dual de (P Y° ; es decir, L = ————— L. Escribiendo L de
n’ n=0 n’ n=0 n <L P2>
T

la forma L = ; kij, la relacién (3.2) significa que lj= 0 si j =2 3 y, en consecuencia,
J
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y ¢(x) es un polinomio de grado 2 a lo sumo, Por otra parte

- |
<L’Qn>=<¢L’n_:-i"L>='<D(¢L)’n_H‘I_>

y como < L, Qn > =0sin 2 1, la expresién del funcional D(¢ L) en términos de la base

(I..“)n 0 serd

D@ L) =B, L, +B L =-yxL.

Ademads Bl =<D@L),P >=<0¢L I>=<L, 1># 0. Luego y(x) tiene grado 1. Es
claro también que grad ¢(x) = O puesto que si fuese el polinomio nulo, se tendria que
Y(x) L = 0, que es absurdo ya que L es regular. Finalmente

>

(3.3) 0¢<L,x“Qn>=<¢L,x“T:_’i‘—>=

1 n 1 n-t
-FI—<D(X ¢L),Pn+l>=°E'-{<nx ¢L, Pn+l>+

=+

n _ n n-1 1 n
<D(¢L),x Pn+l>}_-W<L’x ¢Pn+l>+m—<l.¢,x an-I-l)

n—_}_l—(-nal+a2)<L,x“”P >, ﬁZO,

n+l

de lo que se deduce que -n a +a # 0 para n20.

Reciprocamente, supongamos que L verifica la relacién D(¢ L) + w L = 0 y que
ma +a # 0. Razonando como en (3.3) se tiene que

k k ki 1 k _
<¢oL, x Qn>='Td-T<L’x ¢Pn+l>+—[7;1—<L,x “’Pn+|>_

0 si k<n
= 1

n+l . _
F_rl—(-nal+a2)<L,x Pn+l>¢0 sik=n
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por lo que (Qn)c’:=0 es ortogonal con respecto al funcional L = ¢(x) L.

Observaciones:
(1) D(¢ L) + v L = 0 es equivalente a que
O=<DW@GL)+WyL, x">=-n {a (L) +b (@ +c (L) }+a() +b(L)
que es la ecuacién en diferencias considerada por J.L. Geronimus en [18].

(2) Puesto que ¢(x) es no nulo, siempre se puede suponer ménico en la ecuacién
(3.1).

Definicién 3.1 [53]

Se llama funcional cldsico a toda solucién regular de la ecuacion (3.1). Las

correspondientes sucesiones de polinomios ortogonales se 1laman también cldsicas.
Corolario
La sucesién (Qﬂ)‘:=0 es también cldsica_
Esto se debe a que (Qn)‘:'=0 es ortogonal con respecto a E = ¢ L que satisface la ecuacién
DO L)+ (y-0)L=0 con grad(y-¢)= L

Sea L una forma regular y sean a y b constantes con a # 0. Se considera la forma
desplazada L" definida por

) >.

<L’ p(x) > = < L, (2>

Si (P“)°n° _, s una S.P.0O. asociada a L entonces

<L, (ax+b) P (ax+b) > = < L, X P)>=k 8 .
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por lo que L" es también regular y la sucesién (Pn(.';u<+b))°:= , €S una S.P.O. asociada a L.
Proposicion 3.2

Sea L una forma cldsica verificando (3.1). Entonces la forma desplazada L" es
también cldsica y satisface la ecuacién

DOLY+yL =0
con ¢(x) = a® ¢(ax+b), y(x) = a't y(ax+b) y donde t = grad ¢(x).
Demostracién (ver por ejemplo pdg. 152 de [4])
La caracterizacién de las formas cldsicas de la Proposicién 3.1 tiene su forma
equivalente en términos de la serie formal de Stieltjes en virtud del isomorfismo dado en
la expresién (2.1):

Proposicion 3.3 [53]

L es cldsica si y sélo si existen polinomios ¢(x) y W(x), grad(¢) < 2 y grad(y) = 1,
tales gue su serie formal de Stieltjes verifica la ecuacién diferencial

¢(x) S’(L)(2) = C(z) S(L)(2) + D(z),

donde
C@) = -9’} - Wz), D(z) = -(LY 0)’(2) - (LB W)(2) = cte.

Cuando grad ¢ = 2, el coeficiente principal del polinomio C(z) tiene que ser distinto de
-n, n 2 2.

Si un funcional L es cldsico, aplicando la Proposicién (3.2), se pueden elegir las
constantes a y b de forma adecuada para que la ecuacién de L" sea tal que ¢(x) tenga sus
raices en puntos prefijados, o bien, que los coeficientes de \(x) sean nudmeros
previamente establecidos. En consecuencia, cualquier forma cldsica ha de verificar, salvo

una transformacién afin de la variable, alguna de las cuatro ecuaciones candnicas
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siguientes:

El: DL+2xL=0

Ez: DL+ (xa-)L=0, vxec¢e

E3: Dx:-D L - {(o+B) x + a-B} L = 0, oc,' Bec, atf = -1,-2,...

E,: DX*L) + (1-ax) L=0, o€ ¢, o # -1,-2,...

Ecuacién E!

<DL+2xL,x“>=-np.n-l+2u =0 nz20

n+l
Entonces p_ = —g—- Boon =0y asi

2n+1 =0 n20
(3.4) { S 1 3e@nly _ ooyl .
U n - =

1
- Il e i

2 2 4" nt °
Estos son los momentos del funcional asociado a los polinomios de Hermite Hn(x).
Ecuacion E,
<DEL)+ (xo1L, x">=-n ptp - (o) p= 0, n=0.

Entonces p = = (n+a+1) Uy por tanto

3.5) b= (n+0+1)+-(0+1) M, = I'(n+o+1) n,

que son los momentos del funcional asociado a los polinomios de Laguerre L?(x) siempre

que o # -1,-2,... (los casos o = -1,-2,... dan lugar a funcionales no regulares).
Ecuacion E3
Para resolver esta ecuacién conviene determinar los momentos un(l) =<L,(x1)'>0

bien W(-1)=<L, (x+1)" > en lugar de p0)=<L, x" >. Con este fin se escribe la

ecuacién E3 en la forma
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D{((x-1)* + 2(x-1)) L} - {{04+B) (x-1) + 20} L = 0
y se obtiene

-n(pm(l) + 2 un(l)) - {(o+P) p.nﬂ(l) + 20 p.n(l)} =0, n20,

de donde
D (o), 2"
b = - oo p () yast (D) =~ B

siendo (on)n = ofo+1)--(0+n-1).

Andlogamente se obtiene para p,n(-l) la expresién

2" (B),
l-ln('l) = —(oFp)

Teniendo ahora en cuenta que

n N
<L, x">=<L, (x-14D)" > =Y [;‘] <L (x-1y > = <L, (x+1-1)" > =
o

i

L] S £

['.‘ ] (-D" < L, (x+1)) >,

0 J

se obtienen las expresiones de los momentos un(O)

(]2 @,

N I TS DR ()}
JCER) %=Z[’] ’

W, a+p # -1,-2,...
@+, 0

66 u =}

j=0

que son los momentos del funcional asociado a los polinomios de Jacobi Pr(lm’B )(x).
Ecuacion E4

2 n _ -
<D(x"L) + (1-ax) L, x >—-nun+l-0tp.n+l+un—0
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entonces

poo= =1 n20 y asi

Mo (e
™ T " Thra Mo

(3.7) a #-1,-2,..,

que son los momentos del funcional de los polinomios de Bessel Y(:(x).

Las expresiones explicitas de estas sucesiones de polinomios ortogonales en su forma

moénica pueden obtenerse por ejemplo a partir de la férmula (1.1). Son las siguientes:

o (nf2} -1 k ) n-2k
H(x) =2 t En-%k)g 1’2
k=0

L = e § [208) GR1
k=0

PPy = k! kio [:‘_‘g] [“;B] ®1F (x+1)"* con K = [";‘*] + [“;B
n 1
Y%x) = K! ) [E](m—o&l)k (x/2)* con K = (nrorD,
n 1] k=0 n 2!1

§ 4. Representaciones Integrales.

La técnica que se presenta a continuacion para hallar representaciones integrales en
la recta real de las formas cldsicas es debida a R.D. Morton y AM. Krall [58] y en esta

referencia se pueden consultar todas las demostraciones que aqui se omiten.

Se consideran los conocidos espacios de funciones test dentro de Cm(rR), D (soporte
compacto), S (decrecimiento rdpido) y € (sin restricciones en el crecimiento), y sus
correspondientes espacios duales D’, §°, €. Se introduce el espacio £, S CcZcC ¢, de las
funciones de crecimiento lento que incluye a los polinomios:
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P= (YR —cdim e3*l @) =0, para todo a0 y g20 |
x—too

con la topologia inducida por las seminormas
I \;IIIp = sup| e'lxll(a+1)|l|!(q)(x)| 0<a<p, 0sqsp, xeR )
Proposicion 4.1 [58]

Sea [\u} una sucesién de elementos de 2. Entonces (\p} —> 0 en £ siy solo si
para cada a>0 y q20, la sucesién {e -a|x] lpq)(x)l converge a cero uniformemente en R,

Siguiendo la notacién de [58], se considera la transformada de Fourier de una
funcién ¢(t) de la forma

o

F(9)(x) = [ o) Xt di

00

Se considera también el espacio Z = F(D) de las funciones que son transformada de Fourier
de elementos de D. Denotando DMe al subespacio de D de funciones cuyo soporte estd
contenido en el intervalo [-(M+€)”, (M+e)'l], sea ZMe el espacio F(DMG). Explicitamente

=y :|x+iy|* |y(x+y)| € C &1, a < mre, € >0l

Como ya se ha dicho en §.2, todo funcional de momentos L se puede representar de la
forma

oo n
@)y L=} S8 p=<Lx>
=o a n

y ademds, cuando L es cldsico, es claro que los momentos satisfacen la condicién

(4.2) u]sC M" n!, n 2 0, para algunas constantes positivas C y M.
Si W = F(¢) con ¢ € D entonces v?(x) = [ ain" ot ™ gy, y asi
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1/M+E) 1/(M+€)

v ™) < J [t]" |6 dtS(M J |o(t] dt

-1/ {M+E) -1/ (M+E)

Por consiguiente, si H verifica la condicion (4.2), se tendrd que

1/(M+E) 1/ {M+E)
J | ()] dt = C l‘i;f J [o(t)| dt

-1/ {M+E) -1 (M+E)

M!'.l
(M+e)"

SRV S

de donde se deduce que el funcional

oo n

29 (n) n

Z—n!—unﬁ con || <CM nl

n=0
estd bien definido en ZM(-: y es continuo en el sentido de Z.

Se pretende, por una parte localizar la representacién integral de los funcionales

asi definidos con M correspondientes a formas cldsicas, como elementos de ZMe’ y a
continuacidn, ver si es posible extender su actuacién al espacio 2. De ahora en adelante

L denota entonces el funcional definido en (4.1) pero considerado como elemenio de zn’na‘

Supongamos inicialmente que L admite una extensién L, que es continua sobre 2.

Sea
A exp [-(1/m® - )), -/m<t< l/m
s={ "
" [t] > l/m
1/m
para m > M+ y con A tales que I § () di=1,yseay =FQ)
_lhn

a) Se prueba que { V) — len &£
b) Como LP se supone continuo, < LP, 1>=lim< Lp, y o> = lim < L, y >
y calculando este limite, e mee
21<L’Wm>=uo'
¢) Es claro también que x" es un multiplicador tanto en . como en ZMS; es decir, si
yve & (resp. Z ) entonces X ye &(resp. Z, ) Por lo tanto, como {y_}-—1 en
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el espacio &, X" W} — x"en £y asi< L, x> = lim < L, x" y o> =

= lim < L, x" ¥ >. El cdlculo de este limite produce m>eo

m-oo

lim<L, x"y >=p
m-es " "

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicion 4.2 [58}]
Si L admite una extensién LP que es continua en ¢ entonces
<L, "> = p o n=0,1,.
Entre los espacios Dn’ne y Zn::a se considera la transformada de Fourier:

Sipe DME y y=F) e ZMe’ fe Dn’ae YEE Zh‘da, la transformada de Fourier de f

viene dada por
<Fl,Fp>=2n<f 0>

y asi la transformada inversa vendrd dada por

<F'g,F‘w>=—2,1t—<g,w>.

Se tienen las relaciones
L F'9W=F' (g 2 F'E)=a0"F
Esto en particular significa que
(-it)"
n

. n 1 =]
Fi¢™) = —(%ﬁt-)— y por tanto F'L (t) = —27:—“;0 H——1—,

que es una funcidn analitica en [t| < 1/M puesto que |l | < C M" nl.
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Lema 4.1 [58]
Sea f(z) analitica en la regién |Im(z)| < S, ¥ tal que
i) Existe ho(t) tal que |f(z)| < ho(t) cuando [Im(z)| < s, ¥ verificando lim ho(t) =0

odeo

ii) Existe h](t) tal que |f’(z)| < hl(t) si |Im(z)| < S, ¥ tal que J. hl(t) dt < oo,

-

Entonces f(x) tiene una Transformada de Fourier cldsica g(x), y existen constantes

positivas C y r de manera que

C e-rlxl
- . . . =

le(x)] <
| x]

Cuando f(z) es una prolongacién analitica de F'L (1) que verifica las condiciones

i) y i1) del Lema 4.1, la funcién g(x) = (Ff) (x) define un funcional regular Lp que es
la pretendida extensién a <2 de L. Esto es porque

a) Sea y € £,
|< Lp’ y>| = | I g(x) y(x) dx | <
< C sup [e—(r/2)|x| |w(x){: x € R} I e TDIX| gy < o

y por lo tanto LP es continuo sobre &£.

b) LP extiende a L porque cuando Y = F(¢) estd en ZMe se tiene que

lI(M+€)_
<LP,\|1>=<Ff,F¢>=21t<f,¢>=2n:[ f(t) o) dt =
-1/ (M+E)
L/M+E)
=2 [ F'L) ¢ dt =2n < F'L, F'y > =< L, y >.
-1/ (M+£)

La Proposicion 4.2 nos asegura ahora que < Lp’ "> = M.
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Polinomios de Hermite

Seguin se ha visto en {3.4), los momentos del funcional de Hermite son

(Tl:) 1/2 8(2n)

ST R ¢1) | SN I_%?
IJ-2 =(® Y T ne) i L

n 4" n- nso 4" n!
y por tanto
co 2 n
2 11:)”2 n!
n=0
. t -z}/4
La funcién f(z) = ———— e es su prolongacién analitica y ademds, con s = 1,
2(1t)”2 0

2 2
ho(t) = ¢t /4, hl(t) = J—i—l— et / 4, f(z) satisface las condiciones del Lema 4.1. Como

2
Ff(x) = € ¥, - < x < o, se tiene que

o

2
<L,x">=J x" e* dx
P

00

es una representacién integral del funcional de Hermite.

Polinomios de Laguerre

De (3.5) se tiene que p= 04D o 415 Bnionces
Lo - "Z" -1)" Lot s
=y ni I ia'f‘ I '

y por tanto, la funcién f(z) = —211:— (l-i-iz)'m’1 es la prolongacién analitica de F'L(t).
Ademds, cuando o > -1, la funcién f(t) se puede invertir y se obtiene

Fi(x) = —F(é—_l_n xFe® 0L x< oo

por lo que
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es una representacién de los funcionales de Laguerre para o > -1.

Cuando o < -1 se presenta una singularidad no integrable en el origen y es necesario
un proceso de regularizacién. El mismo problema se plantea con los funcionales de Jacobi

por 1o que previamente se describe este procedimiento.

Supongamos gue h(x) es una funcién que tiene una singularidad en un punto X, € RY
que es integrable sobre todo compacto de R que no contenga al punto x o

Definicion 4.1

Se llama regularizacion de h(x) a todo funcional lineal y continuo f que venfica

que < f, ¢ > = < h, ¢ > para toda funcién test ¢(x) tal que X, & sop o(x).
Proposicion 4.3 [19]

Si existe algin entero m tal que (x~)1:0)m h(x) es localmente integrable, entonces
h(x) admite regularizaciones.

Proposicion 4.4 [19]

Dos regularizaciones distintas de h(x) difieren en un funcional concentrado en x ou

Cuando la regularizacién de h(x) conserva la suma, multiplicacién por funciones y la
derivacién, se llama candnica y se denota RC h(x). Si la funcién h(x) tiene mds de una
singularidad, es suficiente escribir h(x) como suma de funciones hi(x) de manera que cada
hi(x) tenga una unica singularidad y asf manejar cada hi(x) separadamente. Las
regularizaciones que se utilizan aqui son las regularizaciones candnicas de funciones de

la forma

N
h(x) =¥ px) q(x)
i=0

donde pi(x) son funciones infinitamente derivables y cada qi(x) es alguna de las
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A

funciones xi’, X", x™" (ver [19]) o bien sus desplazadas a 1 6 -1. Es decir
N
RC h(x) = [ p,(x) RC q(x).
i=0

Supongamos que f(z) es la prolongacicén analitica de F'L(t) y que f™(x) es
analitica y verifica las condiciones i) y ii) del Lema 4.1. Entonces f(m)(x) admite
transformada de Fourier cldsica g(x). Supongamos que g(x)/(-ix)" tiene una regularizacién
candnica h(x). Entonces

o

< g(x), W(x) > = J g(x) y(x) dx

00

es un funcional continuo sobre &, y por tanto también lo es h(x). Sea (1) = Flh(t).
Entonces

M <Y o>=<FY"F¢>=<(-ix)"h Fo>=<RC (-ix)"EX_ Fp >
(-ix)"

=<g Fo>=2n<f™¢>.

En consecuencia Y(m)= f™ Como ademés en D’ cada distribucién tiene antiderivadas de
orden m,

m C
f® = YO +) — @@
k=0

para algunas constantes c,- Calculando la transformada de Fourier de f(t) se obtiene

Ff(x) = h(x) + i c, §%)(x).
k=0

Es claro que Ff(x) es un funcional continuo sobre & y que es una extensién de L. Luego
Lp = Ff es la extension buscada de L. Ademds

m
i k
B o=<L, xk>=<Lp,x“>=<h,xk>+[ c< 89, x* > =
]
i=0

=< h, x*>+ (-1)* c, k!
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B-<h x>
de donde ¢ = - . Se ha probado entonces el siguiente resultado:
(-1)" k!

Proposicién 4.5 [58]

Sea f(z) la prolongacién analitica de F'L(t). Supongamos que f(m)(z) verifica las
condiciones del Lema 4.1. Sea g(x) = Ff("'](x) y supongamos que g(x) / (-ix)™ admite una
regularizacién canénica h(x). Entonces

pk-<h, x>

Lp(x) = h(x) +k20 Cks(k)(x) con ¢ =

(-1)* k!
es una extension continua de L sobre .@.

Polinomios generalizados de Laguerre

El procedimiento anterior aplicado a los funcionales de Laguerre para o < -1 da

lugar al siguiente resultado:

Si j-l<ac<-

< L%, yx) > =
1 = a - Il el b ¢k i
= T J w0 L A ' 0o ] o,

Polinomios de Jacobi
El proceso de regularizacién junto con el procedimiento de extensién de antes y
teniendo en cuenta las expresiones de los momentos de los funcionales de Jacobi dadas en

(3.6) da lugar a las siguientes representaciones de los funcionales J(a‘B):

sia>-1 y B>-1
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1
< J(a‘B), X' > = J (1% (1~1-:n&)B dx

-1

y cuando -M > o > -M-1, -N> > -N-1, NM> 1

< 1B o) > =

1

H 1-0% (10 wx) -

0

T'( o+p+2)
T(a+l) [(B+1) 2%+P!

0
1y (1-x) ) dx + J a+0P (10% yx) -

Z [(1+x)B w(x)]

x=1

M o (%) N B G i
) [(1-x)7 y(x)] k [(1+x)" y(x)] (-1)
Z T iy (1+x)* } dx +jZO T | BT

M o (k)
fC1-x) ™ w(x)]
+kZO - l . /a+k+1)] .

Polinomios de Bessel

La técnica hasta aqui descrita aplicada a los funcionales de Bessel no da resultado
porque no se sabe calcular la correspondiente Ff(t). A continuacién se da una

representacion integral para este funcional en el plano complejo tomada de A.M.Krall [34]

Los momentos de los funcionales de Bessel, segiin se ha visto en (3.7), son

I'la
lJ.n = T-(l(l-i‘_()l)_’ a # -1,-2,...
y por tanto la correspondiente funcién de Stieltjes S(z) = - X — es una funcién
n=0 Z

analitica salvo en z = 0. Siguiendo entonces la férmula de Laurent



o= e J S(z) 2° dz,
C

donde C es cualquier curva cerrada que rodea al origen.
Una representacion integral del funcional de Bessel en la recta real ha sido dada

por AJ. Durdn en [15], por KH. Kwon y otros en [32] y mds recientemente por
P. Maroni en [55].
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Apéndice
Ademds de las caracterizaciones que se han visto de los polinomios cldsicos por

medio de la condicién de Hahn, la ecuacién distribucional o la ecuacién diferencial de la
serie formal de Stieltjes, existen otras posibles;

- (Al- Salam, Chihara [3]): Existe un polinomio ¢(x), 0 < grad ¢(x) < 2, y para cada n,
constantes reales a, bn yc,conc # 0, tales que

$(x) P(x)=a P_(x)+b P(x)+c P (x),n20.

- (Bochner [6]): Existen polinomios ¢ y y, 0 < grad ¢ <2 y grad ¥y = 1, y pardmetros
complejos ?\.n, ?»n # 0 si n 21, tales que Pn(x) es solucién de la ecuacién diferencial

o) Y’ +yx) ¥y +A y=0,n20
( ln viene dado por ?Ln =.n [y + (n-1) ¢’/ 2])

- (Agarwal, Milovanovic, [1]): Existen polinomios ¢ y y, 0 S grad $ £ 2, grady= 1 y
pardmetros 7Ln, ln #0 si n 21, tales que

<L,(¢PI’1’)2>-(27Ln+\u’(0))<L,¢(P;)2>+l:<L,P:>=0, n20.

- (Marcelldn, Branquinho, Petronilho, [45]): Existen pardmetros rys tales que

(x)
P =Q()+r Q ()+s Q (x),n22 donde Q(x)= —g— ’

- (McCarthy, [56]): Existen polinomios ¢ y W, 0 < grad ¢ < 2, grad ¥y = 1, pardmetros no
nulos g hn tales que

ox) PX) P (x)) =g PX) - (Wx) - ') PO P () +h P (x)

- (Versién distribucional de la férmula de Rodrigues, [45]): Existe un polinomio ¢(x),
0 < grad ¢(x) < 2 y pardmetros kn # 0 tales que

P(x) L=k D" [¢"(x) L, n20 .
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CAPITULO II

Polinomios Ortogonales Semicldsicos
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§ 1. Clase de una forma semiclasica.

La caracterizacién de una forma cldsica dada en la Proposicién 3.1 del Capitulo I se

generaliza de forma natural dando lugar a los polinomios ortogonales semicldsicos:
Definicion 1.1 (P. Maroni [53])

Se llama forma semicldsica a toda forma regular L tal que
(1.1) DpLY+yL=0

donde ¢(x) y y(x) son polinomios cuyos grados verifican la condicién O < grad ¢ = p y
1 <grad y = q.

Cada $.P.O. asociada a una forma semicldsica se llamard también semicldsica.
Observaciones

(1) Sid(x) =0 6 grad y(x) = 0, el hecho de que L satisfaga la ecuacién (1.1) supone
que L no es regular por lo que ambos casos estdn excluidos. Esto tiene como consecuencia
por una parte que el nimero s = mdx.(p-2, g-1} tiene que ser mayor o igual que cero, y
por otra, que el polinomio ¢(x) siempre se puede suponer ménico sin que esto signifique
restriccién alguna.

2) Si¢o(x) = f akxk y Y(x) = 3: bkxk, la ecuacién (1.1) implica que los momentos
k=0 k=0

<L, x*>= My satisfacen el sistema de ecuaciones lineales

n f 4 Mok +k£0 b K, =0 n20

k=0

de donde se deduce que los momentos By M 2 0, se obtienen en funcién de los
anteriores. Si en particular s = p-2 = -1, teniendo en cuenta que ¢(x) es moénico, el
sistema anterior se escribe

p-t -1
(-n+b ) un+s+l = n[ ak l'Ln-l+k ’ qz bk um»k’ n20
k=0 k=0

s+l



y por analogia con las formas cldsicas se excluird el caso de que bs+lsea un entero no
negativo. Esta posibilidad conduce en general a que la ecuacién correspondiente a n=bs+1
sea incompatible con las anteriores, n = O,...,bsﬂ-l, y por tanto a soluciones no

regulares.

Cuando L es una solucién de (1.1), el par (¢, ) se llama par admisible. En general
no es lnico puesto que muitiplicando la ecuacién (1.1) por cualquier polinomio ménico
1t(x) se tendrd

D(no L) + (ny - ®’'9) L =0

y, en consecuencia, a cada forma semicldsica L se le puede asociar una familia infinita

de pares admisibles y una familia de enteros no negativos h(L),
h(L) = {méx.{grad ¢ - 2, grad y - 1}: (¢, W) es admisible para L}.
Definicion 1.2
Se llama clase de L al elemento minimo de h(L).
Proposicién 1.1 [53]
Para cada forma semicldsica L, el par (¢, W) que define la clase es ﬁnico.

Con este lenguaje, segiin se ha visto en § 3. del Capitulo I, los polinomios cldsicos
son los semicldsicos de clase s = 0.

A continuacién se presenta un criterio para determinar la clase de un funcional
semicldsico:

Supongamos que L satisface la ecuacién D(¢L) + yL. = 0. Sea Z ¢= | o ¢{a) =0}
y sean q;a, Vo Y T tales que

0(x) = (x-0) ¢, (%)
W(x) + 0, (%) = (x-0) Y (x) + 1.
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Proposicion 1.2 [53]

Sea L semicldsico verificando (1.1) y sea s = méx.{ p-2, q-1}, donde p=grad ¢ y
q = grad y. Entonces L es de clase s si y sélo si

a22¢ (Irg] + ](\pa L)0|) # 0.

Demostracion
0=D(¢L)+\|!L=D((x-a)¢aL)+1pL=¢oaL+(x-a) D, L) + vy L =
= () (Dl L) + vy L) + 14 L
y multiplicando por (x-&t)", esta relacién es equivalente a
_ -1
D(tt)Ot L) +y, L= (\ua L)o o(x-0) - o, (x-a)” L,
lo que significa que
D(q)a L)+ Vo, L =0 siy sélosi |ra| + |(\|lOL L)0| = 0.

En consecuencia, L es de clase s si y sélo si |r | + |(y, L) | #0 paratodoa e Z ¢ que
es la condicién buscada

Definicion 1.3

Se dice que D¢ L) + w L = 0 es la ecuacion irreducible de L cuando

ocne( ra| + |(wa L)0| # 0. Se dice que es irreducible en 0. cuando Iral + |(lua L)ol # 0.
¢

Se pasa ahora a ver la generalizacién de algunas de las caracterizaciones de los
polinomios cldsicos dadas en el Apéndice del Capitulo I.

§ 2. Relacion de Estructura de los Polinomios Semiclasicos.

La extensién de la caracterizacién de los polinomios cldsicos debida a W. Al-Salam
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y a T.S. Chihara es la siguiente:
Proposicion 2.1 [53]

Sea L repular y (Pn)c:'=0 su correspondiente S.P.O. mdnica. Son equivalentes:
1} L es semicldsico de clase s.
ii) Existe un polinomio ¢{x) de grado p, 0 < p < s+2, 1al que

n+
(2.1) o(x) P’(x) =k};:-s a P(x), nzs,
con a_ constantes tales que a  # 0, n 2 s+l.
nk n.n-s

Demostracion

1) = i.i). El polinomio ¢(x) P;H(x) escrito en términos de los elementos de la S.P.O.

asociada a L. vendrd dada por

n+ < L, q:P;+1 Pk>
ox) PP (x) = Zp a P(x) con a_ =
n+l Ly mk Tk nk <L, Pi >

Pero

<L ¢P P>=<¢LP P>=<¢L (P P)y-P P>-=

I 1

=-<D@L,PP >-<¢LPP >

+1

y, como D(¢ L) + w L = 0, esto es lo mismo que

<wL’PkPn+1>-<¢L'P;:Pn+1>=<L'kaPn+l>-<L’¢P;an >.

+1
Teniendo ahora en cuenta que (Pn)°n° o &S la S.P.O. asociada a L,
<L, ¢ Pk P"1+ >=0 si k+tq<n+tl y k-1+p < n+l,

1

y por lo tanto, a = 0 cuando k < n-s. Por consiguiente

O(x) Pr’m(x) =:Z:.sa“k Pk(x), n 2 s.
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Para probar que a # 0 se analiza cada una de las tres posibilidades que pueden
presentarse:

I) p<st2, g=s+l.
En este caso grad(¢ P;_s) <n y grad(y PM) = n+1. Entonces

<L, PP >a =<L,yP P >=0.
n-§ n,n-s n-s n+l

II) p = s+2, q < s+1.

Entonces grad(¢ P;_s) = n+l, grad(y Pn_s) < n y como consecuencia,

<L PP >a =-<L 6P P >=0.
-] na-s n-s

- o+l

III) p = s+2, q = s+1.

+2 s+l

Teniendo en cuenta que ¢(x) = x™° + ..., que W(x) = bs+1 X 4+ ... ¥y que cada

Pn(x) es moénico, se tendrd

VP -6P =0 -(«s) ™'+ ..y por tanto

n-§

<L P >a = G, - @) <L, P>

n-s nn-§ n+l

que es no nulo puesto que en este caso b$+1 no puede ser un entero no negativo segin
se ha dicho en la Observacién (2) de la Definicién 1.1.

il) = 1)
n+
’ = >
o(x) Pn+l a Pk, n 2 s. Por tanto
k=n-s
>
<L’¢P’+1>={0 cuando n 2 s+l
" a cuando n=s
8,0
y entonces

(2.2) < D(¢ L), PM1 >=0 si n2s+l.

Escribiendo D(¢ L) en términos de la sucesién dual (L“)c::'=0 se tendrd que
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P.(x)

D(¢ L)=m AL, con L =
jZo i j <L,Pf_(x)>

y, como 7\.j = < D(p L), Pj >, la relacién (2.2) significa que ?Lj = 0 para j 2 s+2.
Entonces

s+1
(2.3) D@ L)=) AL =-wx)L, con grady< s+1
j=0

y por tanto L es semicldsico. Para ver que L es de clase s se distinguen dos casos:

I) a, # 0.
De (2.2) se deduce que <D (¢ L), P >= a,#* 0, y por (2.3), grad y = s+1. Como
grad ¢ < s+2 , mdx{grad ¢ - 2, grad y -1} = s y entonces L es de clase s.

ma =0
5,0
En este caso las expresiones (2.2) y (2.3) implican que grad ¥ < s+1. Se verd que
grad ¢ = s+2.

n+
Como ¢(x) Pl’m = Ep a Pk entonces < L, ¢ P;+1 Pn_s >=a < L, P >

0-5 n-s
k=n-s

y por hipétesis, a . * 0 para n 2 s+l. Pero
<L ¢ Pn+l Pn-s >=<0¢L (Pn+1 Pn-s ) - Pn+l Pn-s > =

=. < D( L), Pr1+l Pn_s >-<L, ¢ Pn+1 P >

n-s

Teniendo ahora en cuenta (2.3) y que grad ¥ < s+l,

'<D(¢L)’Pn+1Pn-s>=<L’WPn+ P >=0,

1 ns

y por lo tanto, para n 2 s+l,

O¢<L,¢P"mPn_s>=-<L,q>Pr’l_sP >,

n+l

de lo que se deduce que grad(¢ P;_s) > n+l y, como consecuencia, que grad ¢ 2 s+2.
Como por hipétesis grad ¢ < s+2, se tendrd que grad ¢ = s+2. Luego L es de clase s
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Observacion
Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia a tres términos de la sucesién (Pn)o:=0
P () =(B)P®-YP (0 nzl
Po(x) =1, Pl(x) = x-BO,
la ecuacién (2.1) se puede expresar de la forma
(2.4) o(x) Pt’l(x) = M(x,n) Pml(x) + N(x,n) Pn(x), nz20,

donde M(x,n) y N(x,n) son polinomios cuyos coeficientes pueden depender de n pero no
sus grados, que son independientes de n y ademds verifican que

grad M <'s, grad N < s+l.

Esto explica el interés de conocer e} orden de la clase de un funcional, puesto que
proporciona cotas para los grados de los polinomios M(x,n) y N(x,n), y es en parte la
motivacién del trabajo realizado en § 5. y § 6. de este Capitulo, donde se estudian,
ademds de la regularidad, las modificaciones que se producen en la clase de un funcional
cuando este se perturba con una masa de Dirac o con su derivada.

§ 3. Ecuacion Diferencial de los P.O. Semiclisicos

La extensién de la caracterizacién de Bochner para los polinomios cldsicos es la
siguiente:

Proposicion 3.1 (Hahn [23])

Sea L regular y (Pn)::o su S.P.0. ménica. L es semicldsico de clase s si y sélo si
existen polinomios J(x,n), K(x,n) y L(x,n), cuyos grados son independientes de n y tales
que

3.1) J(x,n) P;’(x) + K(x,n) P;(x) + L{x,n) Pn(x) =0, n20,

donde grad J £ 2s+2, grad K < 2s+1, grad L < 2s.
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Demostracion

Por brevedad se escribird Jn(x) s] Jn en lugar de J(x,n). Lo mismo se hard para
K(x,n). y L(x,n).

Supongamos que L es semicldsico de clase s y que D(p L) + y L = 0 es su ecuacion
distribucional. Por (2.4) existen polinomios Mn(x) y Nn(x) cuyos grados no dependen de n
aunque si pueden depender los coeficientes, tales que
(3.2) o(x) P"I(x) = Mn(x) Pnﬂ(x) + Nn(x) Pn(x), n 2 0, grad Mn < s, grad Nn < s+l.
Utilizando la relacidn de recurrencia a tres términos de la S.P.O. (Pn)°:=0 y teniendo en

cuenta (2.1), se pueden encontrar polinomios An(x) y Bn(x) con grados independientes de
n tales que

(3.3) d(x) P;’(x) + Y(x) P;(x) = An(x) PnH(x) + Bn(x) Pn(x), n 2 0,
grad An < s-1, grad Brl < s.

Multiplicando (3.3) por Mn(x) y (3.2) por An(x), y restando las expresiones, se obtiene
la relacién (3.1) con

J(x,n) = ¢(x) M(x,n)
K(x,n) = y(x) M(x,n) - ¢(x) A(x,n)
L(x,n) = M(x,n) B(x,n) - N(x,n) A(x,n).
Por consiguiente, grad J < 2s+2, grad K < 2s+1 y grad L < 2s.
Reciprocamente, supongamos que se verifica (3.1). Como
Pn . (X-Bn-l) Pn-l " Yot Pn-z’ n22,

entonces
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P=P + (X'Bn-l) P;_l Y P;-z , n=z2

n n-1

P’ = 2P

Y (X_Bn-l) P;jl " Yo P::z , 02 2.

Multiplicando la expresién de P"" por JnHJan_ _se obtiene

(34) Jn-ZJn-l(-KnP:l. ) ann) = ZJn‘an‘IP:\- + (X-Bn-l) J11-2Jn(-Kn-lPr’l-l-Ln-lPn-l) )

P )

Vodadde C KoPoa - LoPs

y utilizando la expresién de P’ ,

(3.5) nnl(x) Pn(x) + n:nz(x) Pn_z(x) = nna(x) Pr’l(x) + TI:M(x) P’n_l(x),
donde

Ttnl(x) =-J J_ L

n-l 02 n

R ) =-(B I I L +J J B DL, +K ]

n-1

nnB(x) = Jn-l J Kn . Jn Jn-l K

n-2 n-l

RM(X) =2 Jn Jn-l Jn-2 + (x-Bn-l) Jn(Jn-l ) Jn-2) Kn-l.

Utilizando las expresiones de Py P:.’ el primer término de (3.4) también se puede
escribir de la forma

(3.6) 9 P(x)+8 ()P (x)= 3 () Px)+ 9 (x) P (%)
con

6nl(x) = Jn Jn-l [- Kn+1 B (X,Bn) Ln+l] + (x-Bn) Jn+l Jn Ln

ﬁnZ(x) = Yn Jn(Jn-l I"n+ ) Jn+l I"n-l)

1

ﬁna(x) = (x-Bn) Jn J“.l K +2] J Jn_l - (x-Bn) J“+ J Kn

n+l n+l n I n-l
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13’“4()() = -Yn Jn (Jn-l Kn+l -] 1 Kn-l)'

n+

Multiplicando (3.5) por 19“4 (3.6) por m_ 'y restando, se obtiene
(3.7) A (x) Pn(x) +B(P (x)= E (x) P'(x),
donde

A =T, ﬁm ) 13nl M

Bn(x) =T ﬁm -0

n2 nn4
En(x) =1, 13“4 -0 T

n3 nd

Si se multiplica (3.5) por ﬁnS y (3.6) por T, el resultado es
(3.8) Gn(x) Pn(x) + Hn(x) Pn_l(x) = Enﬂ(x) Pl’l(x)
siendo

Gn(x) = (x-Bn) ( ﬁnﬂ.l nn+l,3 - X ) + 9

n+l1,1 13n+l.3 n+l,2 nn+l.3 B Ttn-|-1,2 ﬂn+l.3

Hn(x) = - Yn(ﬁm—l.l ﬂ:n+1.3 - )-

n+l,1 n+l3

Como Eml(x) y En(x) son polinomios del mismo grado, las expresiones (3.7) y (3.8) son,
para cada n, iguales salvo un factor constante:

En“(x) =c En(x), n 2 0. Por lo tanto En(x) =C - C Eo(x)
y en consecuencia,
- -1 —
() = (c_..c)’ E(x) = B
es independiente de n.

Usando la relacién de recurrencia, (3.7) se puede entonces escribir de la forma
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6(x) P(x) = M(x) P_ (x) + N (x) P (x)
con
M) = - @, ¢, )" B(X)
N = (e )’ [A® + 7Y, (xB) B

Entonces la Proposicién 2.1 implica que L es semicldsico de clase Sy

§ 4. Ecuacion de la Serie Formal de Stieltjes.
Proposicion 4.1 [60]

Sea L regular. Son equivalentes:
i) L es semicldsico de clase s.
ii) La serie formal de Stieltjes S(z) asociada a L verifica

(4.1) d(z) $’(z2) = C(z) S(z) + D(z),

donde ¢(z), C(z) y D(z) son polinomios tales que
a) ¢(z) es ménico.
b) Sea p = grad ¢. Si grad(¢’ + C) = p-1 = 1, el coeficiente principal de ¢’ + C no
es un entero negativo.
¢) s = mdx {grad C - 1, grad D].

Demostracion

i) = ii) s+2 ) s+l .
Sean §(x) =; a X', WY(x) = -L b, x', grad ¢ = p < s+2, grad Yy = q £ s+1, tales

que D(¢p L) + y L = 0. Denotando 4 =< L, x" >, n 2 0, se tiene que
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y por tanto,

b &2 n+i-1l T & n+i
Z Z n+l )+n 0 i bi zn+1 - O
Entonces
s+2 9 (¥ s+1 oo v
(4 2) a n n+i-1 + b n+i — 0
:Zo ' n)=:o z**! = nZO i
Teniendo en cuenta que
© lJ'n-c—i _
nZO zn~o-l
y que
T Hosie i v Hoei
E n :+ll =z E (n+1) n:;ﬂ =
n=0 z n=90 z
i ’ i un : S!Z) il Mn
= [{S (z) —n);o (n+1) e } - il- Z -nZO T l] =

. ) R
=-28@+iz" S +2z } (0l
n=0

la férmula (4.2) es equivalente a

s+2

S(z)): az+S(z)[ laZ +): a(i[ (i-n-1)

)Z-

s+l

-S(z)[bz-z Z

lo que significa que

0(2) S(2) + [$’(2) + w(2)] 5(2) =
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s+2 i-d ].ln . s+l i-1 un .
=- z ai( z (i-l’l-l) n+2 ) ZI + E bi E n+l ZI
i=0 ~ n=0 z i=0 'n0 2z
que es la expresion (4.1) con
C@) = - v(@) - ¢'(2)
s¢2 -l 1 L ;
D(Z) = ): ai( z (1-n‘1) n+2 ) z+ z bi E n+l Z.
i0 " a0 z i=0  n=0 Z

Por consiguiente, grad(D(z) < s y el coeficiente de Zz° es ds = [bs+1' (s+1)as+2] K,
Ademds, si grad (¢’ + C = - y) = p-1, tendrd que ser grad ¢ = p = s+2 . Estamos entonces
en el caso excluido en la Observaciéon (2) de la Definicién 1.1. Por lo tanto, el
coeficiente principal no puede ser un entero negativo. Se tiene asi b). Las condiciones
a) y c) se comprueban de forma inmediata.

i) = 1)
Las condiciones b) y ¢) aseguran que grad C < s+1, grad D < s y que al menos se da
una de las igualdades. Ademds (4.1) garantiza que grad ¢ < s+2.

542 N 5+1 i
Sea ¢(z) = ; a, Zy Clz) = Z c. z'. Entonces (4.1) toma la forma
: =0

D(z) = Of 1 [ siz a (n+1) K P sil ¢ u 7! ]

] .
n=0 Z i=0 i

o lo que es lo mismo,

n

oo L~ -
- n-1
D(2) _,.Zo an = +nzo [(n+1) a +c ] o +
k- S n
+nZO iZO [a, (+) + ¢ Tp 2™

Como
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oo

s . $ i .
Z [ai+2 ([H-l) M Ci+l] “l‘l Zl.n = ): Z [ai+2 (n+1) + Ci+l] “n 7_1'“ +

n=0 i i=0 n=0

s o0

+ Z Z [ai+2(n+1) + ci+l] Iln zi"j ’

i=0 n=1i+l

D(z) se puede escribir de la forma

o0

D(z) = [

n=0

]
{ao" p o+ (D) a+clp +) [a (m+i+2) + ¢ ] “mm} +

n+l
z i=0

+ii:0 n):ﬁ [ai+2 (n+1) + Ci+1] m S

Teniendo ahora en cuenta que D(z) es un polinomio,

0= an Bt [(n+1) a + co] H +iZO [ai+2(n+i+2) + cm] H

n+itl’

de donde se deduce que
<DL, X">+<@®+OLx">=0 n20.
Por lo tanto, D(¢ L) + y L = 0 con ¢’ + C = - yy L es semicldsico. Ademds, es inmediato
que las condiciones a), b), c) aseguran que mdx { grad ¢ - 2, grad ¥ - 1 } = s, por lo
que L es semicldsico de clase s, |
Finalmente, en los epigrafes 5 y 6 de este Capitulo, se estudia el efecto que

producen, en la regularidad y en la clase, las modificaciones de un funcional semicldsico

por medio de una medida de Dirac y por su derivada.

§ 5. Modificacién de un Funcional Semicldsico con una Masa de Dirac
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Proposicion 5.1. (Marcelldn, Maroni [44])

Sea L una forma regular, (Pn)c: - la correspondiente S.P.O. ménica, y ¢ un complejo
arbitrario. Entonces, L = L + A 8(x-c) es regular si y sélo si

n Pi(c)

(5.1) 1+ A # 0 para todo n 2 0.

k=0 < L, Pi >

Demostracion
Para demostrar que la condicién es necesaria se procede por induccién.

Si L es regular, necesariamente < L, 1 > # 0. Pero

A

Por consiguiente, la relacién (5.1) es vdlida cuando n = 0.

Supongamos que (5.1) es vdlida para 0,1,...n-1. Sea (Pk)::=0 la S.P.O médnica con
respecto a L.

<L P P >
n Kk 0<k<nl

— n-1
P(x)=P(x)+) a_  P(x) donde a_ =
" ° kZ‘o ok nk <L, Pi >

<L P P >=x< L,P P >- A < 8(x-c), PP >=- A P (c) Pk(c)

y por lo tanto

n-1

- - P (¢)
P(x)=P(x) -LP() [ —=———P (%)
k=0 < L, Pk >

Haciendo x = ¢ en esta férmula y teniendo en cuenta la hipétesis de induccion,

- S HO) 1
P(c)=P(c)[l+7L _—2—]
" " k=0 < L, Pk >
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de donde se deduce que

_I;n(x) =P (x) - A P () [1 + xnf—L“;{_ ]
ko <L, P >

Operando se obtiene que

- - n Pi(c)
0#<L,PP >=<L,P2>[l+l
n o0 n k=0<L,P]2(

Yy en consecuencia,

1+?LZ
k=0 < L, P >

Reciprocamente, sea Pn(x) el polinomio dado por

- n- Pz(C -
P =P - ARO[+ le-L{‘—Pz ]
o < L,P >

>

n-1

kgo

P (c) P (x)

0 <L,Pi>

][Hln).:l Pi(c) i

P (c) P (x)

) 2
< L, Pk>

que estd bien definido por la_condicién (5.1). Es inmediato comprobar que (P“)b:=0 es la
SPO monica con respecto a L = L + A 8(x-¢) y por consiguiente, L es regular_

Proposicién 5.2

Sea L un funcional de momentos tal que D(¢ L) + w L = 0. Entonces L = L + A &x-c)

satisface la ecuacién

(52)  D((x-0/% L) + {(x-0/y - 2(x-c)0) L = 0.

Demostracion

Como L = L + A 8(x-c) entonces (x-¢) L = {(x-c) L. Ademd4s,

D((x-c)* ¢ L) = (x-¢) ¢ L + (x-c) D[(x-c) & L] = (x¢) & L + (x-c) D[(x-c) ¢ L]
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= (x-0) 0 L + (x-¢) (§ L + (x-c) DO L)} = 2(x-0) § L - (x-0)” y L,
de donde
D(x-0)* 6 1) + (-0 W - 20c0) §) L = 0,
Corolario
Sea L semicldsico de clase s y sea D(¢ L) + ¥ L = 0 su ecuacién irreducible. Sea E =
= L + A &(x-c) con A verificando la condicién (5.1). Entonces L es semicldsico de clase s
con s-2 <5 < s+2,
Demostracién
Las Proposiciones 5.1 y 5.2 aseguran que I es semicldsico, y la relacion (5.2)
supone que s < s+2. Como L =L - A 8(x-c), de nuevo por la Proposicién 5.1, s < 5+2.
Luego s-2 < 5 < s+2_ '
Veamos en que condiciones la ecuacién (5.2) se puede reducir:
Se denota la ecuacidn (5.2) de E en la forma D(E E) + \|_1 E = 0.
Proposicion 5.3
D(g E) + ; E = ( es irreducible en toda raiz de E)-(x) distinta de c.
Demostracion
Sea @ # c una raiz de E(x). Se denota
() = (x-0) 6, (x), W(x) + ¢ (x) = (x-a) Y (X) + 1,

00 = (x-0) By (), W) + 9 (0) = (x-0) W) + 1,

Como a(x) = (x-c)2 o(x) y E(x) = (x-c)2 Y(x) - 2(x-c) ¢(x), se tendrd
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D0 = (0 0,0 ¥ W) + 0,0 = (0 (W) + 9,0 - 2(x:€) 69,

de donde

£, = W@ + 0 (@) = (@-of (@) + p (o) = (@0 1y

Por lo tanto

(5.3) o 0 siy sdlo si T * 0.

Ademds, cuando T = 0, wa(x) (X-C)2 \ua(x) - 2(x-c) an(x), y asi

(q’az)o=<z’;a> <L,Ea>+K<8(x-c),;a>=<L,Ea>=
_ 2
=< D(qya L) + Ve L, (x-¢)" >.

Pero cuando T = 0, como D(¢ L) + ¢ L = 0 es irreducible en «, se tendrd
(x-0)) {D(q)a L) + Ve, L} = 0 y por tanto D(q)a L) + Ve, L= (\ya I_.)0 o(x-o1)

Por consiguiente

(54 (w, L), = (v, L), (o)

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.2, de (5.3) y (5.4) se deduce que la ecuacién

D(E -l-_,-) + G -l: =0 es irreducible en o

Como consecuencia, s6lo es necesario estudiar bajo qué condiciones la ecuacién es

reducible en la raiz c.
La ecuacién de L es

D(x-c)? 6 L) + ((x-c)* ¥ - 2(x-¢) 6) L = 0
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y derivando se obtiene
(x-¢) (DI(x-c) ¢ L] + ((x-c) ¥ - ¢) L) = 0.

Ademds,
<L, (k) Y-b>=<L (xc) Y- 6>+ A< 5xc), (x¢) ¥ - ¢ > =
=<y L+ D(¢ L), (x-¢) >+ A ¢(c) = A ¢(c),

de lo que se deduce que

(5.5) Si &(c) # 0 entonces L es de clase s = s+2.

Si ¢{c) = 0 entonces la ecuacién se reduce a
D((x-¢) ¢ L) + ((x-¢) w - ) L = 0
que, después de derivar, es
(x-¢) (D@ L) + y L} =0
Como < E y>=<L,y>+ A wyc) =2 yc), se tendrd:

(5.6) Si y(c) # 0 entonces E es de clase s = s+1.

Si y(c) = 0, L verifica la ecuacién D(¢ L) + y L = 0, que es equivalente a

(xc) D(—2— Ly + XAV [ g

Es claro que esta ecuacién es irreducible cuando ¢’(c) # 0 y por consiguiente
5.7 ¢’(c) # O implica que L es de clase s = s.

Cuando ¢’(c) = 0, la ecuacién se escribe
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(x-c){D(x_?_e L) + -2 ‘(* (")C) vV Ll-o0
Xx-C

y puesto que

<L ¢+(xc)w >=<L, ¢+(XC)\P >+ A ¢”(C)+2\u(0)
(x-c)? (x-c)*

b

y como ademds la ecuacién de L es irreducible, < L, ¢+ xO) W - Loy ># 0,y

(x-c)

de esta forma:
(5.8) Si ¢’*(c) + 2y’(c) = 0 entonces s = s,

Cuando ¢’’(c) + 2y’(c) # 0, hay que distinguir dos casos:

<L, ¢+(x0)w Y ¢”(C)+2W(C) £0
(x-c)?

que indica que L es de clase s, o bien

A=2<L, LEEODVY 5 @) + 29()
(x-c)?

que indica que s £ s-1. Como o + (xo) ¥ _ ¥ (x), esto dltimo se escribe

(x-cf

(59 <Ly >+r 202V .0 implica que § =

y A=-2<1L, y > 0 (c) + 2y(c))’ implica que § < s-1. Estudiamos esta ltima
posibilidad:

La ecuacién tiene ahora la forma D(¢_ L) + A L = 0, que después de derivar es

— o+ (x0)y,

ol
I
o

(x-c) D

63



o+ (x0) Y

X-C

# 0, la ecuacidn es irreducible. De forma equivalente
X=C

Cuando

(5.100  ¢’’(c) + W (c) # O entonces s = s-1.

Cuando ¢’'(c) + (¢} = 0, la ecuacién se reduce a

b - o _+ (x-¢) y —
(x-c){D(x;L)+ : " °L}=O
) (x-c)
¢ +(xc)y ¢ + W
de lo que se deduce que, denotando q)cc(x) = 9% = — = ccx_a_c,

(X-C)2 ? Ve (X-C)2

(5.11) s =s-1 cuando < L, >+ A wm(c) # 0

(5.12) yesdeclase s=s2 cuando <L, y_>+ A v _(c) = 0

lo que termina el estudio porque s 2 s-2 como se habia visto en el Corolario de la

Proposicién 5.2,

Las relaciones (5.5) a (5.12) se resumen en el siguiente resultado.

Proposicion 5.4
Con las notaciones anteriores, L = L + A 8(x-¢) verifica

d(c) # 0 = s = s+2.

‘l’(f;) #0 = 5 =s+l.

W(c)=0=;{¢’(C)¢O=>§=s.
¢’(c)=o=>{¢"(°)+2‘4”(°)=0=° 5=

¢7(c) + 2¥’(c) # 0 = [*]

¢(c)=0=>{



<L, y> + A 07(c) 3 2¥'(©) 0= 5 =
@) + y(c) #0 = 5 =s-1.
$"’(c) + Y(c) = 0 = [*¥]

[*] {
<L, y>+ A ¢ () u 2y} - g = {

<L,y>+Ay (c)#0=s5=s1l.
<L, wcc>+l\|1cc(c)=0:>s=s-2.

§ 6. Modificacién con la Derivada de una Masa de Dirac.
En esta seccién se sigue un desarrollo andlogo al realizado en el epigrafe anterior.
Proposicion 6.1 (Belmehdi, Marcellan [5])

Sea L una forma regular, ( Pn)fzola correspondiente S8.P.O. ménica, y ¢ un complejo
arbitrario. Entonces, L = L + A 8’(x-c) es regular si y sélo si

1- & K%, -A K(O’O)(c,c)
(6.1) A = " ! #0,n20
) n _ (1.0 ) (0,1 T
lKn (c,c) 1-A Kn (c,c)
() ()
y n P (x) PU(y)
donde Ki“')(x,y) = z X k

2
k=0 < L, Pk>

Demostracion

Se prueba por induccién que la condicién (6.1) es necesaria.

1 A/J<L, 1>
A0= =1,
0 1
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Supongamos que L es regular y que la condicién (6.1) se verifica para n-1.

Sea ( P )c: -0 la correspondiente S.P.O. ménica con respecto a L. Entonces

<L, P P >
n k

—_ n-1
P (x) = P (x) +kZO a P(x) con a = L Pi g

<L PP >=<L PP>- < 8(xc), PP>= A P(©P(©) + P (0) P(c) )
cuando k < n-1. Entonces

P (0 =P (0 + A P() K%%x) + & P (c) K (x).
De aqui se deduce que

P(0) = P(0) + A P(©) K%) + A P () K ey0)

P(0) = P’ + A P©) K%"(c0) + A P () K" c0)

o de forma equivalente

- AK%9ce) A K V%) ) [P P ()

AR Vo) 124 K90 ) [P P(c)

El determinante de este sistema es A , que por hipétesis de induccién es no nulo,
Entonces

P (c) I SR CX
P’(c) 1- 2 KPP0
A

n-1

(62) Fn(c) =
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1- A K:“_J;l)(c,c) P (c)
Y Kl‘lf;”(c,c) P’(c)

63) Pc) =
n A

n-1

lo que permite expresar Ii (x) en términos de I:) (x),...,lf‘l (x). Ademds, como

Prf”(c) P;i’(c)

k)

(1) — id
K11 (c,c) = Kn_l (c,c) + <L P:>

es fécil comprobar que

A A

n
=1 -
A <L P2>4

[2 (1- A K®Pco) P(©) P'(c) +

+ A K%%.0) Pe) + A K" e.0) Po) ]

Por otra parte
<-Ij,-I;nPn>—-~<L,;nP“>+7L<8’(x-c),—l;n Pn>=
<L P>-A(POPO+P©PO)

y asi

<L,PnPn>=l_ %

0= 5 3
<L,Pn> < L, Pn>

(P(0) P(0) + P (c) PX(©) ).

Teniendo ahora en cuenta (6.2) y (6.3), se obtiene que

P(0) P(c) + P.(0) P(e) = — [2 (1- A K%Pe,0)) P (o) PI(o) +

n-1

+ A K%%C0) P(0) + A K" (c0) P(o) ]
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<L,P P > A
por lo que —— = —— . Entonces A_# 0.
<L, P* > a-1 8

Reciprocamente, si (6.1) se verifica para todo n 2 0, los polinomios
P (x) = P(x) + A PX(c) K[(l(_);o)(c,x) + A P(c) K:(_);”(x,c)
con P;(c) y P;(c) dados por (6.2) y (6.3), estdn bien definidos y es facil comprobar que
( Pn)c::'=0 es la S.P.O. ménica con respecto a L. Por consiguiente L es regular.
Proposicion 6.2

Sea L un funcional de momentos tal que D(¢ L) + w L = 0. Entonces L =L + A 8§ (x-¢)
satisface la ecuacién

64) D((x-9% L)+ ((xc)'y - 3(x-0)%) L = 0.
Demostracion
L = L + A 8(x-c) implica que (x-c)* L = (x-c)® L. Ademis

D((x-)’ L) = (x-0% L + (x-¢) D((x-c)/% L) = (x-0% L + (x-c) D((x-0)° L)
= (x-0)% L + (x-¢) {2(x-0)p L + (x-¢) D6 L)) = 3 (x-¢)*6 L - (x-c)’w L.

Entonces
D((x-c)’p L ) + ((x-0f'y - 3(x-0%) L = O,

Corolario

_ Sea L semicldsico de clase s y sea D(¢ L) + v L = 0 su ecuacién irreducible. Sea

L = L +A &(x-c) con A verificando la condicién (6.1). Entonces L es semicldsico de
clase s con s-3 £ 5 € s+3.
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Demostracién

L es semicldsico por las Proposiciones 6.1 y 6.2. Ademds, por la ecuacién (6.4), ha
ser s £ s+3. El mismo razonamiento para L = L-A §°(x-c) lleva a que s < §+3. Entonces
s-3< 8% s+3,

A continuacién se estudian las posibles reducciones de la ecuacién (6.4) utilizando
las mismas notaciones del § 5.

Se escribe (6.4) en la forma D(¢ L) + w L = 0.

Proposicién 6.3

La ecuacién de E D(¢ L) + v L= 0, es irreducible en toda raiz o de ¢(x) que sea
diferente de c.

Demostracion
Sea o # ¢ una de raiz de g(x). Como 5 = (x—c)3¢ y ; = (x-c)aw-B(x-c)ztp, se tiene
o0 = (0P 6,00, W) + 0,0 = (0 (W) + §,(0) - 3(x-0(x).

En consecuencia, ;0!. = ;(a) + ga(a) = (a-c)S(w(a) + or.(a)) = (a-c)ara, de donde se deduce
que ra;&Osiysélosi ra;tO.

Siry, =0 entonces Yy (x) = (x-c)’ Wy (x) - 3x-cY’d,(x) y ast

(Gaz)[):<E,;a>=<L,;a>+k<8’(x-c),aa>=<L, _“;a>=
= <y, L, (x-c)’> - < b Ls 3(x-¢c)’ > = < D(9,L) + W, L, (x)’ >.

Como D(¢ L) + w L =0 es irreducible en ¢, cuando 1= 0 se verifica que

DdgL) + Vol = (WoL) 8(x-00)

y en c_c_msecuencia, (\uaL)o: (\paL)o(a-c)J. Por tanto (\uaL) 0# 0 en el caso de que Iy Y por
tanto Ty S€ anule. Por consiguiente, la ecuacién del funcional L es irreducible en o # Cy
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La ecuacién de L sélo puede admitir reducciones en la raiz ¢. A continuacién se
estudia esta posibilidad.

Después de derivar, la ecuacién de E s¢ escribe de la forma
(x-¢) (D((x-c)’d L) + ((x-¢)*y - 2(x-c) ¢) L} = 0.

Ademds, _
((x-c)*y - 2(x-c)o L)= < L, (x-0)’y - 2(x-c)p > +

+ A < 8(x-0), (x-0)'W - 2(x-c)p > = < D L) + w L, (x-c)? > + 24 ¢(c) =
= 2 ¢(c)
y tenemos la primera conclusidn:

(6.5) Si ¢(c) # O entonces s = s+3.

Si ¢(c) = 0, la ecuacién de L se reduce a
D((x<)* ¢ L) + ((x-0)® ¥ - 2(x2) §) L = 0
y derivando, (x-c)(D((x-c) & L + ((x-c) W - ¢) L) = 0. Adems,
(o w-oL ]0 =<L (x0) y- 0>+ A< 8(xc), (x0) Y- 6 >=

=<DOL)+yL xc>+ L (@) - wc) = A (@) - W)

(6.6)  Si ¢’(c) - W(c) # O entonces § = s+2.

Cuando ¢’(c) - W(c) = 0 se tiene (x-c) (D( L) + y L) = 0. Ademds,
(v E)O =< L, y>+Ad<&xc), ¥>=-4 yl).

(6.7) Si y'(c) # O entonces s = s+1.
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Supongamos que y’(c) = 0. Entonces D(¢ E) + Yy E = 0, que es equivalente a
() Do, L) + (¥ + 6) L = 0.
Como ¢’(c) = w(c) entonces y(c) + q)c(c) = Z;I)’(c), y en consecuencia,
(6.8) ¢’(c) # O implica que § = s.
Si °() = 0, la ecuacin es (x-¢) (D(p, L) + y_L) = 0. Ademds
< E Vo> =< L, Vo> - A \y":(c) =<L, v > - —%- @) + 3 y’(c)).
Como la ecuacién de L es irreducible, < L, vy > # 0y por tanto

(6.9) Si ¢’’(c) + 3 y’(c) = O entonces 5§ = s.

6<L, y > i
(6.10) & ¢”’(C) + 3 \V”(C) # 0 Y A% _d;r“T:ﬁ—cTW entonces s = s.

Lg)

6 <L, o> .
Cuando A = ) F IV con ¢'’(c) + 3 y’(c) # 0, la ecuacién es

D@ L) + y L =0, 0bien (xc) D(6_ L) + (v, +é)L =0
Como (\|Ic + q)cc)(c) = ¢’’(c), se deduce
(6.11)  Si ¢”(c) # O entonces § = s-1.
El caso contrario es (x-c) (D(¢_ L) + W_ L) = 0. Ademds,
< E, v >=<Ly >-1% v =<Ly >- —[-%— 0™e) + 2 v,
de donde
612) Si <L y_>-—2 @™ +2y"() # 0 entonces s = 1.

La otra posibilidad es D(p_L) + y_L = 0 o bien (x-D@_L) + (v + 6 _) L = 0.
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(y,+¢ )@= ¢ () ; v () y asf

(6.13) Si ¢”’(c) + ¢’(c) # 0 entonces s = s-2.

La posibilidad ¢’*’(c) + y’’(c) = 0 da lugar a la ecuacién
(x-¢) (D9 L)+ v L)=0,
y como

<L oy_>=<Ly >-A V0= <Ly >- -5 36Y© + sy™o,

se tienen las dos tltimas alternativas:

614) <Ly >- b 3% +5 ™) # 0 entonces § = s-2.

(6.15) <L, v > - —1-%-0— 3 ¢(V(c) + 5 y™(c)) = 0 entonces § = s-3

y ya no es posible reducir mis porque s 2 s-3 en virtud del Corolario de la Proposicién
6.2.

Las relaciones (6.5) a (6.15) se resumen en el siguiente resultado:

Proposicion 6.4

Si L satisface la ecuacién D(¢p L) + w L = O entonces

d(c) # 0 = s = s+3.

t'(c) - yl(c) # 0 = s = s+2,
o) = 0= {¢’(c) Swle) = 0 = y(c)# 0= s =s+l.
w,(c)=0=>{¢’(c)¢0=:>§=s.
$’(c) =0 = [*]
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¢ () +3Y(c) =0 = s =5
[*] 6 <L, v, > i
A # A R ATAM ) Rl

0’7’(c) + 3y’(c) £0 = {

6<L, y > 0"’(c) #0 = s =s-1
A= c =>{

¢ (c) + 3 yii(c) 0’(c) = 0 = [*¥]

" <L, v > - _I%_ (q)‘“’(c) +2y¢7() #0 =5 =51,
[ ]{ ()} + W) 20 =5 = 52

Ay ’rs
<L,y >- 0 "(c) + 2 cH=0=
e [2 q) W { ¢’”(C) + ‘If”(c) =0 = [***]

<Ly_>- o G 0% +5y™© #0>§=s2.

<Ly >- oy G0V +5y™© =0 5=s3

Ejemplo (Modificacién de los polinomios de Laguerre L;O)(x) )

Se considera el funcional de Laguerre para o = O cuya ecuacidn, dada en el Capitulo
primero, es

DxL)+(xx-1)L=20

y se estudia el nuevo funcional L =L + 118(:() + l28’(x} con ll y 12 verificando las
condiciones (5.1) y (6.1). '

En este caso ¢(x) = x y y(x) =x-1 por lo que ¢(0) =0 y w0} =-1.De la
Proposicién 5.4, L'=L+ Klﬁ(x) es de clase s = s+l = 1 y su ecuacién irreducible es

D> LY + (x>~ 2x) L™ = 0.
Teniendo ahora en cuenta la Proposicién 6.4, el funcional L = L'+ lz &8’ (x) es de

clase s§=s+1=2 porque ¢ (0) =0, (¢)(0) - ¥ (0) =0, (¢)'(0) = -2. Su ecuacién
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itreducible es
DG L) + (-3x%) L = 0.

Por otra parte, segtin se ha dicho en la pdg. 31, los polinomios ménicos de Laguerre
son

L0 = e o § (1) G

k=0

Denotando como en (6.1)

n L{%) LIV(y) >
K(G)(Xay) = z ka ak ; con < L(} p(x) > = [ p(x) X% X dx,
" xS0 <L,(L£’(x)) > .
se verifica que (ver pag. 101 y 102 de [64])
(00 _ (-D° (OL+1) _ 1 & mt+o+l) (-x)
616 K70 = pmgmpmr L @ = T kzo [ n-k ] X

Siguiendo entonces la Proposicién 5.1, para el caso o = 0 y cuando la masa estd colocada
en ¢ = 0, los polinomios L;(x) relativos al funcional L™ = L + A, 8(x) son

7L1 L (0)

617 L®=L®- 155100
1 n-1-"

An
= ! (0
K (x0)=L (x)+ TR L (),

donde se ha denotado Ln(x) y Kn(x,y) en lugar de L;O)(x) y Kl('o)(x,y) respectivamente. Por
consiguiente
n-1 ?\. k
) = ¢ 4 .1V al nj 1 n (-x
LX) =x"+ (1) “-kzo { [n-k] TF AR [n-k-l] } T

Para determinar los polinomios ortogonales con respecto a L = L'+ 7\.2 8’(x), Ln(x),
es necesario obtener previamente las funciones
n LI(x) Ly

K (xy) = X
n k);o < L, (Lk)2 >
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y sus dertvadas parciales cuando y = 0. Se comienza con el célculo de K:(x,O). Segin la
férmula de Christoffel-Darboux

<L, (L;)2 > x K: (x,0) = L:Hl(x) L:(O) - L(x) L:H(O) =

(-1)" (n+1)! ll

= (-1" n! [r} L (x)+ -t Ln(x)] + _
n-1 ] n n-1

: [L;D(x) +n Ll‘lf:(x)], donde 1 = 1+ XK (0,0) = 1 + A (n+1).

Como ademds L;l)(x) +n Lr(::(x) = Ln(x) (ver [64]), entonces

<L, (L) > x K(x0) = (8l [Ln+l(x) + (n+1) Ln(x)].
n-1
También se cumple -[64]- que Lnﬂ(x) + (n+1) Ln(x) =X L;l)(x) y ademds, en la
Proposicién 5.1 se ha visto que

r r

<L, (L)Y >=—"<L L >=@)

r -_ 3
n-1 n-1

por lo que

6.18)  K(x0) = —E*“IT)]T* LD = =1 K (x0).

n

También por la férmula de Christoffel-Darboux, (K;)(o'”(x,O) = DZK;(x,O) se puede
escribir de la forma

<L, (L:)2> (K:)“"”(x,o) =
=L [(L:)'(O) L' - L O Ln] " ..)1(_2 [ L@ L, -L (0 L:]

Como ya se ha visto, el segundo sumando es igual a

(D" nt 1 ;e
X o
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- n(l + rn)

y teniendo en cuenta que (L;)’(O) = — L:(O), el primer sumando se puede
escribir de la forma

-1 L:I(O) L:H'l ) L:\-{-I(O) L:l 2 rﬂ. *
3 (00 LOh 25 o)

En consecuencia,

<L @) > K)*(x,0) =

-D"n'n(1 +1) n ) ,
- " L“’+L[ Donlyom, L (O)L]=
n X l'n n n  n+l n

2r
n-1 -1
_ n T - n 1
S Z.n(l M A T [L +L(n] -
rn-l n rn-l n n-|
(-1)" n!'n
_ (n (2)
__21__“-1_[(1-i-1rn)Ln +2rnLn-l],

de donde se deduce que

n-1): r
n

619 (K)I*'(x0) = _2_((_});_ [(1 s L% + 21 Li‘j’:(x)]

A pantir de (6.17), (6.18) y (6.19), y teniendo en cuenta la Proposicion 6.1, se
obtiene que los polinomios ortogonales relativos a L = L+ ?\.2 6’(x) son

- — 3\.1 + 7\.2
L(x) =1 L (x) =L (x)+ _—I_+-ll_;
_ r -1 (D" A B )
L =Lx+ S— G 2 [ —T + 5 1+ rn_l)]} L (x)+
n-1 n-1
l B“ (_l)n-l
+ — ey Ly, n22
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donde An y Bn son las soluciones del sistema

1 -2 n{n-1)
2 22—

n-1

-2, —'51‘#: ((n+1) ©_+ 3(n-1))

(-1)" n!
T
= n-1
1 n+l
D" aln+r1)
2 rn-l o
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CAPITULO III

Representacién Integral de Funcionales (A)-Semiclésicos

78



§ 1. Introduccion.
Sea L una forma semicldsica de clase s y sea
(1.1) DoL)y+wL=0

su ecuacién irreducible. Puesto que s = mdx(grad(¢) - 2, grad(y) - 1}, s6lo una de las
siguientes alternativas es posible

(A) grad(d) = s+2 y 1 € grad(y) < s+1
(B) grad(¢) < s+2 y grad(y) = s+1

Cuando la ecuacién de L verifica la condicién (A) (respectivamente (B)) se dird que L es

un funcional (A)-semicldsico (respectivamente (B)-semicldsico).

El problema de la representacién integral de los funcionales que satisfacen la
ecuacién (1.1) para s > 0 ha sido tratado por diferentes autores. A.P. Magnus en [42])
resuelve las ecuaciones que dan lugar a los que en ese trabajo se denominan polinomios
semicldsicos genéricos, que son aquellas que satisfacen la condicién (A) pero con la
restriccién de que ¢(x) tenga todas sus raices simples. También da una indicacién para
resolver los no genéricos, que consiste en entender exp(x), con p(x) € P, como el limite
de funciones (1 + p(x)/ n)n cuando n tiende a infinito. Otros casos particulares han sido
tratados en [7], [24], [25] y (63], mientras que la clase de todos los funcionales
semicldsicos que son definidos positivos en la recta real ha sido resuelta en [8] por
Bonan, Lubinsky y Nevai. Cuando s es igual a 1 hay también algunas soluciones parciales a
la representacién integral en {4].

En el presente Capitulo se resuelve el problema para todos los funcionales
(A)-semicldsicos, independientemente de que sean o no regulares, probando primero, que la
funcién de Stieltjes S(z) de cualquier funcional de este tipo es una funcion analitica en
alguna region del plano complejo, y utilizando después la ecuacién diferencial (4.1) del
Capitulo II que satisface S(z) para localizar esta funcién. Las restantes ecuaciones de
tipo (B) se resuelven en el Capitulo IV por un camino diferente al propuesto por A.P.
Magnus.

Los ejemplos (A)-semicldsicos correspondientes al caso cldsico son los funcionales
de Jacobi y de Bessel.
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§ 2. Resultados preliminares. Acotacion de los momentos.

Como la ecuacion (1.1) es lineal, el espacio de soluciones es un espacio vectorial.
Ademds la ecuacién D{(¢ L) + w L = 0 es equivalente a

<DL +yL x>=0 para n = 0,1,...

s+l

y yx) = b0 X+ .+ bs“, la ecuacién anterior
< L, x" > satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

. _ 542
Si ¢(x) = a, X+ .. +a,

significa que los momentos H

lineales
(2.1) -n( M teta un_l) + b0 R et bs+l M= 0 paranz=0
Asi pues
_ _n(alun+s+'"+ a2 un-l) t bl lJ'nﬂ;-'-'"-'- bs+1 un
l'l'n+s+l - an-b

o 0

siempre que an - b # 0 para todo n 2 0.

Si la ecuacién es de tipo (B), la condicién an - bo # (0 se verifica siempre, por lo
que la dimensidn del espacio de soluciones serd s+1. Si la ecuacién es de tipo (A), a  es
igual a 1 y asi la dimensién del espacio de soluciones es también s+1 siempre que b0 sea
distinto de 0,1,2,.... Cuando b , €8 un entero no negativo se presentan dos posibilidades:

i) La ecuacién (2.1) para n = b o €8 independiente de las ecuaciones
correspondientes a n = 0,1,....,b0-1. Entonces los primeros momentos son nulos y

el funcional L es no regular por lo que carece de interés.

il) La ecuacién correspondiente a n = boes combinacién lineal de las anteriores.
En este caso hay un pardmetro libre mds, y el espacio de soluciones tiene la
dimensién igual a s+2.

El problema es entonces hallar alguna base del espacio de soluciones para cada tipo
de ecuacidn.

Cuando “‘1’ Lp} sea una base del espacio de soluciones de la ecuacién
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D(p L) + w L = 0, se dird que {Ll, ,LP} es un sistema fundamental de soluciones
(S.F.S) de la ecuacién funcional.

La independencia lineal de soluciones de la ecuacién (1.1) se caracteriza de la

siguiente forma:
Proposicién 2.1

Sea D(¢ L) + w L =0 de tipo (B). Un conjunto de soluciones “‘1’ - Ls+|l es un
S.E.S. si y solo si

<L,1>, ... ,<L+l,1>
<Ll,x>, ....... ,<L“,x>

2.2) s #0
<L,x* >, ... ,<L x* >

Demostracion

s+1 s+1
Supongamos que z 7Li L. = 0. Entonces < Z JLiLi, x">=0 paran 20, y por lo
i=i i=1

tanto, cuando n=0,1,...s. Si el determinante (2.2) es no nulo, necesariamente los
coeficientes ll,....,lm han de ser nulos por lo que [Ll,...,Ls“} es un S.F.S.

Reciprocamente, supongamos que [Ll""’LsH} es un sistema linealmente independiente

de soluciones y que el determinante es nulo. Entonces
s+1
< ): liLi,x">=0 para n=0, .., s
i=1

con al menos un 7\._1 distinto de cero. Como la ecuacién es de tipo (B}, los momentos de

orden mayor que s de cualquier solucién se obtienen a partir de los primeros y, como
s+l stl
A, L s una solucidn, <z A L, x">=0 paran 2 s+l. En consecuencia, el
1
=1 s+1 i=1 '
funcional ki L es nulo con al menos un coeficiente li distinto de cero. Esto estd
i=

en contradicién con el hecho de que {L1""’Ls+nl es un sistema libre-

Para cualquier complejo a, expandiendo ¢(x} y W(x) en potencias de (x-a), la ecuacién
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D( ¢ L) + y L = 0 es equivalente a un sistema de ecuaciones lineales andlogo a (2.1) en
los momentos < L, (x - a)" > y por consiguiente, la Proposicién 2.1 se puede enunciar en
términos mds generales:

Proposicion 2.2

Sea D(¢ L) + w L =0 de tipo (B). Un conjunto de soluciones {Ll, Lml es un
S.F.S. si y sélo si

<L,1>, . , <L 1>
1 s+l
<L .,Xx -a> .. , <L ,x-a>
s+l
# 0
<L, (x -a)’ >, ;<L _,&x- a)® >

para cualquier nimero complejo a_

Por otra parte, los momentos Bo=< L, x" > de un funcional semicldsico satisfacen
las siguientes propiedades de acotacion:

Proposiciéon 2.3

Si L es un funcional (A)-semicldsico entonces existe un entero positivo N vy
constantes positivas C y M tales que

ln| <CM  paratodo n2N

Demostracion

Sean o(x) = x** + a UL S a, ¥y Wx =b X'+ L+ b

s+’

Entonces
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-n (M +a o+ o..o+a H

n+ s+l 1 n+s

)+b0p. +...+b pnp=0

n-1 n+s+l s+#1 ' n

para todo entero no negativo n. Portanto, paratodo n > bo’ se tiene que

.

U

-n e T
(al l"ln+s + a s+l n

s+2 l'I'n-l) + b1 un+s + ..+ b

u =

1
n+s+ n-b»5

0

Se considera

K = méx I|ai|, |bj| i=1, ., 8+2;)=1, .., s+l).

Entonces
n K(I”MI + ., t “‘lm') + K(|pn+s| + ., + |un|)
IlJ’n+s+1| < n-b <
0
n + 1
S——v K(|un+s| + oot |un_l|) <2 K(]um| + ..+ |un_1|)

1]

para todo n mayor que algin N € N.

Sea o = mix{{{ |, ..., |k |} y consideremos una nueva sucesién (fi ) definida

N+s+1
de la forma
lln =Q para n =0, 1,...., N+s+1
Roo= 2ZK(D .t ;ln_l) para n>N

Por construccién, (11“) es una sucesién no decreciente y tal que |u | < }ln para todo n.
Entonces, haciendo M = 2K(s+2), tenemos que

l'l'nﬂu 1

< 2K(s+2) ﬁm =M llm paran > N
y en consecuencia,
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- i-1 P
u'N+s+iS M Hvsel para i 2 2.

Modificando ahora la constante M de forma adecuada, se tendrd que | | < p<C M" con
C=1u

N+s+l B

Proposicion 2.4

Si L es un funcional (B)-semicldsico, existe un entero positivo N y existen
constantes positivas C y M tales que

|k | <SCM'n! paratodo n2N.

Demostracion

Como la ecuacién es de tipo (B), los polinomios ¢(x) y y(x) tienen la forma

_ n( ll'ln+s """ as+’2 P«n l) ) (bl l'Ln+s + s+1 un)
l'l'n«t-s-l-l b
o
Sea
K = mdx {|ai|, ijl s i=1he.., $425 j=1,....., s+1}).
Entonces
n K(|um| Fooennt |”n.1|) + K(|pm| +ot |pn|) <
Iun+s+l b -
(b
(n+1) K
< o] (|un+s| ..... + Iun_ll)
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Sea O = max [|u°|, ...... , |us| ). .Si (jln) es la sucesién dada por

L =a para i=0,1,...;s

B,y = b | — ee Fooet p.n_l) para n 20.
0

Por construccién, (;ln) es no decreciente y |M | < ;1“. Ademis,

- < (+) K

nts+l |b
o

(s+2) i = (n+1) M i,

y por consiguiente

i< @) (M) IS (nts+)! M)" i

n+s+1

De aqui se deduce que existen constantes M y C tales que ||.Ln| <n! M' C como se queria_

§ 3. Representacion Integral.

Cuando L es un funcional de tipo (A), de la Proposicién (2.3) se deduce que su
funcién de Stieltjes asociada,

K

S(2) = -

n

L]

13

n+l
0 Z

es analitica al menos fuera del disco de centro 0 y radio M. Entonces, segtin la férmula

de Laurent, se verifica que

b= _2__71“ J S(z) 2" dz
Y

y por consiguiente

<L, p(x) > = —ﬂlﬁ— [ S(z) p(z) dz,
Y
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donde ¥ es una circunferencia centrada en el origen y con radio mayor que M. Esta técnica
fue descrita por F. Pollaczek en [61].

Como ya se ha dicho, la serie formal de Stieltjes de un funcional semicldsico
satisface la ecuacién diferencial (0(z) S(z))’ + w(z) S(z) = D(z) donde D(z) es un
polinomio de grado menor o igual que s. A continuacién se da una demostracién
alternativa de este hecho cuando S(z) es una funcién analitica.

Proposicion 3.1

Sea L un funcional semicldsico de clase s verificando la ecuacién de tipo (A)
D(¢ L)+ ¢ L = 0. Sea S(z) la funcién de Stieltjes de L. Entonces

(3.1) (¢(z) S(2)) + ¥(2) 5(z) = D(z)

donde D(z) es un polinomio de grado menor o igual que s y cuyos coeficientes son

funciones lineales de los momentos Hypeeer B

Demostracion

Si el funcional L dado por

<L, p(x) > = I S(z) plz) dz
Y

verifica la ecuacion D(¢ L) + v L = 0, entonces

. Jl-tb(Z) S(z) p'(2) + W(2) S@) p(z)) dz = 0
Y

e integrando por partes se deduce que

Jl(¢(Z) S(2))" + ¥(z) S(2)} p(z) dz = 0.
Y

Esto significa que la parte principal de (¢p(z) S(z))’ + w(z) S(z) es igual a cero.
Calculando entonces la expansién de Laurent e igualando su parte principal a cero,
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obtenemos que

(9(z) 5(z))" + W(z) S(z) =

S 3
= -} (s+1k) ): a poz™ -y b u z* - D(z),
=0 isj=k k=0 i v

donde ay b,l son los coeficientes de ¢(x) y W(x) con a = 1.
Como en [53], D(z) = ( L 130 0)'(z) - (L ﬁo V) (z), siendo L 1‘}0 ¢ dado por

n

(8 p)x) = &) - pO) L p)(x) = " an
P T v Lp kz=:0 i+§:=k R

n-k

donde a_son los coeficientes de p(x), K los momentos de L y n el grado de p(x).

Teniendo en cuenta el resultado anterior, la funcion de Stieltjes de cualquier

funcional (A)-semicldsico tiene que ser solucién de la ecuacién diferencial (3.1), y asi,

S(z,k)=—¢%Erexp(-J—H&§%dz){k+[D(z)exp (I%dz)dz}.

Por consiguiente, para encontrar una representacién integral de cualquier funcional de

tipo (A), se puede proceder de la siguiente forma:

1) Determinar los pardmetros libres en el sistema de ecuaciones lineales de los

momentos.
2) Para cada eleccién de estos pardmetros, los primeros momentos Ho v B Y el
polinomio D(z) quedan determinados. Resolviendo la ecuacién diferencial (3.1) de

la funcién de Stieltjes para estos valores obtenemos un conjunto de soluciones
S(z,k).

3) Calculando ahora algunos términos de la expansion de cada S(z,k), ( el primero
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puede incluso ser suficiente) y comparando con los primeros momentos, se obtiene

k o de forma que S(z,ko) es la funcion buscada,

Si en particular y(x) tiene grado s+1 y su coeficiente principal no es un entero
positivo, la dimensién del espacio de soluciones es s+1 y los momentos M ..ol SOD los
pardmetros libres, Para cada eleccién candnica

k
(M poet) = (0,.ner 1,0 k=0,..5

se obtiene
So(z) = S(z, ko)""" Ss(z) = 8§ (z, ks)

cuyos correspondientes funcionales son obviamente independientes. De esta manera cada

funcional solucion se puede escribir en la forma requerida

<L, px)>= 7%* [ Y A S p(2) dz.
k=0

Y

Ejemplo .
Se considera la ecuacién distribucional
(3.2) DX®L)+({a-3)x+bx)L=0 con a=#234,..

Sea L un funcional de momentos que verifica esta ecuacién y sean [ Sus momentos.
n *

Entonces
- b >
G Bk, =mTarT K n20.
Sean L y L, soluciones de (3.2) tales que

<L1’1>=1; <L|’x>
<L2,1> 0; <L2,x>=1.

i
&

i
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Teniendo en cuenta (3.3), es claro que la funcién de Stieltjes asociada a Ll es la

funcién S (z) = % y asi

_ 1 p(z)
< Ll, p(x) > = T J' > dz

C

donde C es cualquier circunferencia centrada en el origen de radio mayor que cero.

Sea ahora Sz(z) la funcién de Stieltjes del funcional Lz’

(3.1) asociada a la ecuacion distribucional (3.2) es

La ecuaciéon diferencial

( 7 S(z) ¥ +((a-3)z2 + bz) S(z) = ((a-1)z + b) <L, 1> + (a-2) <L.,x>

que para L2 es
Z $,(2) + (- 3) Z+bz)S@=a-2

Entonces Sz(z) tiene que ser una de las siguientes funciones

Sz, k) = z* &'* {k +(a-2) I 23 ¢ gz } -

o n+1
—kz" 4 @2) | D) Z™2) gblz,
n=0

T+ 2-a)

Necesariamente S 2(z) = §(z,0) y en consecuencia,

C

-2 z -b)"*!
<L2, p(x) > = —2—.—31“ J p{z) e® HZO —,-(—2—”( ni =7 2

-(I’l+2)dz

donde C es cualquier circunferencia centrada en el origen y con radio mayor que cero.
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La conclusién es que, si existe algin funcional regular L tal que (3.2) es su

ecuacion irreducible entonces L se puede representar como combinacién lineal de los
funcionales Ll yL ) Ademds, si<L,1>=a y <L, x>=p setiene que

<L, p(x)>=—2%rj (@ §,(2) + B S,(2)) p(z) dz
C

Observaciones

(1) Es claro que cuando a es igual a 2, la correspondiente funcién de Stieltjes del
funcional L es S, (z) = zZ? e,

(2) Cuando un funcional L satisface la ecuacién

34 DEL)+(a-3)x+bL=0,

(L es el funcional de Bessel) entonces el funcional x' L definido por
a1y - T g!x[ - E(O}
<x L. p(x)>=<L, = >

satisface la ecuacién (3.2). Por tanto L2 puede representarse en la forma

<Ly p0) > = =z J 22 PO 5@ dz,

Cc

donde S(z) es la funcién de Stieltjes asociada al funcional de Bessel L cuyo primer
momento es igual a uno.

(3) La ecuacién (3.2) tiene solumones regulares porque como L = 8(x) y L= X L
cada solucién de (3.2) es de la forma £=a 8(x) + B x' L, donde 7\. y B son consta.ntes
Eligiendo a y b de forma que L sea regular, lo que siempre es posible porque (3.4) es la
ecuacion de Bessel, siempre se pueden tomar A y P de manera que f. sea regular [52].



CAPITULO IV

Representacion Integral de Funcionales (B)-Semicldsicos
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§ 1. Introduccion

Se consideran las formas semicldsicas de clase s cuya ecuacién irreducible es

(1) D@L)+wyL=0,

s+1 s+l

donde ¢(x) = E a X~ y y(x) = fbbk x*, con la condicién bsﬂ;ﬁ 0. La dimensién del
k=0 k=

espacio de soluciones es siempre s+1.

La técnica utilizada para resolver los (A)-funcionales no es aplicable aqui debido
al tamaiio de los momentos. Se podria considerar una modificacién natural de la funcién de
Stieltjes S(z) tomando los coeficientes j.t;= B / n! en lugar de los momentos Mmooy
utilizar la Proposicion 2.4 del Capitulo anterior, pero la ecuacién diferencial de la

. - . o .
correspondiente S (z) tiene orden elevado y su solucién no es conocida.

Se utilizard la misma técnica aplicada por J.L. Geronimus en el caso cldsico y que
estd descrita en el texto de Milne-Thomson [57]:

Sean w(z) una funcién diferenciable y v una curva en el plano complejo tales que
C-1: (¢(z) w(z))’ + W(z) w(z) = 0 paratodo z € ¥

C-2: 6(2) W(@) p(2)

= 0 para cada polinomio p(z).

Y

Considerando el funcional definido por

<L, px)>= [ p(z) w(z) dz,
Y

entonces

<DL +VvL px)>= J (-0(z) w(2) p’(2) + W(z) W(z)} dz =
v

= - #(2) W(2) p(2) | + j (02) W@)' + W) w(z)) p(z) dz = 0,
Y
Y
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de lo que se deduce que L es una solucién de la ecuacién funcional.

A continuacién se prueba que, para esta clase de ecuaciones, siempre es posible
encontrar suficientes caminos Y tales que la solucién w(z) de la ecuacién homogenea C-1
verifica C-2 en caday, y ademds, de forma que los funcionales que inducen son
independientes.

Después de un cambio de variable lineal como en la Proposicion 3.2 del Capitulo I,
la ecuacién (1.1) se puede escribir de forma que una de las raices de ¢(x) sea fija
(siempre se elegird el cero) y que el coeficiente principal de y{(x) sea un nimero

adecuado. Esta forma de la ecuacidn recibird el nombre de ecuacion candnica.

Se distinguen tres casos en el estudio de la ecuacién (1.1):

(Bl ) d(x) es una constante.
(B 2): ¢(x) tiene solamente raices simples.
(Ba): ¢(x) tiene alguna raiz miiltiple.

La ecuacién (Bz) exigird el célculo de integrales de la forma J‘: (x-a)OL f(x) dx, por
lo que, cuando la parte real de ¢ sea menor que -1, serd necesario realizar un proceso de
regularizacién como ocurria en el caso cldsico con los funcionales de Laguerre y de
Jacobi. En las Proposiciones 3.2 y 3.3 se da un procedimiento para llevar a cabo esta
regularizacién de forma recurrente. Esta técnica es mds simple y mds general que la
descrita en el Capitulo I utilizada por Morton y Krall para regularizar los cldsicos. El
mismo problema fue también parcialmente abordado, dentro de los polinomios cldsicos,
por Ismail, Masson y Rahman en (27].

§ 2. Ecuacién (Bl ).
Se considera la ecuacién candnica
(B): DL+ ((s+2) x*' + q(x) L =0,

donde qs(x) es un polinomio de grado menor o igual que s.

Resolviendo la ecuacién C-1 se obtiene la funcién
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2.1) w(z) = exp(-zer2 + rrs+l(z)), donde —nm(z) es una primitiva de qs(z).

Sean QO e las raices de la unidad de orden s+2 y sea o= 1. Para cada
k = 0,1,...,s+1, se considera la semirrecta Tk definida por

zk(x)=0ckx, 0 < x < oo,
y la funcién w(z) tiende a cero cuando z tiende a infinito a lo largo de l"k.

Sea v, la unién de I’ oY -I', para cada valor de k. Entonces

w(z) p(z)

Y%

por lo que se satisface la condicién C-2 para los funcionales L ,...., Ls+l definidos por

< Lk, p(x) > = J' w(z) p(z) dz
1

y que por tanto son soluciones de la ecuacién (B).
Proposicion 2.1.
El conjunto de funcionales (Ll,....,LsH] es un S.F.S. de la ecuacidén (Bl ).

Demostracion

Se probard que los funcionales L;’"'"L:u definidos por

< L;, p(x) > = J w(z) p(z) dz

rk

son linealmente independientes, por lo que L1""’Ls+1 también lo serdan y el comjunto

[Ll,...,LsH] constituird un S.F.S. de la ecuacién (Bl).

s+l .
Supongamos que z 7Lk L = 0. Entonces
=0
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s+1 .
(2.2) < ): AL, XN S~ 0, n20,i=01,.s+l.
k=0

Ademds,

=

< L;, x11(54-2)+i > = J C!;:l xn(s+2)+| eXp(-x“z + R(O'.kx)) dx,
0

2

y, haciendo el cambio de variable x*** =y, esto es lo mismo que

o i-§-1

| n -y i+l 5+2 l/s+2
e, [ ye o ¥ *3?‘17(717(05k y ) dy.
0

De esta forma, el sistema de ecuaciones (2.2) se puede escribir como

= n .y i-s_-l sl i+l 1/s+2
y' €7 ys+2 7Lk o exp(m(a, y 7)) dy =
o k=0
o
= I y e’ fi(y) dy=0, n20, i=0,..,;s+l.
0

Para cada i = Q,..,s+1, la ecuacién anterior significa que la Transformada de
Laplace Fi(t) de cada funcién fi(y) y todas sus derivadas, se anulan en el puntot =1,
de donde se deduce que f(y) = 0 para todo y > 0. Como consecuencia,

s+l il
z 7Lk al’: =0 para i=0,.,s+l,
k=0

y los coeficientes ?Lo,...,l

ol tienen que ser nulos porque es un sistema de Van der
Monde.

§ 3. El polinomio ¢(x) tiene raices simples. Ecuacién (Bz).
La ecuacién candnica en este caso es

N
(B,) DO L)+ ywL=0 §(x)=x(xa) wx =(N+1) ="+ ..

i=1

donde a, son nimeros complejos distintos y N es un entero menor o igual que s.
1
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De la condicién C-1 se sigue que

wi(x) | W(x) +6'(x)
w(x) ¢(x)
o ‘N o,
= -(s-N+D) x* "N + m(x) + + xa

donde 7(x) es un polinomio cuyo grado es menor que s-N. Asi

$-N+1

w(x) = x%o (x - al)al (X - aN)aN exp (-x + q(x)),

donde ¢(x) es una primitiva de 7(x).
Caso (B“) (Re o > -1)

Para evitar problemas de convergencia en las integrales que aparecerdn, se considera
en primer lugar el caso en que cada exponente . es tal que Re(o&i) > -1.

Sea Y, el segmento que une O y a, i =1,..,N. Es claro que, para cada p € P,

J (w(2) (2)) + W(z) w(z)) p(z) dz=0 'y w(2) ¢(2) p(2)} =0,
v, Y,

1

por lo que los funcionales Li dados por

<L, p(x) > = J p(2) ¥2) dz, i = 1,..N,
Y,

satisfacen la ecuacion (B2 l).

Sean B1""’Bs-N+1 las raices de la unidad de orden s-N+1, y para cada i, sea f_\,i el

funcional dado por

<L, p0o> = J p2) W(2) dz,

9,

A
donde ‘?i es el camino z(t) = Bit, 0 €t < . De esta forma, los funcionales Li y los Li

son s+1! soluciones de (B2 1).
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Lema 3.1
Sea ¢ :{a, b}——>C una curva simple tal que ¢ € ¢ l([:;1,b]) y de forma que ¢’(t) # O

para todo t € (a,b). Sea I' su grifica. Sea w una funcién compleja, acotada e integrable a
lo largo de I'. Si

( Z w(z) dz =0 para n = 0,1,...,
r

entonces w(z) = 0 en todo punto z = ¢(t) en donde (w o ¢) (t) sea continua.
Demostracion
Si g(z) es una funcién continua a lo largo de I', por el teorema de aproximacidn de
Merguelian g(z) se puede aproximar uniformemente por polinomios; es decir, para cada €>0
existe un polinomio p(z) tal que
lg(z) - p(z)| <€ paratodo ze T.

Entonces

J g(2)w(z) dz =J(g(2)-P(Z)) w(z) dz + J p(z) w(z) dz = J (8(2)-p(2)) w(z) dz.
r r r r

Como |g(z) - p(2)| <&, |W(D)| = Cl paracada z € I, y como I" tiene longitud finita,
long(I') = C2 < oo, se obtiene

< E Cl Cz’

J (g(2) - p(z)) w(z) dz
T

de donde se deduce que

I g(z) w(z) dz =0
r

Sea & = ¢(t") un punto cualquiera de I'. Puesto que ¢ € G '([a,b]) y es una curva
simple, se puede elegir un abierto Gli tal que
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®(t) € Gy para cada t € [at) y ¢ e G para cada ¢ € [t,bl.

Sea

z cuando ze GF,
glz) =
£ cuando z ¢ G&'

Es claro que g(z) es continua en I'. Como consecuencia

J g(z) w(z) dz=0
r

y asi

»

t b
J on w(o()) ¢’() dt + [ o) W) ¢*() dt = 0.

*
a 1

!

Sea F(1) = J w(d(t)) ¢°(t) dt. Integrando por partes se obtiene
a

*

* t b
0=¢mle-[Howmm+¢w{[mw»¢mm=

t
*

t

=Mﬁwwwwmrmwmmwmm=

=mwwrjmwmmL[mwwm,

a

donde la dltima igualdad se debe a que F(b) = J w(z) dz = 0.
r

Después de derivar, se obtiene que F(t') ¢’(t*) = 0, y como q)’(t*) # (0, necesariamente
ha de ser F(t‘) = 0. En consecuencia, 0 = F'(t) = w(d(1)d’(t) siempre que (w o $)(t) sea
continua en t. Entonces w(z) = 0 en todo z = ¢(t) tal que (w o ¢) (t) sea continua en L

Es posible demostrar el mismo resultado cuando T" es la unién de una coleccién finita
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de caminos I', siempre que estos no tengan ningln punto en comin. Incluso si los caminos
1

I“i tienen el mismo punto final, el resultado sigue siendo cierto.
Proposicién 3.1

A A
{L.,..,L L ,..L } es un S.F.S. de la ecuacién (B_ ).
1 N1 5-N+1 2.1

Demostracion

Es suficiente demostrar que los funcionales son linealmente independientes.
Supongamos que

N
): A L+
i=]

5-N+1

y escribamos w(z) en la forma w(z) = f(z) exp(-z ). St los coeficientes ﬂj fuesen

nulos para j = 1,...,s-N+1, se tendria que

0=«

i

~1z

N
7Li L. X" > = Z 7\.1 J 2" (z) exp(-z™*) dz.
i=1
Y.

1

Definiendo

f.(z)={f(z) size 1
' 0 sizé& vy

podemos escribir

N
0= [ z" exp(-z™") E Af(z) dz,
i 11
Y
N
donde ¥ es la union de los caminos ¥, Segin el Lema 3.1, se verifica que Z Kifi(z) =0

i=1
en todo punto z que no sea extremo de alguna curva Y. Y asi li= 0 parai=I1,.,N.

En consecuencia, tnicamente hay que probar que ﬁj= 0 para j = 1,...,s-N+1. Para ver esto,
supongamos que

N =N+l A A

[ A L,+Z A L =0

=1 ! J:] J J
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Entonces, para cada k = 0,1,...,s-N,

N s-N+1 A n(s-N+1)+k
<Z Z 7\. ,xs' >=0, n20,

y por consiguiente,
N N+)+k N+l

3.1) 0= z 7\.i J Z"ENDE gy exp(-z) dz +
i=1 ,

OO

s - N+1
+ z xj I (Bjt)n(s-mn)n f(ﬂjt) exp(-ts'N“ )Bj dt =

0

N
= ¥ A I 20N 2K gy exp(-z® ™Yy dz +
=1 'Y

1A
A, B““ “f(ﬁjt) dt.

i M'z

8
+J tﬂ(:f.-NH )exp(_ts-NH)

1
0

i
Se considera ahora, para cada valor de k, la funcién

N
F_(y) [ J Z° f(z) exp(-y z*""") dz +
& v

5-N+1
+j exp(-y ") ¥ x B““ "f(B t) dt.

Los caminos Y. estdn acotados y la segunda integral es uniformemente convergente. Por lo
1
tanto, Fk(y) es una funcién analitica en la regién Re y > 0. Ademds,

-1 F® (y) =

nr~1Z

li J NNk f(z) exp(y zs-N+1)) dz +
1
Y.

1
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o0

s
+ J tn(s-l'*4+l) exp(“y ts-N+l)

0

z

+

A k+l  k
kj Bj t f(Bjt) dt,

i~

j=1

y la ecuacién (3.1) implica que F;“(l) = Q0 "para n=0,1,.... Entonces Fk(y) = { cuando
k = 0,1,...,s-N, y por consiguiente

o0

N &N+l A
0= z 7\4 X £(z) exp(-y ") dz + J exp(-y ) Z ?\.jﬂl;ﬂ t* f([ijt) dt
i=1 i=1
Y. 0

s-N+1

=Sencaday y t

. . . -N+1 .
Haciendo la sustitucién z* = x en (o,%°), se obtiene

k 1 s-N

N - —
0=F,0) = 47 ) %I g RET ) exp(-y®) & TN A+
=1 *

o0 A k 1 5s-N
E lj Bljwl xs-N+l f(Bjxs-NH) X s-N+1 dx =

> A
’&J £ exp(-y &) d& +J exp (-yx) £,(x) dx.
1 *
¥, 0

I
n~1z

Sea

fk(é) cuando & € Y.
-] ;
0 cuando & € v,

» . u
y sea ¥ la union de las curvas y,. Entonces
1

N = A
0= J exp(-y & ¥ A f, (€) d€ + I exp(-yx) f (x) dx.
_Y"‘ i=1 o
La igualdad Fk(y) = 0 implica en particular que Fk(n/T) = 0 cuando n=1,2,... y para todo
T real, de lo que se deduce que :
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2 Al
0= j . exp (- _&TE_) Py ?ui fkj (€) dE +J exp (- -—’ST"—) fk(x) dx.
y 0

ng~12

Puesto que 'y‘ pertenece a una regién acotada én el plano complejo, se puede elegir T > 0
suficientemente grande para que la funcién exp(-§ / T) sea inyectiva en esta region.
Haciendo la sustitucién exp (-§ / T) = u,

1

0= j u" li ;ki (u) du + j v’ f;(u) du,
]
Y 0

nee~l1z

" A
y el Lema 3.1 muestra que fk(u) = 0 cuando u estd pr6ximo a cero. Por lo tanto fk(x) =0
cuando x es suficientemente grande.

La férmula anterior se verifica para k = 0,1,....s-N, por lo que se tiene un sistema

con s-N+1 ecuaciones cuyo determinante es

| OORORRON 1
f(le)---f(Bs_NHX) Bl---Bs_N+1 le ................. BS—N-HX
(le)s'N .............. B, qur N

que es distinto de cero. Entonces ﬁj =0 para j = 1,.,s-N+l -

Caso (B, ). Regularizacién Semiclasica.

Cuando Re o < -1 para algin valor de i, se necesita un proceso de regularizacién.
Este proceso se hace de forma recurrente sobre la parte entera de la parte real de o..

Dada la ecuacién D (¢ L) + w L. = 0, si a es una raiz de ¢, se denota

o(x) = (x-a) ¢ (x)
w(x) = (x-2) ¥ (x) + W(a)
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Proposicion 3.2

Sea a una raiz de ¢(x) tal que y(a) # 0. Si lLl"“Lsnl es un S.F.S. de la ecuacién
de clase s y de tipo (B) D{(¢ L) + (v - ¢a) L =0 entonces
A -1
{(x-a) L +M 8(x-a),...., (x-a) L, +M 8(x-a)} ,

-< Li, \ya(x) >
y(a)

donde Mi = , es un S.F.S. de la ecuacién de clase s D(¢ L) + w L = 0.

Demostracién
Sea L’;= (x-a)"Li + M, 8(x-a). Entonces L. = (x-a) L Ademés,
D((x-a)" ¢, L) = D((x-a) ¢, L)= -(w - $) L, = -(w - §) (x-a) L,
y por lo tanto, D((x-a) 0, L:) + (x-2) (¥ - ¢) L = 0. Derivando se obtiene

0=(a) D@L)+yL)=D (@L)+yL =<L, yx > 8x-a).
Pero

W(x) - w(a)
X-a

< L:, W(x) > = <k >+ M. < §(x-a), Y(x) > =
=<L,w(x)>+M y@a) =0

por la definicién de Mi. Entonces D(¢ L;) + L; = (0. Ademds

<L, 1> e, , <L.,1>
t 3
< L ,X-a >, <L |, x-a>
s+l
. H * s
< Ll,(x-a) > errerernens , < LHI,(x-a) >
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M ,.. , M
1 s+
<L, 1> e ,< L ,1>
1 s+l
<L (x2a)Y > <L (x- a)¥'>
<L, (x-2)"> ..o <L, (x-a)° >
<L,15>,. <L ,1>
K $+1
RO
5-1 s-1
<L,(x -a) > ’<Ls+1’ (x -a) " >

donde K es el coeficiente de grado s+1 de y(x) y por tanto distinto de 0. La ltima
igualdad se debe a que los demds términos de la primera fila son una combinacién lineal
‘de las filas restantes. Esto prueba que {LI,...,L;II es un sistema libre porque por
hipétesis (L ,..., Ls+l] es un S.F.S. y, por la Proposiciéon 2.2 del Capitulo III, el
ditimo determinante es no nulo. En consecuencia [L:,...,L:+ } es un S.FS. de la

ecuacion Do L) + wL =0 -

1

A continuacién se explica el proceso recurrente para resolver (B ) 2):

Supongamos inicialmente que solamente un Q. tiene su parte real menor o igual que -1
y que o # -1, -2,.. Si -2 < Re o< -1, entonces la ecuacién D(¢ L)+(w - ¢, JL =0 es de

1

tipo (B, ) puesto que

W(x)-0_(x) + 9'(x)
Wx) _ i
o (x) T o(x)

W(x) + 9°(x)
o(x)
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y aplicando la Proposicién 3.2 se obtiene la solucién de D(¢ L) + w L = 0 a partir de
la anterior.

Para poder aplicar la Proposicién 3.2 es necesario que y(a) # 0, pero esto es
equivalente a que & # -1 ya que ¢{(x) tiene sdlo raices simples.

Repitiendo el proceso tantas veces como indique la parte entera de Re o, se
obtiene la solucién para el caso Re 0. < -1 siempre que o, # -1, -2, ...

Finalmente se resuelve el caso o.= -1 a partir del cual, de nuevo por la Proposicion
3.2, se halla la solucion para Q. = 2, -3, ..
Proposicién 3.3

Dada la ecuacién D(¢ L) + y L = 0, supongamos que para alguna raiz a de ¢(x) se
cumple que y(a) = 0. Sea [Ll,...,Ls} un S.F.S. de la ecuacién D(¢aL) + \yaL = (. Entonces

( 8(x-a), (x-a) 'L ,..., (x-a)'L )
es un S.F.S. de la ecuacién D(¢ L) + y L = 0.
Demostracidn.
Claramente 8(x-a) es una solucion. Sea L: = (x-a)"Li. Entonces Li= (x-a) Li, y asi
D((x-2) 6, L)) = D@, L) = -v, L=- (x+a) ¥, L = -y L.
Por lo tanto D(¢ L:) + vy L: = 0. Ademds,

< 8(x-a),1 > <L:,l>. ........ <L:,1>

L] L]
< &(x-a), x-a > <Ll,x-a > < LB, x-a >

< 8(x-a), (x-a)s><L:, (x-a)*...n..< L:, (x-a)*>
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1 0 0
0 < Ll,l b RN <L ,1>

= S # 0
0 < Ll,(x-a)s'1> ........... <L, (x-a)"'>

puesto que {Ll,..., Ls] es un S.F.S..

Si la ecuacién D(¢ L) + w L = O es de clase s como en la Proposicién 3.3 entonces

D(tbaL) + \|JaL = 0 es de clase s-1, y para esta ecuacién se presentan las posibilidades
siguientes:

i) DL+ KL =0, donde K es una constante.
ii) Es de tipo (Bl).
iii) Es de tipo (B“).

En los casos ii) y iii) las soluciones son conocidas. En cuanto al caso i), la tinica

solucién es L = 0 puesto que esta ecuacidn es equivalente a

{IJ.QK=O
-nun_l+unKﬁO, n21,

de donde se deduce que uo= 0 paran 2 0.
De esta forma la ecuacién (Bzz) estd resuelta cuando solamente un o tiene su

parte real menor o igual que -1. Si hubiese mds de uno, seria suficiente aplicar de

nuevo las Proposiciones 3.2 y 3.3 para reducir este caso al anterior.

Ejemplo (Polinomios Generalizados de Laguerre)
DxL)+(x-(a+1) )L =0 {(x € R)

Por las condiciones C-1 y C-2, las soluciones de esta ecuacién para o > -1 son
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o0

< L', p(x) > = [ p(x) x* ™ dx, o> -1
0

Cuando 0. es un entero negativo

LY = §(x) (Proposicién 3.3)
LD =f _ﬂ(%g%,- 5%x)  (Proposicién 3.2)
i=0
Cuando o < -1 y no es entero (ao=-k+eg-1<e<0)

LEHO - o ® M, 5 (x)

L8 = L8 4 M S(x)=x LM 8" (x)+M_58(x)

k-j .
LeE - L(E)+): —(E—T,—('l) Mj 81 (),

i=1 R
_ <L® 1 >
donde M,- - CRV G EIR Entonces
< L(m, p(x) > =
°° kel ) p(ki)
o -x i (0) (0) k}
J (b0 L x *E ®pTeE D D * | O
0

§ 4. El polinomio ¢(x) tiene raices miltiples. Ecuacion (Bs)‘
Con objeto de facilitar la lectura se comienza estudiando la ecuacién (Ba) cuando
0(x) tiene solamente una raiz. Simplemente es un caso particular pero presenta todos los

elementos del caso general.

Ecuacién ( B3 : )
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D™ L) + W) L =0, wx) = (sN+D x™ + . 1 SN<s 521,

Segin la Proposicién 3.3 serd suficiente resolver la ecuacién cuando y(0) # 0. La
condicién C-1 en este caso es (x" w(x))' + y(x) w(x) = 0, de lo que se deduce que

s-N+1

4.1) w(x) = K& exp(-x + ..) exp(A x ¥+ vl

donde o y A son constantes complejas con A # 0 porque y(0} es no nulo.

Se resolverd la ecuacién cuando A = -1. En otro caso, un giro apropiado alrededor

del origen de los caminos FO, que a continuacién se definen resuelve el problema.
i

Para cada k=1,....s-N+1 se define:

1.- B_es una raiz de orden s-N+1 de la unidad.

2.- Ro el intervalo [0, 1].

3.- Ck el arco de la circunferencia unidad con
extremos 1 y ﬂk.

4.- Rk la recta en la direccién de Bk correspondiente
al<|z| <o

Fig. 1
Para j=1,...,N se considera

l- B las raices de la unidad de orden N vy
> 2T '

B0.N+l

2. Yo, el segmento en la direcciéon de . que

0.
corresponde a 0 < |z} < 1.

3.- C0' los arcos de la circunferencia unidad con
v

i extremos BO.j y Bow'

Fig. 2
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Sean ahora
I“k = R0 U Ck u Rk, k=1, .., s-N+1

1-‘O.j = Yo,j v Co_j v ("YO ), i=1, ., N

g+l

y los correspondientes funcionales

4.2) < Lk, p(x) > = J w(z) p(z) dz
r

k

(4.3) < Lo,;’ p(x) > = [ w(z) p(z) dz
04
De esta forma se tienen s+1 funcionales que verifican la ecuacién (B3 l). Para
probar que son linealmente independientes se hard uso del siguiente resultado:

Lema 4.1

Sea m(x) = -x" + Z b, " con b, € C. Sea f(x) una funcién localmente integrable
k=1
y acotada en [0, «]. Sea H(a) la funcién

OO

H(a) = J x* ™ 4x  donde Re a > -1
0
y, para cada o fijo, sea F(1) la funcién

OO

F(t) = J x® e™X f(x) dx  parat > 0.
0

Si lim f(x) = A entonces lim t**' F(t) = A H(0).
x-yoo x—)0+

Demostracion

o o

H(a) = J x* MO gy = J (tx)a e ¢ gy
0 0
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Por otra parte, para cada € > 0, sea T tal que |f(x) - A] <& cuando x > T.

Entonces
% R - A Ho)| = I {1 [ ®* M (fx) - A) dx | <
0
T oo
< 1% I |x% ™™ [f(x) - A] dx + ej |x® ™ (O gx <
0 T
0
<

[ T M+ e[ [x%] P gx
0

siendo M una cota superior para la funcién |xa emtx)I {f(x) - A] cuando x € [0, T} ¥y
cuando t € [0, to] para algiin t, fijo. Entonces

lim 1% F@) - A H(®)]| < a[ |x%] T gx,
50"
0
y asi lim t%*' F() = A H(o),
t90+
Proposicién 4.1
El conjuntio de funcionales | Ll, . Ls-N+l' Lm""’ LO.N | definido en (4.2) y

en (4.3) es un S.F.S. de la ecuacidn (83 l).
Demostracion

Serd suficiente demostrar que los funcionales son linealmente independientes.
Supongamos que

s-N+1

(4.4) E kak+i A. L =0
k=1 '

y escribamos w(z), definida en (4.1), en la forma w(z) = zaen(z) +q(l/ Z). En una primera
etapa se probard que los coeficientes A ,...A__ son todos nulos.

110



Sea | un entero tal que Re (u+a) > -1. De la ecuacién (4.4) se sigue que

s -N+1

N
0O=< ) AL« ) A Loj,xp‘p(x)>
k=1 i= ’ '

para todo polinomio p(x). Entonces

§-N+1
(4.5) oA { J w(z) 2* p(z) dz + j‘ w(z) 2p(z) dz + { w(z) 2" p(z) dz } +
k=1
R

C R
0 k k

+
i

n~12z

JLO, J w(z) H p(z) dz = 0.
M I

0.

Para m=0,1,...,s-N, y cuando Re(t) > 0, se consideran las funciones

F (0 ;-inlk J grbre T(12)+q(1/z) 4,
k=1
R
k

6= f.inlk {J’ ErT en(tz)+q(1/z) dz +J Y JSzha(1/z) 4, } +

k=1 C R
k 0

+

1z

A, J g M(2)q(l/z) 4,
j=1 N T

0,j
La igualdad (4.5) implica que F;"(l) = G;"(l) para n=0,1... y para m=0,1,...,s-N. Como
consecuencia, Fm(t) = Gm(l) en la region Re(t) > 0. Puesto que Gm(t) es analitica en todo
el plano complejo, la funcién F () tiene una prolongacién analitica. Por lo tanto debe
de existir lim+ Fm(t). Entonces

=0

@6  lim PO E () =0 para m=0,1,..s-N
t=>0

Ademds, teniendo en cuenta que Bk son las raices de la unidad de orden s-N+1,

F (1) =s-§“ A [ ([ikx)u+a+m erl:(kat)+q((ka)") B, dx =
k=1

1
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s-N+1 2 -
) Kkj el B (x0+q((B ) X, o () d5
k=1

0

donde x“W}(x) denota la funcién caracteristica del intervalo [1,0]. Puesto que

lim B}:+(I+m+l eq((ka)-l) x

11,99]

(x) = Y] B]:‘:‘a*'mﬂ

x=Hoo

del Lema 4.1 y de la igualdad (4.6) se sigue que

lim_ H+Ome1 F = Bi“a“‘” H_(p+oc+m) 40 _ g

t=>0
para m=0,...s-N, siendo Hk la funcidn

o0

H (u+otm) = J' g Mo TBX) 4
0

Los coeficientes 7&1,...,7& Nt satisfacen entonces el sistema
8=

s-N+1

s -N+1
0=} A BM®™ H(urosm) 3O = IOV 2 J il ) o,
k=1 k Tk = Y
k

donde Y, €s la recta z = Bk X, 0 € x < . El deteminante de este sistema se puede
escribir de la forma

m
4.7) det [< M, X >] K=l,.5-N+E

m=9,....s-N

donde &8 el funcional de momentos definido por

< M, p(x)>= J p(z) 2% @ gz,
Yk
En la Proposicién 3.1 se ha probado que [/Zl,...,/ff s-N+ll es un SFS de la ecuacién

D(x L) - (x ®’(x) + p+o+1) L = 0. De la Proposicién 2.2 del Capftulo III se deduce ahora
que

det[< /%k, X >]k #0
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y de esta forma los coeficientes ?Ll,...,?\.s nyy li€REN que ser nulos.

En una segunda etapa se probard que los coeficientes 101, ..... ‘lo 4 son tambien

iguales a cero.

N
La igualdad(4.4)es ahora [ lo,‘ L0 j'=0. En consecuencia
& o .
& Nm+k
(4.8) <y Ao, Loy x "™>=0, k=0,...,N1, m=0,1,...

i=1
Escribiendo la funcién w(z) definida en (4.1) en la forma w(z) = z% exp(-z'N) g(z), la
férmula (4.8) es

N
= ): lo,j I 2™ exp(z™) g(z) 2% dz =
= I

0,j

N
- J " exp(-Z" > 1% 02 8B, B, dz
r =1

0,1
donde [30 1,...,[30 N Son las raices de la unidad de orden N. Haciendo ahora z" = t,

(4.9) 0= | tmm 2 k+a+1 B t1/N) dt
) - N )_: .j 8.
r =
para cada k=0,..,.N-1 y m=0,1...., siendo I" la curva de la
figura 3.
1
Fig. 3 Se distinguen dos posibilidades:

N
t(0~-f\l+l+k)/1‘lz gL+ Ol 8B, , l/) son uniformes ( esto

i1.- Las funciones
0.0,

i=1
ocurre por ejemplo cuandoN=1y o es un nimero entero):

La curva I es ahora |z| = 1 y, por la férmula de Laurent, (4.9) implica que
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e-ln t(mmmw il Bhau @ tlfN)
L0 o ALY

es una funcién analitica en t = 0. Pero esto es sélo posible cuando

k+0l+1
=0
lo.j Bo. i ’

wf~1z

j=1

de lo que se deduce que los coeficientes 101""'10&1 son nulos.

II.- Las funciones t g(Bﬁj ™y son multiformes:

{(O-N+1+K)/N i A. ﬁk-l-ai-l
= 0§ "0.)

Denotando estas funciones con hk(t), la expresién (4.9) se puede escribir como
4.10) 0= J ™ eV h (1) dt
r

donde se considera 0 < arg (t) € 21. Como consecuencia, para cada § tal que €] > 1, se
tiene que
. & oh
@1y HE = [ ¥ d&=0,
r

y por el teorema de Cauchy, H;e(é) = dt = 0 cuando |E! > 1 y donde,

e'l/ ' ho(b)
L t-§
€
para cada € > 0, 1"8 es la curva de la figura 4. Por lo tanto, la funci6n H;e(g) se anula

en todo punto & tal que |E] > €.

Fig. 4 Fig. 5
Sea £ tal que € < |E| <1 y tal que & ¢ [0,1]. De nuevo del Teorema de Cauchy se
deduce que

t-§

ami e M h (€)= ,[c dt
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siendo C la curva de la figura 5. Por lo tanto
@12)  2mi e¥Sn @) = H® - H & =HE®, 0< g <1, &e O

Sea & un punto perteneciente al intervalo (- —;~—, 0) y sean M ., M ., M , nimeros
reales y positivos tales que, para k = 0,1,...,N-1,

|e'1/t hk(l)| <M cuando |t| =1

e-l/t hk(l)

t ISM

w2 para 0£t<1

e-l/t h.(t e2ﬂ:i)
k |s M
L k3

Como & € (%,0), se tiene que |t - £} 2 2" 'cuando |t| = 1 y también que |t - &| 2t para
0 £t £ 1. Entonces |H:(§)| <4n M+ Mk.2 + Mm + Mlc 4 para cada k y para todo punto
£ que pertenezca al intervalo (27 ,0). En consecuencia, la igualdad (4.12) es sélo
posible cuando hk(E_,) = (0. Ha de verificarse entonces que

N
VoA, B9 =0, k=0L..N1
X 03 "0,]
=t
de donde se deduce que A’ox""’lo.u tienen que ser nulos.
Observacion
Si se considera la ecuacién de los funcionales de Bessel

(4.13) Dx*L) + ((a-2) x + b) L = 0,

la funcién w(z) = z° eblz es una solucién de la ecuacién dada por la condicién C-1
(x2 w(x))” + ((a-2) x + b) w(x) = 0 y ademds, se anula en los extremos de la curva de la

figura 6. Por consiguiente, el funcional dado por

<L, px) >= j p(z) z° e?/Z 4z
r

115



es una solucidn de la ecuacién (4.13). Ademds, teniendo

en cuenia el razonamiento de la Proposicién anterior,

.
o

I"I o L es distinto de cero. De esta forma se tiene otra
representacifén integral de los polinomios de Bessel. La
misma técnica podria utilizarse para obtener nuevas
representaciones de cualquier otro (A)-funcional.

Fig. 6
Ecuacion (Bs)
La ecuacién candnica en este caso es
M L ¥
D9(x) L) + w(x) L=0, ¢x)=x"0"" (x-a)%" ; Z(rk+ 1) = N+1 < s+l
k=1 k=0
w(x) = (s-N+1) x**'+ ...

Se supone que al menos la raiz 0 = a, del polinomto ¢(x) es muiltiple, o lo que es lo
mismo, que I, €5 mayor que cero.

Resolviendo la ecuacién (¢ w)’' + ¥ w = 0 se obtiene

M A M A
@19 w@) = 2% @)™ expl-z *™+..) exp[ —+] — ]
k=1 =

- exp( Q(? )

donde Q(z)} y R(z) son polinomios tales que el grado de Q(z) es menor que el grado' de
R(z) y de forma que, en la descomposicién de Q(z)/R(z) en fracciones simples, las

potencias de los términos correspondientes a cada raiz a,_ son menores que r.

Sin pérdida de generalidad se supone que ®(x) y W(x) no tienen ninguna raiz en
comin; en otro caso la Proposicién 3.3 nos darfa la solucién. También se supone que si
algin a_es una raiz simple, la correspondiente potencia o tiene la parte real mayor que
-1. Finalmente, se supone que los coeficientes A_ son todos iguales a -1; bastaria
efectuar un giro adecuado alrededor de la raiz a del camino I"k'j que se definird mds
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tarde para resolver el caso general.

Para cada raiz a_ que sea mltiple y para cada j=l,..r, se definen los siguientes

Caminos:

i.- Bk_j las raices de la unidad de orden r_y Bk,rk+l= e*™.

2.- lk es un numero real y positivo cuya longitud se definird
més tarde.

3.- Y, el segmento desde a en la direccién th y de
longitud 1

4.- C es el arco de circunferencia de radio l y centro en a

desde el argumento de B hasta el argumento de B
Fig. 7

Para cada k se considera lk suficientemente pequenio de manera que los arcos quj

correspondientes a raices distintas no tengan ningin punto en comuin.

Ahora se definen los caminos desde a= 0 hasta cada raiz a:
5.- Para k = 1,..M, E es cualquier curva simple saliendo del origen por cualquier
direccién d tal que, cuando ZE€ d se cumple que 11131 exp(-1/2'9) = 0, llega al punto
a_ por la du'eccwn B cuando a_es una raiz miltiple o a través de cualquier direccidn
cuando a_es simple, de forma que, evitando los puntos a s j #k, dos E diferentes no
tengan méds punto en comin que el origen.

Finalmente, para m = 1,...s-N+1, se definen los caminos que unen el 0 y el punto

del infinito:
6.- ﬁ son las raices de la unidad de orden s-N+1.
Rm 7.- 1 es un nimero real y positivo tal que cada camino anterior
esta demro del circulo centrado en el origen de radio 1
C 8.- R0 es un arco uniendo O y I 0 @ través de la recta real y
" evitando los punios a_si alguno de ellos estd en la recta.
A . 9.- C_es el arco de la circunferencia centrada en el origen de
. 10 radio l; desde argumento O hasta el argumento de Bm
fig8
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10.- R es la recta en la direccién de Bm correspondiente a l; < lz| < oo
Sean ahora
) T =R uC UR, m=1,.sN+L
m 0 m m

ii) I"kqj = 'Yk,j U Ck,j U (-yk ), j= 1,...,rk, k=0,1,...,M.

Jtl

Se definen los funcionales:

(4.15) < Lm, p{x) > = J p(z) w(z) dz, m = 1,...,s-N+1.
r

m

4.16) < Lk ; p(x) > = J p(z) w(z) dz, j = 1,...,rk y para cada k tal que r> 0.

I“k'j

@17 < L;, p(x) > = [ p(z) w(z) dz, k = 1,.M,

E
k

Se tienen asi s-N+1 + I+t I+ M = s+1 soluciones de la ecuacidn (Bg).
Lema 4.2

Sea 7t(x) = -x" + términos de menor grado. Sea f(x) una funcién localmente integrable
y acotada en [0, ==]. Se considera la funcidn

M

H(ao,...,OLM) = J x%o 1(|;|l(x-ak)mk en(x) dx

0

donde Re o > -1 para k=0,....M. Para cada eleccién de OB define

]

M
F(t) =J % M 1 (xea) % f(x) dx.
0 k=1
Si lim f(x) = A entonces lim %o
x=>oo +

F(t) = A H(at ...
10

)

M'E

La demostracién es la misma que en el Lema 4.1.
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Proposicion 4.2

*
l Ll’ ? s-N+1’Lo,1’ 0,r M, ’LM.rM’Ll’ M } esun S.FS. de la

ecuacién (Ba)'
Demostracion

Se probard que los funcionales son linealmente independientes. Puesto que no hay
cambios esenciales con respecto a la demostracién de la Proposicién 4.1, solamente se

incluye aqui el procedimiento general.

Supongamos que

T

s+N+1 M k M . =
@18 § AL +7 ] AL+ } A L =0
m=1 k=0 j=1 k=1
En la primera etapa se probard que los coeficientes ll,...,ls-ml son nulos. Escribiendo

la funcién w(z) en la forma

% l;l] (z-ak)ak en(z) f(z),

k=1

w(z)= z

descomponiendo F en su parte acotada R UC y en su parte no acotada R Y aplicando
(4.18) al polmormo cuya forma es p(x) X Hy (x a )”’ (x—a )}‘LM donde u M, son
enteros positivos tales que Re (akﬂ.tk) > -1, de la misma forma que en la Proposwién 4.1
se tiene que las funciones

k=1

§-N+1 +OL +lL M o+l
Fp(t) = z A J zp "% (tz-a ) Tk JUZ) f(z) dz,
- R

donde Re(t) > 0 y p=0,1,...,s-N, han de tener una prolongacién analitica en t = 0. Por
tanto

lim_ P %Het B = p=0,1,....s-N,
=0

y teniendo en cuenta el Lema 4.2, los coeficientes ll,...,ks_Nﬂ tienen que verificar
el sistema
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s -N+1 |.|.0+(10+p+1
0= z A B H (M 4OLHp, B HO ey PO )

m
m=}
donde para cada m = 1,...,5-N+1, Hm es la funcion

==

M
H (B +0+P, P+, [ 0L ) = J xHo* Ot m @ _x-a) cﬂ(B ) dx.
k=1

0
De la misma forma que se ha visto en la Proposicién 4.1, el determinante de este sistema
es distinto de cero y como consecuencia, 7\,1,...,7Ls iy SON nulos.
En la segunda etapa se prueba que lkj es nulo para j = 1,...,rk y para cada k 1tal

que a_es una raiz multiple.

La expresion (4.18) ahora es

Mk

M
A L +Y AL =0
kS jo1 bk kz:-:l k&

y asi

r r

0 k M

nr_+p nr_+p ok nr_+p _

4.19) ;.Z lo'jLo,j, "0'? > + < L] [ lk.ij'j, x"0? > + < ): AL, x"0">=0
ji=1 k ji=1 k=1

para p = 0,1,...,r0-1 y n =0,1,... Escribiendo w(z} = % exp(-1/zZ'0) g(z) y teniendo

en cuenta que Bof""ﬁ son las raices de la unidad de orden T, Se tiene que
X x

D0
r

0
<z A L, x"%P>=
) 0, 0.

]=

Ay j J 20" % exp(-1/ 20) g(z) dz =
r

0,j

0 prOL +1
_ nr_+p+0L _ r 0
= A’O,j J Zor o exp(-1/ zo) ﬂo'j g(z BO.j) dz
r

0,1
haciendo z'o = t, esto es lo mismo que
Y
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r

0 G +p+l
[ " e-l/t t(;)'!-(3(-0-1-0+1);'1'0 [ loj BOOj g(‘,’lJ‘r0 Boj) dt
r

=1

donde I" es la curva de la figura 9. Por
otra parte, después del cambio de

variable z'o = t, también se tiene que i : 10011
e . \
<Z z A L , x> = ~—
y2o S ki kij
fig9

K
= Z Y J’ P o Ut (el /ey g@t'/%o) dt
. k.j
kF0 j=1

k.j

— r
donde I'" ; €S una curva exterior al disco centrado en el origen de radio 100. Ademds,

¥ * gt _nr+p
<Z A L, xToP> =
=1
M . n -1/t (p+Q -r +D)/r 14
=}:lk e P 0 e e g(tTo) dt
=1

donde Ek es una curva tal que su parte préxima a O estd en la region Re(t) > O por lo
que la correspondiente integral es convergente. De las nuevas expresiones de (4.19), y
definiendo aqui Hl(g), H2(§). H3(§), se tiene

H(®) + HE) + HE) =

0 O _+ptl

0 lfr
kO.j BO.j g(t 0 BO.j) de +

_ J' e-l/t t(p*ao"o”)"o
T t- & j

e-l/[ t(p+(1.0 “rg*) /T

W~ -

0 o(1'"0) di+

. 1/t (peOL_-r 1)
+ lk J e 1 0 0 0 g(llh{)) dt

k=1 E t-

121



para cada & con médulo suficientemente grande.

Para cada € > 0, utilizando el término Hl € (E) para referimos a la integral que
define Hl(i) pero ahora sobre la curva ', de la figura 10, se tiene que HI(E_,) =H E(F,)

cuando |§|>lo°. Por'coilsiguien_te, Hle(g) + Hz(g) + H}(ﬁ) =0 cuando |&| >ey & no
pertenece a las curvas I’k ;Y Ek.

Fig. 10 Fig. 11

-1%
Sea C la curva de la figura 11 y sea & un punto del intervalo (To—, 0). Por el
Teorema de Cauchy,

‘ L +p+1

0
ami e Vo g T B 0T g®0B) = HE - H (&) =

j=

= H @ + HE + HE).

-1f
Como Hl(é), Hz(g), H3(Lf,) son funciones acotadas cuando & € (——28—,0), la ultima
igualdad es sdlo posible si

r

°a B % = 0 = 0,1,....1,-1
Z O.j O.j - [ P - yLymeey 0

i=1

de lo que se deduce que 7&.0}, es nulo para cada j = l...r.

Andlogamente se probaria que lk‘jz 0 cuando j = 1,..r _para cualquier otra raiz
muiltiple a.

3 - L - L
Finalmente, se demuestra que los coeficientes Kk son también nulos. La expresion

M
(4.19) ahora se reduce a Z JLk Lk =0 y los caminos Ek son arcos simples que no tienen
=1
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mds punto en comin que el origen. Podemos aplicar el Lema 3.1 para obtener que l; =0
para cada k = l,...,M.
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