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Introducción:

Los orígenes del estudio de los polinomios ortogonalespueden situarse en los

trabajosde Legendresobreel movimiento planetario.Aunqueautorescomo Gauss,Jacobio

Christoffel habían ya estudiado algunos casos especiales, fueron sobre todo T.J.

Stieltjes con sus trabajossobrefraccionescontinuasy el problemade momentos,así como

P.L. Tchebichef, Markov y Heme, los primeros en dar un tratamiento general de esta

teoría. Más tarde han sido H. Hamburger, M. Riesz, R. Nevalinna, F. Hausdorff, T.

Carlemany M.H. Stoneentreotros, quienes,estudiandoecuacionesintegralesy operadores

en espaciosde Hilbert, han dado un importante impulso al estudio de los polinomios

ortogonales.El primer tratado sistemático sobre el tema se debe a J.A. Shohat con su

obra “Théorie Généraledes PolynómesOrthogonauxde Tchebichef’de 1934. En 1939 G.

Szegó,en su monografía“OrthogonalPolynomials”,presentóun exhaustivocompendiosobre

estateoría, sintetizandobuenaparte de los resultadosconocidoshastaesa fecha.

En la actualidad,el estudio de los polinomios ortogonalesha experimentadoun gran
crecimiento debido a las múltiples aplicaciones no sólo en diferentes ramas de las

Matemáticascomo por ejemplo Aproximación de Padé, FraccionesContinuas, Análisis

Numérico, Probabilidad,Estadística,EcuacionesDiferenciales,Teoría de Operadores,etc.

sino también en otras áreasde la Ciencia como Física Nuclear, [41], Física del Estado

Sólido, [59], Teoría de la Sefial, [12], Química Teórica, [17], etc,

El inicial punto de vista de las fracciones continuas ha sido progresivamente
abandonadoy en su lugar las propiedadesde ortogonalidadhan pasadoa ser el punto

central en el desarrollode estateoría:

Si 0(x) es una función no decrecienteen algún intervalo 1, acotado o no, de la

recta real con infinitos puntos de crecimiento y tal que los monomios xi’, n=0,1
2pertenecenal correspondienteespacioL0, el procesode ortogonalizaciónde Gram-Schmidt

00
permite hallar una familia de polinomios (P(x)) ~ tales que cada P (x) es un polinomio

n
mónico de grado n y de forma que

1 n nnl(P(x), P(x)) = P(x) Pm(X) da(x) = K 5

con K > 0. Se dice entoncesque (P(x) )00 es una sucesiónde polinomios ortogonales
II n=o
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con respectoa o.

Entre las diferentesclasesde polinomios ortogonales,el modelo más importanteen

la literatura lo constituyen los llamados polinomios ortogonalesclásicos que responden

a medidasabsolutamentecontinuas da(x) = w(x) dx (la función w(x) recibeel nombrede

función de peso):

a) w(x) = exp (-x2) -00 < x .c Pol. de Hermite

a

b) w(x) = x exp(-x) O < x <00; Pol. de Laguerre

c)w(x)=(1x)a (1+xP -1= x= 1; a,~>-l PoLdeJacobi

Como casosparticularesde los polinomios de Jacobi aparecenlos polinomiosde Legendre
1cuando a = = O, los de Tchebichef de primera especie si a = g =-—r o, más

genéricamente,los de Gegenbauercuandoa y son iguales.

Si se elimina la restricción inicial de que la medida sea positiva, tanto en el caso

b) como en c) se puededar un sentidoal producto (P(x), P(X)) cuandolos parámetrosa

en el caso b) y a + ~3en el caso c) son menoresque -1 pero distintosde -1, -2, -3,... y

se siguen encontrandopolinomios que todavíasatisfacenla relación

— P’’ P’’ do(x) = K 8(P(x), Pm(x) — \XJ \XJ

II n nhT~

pero ahora la medida tiene una partesingularformadaporuna sumafmita de derivadasde

la delta de Dirac en los extremosdel intervalo 1. Los polinomios reciben el nombre de

generalizadosde Laguerreo de Jacobi respectivamente.

El más amplio punto de vista consisteen considerarun funcional lineal cualquieraL

en el espaciode polinomios con coeficientescomplejos llamadofuncional de momentos

L : P —* e

que quedadefinido por su actuaciónsobrelos monomiosxt n=O,1,..~, y por tanto por la

sucesiónde números (¡~)00 llamadosmomentos,c L, x” > = . De estaforma sepuede
n0
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defmir el producto

(P(x), Q(x)) = < L, P(x) Q(x) >.

La existencia de polinomios ortogonalescon respecto a este producto, en otras

palabras,la existenciade polinomios (P(x))00 talesque
n=O

(P(x), P~(x)) = < L, P(x) P~(x) > = K 8
JI ¡‘nl

es equivalenteal hecho de que los llamadosdeterminantesde Hankel

al u
H= ~n+1

Zn

sean no nulos para todo valor de n. Este punto de vista permite considerarentre los

polinomios clásicos los polinomios de Bessel, que son ortogonales con respecto al

producto

00

(P,Q) = —~*~-- P(z) Q(z) 2 —~-4—~-y--- (~ ¿)k dzJ k

para cualquiervalor del parámetroa distinto de -1, -2

Todos los polinomiosortogonalesclásicostienen en comúndiferentespropiedadesque

los caracterizan.Una posible caracterización,la que más interesa en este trabajo y

debidaa P. Maroni, esque el funcional de momentosL satisfaceuna ecuaciónfuncional de

la forma

D(@ L) + ‘qi L = O,

donde~(x) esun polinomio mónico de grado 2 como máximo y NI(x) es otro polinomio de

grado igual a 1.

Si en la anterior relación se permite a los polinomios •(x) o «x) tener grados
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mayoresque 2 ó 1 respectivamente,aparecennuevosfuncionalesy en muchoscasosnuevas

sucesionesde polinomios ortogonalesasociadasa ellos. Tanto los funcionalescomo los

polinomios reciben el nombrede semiclásicos.

Si se denotas = máx.( grad(~)-2, grad(~)-1 >, los polinomiosclásicosseencuentran

en el caso de que s sea igual a O. En la terminología que se usará los polinomios

clásicosson los semiclásicosde clase s = O.

Los primerosantecedentesde los polinomios semiclásicosaparecenen los trabajosde

E.N. Laguerrey tambiénde J. Shohatquien estudiólos polinomios que son ortogonalescon

respectoa un peso w(x) que satisfaceuna ecuacióndiferencialde tipo Pearson

w’(x) — - w(x) + 40(x)
w(x)

Aún desde el concepto general de ortogonalidad consideradoanteriormente, un

resultadodebido a R.P. Boas estableceque cualquier funcional lineal definido sobre ~

con valoresen c admite al menosuna representaciónintegral de la forma

00

<L~P(x)>=f p(x) d(a(x) + i 11(x))
.00

donde 0(x) y ~x) son en generalfuncionesde variación acotada,

Nuestra contribución al tema, detallada en los Capítulos III y IV de esta

Memoria, consisteen dar representacionesintegralespara cualquier funcional de momentos

que satisfagauna relaciondel tipo DQI L) + W L = O, independientementedeque estesea

o no regular; es decir, tenga o no asociada una sucesión (P(x)~ de polinomios

ortogonales. De esta forma, todos los funcionales regulares semiclásicos quedan

representados.

En la resolucióndel problemase ha visto que, debido al tamaño de los momentos,

existen dos grandes categorías de funcionales semiclásicos que obligan a utilizar

diferentes técnicas para hallar una representación integral. Se han denominado

genéricamentefuncionales (A) o (B)-semiclásicos.La estimación del tamaño de los
momentosasí como la solución del problema para los (A)-funcionalesse incluyen en el

Capitulo III, en donde se estableceque todo funcional de este tipo admite una

representaciónde la forma
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< L, p(x) > = f p(x) w(x) dx,

Y

dondey escualquiercircunferenciaen el plano complejo de radio adecuadoy w(x) es una

solución de la ecuacióndiferencial lineal no h¿mogénea

(0(x) w(x))’ + «x) w(x) = D(x)

siendo D(x) un polinomio.

En el Capitulo IV seda una solución paralos funcionales (fi)-semiclásicosprobando

que siemprees posible la representación

< L, p(x) > = { p(x) w(x) dx,

Y
dondew(x) ahoraverifica la ecuaciónhomogénea

(0(x) w(x))’ + w(x) w(x) = O

y y es una curva adecuadaen el plano complejo, cenadao no segúnque las raices del

polinomio •(x) sean múltiples o simples. Como la función w(x) contiene factoresde la

forma (x~a)a y la curva y tiene un extremo en el punto a, es necesarioregularizar las

correspondientesintegrales cuando Re(a) =-1. Esto se ha hecho dando un criterio

recurrente obtenido a partir del lenguaje de P. Maroni descrito en el epígrafe 2 del

Capítulo 1. Este proceso se ha denominadoregularizaciónsemiclásica.

Los Capítulos iniciales contienen una breve exposición de resultadosrelacionados

con los polinomios semiclásicos,siempre orientada hacia la representaciónintegral. El

objetivo que se ha pretendido alcanzar con estos preliminares ha sido el de dar una

visión homogéneay coherentedel problemaobjeto de estetrabajo.

El Capítulo 1 comienza con la descripción de algunos resultados generales de

ortogonalidad. Posteriormente, se introducen los polinomios ortogonales clásicos

utilizando la terminología de P.Maroni, y fmalmente,se incluye el trabajo de R.D.Morton

y A.M. Krall “Distributional weight functions for orthogonalpolynomials” en el que está

5



resueltoel problemade la representaciónintegral paralos polinomiosclásicos.

El Capítulo II esta dedicado específicamentea los polinomios ortogonales

semiclásicos y en él se dan algunas de las diferentes caracterizacionesde estos

polinomios. Se incluye también, en los epígrafes finales 5 y 6, el estudio de las

modificaciones que se producen, en la regularidad y en la clase, al perturbar un

funcional semiclásicocon una masade Dirac o con su derivada.El estudioen general de
la clase así como la aplicación de estos resultadosal caso particular de los polinomios

de Laguerredado en el ejemplo final, es también aportacióndel autor.
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Introducción

En 1939 J.L.Geronimus[18] resolvió el siguienteproblemaplanteadopor W.Hahn [20]:

“Hallar condicionesnecesariasy suficientes para que una sucesiónde polinomios

ortogonales (P >00 sea tal que la sucesión de sus derivadas ¡ P’ >~ sea también
n n=O n-fI n0

ortogonal”.

Paraque esto ocurriese,Geronimusencontróque los momentosdel funcional asociado

a la sucesión (P~>~ deberíande satisfaceruna cierta ecuaciónen diferenciasque más

tarde se precisará.También dió las solucionesde estaecuaciónhallando representaciones

integrales en el plano complejo y, en particular, vió que las únicas soluciones que

correspondíanal caso definido positivo eran los funcionalesde momentosasociadosa las

familias de polinomios ortogonalesde Hermite, Laguerrey Jacobi.

H.L. Krall y O. Frink [33] en 1948 encuentranuna cuarta clase de polinomios

ortogonalesque tambiénsatisfacenla condición del problemade Hahn pero que en este

caso no respondena un funcional definido positivo. Son los llamadospolinomios de Bessel

que habíanya sido consideradospor 5. Bochneren [6], dondese señalabansusconexiones

con las funciones de Bessel. Las cuatro familias reciben el nombre de polinomios

clásicos.

Por otra parte,J. Shohat[63] en 1939 estudió los polinomios que son ortogonales
0’ + ~;icon respectoa un pesow quesatisfaceunaecuaciónde tipo Pearson,.~.— = conw

O y ‘y polinomios, lo que constituyeuna generalizaciónde las familias de polinomiosde
Hermite, Laguerrey Jacobi,dando lugar a los hoy llamadospolinomios semiclásicos.

Despuésdel trabajo de Shohat, diferentes autores han tratado de generalizar las

propiedadesde los polinomios clásicos. En este contexto, P. Maroni [48] [55] ha

realizado una teoría unificada sobre los polinomios semiclásicos.Su punto de vista

consiste en situarse en el espacio dual de los polinomios fi” y trabajar directamente

sobre las formas linealeso bien, sobreel espaciode las seriesformales que es isomorfo

a O”. Desdeestaóptica se presentana continuaciónlos polinomiosclásicos.

Se comienzacon una breve descripciónde propiedadesgeneralesde los polinomios

ortogonalespara, más tarde, entrar al estudio más concreto de las familias clásicas

incluyendo su representaciónintegral.
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§ 1. Ortogonalidad

A lo largo del presentetrabajo se denotarácon F al espaciode polinomios en una

indeterminaday con coeficientescomplejos.

Definición 1.1

Sea (11 >~ una sucesiónde númeroscomplejosy seaL: O’ —* c un funcional lineal
n=O

tal que la actuaciónde L sobrelos monomios x~ viene dadapor

< L, x~ > = n=O,1,2,...

00

L se llama funcional de momentosasociadoa la sucesión ¡ ~x) ~ y los números JI se

llaman momentosdel funcional L.

Es inmediato que si lt(x) =~ a,( xk entonces

Definición 1.2

Una sucesiónde polinomios ¡ P (x)> se llama sucesionde polinomiosortogonales
y, ¡‘=0

(SPO) con respectoal funcional de momentosL si y sólo si

i) P (x) esun polinomio de grado n.
JI

ji) c L, P(x) Pm(X) > = k 8

delta de Kronecker.

con k * O para n=O,1,... y donde 8 es la
JI ¡‘nl

Cuandok = 1 para n = 0,1 la sucesiónde polinomios se llama ortonormal, y cuando
JI

el coeficienteprincipal de cadaP (x) es la unidad, la sucesiónse llama mónica (SPOM).
JI

El siguienteresultadoes inmediato:
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Proposición 1.1

Son equivalentes:

i) (P(x))00 es una SPO con respectoa L.
¡‘=0

u) Para todo polinomio lr(x) de grado =n existenconstantesk * O talesque
JI

<L n(x) Pjx)> = f O

JI

si grad(n) < n

si gradQt) = n

iii) c L, xm P(x) > = k 8 para algunaconstantek # O, m n y n=O,1,...
JI

Cuando(P(x))1
0 es una SPOcon respectoa un funcional L, los polinomiosP(x)

constituyenuna basede ~ de maneraque todo polinomio ir(x) de gradon sepuedeescribir

como

yt(x)=c P(x)+c P(x)+...+c P(x)
fi

00

y en consecuencia,por la ortogonalidadde (P(x)) ~, se tiene el resultadosiguiente:

Proposición1.2

Sea ¡P(x) >00 una SPO con respectoa L. Sea n(x) un polinomio de grado n. Entonces
n0

n(x) = É c Pk(x)
k=0

y además

< L, it(x) P(x) >

k CL, P
2(x)>
k

u

Corolario

Si IP (x) >~ y ¡Q(x) ~ son dos SPO con respectoal funcional L entoncesexisten
JI n=O

n=O,1,.,.

lo



constantescomplejasc !=O talesque

Q(x) = c P(x) n=O,l,2,...u

Por lo tanto unaSPO con respectoa L esúnicasi se impone la condiciónde que cada

P (x) sea mónico o tambiénsi se exige que ¡ P(x) )~ seaortonormal y con coeficiente
JI ¡‘=0

principal positivo

Se trata ahorael problemade la existenciade

con respectoa un funcional dado.

Sea ¡JI > la sucesiónde momentosde un
n=O

denotaH el determinantede Hankel de orden n+l
JI

Ib

JI

1.1. II
1 n

sucesionesde polinomios ortogonales

funcional L. Paracada valor de n se

5.1.

¡‘+1

~‘2n

De la Proposición1.1 se obtiene fácilmenteel siguienteresultadobásico:

Proposición 1.3

SeaL un funcional de momentosdado por la sucesiónfu00 . La condiciónnecesaria
JI=0

y suficiente para la existencia de una SPO asociadaa L es que H sea no nulo para
JI

todo n=O,1,,..

Demostración(ver pág. 11 de [1l])•

CuandoH !=O paran=O,l,2,... el funcional se llama regular o casi-definido.
n

Sea ¡ JI >00 la sucesiónde momentosde un funcional regularL. Si se consideranlos
ti=0

polinomios defmidospor

11



110 11~ . Iby,

(1.1) P (x) = -u-
JI. 1

¡‘ti

1 x

es claro que cadaP (x) es mónico y además,para cadak =n, se tiene que
fi

(1.2) k _ 1CL,x P(X)> —r
JI. 1

y la Proposición1.1 dice entoncesque los

dadospor la relación (1.1).

Una característicade las sucesiones

relación de recurrenciaa tres términos:

Ib~

Ib~

I1~ Ib
JI

11k 11k+I Ibk+fl

- H

fi-!

elementosde la SPO mónicaasociadaa L vienen

de polinomios ortogonaleses que satisfacenuna

Cuando L es un funcional regular y (P(x)~0~> es su SPO mónica, escribiendoel

polinomio x P (x) en términos de los polinomios de la SPO, la Proposición 1.2 garantiza
JI

la existenciade constantescomplejas¡3 y ‘y de maneraque

(1.3)
{ Pjx) = 1; P(x)= x

~~+1 (x)=(x - ¡3) P(x) - ‘y P(x) n =1.

Una consecuenciainmediataes que

< L, x¡’1 P(x)
nl .—fi-l

de donde

12



c L, x~ P (x) >
JI

< L, 0~ ¡ P(x) >

< L, P2(x) >.
fi

2<L,P (x)>

La relación de recurrenciaa tres términos (1.3) con la condición ‘y !=O que

satisfacenlas sucesionesde polinomios ortogonaleses también una condición suficiente

de ortogonalidadsegúnpone de manifiestoel siguienteresultadodebido a Favard:

Proposición1.4 (Teoremade Favard)

Sean ¡¡3 ~ y ¡‘y >00 dos sucesionesarbitrariasde númeroscomplejosy sea
fi0

la sucesión de polinomios dada por

(1.5)
n = 0,1,...

Entoncesexisteun único funcional de momentosL tal que

c L, 1> = ‘ya, < L, P(x)P(x)> =0 sin!=m,

00

Además,L esregulary (P(X))

para n =0.

n, m = 0, 1, 2

es la correspondienteSPO mónicasi y sólo si ‘y !=O

Demostración (ver pág. 21 de [1l])•

La relación de recurrenciaa tres términos es por tanto una característicade las

sucesionesde polinomios ortogonalesasociadosa funcionales de momentos en IP. Esto

permite su estudioal margende la representaciónintegral del funcional de momentosque

más tardese verá o de cualquierotra caracterización.

Otra posible vía de estudio de los polinomios ortogonales la proporciona el

resultadode Christoffel-Darboux:

Proposición1.5 (Identidadde Christoffel-Darboux)

Sea (P(x))00 una SPO mónica cuya relación de recurrenciaa tres térmmos vieneJI0
dadapor (1.5) con YJI * O para n =0. Entonces

(1.4) 7=fi !=0

13



1

O ~I’~ «TIc
x-7

Demostración(ver pág. 23 de [11])•

Recientemente,C .Brezinski [10] ha demostradoque si una sucesión libre de

polinomios satisface una relación del tipo (1.6), necesariamenteha de verificar una

relación de recurrencia a tres terminos. De esta forma, la identidad de

Christoffel-Darbouxes otra caracterizaciónde las sucesionesde polinomios ortogonales

y permite una forma de estudio independientede la anterior.

Finalmente, se estudia la representaciónintegral de un funcional de momentos

arbitrario:

Definición 1.3

Un funcionalde momentosL sedenominadefinidopositivocuando< L, lr(x) > > O para

todo polinomio no nulo n(x) que esno negativoen toda la recta real.

CuandoL es un funcional de momentosdefinido positivo, se verifica que

<L, x2~ >> O y <L,(x+lt>>O

y por lo tanto todos sus momentos Ibfi tienen que ser reales. De la relación (1.2) se

deducetambiénque

H.CL,Pftx)

u.’

y, como = ji
0 = < L, 1 > > 0, los determinantesde Hankel H de un funcional de

momentos defmido positivo tienen que ser todos positivos. De hecho se verifica el

recíproco:

Proposición1.6

L es defmido positivo si y sólo si sus momentos son reales y H > O para todo
fi

14



enteron =O.

Demostración (ver pág. 15 de [11])•

Otra consecuenciainmediata de la positividad de un funcional L es que los

coeficientes‘y de la relación de recurrencia(1.3) tienen que ser todos positivos. Basta

teneren cuentala relación (1.2).

Definición 1.4

SeaE a (..oó, 00). Un funcional de momentosL se dice definidopositivo en E si y sólo

si < L, xt(x) > > O paratodo polinomio no nulo lr(x) que esno negativoen E. El conjunto

se dice que es un soporte de L.

Cuando L es definido positivo en un conjunto E que es infmito entoncesL es

definido positivo en cualquier subconjunto de E (en general no es cierto si E está

formado por un número finito de puntos). En particular, L es definido positivo en cada

subconjuntodenso en E. Por consiguiente,si L es definido positivo y tiene un soporte

con infinitos puntos, en general no existe el “más pequeño”soporte infinito para L. Sin

embargo,si L tiene un soporte acotado,puededemostrarseque entre todos los conjuntos

cerradosque son soportesde L hay uno que es el “más pequeño”.Esto no es verdaden

general si todos los soportesde L son no acotados.

Aunqueel problemade la unicidad de la representaciónintegral de un funcional de

momentosdefinido positivo no setrataráen estetrabajo, simplementemencionarque tanto

estehechocomo la existenciadel mínimo cerradoque es soportepara L sonequivalentesa

que los polinomios ortogonalescon respectoa L seandensosen el correspondienteespacio

que define el funcional de momentos.Este problema y cuestionesrelacionadaspueden

versepor ejemploen G. Freud [16], N.I. Akhiezer [2] y otros.

SeaahoraL un funcional de momentosdefinido positivo y sea 1 un intervalo que es

soportepara L. Sea (P(x)V0 la correspondiente5P0 mónica. Paracadan =1 se tiene

que < L, P (x) > = O y por tanto P (x) ha de teneral menosun cambio de signo en ely,
intervalo 1. Por consiguiente,al menosun cero de multiplicidad impar ha de estar en 1.
Si ~ son todos los ceros distintos de multiplicidad impar que están en el

interior de 1 entonces
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< L, (x-x,)...(x-xQ P(x)>>O

puesto que (x-xI)...(x.xk) P (x) =O cuando x estáen 1. De la ortogonalidadse deducey,que k ha de ser mayor o igual que n. Es decir, se verifica el resultadosiguiente:

Proposición1.7

SeaL definido positivo y sea 1 un soportepara L. Si (P(x)f0 es una SPO con
fi=0

respectoa L, los ceros de cada P (x) son reales, simples y están en el interior dely,
intervalo 1

u

Con la notación anterior, y llamandox< x
2<....c x a los ceros de cada P (x), se

fi

tiene:

Proposición 1.8 (Fórmula de cuadratura de Gauss) [11]

Si L es definido positivo entoncesexisten números A1 A , reales y positivos,
¡‘fi

talesque paracadapolinomio lt(x) de grado menoro igual que 2n - 1 se verifica que

fi

.cL,ir(x)>~ A¿(x~) y A +...+A
nl

lc=l

Sea L defmido positivo y, como antes, ¡P(x)>
00 su SPO mónica y x

1 c ... c x
¡‘=0

los cerosde cadaP(x). Sea~ =inf( x :n=1,2,...> y seaTI1 =sup 1 x:n=1,2,...>.

El intervalo [~, t~] recibe el nombrede verdadero intervalo de ortogonalidadde L.

Teniendo en cuenta la forma de cuadraturade Gauss, para cadaentero positivo n

existen númerospositivos A~1 A talesque
fin

= ‘c L, xk > = A xt para k=O,1,..~2n-lnl
i=l

Sea‘y(x) la función definida por

si x<x y’’
(1.7) si x =x.cx (l=p<n)MJix)=fA~í+...+A

fi~ fi~

Ib0 si x=xfin
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Cada‘y(x) esuna función acotada,continuaa la derecha,no decrecientey con un número

finito de puntos de crecimiento.Entonces

xkdw(x)=É A.xk.=JI
fi ¡‘i y,’ k

i= 1

para k=O,...,2n-l

Por el Principio de Selecciónde Helly, puestoque (‘y 1 estáuniformementeacotada

por J.¡~, existeuna subsucesiónque convergeen (-00, co) a una función ‘y que es acotaday

no decreciente. Si el verdadero intervalo de ortogonalidad [~, ~] está acotado,

directamentedel segundoTeoremade Helly se obtiene que

00 00

x~ d’y(x) = ~400 {
00

para cadak=0,l..., puestoque ‘y(x) =0 cuando x =~ y ‘y(x) 110

tiene asi una representaciónintegral paraL.

Cuando el intervalo [~, r>~] no está acotado, el Teorema de

aplicardirectamentey es necesariauna ligera extensión:

cuando x=~.Se

Helly no se puede

Proposición 1.9 [11]

Sea L definido positivo y sea (‘y 1 la sucesión definida en (1.7). Entoncesexiste

una subsucesiónde (‘y> que convergeen (.oo, 00) a una función ‘y acotada,no decrecientey

con infinitos puntosde crecimientode maneraque

00

= .c L, x”> =
>0’ d’y(x) k=0,1,2,...

.00

00

Ahora es sencillo de demostrarque cualquier sucesión <i~L > ~ de númerosreales

admite algunarepresentaciónintegral en la rectareal:

Proposición 1.10 (Teoremade Boas)

Sea ¡ji >~ una sucesiónarbitrariade númerosreales.Entoncesexisteuna función O
fi0

de variación acotadatal que

00

£00
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x” d«x) = ji n=O,l,2,...
y’

Demostración

Dado ~ es claro que existennúmerosIb10 y Ib20 realesy positivos talesque

~ -

Supongamosque
11i0’ i1~1 11i2¡” para i~l,2, han sido determinadosde forma

que

iOH =det kpk pat-ji. j=0

k=O,1 2n

> O para p=l,2 y para k=O,1,...,n.

Sean ahora1112JI+¡ y ~ númerosrealestalesque

11 11 -112y’-rl 1.2,,+I 2.2n+1

Los correspondientesdeterminantesde Hankel H
1, para p=l,2, se pueden desarrollar

por la última fila y se obtiene

H
11p.2zx+2 +fQs ~Ib~

1‘~•~Ibp~j,+i)
p,nt-I p,O

dondef es algunafunción que no dependedel momento Ibp~fi+2~ Basta entonceselegir para

cadavalor de ~ el número Ib~,2~+2 suficientementegrandepara que H sea positivo y
p.fi+1

tal que

112n-s~2 = ‘~1,2z,+2 - 112,2JI+2

lo que siemprees posible. Se tienen así dos sucesiones¡Ib
1 1 y (JI2> de númerosreales

cuyos determinantesde Hankel son positivos. La Proposición 1.6 y la Proposición 1.9

garantizan la existencia de funciones ~ y ~‘2 acotadas, no decrecientes y con

00

1
00
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infmitos puntos de crecimiento,de forma que

~j. = f x¡’ d4(x) p=l,2.
.00

En consecuencia~ - ~‘2 es una función de variación acotadatal que

= f x~ d(@(x) -

.00

Es obvio que si ¡ Ix>00 es una sucesión arbitraria de númeroscomplejos,existen
n0

funcionesde variación acotada Ib(x) y 0(x) tales que

IbJI = f x¡’ d(11(x) + i a(x)) para n=O,l,.,.
.00

§ 2. Operaciones en el dual de los Polinomios.

IP ahora representael espaciode los polinomios en una variable con coeficientes

complejos pero consideradoscomo elementosde C00(~). Si O’ es el espaciode los

polinomiosde gradomenoro igual que n entonces O’ ~ O’ . Considerandoen cadaO’ la
n fi

topología que lo convierte en un espaciode Banach,O’ quedadotado de la topología de

L.F. (límite inductivo estricto, Tréves [65]). De esta forma, la topología débil del dual

topológico IP’ viene defmidapor la familia de seminormas

=sup tic L,xk>I :O=k=n>

y coincide con la topologíadual fuerte. Si E denotael espacioC00(O~) con la topologíade

la convergenciauniforme en compactos,se puededemostrar,ver [48], que la inclusión

E’ C IP’ es continua.

Por otra parte, es posible demostrartambiénque todo elementoL de IP’ admite la

representación
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¡‘=0

donde (L)y, = c L, x¡’ > y 5 es la medida de Dirac ( < 8(x), p > = p(O) ). Tambiénse

puedeprobarque la aplicación
n

00 (-1) 00

(2.1) L = ~ ~ —* F(L) (z) =~ (L)~, x¡’
fl0

es un isomorfismo topológico entre el espacioanterior ~‘ y el espacio de las series

formalesdotado de la topologíadefinida por la familia de seminormas

00

1 1’ a~ x~ ¡ = sup
¡ IakI : k =n

Las justificacionesde todos estos hechosse puedenver en los trabajos[48] y [53] de

P. Maroni.

Definición 2.1

Sea L un elemento de P’. Se llama función de Stieltjes asociadaa L a la serie

formal 5(L) (z) definida por

S(L) (hz) = -z F(L) (z)

Es claro que S’L’ 1z~ — 00 (L)y,
~‘ ‘‘ — - z y de estemodo, su derivadaformal viene dada por

S’(L) (z) =Y’ (n+1) (L)

¡

z ¡‘ti

Se consideranahora las siguientesoperacionesen O’:

p(x) —* (~ p)(x) = @(x) p(x), 4 E IP

— p(x) - p(c) , ~~- c

p(x) —* (D p)(x) = p’(x)

p(x) —+ (‘r,, p)(x) = p(x-b), b E £
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p(x) ~ (h p)(x) = p(ax), a c e-jo>

y por trasposiciónquedandefmidaslas correspondientesoperacionesen a”:

La multiplicación a la izquierdade una forma por un polinomio

c •(x) L, p(x) > = c L, 4(x) p(x) >.

La división de una forma por un polinomio de primer grado

.c(x-cy’L,p(x)><L,ú p(x)>=<L, p(x)-p(c

)

c x-c

La derivadade una forma

.c D L, p(x)> = - < L, p’(x) >.

La traslación de una forma

< L, p(x) >. = c L, ‘tb p(x) > = < L, p(x+b) >

La homoteciade una forma

c ha L, p(x) > = < L, hp(x) > = < L, p(a x) >.

En O” se puededefinir un productode formas. Para esto, se considerapreviamenteel

producto a la derechade una forma por un polinomio dado por

O” x IP —e O’

(L, •) —+ (L •) (x) = ( a~jL)~) 0’
ii=O

>0’ = ÉPuestoque II L ~ II =(p+l) ILI~ II ~ II, dondeseha consideradoIi~ ak ~ IakI,

la multiplicación a la derechaestá en r(r” IP, O’) y así, por trasposición, se puede

definir
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< L1 L2, p(x) > = < L1, (L2 p) (x) >

Con esteproductoy la sumahabitual, el espacioU” esun anillo con elementounidad que

es la forma 8. Ademáslas formas inversibles resultanser aquellascuyo primer momento

(L) es no nulo.

o
Se verifican las siguientespropiedades:

Proposición2.1 [51]

Seap e IP y L, L1 y L2 elementosde a”. Entoncesen a’ se verifica:

1) p(L1 L2) = (p L1) L2 + x(L1 Ú~ p) L2
2) (x

4L)p=i3 (Lp)
o

3) D(Lp)=(DL)p+Lp’+L0
0 p

y en O”

4) D(pL)=p’L+pDL

5) x~’ L = (-1)¡’ (D8)~ L

6) D¡’ 8 = n!(DS)¡’

7) D(x’ L) = x
1 DL - x~2 L

u

Por lo que se refiere a la división de una forma por un polinomio, es claro que

< (x-a) (x-a)’ L, p(x) z. = .c (x-a~’ L, (x-a) p(x) > = .c L, p(x) >

y se tiene entonces

(x-a) (x-aY’ L =

mientras que

< (x-a~’ (x-a) L, p(x) > = < (x-a) L, p(x) - p(a)

x- a = < L, p(x) - p(a)> =

— .c L, p(x) > - p(a) .c L, 1 > = .c L - (L)
0 8(x-a), p(x) >;
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es decir,

(x-a~’ (x-a) L = L - (L) 8 (x-a)

El casogeneralde la división por un polinomio R(x) estáestudiadoen [13] y [14].

Aquí se detallanlos resultadoscuandoR(x) tiene todas sus raices simples.

Si R(x) = (x-a1~..(x-a), iterando la operación O definida anteriormente, se
a

obtiene

p(x) - L (x)
O y’

a ... a p(x) =
1 fi

donde L (x) es el polinomio de interpolaciónde Lagrangeen los nodos a
JI fi

L (x) = V p(a) 1(x) con 1(x) = R(x

)

y, L R’(x ) (x—ay
i=0

De estaforma

.c IU’(x) L, p(x) > = < L, p(x) - L (x)fi

CuandoR(x) tiene algunaraíz múltiple, se puede definir R’(x) L pero en estecaso

hay que considerarel polinomio de interpolaciónde Hermite en lugar de L (x).
JI

Se verifican también las propiedades:

Proposición2.2 [14]

Sea p(x) c r, L, L1 y L2 e O”, R(x) y 5(x) polinomios con raices simples.Entonces

1) R(R’ L)=L
y,

2) R’(R L) = L - ~ (1(x) L)0 8(x-a.)
3) R’(L L)=(IUL)L =L (R’ L)

12 ¡ 2 1 2

4) RÁ5
1 L)=5’ (R’ L)
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5) R~’ L = (x¡’ L) 8(x-a1)...8(x-a)

6) (R’ LV = R~ LP
u

Finalmente, se considerala sucesión dual asociadaa cada sucesión de polinomios

ortogonales:

Una sucesiónde polinomios (~):=0, con grad P =n, es libre si y sólo si grad P = n
fi JI

n=O.En estecasosepuedesiemprenormalizarlos polinomios y considerarcadaP mónico.
fi

Se dice que la sucesiónestánormalizada.

Sea (P)
00 una sucesiónnormalizada. Efectuando la división euclídea
fi0

P
JI+I se puedeescribir

P(x)=l, P(x)=x-f3
0 1 0

JI

P (x)=(x-j3 )P (x) - ‘y P(x) n>O
¡‘+2 ¡‘+1 k=O k

donde j3 y ‘y,~ sonconstantes.

Definición 2.2

00

Se llama sucesióndual de la sucesiónnormalizada(P)

dePy,~
2 por

a la sucesiónde formas

lineales(LP definida por la condición
n=0

<L,P >=8
JI m JIJU

Proposición 2.3 [62]

n,m =O

La sucesión(L)~~ es libre, es única y ademásconstituyeuna baseuniversalde O”

u

Es claro que

=cLk~xPI >, O=k=n, n=O

¡3 =cL,xP>,
fi fi

n=O
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Si en particular (~)>0 es una S.P.O. mónica y L es su funcional de momentostal que

(L
)00

(L)0 = 1, entoncesla sucesióndual vendrádadapor
¡‘ ¡‘=0

P (x) Ly, n=0
¡‘

y,

§ 3. Ecuación Distribucional de las Formas Clásicas.

Proposición 3.1 [53]

P
¡‘+1

Sea (P) una S.P.O. mónica y seaL su funcional asociado.Sea Qfi = n+1 para
n=0

n =0. Entonces (QV~ es una S.P.O. mónica si y sólo si existen polinomios

4(x)=ax
2 +bx+c y ‘y(x)=ax+b talesque

1 1 1 2 2

(3.1) D(@ L) + ‘y L = 0,

dondeO =grad 4(x) =2 y grad ‘y(x) = 1. Además,cuandograd ~(x) = 2, ha de verificarse

que -ria
1 + a !=0para todo enteron =0

2

Demostración

Supongamosque (QV” es una S.P.O mónicay que L es su funcional de momentos.
¡‘=0

Como

P(x)=(x - 13) P~(x) - ‘yy, Py,~1(x) si n =1,

derivandoseobtiene que

P(x) = Q(x) + c1 (x - ¡3) Q(x) + c2 Q2(x), n =1,

para algunasconstantesc y c De estaforma
JI,fi. 1

c L, P > = O
fi

para n=3.

P
Sea(L)

00 la basedual de (P)00 ; esdecir, L = “ L. EscribiendoLde
fi fi0 ¡‘o’0 xi 2<L, P >

fi— 00

la forma L =3’ >.L., la relación (3.2) significa que X.= O si j =3y, en consecuencia,

(3.2)
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%P XP
L = [CL? $ + + 0p2 j L=~(x)L

2 <L, >

o
y 4(x) es un polinomio de grado 2 a lo sumo. Por otra parte

P
fi+I JI+IcL,Q >=.c@L, n+í = - < DQI L),

y como .c L, Q > = O si n =1, la expresióndel funcional D(~ L) en términosde la base

(L)~ será

D(~ L) = ~ L
0 + ¡3 L1 = - ‘y(x) L.

AdemásI3~ = < D(4 L), P > = -< ~ L, 1> = -< L, 1 > !=0.Luego ‘y(x) tiene grado 1. Es

claro también que grad @(x) =O puesto que si fuese el polinomio nulo, se tendría que

~v(x)L = 0, que esabsurdoya que L es regular.Finalmente

(3.3) O*<L,x¡’Q >=cz4L,x” ¡‘+1y, n+1

1
— - n+í < D (x¡’ @ L), P1 nB ¡<nx”’ @L, Py,~1z’•+

JI+I n ni 1 x”’yP+ < D (~ L), 0’ ~‘ » = - n+í cL,x~ <‘>fi~¡ n+1 <L, ¡

1 ¡‘tI

— ni-í (-na1 +a2)cL,x P >, n>O

deloquesededuceque-na1 +a2 !=0 para n=0.

Recíprocamente,supongamosque L verifica la relación D(@ L) + ‘y L = O y que

-n a + a * O. Razonandocomo en (3.3) se tiene que
1 2

c@L,xk Q>=- k <Lxki ~ 1 < k fitín+í n+í L,x ‘yP >=

si k<n

fití(-na+%)cL,x P >#0 sik=n
¡‘ti
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por lo que (Q >00 es ortogonalcon respectoal funcional L = 4(x) Ly, u

Observaciones:

(1) D(@ L) + ‘~t L = O es equivalentea que

O = c D(@ L) + ‘y L, x¡’ > = -n ¡a(L) ~ b1(L)+ c(L)~> + a2(L) + b2(L)

que es la ecuaciónen diferenciasconsideradapor J.L. Geronimusen [18].

(2) Puestoque 4(x) es no nulo, siemprese puedesuponermónico en la ecuación

(3.1).

Definición 3.1 [53]

Se llama funcional clásico a toda solución regular de la ecuación (3.1). Las

correspondientessucesionesde polinomios ortogonalesse llaman tambiénclásicas.

Corolario

00
La sucesión(QQ =0 es tambiénclásica

u

Esto se debea que (Q)t.0 es ortogonal con respectoa L = • L que satisfacela ecuación

con grad(’y-~’)=1.

SeaL una forma regulary seana y b constantescon a !=O. Se considerala forma

desplazadaL definida por

x-b
cLtp(x)>=<L,p( a

~ (P)~ es una S.P.O. asociadaa L entonces

k<LX(ax+b)k P (ax+b)>=<L,x P(x)>k 5
fi y, y, fijfl
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es una S.P.O. asociadaa Lpor lo que0 es tambiénregulary la sucesión(P(ax+b)~ ~

Proposición 3.2

*
Sea L una forma clásica verificando (3.1). Entoncesla forma desplazadaL es

también clásicay satisfacela ecuación

D(@ 0) + ~lf = o

con •(x) = at 4>(ax+b), w(x) = a14 w(ax+b) y donde t = grad 4>(x).

Demostración(ver por ejemplo pág. 152 de

La caracterización de las formas clásicas de la Proposición 3.1 tiene su forma

equivalenteen términos de la serie formal de Stieltjesen virtud del isomorfismodado en

la expresión(2.1):

Proposición 3.3 [53]

L es clásicasi y sólo si existenpolinomios 4>(x) y ‘y(x), grad(4>) =2 y grad(’y) = 1,

talesque su serie formal de Stieltjes verifica la ecuacióndiferencial

4>(x) S’(L)(z) = C(z) S(L)(z) + D(z),

donde

C(z) = -49(z) - ‘y(z), D(z) = -(L13
040’(z) - (L130’y)(z) = cte.

Cuando grad 4> = 2, el coeficienteprincipal del polinomio C(z) tiene que ser distinto de

-n, n =2
u

Si un funcional L es clásico, aplicando la Proposición (3.2), se pueden elegir las

constantesa y b de forma adecuadapara que la ecuaciónde L sea tal que 4>(x) tengasus

raices en puntos prefijados, o bien, que los coeficientes de ‘y(x) sean números

previamenteestablecidos.En consecuencia,cualquier forma clásicaha de verificar, salvo

una transformación afín de la variable, alguna de las cuatro ecuaciones canónicas
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siguientes:

E:

E:
2

E:
3

E:
4

D L + 2x L = O

D(x L) + (x-a-l) L = O, a e e

2

D(x -1) L - ¡(a4-13) x + a-P> L = O, a, ¡3 e e, a-s-¡3 t
2

D(x L) + (l-ax) L = O, a e e, a !=-1,-2,...

Ecuación E

.cDL+2xL,x¡’>=-ng +2Ib~+i =0 n=O

— nEntoncesIb,,~> ~ Iby,
1. n =O y así

{ ~2y,+ 1

112fl =

—0 n=0

— (2n)

!

4¡’ n! Ib
0

n =1.

Estos son los momentosdel funcional asociadoa los polinomiosde Hermite

Ecuación E
2

<D(xL)+(x-a-1)L,x~>=-nji+ji -(a+l)Ib=O, n=0.y, n+i

Entonces I~tfl~¡ = (n+a+1) Ib,, y por tanto

Iby, = (n+cc+1)...(a+1)~ = r(n+a+l) Ibo~
r(a+l)

aque son los momentosdel funcional asociadoa los polinomiosde LaguerreL (x) siempreJI

que a * -1,-2,... (los casosa = -l,-2,... dan lugar a funcionalesno regulares).

Ecuación E
3

Pararesolverestaecuaciónconvienedeterminarlos momentosIbfi(
1) = < L, (x-lt> o

bien ji(-l) = < L, (x+1)~ > en lugar de Ibfi(O) = < L, x~ >. Con estefui se escribe la

ecuaciónE en la forma
3

(3.4)

(3.5)
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+ 2(x-l)) L> - ¡(a+j3) (x-1) + 2a> L = O

y se obtiene

+ 2 JIy,(1)) - ¡(«~I~) jiy,~
1 (1) + 2a Ibfi(l)> =

de donde

= - 2(a.i-n

)

Ib~ji) y así Iby,(1) =

siendo (a) = a(a+1)~•~(a+n-1).

Análogamentese obtiene paraIbj-1) la expresión

= 2 y, (¡3)
(a+[l)

Teniendoahoraen cuentaque

<L, x¡’ > = < L, (x-l+1)¡’ >

j=0

In~
I.jJ

I 7] c L, (x-1~ > = c L, (x+1-l~’ > =

< L, (x4-lV >

se obtienenlas expresionesde los momentosIby,(O)

(3.6) 11,,
j=0

I n
J

1)-’2-’ (a)

N

11JL (a i-ji).
j=O a

(¡3)~ ji0, cti-¡3 !=-1,-2,...

que son los momentosdel funcional asociadoa los

EcuaciónE
4

.c D(x
2 L) + (1-ax) L, 0’ > = - n Ib

polinomiosde JacobiP(a~¡3kx)

-a~ +g =0fi+t fi

n =O,

(-l¡ (a)
(cz+ji)

2”

¡x~f 1)

—t
J
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entonces

11 fi

n+cc’ n=O yasí

- F(a

)

(3.7) 111, = — l}n+a) g~, a * -1,-2,...,
y,

que son los momentosdel funcional de los polinomiosde fiessel YU(x)

Las expresionesexplicitas de estassucesionesde polinomiosortogonalesen su forma

mónica puedenobtenersepor ejemplo a partir de la fórmula (1.1). Son las siguientes:

H (x) = 2-~ ~¡‘É21(-1) k (
2x)fi2k

y,
k= 0

ÉL (x) = (-1)” nl lc=0

«¡3, .i~ 1 n.s-a 1 n+¡3 1 k ¡‘-k 1 n+« ‘1 1 n+¡3 ~1(x) = ¡ ¡ ¡ (x-1) (x+l) con K = ¡ + ¡

k=0 j y, 1 n J ~ n J

Y«(x) r 1 n 1/~,,,,,1\ (x/2)k = (n+a+l)

= ~ kÉO 1 k j~iirtvrii .-~j’. K 2

§ 4. RepresentacionesIntegrales.

La técnica que se presentaa continuaciónpara hallar representacionesintegralesen

la recta real de las formasclásicases debida a R.D. Morton y A.M. Krall [58] y en esta

referenciase puedenconsultartodaslas demostracionesque aquíse omiten.

Se consideranlos conocidosespaciosde funciones test dentro de C
00(Uti, D (soporte

compacto), 5 (decrecimiento rápido) y e (sin restricciones en el crecimiento), y sus

correspondientesespaciosdualesD’, 5’, e’. Se introduceel espacio ~, 5 c.~’c e, de las

funcionesde crecimientolento que incluye a los polinomios:
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2= ¡ ‘y :O~ —a e :lim e.aIxI ~/~>(~)= 0, paratodo az’O y q=01
x—+±00

con la topología inducidapor las seminormas

Ii = supí ~ixIi’(a+í)1~/~>(~)¡:0=a =p, 0=q =p, xc ~

Proposición4.1 [58]

Sea ¡ ‘y.> una sucesiónde elementosde 2. Entonces¡‘y.> — O en 2 si y sólo si
J 1 j

para cadaaz’0 y q=O,la sucesión <~a1xl ‘y¶Q)(~)> convergea cero uniformementeen ~
u

Siguiendo la notación de [58], se considerala transformadade Fourier de una

función 4>(t) de la forma

00

1 ixt
F(4>)(x) = ] 4>(t) e dt

.00

Se consideratambiénel espacioZ = F(D) de las funcionesque son transformadadeFourier

de elementosde D. DenotandoDM£ al subespaciode D de funcionescuyo soporte está

contenido en el intervalo [-(M4.e~’, (M+ey
1], sea ZM£ el espacioF(DME). Explícitamente

a
ZME =¡‘y :¡x.4.iy¡~ j’y(x4-iy)¡ =C e ¡y¡ a < M+e, C > O>q q

Como ya seha dicho en §.2, todo funcional de momentosL sepuederepresentarde la

forma

y,(4.1) ‘‘5’’
n=0

y además,cuandoL es clásico, es claro que los momentossatisfacenla condición

(4.2) 111,1 =C M” nl, n =O, para algunasconstantespositivasC y M.

00

Si ‘y = F(4>) con 4> e DME entonces‘y(¡’~x) = f (it)” 4>(t) eitx dt, y así

.00
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1/CM+E) l/(M+E)

-1/(M+E) -l/(MrE)

Por consiguiente,si ji verifica la condición (4.2), se tendráque

t/(M+E) l/(M-.-E)

¡@(t)¡ dt = C M+e ~ ¡@(t)¡ dt
2 Iji~¡ ¡‘4/”hbo)~ —k

1-~ y c M¡’ { ~(M+e) .1/<M+6> -II (Ms-E)

de dondese deduceque el funcional

L4~.. ~ con IIby,I =CM”n!

estábien definido en Z y escontinuo en el sentidode Z.
ME

Se pretende, por una parte localizar la representaciónintegral de los funcionales

así defmidoscon Ib correspondientesa formas clásicas, como elementosde ZME~ y a

continuación,ver si es posibleextendersu actuaciónal espacio.~‘. De ahoraen adelante

L denotaentoncesel funcional definido en (4.1) pero consideradocomo elementode Z’

ME

Supongamosinicialmenteque L admiteuna extensiónL~ que es continuasobre .~.

Sea

r A exp (-(hm
2 - t2y’>, -hm < t < í,’m

Sm(t) ={ m It¡ >. hm

Ijin

para m =M+e y con talesquef 8(t)dt=l,ysea’y=F(8)
-1/fil

a) Se pruebaque ( ‘y> —* 1 en 1%

b)ComoL~ se suponecontínuo,cL
2,l>=limcL,’y >=limcL,’y>

y calculandoeste límite, m-W
0

limcL,’y >11
m O

m4~

c) Es claro tambiénque x” es un multiplicador tanto en 2 como en esdecir, si

‘ye ..Z(resp.ZME) entonces0’ ‘y e 2 (resp.ZME). Por lo tanto,como (‘y >—+l en
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elespacio2,(x”w>—*x¡’en2yasí<L,x¡’>=lim<L,0’ ‘y >=
P P ni

= hm < L, x” ‘y>. El cálculo de este límite produce

limcL,x¡’ ‘y >

m400

Se tiene entoncesel siguienteresultado:

Proposición4.2 [58]

Si L admite una extensiónL~ que es continuaen 2 entonces

< L, x¡’ > = n=O,l,...
Entre los espaciosD’ y Z’ se considerala transformadade Fourier:

ME ME

Si4>EDMS y ‘y=FOIOeZME~ feD~
6 y ge Z¿~, la transformadadeFourier de f

viene dadapor

<Ff, F4> > = 2n < f, 4>>

y así la transformadainversavendrádadapor

¡ ¡ 1

Se tienen las relaciones

1. (Flg)(fi> = F’((-ixt g) 2. F’(g«’~) = (itt F
1g.

Esto en panicularsignifica que

— (it)¡’
00

1 r’
y por tanto FL (t) 7W (— it)”

que es una función analíticaen ¡t¡ < hM puestoque IIbI =C M~ nl.
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Lema 4.1 [58]

Sea f(z) analíticaen la región ¡ Im(z) ¡ c ~ y tal que

i) Existe h0(t) tal que ¡ f(z) ¡ =h0(t) cuando ¡.Im(z) ¡ < % y verificando hm h0(t) = O
t-*±o0

00

u) Existe h1(t) tal que f’(z) ¡ =h1(t) si ¡Im(z)¡ c % y tal que f h1(t) dt < oo.

00

Entonces f(x) tiene una Transformadade Fourier clásica g(x), y existen constantes

positivas C y r de maneraque

C erIxI u

Cuando f(z) es una prolongación analítica de F’L (t) que verifica las condiciones

i) y u) del Lema 4.1, la función g(x) = (FO (x) defme un funcional re2ularL~ que es

la Dretendidaextensióna 2 de L. Esto es porque

a) Sea w e 2,

1< L~. ~ >¡ = ¡ fOO g(x) ‘y(x) dx ¡
.00

<c sup 1e(ra)IxI I~v(x)I: x e ~>
00

f ~<r¡2)IxIdx < 00

.00

y por lo tanto L es continuo sobre2.
p

b) L~ extiendea L porque cuando‘y = F(4>) estáen ZME se tiene que

l/(M +6)

c L~. ~v>= c Ff, F4>> = 2% < f, 4>> = 2n f

[¡(Mt E)

— 2%

f(t) 4>(t) dt =

F’L(t) 4>(t) dt = 2n c F’L, F”y> = c L, ‘y>.

-1/(M+6)

La Proposición4.2 nos aseguraahoraque c L, x” > = ~
1’
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Polinomios de Hermite

Según seha visto en (3.4), los momentosdel funcional de Hermite son

2n Qt) (2n)lJI 4~’ n!

00

y,O. Entonces
(ir)’’2 s(2fl

>

4” nI

y por tanto

1

1 -2/4
La función f(z) = e

2(n)í/2
es su prolongación analíticay además,con s~ = 1,

2
t /4h(t)=e , h(t)= ~ satisfacelas condicionesdel Lema 4.1. Como

2

Ff(x) = ex -00 < x < co, se tiene que

00
2

dx
.00

esuna representaciónintegral del funcional de Hermite
u

Polinomios de Laguerre

De (3.5) se tiene que 11fi = F(n+a+1

)

[‘(«+1) , ci # -1,-2,... Entonces

L« =~ (-1)”
fi0

F(n+a+1) r
I’(a+l)

y por tanto, la función f(z) = —~~— (1+iz~’1’ es la prolongación analítica de R’L(t).

Además,cuandoa > -1, la función f(t) sepuedeinvertir y se obtiene

Ff(x) = 1 a-x
I{cc+l> x e, O=x<00,

por lo que
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00

<13,0’>— 1 r xfl+Ue~X dx n>O
p I}ci+l)J o

es una representaciónde los funcionalesde Laguerrepara a > -1
u

Cuandoa < -1 se presentauna singularidadno integrableen el origen y esnecesario

un procesode regularización.El mismo problemase planteacon los funcionalesde Jacobi

por lo que previamentese describeesteprocedimiento.

Supongamosqueh(x) esuna función que tiene una singularidaden un punto x0 e O~ y

que es integrablesobretodo compactode ~ que no contengaal punto x0.

Definición 4.1

Se llama regularización de h(x) a todo funcional lineal y continuo f que verifica

que < f, 4>> = < h, 4>> para toda función test 4>(x) tal que x0 £ sop 4>(x).

Proposición 4.3 [19]

Si existe algún entero m tal que (x-xf h(x) es localmente integrable, entonces

h(x) admiteregul~zaciones~

Proposición4.4 [19]

Dos regularizacionesdistintas de h(x) difieren en un funcional concentradoen

Cuandola regularizaciónde h(x) conservala suma, multiplicación por funcionesy la

derivación, se llama canónicay se denotaRC h(x). Si la función h(x) tiene más de una

smgularidad,es suficienteescribir h(x) como sumade funcionesh.(x) de maneraque cada

hXx) tenga una única singularidad y así manejar cada h.(x) separadamente.Las

regularizaciones que se utilizan aquí son las regularizacionescanónicasde funciones de

la forma

rl

h(x) = > p.(x) q.(x)

donde p.(x) son funciones infinitamente derivables y cada ci~(x) es alguna de las
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A A -~funcionesx , x , x (ver [19]) o bien sus desplazadasa 1 ó -1. Es decir
+

rl

RC h(x) = ~ p.(x) RC q.(x).
=0

Supongamosque f(z) es la prolongación analítica de F’L(t) y que Pni)(x) es

analítica y verifica las condiciones i) y u) del Lema 4.1. Entonces f<”’~(x) admite

transformadade Fourier clásicag(x). Supongamosque g(x)I(-ix/’ tiene una regularización

canónicah(x). Entonces

00

g(x) ‘y(x) dx
.00

es un funcional continuo sobre 2, y por tanto también lo es h(x). Sea y(t) = F’h(t).

Entonces

2n < ~“‘~ 4>> = < F ~Ém~ F 4» = < (-ix)tm h, E 4> > = < RC (-ix)tm g(x) , F4> >
(-ix)tm

= < g, F 4>> = 2% < ~(m) ~

En consecuenciay<”’>= f<fli) Como ademásen D’ cadadistribución tiene antiderivadasde

orden m,

nl c
f(t) = y(t) + ~ —~— (it)k

k=O

para algunasconstantes ck. Calculandola transformadade Fourier de f(t) se obtiene

Ff(x) = h(x) + ~ ck

Es claro que Ff(x) es un funcional continuo sobre2 y que es una extensión de L. Luego

es la extensiónbuscadade L. Además

k k

=<L,x >=<L,x >=c

1, k
—< Ji, x >+ (-1)

h, xk > +~ c( ~(i> xk > =

1=0

c kl

L = Efp

38



- < h. xk

k (l)kk! Se ha probadoentoncesel siguienteresultado:

Proposición 4.5 [58]

Sea f(z) la prolongación analítica de F’L(t). Supongamosque f<tm>(z) verifica las

condicionesdel Lema 4.1. Sea g(x) = Ff<m)(x) y supongamosque g(x) ¡(-ix)tm admite una

regularizacióncanónicah(x). Entonces

m
L (x) = h(x) + ~ c8(x) con c =

p k=0

es una extensióncontinua de L sobre 2

Polinomiosgeneralizadosde Laguerre

u

k
Ibk~<h~X >

(
1)k k!

El procedimiento anterior aplicado a los funcionales de Laguerre para ci < -1 da

lugar al siguienteresultado:

Si -j -1 < a < -j

<La, ‘y(x) > =

00
1’ j-l ¡ kk

í r x ) (.ljpi ‘y(i)(Q)

x« ~ «x) -t ¡~ ‘-“ ] dXu¡(«+1) ‘=0 k=i

Polinomios de Jacobi

El proceso de regularizaciónjunto con el procedimiento de extensiónde antes y

teniendoen cuentalas expresionesde los momentosde los funcionalesde Jacobidadasen

(3.6) da lugar a las siguientesrepresentacionesde los funcionales

sict>-l y ~3>-l

de donde
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¡3
x” (1-x)« (l+x) dx

—l

y cuando -M> ci> -M-1, -N> ¡3> -N-l,

< ‘y(x) > =

r(a+¡3+2)

[‘(«+1) [‘(¡3+1) 2ci+Ii+I Ef ci ¡3(l-x) ¡(l+x) ‘y(x) -

o

¡3[(1+x) ‘y(x)]

x=1
(-1Y (l-xY > dx +

f (1+xP

—1

a¡(1-x) ‘y(x) -

[(1—x) ‘y(x)]<k)

ci (1~>[(1-x) ‘y(x)]
Id

x=-1
(1+x)k 1 dx +

rl

¡ x=-1 (a-t-k+1) ~ u

Polinomios de Bessel

La técnica hasta aquí descritaaplicadaa los funcionalesde Bessel no da resultado

porque no se sabe calcular la correspondiente Ff(t). A continuación se da una

representaciónintegral para estefuncional en el plano complejo tomadade A.M.Krall [34]

Los momentosde los funcionalesde Bessel,segúnse ha visto en (3.7), son

[‘(a)
Ibfi = 1(n+a) ci !=-1,-2,...

y por tanto la correspondientefunción de Stieltjes 5(z) = - E Ib~
y,=o z

es una función

analítica salvo en z = O. Siguiendoentoncesla fórmula de Laurent

.1
N,M> 1

.1

le

M

Ji
(
1341+1x=1
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u
Ib~ — j S(z) z” dz,

c

donde C escualquier curvacerradaque rodeaal

Una representaciónintegral del funcional de Bessel en la recta real ha sido dada

por AJ. Duránen [15], por K.H. Kwon y otros en [32] y más recientemente por

P. Maroni en [55].
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Apéndice

Además de las caracterizacionesque se han visto de los polinomios clásicos por

medio de la condición de Hahn, la ecuacióndistribucional o la ecuacióndiferencial de la

serie formal de Stieltjes,existenotras posibles:

- (Al- Salam,Chihara [3]): Existe un polinomio 4>(x), O =grad 4>(x) =2, y para cada n,

constantesrealesa, b y c, con cfi !=0,tales que

4>(x)P’(x)=a P(x)+b P(x) + c P1(x), n =O.

- (Bochner [6]): Existen polinomios 4> y ‘y, O =grad 4> =2 y grad ‘y = 1, y parámetros

complejos A , A !=O si n > 1 talesque P (x) es solución de la ecuacióndiferencial
JI fi y,

4>(x) y” + ‘y(x) y’ + A y = 0, n =O
fi

(A vienedadopor A =-n[’y’+(n-1)4>”/2])
JI fi

- (Agarwal, Miilovanovic, [1]): Existen polinomios 4> y ‘y, O =grad 4> =2, grad ‘y = 1 y

parámetrosA, A !=0si n =1,tales que
y, JI

< L, (4> P”)
2> - ( 2A + ‘v’(O) ) c L, 4>(P’)2> +A2< L, j>2> = O, n =0.

fi fi JI fi JI

- (Marcellán, Branquinho,Petronilho, [45]): Existen parámetrosr y s tales que

1” 1(x)
PfiOc) = (2,(x) + ry, Qy,

1(x) + ~ Q112(x), n > 2 donde Qy,(x) =

- (McCarthy, [56]): Existen polinomios 4> y ‘y, O =grad 4> =2, grad ‘y = 1, parámetrosno

nulos g y Ji talesque
fi

4>(x) (Pfi(x) Py,,(x) )‘ = g 1)2(x) - (‘y(x) - 4>’(x)) P(x) Pfi1(x) + h~ P
2 1(x)

- (Versión distribucional de la fórmula de Rodrigues, [45]): Existe un polinomio 4>(x),

O =grad 4>(x) =2 y parámetrosk !=O tales que
JI

P(x)L=ky, DU49kx)L],n=0
fi u
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e PolinomiosOrtogonalesSemiclásicos
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§ 1. Clase de una forma semiclásica.

La caracterizaciónde una forma clásicadadaen la Proposición3.1 dei Capítulo 1 se

generalizade forma natural dando lugar a los polinomios ortogonalessemiclásicos:

Definición 1.1 (P. Maroni [53])

Se llama forma semiclásicaa toda forma regularL tal que

(1.1) D(4>L)+’yL=O

donde4>(x) y ‘y(x) son polinomios cuyosgradosverifican la condición O =grad 4> = p y

1 =grad ‘y = q.

CadaS.P.O.asociadaa una forma semiclásicase llamará también semiclásica.

Observaciones

(1) Si •(x) = O ó grad ‘y(x) = O, el hechode que L satisfagala ecuación(1.1) supone

que L no es regularpor lo que amboscasosestánexcluidos.Esto tiene como consecuencia

por una parte que el números = máx.Ip-2, q-1> tiene que ser mayor o igual que cero, y

por otra, que el polinomio 4>(x) siemprese puedesuponermónico sin que esto signifique

restricción alguna.

(2) Si 4>(x) = É akxk y «x) = ‘É bkxk, la ecuación (1.1) implica que los momentos
k=O k=O

< L, x k> = >.tk satisfacenel sistemade ecuacioneslineales

-nÉ akIblk+É b~Ib~jO n>O,
k=O k=O

de donde se deduceque los momentos Ib
6~fi~1’ n > O se obtienen en función de los

anteriores.Si en particular s = p-2 = q-1, teniendo en cuenta que 4>(x) es mónico, el

sistema anterior se escribe

1’-
(-n+b)¡x =nZaj.¡,k.tbkIbk, n=O
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y por analogíacon las formas clásicasse excluirá el caso de que b sea un entero no
8+1

negativo. Esta posibilidad conduceen general a que la ecuacióncorrespondientea n=b
8+!

sea incompatible con las anteriores, n = O b-l, y por tanto a soluciones no

regularesu

CuandoL es una soluciónde (1.1), el par (4>, ‘y) se llamapar admisible.En general

no es único puesto que multiplicando la ecuación(1.1) por cualquier polinomio mónico

lt(x) se tendrá

DQt4> L) + (%‘y - %‘4>) L = O

y, en consecuencia,a cada forma semiclásicaL se le puedeasociaruna familia infmita

de paresadmisiblesy una familia de enterosno negativosh(L),

h(L) = ¡máx.¡grad4> - 2, grad ‘y - 1>: (4>, ‘y) es admisiblepara L>.

Definición 1.2

Se llama clase de L al elementomínimo de h(L).

Proposición 1.1 [53]

Paracadaforma semiclásicaL, el par (4>, ‘y) que defme la clase es únicou

Con este lenguaje,segúnse ha visto en § 3. del Capítulo 1, los polinomios clásicos

son los semiclásicosde clases = O.

A continuaciónse presentaun criterio para determinar la clase de un funcional

semiclásico:

SupongamosqueL satisfacela ecuación D(4>L) + ‘yL = O. SeaZ4>= ¡ ci: 4>(a) = O>

y sean4>«, ~« y ra tales que

4>(x) = (x-«) $«(x)

‘y(x) + 4>«(x) = (x-a) ‘y«(x) +r«.
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Proposición 1.2 [53]

SeaL semiclásicoverificando (1.1) y sea s = máx.¡ p-2, q-1 1~ dondep = grad 4> y

q = grad ‘y. EntoncesL esde clases si y sólo si

~¡ (¡r«j + I(’y~ L)0¡) !=O.
cieZ4>

Demostración

0=D(4>L)+’yL=D((x-ci)4>«L)+’yL=4>« L+(x-a)D(4>«L)+’yL=

— (x-a) ¡D(4>« L) + ‘g« LI + r~ L

y multiplicando por (x-cxY’, estarelación esequivalentea

D(4>« L) + ‘y« L = (‘y« L)0 5(x-ci) - rci (x-aY’ L,

lo que significa que

D(4>« L)+ ‘y«L=O siysólosi Ircil + j(% L)01 = O.

En consecuencia,L esde clases si y sólo si Ir«I + I(W« L)01 !=0paratodo a e Z4>, que

es la condición buscada

u

Definición 1.3

Se dice que D(4> L) + ‘y L = O es la ecuación irreducible de L cuando

~¡~r«¡ + ¡@¡i« L)0¡ !=O. Se dice que es irreducible en ci cuando [r«¡ + ¡(‘y« L)01 !=O.
«64>

Se pasa ahora a ver la generalizaciónde algunas de las caracterizacionesde los

polinomios clásicosdadasen el Apéndicedel Capítulo 1.

§ 2. Relación de Estructura de los Polinomios Semiclásicos.

La extensiónde la caracterizaciónde los polinomios clásicosdebidaa W. AI-Salam
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y a T.S. Chiliara esla siguiente:

Proposición2.1 [53]

SeaL regulary (P~ su correspondienteS.P.0.mónica. Son equivalentes:
n=O

i) L es semiclásicode clases.

ji) Existe un polinomio 4>(x) de grado p, O =p =s+2, tal que

«x) P’(x) Ic=y,. 8

con a constantestales que aa

(2.1)

¡‘41-8
!=O, n =s±1.

Demostración

i) ~ u). El polinomio 4>(x) P’~(x) escrito en términos de los elementosde la S.P.O.

asociadaa L vendrádadapor

njJY

y,k k úa P(x) con a =

<L,4>P’, 1)k>

2
< L, 1)

le

Pero

1)k >=<4>L,Pj “le >=<4>L, (P ~k~~y,+I 1)k

....-cD(4>LtP 1)
fi+l le n+l

y, como D(4> L) + ‘y L = O, esto es lo mismo que

Teniendoahoraen cuentaque (Py,),,~ es la S.P.O. asociadaa L,

P’ >=O si k+q<n+l y k-1-i-p<n+1,
JI+l

y por lo tanto, a = O cuandok < n-s. Por consiguiente
¡‘le

a~ Ple(x),
k=fi. 8

n =5.

a P(x), n=s,
y,k le
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Para probar que a

presentarse:
n’n-s

!=O se analizacada una de las tres posibilidadesque pueden

1) p < s+2, q = s+l.

En estecaso grad(4> P’ ) =n y grad(’y P) = n+1. Entonces
y,-8

>a =< L, ‘y P P > !=0.
JI.S fi,JI.$ y,.S y,+1

II) p = s+2, q < s+1.

Entonces grad(4> P’ ) = n+1, grad(’y 1) ) =n y comoconsecuencia,
fi-S

>a =-<L,4>P’ P >!=0.
y,-S fiJl.S fi-S n+l

III) p = s+2, q = s+1.

Teniendo en cuenta que 4>(x) = x

Py,(x) esmónico, se tendrá

s+2 +...,que’y(x)=b xS+l+... yquecada

JI-S s+I

fi-S y,,fi.5

que es no nulo puestoque en estecasob1 no puedeserun enterono negativo según

se ha dicho en la Observación(2) de la Defmición 1.1.

iD=~i)

•(x) P’ =
n+I k=n-s

a P,
¡dc le

cL,4>P’, >= 2
s.0

n =s. Por tanto

cuando n =s+1

cuando n=s

y entonces

<D(4>L),P >=O si n=s-i-1.

(L
)00

EscribiendoD(4> L) en términos de la sucesióndual se tendráque
y, ¡‘=0

(2.2)
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Entonces

(2.3)

00

D(4> L)= > AL.,
j=0 ~

P(x)
con L

1

y, como A. = < D(4> L), P. >, la relación (2.2) significa que A. = O para j =s+2.
1 1 1

6+!

D(4>L)=~ AL =-‘y(x)L, con grad’y=s+l
j=0 ~

y por tanto L es semiclásico.Paraver que L es de clases se distinguendos casos:

I)a !=0.
s,O
De (2.2) sededuceque < D (4> L), 1) > = a !=O, y por (2.3), grad ‘y = s+l. Comos+I s.O

grad 4> =s+2 , máx¡grad4> - 2, grad ‘y -1> = s y entoncesL esde clase s.

II)a =0.
s,O
En estecaso las expresiones(2.2) y (2.3) implican que grad ‘y < s+1. Se verá que

grad 4> = s+2.

Como •(x) 1)’ =
¡‘+1 k=n-s

a P entonces<L,4>P’ 1)
¡‘le le ¡‘+1 fi-s JI.ii-8

y por hipótesis,a
fiJ~.$

!=O para n =s+1. Pero

<L,4>P’ P >=<4>L,(P 1) y-P 1)’ >=¡‘+1 y,S ¡‘+1 ¡‘.S fi+I ¡‘-8

—-.cD(4>L),P P >-<L,4>P 1)’>
y,+1 fi-S ¡‘+1 ¡‘-8

Teniendoahoraen cuenta(2.3) y que grad ‘y < s+l,

-<D(4>L),P1 P >=<L,’yP1 P >=O,
fi-8

y por lo tanto, paran =s+1,

¡‘-8 fi-S

de lo que se deduceque grad(4> 1)’) =n+1 y, como consecuencia,que grad 4> =s+2.

Como por hipótesisgrad 4> =s+2, se tendráque grad 4> = s+2. Luego L esde clasesu

<L, ~
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Observación 00

Teniendo en cuentala relación de recurrenciaa tres términos de la sucesión(1))

P~(x)=(x-13) P(x) - ‘y Py,~1(x), n =1,

P0(x) = 1, P1(x) =

la ecuación (2.1) se puedeexpresarde la forma

(2.4) 4>(x) P’(x) = M(x,n) P1(x) + N(x,n) P(x), n > O

donde M(x,n) y N(x,n) son polinomios cuyoscoeficientespueden depender de n pero no

sus grados,que son independientesde n y ademásverifican que

gradM=s, gradN=s+l.

Esto explica el interésde conocerel orden de la clase de un funcional, puesto que

proporcionacotas para los grados de los polinomios M(x,n) y N(x,n), y es en parte la

motivación del trabajo realizado en § 5. y § 6. de este Capitulo, donde se estudian,

ademásde la regularidad, las modificaciones que se producenen la clasede un funcional

cuandoeste seperturbacon una masade Dirac o con su derivada.

§ 3. Ecuación Diferencial de los PO. Semiclásicos

La extensiónde la caracterizaciónde Bocliner para los polinomios clásicos es la

siguiente:

Proposición 3.1 (Hahn [23])

00

Sea L regular y (P) su S.P.O. mónica. L es semiclásico de clase s si y sólo si

existen polinomiosJ(x,n), K(x,n) y L(x,n), cuyos gradosson independientesde n y tales

que

(3.1) J(x,n) P”(x) + K(x,n) P’(x) + L(x,n) P (x) = O, n =O,

y,

donde grad J =2s+2, grad K =2s+1, grad L =2s.
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Demostración

Por brevedadse escribirá J Oc) ó J en lugar de J(x,n). Lo mismo se hará para
rl rlK(x,n) y L(x,n).

Supongamosque L essemiclásicode clases y que D(4> L) + ‘y L = O essu ecuación

distribucional. Por (2.4) existenpolinomios M (x) y N(x) cuyosgradosno dependende n
fi

aunquesi puedendependerlos coeficientes,talesque

(3.2) 4>(x) P’(x) = M (x) P1(x) + N(x) P(x), n =O, grad M =s, grad N =s+l.
fi fi y, JI y,

Utilizando la relación de recurrenciaa tres términos de la S.P.O. (P~ y teniendo en
¡‘=0

cuenta(2.1), se puedenencontrarpolinomios A(x) y B(x) con gradosindependientesde

n talesque

(3.3) 4’(x) P~’(x) + ~v(x)P~(x) = A,,(x) P~~1(x) + Bfi(x) Py,(x), n =O,

grad A =s-1, grad B =s.
JI y,

Multiplicando (3.3) por M(x) y (3.2) por A(x), y restandolas expresiones,se obtiene

la relación (3.1) con

J(x,n) = 4>(x) M(x,n)

K(x,n) = ‘y(x) M(x,n) - 4>(x) A(x,n)

L(x,n) = M(x,n) B(x,n) - N(x,n) A(x,n).

Por consiguiente,grad J =2s+2, grad K =2s+1 y grad L =2s.

Recíprocamente,supongamosque se verifica (3.1). Como

P = (x-¡31) JI-I - ~ Pfi~2~ n =2,y,

entonces
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+ (x-13y,1) “L1 - ~fi.I ~%2 n =2

=21)’ + (x-¡3) P” - y n =2.
JI n.l y,-l ~.I ¡‘-2

Multiplicando la expresiónde P” por J1JJ1 seobtiene
y, y,

(3.4) Jfi.2Jfl.1&Ky,P~LfiPfi)=2Jfi.2Jy,.iP3 +(x-¡3y,1) Jfi2Jf,(~Ky,¡P~1-L~1 P) -

~1 j (-K2P’ -L P )
0-1 JI n.2 n-2 y,-2

y utilizando la expresiónde 1)’
JI

(3.5) %~jx) P Oc) 4 7t~2(x) P,,2(x) = ¶,~(x) P’(x) + ny,4(x) P’~1(x),

JI n

donde

a (x)=—J J,,-2 L n

L +J J1 [(x—j3) Ly,~2 + K~1]

J K -J J K
y,-2 y’ y, n.I n.l

it(x)2J J (¡3)( -J )K
JI ¡‘.1 n-2 xi-I

Utilizando las expresionesde P y P’, el primer término de (3.4) también se puede
y, n

escribir de la forma

(3.6) O P(x)-i-0(x)P (x)=0 (x)P’(x) + 0(x) P’ (x)
filO ¡13 fi 04 fi.¡

con

= Jy, ~ [— K~~1 — (x—13,,) L~~1] +

fi~f¡ frfl ,, ,,~ - (x-¡3y,) J J Ky,3(x)=(x-¡3~)J~Jy,1K +2J J J JI+I ¡‘.1 y,
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Multiplicando (3.5) por 04 ,(3.6) por It4 y restando,se obtiene

A(x) P(x) + B(x) P,,~1(x) = E (x) P’(x),y, fi

AOc)=lt 0 -0 it
rl y,4 y,4 y,! fi4

BOc)=it 0 -0 it
y, ¡‘2 y,4 ¡‘2 xi4

E(x)=% 134 133 It.

Si se multiplica (3.5) por 03 y (3.6) por %, el resultado es

(3.8)

siendo

G(x) = (x-¡3) ~ JI+I¡ ~ -It 0 )+O
y,+I,I JI+l.3

it -It u

Como E~~1(x) y E(x) son polinomios del mismo grado, las expresiones(3.7)

para cada n, iguales salvo un factor constante:

y (3.8) son,

E (x)=c E (x), n =O.
JI y,

Por lo tanto E (x) = c1 ... c0 E0(x)
rl

y en consecuencia,

o o

es independientede n.

Usandola relación de recurrencia,(3.7) se puede entoncesescribirde la forma

(3.7)

donde
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4>(x) P(x) = Mfi(x) Py,~1(x) + Ny,(x) P$x)

con

c ...cjY’ B(x)
y,.! O rl

N(x) = (c ...cy’ [A(x) + ‘y’ (x-13) B(x)].
fi ¡‘.j O rl JI y,

Entoncesla Proposición2.1 implica que L es semiclásicode clase

§ 4. Ecuaciónde la Serie Formal de Stieltjes.

Proposición 4.1 [60]

SeaL regular. Son equivalentes:

i) L es semiclásicode clases.

u) La serieformal de Stieltjes S(z) asociadaa L verifica

(4.1) 4>(z) S’(z) = C(z) 5(z) + D(z),

donde 4>(z), C(z) y D(z) son polinomios talesque

a) 4>(z) es mónico.

b) Seap = grad 4>. Si grad(4>’ + C) = p-l > 1, el coeficienteprincipal de 4>’ + C no

esun entero negativo.

c) s = máx (grad C - 1, grad DI.

Demostración

i) ~ u) st2 st!

Sean4>(x) =~ a~ x’, ‘y(x) = -g b. x’, grad 4> = p =s+2, grad ‘y = q < s+1 tales

JI
que D(4> L)+’yL=O. Denotando Ib=<L,x > n>O,setieneque

s+2 s+l

n > a~ Ibfi+l! ~ b. ji. = O, n =O
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y por tanto,

00 s+2

3’ (nV )
~ í’~~o a

s+2 o~ Ib
(4.2) 3’ a. 3’ n

Li 1 Li
i=O n=0 Z

Entonces

sti ~
11y,j.j = o.

b >j JI~,
i=O ~

Teniendo en cuenta que

00

JI0 z

Ib.¡‘+1
¡‘ti

y que

n _______

— & [¡s’xZ~- É
JI0

Ib~
(n+l) fi +2

2

— - 9 S’(z) + i 9’ 5(z) + 9

la fórmula (4.2) es equivalentea

s-4 s+2 s+2

+ 5(z) rS’(z) > a. L i a 91 + a
=0 =0 i=0

8+¡

- S(z) >
i=O

b. z
8+! rí ¡u.r fiy
i=O ~O

lo que significa que

4>(z) S(z) + [4>’(z)+ ~¡i(z)]S(z) =

8+I

n0
b.

Ib~
4~ =

n+l
2

z’(S(z)
¡‘=0

n tiz

Li n+2+1
2

S(z) ~r’
z L

JI

Ib~ ~
n+2

2

i—1

~ (i-n-1)
fi=o

Ib”
¡‘+2 ‘z

i.l

¡1=0

(i-n-1) ) 9 -
fi +2

2
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s+2 i-I ¡u. s+l VI Ib
—-~ a(~ (i-n-l) ¡‘+2 )z’+~ b z

i=0 y,0 Z 0 z

que es la expresión(4.1) con

C(z) = - ‘y(z) - 49(z)

s+2 1-!

D(z) = - ~ a.( ~
i=O ¡‘=0

.8 _____ z.

¡‘+2L b Li
Z ¡=0 fi0 z

Por consiguiente, grad(D(z) =s y el coeficiente de z8 es d = [b
1 - (s4-l)a2] Ib~

8Además,si grad (4>’ + C = - ‘y) = p-1, tendráque sergrad 4> = p = s+2 . Estamos entonces

en el caso excluido en la Observación (2) de la Defmición 1.1. Por lo tanto, el

coeficiente principal no puedeser un entero negativo. Se tiene así b). Las condiciones

a) y c) se compruebande forma inmediata.

iO=tú)

Las condiciones b) y c) aseguran que grad C =s+l, grad O=

una de las igualdades.Además(4.1) garantizaque grad 4> =s+2.

s y que al menos se da

s+2 s+I

9 y C(z) =

Sea 4>(z) = a, c. 9. Entonces (4.1) toma la forma

1 rs+
2 s+I

£ [4 a(n+1)Ibz’4 + c.JI
~0 Z ¡=0 i=O ~1

o lo que es lo mismo,
00 y” Ib

00 y,

D(z)=L a
0n +~ [(n+l)a +c0] +

fi

0 Z JI=O z

[a.
2 (n+1)+c. IJI

fi0 í=O

Como
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~, ,~0 ¡a,t-2 n+o + c] Iby, z’” = ,t~ ,,~0 [a1s-2(n+1) + c.1] Iby, z’¡’ +

4
i=O ~=i+l

[a. (n+1) + c.1] Ib~ 9”

D(z) se puedeescribir de la forma

00 1 $

D(z) = an ,~ [(n+1) a1+ c0] ji +2 [a1~2(n+i+2)+ c1,1] Iby,.s-1~1 +

y,=O z }
fis-! O

[a (n+l)+c ]Ib Z”’.fi0É 1+2 iii ji

Teniendo ahoraen cuentaque D(z) esun polinomio,

8

O=a0nIb~1 + [(n+l) a1 +c0]JIy,4.Z [a1~2(n+i+2)+c~~,~ n>O

de dondese deduceque

-<zD(4>L),x” >+<(4>’+C)L,0’>=O, n=O.

Por lo tanto, D(4> L) + ‘y L = O con 4>’ + C = - ‘y y L es semiclásico.Además,es inmediato

que las condiciones a), b), c) aseguran que máx ¡ grad 4> - 2, grad ‘y - 1 > = s, por lo

que L es semiclásico de clase s

Finalmente, en los epígrafes 5 y 6 de este Capítulo, se estudia el efecto que

producen,en la regularidady en la clase, las modificacionesde un funcional semiclásico

por medio de una medidade Dirac y por su derivada.

§ 5. Modificación de un Funcional Semiclásicocon una Masa de Dirac
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Proposición5.1. (Marcellán, Maroni [44])

Sea L una forma regular,(P~ la correspondiente5.P.O. mónica, y c un complejo
arbitrario. Entonces,L = L + A 8(x-c) es regular si y sólo si

(5.1)

2P(c)
í+A~ 2 !=0paratodo n =0.

le=0 < L, 1)
le

Demostración

Parademostrarque la condición esnecesariase procedepor inducción.

Si L es regular, necesariamente< L, 1 > * 0. Pero

A
< L, 1 > = < L, 1 > + A < S(x-c), 1 > = < L, 1 > (1 +

Por consiguiente,la relación (5.1) es válida cuandon = 0.

00

Supongamosque (5.1) es válida para 0,1 n-1. Sea ~
1)le~le la 5.P.O mónica con

respectoa L.

P
11(x) = P,1(x) +> a,d~ Ple(x)

k=O
donde a —

< L, P
1)k

2<L,P
O < k =n-1.

<L,P ~le >=<L,P P >-A<S(x-ctP P >=-AP(c)P(c)

fi ~ le x~ k ¡‘ le

y por lo tanto

P (x) = P(x)-AP(c)2
rl le =0

Pk(c) P(x).

< L, p2 >
le

le

Haciendox = e en estafórmula y teniendoen cuentala hipótesisde inducción,

= P(c) Ii + AV
JI ¡ Li

le =0

2

Pk(c) ~I.
2 1

< L, 1) > .‘
le

1) (c)
fi
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de donde se deduceque

2

+ ¡1;! Ple(c) “~í ~‘ (c) P(x)
Pfi(x) = Pfi(x) - A Py,(c) {l Aleto < L, p2 > le&o <L p2

le le

Operandose obtieneque

2 2

r.Ale~~r~A’ •1
= L, i le4O<L,P2>i’. P(c)

>1
k L, ~le

y en consecuencia,

2

í+XÉ Ple(c) !=0.
L, 1)le

Recíprocamente,sea 1) (x) el polinomio dado por
JI

P2(c) ,,-í 1) (c) 1) (x)
1) (x) = P (x) -AP (c)I1 + le ] ~ le le

“ leÉO <L,P2>J < L, ~2>
le le

que estábien definido por la_condición(5.1). Es inmediato comprobarque (P~ es la
fi0

SPOmónicacon respectoa L = L + A 5(x-c) y por consiguiente,L es

Proposición 5.2

SeaL un funcionalde momentostal queD(4> L) + ‘y L = 0. Entonces L = L + A &x-c)

satisfacela ecuación

(5.2) D((x~c)24> L) + ¡(c)2’y - 2(x-c)4>) L = 0.

Demostración

Como L = L + A S(x-c) entonces(x-c) L = (x-c) L. Además,

D((x-c)2 4> L) = (x-c) 4> L + (x-c) D[(x-c) 4> LI = (x-c) 4> .L + (x-c) D[(x-c) 4> L]
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= (x-c) 4> L + (x.c) (4> L + (x-c) D(4> L)> = 2(x-c) 4> L - (x-c)2 ‘y L,

de donde

2 2D((x-c) 4> L) + ((x-c) ‘y - 2(x-c) 4» L = O
u

Corolario

SeaL semiclásicode clases y seaD(4> L) + ‘y L = O su ecuaciónirreducible.SeaL =

= L + A 5(x-c) con A verificando la condición (5.1). EntoncesL es semiclásicode clase s

con s-2 =~ =s+2.

Demostración

Las Proposiciones5.1 y 5.2 aseguranque L es semiclásico, y la relación (5.2)

suponeque ~=s+2. ComoLuego s-2 =i =s+2

a

Veamosen que condicionesla ecuación(5.2) se puedereducir:

Se denotala ecuación(5.2) de L en la forma D(4> L) + ‘y L = O.

Proposición 5.3

D(4> L) + ‘y L = O es irreducible en toda raíz de 4>(x) distinta de c.

Demostración

Sea a !=c una raíz de 4>(x). Se denota

L = L - A 5(x-c), de nuevopor la Proposición5.1, s =s+2.

•(x) = (x-cc) 4>«(x), ~v(x)+ 4>¿x) = (x-a) ‘y«(x) +

4>(x) = (x-cc) 4>«(x), ‘y(x)+ 4>«(x) = (x-ci) ‘y«Oc) +r«

2Como 4>(x) = (x-c) 4>(x) 2
y ‘y(x) = (x-c) ‘y(x) - 2(x-c) 4>(x), se tendrá
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4>a(x) = (x.c)2 4>«(x) y ‘y(x) + 4>«(x) = (x~c)2 (‘y(x) + 4>«(x>) - 2(x-c) 4>(x),

de donde

2 2rci = ‘y(ci)+4>«(a)=(a-c) (‘y(ci)+4>~(a))=(a.c) ra.

Por lo tanto

(5.3) r« !=0siysólosi r« !=0.

Además,cuandor« = 0, ‘y~/x) = (x-c)2 ‘y«(x) - 2(x-c) 4>«(x), y así

~~a L)
0<L, ‘ya><L,Mha >+A<5(x-ct’y«>=<L,MÍ«>=

= < D(% L) + L, (x-c)
2>.

Pero cuandora = 0~ como D(4> L) + ‘y L = O es irreducible en a, se tendrá

(x-a) (D(4>« L) + ‘y« L> = O y por tanto D(4>« L) + ‘y« L = (‘y« L)
0 5(x-ci)

Por consiguiente

2
(5.4) ~ L)0 = (‘y« L)0 (a-c).

Teniendoen cuentala Proposición 1.2, de (5.3) y (5.4) sededuceque la ecuación

D(4> L)+’yL=0 es irreducible en a

Como consecuencia,sólo es necesarioestudiarbajo qué condicionesla ecuaciónes

reducible en la raíz c.

La ecuaciónde L es

4> L) + ((x-c)
2 ‘y - 2(x-c) 4>) L = O
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y derivandoseobtiene

(x-c) ¡D[(x-c) 4> L] + ((x-c) ‘y - 4>) L> = O.

Además,

< L, (x-c) ‘y - 4> > = < L, (x-c) ‘y - 4> > + A < 5(x-c), (x-c) ‘y - 4> > =

= < ‘y L + D(4> L), (x-c) > + A 4>(c) = A

de lo que se deduceque

(5.5) Si 4>(c) !=O entoncesL esde clase ~ = s+2.

Si 4>(c) = O entoncesla ecuaciónse reducea

D((x-c) 4> L) + ((x-c) ‘y - 4>) L = O

que, despuésde derivar, es

(x-c) <D(4> L) + ‘y L> = O

Como < L, ‘y> = < L, ‘y> + A ‘y(c) = A ‘y(c), se tendrá:

Si ‘y(c) !=O entoncesL esde clase~ = s+1.

Si ~v(c)= 0, L verifica la ecuación D(4> L) + ‘y L = 0, que es equivalentea

(5.6)

(x-c) D( x-c L) +
4> + (x-c) ‘y ~

x-c

Es claro que estaecuaciónes irreduciblecuando4>’(c) !=O y por consiguiente

4>’(c) !=O imulica qj~ L es de clase ~ = s.

Cuando4>’(c) = 0, la ecuaciónseescribe

(5.7)
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(x-c) { D( xtc L) +

y puestoque

<iii 4>+(x-c)’y >=<L,
2

(x-c)
4’ ~ (x-c) ‘y

(x~c)2
> + A •‘‘(c) + 2’y’(c

)

2

y como además la ecuación de L es irreducible, < L, 4> + (x-c) ‘y
(x.c)2de esta forma:

= cL, ~v,> !=0, y

~j 4>”(c) + 2’y’(c) = O entoncess = s.

Cuando 4,”(c) + 2’y’(c) !=O, hay que distinguir dos casos:

4, + (x-c) ‘y
(x.c)2

>+x 4>”(c)+2’y’(c) !=0
‘2

que indica que L es de clases, o bien

A = -2 .cL, 4> + (x-c) ‘y

(x~c)2

que indica que s =s-1. Como

> (4>”(c) + 2’y’(c)Y’

4> + (x-c) ~ — ‘y(x), esto

(x-cf
último se escribe

(5.9) < L, w~ > + A 4,”(c) + 2’y’(c

)

!=O implica QM2 5 = 5

y A = - 2 < L, ‘y > (4>”(c) + 2’y’(c)) implica que s =s-1. Estudiamos esta última

posibilidad:

La ecuacióntiene ahora la forma D(4> L) + ‘y L = 0, que despuésde derivares

4>—
(x-c) D( L) +x-c

4> + (x-c)

x-c
‘y—C L=0.

4> + (x-c)

(x~c)2
~41 L}=O

(5.8)
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4, + (x-c)
Cuando ~ x-c ¡ x=c* 0, la ecuaciónes irreducible.De forma equivalente

(5.10) 4,”(c) + ‘y’(c) !=O entonces~ = s.l.

Cuando 4>”(c) + ‘y’(c) = 0, la ecuaciónse reducea

r 4>—
(x-c)jD(0 L)+

4> + (x-c) ‘y~ —~

2 Lr=0(x-c) -,

4,(x

)

de lo que se deduceque, denotando4>(x) = 2
+ (x-c)’y

(x~c)2

(5.11) ~=s-1 cuando <L,’y >+ A’y(c)!=0

(5.12) y~4~j~ s=s-2 cuando <L,’y >+A’y(c)=0
CC

lo que termina el estudio porque ~ =s-2 como se había visto en el Corolario de la

Proposición5.2.

Las relaciones(5.5) a (5.12) se resumenen el siguiente resultado.

Proposición 5.4

Con las notaciones anteriores, L = L + A 5(x-c) verifica

4>(c) !=O =~ = s+2.

í ‘y(c) !=O ~ = s+1.4,(c) =0 ~ ‘1 ‘y(c) =0 ~ 4>’(c) !=0~ s=s.

4>’(c) = o ~ { •“(c) + 2’y’(c) =0 ~ s.

4>”(c) + 2’y’(c) !=O => [*]
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<L ~> + x 4>”(c) + 2’y’(c) ~ =

[*] { 4> “(c) + ‘y’(c) !=O ~ s = s-l.

L <L, ~> + A 4>’’(c) + 2ijP(c) —

~=s4.
[*1 = s-2

§ 6. Modificación con la Derivada de una Masa de Dirac.

En esta sección se sigue un desarrollo análogo al realizadoen el epígrafe antenor.

Proposición6.1 (Belmehdi, Marcellán [5])

SeaL una forma regular, ( P )00 la correspondienteS.P.O. mónica, y c un complejo__ rl n=O

arbitrario. Entonces,L = L + A 5’(x-c) es regularsi y sólo si

1 fi

(6.1) A = 1- ,‘. K~0”hc,c)
~‘‘kc,c)

fi

donde

-X K 0’<>~(c,c)
fi ¡!=0,n =0,

1 - A K<O~’>(c,c) ¡
y,

2

le=O <LP>
le

Demostración

Se pruebapor inducción que la condición (6.1) es necesaria.

-A ¡ <L, 1> Vi.
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Supongamosque L es regular y que la condición (6.1) se verifica para n-1.

Sea ~ 1)~ )00 la correspondienteS.P.0. mónica con respectoa L. Entonces
k=O

P(x)=P(x) +V aP(x) con a =
xi fi Li ¡dc

le=O

c L, P
JI

2.cL,P le

.cL, ~ > =c L, 1)1)k> - A< 5’Oc-c), 1)~le>= A( P~(c)Pk(c) + P~(c) P(c) )

cuandok =n-1. Entonces

P (x) = P (x) +
fi y’

A P’(c) K~0’ O>(c,x) + A P (c) K<01kx,c).
rl n-1 rl ¡1-1

De aquí se deduceque

P(c)=P(c)+AP’(c)K~00kc,c) + A P (c) K~o”kc,c)
fi y, fi fi.! fi ¡‘4

K~’’’kc,c)P’(c) = P’(c) + A P’(c) K<0’ ‘~(c,c) + A 1) (c)

o de forma equivalente

1 - A K(0!>(c,c)
fi-’

-A K~’ ‘ ‘kc,c)
rl.!

-A K~0’0~(c,c)
¡1.’

1 - A K<0”>(c,c)
JI.!

] = ~. P(c) 1

El determinante de este sistemaes A,~ que por hipótesis de inducción es no nulo.

Entonces

(6.2) Py,(c) =

A

-A K~0’ ~>(c,c)

1 - A K~0’’hc,c)
rl.’

y,- 1

[
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(6.3) P’(c) =
fi

1 - A K(O.l> (c,c)

fi.’

- A K(!~’>(c,c)

A
xi.!

lo que permite expresarP (x) en términosde P~ (x) P (x). Además,comoy,

K~’~~(c,c) = K<I~J>(c,c) +fi
¡1 JI

L, 1)2>
fi

es fácil comprobarque

A
2

< L, 1) > A
fi JI.’

E 2

+ A K~0’0~(c,c) (P’(c))2 + A K~”’kc,c) P2(c) 1.

JI.’ fi rl.’ fi J

Por otra parte

<L, P 1) > = < L, P P > + A < 5’(x-c), P P > =
ji fi y, JI fi JI

— < L, > - A ( P~(c) Py,(c) + P~(c) P~(c) )

y así

< L, P 1)
y, JI

cL,P2 >y,
=1- A

.c L, P2 >
fi

( P’(c) P(c) + P(c) P’(c) ).

Teniendoahoraen cuenta(6.2) y (6.3), se obtiene que

P’(c) Py,(c) + Pjc) P(c) = ~ [2 (1- A K~0’>(c,c)) P(c) P’(c) +

+ A K~0’0~(c,c) (P’(c))2 + A K<í~!>(c,c) P2(c) 1
fi.[ y, ¡‘.[ ji J

y,

A

fi-!

(1 - A K~0’’kc,c)) 1) (c) P’(c) +
rl.’ ¡1 ¡1

0*
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< L, P P >

y’ ji

<L, P2 >

A
¡‘ EntoncesA !=0.
JI-’

Recíprocamente,si (6.1) severifica para todo n =0, los polinomios

P(x) = P(x) + A P’(c) K~0’ 0>(c,x) + A 1) (c) K<0”~(x,c)y, fi4

con P’(c) y P’(c) dadospor (6.2) y (6.3), están bien definidos y es fácil comprobar que
— y,( p )00 es la S.P.O. mónica con respectoa L. Por consiguienteL es regular

~ ~=o u

Proposición 6.2

SeaL un funcionalde momentostal que D(4> L) + ‘y L = O. EntoncesL = L + A 5’(x-c)

satisfacela ecuación

3 3 2(6.4) D( (x-c) 4> L ) + ¡(x-c) ‘y - 3(x-c) 4,> L = 0.

Demostración

2 2

L = L + A 5’(x-c) implica que (x-c) L = (x-c) L. Además

D((x-c)34, L) = (x.c)24> L + (x-c) D((x.c)24> L) = (x~c)24> L + (x-c) D((x-c)24> L)

2 2 2 3
= (x-c) 4> L + (x-c) ¡2(x-c)4, L + (x-c) D(4, L)> = 3 (x-c) 4> L - (x-c) ‘y L.

Entonces

D((x-c)34, L ) + <(x-c)3’y - 3(x-c)24,) L = O
u

Corolario

Sea L semiclásicode clases y sea D(4> L) + ‘y L = O su ecuaciónirreducible. Sea

L = L +A 5’(x-c) con A verificando la condición (6.1). EntoncesL es semiclásicode

clases con s-3 =~=s+3.

por lo que
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Demostración

L es semiclásicopor las Proposiciones6.1_y 6.2. Además,por la ecuación(6.4), ha

ser ~=s+3. El mismo razonamientopara L = L-A 5’(x-c) lleva a que s =~+3. Entonces

s-3=~= s+3

u

A continuaciónse estudianlas posibles reduccionesde la ecuación (6.4) utilizando

las mismasnotacionesdel § 5.

Se escribe(6.4) en la forma D(4> L) + ‘y L = 0.

Proposición 6.3

La ecuaciónde L, D(4> L) + ‘y L= 0, es irreducibleen toda raíz ci de 4>(x) que sea

diferente de c.

Demostración

Seaa !=c una de raízde 4«x). Como 4> = (x-c)34> y ‘y = (x-c9’y-3(x-c)24,, se tiene

•cáx) = (x-c9 4,«(x), ‘y(x) + 4,«(x) = (x-c)~ (‘y(x) + 4,«(x)) - 3(x~c)24>(x).

En consecuencia,ra = ‘y(a) + 4,«(a)= (a-c)3(’y(ci) + @«(a))= (a~c)3r«, dedondesededuce

quer« !=Osiysólosi r« !=0.

3 2Si r« =0 entonces ‘y~(x) = (x-c) ‘y«(x) - 3(x-c) @a(x) y así

= c~v«L~ (x-c)3> - <4>~L, 3(x-c)2> = < D(4><.~L) + ‘y«L. (x-c)3 >.

Como D(4> L) + ‘y L = O es irreducibleen a, cuandor«= O se verifica que

D(4, L)+’y
a a” =

y en consecuencia,(‘y«L)
0= (Mf~L)0(ci-c)

3. Por tanto (‘y«L)
0!=O en el casode que ~ y por

tanto ra. se anule. Por consiguiente,la ecuacióndel funcional L es irreducible en a t c

69



La ecuación de L sólo puedeadmitir reduccionesen la raíz c. A continuaciónse

estudiaestaposibilidad.

Despuésde derivar, la ecuaciónde L se tscribede la forma

(x-c) (D((x-c)24, L) + ((x~c)2’y - 2(x-c) 4,) L) = O.

Además,

((x-c)2’y- 2(x-c)4> L)
0=<L, (x-c)

2’y-2(x-c)4>>+2 2

+ A .c 5’(x-c), (x-c) ‘y - 2(x-c)4> > = .c D(4, L) + ‘y L, (x-c) > + 2A 4>(c) =

— 2A 4>(c)

y tenemosla primeraconclusión:

Si 4,(c) t O entoncess = s+3.

Si 4,(c) = 0, la ecuaciónde L se reducea

(6.5)

D((x-c)2 4, L) + ((x-c)2 ‘y - 2(x-2) 4>) L = O

y derivando, (x-c) ¡ D((x-c) 4> L + ((x-c) ‘y - 4>) L> = 0. Además,

[((x-c) ‘y- 4>) L ] = < L, (x-c) ‘y - 4> > + A < 8’(x-c), (x-c) ‘y - 4, > =

— < D(4, L) + ‘y L, x-c > + A (49(c) - ‘y(c)) = A (49(c) - ‘y(c))

(6.6) Si 4>’(c) - ‘y(c) !=O entonces~ = s+2.

Cuando49(c) - ‘y(c) = O setiene (x-c) ¡D(4> L) + ‘y L> = 0. Además,

(‘yL) =cL, ‘y>.+A<8’(x-c), ‘y>=-Ax¡É(c).
o

$1 ‘y’(c) !=O entoncess = s+1.(6.7)
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Supongamos que ‘y’(c) = 0. EntoncesD(4> L) + ‘y L = 0, que es equivalentea

(x-c) D(4, L) + (‘y + 4>) L = 0.

Como 4>’(c) = ‘y(c) entonces‘y(c) + 4>(c) = 24,’(c), y en consecuencia,

(6.8) 49(c) !=0implica que = s.

Si 4>’(c) = 0, la ecuaciónes (x-c) (D(4, L) + ‘y L> = 0. Además

A
C ~ .—~-— (4,”’(c) + 3 ‘y”(c)).

Como la ecuaciónde L es irreducible,< L, ‘y > !=O y por tanto

(6.9) 49”(c) + 3 ‘y”(c) = O entoncess = s.

(6.10) s.j 4>”’(c) +3 ‘y”(c) !=0y A != 6<L, ‘y~

>

4>’’ ‘(c) .4- 3’y’ ‘(c)

Cuando A =

entoncess = s.

6<L, ‘y~ >

4>”’(c) + i’y’’(c) con 4>”’(c) + 3 ‘y”(c) !=0, la ecuaciónes

D(4>L)+’y L=0,obien (x-c)D(4>L)+(’y+4>)L=0.

romo (‘y + 4>)(c) = 4>”(c), sededuce

(6.11) Si 4>”(c) !=O entonces~= s-1.

El caso contrario es (x-c) ¡ D(4, L) + ‘y L> = 0. Además,

A<L,’y >= L,’y >-Aig’(c)=’c L, > - ~ (@(W(c) + 2 ‘v”’(c)),

de donde

(612) Si <L,’y > - A +2 ‘y”’(c)) !=0entonces~ = s-1.TF

La otra posibilidad es D(4,L) + ‘yL = 0 o bien (x-c)D(4> L) + (‘y+ 4>) L = 0.
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(‘y +4> )(c)= 4>”’(c) + ‘y”(c

)

CC CCC 2 y así

(6.13) Si 4,”’(c) + ‘y”(c) !=O entoncess = s-2.

La posibilidad 4>”’(c) + ‘y”(c) = O da lugar a la ecuación

(x-c) ID(4, L) + ‘ii~~~ L> = 0,

y como

<L, ‘y> = cL, ‘y> -A ‘y’(c) = < L, ~v~> - A + 5’y(W(c))

se tienen las dos últimas alternativas:

A

(6.14) < L, ‘y > - —~-~— (3 .(v(c) + 5 ‘y~”’(c)) !=O entoncess = s-2.

(6.15) < L, ~>. ....4,~.. (3 @(v(c) +5 ‘y~”’(c)) =0 entoncess =s-3

y ya no esposible reducir más porque~=s-3 en virtud del Corolario de la Proposición

6.2.

Las relaciones(6.5) a (6.15) se resumen en el siguienteresultado:

Proposición 6.4

Si L satisfacela ecuaciónD(4> L) + ‘y L = O entonces

«c) !=O =~ = s+3.

f 4,’(c) - ‘y(c) !=O =~ s = s+2.

4,’(c) - ‘y(c) =0 ~ { ‘y’(c) !=O =~

‘y’(c) = O =~

s = s+l.{ 4,’(c) !=O =~- = s.

49(c)= O => [*]

4>(c) = O =~
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{ 4>”’(c)
[*]

4>’’’(c) +

+ 3’y”(c) = O ~ s = s

6’cL, ‘y~ >

3’y”(c) * O ~
Q~ ‘(c> + 3 ‘y’ ‘(c){ 6<~L, ‘y >e4,”’(c) + 3’y’’(c)

5 = 5

{ 4>”(c)

4,”(c)

* O ~ s = s-l

= O z* [**]

[**] 1< L, - A (4>(ív(c) + 2 ‘y”’(c)) !=0=>s = s-1.

MW

A ~iv ~- 4>’’’(c) + ‘y’’(c) !=

‘y “(c)) = O =>

‘- 4>” ‘(c) + ‘y”(c) = O

O => s = s-2

~

[***] t : ~;cCC :~ ~ (3 4>(v(c) + 5 ‘y~(c) !=0 ~ = s-2.

Ejemplo (Modificación de los polinomios de LaguerreL (O>(x) )
y’

Se considerael funcional de Laguerreparaa = O cuya ecuación,dadaen el Capítulo
primero, es

D(x L) + (x-1) L = O

y se estudiael nuevo funcional L = L + A,5(x) .~- A25’(x) con A[ y A2 verificando las
condiciones(5.1) y (6.1).

En este caso 4>(x) = x y ‘y(x) = x-1 por lo que 4>(0) = O y ‘y(O) = -1. De la
a a

Proposición5.4, L = L + A[5(x) es de clases = s+1 = 1 y su ecuaciónirreducible es

2 • 2 aD(x L)+ (x-2x)L =0.

Teniendo ahora en cuentala Proposición 6.4, el funcional L = 12-1- A S’(x) es de
2

clase ~= ¿+1 = 2 porque 40(0) = 0, (fl’(0) - ‘y(0) = O, (ij?Y(O) = -2. Su ecuación
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u-reduciblees

D(x3 L)+ (x3-3x2) L 0.

Por otra parte, segúnse ha dicho en la pág. 31, los polinomios mónicosde Laguerre

son

(a) f. In+al ~ leL (x)=(-lt nl L
y, ‘ I.~tl

k=O

Denotandocomo en (6.1)

K(«)(x,y) =
fi É

(a) (a)L le (x)Lk (y)

< Lci (L(ci) (x))2
‘ le

00

con < 02’ p(x)> = f
o

-xp(x) xci e dx,

se verifica que (ver pág. 101 y 102 de [64])

(6.16) K(ci)(x,0) = -1)” L<«~’~ (x) = 1 ~. [n+a+l]
fi 1’(a+1) nl ~, 1’(ci+l) k%

(~x)le
-Vr.

Siguiendoentoncesla Proposición5.1, parael caso ci = O y cuandola masaestácolocada

en c =0, los polinomios li(x) relativos al funcional 12= L + A 5(x) son
rl

*
(6.17) L(x)=L(x)-

¡1 fi

A[ L(0)

l+k K (0,0)
! y,-!

___________________ (1)K
1(x,0)=L(x) + í +i~.n

dondese ha denotadoL,,(x) y K(x,y) en lugar de L~
0kx) y K~0>(x,y) respectivamente.Por

JI JI

consiguiente

C(x) = x¡’ + (-1)” n!~ ín~ - A ini.) (~x)k{ ln-kJ -T~XW tn-k-LJ 5

Paradeterminarlos polinomios ortogonalescon respectoa L = Li- A SXx), L (x),
2 xi

es necesarioobtenerpreviamentelas funciones

L le (x) U(y)
leK (x,y) = É •

k=O .c L,(L) >
le
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y sus derivadasparcialescuando y = 0. Se comienzacon el cálculo de K*(x,0). Según la
fórmula de Christoffel-Darboux

<L, (0)2 > x K (x,0)

= (-1v n! [r

’

rl.!

= 0 (x) 0(0)

rn+l L(x
JI

- 0(x) 0 (Q) =

(-1)~ (n+l)! A

r r
rl fi.’

+ n L~’~(x)jJ~ donde ry, = 1 + A1Ky,(0,0) = 1 + A (n+l).

Como ademásL~’kx) +
fi

n L~’~ (x) = L (x) (ver [64]), entonces
JI

— (-l)~ n

!

r
JI.!

También se cumple -[64]-

Proposición5.1 se ha visto que

r

(x) + (n+l)

que L!(x)+(n+1)L(x)=x

r
“ <L,L

2>—(n!)2 xi
‘y, r y, r

JI-!

por lo que

(6.18) K*(x,0) = (í) L ~‘>(x)
— T— KOc,0).

*
También por la fórmula de Christoffel-Darboux,(K/0”>(x,0) = D K(x,0)

2fi
escribir de la forma

c Li (0)2> (KY0”kx,0) =

— -4— [q~t’~o~L~! - (0 )‘(0) L
¡‘+1 y’

ir * *.1 + -ti 1 L(0) L
1 0~(0) O )

Como ya se ha visto, el segundosumandoesigual a

(—1V’ nl 1 L~’kx),

[Ú’kx)

L(x)].

JI
y además, en la

se puede
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y teniendo en cuentaque (L£)~(0) =

escribir de la forma

— n(l + r)

m 0(0), el primer sumando se puede

4. [no + r)
0(0) 0

fi fit’
- L£! (0) 0

¡1
x

En consecuencia,

< 0, (0)2 > (KY0”~(x,0) =

(-1V’ nl n (1 + r)

2r
rl.!

~- it n! J!> +

r O (0)0 1 -

fití fi J

(-l)~ nl n (1 + )
Zr

n

- 2rfi.! [(1+

(-l)¡’ nl n r

fi
+

) 0!) + 2
fi y,

r
fi-’

L<2~ 3,
de dondese deduceque

(6.19) (K)<0”>(x,0) — .-‘.r-r~tt—---— 1(1 + r) L~’\x)
L~n-Lflr L

fi

+ 2 r L~2~(x)]

A partir de (6.17), (6.18) y (6.19), y teniendo en cuenta la Proposición 6.1, se

obtieneque los polinomiosortogonalesrelativos a L = O + A 5’(x) son
2

A
L(x)=L(x) +

L(x) = Lrl(x) + r,,~- 1
JI-!

(~1)h¶! A
2

+ (n-2)! r t
A B

y’ •.
+ —2A (1+ r~I~ Lix) +

A2 B (-l)¡’’

(n -2>!
n =2,

fi4

2r
rl

x
*

L~4J0)Ly, 3

44Ly, +L(’fl

L0(x) = 1;

+
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donde A y B son las solucionesdel sistema
y, JI

1-A n(n-l

)

¡ 2 2r¡ fi.!

1 - n(n-l) ¡(n+l) r,,~.i- 3(n-1)>TT7
rl.’

[ (—1)~ nl

1 fi+’

fi4

n
2 r

rl-’

~ n(n-1)r
¡‘-1

I[ A

¡‘1=
B J

y,

rl
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CAPITULO III

RepresentaciónIntegraldeFuncionales(A)-Semiclásicos
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§ 1. Introducción.

Sea L una forma semiclásica de clases y sea

(1.1) D(4>L)+’yL=0

su ecuaciónirreducible.Puestoque s = máx(grad(4>)- 2. grad(’y) - 1>, sólo una de las

siguientesalternativases posible

(A) grad(4,) = s+2 y 1 =grad(’y) =s+1

(B) grad(4,) < s+2 y grad(’y) = s+l

Cuando la ecuaciónde L verifica la condición (A) (respectivamente(B)) se dirá que L es

un funcional (A)-semiclásico(respectivamente(R)-semiclásico).

El problema de la representaciónintegral de los funcionales que satisfacen la

ecuación(1.1) para s > O ha sido tratado por diferentesautores.A.P. Magnus en [42]

resuelvelas ecuacionesque dan lugar a los que en ese trabajo se denominanpolinomios

semiclásicos genéricos,que son aquellas que satisfacen la condición (A) pero con la

restricción de que 4>(x) tenga todas sus raices simples. También da una indicaciónpara

resolverlos no genéricos,que consisteen entenderexp(x), con p(x) e O’, como el límite
n

de funciones (1 + p(x)I n) cuando n tiende a infinito. Otros casosparticulareshan sido
tratados en [7], [24], [25] y [63], mientras que la clase de todos los funcionales

semiclásicosque son definidos positivos en la recta real ha sido resuelta en [8] por

Bonan, Lubinsky y Nevai. Cuandos es igual a 1 hay tambiénalgunassolucionesparcialesa

la representaciónintegral en [4].

En el presente Capítulo se resuelve el problema para todos los funcionales

(A)-semiclásicos,independientementedeque seano no regulares,probandoprimero,que la

función de Stieltjes S(z) de cualquier funcional de este tipo es una función analítica en

alguna región del plano complejo, y utilizando después la ecuación diferencial (4.1) del

Capítulo II que satisface S(z) para localizar esta función. Las restantesecuacionesde

tipo (fi) se resuelven en el Capitulo IV por un camino diferente al propuesto por A.P.

Magnus.

Los ejemplos (A)-semiclásicoscorrespondientesal caso clásico son los funcionales

de Jacobi y de Bessel.
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§ 2. Resultados preliminares. Acotación de los momentos.

Como la ecuación(1.1) es lineal, el espaciode solucioneses un espaciovectorial.

Ademásla ecuación D(4, L) + ‘y L = O es equivalentea

<D(4> L) + ‘y L, x”> = 0 para n = 0,1,...

s+2 8+’Si4>(x)=a0 x +...+a2 y ‘y(x)=b0 x +...+b la ecuación anterior

significa que los momentos ji = < L, x~ > satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

lineales

para n =O

-n(a1JI.4-...-¡- a2 Ibfi!) + b~ ~ b~ ji

an -b
o o

siempreque a n - b0* O para todo n =0.
O

Si la ecuación es de tipo (fi), la condición a0n - b0 !=O se verifica siempre, por lo

que la dimensión del espaciode solucionesserá s+1. Si la ecuaciónes de tipo (A), a es
o

igual a 1 y así la dimensión del espacio de soluciones es también s+1 siempre que b0 sea

distinto de 0,1,2 Cuando b0 esun enterono negativo se presentandos posibilidades:

i) La ecuación (2.1) para n = b0 es independientede las ecuaciones

correspondientesa n = 0,1 b0-l. Entonces los primeros momentos son nulos y

el funcional L es no regularpor lo que carecede interés.

u) La ecuación correspondientea n = b es combinaciónlineal de las anteriores.
o

En estecaso hay un parámetrolibre más, y el espaciode soluciones tiene la

dimensiónigual a s+2.

El problemaes entonceshallar algunabase del espaciode soluciones

de ecuación.

Cuando (L1 L > sea una base del espaciode solucionesde
p

para cadatipo

la ecuación

(2.1)

Así pues

11y,+s+I
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D(4> L) + ‘y L =0, se dirá que (Li, ... ,L > es un sistemafundamentalde soluciones
P(5.F.S) de la ecuaciónfuncional.

La independencialineal de soluciones de la ecuación (1.1) se caracterizade la

siguiente forma:

Proposición 2.1

Sea D(4, L) + ‘y L = O de tipo (fi). Un conjunto de soluciones ¡L1, ..., L ) es un
8+’

S.F.S. si y sólo si

CL, x> ,cL ,x>
(2.2) ! 8+i ~ o

x
8 > <L!~x8

Demostración

8+1 s+1

Supongamos que > A. L. = O. Entonces c ~ XL., 0’ > = O para n =O, y por lo
1=1 1=!

tanto, cuando n=0,1 s. Si el determinante (2.2) es no nulo, necesariamentelos

coeficientesA
1 A1 han de sernulos por lo que <L~ L!) es un S.F.S.

Reciprocamente,supongamosque (L ! L’> esun sistemalinealmenteindependiente

de solucionesy que el determinantees nulo. Entonces

8+1> AL.,0’>0 para n=O
i=1

con al menos un A. distinto de cero. Como la ecuación es de tipo (fi). los momentos de

orden mayor que s de cualquiersolución se obtienen a partir de los primeros y, como

A. L. es una solución, < A. L, x¡’ > = O para n =s+1. En consecuencia, el1=l
s.funcional A. L es nulo con al menos un coeficiente A. distinto de cero. Esto está

en contradicióncon el hecho de que ¡L, ,...,L > es un sistemalibre.

Para cualquier complejo a, expandiendo 4>(x) y ‘y(x) en potencias de (x-a), la ecuación
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D( 4, L ) + ‘y L = O es equivalentea un sistema de ecuacioneslinealesanálogoa (2.1) en

los momentos < L, (x - a)~ > y por consiguiente, la Proposición 2.1 se puede enunciar en

términos más generales:

Proposición 2.2

Sea

S.F.S. si

D(4> L) +

y sólo si

‘y L = O de tipo (fi). Un conjuntode soluciones(L1 L1 1 es un

-a>

<L ,1

< L8~,,x - a>

cL,(x - a)
6> ,< L ,(x - a)8>

6+1

!=0

para cualquiernúmerocomplejo au

Por otra parte, los momentos ¡u. = .c L, 0’ > de un funcional semiclásico satisfacen

las siguientespropiedadesde acotación:

Proposición 2.3

Si L es un funcional (A)-semiclásico entonces existe un entero positivo N y

constantespositivasC y M talesque

IIbfiI =CM~ paratodo n=N.

Demostración

s+2
Sean 4>(x)=x +a

1 x .4-...+a2 y ‘y(x)=b0 x

Entonces
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+ a1 Ib,,~8 + ...-s-a8~2 Ibm,, )+b0
11fi+S+! ~

para todo entero no negativo n. Por tanto, para todo n> b
0, se tiene que

-n(a~ ~,,~+...+a8+2 l’,,~~) + b~ Iby,~8

Ib ¡‘tstl

s+I Ib~

n- b

Se considera

K = máx ¡Ial, ¡b.¡ : i = 1,..., s + 2; j = 1,..., s+l>.

Entonces

n K(IJJ. 1 + ...‘ + ~ + K(¡¡i. 1 + ...‘ + IIb,,I)

¡IbJI+$+ll

n+1
o

n-b
o

K(¡Ib¡ + ....+ ¡Ib~j) =2 K(j~~ ¡ + + b’fi.!D

para todo n mayor que algún N e t’I.

Sea a = máxti Ib0 ¡ l
11N+si-! ¡ > y consideremos unanueva sucesión(it) defmidafi

de la forma

para

— 2K(ft + ~ “fi]> para

n = 0, 1 N+s+1

n>N

Por construcción,(ji) es unasucesiónno decrecientey tal que [ji~ ¡ =ji para todo n.
fi ¡1

Entonces, haciendo M = 2K(s+2), tenemosque

‘t+s+! =2K(s+2)ji~~
6 = M ja

paran > N

y en consecuencia,

fi+ 6+ 1
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it “ -N+S+C.MIbN+S.$~i
para i =2.

Modificandoahorala constanteM de formaadecuada,setendráque 1 Ib ¡ =¡u. =C Nf” con
fi y,

C = ~~
tN1 u

Proposición 2.4

Si L es un funcional (fi)-semiclásico, existe un entero positivo Ny existen

constantespositivas C y M tales que

=CM~n! paratodo n=N.

Demostración

Como la ecuación es de tipo (fi), los polinomios 4,(x) y ‘y(x) tienen la forma

4>(x)=ax~~’ + +a ,‘y(x)=bx~~’ 4- +b
s+2 0 6+1

con b !=0.
o

Entonces, para todo n =0, se verifica que

n(a!Iby,+S + +a
6~2 ~ ~

JI
fi+S+! b

o

Sea

K = máx ¡¡a.[, jb.¡ : i=1 , s+2; j=l , s+1).

Entonces

nK(IIb + + IIby,.1 ¡ +.....+ Ijifil)

Ib ¡

(n+1) K + Il.trl~!I).

Ib0 I
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Sea a = máx (fl.t¡ 1Ib61 >. Si (ja) es la sucesióndadapor

Ib1{V=a

— (n+1) K ~k+8+....+ it~~>

para i=0,1,...,s

para n =0.

Por construcción, (ja) es no decrecientey 1 Ib,, 1 =~. Además,

- < (n+1) K (s+2) ja~~5 = (n+1) Nf* -

~fi+S+! IbI “+6

y por consiguiente

De aquí se deduceque existen constantes Nf y C tales que j¡x 1 =nl Nf” C como se quería1

§ 3. Representación Integral.

Cuando L es un funcional de tipo (A), de la Proposición(2.3) se deduceque su

función de Stieltjes asociada,

~ ji

S(z) = - ______
Li

¡‘=0 z

es analítica al menosfuera del disco de centro 0 y radio Nf. Entonces, según la fórmula

de Laurent, se verifica que

Ibfi — ~ JS(z)z”dz

‘y

y por consiguiente

< L, p(x) > = —A1-- f S(z) p(z) dz,

‘y
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donde ‘y esuna circunferenciacentradaen el origen y con radio mayorque M. Estatécnica

fue descrita por F. Pollaczek en [61].

Como ya se ha dicho, la serie formal de Stieltjes de un funcional semiclásico

satisface la ecuación diferencial (4>(z) S(z))’ + ‘y(z) S(z) = D(z) donde D(z) es un

polinomio de grado menor o igual que s. A continuación se da una demostración

alternativa de estehechocuando S(z) es una función analítica.

Proposición 3.1

Sea L un funcional semiclásico de clase s verificando la ecuación de tipo (A)

D(4, L)+ ‘y L = 0. Sea S(z) la función de Stieltjes de L. Entonces

(3.1) (4>(z) S(z))’ + ‘y(z) S(z) = D(z)

donde D(z) es un polinomio de grado menor o igual que s y cuyos coeficientes son

funciones linealesde los momentos Ib8.

Demostración

Si el funcional L dado por

u’c L, p(x) > — —~— J 5(z) p(z) dz

Y

verifica la ecuación D(4, L) + ‘y L = 0, entonces

~ {¡-4>(z) S(z) p’(z) + ‘y(z) 5(z) p(z)> dz = O
Y

e integrando por partes se deduce que

I ¡Qfrz) 5(z))’ + ‘y(z) S(z)> p(z) dz = 0.

Esto significa que la parte principal de (4>(z) S(z))’ + ‘y(z) S(z) es igual a cero.

Calculando entoncesla expansiónde Laurent e igualando su parte principal a cero,
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obtenemos que

(4>(z) S(z))’ + ‘y(z) S(z) =

—-~(s+l-k) ~ aji,zs~~< - r
le=O i+j =k 1c~0 i+~”=k b. ¡u.. z$k =

donde a. y b. son los coeficientes de 4,(x) y ‘y(x) con a = 1
o u

Como en [53], D(z) = -( L O 4>)’(z) - ( L O ‘y) (z), siendo L 0 4> dado por

(0)(x) = p(x) - p(O

)

op x y (Lp)(x)= É ~a
k=O ¡+ __

donde a. son los coeficientesde p(x), ji. los momentosde L y n el grado de p(x).

Teniendo en cuenta el resultado anterior, la funcion de Stieltjes de cualquier

funcional (A)-semiclásicotiene que ser solución de la ecuacióndiferencial (3.1), y así,

1 1 ‘y(z) dz rl
kD(z) exp+ (f—~3} dz ) dzS(z,k) = ~ exp (- J )

Por consiguiente, para encontrar una representación integral de cualquier funcional

tipo (A), se puedeprocederde la siguiente forma:
de

1) Determinar los parámetros libres en el sistema de ecuaciones lineales de los

momentos.

2) Para cada elección de estos parámetros, los primeros momentos ji, .. ..,ji yel

polinomio D(z) quedan determinados. Resolviendo la ecuación diferencial (3.1) de

la función de Stieltjes para estos valores obtenemosun conjunto de soluciones

S(z,k).

3) Calculando ahora algunos términos de la expansión de cada S(z,k), ( el primero

fiiCji. x
J
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puede incluso ser suficiente) y comparandocon los primerosmomentos,seobtiene

de forma que S(z,k) es la función buscada.

Si en particular ‘y(x) tiene grado s+1 y su coeficiente principal no es un entero

positivo, la dimensióndel espaciode solucioneses s+l y los momentosji 8 son los

parámetroslibres. Paracadaeleccióncanónica

le

(ji ji) = (O 1 ,0) k = O

se obtiene

S(z)=S(z,k0) ,S(z)=S(z,k)

cuyos correspondientes funcionales son obviamente independientes. De esta manera cada

funcional solucion se puedeescribiren la forma requerida

c L, p(x) > = 21tí { k~O Ak Sic(Z) p(z) dz.

‘y

Ejemplo

Se considera la ecuación distribucional

D(x
3 L) + ((a - 3) 0 + b x) L = o con a!=2,3,4,..

Sea L un funcional de momentosque verifica esta ecuación y sean Ib,, sus momentos.

Entonces

b
(3.3) ji,,~

2 n-a+3 n =0.

Sean L~ y L2 solucionesde (3.2) tales que

<L!. 1 > = 1;

.c L2, 1 > = 0;

c L, x> = 0;

< L2, x > = 1.

(3.2)
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Teniendoen cuenta(3.3), es claro que la función de Stieltjes asociada a L es la

función 5 ~(z)= ~ y asíz

dondeC escualquiercircunferenciacentradaen el origen de radio mayorque cero.

Sea ahora 52(z) la función de Stieltjes del funcional L. La ecuación diferencial

(3.1) asociadaa la ecuacióndistribucional (3.2) es

3 , 2

( z 5(z) ) +((a-3)z + bz) S(z) = ((a-l)z + b) <L, 1> + (a-2) ~cL,x>

que para L es
2

3 , 2(z S2(z)) + ((a - 3) z + b z) 52(z) = a - 2.

Entonces52(z) tiene que ser unade las siguientesfunciones

S(z, k) = í~ ebíZ {
=kz

8 eb>~z +(a-2)

k + (a - 2) f
00

n! (n + 2 - a)

a~3 b/zz & dz

-(n+2) b/zz e

Necesariamente 5 (z) = S(z,O) y en consecuencia,
2

dondeC es cualquier circunferenciacentradaen el origen y con radio mayorque cero.
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La conclusión es que, si existe algún funcional regular L tal que (3.2) es su

ecuacion irreducible entoncesL se puede representarcomo combinación lineal de los

funcionalesL y L . Además, si < L, 1 > = a y c L, x > = ¡3 se tiene que
! 2

Observaciones

(1) Es claro que cuandoa es igual a 2, la correspondientefunción de Stieltjes del
2 b/zfuncional L2 es 52(z) = í e

(2) Cuando un funcional L satisface la ecuación

(3.4) D(x
2 L) + ((a - 3) x + b) L = O,

(L es el funcional de Bessel) entoncesel funcional 1 L definido por

< 1’ L, p(x) > = < L,
— p(x) 2 ~

satisfacela ecuación(3.2). Por tanto L
2 puederepresentarseen la forma

<L2,p(x) >..~k. ]‘ p(z) IP(O) S(z)dz,

c

donde S(z) es la función de Stieltjes asociadaal funcional de Bessel L cuyo primer

momentoes igual a uno.

(3) La ecuación(3.2) tiene solucionesregularesporque, comoL != 5(x) y
A

cadasolución de (3.2) es de la forma L = A 5(x) + ¡3 x
4 L, dondeA y (3 son constantes.

Eligiendo a y b de forma que L searegular, lo que siemprees posibleporque (3.4) es la
A

ecuaciónde Bessel, siemprese puedentomarA y I~ de maneraque L sea regular [52].
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§ 1. Introducción

Se consideranlas formas semiclásicasde clase s cuyaecuaciónirreduciblees

(1.1) D(4>L)+’yL=O,

s+l
xk y ‘y(x) —rdonde 4>(x) = ~ ale ~k ble 2’, con la condición b* O. La dimensión del

lc=O

espacio de soluciones es siempre s+l.

La técnica utilizada para resolver los (A)-funcionales no es aplicable aquí debido

al tamaño de los momentos. Se podría considerar una modificación natural de la función de
*

Stieltjes S(z) tomando los coeficientes ji= ji ¡ nI en lugar de los momentos Ib~ y

utilizar la Proposición 2.4 del Capítulo anterior, pero la ecuación diferencial de la

correspondienteS*(z) tiene orden elevadoy su solución no es conocida.

Se utilizará la misma técnica aplicada por J.L. Geronimus en el caso clásico y que

está descritaen el texto de Milne-Thomson [57]:

Sean w(z) una función diferenciable y ‘y una curva en el plano complejo tales que

C-1: (4>(z) w(z))’ + ‘y(z) w(z) = O para todo z e y

C-2: 4,(z) w(z) p(z) = O para cada polinomio p(z).
‘y

Considerandoel funcional definido por

< L, p(x) > = p(z) w(z) dz,

‘y

entonces

c D(4, L) + ‘y L, p(x) > = ¡-4>(z) w(z) p’(z) + ‘y(z) w(z)> dz =

‘y

— - 4>(z) w(z) p(z) + f¡(4>(z) w(z))’ + ‘y(z) w(z)> p(z) dz = O,
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de lo que se deduce que L es una solución de la ecuación funcional.

A continuación se prueba que, para esta clase de ecuaciones, siempre es posible

encontrarsuficientescaminos‘y talesque la solución w(z) de la ecuaciónhomogenea C- 1

verifica C-2 en caday, y además, de forma que los funcionales que inducen son

independientes.

Despuésde un cambiode variable lineal como en la Proposición3.2 del Capítulo1,

la ecuación (1.1) se puede escribir de forma que una de las raices de 4>(x) sea fija

(siempre se elegirá el cero) y que el coeficiente principal de ‘y(x) sea un número

adecuado.Esta forma de la ecuaciónrecibirá el nombrede ecuacióncanónica.

Se distinguentres casosen el estudiode la ecuación(1.1):

(fi ~): 4>(x) es una constante.

(fi ): 4>(x) tiene solamenteraicessimples.
2

(fi3): 4>(x) tiene algunaraiz múltiple.

La ecuación (fi2) exigirá el cálculo de integralesde la forma 5b (x-a)« f(x) dx, por
a

lo que, cuandola parte real de ci sea menorque -1, será necesariorealizarun procesode

regularización como ocurría en el caso clásico con los funcionales de Laguerre y de

Jacobi. En las Proposiciones 3.2 y 3.3 se da un procedimiento para llevar a cabo esta

regularizaciónde forma recurrente. Esta técnica es más simple y más general que la

descrita en el Capitulo 1 utilizada por Morton y Krall para regularizar los clásicos. El

mismo problema fue también parcialmenteabordado, dentro de los polinomios clásicos,

por Ismail, Massony Rahmanen [27].

§ 2. Ecuación (fi).

Se considerala ecuacióncanónica

dondeq(x) es un polinomio de grado menoro igual que s.

Resolviendola ecuaciónC-1 seobtiene la función
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(2.1) w(z) = exp(-z~f2 + it¿z)). donde -it (z) es una primitiva de q(z).
st’

Sean a ,ci las raices de la unidad de orden s+2 y sea a= 1. Para cada
o

k = O,l,...,s+1, se considerala semirrecta[‘le defmida por

zk(x)ak x O<xcoo,

y la función w(z) tiendea cero cuando z tiende a infinito a lo largo de [‘
le

Sea’y~launióndef y-Fi paracadavalor de k. Entonces

gz) p(z) = O,
‘y

le

por lo que se satisface la condición C-2 para los funcionalesL
1 , L1 defmidos por

y que por tanto son solucionesde la ecuación(fi).

Proposición2.1.

El conjunto de funcionales IL! L!> es un S.F.S. de la ecuación (fi1>.

Demostración

Se probaráque los funcionalesL* ...,L* defmidospor
~ s+’

.c L;, p(x) > = f w(z) p(z) dz
r

le

son linealmente independientes,por lo que LI,...,L! también lo serán y el conjunto

L81.1 1 constituiráun S.F.S. de la ecuación(fi,).
s+1

*
Supongamosque >.~ Ale Lle = O. Entonces

k=O
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(2.2)

Además,

S+l

c>7 Ale L;, x(S+Z>+ > =0, n =0,i =0,1.s+1.
le=O

00

c 0, xfi<S+2>s-I > = i+I n<$+2)+i s+2
lc J ale x exp(-x + It(czkx)) dx,

o

y, haciendoel cambio de variable xSfl = y, esto es lo mismo que

fi -y i+¡
Y e

O

[9.’

s+2
y expQr(cile yl/S+2)) dy.

De estaforma, el sistemade ecuaciones(2.2) se puedeescribircomo

00r i.s.! 8+’¡ y” ~ yTW Ale a7’ exp(it(ale y)) dy =
J le =0

o

00=1
o

n =O, i = O~.~si-1.

Para cada i = O s+1, la ecuación anterior significa que la Transformadade

LaplaceF. (t) de cada función f.(y) y todas sus derivadas,se anulan en el punto t = 1,

de dondesededuceque f.(y) = O paratodo y > O. Como consecuencia,

Ale a’~’ =0 para i =0 s+1,
le=O

y los coeficientes A
0 A tienen que ser nulos porque es un sistema de Van der

st’

Monde
u

§ 3. El polinomio 4>(x) tiene raices simples. Ecuación (fi2).

La ecuación canónica en este caso es

(fi)2

rl

D(4> L) + ‘y L = O. 4>(x) = x ~(x-a.), ‘y(x) = (s-N+l) x +

donde a, son númeroscomplejosdistintos y N es un enteromenoro igual que s.
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De la condición C- 1 se sigue que

w’(x) = - ‘1(x) + 4,’(x) =

a ‘rl ci.
— ~(s~N.4.1)x8.rl .i-it(x)+——-

1—+ ~ x-a
i=1

donde lr(x) es un polinomio cuyo grado es menorque s-N. Así

a a a sN+l

dondeq(x) es una primitiva de it(x).

Caso (fi
21) (Re a. > -1)

Para evitar problemasde convergenciaen las integralesque aparecerán,se considera

en primer lugar el caso en que cadaexponentea. es tal que Re(a.)> -1.

Seay el segmentoque une O y a,, i = 1,...,N. Es claro que, para cadap e IP,

fuw(zí 4>(z))’ + ‘y(z) w(z)) p(z) dz = O y w(z) 4>(z) p(z) = O,

por lo que los funcionalesL. dadospor

< L, p(x) > = p(z) w(z) dz, i =

satisfacenla ecuación (fi).

A

Sean (3 ¡3 las raices de la unidad de orden s-N+1, y para cada i, sea L. el

funcional dadopor

A 1
< L., p(x) > = j p(z) w(z) dz,

ji
A

donde 9. es el camino z(t) = ¡3.t, O =t < oo• De estaforma, los funcionalesL. y los L

son s+l solucionesde (B2~,).
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Lema 3.1

Sea 4> :[a, b] >c una curva simple tal que 4> e C’([a,b]) y de forma que 4>’(t) !=O

para todo t e (a,b). Sea F su gráfica. Sea w una función compleja,acotadae integrablea

lo largo de r. Si

z” w(z) dz = O para n = 0,1

entoncesw(z) = O en todo punto z = 4>(t) en donde(w o 4>) (t) seacontinua.

Demostración

Si g(z) esuna función continuaa lo largo de U, por el teoremade aproximaciónde

Mergueliang(z) sepuedeaproximaruniformementeporpolinomios;es decir,para cada 8>0

existeun polinomio p(z) tal que

jg(z) - p(z)j < E paratodo z E U.

Entonces

f g(z)w(z) dz ={(~(z).P(z)) w(z) dz + ,[ p(z) w(z) dz = f (g(z)-p(z)) w(z)
r U r r

Como ¡g(z) - p(z)¡ < E, Iw(z)I =

long(F) = C2 < oc, seobtiene

S (g(z) - p(z)) w(z) dz

paracada z e U, y como U tiene longitud finita,

ceC C,
~ 2

de dondese deduceque

fr g(z) w(z) dz = O

Sea ~ = 4>(t) un punto cualquierade 1’. Puestoque 4> e J’([a,b]) y es una curva
simple, sepuedeelegir un abierto G talque

1U
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4>(t) e paracada t e [aY) y 4>(t) o para cada t e [t*,b].

Sea

g(z) = { ~ cuando zcG

cuando z O G;.

Es claro que g(z) es continuaen F. Como consecuencia

1 g(z) w(z) dz = O

y asi

J 4>(t) w(4>(t)) 49(t) dt + J4>&) w(4>(t)) 49(t) dt = O.

Sea F(t) =

a

w(4>(t)) 4>’(t) dt. Integrandopor partesse obtiene

0= 4,(t) F(t) . F(t) 49(t) dt + 4,(t*) fw(4>(t)) 4>’(t) dt —

*

= 4>(t*) F(t*) + @(t*) (F(b) - F(t*)) — F(t) 4>’(t) dt =

*

O e!
= F(b) 4, (t*) — j F(t) 4>’(t) dt = — J F(t) 4>’(t) dt

a a

dondela última igualdadse debea que F(b) = 1’ w(z) dz = O.
y

Despuésde derivar, se obtiene que F(t*) 4>~(t*) = 0, y como 4>~(t*) !=O, necesariamente

ha de ser F&) = O. En consecuencia,O = F’(t) = w(4>(t))4>’(t) siempreque (w o 4>)(t) sea

continua en t. Entoncesw(z) = O en todo z = 4>(t) tal que (w o 4>) (t) seacontinuaen tu

Es posibledemostrarel mismo resultadocuandoF es la unión de una colecciónfmita
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de caminos[‘. siempreque estosno tenganningún punto en común.Incluso si los caminos
II tienen el mismo punto final, el resultadosigue siendo cierto.

Proposición3.1

A A
L~,L LNI> es un S.F.S. de la ecuación(fi2).

Demostración

Es suficiente demostrar que los funcionales son linealmente independientes.

Supongamosque

rl s.N+IAA

E A. L. + ~ A.L~=O

~. N+l
y escribamosw(z) en la forma w(z) = f(z) exp(-z ). Si los coeficientes fuesen

nulos paraj = 1 s-N+1, se tendría que

rl rl

O = < ~ A1 L~ 0’> = A z” f(z) exp(~zS~N+í) dz.1
vi

Definiendo

f(z)={f(z) size
si z e ‘y

podemosescribir

N
sN+! z) dz,) > AA(o=f z”exp(-z~

l=1
Y

rl

donde ‘y es la unión de los caminos‘y.. Segúnel Lema 3.1, se verifica que ~ Xf.(z) = O

en todo punto z que no sea extremo de alguna curva ‘y. , y así A.= O parai =

En consecuencia,únicamentehay que probar que Ñ.= ~ para j = l,.1.,s-N+1. Paraver esto,
J

supongamosque

rl s-N+IA A> A.L..4j
j—1 ~
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Entonces,para cadak = 0,1 s-N,

rl

A. L.
s-N+! A

+ A.
j—1

y por consiguiente,

rl

o A. f y,(8.N+!>+k 8 N+1
z f(z) exp(-z ) dz +

00
s N+l r

+ ~1: xJ
Jo

— ~ Af

00

O

) fr dt =

z ¡‘(s4¿+I) zle f(z) exp(-z6 N+I) dz +

s.rl+IA

A.

j=1
tk f(¡3.t) dt.

J

Se consideraahora, paracada valor de k, la función

N

Fle(y) =2

00

o

exp(- y

A. f zk f(z) exp(-y z8~rl+l) dz+

‘y

s.N+1rl+l)~
A

A. le-rl le¡3. t f(¡3.t) dt.

Los caminos‘y. estánacotadosy la segundaintegral esuniformementeconvergente.Por lo

tanto, Fle(y) es una función analíticaen la región Re y > O. Además,

rl r

=2 A.]i=1
zJI(~Nl) zle f(z) exp(-y z~N1)) dz +

A

L. , fi(s.N+!>+k > —
J

n =O,

(3.1)

k+ 1
¡3.J
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oc~1 A. ¡3k+!~ tle (¡3.t)

e

y la ecuación(3.1) implica que F~”(l) = O para n=O,l EntoncesF$y) = O cuando

k = 0,1 s-N, y por consiguiente

i~!’f exp(-y N+1> dz+

‘yi

Haciendola sustituciónz

oc

A

o

le
t f(IB.t) dt

s.N+l
- en caday y t = x en (0,00), se obtiene

N

o = F(y)=—iL~
i=1

s-N
s -N+!

e
A. ~s-N+!

J *

Y

+

00

11
+ J

O

s-N+1

exp(-yx) ~
j= 1

A
A, ¡3~
Ji

le ! s-N

s-N N+! s N+!x ~ f(f3.x8 ) x - dx =

=it A.f
*

‘y

00

+ 1.
o

A
exp (-yx) f (x) dx.Xc

= j~ cuando ~ c ‘y.

cuando E ‘y.

*

y sea ‘y* la union de las curvas ‘y.. Entonces

o=J
‘y

rl
00

+ j. exp(-yx)

o

A

~le(x) dx.

La igualdad F~(y) = O implica en particular que Fle(n/l’) = O cuandon=1,2,... y para todo

T real, de lo que se deduce que
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00

O=JexP(~Á.]..!L) ~ X¡f¡d(~)d+J A

‘y o

Puestoque ‘y pertenecea una región acotadaén el plano complejo, se puedeelegir T > O

suficientementegrande para que la función exp(- ¡ T) sea inyectiva en esta región.

Haciendola sustituciónexp (- ¡ T) = u,

0= f url~ A. f~ (u) du + u” f(u) du,

‘y o

* A
y el Lema 3.1 muestraque f(u) =0 cuandou estápróximo a cero.Por lo tanto f (x) =0

le lecuando x es suficientementegrande.

La fórmula anterior se verifica para k = 0,1 s-N, por lo que se tiene un sistema

con s-N+1 ecuacionescuyo determinantees

1 1

f(IBx)...f(¡3 x) ji ...¡3 IB~x IBS.N+,x
¡s.N+I 1 s.N!

(¡3 x)~ ~ x9N

que es distinto de cero. Entonces = O para j = 1 s-N+1
j u

Caso (fi2~2). Regularización Semiclásica.

Cuando Re a. =-1 para algún valor de i, se necesitaun procesode regularización.

Este procesosehace de forma recurrentesobre la parteenterade la parte real de a..

Dada la ecuaciónD (4, L) + ‘y L = O, si a esuna raiz de 4>, se denota

4>(x) = (x-a) 4>(x)

‘y(x) = (x-a) w~(x) + ‘y(a)
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Proposición 3.2

Sea a una raíz de 4>(x) tal que ‘y(a) !=O. Si ¡L~ ,...L, es un S.F.S. de la ecuación

de clasesy de tipo (fi) 0(4> L) + (‘y-4>) L = O entonces
a

{(x.aY~ L1 + Nf, 5(x-a) . (x-aY’ L~ + M»~ 8(x-a)}

dondeM =

-< L., ‘y8(x) >

‘y(a) esun S.F.S. de la ecuaciónde clase s D(4> L) + ‘y L = O.

Demostración

*

Sea 0= (x-a~’L + M. 5(x-a). Entonces L. = (x-a) L.. Además,
2D((x-a) 4>0’— 0”., — ~x-aJ~ .J~~\’y~~J.—.\’y - 4>) (x-a) L.,

y por lo tanto, D((x-a)
2 4> 0) + (x-a) (‘y - 4,) L = O. Derivandoseobtiene

O = (x-a) (0 (4> 0) + ‘y L) = 0 (4> 0) + ‘y O = c LX ‘y(x) > 5(x-a).
1 1

<LX ‘y(x) > = < L., ‘y(x) - ‘y(a

)

x-a > + M. .cS(x-a), ‘y(x) > =

— c L., ‘y(x)> + Nf. ‘y(a) = O

por la definición de M.. EntoncesD(4, L) + ‘y

< 0, 1 >
*

* *

.cL~,x-a>

*

~< L ~-r’~ ( x -a)~>

*
L. = O. Además

Pero
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8+I

L

< L ,(x-a..,<L

K
‘y(a)

5’
s +!,~ a) ~>

<L ,(x-a~>
1 st-!

<L1,l >

< L, (x - a)~’ > <L, (x - aV’
4 >

donde K es el coeficiente de grado s+1 de ‘y(x) y por tanto distinto de O. La última

igualdadse debea que los demástérminosde la primerafila son una combinaciónlineal

de las filas restantes.Esto prueba que ¡ ~ es un sistema libre porque por

hipótesis ¡L~ L,> es un S.F.S. y, por la Proposición 2.2 del Capítulo III, el

último determinantees no nulo. En consecuencia¡ O LS ) es un S.F.S. de la

ecuaciónD(4> L) + ‘y L = O

u

A continuaciónseexplica el proceso recurrentepara resolver<fi
22):

Supongamosinicialmenteque solamenteun a. tiene su parte real menoro igual que -1
y que a. !=-1, -2,.. Si -2 < Re a.=-1, entoncesla ecuación D(4> L)+(’y - 4> )L = O esde

5 8,

tipo (fi21> puestoque

‘y(x)-4, (x) + 4>’(x)
a.

9(x)
— ‘y(x) + 49(x) + 1

x-a
co’(x) -

ti) (x)
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y aplicandola Proposición3.2 se obtiene la solución de D(4> L) + ‘y L = O a partir de

la anterior.

Para poder aplicar la Proposición 3.2 es necesario que «a.) !=O,

equivalentea que a. !=-1 ya que 4>(x) tiene sólo raices simples.

Repitiendo el proceso tantas veces como indique la parte entera

obtiene la solución para el caso Re ci. =-l siempreque a. !=-1, -2,

Finalmentese resuelveel caso a.= -1 a partir del cual, de nuevo por

3.2, se halla la solución para a. = -2, -3,

pero esto es

de Re a., se

la Proposición

Proposición 3.3

Dadala ecuaciónD(4> L) + w L = O, supongamosque para algunaraíz a de 4>(x) se

cumpleque ‘y(a) = O. Sea ¡L~ L ) un S.F.S.de la ecuación D(4,L) + ‘yL = O. Entonces
8

¡ 5(x-a), (x-a~’L (x-aY’L
$

es un S.F.S. de la ecuaciónD(4, L) + ‘y L = O.

Demostración.

Claramente8(x-a) es una solución.Sea L ¡ = (x-a~’L.. EntoncesL.= (x-a)L.,y así

5 5

D((x-a) 4> L) = D(4> L) = -w L.= - (x-a) ‘y L. = -‘y L..

Por lo tanto D(4, 0) + ~ 0 = O. Además,

< ~ 1 > <0, 1 ecLXl>
8

< 5(x-a),x-a > cLÑx-a > <Lj x-a >
1 8

< 5(x-a), (x-a)ScO, (x-a)6> <0, (x-aV’>a

los



1 0.0

o .cL,1>.<L,1>
!=0

O < L, (x-a9’> < L 6

puesto que (Li,..., L > es un S.F.S.5 u

Si la ecuaciónD(4, L) + ‘y L = O es de clases como en la Proposición3.3 entonces

D(4>L) + ‘yL = O es de clase s-l, y para estaecuación se presentanlas posibilidades

siguientes:

i) D L + K L = O, dondeK es una constante.

u) Es de tipo (fi).

iii) Es de tipo <B2~1).

En los casosu) y iii) las solucionesson conocidas.En cuanto al caso i), la única

solución es L = O puesto que estaecuaciónes equivalentea

K=O

-nji~ +ji K=0, n=1,

de dondese deduceque Iby,=
0 paran=0.

De esta forma la ecuación <fi) está resuelta cuando solamenteun ci tiene su

parte real menor o igual que -1. Si hubiese más de uno, sería suficiente aplicar de

nuevo las Proposiciones3.2 y 3.3 para reducir este caso al anterior.

Ejemplo (Polinomios Generalizados de Laguerre)

D(xL)+(x-(ci+1))L0 («e w<)

Por las condicionesC-1 y C-2, las solucionesde estaecuaciónpara ci > -1 son
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oc

(«)<L ,p(x) p(x) x« eX dx,

o

Cuandoa es un enteronegativo

U~’~— 5(x)

L<le~> = ~ (1)k 5~’kx)
i=O

Cuando a < -1 y no es entero

(Proposición3.3)

(Proposición3.2)

( a = -k + E; -1 < e c O

(E)
— x’L + MS(x)

2+8) (.!+E) 2 (E)L<~ =xL + M5(x)=x~ L -MS’(x)+
2 M25(x)

&leeE) le le le-
.j7klTr>

5(le-

donde M, =
J

1>
E(E-1)...(E-j+1>

< ~ p(x) > =

§ 4. El polinomio 4,(x) tiene raicesmúltiples. Ecuación(fi3).

Con objeto de facilitar la lectura se comienzaestudiandola ecuación (fi3) cuando

4,(x) tiene solamenteuna raíz. Simplementees un caso particular pero presentatodos los

elementosdel caso general.

Ecuación

a>-1

Entonces

Tr p~(O)Jxcie.X{P(x) j”O pW(Q) x~ 4 ~ 04 dxle-l j= 1o
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D(x’”1 L)+’y(x)L=O, ‘y(x)=(s-N.4-l)x6’ + . 1 =N=s,s=1.

Segúnla Proposición 3.3 será suficienteresolver la ecuación cuando w(O) !=O. La
1’4+l

condición C-l en este caso es (x w(x))’ + ‘y(x) w(x) = O, de lo que se deduceque

sNIw(x) = xci exp(-x + ..) exp(A x~N + ...).

donde a y A son constantescomplejascon A * O porque ‘y(O) es no nulo.

Se resolverála ecuacióncuando A = -1. En otro caso,un giro apropiadoalrededor

del origen de los caminosF que a continuaciónse definen resuelveel problema.
Oj

Paracadak=1,...,s-N+l se define:

e
k

es una raiz de orden s-N+l de la unidad.

2.- el intervalo [0, 1].

3.- Cle el arco de la circunferencia unidad con

extremos1 y ~

4.- la recta en la dirección de ~le correspondiente

a 1 =Izí < 00•

Fig. 1

Paraj=l N se considera

las raices de la unidad de
27t1

= e.

orden N y

2.- ‘y el segmento en la dirección de ¡3 que
O.j

correspondea O =¡z¡ =1.

los arcos de la circunferencia unidad con

extremos
y

(4.1)

O

Yoit’

1.-

O

3.-C
O.j

Fig. 2
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Sean ahora

rle =R uC uR, k=l,..~s-N-i-1
O le le

r
= uC0~ u(-’y0,), j=l,..~N

y los correspondientes funcionales

(4.2)

(4.3)

< L~, p(x) >=f w(z)p(z)dz

rle

‘cL0.,p(x) >=f w(z)p(z)dz

r
Oj

De esta forma se tienen s+l funcionales que verifican la ecuación (fi31). Para

probar que son linealmenteindependientesse hará uso del siguienteresultado:

Lema 4.1

¡1

Sean(x) = -x” + > b xJI~le con b~ e e. Sea f(x) una función localmente integrable

y acotadaen [0, 00]. Sea H(ci) la función

00
1 a It(x)

H(ci)=] x e dx donde Reci>-l

O

y, para cadaci fijo, sea F(t) la función

00

a e~(tx)
F(t)=J x f(x)dx

o

parat > O.

Si hm f(x) = A entonceshm t«~’ F(t) = A H(a).+
x40

Demostración

00 oc
a it<x~ 1 CI It(tx)H(a)=J x e dx=] (tx) e t dx.

o O
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Por otra parte, para cada E > O, sea T tal que ¡f(x) - Al <e cuando x > T.

fIt F(t) - A H(a)¡ —

00

x« eit<tx) (f(x) - A) dx

T

< ~a.n1 f
Ix« eIt(a)I If(x) - Al dx + E

O

oc

f T

ixa ~IttxI é’-r’ ¡ dx <

oc

a-ri
<¡t [TM+e f ~«¡ eReit<x) dx

siendo Nf una cota superior parala función 1 xci e~(tx)¡ ¡ f(x) - A¡ cuandox e [O, T] y

cuandot e [O, t0] para algún t0 fijo. Entonces

hm ¡t«~’ F(t) - A H(ci)¡ =E
t40 1

00

ci ReIt(X)
Ix ¡e dx,

O

El conjuntode funcionales ( L~ LN~~ L01 Lo.N > definido en (4.2) y

en (4.3) esun S.F.S.de la ecuación<fia.!>’

Demostración

Será suficiente demostrar que los funcionales son linealmente independientes.

Supongamosque

s-N+l rl

(4.4) ~ AkLle+ ~ A01 L01=O
J

y escribamosw(z), definida en (4.1), en la forma w(z) = z«en(z)+ q(1/z) En una primera

etapase probaráque los coeficientesA, A
s44+1

son todos nulos.

Entonces

y así hm t F(t) = A H(ci)+
t46

Proposición 4.1
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Sea ji un entero tal que Re Qn-a) > - í. De la ecuación(4.4) se sigue que

rl
O=’c > AleLle + .2 A0. L02 x~ p(x) >

lc=! 3=!

para todo polinomio p(x). Entonces

s .

2
le

Ale { f w(z) z~ p(z) dz .~{ w(z) zIbp(z) dz + f w(z) ~Ibp(z) dz } +

R C R
O le Xc

w(z) z~ p(z) dz = O.

o.

~Ír
Para m=O,1 s-N, y cuando Re(t) > O, se consideran las funciones

F(t)
le=l 1’ nvs-ji+ÚX It(tz)+q(hz) dzz e

Rle

G(t) = - 2 Ale
k= 1 {S zmIb+« ~it(tz)+q(l/z) dz +

Cle O

zm+wa~It(tz)+q(hz) dz } +

+ Y %,~ zmIb+« eit(tz»cl(h¡z) dz

O.j
La igualdad (4.5) implica que F~~(l) — G~~(1) para n0,1... y para m=O,1 s-N. Como

fi, m

consecuencia,F(t) = G(t) en la región Re(t) > O. Puestoque G(t) es analítica en todo

el plano complejo, la función F (t) tiene una prolongación analítica. Por lo tanto debe
m

de existir hm F(t). Entonces
!-4 O

hm
t4 o + Fm(t) = O para m=O,l s-N

(4.6)

Además, teniendoen cuentaque ‘
3le son las raicesde la unidadde orden s-N+1,

a -Ni-!
Ffi~(t) = 2

le=l

00

Ale f
le dx =

(4.5)
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00

Ak 5
O

ji+«+mx pIb+CI+m+! ~4P~(xt)+q((IB~xY’)X[IocJ(x) dx,
le

donde ;~001(x) denotala función característicadel intervalo [l,w]. Puesto

hm ¡3Ib+«I1~! ~qW~x<) = ~~«»¡3ji+«+m+!
k X[!,OO)(x) k

x4
00

del Lema 4.1 y de la igualdad (4.6) se sigueque

hm tji+a+m+l FfiSt) — ~ H~ (Ib+«+m) ~q(0) = o
te O

param=O,...s-N, siendo Hle la función

00

HkQX+a+m) = 5 x J.t+ci+m CIt(IBlex) dx.
O

Los coeficientes ~ satisfacen entonces el sistema

_ 2Ale pWci+m+’ H~(ji+a+m) ~~(O)_ q(O)9-Nt!

donde es la recta z = x, O =x < oo~ El deteminante

escribir de la forma

Ale 5
Y

zm+ji+tt eIt(z) dz

le

de este sistema se puede

(4.7) det 1< .ff, xm >1
L le J k=!

m=O s-N

donde JfleC5 el funcional de momentosdefmido por

< .‘ff
0 p(x) > = 5 p(z) zIbCI eit(z) dz.

‘y”

En la Proposición3.1 seha probadoque <~~! J/rl!> es un SF5 de la ecuación

D(x L) - (x it’(x) + g.4-a+l) L = O. De la Proposición2.2 del Capítulo III sededuceahora

que

det[< 4, x >] le=!,....s-N+!

m=0..,s-N

!=0

que
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y de estaforma los coeficientes A tienen que ser nulos.
s-N+I

En una segundaetapa se probaráque los coeficientes A son tambien
O,N

igualesa cero.

La igualdad(4.4)esahora
rl

%L x0. L =0. En consecuencia
O,j

(4.8)
N

j

Escribiendo la función w(z) definida en (4.1) en la

m = 0,1,...

forma w(z) = z« exp(~íN) g(z), la
fórmula (4.8) es

rl r
2 % ¡

zrlm exp(.íN)

Nmtle a

z exp(írl) g(z) z dz =

O.j

rl

z) IB01 dz

o,’

son las raicesde la unidadde orden N. HaciendoahorazN =

a- Nt 1 + le
t rl rl~ lejOs-!

~0. j t ¡rl) dt

para cada k=O N-1 y m=O,1 siendo r la curva de la

figura 3.

1

Se distinguendos posibilidades:

1.- Las funciones (ci-N+¡+le)/N > A ¡3le+a+l g<33 ti/rl)
O,j O.j

sonuniformes( esto

ocurre por ejemplo cuando N= 1 y a es un número entero):

La curva r es ahora ¡ z ¡ = í y, por la fórmula de Laurent, (4.9) implica que

donde ¡3
O,’ O,N

(4.9)

r

Fig. 3
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e~l/t ~(cL.rl+I+le)/N ~ k«X+1 g(¡3 tuN)

O.j O.j O,j

es una función analíticaen t = O. Pero esto es sólo posible cuando

rl le+a+! = o
A0. ~0

de lo que se deduceque los coeficientesA ,...,A son nulos.
o,í o.z¿

II.- Las funciones t(«.N4d+le>a< É A ~le+a+l g(¡30~ t!/¶ son multiformes:
Oj O,j

Denotandoestasfuncionescon hle(t)~ la expresión(4.9) sepuedeescribircomo

(4.10) 0 = 5 ~ e~’~ h~(t) dt

r
donde se consideraO =arg (t) =2it. Como consecuencia,paracada ~ tal que [~ > 1, se

tiene que ~í¡t
= r h(t)

(4.11) Hle() J - “ dt=0,

y por el teoremade Cauchy,H (~) =“‘e IF
e í/t h~(t

)

E

para cadae > o, es la curva de la figura 4. Por lo

en todo punto ?, tal que ¡~ > e.

Sea~ tal que e < Rl c 1

dt = O cuando I~l > 1 y donde,

tanto, la función H,8(~) se anula

1

Hg. 5

y tal que E [0,1]. De nuevodel Teorema de Cauchy se

deduce que

2iti e~~í¡t h~(~) =

e h(t)
le dt

SC

Fig. 4
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siendo C la curvade la figura 5. Por lo tanto

(4.12) 2xti ~ h~(~) = H;(~) - H~(~) = H;(~), O < j~¡ < 1, ~ ~ [0,1].

Sea ~ un punto pertenecienteal intervalo (-
2

reales y positivos tales que,para k =

0) >‘ sean Mle!~ ~le
2’ M números

le.3

cuando ¡tI = 1

para O =t =1

si 0=t=1.

Como

0=t=

~ que

posible

e (~—,0), setiene que It - =Y ‘cuando ItI = 1 y tambiénque It - ~¡=t para
2

1. EntoncesIH*(~)I =4it Nf,~1 + M + Nf + Nf paracadak y para todo punto
le le,2 le,2 le3

pertenezcaal intervalo (2~ ,0). En consecuencia,la igualdad (4.12) es sólo

cuando h~(~) = 0. Ha de verificarseentonces que

rl
VA (3k4ft*!

0j O,j

de donde se deduce que A ,...,A tienen que ser nulos
0.1 0.N u

Observación

Si se considerala ecuaciónde los funcionalesde Bessel

2

(4.13) D(x L) + ((a-2) x + b) L = 0,

la función w(z) = 1a ebiz es una solución de la ecuación dada por la condición C- 1
(x

2 w(x))’ + ((a-2) x + b) w(x) = O y además,se anulaen los extremosde la curva de la

figura 6. Por consiguiente,el funcional dado por

< L, p(x) > = 5 p(z) z~a ~b/zdz

r

le,!

eíl’t h (t)
le

e1¡th(te2itl)
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es una solución de la ecuación(4.13). Además,teniendo

en cuentael razonamientode la Proposición anterior,
L es distinto de cero. De esta forma se tiene otra

representaciónintegral de los polinomios de Bessel.La
misma técnica podría utilizarse para obtener nuevas

representacionesde cualquier otro (A)-funcional.

Ecuación (fi3)

La ecuacióncanónicaen estecaso es

n(x.a)Ys-’J(r+l)=N+l=s+l
D(4>(x)L)+’y(x)L=O, 4>(x)=xro+~

k=I Ic=0

‘y(x) = (s-N+l) x~s-’+

Se suponeque al menosla raiz O = a del polinomio 4>(x) es múltiple, o lo que es lo
o

mismo, que r0 es mayor que cero.

Resolviendola ecuación (4> w)’ + ‘y w = O se obtiene

M ex”
1 + 1

(4.14) w(z) = z% fl(z-a~)«le exp(-z s.fi+!~) A
0 A

le=i (z-a )rXcJ

le

exp( (z)
RTW

dondeQ(z) y R(z) son polinomios talesque el grado de Q(z) es menorque el grado de

R(z) y de forma que, en la descomposiciónde Q(z)/R(z) en fracciones simples, las

potenciasde los términos correspondientesa cadaraiz a son menoresque r~.

le

Sin pérdida de generalidad se supone que 4>(x) y ‘y(x) no tienen ninguna raíz en

común; en otro caso la Proposición3.3 nos daría la solución.También se suponeque si

algún a es una raíz simple, la correspondientepotencia «Xc tiene la parte real mayor que
le

-1. Finalmente, se supone que los coeficientes A son todos iguales a -1; bastaría
le

efectuarun giro adecuadoalrededorde la raiz a del camino F que se defmirá más
le ti

Fig. 6
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tarde para resolverel caso general.

Para cada raíz a~ que sea múltiple y para cada j= 1 ~ se defmen los siguientes

caminos:

Ziti
1.- 13 las raicesde la unidad de orden r~ y ¡3 = ele.j le,r tule

2.- l~ es un número real y positivo cuya longitud se definirá

más tarde.

3.. Yki es el segmentodesde a en la dirección ¡3 y de
le ti

longitud l~.
4.- C es el arco de circunferenciade radio l~ y centro en a

ti le
desdeel argumentode (1 hastael argumentode

ti

Para cadak se considera1 suficientementepequeñode maneraque los arcos C
le ti

correspondientesa raicesdistintasno tenganningún punto en común.

Ahora se definen los caminosdesdea = O hastacadarau a
O le

5.- Para k = 1 Nf, E es cualquier curva simple saliendo del origen por cualquier
le

dirección d~tal que, cuando z e d~ se cumple que 1j~1 exp(-1/lo) = O, llega al punto
a por la dirección (3 cuando a es una raíz múltiple o a travésde cualquier dirección

le Xc,! le
cuandoa es simple, de forma que, evitando los puntos a~ si j !=k, dos E diferentesno

le j le
tenganmáspunto en comúnque el origen.

Finalmente,para m = l,...,s-N+1, se definen los camnmosque unen el O y el punto

del infinito:

6.- ¡3 son las raicesde la unidad de orden s-N+ 1.

R 7.- 0 es un númeroreal y positivo tal que cadacamino anteriorm O *

esta dentro del círculo centradoen el origen de radio 1<>.

8.- R0 es un arco uniendo O y O a través de la recta real y
o

m evitando los puntos a~ si alguno de ellos estáen la recta.

9.- C es el arco de la circunferenciacentradaen el origen de
fi,radio 1<, desdeargumentoO hastael argumentode

fig2

Fig. 7

a
le
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10.- R es la rectaen la dirección de 13 correspondiente a S Izí < oo~
fi~ rl,

Sean ahora

i) F =1% uC uR, m=1,...,s-N+1.
m m m

k,j XcJ lej-s-! le

Se definen los funcionales:

(4.15) < Lm~ p(x) > = 5 p(z) w(z) dz,
r

m = 1,...,s-N+1.

m

p(z) w(z) dz, j = ~ y paracadak tal que rle 0.

y le,j

(4.17) < L;. p(x) > = 5 p(z) w(z) dz, k = l,...M.

E
le

Se tienen así s-N+1 + r0-¡-...+ r~+ Nf = s+1 solucionesde la ecuación(fi3).

Lema 4.2

Sean(x) = -x~ + términosde menorgrado. Seaf(x) una función localmenteintegrable

y acotada en [0, 00]. Se considerala función

00

H(aO,...,ciM)- 5
« M a lr(x) dx

x o fl(x-a) lee

O
Xc=!

donde Re a,~ > -1 parak=0 Nf. Paracadaelecciónde cio~~••~ciM se define

00

F(t) =

O

x«oeit(tx) ~ (tx.ale)%c f(x) dx.
le= 1

Si hm f(x) = A entonces lim t«o~ F(t) = A HQX0 a )x-*oc !40+ MU

La demostración es la misma que en el Lema 4.1.
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Proposición 4.2

L 5...~LNí ,L L ,..,L ,...,L ,L*,...,L* > esun S.F.S. de la
o,u O. r M,I M,r u M

O M
ecuación (fi3).

Demostración

Se probaráque los funcionales son linealmenteindependientes.Puesto que no hay

cambiosesencialescon respectoa la demostración de la Proposición4.1, solamentese

incluye aquí el procedimientogeneral.

Supongamosque

(418) 87! AL+~ Llej+Z A;L;=o.

lezO j! Xc=u

En la primera etapa se probará que los coeficientesA! ANI

la función w(z) en la forma

son nulos. Escribiendo

le=!

descomponiendo[‘ en su parte acotadaR uC y en su parteno acotadaR , y aplicando
m O m m

(4.18) al polinomio cuya forma es p(x) ¿o (x-a,#’í ....(x~aM)IbM, donde ~ son

enterospositivostalesque Re (ciXc+Ible) > -1, de la misma forma que en la Proposición4.1

se tiene que las funciones

z
M CI

j~ (tz-a) leIble ¿«u) f(z) dz,
~= u

Sn

dondeRe(t) > O y p=O,1,...,s-N,han de teneruna prolongaciónanalítica en t = O. Por

tanto

hm tPt-«o+Ibot-! F(t) = O, p0,l s-N,
14 0

y teniendo en cuenta el Lema 4.2, los coeficientes A8 ~

el sistema

tienen que verificar
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H%+a0+p.~ u IbM+UM)o =8 ~
1 Am

xn= 1

donde para cadam = l,...,s-N+l, H es la función
Sn

H(p.+a+p, Ib
1+tLu~. ..~ IbM+~X ) = 5 xIbo~«&P ¿t(Q,x) dx.

o

De la mismaforma que se ha visto en la Proposición4.1, el determinantede este sistema

es distinto de cero y como consecuencia,Au A Ni-! son nulos.

En la segundaetapa se pruebaque A esnulo para j = 1 r~ y para cada k
le,j

tal

que a es una raiz múltiple.
Xc

La expresión(4.18) ahoraes

k

Ale L~,+ ~ A;L;=0
le=u

y así

5
O le

(4.19) c ~ %1L0~. xSro+P > + <~ ~ > + <~ A
le=!

0’VP> = O

para p = 0,1 r0-1 y n =0,1,... Escribiendo w(z) = zao exp(-l/z
5o) g(z) y teniendo

en cuentaque ¡3 ¡3 son las raicesde la unidadde orden r
0, se tiene que

0.1 0:o
5o
fl Ir

<~ A0~ L01 xo >=
J

zJIro+~i-«o exp(-l/ z
5o) g(z) dz =

O,j

zl~rofrcxo exp(-l/ z”o ) IB
0~ g(z13 )

O.j
dz

r

O-~ A0.
j

5
O

-A0

j
0.!

y haciendo¿o = t, esto es lo mismo que
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g(t’~o 13 ) dt
0.j

eí¡t

donde r es la curva de la figura 9. Por

otra parte, después del cambio de

variable ¿o = t, tambiénse tiene que

5
Xc

k~O jL ~ Lkj. 0”&i’> =

r

— k 5
dondeFle,j es una curva extenor

~ol
o )

t~e t 00 0 g(t o)dt

Xc,j

5
oal disco centradoen el origen de radio l~ . Además,

M~ L, x”’oi-~> —

5—
~ A; E

le

~. -l/t (p+« -r +1)/5 (t11~o) dtte t 00 ng

donde E es una curva tal que su partepróxima a O estáen la región Re(t) > O por lo
le

que la correspondiente integral esconvergente.De las nuevasexpresiones de (4.19), y

defuniendoaquí Hj~), H
2(~), H3(~), se tiene

+ H2(~) + H3(~) =

/t (p+« .~ +u)Ir O EL0+p+! ~,

t 00 OIl A
130j g(to¡3 )dt+

0.j O.j

le .j

A5
— 1/e ~ ~~-s-«

0~r0+I )/r0

le

ci +p*

1
O

fig.9

—s e.1

r
5

le

~

M

~1l

le=1

g(t!Ño) dt
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para cada con módulo suficientementegrande.

Para cada E > 0, utilizando el término H () para referirnos a la integral que
.6

define H~(~) pero ahora sobre la curva r6 de la figura 10, se tiene que
5.

cuando ¡~¡>l. Porconsiguiente,

pertenecea las curvasr y E
le.j le

H () +
.6

H2(~)+ H3(~) =0 cuando

H~ = H

> E y ~ no

‘O

o

Sea C la curva de la figura 11 Y sea un punto del intervalo

Teoremade Cauchy,
5.

i=u

a +p+i

13
0

O .j

= H,(~) + H/~) +

Como H~(~). H/)~ H3(~) son funcionesacotadas cuando E

igualdades sólo posible si

r

£ X0~ r+ao = 0,
p = 0,1,...,r -1

O

de lo que se deduceque es nulo para cadaj = 1 r0.

Análogamentese probaría que A = O cuandoj = 1 r~ para
ti

múltiple a
le

Finalmente, se demuestraque los coeficientes A son tambiénle

cualquier otra raíz

nulos. La expresión

M
(4.19) ahorase reducea ~A L~ = O y los caminosE~ son arcos simplesque no tienen

Fig. JO Fig. Ji

0). Por el

g(~
1/T~ ~ = H!(~) - H

‘.6

la última
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e
e

más punto encomúnque el origen. Podemosaplicarel Lema 3.1 para obtener que =

para cadak = 1 M
u

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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