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Introduccion

[.a existencia de la Institucién Aseguradora responde a la necesidad de
proteccién frente a los riesgos, fundamentalmente econdmicos, a que esta expuesto el
hombre. El negocio asegurador consiste en la venta de un servicio de proteccion frente
a riesgos que puedan suftir sus clientes o asegurados. l.a compafiia aseguradora
(empresa de seguros o entidad aseguradora) se compromete por tanto, en el caso en que
tenga lugar el siniestro, a indemnizar el dafio producido al asegurado, tal y como se

establece en el articulo 1 de la Ley de Contrato de Seguro (Ley 50/80 de 8 de octubre).

El coste del servicio de proteccion que ofrece la empresa aseguradora viene
determinado por medio de la siniestralidad que ademas permite establecer el precio del
servicio (prima) y las provisiones. Para que la Entidad Aseguradora pueda hacer frente
a las obligaciones contraidas con sus asegurados es necesario que conozca, en todo
momento y de la mejor forma posible, cudl es el gasto total al que tiene que
enfrentarse. Dado el caracter aleatorio del riesgo es necesario buscar modelos
matematicos y estadisticos que representen las variables v los factores asociados a la

incertidumbre: numero de siniestros y coste de los mismos.

En esta Tesis Doctoral se estudia conjuntamente la siniestralidad, en lugar de
considerar de forma independiente los fenomenos niimero de siniestros y cuantia de los
mismos, mediante la ayuda de la Teoria del Riesgo Colectivo con el objetivo de
mejorar los modelos existentes. Dicha teoria considera cada cartera de seguros de
forma global en lugar de tratar las pélizas individualmente puesto que es fundamental
determinar el coste total de los siniestros ocurridos. Dicho coste es de especial

importancia en el andlisis de la solvencia de la entidad aseguradora como una garantia
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mas para que la compafiia de seguros pueda hacerse cargo en cualquier momento de los

pagos a sus asegurados, obviando los gastos técnicos y/o de gestion.

En el Capitulo I se definen y explican en primer lugar los conceptos de riesgo y
seguro como fundamento de la practica actuarial y se expone la Teoria del Riesgo
Individual y Colectiva para el tratamiento de la siniestralidad (manifestacion de los
riesgos asegurados), caracteristica propia y especifica de la actividad aseguradora,
actividad desarrollada por las compafiias de seguros con el fin de cubrir riesgos, objeto

de estudio en esta Tests Doctoral.

Como se ha puesto de manifiesto, la motivacion de esta Tesis Doctoral es el
estudio de la siniestralidad en la empresa de seguros como medio que permita
establecer actuaciones para garantizar la solvencia de la entidad en un momento
determinado y poder hacerse cargo de las indemnizaciones a sus asegurados. El
concepto general de solvencia y, en particular, el tratamiento dinamico de la misma en
el que su elemento basico son las provisiones técnicas, se introduce también en este
Primer Capitulo en el que se presenta una vision general del contenido y desarrollo de

la Tesis Doctoral.

En el Capitulo II se explican los elementos de la distribucion de siniestralidad,
aquellos que se necesitan para presentar el modelo de probabilidad como reflejo de la
cartera de pdlizas de una compafiia aseguradora, desde el punto de vista de la Teoria

del Riesgo Colectivo, modelando por tanto el coste estadistico del riesgo.

(%)
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Se estudian de esta forma las distribuciones de las variables aleatorias numero
de siniestros, de caracter discreto y cuantia de un siniestro, de cardcter continuo, para
construir finalmente el modelo de distribucion de probabilidad del importe o cuantia

total, que constituye el proceso general de riesgo.

En concreto, se considera la distribucion de Poisson para representar la variable
nimero de siniestros y la distribuciéon Gamma, o exponencial como caso particular de
¢sta, para representar el coste de los mismos, puesto que son €stas, como se prueba en
la aplicacidn, las que mejor se ajustan en multiples ocasiones a las variables citadas,

ademas de responder a los requisitos tedricos asumidos.

El comportamiento probabilistico de la siniestralidad total es mas complejo. En
general no se conoce de forma explicita la distribucién de probabilidad de dicha
variable y se hace necesario desarrollar métodos de aproximacion o métodos exactos
para estimar la misma. Existen diferentes métodos que se aplican en la practica y de
ellos, se exponen los mas utilizados: métodos de recurrencia, desarrollos en serie o

meétodos de simulacion.

El objetivo de este trabajo es encontrar la mejor aproximacion posible que
describa la siniestralidad en la Entidad Aseguradora, mediante la innovadora
aplicacion de mixturas de las distribuciones mds relevantes que modelan el
fendmeno. Las ventajas del uso de estas distribuciones son, entre otras, un mayor poder
explicativo de las variables que representan, el uso en su definicién de distribuciones

de probabilidad conocidas y la consideracion de distribuciones multimodales.
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En el Capitulo III se introduce el concepto de mixturas de distribuciones y los
métodos que pueden ser utilizados para la estimacion de sus pardmetros. En particular,
la aplicacién a un caso real prueba que una mixtura de un numero finito de
distribuciones se puede utilizar para modelar las variables que representan Ia

siniestralidad de una entidad aseguradora.

Se hace especial énfasis en el método de maxima verosimilitud, cuya aplicacién
s¢ lleva a cabo mediante el algoritmo EM. Este algoritmo se desarrolla de forma
general vy, en particular, para mixturas de distribuciones Gamma, normales o
exponenciales. Dichas mixturas son las que mas interés presentan en el andlisis

empirico realizado.

Es importante ademds, estudiar la siniestralidad de la Entidad Aseguradora en
un ambiente dinamico, lo que implica utilizar el concepto de solvencia dinamica. En el
primer Capitulo se explican las razones por las que la solvencia tiene especial
significado para el asegurador. Estas razones se fundamentan en la naturaleza de las
prestaciones que realiza €ste, ya que vienen asociadas a situaciones de necesidad del
asegurado, debiéndose garantizar la solvencia como un aspecto mas de la actividad
aseguradora. Por tanto, la solvencia recoge la capacidad de prever posibles
desviaciones que se presenten a partir de fluctuaciones aleatorias manifestadas por la
siniestralidad o como consecuencia de la gestion de la Entidad. Es importante estudiar
la capacidad de la compafiia de seguros para hacer frente a los pagos por siniestros

conforme se vayan presentando.
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Las provisiones técnicas, reservas especificas de la actividad aseguradora,
juegan un papel fundamental en la solvencia dindmica. Estas provisiones, constituidas
en la fecha de cierre del ejercicio econdmico, permiten estimar y reflejar el gasto real
por siniestralidad del periodo. Una estimacion incorrecta de las provisiones, por exceso
o por defecto, pone en peligro la solvencia y el negocio asegurador siendo por tanto
fundamental determinar, de la forma mas precisa posible, con qué recursos habra de
contar la compafiia en proximos ejercicios para hacer frente al gasto real en

indemnizaciones por siniestros ocurridos en el ejercicio que se cierre en ese momento.

El célculo de las provisiones requiere la utilizacion dc hipdtesis adecuadas al
fenémeno propio de cada ramo, modalidad y tipo de seguro, que permitan justificar su
aplicacion y defender ¢l método ante la Direccion General de Seguros si fuera
necesario. En la Tesis Doctoral se hace especial referencia a las provisiones para
siniestros pendientes, en cuya determinacion tiene especial importancia la distribucion

de siniestralidad.

El Nuevo Reglamento de Ordenacion y Supervision de los Seguros Privados,
aprobado por Real Decreto 2486/1998 de 20 de noviembre, permite a las entidades
aseguradoras la utilizacién de métodos estadisticos en el calculo de esta provisién. Para
estimar el importe final de la misma se deben considerar, al menos, dos métodos
basados en las mismas hipdtesis o que obtengan sus resultados a partir de las mismas
magnitudes o variables, ademés de contrastar dicho resultado con el método individual

de calculo propuesto por el reglamento.
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En el Capitulo IV se enumeran y comentan, de forma muy general, algunos de
los métodos estadisticos utilizados en paises de reconocida tradicion actuarial y que
pueden ser aplicados por las compaiiias de nuestro pais, acompafiados de referencias
bibliograficas que completarian dichos métodos. La eleccién de alguno de éstos por
parte de la compaiiia de seguros es necesaria para contrastar el resultado ultimo

Capitulo.

Se definen los procesos de Poisson en el quinto capitulo, como caso particular
de procesos puntuales y se hace una revisién unificada de la metodologia basada en
procesos puntuales marcados para su aplicaciéon al célculo de la provision desde un
punto de vista dindmico. Se ilustra esta revision con algunos métodos de calculo de la
provisién y se exponen ademas otros, basados en cadenas de Markov, que pueden ser

utilizados para contrastar su resultado con el método propuesto.

El método que se propone en el Capitulo VI se basa en procesos puntuales y
mixturas de distribuciones. La utilizacion de procesos de Poisson marcados permite
incluir informacion sobre el retardo con que los siniestros son notificados a la entidad,
mediante el novedoso uso de mixturas de distribuciones, como marca o
caracleristica asociada al proceso que representa el niimero de siniestros que tienen
lugar en la cartera de polizas. El estudio de esta variable se justifica por contener
informacion importante sobre el porcentaje de siniestros pendientes de notificacion al
cierre del ejercicio economico y se explica detalladamente la estimacién de las

variables que intervienen en el modelo con la aplicacion a un caso real.
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Se sintetizan en la ultima parte del trabajo de investigacién, las Conclusiones,
los principales resultados obtenidos como consecuencia de la aplicacion de mixturas de

distribuciones al estudio de la siniestralidad, poniendo punto final a la Tesis Doctoral.
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I La actividad aseguradora

I.1. LA INSTITUCION ASEGURADORA

La actividad aseguradora forma parte de la actividad econdmica de los paises y
esta constituida por el conjunto de entidades y organismos que intervienen en la
misma, tanto del lado de la oferta como del de la demanda, asi como sus respectivos
medios, practicas y técnicas. También forman parte de la actividad las normas que
regulan su desarrollo y los organismos que se encargan de la funciéon de control y
vigilancia del cumplimiento de tales normas. En este sentido, a efectos de esta Tesis, es
importante destacar leyes tales como la Ley de Ordenacion y Supervisién de los
Seguros Privados (Ley 30/95, de 8 de noviembre) o ¢l Reglamento de Ordenacion y
Supervision de los Seguros Privados (Real Decreto 2486/1998, de 20 de noviembre)
que establece pautas a seguir en el célculo de provisiones técnicas, como se pondra de
manifiesto en ¢l Capitulo IV de la Tesis, o la Direccién General de Seguros que

controla la aplicacion de métodos estadisticos de calculo de dichas provisiones.

La existencia de la actividad y la Institucion Aseguradora responde a la
necesidad de proteccion frente al riesgo econdmico, actual o futuro, al que se enfrentan
los hombres y la sociedad en su conjunto. El hecho de que puedan acontecer sucesos
con repercusiones econdmicas negativas (los siniestros) hace gque se intenten
compensar ¢ cuanto menos minorar tales repercusiones acudiendo al seguro. La
existencia del riesgo, junto con la reparacion de las consecuencias dafiosas que su
ocurrencia (siniestro) pueda producir, es el eclemento que da razén de ser a la

Institucion.

11



. La actividad aseguradora

Desde los tiempos mas remotos, el hombre (en comunidad) ha desarrollado
actividades aseguradoras cuyo fin era paliar las consecuencias econdmicas de sucesos
eventuales y desgraciados a los que estaba expuesto, mediante la distribucién entre

muchos del importe total de aquellos sucesos que sufrian unos pocos.

La actividad aseguradora se incrementa a medida que las sociedades alcanzan
un mayor desarrollo econdémico porque este hecho supone que los riesgos econdmicos
también aumentan (al crecer las actividades econdémicas que llevan asociada
aleatoriedad en su realizacion y en los resultados), acentuandose de esta forma la
necesidad de proteccion frente a ellos. Ademas, el mayor poder adquisitivo permite

dedicar una parte de los gastos a la cobertura de los mencionados riesgos.

No obstante, en el campo del seguro, no basta la concepcidn economica del
riesgo. Para que la actividad aseguradora pueda ponerse en funcionamiento deben

darse ademas unas condiciones de indole técnica, legal e incluso moral.

12



{. La actividad aseguradora

I.1.1. CONCEPTO Y MANIFESTACIONES

La Institucion Aseguradora puede definirse, siguiendo a Guardiola Lozano
(1990) como “manifestacién técnica y organizada de las iniciativas socioeconomicas

de compensacion de riesgos”.

Su origen basico ¢s, como se ha sefialado, la existencia del riesgo y sus
consecuencias negativas que conllevan la necesidad de reparar los dafios econdmicos
producidos por la ocurrencia del evento. La Institucion del Seguro estd destinada a
diluir entre sus componentes {los asegurados) las consecuencias econdémicas negativas

derivadas de los riesgos que sufran algunos de ellos.

La Institucion Aseguradora tiene dos grandes manifestaciones, la Seguridad
Social y los seguros privados. La Seguridad Social es un sistema obligatorio de
cobertura, arbitrado por el Estado, que esta dirigido al bienestar y proteccion de los
ciudadanos. Comprende un conjunto de medidas de prevision ejercidas por
determinados Organismos e Instituciones Oficiales dirigidas a cubrir las contingencias
que pudieran afectar a los trabajadores y a sus familiares o asimilados. La prima o
cuota que el Estado percibe por estas coberturas es aportada (en diferentes porcentajes)
por los empresarios y los trabajadores conjuntamente, en el caso de trabajadores
asalariados vy, unicamente por los trabajadores, en caso de ser auténomos. Estas
prestactones comprenden una doble vertiente: asistencia sanitaria (enfermedad y
accidente) y econdmica (incapacidad, desempleo, fallecimiento, viudedad, orfandad y

vejez).



I La actividad aseguradora

L.os seguros privados son gestionados por entidades privadas, con quienes los
asegurados contratan libremente las coberturas que le interesan, dentro de la amplia
gama de posibilidades que estos seguros ofrecen, destinadas todas ellas a proteger
intereses individuales. La prima o cuota es aportada integra y exclusivamente por el
demandante del Seguro. La actividad aseguradora Privada se ejerce en economias de
mercado por empresas privadas y el Estado solo interviene en su ejercicio por razones

excepeionales como puede ser la insuficiencia de la iniciativa privada .

La Institucion Aseguradora Privada, como establece la Ley 30/95 de 8 de
noviembre, de Ordenacién y Supervision de los Seguros Privados, puede operar bajo
las formas juridicas de Sociedades Andnimas, Sociedades Mutuas, Cooperativas y
Mutualidades de Prevision Social. Estas tres Gltimas pueden trabajar a prima fija o a
prima variable. La Ley de Ordenacion y Supervision de los Seguros Privados establece
ademas que cualquier entidad que adopte cualquier forma de Derecho Publico cuyo
objeto sea la realizacidn de operaciones de seguro podra realizar la actividad

aseguradora en condiciones equivalentes a las de Entidades Aseguradoras Privadas®.

"En Espana, en la actualidad, ¢l inico ejemplo de asegurador no empresa privada es el Consorcio de Compensacién
de Seguros, Entidad de Derecho Publico, creada para atender siniestros de origen extraordinario que las Entidades
Privadas no quieren (o no pueden) cubrir, asi como para sustituir a la iniciativa privada cuando ésta no cubre
determinados seguros obligatorios creados en interés general.

? Istas entidades se ajustarén integramente a la Ley 30/93, de 8 de noviembre, de Ordenacion ¥ Supervision de los
Seguros privados v a la Ley 50/80. de 8 de octubre, de Contrato de Seguro.
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I.1.2. LA EMPRESA DE SEGUROS

La Empresa, desde el punto de vista genérico, puede ser definida siguiendo a
Guardiola Lozano (1990) como “unidad econdmica organizada para combinar un
conjunto de factores de produccion, con los que llevar a cabo la elaboracion de bienes

o servicios para su venta o distribucion en el mercado”.

Una Empresa de Seguros, también denominada Entidad Aseguradora o
Comparia de Seguros es, ante todo, una Empresa. Se dedica a la practica del seguro v,
en sentido amplio, puede ser considerada como un conjunto de bienes patrimoniales y
de relaciones de hecho y organizativas necesarias para realizar la practica econémica
con la que se identifica (el Seguro). Para realizar dicha actividad se vale de poderosos
instrumentos de gestion e informaticos con el fin de suscribir riesgos, emitir polizas,

contabilizar la gestion patrimonial y detectar clientes potenciales.

La Empresa de Seguros esta inmersa en una sociedad en la cual influye y es
influida por varios aspectos que la condicionan y delimitan en la mayoria de sus
gestiones. De esta forma, sus “outputs” se integran en todos los sectores de la
economia y sus “inputs” (fundamentalmente las primas) son aportados desde la

totalidad de los sectores econdmicos que la rodean.

Las empresas que integran el sector asegurador en Espaifia se pueden agrupar en
cuatro bloques, segin la Ley de Ordenacién del Seguro Privado (Ley 30/95, de 8 de

noviembre) y siguiendo la clasificaciéon dada por Cuervo y otros (1998): Entidades
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Aseguradoras Privadas’, Mutualidades de Prevision Social’, Entidades de Depisito

que realizan operaciones de seguro’ y Consorcio de Compensacion de Seguros.

Las Entidades de Seguros poseen unas caracteristicas especificas que las
diferencian del resto de Empresas, como puede observarse en Castello Matrén y

Guardiola Lozano (1992). Estas pueden ser sintetizadas en las siguientes:

a) Actuacion exclusiva en la actividad aseguradora, reaseguradora e inversion

de su patrimonio.

b) Sometimiento a un organismo de control oficial debido al caracter social o
publico de su actividad. En general, toda la actividad de la empresa aseguradora esta

sometida a medidas de fiscalizacién y control técnico, econémico y financiero.

c) Operaciones en masa, necesarias por propia exigencia técnica, cuyo objetivo
es la consecucion del mayor numero de asegurados posible para diversificar riesgos y
situarse en las mejores posiciones del mercado, minimizando de este modo el impacto

de los siniestros imprevisibles.

d) Exigencia de capital inicial que garantice el compromiso econdémico

adquirido con los asegurados.

¥ LEstas pueden revestir la forma de Sociedades Anonimas, Mutuas, Cooperativas ¢ Delegaciones en Espaiia de
Sociedades aseguradoras extranjeras. Se rigen por la Ley 30/95, de 8 de noviembre,

* Hasta la Ley 33/84 las Mutualidades de Prevision Social habian funcionado basandose en principtos mutualistas.
A partir de la misma y para dotarlas de un mayor grado de seguridad y garantia se les exige unos criterios més
lécnicos en la actuacion. Estan sujetas a la ley 30/95.

* Este tipo de actividad es desarrollada fundamentalmente por bancos y cajas de ahorro para seguros de vida y algiin
otro de la modalidad de no vida.
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e) Garantias financieras como depositos iniciales de inscripcion en valores que
ofrezcan una especial seguridad, inversion de reservas técnicas en productos no
demasiado arriesgados, constitucion de margen de solvencia y regulacion de sus
inversiones con el fin, como en el caso anterior, de cumplir los compromisos

adquiridos con los asegurados.

f) El seguro es una actividad de servicios y no una actividad industrial en
sentido estricto. Como tal, el elemento capital no es de maxima importancia (dado que
no existen unos bienes que se deban convertir en articulos de uso y consumo) sino que
predomina el elemento trabajo como accion personal de las empresas que prestan esta
actividad. El servicio que justifica la existencia de la actividad y la Institucién
Aseguradora es el de “seguridad” y responde, como ya se ha comentado, a la necesidad

de proteccidn frente al riesgo.

g) Es un servicio con un marcado componente financiero y econdmico cuyos
elementos principales son ¢l precio, la Ley de los Grandes Nameros, los resultados
técnicos y el ser un instrumento de construccion de ahorro, desarrollo tecnoldgico

industrial, bienestar social y seguridad juridica.

h) El seguro es infernacional por definicidn y es un sector regulado que tiende

a internacionalizarse y liberalizar las normativas nacionales como via de crecimiento.

i) Y, finalmente, su razon de ser esta en la transformacion del riesgo.

Entre ellas destacar, por su importancia en esta Tesis, el sometimiento a un

organismo de control oficial, la Direccion General de Seguros, como ya se ha sefialado
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al comienzo del capitulo y se pondra de manifiesto mas adelante, en el Capitulo 1V.
También son importantes la necesidad de efectuar operaciones en masa, ademas de por
exigencia técnica, por su papel en el calculo de provisiones para prestaciones mediante
métodos estadisticos y las garantias financieras que requieren del calculo de
provisiones para su adecuada inversion. Se manifiesta ya desde este momento, al
enumerar las caracteristicas basicas de las empresas de seguros, la importancia de las

provisiones técnicas y su calculo.

La actividad empresarial se lleva a cabo a través de una combinacién de
factores (trabajo, equipos y material) y dispositivos (direccion de la explotacion y
gestion) diferenciando entre funciones empresariales (establecimiento de la politica
empresarial, toma de decisiones y ejercicio de poder) vy tareas instrumentales
{planificacion, organizacion y control), siguiendo el esquema clasico de Gutenberg

(1990).

Los procesos que se desarrollan en las Entidades de Seguros se pueden
clasificar, como establece Albarran Lozano (1999), en procesos esenciales {procesos
técnico actuariales, suscripcion de riesgos, gestion de siniestros, distribucion y
comercializacion y gestién de inversiones) y procesos de apoyo (desarrollo de
Recursos Humanos, gestion de sistemas operativos, administracion y control financiero

e instrumentos de la direccidn).

De todos ellos destacar la importancia a efectos de esta Tesis de los procesos

técnico actuariales que comprenden el desarrollo de productos, calculo de tarifas,
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analisis estadistico y control de provisiones técnicas. s importante el cdlculo y control
de las provisiones técnicas para garantizar la solvencia de la entidad. Su concepto se
estudia con mas detalle en el epigrafe 1.5, dedicando al calculo de las mismas los tres

ultimos capitulos de la Tesis.

Subrayar también la contabilidad como parte de la administracion y control
financiero. Precisamente, el calculo de provisiones para prestaciones se lleva a cabo al
finalizar el afio contable con €l fin de reflejar los gastos reales por siniestros ocurridos

en el ejercicio, aunque los pagos se realicen en futuros periodos.



1. La actividad aseguradora

1.2. EL: RIESGO

1.2.1. DEFINICION, ELEMENTOS Y CLASES

Desde cualquier punto que pretenda estudiarse o definirse el seguro, aparece
siempre el concepto de riesgo como elemento esencial. Toda actividad humana
comporta algun tipo de riesgo (considerado como cualquier eventualidad posiblemente
desfavorable para el individuo) y, por esta razdn, con el ser humano nacen y se

desarrollan las necesidades de prevencion y seguridad.

Desde una perspectiva econdmica, el riesgo es el “alea” que se soporta al
desarrollar cualquier actividad economica y que puede tener consecuencias favorables
o desfavorables. Se observa la tendencia de los economistas a reservar el término

riesgo para los eventos desfavorables.

Juridicamente el riesgo es la causa del contrato del seguro, es decir, la razén

objetiva que impulsa al asegurado a contratar con el asegurador.

En la terminologic aseguradora, se emplea este concepto para expresar
indistintamente dos ideas diferentes, como se define en el Diccionario de Seguros de
Castello Matran y Guardiola Lozano (1992): “objeto asegurado y posible ocurrencia por

azar de un acontecimiento que produce una necesidad econdémica”.

El riesgo, para poder ser asegurable, debe reunir ciertas condiciones, ademas de
presentar determinadas caracteristicas que se deducen de la propia definicién, como se

detalla en .C.E.A. (1997} y Castell6 Matran y Guardiola Lozano (1992):
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1. Posibilidad e incertidumbre. Ha de existir posibilidad que se traduzea en un
estado o situacion de exposicidon al riesgo y, asimismo, ha de haber una relativa
incertidumbre materializada tanto en la posible ocurrencia o no ocurrencia del siniestro

como en el momento en que ocurrird el mismo.

2. Azar o aleatoriedad. El concepto de azar en el seguro significa que el evento
dafioso no ha de depender de la voluntad de las partes, bien de manera absoluta cuando
hace referencia a hechos externos en los que no interviene la voluntad del hombre, o

bien de manera relativa cuando si interviene.

3. Necesidad patrimonial que constituye el contenido econdmico del riesgo. La
esencia del seguro no es evitar el siniestro sino reparar el dafio economico

consecuencia de la realizacién del mismo.

4. Debe amenazar por igual a todos los elementos del colectivo asegurado.

5. Debe ser licito. Segun se establece en la legislacion de todos los paises, el
riesgo que se asegure no ha de ir contra las reglas morales o de orden publico, ni en

perjuicio de terceros.

6. No puede producir Jucro al asegurado.

7. Debe ser susceptible de tratamiento estadistico.

8. Debe cumplir unas condiciones de cardcter técnico como independencia,

individualizacion, frecuencia e intensidad, acumulacion y homogeneidad.
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Todas estas caracteristicas son importantes en el estudio de la siniestrahidad.
Las tres primeras determinan dicha funcion. La posibilidad e incertidumbre se refiere a
la posible ocurrencia o no ocurrencia del siniestro y al instante en que ocurrira el
mismo, lo que permite definir la vartable que modela el nimero de siniestros ocurridos
en un momento determinado. La necesidad patrimonial se manifiesta en ¢l coste de los
siniestros. El asegurador actuando conforme a una técnica muy perfeccionada puede
determinar con gran aproximacion el niimero y cuantia de los siniestros que habra de
compensar, ayudandose para ello de Ia Teoria del Riesgo, mediante la construccion de

la distribucién de siniestralidad a la que nos referiremos en ¢l epigrafe 1.4,

También son importantes en el analisis de la siniestralidad las dos tltimas
condiciones. Para que el riesgo sea susceptible de tratamiento estadistico es necesario
disponer de informacion que abarque datos de un colectivo suficientemente amplio, asi
como de una experiencia que comprenda un nimero de afios igualmente suficiente. Las
condiciones de cardcter técnico significan que el asegurador debe cubrir ricsgos
diseminados en el espacio, perfectamente determinados, que presenten una regularidad
en su comportamiento, agrupados en una cartera lo mas amplia posible y homogéneos,
tanto cualitativa como cuantitativamente. Estas condiciones, como se estudiard en el
Capitulo IV, se exigen a una entidad aseguradora para que pueda aplicar métodos
globales de calculo de la provision para prestaciones (articulo 43 del Reglamento de

Ordenacion y Supervision de los Seguros Privados).
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La clasificacion de riesgos posibles es muy amplia, dado que se pueden
estudiar desde diferentes puntos de vista como se hace en 1.C.E.A. (1997) y Guardiola

Lozano (1990):

1. Segin su asegurabilidad se puede diferenciar entre riesgo asegurable y
riesgo no asegurable. Los primeros representan aquellos acontecimientos inciertos
cuya realizacion no depende con exclusividad de la voluntad de las partes y tales que
las consecuencias derivadas de su ocurrencia son estimables econdémicamente. Los
segundos son aquellos que carecen de alguno de los elementos o caracteres del riesgo

que impiden su aseguramiento.

2. Segun el objeto sobre el que recae pueden ser patrimoniales, cuando
implican una disminuciéon o pérdida de patrimonio o personales si afectan a

circunstancias de la persona.

3. D¢ acuerdo con su regularidad estadistica pueden ser ordinarios o
catasiréficos. Los riesgos ordinarios son aquellos cuya ocurrencia es susceptible de
medicion estadistica y responden a las pautas normales de contratacion en el mercado de
seguros. Si en ellos concurren alguna circunstancia que les convierta en atipicos pueden
ser asurmidos por el asegurador mediante la aplicacién de cualquier medida correctora.
Los riesgos catastroficos, por el contrario, son de trregular ocurrencia estadistica y por la

magnitud y naturaleza de sus causas y efectos, exceden de la posibilidad de cobertura de
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6
un seguro normal’.

4, Diferenciando por el grado de intensidad pueden ser variables o constanies,

si revisten diversa graduacion o cuantia en su realizacidon o no.

5. Segun su proximidad fisica respecto de otros riesgos pueden ser distinios,
comunes, contiguos o proximos. LLos riesgos distintos no tienen relaciéon ni conexion
con ningan otro. Dos o varios bienes u objetos constituyen riesgo comun cuando la
propia naturaleza y proximidad de ellos obliga a considerarlos como un riesgo Gnico,
puesto que la ocurrencia de un smiestro en uno afectaria sin duda a los restantes. El
riesgo contiguo es aquél que, aun siendo independiente, estd en contacto con otro, por [o
que el siniestro que afecte a uno de ellos puede transmitirse al otro. Por ultimo, riesgo
proximo es aquél que estd separado de otro a una distancia lo suficientemente pequefia

como para que el siniestro de uno de ellos pueda afectar al otro.

6. De acuerdo con su comportamiento con el paso del tiempo, pueden ser
progresivos si aumentan con el transcurso del tiempo, o regresivos cuando van

disminuyendo.

Se consideran en esta Tesis riesgos asegurables, ordinarios para que puedan ser
tratados estadisticamente y variables dado que, en general, la cuantia de los siniestros

ocurridos en el ramo no vida no es constante.

6 . . . . - . . N o .

Para este tipo de ricsgos es preciso arbitrar formulas especiales para su aseguramiento. En Espafia estos riesgos sc
hallan ascgurados por el Consorcio de Compensacion de Seguros en el que existe un fondo econdmico especial
destinado a tales efectos.
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1.2.2. TRATAMIENTO Y FORMAS DE AFRONTARLO

El asegurador, para asumir la cobertura de un riesgo, debe poner en practica una
seriec de técnicas que le permitan establecer la naturaleza, valoracidén y limites de
aceptacion del riesgo en cuestion. Tales técnicas pueden resumirse en las siguientes,

siguiendo a Guardiola Lozano (1990):

1. La seleccion de riesgos que constituye el conjunto de medidas adoptadas por
la entidad con el fin de aceptar aquellos riesgos que presumiblemente no vayan a

originar resultados desequilibrados, por no ser peores que el promedio de su categoria.

2. El andlisis del riesgo como instrumento técnico para lograr el adecuado
equilibrio en los resultados de la actividad aseguradora. Esencialmente el analisis del
riesgo se concreta en los siguientes aspectos: ponderacién o clasificaciéon de riesgos
{mediante la tarificacion del riesgo aplicando la prima adecuada y creando grupos
homogéneos en base a la probabilidad de siniestros e intensidad de los mismos),
prevencion de riesgos (adopcidn de las medidas de precaucion para evitar la producciéon

de siniestros) y control de resultados para conseguir el necesario equilibrio técnico.

3. La evaluacion del riesgo, proceso por el cual se establece en un periodo de
tiempo determinado, la probabilidad de que ocurran dafios personales o pérdidas

materiales, asi como su cuantificacion.

4. Compensacion de riesgos. Constituye el conjunto de medidas que conducen a
lograr el adecuado equilibrio de resultados entre los riesgos que componen una cartera

de polizas. Mediante la compensacion se pretende que los resultados antieconémicos
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que puedan derivarse de los riesgos considerados como de peor calidad scan
contrarrestados por otros que originen una menor siniestralidad para la Entidad

Aseguradora.

5. Distribucion de riesgos, que consiste en un conjunto de técnicas para el
reparto o dispersion de riesgos que la actividad aseguradora precisa para obtener una
compensacion estadistica, igualando los riesgos que componen su cartera de bienes
asegurados. Esta distribucion pretende conseguir la homogeneidad cuantitativa de los

riesgos y puede llevarse a cabo a través del Coaseguro o del Reaseguro.

Sefialar el control de resultados como aspecto del andlisis del riesgo. En dicho
control y para conseguir el equilibrio técnico es necesario el conocimiento de la
siniestralidad en las distintas carteras de polizas. En el Capitulo II, como ya se ha
sefialado, se cuantificardn las pérdidas materiales en un periodo de tiempo

determinado, proponiendo nuevas aproximaciones de la siniestralidad en el capitulo III.

Ante acontecimientos futuros esperados que puedan afectar econdmicamente al
patrimonio de una persona, resulta de interés analizar las distintas posturas que pueden
adoptarse. Ello ayudara a delimitar el concepto del seguro al diferenciarlo de otras
formulas. Destacar ademas que en definitiva, el seguro resuita de la insuficiencia de
estas otras posturas. Principalmente pueden distinguirse las siguientes posturas ante el

riesgo:

1. Autoasuncion del riesgo o indiferencia. Supone no tomar medida alguna de

prevision para combatir el riesgo. El sujeto autoasume el riesgo y soporta con su
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patrimonio las consecuencias economicas de accidentes que afectan a sus bienes, sin
adoptar medida alguna para paliar las consecuencias dafiosas que ¢l acaccimiento del
riesgo pueda causar. No se puede considerar éste un sistema de cobertura, sino todo lo

contrario, su negacion.

2. Prevencion del riesgo. Es el conjunto de medidas materiales destinadas a
evitar o dificultar la ocurrencia de un siniestro y a conseguir que, si el accidente se
produce, sus consecuencias de dafio sean las minimas posibles. Dentro de ellas pueden

distinguirse las siguientes:

- los medios preventivos en sentido estricto, cuyo fin es eliminar las causas,

- los medios de proteccion, dirigidos a neutralizar los efectos,

- los medios de atenuacion, que aminoran los dafios y

- los medios de salvamento, cuyo objeto es preservar el valor de la propiedad

afectada por el dafio.

La prevencidn, si bien resulta tnsuficiente como sistema aislado, es un eficaz

complemento del seguro que incluso permite abaratar el coste de este ultimo.

3. Prevision del riesgo. En general, es la precaucion presente para prevenir la
produccién de un evento futuro y se caracteriza fundamentalmente porque las medidas
adoptadas por el sujeto tienden a la constitucién de un fondo econémico que pueda

hacer frente en el futuro a las consecuencias del siniestro.
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En este sentido se distingue entre ahorro y autoseguro, cuando el ricsgo no es

transferido a un tercero, y seguro donde si lo es.

Mediante el ahorro, parte de la renta de las unidades econdmicas no dedicada a
su consumo o distribucion se destina a la formacion de capitales futuros que pueden
aminorar los efectos de un siniestro. Conceptualmente, dos son las diferencias respecto
del seguro. Por un lado el tiempo, que es fundamental en el ahorro y por otro el
caracter individual del mismo, como ya se ha comentado, frente al caracter colectivo

del seguro, que permite diluir el coste.

El autoseguro supone que el individuo soporta con su patrimonio las
consecuencias economicas derivadas de sus propios riesgos, constituyendo para ello
una masa de bienes atendiendo a ciertos principios técnico-financieros, destinada a la
compensacién de esos posibles siniestros. No debe confundirse la situacion de
autoseguro con la de autoasuncion del riesgo. Aunque la nota comun es la inexistencia
de Entidad Aseguradora, en el caso de la autoasuncion normalmente se carece de un

fondo econdmico para hacer frente a los riesgos.

Este sistema, aunque no con frecuencia, es practicado por grandes empresas que
periddicamente van constituyendo un fondo econdmico con el que hacer frente a
posibles propios siniestros. No obstante, este procedimiento, en cuanto elimina la
comunidad y dispersién de riesgos, no puede ser considerado como “seguro” en

sentido rigurosamente técnico.
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Ademas, para que sea viable, deben cumplirse unas condiciones tanto por parte
de la unidad econdémica como por el propio riesgo. Los riesgos deben ser homogéneos,
presentarse en numero y cantidad suficiente, y en disposicion tal que no puedan
producirse cimulos que provoquen la desaparicion simultanea de todos o la mayoria de
los objetos expuestos. En cuanto a la unidad econdmica que decide constituir un fondo
de autoseguro se requiere capacidad financiera suficiente, planificacion y organizacion
del fondo y, por ultimo, conocimiento e informacion estadistica suficiente del riesgo en

cuestion.

El seguro es la institucion especifica para la cobertura de riesgos, y la Gnica que
permite la transformacion de las eventualidades a que estan sometidos los patrimonios
particulares en probabilidades promedias perfectamente soportables a través de una

organizacion empresarial.
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1L.3. EL SEGURO

1.3.1. DEFINICION Y PRINCIPIOS BASICOS

El seguro, como ya se ha comentado en el epigrafe I, es una actividad de
servicios. El servicio que justifica su existencia es el de “seguridad” y responde a la
necesidad de proteccion frente al riesgo que puede recaer sobre el hombre, ya sea sobre
su persona o sus bienes, originandole necesidades ccondmicas. Como establece
Guardiola Lozano (1990) el seguro constituye la férmula mds perfecta y téenicamente
eficaz para la cobertura de riesgos, al transferir éstos a un tercero, el asegurador, cuya

organizacion y técnica operativa garantiza la adecuada compensacion de aguellos.

El seguro puede ser analizado desde diversos puntos de vista. Desde la
perspectiva individual se puede definir como “una operacién por la que el asegurador
se obliga, mediante el cobro de una prima y para el caso de que se produzca el evento

cuyo riesgo es objeto de la cobertura, a indemnizar el dafio producido al asegurado™’.

En un sentido amplio, el objeto del seguro es la compensacion del perjuicio
econdmico experimentado por un patrimonio a consecuencia de un siniestro. Aparte de
este sentido, que puede identificarse con la finalidad del seguro, el objeto, en su aspecto
contractual, es el bien material afecto al riesgo sobre el cual gira la funcién

indemnizatoria. Es tan grande la importancia de este elemento del contrato que la

7 Asi se establece en el articulo | de la Ley 50/80 de 8 de octubre, de Contrato de Seguro.
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clasificacion del seguro mds cominmente admitida agrupa las diversas modalidades de

cobertura en funcion de los objetos asegurados.

Desde un punto de vista econdmico y social puede definirse el seguro siguiendo
a Donati en LC.E.A, (1997) como “una operacién econdmica con la cual, mediante la
contribucién de muchos sujetos igualmente expuestos a eventos econdmicamente
desfavorables, se acumula la riqueza para quedar a disposicion de aquellos a quienes se
presente la necesidad”. El aspecto social del seguro se pone de manifiesto al ser éste
una formula colectiva de proteccidn frente al riesgo. Esta definicidn, ademas, implica
que la Institucion Aseguradora se apoya en la organizacion empresarial bajo la cual
debe llevarse necesariamente la acumulacién de aportaciones, desarrollando la

actividad con las suficientes garantias de solvencia y estabilidad.

[.a consecucion de tales garantias tendrd lugar mediante la aplicacion por la
organizacion empresarial de una serie de normas técnicas que se pueden sintetizar en

las siguientes:

1. Aplicacion de la “Ley de los Grandes Nimeros”, mediante la acumulacion de
la mayor masa posible de riesgos, con el objeto de acercar las probabilidades tedricas
de siniestro a las reales. La Ley de los Grandes Numeros ¢s la base fundamental de ia
técnica actuarial, en cuanto se refiere al calculo y determinacion concreta de las primas

que deben aplicarse a la cobertura de riesgos.
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2. Homogeneidad cualitativa de riesgos, con el objeto de compensar riesgos de
la misma naturalcza® y homogeneidad cuantitativa de sumas aseguradas, que se
consigue mediante la seleccidon de riesgos y su fraccionamiento a través del coaseguro
(participando en la cobertura de un mismo riesgo, en proporciones técnicamente
aconsejables, dos o mas Entidades Aseguradoras) y del reaseguro (cediendo los

excesos de los riesgos de mas volumen a otras entidades), en sus distintas modalidades.

3. Constitucion de reservas o provisiones técnicas, especificas de la actividad,
que garanticen el cumplimiento de los contratos y en definitiva la estabilidad y de
reservas patrimoniales que permitan hacer frente a grandes desviaciones con las

suficientes garantias de solvencia.

s . . .. . n . r
El concepio de ramo constituye una aproximacion para delimitar los riesgos homogéneos como los
correspondientes al mismo ramo

32



1. La actividad aseguradora

1.3.2. ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA OPERACION DE

SEGURO

En las operaciones de seguro suelen distinguirse elementos personales,

formales y reales.

Dentro de los primeros, el asegurador, del que ya se ha hablado con
anterioridad y el asegurado, aquel cuyos bienes o persona se encuentran expuestos al
riesgo que es objeto de cobertura mediante el contrato de segur, son los principales,
actuando uno como oferente de la operacidén y otro como demandante. También son
clementos personales de la operacion de seguro el tomador del Seguro o contratante
(persona que firma la podliza y se compromete a pagar la prima) y el beneficiario
(persona a quien ¢l contrato de seguros atribuye el derecho a percibir la prestacién del

seguro) que pueden coincidir con las personas aseguradas.

Entre los elementos reales de la operacion destacar el riesgo como causa de la
operacion de seguro, la suma asegurada, conocida también como valor asegurado que
representa el limite de responsabilidad del asegurador, la prima y la indemnizacion que
representa la obligacion fundamental del asegurador y consiste en indemnizar dentro de
tos limites pactados el dafio producido al asegurado, o satisfacer un capital, una renta u
otras prestaciones convenidas. El riesgo es fundamental, por ser la causa que da origen
a la operacion del seguro, puesto que el objeto de las empresas aseguradoras es la

cobertura de riesgos a que los contratantes se encuentran expuestos.
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Los elementos formales se deducen del aspecto juridico del seguro. Sefialar

entre estos la solicitud de seguro, la proposicion de seguro u oferta formal y la poliza.

Mencién especial merece la prima o precio del seguro. Su importancia es vital
para la Entidad Aseguradora puesto que constituye el mayor porcentaje de ingresos de

fa misma.

Técnicamente la prima representa la contribucion de cada riesgo al conjunto de
ellos por la prevencion y seguridad que entraiia el seguro, es el coste de la probabilidad
media tedrica de que ocurra un siniestro de una determinada clase y supone el valor
actuarial de la obligacion del asegurador. En términos actuariales es la esperanza

matematica de la siniestralidad o coste medio tedrico de un siniestro futuro.

Los principios basicos para el establecimiento de la prima que se distinguen en

I 9
la practica son’:

- Principio Mutual o de compensacion de riesgos al repartir el montante entre
la masa de riesgos (asegurados) mediante la aportacion exigida a cada uno de ellos
individualmente. Se basa en la Ley de los Grandes Numeros, la experiencia y la ciencia

actuarial.

- Principio de Equidad o de valoracion del riesgo. Por este principio cada

asegurado paga la prima mas equitativa y ajustada posible a su riesgo concreto.

9 . e . e .
La empresa aseguradora debe cumplir estos principios en todo momento para conseguir ¢l equilibrio financiero y
la solvencia dindmica necesaria para los riesgos que sume, Ver Nieto de Alba v Vepas Pérez (1994),
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- Principio de Suficiencia del Precio: la prima del seguro no solo ha de ser
suficiente para que la empresa pueda pagar el total de indemnizaciones por los dafios y
pérdidas sufridos por los asegurados, sino también para sufragar los gastos de gestién
por la administracién del negocio y por la comercializacion del producto de seguro,
remunerar a los accionistas y reforzar la estabilidad financiera y la solvencia de la

empresa.

- Principio de distribucion de riesgos mediante el cual se trata de conseguir la

homogeneidad cuantitativa de los riesgos.

[a prima se satisface “a priori” como precio cierto, al inicto de la cobertura del
seguro, mientras que la prestacion del asegurador Unicamente se hara efectiva si se
produce el siniestro. El caracter anticipado de la misma viene justificado por el
principio bdsico de constituir, con caracter previo, un fondo patrimonial comun para
hacer frente al pago de los posibles siniestros. Esta percepcidn anticipada de la prima
por parte del asegurador, obliga a éste a determinarla segun estimaciones de caracter
aleatorio sobre la siniestralidad futura. El mejor conocimiento posible de la funcion de

siniestralidad es fundamental para ayudar a establecer el precio adecuado de la misma.
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I.4. TEORIA DEL RIESGO

La Teoria del Riesgo se puede considerar como una parte de la Matematica
Actuarial que tiene por objeto el fratamiento del “riesgo”. Mas en concreto,
proporcionar modelos matematicos para analizar las fluctuaciones aleatorias de
variables expuestas a riesgos en general, que permitan el estudio y seguimiento de
dichas fluctuaciones, pudiéndose determinar las medidas a tomar entre aquellas, es
decir, fundamentar decisiones. Gerber (1979) define la Teoria del Riesgo como “un
conjunto de ideas relacionadas para disefiar, administrar y regular una empresa de

riesgo’.

La Teoria del Riesgo se ha venido aplicando en el estudio de la Entidad
Aseguradora, como hacen Goovaerts, de Vylder y Haezendonck (1986), porque la
operacion de seguros se caracteriza por su aleatoriedad, como se puso de manifiesto en
el Epigrafe 1.3, al estar determinada por un conjunto de variables que llevan asociada
incertidumbre, pudiéndose valorar las consecuencias de su realizacién en términos
financieros. Como establecen Beard, Pentikédinen y Pesonen {(1984) “los estudios de las
clases diferentes de fluctuaciones que surgen en una cartera de seguros constituyen la

rama de la matematica actuarial denominada Teoria del Riesgo™.

Dentro de la Teoria del Riesgo, se consideran dos ambitos de estudio, la Teoria

del Riesgo Individual y la Teoria del Riesgo Colectivo, que se pueden ver con mas

detalle en Nieto de Alba y Vegas Pérez (1994).
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L4.1. TEORIA DEL RIESGO INDIVIDUAL

La Teoria del Riesgo Individual, a diferencia de la Teoria del Riesgo Colectivo,
considera el riesgo total de la compaifiia como el resultado de lo que sucede a todas las
polizas individuales admitidas por ella. Como consecuencia, la siniestralidad total de la
empresa durante un periodo de tiempo considerado, por ejemplo un afio, serd la suma
de todas las variaciones aleatorias asocladas a cada poliza individual existentes en la

misma. Esto es,

5351 +'§z +““+'§n

siendo & la siniestralidad total de la cartera y & la siniestralidad de la pdliza i-ésima,
i=1,2,...,n. Si se supone que los sumandos son variables aleatorias independientes, con
la misma funcion de distribucion Fx), la variable aleatoria suma, & tendra por funcion

de distribucion:

F(x)=F(x)*F(x)%..xF(x)

es decir, la convolucion n-ésima de Fix).

De acuerdo con el Teorema Central del Limite, esta suma serd
aproximadamente normal si el numero de pélizas (sumandos) es suficientemente

grande.

Se puede considerar la cartera formada por »n pdlizas distribuidas en h

categorias homogéneas, cada una de ellas con #; pélizas, n=n, +n, +...+n,. Cada
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categoria j esta formada por polizas cuyos factores de riesgo tienen un mismo nivel,
Por ejemplo, en seguros multirriesgo hogar viviendas de similares caracteristicas,
misma zona, etc. l.a esperanza y varianza de las variables aleatorias asociadas a las

polizas de la categoria j son E(& )=u, y V(¢ )=0'f respectivamente. La

siniestralidad anual total de la cartera sera por tanto una variable aleatoria:

E=bré v 48,233

J=loa=l

cuya media y varianza, asumiendo las hipdtesis de independencia de los sumandos, son

h h
E(é)=pu=Y nu yV(E)=c'=) no’,respectivamente.

i=l =1

Si el numero total de polizas que compone la cartera es suficientemente grande,
por el Teorema Central del Limite se puede aproximar la distribucién de la variable

aleatoria ¢ por una normal de media &y desviacion tipica o.

La Teoria del Riesgo Individual presenta varios inconvenientes. Entre ellos
seflalar que no siempre es aceptable la hipdtesis de independencia de los sumandos que
componen la siniestralidad total, que no se puede aplicar el Teorema Central del Limite
si los grupos homogéneos tienen un nimero pequefio de pdlizas y que la cartera de
seguros tiene una movilidad que dificulta su aplicacién. Ademas esta teoria no
proporciona respuestas a preguntas tales como cudl es la probabilidad de que la

compailia se arruine en el futuro.
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1.4.2. TEORIiA DEL RIESGO COLECTIVO

En contraposicion a la Teoria del Riesgo Individual aparece la Teoria del
Riesgo Colectivo que considera a la Entidad Aseguradora como un todo, estudiando el
desarrollo del negocio de seguro desde el punto de vista probabilistico, introduciendo
modelos generales de probabilidad. Uno de los objetivos de esta teoria es dar respuesta
a preguntas como cudl es la probabilidad de ruina de la compafiia en un momento

determinado, o en el futuro, pregunta a la que no respondia la anterior teoria.

La Teoria del Riesgo Colectivo examina ¢l comportamiento estadistico de las
dos variables aleatorias que intervienen en la determinacion de la siniestralidad: el
numero de siniestros y la cuantia o costes de cada uno de ellos. Segun esta posibilidad,
la cartera de polizas se considera como un conjunto integrado por una colectividad de
riesgos que da lugar a una corriente o flujo de siniestros: el volumen de dicho flujo
depende del nimero de siniestros y de su importe. Esta consideracién permite modelar
el coste estadistico del riesgo, entendido como coste en términos de probabilidad, a
diferencia del coste real que ha de satisfacer la entidad cuando el riesgo se transforma

en siniestro.

Las dos variables aleatorias que intervienen en el proceso de riesgo son vf?) de
tipo discreto (toma valores en el conjunto de los nimeros naturales), que representa el
numero de siniestros acaecidos durante el tiempo de observacion ¢ y &) de caracter
continuo (toma valores en los numeros reales), que se refiere a la cuantia

correspondiente al i-ésimo siniestro.
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Asociadas a estas variables aleatorias, las funciones que determinan las

distribuciones de probabilidad son la funcién de cuantia del nimero de siniestros,

P (1) que representa la probabilidad de que en el periodo de tiempo ¢ se produzcan
exactamente n siniestros, es decir, P(u(t}=n} y la funcién de distribucion de
probabilidad de la cuantia del siniestro &, V(x,t) que representa la probabilidad de

que en ¢l periodo de tiempo ¢ la cuantia del i-ésimo siniestro no exceda de x unidades

monetarias, esto es, P&, <x).

P (1) y V{(x,ty se conocen como distribuciones bdsicas del proceso de riesgo.

La siniestralidad total o cuantia total de los siniestros acaecidos en el periodo de
tiempo ¢ es una variable aleatoria & que se define como &) = &) +EM)+.. + Ei1),

supuesto que en ¢ se hayan producido n siniestros.

La funcién de distribucion del dafio total o siniestralidad total, vendra dada por

F(x,t):P(af(t)Sx):ZP”(r)-V(x/n), donde V(x/n) es la funcion de_

n=(}

distribucion de la cuantia del dafio total si se han producido n siniestros.

Bajo las hipédtesis de que las cuantias de los siniestros & son independientes del

nimero de siniestros ocurridos, la funcién de distribucion de la siniestralidad total se

expresa como F(x,t)=> P(t)-V"(xt), donde V" (x,t) es la convolucion n-
n=it

ésima de V'(x,7) que se calcula mediante la féormula de recurrencia:
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X
V”*(x,t) — J.V(”—”*(X*Z,f)'dV(Z,l) — V(n—f."(x)[)* V(x,t),

4
de igual forma que se hace en la Teoria del Riesgo Individual.

En general, el proceso de composicion no se pueda aplicar explicitamente no
siendo por tanto posible determinar una expresion analitica de la funcidén de
distribucion del dafio total. Para su estudio se pueden buscar aproximaciones de la
misma utilizando fundamentalmente los momentos de F(x, ), que se pueden obtener sin
dificultad a partir de las distribuciones de frecuencia y cuantia. Por ejemplo, el
desarrollo en series de Edgeworth, la aproximacion Normal Power, distribucién de
Poisson compuesta, etc. Los métodos de aproximacion son uUtiles para estimar

probabilidades maximas de pérdidas y probabilidades de ruina.

El estudio de las distribuciones de estas variables aleatorias asi como la
aproximacion de la siniestralidad total de la entidad mediante modelos de probabilidad
se lleva a cabo con més detalle en el Capitulo II, ademas de aplicar mixturas de

distribuciones en el Capitulo Il en la estimacion de las mismas.
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L.5. SOLVENCIA EN LA EMPRESA DE SEGUROS.

1.5.1. SOLVENCIA Y ESTABILIDAD

El problema de la solvencia, como establecen Pentikdinen, Taylor y Buchanan
(1988) es tan antiguo como el propio seguro. Esta afirmacién se justifica si se
consideran las razones por las que la solvencia tienen especial significado para el
asegurador. Estas razones se fundamentan en la naturaleza de las prestaciones que
realiza el asegurador, ya que vienen asociada a situaciones de necesidad del asegurado,

debiéndose garantizar la solvencia como un aspecto mas de la actividad aseguradora.

En sentido general, la solvencia puede definirse siguiendo a Castellé Matran y
Guardiola Lozano (1992) como la capacidad para atender el pago de los compromisos

economicos mediante el conjunto de recursos que constituyen el patrimonio o activo.

En sentido estricto se dice que un asegurador es solvente si tiene activos
suficientes para atender a los pasivos. Esta definicion se podria aplicar a cualquier tipo
de empresa. La particularidad de la Empresa de Seguros radica en la variabilidad de los
riesgos objeto de cobertura, que determinan el pasivo de la misma. La consecuencia es
que el pasivo no es conocido sino que es una variable aleatoria, por lo que la solvencia
se estudia en términos probabilisticos jugando un papel importante la distribucion de

siniestralidad.

Desde el punto de vista actuarial, se estudia la solvencia del asegurador

considerando la naturaleza estocastica del proceso de seguro, valorando en términos
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probables la situacion solvente o insolvente de la empresa (que viene dada por la
probabilidad de ruina). Para este estudio se aplica la Teoria del Riesgo, introducida en

el epigrafe anterior.

Relacionado con la solvencia aparece el término de estabilidad. Se considera
que una empresa es estable si, a lo large de un periodo de tiempo, sus resultados (en
concepto amplio: econémicos, fiscales, de gestion,...) no fluctian de manera brusca
bajo condiciones de actuacion similares. Con la estabilidad se garantiza la continuidad

de la actividad de la empresa.

El analisis de la estabilidad de la Empresa de Seguros (requisito fundamental
para la solvencta) desde el enfoque financiero-actuarial, identifica a la empresa con la
cartera de seguros que posee y se aplica la Teoria del Riesgo Colectivo para lograr el
objetivo del sistema de estabilidad. Esto es, evitar que para unos precios dados y
equitativos (primas) la probabilidad de ruina (probabilidad de que los siniestros sean

superiores a las primas) supere un valor prefijado.

El analisis de la solvencia lleva a establecer el periodo de tiempo en el que se
va a estudiar. Siguiendo a Latorre Llorens (1992), una diferenciacion muy utilizada es
aquella que introduce tres enfoques temporales. El primero consiste en considerar ¢l
periodo anual, el segundo examina un nimero finito de ejercicios y el tercero, la
duracion ilimitada. El objetivo sera por tanto garantizar la solvencia durante un afio, en

un periodo minimo de # afios o durante toda la vida de la empresa, respectivamente.
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El horizonte temporal adoptado permite diferenciar ademas entre distintos tipos
de solvencia. Es clasica en la ciencia actuarial la diferenciacion de la solvencia en dos

apartados, solvencia estdtica (break-up) y solvencia dindmica (going-concern).

La primera corresponde a la capacidad técnico-financiera para hacer frente, en
un momento determinado, a las obligaciones contraidas por la empresa, valoradas en
funcion de las reglas determinadas por la normativa correspondiente. Byrnes (1986)
establece que la solvencia estdtica equivale a garantizar, con un nivel aceptable de
probabilidad, que los activos del asegurador son suficientes para atender sus pasivos en
un momento dado. Se estudia asi la solvencia sin considerar que la empresa siga
funcionando en el futuro y no admitiendo la posibilidad de que pueda ampliar el

negocio.

La solvencia dindmica recoge la capacidad de prever posibles desviaciones que
se produzcan a partir de fluctuaciones aleatorias experimentadas por la siniestralidad o
como consecuencia de la gestion de la Entidad Aseguradora. .a argumentacion a favor
de este sistema supone que es mds realista considerar que la empresa va a seguir
funcionando en el futuro que en un momento determinado, admitiendo ademads
ampliaciones de negocio. Supone considerar el negocio de seguros desde la
continuidad, como un flujo continuo de rentas, estudiando tanto la posicion de
solvencia como la capacidad de hacer frente a las obligaciones segin se vayan

originando.
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La solvencia estd afectada por toda la actividad de la empresa y en particular
por los riesgos derivados de esa actividad. Considerando que el proceso de seguro, de
manera simplificada, consiste en recibir primas por parte de los asegurados e ingresos
de las inversiones que se realizan, y pagar las reclamaciones presentadas a la empresa
ante el acaecimiento de los siniestros y otros gastos asociados a la actividad
empresarial, se puede efectuar una clasificacion de los factores que inciden sobre la

solvencia diferenciando el pasivo del activo.

Por el lado del pasivo afectan de manera significativa a la solvencia las
reclamaciones efectuadas a la compafiia por la presentacion de los siniestros. Aparece
de nuevo el analisis de la cuantia de los siniestros y el numere de los mismos, para
plantear asi la distribucidon de la siniestralidad total que ayudard a determinar las

reclamaciones a las que debe hacer frente la compaiiia.
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1.5.2. PROVISIONES TECNICAS EN LOS SEGUROS NO VIDA

Uno de los problemas mas umportantes que se presenta en la economia de la
empresa es la determinacion del beneficio econdmicamente imputable a cada ejercicio.
Este beneficio se determina mediante la diferencia entre los ingresos y los gastos
economicamente imputables al mismo. Es por ello por lo que resulta fundamental
determinar, de la forma mas precisa posible, qué parte de los ingresos y gastos resultan
imputables al ejercicio econdémico considerado. Esta determinaciéon de gastos e
ingresos se denomina periodificaciéon y en la empresa aseguradora se realiza a través de

las provisiones técnicas.

Las provisiones técnicas son las reservas de las Entidades Aseguradoras
especificas de su actividad dado que proceden directamente de las operaciones de
seguros. Recogen las dotaciones fundamentales destinadas a reservar recursos para
proximos ejercicios con el fin de adecuar gastos e ingresos. Las provisiones se

constituyen en la fecha de cierre del ¢jercicio,

Una estimacién incorrecta de las mismas, ya sea por exceso o por defecto, pone
en peligro la solvencia y el negocio asegurador provocando, entre otros problemas,
fluctuaciones de los resultados financieros. Estimaciones y dotaciones insuficientes
suponen declarar un beneficio superior al real, generando problemas futuros tanto a la
hora de hacer frente a obligaciones pendientes del asegurador derivadas de siniestros
ocurridos antes del cierre del ejercicio como al determinar primas insuficientes por

haber sobreestimado la solvencia. Dotaciones por exceso afectan de forma negativa
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desde el punto de vista fiscal dado que el exceso estd sujeto a gravamen. La
importancia del problema es de absoluta actualidad en el &mbito asegurador y prueba

de ello son las numerosas publicaciones existentes.

Actualmente, en gran parte de las compafiias, parece que las provisiones
técnicas son insuficientes y los métodos de calculo pueden no ser, en ocasiones, los
adecuados. El calculo requiere utilizar hipdtesis adecuadas al fendmeno propio de cada
ramo y tipo de seguro, que permitan justificar su aplicacién y defender el método ante

los organismos correspondientes si fuera necesario.

En conjunto existen cuatro grandes clases de reservas o provisiones técnicas en
los seguros generales o no-vida: provisiones de riesgos en curso, provisiones de
siniestros pendientes de pago o liquidacién, provisiones de siniestros desconocidos y
provisiones de estabilizacion o de desviacién de siniestralidad. La Ley y el Reglamento
de Seguros vigentes actualmente en Espafia contemplan un quinto grupo de provisiones
técnicas, las provisiones para primas pendientes de cobro. Las tres primeras
provisiones surgen de un criterio econdémico de periodificacion, mientras que el Gltimo
grupo de provisiones se encuentra dentro de una periodificacion con criterio técnico y

jucgan un papel fundamental en el problema de solvencia de la compaiiia.

En esta tesis doctoral se hace especial referencia a las provisiones para
siniestros pendientes, en cuya determinacion tiene especial importancia la distribucion
de siniestralidad. El nuevo reglamento de seguros se refiere a la provision de

prestaciones como ¢l importe de las obligaciones pendientes del asegurador derivadas
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de los siniestros ocurridos con anterioridad al cierre del ejercicio. El concepto de
siniestros pendientes agrupa siniestros pendientes de declaracion, conocidos como
I.LB.N.R. (Incurred But Not Reported) y siniestros pendientes de pago o liquidacion,
conocidos como I.B.N.E.R. (Incurred But Not Enough Reserved) también llamados
R.B.N.S. (Reported but Not Settled) o LB.N.F.R. (Incurred But not Fully Reported).
Como establece el Reglamento de Ordenacién y Supervision de los Seguros Privados
en el articulo 39, apartado quinto, “la provisidon de prestaciones estara integrada por la
provision de prestaciones pendientes de liquidacién o pago, la provision de siniestros
pendientes de declaracion y la provisidn de gastos internos de liquidacion de

sinlestros™.

En el primer grupo las provisiones se constituyen por el importe estimado de
los siniestros ocurridos en cada ejercicio y que no le hayan sido comunicados a la
entidad antes del cierre de las cuentas del mismo. En el segundo, la provisién esta
constituida por el importe definitivo de los siniestros de tramitacidén terminada,
incluidos los gastos originados por la misma, pendientes solamente de pago y por el
importe de los siniestros de tramitacion en curso ¢ aun no iniciados en la fecha de

cierre del ejercicio, incluidos los gastos a que su liquidacion vaya a dar lugar'®.

La aplicacién de métodos para el estudio de las reservas para siniestros

pendientes se puede hacer desde dos puntos de vista. Unos modelos se basan en

19 k:n relacion con la Provisién Técnica para Prestaciones, el articulo 39 del nueve Regiamento de ordenacion y
Supervisidn de los Seguros Privados (Real Decreto 2486/1998, de 20 de noviembre) establece en el apartado quinto
que la provision para prestaciones estard integrada por la provision de prestaciones pendientes de liquidacion o
pago, la provision de siniestros pendientes de declaracion y la provision de gastos internos de liquidacién de
sinicstros.
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métodos sencillos que incluso pueden no implicar ninglin grado de aleatoriedad aunque
debido a las estadisticas disponibles puede ser el tnico método posible. Otras
aproximaciones pueden implicar métodos de un alto grado de sofisticacion. Todos
ellos estan basados en el estudio de la siniestralidad en el momento de cierre del

gjercicio.

Siguiendo a Gil Fana (1995), una primera clasificacion de los métodos es
aquella que considera por una parte, los llamados métodos caso a caso y por otra, los

meétodos colectivos o globales.

Los métodos caso a caso se basan en la estimacion individual de la cuantia de
cada uno de los siniestros en tramitacidén en el momento del cierre de cuentas del
gjercicio siendo por tanto aplicable Unicamente a la estimacidon de los siniestros
conocidos. Su aplicacidén es necesaria cuando existen pocos siniestros y no se dispone
de informacion historica de la compaiiia, no siendo validos en este caso los métodos
estadisticos. Este método es criticado porque se basa casi exclusivamente en el juicio

subjetivo del actuario.

En contraposicién al método individual, los mérodos colectivos o globales
consideran la cartera de siniestros de un ramo o modalidad de seguro como un todo y
se basan en el empleo de téenicas matematicas y estadisticas, mas o menos complejas,
y en la existencia de ciertas regularidades en el proceso de liquidacion de los siniestros.
Son necesarios para estimar la Provision para siniestros pendientes de declaracion.

Para su aplicacidén es necesario que los datos histdricos sean adecuados, dividir en
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grupos homogéneos y elegir el método mas adecuado a las tendencias observadas en el
proceso liquidatorio. Aunque se pueden aplicar simultaineamente varios métodos
fundamentados en distintos supuestos, obteniéndose un intervalo de posibles valores de
la provision, un principio de consistencia aconseja el mantenimiento de un unico

método.

El nuevo Reglamento permite a las Entidades Aseguradoras la utilizacién de
métodos estadisticos en el calculo de esta provisién, para lo que deberan ir
acompafiados de una justificacién detallada de los contrastes de su bondad y del
periodo de obtencién de informacién que se pretende aplicar, comunicandose antes su
utilizacion a la Direccidén General de Seguros, quién podrd oponerse a su utilizacion.
La determinacién de la provisién de prestaciones utilizando métodos estadisticos
requicre que la entidad tenga un volumen de siniestros suficiente para permitir la
inferencia estadistica {(con informacion de los tltimos cinco ejercicios, como minimo)
y que los datos sean homogéneos y procedentes de estadisticas fiables. Se excluyen de
la base de datos utilizada para el calculo estadistico los siniestros o grupos de siniestros
que presenten caracteristicas, ¢ en los que concurran circunstancias, que justifiquen
estadisticamente su exclusién. Estos siniestros seran valorados y provisionados de

forma individual.

Si se utilizan métodos estadisticos, la estimacidén del importe final de la
provisién se hara tomando en consideracion los resultados de, al menos, dos métodos
pertenecientes a grupos de métodos estadisticos diferentes. En este sentido, se

consideran pertenecientes al mismo grupo aquellos métodos que se basen en las
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mismas hipétesis o que obtengan sus resultados a partir de las mismas magnitudes o
variables. De esta forma, los resultados de la utilizacion de métodos estadisticos se
contrastara a partir de hipotesis o datos obtenidos con diferentes métodos de trabajo.
En cualquier caso, durante un periodo minimo de cinco afios, la entidad no debera
abandonar ¢l método individual de valoraciéon de los siniestros dado que se debe
comparar el importe de la provisién obtenido mediante los dos métodos estadisticos
con el obtenido a partir del método individual, constituyéndose como importe de la

misma el mayor de los resultados obtenidos.

La pregunta que surge es qué tipo de modelo se debe aplicar a situaciones
reales. Basicamente, cualquiera que sea e] modelo que se aplique, los paso a seguir son
los siguientes: construir el modelo, estimar los parametros del mismo, examinar las
posibles desviaciones entre el modelo y los datos empiricos disponibles y si el paso
anterior revela que el modelo difiere bastante de la realidad, hacer las correcciones

precisas 0 construir un nuevo modelo siguiendo los mismos pasos.

Taylor (1986) propone una clasificacion usando diferentes niveles. El mayor
nivel de clasificacion es la distincion entre modelos estocdsticos 'y modelos no
estocdsticos, segin la naturaleza estocastica del proceso de siniestralidad. Otra
clasificacion diferencia entre macro modelos, que consideran la totalidad de la
siniestralidad y micro modelos, que parten de siniestros individuales. Los macro
modelos pueden incluir 0 no el nimero de siniestros como variable dependiente. En
este sentido Taylor examina otros niveles de clasificacion distinguiendo primero entre

modelos con y sin namero de siniestros como variable dependiente y después entre
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sintestros pagados frente a cuantia total de los siniestros ocurridos. E1 menor nivel de
clasificacion se refiere a las variables explicativas que se incluyen en el modelo como
volumen de expuestos, momento de page del siniestro, cuantia media de los siniestros,

intensificacion de la siniestralidad, etc.

En general, los modelos para estimar los siniestros pendientes son ejemplos de
modelos lineales en los que la eleccién de las variables dependientes es lo que
diferencia a los distintos métodos. Las variables dependientes y las explicativas estin
conectadas por medio de una matriz de disefio. Existen varias técnicas para ajustar el
modelo a los datos, tales como el ajuste mecanico, el método de los minimos
cuadrados, inferencia bayesiana, métodos de maxima verosimilitud y el filtro de
Kalman, Algunas de ellas, asi como otros métodos alternativos para estimar las
provisiones, se utilizan en los métodos enumerados en el Capitulos IV de la Tesis

Doctoral.

En este Capitulo se ha tratado de forma general la actividad aseguradora,
introduciendo caracteristicas especificas que diferencian a las empresas de seguros del
resto de empresas, y las operaciones que éstas realizan. Esta breve introduccion lleva a
establecer el concepto de riesgo y seguro como razon de ser de la Institucion. En los
dos ultimos epigrafes se han tratado la Teoria del Riesgo aplicada al estudio de la
siniestralidad, desarrollada con mas amplitud en los siguientes capitulos, y la

importancia quc este estudio tiene para calcular las provisiones para siniestros
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pendientes como una garantia mas de solvencia, con el fin de tener una vision global
del contenido de la Tesis. Se consideran de forma especial las provisiones para
prestaciones dado que el nuevo Reglamento de Ordenacidén y Supervision de los
Seguros Privados hace referencia de forma significativa a las mismas, permitiendo el

uso de métodos estadisticos para su célculo.
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II.1. EL PROCESO GENERAL DE RIESGO

El analisis desarrollado en este trabajo de investigacion se centra en los seguros
generales o no vida, con una estructura estocastica diferente a la de los seguros vida.
Debemos destacar, como establece Bohman (1977), que la probabilidad de los sucesos
no depende de una sola caracteristica o variable Unica y que las desviaciones aleatorias
debidas a siniestros extraordinarios, en comparacién con las primas, son de mayor

importancia que en los seguros de vida.

El estudio del comportamiento estadistico de la siniestralidad puede realizarse

desde diversos puntos de vista, entre los que se sefialan los siguientes.

1. Una forma de abordar el problema, desde la perspectiva de la Teoria del
Riesgo Individual, es considerar las polizas individuales, cada una de ellas con una
cierta probabilidad de siniestro, que forman la cartera de seguros. En este caso la
ganancia o pérdida total sera la suma de las contribuciones de las pélizas individuales.
Tal y como se indico con anterioridad, esta suma es aproximadamente normal si ¢l

numero de polizas es lo suficientemente grande,

Entre los inconvenientes de esta teoria sefialar que la cartera tiene una
movilidad que dificulta su aplicacion y que el uso del teorema central del limite no es

posible si los grupos homogéneos son de pequefio tamafio.
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2. Se puede considerar la siniestralidad correspondiente a un determinado
periodo de tiempo, por ejemplo un afio, como una variable aleatoria y estudiar su

distribucion.

3. Otro planteamiento, que fundamenté la formulacién del margen de solvencia
de la Comunidad Econdémica Europea, es considerar como tal variable los cocientes

entre siniestralidad y primas referentes a un ejercicio.

4. Propio de la Teoria del Riesgo Colectivo es examinar el comportamiento
estadistico de las dos variables aleatorias que intervienen en la determinacion de la
siniestralidad: el numero de siniestros y la cuantia o costes de cada uno de ellos. Segin
esta posibilidad, la cartera de pélizas se considera como un conjunto integrado por una
colectividad de riesgos que da lugar a una corriente o flujo de siniestros; el volumen de

dicho flujo depende del nimero de siniestros y de su importe.

En el presente trabajo se adopta el cuarto punto de vista, estudiando por tanto
las distribuciones de las variables aleatorias nimero de siniestros y cuantia de un
siniestro, para construir finalmente el modelo de distribucion de probabilidad del
importe o cuantia total, que es lo que constituye el proceso general de riesgo. Se
establecera un modelo del coste estadistico del riesgo, entendido como coste en
términos de probabilidad, a diferencia del coste real que ha de satisfacer la entidad

cuando el riesgo se transforma en siniestro.

Para definir los elementos o variables que constituyen el proceso de riesgo es

necesario establecer los conceptos de tiempo fisico o absoluto y tiempo actuarial. En el
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proceso de riesgo, el tiempo actuarial es el periodo de tiempo en el que el proceso esta
sometido a observacion. Puede tener la duracién de un afio, un mes, una semana, etc. y
se representa por 7. El tiempo actuarial se encuentra inmerso en ¢l marco del tiempo

fisico, denotado por ¢.

Situados en el tiempo fisico ¢ y considerando un tiempo actuarial de
observacion 7, la variable aleatoria v{7¢) representa el nimero de siniestros acaecidos
durante el tiempo actuarial 7y la variable aleatoria {(7,¢) la cuantia correspondiente al
1-ésimo siniestro. Las distribuciones bdsicas del proceso de riesgo son la funcion de

cuantia del namero de siniestros, 7 (7,7) y la funcidn de distribucion de probabilidad

del siniestro ¢;, V. (x,7.¢).

Siguiendo el esquema desarrollado en el primer capitulo (suponiendo que las
cuantias de los siniestros son independientes del nimero de siniestros ocurridos), la

funcion de distribucion del dafio total, o siniestralidad total, viene dada por:
Fix,1.t)= ZR,(r,t) V7 (x,T,t)
=0

donde V"' (x,7,1) es la convolucion n-ésima de V(x,7,1) que se calcula mediante la

formula de recurrencia:

X
V7™ (x,7,t) = J'Vf"-“‘(x —zr,0)-dViz,r, )=V (x 0 t)*¥Vix,T,t)

0
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El proceso de riesgo puede ser estacionario, cuando sus dos distribuciones
basicas son independientes del tiempo fisico o absoluto ¢, o evolutivo, cuando al menos
una de sus distribuciones basicas depende del tiempo fisico o absoluto ¢ en el que se
desarrolla el proceso. En adelante se supondra que el proceso de riesgo es estacionario

y por simplicidad terminolégica se representa el tiempo actuarial por la letra latina ¢.

La metodologia a seguir para estudiar el proceso general de riesgo puede ser
muy diversa. Una forma sencilla de abordar el problema de las distribuciones basicas
es la adoptada por Beard, Pentikdinen y Pesonen (1984), diferenciando dos casos. En el
primero, el mas simplificado, todos los siniestros son de igual montante en el sentido
de que todas las sumas aseguradas son de igual cuantia, por lo que la unica variable
aleatoria es el numero de siniestros ocurridos. Si se toma dicho montante como la
unidad monetaria, el coste total para el ente asegurador es igual al nimero de
siniestros. El problema es entonces encontrar la distribucién de probabilidad del
numero de siniestros. En el segundo, el mas general, las indemnizaciones son de
distinta cuantia y a partir de la distribucion del nimero de siniestros se calcula la de la

cuantia total de una forma mas compleja.

El esquema seguido en el analisis que se desarrolla a continuacion se puede
dividir en tres partes fundamentales. En la primera, que constituye los epigrafes 11.2 y
1.3, se estudian de forma independiente las vartables nimero de siniestros y cuantia de
los mismos. En la segunda, el epigrafe 1.4, se construye la distribucion de la

siniestralidad total y se revisan algunas aproximaciones existentes de dicha
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distribucién, las mas importantes. Por ltimo, en el Capitulo III, se aplican mixturas

de distribuciones a la estimacion de dichas variables.
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I1.2. LA DISTRIBUCION DEL NUMERO DE

SINIESTROS

Analicemos en primer lugar la distribucion de la variable aleatoria v, niumero
de siniestros. Si se parte de los esquemas de las umas de Bernouilli y de Polya-
Eggenberger, en el cual el nimero de expuestos al riesgo es N, finito pero desconocido
y se diferencia entre que se produzca o no contagio después de cada extraccion de bola,
se tiene la distribucion de Polya-Eggenberger en el caso de contagio positivo, o en el
caso mas general, una distribucién de Polya-Eggenberger generalizada. Si no hay

contagio, la distribucién de la variable aleatoria es binomial.

Dado que no es posible conocer con caracter general el nimero N de expuestos
al riesgo, surge el proceso de paso al limite (N — o0) que define la distribucion de
Poisson, en ausencia de contagio, a partir de la distribucién binomial, ¢ bien la
distribucion binomial negativa, si existe contagio positivo débil, como limite de la
distribucion de Polya-Eggenberger. Es con estas dos tltimas distribuciones con las que
se trabaja por ser las que mejor se ajustan, en las aplicaciones practicas, a la variable
namero de siniestros. Si bien es posible definir las distribuciones de varias formas, el
esquema basico y mas utilizado es el que se acaba de establecer, aunque en el epigrafe

se veran también otras que expliquen mejor la interpretacién actuarial del fenémeno.
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11.2.1. PROCESOS DE POISSON

La distribucién de Poisson como distribucion del nimero de siniestros que
tienen lugar en una cartera de polizas durante un tiempo de observacion determinado,

se puede definir desde distintos puntos de vista.

Por ejemplo, siguiendo a Lopez Cachero y Lopez de la Manzanara (1996), se
puede calcular la probabilidad de que ocurran s siniestros en un periodo de
observacion unitario como limite de la distribucion binomial, siguiendo el esquema de
las urnas de Bernouilli, bajo los supuestos de que el numero de expuestos al riesgo

tienda a infinito (N — <), la probabilidad de cada siniestro sea pequefia ( p > 0) y el

numero medio de siniestros en el periodo de observacién unitario (m=Np) permanece

constante para todo valor de Ny de p.

Esta ley, denominada /ey de los casos raros, en su interpretacion actuarial,
significa que la probabilidad del siniestro habra de ser pequena y el suceso siniestro un
caso raro en ¢l contexto de la cartera del ente asegurador. Calculando el limite de la

distribucién binomial, como se ha sefialado, resulta la siguiente funcién de cuantia:

n!

N . n
P(U=n):(n]-p”-q’\‘”—ﬁm—>—m—-e‘m (I11.1)

Por ser limite de la distribucion binomial la anterior funcién de cuantia expresa
la probabilidad de siniestro en el periodo de observacion unitario. Si el tiempo actuarial
de observacion es /£, en lugar del periodo unitario, entonces la distribucion de Poisson

definida en (I1.1) tiene la siguiente funcidn de cuantia:
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it

Pn(r):P(u=n)=£;-e‘i (11.2)
A

siendo A =m¢ el numero esperado de siniestros en el tiempo actuarial de observacion

Esta distribucion se caracteriza por la igualdad entre su media y su varianza. Es
por elio un elemento indicador de que el fendmeno que se estd considerando sigue una

distribucion de Poisson el que la media y varianza empiricas sean iguales.

Desde el punto de vista actuarial, la distribucion de Poisson se basa en las

siguientes hipotests:

1. Homogeneidad en el tiempo: m es constante para cualquier periodo de
observacion unitario, con independencia del tiempo fisico. Si esto no sucede, se puede
introducir el concepto de fiempo operativo como hace Biihlmann (1996), quien mide el
tiempo tomando como unidad el nimero medio de siniestros, en lugar del tiempo

actuarial.

La hipdtesis de homogeneidad en el tiempo implica que Ia cartera ha de ser lo
suficientemente grande como para que la salida de polizas individuales a causa de
siniestros (u otras causas) y la entrada de nuevos casos no afecten el flujo del colectivo

a cualquier nivel de significacién.

2. Efecto de contagio nulo. Significa que un suceso no puede surgir a partir de
cualquier otro suceso. La distribucién de Poisson simple procede del paso al limite de
la binomial, asociada al esquema de urnas de Bernouilli, donde las extracciones se
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realizan con reemplazamiento. En este caso, la probabilidad de cualquier extraccion no
depende de lo que haya ocurrido en anteriores extracciones, lo que en este caso
equivale a admitir que el acaecimiento de un siniestro no tiene influencia sobre los
demas expuestos al riesgo, o no modifica la probabilidad del elemento sinmestrado. Este
caso es bastante restrictivo. Esta condicién contradice en muchas ocasiones a la
realidad, ya que pueden existir riesgos entre los que es posible un contagio. Para
eliminar esta objecion se puede definir el riesgo unitario como la combinacién de
aquellos riesgos cercanos entre los que es posible un contagio, como por ejemplo los

riesgos de incendio.

3. Exclusion de siniestros multiples. Las probabilidades de que ocurran al
mismo tiempo mas de un siniestro y de que tengan lugar un ntmero infinito de
siniestros en un intervalo finito de tiempo son cero. Al igual que en la primera
hipétesis, en la realidad pueden ocurrir siniestros multiples, como es el caso de la
colision de dos vehiculos. Para evitar este problema se puede definir tal simestro
multiple como un Unico siniestro. La exclusién de un numero infinito de siniestros no

supone restriccion alguna desde el punto de vista de las aplicaciones.

Otra forma de generar la distribucién de Poisson es considerandolo como un
proceso de Poisson homogéneo en el tiempo, como hacen Panjer y Willmot (1992), Se
considera una sucesion en el tiempo de sucesos aleatorios que tienen lugar en los
instantes ¢,, {5, {3 ...(tiempo fisico), como pueden ser por ejemplo los siniestros en una

cartera de seguros. Se toma un intervalo de amplitud 7 (tiempo actuarial) en el cual
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pueden acaecer v siniestros, siendo v una variable aleatoria. El proceso de Poisson

homogéneo se basa en las siguientes hipdtesis:

1. Homogeneidad en el espacio o independencia, lo cual significa que los

sucesos acaeceran de forma independiente en dos intervalos de tiempo disjuntos.

2. Homogeneidad en el tiempo, entendiendo como tal que la probabilidad de
que ocurran # siniestros en un intervalo de amplitud ¢ es independiente del tiempo

fisico, dependiendo Uinicamente de la amplitud del intervalo (tiempo actuarial).

3. Sucesos raros. La probabilidad de que en un intervalo de amplitud

infinitesimal, 4¢, ocurra un Gnico suceso es asintoticamente m-At. Es decir:

P(At)=m At +0(4t), con lim _C_)_(A[) =0
A0 A

de donde se deduce:

lim hcan) =m

a0 AT (IL.3)

4. Imposibilidad de siniestros multiples simultdneos. La probabilidad de que en
un intervalo de amplitud infinitesimal, Az, se produzcan més de un suceso es
practicamente despreciable. Es decir,

jig L F0(A) = Pi( A1)
At =i} Al

0 (1L.4)
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Puesto que sc¢ verifica que [P At) - P (M)}=P,(A)+ P (A)+. .., se

deduce a partir de la expresion (11.4) que:

At
fim hca)
A=) At

=0, para k22 (IL5)

Considerando lfas hipodtesis 1 y 2, como los sucesos ocurren de forma
independiente en intervalos de tiempo disjuntos, siendo ademas independientes del

tiempo fisico se tiene que:
Py(t+At)=Py(t) P(At)
y por lo tanto:

Py(t+ 8)=Py(t) _ PU)(PAA)—1) Py(t)-(~P(At)=Py(At)—Py(At)-..)
At B At At

Calculando el limite cuando A7 — 0, teniendo en cuenta los resultados (11.3) y

(I1.5), se obtiene:

By(t)=-m-By(t) (IL.6)

Como Pp(0)=1, la solucién de la anterior ecuacidn diferencial es:

B(t)=e™ (IL7)

Por otra parte se puede determinar P (¢ + Af) a partir de la unién de sucesos

mutuamente excluyentes e independientes como:
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P(i+A)=P(t)-P(A)+ P ()P M)+ P, (1) Py 1)+

de donde resulta:

P(t+M)-P (1) P(t)(B(A)-D)+ P (1) P(A)+F (1) Py(dj+..
At At

Calculando el limite cuando Ar — 0 y teniendo en cuenta los resultados (11.3) y

(I1.5), se obtiene:

Pr(t)=-m P (t)+m-P_(t), n>1 (IL.8)

Para resolver esta ecuacidn diferencial se consideran los sucesivos valores de #,
el resultado (I1.7) y se imponen las condiciones naturales P,(0)=0 para n=/. Mediante

induccion resulta:

Pn([)=P(U=n)=(m[)” Lo ™
X

Como puede observarse, es la funcidn de cuantia (I1.2). Por tanto, el proceso de
Poisson homogéneo en el tiempo (independiente por tanto del tiempo fisico) da lugar a

la distribucidén de Poisson.

La hipotesis 2 (homogeneidad en el tiempo) que permite definir la distribucion
de Poisson como un proceso de Poisson homogéneo en el tiempo no se verifica en
ciertas ocasiones, por ejemplo cuando la probabilidad de un siniestro varia segun los
meses del afio o incluso segun la hora del dia, siendo necesario en este caso definir el

proceso de Poisson no homogéneo en ¢l tiempo.
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Suponemos entonces que la intensidad de la siniestralidad es funcion del
tiempo (fisico) 1: m(r) y cumpliéndose el resto de hipétesis, las ecuaciones diferenciales

(11.6) y (11.8) se transforman en:
Py(t)=—m(t)-Py(1)
Pi(t)=-m(1)-P(t)v+m(t)-P_,(t), nz1]
con las condiciones iniciales F,(0) =1y F,(0) =0 paran={.

cuya solucién es, como puede verse en Mateos-Aparicio (1995):

B(1)=Pv=n)= 22

(A

siendo A(1) = fm(z)-dz

El proceso de Poisson no homogéneo se puede reducir al caso homogéneo si se
introduce el concepto de tiempo operacional al que ya nos hemos referido. La idea es,
como s¢ ha comentado, medir el tiempo tomando come unidad de medida el nimero
medio de siniestros de tal forma que la media permanezca constante en cada periodo de
tiempo operativo unitario. No obstante, como comenta Borch (1974b), esta idea tiene
poco sentido practico porque de lo que se trata es de estudiar la siniestralidad en

determinados periodos de tiempo para determinar la solvencia de la entidad.
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I1.2.2. OTRAS DISTRIBUCIONES

Existen otras distribuciones de probabilidad discretas que pueden ser utilizadas
para modelar el nimero de siniestros que tienen lugar en la cartera de pélizas. De
ellas, la mas utilizada cuando la distribucion de Poisson no resulta adecuada para

representar el numero de siniestros de una cartera, es la distribucioén binomial negativa.

Esta distribucion puede ser definida de varias formas: siguiendo el esquema de
las urnas de Bernouilli (representa el ndmero de pruebas precisas para que se presente
una caracteristica determinada), como una distribucion de Poisson compuesta (cuando
el nimero medio de siniestros sigue una distribucién Gamma) o como limite de la

distribucién de Polya-Eggenberger para el caso de sucesos raros y contagio débil.

Desde el punto de vista actuarial las dos tltimas son las que mds interés
presentan y son las que se presentan seguidamente. Si1 se desea estudiar dicha
distribucion siguiendo el esquema de las urnas de Bernouilli se puede consultar, por

ejemplo, la obra de Feller (1991).

Se puede definir, por tanto, la distribucién binomial negativa como una

distribucidn de Poisson compuesta. Este punto de vista surge porque no siempre es
posible admitir que el nimero medio de siniestros (1) permanece constante para

cualquier periodo de observacion t.

En el caso general, con planteamiento bayesiano y siguiendo a Panjer y Willmot

(1992), la distribucion de probabilidad compuesta de una variable aleatoria v con
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funcion de distribucién F(x/4), con respecto a una segunda variable aleatoria # con
funcion de distribucién G(4) es una variable aleatoria definida por la funcién de

distribucion:
F(x)= [F(x]A)-dG(2)

Si las variables aleatorias son discretas, y en particular si o es la funcién de
cuantia de una variable aleatoria con distribucién de Poisson de parametro A aleatorio y

con funcion de distribucion G(4) (con valores en el intervalo (0, 2)), se puede obtener

la funcion de cuantia, en lugar de la funcién de distribucion, mediante la expresion:
=a] ln _i
P(U=n)=J.j-e -dG( 1) (1.9)
g

En el caso particular en que A sigue una ley Gamma de probabilidad con

funcién de densidad;

g(x)= x* e para x>0, siendo a'y h>0.

MNa)

resulta, al sustituir esta funcion de densidad en la expresion (I1.9) referente a la funcién
de cuantia de una distribucion de Poisson compuesta:

htl

. ./1&-'.’ le—hi ‘d/l
I'(a)

Plv=n)= J‘i;-e“
7 n

cuya solucion es:
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1+ h n!
_ —a . _ 1 j”'( h ]ﬂ’
n 1+h 1+ h

Basta poner e = mh para obtener la conocida férmula de la funcién de cuantia

de una variable aleatoria con distribucién de probabilidad binomial negativa, que

modela el nimero de siniestros que tienen lugar en un periodo de observacion unitario:

—mh ] n b mh
”“*”):[ ; J[*‘:—A (ﬁ}

Si se trabaja con un periodo actuarial de observacion 4, la funcién de cuantia

pasa a ser:

'_th ¢ [ h mh
P”(t)zP(u=n):[ ) j-(—Hh] '(th (I1.10)

La distribucién binomial negativa surge también como limite de la distribucion
de Polya-Eggenberger cuya consideracion como distribucién del numero de siniestros
se justifica a continuacion. Diversos fendmenos actuariales se encuentran definidos en
un ambiente en el que no es posible admitir la hipétesis de independencia entre sus
acaecimientos, dado que pueden producirse contagios que pueden influir en un proceso
de riesgo, tanto en la propension de otros objetos a experimentar el siniestro como en
la propension del objeto considerado a sufrir el siniestro. Bajo este supuesto se
introduce la ley de Polya-Eggenberger, explicada por ejemplo por Lopez Cachero y

Lopez de la Manzanara (1996), cuya funcidn de cuantia es:
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P(o=n)= . (IL11)
1

P(v=n) representa la probabilidad de que, en el periodo de observacidn
unitario, entre r expuestos a un riesgo tengan lugar » siniestros, produciéndose un
“contagio positivo” de intensidad inicial igual a 6, tras el acaecimiento de cada
siniestro, dentro de una poblacion de N elementos, siendo p la probabilidad inicial de

siniestro.

La distribucion binomial negativa surge también, como se ha sefialado
anteriormente, como limite de la distribucion de Polya-Eggenberger cuando el nimero

de expuestos al riesgo tiende a infinito (# —» ), la probabilidad inicial de siniestro es
muy pequena ( p — 0), el contagio es débil (6 —0), lamediaes m=rpy r -6 = y,
donde / es el parametro de contagio. Bajo estos supuestos, pasando al limite en la

expresion (I1.11), se obtiene la distribucién binomial negativa en un intervalo unitario,

con la misma funcion de cuantia (I1.10) que resulta en los dos supuestos anteriores:

El efecto de contagio se traduce en una varianza mayor que la quc posee la
distribucion de Poisson al ser 4>0. Sin embargo, tal contagio se interpreta como débil

al afectar (inicamente a la varianza.

El significado del pardmetro 4 es el de una medida del grado de homogeneidad

relacionada con la intensidad del contagio. Si 4 es grande, el efecto de contagio es
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pequefio, asi como la varianza. Cuando /% -» oo desaparece el contagio y nos
encontramos ante una distribucion de Poisson. Por el contrario, si # es pequefio, el

efecto de contagio es grande y por tanto la varianza también lo es.

Existen otras distribuciones de probabilidad discretas que se pueden utilizar
para modelar el nimero de siniestros que tienen lugar en una cartera de polizas, como
son la distribucién logaritmica o la distribucion de Poisson truncada. En este epigrafe
se ha desarrollado con mas detalle la distribucion de Poisson por ser la mas utilizada en
las aplicaciones practicas y, como alternativa a la anterior cuando no se puede admitir

la hipdtesis de ausencia de contagio, la distribucién binomial negativa.
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IL3. LA DISTRIBUCION DE LA CUANTIA DE LOS

SINIESTROS

El modelo matematico que se sigue en la Tesis estd basado en la consideracion
de que la segunda de las distribuciones bésicas, que modela la cuantia de un siniestro

(variable aleatoria ¢ ) es de tipo continuo.

En ciertas ocasiones, al considerar aplicaciones practicas, puede ser suficiente
conocer los dos o tres primeros momentos de la variable aleatoria ¢, mediante
estimaciones realizadas sobre los datos empiricos. Sin embargo, cuando interesa
conocer la distribucion en valores grandes de ¢ o la disponibilidad de datos es
insuficiente para todo el rango de la variable, se hace necesario utilizar leyes analiticas
para explicar el comportamiento de dicha variable. Se pueden presentar pues, las

siguientes situaciones con respecto a la variable cuantia de un siniestro:

1. Conocimiento empirico preciso de la variable, siendo suficiente en tal caso el

conocimiento de dos o tres momentos de £, sin necesidad de recurrir a modelo alguno,

2. Conocimiento suficiente unicamente para valores moderados de la variable,

¢ < L, stendo necesario ajustar una funcién que modele la variable en el tramo ¢ > L.

3. conocimiento limitado de la variable, referido por ejemplo a sus primeros
momentos, interesando conocer el comportamiento de la misma con mayor detalle. Se
intenta en este caso ajustar una o varias funciones a los datos empiricos para

representar el comportamiento de &
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En el desarrollo de la Tesis se considera el tercer caso de los comentados,
estudiando cuales son los modelos de probabilidad que pueden ajustarse a los datos

empiricos.

Cabe destacar también la importancia de esta variable aleatoria para calcular la
prima como un porcentaje de la suma asegurada. Para ello se impone en primer lugar

una clasificacion de los riesgos en clases homogéneas. Conviene distinguir dos casos:

- Seguros para los que no existen sumas aseguradas que se puedan relacionar
con el valor del interés asegurado, por ejemplo, el seguro de Responsabilidad Civil con

garantia maxima ilimitada.

- Seguros para los que existen sumas aseguradas susceptibles de relacionarse
con ¢l valor del interés asegurado, dando lugar a los casos de infraseguro, seguro pleno

y sobreseguro.

En este tltimo caso se debe procurar que las sumas aseguradas en cada clase
sean lo mas homogéneas posible, y si son de distinta cuantia es conveniente elaborar la

distribucién porcentual que representa la probabilidad de indemnizacién para cada
{ . . L, .
peseta asegurada: 0 <X = K <1, siendo / es la indemnizacion correspondiente, S la

suma asegurada y X la cuantia del siniestro por unidad monetaria.

A continuacion se analizan y definen algunas distribuciones basicas, las mas

importantes en términos histéricos.
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11.3.1. DISTRIBUCION GAMMA

La distribucidén Gamma es una de las mas importantes, desde el punto de vista
actuarial, como distribucton de la cuantia de los siniestros por ser una de las que mejor
se ajustan, en multiples casos, a la distribucion empirica de la cuantia de los siniestros.
Ademas, es muy manejable matematicamente y estd relacionada con otras
distribuciones importantes como la de Erlang, que resulta cuando uno de los
parametros de la distribucion Gamma es entero (en concreto el pardmetro a que
aparece en la funcion de densidad) o la de Poisson. Si los siniestros siguen una
distribucién de pardmetro A=mt, la variable aleatoria que representa el tiempo
transcurrido hasta la aparicion del r-ésimo siniestro sigue una ley de probabilidad

Gamma.

Siguiendo a Panjer y Willmot (1992), una variable aleatoria ¢ sigue una

distribucion Gamma de parametros @y A (a >0 y A > () cuando, siendo continua, su

. - 1
funcién de densidad es ' ':

hﬂ’
INaj

a-~i

f(x)= x¥ ™ | para x>0 (11.12)

siendo () la integral de Euler de segunda especie, que se calcula como:

ge puede definir la distribuciéon Gamma de forma mas general, como hacen Lépez Cachero y Lopez de la
Manzanara (1996), si se toma un origen ¥, no nccesariamente cero, respecto al cual se consideran los valores de la
vartable, En este caso, la distribucion Gamma de paradmetros @ >0, >0 y y 20 tiene por funcidn de densidad

_ u-t’_ _%
f(x):%,paraﬁr
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INa)= jx‘” -e”t L dx.
[

Esta integral es convergente para « > 0, y ha sido objeto de multiples estudios
sobre el calculo aproximado de la misma y su acotacion como puede verse en los
trabajos de Chakravarty (1969) o Rao (1969). Por ¢jemplo, para el calculo aproximado

el corolario de la formula de Stirling establece que:
n!= F(n+])z(£] v 2mm | 1 entero
e

o la formula de Legrende:

reny=2 -r(z)-r(t—;-'—]J

Tz

Los analisis de convolucidén son basicos en la Teoria de Riesgo va que
constituyen el elemento fundamental en la determinacién de la distribucidn del dafio
total. En el caso de la distribucién Gamma, la suma de » variables aleatorias ¢; con

distribucién Gamma de pardmetros «; y A, estocdsticamente independientes, es otra

variable aleatoria con distribucion de probabilidad Gamma de pardmetros Z a, yh

La distribucion Gamma truncada por la derecha es una distribucién continua
que encuentra aplicacion cuando las investigaciones se producen a partir de muestras

procedentes de poblaciones incompletas 0, en el caso de representar el coste de los
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siniestros de una cartera, cuando dicho coste es inferior a una cantidad determinada.

Esta distribucion continua de parametros >0 y 4>>0, tiene como funcidn de densidad:

f(x)=k-h* -x*".¢™™ para 0<x<a

donde a es el punto de truncamiento de la distribucion y k la constante que hace que la
anterior funcion sea de densidad. Es decir, se debe verificar que la integral en el

intervalo (0,a) sea 1.

La distribucion exponencial es un caso especial de la distribuciébn Gamma en
la que el parametro « toma valor /. Sin mds que considerar el valor dado para ¢ en la

expresion (I1.12), y siendo el parametro £ positivo, la funcién de densidad resulta:

f(x)=h-e™ x>0

La distribucién exponencial es ademds la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria 7, tiempo transcurrido hasta el acaecimiento del primer suceso,
cuando la variable ntimero de siniestros tiene distribucion de probabilidad de Poisson
de parametro A=mt. En efecto, la probabilidad de que hasta el momento 7 hayan
ocurrido 0 siniestros, produciéndose por tanto el primer suceso a partir de ese instante

€85!

I=F(t)=P(n>1)=P(t)=e™

resultando F(1)=171-¢™ que no es mas que la funcién de distribucién de una

variable aleatoria exponencial.
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El parametro / se puede estimar de diferentes formas, llegando al mismo valor

si se hace por el método de los momentos o por maxima verosimilitud: /= —, siendo

=1~

¥ la media muestral que, si la distribucion es exponencial, nunca se anula.

Se verifica ademdas que Ln(/—- F(x))=—hx, de donde se deduce que la
distribucién puede ajustarse a los valores empiricos x; si el conjunto de pares

{x.Ln(1-F(x })} estin razonablemente alineados.

Se puede definir ademads una distribucion de probabilidad que sea una mixtura
de distintas componentes que son distribuciones exponenciales, cuando una tUnica
distribucién exponencial no modele de forma adecuada el coste de los siniestros que
tienen lugar en la cartera de polizas. Su concepto y la forma de estimar los parametros
de este nueva distribucidn se detalla en el siguiente capitulo ilustrandolo ademas con la

aplicacion a un caso real.
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I1.3.2. OTRAS DISTRIBUCIONES

Existen otras distribuciones de probabilidad adecuadas para modelar la cuantia
de los siniestros, como son la distribucion logaritmo-normal, distribucion de Pareto, de

Weibull o la distribucidn por polinomios exponenciales.

La distribucion logaritmico-normal suele dar resultados satisfactorios para
representar las probabilidades asociadas a la cuantfa de un siniestro, como puede
observarse en el articulo de Marin Cobo (1985), aunque presenta la dificultad de que la
convolucion n-ésima no se puede expresar de un modo senciilo. Para valores pequefios
de la varianza se asemeja a una distribuctéon normal, aunque este no sea siempre un
hecho deseable. Una variable aleatoria sigue una distribucion Logaritmico-normal si,
tomando valores reales positivos, su logaritmo neperiano sigue una distribucion normal

para valores positivos de la variable. Su funcién de densidad viene dada por:
f(x)=——=e 7 , parax>0

La distribucion de Pareto surge, en principio y siguiendo a Lange (1964), como
la distribucion de la renta personal en una colectividad. Representa en tal caso la
distribucién de los ingresos superiores a un nivel determinado xp. En aplicaciones
actuariales x; es el siniestro de cuantia minima y & un coeficiente de igualdad. La

funcidn de densidad de la variable aleatoria es:

a—1
x [—x & ae
f(x):_a.(?“] . «x—"]:a-xﬁ - X ’,paraxzcg

80



I Andlisis de la siniestralidad en la empresa aseguradora

Al igual que en el caso anterior, el calculo analitico de la convolucion resulta

bastante complicado si se desea hacer de forma exacta.

La distribucion por polinomios exponenciales se forma por combinacion lineal
convexa de distribuciones exponenciales. Surge con la finalidad de resolver el
complejo problema de pasar a la distribucién del daiio total y su funcion de densidad se
puede obtener como una mixtura de distribuciones exponenciales, cuyo concepto se
explicara en el Capitulo I, generalizando la distribucién propuesta por Panjer y

Willmot (1992) que tinicamente consideran dos componentes, como:

fix)=a,Be™ +a,fe? +.  va,fe’, x>0

donde f,(x)= f,e””" son distribuciones exponenciales y Za, =1.
i=!

Por ultimo, la distribucion de Weibull supone una generalizacién de la ley
exponencial con dos pardmetros, a >0 (parametro de forma) y 6 >0 (parametro de
escala), y se define como la ley de distribucién que corresponde a una variable

aleatoria cuya funcién de densidad es:

f(x)= é;ia cx! -e{;) , para x>0,

Otras distribuciones de cardcter continuo que pueden modelar la cuantia de un

siniestro son la distribucion beta, la distribucion de Esscher, distribucion log-logistica,
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la distribucion de Burr, la distribucién Gamma generalizada, la distribucion de Pareto

generalizada, etc.

En cada cartera de seguros se debera estudiar cual es la distribucion de
probabilidad que mejor se ajuste al coste de los siniestros ocurridos. Se han enumerado
por ello diferentes distribuciones de probabilidad de tipo continuo, haciendo especial
énfasis en la distribucion Gamma, de la cual la distribucién exponencial es un caso
particular, puesto que esta ultima es la que se mejorara con el uso de mixtura de

distribuciones en el Capitulo siguiente.
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I1.4. LA SINIESTRALIDAD TOTAL

11.4.1. DISTRIBUCION DEL DANO TOTAL S1 EL NUMERO DE

SINIESTROS SIGUE UNA DISTRIBUCION DE POISSON

La Teoria del Riesgo Colectivo permite construir, como ya se ha comentado en
el primer capitulo, la funcion de distribucion de la siniestralidad total. Si se han

producido n siniestros de cuantias aleatorias ¢,,¢,,¢,,....¢, (con funciones de

n

distribucion Vi(x), Vax),..., Va(x)), el dano total producido por esos » siniestros se

representa mediante la variable aleatoria &=¢, +¢,+¢, +...+¢, cuya funcién de

distribucion se denota mediante Vix/n).

En el anadlisis de tal funcién de distribucion se pueden considerar

fundamentalmente dos casos:

1. La cuantia de cada siniestro (£) es independiente del nimero de ellos
producido, en cuyo caso la distribucién de & (suponiendo que las variables aleatorias £

son estocasticamente independientes e igualmente distribuidas) es:

Vix/n)=V,(x)Vy(x) ... V.ix)=V"(x)

donde V" (x) es la convolucion n-ésima de Fyx).

2. La cuantia de cada dafio depende del numero de siniestros acaecidos. En este
caso no es admisible la hipotesis de independencia entre las variables aleatorias £ y no

se puede hablar de convolucién n-ésima de Vyx). Esto sucede, por ejemplo, en seguros
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de incendios, cuando la cuantia del dafio depende del nimero de focos y se da un

efecto de contagio.

En general, en las aplicaciones practicas la situacion mas comun es que el
numero de siniestros sea independiente de la cuantia de los mismos, y es por ello que

se estudia el primero de los casos.

Si no se conoce el numero de siniestros que han tenido lugar, esto es, tanto el
numero de siniestros como la cuantia de cada uno de ellos son variables aleatorias, la
funcion de distribucidn de la variable aleatoria cuantia del dafio total en el periodo

actuarial / es:
F(x,1)=Y P(t)-V(xn)
n=0

que, en el caso de que la cuantia de los siniestros sea independiente del nimero de los

mismos, sera:
Fx)=> P(1)-V"(x)
n=fi

donde P,(t) representa la probabilidad de que se produzcan n siniestros en un periodo
de observacion ¢ty V() la probabilidad de que, habiendo sucedido » siniestros, su
cuantia total no exceda de x unidades monetarias. Se supone ademas que las cuantias
de cada siniestro son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

con funcién de distribucién Vix).

84



{1 Analisis de la siniestralidad en la empresa aseguradora

La convolucion n-ésima verifica la siguiente relacion de recurrencia:
X
Vrix)= (VO (x—z)-dV(z)
[

con:

0 six<(

o i _
P x) = { sy YV (x)=V(x)

Se omite de la expresion V(x) la letra latina /, referida al tiempo actuarial de

observacion, para simplificar la notacion.

El estudio de la distribucion del dafio total se realiza seguin las distintas
distribuciones que pueden corresponder a la variable nimero de siniestros. En general
se diferencia entre distribuciones de Poisson o binomial negativa. De ellos, el mas

importante es el primero, y es el que se considera en este trabajo.

Si el numero de siniestros es una variable aleatoria que sigue una ley de Poisson
la distribucion del dafo total recibird el nombre de distribucion de Poisson

(reneralizada siendo su funcidn de distribucion:

F(xt)= Z—— ("”) V" (x)= i : V" (x)

n=0

donde A=mt¢ y bajo la hipotesis de que el niimero medio de siniestros permanece

constante para cualquier periodo de observacién unitario.
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Cuando el nimero de siniestros sigue una distribucion de Poisson compuesta, la

funcién de distribucion de la siniestralidad total es:

F(xt}= Z[— (2) V™(x)

n=ll g

y si el nimero de siniestros es un proceso de Poisson no homogéneo entonces:

e (A1)
!

F(x,t)=z V" (x), con A(t):jm(z)-dz

Se puede considerar en este ultimo caso el tiempo operativo f (nimero esperado
de siniestros) y transformar el proceso en uno homogéneo como se indicé al definir la
distribucion de Poisson para modelar el nimero de siniestros. En adelante, ¢ se refiere

al tiempo operativo y de esta forma:
- e_r ) [” n*
F(xt)=Y —— V"(x)
n=( n!

Esta formula cumple las hipdtesis de homogeneidad en el tiempo, efecto de
contagio nulo y exclusion de siniestros multiples, asi como la independencia entre las

cuantias de los siniestros.

La esperanza y varianza del dafio total se calculan en funcién de los dos

primeros momentos con relacion al origen de la distribucion de la cuantia de un

w0

siniestro. Es decir, a, = jx" dVix) (k=1,2).

f
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Los momentos de orden 1 y 2 de la variable aleatoria ¢, +¢, +...+¢,, con

funcién de distribucion ¥ (x), dada la independencia entre las variables ¢; son:

E(C, 48+ 4 ) =Y B )=na, y

i

BUC, +& 4t G ) =B S+ Y g, |=

i=! ij=1
1+

= Z E(S7 )+ Z E(S, )E(S, )=na, +n(n-1)a]
i=/

i =1
I#J'

En consecuencia,

n

] -1
e -1
E(§)=) ~ne;=ta, y
n=t h!
] e—f_tn 0 e—r.[n R
E(E )= ‘na, kY n(n-la,’ =ta, +t'a,’
n=0 nl— n=f n!

De donde resulta que la media y varianza de la distribucion del dafio total son:

E(g)=ta,y V(i) =la,

Como ya se ha especificado,  es el nimero medio de siniestros y a; y a; los

momentos respecto al origen, de orden 1 y 2 respectivamente, de la cuantia de un

siniestro.
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La funcién caracteristica de la siniestralidad total, F(x,¢), teniendo en cuenta que

las variables aleatorias ¢; son independientes es:

o

¢(S)——— Iefsx_dF(x,t): J‘e:.\-x.ie_ tn.dV"(S):

n=f n!

-

o -1 In

€ ’ " s )=t
= . 5)i=¢
2~ v (s)

donde 1 es la funcidn caracteristica de la variable aleatoria ¢, cuantia de un siniestro:

wis)= J.e”’r dVix) .

Se han desarrollado diferentes métodos para estudiar F(x,#) en situaciones
donde el proceso de composicion no se puede aplicar explicitamente. Estos métodos se

agrupan en dos categorias, métodos de aproximacion y métodos exactos.
(1) Meétodos de aproximacion.

Utilizan fundamentalmente los momentos de F(x,1), que se pueden obtener sin
dificultad desde las distribuciones de frecuencia y cuantia. Los métodos de
aproximacidén son utiles para estimar probabilidades maximas de pérdidas y

probabilidades de ruina.

Como aproximaciones a la distribucién del dafio total, se han utilizado mas

frecuentemente:

- Aproximacién normal.
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- Series de Edgeworth

- Aproximacidén NP (Normal Power)

- Aproximacion de Esscher

- Método de Montecarlo.

- Meétodo de recurrencia, debido a Adelson y desarrollado por Panjer.

(2) Métodos exactos.

Las aproximaciones resultan imprecisas en algunas situaciones, por lo que se
han tenido que buscar formas mas precisas de aproximar F(x,¢). Destacan dos métodos

muy importantes para solucionar este problema.

- La transformada inversa de Fourier de la funcion caracteristica.

- La férmula de recurrencia de Panjer.

A continuacion se presentan algunos de ellos, los mas utilizados en las
compafiias aseguradoras. A modo ilustrativo se presenta, ademds de distintos
desarrollos en serie, un método de stmulacion (el método de Montecarlo) y un método
de recurrencia (el algoritmo de Panjer). En el capitulo siguiente se presentara una
nueva aproximacion mediante mixturas de distribuciones, de aplicacidon mas sencilla

que los métodos expuestos a continuacion.
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11.4.2. APROXIMACIONES A LA DISTRIBUCION DEL DANO

TOTAL.

La importancia de la distribucién del dafio total dentro de la Teoria del Riesgo
Colectivo y la dificultad de su calculo directo hacen necesario disponer de

aproximaciones practicas de la misma.

La funcion de Poisson generalizada Fi(x,¢) es complicada a efectos de célculo.
Los métodos directos de tratamiento de Fyx) a menudo conducen a expresiones
voluminosas, nada faciles de tratar en algunos problemas, como por ejemplo diferentes
métodos de reaseguro, retenciones netas vy recargos de seguridad. Aunque la naturaleza
de los problemas exija célculos detallados es necesario trabajar con aproximaciones
més sencillas. Uno de los principales problemas de la Teoria del Riesgo aplicada es
encontrar aproximaciones adecuadas. A continuacién se examinan a continuacion las

mas importantes.

11.4.2.1 Serie de Edgeworth.

El desarrollo de Edgeworth, que se puede estudiar por ejemplo en Beard,

Pentikéinen y Pesonen (1984), viene dado por la expresion:

Y, | 6Vie” ta, | 24ta,’ la,

2
ey m“’(“’“’}m(ﬂu
Z

72t ta,
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donde ¢ es la derivada k-ésima de ¢ (funcién de distribucién de una variable aleatoria
Normal(0,1)), & el momento de orden r respecto al origen de Vix) y ¢ el nimero medio

de siniestros en el periodo actuarial de observacion.

En la expresion explicita de las derivadas de ¢ se puede observar que el error
relativo en la Serie de Edgeworth tiende a infinito cuando x tiende a infinito. La Serie
de Edgeworth es una serie divergente, por lo que no se obtiene, para un ¢ fijo, una
mejor aproximacion simplemente incrementando el nimero de términos. Sin embargo,
si se consideran un nimero adecuado de términos se produce una aproximacion
aceptable en el entorno del valor medio. Se puede esperar que el resultado sea bueno,
para valores de x hasta una distancia a la media de dos desviaciones tipicas, si bien

para puntos exteriores la bondad de los resultados decrece muy rapidamente.

Desde el punto de vista de la Teoria del Riesgo, este hecho es
desafortunadamente importante ya que en muchos problemas el principal interés
aparece en puntos situados a la derecha de la media a una distancia de dos o tres veces
la desviacidn tipica. Por esta razon es necesario contar con un desarrollo mejor que el
de Edgeworth. El método de Esscher da buenos resultados en este sentido, aunque
necesita unos calculos complicados. Sin embargo, otro método que con unas sencillas
operaciones da unos resultados ligeramente peores es el NP. Ambos métodos se

pueden estudiar con detalle en la obra citada de Beard, Pentikédinen y Pesonen (1984).

91



I Andlisis de la siniestralidad en la empresa aseguradora

I1.4.2.1.1. Aproximacion normal.

La aproximacion Normal a la distribucion del dafio total no es mas que el

desarrollo de Edgeworth de la funcion F(x) en el que tnicamente se considera el primer

Vr

término, ignorando todos aquellos que verifican ()[MJ . Esta es la aproximacion mas

clasica y una de las que mas frecuentemente han sido aplicadas, pudiéndose determinar
también mediante la aplicacion del Teorema Central del Limite. La funcion de

distribucion del dafio total viene dada en este caso por:

x-ta,

F(xt)=¢

la,

siendo ¢ la funcion de distribucion de una variable aleatoria con distribucién de

probabilidad Normal(0,1).

I1.4.2.2. Aproximacion NP (Normal Power).

El método NP es un método basado en la inversion del desarrollo de
Edgeworth. La aproximacion Normal a la distribucién de Poisson Generalizada

consiste en reemplazar la cuantia total del siniestro por la variable aleatoria
E=ta, +17-\ta, ,donde 1 es una variable aleatoria normal con media 0 y desviacién

tipica /. La idea es reformular 7 por medio del desarrollo:

2
d=da,+a, - n+a, n +.
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en el que los coeficientes a, se determinan por medio del desarrollo de Edgeworth,

COIMO se vera.

Mientras que la aproximacion Normal se establece sobre la base de la ecuacidon:
I—g=P(nsy)=¢(y)

la variable modificada obedecera a la ecuacién, reordenando el desarrollo de

Edgeworth:

7 I
l—c=g(y+ )=y, ¢ v+ )+ — 7, ¢ v+ )+
6 24

; |
rosr 8 ) o)

siendo ¢ la funcion de distribucién de una vanable aleatoria con distribucion de

probabilidad Normal(0,1}, ¥, = —a;i— y verificandose ademads que
!

a, -

ai
T YV
i T

y+dy=a,+a,-y+a, y + ..

Para encontrar los coeficientes g, se determina en primer lugar Ay (utilizando el

método de Newton):

Ay=é% 1% ~1)+2—]4-}f2 1 —3y)—§jg%" 2y’ =sy)r o)

: : x—ta
y el resultado obtenido se aplica en !

=y+4dy.

El método NP trabaja por lo tanto con las dos ecuaciones siguientes:
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I-e=¢(y)y
x—ta ! I
'_=7'+'7-"J7'=')7+g'7; -(yz —1)+§-72 -(yj -3y)—
fa, (I1.13)
I . ,j
—E%z {2y =sy)ron”)

Si en la ecuacién (I1.13) se considera unicamente el primer término resulta de
nuevo la aproximacion normal a la distribucion de Poisson Generalizada. Este método

se denomina Aproximacion NPj.

Si se toman los dos primeros sumandos se obtiene el método NP>. Dada una
precision £ (/-F(xj=¢ ) se busca en primer lugar y en las tablas de la normal y se
sustituye en la ecuacion (II.13) para obtener el correspondiente valor de x. Si por el
contrario es x el valor fijado de antemano, se despeja y de la ecuacion (con Unicamente

dos sumandos), resultando ser la precision:

g=l-F(xi)=I1—¢ \/iﬁum__i

Y la, Vi

Razonando de la misma forma, considerando distinto ndmero de sumandos, se
obtienen distintos métodos NP. Dado que el desarrollo del método NP se basa en la
hipétesis de que /-¢ se puede representar por un numero finito de términos principales
de un desarrollo de Edgeworth, no resulta logico que el resultado sea mejor que el
obtenido usando directamente dicho desarrollo. La experiencia de la aplicacion del

método NP, demuestra que casi siempre, con mas precision cuando y; es menor que 2,
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el método da muy buenos resultados, mientras que el desarrollo de Edgeworth no los
proporciona para puntos que se desvian de la media en alguna medida. Sin embargo, es
incorrecto decir que el desarrollo de Edgeworth no es muy bueno, incluso aunque solo
se pueda aplicar bajo ciertas condiciones. Es por el contrario, un desarrollo exacto,

aunque la serie sea divergente.

11.4.2.3, Métodos de simulaciéon. El método de Montecarlo

Se pueden aplicar también métodos de simulacién que permiten, al menos de
forma tedrica, el calculo aproximado de la convolucién. A modo ilustrativo se presenta
el método de Montecarlo que permite generar muestras aleatorias de cualquier
poblacion con funcién de distribucion Fx). En el campo actuarial se puede estudiar
dicho método, por ejemplo, en la obra de Daykin, Pentikiinen y Pesonen (1994),
quienes dedican un capitulo a métodos de simulacién aplicados a procesos actuariales

en general.

Se comienza generando una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria

uniformemente distribuida en el intervalo [0,/]: (r, r,,...r, ) y se proyecta a otra
muestra “simulada”, (x,,x,,...,.x, ), de la poblacién con funcion de distribucion Frx)

sin mas que resolver las ecuacion r, = F('x, ), i=1,.,n.

Asimismo se puede establecer (desde el punto de vista teorico) la funcién de

distribucion de la suma de dos variables aleatorias, &=¢&, +&,. Es decir, la
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convolucion de dos funciones de distribucion Fiix) v F(x): F=F(x)*F(x). Para ello se
generan n pares de numeros aleatorios (7.7, ....r,.7, /). Cada nimero r; se
transforma en x;; que verifica r, = F,(x,) v de la misma torma, cada r; se

transforma mediante F» en x». La suma x=x;+x2 nos da la muestra aleatoria

(X, x,,..,x, ) distribuida segin la funcion F=F;(x) *F(x).

Para obtener una estimacion de la funcion de distribucion Ffx) se ordenan los
valores de la muestra seg(in su magnitud. Si se denota por k. al nimero de todos los x,

que son menores o iguales que x se obtiene la estimacion:
k
Fx)===
n

El error depende de la cantidad de numeros aleatorios generados, #. Suponiendo

que el valor real de F(x) es p, la funcidon de distribucion de — es binomial con
n

TR [ (1- 1 {7
desviacién tipica ¢ = p-( _I_)—_) < —./— . Se puede afirmar en este caso que, con un
n

Z\n

nivel de confianza del 99% el valor observado se encuentra en el intervalo

(p—-2'5760, p+ 25760 ). Beard, Pentikdinen y Pesonen (1984) calculan el error

maximo relativo para distintos valores de p.

El método de Montecarlo se puede utilizar para calcular aproximaciones a la
distribucion de Poisson Generalizada. Para ello, se genera en primer lugar un numero

aleatorio r;p. Si P(N) es la funcién de distribucion de la variable aleatoria de Poisson
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que representa el nimero de siniestros, la solucion de la ecuacion rpp=P(N), N, sera el

namero aleatorio de siniestros producido en la muestra simulada.

A continuacion se generan N; nameros aleatorios (r;1,712,..., 7;y, ) que permiten
obtener una muestra de las cuantias de cada siniestro, (x;,x;s..., X, }, mediante la

.y M;
transformacion x, =¥V "'(r, ).

Ny
La suma, x, =Zx“ se puede considerar como el primer elemento de la
1=/

muestra aleatoria correspondiente a Fi(x,t), distribucion del dafio total.

De esta forma se generan sucesivas muestras aleatorias simuladas,
correspondientes a la distribucién del dafio total. El procedimiento ha de ser repetido
un gran numero de veces para que dichas muestras conduzcan a un conocimiento

suficiente de dicha poblacion.

I1.4.2.4. Métodos recurrentes. El algoritmo de Panjer

Por ultimo, se pueden aplicar métodos recurrentes para determinar la
siniestralidad total en un periodo fijo de tiempo, sin necesidad de calcular de forma
analitica las convoluciones que intervienen en la férmula de la misma. Como ejemplo
se expone el algoritmo de Panjer (1981) que representa una férmula de recurrencia
aplicable cuando la variable que modela el nimero de siniestros pertenece a una

familia determinada de distribuciones.
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Se parte por tanto de una familia particular de distribuciones para el nimero de

siniestros que verifiquen la siguiente formula de recurrencia:

e
P(v=n)=p, :pn_,LcH-E) :P(u=n—f)[a+f’-],n=1,2,3,..k (I1.14)
H H

Sundt y Jewell {1981) demuestran que las Gnicas distribuciones que verifican la
relacién anterior son la distribucién de Poisson, la binomial y la binomial negativa.
Como caso particular de la distribucidn binomial negativa también verificara la

formula de recurrencia la distribucion geométrica.

Si el namero de siniestros ocurridos es independiente de la cuantia de los
mismos y se diferencia entre siniestros nulos y siniestros con coste distinto de cero, la

funcion de densidad del coste total viene dada por:

fix)= ;p"'vn (x) x>0 (IL15)
Po x=0

donde v""(x) es la funcion de densidad del coste de un siniestro. Si las carteras de
polizas son grandes py es un valor muy pequefio. Cuando el numero de siniestros sigue

una distribucién de Poisson p, =e™*, si es binomial p,=(/-p)" y si es binomial

negativa p, =(/—-p)*.

Panjer demuestra que si p, y f{x) se definen mediante las expresiones (11.14) y

(11.15) y v(x) es cualquier funcién de densidad para x>0 entonces:
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Fx)= p,v(x)+J(a+bf)v(y)f(x—y)dy x>0

Py x=0

En el caso en que v(x) es discreta y se define en los enteros positivos, la

correspondiente formula recurrente es:

Z(a+b%)v}fw i=123,..
i=i

22 i=0

1= (11.16)

Se puede obtener la misma formula de recurrencia si la relacion (II.14) se
verifica para n=2,3,... y ademas, extender el resultado al caso de siniestros con coste
negativo cuando v(x) se distribuye en el conjunto de todos los enteros

(vix)=P(¢c=x) xel) Severifica en este ultimo caso:

- avo)\ ()
f(O)I [——-——-}_a j azl)

g b= I10)) a=10

f(x)= [ (OJZ(W) Sp(jMx-j), x21

La formula recurrente planteada en (I1.16) toma como valor inicial f{0)=py.

- m

Panjer y Willmot (1986) advierten que si p, <e™, donde e™ es el menor valor que

puede ser representado en el ordenador, los calculos al desarrollar la formula en algun

programa informatico pueden conducir a error. Para ello se propone, de forma muy
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sencilla, hacer un cambio de escala reemplazando py por cpg y utilizar dicho factor ¢

para hacer las transformaciones adecuadas en la férmula de recurrencia.

. . . M ..
El mismo problema surge si en algiin momento ¢p, >e" , el maximo valor que

se puede representar en el ordenador. Si A es el parametro de la distribucion de Poisson
que modela el nimero de siniestros, el problema se puede evitar tomando un valor ¢

para hacer el cambio de escala que verifique e*™ <c <e™ (274 )" .

Se han presentado en este capitulo distintas distribuciones de probabilidad que
modelan el numero de siniestros o la cuantia de los mismos con el objetivo de, en el
ultimo epigrafe, construir la distribucidén del dafio total. En general dicha distribucion,
como se ha comentado, no se conoce de forma explicita siendo necesario desarrollar

métodos de aproximacién de la misma.

Se han expuesto diferentes métodos de aproximacién que suelen ser utilizados
de forma general en las compaiiias aseguradoras. Estos métodos en general exigen un
gran numero de observaciones, hipdtesis rigurosas, gran numero de implementaciones

o software especifico como es el caso del método de Montecarlo.

En el capitulo siguiente se presentan nuevas distribuciones del nimero de
siniestros, el coste de los mismos y la siniestralidad total. Se denominan mixturas de
distribuciones y se construyen a partir de distintas distribuciones de probabilidad,
denominadas distribuciones componentes. La ventaja de su utilizacidén es que no
requieren hipotesis tan rigurosas y la estimacion de sus parametros se puede realizar

aplicando el método de mdaxima verosimilitud, mediante la implementacion del
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algoritmo EM que se puede programar en cualquier lenguaje e incluso implementar en

una hoja de calculo.
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II1.1. INTRODUCCION GENERAL

En el capitulo anterior se han expuesto las distribuciones clasicas que modelan
fa siniestralidad en una entidad aseguradora, partiendo de! nimero de siniestros v del
coste de los mismos para, finalmente, representar ¢l coste de todos los siniestros que
ocurren en una cartera de polizas durante un periodo actuarial de observacion

determinado.

En ocasiones, cuando la cartera de polizas es heterogénea se puede dividir ésta
en grupos homogéneos y estudiar en cada uno de ellos la siniestralidad ajustando
distintas funciones de probabilidad. Como alternativa al estudio individual de cada
grupo se pueden utilizar distribuciones estadisticas, denominadas mixturas de
distribuciones, que se expresan como superposiciones de distintas distribuciones
componentes. La gran utilidad de las mismas se manifiesta cuando “a priori” no es
posible establecer a qué grupo pertenece cada observacion. Existen datos que
pertenecen al conjunto total de la cartera debiéndose estimar los parametros de cada

una de las distribuciones componentes y las proporciones de las mismas.

En el desarrollo que sigue a continuacion se consideraran unicamente mixturas
de un namero finito de componentes ya que son éstas las de mayor utilidad en las
aplicaciones practicas, como muesira el gran nimero de publicaciones sobre las
mismas. Para un estudio mas general de las mixturas de distribuciones se puede

consuliar, por ejemplo, la obra de McLachalan y Basford (1988).
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IIL.1.1. DEFINICION Y CONCEPTOS BASICOS

En términos formales, siguiendo a Everitt y Hand (1981), si gfx; &) es una
funcién de densidad de probabilidad, o de cuantia para variables aleatorias discretas,
que depende de un vector paramétrico 6, se denomina mixtura finita de distribuciones
a la distribucion de probabilidad definida mediante la siguiente funcion de densidad o

cuantia:
fix)= ZP(H,.)g(x;Qi) , ZP(Q,.) _7,0<P0)<] (L1
En la expresion anterior aparecen parametros tres tipos diferentes que habra gue
estimar:
¢: nimero de componentes de la mixtura

P(8.)=p,, i=12,..,c: proporciones con que aparece cada una de las

componentes y

g,

i=1,2,..,c. vectores paramétricos de los que dependen las

distribuciones componentes.

La estimacién de dichos pardmetros se complica si la solucion no es unica, es
decir, s1 se puede presentar mas de una mixtura para representar una funcion de

densidad. Para solventar este problema se introduce el concepto de identificabilidad,
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estudiado por Yakowitz v Spragins (1968) o Teicher (1961,1963), y se consideraran

unicamente clases identificables de mixturas:

Una clase D de mixturas de distribuciones se dice que es identificable si y solo

si para todo f{x)eD la igualdad entre dos representaciones de la misma,

I

pr g(x:6. )= Zf)_l. gl x; 9‘_,.) implica que c=c’y que para todo i existe algin ; tal
=

i={

que pj:i)j y b, :éj'

El problema de la no identificabilidad es mas frecuente en distribuciones
discretas puesto que si existen m categorias, unicamente se pueden establecer m-J
ecuaciones independientes y determinar por lo tanto m-/ pardmetros. La no

identificabilidad rara vez se presenta en distribuciones continuas.

Yakowitz y Spragins (1968) demuestran que una condicidn necesaria y
suficiente para que la clase de todas las mixturas finitas de distribuciones del conjunto
{G(x;0);xe R0 eR"} sea identificable es que el conjunto sea lincalmente
independiente en el conjunto de los numeros reales R, siendo ¢éste el conjunto de

mixturas de distribuciones que se considerara en adelante.

Las mixturas de distribuciones permiten ademas representar distribuciones de
probabilidad multimodales, hecho bastante frecuente en distribuciones muestrales. De
hecho, en algunas aplicaciones de las mixturas, el interés se centra en la evidencia de
bimodalidad mas que en la existencia de diferentes subpoblaciones, como estudian
Brazier y otros (1983).
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Por ejemplo, una mixtura de tres distribuciones normales con funcién de

densidad:

ENEET.E s
1 e a5y +0.3- _________1_________ e 208557

1 e
:0’3-7?. H +0,4. . S F
7x) V2 ¢ 075--/2x 085-/2m

tiene tres modas y se representa graficamente como:

GRAFICO II.1. FUNCION DE DENSIDAD DE UNA MIXTURA DE TRES

DISTRIBUCIONES NORMALES

0,25 -
0,2 !

0,15 -
fix)

Ocurre lo mismo si se considera una mixtura de distribuciones discretas. Si se

define la siguiente funcion de cuantia compuesta por dos distribuciones de Poisson:

-5 x -15 x
P(E=x)=0,5- e -5 +05.2. 45
x! x!

la representacion grafica de la misma es:
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GRAFICO II1.2. FUNCION DE CUANTIA DE UNA MIXTURA DE DOS

DISTRIBUCIONES DE POISSON
o PE
0,08 -

0,06 -

0,04 -
" -J»l I.M
0 - | R I R ™1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
X
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[11.1.2. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE UNA MIXTURA

Se presentan en este epigrafe, de forma introductoria, métodos generales de
estimacion de los parametros de las mixturas de distribuciones, de aplicabilidad
general, que mas adelante pueden ser utilizados en las mixturas de las distribuciones de

interés en el analisis de la siniestralidad.

I11.1.2.1. Maxima verosimilitud

El primer método de estimacion que se puede aplicar a la mixtura de
distribuciones definida en (II1.1) es el de maxima verosimilitud, método bastante
intuitivo y con propiedades estadisticas deseables: bajo condiciones muy generales, log
estimadores obtenidos por este método no solo son consistentes, es decir, convergen al
verdadero valor del pardmetro, sino que ademas se distribuyen asintoticamente como

una normal.

Dada una muestra aleatoria X" ~ {x,,...,x, } de una mixtura de distribuciones,
para maximizar la funcion de verosimilitud (X" &}, donde « es el vector de todos

los pardmetros a estimar, o de forma equivalente la log-verosimilitud, logl(X" a), es
mas sencillo a efectos computacionales definir una nueva funciéon que utiliza

multiplicadores de Lagrange A:

L(X"; p.6,.0,,..6.) =log(ﬁ(i pg.(x,:0 ,)D—A[i P, —1] (111.2)
i=1

J=1 =]
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L
con la restriccion Zp, =1.
=]

Como la funcion logaritmo €s una transformacion mondtona, L tomara el valor
maximo en el mismo valor paramétrico que la funcion de verosimilitud L. Derivando

la expresion anterior se obtienen las siguientes ecuaciones normales:

o] n ~"-9 B o
oL = :g_"fif_ﬁz_gzoy L =3'p, a8, _
ap, T (%) a6, o J(x,)

El multiplicador de Lagrange A se puede obtener multiplicando la primera de

las ecuaciones por p; y sumando sobre & para obtener n-A=0

La probabilidad de que un valor dado x; proceda de la componente k-ésima,

utilizando el teorema de Bayes, es:

Plk/x )=if‘!‘“‘—ﬂL‘—w— (I11.3)
! f(x,)

Por tanto, si se multiplica la primera de las ecuaciones normales por py, se

puede expresar la estimacion de maxima verosimilitud p, de la siguiente forma:

R
B =;ZP(k/x,,-) (I11.4)
j=1
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Por otra parte, si se utiliza el resultado proporcionado por el teorema de Bayes
{probabilidad de que x; proceda de la componente £-ésima),las derivadas de L respecto

los parametros &, (segunda de las ecuaciones normales) se pueden expresar como:

" 2l N
éL _ (k/x ) 0g 8,(x,,6,) ) (IIL.5)
5, & 5T 5,

Es decir, las ecuaciones de maxima verosimilitud para estimar los pardmetros &
son medias ponderadas de las ecuaciones de maxima verosimilitud que surgen a partir
de cada componente por separado. Los pesos o ponderaciones son las probabilidades

de que los elementos x; pertenezcan a cada clase.

Las ecuaciones (I1I.3), (Il1.4) y (IIL5) constituyen la base para calcular una

solucién iterativa de los parametros a estimar, que mds adelante se desarroliara

mediante el algoritmo EM.

HI.1.2.2. Inversién y minimizacién del error

Los métodos basados en la inversion y minimizacién del error comienzan

estableciendo un sistema de ecuaciones:
T, (a)=¢,(X") jleum

en el que o es el vector paramétrico de la mixtura, 7)fa) el valor tedrico de un

estadistico poblacional evaluado en ay ¢,( X" ) el valor empirico de dicho estadistico
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evaluado en los valores muestrales X" ={x,,....x, }. Por ¢jemplo, en una mixtura de

dos componentes normales a={p,u,.1,,0,0,}. Si se considera la media

poblacional, a la que se denominara 7; se obtiene T{a) = E(x)=pu, +{I-pju, y

H

bx=

1=

El sistema anterior se puede expresar de forma matricial como:

T(a)=¢(X") (IIL.6)

En algunos casos es posible encontrar un valor m y un conjunto de tunciones 7;

de tal forma que la igualdad se puede invertir obteniéndose el valor
a=T"[¢(X")] como estimacién de a. En el caso més general, cuando esto no es

posible, se define una funcion de error:
e(a)=e[T(a)-¢(X")] (I1L7)

que mide la diferencia entre los valores observados ¢ y los pronosticados 7, para un

valor particular de @, y se estimara @ como el valor que minimiza el error.

Para definir la funcién e se pueden usar diferentes funciones de sumas de
cuadrados tales como las definidas por los intervalos de Kabir (1968}, los intervalos de
Bartholomew (1959) o distintas funciones cuadraticas de error propuestas por Bartlett

y MacDonald (1968) o Binder (1978)
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Se debe destacar el método de los momentos como uno de los métodos basados
en la inversion y minimizacion del error. En general este método es mas sencillo a

efeclos computacionales que el de maxima verosimilitud.

La parte izquierda de la expresion (II1.6) se puede poner de la forma

j(x — ) f{x)dx, donde p=FE(x). La integral se resuelve analiticamente para dar

una funcion de los parametros de f{x).

La parte derecha de (II1.6) es una funcion de los valores muestrales,

I — . . L
— E {x, —x)', es decir, un estimador muestral de la parte izquierda.
=/

El método tiene la ventaja de que no ocurren singularidades, al contrario que en
la aproximacion de maxima verosimilitud donde la funcién de verosimilitud puede no
estar acotada. Como desventaja del método, comin al método de maxima
verosimilitud en el que se intentan encontrar valores estacionarios de la verosimilitud,
es la posibilidad de que existan soluciones multiples. En este caso se pueden comparar
los momentos de mayor orden para todas las soluciones obtenidas y seleccionar,
basandose en ello, la que mejor se ajuste. Hawkins (1972) propone comparar cada
solucion con los datos brutos agrupados dados por los tests xz. Observar que estos
métodos de eleccion entre soluciones potenciales han trasladado la aproximacion de un
método de inversion a un método de minimizacion del error, utilizando la expresion

(111.7).
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En general, los estimadores del método de los momentos son ineficientes
aunque se puede mejorar la eficiencia del método usando otro tipo de momentos, no
necesariamente respecto de la media, como se puede hacer en las mixturas
consideradas en el analisis de la siniestralidad, en el que se incluyen referencias para

estimar los parametros mediante el método de los momentos. Por ejemplo, Tallis y

Light (1968) utilizan momentos fraccionales tedricos y empiricos: .ﬂx-r’ db(x,a) y

I & .
Z x,|’, donde los 7; no son necesariamente enteros.
H i=1

1I1.1.2.3. Otros métodos de estimacion

Se puede estimar el conjunto de pardmetros que aparecen en la mixtura
utilizando métodos diferentes a los expuestos anteriormente. Por ejemplo, mediante
aproximacion bayesiana se estima la funcion de densidad de probabilidad “a
posteriori” del vector paramétrico « a través del teorema de Bayes, de forma

secuencial:

f(xn;a)-f(a/X”")
[#5,00)- f(a/ X™)-da

flalX")=

La mayor dificultad que presenta este método es la forma de la expresion
anterior, que se complica en gran medida cuando el tamafioc muestral crece. La

expresién se simplificaria si existieran estadisticos suficientes para estimar los
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parametros desconocidos. En general, como comentan Everitt y Hand (1981), las
mixturas de distribuciones no admiten estadisticos suficientes no pudiéndose factorizar

por tanto las funciones de verosimilitud.

Se puede reemplazar el método de Bayes por aproximaciones mas sencillas. Por
ejemplo, Titterington (1976) supone que se puede determinar una funcion de densidad
de probabilidad “a priori” a partir de las observaciones procedentes de componentes
conocidas, obteniendo las estimaciones iniciales de los pardmetros de las componentes
a partir de la misma. Estas estimaciones son actualizadas utilizando observaciones de

la distribucion completa.

Otros métodos que se pueden utilizar para estimar los pardmetros de las
mixturas son, por ejemplo, el de Boes (1966} que supone tnicamente las proporciones
de mixtura desconocidas, Cox (1966) quien sugiere una aproximacién por medio de
métodos graficos y Bryant y Williamson (1978) que consideran una aproximacion por

maxima verosimilitud diferente a las clasicas.

Es importante también la estimacion del pardmetro ¢ que representa el nimero
de componentes que aparecen en la mixtura. La decision sobre el nimero de
componentes es un problema dificil, y no existen muchos trabajos al respecto. Los
trabajos existentes se pueden agrupar en dos tipos: técnicas graficas informales y test

de hipdtesis formales.

Dentro de la primera clase, la aproximacién mas obvia es el estudio del

histograma muestral. El histograma puede no dar resultados correctos porque la
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unimodalidad de la distribucion no implica la inexistencia de una mixtura. Ademas, las
distribuciones procedentes de cualquier distribucion pueden ser multimodales sin que
por ello implique que sea una mixtura, aunque puede ser un primer paso para conocer
la forma y el numero de componentes de la distribucién que se desea estimar. Una vez
fijado el numero de componentes, en una segunda etapa se realiza el analisis de

estimacion.

En la clase de los test de hipotesis formales, se pueden intentar varios valores
de ¢ y comparar los ajustes de las estimaciones resultantes usando razones de

verosimilitud o valores xz, por ejemplo.
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I1.1.3. ALGORITMO EM

El algoritmo EM, desarrollado por Dempster, Laird y Rubin (1977), representa
una férmula de recurrencia para resolver las ecuaciones de verosimilitud definidas en
(IlL.4) y (lIL5). Los autores utilizan el algoritmo en la estimacién por méxima
verosimilitud en problemas con datos faltantes o incompletos, aunque se puede aplicar
también al caso de mixturas de distribuciones, mediante una adecuada formulacion de

los datos disponibles.

Si x=(x;, x5...x, es el vector de observaciones muestrales que se considera

como datos incompletos y se definen las variables indicador z, =(z,,....,z,, ) como:

3

{ six; € G, (componente / — €sima)
"0 six, ¢G,
la versién completa de x se representard mediante el vector y=((x,,z,);, j=1..n).

Es decir, las observaciones muestrales y las variables que indican a qué componente

pertenecen las mismas.

El conjunto ¥(x)} de todos los posibles valores de y esta formado por £°
valores que se corresponden con todas las posibles elecciones de z,,...z,, denotando a

la funcién de verosimilitud asociada ay por g(y/@).
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El algoritmo EM genera, para una aproximacion inicial de los parametros @'/

una sucesion de estimadores { @/ } obtenidos en sucesivas iteraciones que constan de

dos pasos:

Paso E: Calcular la esperanza:
E(log g( y/@)ix,0™ )= 0(0,60™ )
Paso M: Obtener ®™" que maximice O(®,O" ;.

De forma mas sencilla, adaptando el algoritmo al caso de mixturas de

distribuciones, la estimacion se realiza de la siguiente forma:

INICIALIZACION: Considerar como valores iniciales de los parametros

o {1 (0 4] f
e =(p". . p" e 8" )

ITERACION: Dadas las estimaciones @™/ =( p{™/,..., pi™,6/", .6/ ), cada

iteracidon consta de dos pasos:

PASO E: Calcular la probabilidad “a posteriori” de que cada

observacion pertenezca a las distintas componentes:

P gi(x,:6,")
f(x,;0™)

P™(k/x,)=
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PASO M: Utilizando las probabilidades obtenidas en el PASO E,
obtener las estimaciones @Y =(pl" | plmtl gm0 ) de la

siguiente forma:

M+ ] - m
p" == Pk x,)

s=1

y los parametros 6, como solucion de las ecuaciones

L . Clogg (x:0")
=)y Prk7x,) =

2 gfk j=i ! c 9:5(,”)

1,

Repetir la iteracidn con las nuevas estimaciones de los parametros.

El primer paso de la iteracién consiste, por tanto, en estimar la probabilidad de
que las observaciones pertenezcan a cada componente y el segundo es equivalente a ¢
problemas de estimacion de cada una de las componentes y de las proporciones de la

mixtura, utilizando las estimaciones del primer paso.

Es importante estudiar las propiedades de convergencia del algoritmo (Wu
{1983)). La convergencia se da siempre aungue es bastante lenta. La log-verosimilitud
para los valores muestrales, considerados como datos incompletos, nunca decrece

después de cada iteracidn verificandose por tanto:

Le@*" )>1 0" ), vk
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lo cual implica que L(@* ) converge a alguna funcién L* para una sucesién acotada
de estimadores. Si ademds Qf@,¥ } es continua en ambas variables, lo que verifican

(como demuestra Wu (1983)) densidades componentes que pertenecen a la familia
exponencial, L* sera un maximo local de la log-verosimilitud, demostrando que la

sucesion no cae en un punto de silla.

Ademas si “@”‘”’ —@)”‘)“—k:w y el conjunto de maximos locales de L es

discreto, {@*’}, converge a un miximo local que serd el estimador que se

considerara.

Respecto a los valores iniciales que se han de considerar comentar que éstos
pueden ser elegidos de diferentes formas. Una de ellas es estimar primero utilizando el
método de los momentos y tomar como valores iniciales del algoritmo EM las
estimaciones proporcionadas por el anterior. Se puede también hacer un estudio de los
datos disponibles mediante métodos graficos que proporcionen algin tipo de

informacidén sobre los pardmetros de la mixtura.

Existen ademas otros meétodos numeéricos para maximizar la funcidon de
verosimilitud. Entre ellos, los mas importantes son el método de Newton-Raphson

(NR) cuyo paso iterativo se define como:
@(m+.') — @(m) __am[DZL(@(m))]le L(@(ﬂ:))’ m:0,1,2....

y el método Scoring definido como:
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Q('HH.’) :@(m) +am[](@rm})]-)D L(@(mi)’ m:0’1.2’“_

En ambos casos «,, normalmente «, =/, es una constante positiva que se

_
incluye en la iteraciéon para proporcionar un mayor crecimiento en la convergencia.
(@) es la matriz de informacion esperada de Fisher que proporciona una medida de
la informacidn que contiene una muestra de una mixtura de distribucionesy D'y D las
diferenciales respecto a & de primer y segundo orden respectivamente. Si un
experimento que consta de n observaciones independientes de una mixtura de
distribuciones, la matriz de informaciéon de Fisher para cada una de ellas se define

como nl(@)=E[DL(E)DL(E)'].

El algoritmo EM es mas sencillo de implementar y verifica la propiedad de
monotonicidad a la que nos hemos referido anteriormente. El algoritmo de Newton-
Raphson y el método de Scoring son mas complicados, principalmente por la inversion
de la matriz que en ellos aparece, ademas de no verificar la propiedad de
monotonicidad por lo que no siempre convergen, aunque si lo hacen la convergencia
resulta mas rapida. Es por ello por lo que nos inclinamos hacia la utilizacion del

algoritmo EM para estimar los parametros de la mixtura.
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I11.1.4. BONDAD DE AJUSTE

Una vez estimados los parametros de la mixtura se hace necesario verificar si la
muestra procede efectivamente de la mixtura propuesta. Para ello se efectna alguno de
los contrastes clasicos no paramétricos de la bondad de ajuste, descritos por ejemplo
por Ruiz-Maya Pérez y Martin Pliego (1999), que parten de la hipdtesis nula (Hy) de
que las observaciones constituyen una muestra aleatonia simple de la distribucion de

probabilidad considerada.

En primer lugar se puede aplicar el Test y’ que consiste en comparar las

frecuencias empiricas y las observadas utilizando el estadistico de Ia bondad de ajuste,

propuesto por Pearson:

ZZ’ _Tr‘(ni_hn‘pl)2 _Tr‘(nlei)z
S np T E

I

donde r es el namero de clases (valores diferentes de la variable o intervalos), », son
las frecuencias empiricas de cada valor y E;=np; las tedricas proporcionadas por ¢l

modelo (p; es la probabilidad asignada por el modelo tedrico a un valor concreto).

Dicho estadistico sigue una distribucién de probabilidad y° con r-k-/ grados
de libertad, siendo % el nimero de pardmetros que se han estimado en el modelo.
Valores elevados de y” reflejan diferencias relevantes entre las frecuencias empiricas

y las observadas, por lo que deberd rechazarse la hipdtesis nula de que la muestra

procede de una poblacion con la distribucion de probabilidad considerada. La region
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critica del test es por tanto de la forma y° = K obteniéndose K a partir de las tablas de
la distribucién y* con r-k-1 grados de libertad, para un nivel de significacion dado o,

como el valor que verifica:

P(y’>K/H,))=a

Es importante tener en cuenta que la distribucion del estadistico z° es
asintotica y se puede utilizar como regla de aproximacion aceptable siempre que las
frecuencias esperadas como minimo cinco (£, =25). Si esto no ocurre se deben

reagrupar las clases o categorias hasta que se cumpla la regla, lo que implica una

disminucion de los grados de libertad que hara cambiar la region critica.

El test G° de la razon de verosimilitud para la bondad de ajuste parte del test de
razon de verosimilitud que, para la distribucion multinomial, se asigna a la muestra

agrupada en clases o categorias excluyentes:

il 0 ]
ey )

L(p,, ps D)

donde p; representa la probabilidad de la clase i-ésima de acuerdo con la hipétesis

nula Hyy p, = M a probabilidad empirica de dicha clase.
n

, 0
El estadistico G’=-21(X")= W2{nLn(n)+Zn,Ln(p—’H sigue  una
=] H

i

distribucion asintotica de probabilidad y° con r-/ grados de libertad, siendo la region
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critica del test de la forma G° = K donde el valor K se obtiene a partir de las tablas de
la distribucion y” con r-/ grados de libertad, para un nivel de significacion dado @, de

forma analoga al caso anterior.

Por dltimo, el test de Kolmogorov-Smirnov consiste en comparar las funciones
de distribucién empirica, Fy(x), y tedrica, F(x) (suponiendo que la muestra procede de
una poblacion con distribucion de probabilidad continua), definiendo el estadistico de

Kolmogorov-Smirnov:

D, = sup |F,(x)~F(x)

Para verificar la hipdtesis nula con un nivel de significacidn « se utiliza la

region critica dada P(D, 2 K/ H,)=«, donde los valores criticos K para diferentes

niveles de significacion se pueden recoger de la tabla reproducida por Miller {1956).

Aunque el Test de Kolmogorv-Smirnov es de sencilla aplicacion unicamente es
valido para muestras procedentes de distribuciones continuas. Es por ello por lo que
para estudiar la bondad de los ajustes realizados en el presente trabajo se utilizaran los

test ¥° y G’ puesto que ambos son aplicables tanto a distribuciones continuas como a

distribuciones discretas.
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I11.2. APLICACION AL ANALISIS DE LA

SINIESTRALIDAD

111.2.1. ESTIMACION DEL NUMERO DE SINIESTROS

En el capitulo anterior se ha considerado la distribucion de Poisson como una
de las distribuciones fundamentales para modelar el nimero de siniestros que ticnen
lugar en la cartera de pdlizas estudiada. Como generalizacion a la misma se propone
un nuevo enfoque basado en una mixtura finita de distribuciones de Poisson cuya

funcién de cuantia viene dada por:

c /‘,L“
P(t)=Pv=n)=> p, —'fe“-' (II1.8)
i=1 UH
Se deben estimar 2c pardmetros, p,,...p,. 4,,... 4., donde p; es la proporcion

con que aparece la i-ésima distribucion de Poisson en la mixtura y 4, la media de la
misma. La estimacion de dichos pardmetros mediante el método de los momentos se
obtiene resolviendo un sistema de Zc ecuaciones no lineales obtenido al igualar los
primeros Z2¢ momentos factoriales muestrales, como hacen por e¢jemplo Johnson y Kotz

(1969), que se definen como:

V0=1

V. :izx’ Ax —1)..(x,—r+1),r=123. 2¢c-1
n i=!
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a los momentos poblacionales respecto al origen, de los cuales los anteriores son

estimadores insesgados:

v, =E(V,}=) p A, r=01..2-I

i=/

A modo de ejemplo veamos como se plantea y resuelve el sistema de

ecuaciones en el caso de tres componentes de Poisson:
Pt py =1
PA + oAy + p A, =T
A+ DA+ pi A =, (111.9)
P+ DA+ P& =V
P+ A+ P2 =Y,
P+ DA+ Py =V,

La solucion del sistema anterior se puede realizar en dos etapas, tal como se
muestra en Blischke (1964), quien estima los parametros de mixturas de distribuciones
binomiales en las que resulta el mismo sistema de ecuaciones definido en (11L.9). En la
primera, la solucion de un polinomio de igual grado que el nimero de componentes
proporciona estimaciones de las medias de las distintas distribuciones de Poisson. Es

decir, ), A,y 4; son las soluciones del polinomio de grado tres:
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x*+B,x’ +Bx+B,=0

cuyos coeficientes son la solucidn del sistema de ecuaciones lineales:

] V; Vz Ba - Vz
Vi vV, VLB =1 -V,
Vz V; V,r Bz - Vj

En la segunda etapa, las estimaciones de las proporciones de la mixiura se
calculan sin mas que resolver las ¢ primeras ecuaciones del sistema (111.9), utilizando

para ello las estimaciones obtenidas en la primera etapa.

El sistema de ecuaciones y su resolucion utilizande un polinomio de igual
grado al namero de componentes se complica st aumenta el numero de componentes.
Es por ello preferible, como se ha comentado, estimar los parametros de la mixtura
mediante el método de maxima verosimilitud. En este caso concreto el logaritmo de la

funcién de verosimilitud que habra que maximizar es de la forma:

X

" 4 /:L'f
"o, _ [ “’1.
L ,p,,...,pc,/l,,...,/lc)—Zlog Zp,m—!e
i=l = X
La forma mas sencilla para enconfrar el maximo de la anterior funcion es la

aplicacion del algoritmo EM que en este caso se aplica tal y como se explica a

confinuacion.
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Se parte de Jos  valores iniciales de los  parametros,

I

O =(p!”, L p A, A" ). En cada iteracion, a partir de las estimaciones

O =(p™, . p" A" A" ) se realizan dos pasos:

En primer lugar, en el PASO E, se calcula la probabilidad “a posterior” de que

cada observacion pertenezca a las distintas componentes:

) X
(m) ;[‘ ) *tﬂ.m
f x
P™(k/x )= =1, k=1, ¢
(k/x,)=— /,L(,,,) J=1, ,
(m}( ) P
2.7
i=f x!

Por dltimo, en el PASO M, se estiman los distintos parametros de la mixtura,
las proporciones con que aparece cada una de las componentes y los parametros de

dichas componentes:

pi" = ZP“"’(k/x) k=1

=

ijP(k/xj)
Amth =l k=lc
P(k/x,)
=/

J
Se repite la iteracion utilizando las Gltimas estimaciones de los pardmetros.

Observar que las estimaciones de las medias de las distintas componentes son
medias ponderadas de las observaciones muestrales en las cuales la ponderacion es la

probabilidad de que dicha observacion pertenezca a la k-ésima componente.
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II1.2.2. ANALISIS DEL COSTE DE 1.OS SINIESTROS

Respecto al coste de los siniestros, comentar que la distribucion exponencial,
como caso particular de la distribucion Gamma, es una de las que mejor se ajustan, en
¢l caso que se analiza, a la distribucion empirica de la cuantia de los siniestros. De
nuevo, como generalizacion de la misma, se propone una mixtura de ¢

distribuciones exponenciales definida mediante la siguiente funcion de densidad:

f(x)zip,-h,- Zp, “xz0 (1I1.10)
i=/

La estimacién de los parametros de dicha mixtura, por ¢l método de los
momentos, se hace de la misma forma que en el caso anterior, dado que el sistema de

ecuaciones resultante es el mismo. En este caso se igualan las funciones:

:ﬁz & r=0.1..2¢-1
r(r+1) rir+i)’

donde a, es el momento de orden r respecto al origen, a los momentos poblacionales,

v, = E(V, )= p,-u , delos cuales los primeros son estimadores insesgados.
=1

También el algoritmo EM se aplica de manera aniloga, obteniendo las
diferentes estimaciones de pr y g, mediante las mismas expresiones que en el caso de
mixturas de distribuciones de Poisson. Unicamente en el PASO E cambia la expresion
que permite estimar las probabilidades “a posteriori” de que las observaciones

pertenezcan a las distintas componentes, puesto que las funciones de densidad
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componentes son diferentes. En este caso, dichas probabilidades se calculan utilizando

las funciones de densidad como;

I
;T
fm) &
by Tm) €
P™(k/x,)= at
y] ‘ N
2 Iy ,,7],,,, e ‘u;’mi o
pl fm)
1= /uz

Si dicha mixtura no resulta adecuada para representar el coste de los siniestros

se probara que una mixtura de distribuciones exponenciales y normales con funcién

de densidad:
Oy [4 _(1_5522:
f(x) — =l i=c +1 g, \(“Ix“f): (IH] 1)
£ Ji (x-S
S L .
izc,+1 o,N2r

es valida para representar la variable coste.

La estimacion de los parametros por el método de los momentos no resulta
sencilla dada la complejidad de la funcion de densidad. Por maxima verosimilitud se
ha de maximizar la funcidén definida en (II1.2), considerando en este caso que las
distribuciones componentes, g,, son distribuciones normales y exponenciales. Mediante
la aplicacion del algoritmo EM la estimacion se realiza como se explica seguidamente.

L(X”;p}""’p(."hf’“"hc,’n‘uL‘,-H'""'#c’o-(‘,+l""’o-n-) =

fxep )

3

<y o ] 4
— e . 2o,
;pr { € + Z p! O'I-\/E €

1=y 4
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que mediante el algoritmo EM resulta como sigue.

Se parte, al igual que en el caso anterior, de valores iniciales de los parametros

(0 o) (0) p(6)  p(6) (0 (0) (0) (0 -
O =(p” ol el el )y a partir de  las

estimaciones @™ obtenidas después de cada iteracion, se repite la misma en dos

pasos.

En el PASO E se calculan las probabilidades “a posteriori”. Se debe diferenciar
entre componentes con distribucion de probabilidad normal y componentes con

distribucién de probabilidad exponencial resultando:

-hx
fm) — pi'hi'e ' j:]’ ~ 1
PRk )=~ : T 250 S
-hx 2o}
poh-e + p, - e "
2 2P o
2o}
P e ‘ .
V2 =1..,n
P(m)(k/xj): O—_g T j

EEE]
. I_L"’Xg'f:L k=c +1...c

hoe , — ;
ZP, e +Zp, oN2r ¢

i=] i=c;+i

En el PASO M se estiman los diferentes parametros de la mixtura:

pimh’j — éZPffﬂ)(k/xf)’ kzl,.--,c
j=1

iP(k/x}.)

h(m+.i) _J=!
L =

> x P(k/x,)
I=1
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> x,P(k/x,)

il
(m+l) _ =l
n

4 = k=c,+1l..,cYy
ZP(k/x,)
p=i
foP(k/xJ.)
o™ =t [ (") k= H e
D> Pk/x,)
J=i

Repetir la iteracion utilizando las tiltimas estimaciones de los parametros.

Observar que, al igual que en el caso anterior, las estimaciones de los
parametros resultan medias ponderadas en las que la ponderacion es la probabilidad de

pertenecer a la componente que se esta estimando.
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111.2.3. DISTRIBUCION DE LA SINIESTRALIDAD TOTAL

Como alternativa a la clasica aproximacion normal definida mediante el
teorema central de! limite, y de aplicacién mas sencilla que otras aproximaciones
clasicas, se pueden utilizar mixturas de distribuciones normales univariantes para
aproximar la distribucién de la siniestralidad o dafio total que acontece en la entidad

aseguradora. Dichas mixturas se definen mediante la funcion de densidad:

e S

- < ] 2ol
f(x)=Y p e (IIL12)
,z_;: oN2r

El nimero de pardmetros a estimar en este caso es 3¢: ¢ proporciones de la

mixtura ( p,, p,...., p, ), ¢ medias de las distribuciones componentes ( i;, i4,,..., 4.) ¥y ¢

desviaciones tipicas (&,,7,,..., 7, ).

La estimacion de los pardametros mediante el método de los momentos requiere

plantear un sistema de 3¢ ecuaciones, obtenidas al igualar los correspondientes

H

momentos muestrales respecto a la media (V, =—Z( x,—X)"} a los momentos
i=]

tedricos (v, = j(x—,u)’ - f(x)-dx , donde ues la esperanza de la mixtura).

En el caso en que existen unicamente dos componentes, mediante un algebra
bastante complicada, Cohen (1967) demuestra que el sistema de seis ecuaciones (cinco
sise considera p, =/—-p, %

po,+(l-p)o,=0
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p(o] +8)+(1-pj-(c;+8;)=V,

p(38,0]+8, )+(1-p)- (38,6 +5; )=V,

p(3c] +65]8 +8] )+(1-p)-(3c] +6016; +5] )=V,
p(150,8, +100]6; +8] )+ (1—p)-(15536, + 1005 +5; )=V,

siendo &, =(, —p), k=12

9
se puede reducir a un polinomio de grado nueve, Za,u' ={), cuyos coeficientes son:
i=f

dy, = 24 as :0
a, = 84k,, a, =36V},
a; = 90k] +72Vk;, a, =444V k, - 18k?,

a, =288V, ~ 108V k k, +27k3,  a, =—(63V kI +72Vik, )y

a,=-96V}lk, y a, =-24V/

y donde ky y ks vienen dados por k, =V, 3V} y k, =V, - 10V,V,

Si existe una solucion del sistema anterior de cinco ecuaciones, esta se puede

deducir a partir de una raiz real negativa # del polinomio de grado 9. Las estimaciones
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de las medias de ambas componentes (&, y &,) son las raices de la ecuacion

ki

5 —8Vil® + 3k + 6V kgt 2V,

20° + 3k + 4V

S+u=0,con &=

:5!81

A partir de dichas medias se obtienen las estimaciones de [os cinco parametros

de la mixtura de la siguiente forma:

b,=X+0,

f*‘z:f*‘ 42

- ] ~ 2’\ V Lo

6] == ,[ f”~—f)+Vg—5;
3 u u

Como se observa en el desarrollo anterior, las operaciones son bastante
complicadas. Ademas, si se consideran mixturas de mas de dos componentes son
necesarios momentos de orden superior a ocho y el sistema de ecuaciones resultante es
bastante dificil de resolver con una precision aceptable. Es por ello preferible utilizar el
método de maxima verosimilitud que maximiza el logaritmo de la funcion de

verosimilitud:
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(x-u )
n 5 7 ﬁ—‘
LOX" . pt, 0,0, )= Y lo R
Hpves He O ) ;Zf: g ;p - o

de forma sencilla mediante el algoritmo EM al igual que en los epigrafes anteriores.
Las formulas que se aplican en la estimacion del coste total son parte de las utilizadas
en ¢l coste de los siniestros, dado que la distribucién normal se puede incluir en la

mixtura que modela el coste:

Partiendo de los valores iniciales de los parametros

1] f] (i i i i {) . [ . - .
Q@Y =(p", L p Ll 60", ,6" ), cada iteracidn, a partir de estimaciones

de los parametros (@), se realiza en dos etapas. En el PASO E de la iteracion se
calculan las probabilidades “a posteriori” de que cada observacion pertenezca a las

distintas componentes:

(I _’u(m}/,
fm) / . 2f0'm)

R

(r #l‘m,‘)
£ B

] fmJ
fmp 4+ 2f a;
Zp’ fm) 2 €
o Vs

i=}

Pk x )=

=1, k=1_.¢

y en el PASO M se estiman los distintos parametros de la mixtura:

pi = ZP(””(k/x) k=1,..

H

> x,Plk/x,)
(rn+.f) 1=I

Hy

Jk=1,...cy
Plk/x,)

i=!
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> x{P(k/x;)
O_}:mh’j =+ =t _(ﬂ};mh’))} : kzj,...,C

Z":P(k/xjj
=i

Se repite la iteracion utilizando siempre las ultimas estimaciones de los

parametros.

El planteamiento tedrico desarrollado en este epigrate para algunas mixturas de
distribuciones concretas se aplica a continuacion a una cartera real. El concepto de
dichas distribuciones es bastante sencillo e intuitivo y la gran dificultad de las mismas
se encuentra en la estimacion de los parametros que puede simplificarse gracias a la

aplicacion del algoritmo desarrollado por Dempster y otros (1977).

A pesar de la complejidad del planteamiento inicial del algoritmo EM para
estimar parametros en problemas con datos faltantes, su aplicacion a efectos practicos
en el caso de mixturas de distribuciones resulta operativa y sencilla. Se demuestra con
esta aplicacidon como las distribuciones propuestas en todos los casos son vélidas para
representar al niimero, coste y cuantia total de los siniestros que tienen lugar en una

cartera de seguros.
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II1.2.4. ESTUDIO DE UN CASO

Para ilustrar la validez de las distribuciones tedricas explicadas en los epigrafes
precedentes se analiza la siniestralidad en una cartera de seguros multirriesgo hogar,
utilizando una base de datos cedida por una importante Entidad Financiera y
Aseguradora. Se aproximan las distintas variables que modelan la siniestralidad
(nimero de siniestros, cuantia de los mismos y coste total) por medio de alguna de las
distribuciones ecxplicadas en el capitulo anterior, la que mejor se ajuste, y como
alternativa a las mismas se buscan mixturas de distribuciones que mejoren esta

aproximacion.

Los datos originales de la Entidad Aseguradora, correspondientes como se ha
dicho a una cartera de seguros multirriesgo hogar, vienen desagregados en tres ficheros
con informacion referente a los siniestros: cuantia, fechas en que han temdo lugar, asi
como las fechas de firma del contrato y tltima renovacién de la péliza, con un total de

18.652 siniestros en el periodo comprendido entre 1990 y 1994,

Con esta informacion es posible conocer cuanto tiempo de vida tienen las
pélizas y el tiempo transcurrido desde la firma del contrato hasta que ha tenido lugar el
siniestro. Para tener informacion referida al maximo horizonte temporal posible, en un
primer andlisis de las pdlizas se obseﬁa que la mayoria (el 69% del total) tienen un
tiempo de vida superior a dos afios. Algunas de ellas (3%) no han sido renovadas

después del primer afio y el resto tienen una vigencia inferior a dos afios.
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En el analisis realizado nos centramos en ¢l momento en que ha ocurrido el
siniestro respecto a la fecha de origen de la pdliza (tiempo actuarial) durante un
periodo de observacién de dos afios que es ¢l que maxima informacion proporciona,

limitandonos a un total de 10.052 siniestros.

Se observa dia a dia el numero de siniestros ocurridos, el coste de los mismos y
la cuantia total. Se dispone de esta forma de 731 registros referidos al nimero y coste
total (el periodo real de observacién incluye un afio bisiesto) y, como ya se ha dicho,

10.052 referidos al coste individual de los mismos.

Respecto a la variable que modela el nimero de siniestros que han tenido
lugar cada dia durante el periodo de observacion actuarial de dos afios, suponemos que

sigue una distribucién de Poisson. Se estima el parametro A de la misma por el método

de maxima verosimilitud resultando la siguiente funcién de cuantia:

A 13.75"
Rl(l‘:]):P(U:n):_,e”’“ - e
n! n!

Al realizar los contrastes ¥° y G° de la razén de verosimilitud, en adelante
con un nivel de significacion del 5%, descritos en el epigrafe 111.1.4, se llega a la

misma conclusién de que dicha distribucién no es valida para aproximar el numero de

siniestros. En el contraste y’ se agrupan los datos en /8 intervalos para que la

frecuencia empirica en los mismos no sea inferior a cinco, resultando el valor critico

del Test K= y;,=26,30 que se compara con el valor empirico y°=179,71. Este
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resultado nos lleva a rechazar la hipdtesis nula de que el niimero de siniestros sigue una

distribucién de Poisson.

De igual forma, cuando se realiza ¢l contraste G’ de la razén de verosimilitud,

se disponen de 29 categorias (no es necesario que la frecuencia empirica no sea inferior
a cinco), resultando G’ =174,86>K= y3,=41,337, lo que nos lleva de igual forma a

rechazar la hip6tesis nula.

Sera por tanto necesario buscar alguna distribucién alternativa que modele
dicha variable, estudiando si una mixtura de distribuciones de Poisson, definida en

(111.8) mejora el ajuste anterior adaptandose a las observaciones:

e

P(u:n):i/l;I

= n!

Se realiza €l ajuste a una mixtura de dos, tres y cuatro componentes (¢=2,3,4),
estimando los parametros de las mismas por maxima verosimilitud mediante la
implementacién del algoritmo EM de la forma descrita anteriormente. Las
estimaciones resultantes, asi como el resultado de los contrastes de la bondad de ajuste,

se muestran en la siguiente Tabla:
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TABLA 111.1. ESTIMACION DEL NUMERO DE SINIESTROS ST ES UNA MIXTURA

DE DISTRIBUCIONES DE POISSON

DISTRIBUCION ESTIMACIONES CONTRASTE | CONTRASTE G’
y'(a=005)| (a=005)
’ - _ 2 _ ;.
P(Uzn)—,zf;’fme')" p,=06096 A, =112304 i =28,87 2l =41337
p,=03904 A,=176876 y°=2239 G?=3621
Plo=n)=S 7(3’ p,=00111 A, =41783 | »' =2630 | yi=41337
o p,=0,6567 A, =116987 ¥ =17.70 G? =30 46
p;=03322 A, =181632
Plo=n)= Z % L P=00162 A, =47148 | 4 <2368 | y1,=41337
o p,=03862 A,=114791 y’=1786 G?=27.66
p,=0,3841 A, =17,1667
p,=00135 A,=260058

Estos resultados indican que en todos los casos se puede aceptar la mixtura de

distribuciones para modelar el nimero de siniestros dado que y’<K y G’ <K. El

ajuste a una mixtura de tres distribuciones de Poisson mejora considerablemente el

ajuste a dos componentes. Sin embargo, cuando se aflade una componente mas, el

ajuste es similar al caso en que Unicamente se utilizan tres componentes. Es mas, en el

contraste y° de la razon de verosimilitud, la diferencia entre el valor del estadistico y

el valor critico del test es mayor en la ultima mixtura considerada. Por otra parte, ¢l

grado de complejidad de la funcion de cuantia aumenta al ser mayor el numero de

sumandos que aparecen en la misma.
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Por todo ello se considerara una mixtura de tres componentes de Poisson para

modelar el nimero de siniestros, con funcion de cuantia:

A .
P(v=n)= Zn_".e*% con parametros

3
b=t
p,=0,0111 A, =4,1783
p,=0,6567 A,=11,6987y
p,=03322  A,=181632

cuya representacion grafica es:

GRAFICO I1L3. FUNCION DE CUANTIA DEL NUMERO DE SINIESTROS

0,1 - P(u=n)

0,08 -
0,06

0,04 |
0,02
0 - } h faall)

0 2 4 6 8 101214 1618 20 22 24 26 28 30 32

n

lo que significa que, en un periodo de observacion unitario, el 63,67% del nimero de
siniestros ocurridos sigue una distribuciéon de Poisson con media /7,7 y el 33,22% una

distribucion de Poisson con media 18,16. El I,11% restante, que se puede considerar
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como datos andémalos dado su pequefio porcentaje y la diferencia existente con las

otras dos medias, sigue una distribucién de Poisson de parametro 4, /8.

Por tanto no es posible modelar ¢l nimero de siniestros ocurridos en la cartera
de pdlizas mediante una tnica distribucion de Poisson como se hacia en el capitulo
anterior. El parametro de la distribucién de Poisson no es tnico en un periodo de
observacion actuarial unitario. Sin embargo, se puede considerar que el numero de
siniestros se puede dividir en tres grupos diferentes y en cada uno de ellos, la
distribucién de Poisson que modela dicho nimero de siniestros tiene parametro
diferente al del resto de grupos. Se puede aceptar por tanto una mixtura de
distribuciones para modelar el nimero de siniestros sin que sea necesario estudiar
procesos de Poisson no homogéneos, que presentan una mayor dificultad que la

distribucidn propuesta.

Para determinar de forma teédrica la funcion de siniestralidad total es necesario
ademads cual es el coste de los siniestros que han tenido lugar en la cartera de pdlizas.
De la base de datos utilizada se considera una muestra aleatoria de 975 observaciones,
aproximadamente el /0% del total, lo que permitird estimar los parametros de la

distribucidn de probabilidad asociada a la variable coste.

En primer lugar, entre todas las variables aleatorias continuas validas para
representar el coste de los siniestros, distribuciones Gamma, logaritmico-normal,
Pareto, Weibull y exponencial, se analizan los graficos de proporciones acumuladas

que se presentan en el Anexo | (graficos V.6 a V.10). Dichos graficos comparan las
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proporciones acumuladas de la wvariable con las correspondientes proporciones
acumuladas proporcionadas por una distribucion de prueba. Si la variable seleccionada
coincide con la distribucidn de prueba, los puntos se concentran en torno a una linea

recta.

Se observa, comparando dichos gréificos, que las distribuciones logaritmico
normal y de Weibull podrian ajustarse al coste de los siniestros. Sin embargo, no
consideraremos tales distribuciones: la primera solo es valida para representar
variables con valores no nulos, se omiten los sintestros que han sido considerados
nulos 0 con coste cero por parte de la compaiiia lo que conduce a un pérdida
importante de informacion; la distribucién de Weibull es similar a la distribucion
exponencial en cuanto al ajuste realizado. Consideramos entonces una distribucion
exponencial dado que la estimaciéon de sus pardmetros es mas sencilla que la de
Weibull cuando forma parte de una mixtura de distribuciones. A partir de esta
distribucidn se generalizard la funcion de densidad afiadiendo nuevas distribuciones

hasta definir la mixtura adecuada.

Pues bien, suponiendo que el coste de los siniestros sigue una distribucion
exponencial de probabilidad, se estima el parametro de la misma por maxima
verosimilitud y se realizan los contrastes de la razén de verosimilitud obteniendo los

siguientes resultados:

h=X =_——7=3,661-10’5
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Contraste y°:r=71 y’=25422 K=89,39

Contraste G*: r=113, G* =362,78 K=137.70

Se llega a la misma conclusion con ambos contrastes de que el coste de los

siniestros no sigue una distribucién exponencial.

Se prueba si una mixtura de distribuciones exponenciales, definida en (1I11.10)
mejora ¢l ajuste anterior, estimando los pardmetros de la misma mediante la
implementacién del algoritmo EM EI resultado de dichas estimaciones, asi como los

contrastes de la bondad de ajuste, se muestran en la Tabla siguiente:

TABLA IIL2. ESTIMACION DEL COSTE DE LOS SINIESTROS SI ES UNA

MIXTURA DE DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES

DISTRIBUCION ESTIMACIONES CONTRASTE | CONTRASTE
ZZ (a=005) G {(a=005)

— -5
f(x):iphe'h’x p,=0,9345 h=4971-10 1 =7908 | 3713770
. — [

” -6
p,=0,0655 1,=7.687-10 ¥’ =16085 | G’=21807

3 h o= _ 1S

: y p,=05192 H=4971-10
f(x): pl’ J'e ;J -
=1 2, =0,4153 h2 :4}97]']0—3

p,=0.0655 h,=7.687-10°

Aunque las mixturas mejoran el ajuste a una unica distribucion exponencial, no
se puede aceptar que dicha distribucion modele el coste de los siniestros. Se observa
ademas que es lo mismo considerar dos componentes que tres porque las estimaciones

finales de los pardmetros coinciden al ser dos de las tres componentes la misma y
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coincidir la suma de sus proporciones con la proporcion de dicha componente en una

mixtura de dos distribuciones exponenciales.

Si se supone que existen un determinado nimero de siniestros cuyo coste sigue
una distribucién normal, se puede definir una mixtura de distribuciones normales y

exponenciales con funcion de densidad:

f(x) — =1 i=c +1

De nuevo se estiman los parametros de dicha distribucién para diferentes
valores de ¢; y ¢, aplicando el algoritmo EM de la forma descrita en el epigrafe 111.2.2,
y se realizan los contrastes de la bondad de ajuste. Los resultados de este analisis se

muestran conjuntamente en la siguiente Tabla:
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TABLA 111.3. ESTIMACION DEL COSTE DE LOS SINIESTROS S1 ES UNA

MIXTURA DE DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES Y NORMALES

DISTRIBUCION ESTIMACIONES CONTRASTE CONTRASTE
7 (@=005y| G (a=005)
f(x)=phe™ + p,=0,6136  h =2724.10" X =79,08 | x[,=137.70
ot C% p,=0.3864 1, =12410,09 | 4 =[4003 | G =24634
o2 o,=6.144,19
fix)=phe™ + p=04401  h,=2259-10" 75=6983 | y},=137.70
+ip,- ! C{—Zf,'zi p,=0.2704  1,=807523 7’ =87,05 G’ =180.64
<o o,=3.31416
p,=0,2895  u,=19.540,26
g,=7.637
Ff(x)=phe™ + p,=0.2575  h,=1673.107 21,=6867 | x1,=137,70
*iP: ] e%,;fiu p,=0,3390  1,~7.588,08 17=8406 | G =147,09
= oo 0,=3.73811
p;=0,2804  u,=18380,64
o,=6.413,72
p,=01231 p,=34.107,24
o,=11.530,90
f(x)zipfhle_h‘u p,=0,7186  h =4,438-10" x5 =7331 xf,2:137,70‘
T | Pa00629 =7.601-10" | '=9449 | G=174,52
o :,/%e__?g? | p,=0.2185 4, ~13.067,62
G, =5.465,80
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TABLA IIL3. (Continuacién)

DISTRIBUCION ESTIMACIONES CONTRASTE CONTRASTE
7 (a=005)| G la=005)
F0)=Y pete e P09 =ALSTA0T A, =66.39 | iy =137.70
4 . | P2O0BSE B =7.690-107 | P=6462 | G =13641
> p Lo | 5, =0.1670 1, ~8.533,45
o o,=2.546,50
p,=0,1802 1, =19.143,83
o, =6.294,42
f(x):ip,h,e*’m p,=0.5346  h,=4260-107 | 32.=59.30 | z},=137,70
i "”’1 s p,=0,0706  h,=8,093-10° ¥ =5291 | G'=13273
+>.p, e | p,=0.1775 u,=8.398,90
3o o,=2.56164
p,=0,1677 1,=17.997,37
0,=5489,31
p; =0.0496 11, =31.014,75
a,=8.491,57
)= phetr e |PrTOHE W=A2IT0T 20048 | iy =137.70
6 ! | p,=0,0695  h,=8,032:10° | x*=51,75 | G*=126,004
+>p, e 7 | p,=01779 u,=842579
5ol 0,=2.569,98
p,=01817 u,=18.49010
o,=5.627.08
p,=0.0077 1, =28.204,44
o, =34,62
p,=0.0221  u,=37.080,50
o, =4.180,97
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TABLA 111.3. {Continuacién)

DISTRIBUCION

ESTIMACIONES

CONTRASTE
¥’ (a=005)

CONTRASTE
Gl (a=005)

3
f(x)=2 phe ™ +
i=1
1 _(x—,u‘j"
+ plond
P o2

p,=0,3474
p,=0.3713
p, =0,0628

p,=02185

h,=4,438-107
h,=4,438-107
h,=7,601-107"
u,=13.067,62
o,=5.465,80

i
—h,)
f(x)=> phe™ +
=1
3 _(x—,u,):

+ e
; b oN2r

p,=0.2947
p,=0,2945
p, =0,0637

p,=0,1670

p;=0,1801

hy=4,157-10"
h,=4,157-107
h, =7,690-10""
1, =8.533,45
o, =2.546,50
u;=19.143,83
T, =6.294,42

p,=0,3868
p,=01478
p,=0,0706

p,=0.1775

ps=01677

p, =0,0496

h,=4,260-10"
h,=4,260-10"
h,=8,093-107"
1, =8.398,90
a,=2.561,64
p;=17.997,37
o, =5489 31
4, =31.01475
o, =8.491,57

Se observa en primer lugar que una mixtura de dos componentes normales y

dos componentes exponenciales, en la que existen diez parametros, se puede aceptar
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1. Mixturas de distribuciones

como valida para modelar el coste de los siniestros de la cartera de seguros. Afiadiendo
una componente exponencial la estimacién es idéntica a la anterior (dos componentes
exponenciales se convierten en una unica) y con otra componente normal, estimando

i ., o oyn 2 ?
trece parametros, la mejoria es notable: los estadisticos y° y G° decrecen de forma

considerable.

Definiendo una mixtura de dos distribuciones exponenciales y cuatro normales
es necesario estimar dieciséis parametros, frente a los trece anteriores, complicando
bastante la funcion de densidad, aunque dicho ajuste se pueda aceptar como valido.
Ademas, se observa que una de las componentes normales aparece con una proporcion

del 0, 77%, casi despreciable.

Como consecuencia del anélisis realizado se puede afirmar que el coste de los
siniestros sigue una distribucion de probabilidad compuesta por dos distribuciones

exponenciales y tres normales, con funcion de densidad:

(x-pi )

Lot ’
“  con parametros

2 3 ]
f(x)= e 4 =g
;p ;p oN2r
p;=0,5346  h,=4,260-107 (u, =24.053,39)
p,=0,0706  h,=8,093-107 (u,=130.032,33)

P, =0,1775  11,=8.398,90 o,=2.561,64

p,=0,1677 u,=17.997,37 o,=5.489,31
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ps=0,0496  11,=31.014,75 o,=8.491,57

y representacion grafica:
GRAFICO 11L4. FUNCION DE DENSIDAD DEL COSTE DE LOS SINIESTROS
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Se deduce de la expresion anterior que el coste de todos los siniestros ocurridos
no se puede ajustar a ninguna de las distribuciones continuas clisicas. Sin embargo, si
se separan los siniestros en cinco grupos diferentes, es posible definir ¢n cada uno de
ellos una distribucion de probabilidad diferente. En dos de los grupos el coste se
distribuye de acuerdo a una ley exponencial y en los restantes s¢ distribuye segin una
ley normal. Las medias y varianzas de las distribuciones resultantes son diferentes. Por
lo tanto, se puede afirmar que en algunas situaciones practicas, las distribuciones

clasicas de probabilidad no son validas para modelar de forma adecuada el coste de los
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Il Mixturas de distribuciones

siniestros. Sera necesario en este caso definir mixturas de distintas distribuciones

componentes que si representen de forma adecuada el fenémeno estudiado.

Por ultimo veamos cual es el coste total que debe pagar la entidad aseguradora
respecto al conjunto de las pélizas cuya responsabilidad asume. Aplicando el Teorema
Central del Limite, dado el elevado numero de observaciones disponibles, este coste es
aproximadamente normal y, estimando sus parametros por el método de maxima

verosimilitud, la funcién de densidad resultante es:

J (x-35840404)°
(x)= 221499495
fx) 214.994,9542n

Sin embargo, esta aproximacién no puede ser aceptada como valida puesto que

en los contrastes y’ y G’ de la razén de verosimilitud resulta y?=215,86>K=44,99 y

G?=27911>K=67.50, respectivamente, tal y como se muestra en la tabla 3 del

Anexo.

Veamos por tanto si una mixtura de componentes normales mejora el ajuste
pudiéndose aceptar como la distribucion de la cuantia total con la siguiente funcién de

densidad:

Se han estimado mediante mdxima verosimilitud aplicando el algoritmo EM,

igual que en casos anteriores, los pardmetros para dos, tres, cuatro y cinco
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1L Mixturas de distribuciones

componentes {¢=2,3,4,5) y, en vista a los contrastes de bondad de ajuste realizados,

cuyos resultados se muestran conjuntamente en la siguiente Tabla:

TABLA 1I1.4. ESTIMACION DEL COSTE TOTAL SI ES UNA MIXTURA DE

DISTRIBUCIONES NORMALES

DISTRIBUCION ESTIMACIONES CONTRASTE | CONTRASTE
yi(a=005) G (a=005)
L | b 08039 1y =291.567.22| 1L —4256 | xiy=67.50
109=2.p o2r o, =12826451| =5521 | G'=7293
p,=0,1961 u,=632.319,38
o, =273.670,66
; / J_*;_:J_;)i P =0,0686 1, =341.036,001 43 =3889 | y2,=67.50
f(x)_gp'a.@e o, =14.211,19 | 4*=117898 | G* =815.23
p,=0,9253 u,=539.058,82
o, =203.665,11
p,=0,0061 11, =408.959,81
&, =886,90
‘ ; J % p;=0,1033 p,=119.558,50| 43,=33,92 | 41 =67.50
f(x)ﬁ;p’ o2 0,=4219210 | 7=2463 | G’ =3480
p,=0,3979 u,=251.879.21

p,=0,3953

p,=0,1035

o,=76.54316

, =422.464,18
o, =129.807,96
, =761.444,54

o, =281.351,8]
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TABLA IIL4. (Continuacién)

DISTRIBUCION

ESTIMACIONES

CONTRASTE
¥ (a=005)

CONTRASTE
Gl (a=005)

= e

_f(x)ZZ:P, O',-\/E

w
2a;

—

p,;=0,1065 u,=118789 35

o, =42.250,12

p,=0,3923 =249.138,24

H;

o, =74.432,00

ps=0.3882 p,=416.146.38

[

=120.521,87
p,=01075 =732.278.36
=215.561,60
ps=0,0055 u,;=140945839

o,=97.301,03

x5 =2887 | xi=67.50

y°=2390 | G’=3137

se observa que una mixtura de dos distribuciones normales mejora la aproximacion

normal, empeorando notablemente la misma si se consideran tres componentes. En

ambos casos dicha distribuciéon no se puede aceptar como la distribucién de la

siniestralidad total.

Las mixturas de cuatro y cinco componentes se pueden admitir para representar

el coste de todos los siniestros que tienen lugar en un periodo de observacidn unitario.

El ultimo caso no presenta gran diferencia respecto al anterior y, ademas, una de las

componentes aparece con una proporcion apenas apreciable (0,55%). El nimero de

parametros en dicha mixtura es de quince, lo que dificulta la expresion de la funcion de

densidad,
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Por tanto se considerard que el coste total de los siniestros en el periodo de
observacion unitario es una variable aleatoria cuya funcion de densidad se compone de

cuatro distribuciones normales:

(x=u, f

f(x)= z p, L o, Cuyos pardmetros son

i=f G’rv27[

p,=0,1033  p,=119.55850  ©,=42.192,10

p,=0,3979  u,=251.879,21 o,=76.543,16

p,=0,3953 u,=42246418  o,=129.807,96

p,=01035 u,=761444,54 o,=281.351,81

cuya representacion grafica es:

GRAFICO IIL5. FUNCION DE DENSIDAD DE LA SINIESTRALIDAD TOTAL
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I Mixturas de distribuciones

Como se deduce del analisis realizado, el problema de buscar aproximaciones a
la distribucién de la siniestralidad total se simplifica cuando se consideran mixturas de
distribuciones normales. La ventaja de este método sobre los métodos clasicos del
Capitulo IIT es la facil implementacién del algoritmo utilizado en la estimacion de sus
parametros, lo que conduce a una mayor rapidez en la obtencion de los resultados.
También es mas intuitiva la expresion de la funcidn de densidad: por ser una
generalizacion de la aproximacién normal se observa como el coste de los siniestros se
puede separar en cuatro grupos diferentes, en cada uno de ellos la distribucion de

probabilidad asociada al coste total es una distribucidon normal.

Se ha demostrado con este caso real que, las mixturas de distribuciones, ya sea
de componentes de la misma familia o de distinta familia, mejoran de forma
significativa el ajuste de las distintas variables que intervienen en la siniestralidad a
distribuciones cldsicas como son la distribucion normal, de Poisson o la exponencial.
La dificultad de la estimacidn de los parametros de las mismas se puede simplificar si
se aplica el algoritmo EM, diseflado para problemas con datos faltantes, adaptandolo a
cada problema en concreto. Este algoritmo es de sencilla implementacién, incluso en

una hoja de caleulo, definiendo macros adecuadas.

Ademas, se simplifica el complejo problema de estimacion de la siniestralidad
total. Para construir de forma tedrica dicha distribucion, como se explico en el Capitulo

I, es necesario plantear hipétesis sobre la distribucion del nimero de siniestros. La
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I Mixiuras de distribuciones

aplicacion de mixturas de distribuciones no requiere hipotesis sobre dicha distribucion,
pudiéndose aplicar por tanto, con independencia de la distribucién de probabilidad

asociada al nimero de siniestros.
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IV.2.1. Métodos clasicos
1V.2.2. Otros métodos no estocasticos
IV.2.2.1. Proyeccién de estimaciones fisicas
IV.2.2.2. Pagos por unidad de riesgo
IV.2.2.3. Pagos por siniestro finalizado

IV.2.2.4. Método de Reid
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1V.3.1.4. Método de Reid

1V.3.2. Otros métodos estocasticos
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V. Métodos de cdlculo de la provisidn para prestaciones

IV.1. INTRODUCCION

El problema de la solvencia y, en particular, la solvencia dindmica, como ya se
indicé con anterioridad, es de especial importancia para la empresa de seguros por la
naturaleza de las prestaciones que realiza el asegurador. El asegurador se compromete
a indemnizar al asegurado y para ello, debe contar con reservas suficientes. La
solvencia dindmica recoge la capacidad de prever desviaciones que se produzcan como
consecuencia de fluctuaciones aleatorias sufridas por la siniestralidad, o por la gestion
de la entidad aseguradora, y estudia la capacidad de hacer frente a las obligaciones

conforme se vayan presentando.

Para ello es necesario que la empresa conozca de la mejor forma posible el
gasto al que tiene que enfrentarse en el futuro por siniestros ya ocurridos. Ello le
permitira, ademas, determinar qué gastos resultan imputables a un determinado

gjercicio aunque se presenten en el siguiente.

Una garantia mas que permite establecer la solvencia dindmica es el
conocimiento de la distribucién de siniestralidad en un ambiente dinamico,
generalizando las expresiones estudiadas en capitulos anteriores. Esta distribucion
juega ademds un papel fundamental en el calculo de las provisiones técnicas. Las
provisiones técnicas, reservas especificas de la actividad aseguradora, se constituyen en
la fecha de cierre de un gjercicio econdmico y recogen la parte de gastos pendientes por

siniestros ocurridos en el ejercicio.

La motivacion del presente Capitulo es el estudio, en particular, de la provision
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1V, Métodos de calculo de la provision para prestaciones

para siniestros pendientes. Como se ha indicado en el Capitulo | agrupa la provisién
para siniestros pendientes de declaracion (I.B.N.R.) y la provision para siniestros
pendientes de pago o liquidacion (LB.N.E.R., R.B.N.S. o LB.N.F.R.) ya que ¢l nuevo
Reglamento de Ordenaciéon y Supervision de los Seguros Privados (Real Decreto
2.486/1998, de 20 de Noviembre) deja abierta la posibilidad de la utilizacion, por parte
de las Entidades Aseguradoras, de métodos estadisticos para el calculo de la provisién
contrastando el resultado de los mismos con el método individual definido en el

Reglamento, al menos durante un periodo de cinco afios.

El método individual de calculo consiste, como su nombre indica, en la
determinacidn de la Provision Técnica para Prestaciones como suma de las cuantias en
las que individualmente se valoran los siniestros o prestaciones pendientes de
liquidacién o pago. El apartado primero del articulo 40 del Reglamento, referente a la
provision de prestaciones pendientes de liquidacion o pago, establece que “incluira el
importe de todos aquellos siniestros ocurridos antes del cierre del ejercicio y
declarados hasta el 31 de enero del afio siguiente, o hasta treinta dias antes de la
formulacion de las cuentas anuales, si esta fecha fuera anterior”. Se incluye en esta
provision los gastos externos originados por la liquidacidn de los mismos, los intereses
de demora y las penalizaciones legalmente establecidas en las que haya incurrido la

entidad.

El articulo 41, en su apartado primero establece que la provision para siniestros
pendientes de declaracion recogera el importe estimado de los siniestros ocurridos

antes del cierre del ejercicio no incluidos en la provision de prestaciones pendientes de
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1V. Métodos de cdilculo de la provision para prestaciones

liquidacion o pago. Unicamente en el caso de que la entidad no disponga de métodos
estadisticos para el calculo de la provision o los disponibles no sean los adecuados,
debera determinarse esta provision multiplicando el nimero de siniestros no declarados

por el coste medio de los mismos, estimando ambos de la manera siguiente'”:

El nimero N de siniestros pendientes de declaracién se calcula mediante la

igualdad:

_ N.'—f +N:-—J+Nr—3 P
" P L,+P 4P '

! 4 -3

N

siendo ¢ el ejercicio que se cierra, ¢-/, {-2 y t-3 los tres ejercicios inmediatamente

anteriores y P las primas devengadas.

El coste medio C de los siniestros no declarados se determinarda mediante la
igualdad:

v Cr—i + Ct—2 +Cr~3 Q
t ]
Qr-.’ +Q(—2 + Qr—j

donde ¢, t-1, -2 y 1-3 tienen el mismo sentido que antes y Q es el coste medio de los

siniestros ya declarados.

Los datos relativos al nimero y coste medio de los simiestros no declarados de
gjercicios anteriores seran los conocidos por la entidad a la fecha de calculo de la

provision con lo que la informacion utilizada para efectuar los calculos deberd

2 Tal y como se establece en el apartado segundo del Articulo 41 del nuevo Reglamento de Ordenacion ¥
Supervision de [os Seguros privados
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actualizarse anualmente.

El reglamento indica ademas que cuando la entidad carezca de la necesaria
experiencia descrita anteriormente, dotard esta provision aplicando un porcentaje del
cinco por ciento a la provision para prestaciones pendientes de liquidacion o pago del

seguro directo y del diez por ciento en el caso del reaseguro y coaseguro aceptados.

Los métodos globales de cdlculo por el contrario, como se ha comentado
anteriormente, consideran la cartera de siniestros de cada ramo o modalidad como un
todo y trabajan con la experiencia estadistica de la misma para inferir conclusiones
respecto a la siniestralidad pendiente de liquidacion por parte de la Entidad

aseguradora.

Existen diferentes clasificaciones de estos métodos. Siguiendo a Vegas
Montaner (1999) se pueden clasificar en mérodos Estadisticos y Estocdsticos. Los
primeros utilizan métodos frecuentistas y, al contrario que los segundos que utilizan
métodos probabilisticos, no permiten estimar un intervalo de confianza en torno al
cual, y con un determinado nivel de probabilidad, se mueve el verdadero valor de la

variable a estimar, en este caso la provision

La mayoria de los métodos sirven para el calculo de las IBNR y de las IBNER
conjuntamente, tanto para el seguro directo como para el reaseguro, como el método
chain ladder. Otros, como el modelo probabilistico de Biilmann, sirven para el calculo
de ambas provisiones para el seguro directo, o para el calculo de las IBNER

unicamente en seguro directo como el método de separacion de Taylor,
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El Instituto de Actuarios Britdnico, en el manual Claims Reserving Manual,
hace un recorrido exhaustivo por los distintos métodos de calculo, clasificandolos en
dos grupos segin la complejidad del algoritmo, el primero dedicado a métodos simples:
loss ratios, link ratios, etc. y el segundo a métodos avanzados: modelos estocasticos

chain ladder, modelo exponencial run-off, método de Reid, etc.

Taylor (1986) describe la metodologia para aproximar el andlisis de la
siniestralidad en tres fases diferenciadas realizande una clasificacién de los modelos en

cada una de estas fases.

En la primera se construye el modelo, representando el proceso de riesgo
mediante una estructura paramétrica, de forma tedrica, siendo @ el vector de

parametros incluidos en el modelo.

La clasificacion en esta fase se realiza usando diferentes niveles. El mayor nivel
de clasificacion es la distincidn entre modelos estocdsticos y modelos no estocdsticos,
segun la naturaleza estocastica del proceso de siniestralidad. En los ultimos el error
estocdstico se omite y no es posible realizar un estudio sobre la calidad de los datos,

del modelo o incluso del efecto de los siniestros extraordinarios.

El siguiente nivel diferencia entre macro modelos, que consideran la totalidad
de la siniestralidad y micro modelos, que trabajan al nivel de siniestros individuales.
Resefiar en este punto que no tiene sentido hablar de micro modelos no estocésticos
aunque se pueda tratar los siniestros de forma individual ignorando la naturaleza

estocastica del proceso.
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En los niveles intermedios de clasificacion se trata de establecer cuales son las
variables dependientes del modelo. De esta forma se pueden considerar como tales el
numero de siniestros, los pagos realizados de los mismos o las cuantias de todos los
siniestros ocurridos. No tiene sentido incluir el nimero de siniestros como variable
dependiente en los micro modelos puesto que estos trabajan a nivel individual de

siniestros.

Por ultimo, el menor nivel de clasificacion se refiere a las variables explicativas
inclutdas en el modelo. Se pueden incluir en el mismo variables como nimero de
expuestos al riesgo, cuantia media de los siniestros, nimero de siniestros finalizados,
inflacién, tiempo (real u operacional) transcurrido desde la ocurrencia del siniestro,
velocidad de finalizacion de los siniestros, cuantia total de los siniestros respecto del
afio de origen, afio de origen, coste de cada siniestro, pagos parciales realizados hasta
una fecha determinada, numero de pagos realizados para cada siniestro, efecto de la

estacionalidad, etc.

Una vez construido el modelo tedrico, en la segunda fase, se estiman los
parametros incluidos en el mismo y se estudia de alguna forma cual es la bondad de

ajuste del modelo. Se denota por & a la estimacién de dichos parametros.

La primera divisién entre los modelos para estimar siniestros pendientes es
aquella que distingue entre modelos estocdsticos y no estocasticos. La diferencia entre

estas dos clases es tan amplia que implica diferentes métodos de ajuste.

En cuanto a los modelos estocdsticos, dado que existen hipdtesis respecto a
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distribuciones de probabilidad, se puede ajustar el modelo a los datos de acuerdo con
alguna técnica considerada, en cierto modo, como éptima. Por ejemplo el método de

minimos cuadrados o el de maxima verosimilitud.

En los modelos no estocasticos no se considera el término de error (estocastico)
y la estimacion de los pardmetros del mismo se basa en la resolucion algebraica de un

sistema de » ecuaciones, siendo » el numero de pardmetros a estimar,

La esperanza, varianza, ctc. de los siniestros pendientes son funciones de los
parametros incluidos en el modelo: f(w). La prediccion consiste en, una vez
estimados los parametros de modelo y ajustado éste a los datos disponibles, estimar las
funciones mas relevantes de estos parametros, lo que constituye la tercera y ultima fase

de la metodologia para aproximar la siniestralidad.

Asi, por ejemplo, st f(@) es el valor esperado de los siniestros pendientes, se

trata de encontrar la mejor funcion f (@) que se ajuste a la definida anteriormente. Tal
funcion no es simplemente f{@ ). Se deben estimar tanto los parametros incluidos en

el modelo como las funciones de dichos parametros.

En general existen tres métodos diferentes de proyeccién’ como se puede
estudiar en la obra de Taylor (1986): el método de la razdn, el método de pagos futuros
directos y ¢l método de pagos totales. Los dos primeros son los mas utilizados en la
practica. Los tres métodos se aplican una vez que el modelo se ha ajustado, de alguna

forma, a los datos disponibles.
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En el método de pagos futuros a partir del modelo y de las estimaciones de sus
parametros se estiman directamente los pagos futuros de los siniestros ocurridos. Este
método no tiene en cuenta las posibles desviaciones que puedan existir entre los datos
reales que representan los pagos ya realizados y aquellos que se reflejan en el modelo,
ignorando por tanto dichas desviaciones en las estimaciones que se realizan respecto a

los pagos futuros. Se denota por 77, a la estimacion de los siniestros pendientes en el

afio b con origen el afio /.

El método de pagos totales supone que cualquier desviacion que pueda
producirse en el pasado se verd compensada en el futuro. La estimacion de siniestros

pendientes es en este caso:

donde ¢, denota el valor de ¢, ajustado por el modelo.

El método de la razon se basa en una hipdtesis opuesta a la del método
anterior: si en el pasado se ha producido una desviaciéon de los datos respecto al
modelo en un porcentaje determinado, se mantendra en el mismo porcentaje para el
futuro. De esta forma los siniestros pendientes se calculan en primer lugar de acuerdo
con el método de pagos futuros ajustandose después mediante la razén de los pagos
actuales del modelo. De acuerdo con este método la estimacidén de siniestros

pendientes es:
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7=
i

PSF: :j%.'b_

M=
Ty
e

.
n

La mayoria de los métodos de calculo se basan en la informacion histérica de la
Compafiia Aseguradora respecto del pago de los siniestros, representada en el llamado
Tridngulo de siniestros o tridngulo run-off. El triangulo de siniestros, como comenta
Vegas Montaner (1993), debe su nombre a la representaci(’)n de las cuantias de los
siniestros se hace de forma matricial, es decir, recogiendo dos caracteristicas como son
el aino de ocurrencia del siniestro (i) y el afio de pago (). La informacioén se va
reduciendo conforme los afios son cada vez mas recientes y de ahi que la matriz tenga
forma triangular, representando la dltima diagonal los datos de pago del Gitimo afio

considerado.

El triangulo de siniestros mds habitual es el que recoge informacion sobre los
pagos acumulados de todos los siniestros, aunque la variable que aparece en las
diferentes posiciones de la matriz puede ser también la razén de pagos, nimero de
siniestros, pagos por expuesto al riesgo, pagos por siniestro finalizado, etc. La

representacion de los datos es de la siguiente forma:
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Afo de origen Afio de pago
o notificacion
0 I j k-1 k
) aoo oy g - Ao k-7 Aok
! aio ay ap; Qs
i ain 4351 aj
k-1 k1,0 iy g
k i

Si ay representa la cuantia total de los siniestros ocurridos (o notificados) en el

aiio i, pagados hasta el afio j y se denota por a,.. la siniestralidad total de afio i-ésimo, la

provision para siniestros pendientes del afio i, al final del afio & (PSP))es:

PSPI = aluo _al.k'l

Siendo el total de la provision al final del afio k:

,n( k
PSP=) PSP =Y (a,-a,.)
i={ i={

La finalidad de los métodos de calculo de provisiones para siniestros pendientes

es estimar la cantidad a:., basandose en distintas hipotesis segin el modelo utilizado

COmo Se expone a continuacién.
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1V.2. METODOS NO ESTOCASTICOS

1V.2.1. METODOS CLASICOS

Los métodos del coste medio del siniestro vy del tiempo medio de liquidacion
son, quiza, los mas elementales de todos los métodos utilizados para estimar las
provisiones para siniestros pendientes. Ambos consisten, siguiendo a Vegas Montaner
(1993) ¢ a Gil Fana (1995), en agrupar los siniestros en /4 clases homogéneas (es decir,
de escasa dispersion dentro de las mismas), para estimar en cada una de ellas el coste

de los siniestros pendientes.

El primero considera el coste medio de un siniestro por afio de ocurrencia i en

cada clase j (¢, ), el nimero de siniestros ocurridos ( n, , por afio de ocurrencia i y clase

J) en tramitacion al cierre del ejercicio y el tanto de interés utilizado ( &, , normalmente

i*
tasa unitaria de inflaciéon, correspondiente al afio de ocurrencia i y a la clase j),
calculando la provision para siniestros pendientes supuestos £ afios de ocurrencia
cOmo:

k
PSP = Zicﬁn” (I+a,)

i=1 j=1

El segundo se basa en la hipdtesis de que existe cierta correlacion positiva entre
el tiempo que tardan en liquidarse los siniestros y la cuantia de los mismos. Es decir,
que a mayor duracion en la liquidacion del siniestro, mayor coste comportara el

mismo. Se calcula la provision para siniestros pendientes de la siguiente forma:
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h
PSP=Y a'-t’
j=!
donde a’ es el importe total de los siniestros pagados en el ejercicio en la clase j y ¢/
el tiempo medio de liquidacion en la clase j-ésima, que se calcula a partir del nimero
de dias desde que ocurre cada siniestro i-éstmo de cuantia ¢, hasta su pago (#) como la

media ponderada:

e
po==
M
P

i=1

Otro de los métodos clasicos para el calculo de provisiones, y quiza el primero
aplicado al andlisis del tridngulo de siniestros es el método chain-ladder. Existen
multiples trabajos sobre este método como los de Clarke y Harland (1974), Skurnick
(1973) o Kramreiter y Straub (1973}, siendo ademas uno de los mas sencillos y con

mas variantes, por ejemplo la de Berquist y Sherman (1977) o van Eeghen (1981).

El método se basa en las hipotesis de ausencia de factores exdgenos como la
inflacion, cambio en la razon de crecimiento de los fondos, distribucidn del retardo en
la notificacion, etc. y en la estabilidad en la distribucién temporal de los pagos de los
siniestros a lo largo del tiempo. Bajo estas hipotesis, las columnas del tridngulo de
siniestros, que representan la cuantia acumulada al j-ésimo afio de tramitacion de los
mismos, son proporcionales, definiendo los parametros de proporcionalidad y

estimando los mismos de la siguiente forma:
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k—(j+i;
a a:,,'+.f
— g — =
;= a M=)
¥ a
4
i=0
M, = Yo M}_ =Y
ah’ a!’f
verificandose ademas:
-~ k—] A
M = m (M V.1
J i k

f=

donde m; representa la razén de proporcionalidad entre la cuantia total de los siniestros
J
pagados en un afio y el inmediatamente anterior y A la razén de proporcionalidad
g y A p

entre el coste total de los siniestros ocurrides en un afio determinado y la cuantia

pagada hasta el ultimo afio. El factor [\2{}. permitira obtener la provision para siniestros

pendientes del afio i-ésimo al finalizar el j-ésimo afio de tramitacion como:
PS‘PU =y, _aq ZGU(MJ _j):a,}-(mj ‘m‘}-” 'f?’iﬁ"2 s “]) .

Sila diferencia entre m, y I es despreciable a partir de un valor K determinado,

entonces:

K

PSP, =a ([ [m 1)

k=j

Dada la relacion (IV.1), para estimar A;[j es suficiente estimar el coste total de
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los siniestros para ¢l primer afio de origen incluido en el tridngulo de siniestros, a,_ .

El primer afio incluido en el tridngulo es el que contiene mayor informacion,
aunque no completa porque si asi fuera no seria necesario constituir provision alguna, y

la cola q,, —a,, es menor que en ¢l resto de afios. Tal cola puede estimarse de tres

formas posibles, como comenta Vegas Montaner (1999). obteniendo asi una

estimacion de g, : mediante experiencia propia de la Entidad referida a afios

anteriores completamente liquidados, con un minimo de estabilidad temporal en el
comportamiento de las magnitudes como para que los datos puedan ser utilizados a
efectos de estimacién; mediante experiencia de mercado y mediante métodos
estadisticos de estimacion como estimacidn potencial, exponencial, exponencial

suavizada, etc.

El método anterior es vélido también st se acepta la influencia de la inflacion,
manteniendo el resto de hipétesis. En este caso, el analisis se hace en unidades
monetarias de un afio base determinado, u. Utilizando los resultados anteriores se

determinard la provision en unidades monetarias del afio considerado.

Una variante del método chain ladder, planteada por Truckle (1978), consiste
en considerar en cada afio de tramitacion estimaciones del coste de todos los siniestros
del afio i {coste incurrido), en lugar de la cuantia pagada: i, =a, +o

p donde o, es la

if 2
estimacion al finalizar el afio j-ésimo de tramitacién, de la cuantia pendiente de los

siniestros del afio i. Los pardmetros de proporcionalidad que permiten estimar la

provision se determinan de la misma forma que en el método chain-ladder clasico,
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calculando la razon entre la suma de dos columnas consecutivas del triangulo de

sintestros.

Otro de los métodos clasicos, basado en la hipdtesis de estacionaridad en la
distribucion de pagos, es el método grossing-up (Gil Fana (1995)). Se pueden calcular
los porcentajes del total de los siniestros pagados en cada afo de tramitacion a partir de
una estimacioén de ap. (coste total de los siniestros ocurridos el primer afio incluido en
el tridngulo) obtenida utilizando datos contables de la entidad respecto a periodos
anteriores o por alguno de los métodos descritos anteriormente. Sea por tanto P; el
porcentaje del total de siniestros pagado en el afio i-ésimo de desarrollo, obtenido

COmo:

donde &, se estima, como se ha comentado, utilizando datos histéricos de la entidad

aseguradora o mediante algin método de estimacién estadistica. La estimacion del total

de siniestros para el resto de afios sera:

- _ a‘i‘k-] - _ a.?,h.—.? ~ _ a_“__; - . ga'rﬁ
Jon L] 2w T ] ajm - FRRRE a,'w; -

] k-1 PJ(—Z PI( 3 ID(J

Siendo la provision para el afio i al finalizar el afio £:

PS‘RR = arno .-al,.i(-i
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El método link ratio calcula en primer lugar la razén que existe entre la cuantia
pagada en dos afios consecutivos definiendo los /ink ratio, que permiten pasar de la

columna; a la columna j+1 como:

1 = af,_j+1

)

obteniendo A4,, (para pasar de la columna primera a una estimacion de la provisién) a

partir de una estimacion de a,, :

Se trata ahora de definir factores de proyeccidn que permitan estimar la
provisidon respecto cualquier afio de origen, factores que permitiran pasar de una
columna a cualquier otra del tridngulo de siniestros. Dichos factores se pueden definir

segun distintos criterios:

1) Criterio de prudencia. Para cada columna se considera el mayor ratio,

A, =max A, y se calculan los factores de proyeccion para determinar Ja provision a
_ A

k
partir de la n-ésima columna como S, :H}t, , siendo la provisién para siniestros

J=h

pendientes:

PSR,' = arw _al,k*l = al‘k—l(ﬂk—l - 1)
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1) Criterio de la media simple de los link ratio. Este criterio es planteado por
Taylor (1986) con el nombre de payment ratio. En este caso, para calcular el factor de

proyeccion, se¢ toma la media simple de los link ratio para cada afio de tramitacion,

k—(j+1)

Z )“f‘.,f

A, = -(-;’1-- g La provision para siniestros pendientes se obtiene de la misma forma
—J

que en el caso anterior, calculando en primer lugar los factores de proyeccion.

La caracteristica principal del séptimo de los métodos clasicos que se presenta,
el método de separacion, es que permite aislar la distribucién basica temporal de los
pagos de los siniestros, que se supone estacionaria, del resto de factores exdgenos. El
método fue desarrollado en principio por Verbeek (1972) para aplicarlo al calculo de la
provision para siniestros pendientes en reaseguro y, posteriormente, modificado y
adaptado para su aplicacion en el seguro directo, por ejemplo por Taylor (1977a,

1977b).

Se supone que si las condiciones que afectan a las cuantias de los siniestros
permanecen siempre constantes, entonces la razdén entre la cuantia pagada en el j-ésimo
afto de tramitacién y la cuantia pagada en los & primeros afios (por siniestro de origen 1)

es estacionaria, es decir, independiente de i, denotdndose mediante r;.

Se supone ademas que la siniestralidad de afio de origen i (V,) es proporcional

al numero de siniestros ocurridos ese afio incluyendo los desconocidos:

N =onm
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donde », es una estimacion del namero de siniestros ocurridos el afio .

El modelo tiene en cuenta ademas el parametro A,

i+

indice que mide el efecto

de la inflacion.

Los datos que aparecen en el tridangulo de siniestros son los pagos realizados en

cada periodo, que se representan mediante ¢, = N,r A . Si se divide cada una de las

filas entre el niimero estimado de siniestros se obtiene un nuevo tridngulo que contiene

el pago medio en el afio j-esimo de tramitacion por siniestro ocurrido el afio i: ar; 4

i+ f

La estimacion de los parametros « A, y r, puede hacerse de varias formas

como se explica a continuacion.

k
(1) El método de separacion aritmético se basa en la hipdtesis de que er =1.
i=l

Representando por dy a la suma de la diagonal /# y por v, a la suma de la columna s y
despejando de forma adecuada se obtienen las siguientes estimaciones de los

parametros:

-~ - v
a A, =d, h= a,‘;k
) d oy,
oA, = Fo=a—— =k k221

= Zk:f, Zaﬁif

t=j+i =

Se pueden obtener estimaciones de los parametros de la misma forma si la
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k
suma Zr} no es unitaria, sin mas que normalizar los valores que aparecen en el
=0

triangulo de siniestros.

Una vez realizada la estimacion de los pardmetros a4, y », son necesarias

estimaciones de ad, para n = k+],...k+k, valores no contemplados en el tridngulo de

siniestros. Dichas estimaciones se pueden obtener de varias formas diferentes, por
ejemplo, mediante técnicas de regresion o teniendo algun tipo de informacion sobre el

futuro indice de inflacion.

Para calcular la cuantia de los siniestros pendientes a pagar a partir del k-ésimo
afto de tramitacion se determina en primer lugar la provision respecto a los siniestros
del primer afio de origen (0), de la forma especificada en el método chain-ladder. La
provision propuesta por Hossack, Pollard y Zehwirth (1983) para siniestros de afios

posteriores es:

i . a/lwkw'

PSP, = - PSE,

Ry OA,

(i) La hipdtesis considerada en el método de separacion geométrico es que el

&

producto Hr_‘. es unitario. Se estiman los parametros de la misma forma que en el
v=/{

método de separacion aritmético, multiplicando en este caso las diagonales y columnas

del triangulo de siniestros y despejando de forma adecuada.

Por ultimo, se presenta entre los métodos clasicos el método loss ratio, descrito
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por ejemplo por Craighead (1979), que considera estimaciones del coste incurrido de

los siniestros del afio / al finalizar cada ailo de tramitacién, i, = a,to,, verificandose

si se suma laigualdad i, ~i,,_, =a,B, parak=01__j

/ 4
iy = Z(’ilﬂ' _i.',k—.") :al' Zﬂk
k=0

=0}

siendo a; es el coste total de los siniestros ocurridos el afio / y suponiendo que

Dividiendo ahora la igualdad entre las primas obtenidas en el periodo de origen

i se obtienen los loss ratio 1.

/
=p=

h

i . J
Y B =LY B (1V.2)
k=0

k=

)R

=3

/, representa por tanto el “loss ratio” al final del periodo j asociado al periodo

de origen i (basado en estimaciones del coste incurrido) y /, =/, el “loss ratio” final

experimentado en el periodo de origen i.

Las ecuaciones definidas en (1V.2) para j=/,2,... se pueden considerar como
puntos de una curva (/ (¢)=/[ h (1)) en la cual la variable en tiempo continuo ¢ se

puede reemplazar por una variable en tiempo discreto j y /# es una funcién de ¢ que

verifica:
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hi)=> B

k=0
La curva A1) se clige en el conjunto de familia paramétrica de curvas,
{h(1:€2)} en la que el conjunto de parametros (2 proporcionard una representacion
razonable de los posibles A(-). Elegir la curva / (t)=/[ h (t,@) paraalgin we 2 y

estimar /, y los pardmetros @ constituye un problema de ajuste de curvas y por tanto

se puede resolver mediante los métodos clasicos de ajuste de curvas. Por ejemplo,

Craighead (1979), elige una curva en la familia paramétrica:
A
h(t,w)=1-exp|| —-—
(L) P [ B]

representandose el pardmetro o mediante el vector (B,C). El problema de estimacién
consiste en encontrar los valores adecuados para /., B y C. El autor propone un

algoritmo que resuelve el problema de estimacién aunque, como €l mismo comenta, el
algoritmo no garantiza la mejor estimacion de /, , B y C por lo que seria recomendable

utilizar métodos especificos de ajuste de curvas.

Una vez estimados los pardmetros /| y @ como L y @ respectivamente, /, (t)

se estimara como f, (t) :l: hiit,d)

La estimacion de la cuantia de los siniestros ocurridos en el periodo i (i }se

obtiene multiplicando /, por las primas de dicho periodo. Los siniestros pendientes se
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gstimaran por tanto como:

PSP, =i -a

i
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1V.2.2. OTROS METODOS NO ESTOCASTICOS
1V.2.2.1. Proyeccion de estimaciones fisicas

En este método, desarroliado por ejemplo por Taylor (1986), se consideran
estimaciones, al final de cada afio de tramitacion, del coste de los siniestros incurridos
un determinado afio de origen, de la misma forma que en el método loss-ratio. A
diferencia de los métodos anteriores, la diferencia entre dichas estimaciones no se

representara como un porcentaje del coste total de los siniestros (i, =, ., =a,f3,) sino

como un porcentaje de la estimacion del coste pendiente al finalizar el afio anterior de

tramitacion:

iu _i'-J—f =100, -1 (IV.3)

de donde se puede interpretar el pardmetro /+7,:

€, +0;  siniestros pagados + siniestros pendientes al finalizar el afo j

I+n, =

e, siniestros pendientes al comenzar el afio j

I+n, se denomina factor de desarrollo del periodo j. 1, representa el

porcentaje del coste estimado de los siniestros pendientes al finalizar el afio anterior

reconocido como parte del coste total al cambiar de estimaciones en dos afios.

Por otro lado, se supone que cada afio se paga una proporcion de los siniestros

pendientes del afio anterior {(denotada mediante g, factor de pago de la provision):

¢, =8,0 (IV.4)
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El problema consiste en estimar los pardmetros 77, y g, de las expresiones

(IV.3) y (IV.4) para obtener a partir de ellos la provision en futuros periodos de
tramitacion. Sumando las ecuaciones citadas estimaciones de los parametros para

j=1,2,....k se obtienen como:

k=g k-
Z(CU +0'J') ch
~ =N A T=0
]+?7_,, == =y Y g, = P Sra—

Estimaciones para periodos de tramitacidon posteriores a & se obtienen de la
forma acostumbrada, utilizando datos contables de la entidad, mediante técnicas de

estimacion estadistica, etc.

Para determinar la provision necesaria, se deben proyectar los valores de c, ¥

0, para j+i>k,delasiguiente forma:

J Jo!
Ou =0 1_[(1+7?{ —g!) y Cy :gfox.‘;—.f zoi‘k"fgj H(]+??I ~g.’)

i=k—i+i 1=k —i+]

siendo o,,_, el ultimo valor estimado.

i

Finalmente, la provision para siniestros pendientes se calculard comos:

] w3 o k-1
PSPy= D ey = D 80,,=0,, 2. & ] (1+n-g)
k=j+] k=1+! k=j+1 f=y+1
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1V.2.2.2. Pagos por unidad de riesgo

El método de pagos por unidad de riesgo se basa en la sencilla hipotesis de que
en el j-ésimo afio de tramitacion siempre se paga la misma cantidad por exposicion al
riesgo, independientemente del afio de ocurrencia del siniestro. Es decir, la cuantia
pagada en el aiio j-ésimo respecto a los siniestros ocurridos el afio i se puede expresar

como ¢, =¢gq,, donde ¢, representa el volumen de expuestos al riesgo el aflo /, como

puede ser el nimero de primas.

Es necesario estimar los parametros ¢; que resultan, al sumar las columnas en

que aparecen los mismos:

Los valores de g, para j=k+1 k+2,... se podrian obtener de forma sencilla
mediante alguno de los métodos clasicos de estimacion. A partir de estos valores
estimados para g; el valor de la provisién para cualquier afio resulta:

}Déilz = :E:cak = el :E: Qk

k=j+1{ k=j+1

Podria ocurrir también que el factor ¢; no fuera constante, detectandose de

forma significativa a partir de los datos. En este caso, Taylor (1986) propone estimar g,

como una media ponderada:
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Una forma de elegir @, es hacerlo depender del periodo de pago (afio fisico
i+f). Por ejemplo, ai se dispone de observaciones hasta el afio b y se detecta una
discontinuidad en los datos entre los periodos de pago 5'-/ y b, los pesos podrian ser
elegidos como:

1 b'<i+j<b
a){_: . .
0 i+ )<

1V.2.2.3. Pagos por siniestro finalizado

La hipotesis basica de este método, planteado originalmente por Fisher y Lange
(1973), es que en cualquier periodo de tramitacién los pagos realizados son
directamente proporcionales al nimero de siniestros finalizados. Se supone que la
constante de proporcionalidad es independiente del periodo de origen, dependiendo del

periodo de tramitacion.

Se presentan por tanto los datos del tridngulo de  siniestros como ¢, =n,o,,

donde n; representa el nimero de siniestros ocurridos el afio / cerrados el j-ésimo aiio
de tramitacion y la constante o; se denominada pagos por siniestro finalizade, aunque

esta constante no representa realmente los pagos por siniestro finalizado dado que los
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pagos realizados en cualquier periodo pueden incluir pagos parciales de siniestros no

cerrados.

Para estimar el coste en futuros periodos de tramitacidén es necesario estimar
ademds el niimero de siniestros que se cerraran. Respecto a ellos, se supone que cada

afio j se cierra una proporcion ¢ de todos los siniestros ocurridos, »;:

n, ::n'¢l

@O

de donde se deduce que Z”'k = ”;Zéf‘k . Por tanto:

k=) k=
n b
) o kil
2 2
k= f k=j

Los valores de »; se suponen conocidos antes de comenzar la estimacion de los
pardmetros. Se deben estimar por tanto “a priori” basandose, por ejemplo, en datos
disponibles sobre el namero de expuestos al riesgo y numero de siniestros ocurridos en
afios anteriores completamente liquidados. A partir de estos datos se proyectaran los
valores para afos pendientes de liquidacion. El problema de proyeccién consiste

ademas en la proyeccion de n, como n, =ng, hasta completar los datos no
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representados en el tridngulo de siniestros. A partir de las estimaciones de o, y n,, se

estiman los valores que faltan como:

La provision para siniestros pendientes es, al igual que en métodos anteriores:

PSP, = icﬁ(

k=j+1

1V.2.2.4. Método de Reid

Por ultimo, entre los métodos no estocasticos, se presenta el método de Reid
(1978) que utiliza el concepto de tiempo operacional para el periodo de origen i/
correspondiente al tiempo real de tramitacion /, en lugar del tiempo fisico, definido,

siguiendo a Bithlmann (1996) como;

ﬁ(j):’m(f)

h,

siendo m,( j) el nimero de siniestros ocurridos en el periodo de origen / que han sido
cerrados j periodos de tiempo después del comienzo del periodo i. ¢,( j) representa por

tanto la proporcioén de siniestros ocurridos en el periodo de origen finalizados por

tiempo real de desarrollo j. Ademas, para j entero, m,(j)=m,,_,,y por tanto:
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m, .
()=
H

t,( j) es una funcién no decreciente enj, 0 =¢,(0) <t (j) <t (o0)=1

Taylor (1980) plantea ademas la hipdtesis de “orden invariante” que consiste en
suponer que no se producen cambios respecto a periodos de origen diferentes en cuanto
a la secuencia de pagos ya hechos y por hacer en el futuro. Es decir, la cuantia por

siniestro finalizado (o) no depende del periodo de origen siendo por tanto la cuantia

pagada en la j-¢sima zona de tiempo operacional ((¢,,1,, /).

c{t t, )=nft, —t Jo(t t, ) (IV.5)

donde [t,.f,,..f, ] es una particion del intervalo completo de tiempo operacional
[01]y o(t,t,,) los pagos por siniestro finalizado (respecto de los ocurridos en el

periodo i) en la j-ésima zona de tiempo operacional. Ademas, por definicion de tiempo

operacional, ('t

J+i M'[j) = nxt

.+ — 14, representa el nimero de siniestros que han

finalizado en dicha zona.

Se conocen los pagos realizados en el j-ésimo periodo de tramitacion respecto a

los siniestros ocurridos el periodo i
¢, = (L (JpL(j+1))

En general, los valores de ¢,( j) para cualquier periodo de origen i y periodo de

tramitacion j no coinciden con ninguno de los puntos de la particion [1,,¢,,..¢, ]

k]
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siendo por tanto desconocido c¢,(t,.f,,,). Mediante interpolacion lineal, suponiendo
que 1, j—1) vy t(j) estan lo suficientemente cerca de tal forma que ¢,(x,y) se puede
suponer lineal en x e y para ¢,( j—1)<x <y <t,(j) (para cada ), se puede obtener una
) sikyl(I>k)son tales que:

aproximaciona c,(f .t ,;

tLk—1)<t <t(k)

[.'(l_j)s'r;+1' S[l(!)

de la forma:

L(k)—1 = f-t(l=1)
cltt;,)= : :,k—.'"'zcm"' I —

¢ cr!—l
k)=t (k=1) T -1

Ademas, no existe una particién “natural” del intervalo de tiempo operacional

[0,1] de la misma forma que la hay para tiempo real (aflos de tramitacion,
cuatrimestres,...). La particion [¢,.7,,..f, ] se podria elegir de alguna forma que

correspondiera a la division hecha con los periodos de tramitacion.

En la expresion (IV.5) es necesario estimar o(?,,f,,,) que se puede obtener

COmao:

E c,(tj,tj”)
iel
ot t,, )= IV.6
(J, ! ]) Z ,nl(tf+.f_tj) ( )

iel;

donde 7,,,, es el conjunto de periodos de origen para los cuales se dispone de
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observaciones en el triangulo respecto al tiempo operacional (7 ,,f,,, ]

Los siniestros pendientes al finalizar el k-1 periodo de tramitacién son los

siniestros pendientes en el tiempo operacional #,(k).
Py =p(1(k)

donde p,(f) representa los siniestros pendientes (en valores actuales) respecto al afio

de origen i en el periodo de tiempo operacional 7.

Ademas,
r-1
p(t)=n(t, —t)o(t,fj)+Zn,(tj+, -t Jaft,t,,,)
=4

donde f, , <1<¢,.

Combinando las dos expresiones anteriores se obtiene, para ¢, <1,(k )<t .

r—1
pz‘k-n,f = nj'(t_,l _tr(k))d(tt (k)' tj ) + an ([f+[ _ll )O-(tl"tt'+f)
i=)

En general, como ya se ha comentado, ¢,(k ) no coincidird con ninguno de los
extremos £, de las zonas de tiempo operacional. En tal caso, o(f,(k).t,) no se puede

estimar mediante la expresion (IV.6). Sin embargo, demostrado que el intervalo de

tiempo operacional (¢, ,,f ] es suficientemente pequefio se puede adoptar,

considerando o(t,u) como una funcion de una variable (tiempo operacional medio:
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I+ u& N . . . e g
o{ p J), la siguiente aproximacion por interpolacion lineal:

L1, th,(l.:))—g(tH +1,)
g(rj +tﬁf)—§(tj_f +1,)

t(k)—t !
_’(w)__tL(o'(tj )=t 1))

i+l i~d

O-([,-(k)’t,i) = U(tj-l’t_l)+ (O’(fj,tj”)wﬁ(fj_,,il, )) =

=o(t, .t )+

Se han presentade en este epigrafe diferentes métodos de estimacion de la
provision para siniestros pendientes, todos ellos no estocasticos segun la clasificacion
propuesta por Taylor (1986). Estos métodos no consideran el proceso de siniestralidad
como una variable aleatoria y no permiten medir la calidad de las estimaciones. A
continuacién, en el siguiente epigrafe, se generalizan algunos de estos métodos
incluyendo variables aleatorias, loo que permitird conocer el error cometido en las
estimaciones. Se inciuye algin otro método dado que, como establece el nuevo
Reglamento de Ordenacion y Supervision de los Seguros Privados, es necesaria la
utilizacion de al menos dos métodos estadisticos diferentes para estimar el importe

final de la provisién.
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IV.3. METODOS ESTOCASTICOS

IV.3.1. GENERALIZACION DE LOS METODOS NO ESTOCASTICOS

IV.3.1.1. Chain-ladder

El método chain ladder estocastico, presentado por Bihlman (1979) o
Biihlman, Schnieper y Straub (1980), considera el importe de cada uno de los siniestros

como una variable aleatoria, calculando la cuantia final de la provisién a partir de esta

variable. La variable considerada se denota por (X f;“ ).,y representa el coste del m-

ésimo siniestro ocurrido en el periodo i-ésimo, notificado en el k-ésimo, siendo J el

. . |
periodo actual de tramitacion .

El método estocastico se basa en la hipotesis de que existe

lim( X" ) =X ) | siendo este limite el coste total del siniestro m-ésimo.

1

Para dotar de una estructura probabilistica que permita estimar los parametros
del modelo y considerar las variables que intervienen en el mismo como variables

aleatorias, se establecen las siguientes hipétesis:

a)y Distribucion del numero de siniestros. Las variables numero de siniestros

ocurridos en el afio i-ésimo, {N,} son estocasticamente independientes y tienen

distribucion de probabilidad Poisson( £,0), donde v es un parametro escalar. Es decir,

'* Esta variable puede representar también el coste total estimado del sintestro en ¢l periodo de tramitacion j-ésimo.
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E(Ny es proporcional al volumen de expuestos ; o numero de asegurados.

b) Independencia entre el retardo en la notificacion y niimero de siniestros. Si

(K, ), es el afio de notificacion del m-ésimo siniestro, los conjuntos { N, } y /(K. ), }

son clases de variables estocasticamente independientes: cualquier variable del primer

conjunto y cualquier variable del segundo son estocasticamente independientes.

¢) Independencia entre el coste de los siniestros v el numero de siniestros. 1.os

conjuntos { N, } vy {{ X S“ ).,/ son clases de variables estocasticamente independientes.

d) Independencia entre distintos periodos de origen. Dados dos periodos de

origen  diferentes, i, #i,, los  comjuntos (N, (X[V), (K ).} ¥

(k) - r - - .
(N (X)) (K, ), } son clases de variables estocasticamente independientes.

e) Variables estocdsticas de un determinado periodo de origen. Los pagos

realizados respecto a distintos sintestros son estocasticamente independientes. Es decir,

las clases {(X 5’” .y X ;’” ).} para cualquier m=n son estocasticamente

independientes. Ademés las variables del conjunto {( X"/ ), } coni,jy k constantes y

m variable tienen la misma distribucion. {(K, ) } son también estocasticamente

independientes e idénticamente distribuidas.

) FEstabilidad de las tasas de desarvollo de los importes de siniestros

individuales. El sinlestro m-ésimo verifica:

EQX ) (XY )y =x)= B x y
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VAX Dn (X )y =x)=(0 ) u(x)

]

donde vf-) es una funcidn estrictamente positiva.

ﬁ;"’ es la razén esperada entre los pagos hasta el final del afio j+/-ésimo y los

pagos hasta el final del j-ésimo que depende del periodo de notificacion, a diferencia
del caso no estocastico. La estimacion de este pardmetro es necesaria para calcular la

provision para siniestros pendientes en una afo determinado.

Biihlman y otros (1980) buscan estimadores insesgados del mismo, para

considerar finalmente una media ponderada de dichos estimadores. Demuestran que

k
(X,S j)rn

(X%

Lf-rem

es insesgado para A%/, Como los pagos realizados respecto a distintos
g p il p p

siniestros son variables aleatorias independientes también es insesgado el estimador

construido a partir de los pagos totales:

S

Ark) _ m

-t k) ik
! Z(Xn‘_,n—f)m X,‘,,ij.'

m

(IV.7)

siendo su varanza;

. (O'Hf))zUi(U
V(ﬁjff)zCTE-w_—(i L

ij-1
k . .. . n . -
donde U™’ es el nimero de siniestros ocurridos en el afio i y notificados en el afio .

El estimador propuesto es una media ponderada de los estimadores (IV.7) con
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Xk
(X ]) — = —Pxdecir; el estimador utilizado finalmente es:

ponderaciones ¢, = 0 ;

X(k) Xf”;j‘,

U”‘) -L

(X[,
Ufk)“

ﬁ(k} {

La provision para siniestros pendientes se calcula a partir de estas estimaciones

de igual forma que en ¢l caso no estocastico.

1V.3.1.2. Pagos por unidad de riesgo

La version estocastica del método de pagos por unidad de riesgo, planteado por
Pollard (1983), introduce en la definicién del modelo un término que representa el

error aleatorio. Para cada siniestro m, la variable aleatoria (X, ), que representa los

pagos del mismo en el j~ésimo afio de tramitacion se define como:
(X =4, +(&, )y

donde g, es el pardmetro a estimar y (¢, ), el error estocdstico representado por una

variable aleatoria de media cero. La media de los pagos realizados respecto a todos los

siniestros es, teniendo en cuenta que el error tiene media nula:

E(X,)=E(Y (X, ).)=nq,
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donde #, es el nimero de sinestros ocurridos el afio de origen i-¢simo. Por €l Teorema

Central del Limite la variable anterior es aproximadamente:

X,j ~ng,+é,

siendo £, una variable aleatoria con distribucién normal de media cero y matriz de

covarianzas v/, La matriz »;/ contiene en la celda (j k) la covarianza Cov(e,, ¢, ), es

f,"'
decir, la covarianza entre los pagos realizados en los afios j ¥ k que se suponen

independientes del afio de origen i.

Se supone ademas que los pagos realizados respecto a distintos siniestros son

estocasticamente independientes y se denota mediante ¢, al vector que contiene las

perturbaciones aleatorias &, y cuya varianza es:
Var(e, )=n/V,

Se deben estimar por tanto los pardmetros ¢, y la matriz de covarianzas V, a

partir de los datos empiricos. El elemento (j, k) de la matriz V' se estimara por medio de

la covarianza empirica de todos los pares de observaciones (X, ),.( X, ), ), parajy k

fijosy ¢, como:

DI

- zaef i€l
— ==Y = !
4, =
n: nl
tef, iel

Para calcular la provisioén se hace una particion de la matriz inversa de ¥ en
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base a la submatriz ¥/, que es la matriz de covarianzas de orden (k+1)x(k+1) respecto

a los afios de desarrollo 0,1,....k , donde & es el periodo hasta el que se ha desarrollado

completamente el periodo de origen i:

V—.’ :(Vij:' Vf.; )
Vf VJ'
21 22

y el vector ¢, de forma similar, en:

42,

separando las primeras k+/ componentes del vector ¢ del resto.

Si ¢ es el vector de dimension k+/ formado por X, j=0,/,... .k, el vector de
siniestros pendientes estard formado por Xy, j=k+1k+2.., siendo su esperanza

condicionada por ¢, suprimiendo el subindice de » para simplificar la notacion:
ng;,, _(Vzlz)_IVzif(C - nq”))
La matriz de covarianzas es:
(V)"

donde ¢,,,, V. . ¥ V), se estiman como se ha indicado, a partir de los datos empiricos y

realizando proyecciones adecuadas de los mismos.
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IV.3.1.3. Método de separacion

El método de separaciéon estocdstico, presentado por Linnemann (1982),
considera los pagos de cada siniestro de forma individual. Para el siniestro m-€simo,

ocurrido en el periodo /, en el j-ésimo periodo de tramitacion se denota por (H, ), al

numero de pagos realizados y por (X, ), a la cuantia del /-ésimo pago parcial. La

cuantia pagada hasta ¢l j-ésimo afio de tramitacion es por tanto:

(Hy by
(X.f‘t)m = Z(X!)m
i=1
Se supone que para cada siniestro m las variables aleatorias (X, ), son

estocasticamente independientes de ( /), siendo su esperanza:

E((X,’ )m ) = e:pjiw_;
y E((H,), )= 1T, funcion periodica en i

El periodo de la ultima funcion representa el efecto de estacionalidad y se
puede considerar como el nimero de periodos con origen en un afio. Por ejemplo, si se
consideran trimestres el periodo sera cuatro. Ademas, el efecto de estacionalidad hace
que la expresion se simplifique para periodos j a partir del afio siguiente a la fecha de

ocurrencia del siniestro, pasando a ser E((H,), )=7I,, independiente de i. Los

pardmetros e,, o, y 4, tienen el mismo significado que en el caso no estocdstico.

La estimacion de ¢, p,, A, y 7, propuesta por Linnemann se obtiene por el
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método de minimos cuadrados proponiendo las funciones de pérdida cuadraticas:

2

Z
. h
0 =Y T 0| Fephn, | ¥ sz[—
i ] ! } i

i

FH )

siendo las ponderaciones @[’ =4, yo"' =1y x, y h, la suma (sobre m) de (x,), y

(h, ), respectivamente.

Se deben calcular las derivadas de ambas funciones e igualarlas a cero para
obtener las estimaciones de los pardametros desconocidos. La solucidn de las
ecuaciones normales no es sencilla y el autor demuestra que Ias estimaciones de ¢, , p,
y A, se pueden obtener de forma iterativa mediante un proceso que converge

rapidamente.

La estimacién de 7 es mas sencilla. Se demuestra ficilmente que 7, puede

"
4]

!

(H)

estimarse como la media ponderada de siendo las ponderaciones @,

Una vez calculadas las estimaciones necesarias se observa que:

E(H, )= E(H,),)=nmz; y

E(X,)=nE(X,),)=nE(H, ) )E(X,),)=nrepl,,.

Pudiéndose estimar por tanto X, para posteriores periodos como:

199



IV, Métodos de cdlculo de la provision para prestaciones

lo que permite calcular a partir de estos valores la provision para siniestros pendientes.

IV.3.1.4. Método de Reid

La version estocastica del método de Reid (1978) reducido utiliza el tiempo
operacional v la cuantia de los siniestros como variables explicativas. Se basa en la
hipdtesis de que todos los periodos de origen generan idénticas generan idénticas
experiencias de siniestralidad, aparte de distorsiones impuestas por el efecto de la
inflacion, cambios en la velocidad de finalizacion de los siniestros y proporcion de

siniestros nulos.

La idea del método es ajustar una funcién de distribucién G¢x,¢) a la variable
bidimensional (X;7) donde X representa el coste de un siniestro y T el tiempo
operacional a la finalizaciéon del mismo. Es decir, se trata de encontrar una funcién

G¢x,t) para un periodo de origen dado, denominado periodo base:

Gixt)=P(X <xT<t)

para determinar a partir de ella las correspondientes funciones de distribucién

adecuadas a cualquier periodo de origen de los siniestros (G,(x,1)).

El trabajo de Reid (1978) busca funciones pertenecientes a familias

paramétricas de funciones de distribuciéon que se ajusten a los datos disponibles,
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diferenciando entre siniestros con coste cero y siniestros no nulos, pudiendo ajustar una

funcion diferente a cada caso. Es decir,

G(x.t)=pG.(1)+(1-p)G,.(x1)

donde p denota la proporcion de siniestros que resultan en pagos nulos con funcion de
distribuciéon G,(-}. y G,.(--) que es la funcion de distribucién conjunta del tiempo
operacional y de la cuantia respecto a siniestros no nulos. La distincién entre ambas
componentes dota de mayor eficiencia a la estimacion de G¢--), aunque no en mas

general que la primera.

Se tienen en cuenta también los siniestros que constituyen el denominado
“grupo final” (“end group™) caracterizados por un gran retardo en su finalizacion

(t>t,,)y los siniestros incluidos en el “grupo de exceso” (“excess group™) con coste
elevado (x> x,, ). Es aconsejable estimar en primer lugar la funcién de distribucion
conjunta G(x,7) enlaregion x <x,, y f <{,, y extender esta funcion de distribucion

truncada a las regiones que constituyen el “grupo de exceso” y el “grupo final”.

La funcidn de distribucion para valores de ¢ superiores al maximo considerado
se puede obtener mediante extrapolacion a partir de valores de G para f menores.
Respecto al problema de evaluacion de G para siniestros con coste elevado, éste se¢
puede solucionar combinando alguna de las siguientes alternativas: aumentando la
cantidad de datos disponibles, por ejemplo agregando datos respecto a otra cartera de

polizas de similares caracteristicas, usar material publicado respecto a costes de los
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siniestros o insertar en los datos de menor valor de x una cola seleccionada de alguna
familia particular de distribuciones estadisticas conocidas que tengan propiedades

adecuadas para representar la cola de la distribucion del coste de los siniestros.

De forma equivalente se puede usar la funcion de distribucién “decumulativa”
H(x,t) que representa la probabilidad de que un siniestro aleatorio, de un periodo de
origen relevante, finalice con posterioridad al tiempo operacional ¢ y por un coste
superior a x: H(xt)=P(X >xT>t}=1-G{x,©)-G(w,t)})+G{x,t). A partir de

dicha funcion se puede obtener G(x,7} como:

Gix,i)=1-H(x0)~H(0,t)+H(x,t)

La version empirica de la funcion H(,-) denotada mediante H () (proporcién
observada de siniestros del periodo base que finalizaron con posterioridad al tiempo

operactonal / y por una cuantia superior a x) se puede expresar en términos de la

siguiente notacion:

[

Afo,t)=Y 2 IV 8)

gt n,

donde i representa el periodo base, n, el nimero de siniestros ocurridos en el periodo i,
n,, €l numero de siniestros ocurridos en / finalizados en la fecha g y cuyo coste esta en

el intervalo (v,,0) y #(g) denota el tiempo operacional correspondiente al tiempo

real g.

Como se ha comentado, la existencia del “grupo de exceso™ y del “grupo final”
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complica, en la practica, la expresion anterior. El primero necesita unicamente una

redefinicidon de #°, reemplazando este valor por:

donde (v,,,) es el rango del coste de los siniestros incluidos en dicho grupo. La cola
de la cuantia de los stniestros se inserta aqui de acuerdo a alguna funcién de

distribucion adecuada.

Respecto al grupo final en el que 7 >¢,,, la funcion H(x,1 } se define mediante

la expresion (IV.8) unicamente para f <{,,, representando ﬁ(x, f,, ) el “grupo finai”.

H(x,t) para t > f,, se estima mediante alguna de las alternativas antes descritas.

Una vez estimada la funcion H{x,¢) para el periodo base considerado se calcula
a partir de ella la proporcion estimada de siniestros del periodo de origen i con coste

superior a x y retardo en la finalizacion en el intervalo (¢,( j),t.( j+1)] como:

H(xt(j)~H(xt(j+1))

que, si se tiene en cuenta el pardmetro que representa el efecto de la inflaciéon que

permite pasar del intervalo de tiempo operacional (¢,(j).¢,( j+1)] en el periodo de
origen 0 al intervalo (t,( j).f,( j+1)] de periodo de origen i (—-=1, ; ), se convierte
@)

€n:
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- X - X
H “—J,-(j)]—h’[*,f;(jﬂ)}
(/T’H)j A‘i()';

Para estimar A, es necesario considerar intervalos de tiempo operacional

i) 4
idénticos con respecto a periodos de origen 0 e /. Ls natural adoptar como tales
intervalos de tiempo operacional aquellos que coinciden con periodos de desarrollo (en

tiempo real) en el periodo base. De esta forma se consideran intervalos de desarrolio en

tiempo real:
(G (1 F+1))]

cuyo intervalo de tiempo operacional coincide con el del periodo base,

(L(J)(J+1)].

Aparte del efecto del pardmetro A, los siniestros respecto ambos intervalos de
desarrollo son iguales en cuantia esperada. Por tanto, una comparacion de las cuantias
medias experimentadas en ambos intervalos proporcionan la siguiente estimacion de

dicho parametro:

LY

J (B e (1,010~ B 5,87 (1,054 1))
A =L

v Xy
[x-de( A, (x,j)- B, (x,j+1)

7}

donde I-A]l( x,t) denota la funcién de distribuciéon modelada para el periodo de origen i.

Dicha funcién de distribucién aparece como H(——,t,(j)) para t =1(j),j entero, y
ity
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es evaluada en puntos intermedios de ¢ por interpolacion. Obviamente

Hy(x,t)=H(x1).

La cuantia de siniestros pendientes respecto a un afio de origen i se estima, sin

tener en cuenta el pardmetro A, como:

n, G]O]-x-é(x,t)-dx-dt

1hjhe

donde g(--) es la funcién de densidad asociada a la funcién de distribucion Gl )

(obtenida a partir de H( 1)y t(b) el tiempo operacional correspondiente al momento

de evaluacion de la provision.

La estimacion basica de la funcion de distribucion G( -+) expresa los pagos de

los siniestros ocurridos en el afio i en valores monetarios del periodo de desarrollo ;
demostrado que los pagos en cuestion caen dentro del intervalo de tiempo operacional

(t(j)t(j+1)].Paratener en cuenta la inflacion es necesario considerar dos puntos:

proyeccion de futuras velocidades de finalizacion y proyeccion de futuros parametros

que representen la inflacion.

Como se ha puesto de manifiesto en el desarrollo anterior, la proyeccion de
siniestros pendientes se hace en diferentes etapas. En primer lugar es necesario

proyectar futuras velocidades de finalizacién F, para determinar los valores ¢,( /)

correspondientes a futuros J.
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A continuaciéon se determinan los tiempos reales de desarrollo f/(1,(j))

correspondientes (en tiempo operacional) a periodos de desarrollo integros del periodo

base.

Seguidamente se eligen valores A, para futuros j que describan el efecto de la

inflacién entre periodos de tramitacion del aflo base de origen y el correspondiente

intervalo de tiempo de tramitacioén con periodo de origen /.

Por tltimo se calculan los pagos de los siniestros correspondientes al intervalo

de desarrollo, (¢'(t,( j))t; " (1,( j +1))] mediante la formula:
n { (A, x-g(x1)-dv-di

0,0+

donde (¢,,1,] denota el intervalo (f,(j)t,( j+1)].
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IV.3.2. OTROS METODOS ESTOCASTICOS

Existen, ademds de los métodos expuestos anteriormente, otros estocasticos.
Por ejemplo el método see-saw, planteado por Taylor (1981) que, al igual que el

método de Reid, utiliza el concepto de tiempo operacional que se ha definido como:

()=

H

i

siendo m ( j) el nimero de siniestros ocurridos en el periodo de origen i que han sido

cerrados j periodos después del comienzo del periodo /.

A partir del concepto de tiempo operacional se define el tiempo operacional

medio 7, durante el j-ésimo periodo de tramitacién como:

; IRGVESISEDY,
T 2

Es necesario definir otro concepto relacionado con el tiempo operacional

medio, para el cual se debe considerar una particion {u,,..,u, } del intervalo de

tiempo operacional [0,//. Dada dicha particién, se define el tiempo operacional

reducido asociado al punto u, como:

Frio

,=hoAw, =min(tu)

Se utiliza también en el planteamiento del modelo la velocidad de finalizacién
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ot . n
= , que se puede estimar como —~ donde n, es el
.

i

de los siniestros, f(j)=

numero de siniestros que han finalizado en el periodo (¢.( j)t.( j+1)).

Se define £/ como:

! 0 en otro caso

73 _{.fy si ‘:U (U u, ]

Estos elementos son suficientes para plantear el modelo see-saw, un modelo
lineal que representa los pagos por siniestro finalizado en funcién del tiempo

operacional y de la velocidad de finalizacién:

5, = DAL+ Y7

kel keT

donde S,T < {1,..,r} son conjuntos para los cuales se dispone de observaciones del
tiempo operacional reducido y de la velocidad de finalizacion, a,Byy, son

constantes y &, representa el error estocastico del modelo, una variable aleatoria con

) . . !
media cero y varianza proporcional a — .

n,

Se puede considerar también el modelo see-saw invariante definido mediante la

expresion:

S, ~a+2ﬁkt(“+ ; +g,

kel i,i
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Este modelo se basa por tanto en la hipdtesis de que los pagos esperados por
siniestro finalizado en un periodo de desarrollo dado respecto a un periodo de origen
dado es una funcion de dos variables: el tiempo medio operacional transcurrido en

dicho periodo de desarrollo y la velocidad de finalizacion experimentada en el mismo.

Se supone ademés que para cualquier periodo de tramitacion respecto a
cualquier periodo de origen dado, la cuantia esperada de siniestros pendientes en
valores monetarios actuales es invariante bajo variaciones de futuras velocidades de

finalizacion.

En cualquiera de los dos modelos definidos el término de error es una variable

aleatoria con media cero y varianza dada por:
-l
Vi(s,)=nc,

Con poca informacion el error las estimaciones seran bastante sesgadas pero,
para un numero elevado de datos, el Teorema Central del Limite asegura normalidad
en ¢;. Se supone ademds que las variables aleatorias & forman un conjunto de

variables estocasticamente independientes.

La estimacion de los parametros que aparecen en ambos modelos, debido a la
heterocedasticidad se hace utilizando regresién por el método de minimos cuadrados

generalizado considerando la siguiente funcién de riesgo:

i a2
Znug.f (SL' _Su')
Ly
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donde la suma se realiza sobre todas las celdas (i,/) disponibles y 5, es el estimador de

regresion de ¢, de acuerdo a cualquiera de los dos modelos utilizados.

Se han enumerado en este capitulo distintos métodos de estimacion de la
provision para siniestros pendientes, tanto estocasticos como no estocdsticos, utilizados
en diferentes paises. En Espafia, antes del nuevo Reglamento de Ordenacion y
Supervision de los Seguros Privados, la provision para siniestros pendientes se
estimaba utilizando el método individual de cdlculo. El nuevo reglamento deja abierta
la posibilidad, como ya se ha sefialado, de la utilizacion de métodos estadisticos para el

célculo de las provisiones para prestaciones.

Existen ademds otros métodos de calculo de la provision basados en procesos
estocasticos, diferentes a los expuestos anteriormente que representan la siniestralidad
de la compaifiia en un ambiente dindmico y se exponen en los siguientes capitulos:

métodos basados en procesos puntuales o en procesos de Markov.

En el Capitulo siguiente se presentan métodos de calculo de las provisiones
basados en procesos puntuales, ademas de la metodologia necesaria para aplicar los
mismos. Se plantea ademas, en el altimo Capitulo, un nuevo método que considera
mixturas de distribuciones como marca o caracteristica del proceso de Poisson que
representa el nimero de siniestros que tienen lugar en la cartera de polizas. Al ser
necesario contrastar el resultado de este método con el obtenido utilizando algin otro,

se han presentado distintos métodos en este Capitulo para que la entidad aseguradora
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seleccione alguno de ellos que permita contrastar las distintas estimaciones obtenidas,
Para completar los métodos enumerados se ha acompafiado a los mismos de

referencias bibliograficas.
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V.1. INTRODUCCION

El estudio de la siniestralidad de una compaiiia de seguros y, en particular, su
aplicacién al estudio de la solvencia dindmica de la misma es de vital importancia,
Para ello no es suficiente conocer cudl es la distribucidn de la variable aleatoria que
modela el coste del total de los siniestros ocurridos en un momento determinado, sino
que sera preciso saber cudl va a ser su evolucion a lo largo del tiempo. El conocimiento
de esta variable aleatoria a lo largo del tiempo permitira también poder determinar con
qué reservas debe contar la compaiiia para hacer frente en cualquier momento a los

pagos por siniestros ocurridos.

En el presente Capitulo se establecen las bases tedricas necesarias para
desarrollar nuevos métodos de calculo de la provision para prestaciones, basados en
procesos estocdsticos, que permitan estudiar el fenémeno de la siniestralidad desde un
punto de vista dindmico. Los procesos estocasticos nos serviran para estudiar los
fendémenos aleatorios en un ambiente dinamico, es decir, en un ambiente cambiante en

el que, por tanto, la variable tiempo juega un papel fundamental.

Un proceso estocdstico, signiendo a Malliaris y Brock (1991) es una familia de

variables aleatorias { X,,f €T}, también denotada como { X, }_,, definidas sobre el
mismo espacio de probabilidad (2,3, ). T se denomina espacto paramétrico y puede

ser cualquier conjunto aunque, en general, el parametro / representa la variable tiempo.

Si T es contable, en particular el conjunto de los nimeros naturales incluido el cero, se
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denominan procesos en tiempo discreto y si T es el conjunto de los numeros reales o

cualgquier subconjunto del mismo se denominan procesos en tiempo continuo.

La definicion de proceso estocastico es muy general y abarca multitud de casos
diferenciando variables aleatorias discretas, continuas, espacios paramétricos
numerables, finitos, etc. o diferentes propiedades que deben verificar las variables
aleatorias que constituyen el proceso estocastico. En el presente Capitulo nos referimos
en especial a procesos de Poisson por ser éstos los que mejor se adaptan, en el caso
estudiado en el Capitulo siguiente, al nimero de siniestros que tienen lugar en la
cartera de polizas. Se tratardn ademas los procesos de Markov para ser aplicados de

igual forma al célculo de las provisiones para prestaciones.

Se observa también el creciente uso de procesos estocdsticos que se comportan
como martingalas en su aplicacion al estudio de la Teoria del Riesgo, por ejemplo en
los trabajos de Gerber (1973), Delbaen y Haezendonck (1985, 1986), Embrechts
(1995) o Grigelionis (1998). Su concepto tiene en cuenta la informacion de que
dispone la compaiiia a lo largo del tiempo, sintetizada en o-algebras crecientes. En la
estimacion de siniestros pendientes es también importante, como se puede observar en
el trabajo de Arjas (1989), dado que dichas estimaciones se basan en la informacion

disponible hasta el momento de valoracion de la provision.

Para definir las martingalas es necesario establecer con anterioridad las bases de

su concepto. Para ello se introducen a continuacién los conceptos fundamentales de
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esperanzas condicionadas a o-algebras y de procesos adaptados para, finalmente,

definir el concepto de martingala.

Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad, g una o-algebra (g < 3) y X una
variable aleatoria P-integrable. La esperanza condicional de X respecto a la o-digebra

g es una variable aleatoria g-medible, E(X/g ), que verifica:

[Evg)-dp= [Exrg)-ap, vGeg
; (F

La probabilidad condicional del suceso B respecto a g se define como:
P(B/g)=FE(l,/g) c.s.

Si gc 3 y X es g-medible, entonces EX/g)=X, P —cs., lo que significa

que difteren unicamente en un conjunto de medida nula.

Un conjunto (3, )_, de o-algebras de T es una filtracion si es una coleccién
no decreciente de o-algebras. Es decir, 3, <3, Vt<s. Ello significa que la

informacidn que contienen las o-dlgebras es creciente con el tiempo.

Dado (£2,3,P) un espacio de probabilidad, (3, )_, una filtracién y (X, )

tel

una coleccién de variables aleatorias definidas sobre (2,3, P), se dice que ( X, es

tel

un proceso adaptado a (3, ). si X, es J,-medible VieT
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Finalmente, en ¢l contexto de procesos adaptados y habiendo definido

previamente la esperanza condicional respecto a una c-algebra, dado (2,3, P} un
espacio de probabilidad y (X, ), un proceso adaptado a (T, )., se dice que (X, ),

es una martingala si ElX, <o, Vny E(X, /3 )=X_ Vst

(X, ).r €s una supermartingala (o submartingala) si la segunda condicion se

define mediante la desigualdad (X, /3 )< X (E(X,/3,)2X,),Vs<t.

o~

3, representa, en el contexto del andlisis de la siniestralidad en un momento

determinado, la informacién que la compatiia tiene sobre el proceso de riesgo hasta

dicho instante.

217



V. Métodos dindmicos para el cdlculo de la provision para prestaciones

V.2. PROCESOS DE MARKOV

V.2.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Siguiendo a Srinivasan y Mehata (1988), un proceso estocastico { X,,teT}
definido en el espacio de probabilidad (£2,3,P) con espacio de estados E discreto,
finito o numerable, es un proceso de Markov si para cualesquiera 7, <f, <..<{, la

funcién de cuantia verifica la propiedad de Markov:

P(X, =i,/ X, =iy, X, =i, X, =i )=P(X, =i /X, =i_) (V.I)

paratodo i, € £, k=012, .n-1n.

Si las variables aleatorias X; son continuas la propiedad de Markov se enuncia

en términos de la funcion de distribucion:

POX, <x,/ X, =x),X, =x,,..X, =x,,)=P(X <x,/X, =x,,)

para cualesquiera valoresde ¢, € T y xi, k=0,1,2,...,n-1,n.

Si el espacio de estados E es discreto el proceso de Markov se denomina
cadena de Markov y se diferencia entre espacio paramétrico I discreto y espacio
paramétrico continuo. Son las cadenas de Markov las que se utilizaran mas adelante en
diferentes métodos de calculo de la provision para prestaciones. Para su aplicacidn se

enuncian a continuacidn las propiedades mds importantes de las mismas.
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Si el espacio paramétrico es discreto la cadena de Markov se puede considerar

como una sucesiéon de variables aleatorias { X, }_,. suponiendo en el caso mas

general que el espacio paramétrico es numerable, que representan el estado del sistema
en el instante ». La propiedad de Markov definida en (V.l1) nos dice que para
determinar el futuro del proceso se necesita unicamente el ultimo valor conocido,

prescindiendo de todos los anteriores.

Para determinar la ley de probabilidad de una cadena de Markov { X, },_, es

suficiente especificar, para todo valor n 2 m =0 y cualesquiera estados iy, i, je F,

la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X,,:

{ {
P =(p" pi o)

donde p{" =P(X,=i), Y p" =1y 0<p"”’ <1y las probabilidades de transicion:

nzl
p;_”'-’” = P(Xn =j/Xm :l)

que representan la probabilidad de que la cadena pase del estado i en el instante m al

estado j en el instante ».

De esta forma es posible calcular probabilidades asociadas a cualquier vector

aleatorio aplicando la propiedad de Markov, de la siguiente forma:

o . ) _ony) fa,.n,) (nyng)} {8 My )
P(Xn! —z,,X”_, =i,.. X, =i )=p" P p

4y 133
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Es interesante considerar el caso en e} que dichas probabilidades no dependen
de los valores de m y n sino unicamente de la diferencia n-m, denominandose en este
caso cadenas de Markov homogéneas. Las probabilidades de transicion en una etapa se

denotan por:

p,=P(X, =/ X,=])

m+
para cualquier valor de m, y las probabilidades de transicion en # etapas:

pg'”):P(Xm+n:j/X :I)

"

para cualesquiera valores de m y n.

Las probabilidades de transicidon de una cadena de Markov homogénea

verifican la ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

fatm) _ fm) (n)
Py _Zpii( Py

keE

para cualesquiera valores de my n, n,m 2 0, definiendo previamente:

Las probabilidades de fransicion de una cadena de Markov no homogénea

verifican también la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, formulada en este caso como:

fmn) _ fmu)_(funj
Py =2 P p

kel
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paratodo m <u < n yparatodo valorde i, je E .

El tratamiento de las cadenas de Markov con espacio paraméirice continuo,

normalmente 7 = R o T = [0, ), es diferente al caso en que el espacio paramétrico T
es discreto. Son procesos estocasticos X, te7} que verifican la propiedad de

Markov definida en la ecuacion (V.1) y quedan perfectamente determinadas mediante

las probabilidades de transicion:

(ar)

p, " =P(X =j/X =i) paracualquier valor s <{,5,/€ R

que verifican Y p[* =1y pi*’ 20

Je8

Dado que el espacio paramétrico 7' es continuo, el papel de las probabilidades
de transicion en una etapa lo desempeiian las funciones de intensidad de paso

suponiendo que la cadena se encuentra en el estado i

(tt+h)

Act)=limI=P

h—f) h

y las funciones de intensidad de transicion de i aj:

fti+h)

. P
ly(r)zhm"T

h—oi

Ello significa que si la cadena de Markov se encuentra en el estado i en el

instante s, la probabilidad de transicion al estado j en un intervalo infinitesimal
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(t.t+h)es A, (t)h+o(h)y laprobabilidad de que la cadena permanezca en el mismo

estadoes /—A(t)h+o(h).

Si las funciones de intensidad no dependen de ¢ se dice que la cadena de

Markov es homogénea, de la misma forma que ocurria en el caso anterior.

Para obtener las probabilidades de transicién de una cadena de Markov con
espacio parameétrico continuo, en general se debe resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales, denominadas ecuaciones de Kolmogorov. Para poder obtener las
probabilidades de transicion a partir de las citadas ecuaciones es necesario plantear las

siguientes hipdtesis, como puede verse en la obra de Parzen (1972):

Hipotesis I. Para todo valor /e .S, existe una funcién continua no negativa,

A,(t)z 0 definida por el limite:

{te+h)

A(t)=lim =P

h-3{) h

Hipotesis 2. Para todo 7, j € S,i# j, existe una funcion continua no negativa,

A,(t) 20 definida por el limite:

(ti+h)

. P
A (t)=lim——

h—sf) h

Hipdtesis 3. Fijado el valor J, el paso al limite en la ecuacién anterior es

uniforme respecto a i.
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Si pi™ =P(X =j/X,=i) son las probabilidades de transicion de una

cadena de Markov en tiempo continuo y se verifican las hipotesis anteriores entonces
dichas probabilidades de transicion verifican la siguiente ecuacion diferencial
denominada ecuacion adelantada de Kolmogorov, calculando el limite respecto al

valor del tiempo mas cercano:

st}

ap, . y
5r ==2,(0)p)" + > pirA (1)
k=i

con condicién inicial p{*"’ =&, siendo &, la funci6n delta de Kronecker.

ye

Si unicamente se verifican las hipotesis 1 y 2, las probabilidades de transicién
verifican la ecuacion diferencial denominada ecuacidn atrasada de Kolmogorov,

calculande en este caso el limite respecto al valor del tiempo mas lejano:

{s.4)

ap." £t x4
= A(s)py = Pl A (s)
ki

con condicién inicial p{"’ =4,

Feller (1957) demuestra ademas que si la sucesiéon de funciones de intensidad

{A,(t)} es acotada para cada valor de f entonces existe una tnica solucion para ambos

sistemas de ecuaciones que es ademds la probabilidad de transicion de una cadena de

Markov en tiempo continuo.
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V.2.2. APLICACION AL CALCULO DE LA PROVISION

La estimacién de la Provisidn para siniestros pendientes mediante el uso de
cadenas de Markov en tiempo discreto ha sido estudiada por Hachemeister (1980). La
idea fundamental es suponer que, a jo largo del tiempo, cada siniestro se encuentra en
uno de los estados de una cadena de Markov (a € S). Los estados de la cadena se
pueden definir teniendo en cuenta factores administrativos relacionados con los
siniestros tales como factores laborales, manejo de pequefios siniestros que pueden ser
liquidados por teléfono, manejo de siniestros importantes por su cuantia que pueden
ser mas lentos en su liquidacion, etc. Todos estos factores hacen que en cada instante

del ttempo y + v los siniestros puedan situarse en categorias excluyentes relacionadas

con los mismos. Un siniestro puede cambiar de categoria a lo largo del tiempo.

Tales categorias, en numero finito, constituyen los estados de la cadena de
Markov. Por ejemplo, una de las formas mas sencilla de definir el conjunto § es
considerar que esta formado por tres elementos que representan a tres categorias
diferentes: siniestros no notificados, siniestros abiertos y siniestros cerrados.
Categorias mas complicadas son aquellas que consideran rangos diferentes del coste de
los siniestros, siniestros cerrados pero pendientes de liquidacion, siniestros en pleito,
casos de dudosa responsabilidad, etc. Las variables aleatorias de mayor interés son

proyectadas a algun punto del futuro y+f conocido su valor en el instante y + v .

Sea pli"(y) la probabilidad de que un siniestro pase del estado b en el

instante y+s al estado « en el instante y+¢. Suponemos que dichas probabilidades son

224



V. Métodos dindmicos para el cdlculo de la provision para prestaciones

independientes del periodo de origen (y) y se notaran de forma simplificada como

fst)
ha "

El numero de siniestros por categoria en el instante y-+¢, respecto a los siniestros
que se encontraban en la categoria b en el instante y-+s sigue una ley multinomial de

probabilidad que se denota como:

(51} )”bf

PINGY = a=123, ./ NI =nf) )= ng"r]_[”’ A

”h{!

Cualquier siniestro que se encuentre en la categoria ¢ en el instante y+f que se
encontraba en la categoria b en el instante y+s ha podido pasar por cualquier categoria
en instantes intermedios y+s’, s<s'<r. Las probabilidades de transicion, segun la

ecuacion de Chapman-Kolmogorov son:

(st} _ (T\) (s't)
pba Zp paa

Es por tanto suficiente calcular probabilidades de transicidn para un periodo
menor al que nos interesa, por ejemplo probabilidades de transicion en una etapa y, de
forma recursiva, calcular a partir de ellas las probabilidades de transicidén en multiples
etapas. Ademas, las probabilidades de transicidn en una etapa se pueden estimar de

forma mas sencilla a partir de los datos disponibles.

Es necesario ademas tener en cuenta la distribucion del coste de un siniestro en
cada momento determinado respecto a diferentes estados. Se denota por (X[ ) ala
cuantia del i-ésimo siniestro que pasa del estado b en el instante y+s al estado a en el
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instante y+t. Por otra parte, la variable aleatoria { X"’ ) proyecta el coste del siniestro

que se encontraba en el estado 5 en el instante y+s al momento y+/. En esta tltima
variable no es importante el estado final en que se encuentra el siniestro aunque debe

estar en alguna categoria en el instante y+£. Se verifica por tanto:

PAXP ) <s)=> pt ' PAXY ) <s)

La funcidn generatriz de momentos permite obtener la siguiente relacion entre
las medias y varianzas de ambas distribuciones (aunque no aparece el subindice i para
simplificar la notacién, se supone que la relacidn siguiente se mantiene para el coste

del i-ésimo siniestro):

WXL ) =S P X" )y

O-Z(X;:,y‘u) :(Eh(s,f) )2 +m£x,r)

siendo (&,"" )* = pi+’a’(X[:" ) la varianza media dentro de las categorias en el
a

instante y+¢ suponiendo que el siniestro se encontraba en la categoria b en el instante

a

3 x 2 K] 2 5 H ’ .
yrsy m = pist (XY )= 1P (X[ ) es la varianza de la cuantia media de los
o
siniestros y representa la varianza entre categorias.

St el nimero de categorias es pequefio, la mayor parte de la varianza
correspondera a la varianza dentro de las categorias, (5"’ )’ y si el nimero de

categorias es grande, dentro de ellas los siniestros serdn mas homogéneos y la mayor
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parte de la varianza correspondera a la varianza que existe entre las distintas categorias,

mg,",r) )

Se supone que existe al menos una categoria de siniestros no declarados. Sin
pérdida de generalidad, suponemos que las categorias menores o iguales que 5 son las

categorias de siniestros pendientes de declaracion.

Por ultimo, para valorar la cuantia necesaria para la provision, veamos cual es

el coste incurrido en un momento determinado. Sea J|*/ el conjunto de los indices de

los siniestros que pasan de la categoria b en el instante y+s a la categoria ¢ en el
instante y+¢. El coste total de los siniestros que estdn en la categoria & en el instante

y+s, proyectado al instante y+1 es:

LY=% 2.(xu")

@ ielfy

A partir de la funcién generatriz de momentos y, suponiendo que los siniestros

pertenecientes al conjunto J.''/ son independientes e idénticamente distribuidos se

obtiene la siguiente relacion entre las medias y varianzas del coste incurrido, niimero

de siniestros y cuantia de los mismos, como demuestra Hachemeister (1980):
(I )= p( NP Ju(XE0) y

O_Q(L;\.f)):lu(N;\))O_Z(Xg\,U)+O_2(Nf£i))ﬂ(X"fir))2
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Una compaiiia de seguros activa tiene carteras formadas por siniestros que
tienen lugar a lo largo de diferentes periodos de exposicion al riesgo. Para los periodos
de exposicion mas antiguos todos los siniestros han sido completamente liquidados, es
decir, todos los siniestros han sido notificados, todos los siniestros validos han sido
pagados y no existen siniestros pendientes. Se denota por 0§ el periodo de exposicion
mas antiguo para el que todavia existen siniestros pendientes, / el periodo siguiente y

as{ sucesivamente.

En una fecha de evaluacién s proyeciada al periodo 1, el coste total de los
siniestros que han tenido lugar se divide entre coste conocido, K™/ y coste para

siniestros pendientes de declaracién, U™/ que verifican:

Para siniestros conocidos:

KO = z S

v=0 b fi

con media y varianza:

pK )= 2 m (X

y=0b>713
5 3
2 Ay - =y i-
oK)=y e (XY

y=06>1

Y para siniestros pendientes de declaracién:
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Ul’-VU zzﬁ:if‘fﬁf-yk”

y:f) b=

con media y vartanza:

v B
#(UU, )= ZZ}LI(N;'P)') )#(Xg_‘“”"w)

y=t) be)

v B
O (U= Y Y [HONS™ Jo? (XL e p XE™ 6P (NE™ )]

y=lh b=t

El método desarrollado anteriormente se basa en cadenas de Markov en tiempo
discreto, modelando el desarrollo de un siniestro hasta su liquidaciéon final como la
realizacion de una cadena de Markov. El espacio de estados representaba los posibles

tipos de informacion sobre el mismo.

Se pueden utilizar también cadenas de Markov en tiempo continuo que
generalicen ¢l método anterior como hace Hesselager (1994a), que considera procesos
de Poisson marcados en los que las marcas son conjuntamente la realizacién de una
cadena de Markov y los pagos de los siniestros que tienen lugar en los momentos de
transicion entre diferentes estados. Este método se explicard mds adelante, una vez

desarrollado el marco tedrico en el que se definen los procesos de Poisson marcados.
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V.3. PROCESOS DE POISSON MARCADOS

V.3.1. REVISION UNIFICADA DE LA METODOLOGIA PARA EL CALCULO

DE LA PROVISION

En la dltima década han adquirido una mayor importancia métodos de calculo
de la provision para prestaciones basados en procesos estocdsticos y, en particular, en
procesos de Poisson marcados, como prueban numerosos articulos al respecto entre los
que se encuentran los de Arjas (1989), Norberg (1993), Hesselager (1994a, 1995) o
Haastrup y Arjas (1996). Estos métodos permiten estimar la cuantia total de la
siniestralidad en cualquier momento del tiempo, por ejemplo al finalizar cada afio, lo
que postbilita determinar la cuantia de la provisiéon para siniestros pendientes. A
continuacién se presenta la base metodologica necesaria para poder aplicar los

procesos de Poisson marcados al célculo de la provision.

Los procesos de Poisson tienen una estrecha relacién con los procesos
puntuales, de los que son un caso particular, y con las medidas aleatorias. Para poder
definir un proceso de Poisson como una medida aleatoria ¥y poder hacer uso de las
propiedades de las mismas, o considerar el mismo como un proceso puntual, se

introducen a continuacién ambos conceptos.

Sea el conjunto de pardmetros T = [0, ) dotado de la topologia usual una

T El
clase de subconjuntos de 7 cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas que

contiene el conjunto vacio & y el total 7, a partir de la cual se construye la o-algebra

de Borel (T ) de tal forma que (7, (T )) es un espacio medible.
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Sea M ={ u; medidade Borelen (7, §(T )), finitas en acotados }, es decir, el
conjunto de medidas Borel que verifican g(A4) << para todo conjunto Borel acotado

Ay [(M} la o-dlgebra de Borel: minima g-algebra definida en M con respecto a la

cual las aplicaciones u — u( A) son medibles para todo Ae (T ).

Una medida aleatoria, siguiendo a Daley y Vere-Jones (1988). es una

aplicacién medible definida en el espacio de probabilidad (£2, 3, P) y con valores en

(M, S(M)), es decir:

N:(23P) > (M (M)
@ —> N(w):f(T) - R
A - NAw)

N(@} es una aplicacién medible verificando por tanto:

N(OAl,a))ziN(A,,a))

para subconjuntos disjuntos 4,, tomando ademas valores no negativos.

Si se fija el conmjunto A4, N(4,.) {denotado también como N(4)) es una

aplicacion del espacio muestral 22en R*. Se demuestra que N es una medida aleatoria

si y solo si N(4) es una variable aleatoria para cada conjunto acotado A perteneciente a

B(T).

231



V. Métodos dindmicos para el cdlculo de la provision para prestaciones

Los procesos puntuales son un caso particular de procesos estocdsticos,
{N¢t) 1T} de tipo discontinuo, es decir, procesos cuyas trayectorias son funciones
escalonadas o constantes en casi todo punto de 7, continuas por la derecha y cuyos
incrementos se llevan a cabo en un conjunto de valores enteros. Se puede denotar de

igual forma el proceso puntual como { N, }

el

Los procesos puntuales modelan la ocurrencia de algiin fendmeno aleatorio en

los instantes {¢ }7, < T, con i perteneciente a un conjunto adecuado de indices. Dado

un subconjunto 4 de los niimeros reales, N(4) denota el nimero de ocurrencias del

suceso en dicho conjunto, es decir,
N{A)=card{i't, e A}

Los procesos puntuales verifican las siguientes propiedades:

1. 51 A:UA, scon A, N A, =& para i # j, entonces N[UA,]= N(A4)

i=f 1=/ =/
2. N(4) es un valor entero y no negativo
3. N(A) esta definida para todo subconjunto Borel 4 de los nimeros reales.
4. N(A) es finito para conjuntos 4 acotados

Las hipotesis anteriores hacen que N{-) sea una medida de conteo en la o-

algebra B de todos los subconjuntos Borel de 1a recta.
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N(4) es ademas una variable aleatoria para cualquier A perteneciente a B(T ),

consecuencia de la definicion de proceso puntual a partir de un proceso estocastico.

Por tanto, un proceso puntual es también una medida aleatoria.

Si se denota por N(t)=N(¢(0,1]) al nimero de sucesos que tienen lugar en el
intervalo (0,1/, se dice que un proceso puntual es de incremenios estacionarios si la
distribucion de las variables aleatorias N((t,t+h])=N(t+h)-N(t) son independientes de ¢,

dependiendo por tanto de la longitud del intervalo Unicamente.

El proceso puntual es de incrementos independientes si las variables aleatorias

N, .t )y N((t ., ]) .. N((1, .1, ]) son independientes para cualquier conjunto de

intervalos disjuntos {(t,k 1, Jk=12..n}.

Los procesos de Poisson que modelan el niimero de siniestros que tienen lugar
en el intervalo (0] son un caso particular de procesos puntuales dado que son
procesos no negativos con trayectorias escalonadas, continuas por la derecha y
crecientes a lo largo del tiempo. Es habitual suponer ademas que se trata de procesos

puntuales con incrementos independientes.

Aunque los procesos de Poisson han sido definidos con anterioridad, en el
Capitulo II, para modelar el nimero de siniestros que tiene lugar en un periodo de
tiempo considerado, a continuacion se definen los mismos de forma general, como un

caso particular de medidas aleatorias. Siguiendo con la notacién de subepigrafes
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anteriores, si A=(a,b], el nimero de siniestros ocurridos en el intervalo A4 es

N((a,b]= N(b) -N(a).

Sea A(-) una medida sobre la recta real. Una medida aleatoria de Poisson con
medida media A¢) es una medida aleatoria en la cual la variable N(4) tiene

distribucion de Poisson de parametro A(A4).

Esta definicidon incluye tanto a los procesos de Poisson homogéneos como a los

no homogéneos, como comentan Daley y Vere-Jones (1988). Para el proceso
homogéneo con intensidad constante 4 (en el intervalo unitario), el parametro de la

distribucién de Poisson es A(A)=A((a b])=A¢b-a) y para el proceso no homogéneo en

¢l cual la intensidad depende del parametro ¢, la media de la variable aleatoria de

b
Poisson es A(A)=A((a,b])= Jl(x)-dx.

Se puede definir también una medida aleatoria en el espacio [0,%)x B, en
lugar de considerar nicamente medidas aleatorias con valores en el espacio de

medidas de Borel finitas en acotados en (f0,00), B([0,%0)}). [0,cc) representa la

evolucidn del proceso en el tiempo y B es un conjunto que recoge las caracteristicas
adicionales a considerar. Ademas, 4} es la medida de un conjunto 4 en B. Las
variables determinadas por conjuntos disjuntos son independientes y N((t,s]/x A4)

sigue una distribucion de Poisson con intensidad constante A-wA4) siendo por tanto su

esperanza.
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EfN(ts)xA]=A-(t—s}-v(A4)

Si se generaliza a un proceso de Poisson no homogéneo en el tiempo

considerando la intensidad como A(x )} v( 4) la esperanza es:
E[N(ts)xA]=v(A)- I&(x)-dx.

El proceso asociado N{tu) es un proceso de Poisson sobre [0, 0 x B. El
numero de sucesos ocurridos en el intervalo (s,7/ con caracteristica 4 se determina

mediante la integral:
I((s,t),A) = j [Neds, duy (V.2)
s A

Esta expresion ayudara a determinar el nimero de siniestros ocurridos en un
intervalo de tiempo determinado cuando el proceso de Poisson asociado a los mismos
no es homogéneo. Si ademas se tiene en cuenta el coste de dichos siniestros, la cuantia

total de los mismos vendra determinada mediante la integral:
H(Z,(s,0),4)= HZ(s,u)-N(ds,du) (V.3)
s A

expresion que se utilizara posteriormente para el cdlculo de la provisién objeto de

estudio en el nuevo método propuesto en el siguiente Capitulo.
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El proceso N({t,s]x 4) descrito anteriormente es un proceso de Poisson
marcado, una caso particular de los procesos puntuales marcados cuya definicton
formal se da a continuacién. Las caracteristicas adicionales consideradas en el proceso

se denominan marcas.

Los procesos puntuales, como ya se ha comentado, representan la ocurrencia de
un fendémeno aleatorio en los instantes {¢, }*, < T . Si se denota mediante 7, a la n-

ésima ocurrencia del suceso y se asocia a dicha ocurrencia una marca o caracteristica

aleatoria, denotada mediante Z,, estamos en condiciones de definir un proceso puntual

H?

marcado.

En el caso general, siguiendo a Brémaud (1981), si sobre un espacio medible

(£2,3) se define un proceso puntual { N, }_,, también denotado {7, }_,, y sobre el
espacio medible (£, &) una sucesion de variables aleatoria { Z /! .,, la doble sucesién

{1,.Z,},. se denomina proceso puniual marcado. Si {T,} ., es un proceso de

7t

Poisson, {7,,Z, },., se denomina proceso de Poisson marcado.

Se ha expuesto en este epigrafe una metodologia general para poder aplicar
procesos de Poisson marcados al célculo de la provision para prestactones. Los
diferentes métodos se caracterizardn por las variables que definen las marcas del
proceso puntual. Asi, se pueden considerar como marcas del proceso puntual que
representa el nimero de smiestros de una compaiiia, el tiempo que tardan en ser
notificados los mismos a la entidad o el tiempo transcurrido entre la ocurrencia del
siniestro y su liquidacién final.
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Como novedad, se puede incluir en las marcas de un proceso de Poisson una
mixtura finita de distribuciones que permitird definir en el siguiente Capitulo un nuevo

método de calculo de la provision para prestaciones.
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V.3.2. APLICACION AL CALCULO DE LA PROVISION

En el contexto de los procesos puntuales existen diferentes métodos,
desarrollados principalmente en la tltima década como ya se ha sefialado, para calcular
tanto la provision para siniestros pendientes de declaracién como la provision para
siniestros declarados pendientes de liquidacién. Dada la importancia que dichos
métodos estan adquiriendo se explican dos de ellos para ilustrar la aplicacion de los
procesos de Poisson marcados al célculo de la provision, pudiéndose utilizar ademds

para contrastar su resultado con el del método que se propone en el siguiente capitulo.

V.3.2.1. Método de Arjas

El primero de los métodos que se expone ha sido desarrollado por Arjas (1989)
y utiliza procesos de Poisson marcados y Teoria de Martingalas para evaluar la

provision.

Un siniestro que ocurre en un momento determinado, 7., es notificado a la

1
compaiifa con un cierto retardo. Si se supone que el nimero de siniestros que tienen

lugar un afio, denotado generalmente mediante el intervalo unitario (0,/], es finito, ¥,

se ordenan los tiempos de notificacion de forma creciente del siguiente modo:

T, <T,<..<T, <T,

n+l T TN+2 =..=®%
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Hasta que el siniestro i-¢simo es liquidado se va actualizando la informacion

sobre el mismo en N, distintos momentos del tiempo que se denotan por 7, y se

ordenan, de igual forma, de manera creciente:

<..<T

<Dy =Ty =t

(N +2

Se denota por X, a la cuantia pagada del siniestro i-ésimo en el instante 7, y

por I, ala nueva informacion sobre el i-ésimo siniestro que llega en ese instante. La
informacion 7, esta formada por palabras clave o numeros que reflejan, por ejemplo,
la clasificacion del siniestro por parte de la compafiia en el instante 7, que puede estar

abierto, cerrado, pendiente de liquidacion, etc. o el retardo hasta su notificacion.

Obviamente X, =0 ¢ [, =4 siempre que T, = .

Las definiciones anteriores permiten considerar, para cada siniestro, distintos
procesos puntuales marcados como el proceso de pagos asociado al siniestro, el

proceso de informacion y el proceso de liquidacion:

El proceso de pagos se denota por (7., X, )., donde X, son marcas reales no

jz0
negativas. Respecto a este proceso se puede definir la funcién creciente que representa

los pagos realizados respecto al i-ésimo siniestro hasta el instante 1, X ()= ZX ;e
{17,300

El coste total del i-ésimo siniestro sera por tanto X,(co )=ZX” y los pagos
J20

pendientes en el instante ¢ se representan mediante la funcién decreciente

239



V. Métodos dinamicos para el cdlculo de la provision para prestaciones

Uft)=X(c)-X(t)= qu' Obviamente U, (t)=X,() si t <7, dado que T

(4T, =t

es el instante en que se notifica el siniestro.

El proceso de informacién denotado por (7,1, )., es un proceso en el que las
marcas / que toman valores en un conjunto definido de forma adecuada, por ejemplo

un conjunto contable que represente como se ha dicho las diferentes situaciones en que

se puede encontrar el siniestro en cada momento.

Por ultimo, el proceso de liquidacion que se denota mediante (7, ,(X .7 )},

y las marcas contienen informacién conjunta de los procesos de pagos y de

informacidn.

De manera analoga se pueden definir los procesos puntuales con marca de
pago, de informacion y de liquidacién, considerando los siniestros de forma global, sin

mas que sumar las variables anteriores sobre el indice i+ X (¢ )=ZX At) y

Uflt)=>Uf(t)

El problema del célculo de las provisiones se puede considerar como un
problema de prediccion en el que, en un momento determinado ¢ que representa el
presente, la valoracion de los pagos futuros se hace en base a la informacién

disponible,
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La informacién disponible en la compaiia en el instante ¢, que se denota

mediante J,, esta compuesta por dos tipos diferentes de informacién, I, =3" v &, .
Por una lado la informacién basada en todos los pagos realizados hasta el momento,
o~ N

representada mediante la c-dlgebra 3 =o{(T,, 1, N, ). - T, <t}y por otro,

informacion exdgena a la liquidacion hasta el instante ¢, &,

El problema de la valoraciéon de los pagos totales X(co) (omitiendo el

subindice i ¢ - por ser valido el estudio en ambos casos) en el instante ¢ es
proporcionado por la siguiente distnbucion condicional, denominada proceso de

prediccion:

H()=P(X(w)e /3 )

Son importantes los dos primeros momentos de dicha distribucion,

M, =E(X()/3,) yV,=Var(X(2)/3,)

Dado que X_ =X, +U, y X, es J,-medible, verificdindose por tanto que

E(X,/3,)=X,, la prediccion basada en 3, es equivalente a la prediccién de U, y

I3

por tanto:

M =X +m,

siendo m, = E(U,/3,) la estimacién de la cuantia pendiente en el instante ¢ Se

verifica ademas que M, es una martingala y m, una supermartingala por lo que, para

cualquier f<u se verificaque E(M /3, )=M, vy E(m /T, )<m
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Debemos seflalar en este punto que el proceso U, no es observable.
Unicamente son observables las diferencias, U,-U,=X,-X,. Es interesante
considerar también las diferencias, M(tu)=M, —M, que verifican por ser

U =U,+(X,-X,) yportanto E(U,/3,)=E(U,/3,)+E(X(tu)/3,):
M(tu)=[X(tu)~E(X(tu)/3,)]+[EU,/3,)~EU,/3,)]

El primer término representa el error en la estimacion referido a los pagos en el

intervalo (¢, u] vy el segundo término es la correccion hecha en la estimacién de los

pagos pendientes cuando el tiempo de estimacion cambia de ¢ a u.

Respecto a las varianzas condicionadas, como X, y E(U,/3,) son J,-
medibles y teniendo en cuenta que M(fw)=M -M =X _-X -E(U /J,) se

verifica:
V.=Var(U,/3,)=Var{M(t,©)/3J,)

Estos resultados respecto a la esperanza y varianza se utilizaran en el calculo de
la provision para todos los siniestros que componen la cartera de polizas. Para ello, se

divide la estimacion m, =E(U,/J,) en dos partes segin sean conocidos los

siniestros o desconocidos.

En el calculo de la provisién para siniestros declarados se observa que el

numero de ellos en el instante ¢ es un valor conocido, N, = Z]f 7« » Siendo el pago
-
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pendiente para dichos siniestros ZU“. Dado que los sucesos {7 <t} estan

isN,

determinados por 3, , la esperanza condicional viene dada por:

E[ U, /S,J =Y EU,/T, )= > m,
<N,

<N, ISN,

Por tanto, la provision para siniestros declarados y pendientes de liquidacion
puede hacerse de forma individual dado que ésta serd la suma de la provisién hecha

para cada uno de ellos.

La varianza es de igual forma, dado que U/, son incorreladas para distintos

siniestros dada 3, :

Var[ZUl, /S,J = ZVCH‘(U,-, /3,)=2V,

SN, isN, isN,

El célculo de la provisién para siniestros pendientes de declaracion es mas
complicado dado que no se puede hacer de forma individual. En este caso el retardo
desde que ocurre el siniestro hasta que es notificado a la compaiiia juega un papel

fundamental y se debe usar la informacion recogida sobre otros siniestros (conocidos).

Es obvio que N -N, es desconocido, no estando determinado por 3J,. Se

observa que el proceso E( Z v,’/ S,) €s una supermartingala.

>N,
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Se considera (7,,X,) enel que X, = X (o) representa ¢l coste del siniestro i-
ésimo. El correspondiente proceso de conteo es {N,(A4);t=20,Ac R’} en el que

Ni(4) :Zl{z «rx,eq; Cuenta el nimero de siniestros registrados antes del instante ¢

cuyo coste pertenece al conjunto 4. N, 4) no puede, en general, ser determinado a
partir de 3, dado que los siniestros notificados antes del instante ¢ pueden tener pagos

posteriores al mismo instante. Se verifica ademas que N, = N,(R).

Si se denota mediante U(t,u;4) a la suma en el conjunto
{i:t<T <u, X, e A4} de las cuantias de los siniestros, el coste pendiente para los
siniestros no notificados es:

dU,= XX = wj a].x-st(dx)=(7(t,oo;R’).

N, [ET>0) smrxst

Los “elementos comunes” se formulan en términos de variables latentes no

observables cuya distribucion se actualiza de acuerdo a la informacién 3J,. Se supone

que estas variables latentes, cuya descripcidn y estudio se detalla en el trabajo de

Norberg (1986), forman un par (@, )} en el que @ puede considerarse como un
parametro de la distribucion del proceso N, y @& parametriza la distribucion del coste

de los siniestros, X,.

Se supone ademas que los parametros (@D, ) son suficientes en el sentido de

que si son conocidos junto con alguna informacion inicial del proceso, J,, entonces
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ninguna informacién de 3, podria cambiar la prediccion hecha para los siniestros

IBNR después de t. Esto significa que las estimaciones de ¢ y & obtenidas a partir de

o~

3, incluye la informacién relevante para el problema.
Fijando el presente /, se consideran instantes de tiempo « > ¢ y se define:

S, =3, vo{®D.0}va{(T, X, );1 <T <u}

~
e~

De esta forma 3 representa la informacion contenida colectivamente en 3J,,,

los parametros @ y @ y los pagos posteriores al instante f. Se supone ademas que se

cumple la propiedad de independencia condicional estableciendo que 3, es irrelevante

para predecir los pagos posteriores a f demostrado que 3, vy (@, &) son conocidos.

Sea (A,(A)),, con AcR' la (3,)-intensidad del proceso de conteo

(N,(A)},, enelintervalo T,_, <u<T:
A(A)du=P(dN (A)=1/T,_)=P(T edu, X e A/, _)

Dicha intensidad puede ser interpretada como el producto Iu( A)=Ap (A4),
donde (4,) es la (3, )intensidad del proceso de conteo (N, ), es decir,

Zudu=P(dNux]/%u_)=P(Zedu/§u_) para T_,<u<T y ¢ (A) puede ser

interpretado como la probabilidad condicional ¢, (4)=P(X, € A/ 3 _) para T =u

=
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Se puede elegir (4,(-))

s

de tal forma que sea 3, -medible y parametrizada por

(@, ). Segun la division hecha sobre los papeles que juegan @ y @ se supone que

A, esta parametrizada por @ y puede expresarse de la forma:
A, =h(u;, @)

donde, para @ fijo la aplicacién u — h(u,; @) es 3,-medible. Es otra forma de decir
que el proceso (N, ) es un Proceso de Poisson doblemente estocastico (proceso de

Cox) con pardmetros aleatorio @ .

Se supone ademas que ¢, (-) estd parametrizada por & pudiéndose escribir las

distribuciones de las cuantias de los siniestros como:
p(A)=F(4,®)

donde, para u y @ fijos, F, (-, @) es una funcién de distribucion, lo que viene a decir

que dado & y los momentos de notificacidn de los siniestros pendientes, las cuantias

de los mismos son variables aleatorias independientes.

Las expresiones finales para la esperanza y varianza de los siniestros pendientes

resultan, como demuestra Arjas en su articulo:

E[ZU" / 3,] = ij(h(u,-a) Jm (D)/3, )du
>N, u=1
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siendo m (@) lamedia m (@)= |x-F (de;@)}y

x=(

Va;{ZU,r / SJ = [E(h(u;@)m(7 (@) /S, )du +

>N, =1

+ Var[ O]h(u;cb)mu(@)du/ S,J

u=/

siendo m(”(®@) =[x’ F,(dx;®)

x=ft

A la vista de las expresiones obtenidas se puede concluir que la esperanza y

varianza condicionales de la provision para siniestros pendientes de declaracion ZU P

>N,
se puede obtener si se conocen las intensidades A(-, @), los dos primeros momentos de
las distribuciones F(-, @) y la distribucion condicional de las variables latentes

(@,@) dado J,, cuyo conocimiento requiere el uso de estadistica bayesiana.

Respecto a las intensidades, debemos comentar que la expresiéon mas comun
para las mismas se obtiene suponiendo que durante el afio considerado los siniestros

ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson de intensidad @ y que los retardos D, en

la notificacién son variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes con

funcion de  distribucién  G(:) lo que permite  demostrar  que
h(u;@)=@[G(u)-G((u-1)" )]. Es decir, @ puede parametrizar conjuntamente el
proceso de ocurrencia de los siniestros y la distribucion de los retardos en la

notificacidon de los mismos.
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LLos dos primeros momentos de las distribuciones F(-; @) se obtienen de forma
sencilla si se consideran Unicamente, como es habitual, el nimero de futuros siniestros

( N — N,) en lugar del coste de los mismos. Bajo esta hipdtesis se considera X, =/ y

por tanto m (P )=m. /(D) =1.

u

V.3.2.2. Método de Norberg

También en el contexto de los procesos puntuales de Poisson con marca ha
desarrollado Norberg (1993) un método para el calculo de la provision para siniestros
pendientes. Este método, al igual que el anterior, tiene en cuenta el retardo desde que
ocurre el siniestro hasta su notificacion incluyendo esta variable en las marcas del
proceso de Poisson. Recordemos que Arjas comentaba la posibilidad de incluir el
tiempo de demora en la variable / que representaba la informacion que llegaba a la

compaiiia respecto de los siniestros.

Se supone, como es habitual, que un siniestro ocurre en un momento

determinado 7; y que el nimero de siniestros cuya responsabilidad debe ser aceptada

por la compaiiia ocurridos hasta el instante ¢, N(t)= Z]m < » €8 finito, al tgual que el

nimero total de sintestros N =/im N(t).

]

Los datos que se observan respecto al /-€simo siniestro constituiran el proceso

de Poisson {(7,Z )}, donde la marca Z; esta constituida por las variables que
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representan el tiempo de espera desde la ocurrencia del siniestro hasta su notificacion
(U,). desde la notificacion del mismo hasta su liquidacion final (V)), por la cuantia

pagada o' unidades de tiempo después de su notificacién (X,(v"), pagado en el

intervalo [T +U,T+U +0' ]) y por el coste total del simestro ( X, = X (V) )

El siniestro i-ésimo se representa por tanto mediante el vector aleatorio
(T, Z =(UV,X{X(v );0<0'<V})) en el que el espacio de todas las posibles
realizaciones es ({},0)x Z siendo Z el espacio de todos los posibles desarrollos del

mismo.

El punto de partida para construir el modelo es el proceso de ocurrencia de los
siniestros. Se supone que es un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad

w(t) enel instante ¢ > 0. Es decir,
[T }iccn = Poissonfw(t )t 20)

w('t) representa los expuestos al riesgo por unidad de tiempo en el instante ¢,

Se supone que w(!) =0 para { suficientemente grande siendo por tanto el niimero total

de expuestos al riesgo finito, W = jm(t) -t
1]

Esto significa que el proceso { N(1)},., tiene incrementos independientes y que

f
N(t)—- N(s} sedistribuye segin una ley de Poisson de parametro I (1 )dl' para cada
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intervalo (s, /. En particular, como el niimero total de expuestos es finito, el nimero

total de siniestros es finito con probabilidad 1 y se distribuye segtn una Poisson(W)..

Por otra parte, {Z(t)}., es una familia de vectores aleatorios en 2,
mutuamente independientes ¢ independientes a su vez de [ N(¢ )/}, cuya distribucion

se denota por P, ,. El desarrollo individual de un siniestro se denota mediante los

-
vectores aleatorios Z, =2Z(T ), i=/,...N que se suponen independientes. La
distribucion condicional de Z =Z(7T ) dado {N(t)},, depende tnicamente de T .

Z, = Z(T, ) es lamarca asociada al instante 7,. El proceso de Poisson marcado que se

considera se denota mediante:
{UT,Z )}y = Poisson(a(t), P, ;120)

Una forma alternativa de construir el proceso es dada mediante la distribucion

de probabilidad conjunta de las observaciones:
P{N=n(T,Z je(dl, dz)i=1..,n}="- H Lld,d

donde W es una medida del nimero total de expuestos al riesgo vy

Bt dz)= 0

P, (dz). P, es por tanto la distribucién de probabilidad

conjunta del par aleatorioc (7,Z) en el que T tiene distribucién marginal de
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a(l)

probabilidad P con densidad . >0 y Z tiene distribucion de probabilidad

condicional P, , para T=¢ fijo.

Si X es el coste total de todos los siniestros asumidos por la compafiia hasta el

N
instante determinado 7, que es de la forma X = ZX ., donde N se distribuye de la
1=/

forma especificada anteriormente y la distribucién marginal de X, suponiendo que las
variables aleatorias X, son independientes ¢ idénticamente distribuidas, puede

wf(t) - dt

obtenerse a partir de la distribucién conjuntade P, ,(df,dz ) = W P, (dz) como:

[P, (dx)-d

Poldy)=r—

El coste total de los siniestros es una variable aleatoria de Poisson generalizada,

fo-P, (dx)-di

Poisson(W P, ) en la que W= Iw(l)~dt y Py (dy)="" la
4

distribucion de esta variable aleatoria viene dada por:

W e
Pk' = Z e™ P\n
n={} n-’ J

donde P; es la convolucién n-ésima de P, . Los tres primeros momentos de esta

vartable son:

251



V. Métodos dinamicos para el cilculo de la provision para prestaciones

m = o) [x*P (dc)d k=123

1> i

En el instante 7 de valoracién de la provision Norberg considera cuatro tipos
diferentes de siniestros: liquidados (seftled=s), notificados pero pendientes de
liquidacidén (reported-not-settled=rns), ocurridos pero pendientes de notificacion
(incurred-not-reported=inr) y siniestros cubiertos pero no ocurridos (covered-not-
incurred=cnr). Para cada (>0 y g=srns,inr,cni, sc denota mediante Zf al
desarrollo de todos los posibles siniestros de la categoria g ocurridos en el momento .

Por ejemplo, respecto a los siniestros clasificados como inr, Z" ={z;t <t <t+ul.

CHE

Por definicion Z =& para t>7 y g=swnsjnr, Z" =27 para (>7 y
Z" = para t <r. Ademds, para cada valor de ¢, los conjuntos Z* forman una

particion del espacio 2 .

Segin esta division de los siniestros, el proceso {(7,Z, )} .. se puede
1 1 b &
descomponer en cuatro procesos componenies independientes, {(7*%, Z; Mroepr

g = s,rus, inr, cni, cuya distribucioén de probabilidad es:

UTFEZF )}, = Poisson(@® (1), P*z ;1 20)
o , , P (dz) ,
donde w*(1)=w(t )P, {ZF}y P} (dz)= P7,{Z,’“}’ ze L}
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Para cada categoria g el proceso que cuenta el niamero de siniestros de la misma

e zeri® el instante de ocurrencia del /-ésimo
(<2628

se define mediante N¥(¢)= ZI
siniestro de la categoria es 7% =inf{t, N*(t) =i} y sudesarrollo es Z = Z(T* ).

La siniestralidad total se puede descomponer de la misma forma en cuatro

partes:
Af — X&' + XI‘JT\' + XHH‘ + X('ﬂf

donde cada una de las componentes representa el coste total de los siniestros

pertenecientes a cada una de las categorias:

En ¢l instante de observacion r han sido totalmente liquidados los siniestros
clasificados como s (settled=s) y parcialmente liquidados los siniestros clasificados

como rus (reported-not-settled=rns) con la cuantia X ™" = ZY,””( r=T™-U™).

Jia N

Por otro lado, la cuantia pendiente de todos los siniestros consta de dos partes:
XU — X{)rﬂ.\‘ + Xi”’

siendo X la parte pendiente correspondiente a los siniestros clasificados como rns,

X = Z( X™-X™(r-T™-U")},y X" la parte correspondiente a siniestros

F<ieN™
pendientes de notificacion constituida por la suma X™ = X™ + X" v cuyo desarrollo

se puede definir mediante 2" =Z" O Z™ ={z;1+u>1}
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Sea 3, la informacion disponible en el instante 7en el que se desea calcular la

provision. Consiste en la historia de los siniestros individuales que han sido notificados

hasta ese momento, es decir a aquellos siniestros cuyo desarrollo es:
2
er — ZJ.\' U ern.\ — {Z,'t +u< T}

Respecto a los siniestros pendientes de notificacion, se calcula el valor

estimado de su cuantia X que es independiente de 3, . Teniendo en cuenta que

J‘B‘,"\,’ (du.dx )

@ (t)=w(t)(1-F, (t—t)) y que P (dx)="""-- se obtiene, para
- I-F v (1=1)

k=123

i = o) [Py (aodi= for) | (¥R, (dudyja

(>0 (&Y 150 Tt Yol

siendo un valor adecuado para la provisién el primer momento

V.3.2.3. Método de Hesselager

Hesselager (1994a) utiliza, como se ha comentado con anterioridad, cadenas de
Markov en tiempo continuo, generalizando el método propuesto por Hachemeister
(1980). Considera procesos de Poisson marcados en los que las marcas son la
realizacion de una cadena de Markov y los pagos de los siniestros que tienen lugar en

los momentos de transicion entre diferentes estados.
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Si se considera una cartera de siniestros observada en el intervalo de tiempo
[0, ] donde 7 representa el momento actual en el que se valorara la provisién y se
denota por N, al nimero de siniestros ocurridos en el intervalo [0,1] , suponiendo que
no pueden ocurrir dos siniestros en el mismo instante, los mementos de ocurrencia de

los mismos son:

O<T,<T,<.<T,

Sea Z =Z, la marca asociada al i-ésimo siniestro que describe el desarrollo

1

del siniestro hasta su liquidacién final. Respecto al proceso que genera los siniestros

se supone:

(i) {N,}., es un proceso de Poisson con intensidad { }.,, v {Z }., son

independientes e independientes de { NV, }_,

Un siniestro es asignado, en cualquier momento del tiempo posterior a su
ocurrencia, a uno de los multiples estados de un conjunto S. Diferentes estados del
conjunto S representan diferente informacion que sobre el siniestro ticne la compafifa
en distintos momentos del tiempo. Durante el desarrollo del siniestro, éste puede
cambiar de estado conforme se disponga de nueva informacién y se vayan realizando
pagos parciales del mismo en momentos de transicion entre estados. De esta forma, la

marca asociada al proceso de Poisson sera:

Z, =N}y A X3}y omE R mnES)
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donde S(wj)eS denota el estado de un siniestro ocurrido en el instante / en el

momento (+u e X!/’ los pagos realizados hasta la j-ésima transicién de m a n.

t.mn

Respecto a un siniestro ocurrido en el instante ¢, las transiciones de m a n

. ! .
ocurren en los instantes t+U/) | t+U2 . Los pagos X'/ pueden considerarse

f,hh ¥ {.mn {0

como las marcas asociadas al proceso puntual 0 <t+U'/ <i+U" < |y se

. r.mn

consiruyen como:

XM) =X {'U(H}

. 1oy

donde { X, (u )}, es una familia de variables aleatorias.

Para el proceso de desarrollo de los siniestros se supone que:

(i) {S,(u)}., es una cadena de Markov no homogénea en el tiempo con

probabilidades de transicion:
pmn(u’v) = P(S,(V) ":—]’I/S"(u) = m)

e intensidades:

A, (u)= lim PomtHTE
ﬂl)i( ) h

h->{t+

Las cuantias de los siniestros { X, (w)} ., son mutuamente independientes e

i

independientes para todo m#zneS y u20 e independientes de {S,(u)}., con

funcion de distribucion:
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Foa(y/u)=P(X,  (u)<y)

Segin esta hipétesis la distribucion de la marca Z, correspondiente a un

siniestro ocurrido en el instante / es independiente del tiempo ¢. Aunque se podria dar

la dependencia del tiempo afadiendo el subindice ¢ a la notacion anterior. La
dependencia del tiempo podria darse en ¢l caso en que A4, (u)=A4,, (1 +u) dependa

del tiempo fisico (afio de calendario {+u) mas que del tiempo transcurrido desde la

ocurrencia del siniestro u.

Se pueden considerar diferentes espacios de estados. El mas sencillo consta de

solo dos elementos, S ={0, 4}, donde 0 representa los siniestros denominados /BNR y

A los siniestros completamente liquidados. Se puede afiadir un estado al conjunto
anterior que represente los siniestros notificados pendientes de liquidacion.

Hachemeister consideran fundamentalmente cuatro estados, S=/0./,24} donde ¢

representa los siniestros denominados /BNR, / los siniestros notificados pendientes de
liquidacion provisionados, 2 los siniestros notificados pendientes de liquidacién no

provisionados y A los siniestros completamente liquidados.

Respecto a un siniestro ocurrido en el instante / es necesaria la siguiente

informacidn:

/, .(u)=1(S,(u)=m): indicador de que el siniestro ocupa el estado m en el

instante f+u.

N, (1) namero de transiciones directas de m a n durante /1,1 +u ]
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3, = O S,V e X0 J = 1 N, (1)}) la histotia generada por el

[T

siniestro en el intervalo [¢,¢+u]

x,.(u)=FEX, (u):cuantia media pagada en el instante /+u si se produce una

t.mn

transicion de m a » en ese instante,

2 _ . . . , . .
o, (uj=VarX, (u): varianza de la cuantia pagada en el instante /+u si se

i.mn

produce una transicion de m a »n en ese instante,

Ademas se verifica que dN,, (u)=1  (u=)A, (ujdu+dM,  (u) donde u-

mn f.ma

representa el limite por la izquierda y M, (u) para m#neS son martingalas

f.mn

mutuamente ortogonales con media cero respecto a la histonia interna del proceso

{S(u)}.,. Como ademas {S,(u)},., son estocasticamente independientes de las

cuantias de los siniestros (hipotesis (1)), M, (u) es también una martingala con

f.mn

media cero respecto a la filtracién {3, /..,

Se verifica también que Var[dM, , (u)/3,, ] =1, (u—)A,. (u)du

Por convencion supongamos que el estado O representa los siniestros no
notificados (IBNR) y que el estado A corresponde a los siniestros completamente
liquidados, el nimero de siniestros ocurridos en 7 que en el instante 7 son clasificados

como IBNR o RBNS respectivamente es:

Nypal(t) = J‘[.‘.‘,,(T—S)dN(S) y

i
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N s (1) = _[[l - [.\,n(f =5 ) (T —5)JdN(s)
f}
siendo la cuantia total pendiente en ¢l momento =

{
X (1) = [X (1= 5,90)dN i (s) ¥
f)

I

Xpaws (1) = IX.»-(T ~ 5,0 )AN oo (S)

f

Sea X, (u,v)= Z j‘Xl‘m”(f)dN,m(cf) la cuantia total pagada en el intervalo

HIFEN Yy

[t+u,1+v] respecto a un siniestro ocurrido en el instante /. El objetivo es buscar

expresiones para la media y varianza de los pagos realizados respecto a un siniestro

ocurrido en el instante ¢ { X, (u,%0 ) dada la historia individual 3, de dicho siniestro.

.
Se puede omitir el indice ¢ dado que dichas cantidades son funciones de las marcas

correspondientes a un siniestro ocurrido en ¢ y dichas marcas no dependen de 1.

o~

Consideramos la distribucion condicional de X(u,o0} dada 3J . Dada la

t

independencia vista en ¢l apartado (it), la informacion sobre las cuantias pasadas del

siniestro X, (v) para v<u pueden ser omitidas de la historia del proceso, 3, .

mh

Ademas, de la propiedad de Markov la unica informacién contenida en 3 sobre el

1

futuro desarrollo de {S(v )} es el estado actual S(u). por tanto:

EfX(u,00)/3,]=E[X(u,0)/S(u)]=V[u/S(u)]y
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Var{ X(u,)/ 3, ] =Var{ X(u,0)/S(u)]=1Ifu/S(u}]
Las formulas finales a las que se llegan, tanto para la esperanza como para la
varianza son:

Viu/j]=E[X(u.0)/S(u)=j] =3 [3,(E)p (1.8 )R, (E)dE y

men g,

Dfu/ jl=Varf X(u>)/S(u)=jj]=

= [Pl E)A ()] on (E)+r,, (&) JdE

m#n

siendo 7,,(&)=,,(6)+V(5/n)=V(5/m)

Una vez determinadas la esperanza y varianza del coste total de los siniestros de
forma individual, se tratara de encontrar la expresion de la provision para el total de

siniestros que componen la cartera.

En el instante 7 estdn registrados todas las ocurrencias de los siniestros
notificados hasta entonces y, para un siniestro notificado en el instante ¢ se conoce la

historia del mismo desde dicho instante hasta 7, 3

-t

Si 3. es la coleccién de toda la informacién disponible hasta el momento, la

T

provisidon para siniestros pendientes de notificacion (IBNR) es:

Vigae (1) = E[X[HNR(T)/Sr] = _[ﬂmNR(f)V(Tft/O)d’ Y
0
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y para siniestros notificados pero pendientes de liquidacién (RBNS):
Visns (T) = Ef X ppu(7)/ 3 [ = IV(T*‘!/SI(T —t)AN gy (1) y
i

Este método permite ademas controlar los errores cometidos en las

estimaciones por medio de las varianzas, que también calcula Hesselager (1994),

Se han enumerado en este capitulo distintos métodos dindmicos de estimacién
de la provisién para siniestros pendientes basados en procesos de Markov y en
procesos de Poisson marcados. En el Capitulo siguiente se presenta un nuevo método
de calculo de las mismas basado también en procesos de Poisson marcados con la

novedad de incluir una mixtura de distribuciones en las marcas del proceso de Poisson.
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procesos puntuales y mixturas de distribuciones

V1.1. DESCRIPCION DEL METODOQ

Se plantea en este epigrafe un nuevo método para el céalculo de la provision
para siniestros pendientes de declaracidén en el contexto de procesos de Poisson
marcados que incorpora el uso novedoso de mixturas de distribuciones como marca
del proceso puntual para evaluar el retardo con que los siniestros son notificados a

la entidad aseguradora.

En el Capitulo anterior se vio que si el numero de siniestros ocurridos, Nt u),

es un proceso de Poisson sobre /0,00 )x B en el que B es el conjunto que recoge las
marcas O caracteristicas asociadas al proceso, el namero de siniestros ocurridos en el

intervalo (5,¢/con caracteristica 4 se determinaba mediante la integral (V.2):

If(s,1),4)= “N(ds, du )

5 A

Ademas, teniendo en cuenta el coste de dichos siniestros, la cuantia total de los

mismos venia determinada mediante la integral (V.3):
I(Z(s,1)A4)= ”Z(s,u)-N(ds,a’u)
s A
Se deben evaluar las expresiones anteriores para un adecuado conjunto B de

caracteristicas 4 que represente los siniestros pendientes.

Para ello nos podemos ayudar de una proposicion, utilizada por Albarran y

Leguey (1997) para el calculo de la provisién, que establece que:
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i sit)A)

HZ(s0),4)= > Z(s,.u,)

n={

donde s, v u, son los instantes de ocurrencia y las marcas del n-ésimo siniestro.

Ademas:

E[I(Z,(S,t),A)]zij[Z(s,u)]-/I(s)-ds‘-dP(U) (VLD

oA
Este resultado es valido bajo las hipdtesis de que v(4) es una medida de
probabilidad (viAd)=P(U e 4}), E[I((si)A)]=P(UeAd) J/l(x)dx, el numero

de siniestros que se produzcan es independiente de la cuantia de los mismos y las
realizaciones del proceso Z(t,u) son continuas en u, continuas por la izquierda en ¢ y

acotadas.

Si la variable aleatoria I/ representa el tiempo que los siniestros tardan en ser
liquidados completamente, se puede estimar la provisidn para siniestros pendientes de
liquidacion y si dicha variable representa el retardo con que los siniestros son
notificados a la entidad, estaremos en condictones de estimar la provision para

siniestros pendientes de notificacion.

La proposicion anterior es aplicada por los autores considerando la distribucion
Gamma como la distribucidn del retardo en la notificacion. Sin embargo, en ciertas
ocaslones, como se comprobara con la aplicacion a un caso practico, dicha distribucién

puede no ser adecuada para modelar la variable retardo. Ademas, pequefias variaciones
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en los parametros de la misma pueden hacer que la provisién sufra cambios
considerables. Es por ello por lo que se busca una mixtura que se ajuste a dicha

variable, reduciendo el error en las estimaciones.

Los siniestros pendientes de declaraciéon ocurridos en el intervalo (s.s7) se
caracterizan por ser notificados a la entidad con un determinado retardo u de tal forma
que si ¢ es el momento de su ocurrencia se verifica que #+u>s’. Por tanto el coste de
dichos siniestros, que serd la cuantia de la provisién vendrd dado, adaptando la

expresion (VI.1) y representando la variable U el retardo en la notificacién, por:

]

E[I(Z.(st)A)] = j jE[Z(r,u V-A(t)-dt-dP(U ) (V12)

5 85—t
probado que se verifican las hipotesis necesarias para poder aplicar la proposicién.

Para aplicar el resultado se analiza una cartera de seguros multirriesgo hogar
(cedida por una importante Entidad Financiera y Aseguradora) durante un periodo de
seis afios desde el momento de su creacion (1990-1996), informacion conforme a las
exigencias del Reglamento de Ordenacién y Supervisién de los Seguros Privados que
en el Articulo 43 establece que “la determinacién de la provisién de prestaciones
utilizando métodos estadisticos requerira que la entidad tenga un volumen de siniestros
suficiente para permitir la inferencia estadistica y que disponga de informacidn relativa
a los mismos, como minimo de los cinco ultimos ejercicios, que comprenda las

magnitudes relevantes para el calculo™.
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Para estimar los diferentes factores que aparecen en el integrando de (VI.2) se

proponen las siguientes consideraciones:

En primer lugar se analiza la distribucion de la variable U que se refiere al
retardo con que los siniestros son notificados a ia entidad aseguradora desde el
momento de su ocurrencia, variable que permitira estimar la provision para siniestros
pendientes de notificacion. Si en lugar de dicha variable se considera el tiempo que
tardan en liquidarse completamente los siniestros, la expresion (V1.2) permitiria, como

ya se ha comentado, estimar la provisién para siniestros pendientes de liquidacion.

A continuacion se estudia cual es la evolucion del numero de sinjestros
ocurridos a lo largo del tiempo, la relacidon con el namero de asegurados y se estima la

intensidad del proceso de Poisson no homogéneo asociado a los mismos.

Por Gltimo se estima el coste medio de los siniestros cerrados hasta el momento
en el que se quiere calcular la provisidn y se estudia la independencia entre dicha

variable y el retardo en la notificacion.
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VI.2. ESTIMACION DEL NUMERO DE SINIESTROS

PENDIENTES

En el nimero de siniestros pendientes de notificacidén al finalizar cada afio
intervienen, ademds de la variable que representa el nimero de siniestros ocurridos en

dicho periodo, el tiempo que los mismos tardan en ser notificados a la compaiia.

Sera preciso por tanto estimar ambas variables para poder determinar, en el
caso que se analiza, cudl es el niimero de siniestros pendientes al finalizar el afio lo que
permitird como ya se ha sefialado, si se considera ademds el coste de los mismos,

conocer cudl es el importe final de la provision
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VI.2.1. RETARDO EN LA NOTIFICACION

Estimamos en primer lugar la distribucion de la variable aleatoria U/ que

representa el retardo con que los siniestros son notificados a la entidad.

Se supone en primer lugar que dicha variable sigue una distribucion de

probabilidad Gamma con funcién de densidad:

. _ _1_'__7 a-i p
f(u)mﬁar(a)u e’

y se estiman los parametros de la misma, dada una muestra U" = {u,,...,u, }, mediante

el método de maxima verosimilitud. Para ello se buscan los maximos (&) del

logaritmo de la funcion de verosimilitud:

LU e f) =n--;;_-Lna—n-Ln(f(a))+

{5y

que resultan ser la solucidn de la ecuacién:

znan(u,)
I 00Xa) yia)elnfi)—F — =g
I'(a) o 1

que requiere métodos iterativos para su resolucion, y f:
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Se obtiene para la muestra de 6.300 observaciones (el 10% del total) las
estimaciones @ =0,83479 y B =50,5234. Al realizar el Test y° de la bondad de

ajuste, una vez agrupadas las observaciones en 184 intervalos para que la frecuencia

empirica no sea inferior a cinco, se observa que:

, _ 2
. #EE_L ~897.99>21339= 3%, =K
i=1 i

por lo que no puede aceptarse que el retardo en la notificacion sigue una distribucion
Gamma con los parametros estimados, haciéndose necesario buscar una ley de

probabilidad que represente mejor a la distribucion empirica.

La representacion gréfica de la distribucion de frecuencias de dicha variable es la

siguiente:

GRAFICO VL1. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LA VARIABLE RETARDO
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El grafico anterior ayuda a centrar ¢l problema de estimacidn de dicha variable,
Se observa que una mixtura de distribuciones compuesta por una distribucion de
probabilidad Gamma, una distribucion normal y una distribuciéon exponencial puede

aproximarse a la distribucion empirica del retardo. La funcidn de densidad de la misma

£85:
Jw@)=p,-g(ua f)+p, g,(uwpuo)+p, g,(u i) (VL3)
donde:
—1———1/[0'-"8_% u >0
giwa,f)=1perig) (V1.4)
0 w<0
fumu )
g.(u po)= e VL5
U P (VL5)
(u: 1) Ae™ u>0 (VL6)
H, = .
Y & f) u<f

La estimacion de los parametros de la funcién de densidad definida en (VL3) se
obtiene por el método de maxima verosimilitud aplicando el algoritmo EM descrito en

el Capitulo 1II, partiendo de los valores iniciales de los pardmetros

iy (0] (G 0y (0) @fh) (G i) A
& =(pf P20 P )»a ,ﬁ JH /,O— ,}\. )).
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Cada iteracién del algoritmo, dadas las estimaciones @™/ de los parametros,
consta de dos pasos. En el primero, el paso E, se calculan las probabilidades “a
posteriori” de la siguiente forma:

Him)gk Lo @) )
P (k/u,)= o
i _f(u,v.@( ))

k=123 j=12..n

donde f(u,;@"' )y g.(u,;©" ) (k=12.3) son las funciones de densidad definidas

en (V1.3), (VI1.4), (VL5) y (V1.6) respectivamente.

En el segundo paso, el paso M, se estiman las proporciones de la mixtura:

1 "
P = ;Z P™(k/x,). k=123

J=!

y los parametros de las distintas componentes. Respecto a la primera componente, la

distribucion Gamma, resolviendo las correspondientes ecuaciones normales, se obtiene

fa+f)

en primer lugar como solucion de la ecuacidn, obtenida mediante la aplicacion

del algoritmo de Newton-Raphson:

{

g‘i‘L”A'“"LnB""Ln(a)“ ! _B(F'(a)):
A Ia) oo

siendo:

A :Z}P(]/uj), B:Z}ujp(f/uj) y C= Lafu, )P(1/u,)
= j= j=1
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i+

y a partir de dicho valor, £ se obtiene de forma sencilla como:

zulP(I fu, )
(m+dy) _ =1
ﬁ - fm} "

“ SN pivu,)

Respecto a los parametros de [a segunda y tercera componentes se obtienen de

la forma explicada en el Capitulo Il como:

SuP(2/u,;)

(m+l) __ g=l

H e
zP(Z/uf)
J=! '

SulP(2/u,)
O_(m-u’j =+ 1= _(#(J'?H—U)Z y

i P(2/u,)
=1

Z”:P(3/uj)

/1{!1”.’) e Jj=1

SuP(3/u,)
=1

El algoritmo es convergente, resultando las siguientes estimaciones de los
parametros que aparecen en la funcion de densidad (VI1.3):
p, =02997 a=058235, f=11362751

p,=01946, 1 =40,09922, ¢ =122826 y (VL.7)
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Py =0,5057, A =0,03477

cuya representacion grafica es:

GRAFICO V1.2. FUNCION DE DENSIDAD DE LA VARIABLE RETARDO
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Una vez estimados los pardmetros de la mixtura es necesario realizar un
contraste de la bondad de ajuste para comprobar que, efectivamente, la distribucidn de

probabilidad elegida representa de forma adecuada el retardo con que los siniestros son

notificados a la entidad desde el momento de su ocurrencia. Tanto con el contraste y’

como con el contraste G° se llega a la misma conclusion pudiendo aceptarse la

hipotesis nula de que el retardo se distribuye segun la mixtura definida en (VI1.3). En el

contraste y° se agrupan los datos en /68 intervalos resultando el valor critico del Test
K=y}, =189,42 que se compara con el valor empirico y°=160,92. Si se realiza el
contraste G* de la razén de verosimilitud resulta G’ =62, 72<K= i, =198,15, 1o que

nos lleva de igual forma a aceptar la hipdtesis nula.
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Se ha estimado de esta forma la distribucion de probabilidad de la variable
retardo, informacion fundamental para evaluar la expresion (VI.1) que proporciona el

valor de la provision para siniestros pendientes de notificacion.
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VL.2.2. INTENSIDAD DEL PROCESO DE POISSON

Se supone que ¢l numero de siniestros que tienen lugar en el intervalo (0,17 en

la cartera de pdlizas es un proceso de Poisson cuya intensidad es una funcion del

tiempo, A(¢).

Suponemos ademas que el retardo con que dichos siniestros son notificados a la
entidad no es superior a dos afios, 730} dias. Utilizando la distribucion de la variable U
estimada anteriormente se obtiene que la probabilidad de que un siniestro se notifique
con un retardo superior a 73{ dias es 0,000137 lo que corrobora la hipétesis asumida.
Por tanto se puede suponer que no existen siniestros ocurridos los cuatro primeros afios
que aun no han sido notificados a la entidad, teniendo asi informacion completa

respecto al nimero de siniestros ocurridos en dicho periodo.

Se utiliza esta informacion para estimar la intensidad del proceso de Poisson
asociado a dichos siniestros, pudiendo proyectar esta informacién al momento en que
se quiere calcular la provision dado que la evolucién de la siniestralidad es
proporcional al numero de asegurados como se ha comprobado en un ajuste lineal en el
que resulta un coeficiente de correlacién del 92,/%. La representacion gréafica del

numero de siniestros ocurridos en funcion del namero de asegurados es:
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GRAFICO VL3. NUMERO DE SINIESTROS EN FUNCION DEL NUMERO DE

ASEGURADOS
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El ntimero de asegurados se puede ajustar mediante funciones polinémicas del
mismo tipo que las utilizadas en la estimacion de la intensidad. Un polinomio de grado
tres representa, con un coeficiente de correlacion del 99,9%, el nimero de asegurados

en funcion del tiempo:

A(t)=-161,67+26,91-t+0,059-t

con representacion grafica:
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GRAFICO VL4. NOMERO DE ASEGURADOS EN FUNCION DEL TIEMPO
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La intensidad del proceso de Poisson resulta ser una funcién del tiempo, A(7), que se

puede ajustar a un polinomio de grado dos con un coeficiente de correlacion del 92, 4%

con representacion grafica:
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GRAFICO VL5, INTENSIDAD DEL PROCESO DE POISSON
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En el periodo considerado la estimacién de dicho polinomio es:
A(t)=1631+0,0252-1+3,102-10° -¢ (V.10)

expresidn que se utilizard mas adelante para calcular el importe final de la provisién.
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V1.3. ESTIMACION DEL COSTE DE SINIESTROS

Se debe estimar también la esperanza de la variable Z(t,u) que representa el
coste de los siniestros ocurridos en el instante ¢ y notificados con retardo u. Estudiamos
en primer lugar si dicha variable es independiente del tiempo que los siniestros tardan

en ser registrados.

Si se realiza el contraste de independencia que utiliza el estadistico y° como
medida de las desviaciones entre los datos de la muestra representados en una tabla de
contingencia y la hipdtesis nula de que ambas variables son independientes, resulta
para un nivel de significacidén del 5% y una vez agrupados los datos en una tabla de
contingencia de dimension /3x7 para que la frecuencia empirica no sea inferior a

cInco:
& (n —~E )2
2 if if

-2 =86,431< 92,8083 = 5, = K

i=1

—

- i

Se calculara la provision al finalizar el sexto afio por lo que se utiliza, como se
ha propuesto, la informacion referente a todos los siniestros cerrados que se han
notificado antes del momento de calcular la provision, para poder no considerar el
efecto de la inflacion, estimiandose el coste medio de los mismos, dada la

independencia de # como:

E[Z(tw)]= E[Z(1)]-30.492,34 (VL)
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VI.4. CALCULO DE LA PROVISION

Si se considera la variable ¢ representando los dias en que han ocurrido los
siniestros, el sexto afio de desarrollo es el intervalo [1827; 2192, que incluye un afio

hisiesto.

La provision para siniestros pendientes de notificacion, aplicando la férmula

(VI.2) es:

292 =
PSP:j [EfZ(ouw))-A1)-di- fu)-du

1827 2192-1

donde las distintas componentes del integrando se han estimado mediante las

expresiones (VL.3) a (VI.9).

Es decir, la variable retardo sigue una distribucion de probabilidad cuya funcion

de densidad es la mixtura de distribuciones:
J(u,®)=02997-g,(uv,a f)+01946-g,(u; p,0)+0,5057 - g,(u; 1)

siendo:

b
I 82351 1134575
0.358235~-1 113627
ffffff u e "Ry 0

0 u<(

_(ur40.09922)"

. ) _ ! N 20122826 )
AU T) = 3 836 2w

281



VI Un nuevo método para el edleulo de la provision basado en
procesos puntuales y mixturas de distribuciones

003477 07 s

ud)=
y &f ){ 0 L <0

la intensidad del proceso de Poisson que representa el nimero de siniestros ocurridos
en el instante ¢ es una funcién Aft)=1631+00252-t+3,102-10° 1" y la cuantia

media de los siniestros es, teniendo en cuenta la independencia de esta variable del

retardo en la notificacion, EfZt)]=30.492,34 ptas.
Resolviendo la integral anterior resulta el valor estimado para la provision:
PSP =55.274.866 pts.

Se ha desarrollado por tanto un nuevo método global para el calculo de la
provision que puede ser utilizado como alternativa al método individual, tal y como se
establece ¢n el nuevo Reglamento de Ordenacion y Supervision de los Seguros
Privados (Real Decreto 2.486/1998, de 20 de Noviembre). Este método debera ser
contrastado con el método individual de calculo, para lo que es necesario conocer el
volumen de primas del periodo, informaciéon no disponible en la base de datos

utilizada.

La ventaja de este método es que, a pesar de la complejidad del mismo, su
aplicacion a efectos practicos resulta sencilla, utilizando el algoritmo EM para estimar
los parametros de la mixtura, y la informacién necesaria se puede presentar en una hoja
de calculo. Ademas, permite referir la provision a cualquier afio de partida y de

valoracion de la misma.
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En definitiva, se obtiene un modelo de la siniestralidad de la compafiia que
contempla el tiempo que tardan en registrarse los siniestros mediante el uso de
mixturas de distribuciones como marca del proceso de Poisson que representa el

numero de siniestros ocurridos.
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Conclusiones

La importancia del estudio de la siniestralidad en la Entidad Aseguradora se
manifiesta por las caracteristicas propias y especificas de la actividad desarrollada por

la misma, actividad destinada a cubrir riesgos.

El estudio de las variables que intervienen en la siniestralidad, coste y niimero
de siniestros, mediante la Teoria del Riesgo Colectivo, en contraposicion a la Teoria
del Riesgo Individual, permite determinar el coste total al que tiene que enfrentarse la
compaifiia de seguros. Si se estudia el comportamiento estadistico desde el punto de
vista de la Teoria del Riesgo Individual, por el Teorema Central del Limite, la ganancia
o pérdida total de la empresa de seguros es aproximadamente normal si el nimero de
polizas es suficientemente grande. Esto no siempre es cierto como se demuestra en la
aplicacidn a un caso préctico desarrollada en la Tesis Doctoral. No podemos limitarnos
a una Unica distribucidén de probabilidad, como la distribucién normal, para representar

el coste de todos los siniestros que tienen lugar en la cartera de pélizas.

La Teoria del Riesgo Colectivo por el contrario, introduce modelos generales de
probabilidad para modelar el coste total de la siniestralidad v permite, ademas, dar
respuesta a preguntas tales como cudl es la probabilidad de ruina de la compafiia en un
momento determinado, o en el futuro, pregunta a la que no responde ta Teoria del

Riesgo Individual.

La distribucion de siniestralidad ayuda ademas a medir la solvencia financiera
de la entidad aseguradora al identificar a la empresa con la cartera de seguros que

posee y hace posible poner precio (prima) a los distintos riesgos o polizas de la cartera.
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Como alternativa a las aproximaciones clasicas expuestas en el Capitulo II, se
utilizan mixturas de distribuciones para modelar las variables aleatorias asociadas a la
siniestralidad. La ventaja de la utilizacion de dichas distribuciones es la ausencia de
hipétesis rigurosas, necesarias en las aproximaciones clasicas para estimar los

parametros que aparecen de la siniestralidad total.

Existen diferentes métodos de estimacion de los parametros que aparecen en las
mixturas de distribuciones. De ellos, se ha utilizado el método de maxima
verosimilitud que, mediante la aplicacion del algoritmo EM adaptandolo al caso de
mixturas de distribuciones, proporciona una estimacion de los parametros de forma

sencilla.

La ventaja de este método de estimacién sobre el resto radica en las
propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud que ademés de ser
consistentes, se distribuyen asintoticamente como una normal y en la implementacién
del algoritmo EM en una hoja de calculo. La utilizaciéon de este método en lugar del
método de los momentos facilita la estimacion de los parametros de las mixturas. El
método de los momentos plantea la dificultad de la solucion de los sistemas de

ecuaciones necesarios para obtener las estimaciones.

La definicién de mixturas de distribuciones de Poisson, exponenciales o
normales permite representar de forma adecuada las variables aleatorias que
intervienen en la siniestralidad. A partir del planteamiento general de la estimacion de

los parametros por maxima verosimilitud es posible, mediante la aplicacion del
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algoritmo EM, obtener estimaciones de los pardmetros de las mixturas utilizadas de

forma sencilla.

En concreto, con los datos wtilizados para ilustrar €l planteamiento tedrico, se
observa que una mixtura de dos distribuciones de Poisson mejora en gran medida el
ajuste que si se considera una Gnica distribucion de Poisson. Una tnica distribucidn de
Poisson no se puede aceptar como valida para modelar el numero de siniestros, como
prueban los contrastes de bondad de ajuste realizados. Se pueden utilizar mixturas de
distinto numero de componentes con distribucion de Poisson. Finalmente, se elige una
mixtura de tres componentes para modelar el coste de los siniestros que tienen lugar en
la cartera de pélizas en lugar de otra de cuatro componentes porque en este tltimo caso

se complica la expresién de la funcion de cuantia sin mejorar el ajuste.

En el estudio de la cuantia de los siniestros, de nuevo, la mixtura de dos
distribuciones exponenciales mejora el ajuste realizado a una sola distribucién aunque
no se puede aceptar como distribuciéon del coste de los siniestros. Si se incluyen
ademas componentes normales, la mixtura definida se aproxima al coste de los
siniestros dado que los contrastes de bondad de ajuste permiten aceptarla como valida.
Se elegira una mixtura de dos distribuciones exponenciales y tres distribuciones
normales como distribucion del coste de los siniestros. El uso de un nimero mayor de
componentes, ademas de complicar la funcion de densidad, no mejora de forma

significativa la distribucion elegida.
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Si se estudia la siniestralidad total se observa que la aproximacién normal no es
valida, haciéndose necesario el uso de una mixtura de componentes normales que
mejore dicha aproximacion. Son necesarias cuatro distribuciones normales para
representar el coste total de los siniestros que tienen lugar en la cartera de polizas.
Incrementar el nimero de componentes, al igual que ocurre en los dos casos anteriores,

complica la expresion de la funcion de densidad sin mejorar ¢l ajuste.

Como consecuencia, se debe comentar que el uso novedoso de este tipo de
distribuciones no se puede obviar en una compafiia de seguros. En general se mejoran
las aproximaciones clasicas, lo que permite el mejor conocimiento de la siniestralidad
con todas [as consecuencias que ello implica como establecer medidas que garanticen
la solvencia, un precio mas adecuado de las primas conforme al servicio de proteccion

que ofrece la entidad aseguradora, mejorar la toma de decisiones, etc.

Ademas, el uso de este tipo de distribuciones no requiere hipdtesis sobre la
distribucion del nimero de siniestros para construir la funcion de siniestralidad total.
Se puede utilizar, por tanto, con independencia de la distribucién del numero de
siniestros. En concreto, el numero de siniestros ocurridos en la cartera de polizas
analizada no sigue una distribucion de Poisson simple, sino que se ajusta a una mixtura

de distribuciones de Potsson.

Es importante también estudiar la siniestralidad en un ambiente dindmico. El
conocimiento de esta distribucién, en cualquier instante de tiempo, permite a la

compaflia aseguradora conocer con qué recursos ha de contar para hacer frente a los
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gastos por siniestros. La empresa aseguradora debe mantener para ello un adecuado
grado de solvencia que se ve afectada, por el lado del pasivo, por las reclamaciones

efectuadas por siniestros.

Para conocer por tanto qué parte de sus recursos debe destinar a pagos por
siniestros ocurrtdos en un determinado ejercicio que se clerra, se calculan las
provisiones técnicas. Entre ellas destacan las provisiones para prestaciones, que
incluyen la provision para siniestros pendientes de liquidacion o pago y la provision
para siniestros no declarados, ademds de los gastos internos de liquidacién de los
mismos, porque el nuevo Reglamento de Ordenacidon y Supervision de los Seguros
Privados hace especial referencia a las mismas, en el articulo 43, al permitir la

utilizacion de métodos estadisticos para su calculo.

En relacion al célculo de la provisién para prestaciones, comentar que existen
multiples métodos estadisticos basados en distintas hipotesis e incluyendo diferentes
variables que pueden ser aplicados para determinar la cuantia de la misma. La Entidad
Aseguradora debe decidir, en funcion a la informacion disponible, el método mas

adecuado y fiable que permita estimar la provision.

Los métodos basados en procesos estocaticos permiten el estudio de la
siniestralidad en un ambiente dindmico y por tanto, referir la provision a cualquier
periodo de origen, sin necesidad de modificar la funcion de siniestralidad ni de
hipdtesis adicionales sobre la misma. La metodologia que se incluye en el Capitulo V

proporciona la base teorica necesaria, que incluye las herramientas necesarias para su
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aplicacion al cédlculo de la provision. El uso de procesos marcados permite incluir en la
funcion de siniestralidad cualquier caracteristica especifica de los siniestros, pudiendo

considerar mixturas de distribuciones en las mismas.

En el método propuesto, basado en procesos de Poisson marcados, se incluye el
estudio del retardo en la notificaciéon de los siniestros desde el momento de su
ocurrencia (U). Esta variable es fundamental en el estudio dinamico de la
siniestralidad, un conocimiento lo mas preciso posible de la misma permitira

determinar el porcentaje de stniestros pendientes al finalizar el afio.

Se demuestra que dicha vanable, en el caso concreto analizado, se ajusta a una
mixtura de distribuciones con una componente Gamma, una normal y una exponencial,
mejorando aproximaciones a distribuciones cldsicas. Esta mixtura mejora, por ejemplo,
la aproximacion de la variable U a una distribucidn Gamma de probabilidad y la
estimacion de sus parametros, de la misma forma que en casos anteriores, resulta
sencilla si se aplica el método de maxima verosimilitud mediante [a implementacion

del algoritmo EM.

La determinacidn explicita de la funcién de densidad asociada a dicha variable,
junto con la estimacion de la intensidad del proceso de Poisson que representa el
numero de siniestros que tienen lugar en la cartera de polizas, proporciona una
estimacién del niimero de siniestros pendientes de notificacion al finalizar un ejercicio
determinado. I.a inclusién del coste de los mismos permite calcular el valor final de la

provision para siniestros pendientes de declaracion (IBNR).
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Debido a la actualidad del tema tratado, en parte por la modificacion del
Reglamento de Ordenacion y Supervision de los Seguros Privados que permite a las
entidades aseguradoras la utilizacion de métodos estadisticos para el calculo de la
provision para prestaciones, quedan muchas lineas de investigacion abiertas. A

continuacion se presentan las de mayor interés.

Es necesario, al igual que se ha hecho con los procesos de Poisson marcados,
plantear una revision metodoldgica de los métodos dinamicos basados en procesos de
Markov, para el estudio de la siniestralidad y su aplicacion al cdlculo de las

provisiones, como generalizacion de los métodos descritos en el Capitulo V.

Se necesita ademas, un estudio exhaustivo de procesos estocasticos que se
comporten como martingalas. De esta forma es posible incluir en los modelos de
siniestralidad toda la informacién que la compafia de seguros tiene sobre los siniestros

hasta el momento en el que se desea calcular la provision.

Una metodologia adecuada que permita identificar, entre todos los métodos
existentes para el cdlculo de la provision, los mas adecuados a las carteras de pdlizas e
informacién que una empresa de seguros posee, permitira a la entidad aseguradora
conocer qué métodos de estimacion de las provisiones aplicar en cada momento,

aunque cambien las caracteristicas de las carteras,

Dada la funcion social que este tipo de empresas tiene, al ofrecer un servicio de
seguridad frente al riesgo a los clientes, es esencial continuar con este tipo de estudios

que garanticen e] adecuado funcionamiento de la actividad aseguradora.
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Anexo

ESTIMACION DEL COSTE DE LOS SINIESTROS

GRAFICO IIL6. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCION

LOGNORMAL

Lognormal gréafico P-P de COSTE

Prob acum esperada
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Estimaci6n de los pardmetros:
m=1Ln(16.381146 )= 97039

o = 10880
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GRAFICO 11L7. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCION DE

PARETO

Pareto grafico P-P de COSTE
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Estimacion de los pardmetros:
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GRAFICO I118. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCION DE

WEIBULL

Weibull grafico P-P de COSTE
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Estimacion de los parametros:
6 =27.905808

a = 10804
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GRAFICO HL9. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCION

GAMMA

Gamma grafico P-P de COSTE
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Estimacion de los parametros:
a=0,36359504

h=0,00001331
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GRAFICO HL10. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCION

EXPONENCIAL

Exponencial grafico P-P de COSTE
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