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Introducciéon

Fista tesis doctoral puede ser clasificada dentro del marco de la teoria de diferencia-
bilidad en espacios de Banach, pero los principales resultados que preseutamos aqui
ticnen también aplicaciones en otras ramas de las matematicas, como la topologia
diferencial en dimension infinita, las ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios
de Banach, v las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en dimension infinita. A decir ver-
dad, ninguna de las potenciales aplicaciones de los resultados que gueria probar me
eran conocidas al empezar este trabajo.

Adin a riesgo de aburrir al lector me gustaria contar la historia del nacimiento de
esta tesiy doctoral. Sirva este relato como agradecimiento a todas las personas que
me ayudaron ¥ me animaron a enlrentarme a los problemas basicos que estan en ol
origen del presente trabajo.

Cuando estaba estudiando la teorfa de subdiferenciabilidad de funciones en es
pacios de Banach, Juan [errera desvid mi atencidn hacia el siguicnte problema: el
teorema de Rolle es clerto en dimensién infinita? Juan me mostré un bello contrae-
jerplo que habia obtenido en colaboracidn con Juan Beés, v asi fue como comencé a
pensar en las posibles generalizaciones del teorema de Rolle a espacios de dimension
infinita v para funciones no necesariamente diferenciables. Fue mi director de tesis,
Jesis Ao Jaramitlo, quien me sugirié el sipuiente enunciado de una posible version
aprozinada del teorema de Rolle: st una funcién diferenciable oscila menoes que un
nimero positivo 2£ en el borde de la bola unidad, deberia existir un punto en el
interior de la bola en el cual la diferencial de nuesira funcion fuera menor que ¢ (en
norma). Con algunos esfuerzos conseguimos probar esta conjetura y después, con
fa aynda de Javier Gamez Gil obtuvimes una demostracién mas hreve y elegante
(st bten quizd menos intultiva) que la original las dos pruebas han sido incluidas
en el segundo capitulo de esta tesis. A continuacidn, en colaboracién con Robert
Deville, conseguimos versiones subdiferenciales del teorema de Rolle aproximado, asi
como una nueva desigualdad del valor medio para (nnciones subdiferenciables que
solo reguiere una cota para uno {y no necesariamente todos) fos subgradientes de la
funcidn en cada punto.

Casi al mismo tiempo Jesis me mostrd unarticulo de Shkarin [62] en el cual
se probaba que el teorema de Rolle falla en espacios de Banach superreflexivos de
dimensidn iufinita por medio de la construecion de lo que puede llamarse un difeo-
morfistmo clonimador, es decir, un difeomorfismo entre el espacio y el mismo espacio
menos uno de sus subconjuntos (un punto en este caso). Fue entonces cuando Jesis
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6 INTRODUCCION

me senald los trabajos de Czestaw Bessaga y 'Fadek Dobrowolski acerca de difeo-
morfismos eliminadores, por lo cual le cstaré siempre agradecido, ya que éste fue o}
descubrimiento mas excitante que he hecho como estudiante de doctorado. Inmedia-
tamente comencé a pensar en las posibles generalizaciones del teorema de Bessaga
[7] sobre la (7 -equivalencia topoldgica del espacio de Hilberl y su esfera unidad,
resultado que desde entonces no ha abandonado mi imaginacién. Los espacios cuyas
esferas poseen estructuras diferenciables naturales son aquéllos que tienen normas
I'réchet diferenciables (resp. de clase €'7). Entonces el siguiente problema surge
de una manera natural: jAdmite todo espacio de Banach infinito dimensional con
norma diferenciable un difeomorfismo entre su esfera y cualquiera de sus hiperplanos
cerrados?

La clave de la demostracion del impresionante resultado de Bessaga era la cons-
truccién de un difeomorfismo entre el espacio de Hilbert H y H \ {0} que es la
identidad fuera de una hola, lo que fue posible gracias a la existencia de una norma
no completa de clase ¢ en H. Tadek Dobrowolski [35] desarrolld la técnica de las
normas no completas de Bessaga y probd que todo espacio de Banach de dimensién
infinita. X que tenga una norma no completa de clase 7 es CF -difeomorfo a X \ &,
donde K es un subconjunto compacto cualquicra de X. En particular esto es cierto
para todos los espactos de Banach infinito dimensionales que se inyectan linealmente
en algin e}, puesto que tales espacios poseen normas no completas de clase (',
Asi, cousiderando la generalizacién de los resultados de Bessaga y Dobrowolski a
cualquier espacio de Banach de dimensién infinita con norma Fréchet diferenciable
o de clase C'7, siendo p € N U {00}, es natural preguntarse: jtodo espacio de Banach
infinito dimensional con norma equivalente de clase €7 tiene también una norma na
completa de clase (JF7

Cluriosamaente, ésta parece ser una pregnnta dificll que sigue sin tener respuesta.
Por mucho tiempo traté de dar una respuesta positiva a este problema, sin ningidn
éxito. Cuando ya habla decidido dejar de pensar en estos asuntos, se me ocurrio
qgue el problema de generalizar el teorema de Bessaga podria quiza atacarse de
otta manera: tratando de sustituir la norma no completa por algun otro objeto ne
complelo cn el esquema de negligibilidad de Bessaga. [ Que otra funcidn no completa
podria upo elegizr? Una norma no completa y suave en un espacio de Banach puede
describirse como el [uncional de Minkowski de un cuerpo convexo suave simétrico
que no contiene rayos y osin embargo no es acotado. 15n un espacio de Banach
de dimension infinita reflexive tales cuerpos convexos existen siempre. Pero en el
caso no reflexivo no esta claro en absoluto ¢dmo podria construirse una norma no
completa suave a partir de una norma equivalente suave. Sin embargo, utilizando
el teorema de James, no es dificil construir un cuerpo convexo suave y asimétrico
gque Bo contiene rayos v a pesar de esto no es acotado. 51 tomamos el funcional de
Minkowski de este cuerpe obtenemos lo que podria llamarse una norma asimétrica
nio complela. Entonces uno puede intentar reemplazar la norma no completa por
esta especie de norma asimétrica no completa en el esquema de Bessaga. Este
planteamiento resultd ser bastante atinado, y tuvo el éxito deseado, aunque requirio
algunos otros cambios en el esquema de Bessaga; en particular fue necesario utilizar
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un lema del punto fijo especifico en lugar del principio de contraccién de Banach.

De este modo demostré que para todo espacio de Banach X de dimension infinita
con una norma ecquivalente de clase P existe un difeomorfismo de clase C'P entre
X v X \ {0} que se restringe a la identidad fuera de una bola, y deduje que para
un tal espacio de Banach su esfera es C7 difeomorfa a cualquiera de sus hiperpla-
nos. Fntonces mostré este resuliado a Tadek Dobrowolski, quiern me habia animado
a continuar estudiando esta clase de problemas, sugiriéndome alguna de las apli-
caciones potenciales de la negligibilidad suave, tales como ol fendmeno de Garay
para las ecnaciones diferenciales ordinarias. Tadek se dio cuenta pronto de que es-
te planteatmicnto asiméérico podria generalizarse para construir difecmorfisinos que
extraen conjuntos compactos de un espacio de Banach infinito dimensional con nor-
ma. diferenciable. En una {ructifera colaboracion desarrollamos juntos estas ideas
y probamos los siguientes resultados. En primer lugar, todo espacio de Banach de
dimension infinita X que admita una norma de clase CP (no necesariamente equiva-
lente} es C7 difeomorfo a X\ A, donde & es cualquier subconjunto compacto de X,
En segundo lugar, si X tiene una seminorima de clase CF (resp. real analitica) cnyvo

conjunto de ceros sea un subespacio F' de codimension infinita entonces existe un
difeomorfismo de clase (7 (resp. real analitico) entre X y X \ F. Fn consccuencia,
todo espacio de Banach X de dimension infinita con una norma real analitica {no
necesariamente equivalente) es real analiticamente equivaiente a X \ {0}. De estos
resultados dedujimos tambiédn una clasificacion topoldgico diferencial de los cuerpos
convexos snaves de un espacio de Banach arbitrario. En particular demostramos que
todo cuerpo convexo suave que no contenga rayos en un espacio de Banach infinito
dimensional es difeomorfo a un semiespacio cerrado. Hay muchas mas aplicaciones

de estos resitltados; a ellas nos referiremos después.

Dejando aun lado mi experiencia investigadora personal, creo gque no es un cri-
men tmperdonable ef haber mezclado la teoria de la vegligibilidad con ol cdleulo
stuhdiferencial en este trabajo. Sé que puede parecer una combinacion mas bien ar
tficial, pero hay un importante vinculo entre ambos: los cuerpos convexos. Por una
parte, la teorfa de subdiferenciabilidad de funciones no necesariamente convexas en
espacios de Banach puede verse como un intento de generalizacion de la subdiferen:
cial del Analisis Convexo cldsico. Se aplica en particular a las lunciones convexas, v
tratar con funciones convexas es casi lo mistmo que hablar de cuerpos convexos. Por
otra parte, la existencia de un cuerpo convexo suave 7 que no contiene rayos en un
espacio de Banach X de dimension infinita tiene un gran impacto on las propiedades
de diferenciabilidad del espacio y en particular fuerza a X a ser dilcomorfo a X\ {0}
por medio de un difeomorfismo que se restringe a la identidad fuera de {7, comnoe
mostraremos en este trabajo. Ademnds, los resultados sobre difeomorfismos elimina-
dores que pueden deducirse de la existencia de cuerpos convexos suaves no triviaies
en un espacio de Banach infinito dimensional proporcionau a su vez una clasificacion
cotnpleta de los cuerpos convexos suaves de cunalquier espacio de Banach. Por tanto,
no s6lo son los cnerpos convexos el mayor vinculo entre los principales temas de este
trabajo, sino también, en un sentido mds sutil, los protagonistas de esta tesis.
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Antes de comenzar una explicacién detallada de los contenidos y principales
resultados de esta tesis, trataremos de esbozar una perspectiva de los desarrollos
mas importantes en las areas en las que nuestro trabajo puede ser encuadrado.

Hasta donde sabemos, lo que podria llamarse teoria de la negligibilidad en espa-
cios de Banach de dimensién infinita comenzd en 1951 cvando Victor L. Kiee [55]
probd que si X es o bien un espacio de Banach no reflexivo o bien un espacio LP
de dimension infinita y A es un subconjunto compacto de X entonces existe un
homeomorfismo entre X v X' \ K que se restringe a la identidad fuera de un entorno
de K. Ademis, Klee demostrd que la eliminacion de un subconjunto compacto del
espacio puede siempre suceder al final de una isotopia. El trabajo de Klee estaba
motivado por el de Tychonofl [66] y el de Kakutani [53]. Del teorema del punto fijo
de Tychonofl se sigue que, en la topologia débil, la bola unidad 73 del espacio de Hil-
beri I debe tener la propiedad del punte {ijo; es decir, toda aplicacion débilmente
continua de B en si misima tiene al menos un punto fije. In la topologia de la
norma, sin embargo, las cosas son bastante diferentes. 5. Kakutani [53] construyé
un homeomorfismeo sin puntos fijos de B en sl wiswa. Utilizando este hecho mostro
que la csfera unidad 5 de H es un retracto de deformacion de 8. Kakutani se hizo
varias preguntas relacionadas con estos resultados. Por ejemnplo. [son homeomorfos
cualesquiera dos de los espacios 1, By 87 ; Admile I un howmeomorfismo peridgdico
sin puntos fijos? ;Cual es la sitvacidn en espacios de Banach generales?  Varios
altores trataron estos problemas y dieron respuestas a algunos de ellos. J. Dugund-
ji [38] probd que la bola unidad de un espacio nornnado tiene fa propiedad del punto
fijo solamente si el espacio es finito dimensional. P. A, Smith [63] habia probado
que todo autohomeomorfismo periddico de periodo primo del espacio Euclideo R®
debe tener un punto fijo, v se pregunto [40] (p. 259) si el espacio de Hilbert X
admitiria homeomorfismos de periodo dos sin puntos fijos. O, H. Keller {54] mostro
que los subconjuntos compactos y convexos inlinito dimensionales de I son mu-
tuamente homeomorfos. W. A. Blankinship [15] probd que st A es un subconjunto
relativamente compacto de H entonces ff \ K es contractible.

I'n su fundamental trabajo [35], utilizando sus resultados ploneros en el canpo de
ta negligibilidad topoldgica, Victor L. Klee respondio alas preguntas de Kakutani v
smith, mejord los teoremas de Keller y Blankinship, y did una clasilicacion topoldgica
completa de los cuerpos convexos del espacio de hlbert /. L particolar demostra
que I es homeomorfo a su esfera unidad 5. También probo que, para cada n 2> 2,
[ admite un autohomeomorfismo de periodo puro n sin puntes fijos.

Los resultados de Klee sobre negligibilidad topoldgica de subconjuntos y su clasi-
ficacion de los cuerpos convexos fueron extendidos a espacios normados generales por
Corson y Klee [18], y por Bessaga y Klee [10, 11]. La construccion original de Klee
de los homeomorfismos e isotopias eliminadores tenia un fuerte cardcter geométrico,
lo gue los hacfa bastante difidiles de manejar analiticamente.  Fste planteamiento
geoméirico de Klee fue redescubierto y simplificado por K. Goebel y J. Wodko en
[48], donde se da una receta para construir homecworfisos que eliminan cuerpos
convexos de un espacio de Banach no reflexivo. Fue (. Bessaga [7, 8, 12] quien su-
girid un bello y simple procedimiento para eliminar conjuntos en espacios normados
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infinito dimensionales que ha llegado a ser conocido como téenica de los normas no
completas. Dessaga probd que si (X, || -|]) es un espacio normado que tiene una
norma continua no completa p y A es un subconjunto de X gue es completo con
respecto a ¢ (por ejemplo un subconjunto compacto de X ), entonces X y X \ A son
homeomorfos. Recuérdese que si (X, ||-]}) es un espacio de Banach y ¢ 1 X — {0, 00)
es una norma continua en X, la norma g se dice que es no completa siempre que el
espacio normado (X, p) no sea completo. Esto es equivalente a decir que el conjunto
{e ¢ X | plz) < 1} es un cuerpo convexo y simétrico que no conlicne rayos y sin
embargo no es acotado en (X, || -]]).

Fin este punto es natural preguntarse si todos estos resultados acerca de ho-
meomorfismos eliminadores y clasificacion topolégica de cuerpos convexos pueden
mejorarse hasta obtener difeomorfismos en lugar de meros homeomorfismos. FPor
cjempto, si X es un espacio de Banach de dimension infinita con una norma de clase
7, sserd X difeomorfo a X\{0}7 ;Sera ia esfera unidad de X difeororfa a cualquier
hiperplane cerrado de X7 [ Podrd obtenerse una clasificacién topologico dilerencial
de los cnerpos convexos de un espacio de Banach como en el caso topologico?

A primera vista estas preguntas parecen s delicadas. En la teoria de espacios
de Hanach hay muchos objetos que son homeomorfos pero no puedeu ser difcomor-
fos. Recuérdese, por ejeraplo, que todo espacio de Banach separable de dimensidn
infinita es homeomorfo al espacio de Hilbert H . pero en general no cs difeomorfo
a M, va que un difcomorfismo induce un isomortismo lineal entre los espacios tan-
gentes. Por ol misino motivo, segin los resultados de Gowers v Maurey acerca de
espacios de Banach hereditariamente indescomponibles, un espacio de Banach puede
ser homeomorfo y no difeomorfo a cualquiera de sus hiperplanos cerrados.

No estd en absoluto claro si la construccion geoméirica de Klee de los homeomor-
fismos eliminadores puede fortalecerse para conseguir difeomorfismos que climinen
conjuntos compactos de un espacio de Banach, Sin embargo, la técnica de las nor-
mas no completas de Bessaga s que resultd ser fo suficientemente flexible como
para obtener tales difeomorfismos elitminadores para una ampiia clase de espacios de
Banach, a saber, la de todos los espacios que tienen normas no completas diferencia-
bles. Iin 1966, utilizando esta técnica snya, Bessaga demostrd [7] que todo espacio
de Hilbert de dimeunsion infinita # es ¢ difeomorfo a # \ {03} por medio de un
difeomorfismo que se restringe a la identidad fuera de una bola, y dedujo que ff es
¢ difeomorfo a su esfera unidad.

Tadek Dobrowolski [35] desarrolld [a técnica de las normas no completas de Bes-
saga en el caso diferenciable v demostrd que si X es un espacio de Banach de dimen-
sion infinita que tiene una norma no completa de clase (7, v K es un subconjunto
compacto de X, entonces X es 7 difeomorfo a X \ A, Esto ¢s clerto en particular
pari todo espacio de Banach infinito dimensional que puede inyectarse finealmente
en algin eo(l'). Dobrowolski también usd estos resultados para dar una clasifica-
cion de los cnerpos convexos suaves de cualquier espacio WCG, Mids recientemente,
ha probado que todo espacio de Hilbert de dimension infinita es no solamente (/%
difeomorfo a su esfera unidad, sino también real analiticamente difeomorfo a ella.

Kl teorema de Bessaga sobre fa (¢ equivalencia topologica del espacio de Hil-
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bert H y H N\ {0} fue una herramienta fundamental en el importante trabajo de
D. Burghelea y N. Kuiper sobre variedades de Banach [16], el cual, junto con otros
resultados debidos a J. Eells, D. Elworthy y N. Moulis [39, 57], llevé a la prueba de)
hecho de que las variedades de Hilbert infinito dimensionales que son equivalentes
homotdpicamente son de hecho €% difeomorfas, entre otros resultados excepciona-
les.

Clomo dijimos mas arriba, cnando uno quiere generalizar los resultados de Bessaga
v Dobrowolski a la clase de espacios de Banach que ticnen normas de clase (7, se
enfrenta a la siguiente pregunta: si un espacio de Banach de dimension infinita tiene
una norma equivalente de clase CF, jadmite también dicho espacio una norma no
completa de clase ('P7 Parece que éste os un problema dificll y permanece abierto.

Sin probar la existencia de normas no completas diferenciables; hemos conseguido
probar cierto nimero de resultados sobre negligibilidad snave que extienden los de
Bessaga y Dobrowolski a la clase de todos los espacios de Banach con normas o
seminormas de clase (. En el primer capitule de esie trabajo probamos que si X
es un espacio de Banach de dimension infinita con una norma g de clase (7 (no
necesariamente equivalente), siendo p € NU {oo}, entonces existe un difeomorfismo
oo X e XA {0} de clase CP tal que @(x) =  siempre que p(x) > L. De aqui
deducimos una generalizacion completa del teorema de Bessaga [7): s1 (X, |} es
un espacio de Banach con una norma cquivalente || - [| de clase (7 entonces la eslera
nnidad de X, 5% = {xr € X :||z|| = 1}, es 7 difeomorfa a todo hiperptano cerrado
de X. Se pretende que este capitulo sirva como una introduccidn al esquema de
negligibilidad que desarrollaremos ampliamente en el capitulo 4. Los principales
resultados del capitulo 1 han sido publicados en [2]. Sin embargo, el método de
negligibilidad que presentamos en esta tesis es mas general que el de [2], ya que es
valido para todo espacio de Banach, mientras que en [2] se trabaja esencialmente
con espacios no reflexivos.

I'n el capitulo 4 fortalecemos este esquema de negligibilidad para obtener di-
feomorfisimos que eliminan compactos v cilindros sobre compactos de espacios de
Banach con normas o seminormas diferenciables. Los principales resuitados de este
capitulo son parte de un trabajo levado a cabo en colaboracién con Tadek Dobro-
wolski y han sido enviados para su publicacion [3]. IZn la primera seccidon mostramos
que, st X es un espacio de Banach de dimension infinita con una norma g de clase (0
(no necesariamente equivalente} y A es un subconjunto compacto de X, entonces
existe un difeomorfismo ¢ de clase (7 entre X v X Y AL Ademds, para cada p-bola
abierta B que contenga a £, puede exigirse gque ¢ sea la identidad fuera de f3.

Ion la seccion 4.2 se prueba que, st X es un espacio de Banach con una seminorma
o de clase €7 cayo conjunto de ceros F = 07 '(0) es un subespacio de codimensién
infinita de X,y A es un subconjunto de la forma A = 774, doude A es un
subconjunto compacto de X/ Fy 7 : X ———= X/ s la proyeccién natural, entonces
X es (7 difeomorfo a X\ A, Tales conjuntos A se llaman cilindros sobre compactos.
Ademds, suponiendo que A estd contenido en un cilindro abierto 7 = {u € X |
p(#) < 7}, probamos que existe un difeomorfisimo ¢ de clase C¥ entre X y X\ A con
la propiedad de que @ es la identidad fuera de €7 Iin particular, X es OF difcomorfo
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a X \ F por medio de un difeomorfismo que se restringe a la identidad fuera de un
o-cilindro,

La seccion 4.3 trata la negligibilidad real analitica de puntos y subespacios de
codimensién infinita. Se demuestra que s1 X es un espacio de Banrach con una
seminorina real analitica ¢ cuyo conjunto de ceros F' = p~40) es un subespacio de
X tal que el espacio cociente X/ F tiene dimensién infinita, entonces X y X \ £ son
real analiticamente difeomorfos.

In la seccidén 14 se observa que estos resultados caracterizan de algin modo
lo que podria llamarse negligibilidad convera de. puntos. A saber, para un espacio
de Banach X de dimensidon infinita las siguientes afirmaciones son equivalentes: (i)
Existe un cuerpo convexo de clase "7 en X que no contiene rayos (es decir, el espacio
X tiene una norma-no necesariamente equivalente—de clase C7): v (i) Existe un
difcomoriisino ¢ de clase O entre X y X\ {0} cuvo soporte es un cuerpo convexo
de clase €F que no contiene rayos. Recuérdese que el soporte de una aplicacion
v X — X se define como la adherencia del complementario del conjunto de sus
puntos fijos. Kstas afirieaciones siguen siendo equivalentes si cambiamos la expresian
no contiene rayos por estd acotado. También se vincula esta caracterizacion de
i negligibilidad convera de puntos a la falsedad del teorema de Rolle en muchos
aspacios de Banach de dimension infinita.

Finalmente, en la seccidn 4.5 se demuestra que si X es un espacio de Banach
de ditensién infinita con una norma Fréchet diferenciable entonces la eliminacion
difeomarfica de un conjunto compacto de X puede siempre efectuarse al linal de
wna isotopia de clase (1. Utilizando este heeho damos varios resultados acerea de
negligibilidad de puntos en variedades de Banach de dimension infinita. A saber,

probamos que si M es una variedad de Banacl de clase (7

con horde JdM, mo-
detada sobre un espacio de dimensién infinita X que tiere una norma equivalente
Fréchet diferenciable, ¥ V' oes un entorno abierto de zg en M, entonces existe un
difeomorfismo det par (M, 0M) en ef par (M {zg}, OM\ {zn}) que tiene soporte
en Vo También se prueba que si M es una variedad de Banach de clase (77 modelada
encun espacio de Banach de dimension infinita X' que tiene una norma equivalente
réchet diferenciable, ¥ {7 es un entorno abierto de un punto gy € M eulonces existe
una isotopia de clase (! que elimina z9 de M y Licne soporte en {f,

Ln el capitulo 5 damos Ja va anunciada clasificacion de los cuerpos convexos
suaves de un espacio de Banach cualquiera. Recordemos que un cuerpo convexo
(ex decir, un subconjunto convexo y cerrado con interior no vacio) en un espacio de
Banach X se dice que es un cuerpo convexo de clase (7 si es una sabvariedad de X de
clase (7 con borde de codimension uno. Dado un cuerpo convexo {7 en un cspacio
A siempre puede suponerse que el origen ¢s un punto iulerior a 7,y definirse ol
rono caracteristico de {7 como el conjunto cell = {z € X [ ¥ > 0 »0 C U}
51y, Uy son cuerpos convexos de clase (P en X, diremos que (/) v 17y son (7
refativamente difeomorfos si existe un autodifecimorfismo @ de X de clase (P tal
que w(l/y}) = Uy, Para cualquier cuerpo convexo I/ de clase (7 en un espacio
de Banach espacio X demostramos que: {a) Si cel/ es un subespacio vectorial de
codimensién finita (digamos X = cel/ ¢ Z, donde Z es finito dimensional), entonces
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[/ es relativamente difeomorfo a ccl/ + B, donde B es una bola euclidea en Z; y {b)
Si eel/ no es un subespacio vectorial o bien cell es un subespacio vectorial tal que ol
caociente X /eel/ tiene dimensién infinita, entonces U es €7 relativamente difeomorfo
a un semiespacio cerrado. En particular, st U no contiene rayos, entonces {7 es
relaiivamente difeomorfo a un semiespacio cerrado y por consiguiente X v X \ U
son difeomorfos. Todos estos resultados se demuestran en las dos primeras secciones
del capitulo 5. La d9itima seccidn presenta una clasificacion parcial de los cuerpos
estrellados de cualquier espacio de Banach WCG.

En el capitulo 6 damos una pequna muestra de las aplicaciones de la negligibili-
dad suave, sefialando como los resultados del capitulo 4 amplian la clase de espacios
dentro de la cual dichas aplicaciones son validas. En la seccion 6.1 uos ocupainos
del asi llamado fendmeno de Garay para las ccuaciones diferenciales ordinarias en
espacios de Banach. B. M. Garay [45, 46] estudid las propiedades topoldgicas de
los embudos de soluciones en espacios de Banach de dimension infinita. Utilizando
vartos resultados de Dobrowolski sobre negligibilidad suave, demostird que para di-
versos tipos de espacios de Banach infinito dimensionales, incluyendo al espacio de
Hilbert separabie, todo conjunto compacto puede representarse como una seccidn
de un embudo de soluciones para clerta ecuacidn diferencial ordinaria. Ahora, utili-
zando los resultados del capitulo 4, este teorema de Garay puede generalizarse a la
clase de todo espacio de Banach infinito dimensional que tenga una norma de clase
(" con p e NU {ov}.

El punto de partida de la seccidn 6.2 es un teorema de Klee que se refiere ala
existencia. de homeomorfismos periddicos sin puntos fijos en el espacio de Hilbert
H. Como ya hemos dicho antes, Klee [55] probd que, para cada n > 2, I admite
un autohomeomorfisino periédico de periodo puro n ¥ sin puntos fijos. En muchos
espacios de Banach este resultado puede mejorarse para obtener autodifeomorfismos
de perfodo arbitrario sin puntos fijos. De hecho, esta version suave del resultado
de Klee la obtencinos como corolario de nuevos resultados sobre acciones libres del
n-toro sobre espacios de Banach, Para espacios de Banach de la forma X = Y (5 7,
donde Z es un espaclo de Banach separable de dimensidn infinita que es isomorfo
a su cuadrado, y para todo entero positivo n, probamos que existe una accion libre
real analitica del n-toro T™ sohre X.

Ahora desviaremos nuestra atencidon hacia el otro tema principal de esta tesis
doctoral: el cdleulo subdiferencial. Scan A un espacio de Banach y & un subconjunto
ablerto de X. Una funcion f : U —— R se dice que es I'rochet subdiferenciable en
un punto z € M siempre gque exista p € X7 lal gue

flz+h)— flz) = {p.h)

limin{ ——FL~ L

0 fi7rit

w4+ h)— flz)—{p.h
D flzy={pe€ X*Iliil}_i}?f foth) Wfl(lr) R > 0}.

De mancra andloga, f se dice que es Fréchet superdiferenciable en 2 si existe p € X'*
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tal que
[t h) )= (ph)
lim sup < 0,
h—0 [|2]]

v el conjunto superdiferencial de f en @ se define por

DY f(z)={pe X |limsup fle 4 1) -|{|(|2:) —{n. ) < 0}.
h—0 ¢

La funcién f se dice que es Géateaux subdiferenciable en @ siempre ¢ue exista p € X~
tal que para todo h € X \ {0}

i th) — ) — {p,th
g Lt ) = Jlo) — i th)
2 A

y el conjunto Gateaux subdiferencial de f en el punto z se defline como

Dofle)y={pe X" |¥h e .S'X,lirrTLi(J)lf' L T
La superdiferenciabilidad Gatcaux se define de manera analoga. Una funcién f se
dice que es (Fréchet o Giateaux) subdiferenciable {resp. superdiferenciable) en un
conjunto U s lo es en cada punto 2 de M. Una funcion f es (Frechet o Gateaux)
diferenciable en 2 si y sdlo si es a la vez subdiferenciable y superdiferenciable en x,
y en este caso se tiene {df(z}} = D~ f(z) = D* f(x). Por otra parte, es claro que
D™ fla) C D, f(z), de manera que toda funcion Fréchet subdiferenciable es también
Gateaux subdiferenciable.

I'sta noeidn de subdiferenciabilidad generaliza la del Analisis Convexo.  Re-
cuérdese que si [ es una funcion convexa, la subdiferencial clisica de f en un punto
@ de define como Af(x) = {p ¢ X*|{p,y—z) < fly)y— f(=x) ¥y € X}. En este
caso df(x) = D7 f(2) se cumple para todo 2 en ol dominio de f. Por otro lado, es
bien conocido que toda funcion convexa v continua [ : ) — R satisface d f(z) # @
para todo = € D). Por consiguiente, loda funcidn convexa vy continua es Fréchet
subdiferenciable en todos los puntos de su dominio, v todos los resultados relativos
a subdiferenciabilidad de funciones generales se aplican a las funciones convexas.

Ademas de ser una generalizacion util de la teoria de subdiferenciabilidad de fun
clones convexas, la nocion de subdiferenciabitidad que manejaimos es una herramicen-
ta fundamental en el estudio de las ccuaciones de Hamilton-Jacobi. No es solamente
N concepto necesario para entender la nocion de solucion de wmscosidad (introdu-
cido por M. G. Crandail y P. L. Lions, ver [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]),
sino que también, de muchos resultados acerca de subdiferenciabilidad, pueden de-
ducirse pruebas relativamente simples de la existencia, unicidad v regularidad de
soluciones de viscosidad a las ecnaciones de Hamilton-Jacobi. Véase por elemiplo
130, 31, 42, 32.

lin la primera seccidn del capitulo 3 presentamos las definiciones y resultados
basicos del cdlculo subdiferencial que son necesarios para entender v demostrar los
resultados de las secciones 3.2 v 3.3. kn la seccién 3.2 probamos un teorema del
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valor medio subdiferencial que es valida en cualquier espacio de Banach y presenta
algunas ventajas con respecto a otras desigualdades del valor medio subdiferenciales.
on la literatura hay varios teoremas del valor medio conocidos para funcienes sub-
diferenciables. Como uno de los mis relevantes podemos citar el de Robert Deville
(30]. Una caracteristica comin de todos estos resultados es que exigen una cota para
todos los subgradientes de la funcion en cada punto. Aqui presentamos una dosi-
gualdad del valor medio para funciones continuas y Gateaux subdiferenciables f que
solo requiere una cola para uno (y no necesariamente todos) de los subgradientes de
fen cada punto x € 4. Esto es, si U es un subconjunto abierto y convexo de X y
f i — R es una funcidn continua tal que para todo ¢ € U existe un p € D7 f(x)
tal que {|p|l < M, entonces

|f() = flyl < Mlle =yl

para todo x,y € Y. De aqui puede deducirse que st una funcion continua f : 4 - R
salisface 0 € D™ f{z) para todo z € f entonces [ es necesariamente constante. Iiste
corolario no puede deducirse de otros teoremas del valor medio subdiferenciales como
Jos de {30] o [1]. Ademas demostramos que si f 1 i — R es una funcién continua,
oy €Uy M > 0 es tal que para todo { € [0, 1] existe p € D f{tz + (1 — 1)y) con
llpi] < M, entonces | flz) — f(y}l < M|z — ]|

Antes de enunciar los resnltados principales de la dltima seccién del capitulo 3,

I/

debemos decir algo sobre el contenido del capitulo 2. El teorema de Rolle e los
espacios de dimension finita ascgura que, para todo subconjunto abierto conexo y
acolado i de B™ y para toda funcién continua f : 4 —— R tal que [ es diferenciable
Fue 5. AL Shkarin [62] quien por primera vez demostrd que el teorema de Rolle falla
en una amplia clase de espacios de Banach de dimension infinita que incluia todos los
superreflaxivos v los no reflexivos con norma Fréchet diferenciable (aungue no estudid
ol caso reflexivo pero no superreflexivo}. Otros elemplos explicitos fueron construidos
en cg ¥ £y por ). Ferrera v . Bes [13], e independientemente por J. Ferrer {44]. n
la pritwera seccion del capitulo 2 conjeturamos gne ¢l teorema de Rolle falla en un
espacio de Banach infinito dimensional X si y sdlo si X tiene una funcion meseta
de clase (7F vy, relacionando el Tallo del teorema de Rolle en dimension infinita con
la existencia de difeomorfismos eliminadores, probamos que esta conjetura cs vierta
dentro de la clase de todes los espacios de Banach de dimension infinita que ticnen
normas Fréchet diferenciables (no necesariamente equivalentes).

Pese a ta falsedad del teorema de Rolle en dimension infinita, en la seccidu 2.2
probamos una interesante versién aproximada del teorema de Rolle que es cierta
pata cnalguier espacio de Banach, Por un teorema de Rolle aproximado entendemes
que 51 una funcidn diferenciable oscila entre —¢ v £ en ol horde de la bola unidad,
entonces existe un punto en e interior de la bola en el cual la diferencial de la
funecion tiene norma menor o ignal que £. Mas en general, demostramos lo siguiente.
Sea I{ un subconjunto abierto, conexo y acotado de un espacio de Banach X, y sea
f il —— R una funcién continua y acotada, Gateanx diferenciable en 4. Scan
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R > 0y ag € U tales gue dist{zg, 0/) = K. Supongamos que f{oU) C [-=,¢].
Bntonces existe un x, € U tal que |jdf (=} < ¢/ K.

En este punto es natural tratar de extender ¢l teorema de Rolle aproximado al
contexio de funciones subdiferenciables. Esto es lo que hacemos en la dltima seccién
del capitulo 3, donde presentamos versiones Fréchet y Gateaux subdiferenciables del
teorema de Rolle aproximado que son vilidas dentro de [a clase de espacios de Banach
que tienen funciones mesetas Lipschitz y Fréchet (resp. Gateaux) diferenciables. Se
prueba que si una funcidén Gateaux suhdiferenciable oscila entre —¢ y £ en ¢l borde de
la bola unidad entonces existe un punio x en el interior de la bola y existe p € D™ f{x)
(resp. p € D f{x)) tal que |[pi| < 2e. De hecho. para cualquier espacio de Banach

Yo - 1) que tenga una funcidn meseta Lipschitz y Préchet diferenciable, damos
un resultado mas fuerte que ni siquiera exige que la funcién [ sea subdiferenciahle.
A saber, si By es la bola unidad de X y Sy su esfera unidad, demosiramos que
toda funcidn continuae y acotada f : By — R tal gque f oscila entre —¢ y 2 en Sy
satisface inf{|[p|l - p € D™ fayu DY fla), =]l < 1} < 2.
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Capitulo 1

Difeomorphismos entre esferas e
hiperplanos en espacios de
Banach

I este primer capitulo veremos que todo espacio de Banach infinito dimensional
con wna norma equivalente snave admite un difeomorfisimo entre su esfera unidad vy
cualyuiera de sus hiperplanos cerrados. Iste resultado generaliza completamente o
famoso resultado de Bessaga [7] acerca de la ('™ equivalencia topologica del espacio
de Hithert vy su esfera unidad. Recuérdese que una norna en un espacio de Banach
X se dice que es Fréchet diferenciable (resp. de clase 7, con p € NU {nu}) sl lo es

en XA\ {0}

Teorema 1.1 Sea (X.||-|]) un espacio de Banach de dimension infinita que admibe

une norma || - || de elase €7,y sea Sx su esfora wnidad. Enionces, para coda

hiperplano cerrado H o de X, erisie un difeonorfising de clase OV cidre Sy oy I
La clave para probar este teorema es el siguiente

Teorema 1.2 Sca (X, |

novie g ode clase CF (no neceseriamente cquivadente j. Fulonces, para cada ¢ > )

caiste un difeoinorfisino @ = oo de elase O entee Xy XA A0, con la propiedad de
gue p{we) = @ cuando p(r) > £,

1) e espacio de Banach de dinension infinia con une

Para demostrar este resultado modificaremos la téenica de las normas no comple
tas de Hessaga [7, 8, 12], reemplazando la norma no completa por un tipo distinto de
Juncidn asunétrea convera no completa, v ulilizaremos el sipniente lema del punio
Jgo e lngar del teorema de la aplicacion contraetiva de Banach,

Lema 1.3 Sea ' @ (0,00) — {0,00) wie funcion conlinua tal que, para todos
e = ),

, , i
() — Fla) < z(ﬁ —a) oy limsap F(#) > 0.

t—0t

Failonecs caiste un inico a > 0 tal que Flo) = .

17
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Demostraecion. Nétese que limp oo [F(8)— 3] <limg_o[F(1)+ %(/3 —1)=8] = -,
mientras que limsupg o+ [#(8) — B8] > 0. Entonces, por el teorema de Bolzano,
existe un @ > 0 tal que I'(«) = a. Por otro lado, la primera condicién del enunciado
implica que ia funcién definida por 4 — F(3) - ( es estrictamente decreciente, lo
que conlleva la unicidad de este a.

El siguiente lema muestra que, para todo espacio de Banach con una norma de
clase C'P, existe una especie de distancia asumétrica no completa de clase €7 que
actuara como una norma suave en ausencia de ésta.

Lema 1.4 Sea (X,|| - {]) un espacio de Banach infinito dimensional con una nor-
ma de cluse CP (no necesariamente equivalente) p. Entonces existe un funcional
continuo w : X — [0,00) que es de clase C7 en X \ {0} y satisface los siguientes
propiedades:

I.wle +y) < wl@)+ wly), g por tanto, w(z) — wl{y) < iz — y). pera lodo
o€ X

2. w(rz) = rwiz) pare todos v € X, r 20,
3. wlx) =0 sty solo siz =0,
4o w(drey 2i) < 300 wizk) para toda serie convergente 3 77 zp0 Y

para todo £ > 0, existe una sucesion de veclores (yg) tal gue

e

£

M{Uk) S 4k+-l

para todo k € N, ast comao

L2

liminf wly - Z y;) >0
=1

para lodo y € X,
Nétese que w no es una norma en X en general, w(z) # w(—x).
Demostracion. Consideraremos tres casos.
Caszo b La norma g os completa v el espacio X no es reflexivo.

La norma p es continua con respecto a | - || (pues es de clase 7 suave cu X)),
y completa. Entonces, por el teorema de la aplicacion abierta, p es una norma
equivalente de clase (7 en X, y podemos suponer que p = {| - |l. Como X e
no reflexivo, por el teorema de James [51], existe un funcional lineal continuo 7°:
X — R tal que T no alcanza su norma. Podemos suponer ||T] = 1, de modo que
sup{T{2z) : ||zl = 1} = 1, v sin embargo T(x) < {jz]| para todo £ # 0. Delinanios
w: X — [0,00) por

w(z) = |je]| = T{x).
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Nétese que w(z) = 0siy solosi 2 =0, w(z 4 y) <w(z) +wly) para todo =,y € X,
y w(ra) = rw(a) para cada r > 0, aunque w no es una norma en X porque w(w) £
w( -x) en general. La propiedad w(z + y) < w(z) 4+ w(y) implica que w(z) ~ wiy) <
wl — 1), ast como w(50 ) 2x) € Mooy w(zk) para toda serie convergente 37,7 5.
Fntonces w satisface las propiedades [-4, y no queda mnas que comprobar que w
satisface la propiedad 5. Para un ¢ > 0 dado, como sup{7T'(x) : [jz|| = 1} = |, existe
ana sweesion () tal que [ygll = 1y wlve) = el = Tlyw) €z para todo b € N
Vearmos que, para una tal sucesion {yg),

T

n
line inf w(y — Z ¥} >0
-

se ciumple para todo ¥ € X, Tenemos que

Wy = v =llg=> wll - Tly-> y)
j=1 =1 =1
> =Ty - Z u)=-Tly}+ Z’f‘(y,')._
7= 5=1

y como T{y) — 1 cuando k& — o0, o5 claro que 2711 T(y;) = 2.y de aqui que

2
I wiy - ¥ ) = 0o,
Lim wly - )

y=1

Claso II: La norma o es completa y el espacio X s reflexivo.

Nos reduciremos al caso I mostrando que todo espacio de Banach reflexivo infi-
nito dimensional tiene una norma no completa w de clase £ En efecto, para todo
reflexivo espacio X existe una inyeccion lincal y continna J 1 X —— (") para algin
conjunto infinito U {ver, e.g.. [33], capitulo VI, p. 246). Es también bier sabido que
para un conjunto infinito 1, el espacio ey(T) es ¢p-saturado, esto es, cada subespacio
corrado nfinito dimensional de e(I) tiene a su vez un subespacio cerrado que es
isennorfo a ay. Psto iplica claramente que e ') no puede contener ningin subes-
pacio rellexivo infinito-dimensional. Por tanto J{X ) no es un subespacio cerrado de
ea( 1), Por otra parte, o} espacio ¢g(]') tiene una norma equivalente de clase > g
(133]. capitulo V. teorema 1.5). Entonces podewmos definir una norma w de clase ¢/
en X porw{e} = ¢(J(x}), vy esta norma w es no completa va que ef subespacio J{X)
no ex cerrado en eg(17),

Caso I La norma p es no cotpleta.

Definamos w = p. Como g es una norma de clase C%) es claro yue w satisface
las condiciones t 4. Veamos que w también satisface la condicidén 5. Puesto que
la nortna w es no completa, para todo £ > 0 podemos encontrar una sucesion (i)
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en X tal que w(yg) < 57 para cada &, y un punto § en la complecién de { X, w),

denotada por (X,w), tal que 7 ¢ X,y lim, o &(§ — Y5, ¥s) = 0. Ademas,

Jim wly =Yy = lim oy — ) y) =0y - §) > 0,
F=1

T X
1=1

porque § € X \ X ¢ y € X. En particular, liminf, .., w(y — 2o ) > 0.

Utilizando las propiedades del funcional w podemos construir un camino clirmi-
nador (mas adelante justificaremos esta denominacion) como sigue.

Lema 1.5 Sea (X,||-||) un espacio de Banach, y sca w un funcional que salisfuce

las condictones 1, 2, v & del lema 1.4, Fntonces, para {odo ¢ > (0, extsie un camino
i 1 ! j

de clase C™ p = p. 1 (0,00) — X fal que

[ow(ple) - p(d) < %(;‘)’ —a)stB 7 a>0;
2. limsup, 4+ wly — plt)) > 0 para todo y € Xy

gop(ty =0 sit > 6.

T

Demaostracion. Seca v 1 [0,00) — [0, 1] una funcién decreciente de clase (" y tal
que ¥y = 1 en [0,6/2].v = 0 en [g,00) y sup{[y/(1)] : + € [0,00)} < 4/e. Para este
£, clijamos una sucesion de vectores (ye) que satisfaga la condicion 5 del lema 1AL
Definiremos el camino requerido p - {(0,0¢) —= X por la siguicute {drmula

[ vl

p(t) = Y A2 g
k=1

Es evidente que p es un camine bien definido de clase Oy que p satisface la
condicién 3.

Si 4> e entonces ¥(25 o) — y(25713) > 0 porque 7 es decreciente, y también
(2P ) — (2R < 22R T — 2578 porque sup{[y(0] | 1 € [0.00)} < A/
Teniendo esto en cuenta v utthizando las propiedades de w enumeradas en o lena
1.4, podenmos acotar

wipla) — p(3) = w(Z('y(‘Z‘“"]w) — “f(‘Zk*],;’)’)')yk)
k=1
<)l (27 ) — (25 ) = (2K ) - (25 )
k=1 k=1
0 O gk
<3 Tt ta - 2 gy = 30
=1 - k=1
ZLooktl .
Sy el = i)

on
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para todo 3 > a, de modo que nuestro camino cumple la primera condicion.
Veamos que p lambién satisface la segunda condicién. Utilizando la propiedad 5
del lema 1.4, tenemos

£ . £
litn supw(y — p(1)) 2 lim sup w(y — ;J(E;)) > liminfw(y — p( o )
t-—0+ =00 T 00
o0 n

tminfwly ~ 3 (€25 ) = Tminfwly - Y (25 )

T O k:] 1L — 00 A‘:"]
= lim infw(y — Zyk) > 0,

X3 k:]

s decir T sup,_gr w(y — p(t)) > 0, para todo y € X.

Ya estamos on condiciones de demostrar el teorema 1.2. Tomemos un funcional
w de clase €7 del fema 1.4, y para un ¢ > 0 arbitrario dado, escojamos un camino
p = p. de clase (/% del lema 1.5, Para cada = € X \ {0}, deflinamos

w(x) = 2+ plw(a)).

Demostraremos que ¥ @ X \ {0} — X c¢s un difeomorfismo de clase (7. pero
antes de dar nna prueba formal de este hecho, diremos algo sobre fa manera en fa que
actua la aplicacion . Para cada r > 0, ¢ € X, considercimios las esferas asimetricas
Soteor) — Ay € X |wly—x) =1}, las balas abiertas asimétricas B (v, r) = {y € X |
wly - a) < e}, v las bolas cerradas asimétricas B,(w,r) = {ye X |wiy— ) < r}.
Fs obvio que 4 es una mera traslacidon cuando se la resiringe a la esfera S,(0,+);
en parbicular 4 es inyectiva cuando se restringe a 5,(0,7). Ademas, % transforma
difeomorficamente el conjunto S,{(0,7) en el conjunto S,(p{r).r). Entonces, para
vor que g es inyectiva, bastaria probar que las csferes S,(pie), r) tienen la siguiente
propicdads 1 0 < ¢ < s entonces S,{p{r),r) C Bu(pls), s). Esto es, deberiamos ver
que tos conjintos B (p(s), s} forman una torre descendente (cuando s tiende a 0).
Utilizando Tas propiedades de convexidad de nuestro funcional w, esto no es dillcil
de comprobar. Iin efecto, si 0 < r < sy w(y — p(r)) < r entonces

wiy = p(s)) = wly — p(r)+ p(r) — pl(s)) < wly = plr)) +wip(r) — pls)
w{y —plr)) + %(s —r) < é(s —r} < s,

de modo que Bo(p(r),r) C Bu(p(s),s), v ¢ es inyectiva. Ademis, la torre descen
dente 7 (pis), s) tiene interseccion vacia,

() Bulp(s),s) = 0,
50

ya que de otro modo existirfa algin y € X tal que 0 < w{y - p(s)) < s para todo
s = 0, v por tanto lim,_g+ w(y — p{£)) = 0, lo que contradice la condicion 2 del
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lema 1.5, Asi, las esferas {S,(p(s), 8)}s>0 cubren la totalidad del espacio X, y esto
implica que la aplicacién 10 es sobreyectiva. De este modo acabamos de ver que
es una biyeceidn de X\ B(0,s) sobre X \ By(p(s),s) para todo s > 0, y como
Noso Bu(0,7) = {0} mientras que (), Bu(p(r).r) = B, podemos coneluir que
es una biyeccion de X \ {0} sobre X. Por consiguiente, es claro geométiricamente
que 1 debe ser un difcomorfismo entre X Y\ {0} y X, con la interesante propiedad
adicional de que ¢ es la identidad en el conjunto {& € X | w(z) > ¢}. Asi se ve
comno actua nuestra aplicacion o va trasladando esferas asimétricas concéntricas en
esferas asimélricas cuyos ceniros se mueven a o largo de un camino que lleva ... a
ninguna parte. Fl origen, centro de las primeras, se ve arrastrado a lo largo de dicho
camino, y se pierde asi en la nada. Por esta razdn no creemos descabellado llamar
a p camino climanador, y a ¢ (asi como a toda aplicacién que arrangue suavemente
un punto o un subconjunta no vacio del espacio), un difeormnorfismo climinador.

Ahora daremos una prueba analitica mds rigurosa del hecho de que la apii-
cacion 1 es un difeomorfistmo.  Sea g un vector arbitrario de X, y definamos
F, o (0,00) —— [0,00) por [y («) = w(y — p(e)) para a > 0. Veamos que £5,(wv)
satisface lag condiciones del lema 130 Utilizando las propiedades del funcional w y
la condicidn | det lema 1.5, tenemos que

Fy () = Fyla) = wly — p() —wly — pla)) < wl{y — p(5) — (y — pla))

= wipla) = p(A) < S8 - a)

rS | —

para todo @ > «. Por tanto [, satisface Ja primera condicién.
Por otro lado, la condiciéon 2 del lema 1.5 dice que

i osup I,{t) = lmsupw(y — p(£)) > 0,
t—0t t—0+

de manera que £, también satisface la segunda condicion.

Entonces, aplicando el lema 1.3, deducimos que la ccuacion £, (a) = « tiene una
Gnica solucion.  Fsto significa gue para cualquier y € X, existe un fdaico nimero
a(y) > 0 con la propiedad

w{y = pledy))) = o{w).
Esto implica que la aplicacion
P{x) = w4+ plwix))
as una hiyeecion de X\ {0} sobre X cuya inversa satisface
"«f’il((y) =y - plaly)).

En efecto, si @(z) = ¥(z) = vy entonces w(y — plw(z))) = wiz) y también w(y -
plw(z))} = wlz), de modo que w(r) = w(z) = aly} > 0 por la unicidad de o(y}, v
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por tanto x = y — plofy)) = z. Ademds, para cada y € X, como ¥(y — pla(y))) =
y— plaly)) + plwly — pla(y))) = ¥ — pla(y)) + plaly)), el punto = = y - pla(y))
satisface pix) =y, asi como z £ 0 {porque w(z) = a(y) > 0y w™'(0) = {0}).

Comn w cs (7 suave en X \ {0} v p es (' snave, también lo es . Definamos
¢ X x{0,x)— R por

Sy, o) = v —wly — pla)).

Puesto que para cualguier y € X lenemos y — plafy)) # 0, la aplicacién @ es
diferenciable en un entorno de cualquier punto (yo, a{ya}) en X x (0,00). Por otra

1 1 — : = . - 1 N -1
parte, come (i) = I, (o) < %{i — ) para cada 8 > a > 0, es claro que Fi{o) <

para todo o en un entorno de afy), y asi

L_EQ%H =1 - l*';(n-}z 1—-1/2 > 0.
e

Por consiguiente, utilizando el teorema de la funcidn implicita, obtenemos que la

aplicacion y — a(y) es de clase (7 y por tanto ¢ : X\ {0} — X es un difeomorfisimo
de clase (7. Ademds, es obvio que @(x) = « siempre que w(z) > £. Asi, para todo
£ > 0 hewmos construido un difeomorfismo 15, - X \ {0} — X de clase O tal gque 4,
es daidentidad fuera del conjunto {& € X |w{x) < e},

Para concluir la demostracion del teorema 1.2, solo tenemos que componer i,
con un difeomorfismo g 0 X —— X de clase (7 que transforme el conjunto {r €
Xoopledy<<e)en {# € X rwlrj<ce}. Laexistencia de un tal difevmorfisio estd
asegurada por el siguiente lema 1.6, Definamos pues ¢ = @, = g~/
claro que  es un difeomorfismo de X sobre X \ {0} de clase 7, val que @(x) =

ah— 1 e
o, og. Es

siempre que ple) > £

Alora enunciemos [ormalmente ol resultado que hemos utilizado en la parte final
de la demostracion precedente (y que volveremos a usar mas adelante). Primero,
recordenos que un cuerpo convezo U (esto es, an subconjunto cerrado y convexo
con interior no vacie) en nn espacio de Banach X se dice que es un cuerpo de elase
(7 siempre que i sea una subvariedad de clase (7 cuyo borde, U/, tiene codimen
sion uno. Por stimplicidad, v sin pérdida de generalidad supondremos siempre que
0 € infl) v escribiremos ecl! = {o € X | Vr > 0 ra € U}, que denota el cono
caraclteristico de (1. 81 /1,1y son cuerpos convexos de clase CF en un espacio de
Banach X diremos que L)y I son OV relativamente difeomorfos stempre gue exista
un difeomorfismo @0 X — X de clase €7 tal que () = U,.

Para cada cuerpo convexo {7 en un espacio de Banach X podemos definir el
funcional de Minkowski de {70 qir 0 X —- [0, 00), por

1
qula)=f{A > 0| TrE Uy,

Es Facil ver que para todo cuerpo convexo {7 su funcional de Minkowski gi; es una
funcion lipsehitziana que satislace gu(e + y) < qola) + goly) vy qe(rz) = rgu(r)
para todo r > 0; 2,4 € X, Notese también que

cell ={o e X|gu{ry=0}, v U={zeX|quz)<l}.
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Ademaés, una aplicacién rutinaria del teorema de la funcién implicita muestra que
si {7 es un cuerpo convexo de clase €7 en X entonces su funcional de Minkowski gy
es de clase C'F en el conjunto X \ cell = X\ qf,](O).

Lema 1.6 Sea X un cspacio de Banach, y scan U/, Uy cuerpos converos de clase (P
tales que el origen es un punto interior o ambos y ademds cclly = celiy. Entonces
criste un difeomorfismo de clase CV g+ X — X tal que g(l/1) = Uy, g(0) = 0, y
g( AUy ) = dUsa, en donde 3U; denota el borde de U;. Ademads, g(z) = plx)z, donde
i X — [0,00), y por consiguiente g preserva los rayos que emanan del origen.

Dernostracion.  Antes que nada veamos que el enunciado es clerto si suponemos
ademas que 17 C U;. esto es, supongamos que I/ ¥y V son cuerpos convexos de clase
CP tales gque el origen es un punto interior a4 ambos, ¥ que cell = eV, vy U/ C V
(de manera que gy () < gu(z) para todo z), y veamos que existe un difeamorfisino
g: X — X declase C7 tal que g(U) =V, g(0) =0, v g(dU) = V.

Sea A{t) una funcidn real creciente de clase ('°° definida para t > 0, tal que
Ay = 0si < 1/2y A(t) =151t > 1. Sea

quiz}
xr

qv{z}

glaw) = [)\(qy(a:)) +1- /\(q,u:(:r:))] T

para = ¢ eV, y g{z) = z cuando gy (z) = 0. Es claro que g es una aplicacidn de
clase (7. Sea y ¢ ecV un vector arbitrario de X y pongamos

qu(y)
qv{y)

ara t > (). Notese que ({1} es estrictamente creciente v adenids salisface
I i ¥

(1) = [A(iqu(y)) +1- f\(iqu(y)J}f«

lim ¢,{t) =0 vy lim (7,{f) = co.

t—0Dt ) t-=so
Fsto implica que para todo y € X \ ceV, existe un ddnico munero {(y) > 0 tal que
€y (t{y)) = 1, 1o que significa que ¢ s una biyeccién de X \ ecV sobre X \ ¢eV, con
g Yy = Hy)y. También es claro que g fija todos los puntos de ceV, de manera que
¢ es una hiyeccion de X sobre X . Definamos ¢ - (X \ eeV) x (0,0) — R por

Py, 1) = )\(tqu(y))ﬂy—) + L= Allgu(y)) |-
TviT)
Teniendo en cuenta gue gy (z) < qu(x) ¥y que X es creciente, puede comprobarse
facilimente que %(q!} > 1 > (0. [Entonces, utilizando el teorema de {a funcidn
implicita, obtenemos que y — t{y) es una funcion de clase (7 en X \ eeV. y por
tanto también lo es ¢~'. Por otra parte, de la definicién anterior es claro que la
aplicacion g se restringe a la identidad en un entorno del subespacio eeV | y de aqui
se deduce que tanto ¢ como ¢! son de clase (7 en la totalidad del espacio X.

Por consiguiente, g es un auntodifeomorfismo de clase CF de X, y es obvio que ¢
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transforina el cuerpo U = {z € X |qu(z) < l}en V ={2 e X |gviz) <1}, ysu
borde 8 = {rx e X |qu{z)=1}en dV = {z € X |qv(z) =1}

Ahora consideremos el caso general. Sea U = {2 € X | qu,{2) + g, (2) < 1},
que ¢s un cunerpo convexo suave de clase C7 que satisface ecll = ecli,, y 7 C U,
para § = 1,2, Por la primera parte de esta demostracion sabemos que existen auto-
difcomorfismos de X, g v g2, tales que g;(U) = U; y g;(0U) = &/, 4 = 1,2
Entonces, si ponemos ¢ = g o gfl, obtenemos un auto-difeomorfismo de X que
transforma Uy on s, y 80U en 90U/,

Clompletemos akora ia prueba del teorema 1.1. No haremos otra cosa que adaptar
las ideas de Bessaga [7] al contexto mds general de una norma || - || diferenciabie de
clase P cuya esfera podria coutener segmentos v en consecuencia la proyeccidn
estercogrifica usual podria no estar bien definida para la totalidad de la esfera.

Flijamos un punto zy € Sy y veamos primero que Sy \ {xg} es difeomorfo a
cualquier hiperplano cerrado ff en X. Pongamos z* = d| - |[(xg). 7 = kerz™. v
considereinos la descomposicion del espacio X = [z0] ) Z = R x Z. Tomemos un
cuerpo convexo { de clase ('™ en el plano R? tal que el conjunto

()28 = 1,020 U {(=1,s) 8] < 1/2)

esté contenido en 7, ol borde de 7. Consideremos el funcional de Minkowski de
U gty s) = Inf{A > 0 (¢ s) € M/}, que es de clase O fuera de (0,0). Definamos
p(l 2y = g, Lzl para todo (L 2) € R x Z. Bs claro que p es una funcddn de clase
O Tuera del rayo {Azg : A > 0} (y pes Clen X\ {0}). Ahora consideremos el cuerpo
convexo Vo= {{{,z) € X : p(t,z) < 1} y su borde 8V La demostracion del lema 1.6
prucha que fos conjuntos 3V \ {ug} y Sx\{zo} son C? difecinorfos {mientras que 9V
v Sy son (M difeomorfos). Notese que para todo z € Z ol rayo que une z con @ corta
al conjunto @V en un dnico punto. Esto significa que la proyeccion estercoprafica
7 dVilegl — Zo) (donde Z_) = {u € X s 27(x) = =1} es of hiperplano tangente
a JdV en —uq}, definida por medio de los rayos que emanan de ry, es nna biveceion
de V' A\ {xy) sobre Z_y, v es fdcil comprobar que 7 es un difeomorfisme de clase €7
entre MV \ {axg} v Z_1. Puesto que cualesquiera dos hiperplanos corrados de X son
isomorfos, esto proeba que 9V 3 {ag) es O difeomorfo a cada hiperplano corrado {f
de X, v por tanto tambin lo es Sy \ {ap}.

Asi, para concluir la demostracion del teorema 1.1 sdlo queda probar que 5y
{rat v Sy son 7 difeomorfos. lo que podemos hacer ehgiendo un atlas adecuado

para Sy v atilizando el teorema 1.2, Recuérdese que ™ = d|| - [[{xg) v 7 = kerz®.
Deflinamos 1y = {x € Sy ca™(z) > —1/2} y Dy = {ow € Syt w"(x) < /20 v
sea T 0 Dy —— Z la proyeccidn estereogrifica definida por medio de los ravos que

emanan de —ry, vy 7y 0 Dy — Z la proyeccidn estereogrifica definida por medio
de los rayos gne salen de . Notese que, aunque la eslera Sy podria contener
seginentlos, estas proyecciones estereograficas estan bien definidas porque las hemos
restringido a Dy y 1Dy, conjuntos que no pueden contener segmentos que pasen por
=iy ¥ oo respectivamente. Sca (o= {x € [ af{e) > 1/2} y considercinos
T () © 7. Como m¢((71) es un suhconjunto abierto de Z que contiene a 0, existe
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un € > 0 tal que {z € 4 : ||z|| < e} € m(Gy). Ahora bien, por el teorema 1.2
obtenemos un difeomorfismo de clase C7, ¢ + Z — Z \ {0}, tal que ¢(z) = =z
siempre que ||zl > £. Finalinente, definamos ¢ - Sy —= Sy \ {zo} por

(’I‘)‘{ r sixze Dy
A i p(m(x))) six e D,

Es facil comprobar que g es un difeomorfismo de clase 7 de Sy sobre Sx \ {zq}.
Esto conchiye la prueba del teorema 1.1.

Es interesante ohservar que los difeomorfismos eliminadores obtenidos en ¢l te-
orema 1.2 pueden encontrarse arbitrariamente proximos a la identidad, la cual sin
cmbargo es todo lo contrario de un difeomorfismo eliminador. Con mas precision,

Teorema 1.7 Sea X un cspacto do Banach nfinito dimenstonal con una norma
cquivalente || - || de clase C7. Enlonces, para todo ¢ > 0 existe un difeomorfismo de
clase C7 @, X — X\ {0} tal que ljo(2) — z|| < ¢ pare todo x € X.

Demaostracion. Basta tomar un difeomorfismo de clase €7, o = ¢, : X ~— X \ {0},
tal que o(x) = 2 6 |Jz|] 2 ¢/2. Con esta eleccidn. st |lz]] > /2 entoneces |Jo{x)
rfl = 0. mientras que, si (2|l < /2 también tenemos {[@(2)]l < /2. v por Lanto
Holx) — 2f] <.

Observacion 1.8 Sea (X, |.||) un espacio de Banach infinito dimensional que ad
mite nna norma p Fréchet diferenciable (no necesariamente equivalente). 195 natural
considerar la esfera unidad S, = {& € X @ pla) = 1} y preguntarse se §, es difeo-
morfa a cualquier hiperplano cerrado I en X. Puede demostrarse facilmente que
éste es el caso, erupleando el teorema 1.2 como en fa prueba de 1.1,

Autes de cerrar este capitulo debemos observar que en general no puede obtenerse
un difeomorfismo entre la totalidad de un espacio de Banach X con una norma dife-
renciable [[-{] ¥ su esfera unidad Sy = {o € X | [|#]l = 1}. 1510 s una consecnencia
obvia de {a existencia de los amados espacios hereditariamente indescomponibles.

Observacion 1.9 Sea X el espacio de Banach construido por W. I, Gowers v
B. Maurey en {30, X es reflexivo y es otro countracjemplo aparte del de [48] al
problema del hiperplano de Banach. Ios decir, X no es somorfo a ninguno de sus
hiperplanos, Siendo reflexivo, X tiene una norma equivalente Fréchet diferenciable
4l (ver [33], o {65] por ejemplo]. Entonces sn esfera unidad § = {& & X : |jal] = 1}
es difcomorfa a cualguier hiperplane cerrado H en X, pero 5 no es difeomorfa a
X. Iin efecto, si existiera un difeomorfismo [+ X -— 5 entonces, para cada punto
r € X, la diferencial de [ en @, df(z), induciria un isomorfismo lineal entre {os
espacios tangentes a X y 5 cn los puntos @ y f(x) respectivamente; esto os, df ()
establecerfa un isomorfismo lineal entre X v uno de sus hiperplanos cerrados I, lo
cual es imposible. Este ejemplo sugiere que la generalizacion adecuada del teorema
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de Bessaga [7] es que para todo espacio de Banach con norma diferenciable, su esfera
unidad sea difeomorfa a cada hiperplano cerrado, en lugar de ser difeomorfa a la
totalidad del espacio.
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CAPITULO 1.

ESFERAS E HIPERPLANOS



Capitulo 2

El teorema de Rolle en
dimension infinita

2.1 El teorema de Rolle no es cierto en dimension infi-
nita

Il teorema de Rolle e espacios de dimensién finita asegura que, para cada subcon-
junto abierto conexo y acotado i de R”, y para cada funcién continua f : 4/ — R
tal que [ es diferenciable en U y constante en 0, existe un punto en I en el cual
la diferencial de | se anula. Desgraciadamente, el teorema de Rolle uo sigue siendo
cierto en dimension infinita. Fue 5. AL Shkarin [62] quien probd por primera vez que
este teorema falla para espacios de Banach infinito dimensionales superreflexivos y
ne reflexivos con normas equivalentes Fréchet diferenciables.

I el primer capitulo demostramos que todo espacio de Banach de dimension
mhnita X con una norma equivalente de clase C7 admite un difeomorfismo de clase
CPentre Xy X 4 {0} con soporte acotado (esto es; que se restringe a la identidad
fuera de una bola centrada en of origen. Utilizando este hecho es bastante sencillo
mostrat que el teorema de Rolle falla para una amplia clase de espacios de Banach
inhnito dimensionales, a saber, la de todos los espacios de Banach infinito dimensio-
nales con normas equivalentes Fréchet diferenciables. En electo, para un tal espacio
(XL 1IN, escojamos un difeomorfismo de clase C1 g X — X\ {0} tal que p{z) =
cuando ]l > 172, y definamos f: B — [0, 1] por

Jle) =1~ flez)|

para todo o en la bola upidad 3 = {z € X : ||z} < 1}. Es obvio que f es una
funcion acotada de clase (U en B que satisface f = 0 en la esfera unidad, v es facil
comprobar que f'(x) # 0 para todo z € X. Este contraejemplo es esencialmente el
mismo que el de Shkarin [62] para espacios de Banach superrefiexivos.

Por otra parte, el teorema de Rolle es trivialimente cierto en todos los espacios
que no son de Asplund, debido al comportamiento arménico de las aplicaciones
diferenciables en dichos espacios: s1 X no es un espacio Asplund, I es un subconjunto

29
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abierto conexo v acotado de X,y tenemos una funcién continua v acotada f < 4 —
R que es Fréchel diferenciable en 4 vy f = 0 en 0l4, entonces necesariamente es [ =90
en U (ver [33], capitulo 111, pagina 97).

Asf, en muchos espacios de Banach infinito dimenstonales, el teorema de Rolle
o bien falla o hien es trivial, dependiendo de las propiedades de diferenciabilidad
del espacio. Fu este contexto, no parece demasiado arriesgado conjeturar que ol
teorema de Rolle serd cierto en un espacio de Banach infinito dimensional si y solo
si nuestro espacio ne tiene una funcién meseta de clase (!, Probaremos que esta
conjetura es cierta dentro de la clase de todos aquellos espacios de Banach X que
ticnen normas I'réchet diferenciables no necesariamente equivalentes. Esta es uua
condicion muy general, puesto que es satisfecha por todo espacic WCD, todo espacio
que sea linecalmente inyectable en algiin eo(['), e incluso por todo espacio inyectable
en algin ((K), donde A es un compacto disperso con K1) = @ Obviamente,
Lodo espacio de Banach gize sea linealmente inyectable en otro que Lenga una norma
Fréchet diferenciable satisfara dicha condicion.  No obstante, existen espacios de
Banach que no poseen ninguna norma diferenciable (equivalente o no equivalente}.
Por ejemplo, el espacio myy definido en la pagina 76 de [33] (ver tambicn la p. %9).

IBsta conjetura cstd intimamente relacionada con el problema propuesto en [35]
acerca de si para Llodo espacio de Banach X que tenga una funcidn meseta de clase
(1 existitd un difeomorfismo 1 0 X — X\ {0} tal que o sea la identidad fuera
de una hola centrada en (. A continuacién damos una respuesta parcial afirmativa a
esta pregunta dentro de la clase de todos los espacios de Banach que tienen normas
Fréchet diferenciables no necesariamente equivalentes.

Proposicion 2.1 Para todo espacio de Banach infiniio dimensional X con una nor-
ma Fréchet diferenciable no necesariamente equivalente, las siguienies afirmaciones
so11 equivalendes

{. X tienc una funcion mesela de clase C1.

9. Lristc un difeomorfisino o : X — X \{0} de clase C1 tal que @ os e identidad

Juera de wia bola cenlrada en 0.

Demostracion. S o 0 X —— X \ {0} es un difeomorfismo de ctase ' 1al que
()
T{p{0)) # 0 vy definiendo f(z) = T(p(z)— 2}, obtenemos una funcidn meseta f tal
que f(0)# 0y flx) = 0si|[«] = r,lo cual prueba que (2) implica (1),

Ahora supongamos gue X tiene una funcién meseta de clase (1 La proposicion
5.0 de [33]. capitulo T, nos da wpa funcién @ en X tal que @ es de clase (1 en
X\ {0}, QUtw) = [|Q{x) para todo x € X y L € K, y existen constantes ¢ = ()
y b om0 tales que allzll € Q(z) < bl|z]| para @ € X. Sea A (0,00) — (0,00}
na funcion creciente de clase (0% tal que A(£) = 0 para t < /2y A(f) = | para
{ > 1. Sea p una norma Fréchet diferenciable (no necesariameute equivalente) en X'

o cuando [|x|l = » para algin v > (0, entonces, tomando 7" € X~ tal que

Podemos suponer que ple) < Q(z) para todo « € X. Definamos

H(w) = [A(Q(mn%(%l F L AQE),
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para x £ 0,y H{0D) = 0. Esta bastante claro que H es una biyeccion de X sobre
X que transforma el conjunto {z € X : Q(z) < l}en {z € X : p(z) < 1}, vy H
es de clase ('1. Usando el teorema de la funcién implicita como en la demostracidn
de 1.6, obtenemos que /I~! es también de clase C'. Por el teorema 1.2, existe
un difeomorfismo ¢ @ X —— X \ {0} que es la ideniidad fuera de la bola (no
necesariamente acotada) {z € X | p(x) < 1}. Componiendo este difeomorfismo
con [T, obtenemos un difeomorfismo de clase ¢! entre X y X \ {0} tal que es la
identidad fuera del conjunto {z € X : Q(x) < 1}, y por tanto también fuera de una
bola equivalente centrada en 0.

Ahora podemos atilizar este resultado para probar nuestra conjetura dentro de
la mencionada clase de espacios de Banach.

Teorema 2.2 51 un espacio de Banach infinito-dimensional X tiene una norma
Iréchet diferenciablc {no necesariamente equivalente), las siguientes afirmaciones
son equivalenies:

[. X tiene una funcién meseta de clase ('L,

2. Fristen un subconjunto de X abierto conexo y acolado {4 y una funcion acotadao
y conlinua [ 4 —— R tal que f es de clase C{UY, [ =0 en 0l y sin embargo
df(z) £ 0 para todo x € U; esto es, el teorema de Rolle falla en X.

5. Bristen una funcion acotoda y de clase ¢V [+ X — R y un subconjunlo
abierio conere y acolado U de X tedes que f = 0 en X \NU y sin embarge
df () # 0 para todo © € U.

Demostracion. Fs obvio que (3) implica (2) se comprueba facilmente que (2) implica
{1}. Probemoes que (1) implica (3). Sea (¢ el funcional homogéneo utilizado en la
demostracion de la proposicidn 2.1, Por la proposicidn 2.1 obtenemos un difeornor-
fismo p: X — X\ {0} de clase ("1, Sea 6 : B — R una funcién par de clase (7
tal que #(0) = 1, 6/(L) < O paratodo £ € (0,1}, y8(1) = O para todo ¢ > |. Definamos
fo X = Rpor {f =808 op. Puesto que f es composicion de las funciones de
clase ("Mt X — X A{0}, Q- X\ {0} —— R, v 8, se sigue que [ es de clase (7
y [ es acotada porque asi lo es . Ademas, tenemos f(z) = 0 si G{e(z}) > 1. Sin
embargo. [/(x) # 0 para todo r tal que Q{p(x)) < 1. En efecto,

Pt = 01QUp(2)) QU2 ))& ()(y)) £ 0

para algin ¥ € X porque @'{x) es un isomorfismo lineal, d@(z} # 0 para todo
e XAN{0} y #(Q(w(x))) < 0 cuando quicra que Q(w(x)) < 1. Asi, tomando
U=1ze X :Qlelz)) <t} laprueba de que {1) implica (3) estd concluida.

2.2 Un teorema de Rolle aproximado

A pesar de que el teorema de Rolte falla en dimension infinita, veremos que una
imteresante version aproximada de este teorema vale en todo espacio de Banach.
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Por un teorema de Rolle aproximado entendemos gue si una funcion diferenciable
oscila entre —e y £ en la esfera unidad, entonces existe un punio en el interior de
la bola unidad en el cual la diferencial de la funcidn tiene norma menor o igual
que ¢. Con mas generalidad, probaremos lo siguienie. Sea I un abierto conexo y
acotado en un espacio de Banach X. Sea f :{ — R continua y acotada, Gateaux
diferenciable cn U Sean R > 0y zy € i tales que dist{xg, 0U) = K. Suponganmos
que f{OU) C [-<,¢]. Entonces existe un &, € I tal que ||df{a.)| < ¢/ R.

PPresentaremos dos pruebas de este resuliado, la primera. de tas cuales es mas larga
pero también mads intuitiva. Los lectores aficionados a las demostiraciones breves v
clegantes deberian saltarse unas cuantas hojas y continuar leyendo en la pagina 37,
Fn lo que sigue B(xg, R} denota la bola cerrada de centro oy v radio i, mientras
que S{xg, £) representa su borde.

Teorema 2.3 {Teorema de Rolle aproximado) Sean X un espacio de Banach
y R,c > 0. Sea f: B0, R) —— R una funcién continue y acolada. y supongamos
que [ es Gateaua diferenciable en intB(0, R) y que f(S5{0, 1)) C [—2. +<]. Pntonces
criste un x, €t B0, R) tal que |[df ()} < /K.

Laidea dela primera prueba de cste resultado es tan simple como sigue. Supongamos
qure el resiltado no es clerto. Entonces, para todo punto xqg en el interior de ia hola
podemos cncontrar un camino corto que sale de zg y alo largo del cual f crece mas
de g/ It veces su longitud. A continuacidn, utilizando el lema de Zorn, obtenemos
un camino que comienza cn 0 y alcanza la esfera. a lo targo del cual [ crece mas
de ¢/ R veces su longitud (y por tanto mas que £). e manera andloga encontramos
olro camino que comienza en 0 y alcanza también la esfera, a lo largo del cual la
funcidn f decrece mas que . Asi obtenemos dos puntos en la esfera en los coales la
(iucidn [ toma valores cuya diferencia excede 260 Y esto contradice ol becho de gque
[ oscila entre —c y ¢ sobre la esfera.

Lo esta prinera demostracion necesitaremos el signiente resultado de Teoria de
la Medida, cuya prueba puede obtenerse combinando 6.3.10 y .11 de [17].

Teorema 2.4 Seca X un espacio de Banach y sca 170 Jah] —— X wna funcion
continue lal gue:

{. I ¢s diferenciable en todos los puntos de |a,b] exceplo quizis una cantidad
contable, « lo sumao; y

2007 s antegrable Bochner,
Fdoneces V(L) = Fla) + fﬂf F'(s)ds para cada t € o b].

Comenzamos ya la prueba del teorema de Rolle aproximado. Supongamos gue
(lf ()] = e/ B para todo @ € int B0, 1), y obtendremos una contradicion.

Si |ldf(0)|l > =/ R, existe hg € Sx tal que df{(0)(hg) > /1. Como [ es Giteaux
diferenciable en (1 existe 8y € (0, ) tal que

lﬂm@—ﬂq—#mm%) D
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para todo 1 € (0, és). Tomando § = &g obtenemos

fléolo) > [(0) + ;—i,éh (1)
es decir, en el segmento [0,y0], donde yy = bghg, [ crece mas que /K veces la

longitid del segmento.
Definamos 2 como el conjunto de todos aquellos caminos « : [0,1,] — B{0, i)
que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) ¥ es coniinuo, y es diferenciable en todos los puntos e [0,1,] excepto quizds
una cantidad contable de elios;

(i) a(0) = yo, v [[&/ ()|} = 1 para todo ¢ € [0, 1,] donde a es diferenciable, es decir,
rv viaja a lo largo de su traza con velocidad constante;

{iii} o' es integrable Bochner; v

(v} fla(t) 2 lae/ B4+ flyo), esto es, a lo largo del camino «, la funcion [ crece
mas que £/ K veces la longitud de o

Ahora definamos el siguiente orden en §)

o < sty solosi b, <y oft) = 8(1) para todo § € [0,4,],

de manera que (2, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

I'or decirlo ligeramente, £ cousiste en todos los catninos continuos v diferenciables
en B0, B) que empiezan en 4o ¥ a lo targo de los cuales f erece mids que 2/ 18 veces
su jongitud. Notese que longitud{a) = £, para todo o € 1. Los caminos de 2 estdn
ordenados por la inclusidn de sus trazas. Es claro que § # 0.

Probemos ahora que todo subconjunto totalmente ordenado (cadena) de {82, <0)
tiene una cota superior. Sea {a; ey £ 0 una cadena en (2, <), y definamos

ro=sup{l,, |iel}.

Claramente se tiene v < oc porque [ es acotada en B{0, ). Elijamos {7,) C [
tal que £, ~es una sucesion creciente y convergente a r. Serd conveniente denotar
0, =y, siempre gque no haya ambigiiedad. Definamos @, = «,(1,,) para cada
n e N,

Venos que {-fiw,}';

ti

,es una sueesion de Cauchy, In efecto, como a,,, ey, €
{eiticr v by, < Livngye 8¢ tiene que a, < oy, de modo que g, = oy, en [001, ]
y por tanto

gy — wall = “(-"n+p(zrrv..+p) — an (Lo, )]

!""n+p
- H”H+P([’(m+p) - ”n-}-p(rrvn)“ - “ ([:E.{»;)('S)dﬁl|

t(ln

f‘“nﬂf p
< ] 1l () ds = Jtny, = Lo,
a'q”
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lo cual prucha que (x,) es una sucesion de Cauchy, porque lo es {1, ). Nétese que
aqui hemos usado el teorema 2.4,

Sea y = limy z, € B(0, R}). Definamos « : [0.r] — B{0, R) por «(t) = (i) si
te€(0,t,,] para algin n, y a(t) = y si { = r. Es {dci] comprobar que esta definicién
no depende de la eleccion de la sucesion (£, ). Ademds, « estd bien definido porque
Oy = by en (0,1, ] 81 m > n.

Por su definicidn es obvio que @ es continuo en [0.7); veamos que o es tamnbién
continuo en 7. Sea (i) € [0,r) tal que {; — r. Para cada k € N podemos elegir
ng € N dal que r > by > i y (ng) /" oo. Entonces

et = gl < llodte) = alta, I+ (i, ) —
- ”(r“k(tk) - (Ink{t“nk ]H + H”‘l”k(r’“n; ) - ")H

Lan, , )
= / (ynk(s}risH + [0, — 9l
178

r‘””l.‘ ;
_/ lal,, (s)]
Jis

- Itrrnk - [fﬁci + ||'T'71k — Y

A

ds + ||z, — vl

I k]

de modo que limg ee{fy) = v.
Es facil comprobar que o es diferenciable en todos los puntos de [0, r] excepto
quizas en una cantidad contable de ellos, y que o' es integrable Bochner, con |0/ =

L Ademés, «{0) = go. ¥ f(a(r)) > re/R + f{ya), ya que
Fla(r)y = flgy = f (i, ) = lim )
=lim f{on{te,)) 2 Hm[t,, 2/ R + [(yo)]
=re/R+ [(yo)-

Por consiguiente, o £ Q. Por olra parte, es inmediato que o 2 g para todo ¢ € 1,
de manera que o es una cola superior para la cadena {o,} in (§0. <),

Iintonces, por ol lema de Zorn, podemos concluir que existe un elemento maximal
Joen (9, <)

Pongamos = = d{lg). Debe ser z € S{0, R). En efecto, si o estuviera en
it BG4, R), como f es Gateaux diferenciable e int/5{0, ) v |df ()] > ¢/ K. exis-
tirian un b € Sx y un & > 0 tales que f{z +&h) = f(2)+ 5& 2 flyo) + 5l 1 é).
de modo que, definiendo v : [0,15 + 6] —= B(0, ) por

+(1) = ﬁ(t) st e [{]!u‘i
TV stk s ity bl

tendriamos que vy € 2y y > [, pero v # 4, Io cual contradice la maximalidad de f.
Por tanto, 3 € Q une yp con z € S0, K), lo que implica que

ta [
jongitnd () = = | W dds > | [ sl = i - o
JA{) 0]

- yol] 2 dist{yy, S0, R)) = B — ||yl = £ — by,
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y entonces tenemos f(z) > flyo) + Fis > f(yo) + F(R — bo), es decir,

£ .
flz) z f{yo) + E(I{.frfo)- (2)
Combinando (1} y (2) obtenemos

flz) > f(O)+ <. (3)

Un razonamiento similar sobre el conjunto ' de todos los caminos « : [0,1,] —
B(0, R) que satisfacen

(i) « es continuo, y es diferenciable en todos los puntos de [0.1,] excepto quizd
una cantidad contable de ellos;

(i) (0} = 0,y ||[&/(#)|| = 1 para todo t € [0,1,] donde « es diferenciable:
(ii1) « es integrable Bochner; y

(iv) fla(ty)) < —tye/ R+ f(0) {i.e, alo largo del camino «, Ja funcién [ decrece
tmds que £/ R veces la longitud de o),

equipado con la relacion de orden
o< dsiysolosit, <ty n- = en [0, 6,],
demuesira que existe 27 € 5(0, £) tal que
J2) < == 4 fLO). {1
Finalmente, combinando (3) y (4), oblenemos
flz) — f(2") = 2e. con z. 2" € S0, R),

lo cual contradice el hecho de que f{5(0, B)) < [--#.¢]. Esto concluye la demostra-
cion de 2.3,

Si examinamos ia prieba del resultado anterior, es claro que el mismo método
sieve para probar lo siguiente.

Teorema 2.5 Seca lf un abierto concxo y acotado en un cspacio de Banach X . Sea
f U — R una funcion continua y acotada, Gateaur diferenciable en U, Scan
It > 0 ywy € U tales que dist{xzg, 0U) = R. Supongames que [(OU) C [—&,z].
Fntonces eziste un x, € U tal que ||df (= )] < e/ R.

A continuacion daremos una demostracion mas corta, aungue (uiza menos intui-
tiva, del teorema de Rolle aproximado, basada en ¢l principio variacional de Ekeland.
La versidn que necesitaremos de este principio variacional es la siguiente.
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Teorema 2.6 (Principio variacional de Ekeland) Sea X un espacio de Banach
y sea [ X —— [—00, ] una funcion semiconlinua inferiormente y propia guc esld
acotada mferiormente. Seane > 0 yuxg € X fales gue [(zo) < inl{ flz):r e X}4e.
Entonces para cualquier A con 0 < A < | existe un punto z € Dom{[) tal que:

(i) Mz - zol| < flzo) ~ [(2)
(i) iz — woll < £/A
(et} Al|lz — z|| + fla) > f(2) swempre que = £ z.

Para una demostracion de este resultado, véase el lema 3.13 en {58], o bien [41].
Deduciremos ol teorema de Rolle aproximado de los dos lemas siguicates, que en
st mismos son resultados interesantes.

Lema 2.7 Sean X un cspacio de Banach y U un abicrto acotado y conexo en X .
Sea [ — R una funcion conbinue y acoloda tal que:

i f es Gateaur diferenciable en U4
2. inl f{U) < inf f(OUY o bien sup fLL) > sap f(U).
Futonces, para todo « > 0 criste @ € U tal que ||df ()] < o

Demostracion. Podemos suponer que inl f(I4) < inl f(0U). Flijamos 2y € U tal que
J{we) < inf f{OU), y sean «a, A tales que O < v < inl J{OU) = f{wo) vy 0 << A < /R,
donde B = sup{i|eq- =|| 1= € 4} + 1. Del principio variacional de Ekeland se sigue
que existe o1 € 1 tal quoe

Fleyy < flay+ AMe - ! (1)
para todo x # xq. Lo particular
floy) < flag) + Mlzo — o] < fleo) + AR <l f{0l4)

y por tanto xy €. Por otra parte, la designaldad (1) implica que para todo £ con
dfiz)(h) = lim _-____(Jq - th) - fley) > A,

0t i

df e )]l < A < o

lo cual prueba que

Lema 2.8 Scan X un espicio de Banach y 4 wn abicrto acotado y conezo en X
Sea [l — R una funcion continue y acolada fol que

{. [ es (iateour diferenciable en U
2. J{U) C la.b], donde a < b.

Entonces, pura todos wg € U y R > 0 lales que intB(ze, B) C U, exisle x €
it B{ay, B) Lol que ||df (a1 )| < (b—a)/2K.
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Demaostracion. Podemos suponer que |a,b] = [—¢, ). Consideraremos dos casos.

Caso 1: f(zg) # 0. Puede suponerse que f(zq) < 0 (el caso _f_(a:o) > 0 es andlogo).
Del principio variacional de Ekeland se sigue que existe 21 € i tal que

Lo oo — 2]l < ﬂé‘;—[{m < R,y

2.0 flogy < fla) + Hi

z — x| para todo z # ry.

e (1) obtenemos que xy € U, y (2} implica que, para tode b con {|A|] = |,

df (w)h) = lim &M >

1=t T

~c/ R,

lo cual prueba que |[df (x| < /R,

Caso 11 f(wg) = 0. Ahora podemos suponer ||df (zo)|| > €/ £, puesto gue en
otro caso habriamoes terminado. Si |[df{zy)]] > /R, existe h con ||h]| = 1 tal que
df (eg)(h) < -/ Ry por tanta existe & > 0 tal que f(zg-+6h)/§ < —¢/R. Aplicando
el principio variacional de Fkeland olra vez, obtenemos que existe xp £ U al que:

bofla = G 4 60| < Lt o S = R by
20 flay) < fled + jlle -y para todo e # .

De (1) se sigue que [lop — 2ol < ey — Ceg + 0B)|)| + & < K, de tal modo que
wpEint Blag, BY CU, v (2) implica a su vez que [|df(2;)]] < e/R.

Ahora la version general del teorema de Rolle aproximado se deduce inmediata-
mentle como consecuencia de los lemas 2.7 v 2.8,

Teorema 2.9 (Teorema de Rolle aproximado) Scan X un espocio de Banach
y U un abicrio acotado y conero cn X, Sea [ U — R una funcion continua y
acolade, Supongamos gue [ es Galeawr difercncable enld y que flold) C la,b], con
w < b Fntonces, para todos B0y wy € U tales gue disi{xg, 04) = R, emsle an
ay & U tal g

b

ef 3] < Y

Antes de cerrar este capitulo enunclaremos dos resultados que son consecuencias
directas de) prineipio variacional de Ekeland v que también pueden obtenerse como
corolarios inmediatos del teorema de Rolle aproximado.

Corolario 2.10 Sca lf un subcorgunto ebicrio acotado y concro de un cspacio de
Banach X . Sca [l :—— R una funcion continua. acotede, y Gateaux diferenciable
endd. Supongamos que f es constante en 4. Entonces,

inf || /()] = 0.

w4
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Corolario 2.11 Sean X un espacio de Banach y { 1 X —— R una funcion coniinua,
(rateaur diferenciable y acolada en X . Entonces,

H L —
Inf {1F ()l = 0.

Demostracion. Sea M > ||flleo. Tomando b = —~a = M > 0y U4 = B(0,n)
para cada n € N en el teorema 2.3, obtenemos una sucesion x,, € B{0,n) tal que
| £ () < M/n para todo n € N, lo cual implica gue inf,.cx [ /()] = 0.



Capitulo 3

Un poco de calculo
subdiferencial

3.1 Preliminares

Definicion 3.1 Sean X un espacio de Banach, U C X un abierto, [+ D —
RuU{oco}, 2o € D{fy={z € D: f{z) < o} El conjunto Iréchet subdiferencial de
T en xp ose define por

flzo t h)— flao) — {p.b)
[l )

D™ flag)={pe X" li]in inf - >0},
L, —0

v el conjunio Fréchet superdiferencial de f en g por

DF flag) = {p € X* | limsup Slro £ 1) “{i(r“) AP ) < 0.
h—1 |

La funcion f se dice que es Fréchet subdiferenciable en x, cuando D™ f{uy) £ 0, ¥
f es Fréchet superdiferenciable cn g siciipre que DV flag) # @ Una funcion f se
dice que es Fréchet subdiferenciable (resp. superdiferenciable) en un conjunto i si
Foes Fréchet subdiferenciable (resp. superdiferenciable) en cada pnnto x de 4.

Es claro que una funcién f es Fréchet subdiferenciable en xq si v sdlo si — f es Fréchet
superdiferenciable en xy, v, en este caso. DY~ f)(zg) = - D~ [{xg).

Observacion 3.2 {/na funcidén f es Iréchet diferenciable enong 51y sdlo s1 [ es
la vez Frechel subdiferenciable y superdiforenciable en xy. oo este caso, {df(wo)} =

D~ flzo) = DT flag).

Demaostracion. Es claro que toda funcion gue sea Fréchet diferenciable en un punio
wo 05 a la ver Fréchetl subdiferenciable y superdiferenciable en .

Reciprocamente, veamos que si D7 flug) # 0 £ DT f(zy) entonces la funcién [
es Iréchet diferenciable en wq, v {df (o)} = D7 f(2g) = DT [(xg}. En cfecto, sca

39
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p € D™ f(zg),qg € DT f{xy), entonces tenemos

frzo+h) = flao) — {p, )

cind .
lim in fr——— 20
}f
i f — T ,,, /
lim sup flead by — flap) — {g.h) <0,
0 [[A)
es decir,
—fxa th x i
i ing L Fo TR+ J(za) + {9, 1) > G,
h=0 [l _
y sumando estas desigualdades,
~llg = pl} = lip ind &ﬁj
= limninf Slza + h) = flae) — {p. Iy - flag + RY 4 flao) + (g, h)
[ iz
> lim inf [z +h) — flao) - (p.h)
i T
—fleg 4+ h o N
+J]$Il i([lf f( ro 4 1) T}ﬂ(rp)fq{‘_ﬁ S0 = 0.
o0 )

y por tanto |[g — p|| = 0. De aqui que ¢ = p. v

H ,'I — A —ip. \F
() < liminf ﬂ-{” 0y = fleo) — (p __f_’f

h) —
[lao + by = fleo) = {poh)

< lim sup < ),

e

1 1l
f—() H7A]

de manera gque

flag 1 0} [lag) — {p h)

lim = =,

fwal) ]

v [ es Fréchet diferenciable, con df(zy) — p = ¢. Este argumento tambiéo prueba

que {df{xg)} = D™ f(wo) = DT flay).

Debe observarse que la subdiferencial presentada en la delinicion precedente
gencraliza la subdiferencial del andlisis convexo cldsico. Recnérdese que sl [ es

una furcion convexa, la subdiferencial clasica de [ en wn punte @ se define por

Observacion 3.3 Sca D un abicrio convero en un cspacio de Banach X, y sca
J DX — RU/{oc} una funcion convera. Enfonces, df{z) = D™ f(x) pura
todo @ € 1.
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Demestracion. Eg obvio por la definicidn que d f(z) € D™ f(x). Veamos que tambien
se tiene D7 f(z) € 9f(z). Sea p € D™ f(z). Sea y € X,y definamos A = y — 3
podemos suponer y # «. Para cada t € (0,1), como [ es convexa, tenemos

flz+thy — f(x)

t

< fle+h)y— fla).
En efecto, f(o+ i) = flt(a+h)y+ (1 —t)e) < tf(e+h)+ (L —£)fCe), y por tanto
flo +th)y — flry <t(flz+h)— f(x)) . Entonces,

fle 4+ k) = flz)— (p,h) X flo 4 th) = f(x) — {p,th}
1l T

para todo £ € (0, 1), v asi
x4+ hy— flz) - r+th) — —{p. th
Jlo £ 1) = J(o) = (k) Sl th) ) ()
Al t—0+ airg)

S (O B (O Rt L
o 1] ~

porque p € D7 (). Por tanto, 0 < f(a + k) — f{z) - {p, h), esto ex,

fy)y = =) z {poy — =)
Como esto es vilido para cualquier y debemos concluir gue p € 8 f(x).

Is sabida (ver por ejemplo [55]) que toda funcion convexa y continua f @ fJ - R
satisface @ f{z) # 0 para todo = € ). Por tanto, de la observacion precedente se
sigue que toda funcidn convexa y continua es Fréchet subdiferenciable en todo su

dominio.

Definicion 3.4 Sean X un espacio de Banach, D C X un abierto, [ @ ) —
RuU{nso),zy € Df)=4a e D: fia)< x}. Bl conjunto Gateaux subdiferencial de

[ en xy se define por

g+ th) — [lzg) — f(ifh)

Do flaeg)={pe X" | Ve Sy 1'11{11 '1(_1)11' : — > 0},
- 17
y el conjnnto Gatcaux superdiferencial de [ en xg por
_ ) X th)y — flza) — t{p. h
]):_f(;zrt,) ={p e X" IVh ¢ 5 limsup Jg + th) = [Gro) — K. ) < 0}.

el
L]

t—1

La funcidn f se dice que es Gateaux subdiferenciable en zg siempre que D, flag) # 0,
v [ es Gateaux superdiflerenciabte en @y cuando D}f.f(;rn) # §. Una funcién f se
dice que s Gateaux subdiferenciable (resp. s11perdiferenttia.l_)lo) en un conjunto if
siempre gque sea (Gateaux subdiferenciable {resp. superdiferenciable) en cada punto

i dloe .
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Como antes, es facil ver que [ es Gateaux subdiferenciable y CGateaux super-
diferenciable en zg si y s6lo si f es Géateaux diferenciable en zg, v en este caso,
D flxp) = D('l}f(mo) = {daf(xo)}. Nétese que D™ flz} C Dg f(x), es decir, to-
da funcién Fréchet subdiferenciable es también Gateaux subdiferenciahble. Por otra
parte, la observacion 3.3 es también vilida para funciones (Gateaux diferenciables.
Por consiguiente, si f es upa funcion convexa entonces df{(x) = D7 f(a) = D~ f(z),
v estos conjuntos son no vacios slempre que [ sea continua.

Ahora estudiaremos las propiedades basicas de las funciones subdiferenciables y
superdiferenciables. Para empezar, como uno puede esperar, ioda funcién Fréchet
subdiferenciable es semicontinua inferiormente.

Proposicién 3.5 Sea [ : D C X — RU{cc} una funcion Fréehet subdiferenciable
en xg. Entonces [ es semicontinua inferiormente (s.c.. ) en xg. Andlogumente, s
f es Fréchet superdiferenciable en ©y entonces [ es semicontinua supeviorinente
(s.0.8.) en xg.

Demostracion. Sea € > 0. Puesto que

flaeg + ) — flee) — (ph)

lim inf =0,
g b —
existe & > 0 tal que 51 0 < ||| <& entonces
Jlro+ 1) — floo) = nd)

1]

de manera que
Jleo + 1) 2 fQea) 4+ (p i) - <Hl0])

stempre que 0 < [{hl] < é, y por tanto

liminf f(z) = ligu i(l)lff(..'?g + )

Ty

> l.'u}n igf [flzo) +Aph) - ok

o= Sl

es decir, luninf, . f{z) > f(zo), lo cnal significa que [ es s.ci. en oz,

En general, una funcién subdiferenciable no es necesariamente continua.  Por
ajemplo, fa funcion [ R — R definida por

f(:r,)'_{ 0si o e 0. 1]

1 en otro caso

es Lréchet subdiferenciable en todo punto de B,y sin embargo [ so es continua ni
0 nten 1.

Ahora veamos que la suma de dos funciones subdiferenciables es tambiéu subdi-
ferenciahle.
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Proposicién 3.6 Sean f.g: D C X — Ru {oo} funciones Fréchet subdifercnciu-
bles en o (resp. Géateauz subdiferenciables). Entonces [ 4 g ¢s Iréchel subdiferen-
ciable en x (resp (lateaur subdiferenciable), y

D™ f(z)+ D7g(x) S D™(S +g)la
Demostracion. Sean p ¢ D™ f(a), ¢ € D™g(x). Entonces
(f+g)e+h)—(f+g)z)—(p+qDn

litny inef =

1L 3oLl

i} LKl

L fledh) = fle)—Aphy+ gl + ) —gle) — (g )
= It o} ;

x4+ h) - /
> liminf [t ) ;f - {p. 1)

e TEAT

>04+0=0,

gle+h)—gla)— {g.h)

IJH
K

+ Ilm inf -

de modo que p+g € D7(f +g)(z)

Obviatente un resultado andlogo es valido para funciones superdiferenciables.
La proposicion precedente tiene un reciproco aproximado debido a El Mahjoub Fl
Haddad y Robert Deville. Lste resultado nos serd muy itil para deducir una version
subdiferencial del teorema de Rolle aproximado. La demostracidn de esta [ormula
pata la subdilerencial de la suma puede encontrarse en 142),

Teorema 3.7 (Férmula para la subdiferencial de la suma) Sca X un capa-
vio de Banach que posce una funcion mescta Lipschitz de clase €V Sean [,y -
X — R tales que [ es semicontinua inferiormente y g os wniformemente condi-
nwa,  Entonces, para enalesquiera g € X,p € D7{f 4+ g)xg) v 2 > 0, caislen
g € Xop € D7 f{ey) ypa € D™gley) tales que:

(1) [ler = wall < &y e — wol] < <.
fi) | flay) — fleg) |< ey gley) — gleg) |< ¢
fiii) Hp] + P2 — ])H < £,
I elare que la subdiferenciabilidad de una funcién [ vo imphica gue la funcidn
— [ sea también subdiferenciable (s6lo serd asi si la funcion es de hecho diferenciable).
Por tanto, en prineipio no es posible obtener resultados sobre subdiferenciabilidad

del producto, diferencia o compaosicion de funciones subdiferenciables. No obstante,
tales resultados son validos si hacemos hipdtesis mas fuertes.

Proposicion 3.8 Sea ¢ : 4 © X — Y una funcion Fréchet diferenciable cn oz,
y [ Y —= RU {00} una funcion Fréchet subdiforenciable en gla).  Entonces
fog:U — RU{oo} cs subdiferenciable en z, y

{podgla) | pe D™ [lale))} C D[ o g)fa).
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Demostracion. Como g es diferenciable en x, existe M > 0 tal que [lg( ?/) —glz)]] <
My — z|| si f|lr — yi] < &, para algin &; > 0. Sean p € D™ flg(a}) y ¢ > 0. Fxiste
¢y > 0 tal que st Iz — g(2)] < & entonces

J(z) = flglz)) — {poz - gla)y > |z gla)i].

*211

Por otra parte, como g es diferenciable en z, existe 64 > 0 tal que

lg(y) — g(x) = dgla){y— =) < 571 -: i ID — ]

cuando ||y — 2| < é5. Elijamos un 64 > 0 tal que |lg(y) — g(2)|| < 8y sty — x| < 4.
Entonees, si ||y — «i] < 6 = min{é1. 82, 63,64}, tenemos que
Hgly)) — flglx))— pldgleily - =)
= flg(y)) — Hglz)) - plgly) - .r;(-r)ﬁ +plgly) —g(:r:) - dg(a){y — )

. m\lﬂ g(2)ll = Il lg(y) = gty — dgta)ly - o)
2 9M s Ml = #ll - [ e R A

Asi, para todo £ > existe & > 0 tal que si 0 <

|y — 2f] < & entonces

flg(y)) — flglx)) — pldg(e)ly - »r))
Ny — |l

Esto significa que

i inf Flaly)) - f{rj{“J” T|[fl.(}.,[_"n)(iu - a))
v B

y por tanto podg(e) € D= (fog)a).

Proposicidon 3.9 Scan [ g4 C X —— [0 x) funciones Fréchet subdiferenciables
en x, i supongainos gue al menos una de cllus cs continua e v, Entonces fg cs
Fréchol subdifereneiable enoa, oy fEeyD7gle) + gla) D™ f(e) C D™ (fgH).

Demostracion. Notese que s A, 3 C RO A € {0,00) entonces 'mf(/l -y = (inl A -
{inf B), lo que implica que, para todas las funciones I 1 —-+ K tales que 7 > 0,
se tiene
liminf f{)C(x) > (liryu inf F{a))- (Iil:l inf (7(x)).
L h et

Sean p & D~ f(2), g € D™ g(x) y supongamos por ejemplo que [ es conlinua en .
Veamos que f(2)g + glx)p ¢ D™(fg)(z). Como [ s continua en oy g(h)/[ih]| es
acotada para i # 0, tenemos que

wint ot 1y — e 1)
llt;fubif[f(.t,th]— x i (1
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Por otro lado, teniendo en cuenta que f Z 0, vemos que

- [f(;rr - (.q(a;Jr h) — glz) - Q(fl)>:| .

h—0) [IhH

gz +h)y—gle)—qglh)) > 0-0=0.

> li}:lj{l)lf fle +hy- Ilm mf !|l ”

Entonces,

e+ R)gle + by = fladgle) = {(f(x)g + glx)p, by

lim inf : - =

h—) {kirh
= 11%11 1[1}11" I [ o+ hygle +h) — fla+ hygle)— flo 4+ b)glh) +

+ S+ Mgl = f(ziglh) + [l 4+ g(e) = fle)g(x) — glz)p(h)] =

- WYy - ) f
= liminf |:_f(;r + h) (U_Jj‘ V) - g{x) — gl ;)\ N
fi—sl) \ HU,” .

+ [flz 4+ hy = fla)]

i
| vt h) - glx) - gl
E (./'(:z;+/a).g( i Hffﬂ(r) j( ))

L . D e ) = flx) = plh)
ll;fL&(l)]f [fa + h) — fle)] 1 + hlhll_}(I]lf T

04+04+0 =0,

gz}
s

gla) =

I+

de forma que fla)g+ gladpe D fg)ia).

A continuacionm hacemos una simple observacion que sera muy atil para demostrar
versiones subdiferenciales del teorema de Rolle v del teoremma del valor medio en
espacios de dimension finita.

Observacion 3.10 Considercinos wna funcion [ 2D C X - RU{oc}.
(1) Supongunos gue [ ooaleanza un minime velativo on ay € D Entonces | oes
I'edehet subdiferenciabie cnoxg, 3 0 € D™ f(ay).
{2) Supongamos que [ aleanza un mdranoe relativo en wg € L. Fnionces [ es

Irechet superdiferenciable en ay, y 0 € DY f(ag).

(3} Suponguines que foaleanza un extremo relalivo en oo € 1) y que [ oes Fréchet
subdiferenciable en vy (resp. superdiferencwable en xo ). Futonees 0 € D flrg)
(resp., 0 € DY flag)).

Denastracion.

(1) ST f aleanza nnominimo relativo en ag € D, existe & > 0 tal que st (0 < 2] < @
enlonees f{ag + h) - flag) 2 0, v por tanto

limninf [(wo + h) = J(zo) > 0,

Jwml) 2] —




46 CAPITULO 3. UN POCO DE CALCULO SUBDIFERENCIAL

lo que significa que 0 € D7 f(xo).
{2} La misma demostracion sirve en este caso.

(3} Supongamos que f es subdiferenciable en 24, Si f alcanza un maximo relativo
en zg entonces 0 € DV f(zg). Como, ademds, D~ f{zg) # 0, la observacién
3.2 nos permite deducir que {0} = {df(xa)} = 1)~ f(ag) = DY [(xy). Por otra
parte, si [ alcanza un minimo relativo en g, entonces, de (1) se sigue que
0 € D7 f(xg). Lin cualquier caso, resulta que 0 € D™ f(xq).

Proposicion 3.11 (Teorema de Rolle subdiferencial) Tenemos:

(1) Sea f:la,b] — R una funcién continua tal que [(a) = f(b). Entonces, existe
wo € (a,b) tal que 0 € D™ flag) U DT f{ag).

(2) Sea [ :[a,b] — R une funcion continue que es subdiferenciable en (a, by, Su-
pongamos que fla) = f(b). Fnlonces, exisle xg € {a,b) tal que 0 € D™ [(xq).

(8) Sea X un cspacio normado finilo dimcnsional, y sean By y Sx la bola y la
esfera unidad de X, respectivammente. Sea [ 0 By - + R una funcion con-
tinua tal que f es constante cn Sy. Enlonces, erisic 29 € tBy tal que
0 D flxg)u DY fzg). Si, ademds, [ es subdiferenciable enint By, enton-
ces puede asequrarse que 0 € D7 [lay).

Demostracion. Bastard probar (3). Como § es continua en el conjunto compacto
By, [ alcanza un mdximo y un minimo en Hy. S ambos estdn en Sy, como f es
constante en Sy . se sigue que [ es constante en By, v por tanto {0} = {df(z)} =
D= flz) = DT f{z) para todo & € intBy. Si o bien el maximo o bien el minimo 1o
estd en Sy entonces [ alcanza un extremo relativo en algin punto 2y € int By, vy,
pot la abservacion anterior, tenemos que o bien 0¢ D7 flag) o hien 0 € D~ f(ig).
51, ademas, [ es subdiferenciable en it Hy . entonees Ja observacion 3.10{3) nos dice
que € D7 f{xg).

Obviamente, cuunciados analogos sonvalidos para funciones superdiferenciables.
El siguiente ejemplo muestra que la conclusion 0¢€ D7 f(eg) en el teorema de Rolle
subdiferenciable no puede mejorarse para obtener que {04 = 7 f{ag).

Ejemplo 3.12 Sea f:|—1, 1] — Rdeflinida por f(x) = |zl Entonces f es continua
en [—1, 1] v es subdiferenciable en (=1, 1), con f{—=1) = f(1) = [. Y sin embargo, si
£ < 1, ne existe ningiin 2o € (—1, 1Y tal que ||p|] < ¢ paratodo p € D7 f(xg), puesto
que para cualquier » € (—1,1) existe p € D7 f({r) de modo que |p| = 1. De hecho,

{gl} 51 ..!:EE*]\U]
D™ f(z) =< [=1,1} si a=0
{(+1} st oz e{01].

Ahora estudiaremos los teoremnas del valor medio subdiferenciales, junto con
alginas consecnencias immnediatas suyas.
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Teorema 3.13 (Teorema del valor medio subdiferencial) Sea f : [¢,b) — R
una funcion continud,

(1) Eriste zy € (a.b} tal que

f(b) - f{(f) = — £y

7 \.LU) = 1{1+f(Il’5(_]).
b -«

(2) Supongamos que [ es subdiferenciable en (a,b). Enlonces eziste wy € (a.b) tal
e

b — fla

Demastracion.

(1) Consideremos la funcion g : [a,b] — R definida por gta) = fla)—p(x), donde
p e b — Roes

f(b) — fla)

{r —a).
—f=a

ple) = fla) +

Como ¢ es continua y gla) = 0 = g(b), del teorema de Rolle subdilerencial
3.11 obtencmos un zg € {a,b) tal que 0 € D™g(xy) U DT glay). Supongamos
por ejeraplo que 0 € D™ g{ry) (¢l caso 0 € DVg(xy) es andlogo). Lntonees
g y  son subdiferenciables en xg, v por tanto también loe es [ = g 4 . con

D=gleg) + D7 eleg) C D7 flag). Puesto que

b)) — f{a
D™ p(xy) = {[( Lﬁf()} = {9«9’(-1'(!)}‘

h—a

tenermos que (4 L=t f“) e D7 fien), vy en particular

fib) - fla)

h—a

e D flag) DY flag).

{21 Una prucha similar funciona, ntilizando (2) de 3010

Proposicién 3.14 Sea [ {a,b) — K. Se tienc:

(1) 81 f es ereciente en {a,b) entonces D7 f(x) U DT fle) C [0, o) para lodo
a € {a,h).

(2) Si [ es decveciente en (a, by entonees D™ f(ryu DY fle)y < (- o, 0] para lodo
@ e {ayh),
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Demostracion. Probemos (1); {2} es analogo. Sean z € (a,b), y p € D7 f{x) U
DY f(x); veamos que p 2 0. Supongamos primero que p € D7 f{r). Como f es
creciente tenemos f(a + ) — f(#) < 0 para todo h < 0, y asi

+
firn inf f, , J(x)
h—0~ T/
Entonces,
o+ hy— fla + ) —~ — ph }
) = lim inf Mt h) - ) = it (e ) = [() = ph s >
fi--00— U." h—0— “),| |h|
f(r'J»]J\ﬁ f{r\f'n])
> liminf = + llm mf
h—0— Hid fr=tr—H}
A~ fl. )
> lim inf ﬁ(_r+ ) - ‘j_‘_(r) ph + lim i.nf L
Jo—al} [fi] h—U— |f|

phi
> 04 lim mf = —p,
hi—0— I,f)
de manera que p > 0.
Ahora supongamos que p € D1 f{x). Fntonces, como [ es creciente, tenewmos
que f(e 4 k) — flz) > 0 para todo £ > 0, v de aqui que

Jlz+h) - flz)

lim sup ~=—— > 0.

W+ E”\
Por tante,

flr +h) - J(=)

0 < lim sup —=——

e 17l
) x4+ h ph
< lim sup = -+ lim sup -
T 1] fi—0+ |h|
o x ol —ph
< lim sup / o f(- )~ ph + hmsup
bt |} B0 “T!
) ph
< + linsup = = p.
ot 1]
ex docir, p > 00 Eo cnalquier caso, p > 0.
Proposicidon 3.15 Sca [ {a. by — R una funcion continua. Entonces,

(1) 8T D™ f{ey U DY fle) C [0,5¢) para todo @ € {a,b) enlonces [ es creciente on
(b)),

(2) ST DT (@YU DT fla) C (=00, 0] para lodo w € (a,b) entonces [ es decreerende
e (a,b).

(3) Si [ es subdifercuciable en (a,b) y D™ f(x) C [}o00) para todo © € (a,b),
endonees [ oos ereciente in {a,b).
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(4) Si f es subdiferenciable en (a,b) y D™ f(z) C (—o0,0] para todo © € (a,b),
entonces [ es decreciente en (a,b). '

Demaostracion. Notese que basta probar {1). En efecto, (3) no es mads que una
consecuencia de (1) si @ #£ D™ flz) < [0,0¢) para todo x € (a,b) cntonces
D~ f{xyuw D f(z) C [0,00) para todo z, porque si p € DY flz) # ¥ cntonces
f s subdiferenciable y superdiferenciable en z, y por tanto {p} = Dt fley =
D~ f(z) € [0,00); es decir, si § # D™ f(x) C [0.20) para todo x, entonces latu-
bién DT f(2) C [0,00), y por consiguiente D~ f{z)U Dt f(z) C {0,50) para todo z,
lo cual implica que f es decreciente por (1}. Por otra parte, (2) v (4) se deducen
inmediatamente de (1) y (3) sustituyendo [ por g = —f.

Demostremos pues (1). Supongamos que D7 f(x) U DT f(x) C [0.00) para todo
€ (a.b) y que f no fuera creciente en {a,b). Entonces existirfan w2y € {(a,b),
1 < oy, tales que f(zq) > flaz), y en consecuencia

flwa) ~ S

&
Uy,
Ty — Iy

Pero, por ¢l tecorema 3.13, existe x & (7. 23) tal que

I(TIZ) 7_?_“5]_) e D7 f{xyu D+f(.’!:) c [0, o),
o0 B S |

y de aqui gue
flra) = fler)

Ty — I

= 0.

una contracdiceion.

Ahora dircimos unas pocas palabras acerca de la topologia de los conjuntos sub-
diterenciales D~ fix).

Proposicién 3.16 Sean X un espacio de Banach, U C X un abicrto, y [ 14 —
R U {cc). Entonces, para todo x € I, los coguntos D™ f{x) 4y DT (@) son corrados
y converos en (X *, |- |]).

Demostracion. St D™ f(z}) = B no hay nada que decir. Si D7 f(x) # @, scan
pog & D7 fle), te{0.1). Entonces

fl + ) = fle) - {p+ (1 - g, h)

litn inl =
h—t) Izl
i f{ [lo+ h) — fle) — (p b = [le+h) ~ flr)— (g h)
| 1Al | In]
oL G M by = fle) — {p B flae &by — fla)y —{g. D)
= L inf F T — £) i i =
A, 1] h )

>t 04 (1 -1)-0=0,
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de mancra que tp+{(1—t)g € D™ f(x). Esto prueba que D~ f{z) es convexo. Veamos
que D~ f(x) es cerrado en (X* || -|[). Sea (p.) C D~ f(z) tal que ||p, —pl] — 0,y
comprobemos que p € D f(z). tenemos que

Jz+h}— flz) = {p, 1)

T inf Vs
i IR 20

para todo n, y por tanto

lim inf JGe + 1) = fle) = (p. h) _
h—{ ”h.n— =

I l
—liminf [ (o + D) [(5) = (ps b)) + —(pr — poh
h—0 ”h” ( ”] '< >

i
> “gl}(ljlf W (flo 4+ h)— fla)—{p., 1))+ 11?;_{{1]11 Hf “ - py b
>0+ h;n inf n H(pn - Ry = —lip. —

para todo n, es decir,

liminf -
h--s0

fle+h)— fla)—(p, h) z oAl - pli

para todo n € N,y como ||p, — p|l — 0 podemos deducir que

_______ flz+ Ry — —{p.hy o

ll[llllll - U,

e —Hh H —

lo cual significa que p € D™ f(z)

Observacion 3.17 Ln o] caso de subdiferencizbilidad Giteanx podemos decir algo
mas acerca de la topologia de los conjuntos subdiferencial. D7 f(2) v l):r,.f(;rr) s0n
w-cerrados v convexos en X 7. La demostracion es cast idéntica.

Ahora pasaremos a estudiar una definicion alternativa de subdiferenciabilidad
de fundiones que también generaliza la subdiferencial del andlisis convexo casico y
que para una amplia clase de espacios de Banach os equivalente a la que venimos
manejando.

Sea 4 < X un subconjunto abierto no vacio de un espacio de Banach X. Sea
f:l — RU{s0} una funcién, y sea x ¢ D(f). definamos los conjuntos P~ f(z) =
{'(#) +» R es Fréchet diferenciable y [ - o aleanza un minimo local en
ahy v DY f{r) = {'(#) | o U —— R es Tréchet diferenciable v f i alcanza un
maximo local en x}.

I5s facil ver que, para una funcion convexa [,
A e ?

f{ey =D fley= D" [(x).
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También es verdad que D~ f(z) C D~ f(z) para todo =z € D(f) y toda funcion f;
la demostracion es directa. Sin embargo, la inclusidn reciproca no es valida, como
veremos después.

Il siguiente teorema, cuya prueba podrd encontrarse en [33], capitulo VI,
muestra que existe una amplia clase de espacios de Banach eun los que sucede que
D~ {(x) = D™ f(x) para toda funcién fy z € D(f). Todo espacie cuya estructura
diferenciable sea razonablemente rica pertenecerd a dicha clase.

Teorema 3.18 Sea X un espacio de Banach que tiene una funcidn meseta Lipschilz
y Fréchel diferenciable. Sean f @ X — R, zg € X, p € X7 Las siguientes
afiriaciones son equivalentes:

‘i) Eriste una funcion tréchet diferenciable o @ X — R tal que [ — @ alecanza un

1

minimo local cn xg, @' (xg)=py @ es|{-]| = || -l continua en ry.

i) Paisten U, un entorno ablerto de o, y ¢ 1 U — R, una funcion Freched
diferenciable, tales que f— @ alcanza un minimo local en xg y @'(zg) = 0.

(i) pe D flag).

St X no tiene una tal funcién meseta, el resultado no es cierto. Llijamos por
cjeniplo nn espacio de Banach separable (X, - ||) cuyo dual no sea separable (por
ciemplo X = £,)), y sea [ 1 X —— R definida por f(z) = —{lz||*. Entonces [
os Irachet diferenciable en 0, con f/(0) = 0, y en particular D~ f(0) = {0} # 0.
Fs decir, la condicidn (iii) del teorema 3.18 se cuwmple para p = 0. Sin embargo, ia
condicidn {i) no se cumple: de lo contrario existiria una funcién Fréchet diferenciable
v o X — R tal gue f — ¢ alcanzaria un minimo local en 0,y (0} = 0, con ¢’
contim en ). Puede suponerse que () = 0. Entonces existe » > 0 tal que
< r. Elijamos ¢ > 0 tal que o es acotada en £2{0,4):

b

) =l stempre que ||a

pademos suponer § < /2. Sea b : R — R una luncion Lipschitz de clase €1 qal
que B(0) = 1y b(t) = 0si t < =4, Definamos ¢ : X - R por

voy = { BN s el <8

o 0 st Az > 6.

Fartonees o0 es Lipschitz y Fréchet diferenciable, con {0} = | v supp(sp) < B{0.8),
lo que contradice nuestra hipdtesis sobre X', dade que X noes un espacio de Asplund
v por tanto no puede poseer una funcion meseta Frechet diferenciable.

b siguiente resultado, cuya prueba puede consultarse en [33], capitulo VI, nos
dice que, en muchos espacios de Banach, toda funcidon semicontinua inferiormente es
Frechet subdiferenciable en un subeconjunto denso de su dominic. Este hecho nos per-
mite vislumbrar cuan grande es la clase de funciones subdiferenciables. Recuérdese
que en la recta real hay muchas funciones continuas que no son diferenciables en
nimgnn punto.
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Teorema 3.19 Sea X un cspacio de Banach con una funcion mesela Lipschilz y
Irréchet diferenciable. Sea [ : X — R U {oo} una funcion semicontinua inferior-
mente, con D(fY # 0. Fntonces [ es Frichel subdiferenciable en un subconjunio

denso de D(f).

3.2 Teorema del valor medio subdiferencial

IEn esta seccidn daremos una desigualdad del valor medio para funciones subdiferen-
ctables que es valida en todo espacio de Banach y que presenta alguna ventaja con
respecto a otras desigualdades del valor medio subdiferenciales. In la literatura hay
varios teoremas del valor medio conocidos para fanciones subdiferenciables. Como
uno de los mds relevantes podemos citar el de Robert Deville [30]:

Teorema 3.20 (Deville) Sea X un espacio de Banach con una funcion vwesefa
Lepsehiiz y Frechel diferenciable. y sea [ @ X — R una funcion somicontinug
infertormente. Supongumoes que cxiste una constonte K o> 0 tal que para todo @ € X
y para todo p € D7 fla), se tiene ||pll < K. Entonces

() = fly)l € K -yl para todo v,y € X,
De aqui se deduce inmediatamente el siguiente

Corolario 3.21 (Deville} Sca X un espacio de Bunach con una funcidn mescta
Lipschilz y Fréchel diferenciable, y sea f 0 X —— R una funcion condinua. Fulonces
[STHRT] N T -~ ) { — + ~ v
sup{lipllip € D7 f(a)y, e € Xy =sup {jipll:pe DT fle),o € X}
Fsios cantidades son finitas st y solo s1 [ es Lipschitz en X, y en este caso son
iguales a la constante de Lipschitz de f.

Una caracteristica comnin a todos los teoremas del valor medio subdiferenciales
conocidos es que exigen una cota para todos los subgradientes de la funcion consi-
derada en cada punto. Nosotros daremos aqui una designaldad del valor medio para
Munctones Gateaux subdiferenciables [ que solo requiere una cota para uno de los
subgradientes de [ en cada punto de su dominio. Fs decir, st para todo » € {4 existe
p € D (e} tal que [[pll < M. entonces

L) = ] < Mz -y

para todo z,y & 4. De aqui puede deducirse que si una funcion continva f 24 - R
satisface 0 € D™ f(r) para todo x € I, entonces [ s necesariamente constante, ste
corolario no puede deducirse de otras desigualdades del valor medio subdiferenciales
como el teorema 3.20 o la de [1].

Mds adn, mostraremos que si f U —+ R s una funcion continua, @,y ¢ i, v
M > 0 es tal que para todo ¢ € [0, 1] existe p € DE flia + (1= Hy) con ||p|] < M,
entonces | f{x) = f(y)l < Mle - y]].
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Teorema 3.22 {Desigualdad del valor medio subdiferencial) Sea X un es-
pacio de Banach, U un abierto convezo de X, y [ U —— R une funcidn conlinua,
Supongamos que existe M > 0 tal que para lodo © € U existe p € Do f(z) tal gue
Ipll < M. Entonces )

|f(e}y— F(y) < Mz — yl|
para todo a5 € .

Demostracion. Sean x,y € U,z £y, y sea £ > 0. Definamos h =y -z y
A=dae[0,1]] flz+ ah)~ flz) 2 (M + <)ok}
Veamos que A # (). Tomando p € D f(x) tal que ||p|| < M. como

l[im inf Jle £ th) — f(z) — (p,thy
i il

> 0,

existe un & > 0 tal que f(o +th) — f{x) — {p,th) > —¢|t}l|k]| siempre que [{] < ¢é.
Entonces

fle +th)y — fle) 2 {p, thy — |tH||h]] >
— Mit{ {hl] = el A =
= (M 4 )] 1Al

Ttego, tomando £ = 4, obtencmos que (x4 dhj— flue) > (M +2)é[|A)], de manera
que & € A,

Sea B = sup A € (0,1 Como 3 = sup A, existe {a,) < [0,58] N A tal que
v Ay [l A ey by — fla) 2 (M 4+ g (R para todo n € N. IHaciendo
tender noa infinito y usando la continuidad de [, obtenenos que f{x + gh)— f(x) =
limy, o [fle 4 by = flae)] 2l (M 4 g)a,||h|| = —(M + )31k, es decir,

Jlo+8h) = f{r) > —(M 4 2331 (1)

lo cual significa que 7 ¢ A,
Veamos alora que @ = 1. S 4 < 1, pongamos z = 2 + idh y elijamos p € D, f(2)
tal que ||p|] < M. Como

L flzd thy - oy — (o ih)
limn tul™ e — ? > )
fei—0 Hed -

existe & > 0 tal quesi [¢] <o entonces f{z +th) — flz) — (p.ih) > —c|jth|, v asi
Sz +thy — Jz) > (M 4 )|t AL if [i] < 4. (2
De (13 y (2) se sigue que

flo+ Al +th) > fla + gh)y — (M + )[t|[|R]] >
o) = (M 4 )8\ - (M + eXelih]
~ ey~ (M )+ D
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para [{] < é. Tomando ¢ = 4§, obtenemos

FCo 4 (81 8 2 fx) — (M +e)(F+6)ih

| 1

lo cual implca que 346 € A, lsto es una contradiccion, yva que 348 > [ = sup A.
Por consiguiente, 4 = 1. 5i sustituimos 7 = [ en (1) obtenemos que f(a+h)— f(2) =
—{Mte)||hll, y puesto que h = y—ux esto significa que f{y)~ fla) > —(M+)l|ly—=]|.
Sste razonamiento prueba que para todo 2,y € M4 y para todo & > () se tiene

flx) = flyy < (M +2)|ly — =]l

Cambiando x por y obtenemos también que fly) — fle) < (M + @)y — «||. Por
tanto,

f(y) = fle)] < (M 4 e)|ly — =]l

paratodo z,y € U y para todo & > 0. Finalmente, fijando 2.y £ 24 v haciendo tender
ca 0, obtenemos | f() — f{y)] < Mle — yll: v oasi estd claro que [f(2) — [y} <
M{|x — || para todo «,y € l4.

Debe ohservarse que el razonamiento anterior de hecho prueba ol siguiente resul
tado, que os una desigualdad del valor medio subdiferencial con un sabor parecido
al clasico teoremsa del valor medio para funciones reales de varias variables.

Teorema 3.23 Sean X un espacio de Banach, I{ un abicrio convezo de X y f -
i — R una funcion econtinua. Stx,y €U y M > 0 son toles que para todo § € 0, 1]
criste p € D5 (Lo + (1 = Lyy) con ||pl| < M, enlonces | f(w) - f(y)] < MJx — gl

Alora podemos deducr mmediatamente o prometido coralario.

Corolario 3.24 Sca U un abierto convero on un espacio de Banech Xy sea [
U = R una funcion continug lal que 0 € D7 f{e] pura todo o & U Einlonees | oes
constante v ld.

Noes verdad gue st f @0 X — R es continua v subdiferenciable en an subconjunto
denso 1) C_X v adetuas 0 € D~ f(a} para todo & & ) entonces [ sea constante.

Incluso i X es finito dimensional v la medida de Lebesgue de N[} es cero, un

restultado de esta indole no puede ser cierto. como demuestra ef siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.25 Sea f: {0, 1] — R la funcion de Cantor-Lebesgue (véase su defini-
cion en [17], p. 55, por ejemplo). Se tiene que [ es ereciente v continua en [0, 4], ¥
[ es localmente constante en D = [0, 1]\, donde ¢ es el conjunto de Cantor. Por
tanto f es diferenciable en D, con {0} = {df{(x}} = D7 f(x) para todo 2 € Dy sin

embargo f no es constante.

No obstante, st dim X > 2, es facil deducir, utilizando argumentos de cardinali-

dad, la sigutente mejora del teorema 3.22 a partir de sf mismo.
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Corolario 3.26 Sca X un cspacio de Banach de dimensién mayor o igual @ dos, y
sea ld C X un abierto convero de X . Sea [ 1l — R unae funcion conlinua, y sea
Cun subconjunto contable de U. Supongamos gque existe M > 0 tal que para todo
@ € UNC! emiste p € D f(z) con|Ipll £ M. Entonces

|flx) = fly)] < Mz -yl

para lodo o,y €.

3.3 Un teorema de Rolle subdiferencial aproximado

En estd seccion nos ocuparemos de demostrar versiones Fréchet y Gateaux subdi-
ferenciales del teorema de Rolle aproximado presentado en el capitulo anterior que
seran vialidas dentro de la clase de todos los espacios de Banach con funciones mese-
ta lipschitzianas y Iréchet (respectivamente Gateaux) diferenciables. Veremos que
st una funcion subdiferenciable oscila entre —¢ y £ en la frontera de la bola uni-
dad del espacio entonces existird un punto & en el interior de la bola y existira un
p e D7 ) (vesp. p € D f(x)) tal gque
Banach con funciones meseta lipschitzianas y Fréchet diferenciables, se probard que

[pl] < 2¢. De hecho, para espacios de

toda funcién continua y acotada [ By —— B tal que f oscila entre —s v = en la
[:pe D™ flxyu DT i), ||z]] < 1} < 26.
Para demostrar los teoremas de Rolle subdiferenciales necesilaremos tres resul-

esfera unidad satisface inf{||p

tados auxiliares. Iin proner lugar, nttlizaremos el siguiente enunciado equivalente de
la formula para la subdiferencial de la suma (véase el teorema 3.7) para demostrar
la version mas fuerte de dicho resultado en ol caso de subdiferenciabilidad Fréchet.

Teorema 3.27 (Foérmula para la superdiferencial de la suma) Sca X un cs-
pacto de Banach con una funcion mesela Lipschitz de clase O, Sean f,g: X — R
tales que fes semicontinua nferiormentic y g cs uniformemente continua. Fnlon-
cos,parva fodos vy ¢ Xope DY F4g¥ag) ye > 0, evistenay, 2o € X,py € DY (e
g pe C DVglay) tedes que:

(i) flay — woflt <2y |lee - 20| < =,

(i) | Jlay) — flag)y |< 2y | gle) = glan) < e

< .

(11i) [lpy + p2 — ]

También necesitaremos el siguiente principio variacional, cuya prueba puede en-
contrarse en [33], capitulo 1.

Teorema 3.28 (Principio variacional suave) Sca X un espacio de RBanach con
wna funcidn mesela Lipschilz y Fréchet difereneiable (resp. Gdteaus diferenciable ),
Sea I 0 X — RU{oo} una funcion scmicontinua superiormente y acotada SUpErtor-
mente, 17 # —oo. Entonces, para todo & > 0 cziste une funcion acotada, Lipschil:
y Frcchetl diferenciable (resp. Galeauz diferencioble) ¢ 0 X — R tal gue:
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Lo+ ¢ aleanza su mdrimo fuerte en X,

2o |@lle = supgex T@(x) [< 0, ¥ ll@]le = sup ey o’ (a)l] < 6.

Finalmente, para probar la versién mas débil del teorema en el caso de sub-
diferenciabilidad (Gateaux, también necesitaremos la signiente version del principio
variacional de Ekeland, que es equivalente a la dada en ol capitulo anterior (ver

teorema 2.6).

Teorema 3.29 (Principio variacional de Ekeland) Sea X un espacio de Ba-
nach, y sea f 1 X — [—00, 00] una funcion propis scmicontinua supcriormente que
estd acolada superiormente. Sea £ > 0 y 2o € X tal que f{xy) > sup{f(z) 1z €
X}~ ¢, Entonces, para cualguier A con 0 < A < 1, cawste un punto z € Dom( ) tal
que:

(1) Allz = ol < flz) = [{ao)

(i) j|= — aoll < £/A

(aeg) A - =zl + f{2) > (&) siempre que w £ 2.

Comencenos ya con la version Fréchet subdiferencial del teorema de Rolle apro
xtmadao.,  Su enunciadoe es mas fuerte v la prueba mas simple que en el caso de
subdiferenciabilidad Gateaux caso gracias a la formula para la subdiferencial de la
suma . De ahora en adelante el conjunto {z € X ¢zl < £} lo denotaremos por
B0, £), mientras que 5{0, R) representard a {or € X = x|l = R}

Teorema 3.30° Sca X ‘un cspacio de Banack con una funcion meseia Lipsclatz de
clase (X)), sean B = B0, R).S = S(0. R}y sea [ B — R una funcion acoloda
y continua tal que f(5) C|—¢,2]. Enlonces:

(1) Sisup f(B) > sup f(5} entonces para cada o > O cxristen o € (B} yp €
DY fla) tales que ||pl] < .

(i) Seindl F{BY < inl f(.5) entonees pore cada o > 0 extslen a0 € inf(H) 4y p €
D [l tades que ||pl] < o

(i) S f{B) € f(5) entonces para cada o > & cnmsben oy ey ¢ wd(B) ypy ©
DY f(ey),pe € D™ flay) tales que ||pyll |p2l| < 20/ 8+ o

Demaostracion.

Caso (i) sea n = sup f(F) — sap f(5) > 0, y consideremos £{x} = [f(x]) si
e B (r) = —0o en caso contrario. Como F ey semicontinua superiormente y
acotada superiormente, el principio variacional anterior nos dauna fnuncion g de clase
CHX ) val que ||gllee < /3,110 llce < oy F g aleanza sumaximo en un puntor € B.
Ademas = € int( B): en caso contrario, tomando e tal que f{a) > sup f(#) — /3

obtlendriamos

sup f(B) —2u/3 < Fla)+ gla) < Fx) 4 gla) < sup f(9) + /3,
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una contradiccién. Por tanto z € int(B) y p = ¢'(z) € DV f(z) satisface ||p]| < a.
Caso (ii}: la misma demostracion vale,

(Caso (iii): consideremos la funcién ¢(z) = f(z) — (2 + «)||z|]/ R. Esta funcion
satisface las condiciones del caso (i), y por tanto existen z € inl{B) v p € DT ¢{x)
tales que ||p|| < a. Ahora, por la férmulta para la subdiferencial de la suma, existen
w1 € mt(BY y progycon py € DV f(zy), g € DV ({2 + a)/R||ys]]) tales que
il + @1 — pll < «, Jo cual implica que

lipalt < e 4 llanll + [l < 20+ lgud].

Nétese que ¢ € DT{—|.[[)(v) si y sélo si —¢ € -I)‘(||.||)(v). Ademas, como .|| es

convexa tenemos Ji|.|[(v) = D |L.|l(v), de mancra que si ¢ € D7||.||(v) entonces
g(l) < [lv + hj] — lz]] < ||l para todo h, y por tanto [|g]| < 1. Teniendo en cuenta
esto podemos deducir que |lgi|| = | — gl < 2 v asi |py|] < 2004 (26 + @)/ R.

Para encontrar zy y pp basta considerar ¢(a) = f(x) + (2¢ + a|jz]|/ R y vale la
mista demostracién aplicando (i) en vez de (1).

De este resultado puede deducirse el siguiente

Teorema 3.31 Sca If un abierlo concro y acolado cn un espacio de Banach X
que tiene una funcion meseta Lipschitz de clase 1. Sea f U — R una funcion
continua y acotada y secan R > 0 yxg € U tales que dest(xzy, 0) = K. Supongamos
que f{OU) C [—£,e]. Entonces:

(i} Sisup f(U) > sup [(OU) cntonces para cada o > 0 costenz € U yp € DY f(2)
tules que |Ipl] < e

(i) Siinf f(U) < inf f{OU) entonces para cada o > O cxistenx € U4 yp e D™ f(x)
talcs que ||pj| < .

(iii) ST f(U) C [—c.el entonces pura cada o« > 0 cxisten w09 € U y p €
DY flay),pe € D™ flay) tales que ||py || lip2ll < 26/ 8 + o

Entodo caso infd|pll:pe D= ey DY flay e e UL < 26/ R,

Y de aqui se deduce inmediatamente el siguiente

Corolario 3.32 Sea I un abicrio conero y acolodo de un espacio de Bunach X
gue Hene una funcion mescta Lipschitz de clase (7 Sea [ 2 U - — R confinua y
acolada en 4, Supongamos que [ es constante cn M. Entonces,

inf{ilpll:pe D™ flzyu DT ()2 €ld) = 0.
asi como

Corolario 3.33 Seca X un espacio de Banach que tiene una funcion mesela Lips-
chitz de clase C', y sea [+ X — R continua y acotada en X. Fnlonces,

inf{|lpll :pe D™ flzyu DY flatyz € X} =0
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I'inalmente estudiaremos el teorema de Rolle aproximado subdiferencial en el
caso Gateaux. Aqui la demostracion serd mas larga v el enunciado mas débil que
en el caso Fréchet. Sila formula para la subdiferencial de la suma Mmera vilida para
subdifcrenciales Gateaux dentro de la clase de espacios de Banach que tienen una
funcién meseta Lipschitz y Gateaux diferenciable, la demostracion del teorema 3.30
servirfa tainbién en este caso, revirtiendo en una mejora sustancial del teorema 3.34 y
sus corolarios. No sabemos st una tal férimula es verdadera dentro de la mencionada
clase de espacios de Banach,

Teorema 3.34 Sea X un espacio de Danach que Liene una funcion meseta Lips-
ehitz y Gdteaur diferenciable, y sea R, > 0. Sea f: B0, R) — R wuna funcion
continua y acotadae, y supongamos que [ es Gateauwr subdiferenciable on intB3(0, B)
y f(S(0.R)) C [—¢,+¢]. Entonces existen x, € mntBO, Ry ype D, f(w.) tales gue
lInl] < 2e/ R.

Demostracion, Supongamaos primero que & < 2R, Constderaremaos tres casos.
Caso It f(B(0,R)) C{-c,¢].
Supongamos primero que f(0) > —&. Sea A = 2/ Como f(0) > sup{f(a}:

x € B0, R)} — 2¢e, el principio variacional de Ekeland nos da un a2y € B(0, R) tal
que

(i) Alleal] £ flad) ~ [{0)
(i) faq|l < 25/A
(i) Ale = ayl] + flay) > flz) stempre que x £ a5,

de manera que w1 € wmfB(0, R) v, tomando un p o D7 flag). (1) implica que

Ipll < 2¢/R. En efecto, para todo h con |

flarg + th) —f({, )2

[t G
para tode {, y también, puesto que p € 1) [{ry).

flog + th) — fle0) - iplh)

Jim inf : -l

i) -

o equivalentemente

[l b thy + [l 4 (R
litn sup 0 S,
t—
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¥y por tanto

flzy + th) = flzg) = [z + th) + fle) + p(th)

th .
|p(h)| = lim sup — ) = lit sup

(— 0} 14 t—0 Itl
@ th)y — fla i —f{x th xi )+ p(th
< lim sup flx 4 ,’? ) + limsup [l 4 W) & Jle) + p(th)
T =0 111 1—0 1
A f( L'y + ”L (JS] 25
< Jjm sup < —.
t—0 1 h’.
Fsto prueha que {|p| < 25

Ahora suponganmos que f(0) = —e y escojamos p € D, f(0). Podemos suponer
que ||pl] > 26/ K, ya que en caso contrario habriamos terminado. Entonces existe h
con |ih]| = 1 tal que p(h) > 2¢/R. Como

JTTRT = JT0T = Ip( 7]

lim inf > )
PRy [t
v ademas f{0) = —e, oxiste un & > 0 tal que
[(6hy = — dplh)  2¢ (0
> — —plh
5 " P,

lo cnal implica que f{ahi)+¢ > 2;1,3 Portanto f(é6h) > sup f(B(0, K))—2c. Tomando
A =2/ R podemos usar de nuevo ol principio variacional de Ekeland para obtener
an ey € B0, 1) tal que:

) Aljay - 8hl < flay) = f{60)
iy g — ol < #/A

(i) Alle — x| + fley) > f(x) para todo > ;é £

Por (1), teniendo en cuenta gue f(0h) +¢ > s ¢ obtenemnos
= Johy e — (k) 2 — 4
ey - oh) < fley) = o) L E Il B p_s,
2e /R Zt/h’ 2¢ /R

lo cual implica que L] < |lay ~ 60| + 8 < R =484+ 48 = Ry por consiguiente
llz1]] < K. Ahora bicn, como [ es Géteaux subdiferenciable en 2y, los mismos
caleulos realizados arriba muestran que (i) implica que {ipf
pe D5 (e

< 2e/ R para cualquier

Caso 11 sup fUB(0, B)} > sup f{S(0, 1)),

Flijamos wn @g tal que sup f(5(0, R)) < flao), v sea a, A tal que 0 < a <
Tlea) —sup FUSO,R)) v €26/ B v 0< A< eof/(R+ 1). Por el principio variacional
de Fkeland existe un oy € int B(0, B) tal que

V< [l )+ Mla — 2|
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para todo @ # xy, v va sabemos que esto implica que j|p|| € A < «a para cualquier
peE DLf(xy)

Caso 1L inf f(B(0, R)) < inf (50, R)).

Este es el 1inico caso en el que utilizaremos el principio variacional suave. Sean
n o= nl J{S(0, R)) ~ inf f{B(0O,R)) > 0, o > 0 sal que o < 2/ v consideremos
o X — Ru{oo} definida por Fle) = flz)sie € BOR) v Flz) = 4o
en caso contrario. Del principio variacional suave 328 obtenemes una funcion o
X — R que es Lipschitz, acotada v Gateaux diferenciable, tal que {llle. < #/3,
@' |oe < @y F = alcanza su rinimo en un punto zq € B0, R). Ademds, debe ser
2o € tntB(0, B): en caso contrario, tomando @ tal que fle) < inf f{11{0. 1)) + n/3.

ahtetdriamaos
il fOB(0, 1)) +2n/3 > I'(a) — @la) 2 Flag) — @(xg) = inl f{S1008Y) — 4/3,

una contradiccion. Recuérdese gue la suina g + £ de dos funciones subdiferenciables
o v foes subdiferenciable, y

Deogley+ Dobie) © Dolg + D).

También sabemos que si una funcidén g alcanza un miniro e r entonces g es sub-
diferenciable en 2 v 0 € Dag{x). Teniendo en cuenta esto podemos dedeeir gue

O+ (en) € Do(F — o)xa) + Dipleg) C© DOF(a0) = Dy L),

de modo que p = () satisface p € D2 flwg) v ||pll < = 26/

Finalmente, consideremos ¢l caso £ > 2R, Teniendo en coenta que p & 17, f(@) si
ysolosivp € D2 (v f)(z) paratodo 7 > 0y considerando fa funcién ¢ = =/ f /e, donde
T 24t podemos concluir (aplicando ol razonamiento anterior a gi que existen an

< 2K

xen el interior de la bola, y un subgradiente p € D7 fiz) tales que ||pl

Observacion 3.35 Obsérvese gue solamente hemos utilizado ol principio variacio
nal suave en la demostracidon correspondiente al caso int f{ {0, B)) < inl f(S(0, £)).
Nétese también que en el primer caso solo utilizamos que f(B(0, 1)) C [—s. <] En
tonees o5 clare que para cnalquier espacio de Banach X v para caalguier Toneion
continua y acotada [ 1 Bx (0, B) —— B que sea Giteans subdiferenciable en el inte
rior de la bola v satisfaga f > —c vy Jisomy = = existira un punto o en el interior

de la bola v un subgradiente p e D7 f(w) tal que jjpl} < 26/ 0.

Observacion 3.36 Laconchusion del teoreina 334 no puede mejorarse para obtener
an punto w € intH(G, 1) tal que{|pl| < 26/ paratodo p € D7 f(aw). Véase el ejemplo
312,

Del teorema anterior se deduce of més general
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Teorema 3.37 Sea {4 un abierfo conczo y acotedo en un cspaecio de Hanach X
que liene una funcion meseta Lipschitz y Gateauz diferenciable. Sea [ — R
continua y acotada, v Gdteauz subdiferenciable en l4. Sean B > 0 y xg € U tales
que dist(xzo, M) = R. Supongamos quc f(OU} C |~e,¢]. Entonces existen o, € U y
pe Do flas) toles gue ||p|| < 2:/R.

asl como los dos corolarios siguientes

Corolario 3.38 Sca U un abicrto conezo y ceotado en un cspacio de Banach X
que tene una funcion meseta Lipschitz y Galeawr diferenciable, y sea [ U — R
continua, acotada, y (Gdteaur subdiferenciable en lf. Supongamos que [ es constante
en i Enloncees,

inf{i{lpll :p e D fla),xcld} =0,

Corolario 3.39 Sea X un abicrto conezo y acotado en un cspacto de Banach X
que tiene una funcion meseta Lipschulz y Gateaur diferenciable, y sea [ X — R
conlinua, (Ydteaur subdiferenciable y acotada en X. Enlonces,

inf{|jpll :p e D fla)ee X} =0
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Capitulo 4

Negligibilidad suave en espacios
de Banach

It este capitalo fortaleceremos el esquema de negligibilidad presentado en ef capiialo
primero y obtendremos difeomorfismos que eliminan conjuntos compactos y clindros
sobre compactos en espacios de Banach de dimension infinita que admitanr normas o
seminormas diferenciables, De hecho se probara que la elimminacidn difeomérfica de
un compacto puede siempre efectuarse al final de una isotopia de clase ¢! en todos
aquellos espacios de Banach infinito dimensionales que poscen normas Frachet dife-
renciables. También veremos que es posible eliminar puntos o incluso subespacios
de codimension infinita mediante difeomorfismos de clase real analitica on todos los
espacios de Banach que poseen normas o seminormas real analiticas. Al final del
capitulo se extienden algunos resultados sobre difeomorfismos e isotopias eliminado-
ras al contexto de las variedades diferenciables imodeladas sobre espacios de Banach
de dimensian infinita gque admiten normas Fréchet diferenciables,

4.1 Coémo eliminar compactos de un espacio de Banach

Linoesta seceidn daremos un método para eliminar compactos suavemente de n
espacio de Banach con norma diferenciable (no necesariamente equivalente). A con-
Linitacion enunciamos nnestro principal resultado de esta seccion.

Teorema 4.1 Sea (X.| - ||) un espacio de Banach de dimension infinita con una
noving de clase 7 (no necesartamente equivalente) g Eutonces, para todo con-
qundo compacto K C X existe un difeomorfisio de clase C7 o entre X 4 XN,
Adcmas, para cualquicr p-bola ablcrty B que contenga a K, pucde crigivse que o sca
la redentidad fuera de B,

Paridemostrar este teorema ntilizaremos el lema del punto fijo presentado al prin-
cipio del capitulo 1. gue reproducimos a continuacién para mayor comodidad el

lector.
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Lema 4.2 Sea I" : (0,00) — [0,00) una funcion continua tol quc, para todos
3o >,

1(3) ~ Fla) < %([3 — )y lhmsup F(t) > 0.

1—+

Entonces caisle un dinico « > 0 tal que [(a) = o

También necesitaremos versiones mas fuertes de los lewas 14 y 1.5, A saber,

Lema 4.3 Sea (X.||-1|) un espacio de Banach de dimension infinila con una no
ma de clase CP (no necesariamente equivalente) p. Entonces existe un funcional
continuo w1 X — [0, 00) que es de clase C7 en X \ {0} y satisface lus condiciones
stguienies:

[owlety) <wle)twl(y) y, por tanto, w(z)—w(y) = wle—y), pura fodo r.y ¢ X:
2o wlre) = rwla) para todo € X yr > 0;
3owlz) =0 sy solo stz =0

-l

Jowl 3000 2e) < D000 wlzk) para todo seric convergente Doy Bkl

=1

Para todo & > 0, existe una sucesion de vectores lincalmente independicnices
(i} que satisface

para todo I € M,y con la propiedad de gue para todo congunio compacto W C X
eriste wy € N lal que

s

infiw(z — Zyk) b >ng.ze Wy >0
Syl

Nolese que w no cs una norma en X ; en general, w{e) £ w{—r).

Lema 4.4 Sca (X, | -1]) un espacio de Banach, y sca w wn funcional que satisface
lus condiciones 1, 2, 4 & ded lemma 4.5, Enlonees, para todo & > 0, cowste un caniino
pom s (0iocy — X de clase O tal gquc

Fow(ple) —p(d)) < %({J’ —w) s3>y
2. Pava lodo congunto compacto K C X cxiste 1y » 0 lal que

mf{w(z—plt)) |0 <t <lg, 26 K} > ()

Fop{t)y =0 sty solo st t > 6.
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Demuostraciones de los lemas 4.5y 4.4
Recordaremos brevemente las demostraciones de los lemas 1.4 ¥ 1.5, mostrando
como pueden obtenerse las propiedades afladidas. Debemos distinguir tres casos:

Caso @ La norma g es completa y el espacio X no es reflexivo.

Iin este caso podemos suponer que p = [|-]], tomamos un funcional lineal continuo
T e X*con ||T z|| - T{x).
Come vimos en 1.4, o] funcional w satisface las propiedades 1-4. En la demostracién
Y]l =1

| = [ tal que T' no aleance su nora, y definimos w(z) = |

de 1.4 también se vid que para todo 6 > 0 existe una sucesion {yg) tal que
¥

é
AR+T
para todo & € N, es decir, w la primera parte de la propiedad 5. Es clare que

wlye) = lluell — Tiye) <

paodenios suponer gite los vectores (1) sont inealmente independientes. Sélo tenemos
que couprobar que una tal sucesion (y,) también satisfara la siguiente condicidn:
para todo conjunto compacio & C X existe ng = nglK) € N tal que

13

inf{w(s - Z Wb Zoagoze K} 0.

k=1

bea pues Koun conjunto compacto, sea A > 0,y tomemos £ > 0 tal que [|z]| < &
para todo z € K. Como T'(y) — | cuando b — no. podemnos encontrar ng € N tal
aue >0 Tlye) > M A R para todo n > ny. Entonees tenemos

wlz =Y gy =z =D gl =T =Y ) = =T (- > )
k=1 k=1 k=1 k=1
= T e = = 0 ) =l + S )
k=1 b k=1

-+ M+ E=M

I

slempre que n > g, - € . Esto prueha que
T
inf{wlz - E v e gz e Ny > M > 0.
k=1

Caso II: La norima p es completa y ol espacio X es reflexivo.

Como vimos en la prueba del fema |1 todo espacio de Banach reflexivo tiene
una norma no completa de clase 70y por tanto podemos pasar al caso en que la
norma g es no completa.

Caso J1I: La norma p es no completa,

Eneste caso definimos w = g. En ellema 1.4 se vié que w satisface las propiedades
1A, También se vid que para todo § > 0 puede encontrarse una sucesion {ye) en
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A tal que wly,) < 4“1 para cada &, y un punto § en la complecién de (X w),
denotada por (X,@), tal que 7 ¢ X, y lim, o(g — iy yk) = 0. Asi, se cumple la
primera parte de la propiedad 5. Ademds, una revision de la demostracion de 1.4
muestra que la sucesion (yg) puede elegirse de tal modo que {y | £ = 1,2,...} sea
un conjunto linealmente independiente de vectores. S6lo queda comprobar que para
una tal sucesion (y,) C X y para todo conjunto compacto K < X existen ng € N
Lales que
"

inf{c “’*ZJA Y|n>mng,ze K} >0.
JAEEy]

Sea A un conjunto compacto de {X,]| -]]). La norma w es continua con respecto
a || -]l (porque es de clase 7). Entonces la inyeccion lineal de {X, |- ]|} en (X,
es continua, v el conjunto A es también compacto en {X,w) Puesto que y €
X\ X v K C X, tenemos que dist,(g, &) = inf{d{z — §) | z € K} > 0, esto
es, exisle un ndmero positivo y tal que ©{z — §) > 2y para todo = € K. Como
lim,, oy — Zk Yt} = 0 podemos tomar un ng € N tal gque O(§ — 2}:21 i) <oy
siempre que > 1y, Entonces, para todo n > ng v 2 € K,

T )

W(Z*Z?}A-)i@’(-? —'zm:):@[ *(Zm— il

h=1 k=1
2otz ) - o) gk i)z 2 w(Zyk ~ )
kel k=1

> 2 —-n=1n>1,

y asi inf{w(z = >0 we) i n > ne, 2 € K} > 0.0 Esto concluye la demostracion del
lema 4.3.

Ahora haremos un esbozo de la demostracidn del lema 1.4, Para un ¢ > 0 dado,
elijamos una sucesion () que satisfaga la condicidn 5 del lema 4.3, y tomemos
una Mneion decreciente @ {0, o) = {00 1] de clase (7 tal que v = 1 en [0,6/2].
v = 0en [6,00), y supd[¥(H)] -t € [0,00)} < 4/6. Definamos entonces un camino

po(0,0) = X por

pit) = Z} (2" )y

La prueba de que p satisface la condicion 1 de 4.1 es la misma que en ¢l lema 1.5.
Veamos que p satisface la condicidn 2 de 4.4, Para un conjunto compacto I ¢ X,

la ('nn(li('i(}n 5 del lema 4.3 nos da un par de nameros > 0, m; € N tales que
y e e T ;o . k1
wlz =30, ye) 2 2y siempre que > oy y 2 € K Comow(yg) < /4 para t()(ln

E, pod(‘m()s encontrar un my € N de modo que 302, 0 wl(ye) € ZI\_szH 4H1 <
Sea ng = max{my,my}, v pongamos {p = /2", Entouces, teniendo en cuenta



4.1, COMO ELIMINAR COMPACTOQS DE UN ESPACIO DI BANACH 67
que y{2*711) = | siempre que 0 < ¢ < iy y 1 <k < ng, tenemos

o pl) =wlz= Y A2y

=1
no (o) Ty
=wl(z =) w) - ZT XMy - Y il
k=1 k=1
"o (=) o
>w Zw —w Zv(z" Mk — ) uk)
k= k=1
ng o
s (z--zuk y=wl > (2 )
k=ng 41
i"“ o)
cwlz =Sy = Y (2 el
[SEEN | k=mng+1
g [>e] g 59
Folz= Y w) - Y wlyhzelz =Y mi— Y )
k=1 k=ng+1 L=1 =1y 41
22y -ny=1>0

para todo 0 < ¢ <ty v z & K. En particular,
inffe{z—plt 1 0<t <ip,z6 K} 29> 0

Por tanto la condicion 2 de 4.4 también se cumple.

Ademds, es facil comprobar que el becho de que {y, | A = 1,2, ...} sea un conjunto

de vectores linealmente independientes asegura que p(t) = (0 si y sdlo si £ > 8,

Por altimo, para poder demostrar el teorema 4.1 también necesitaremos asociar
acada conjunto compacto A C X una funcidn [+ X — [O.octtal que [ es de clase
(" oon N\ A v satisface STHOY = KLy fla) - fl) < wle — 4 para todo g e X
La existencia de Lales [‘11:1(1(1:19& estd a.h(’,gl]l"d(ld. yor el siguiente lema,

Lema 4.5 Seaw : X —— [0, 00) un funcional continuo quc satisface las propicdodes
P 3 ded Tema .30y tal gue w oes de clase C7 e X N0} S Kowne subconjunto

compucto de X0 Para v € X, eseribamos d(@) = mf{ Ao —ydiy € K} Entonees,
para coda £ > 0 cxiste una funcion conlinue [ = [0 X - [00 ) fal que

[ oes de clase COF en X\ R

(=5

fe) — fly) < wie — y) para todo x,y € X
20 = A

.

Sinl{flay dic(a) 2 n} > 0 para todo 1y > (O

5. f es constante en el congunto {xr € X | dy(2) > 2},
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Demostracion del lema 4.5

Antes de nada veamos que la funcidn dy es continua y satisface d.'(0) = K. v
di{r) —di(y) <w{r —y) para todo z,y € X. En efecto, para todo y € X y para
todo £ > 0 existe y. € K tal que di(y) 4+ ¢ > w(y — v.). Entonces

dr{e) —dg(y) =inflw(z —z) | ze K} —inflw(y— )|z € K}
Cwlr —ge) —wly —ye) te <wlle—y) Ay~ +e
eyt

de modo que podemos obtener dg{z) — dr(y) < w(r ~ y) haciendo tender ¢ a cero,
Como w(z) < 2|zl para todo 2z, csta desigualdad implica que dy(x) — dyc(y) <
2|z —y|| para todo z,y € X y asi |dr(a) —dp(y)l < 2|z — 3] paratodo o,y € X . es
decir, dy es Lipschitz y en particular continua. El mismo argumento prueba que f
es Lipschitz solamente con que satisfaga la condicidn 2. Por otra parte, si dy{x) = 0
entonces existe una sucesion (y,) € K tal que lim, w(z ~ %,) = 0. Como A e
compacto podemos suponer que (y,) converge a algin y € A Por ia continuidad
de w, tenemos que w{z — y) = 0, lo cual implica que » = y € A Fsto, junto con la
obviedad de que dp(2z) = 0 para todo z € A, implica que rl}?\.l(()} = K.

Ahora definamos los conjuntos U,, = {x € X | dp(2) < I/n} para cada n € V.
Estos conjuntos son ablertos que satisfacen U, C U/, paratodo n,y (177 U, = K.
A continuacidn, paratodox € X y todor > 0, definamos ta w-bole asindtrica A{x, r)
Trar

Ale,r)y=42¢ X |wlz — 2} < r}.

Debe observarse que los conjuntos U, son w-abicrtos, es decir, para todo = € U,
existe rp > 0tal que A{z,r,) C U, Enefecto,siz € IV, elegimos r = %----dh-(;r:) = ),
Stw(z—x) < rentonces dr(z) —dr(z)y <wlz—a) < r= 'l —dp ), de modo que
di (2] [/n. Esto significa que A{x, r) estd contenido on &7,

Luego, para cada n € N y cada » € K elijamos +3 > 0 tal que v} < :g';': v
A(e,ry) C U,. Como para cada n tenemos & C [, A{x, 7)), los conjuntos
A(z.r) son abiertos, y K es compacto, existen 2 € I, j = L. k{n), tales que

Ao Uf("l) /1{:1?;-", i), donde ryoes abreviatura de ‘r_’,f:,.

A continuacion, veamos que para todo w-bola A{xg,r) existe una funcion g -
X - [0,1] de clase (77 tal que A(zg,r) = ¢7H0) v = | fuera de A(rg,20), v
glz)—qgly) < Mw(z—y) paraalgin M > 0. Sea /i : B — Runa funcidn creciente de
clase €' tal que A0} = (—oc,r]y b = Len [2r.0c). Sea M = sup{|h/(1} |t € R}.
Definamos g : X — 0,00} por gly) = hlw(y ~ xo)) para todo y € X s claro
que Alag,r) = ¢ N0y g = 1 fuera de A{zg.2r). S wly = #y) - wle - wg) >0
entonces gly) = hlw(y ~ xp)) > h{wlz — 19)) = glo) ya que i es creciente, v en
este caso gla) — gly) < Mw{r — y) es vilida de manera trivial. Si, por el contrario,
Mol < M

w(z — 2} —w(y — o) 2 0, entonces, teniendo en cuenta gue tenemos

) = g(y) = hlw(z — ) — Rlwly — wy))
Mlw(x — xg) —w(y ~ a9} = M(w(r - 20) - wiy - 29))
Mw(z —y).

=
=

[ VAN

[
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Fn enalquiera de los casos obtenemos g(z) — ¢(y) < Mw(z — y) para todo z,y £ X.

Ahora, para cada w-bola A(\a';?, T;?’) escojamos una funcion go, 5y 0 X — {0, 1] de
clase (7 tal que Az}, r?) = g(:ij)((]), Gy = 1 fuera de Ala}. 2r7) v 9o, p(#) —
Ginly) < M, pywle =y} para todo x,y € X y algin M, ;) > 1. Notese gue el
producto de dos funciones no negalivas y acotadas que satisfagan una desigualdad
del tipo g{z) — g(y) < Mw(z — y) también satisfard una desigualdad de este tipo
(quizas con una constante M > 0 diferente). En efecto, si gr{z)—m{y) < Miw({z—y)
y galx) — goly) < Maw(x — y) entonces

gile)gee) — gi(ylgly) =
giim)ga(z) — gu(@)galy) + ez )ga(y) — a1(y)g2(y)
gi{)ga(x) ~ g2 + g y)lgi(2) — o1ly)]

Il

< gile) Myw(e = y) + g2y) Myw(a — y)
_S (HQIH!}(:A/I‘Z + HqZH'xﬁ’fl)w{I - UJ
donde [|gi]lw = sup{lg:(z)] : = € X}. Entonces, para cada n, considercmos el

producto

Il
o
=
—
~

(0]

Las funciones ¢, 1 X — [0, 1] satisfacen @, (z) — @uly) < M,w(z — y) para todo
r,y € X, para algin M, > 1, asi como @, = 0 en K, v @, (o) = | siempre que
r e X\ U, (en efecto, si dy(x) = t/n entonces w{a — 2’} > dpla) = Uf/n = 2r7, de
modo que g, H{x) = | para todoe j =1, wuk(n), o que nos dice que @, (x) = 1).

Iinalmente, elijamos m € N tal que Vo < 20 Para todo & > m lenemos
wple) = | siempre que dy(x) > =, Definamos entonces [+ X — [0 1] por
far= 3 s
£y = e
‘ e AT

para todo ¢ € X.

Ndtese que para todo x € X\ i existen un entorno abierto V.. de 2y un nimero
natural n, > m tales que @, (y) = | siemnpre que y € V, v 2 > 0
cada w € X\ K sea n, tal que |/n, < di{x) v pongamos V. = {y € X [dp(y) >
1/nu,.}. Es claro gue Vi es un entarne abierto de @, v para cada y € V, tenemos

S~ En efecto, para

y € X \ U/, para todo n > n,, de modo que o, {y) = | cuando n > n,. Entonces,
todas exceplo alo sumo una cantidad finita de las funciones ¢, el la serie que define
a f soun constantes en un entorno de cada punto X \ K0, o cual implica claramente
que [ oes una funcidn de clase (7 en X A K. También es claro que f71(0) = K,y
Jley— fly) < wle —y) para todo z,y € X. Fs decir, [ satislace las condiciones -3
del lema 4.5, Veamos que f también satisface las condiciones 4 v 5. Para an 5 > 0
dado, tomemos ng > m tal que 1/ng < 5. Entonces, para todo & > ng, lenemos que
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wr(x) =1 siempre que dg(z) > > 7, ¥ por tanto

inf{f(r) |dh(r)>”q}“1nf{zzkw (z) | dic(2) > 1}
k=m
o0 i
> inf{ Z Z""M ——— (e [ dr(r) >y} = Z m ~ (.
k=ng k=nyg ¢

Por tanto la condicién 4 también se cumple. Ademds, [ es constante {igual a
O —loy—k . .
Pore, M727%) en el conjunto {x
tracion del lema 4.5.

€ X | dg(z) > £}. Esto concluye la demos-

Con estas herramientas en nuestro poder podemos ya dar una demostracidn ded
teorema 4.1,
Demostracion del tecrema 4.1

Antes que nada tomemos una norma asimétrica no compleia w del lema 1.3,
Asociada a este funcional w v a un ¢ > 0 fijo, po(lomos elegivt una funcidn f = f, del
lema 4.5, Suponiendo f{x) = 6 > 0 cuando di{x} > 2, tomemos un camino p = py
del Tema 440 A continuacton, para todo z € X \ I, (lnf‘_nrmms

i) = x4 plflx)).

Vamos a probar que 4 0 X Y A - X es un difeomorfismo de clase (7. Sea y un
vector arbitrario en X,y definamos Iy, 1 (0,00) = [0, 00) por F(a) = f(y — pla))
para a > 0. Veamos que [, {c) satisface las condiciones del lema 4.2, Tenemos que

Fy(i3) = Byla) = [{y = pii)) = [y — pla}) <wlly —p(B)) = (v~ plo))
e
= wipla) = p() < 500~ a)
para todo 3 > « > 0. Por tanto, se cumple {a primera condicion del lema 1.2 .
Comprobemos que F, también satisface la segunda condicion. Como ¢l conjunto
y— K = {y— =z
to = {o( K) tal que

2 € K} es compacto, la condicion 2 del lema 4.4 nos da un

mf{w(y —z —pli}}i0 <t <ty.z€ K} >

es decir, existe un wimero i > 0 tal que
wly —z - plt}y =29 >0

para todo 0 < £ < fy y z € K. Obviamente podemos suponer que ¢y < 5. Para cada
L > 0, escojamos un z; € K tal que di(y ~ p(1)) > wly — p(t) - =) — t. Entonces,
para todo ¢ con 0 < < ty, tendremos

dr(y — p(1) 2 wly — == pt)) — ¢
22—t 22y —uy=n>10,
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es decir, di(y — p{1)) = n para 0 < £ < to. Ahora recuérdese que
inf{f{z)|dx(z) > n} > 0;

esto significa que existe algin 7 > 0 tal que f{z) > r siempre que dp{a) > 9.
Entonees, para todo 0 < ¢ <ty tenemos f(y — p(t)) >r > 0y por tanto
lim sup Fy, (1) = limsup f{y — p(¢)) = r >0,
=0t {—at

de forma gue la segunda condicidn también se cumple.

Luego, aplicando el lema 4.2, concluimos que ta ecuacién Fy(a) = « tiene solucion
finica. Esto significa que para cualquier y € X, existe un tinico numero a(y) > (O tal
que

fly — plaly))) = aly).

Y esto implica gue la aplicacion
i) =@+ p(f(x))
es wna biveeeion de X\ K en X, cuyva inversa es precisamente
w Y =y = plady))

Fin efecto, st w{a) = (z} = y entonces fly — p(flx))) = flx) y tambien f(y —

p(f(=))) - [f(=), de modo qu(‘ flz) = f(z) = a(y) > 0 por la unjcidad de (v( ).y

por tanto & = y - pla{y)) = z. Ademas, para cada y € X, como ¥(y — plw(y)) )

5 ta) 1 ) = 5 - o) + plala), o prato £ ~ y — poty)

satisface () — y, v también 2 € X \ K (va que f(&) = aly) >0y [7H0) = K).
Como [ es de clase (F en X\ K vy pes también de clase (77, lo mismo le sucede

aee. Definamos ¢ 0 X < (0,00) -~ K por

by, a) = a— fly— pla)).

Pursta que para cualguier 3 € X se tiene y — pla(y)) ¢ K. la aplicacion @ e
diferenciable en un entorno de cada punto (yo, c{ya)) en X x (0, ). [’or otra parte.
camo F(i) - P {a) < Z(ﬁ — ) para 3 2 « > 0, es claro que I"{(w < g para todo
e enon entorno de o y), v

DLy, )
dox

ral e
=Tr=Ff o= 1T—t7Z=>0

Entonces, por el teorema de la aplicacidn implicita obtenemos que v — aly) es de
clase (P y por tanto 1 @ X Y K —— X es un difeomorfismo de clase (7, Ademis.
es obvio que () = ¢ cnando dpe(2) 2 2.0 Asi, para lodo £ > 0 hemos construide
un difeomarfisimo de elase OF o, - X \ K — X tal que %, cs la identidad fuera de
el conjunto {# € X | di(x) < ¢}. Esto muestra, en particular, la primera parte del
tearcma L
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Ahora veamos que si A esta contenido en una bola abierta B = {z ¢ X | |lz{| <
r} entonces existe un difeomorfismo ¢ : X — X\ K tal que ¢ os la identidad
fuera de B. Llijamos un difeomorfismo 7 0 X — X de clase (7 que transforme
el conjunto {# € X | fz|l < v} en {z € X | w(z) < r} (dicho difeomotfismo
existe, gracias al lema 1.6). Como G(K) es un conjunte compacto contenido en
{w e X | wlx) < r}, es facil encontrar un ¢ > 0 tal que ¢/(KA) estd contenido en

{r € X jw(z) < r~ 2} Ln efecto, consideremos la torre de conjuntos abiertos
Ay =z € X |wl(z) < r - ;'; o= 1,2, cuya union es Lo € X | w(x) < r}.
Por la compacidad de (G(K), existe ng tal que G(K) C A,,. Basta entonces tomar
un ¢ > 0 de modo que 2¢ < 1/ng. Para el conjunto compacto (7(K), podemos
escoger un difeomorfismo ¢, : X \ G(K) ~— X tal que . sea la identidad fuera
de el conjunto {z € X | deicy(2) < 2} Nétese que, como (J(K) estd contenido
en {o € X fwl{z) <r =2}, el conjunto {& € X | depyln) < ¢} estard incluido
en {o ¢ X | w(z) < r}, de modo que ¢, serd la identidad Twera de éste ltimo.
X\ A definida por . = G lop o ld

Entonces es claro que la funcion ¢, 1 X
es un difeomorfismo de clase €7 entre X y X\ A" que satisface ¢ () = = siempre

que |z]| > r.

4.2 Negligibilidad suave de subespacios y cilindros so-
bre compactos

Los principales resultados de esta scccidn muestran como construir difeomorfismos
entre un espacio de Banach de dimension infinita y el mismo espacio menos uno de
sus subespacios infinito dimensionales, siempre que dicho espacio tenga una seminor-
ma suave cuyo conjunto de ceros sea el subespacio que quicere eliminarse. Recuerdese
gue, para un espacio vectorial real X | se dice que una luneion p 0 X — [0, 00) o3
una seminorma en X siempre que g satisfaga lag siguientes propiedades:

(1) otz 4+ y) < olw)4 oly) para todo o,y & Xy

{i) o(Ax) = [Ae(x) para todo » € X y para 1odo namero real A; en particular,
0

(n)': 0.

Nétese que ol conjunto de ceros de una tal funcidn es siempre un subespacio veetorial.
Sea p una seminorina en un espacio vectorial X sea £ = o710} su conjunto de ceros,
y consideremos la proyeccion candnica 70 N -— X/ P s claro que p induce una
norma, denotada por g, en ¢l espacio cociente X/ F, tal gue o = 7 op. La seminorma
¢ se dice que es ne completa cuando el espacio normado (X/F, p) no os completo.
Para un espacio de Banach (X.| - |}, una seminorma continna p @ X —— {0, 00)
se dice que es de clase )7 (resp. real analilica) si lo es fuera de su conjunto de
ceros F = p71(0), que estd un subespacio cerrado de X en este caso. Un conjunto
p-cilindrico en X serd cualquier subeonjunto A € X tal que A = 77 '(x(A}}. Un
conjunto A se dird que es un g-cilindro sobre un compacto K del espacio cociente
X/ F siompre que A sea un conjunto p-cilindrico tal que o{ A} = K.
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Debe observarse que la norma g inducida por una seminorma g de clase CF [resp.
real analitica) en el espacio cociente X/p71(0) es también de clase C7 (resp. real
analitica). 1)e hecho esto es cierto si g satisface Jas condiciones (1) y (2) del lema
4.3y p7Y0) es up subespacio vectorial de X. Utilizaremos este hecho para deducir
una generalizacion del lema 4.5 que necesitaremos en la demostracion del principal
resultado de esta seccidn. Nétese que todo funcional w @ X — [0, 20) que satisfaga
(1) y (2) del lema 4.3 ¥ tal que [7 = w™'(0) sea un subespacio vectorial de X tendri
también la siguiente propiedad: wiz + z) = w(x) para todo z € ', 0 € X,y por
consiguiente w inducird un funcional cociente w @ X/ 1" — [0, o¢) que satisfard (1)
y (2) del lema 4.3, asi como @(z) = 0 si y sélosi & = 0, y tal que w = wo 7 (en
donde w1 X~ X /[ es la proyeceidn candnica).

Lema 4.6 Seaw : X — [0,050) un funcional que satisface (1) y (2) del lema /.3
y tal que 1 = w YO} es un subespacio veclovial de X . Supongamos que w es de
cluse O (resp. real analitica) en X\ F. Entonees, el funcional cociente indueido
w: X/F —{0,00) tambicn es de clase O (resp. veal anolitico) en (X/F)\ {0}.

Denostraction. Los puntos de X/ F seran denotados por @ = #(«), paraalgin iz € X.
Elijamos un punto w € X\ F. Definamos 77 (y) = ﬁdkw(r)(y)” para todo y € X,
I < & < n. Teniendo en cuenta que w(z + z) = w(x) para todo z € F tenemos

wlr tz+h) —wle+z)— 27, PR

i By E) 7
fthil—u T
= lim wle t 1) - wle) - TIL;' ,fpf\f'(h) =9
1Al =0 E

para todo = € F. Por la unicidad del potinomio de Taylor esto implica que k177 =
diwls) = drw(z 4 2) = fs:ff’f"“ para todo z € £y T <L <n. Ademais,
Cowle ) —wlx wio +40h 3+ =) —wie
dec(a)(h) = lim ol d th) —wle) = limn ol FHb A 2)) 2wl = dw(x)fi + =)

t—0 [ 10 [

para todo > ¢ 'y h ¢ X Utilizando un argumento de induecion, puede verse
ficibnente de esta manera que dfw(e){h + 2)% = dbwo(2)(h)* para todo z € Fy
fo ¢ Xk = 1 0 Entonces esta claro que cada derivada d*e(r) = KUPE induce
un polinomio k-homogéneo PF en X/ F tal que PF = Pror.

Vamos a ver que w es de clase Oy dfole)()* = dho(a (y) paratodo x € X\F,
y € X,k = 1,...,n Razonando por induccion. supongainos que para 0 < k < n — |
ya sabemos que w os de clase (% en (X/F)\ {0}, con dF o)y = dRw(a)(h)k,
y veamos que w es también de clase (U con dF G0 (g)R Y = df D ofa(y)R
Como es habitual, d¥w{z) denota wiz). Sea = > 0. Puesto que

m b ol 4+ y) — d¥o(e) — 5 olayy)l] .
11 - e ——— f—
llsfl—0 [l

N

existe un & > 0 tal que si ||yl < 26 entonces ||d¥w{e +y) — dFw(z) ~ Aoy <
lyll. Supongamos que ||y|| < 6. Para cada m & N tenemos 6 2 lyl = inf{{ly + 2|| :

£
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ze€ F}y=int{lly+ 2| : z € F {ly+ =z < |5l + 1/m}, de manera que podemos elegir
un z,, € I que satisfaga ||y + 2. || < min{2é,{|y|| + 1/m}. Entonces,

ld* ol + ) — d*o(x) - d* w(z)(y))
- H“{kw(l‘ + 7, + y} - dkw('l‘) 7.dk+iw($)(zm + y)”

< ellaw+oll < (el + )
para todo me, por consiguiente, haclendo tender m a oc, obtenemos
Id¥wte + 7) — d*o(z) — dH wle) (]| < eyl
Asi, para todo € > 0 existe 4 > 0 tal que
fid¥o(e + y) — d*a(z) — & wlz) ()] < <llyl)

siempre quv llu]l < &, 1o cual significa que d¥w es diferenciable en &, con d*tw(x)(y)
= d* w{x)(y). Ademis, usando la continuidad de d**'w, puede verse ficilmente
que £ — d""“ w(r) es también continua. 1n efecto, fijemos un punto o € X \ /'y
sea ¢ > 0; como d¥T'w es continua en x, existe 6 > 0 tal que

supd | () - (ik+lw(:r:)('la)k+l| SRl <2} <.

sicmpre que ||y — x| < 26, Entonces, si [fz — g|} < 6, tenemos, para algin z € F' tal
que ||y + 2 — x| < 26,

sapd [ A — @R ) < 1)
< sup{ ™ oyt + ) = A w(@)h b ) T ] < 20 e F
=3 sup{[r/‘"* foly +2)(h + )ttt o u,"kHw(J:)(h + u]“’lf i Houf] < 2ou e P

Por tanto d*FHe en continua en { X/ 3\ 10}, Esto prueba que w es de clase €7
Finalmente, veamos que si w es real analitica entonces también lo es w. Elijamos

an puntoxr € X A\ Ly pongamoes P, = PP para todo n. Como w es real analitica en
X\ FLexiste £ 2 0 tal que la serie 3007 0 P (y) converge a w(z 4 y) uniformemente
en {y € X |yl < 24}, Ahora es facil ver que la serie 7, I (y) converge a
wle + yy uniformemente en {y € X/F | |5 < R}. En efecto, sea & > 0 y elijamos
ng tal que

Li,ﬂh(?j — wlw + y|<&

=)
cuando 2 > ong v jyll < 2B, Latonces, si H?,'” < Ry n> ng, como B>yl =
mf{lly+ =\ | =¢c I} =inf{lly+ 2| | z € y+ 2l < ‘ZR} tenemos, para algin
e Fal gquely + =) < 2R,

D Py - w(z 49| = IZ Pely +2) —wlzty+z)i=e.

Lo=1} L=0
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- n I (- ~f S
Por tanto, para todo £ > O existe ng tal que |30, Pe(y) — w{z + y)| < cuando
n o> oug v |1yl < R Vs decir, 0L Pu(g) = w(Z 4 3) uniformemente para todo y
on un entorno de 0. Puesto que este razonamiento sirve para cualquier @ € X \ I,
hemos probado que el funcional @ es real analitico en X /P

Como ya hemos dicho mas arriba, necesitaremos una generalizacion (para ciiin-
dros sobre compactos) del lema 4.5,

Lema 4.7 Sea ¢ una seminoring conlinua en X, y sea F' su congunto de coros. Sea
w un funcional que satisfacc |y 2 del lema 4.3, y tal que F = w™H0). Supongamos
qiue w es de clase (7 en X \ F. Sea A un p-cilindro sobre un conjunto cornpacto
K ¢ X/F. Para cada & € X, escribamos da(z) = inf{w(x —y) [y € A} Enlonces,
para todo £ > 0 existe una funcion continue [ = [+ X ——[0,00} {al que

{0 f esde elase (P en X\ A;

20 77H0) = A;

Ao fley = M) < wle —y) para todo v,y € X;

fonf flay [ date) >0yt > 0 para todo 3 > 0; y

5. f es constante en ol congunto {z € X | dalz) > ¢}

Demostracion:  Es consecuencia inmediata de los Jemas 4.5 v 4.6, En electo, fa
funciom f requerida en 4.7 no es otra cosa que f(x) = fix(x)), donde [ es la funcion
correspoundiente dada por el lema 4.5 para el espacio X/F y el [uncional w, que es

de clase (P gracias al lema 1.6,
Ahora ya podemos enunciar y demostrar el principal resultadeo de esta seccion,

Teorema 4.8 Sea (X.||-]|) un espacio de Banach con una semnorma o de clase O
cune conjundo de ceros cs un subespucio Fotal que ol eociente X[ F Lene dimonsion
infintta. Sea A C X un ctlindro sobre wn conjunto compacto K C X/170 Entonces
criste un difeomorfistno ¢ de clase CP entre X oy X\ AL Ademds, si suponicndeo quc
A estd contenido en un cilindro ebierio O = {o € X | o{x) < r}, puede exigirse que
o sea lo identidad fuera de ().

Dermosiracion. Para empezar hjemos un ¢ > 0. Podemos suponer sin perdida de
generalidad que A estd contentdo en el cilindro wnidad £ € X Tp(e) < 1} v 0 1
Consideremos la proyeccion candnica 7 @ X —— X/F. Como la seminorma o ex de
clase €7 en Xy p710) = FLsesipue del lema 4.6 que la norma inducida o+ X/ F7 —
R es de clase ¢'7 en {X/F)\ {0}, Entonces existe un funcional w : X/ " —~ K de
clase €7 que satisface fas propiedades [-5 del lema 4.3, Definamos w « X —: R por
w = wo . Iis fdal comprobar que el funcional w asi definido es de clase OV en X4 f
¥ sakisface las condiciones siguientes:

Lowle 4 y) £ wla) +wily), vy wlz) —wly) <w(e —y), para todo x4 € X
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2. w(rz) = rw(x) para todo r > 0;
3. w0 H0) = Fy

4. Para todo & > 0 existe una sucesién {y) de vectores de X que salisface
w(yr) < 6/45T! para todo k € N, y con la propiedad de que para todo conjunto
compacto K C X/ I existe ng € N tal que

ks

inf{w(z — Zyk) | n > ng,zer Y(K)) =0
k=1

Para este funcional w y nuestro ¢ > 0 fijo, elijamos una funcion f = f, del lema
4.7. Supongamos f(x) = 6 > 0 para da(x) > . Ahora, imitando la demostracion
del tema 4.4, es facil construir un camino p = ps @ (0,0} — X que satisface las
siguientes propiedades (con respecto al funcional w de arriba):

I wipla) —p(R) <gB—o)si 82 a >0

2. Para todo conjunto compacto K' C X/ F existe 1y > 0 tal que

inf{w(z~pEN |0 <t <tg,zem "(K)=A") >0

3. p(t) = 0siysolosit > 6.

A continuacion, se define H{z) = 2 + p(f(z)) para todo # € X\ A, v se modilica
la demostracion del teorema 4.1 de forma adecuada para demostrar que [ es el
difeomorfismo deseado. Esto es, para cada y € X . consideramos la funcion I, -
(0,00) — [0,00), I,(t) = fly — p(6)). Wilizando las propiedades de w v p, se
comprueba sin problemas que £} satisface las condiciones del lema 4.2, Por tanto
existe un tnico a = «(y) > 0 tal que Fy(er) = a. De todo esto, utilizando el teorema,
de Ta funcidn implicita, se deduce que H es un difcomorfisme de clase (7 entre X\ A
v X, tal que H{x) = o cuando da{x) 2 2. Esto prueba, en particular, la primera
parte del teorema 4.8,

Iinalmente, utilizando ef lema 1.6 como al final de la demostracidn del teorema
4.1, puede probarse gque st A estd contenido en un cilindro abierte (0 = {»r ¢ X |
o{xz) < r}entonces existe un difeomorfisino ¢ de clase C7 entre X v X\ A tal que
< o5 la identidad fuera de (. Esto conciuye la demostracidn de 1.8,

En el caso de £ = {0}, donde 0 denota cf origen en X/ o] teorema 1.8 nos
dice que el subespacio Fes CF negligible en X .

Corolario 4.9 Sea (X, ||-|]) un espacio de Banach con una seminorma p de close (7
cuyo corgunto de ceros es un subespacio I' tal que ol coctente X/ F' cs de dunension
fintta. Fntonces, para lodo € > 0 existe un difeomorfismo o de clase OF entre Xy
X\ F que satisface p(z) = ¢ cuando p(r) > €.
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4.3 Negligibilidad real analitica de puntos y subespacios

Iin esta seccion damos un método para construir difeomorfismos real analiticos en-
ire un espacio de Banach de dimensién infinita X y e espacio menos uno de sus
subespacios de codimension infinita F, siempre que X tenga una seminorma real
analitica cuyo conjunto de ceros sea precisamente F. [En particnlar, si X es un
espacio de Banach de dimensién infinita con una norma real analitica (no necesa-
riamente equivalente), entonces X y X \ {0} son real analilicamente difeomorfos.
Notese que la clase de espacios de Banach que poseen normas (no necesariamente
eguivalentas) de clase real analitica es relativamente amplia. Por ejemplo, es facil
demostrar que todo espacio de Banach que se pueda inyectar linealmente en algin
espacio £,(1"), con 1 < p < o, posee una norma (no necesariatmente equivalente) de
clase real analitica. In particular, teniendo en cuenta gue Lodo espacio de Banach
superreflexivo puede inyectarse linealmente en algiu €,(1') con | < p < oo (ver (52],
demostracion del Lema 2, p. 133), vy que lo mismo ocurre con cualquier espacio se-
parable, resulta gue todos los espacios superreflexivos y todos los separables poseen
normas real analiticas (no necesariamente equivalentes).

Para obtener el principal resultade de esta secelon necesttaremos el siguiente

len.

Lema 4.10 Sea (X, || 1]) un espacio de Banach, y sca (g} una sucesion de veeiores

tal que [yl < 1 para todo k. Consideremos la funcion (7 1R ——~ R, /() = #:,
y definamos un camino p (0,00) —= X por
plt) = Z( Panl L.
L=1

fontonces p s una funcion real analitica de {0, ) en X

Demosiracion. Sea Y la complexificacidn del espacio X, v sea 2 = {2 € C: Rez >
2/hmzl}. s claro gue © es un subconjunto abierto del plano complejo gue contiene
al intervalo (0,00) de la recta real. Puesto que los ceros de fa funcidn compleja
. !

= EETE estan fuera de $) para todo b & N, cada Tuneidn

Yk
| 4+ 4&-—132
holomorfa en 1. Veamos que fa serie 3777 g1 converge uniformemente en los
compactos de 2. Sea K C Q un conjunto compacto, Entonces existe £, € B tal

gulz) = = (2Rl

que 0 C 4z e Q: Rez 2 fp}. Para cada 2 € K escribamos © = o + i, Entonces.
teniendo en cuenta que a > 2{4] implica que a® = 5% > Ja? tenemos
] ] '
I+ 4k=132 1 45 1{a? | 2abi - ‘

] |
] ([¥ + 4%=1{a2 — p2)]2 4 [,11;712@]2}1/3
< L L . I
— 1 +4P‘_1( bl} T4 4-'&'—1%@2 ~ + 4.!;—1%{'(3]’
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v asi, para todo z € K,

>l £ )|
k=1 o=

o 4 16
- Z L+ 4’“13 2= ; AR=T3gz ¢l

Esto significa que 3 7 gi(z) converge nniformemente en A, para todo conjunto
compacto A C 2. Fn particufar la funcion

z-— plz LJ::

es continua in 2. Ademis, para todo y* € ¥*, las desigualdades anteriores nestran

Z yrue)
| 45122
converge uniformemente en fos compactos de §2, y, como las funciones

¥l
1+ Ak—122

que la serie

son todas holomortas, esto implica que las funciones

. (k)
) (}”(3)) = Z m

k=1
son holomorfas en Q. Es decir, p 0 88 — Y es continua y y=op 0 Q@ — - O es
holomorfa para todo y* € Y™, De aqui se deduce que p : @ — Y es también

holomorfa. En particular, su restriccion al intervalo (0, 00) de fa recta real es real
analitico.

Proposicion 4.11 Sea (X || - ||) un espacio de Banach con una seminorma real

analttica o cuyoe conjunio de ceros s un subespacio Folal que ol cspacio normado
(X[ F, p) no cs reflerivo. Fntonces criste un difeomorfisimo real analitico entre Xy

XL

Demostracion. Sean 7, o v 7 como en las definiciones que preceden ol enunciado
del lema 4.6, Como ol espacio normado (X/1F, ) es no reflexivo. por el teorema de
James {51], existe un funcional lineal 8 @ X/F — R que es continuo de (X/F, 0} en
R y tal que S no alcanza el supremo

sup{S(z) |z ¢ X/F,o(z)=1} = L

Dehe observarse que la norma o es coutinua con respecto ala norma cocicnte usual de
X/ (recuérdese que g es real analitica en virtud del lema 4.6, y por tanto continua
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en X/f7). Por cousiguicnte, el funcional lineal 5 también es continuo de X/ {con
su norma cociente usual) en K.
Ahorapongamos 1" = Ser € X*, y definamnos los funcionales w : X/F — [0, 20}
w: X — [0, ) por

wlx) = p(&) — 5(&), and wl(z)=plz)-T(z)=w(x{x)).

I3s clare que estos (uncionales & y w son real analiticos en los conjuntos (X/F)\ {0}
v X\ F respectivamente. Podemos entonces elegir vectores (yy) (lo X tales (111(‘
olye) = 1 v wl(yr) < 1/4% para todo k. Para t > 0, escribamos /(1) = 1/(1 + %)

consideremos el camino
(s o}
0= {25y
p(t) = ¥ Yy
k=1

Por el lema 4.10, el camino p 2 (0,00} — X es real analitico. Ahora, definamos
X\ F— X por

IH{x) =1+ plw{z)).
Comiprobaremos que para todo y € X la funcién F, : (0,00) — [0, o0) definida por
£} = wly —~ plad) satisface las condiciones de] lema 4.2 y, por tante, tiene un
nnico punto fijo. Nétese gque (7 es una funcion decreciente que satisface sup{{G7(¢)]
e (0, oo} <020 Tenemos que

Ly (i) = Fla) = wly - 7) (3)) = wly — ple)) < wi({y — p(A) — (y— pla))

= wiplo) — plf :id(( (257 Ty — GE2X16) )y

Z(( 2y Gty }w(yk)-gZzlz’“"‘r»—‘z"‘*ﬁ\w(yu

8=
= Z 2oy — ol < Zz’““ 1* T 13— o] = _“ - v )
= Fa|

para todo 3 > a > 0. Luego se cumple la primera condicion del lema 4.2, Veamos
que [, tambicn satisface la segunda condicién. Sea M > 0y elijamos kg € N tal que
L,_i-h;l Ty, ) > 2M +T(y)) (esto es claramente posible, ya que T(y:) — 1 cuando
o) Entonees, si 0 < o < 1/2“’, G2 ) > 1/2 para tado j = 1,2, kg lo
cual implica que

Fleg) = wly - pla)) = oly - P((t‘)) —T{y)+ Tipl))

ST+ T(pla)) = —T(y) +Z( (2 ) ()
k=i
ko ka

~T(y) +Zn Tly;) = -T(y) +Z (1)

(M+M+ﬂm:M

I

N
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para todo e > 0 tal que e < 1/2%. Esto muestra que

lim #,(t) = 40c,

t—0t ot '

de forma que la segunda condicion del lema 4.2 también se cumple. Par tanto, para
todo v € X, existe un unico o = a(y) > 0 tal que Iy {a) = oy esto significa gue la
aplicacion

H{z) =z + plwiz))

es una biyeccion entre X\ F' y X, con
U7y =y = ploly))

Como las {unciones w y p son real analiticas, también lo ex /. Ahora, utilizando
la versién real analitica del teorema de la funcidn itplicita, puede deducdirse, como
en la demostracidn del teorema 4.1, que {f es un difeomorfisine real analitico entre

X\ 1y X.

Proposicion 4.12 Sca (X, || - 1) un espacio de Banach de dimenison infinite con
una seminorma real analitica p cuyo congunio de ccros o5 un subespacio P otal gue el
espacto normado { X/ F, p) es reflezivo y de dimension infinita. Intonces eriste un
difeornorfismo real analitico entre X 3 X \ I,

Demostracion. Denotemos Z = X/, y sea @ X — - Z la proveceion candnica,
Por el lema 3.1, la norma g : Z —— R inducida por una seminorma real analitica p
gue satisface p71{0) = F' es también real analitica en 7. En particular, la norma
o5 continua con respecto a la norma cociente usual de 7 = X/I. Por otra parte,
la norma p es completa {en cfecto, ef espacio normado (X7 p) os reflexive u, por
consiguientie, completo). Entonces, 4 es una norina equivalente real analitica en 2.
Ly consecuencia el espacio Z es £ suave, y comeo ademas os reflexiva, el teorema 4.1
del capitulo V de [33] nos da un polinomio 2k-homogéneo i en /v constantes ', L >
0 tales que K o(z)% < h{z) < Lolz)% para todo = € Z0en particular, para una tal
aplicacion real analitica b Z — [0, 0¢), tenemos gque £710) = 0. Por el teorema 3
de la piagina 149 de [34], todo espacio reflexivo { en general. todo espacio WCG) tiene
un subespacio cerrado, separable v de dimensidn infinita que esta complementado.
Futonces podemos escribic Z = W ox V. donde 17 es nn snbespacio separable de
dimension infinita de 2. Como W es separable, W admite nua norma no completa
g tal que ¢ es real analitica en todo W {véase [35], proposicion 4.1). Para todo
z={muv)e Z =W x V¥V, definamos ahora

Q=) = \,/}; W)+ hiv).

Fsta claro que la funcidn ¢ @ 7 — [0,00) es real analitica en 2\ {0}, y satisface
Qlw =gy Q7'{0) = 0. Como la norma g es no completa podemos encontrar una
ancesion g-acotlada (uyg) en Wotal que glay) < ]‘klﬁ para todo &L v un punto wg en la

complecion de (W, g), denotada por (W. 7). al que ug & W v Limy, g Mo D ey tk) =
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0. Elijamos una sucesion acotada (zx) en X tal que m(xg) = (ug,0) para todo &,
pongamos (1) = 1 /(1 + %), y definamos un camino ¢ : (0,0c) — X por

- Z GO,
k=1

para. t > 0. Por el lema 4.10, el camino ¢ es real analitico.  Ahora definamos
. X\F — X por
Hiz) ~ ¢ + ¢(Q(r(r)))

para cada = € X \ P Veamos que {l es una biyeccidn entre ’(' VITy X. Para
cada ¥ € X consideremos la funcidn £, 1 {0, 00) — {0, 00). F,{ ()( (y — g1,
v comprobemos que F, satisface las condiciones del lemna 1.2, fsuahu ndo w(y) =
{uw,n} € W x V y observando que z(g(t)) € W x {0} ~ W para todo { > 0, lenemos
que

1yt = Fy(s) = QUr(y — ¢(1)) — Q(rly — ¢(5)))

7\/qw—7r(qf) 24 hiv) - \/q ?L*T(/s))z-{—h(r')
< glu — 7w (qlt})) — glu — w{g(s))) < q (gls)— gt

el

= ;,(Z((;(-z*‘—l.q) ~ G250 ug ) g_z_q(((;(z‘*—’s) — 2N ) g
A=1 k=1
= S GRSy - G )9l < Lz]z* Vs o 2P Mgty
k=1 k=1

1

J
ZZ glaug )|t — sb < Z2I+l __H-”Jf — s = Z(, <)

para toda £ > s > 0. Por oira parte,

lin sup F5,00) = limsup Q(x(y — g(4)))

t—0t f—irt
= lim sup \/g(rr(y — ()t ki)
t—ot
2 limesup g(m(y — q(1))) = §{7ly) — u} > 0
t—ot

Vil (Ue g € W AWy mly) € W Asis por el lema 1.2, para todo 4 ¢ X existe un
inico o = a{y) > 0 tal que Fy(ov) = v, v de aqui se signe que # - NV E X es
una aplicacion bivectiva, con

H 'y =y — qloly)

IZn electo, si H(x) = H(z} = yentonces Q{m(y—q({n{z})))) = Q{x(x))y Lambién
Qim(y — q(Q(7(2)))}) = Q(r(z)), de modo que Q(n(z)) = Q(7(z)) = eviy) > 0 por

la nnicidad de afy), v ])or tanto z =y — g(ev(y)) = z. Ademds, para cada ¢ ¢ X,
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como Q{m(y — qla{y)}}) = a(y), el punto =z = y — g(afy)) satisface H{z) = y, y
también @ € X \ F, ya que Q{w(z)) = a(y) > 0, Q~1{0} = 0,y 7 (0) = F.
Claramente, la funcidn [T es real analitica en X \ F. Ademas, utilizando la
version real analitica del teorema, de la funcion implicita, puede deducirse, como cn
la demostracion de 4.1, que H es un difeomorfismo real analitico entre X \ £y X

Combinando los resultados anteriores, obtenemos ol sigriente

Teorema 4.13 Sea (X, 1{|-]|} un espacio de Banach de dimension infinita que admife
wna seminornia real analitica o cuyo conjunto de ceros es un subespacio F tal que
el cociente X[F tiene dunension infinita.  FEntonces enste un difeomorfismo real
analelico entre X y X \ F.

asi comno

Corolario 4.14 Sea X un espacio de Banach de dimension infinita que admile una
norme real analitica {no necesartamente sguivelente ). Enlonces cewste un difeoror-
Jistno real analilico cntre X y X \ {0},

4.4 Una caracterizacién de la negligibilidad convexa de
puntos en espacios de Banach

Sea XA un espacio de Banach de ditensidn infinita con una norma g de clase C7 {no
necesariamenie equivalente). Resumamaos lo esencial de la técnica de negligibilidad
que hemos usado en este capitulo. 51 X es no reflexivo, escogemos un funcional

lineal continno 1€ X7 con sup,g, -y £'(z) = 1 tal que T no alcanza este supremo, v

el
ponemos win) = pla) — T{x) para todo x € X, Si X es reflexivo, existe una norma

no complela w o de clase 7 en X, En cualquiera de los dos casos se construye

nn camino po: (0,05¢) —— X con las propiedades p(f) = 0 si v solo s1 & > |,
wipla) - p(A)) < .1,—(;'3 —a)si #2200y limsip, g w(y - p(2)) > 0 para todo
y & X Delintmos entonces H : X \ {0} — X por

H{r)= a2+ plw(z)l.

La aplicacion ¢ = 7" es un difeomorfismo de clase €7 entre X v X \ {0} cuyo
soporte es ol cuerpo convexo de clase CF definido por U7 = {&e € X w(z) < 1], que
cumple eel! = {0}. Reeuérdese que el soporte de una aplicacion ¥ @ X -— X se
define comu suppy = ;_\ Fixy, donde Fixey = {z ¢ X 1@z} =z}

Por otra parte, os claro que Ja existencia en X de up enerpo convexo {7 de clase
C'Foque sadislaga cell = {0} implica la existencia de una norma p de clase €7 (no
necesariamente equivalente} en X (basta tomar el funcional de Minkowski gy de {7,
y definir p() = ¢e(2) 4 g{—2)). Por consiguiente, para un espacie de Banach X,
las siguientes afirmaciones son equivalentoes:

(a) X tiene una norma de clase (7 {(no necesariamente equivalente); v
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(b} existe un difeomorfismo ¢ : X — X \ {0} de clase (' cuyo soporte es un
cuerpo convexo de clase (7 que no contiene rayos.

Ademas, estas afirmaciones conlintan siendo equivalentes si cambiamos las palabras
que no conliene rayos v no neceseriamente equivalente por acotado v equivalente,
respectivamente. Es decir, para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) X tiene una norma equivalente de clase (75 y

(i) existe un difeomorfismo ¢ @ X — X \ {0} de clase (% cuyo soporte es un
cuerpo convexe y acotado de clase €7,

En este altimo caso, podemos anadir una tercera condicion equivalente relacio-
nada con la falsedad del teorema de Rolle en dimension infinita. Recuérdese que.
coto demostramos en el capitilo 2, el teorema de Rolle falla para todos los espa
clos de Banach suaves de dimension infinita que pueden inyectarse en un espacio
de Banach con norma diferenciable, aunque existe un teorema de Rolle aproximado
que es cierto para todos los espacios de Banach. A continnacidén mostramos que la
falsedad del teorema de Rolle en dimension infinita puede verse como otra condicion
equivalente a (i) y (31) de arriba.

Proposicion 4.15 Para cuclyuicr espucio de Banach X de dimension infinita, lus
stguienbes condiciones son equivalentes:

(i) X liene una norma cquivalende de clase €7

(i1} criste un difeormnorfisino ¢ @ X — X\ {0} de clase 7, cuyo soporte os un
cuerpo conera i acotado de elase (7 y

{1i2) emste wna funcion [0 X s [0,00) de clase C7 tal que ol conjunto 17 =
fﬁl(H), I]) C8 un cnerpo convero o acotado cuya frontera es f”l(_ L),y sin cin-

bargo ['(a) # 0 pura lodo w0 € X . kn particular, ol teorema de Rolle falla cn
el espucio X .

Demostracion. Ya sabemos que (i} y (i) son equivalentes, y es claro que (i) se sigue
de (iii) (en efecto, consideremos ol funcional de Minkowski de €/ g{=) = inf{A > 0 :
wom ATy delinamos ||| = gp(@) 4+ gi(—2); una aplicacion rutinaria del teorema
de la funcidn implicita muestra que las condiciones sobre {7 y [ implican que ¢l
funcioval ¢y es de clase ("7 v por consiguiente también lo es la norma cquivalento
[I-11). Veamos ahora que (i) implica (iii}. Sea (|- ]| una nerna equivalente do elase (77
en A Por el teorema 4.1 podemos encontrar un difeomorfismo ¢ 0 X — X \ {0}
tal que @(a) = = cuando [[x]| > 1/2. Definamos entonces f @ X —— [0,20) por
Tty = |lg{x)|| para todo z € X. Es facil ver que f'{z) # 0 para todo = € X, v ol
conjunto [0, 1)) = {= € X [||z|| < I} es obviamente acotado y convexo.
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4.5 Isotopias eliminadoras en variedades de Banach

Iin fo que queda de capitulo nos ocuparemos de extender algunos resultados sobre
isotopias eliminadoras obtenidas en el caso de variedades hilbertianas por D. Burg-
helea y N. H. Kuiper en [16] al contexto de variedades diferenciables modeladas
sobre cualguier espacio de Banach con una norma equivalente Fréchet diferenciable.

Antes de enunciar rigurosamente estos resultados recordaremos algunos concep-
tos de topologia. Una homotopia de un espacio topoldgico A" en olro espacio to-
poldgico }' es una aplicacion continua (' .V x [ —— Y, donde f = {0,1]. La
homotopia ' determina una familia paramétrica de aplicaciones (gy)7¢; definidas
por

para todo x € X, 1 € [. En este caso decimos que (¢ conecta la aplicacion gy con
la aplicacidén gp. A menudo se identifica la homotopia (7 con la familia {¢)e;. Dos
aplicaciones f, g :.1' — ¥ se dicen que son homotopas s1 existe una homotopia de U
en Y que conecle f con g. Por una isolopia (invertible) en un espacio topoldgico A’
se entiende una homotopia (7 1 A x [ —— X tal que la aplicacion G X x [ — U x|
definida por
Gl t) = (Gl 1))
es un homeomorfise.

Si M es una variedad de clase (') modelada sobre un espacio de Banach X
v K es un subconjunto de M, entonces, por una tsofopia gue elirina K de M se
entenderd una aplicacion 7 @ M x [ —- M tal que & satisface las condiciones
siguientes:

(i) La aplicacion golz) = (. 0) s la Wdentidad en M.

{ii) Paratodo ¢ € (0, [, la aplicacion g,(2) = G, 8} es un autodifeomorfismo de

M.
(iit) Parat =L, la aplicacion gi{x} = G, 1) es un difeomorfisimo de AMen M\ K.

(iv) La aplicacion I definida por #{w, 8} = (({x 8), ) es un difeamorfisma de clage
CUde Mo Fen (M x TY\V{R = {1},

S1 8 es un entorno abierto del conjunto I, diremos que la isotopia (7 tiene soporte
en I/ siempre que (o, d) = 7 evando 2 € MANU 1 e

Enunciemos ahora los principales resultados de esia seccion.

Teorema 4.16 Sea X un espacio de Banach de dinensidn infintta con una norma
equivalente Préchetl diferenciable || - || Parva dodo wg € U C X, donde U 05 un
cniorno abicrto de wq, cxiste una isolopia de cluse OV que eliminag xg de Xy tiend
soporte en 7.

Teorema 4.17 Sea X un espacio de Banacl de dimension infinita con una norma
cquivalente Fréchet diferenciable || - |\
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f1) 51 M es una variedad diferenciable de clase C' modelada sobre el espucio X
y 1 es un enlorno abierto de un punto xo € M, entonces existe una 1sofopia
de clase (% que elimina zo de M y tiene soporte en /.

(2) 5t M es una varicdad diferenciable de clase 1 ocon borde A7 = OM, modelada
sobre ¢l espacio X, y V' oes un enlorno abierio do un punio cq en dM, enlonces
existe un difcomorfismo del par (M, 0M) en el par (M N\ {xg}. M\ {zo}),

gue tiene soporte en V.

Demostracion del teorema 4.16:
Podemos suponer que 25 = 0. Por los lemas 1.4 y 1.5, podemos encontrar una norma
astdirica no completa w de clase (' y un camino eliminador p asociado a esta w y
que satisface p(t) = 0 para todo £ > 1//2. Definamos ¥ : {X x 1)\ {(0, 1)} — X
por
Wie, ) = o+ p(filn))

donde fi(x) = (t'iw(a:)z + {1 - .’)2) 1/21 y pongaimos (@) = Wz, ). Antes de nada
veamos que, para 0 < ¢ < 1, ¢ es un difeomorflisme de X en X, mientras que para
t =1, 1 es un difeomorfistno de X \ {0} en X.

Sea (g, t)un punto arbitrario de X x /[,y definamos ' = F, 4 1 (0,20) — [0, )
por Fle) = fily — pla)) para o > 0. Veamos que I, y(«) salisface las condiciones
del lema 1.3, Para comprobar que F' satisface la primera condicién, puesto que
U3y — Flo) < %(;ﬁf — ) es trivial para 4 > a > 0 cuando F{F) - Fla) < 0,
podemos suponer que F{(F3y— F{a) > 0. Esto conlleva que w(y—p(5)) 2 wiy—pla)).
Iintences, teniendo en cuenta las propiedades de w y p enumeradas en los lemas 1.4
vy LA, podemos deducir que

FIp)— Flo) = fily - p(3)) = fily = pla))
- (I, wiy — p([)’]) + (1 - !)"4)]/2 (n' w{y — plan)® + (1 - )1/2
<ty — p()) — twly - pla))] = !( (f/ - ‘p(-i)) —wly — -p((.v)))

< dw(play = p(3) < wipled - p(f)) i 2 (73— o)

para todo 7 = o > (. Por tanto se cumple la primera condicidn del lema 1.2, Por
olra parte, para £ > 0 lenemos

linrsup Iy, p{erd = Timsup (tPwly — pla))* + (1 - 1}2)1’12

wv— Ut e ma 3
o limesupwi(y — plady = 0,
T
mientras que para f = O tenemos Fi, (o) = 1. En cualquicra de los dos casos, [
satisface la seguada condicion del lema 4.2,
Fntonces, por el lema 4.2, fa ecuacidn Fiy, g{a} = « tiene una tdnica solucion.

Esto significa que para cada (y,£) € X x [, existe un Qnico nimero a(y,4) > 0 con
ta propiedad de que

Jelly = ploty, 1)) = a(y, ).
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Esto implica que, para 0 < ¢ < 1, la aplicacion ¢ {z) = =4 p( fi(z)) es una biyeccion
de X sobre X, mientras que para t = 1, ¢1(z) = » + p{w(z)) define una biyeccidn
de X'\ {0} en X. Y en cualquiera de los casos la inversa de ¢, satisface

o Hy) =y — plaly, ).

En efecto, si ¢(2) = @i(2) = y entonces fi(y — p(fil@))) = fi(z) y también f,(y —
p(fi(2))) = fi(z), de manera que fi(z) = fi(z) = o(y,t) > 0 por la unicidad de
a(y, 1), v por tanto @ = y — pla(y,t)) = z. Ademas, para cada y € X, puesto que
iy — plaly. 1)) =y —plaly, )+ p(fily — plely, 1)) =y — plaly, 1))+ pla(y. 1)),
el punto = = v — plaly, )} satisface () = y. Ndlese que este punto 2 estd en
X cuando { < 1, mientras que para f = 1 tenemos @ € X \ {0} (va que fi(2) =
aly, 1) >0y f771(0) =w'(0) = {0}).

Es claro que ¥ y o, son de clase €1, para cada £. Veamos ahora que la aplicacion
(4.1) — a(y, 1) es de clase 1. Definamos @ : X x [ x (0,00) — R por

Ply, {0y = o — {.’.zw(y —pla))* + (1 - “2} V2 Iyl

Bs obvio que 2w(y — p(a))? + (1 — )2 > 0 en un entorno de cualquier punto
(z,s,(z,8)) en X x I x {0,00). Entonces & es diferenciable en un entorno de cada
punto (y, 4, a(y,{)) en X x [ x (0,00). Por olra parte, como Py ) (5) = Fi, (o) <
%{{3 - o) para 7 > « > 0, es claro que I"(’U ,‘)(rr) < 1; para todo « cn un entorno de
(E(y',‘ L)? .y
deb(y,t, o v
_———"._(;’IA - ) =1— [*(’q glo) 21 = 172> 0.
e B

Entonces, por el teorema de la funcién implicita obtenemos que ja funcién (y, £) -
oy, t) es de clase (71, En particular 7' también es de clase ¢ para todo £ & 1.

Hasta aqui hemos probado que las aplicaciones 2, son autodifeomorfismos de X
de clase (7 para 0 < ¢ < 1,y ¢ os un difeomorfismo de clase ¢V de X\ {0} en X.
Debe observarse que, para todo & € [, o{x) =  stempre que w{x) > 1. Ademis.
o es la identidad en X. Ahora fijemos un ¢ > 0 tal que {& € X ||| < ¢} ¢ .
y, por el lema 1.6, tomemos un difeomarfismo i 0 X~ X de clase (77 que fleve ¢
comjunto {x € X | |lel] €e}en {z € X |w(x) < 1}y preserve los rayvos que emanan
del origen. Definamos go = b= o ¢, o b Fs ctaro que g, es un antodifeomorfismeo
de X para 0 < < 1,y ¢ es un difeomorfismo de X en X\ {0}. Adewmds, ¢, (x) =
siempre que o € X\ U, paratodo t € f1y gola) = = para todo » € X

Finalmente, definamos (@ X x/ — X por Gy, &) = g:(y). Teniendo en cuenta
que las aplicaciones p, h, {y, ¢} — «a(y, 0}, v (2,8) ~— fil@) son de clase (7' es
claro que la aplicacion Hf definida por H(z,t) = (((z.1),1) es un dileomorfisrmo de
clase (/1 entre X =< [ v (X x 1)\ {{0,1)}. Por consigniente (¢ es la isotopia deseada.

Demostracion del teorema 4.17:
(1)  Pademos tomar una carta que lleve zg en 0 € X y tal que la bola unidad de X
estd contenida en la inagen de U, Entonces podemos transportar una isotopia de las
del teorema 4.16, que elimine 0 de X y tenga soporte en la bola unidad, a puestra



4.5. ISOTOPIAS ELIMINADORAS EN VARIEDADES DE BANACH 87

variedad M, v podemos extenderla por la identidad constantemente en todos los
puntos restantes de M x [, De esta manera obtenemas wna isotopia que eltrmina £
de M v tiene soporte en {J,

(2} Consideramos (e identificarmos} una corona
,,t'\;‘f x [ C M

del borde A" x {1} = @M, suficientemente delgada cerca de zy € dAM C M como
para que exista un conjunto abierto I/ C A tal que

re e Ux {1V CUXICV M.

Entonces aplicamos una isotopia del teorema 4.16, pero considerindela como un
difeamorfismo

N oxd — (N x D)\ ({(zo, D))

v la extendemos por la wdentidad fuera de la corona. Tl difeomorfisrmo M —
M\ {20} obtenido por este procedimiento cumple todos los requisitos del enunciado
dol teorema.

[lebe observarse que el teorema 4.16 puede generalizarse para conseguir eliminag
isotapleamente conjuntos compactos en espacios de Banach de dimension infinita
con normas Fréchet diferenciables. En efecto, sea & un subconjunto compacto de
X. Porellema L existe una norina asimétrica no completo w de clase (1. Asociado
a esta w, existe una funeion f del lema 4.5 que satisface:

[. [ oesdeclase C7 en X\ N,y Lipschitz continua en X;
2. fla) - fly) < wla -y} paratodo i,y € X

30 07H0) = K

Ao inf{ fla) | dig(w) 2y} > 0 para todo 5 > 0;

S, [ es constante en el conjunto {x € X | dy(x) 2z <},

Entonces, suponiendo fla) = 6 > 0 siempre que dy{x) 2 £, escojamos un camnino

p = e del lema 440 Con estos elementos definamos ¥ 2 (X < 134 {(0.1)} — X por
Uiz, i) = o+ pl full2)),

donde flw)y = (127l 4+ (1 - Oy poneamos @, (n) = Wi, 1)

s facil comprobar que para toda funcidn lipschitziana f que sea  en un conjnnmo
compacto Ky sea de clase € fuera de £, la funcion f2 es de clase ¢ en la totalidad
de X. Poresta razdn la apiicacion (z,1) =+ fi(2}es de clase 7y por tanto también
o s o Combinando las ideas de las demostraciones de Jos teoremas 4.1 v 4,16

puede mostrarse fdciimente que, para 0 < < 1, o, es un difeomorfismo de X en X,

nilentras que para £ = 1, ¢ es un difeomorfismo de X \ A en X. Iinitando [a parte
final de la demostracion de 4.16 puede entonces deducirse el siguicate resultado.
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Teorema 4.18 Sea X un espacio de Banach de divnension infinita con una norma
equivalente Fréchet diferenciable || -], y sea K un compacto de X. Fntonces, para
toda bola U que contenga a K, exisle una isotopia de cluse (/' que eliming K de X
y tiene soporte en U,

Finalizaremeos este capitulo con una observacidn sobre la posibilidad de obtener
resultados analogos a los teoremas 4.17 y 4.16 para grados de suavidad mas altos.
Supongamos que nuestro espacio X es (7 suave, y sUPONgamos que tencmos una
norma no completa (quizds asiméirica) w : X — [0,00) tal que w(-)” es de clase
(" en la totalidad de X para ciertos p > 1. Entonces, cambiando f; por

ey = (Potay + (1= 17)'"

cn la demostracion de 4.16, obtenemos una isotopia de elase (7 que elimina @y de X.
Iis {acil ver gque, s1 X es o bien un espacio separable o bien un espacio superreflexivo,
v X es de dimension infinita, entonces X tiene una normna no completa w tal que
w(-}” es ded misino orden de suavidad que X en la lotalidad del espacio X, para algln
p > 0. L efecto, para cualquier superreflexivo X, de acuerdo con [H2] (demostracion
del Lema 2, p. 133) existe una inyeccién lineal v continua de X en algin £,(17), of
cual 4 su vez es un subespacio denso de algnn €5, (1), Por tanto, existe una inyeccion
lincal v continua T 0 X —— £o,(1'}) de modo que T'(X) es un subespacio denso pero
no cerrado de £4, (1), Por otra parte, es claro gque todo espacio de Banach separable
de dimension infinita admite una inyeccién lineal ¥y continua con imagen densa pero
no cerrada en £y BEn cualquiera de los casos, tomando la norma nsual [{-|[ de €5, (1)
T para todo = € X, obtenemos

o fy, que os de clase (09, v definiendo wiz) =
25 Y

una nerma e completa w de clase O en X . Por consiguiente nos es licito enunclar

el siguiente resullado, cuya demostracion es casi la misma que las de 116 v 1,17,

Teorema 4.19 Sea X o bien un cspacio de Banaeh sepavable de donension mfinda

o bien un espacio superreflerivo lambidn de dimension infinile. Supongamos gue ol

espacio N lene una funcion mesela de clase (7

(1) Siwg € U C X, donde U es un cntorno abicrto de xg. enfonces criste una
wsotopia de cluse C™ que eliming xy de X ¢ Hene soporte en (7

(2) 8i M es una variedad diferenciable de clase O™ modelada sobre ol espacio X,
y 17 es un entorno abierto de un punto xo € M. ontonecs enste una wolopia
de clase 7 gue elimina g de My ticne soporte on {7

(3) Si M cs una variedad difevenciable de clase (" con bovde N = dM, mode-
lada sobre el espacio X, y V es un entorno abierio de un punto xg cn dM,
entonces caiste un difcomorfismo de clase O del par (M, OM) en el par
(M N Az}, IM A\ {za}) que tiene soporie en V.



Capitulo 5

Clasificacion de los cuerpos
convexos de un espacio de
Banach

[Sn este capitulo daremos una clasificacion difeomérfica de los euerpos convexos de
cualquier espacio de Banach. En particular veremos que todo cuerpo convexo snave
cuyo cono caracteristico sea un subespacio vectorial de codimension infinita es rela-
tivamente difeomorfo a un semiespacio cerrado. Comeo consecuencia, tales cuerpos
convexos son suaveinente negligibles. También damos una clasificacion parcial de
los cuerpos estrellados de todo espacio de Banach WO,

5.1 Clasificacion de los cuerpos convexos suaves

Utilizando sus resullados ploneros acerca de negligibilidad topolégica de puntos v
otros conjuntos en espacios de Banach, V. L. Klee [35] obtuvo una clasificacion
topolégica completa de los cuerpos convexos en un espacio de Hilbert. Su resultado
fue generalizado a espacios de Banach arbitrarios con ayuda de la téenica de las
normas no corpletas debida a Bessaga (ver el libro de Bessaga y Pelezynski [12]).
Para hacerse una idea de la historia de la clasificacion topoldgica de los cuerpos
convexos el lector deberfa consultar asimismo los articutos de Stocker [64], Corson
v Klee [18], v Bessaga y Klee [10. 11]. Eu [37]. T, Dobrowolski presentd una versién
CF suave de dicho resultado, que era valida dentro de la clase de los espacios WG
Nuestros resullados del capitulo 4 nos permiten ahora eliminar esta restriccion,
obteniendo un resultado general de clasificacion de los cuerpos eonvexos de cualgquier
espacio de Banach,

Recuérdese que un cuerpo convexo I/ en un espacio de Banach X se dice que
es un cuerpo convexo de clase (7 siempre que ¢ sea una subvariedad de clase €7
con borde de codimensidn uno 9U. 5i Uy, 1/, son cuerpos convexos de clase O en
un espacio de Banach X, diremos que U7y y Uy son OF relativamente difeomorfos
siempre que exista un difeomorfismo @ @+ X — X de clase 7 tal que o(l/;) = Us.

39
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Dado un cuerpo convexo U de clase C'7 en un espacio de Banach X, puede siempre
suponerse sin pérdida de generalidad que 0 € intl/, y definirse el cono caracteristico
de U/ porcell = {z € X | rz € U/ para todo r > 0}. Para la definicién del funcional
de Minkowski de un cuerpo convexo y las propiedades elementales de los cuerpos
convexos, remitimos al lector al texto que precede el lema 1.6 en la pagina 23.

Teorema 5.1 Sca [/ un cucrpo convero de clase CF en un espacio de Banach X .
P

(a) Siccll es un subespacio vectorial de codimension finita (digamos X = ccll (b
Z, con Z finilo dunensional), entonces U/ es OF relativarmente difcomorfo o
cell 1+ {z ¢ Z :|z] €1}, donde | -| es una norma euclidea en Z.

{b) 51 cell no cs un subespacio vectorial o bien cell es un subespacio vectorial tal
que cl coclente X fecll tiene dimension infinife, enfonces U es CF relaltvamen-
te difcomorfo « un scmicspacio cerrado (esto es, {x € X | z*(z} > 0}, para
algin e e X7).

Demostracion: Seguiremos el razonamiento de {37], haciendo los camnbios apropiados
cuando sea necesario.
{a) Dasta aplicar ¢l lema 1.6 para Uy = U y Uy =ccll +{z€ Xz <1}

{h)  Consideraremos dos casos.
Caso It eeli no es un subespacio vectorial.

Recordemos que 0 € int{/. Puede procederse como'sigue. Escojamos un y € intl/ tal
que —y € JU y {ry lr e RY} C U. Sea [ un funcional soporte de {7 en —y, digamos
fl—yt= —1,ysca Xy = Kerf, de mancra que —y + X, es ef hiperplano soporte de
U en —y. Tenemos que I/ C [=1,00) x Xy, (1,00 € Ty (=1,00) x {0} C intl/.
Ahora tomemos ena funeion v : R — R de clase ("™ con las siguientes propiedades:

(3) ¥(t) = 0 si f pertenece a certo entorno de ;

(i) B, v(1) = nos v

Git) 0 < /() < 28 para b s 0.

También necesitaremos una funcién real creciente A de clase (. definida para ! > 0,
tal que A(L) = 0 parat < 1/2y A(t) = 1 parat > t. Definamos ¢ : / x X — [0, 00)

por

1
i) =inf{A >0 u+ -j\(r —-w) e U},
y definamos tambicn gy 0 60 x X — [0, 00) por
R 1
galu, ) = inf{A > 01w+ ;\—(.’J: —u)e—1,00) x X1}

Nétese que ¢p{u.-) y go(w,-) son los funcionales de Minkowski de los conjuntos {7 y
[~ 1,m0) % X con respecto al punto u € {7, Entoces pongamos

w(x) = (v(qi{0,)),0}
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Utilizando las propiedades de v enumeradas anteriormente, y el teorema de la funcién

implicita, es fdcil ver que la aplicacién
®(s,2) = u(z) +s((—1,2)— u(z))

define un difeomorfismo de clase 7 entre (0,00)x Xy y V' = (IRXX]) \ ([0, 00) % {0}).
Sea my : X — X la proyeccién m{s,y) = y y, para cada z € V| pongase z =
7 0@ w). A continuacion definamos
nlu(z),2)
Hie) = u(z) + [Aoqu{u(z),2) =22 4 1 = Aogq{u(2).2)] (2 — u(z))
) )+ | T ]

para = € V,y H(x) = « para x € X \ V. No es dificil ver que H es un auntodifeo-
morfismo de X de clase C7 tal que H(IU/) =[—1,00) X X;.

Caso 1 eell es un subespacio vectorial tal que el coclente X /cel tiene dimension
infinita.

Pongamos £ = ccl/. De nuevo podemos escribir X = R x Xy, donde X tiene
codimension uno, y F = ecll € {0} x Xy, Sea m : X — X la proyeccion
Ty{s.2) = 20 Sea g = qr 1) ¢ X1 == [0,00) el funcional de Minkowski del conjunto
o ({1), v definamos

o(2) = qr () + g 05y —2)
para todo = € Xy, Entonces g es una seminorma en X tal que o7 H(0) = Iy p es
de clase €7 en Xy \ P identificaremos £ con su proyeccion sobre X, Definamos
ahora los cuerpos convexos de clase O

Vo (e e Rx Xy |24 0% @) < 1), v Vi {e € Xy |ole) < 1),
Vamos a construir los siguientes difeomorfismos de clase (7
Py My R XN —— R ox Xy, con I (VA F) =V
(2) Hy  Rx Xy NP —— RxdV,con HyV\ 1) ={0,)x dV;y
(3) M0V — Xy

Supangatnos quie Hy ) [y, v Hy estuvieran ya construidos. Frutonces es claro que la
composicidn

H=(dx Hz)oHso H' i Rx X; — Rx X,

serfa un antodifeomorfismo de X que satisfaria H(V) = [0,00) x X{. Por tanto,
aplicando el lema 1.6 para /7 = {7 y U3 =V, el teorema estarfa probado.

Iixpliquemos pues ¢dmo pucde uno obtener estos difeomorfismos fH,, ¢ = 1,23
Puesto que X tiene una seminorma g de clase (7 tal que p7H0) = £, la existencia
de Iy se sigue del corolario 4.9. Por otra parte, Hy puede defirirse por

Hy(z) = (—log(gv(2)), -j‘_z)
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para z € R x X; \ F. Describamos por tltimo H;. Por el corolario 4.9, existe un
difeomorfismo Hg : Xy \ F — Xy de clase 7 con Hy(x) = = para o(z) > ‘;
Entonces la aplicacion

Golt,z) = { (V1 02 (Ho(2)), Ho(z}) sit>0

{t,z) sif<0

establece un difeomorfismo de clase CF entre QV \ {1} x F' vy dV. Towmemos ahora
un cuerpo convexo [y de clase C'™ en el plano B? tal que

{(s) e RY |2 4 6* = Lt > 0y U {(~1s) € R? | [s] < 1/2} € o,

y pongamos p(t, 2} = gy, (¢, o(x)) para (1,2) € R x Xy, donde gz, es el funcional de
Minkowski del conjunto {/s. Por el lema 1.6 existe un difeomorfismo (/) : X — X
de clase O tal gue G(0V) =D = {{t,z) ¢ R x X | p(t,z) = |}. La proyeccion
estereografica (4 definida por medio de los rayos que salen de (1,00 € D, seguida
de nna traslacion adecuada, define un difeomorfismo de clase €7 entre D\ {1} < I
y X|. Entonces, si ponemos

H3 = (_;20(1’] O(;JI5

obtenemos el difeomorfisimo de clase €77 deseado entre 91 v Xy,

5.2 Como eliminar suavemente cuerpos convexos de un
espacio de Banach

lUna ver que sabemos cdmo eliminar puntos o subespacios en espacios de Banach
que tienen normas o seminormas suaves, no es dificil cucontrar el modo de eliminar
también cuerpos copvexos suaves. Podriamos dar una demostracion direcia de este
hecho, pero sera mas comodo para nosotros deducirlo del teorenia 5.1,

Teoreimna 5.2 Sca X un espacio do Banach, y sea U wie cucrpo conecro de clasc
(F tul que su cono caracteristico, ecll | es o bien un subespacio vectorial de codimen-
stoty infinita de X o bien no es un sebospacio vectorial de X . Enlowees caiste
difeormorfismo de clase (7 entre X y X\ U.

Demostracion. Por el teorema 5.1 sabemos que existe un antodifeomorfismo de X
de clase (P que transforma I/ en un semiespacio cerrado. Por consiguiente X 5 17
es C'7 difeomorfo a un semiespacio ablerto. Como cualquier semiespacio abierto es
' difeomorfo a la totalidad del espacio, podemos deducir que XA 17y X son (7
difeomorfos.

Ion el caso de que nuesiro cnerpo convexo §/ sea acotado. podemos encontrar un
difeomorfismo entre X y X \ {/ que se restringe a la identidad fuera de una bhola
suficientemente grande.
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Teorema 5.3 Sea X un espacio de Banach infinito dimensional, y sea U un cuerpo
convero de cluse CP y acotado. Entonces existe un difeomorfismo de clase C7 entre
X y X\ U7 que tiene soporte acotado.

Demostracion. Por un lado es claro que la existencia en X de un cuerpo convexo
y acotado {7 de clase C'P implica la existencia de una norma equivalente || -] de
clase €7 en X (basta tomar el funcional de Minkowski g de U, y definir [fz]} =
qi () + qu{=r)). Entonces, por el teorema 1.2, existe un difeomorfismo ¢ de clase
entre X y X\ {0} tal que o{x) = « siempre que [|z]] > 1. Como U/ s acotado puede
< qu{x) para

suponerse que {/ esta contenido en la bola unidad de X, Entonces |||
todo z € X, donde ¢i7 es el funcional de Minkowski de {7,
Por otro lado, es facil construir nn difeomorfisine de clase C'7 entre X \ {0} ¥y
X \ U que satistaga g(z) = = cuando ||| > 2 (en efecto, tomemos una funcion
creciente A (0,00} — (1, 20) de clase (7 tal que A(t) =/ para i > 2, y pongamos
gy = Aarel),
' g(x)
para © € X \ {0}}. Entonces la aplicacién /I = g o ¢ establece un difeomorfismo de
clase €7 entre X y X \ U tal que H{x) = x siempre que [jz|] > 2.

5.3 Clasificacién de los cuerpos estrellados suaves

Fa esta seccidén daremos una clasificacion parcial de los conjuntos estrellados sua-
ves de un espacio de Banach WOG, Coma veremoes, Lal resultado puede deducirse
faciimente del teorema 5.1 si se observa que toados los espacios WO tienen noruias
de clase ('™ no necesariamente equivalentes.  Sin enbargo, nuestro resultado no
clasilica todos los cnerpos estrellados suaves de un espacio WOGD A primera vista,
podria pensarse que el teorema h.1 deberia extenderse sin problemas a la calegoria
de los cuerpos estrellados suaves, pero unos instantes de rellexion nos mostrardn que
la parte (b)) del teorema 5.1 no es verdad para conjuntos estrellados suaves cuvo
cono caracteristico no sea un subespacio vectorial. La convexidad resulta ser agui
una condicion esencial. Existe una amplia variedad de cuerpos estrellados suaves
ninguno de los cuales es difeomorfo a nn semiespacio o incluso a cualquier otro coer-
po estrellado fijo. Esto es debido al hecho de que el cono caracteristico de un cuerpo
estrellade puede ser un conjunto bastante complicado gue en general no guardara
ningun parecido con el cono caracteristico de un cuerpo convexo.

Para ser 1as precisos necesitareinos algunas definicicnes. Un subeenjunto cerra-
doy no vacio A de un espacio de Banach X diremos que o5 un cuerpo estreliado
siempre que A lenga inlerior no vacio v exista un punto ay € X tal que todo rayo
que emana de wq toca a la frontera de 4 a lo suwio en nn solo punte. Diremos
que A eos estrellado con respecio o wp. Foolo sucesivo, al hablar de cuerpos estrella-
dos supondremos que lo son con respecto al origen. Para todo cuerpo estrellado A
definimos su cono caracteristico por

ccA={x ¢ X |rreA paratodo + >0},
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v o} funcional de Minkowski de A por
. 1
ga(z) = inf{A > 0| I e A}

para tode z € X. Es facil ver que para cualquier cuerpo estrellado A, su funcional
de Minkowski g4 es una funcién continua que satisface ¢ {rz) = rgs(2) para todo
r 20y gy (0) = ceA.

Diremos que A es un cuerpo estrellado de clase (7 si su funcional de Minkowski
g4 es de clase €7 en el conjunto X \ ecAd = X\ q;l(()). SiAq, Az son cuerpos
estrellados de clase C7 en un espacio de Banach X, diremos que Ay y A, son (7
relativamente difeornorfos siempre que exista un difeomorfismo ¢ 1 X — X de clase
€7 tal que (A1) = Ay,

Bl signiente cjemplo muestra que, como ya hemos dicho antes, la parte {b) del
teorema H.1 no puede extenderse a la categoria de cuerpos estrellados, vy tambiés
nos permite vislumbrar cudan complicado puede llegar a ser el cono caracteristico de
un cuerpo estrellado.

Ejemplo 5.4 Sea A = {{z,y) € R? : jay] < 1}. Es claro que A s un cuerpo
estrellado en el ptano R?, v su cono caracteristico es el par de rectas definidas por
fa ccuacion wy = 0. Intonces A no puede ser relativamente difeomorfo (ni siquiera
relativamente homeomorf{o} a un semiplano de R?. En efecto, X | A no es conexo,
mientras que el complemento de un semiplano cerrado (es decie, un semiplano abier-
to) es siempre conexo. Ejemplos analogos muestran que para todo n € N existe un
cuerpo estrellado de clase €% en el plano R? tal que X \ A, tiene exactamente u
componentes conexas. Por consigniente A, no es relativamente homeomorfo a A,
cuando n # m.

A continuacidon damos un resuitado elemental acerca de cuerpos estrellados que
nos sera muay Ll para probar ¢l anunclado teorema de clasilicacion parcial de los
cuerpos estrollados de un espacio WCG. Ademas, esta proposicion, al asegurar que
todos los cuerpos estrellados con el mismo cono caracteristico son difeomorfos dos
a dos, contribuye a desenredar un poco la marafia de los cuerpos estrellados de un
espacio de Banach. Omitiremos la demostracion de este resultado. yva que es una
sencilla adaptacidn de la del lema 1.6,

Proposicion 5.5 Sea X un espacio de Banael, y sean Ap Ay cuerpos estrellados
de elose (7 lales que ce A) = ecAy. Entonces existe un difcomorfisino g X —— X
de clase CF tal que g( A7) = Ay, g(0) = 0, y ¢(d4y) = 94, donde JA; denota ol
borde de Ao Aderds, g(x) = pla)e, donde 2 X - = [0, 50), i por lanto g preseroa

los rayos que cmanan del origen,

Ahora podemos deducir del teorema 5.1 el siguiente resultado acerca de uuna
clasificacion parcial de los cuerpos estrellados de ue espacio de Banach WOG.

Teorema 5.6 Sea A un cuerpo estrellado de clase CF en un cspacio de Banach
Woe X.
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(a) SiceA es un subespacio vectorial de dimension finila (digamos X = ccA S Z,
con 7 finito dimensional), entonces A s C'7 relativamente difcomorfo a ceA 4
{z€ 7 ]zl < 1}, donde | - | s una norma eveclidea en 7.

(h) SiecA es un subespacio vectorial tel gue el cspacio coctente X/ecA tene di-
mension mfinita, entonces A es O relativamente difeomorfo @ un scmiespucio

cerrado.

Demostracion,

(a) Basta aplicar la proposicion 5.5 para Ay = Ay Ay = ccA+{z € Z:|z] < 1}
(b)  Sca F' = ceA, y consideremos el espacio cociente 7 = X/F. s facil ver
que el cociente de un espacioc WCG es también WCOG, Puesto que 7 es WG,
puede inyectarse en algin cg(T) y, por tanto, tiene una nornna de clase (7 no
necesartamente equivalente. 51 componemos esta norma con la proyeccion candnica
7 : X — Z obtencmos una seminorma p 0 X — [0, 0o} de clase €7 cuyo conjunto
de ceros es precisamente 7= ceA. Ahora consideremos el cuerpo convexo de clase
Cr R = daee X | ola) < 1} Como 3 o ceA = F, por la proposicion
cuerpos estrellados A ¥y B son O relativamente difeomorfos. Por otra parte, por ol
tegrema 5.1, M es 7 relativamente difeomorfo a un semicspacio cerrado. Luego A
es tambicn (7 relativamente difeomorfo a un semiespacio cerrado.

0.0 los
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Capitulo 6

Otras aplicaciones de la
negligibilidad suave

Ademds de ia clasificacion de los cuerpos convexos y los cuerpos estreliados de an
espacio de Banach y la falsedad del teorema de Rolle en dimension infinita, la teoria
de la negligibilidad ha encontrado multitud de aplicaciones en varias ramas de las
malematicas, tales como las ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Ba-
nach, las acciones libres de grupos en espacios de Banach, y la topologia diferencial
infizito dimensional. En este dltimo capitulo daremos una muestra de estas olras
aplicaciones de la negligibilidad, sefialando cémo nuestros resultados del capitulo 4
amplian la clase de espacios deniro de la cual estas aplicaciones son vélidas. La
mayor parte de los resultados que enunciaremos a continuacion eran conocidos en
ol caso del espacio de Hilbert separable, v algunos de ellos también lo eran para
espacios de Banach WCG con normas suaves. Nuestros resultados implican que
tatmbién son validos para cualquier espacio de Banach con una norma suave (no
necesariamente equivalente).

6.1 El fenémeno de Garay para EDOs en espacios de
Banach

Quizas una de las aplicaciones més inesperadas de la teoria de la negligibilidad es la
encontrada por Barnabas M. Garay [45, 46] acerca de varias propiedades extrahias
de las secciones e embudos de soluciones a ccuaciones diferenciales ordinarias en
espacios de Banach de dimension infinita. Garay utilizd la teorta de fa negligibifidad
para estudiar los aspectos geométricos de la falsedad de los teoremas de Knesser y
Peano en espacios de Banach infinito dimensionales. Garay probd que, para varias
clases de espacios de Banach de dimensién infinita que incluyen al espacio de Hilbert
separable, todo conjunto compacto puede representarse comno una seccion temporal
de un embudo de soluciones para alguna ecuacion diferencial ordinaria. También
encontrd aplicaciones de los homeomorfismos eliminadores en sistemas dindmicos
topoldgicos; ver [47]). Nuestros resultados del capitulo 4 nos permiten extender [os
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teoremas de Garay a la clase de todos los espacios de Banach que tienen normas
diferenciables de clase C'7, con p e NU {00 }.

Antes de enunciar rigurosamente estos resultados recordaremos algunos concep-
tos y estableceremeos ciertas convenciones de notacion. Sea X un espacio de Banach.
Dada una funcién continua F : R x X — X, consideremos la ecuacidn diferencial
ordinaria (¥£D0)

Dix = (L, x). {1

Para {{y,20) € R x X, una funcién = € 1L, X) se dice que es una solucidn de
(1) por {{y,xp) siempre que [, sea un intervalo abierto en R que contenga a fg,
w{bo) = xo, y Dyz(s) = F{s,z(s)) para todo s € [,. Las soluciones cuyvo dominio cs
I’ se llaman globales. De ahora en adelante F(X) representara la clase de todas las
funciones continuas # R X X —— X que satisfacen las condiciones siguientes:

(2) paracada (lg,zq) € Rx X,la EDO {1} tiene al menos una solucidén por (4, xq);
(3} Todas las soluciones de {1) pueden extenderse a soluciones globales.

Cowo es bien sabido, el tearema de Peano asegura que todas las lunciones con
tintas ' R x R* - R" satisfacen (2). desgraciadamente, ¢l teorema de Peano no
sigue stendo cterto en dimension infinita. Para un contraejemplo remitimos al lector
a [29]. Dado un espacio de Banach de dimension infinita X, (2) sera satisfecha silo
para aquellas funciones continuas # R x X — X que cumplan algunos requisitos
adicionales (normalmente hipdtesis de compacidad o de tipo disipativo; ver [29]).

Para una funcion dada £ € F{( X}, y para un punto {fg, 29} € R x X . la scceiin
temporal del emnbudo de soluciones en el tiempo £ es el conjunto

S (!,(,,J:g)) = {x(t) € X [ es una solucién de (1) por (tg.z0)}.

mientras que el anbudo de soluciones (o el embudo mmiegral) se define por
S (taoxo)) = L x(t) € Rx X | () € S.(F (1o, 20)}].

['ne Koeser [56] quien comenzd a estudiar las propiedades topologicas de las
seceiones de embudos de soluciones. Kneser probd el siguiente resultado.

Teorema 6.1 {Kneser) Sea ' ¢ F(R™). FEntonces la seccion del embudo de so-
hieiones S (F, Ly, 20)) es un subconjunio compacto, conczo y no vacio de R™, para
toda (g, rg) e Rx R ¢t £ R,

Hay una enorme cantidad de literalura acerca de generalizaciones del Lteorema
de Kueser para ciertas clases de ecuaciones integrales y ecnaciones diferenciales fun
cionales en espacios de Banach, variedades, ete. Sin embargo ol problema de carac-
terizar las secciones de los embudos de soluciones estd adn lejos de ser resuelio, a
pesar de varias condiciones necesarias o suficientes (formuladas en términos de topo-
logia algebratca o topologla diferencial} dadas por Pugh [59] v Rogers [60]. Quizas
el mejor resultado es debido a Pugh, gue considero el problema de clasificar las
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secciones de embudos de soluciones en términos.de la teoria del cobordismo en to-
pologia algebraica. Un punto zg € R™ y un conjunto compacto A C R™ se dice que
sotl embudocobordantes en R™ siempre que exista una funcidn # € F(R") tal que
SUF(0,20)) = Ay So(F,(1,a)) = {zo} para todo e € A.

Teorema 6.2 (Pugh)

(a} Si{zo} y A son embudocobordantcs, entonces existe un difeomorfisino de clase
= entre R\ A y R™\ {zq}.

(h) St A CR™ es compucto, o € R, y existe un difeomorfismo de clase ¢ entre

R\ Ay B\ {ug}, entonces {zo} v A son embudocobordantes por medio de

crerta 10 F(R™).

la construceidn de Foen [59] se basa en la existencia de un difeomorfismo de clase
(7 entre R\ A y R"\ {uz} que fija todos los puntos [uera de una bola que contiene
a A. Debe mencionarse que la funcién F construida por Pugh tiene la agradable
propiedad de que (cuando A contiene al menos dos puntos), (0, zo) es ¢l dnico punto
de no unicidad para {a ecuacidn {1}

I este contexton, es natural preguntarse si el teorema de Kneser sigue siendo
cierto en dimension infinita. La respuesta es negativa. Binding [14] observd que si
X es nn espacio de Banach de dimensién infinita entonces existe ' ¢ F( X ) tal que
SyF(0,0)) = {x € X o [J2]] £ 1}. Por tanto las secciones de embudos de soluciones
no son necesariamente compactas. Por otra parte, Binding [14] tamnbién construyd
una fupcion continua {7 R x X — X tal que 5;(F,(0,0})} es desconexa. Sin ewmbar-
go, esta funcion £ no pertenece a F(X ). De hecho, la desconexiéon de 5, (F,(0,0))
en [14] estd causada por una fuerte violacion de la condicion de existencia local (2).

B. M. Garay [15] investigé hasta qué punto falla el teorema de Kneser en los
espacios de dimension infinita y. al generalizar la parte (b) del teorema de Pugh
6.2, dio una awmplia clase de ejemplos de embudos de soluciones cuyas secclones son
desconexas en los espacios de Banach X que admiten difeomorfismos eliminadores.
Garay probd que la desconexion de las secciones de los embudos de soluciones puede
tammbién ser causado por un comportamiento global muy complicado de las trayec-
torias, y no solo por of incumplimiento de la condicidon de existencia local (2). Para
varios tipos de espacios de Bapach wufinito dimensionales X deimnostrd la existencia
de ecnaciones diferenciales e = F(i,z), F' € F(X), con embudos de soluciones
cuvas secciones son desconexas. Su construccién dependia de la existencia de dife-
omorfismos eiminadores ¥ por tanto era efectiva solamente para aguellos espacios
de HBanach de dimension infinita suaves que son inyectables linealtnente en algiin
cot 1) (es decir, la clase de espacios de Banach dentro de la que los resultados de
Dobrowelski [35] sobre difeomorfismos climinadores eran vilidos). Ahora, gracias
a nuestros resultados de los capitulos 4 y 5 sobre negligibilidad suave de conjun-
tos compactos y cnerpos convexos, los resultados de Garay pucden extenderse a
la clase de todos los espacios de Banach infinito dimensionales que tienen normas
equivalentes Fréchet diferenciables,
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La forma mds general-pero menos definida del teorema de Garay [15] es la
siguiente.

Teorema 6.3 (Garay) Sea (X.|| ||} un espacio de Banach y sce A un subconjunto
cerrado y acotado no vacto de X . Sea o = sup{|le} : ¢ € A}, Supongamos que
cziste un difcornorfismo b de claze OV que transforma X \ A en X \ {0} y tal que
i{x) = = cuando ||z|| > o + 1. Frionces existe una funcion 7 & F(X) lal que
SHE(0.0))= A Ademas, si A contiene al menos dos puntos, entonces 1€ F(X)
puede clegirse de tal mancra que (0.0) € R x X es o dnico punto de no unicedad
para {1).

Combinando este resultado con los teoremas 4.1 y 5.3, obtenemos o siguiente,

Teorema 6.4 {Garay) See X un espacio de Banach de dimension infinila con una
norma equivalenie Fréchel diferenciable. Sea A o bicn wn subcongunio compucto de
X o ben un cuerpo convero suane en X. Enlonces crisle une funcidn F € F(X)
tal gue S;(F.{(0,0)) = A.

Ademds, si A licne al menos dos puntos, entonces I e F(X ) puede clegirse de
manera que (0,0} B x X seq ol dindco punto de no aneidad de (1),

Pinalmente, si X tene una norma equivalente de elase €00 Gntonces puede
cxigirse que ademds la funcion I sca de clase ¢ o X

Demostracion. Por los teoremas 4.1 v 5.3 sabemos que existen dileomorfismos con
soporte acotado entre X vy X\ A, por un lado, v entre X y X\ 40}, por otrolado. Por
tanto existe un difeomorfismo entre X A {0} v X\ A que se restringe a la identidad
fuera de una bola. Por tanto, el resultado se sigue inedialamente del teorema 6.3,

Llegado este punto no podemos resistir la tentacidén de dar un bosguejo de la
prucha del teorema 6.3, Dedicaremos el resto de esta secciéon a explicar cdmo,
atilizando un difeomorfismo eliminador, puede construirse una ecuacion diferencial
ordinaria Do = F{¢, x) que tiene solucion vnica v global por cada punto distinto
del arigen, mientras que tas soluciones por (0,0) o son Gnicas y alcanzan todos los
puntos de un conjunto compacto o an cnerpoe convexo predeterminados. Seguiremos
el razonamiento de [9]; ver también [45].

El teorema 6.3 es una consecuencia relativamaente facil del siguiente resultado.
(ue en slomisto o8 interesante,

Teorema 6.5 (Garay) Seca (X,| -1} wn cspacio de Banacl de dimension infinila
que admile una norte cquivelente |- do clase OO Sea A o bien un compacto de
X o bicn un cuerpo convezo y acolado de clase C'F en X, Podemos suponer que
A estd contenido en la bola unidad X . Fntonees, caiste una funcion [+ X — X
de clase (P70 tal que [710) = A, fla) = o cuando x| = 2, y Lol que. pure todo
(to, 20} € R x {X \ A), la ccuacion difcrencial

wf = () (4)

fiene wi tuniee solieion que pasa por ({g.ee), i o solueion os globad i o acolade.
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Esbozo de la demostracidn. Sea h un difeomorfismo de clase (7 de X \ {0} sobre
X\ A que satisface h{z) = z si ||z|] > 2 (h existe gracias a los teoremas 4.1 y 5.3).
Clonsideremos la familia de curvas

2(t) = h Y A(zole"), tER, zge X\ {0}, (5)

que son disjuntas dos a dos y cubren el conjunto X'\ A. Estas curvas son la tolalidad
de las soluciones de la ecuacién diferencial

¢’ = g(z), (6)
donde
gz} = [(DR™")(h(a))hle).
Sea fi : X —— X la extensidn de g definida poniendo f; = 0 en el conjunto A.

Entonces la ecuacidn diferencial

' = fi(x) (73
casi satisface la afirmacidn del enunciado, excepto que [; puede ser discontinua en
los puntos de A. Este fallo puede corregirse poniendo

fle)y = dlz) fi(x),

donde ¢ : X —— [0,1] es una funcidn de ¢clase (7 tal que ¢ ' (0) = Ay &z} = 1
cuando [Jz]] > 2. Nétese que, si A es un conjunio compacto, fa existencia de una tal
¢ puede deducirse facilmente de los lemas 4.5 v 1.6, mientras que si A es un cuerpo
convexo y acotado de clase C'P entonces ¢ puede definirse como la composicion del
funcional de Minkowski de A con una funcién real adecuada. Fntonces la ecuacion

+ = flz) (8)

tiene solucidn dnica por cada punto (g, o) € R x (X Y A), v la solucidn es global y
no acotada, mientras que si z es una solucion global acotada de (R, entonces existe
un punte @ € A tal que x(¢) = « para todo t € R.

Como se dijo mas arriba, del teorema 6.5 puede deducirse el teorema de Garay.
Remitimos al lector a [45] para los detalles.

Teorema 6.6 (Garay) Sea (X.||-||) un espacio de Banach de dimension infinita
que tiene une normae equivalente || - || de clase C7, y sea A C X o bien un conjunio
compacto con al menos dos puntos o bicn un cuerpo convero y acotado de clase CF.
Eutonces cxiste una aplicacion 1R x X — X de clase OV tal que ol problema

de Cauelry
! T
()= F(tx), z(ly) =20
adnule una dnica solucion (global) por cada punto (ty,x0) # (0,0), micntras que las
soluctones por (0,0) no son dnicas, y vienen dadas por

1,
x(t) = E(t“ + Uthha, a€ A,

lo que significa que en cl tiempo t = 1 las soluciones por (0,0) alcanzan todos los
punios de A.
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6.2 Difeomorfismos periodicos sin puntos fijos, y accio-
nes libres de grupos sobre espacios de Banach

V. L. Klee utilizo sus resultados sobre negligibilidad topolégica [55] para demostrar
que s1 X es o bien un espacio de Banach no reflexivo o bien un espacio L de
dimeasian infinita, existe un homeomarfismo f: X' — X de periode dos sin puntos
lijos. Fsto fue algo surprendente porque, para un espacio finito dimensional X. P, A.
Smith [63] habia probado que todo autohomeomorfismo de X periddico de periodo
unt miimero primmo dehe tener al menos un punto fijo. Klee prohd incluso que para
el espacio de Hilbert H y para todo entero positivo n > 2 existe un homeomorfismo
[+ H — H peridgdico de periodo puro . que no Liene ningiu punto fijo. Utitizando
nuestros resnltadoes del capitulo 4, estos resultados pueden afinarse v generalizarse
a muchos espacios de Banach infinito dimeusionales para obiener difeomorfismos
periadicas veal analiticos de periodo arbitrario n sin puntos fijos. Esto puede hacerse
para todo espacio de Banach que tenga un subespacio separable y complementado
gue sea isomorfo a su cuadrado. Paran = 2 el resultado es atin mas general. mientras
que para > 3 obtendremos versiones suaves y real-analiticas de los enunciados de
Klee como coralarios de nuevas resultados acerea de acciones libres del n-toro sobre
diversos espacios de Banach.

Teorema 6.7 Sca X un espacio de Banach de dimension infinita que tHene una nor-
e g de clase CF no necesartamente equivalente, Ketonces exmste un difeomorfisino
do cluse £ periodieo de periodo dos [0 X —— X ol que [ no liene punfos [ijos
y ademds [ transforma la bola {x € X | o(z) < 1} sobre st misma, ST suponcines
que X ticne una norma real analitica (no necesariamente cquivalente ), obtonemos
e difcomorfistne real analitico [ @ X — X periddico de previodo dos sin puntos
fijos,

Demaostracion. Por el teorema L2 existe un difeomorfisino o @ X — X\ {0} de clase
Cotal que @ oes la identidad fuera de la bola B = {e e X | pla) << 1}, Pongamos
Alx) = —x para todo o € X (ndtese que A es un isomorfisine lineal de perfodo dos
cuyo unico punto fijo es el origen, y A lleva la bola /1 sobre si misma). BDelinamos
[ X —— X por f(r)= ¢ YA(e(x) para todo = € X. Intonces esta claro que f
es el difeomorfisimo descado.

Recordemas que un grupo de Lie (7 se dice que actia sobre un espacio X s
existe una aplicacion continua ® @ (7 x X — X tal que (e, ) = = v d(gh,2) =
$(qg, (L, x)) para todos g, h € vy paratodo 2 € X, Aqui ¢ denota al elemento
neutre del grapo (0051 X es ana variedad de clase CF {0 real analitica) v ¢ ex de
clase (7 (resp. real-analitica) diremos que (7 actia sobre X de manera (7 snave
(resp., de forma real analitica). Fn tal caso, para cada g € (7w — ®(g,2) ex un
antodifeomorfismo de X de clase CF (resp. real analitico}y (7 puede identiflicarse
con nn subgrupo del grupo de difeomorfismos de X). Si paratodo g # c v v € X se
tiene @(g. ) £ z. entonees la accion se dice que es libre.
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lsn lo que sigue T' denota la circunferencia unidad {s € C: [s} = 1}, v 7™ denota
el n-toro {(s1,...,8,) € C* ¢ |s;| = 1,7 =1,...,n}; T™ se considera con su estructura
natural de grupo. Para n > 2 podemos obtener una version diferencial generalizada
del resultado de Klee al que nos referimos antes como corolario del siguiente teorema.

Teorema 6.8 Sea X un espacio de Banach de la forma X =Y x Z, donde 7 es un
espacio de Banach tnfinito dimensional que admite una estructura compleja y cs (7
difecmorfo (resp. real analitico difeomorfo) a Z\ {0}, Enionces existe una accion
Libre dde clase CP (resp. reol analitica) de T sobre el espacio X .

Demostracion. Puesto que X =Y x Z,y Z y Z3 {0} son CF (resp. real analitico)
difeomorfos, es obvio que también lo son X y X \ Y. Elijamos un difeomorfismo
h:X — X\Y. Como Z tiene una estructura compleja, la accidn natural o :
T'x (Y x Z)— Y x Z dada por

Pl dy.z)) = {y,sz)

csta bien definida. Es claro que para todo s € T, s # 1, el conjunto de puntos {ijos
de & = (s, 2) es precisamente Y. Entouces, basta definir ®(s,x) = b~ (s, h{x)))
paratodo s € 7'y z € X.

Corolario 6.9 Sea X un espacio de Banach de la forma X =Y x Z, donde 72 ¢s un
capacio de Bunach separable de dimension infinita gque es isomorfo a su cuadrado.
Enlonces, pata todo enteron > 2 eriste un difcomorfismo real analitico [+ X —— X
de perdode puro n tal que [ no tiene mingun punto fijo.

Demostracion. Como Z es separable, 7 tiene una norma no completa real analitica
v es real analiticamente difeomorfo a 23 {0} {ver [35], proposicidn 4.1}, Por otra
parte, Z admite una estruciura compleja, porque 7 =~ Z x Z. Fnlonces, por el
teoreta 6.8, & — ®(e™/% ) os un autodifeomorfismo de X de clase real anaiitica
que es periddico de periodo puro n y no tiene puntos fijos.

Este altimo resultado puede mejorarse de la forma siguiente.

Teorema 6.10 Sea X un cspacio comae los del corolario 6.9, Intonces, parae cada
no N, existe wna aceddn hibre reed analfficn & del n-toro T sobre X .

Demostracian. Por simplicidad escribiremnos la prueba para ol caso n = 2. Il lector
se dard cuenta inmediatamente de que el mismo argumento, con modificaciones
obvias, cs valido en e} caso general. Cowmo el espacio 7 es separable podemos tomar
una sucesion de funcionales lineales continuos separante {23} C Z* tal que |22} = |
para todo n. Definamos w : Z x Z — [0,00) por

Xy

w(n,v) = (Z QJEHZ;(HHZ + |z:(v)‘2))1/2,

donde (u,v) € Z x Z. Tis claro que w es una norma prehilbertiana en 2 x 7
que es compatible con la estructura compleja natural que induce en 7 la isomorfia
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entre 7 v 7 x 7 (la formula w(u + 1v) = wlu, v) define una norma en Z cuando
se le considera como un espacio complejo). Elijamos ahora un isomorfismo lineal
L: 7 — Z x Z, definamos una norma prehifbertiana p : # — [0, 50) por o(z) =
w(L{z)), ¥y consideremos su p-esferacn X, 8 = {z € Z | p(z) = 1}. En este contexto,
segiin [36], existe un difeomorfismo real analitico de Z sobre § x K. Utilizando una
vez mas el hecho de que Z es difeomorio a Z % 2, es claro que existe un difeomorfismo
real analitico entre Z vy R? x § x 5. Por medio del isomorfismo L1 7 — 7 x 7
podemos identificar la esfera § con la esfora 8 = {u + s | wlu, v} = 1} del espacio
complejo Z. Come se advirtid antes, la norma w es simétrica compleja, es decir,
para todo mitmero complejo s con ls| = 1, y para todo z = « 4 v € S, el producto
sz perlenece a S. Tenemos entonces la siguiente aceion libre real analitica natural
del toro T2 sohre ¥ ox R? x § % S

(g {y.wlzy z ) e Ly (s sya ).

donde g = (sy, sy €Ty V.ow e R y(z1.2) € %5, Sesigue de la disquisicion
anterior que ¥ x R? x .9 x 5 es real analitico difeomorfo a ¥ x Z = X. sto concluye
la demostracién.

Pondremos fin al capitulo con una observacion sobre el teorema de Borsuk-Elam
en dimension infinita, e [Acl ver quee o siguiente versién infinito dimensional
det teorema de Borsuk-Ulam se dediee inmediatamente de la version cldasica finito
dimensional. Para todo n € N, y para toda aplicacidn f 5 - K" de una esfera
unidad 5 de un espacio normado de dimension infinita X, existe an 2 € 5 tal que
fO-w) = [y Ulam [61], Problem 167, preguntd siesto piede extenderse para
obtener f(Fx) = flx) para algin 2 ¢ 5, donde T s una aplicacion de § en s
mistma {y X es un espacio de Hilbert), Lo oun comentario que sigue ¢l enunclado
del problema 167 en [61). Klee contestd a esta pregnnta negativamente al exhibir
at antodifeomarfismo T ode S v nna aplicacion diferenciable [0 8 — R tales que
F(Tey = Jia) no se cample para ningdn = £ 5. A continnacion mostramos que las

apitcaciones 1y f pueden suponerse de iecho real analiticas.

Observacion 6.11 Sca N un cspacio de Banaeh separable de dimension infinite 3
sea w o wna norma real analitice en X . Futonces eristen un avlodifeomorfismo real
analitico de 5 = {x ¢ X [wlr) = 1} vy una aplicacton veal analitica [ 15 — R tales

que fUeY £ fe) pare todo @ € 5

Demostracion. Por [36], 8 es real-analitica difeomorfa a un subespacio vectorial
de cadimension uno /< de X Basta entonces exhibir los Ty f requeridos en P
o cual es trivial. 1n efecto. tomemos an funcional lineal continno 2% en K7 ¥ un
vector g € F tal que 2 (eg) £ 0, v sea T la traslacion T = o 4 g, Bs claro gue
() = 27wy no se cumple para ningun .
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