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Introduccion

Las cuestiones que abordaremos en esta tesis hacen referencia a la evolucion de superficies en
cuyo interior se encuentra alojado un fluido incompresible y viscoso.

El estado dindmico del fluido se describe matematicamente mediante un campo vectorial
?(m,? , 2, 1) que representa fisicamente la velocidad con la que se mueve un elemento del mismo
centrado en (z,y, 2) en un instante t. El campo o debe satisfacer el sistema de Navier-Stokes

% (V)T = —%_V)p+u/_\'ﬁ) en Q(t) (0.1)

V.7 =0 en Q1) (0.2)

siendo §2() el recinto ocupado por el fluido para todo tiempo y donde p vy v son la densi-
dad v la viscosidad cinemadtica respectivamente. Hemos supuesto que las fuerzas masicas son
despreciables.

Al sistema (0.1), (0.2) debemos anadir unas condiciones de contorno adecuadas. Sea X(t) el
borde de §2(t) y supongamos que consiste en la union de Zo(t) y £1(¢). Zp(¢) es la regién del
contorno que esta en contacto con elementos sdlidos y sobre ella se impone la condicién de no
deslizamiento:

? = _E)substrato en Zﬂ(t) (03)

con T?wbstmm la velocidad del substrato sélido.

Sobre X (t) actian fuerzas de tension superficial. Estas fuerzas estdn en equilibrio con los
esfuerzos que el fluido ejerce sobre la superficie. Esta condicién se expresa matematicamente en
la forma. siguiente

]",-j;nj = —-O‘an' (8311 ):I(t) (04)

donde se ha aplicado la convencién de suma sobre indices repetidos. 7} es la componente 7, j
del tensor de esfuerzos en coordenadas cartesianas:

dv; v,
Ty = —pby; — .
I POy + py (83:3- Ba:;‘)

n; es la componente i-eésima del vector normal a ¥(f), ¢ representa el coeficiente de tensién
superficial de la interfase y H es la curvatura media de la superficie.

Los puntos de £,{t) se mueven siguiendo el campo de velocidades definido en ellos. Si
denotamos por Vy la velocidad con que se mueve un punto de £,(t) en la direccién normal, esta
condicién se expresa matemdticamente mediante la ecuacién

V=" -7 (0.5)



4 Introduceion

Los datos iniciales del problema son (0} y el campo de velocidades inicial oo(z, y, z) (con
V. Vo =0).

Dado %(f), el sistema (0.1), (0.2), (0.3} y (0.4) serfa suficiente para hallar el campo de
velocidades. Por otra parte, la ecuacién (0.5} deberia proporcionar X(f) dado el campo de
velocidades. Es esta interrelacion entre la geometria del borde de un dominio y la solucién de
un sistema de ecuaciones que se satisfacen en el interior lo que caracteriza a los problemas de
frontera libre y lo que dificulta su andlisis matematico.

Esta tesis estd dividida en tres capitulos. Cada uno de ellos se dedica al estudio de un
problema del tipo descrito arriba.

El capitulo primero estd dedicado al andlisis de un problema con condiciones de contorno
mixtas para fluidos muy viscosos en dimension dos. El fluido lo suponemos acotado por las
curvas 'o = (x> 0,y =0) y I'y = (2 <0, f(z, 1)) con

f((),t) =
lim f.(z,t) =

LG
donde ['g es un substrato sélido que se mueve con velocidad Gy en la direccién horizontal. Si
los efectos de la viscosidad son dominantes frente a los de inercia {lo que ocurre cerca de un
punto de contacto como puede verse mediante andlisis dimensional) es razonable la simplifi-
cacion consistente en sustituir el sistema de Navier-Stokes {0.1), (0.2) por el sistema de Stokes
estacionario:

0= 4%?}) FYAT en Q1) (0.6)
V.7 =0 en Q(t) (0.7)

Esta aproximacion se denomina habitualmente aproximacion cuasiestacionaria.

En [17], [18], [46] se estudiaron diversas soluciones estacionarias del sistema para las cuales
la frontera libre es tangente al substrato en v = [oMI'y. El comportamiento asintético de estas
soluciones, expresado en coordenadas polares, es el siguiente:

T~ [3{,? + @ (O)rre en el caso Jp > 0
. = o _ (0.8)
Vo~ By i+ b ()l en el caso 3o < 0
y
~ PP )
f 71 ! en el caso Gp > 0 (0.9)
f~r +lp en el caso y < 0

cerca del origen, con

1 . (,@0)
p = —arctan | —
4 3

fr~r con 0 <o <1
T~ 130? + @ (B! con 0<a<l

cnando r — 00.
Nuestro objetivo ha sido el analisis de la estabilidad de dichas soluciones. En el orden mds
bajo, las pequefias perturbaciones de las soluciones estacionarias satisfacen un sistema lineal de



estructura analoga al sistema no lineal (0.1)-(0.5). Dicho problema se puede reformular como la
siguiente ecuacién de evolucion integrodiferencial para f(r,t):

a 0 Pz tr ]
fi = ———V.P./ de - f(€,1) (~) ——+ Bofr (0.10)
2 0 £ r—¢&
conn=0s G <0yn=1sij7 >0.

En la primera parte del Capitulo 1 se desarrolla una teoria de semigrupos de evolucién para
ectaciones de este tipo empleando algunas herramientas cldsicas de analisis como las técnicas
de Wiener-Hopl vy se demuestra la contractividad de dichos semigrupos en espacios funcionales
adecuados cuyas propiedades se han estudiado en detalle. El resultado principal es la existencia
de soluciones de (0.10) para clases amplias de datos iniciales f{r,0) = fo(r) y que tales soluciones
tienen comportamientos asintoticos idénticos a los de las soluciones estacionarias dados en (0.9).
También hemos demostrado que en el caso fp = 0 hay datos iniciales fy(r) tales que f3(0) =0
y para los cuales

lim 0iirt) g

0 dr

en tiempos proximos a ¢ = 0. Esto implica la formacidn de un dngulo de contacto variable entre
fluido y substrato aunque el dngulo de contacto inicial sea .

En la segunda parte del capitulo se demuestra un resultado de existencia y unicidad de
soluciones globales del problema no lineal completo. El procedimiento de demostracion se divide
en dos partes. En primer lugar resolvemos el problema de Stokes con condiciones de contorno
mixtas para un dominio dado y determinamos el campo de velocidades mediante un punto fijo.
En segundo lugar tomamos el campo de velocidades hallado anteriormente, determinamos su
valor en la frontera del dominio y lo introducimos en la ecuacién (0.5). Llegamos asi a una
ecuacién integrodiferencial no lineal para f(r,t) que resolvemos mediante un nuevo punto fijo.

En los siguientes dos capitulos de la tesis se estudia la ruptura de tubos fluidos debida a las
fuerzas de tension superficial v en ausencia de interaccién del fluido con paredes externas (es
decir, £y = 0). La experiencia cotidiana demuestra que en numerosas circunstancias el dominio
Q(¢t) ocupado por un fluido cambia su topologia. Mas concretamente, el dominio §2(¢) inicial-
mente simplemente conexo puede evolucionar a un dominio miltiplemente conexo. El interés
por esta cuestion es antigio y lo podemos remontar a las observaciones experimentales de Savart
{ver [50]) ¥ a los trabajos de Plateau (ver [44]) y sobre todo de Rayleigh (ver [47]). Nosotros
nos restringiremos al estudio del caso en el que los dominios £2(¢) son siempre axisimétricos.

En e| Capitulo segundo supondremos que (¢) es un tubo deformado extremadamente fino y
que se extiende hasta el infinito. Cuando un cierto pardmetro adimensional que mide esencial-
mente el espesor del tubo frente a sus dimensiones longitudinales es pequefio, es posible deducir
a partir de (0.1}, (0.2), (0.4) y (0.5) mediante un andlisis perturbativo, el siguiente sistema
aproximado

h, 1

S (h?uz)z (0.11)
1

ht + th = —E’Uzh (012)

donde se supone que el eje z es el eje de simetria, h(z,t) representa la distancia de la frontera
libre al eje de simetria y v(2,¢) es la componente en la direccién z de la velocidad {independiente
de r). La ventaja de este problema aproximado frente a (0.1), (0.2), (0.4}, (0.5), es que ya no
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es un problema de frontera libre, sino un sistema no lineal de ecuaciones en derivadas parciales.
Bajo estas hipdtesis, se puede deducir mediante la ecuacién de continuidad que la componente
radial de la velocidad se halla a partir de v(z,¢) mediante la férmula

r dulz 1)

P2 t) = —— f
ol ) 2 dz
El sistema (0.11), {0.12) se debe complementar con los datos iniciales
hiz,0) = ho(2) (0.13)

v(z,0) = wo(z)

Una descripcién detallada de la deduccién del sistema (0.11), (0.12) se proporciona en el
Capitulo 2.

El sistema {0.11), (0.12) es conocido desde hace tiempo. Podemos citar por ejemplo el
trabajo de J. B. Keller y L. Ting (ver [35]) en el caso g = 0 {fluido perfecto) y los trabajos de
4. Eggers y T. Dupont en el caso general {ver {12}, [13], [14]). La ruptura del dominio fluido
equivale a la anulacién de h(z,t) en algin (zp,tp) para las soluciones del sistema (0.11), (0.12).
Kl sistema (0.11}, (0.12) se denomina habitualmente en la literatura sistema unidimensional.

Nosotros hemos introducido una formulacién cquivalente del sistema (0.11), (0.12) gracias a
la cual es posible encontrar una gran cantidad de soluciones explicitas en Jos limites asintdticos
#— 0y u— ooy demostrar algunos teoremas de existencia y unicidad. Mas concretamente, el
sistema (0.11) y (0.12) es equivalente a la siguiente ecuacién en derivadas parciales no lineal:

Uy — (u—l/z)ss + u (u—l)ssz = 0
u(s,0) = wugls) (0.14)
ui(s,0) = wy(s)

siendo u(s,t) una funcién relacionada con h{z,t) y tal que si h{z,t) se anula en algin punto
(20,%0) entonces u(s, £} explota en algin (sy, fg).

Tras analizar algunas cuestiones sencillas de existencia y unicidad de soluciones locales en
tiempo para el problema (0.14), y por tanto del sistema (0.11}, (0.12) con datos iniciales (0.13),
pasamos a los resultados esenciales contenidos en el Capitulo 2 que consisten en la descripcién de
diversos mecanismos de formacton de singularidades para las soluciones del problema (0.14) en
los limites asintdticos 4 = 0 v u = oo que corresponden respectivamente a viscosidad despreciable
v dominante,

El limite ¢ = 0 introducido por [55] equivale a una ecuacién eliptica cuasilineal. Este
tipo de ecuaciones se pueden llevar a ecuaciones lineales mediante la llamada transformacion
hoddgrafa. De este modo el problema de evolucién se convierte en un problema de Cauchy para
una ecuacion en derivadas parciales lineal v eliptica en un plano con datos prescritos sobre una
curva que depende de los datos inicialesdel problema (0.14). Este enfoque nos permite encontrar
amplias familias de soluciones que dan lugar a ruptura de tubos fluidos. Los resultados hallados
son esencialmente los signientes:

En el caso gt = 0 existe una familia de soluciones (h{z,t), v(z,t)) de (0.11), (0.12) que entre
otras contiene;

e Una familia de soluciones autosimilares de (0.11), (0.12). EI perfil final de la frontera libre
asociada a dichas soluciones es de la forma

h(z, lo) ~ Ag lz]® . cuando z - 0F



con « € (0, +00).
e Soluciones tales que

h(z,8) -1 cuando |z} — o
i

v{z,t) =+ 0 cuando |z = o

para todo valor de ¢ < fg, que dan [ugar a ruptura del tubo fluido en tiempo finito y que
en dicho tiempo presentan un perfil de la forma

h{z, to) ~ Aglz]® , cuando z = 0F
z—0E

donde @ es un valor que puede escogerse arbitrariamente en el intervalo a € [1, +o0).

En el Capitulo 2 se demostrard también que el mecanismo de ruptura mencionado en segundo
lugar es en cierto sentido inestable. En efecto, si denotamos como (A(z,t}, v(z,¢}} una de las
soluciones mencionadas en el segundo punto, es posible construir con las mismas técnicas y para
todo € > 0 otra solucién explicita (h(z, ), v(z,t)) tal que:

up (|z,0) - Az, o_)\ +Ju(z,0) ~ #(z,0)[) < £ (0.15)

het)  ~  AslElP
z230% tatp
donde & > e. Mis aln, & se puede seleccionar con cualguier valor arbitrario tal que & > a.
Nétese que el nuevo perfil resultante es mas plano que el inicial.

El limite de viscosidad elevada (es decir p = o0} da lugar a una ecuacién que se integra
de forma explicita para todo dato inicial. Esto revela la existencia de un mecanismo nuevo
muy diferente de los hallados para el caso de viscosidad despreciable (¢ = 0). En concreto,
demostramos la formacion de tubos largos e infinitamente finos previos a la ruptura. De forma
mas precisa, cuando tiene lugar la ruptura de tubos fluidos finos de longitud infinita se produce
un estrechamiento de la region ocupada por el fluido de forma que su seccién transversal antes
de la ruptura se comporta asintéticamente como

W

SN(tg—t)

Dicho estrechamiento tiene lugar en una region cuya longitud crece indefinidamente y es de
orden

L (to-1)7%

Se concluye el capitulo segundo estudiando el limite asintético unidimensional para un fluido
sin tension superficial. El resultado principal es la imposibilidad de que tenga lugar ruptura en
tiempo finito en aysencia de este tipo de fuerzas, lo que es fisicamente esperable al ser la tensién
superficial el mecanismo esencial que genera la ruptura del tubo fluido.

En el capitulo tercero abordamos el estudio, mediante técnicas asintoticas formales, de los
posibles mecanismos de ruptura de configuraciones axisimétricas de un fluido de Stokes. En-
focamos la cuestién de manera local siguiendo las técnicags empleadas recientemente en la re-
solucién de numerosos probiemas de formacidn de singularidades (ver por ejemplo {25] y [57]).
El mecanismo descrito consta de dos partes, que son:
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e Una regién interior en la que el dominio es una perturbacién de un cilindro que se clerra

e Una region mas externa que determina alguna de las constantes arbitrarias que aparecian
en la regidén interna mediante un problema de autovalores no lineal (esta situacién se
denomina habitualmente en la literatura similaridad de segundo orden, ver {4]).

Nosotros hemos hallado una familia de mecanismos, siendo el mas estable uno cuyo perfil
final en el tiemmpo de ruptura y cerca del punto de ruptura es de la forma

5.7208

h(z,te) ~ Clz — zq| cuando z = zg

doude t = £, es el tiempo en el que tiene lugar la ruptura del tubo fluido.

La tesis concluye con un Apéndice en el que estudiamos la relacion de dispersidn para la
ecuacion de evolucién de las pequetias pertirbaciones axisimétricas de una distribucion cilindrica
de fluido de Navier-Stokes y deducimos la existencia de una tnica rama de inestabilidad. Este
hecho fue analizado por Lord Rayleigh en el caso de un fluido perfecto (ver {47}) ¥ es a menudo
referido en la literatura para el caso de un fluido viscose. No es facil encontrar sin embargo
un estudio de las distintas ramas de la relacidn de dispersion en este itltimo caso. Como la
inestabilidad asociada a dicha relacién de dispersion es la causa esencial por la que se produce
la ruptura espountanea de tubos fluidos, se ha dedicado un Apéndice al anilisis detallado de la
misma.

Existen diversos problemas que es natural plantearse a partir de los resultados obtenidos en
esta tesis. Mencionamos algunos de los més significativos:

- En el Capitulo 2 se describe una gran cantidad de mecanismos diferentes de generacion
de singularidades para el sistema (0.14) en el limite g = 0. Es previsible que algunos tengan
mas estabilidad que otros. Serfa interesante tratar de estudiar en detalle qué comportamientos
aparecen o son seleccionados cuando se mantienen términos tales como la viscosidad en las
ecuaciones.

- Tanto en la deduccidén de los modelos estudiados en el Capitulo 2 como en el estudio de
una de las escalas del problema en el Capitulo 3 se ha empleado un método asintdtico usual
en la literatura cuando se estudia la dindmica de tubos finos. Dicho [{mite es singular y seria
interesante realizar un estudio matematico mas detallado del mismo.

- En el Capitulo 3 el estudio se ha centrado en los fluidos de Stokes. Si las ecuaciones
de evolucidon del fluido se reemplazan por las ecuaciones de Navier-Stokes el andlisis es mas
complicado. Seria interesante averiguar si existen soluciones que den lugar a ruptura de tubos
fluidos con mecanismos parecidos a los obtenidos para el flujo de Stokes en dicho capitulo.



Capitulo 1

Un problema de frontera libre para
el sistema de Stokes con lineas de
contacto

1.1 Introduccion

El objetivo de este capitulo es el estudio de un problema de frontera libre para el sistema
de Stokes en dimension dos, v en presencia de puntos de contacto entre la frontera libre y
un substrato que se mueve con velocidad constante Fg. El problema que consideramos es el
siguiente:

~Vp+ AV =0 en Q(t) (1.1}

V- =0 enQft) (1.2)

El borde de 2{t) consta de dos curvas I';, I'g. La curva I'y es una frontera libre que eveluciona
en ¢l tiempo y sobre la que impondremos las condiciones de contorno usuales para las fronteras
libres en flujos de Stokes. La curva I'y es un substrato sélido y sobre ella impondremos la
condicién de no deslizamiento.

Tin; = —oHn; en 'y = frontera libre (1.3)
v = ﬁg? en I'g = substrato (1.4)
donde :
dv;  Jv;
T = _pde A i B
ij p613 + (81‘;, + 81‘1) (1 O)

es ¢l tensor de esfuerzos para un fluido de Stokes, (1) es la regién ocupada por el fluido, n; son
las coordenadas cartesianas del vector normal, o es el coeficiente de tensién superficial, H es la
curvatura media de la frontera libre y mediante una eleccién apropiada de unidades de longitud
podemos considerar el coeficiente de viscosidad igual a la unidad.

Si la frontera libre esta dada mediante y = f(z,1), la curvatura media es entonces

(1.6)
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Supongamos que la frontera libre viene dada en forma tmplicita mediante Tle,y.t) =y -
Sz, t) = 0, entonces la ecuacién de evolucién para la misma es

Df _8f s

Dt o TV VS0 (L.7)

fisto equivale a decir que las particulas de la frontera se mueven siguiendo el campo de
velocidades, es decir

V=7 -7 (1.8)

donde Vi es la velocidad de la frontera libre en la direccién normal.
St tomamos la siguiente parametrizacion para I'y :

7 = ( f(f? ) ) (1.9)

el vector normal que estd dirigido hacia el exterior del dominio es

1
pe (5] o
(L+ /2 \ 7
La velocidad en un punto de la frontera es
dr_ [0 (1.11)
dt O\ S ’
¥
0 1
Ww={n n =—fi-—— 1.12
v y)(ﬁ) g .

La ecuacion de evolucion de la frontera se puede escribir entonces en la forma

ft:Uy—Ujf;c (1'13]

En [17], /18], [46], se describieron varias soluciones estacionarias del sistema {1.1)-(1.8) para
las cuales la frontera libre es tangente al substrato en vy. El comportamiento asintético de estas
soluciones, expresado en coordenadas polares, es el signiente:

/303 + @ 9)11_"’ sl 35 >0
UNJ{)E+b(9)'|P'| Siﬂg<0

donde 3y es la velocidad de la pared con respecto al fluido (ver (1.4)), ¥

Frorle si Gp >0
f o~ pltis! 81 Gy < 0

1 (2,50)
p = —arctan | —
3 a

cerca del origen, con



11

1.1, Introduccion

Q)

-Vp+AV=0
v.v=0

Figura 1.1: Representacion del problema {(1.1)-(1.8)

f~r" 0<a<1
Pt 4+ @@ 0<o<t

cuando r — oo.

Notese en particular que la frontera libre para esta solucidn tiene un dngulo de contacto
nulo con el substrato horizontal. En este capitulo probaremos la existencia de soluciones del
problema de evolucidén para pequenias perturbaciones de la frontera libre plana (f = 0) y para
las cuales el punto de contacto 7o = T N T’} permanece fijo. Ademds, veremos que el compor-
tamiento asintotico cerca del origen es el mismo que en las soluciones estacionarias. De manera
completamente analoga es posible probar un resultado idéntico para pequenas perturbaciones
de cualquier solucién estacionaria {y pequena) en la clase descrita arriba.,

Tal y como acabamos de decir, el dato inicial que emplearemos serd una pequena perturbacion
{en un sentido que se precisard posteriormente) de la solucién estacionaria plana:

[z, 0) = ¢fo(x)

donde hemos introducido un pardmetro € pequeiio que mide el tamaiio del dato inicial.
Supongamos que la solucidon es también pequena y escribamos

f(mat) :Ef(ﬂ?,t)

—- -
T =081 +ev

p=¢p
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- _ . efe Y_ [ O o
n—(l-}-ezfg)%(_l) ()1)+ (6)

To— 1 L)Y s
tm(lﬂzﬁg)l(fh) (0)+()

Dada la proximidad de la frontera libre a (¢ < 0,y = 0) podemos aproximar el dominio
variable mediante un dominio fijo (IR* x R) v las nuevas ecuaciones serdn las de Stokes en
las nuevas variables pero con términos no homogéneos de orden € que ignoraremos en primera
aproximacién (¢ — 0).

Las condiciones de contorno, ignorando términos cuadraticos y de orden superior (en £) y
omitiendo superindices se convierien entonces en:

dv,  Ouy
— = = z <0
Y, + D 0 enx<
-p+2((;:r~ ———f:; en z < 0

o =0 enxz>0

donde la curvatura aproximada de I'; es

! i
dr’*
En este orden de aproximacion la ecuacion (1.13) se transforma en

eft = Uy — o fr

Si retenemos los términos de primer orden en ¢, obtenemos el siguiente sistema lineal para
,_;-} . B
v.py flet):

—Vp+ AT =0 enR'xR (1.14)
V-T=0 enkK'xR (1.15)

Tijn; = — ri{ﬁ(;-!_)”_ en {{z,0):z€ R} {(1.16)
T =0 en {(2,0):x¢c R} (1.17)
fe=vy—Bofe en {(,0):z € R} (1.18)

donde 7 = (0, 1) es el vector normal linealizado en {(z,0):z € R}.
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La primera parte del capitulo trata del analisis de este sistema y la segunda del problema
no lineal completo (1.1)-(1.8).

En este capitulo se demuestra un Teorema de existencia y unicidad de soluciones globales en
tiempo para el sistema no lineal {1.1)-(1.8) si los datos iniciales son pequefios. Una parte signi-
ficativa del mismo se dedica al anélisis del problema lineal (1.14)-(1.18). Una vez establecidas
ciertas propiedades del sistema lineal, estudiamos el problema no lineal mediante un argumento
de tipo perturbativo.

En la Seccién 1.2 establecemos algunos resultados acerca del analisis funcional que nece-
sitaremos en el analisis y deduciremos algunas propiedades de diversos operadores lineales que
se nsaran a lo largo del capitulo.

En la Seccién 1.3 deducimos una férmula para el campo de velocidades definido por (1.14),
(1.15), {1.16) y (1.17) en términos de la frontera libre f(z,t). Esto nos permitira escribir
(1.18) como una ecuacién integrodiferencial para f(z,t). Estudiamos ademas las soluciones
estacionarias de este problema.

En la Seccién 1.4 resolvemos la ecuacidn integrodiferencial usando el método clasico de
Wiener-Hopf.

En la Seccién 1.5 usamos la férmula obtenida en la Seccién 1.4 para deducir algunos com-
portamientos detallados de la frontera libre cerca del punto de contacto.

En la Seccidn 1.6 transformamos el problema no lineal completo en una Ecuacién en Derivadas
Parciales en un dominio fijo, lo cual hace el problema mas simple para el analisis.

El la Seccion 1.7 deducimos algunos resultados adicionales de analisis funcional que serdn
necesarios para probar la existencia y unicidad globales de soluciones para el problema de frontera
libre.

En la Seccién 1.8 mejoraremos los resultados de la Seccién 1.3 con vistas a tratar el problema
no lineal completo y finalmente, en la Seccidén 1.9, concluiremos la demostracion del resultado
principal de este capitulo: la existencia y unicidad de soluciones para el problema de frontera
libre con datos iniciales pequefios mencionado anteriormente.

1.2 Notacion y algunos resultados preliminares de analisis fun-
cional

A lo largo del capitulo usaremos la siguiente notacién para las distintas ramas de las potencias
fraccionarias de un nimero complejo

(k:)"‘ = Lim (z)a 1.19)
* e —= 0t (
z=k4+ie
(k)i = Lim (z)a (1.20)
e — 0t
z=k— ¢

(—7 < arg(z) < ).
Introducimos la siguiente notacién para la transformada de Fourier de una funcién f

Flk) = \/Lﬁ/i dz - €7 f(z) (1.21)
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asi como para la transformada inversa

J (2) = %f: dk - e 2 g (k) (1.22)

El Teorema de Inversion de la transformada de Fourier establece entonces que

(P

Introduzcamos el operador de proyeccién Py definido por

P, f= { fO pa'ra x>0 }

para x<0
)0 para x>0
P-J= { [ para x<0 }
para el cual la transformada de Fourier estd dada por (ver [26])
Pef=(f)e= %(Iﬁ: iH)f = ( )y v P [ ¢ (5)5 (1.23)

Recordamos el teorema cldsico de Paley-Wiener {ver [40] y [48]) segiin el cual la funcién P f
admite una extensién analitica al semiplano complejo {Im(z) > 0} y P_f admite una extensién
analitica al semiplano complejo {Im(z) < 0}. PPara evitar confusién, hacemos notar que algunas
veces usaremos los operadores Py actuando sobre funciones que son transformadas de Fourier,

es decir R
TR I para k>0
(P J) (k) = { 0 para k<0 }
- ] o para k>0
(P S) (k) = { 7 para k<0 }

vV A%
Entonces las correspondientes transformadas de Fourier inversas Py f v P_ f son analiticas

en {Im(z) < 0} y {Im(z) > 0} respectivamente.
_ En general, dada una funcién f tal que f(z) = 0 para z < 0, su transformada de Fourier
f(k) es analitica para Im(k) > 0. Ademds, un cédlculo directo usando (1.21) y (1.22) muestra
que en este caso se tiene que
- 1o f(N ,
k: = —-‘—_I dA—ﬁ 1.2"1
Ry =5=1 AT (1.24)
para Im(k) > 0.
Recordamos que el espacio de Hilbert L*{[0,00), «**) se define como el conjunto de funciones
fiRT — IR tales que

/Oo | flu) |* w**du < oo
0

con su producto escalar natural.
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Dada una funcién f € L%([0, cc) , u2®) definimos su e~transformada de Mellin por

fO(,\):/m Flu)u™ebdu (1.25)

0

donde A ¢ R.

La correspondiente férmula de inversién para la transformada de Mellin se escribe como
1 oo o
Jay = o= [ Frumeidx (1.26)

27 Jioo

Se verifica la siguiente férmula de Parseval (ver [26])

[Tl Paau= o [T V0 R

Usaremos la siguiente férmula que relaciona la transformada de Mellin de una funcién f € C°
y la de su derivada

_ 1 -~
fra = — (1/\ - 5 + O’) fa_l (127)
que se puede obtener mediante integracién por partes de {1.25), asi como la siguiente propiedad
elemental para cualquier f € L2([0,0c), u®*) que se deduce a partir de la definicién (1.25):

o—1

wf0) = J(w) (1.28)

o8
Es bien conocido que los espacios de Sobolev H*(IR) y H (IR) se pueden definir a través de
la transformada de Fourier como el conjunto de funciones tales que

fr)_%<oo
f’2>é < %

71, = (42 dk(+ )
ot = (2 aw e

respectivamente.
Usaremos repetidamente a lo largo del capitulo la familia de espacios de Hilbert ZF, donde
s € IRy v >0 que se definen como el conjunto de funciones f € L?([0, o0}, u=%%) tales que

~_ 2
—5

s, = [ ax- (e xp> |7

< %0 (1.29)

Fistos espacios aparecen de manera natural ya que son capaces de controlar simultineamente
el comportamiento asintético y la regularidad de una funcién f cuyo soporte estd contenido en
el semieje real positivo. '

Nétese que una consecuencia inmediata de la definicién (1.29) es

Zt, czf, parav >

Se puede ver, usando la formula de Parseval para las transformadas de Mellin y Fourier, que
la transformacion

1)

g(w) = fle)elz™) we R (1.30)
define una isometria entre los espacios ZF, y H”(M). Observemos que una consecuencia in-
mediata es la densidad de C°°(IRT) en Z;:U.

Serd bastante 1til en lo que sigue la siguiente caracterizacién de la norma en Z7}
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Proposicién 1.1 Sea s > —:% y s #F 2 Il con o= 0,1,2,.... Dada [ € Z7

o definimos

hy (k) =P.] yh_ (k) = P_f donde f se mtwnde como cero a[ semieje real negativo. Sea A(f)
el siguiente funcional;
1
2)) 2

A(f) = (/ IA- (14 [A)» =2 (
donde hy(k} yh_(—k) son las transformadas de Mellin de hy y h_ como en (1.25).

e & e §
Entonces se satisfacen las siguiente desigualdades

Culiflizs, < AL < Collfllz2, (1.31)

s(2 e 8

by (k) |+ A (=k)

Demostracion. Es suficiente con probar las desigualdades para f € C° por densidad.
Supongamos primero que —% <8< %
Nétese que por {1.25) y por la definicién de by

[ 4] N_gz
/ - (1 )| = (1.32)
o0 o0 i . o0 . 2
f d)\-(1+|/\|)2““2“‘f dk-k“\—%“] de - f(z)| = I (1.33)
o 0 0

Como f € C2(IR*), f(k) es una funcién regular que decac mas rdpido que cualquier potencia

de & para |k! > | la funcion
= [Tk [T )
0 0

estd bien definida para cualquier valor real de A, Tenemos entonces que

()

R >0 Rzr
; T . . AL L\ ikr — uz)\———s gy il ;;,\_.%4.3
J(A)_A%A -k fo dr-cfie) = [ de-e fl )ﬁlr’_‘féo[) du-e (u)( |
1.34

donde hemos usado el teorema de Fubini, luego el cambio de variables kx — u en la integral en
k y finalmente el teorema de ld COKIVEI‘UG’Il(‘la dominada de Lebesgue.
Nétese que la funcién 't T+eeit es analitica en Im(n) » 0 y que podemos deformar el
contorno en u hacia el contorno u = ér. Por tanto
: K iAclhs ju _ 4T ifs Eancooy Lo :
lim du-u" "z e =¢e'de'2%e72 F(M+§+a) (1.35)

oo fg

Usando (1.32),{1.34) y {1.35) obtenemos entonces:

2

oo . ~ 12
[= / dX e ™1+ M) DGEA+ :15 + ) 'f“*" (1.36)
Un céalculo andlogo lleva a
—— & 2
2 A (A e

= [ dhe (L e

T{iA+ L+ s)}z e
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v de {1.36) y (1.37) se deduce que

1 LT
DA+ 5+ ) |7

A(f}?:zfz dA - (14 [AD)Z2¢ cosh(Ar) (1.38)

2

Falta por estimar |I“(M + 1+ s)l

Usando el hecho de que la funcién Gamma I'(z) no se anula para ningin z complejo, asi
como la férmula de Stirling para valores grandes de |z| se obtiene que para cualquier A € B

{1+ ) 22 (141D .
C————— 1+)\”sl_‘/\++ < C. 1.39
R L R R Ryt (1.39)

Usando (1.39) en {1.38) deducimos finalmente (1.31).
S % <8< % obtenemos mediante (1.27), (1.28) y (1.29) que
1
Sl S UG, <CULIG: (1.40)

donde C' > 1. Teniendo en cuenta la siguiente identidad para la transformada de Fourier
foe=—tkf
concluimos que

s—1]2

e 5—1

khe(k) | +|kh_(“k)

é “fx“%;t]'%] < f::) dh- (1 + |)\[)2”_23 (

2
) S C ”fz”zz_j'_,',,q

{1.41)
y por tanto, usando (1.28), (1.40) y (1.41), (1.31) se verifica para 1 < s < :—23 Una aplicacidn
reiterada del argumento muestra que (1.31) es cierta para todo s # 2%t 5 > —— .0
El siguiente paso sera el estudio de las propiedades de algunos operadores lmeales que u-
saremos a lo largo del capitulo.

Lema 1.1 Consideremos el siguiente operador lineal actuando sobre funciones f € C°

?,.) — raV'P / _m (142)
£ r—
o € IR. Asumamos que s # « y —% + a < s < £+ a. Entonces se verifican las siguientes
desigualdades
I
= Wflzz, <WASlz2, € Cllflze, (143)

donde C' es una constante positiva que depende de s y o.
Ademds, el operador A se puede extender de manera tinica a un operador acotado de Z;:V a
Z¥, y (1.43) se verifica para todo f € Z}

Demostracion. Dada una funcién f € O (0, +00) multiplicamos (1.42) por piA=T=e o

integramos desde 0 hasta co. Después de cambiar el orden de integracién (lo cual es posible
dadas las propiedades de regularidad de la funcién f) obtenemos

= [ Zr©cie N (1.4
o §
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Figura 1.2: El contorno 1" del Lema 1.1

donde G/(&,A) = V.P. [ r“‘%‘“o‘;{—gdr se puede calcular ficilmente mediante integracion de

S P . -
Ja funcién 272 s+azlj§- a lo largo del contorno " de la figura 1.2 ¥ tomando los limites ¢ — 0

¥y R — o0 en este orden.
Resulta entonces que

G{€,)) = mcot ((—M—l—%-{—s—a)rr) gih—g-sto (1.45)

Llevando esta formula a (1.44) obtendriamos

ﬁ?ms = Tcot ((f—i)\—{~ % +s5— 0{]71') e
Tentendo en cuenta la desigualdad
L
¢~

que se satisface para cualquier valor real de A (siempre que sea % +s—a#0,41,£2.)y (1.29),
probamos (1.43} para cualquier f € C2.
Como C7° es denso en Z} , (1.43) se puede extender a todo ZF .0

ENZ2

<C

cot ((aiA + % + 35— a]:'r)

Lema 1.2 Consideremos el siguiente operador lineal actuando sobre funciones [ € CF

L1 flee
Bf(r)»r[o Erre

@ € IR. Asumamos gue ——% +a<s< % + . Enlonces se verifican las siguientes desigualdades:

(1.46)

1
M llze, < VB Slge, < CilFlzs, (L.47)
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Figura 1.3: El contorno I' del Lema 1.2

donde C es una constante positiva que depende de s y o,
Ademds, el operador B se puede extender de manera inica a un operador acotado de Z;':U a
ZY, y (1.47) se verifica para todo f € zZt,.

Demostracién. Es similar a la demostracién del Lema 1.1 pero ahora G(£, A) tiene la
expresidn

G(E, N = /m R L
0 r4+g
que se puede calcular integrando ZiAgsta z}ra a lo largo del contorno I de la figura 1.3 y
haciendo los lfmites e - 0y R — .
Obtenemos entonces
T

G A) = gz mste (1.48)

sin ((—z’)\ +5+s- a)ar)

y usando el hecho de que, siempre que sea % + 5 - o # 0,+£1,%2... y para todo valor real de A,
se satisface la siguiente desigualdad

1 T

— < = <
C ~ lsin ((wi)\-i— %—ks—a)?r)

donde C es una constante positiva que depende de s y «, asi como (1.29), probamos (1.47).0
Introducimos a continuacion los siguientes operadores de derivacion e integracién fracciona-
rias que se definen a través de la transformada de Fourier como

o~

Doy = (k)2 f (1.49)
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donde (k)7 estd definido en (1.19), y el operador |D?| f definido mediante la transformada de
Fourier como

Del f = k) f

Lema 1.3 El operador C'y = D" P |D™*| que en su version Fourier viene dado por

Cof = B (€7 f(€) 4 = 5 (k) (T + iH (€17 F(€)

1

2
es acotado de ZF, a Z}F, (—— —a<s<i—-a)
negativos del argumento.

donde f se extiende como cero para valores

Demostracidon. Nétese que por definicién C'y f es analitica en Im(z) > 0 y entonces se
deduce que (U, f tiene su soporte en el semieje real positivo.
que (4 p . p
Usando el Lema 1.1 tenemos que

T ana | [ b e

o0 o) ) - 2
+(f/ (1,\(1+l)‘{)2:/—23 ] dk_kz)\—%-}"s-i-a('f'—a f)+(—].‘) =J, +Jo
— Q
Usando (1.23) podemos estimar J; como
o0 . el . 1 -~ 2
Jy gcf dA(1+ A2 f dk - kP30 (k)
—o 0
2
40 [ a4 a2 j die - k=3 g e B = g0+ (1.50)

Usando la definicién de la transformada de Hilbert podemos escribir Jy» como

Jiz =
:cfm AM1HA) P2 l/m dk-ki/\%ﬂw( T e f f)+/ gl e )) 2
— wJo 0 k +<S
y por tanto, usando los lemas 1.1y 1.2
o0 ) X i . " 2 o0 oL " 2 ;
Tia < c[ (1IN 2 / dk - EOEE k| 4 / dk B E k| L =1 s
o =00 ] 0
Teniendo en cuenta (1.50) y {1.51) obtenemos que
Ji < Cl (1.52)
Una estimacion similar implica que
gy < CT (1.53)

Finalmente, por el Lema 1.1 tenemos
2
1<,

que combinado con (1.52) y (1.53) completa la demostracién.O
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Lema 1.4 Sea € IR y —% —a<s< % —a. Sean Ay y B funciones tales que

Ly = | Ae(e) + [ As(=en]

< o0 (1.54)
H=*(IR)

H*~*(R)
I P P

conv—s > 1 ydonde H'=*(IR) son los espacios de Sobolev cldsicos.
Los operadores de la forma C'y = A+DC"(|D"“} B+ definidos por

<
H*=5(R) H*—$(R)

-~ -

Cof = Ac(k) ()] (16177 B )+ = 5A4 (k) () (I +iH) (€7 B&)])
son acotados de Z}, a Z}, .

Demostracién. Sea g(r) = (F7'(A4(k) (k)] (I~ B()f(€))4)) () donde F~! es la
transformada de Fourier inversa. Argumentando como en el Lema 1.3 obtenemos

o0 . o0 R 2
fo dr - r"‘-%—S/ dk - e G(k)
o . 1 0 ooy |2
[ ()
0 —00 0

f Tk kPR AL (R) K (1€ BE P (k)

/_m dA(1L+ M) )57 = /_00 dX(1 + A

= [ i)

2

c]m dA(L+ [A2) N

2
+Cvf d/\(l+lA|2U_23

[ dk - k=250 AL (= k) K[ (€] B(E) )+ (k)

Presentamos solamente el andlisis del primer término. 5i definimos ahora k = €' y recordamos
la expresion para las transformadas de Fourier de las derivadas de una funcion, podemos escribir

2

[ A1 + A2

kb A () (6l B ()

2

oo . 1 S
f dt - e~ MelF Tt 4 () (€]~ BF) 4 (e)

prome B (ie= B (),

usando la siguiente "desigualdad de calculo” que es a menudo referida en la literatura (ver por
ejemplo [36]): si u,v € H*(IR),s > } entonces uv € H*(R) y

Nwvllgemy £ Cliullgsmy Hvllme(m (1.56)

La desigualdad (1.56) se demostrard posteriormente como una consecuencia de la, Proposicién
1.7 (ver Seccidén 1.7).
Esta desigualdad, junto con el Lema 1.3, nos permite escribir

- /_Z AL+ A2

gc||A+(cf

()7 B+ ()] .. < CLy

/ d/\(l_l_lAlZu 25

<
Hu—s -

)| [k e g B \ Jet++oxqie 1 B (&)

<claerf,

N R G o WAL, < CLaliflis,

y esto finaliza la demostracién. La prueba para los restante casos es similar. O

s
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1.3 Reducciéon del problema de frontera libre linealizado a una
ecuacién integrodiferencial

El objetivo de esta Seccién es calcular ¢l campo de velocidades en el dominio ocupado por el
fluido en funcién de la curvatura linealizada. En concreto, obtendremos @ en términos de f{x)
resolviendo el sistema (1.14),(1.13),(1.16) v {1.17).

Es conveniente introducir el sistema de coordenadas polares (r,8) definido por

r = rcos(f)

y = rsin(f)

Entonces las componentes de tensor de esfuerzos se escriben como

du,

- - 2—-—

Trr pt+25
— L 1dve o
lyy = —P-i-Z(;—aB +—7_—)
1ov,  Jug  ve
Too= Cagta —%)

Por otra parte, la ecuacién (1.15) se escribe en coordenadas polares

1d(ryv.) 1dvy 0
r o Or - rae

Esto nos permite introducir la funcién de corriente ¢ definida por

o b .

vg = __87‘ (1.-)7)
_ _1_%

v = r 08

Aplicando el operador rotacional a la ecuacién (1.14) y teniendo en cuenta (1.57) llegamos
a la siguiente ecuacion equivalente

A% =10 (1.58)

I.a ecuacidén (1.16) es de cardcter vectorial y se puede descomponer en las dos ecuaciones
sigulentes

T.g = 0 enf=nw
d? fz
Toy — Aa# en f=nx
dx
£n la segunda aparece un término de presion. La presién se puede eliminar derivando con
respecto a r y usando {1.14) escrito en coordenadas polares. Mds precisamente, la componente

radial de (1.14) es

or2 " rZ §6? + roor r2 88 2

Op (O (1L Ov 100 20w w)
o N
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Usando entonces (1.57) en las ecuaciones (1.16), (1.17) y escribiendo (1.58) en coordenadas
polares, obtenemos

2 10 1Y
—_ _— —_————— =0 0, X 0, 1.58
(87“2 T r Jr + 7 692) ¥ en (0, +00] x [0, ] (1.59)
=10 en 6 =0 (1.60)
vy =0 en =0 (1.61)

1 1
Pre — '3'%1’6’6’ — =t =0 enff=m (1.62)

r r

1 3 3 4 d?
—;;weee - ;Tﬁrre + F§¢r9 - ',31109 = —Uaﬁf(f‘) enf=mw {1.63)
donde hemos escrito f(r) en lugar de f(x) y hemos tenido en cuenta que B%F = —(f—r enf=m

Nétese que en (1.60) hemos hecho una eleccién particular para una constante aditiva arbi-
traria de la funcién 9.

Proposicién 1.2 Sex o € R. Para toda f € C2°(IR*) existe una dnica funcién i solucion del
sistema (1.59),(1.60),(1.61),(1.62] y (1.63} y tal que

/oo-r-%*?ﬂ 1~L_j—¢izd < o0 §d=r {1.64)
o 7 D=3 003 " Y= '

para i=0,1,2,3,4 y para j<i.
El valor de la funcion ¢, en 8 = © estd dado por la formula

: €)d.
ity = —ghi v, [ = (1.65)
Llir— ¢
donde [a] denota la parte entera de a, i.e. el mayor entero menor gue a.

La transformada de Mellin de la funcidn ¥ en 8 = n (ver (1.25)} se puede expresar en
funcidn de f como sigue:

et la.n.(_(_iA_:i— a+ %)rr) (1.66)

wa()\,’ﬂ') = (—————2(2)‘+a+ )

Demostracién. Paratodo A & IR, multiplicamos las ecuaciones (1.59) ,(1.60) ,(1.61) ,(1.62)
a1 - L ia—L i A—d . .
y {1.63) por rir—ztatd pid-gha pid-gta pid 2+“+2,r"\_§+a+3 respectivamente, integramos en
r desde 0 hasta infinito y después de realizar algunas integraciones por partes obtenemos

[(i)\+a+2_)2+%] K@A-l-a-k ) +6a—;2]1p =0 (1.67)

P =0 enf =0 (1.68)

a ~
55*{,&“ =0 en § =0 (1.69)
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82 A 1 ) 1 - |
[“WJF(“\“§+"+3)(3A”5+ﬂ+1)]'¢ =0 enf=m (1.70)

[‘3}3@? — (A - J4e+3) (A~ f+a+]) +4)8%} B = o

= —o(id-Lta+3)ir-L+at T enb=x '

donde ¥%(A,#) es la transformada de Mellin (ver (1.25}) de ¥ (r,8) con respecto a la variable
r. Ndtese que todas las manipulaciones son correctas en virtud de la hipdtesis de regularidad
(1.64).

La solucion general de (1.67) es

B (A, ) = Acos ((-M ta+ %)9) + Bsin ((i)\ ta+ %)0)

+{'cos ((z’/\+ a+ %}9) 4+ Dsin ((i)\+£;+ %)9) (1.72)

para —00 < A < 00,0 < 8 < 7 donde A, B, C'y D son funciones de A que determinaremos
mediante las condiciones de contorno (1.68),(1.69),(1.70) y (1.71).

Si denotamos
b=iA+3+a

s=sin{(id+a+ %)7‘:
c=cos|(iAFa+ ]E)r

v =26{6+ 1}{b+2)
podemos escribir (1.68),(1.69),(1.70) y (1.71} usando (1.72) como

1 Q 1 0 A 0
0 b 0 b+ 2 B|_ 0
be bs  (b+2)c (b+2)s C | 0 .
vs —ye s e D b+ (b LT
para el cual la solucion es
o ~a+41
b ‘Z}fi a+1 -
B=Y%Ytej (1.73)
A=C=0
Nétese que, en particular, en § = 7
- +a 1
WA, T = (ég—bfr H) tan ((iA +a+ 5)7’(’)
que lieva a (1.66). Por otra parte, por {1.27), obtenemos
~—aq ~a . 1 -
) = — (%f “)um ((1)\—1—&—{—5]71') (1.74)

Usando la férmula de inversién para la transformada de Mellin {1.26) se obticne tras algunos
calculos sencillos

; . =1 R v [T At ) 1
e (r, m) :hl!l_[:;o?; _Rd)\-r A3 H(Efr )ta.n ((e/\+a+§)7r):
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[ J
e
-R L R _ R ® R
—- —— — - —

ONONORONO

Figura 1.4: Deformacién de contorno en el caso u < 1

i 22 a0 (8 La(f) (1.75)

donde

Jonl / dX - i 1og(w) ¢ ((m ta+ ) ) (1.76)

El integrando es claramente analitico en A con la excepcion de polos simples en los puntos

Ap =i{a —n) 0,%1,+2,...
Si u < 1 escribimos J, g {u) como
:f+f+ fEJl‘!-Jz-!-Jg
I'_ & Polos

donde log contornos Iy y T'_g son como en la figura 1.4 y los polos en J3 son tales que
Im{A,) <0

Fvaluando J5 mediante cialculo de residuos se obtiene

oo
Js =23 elratlaltithlos(v) = o (y)(~atlad v

j=0 l—wu

Por otra parte, el comportamiento asintético de Jy y J; cuando R — oo nos da

—2rR
Jy = eiRlos(u] 1 yorf
e
. 1 6—2TTR
J __e—iRlug;(u) O
2 ogtm) + O iogtay)’
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L
@

. r./R @ r{{

¢ O
-R . R — -R @ Ri
I - .

® ]

L] *

. *®

Figura 1.5: Deformacion de contorno en el caso v > 1

En el caso v > 1 escribimos
Ja.ﬂ(u):/+/+ /EJ1+J2+J3
'y T_gr Polos

donde los contornos 'y v T'_k son como en la figura 1.5 ¥ los polos en J; son aquellos tales
que Im(A,) > 0.
Calculos similares a los del caso u < | llevan a

_,cos{Rlog(u)) e—27R
S+ Jy = 2—1-0_—7_5@_-)_—* +O(i10g(u)]

—~ _2 Z (—a+[a]-i)log(u) _ 9 (u)(—ﬂ+ f[af) _ %

) cuando R — oo

1—-u
i=1
Resumiendo, para todo # # 1 obtenemos
- —2mH
oy (atlal) ¥ 2co::(Rlog(t.L_)) o _ 17
JﬂgR(“‘) 2(”) l—u+ E ( j + (!10g(u)|) ( d )
e~27rR

= K{u, R)+ Of I—I—_T) cuando R — oo {1.78)

og

Nétese que K (u, R) es una funcién regular en « = L. Sin embargo, no es uniformemente
regular cnando R — oo, por lo que para tomar el limite cuando B — oo necesitaremos efectuar
un analisis mas delicado.

Es conveniente reescribir (1.75} como

%+ﬂ1 £

= lim -2 (j +[ ) =L+ (1.79)
R—+OO 477 DRl Ry —
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donde Dg, r, = {]R* \ [1’" - e‘Hl,r—i—e'R?]} v R < R{,R;. Los valores de By y H; seran
precisados mds tarde.
Se puede ver ficilmente de (1.76) que |J, r(#)| < C'R. Usando que f € C>*(R*) se sigue

. -R
inmediatamente que |f3] < O:};;E—a— que converge a cero cuando R -+ oo.
T

Por otra parte, usando (1.77)

e=2rR
. —2nkp . 1.80
I Rh—l;%o (Iu +0( it )) Rh_r’noo hu .

con

=iy, o0 () b ()

Escojamos ¢ > 0 pequeiio pero mayor que e ! y denotemos B (r) =[r —e,r + ¢

o o

el
dr DR[,RgﬁBe("') 4o DR1,R2\BG(T)

=I+ he

Escribimos

a

hiy = (5,6 - 100 (2) RN (t.7)-

A7 JDg, g, NBe(r) r

e f, () (G (1)

Noétese que {117 se puede escribir como

o eyFeL ¢
Iz = 5 fR’f\Bc(r)dE - fr(€) (;) ;1_:-5"

1
o £\ 2+l 1 cos(Rlog (&
2 g (6 i)
21 JRH\B.(r) r T log(})

La segunda integral de la derecha se anula cuando B — oo por el teorema de Riemann-
Lebesgue.

Separamos la parte oscilatoria de K (u, i) como sigue:

{1.82)

4Sin2 Rlog(n)

U
K(u,R) = — : + (w)(ateD M) _
O] \J.UB((L) ( I —u
B 4sin2!——!—lRJG;g )

o () + O(1) = S{u, B} + O(1) cuando u — 1 (1.83)

Seleccionemos 1y y Ry de modo que min (R4, ;) > Ry que satisfaga la siguiente desigualdad
para cualguier valor fijo de e

/DRI,R;»”Bs(r) @ (é) o 5 (% R) =0 (1.84)
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Es facil ver que tal eleccién es siempre posible.

Teniendo en cuenta {1.83) y (1.84) obtenemos que el segundo término de la derecha en (1.81)
se piuede estimar por C'e para R suficientemente grande donde la constante (¢ depende de f y
r, por tanto, este término se acerca a cero cuando ¢ tiende a cero.

Por otra partte, el primer término a la derecha de (1.81) se puede estimar por (¢ para R
suficientemente grande usando el hecho de que f,. es diferenciable.

Resulta por tanto que el Unico término que permanece en (1.81) v (1.82) es, cuando € — 0,

_ $+la]
lim 1y = lim _—",/M\B( 16D (é) ! (1.85)

c—0 27 I'—f

Usando (1.79),(1.80) y {1.85) obtenemos (1.65)
I'inalmente, las estimaciones (1.64) se obtienen usando (1.72) y (1.73}, donde después de
algunos cileulos sencillos dan:

Rl 2 & o ]

l ()k'—'j y 00 -
/f; pRa+2k - Mv iz dr < C .j_ ' dX Ifrfv 1) (A) ]2

Las cotas en el caso de derivadas con respecto a € se obtienen de manera similar.d
Probamos a continuacién que el operador T° definido en (1.65) es acotado en Z7,.

Proposicién 1.3 Para todo f € C se ticne la siguiente desigualdad
NT Al zs, < ClZ2, (1.86)

Ademds, el operador T' admite una iinica extension continua a Z}, y (1.86) se satisface para
todo f € 73},

Demostracion. Fs una simple consecuencia de la definicién de T en (1.65) asi como del
Lema 1.1.0

Supongamos que (f, ¢} es una solucién de (1.59) ,(1.60) ,(1.61) ,{1.62) y (1.63) y que (1.64)
se satisface, asi como |{f,{| 7+ < oc. Entonces, usando (1.65) en (1.18), obtenemos la siguiente
ecuacion integrodiferencial para la frontera Jibre:

s 0 g ntg 1
o iofe =~y [Tae g (5) T A (1.87)

con » un entero arbitrario, Jy positivo, negativo o nulo . Toda solucién de esta ecuacién es
solucidn de! sistema, (1.14}, (1.15), (1.16), (1.17} y (1.18}. Reciprocamente, dada una solucién
de (1.87) podemos obtener una solucidén de {1.59), (1.60), (1.61), (1.62} y {1.63) gracias a la
Proposician 1.2.
Nuestro proximo objetivo serd el anélisis de la ccuacion (1.87).
En primer lugar estudiamos algunas soluciones estacionarias de la ecuacion {1.87). Se puede
ver facilmente que la funcion
C n+l-p
- , 1.88
L) = (1.8%)
con C una constante arbitraria, y p dado por

l 2130

p== atctan{—) {1.89}
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satisface la siguiente ecuacién integrodiferencial

a oo E
Ty [T o (5) e =0 (1.90)

En efecto, ohservemos que

SV e e (5)" = Ve o () =

= geev [Tt -
Gy o 1—1
e (L - )y = oo =

donde hemos usado

o —L_ 1
V.P./D dr-(r)"27* = 7 (cot ((——Q-—p)ﬂ'))
que se puede obtener integrando por residuos tal y como hicimos en la demostracién del Lema
1.1.
Las soluciones (1.88) coinciden con el comportamiento asintético cerca del origen que ha sido
obtenido para las soluciones estacionarias (ver [17] y [46]). Las soluciones menos regulares cerca
del origen son

1-7

f=r1"? (n=0) s B <0

f=r*" (n=1) sifh>0

La eleccién de n en (1.91) tiene algunas caracterfsticas interesantes. Notemos que como

p < 0 para ffg < 0y |p| < 1 la eleccién (1.91) define una frontera plana cerca del punto de

contacto (i.e. angulo de contacto igual a cero). Por otra parte, con esta eleccién obtenemos que
la tasa de disipacién de energia que esta dada por

2
dil. 1 dv;  Ov;
PrERREY (amﬁami)

(1.91)

es finita si D es un entorno del origen. La eleccién de n en (1.91) es la que corresponde a una
menor tasa de crecimiento cuando r — co y al mismo tiempo presenta una tasa de disipacion
de energfa finita, un hecho que sera 1til a la hora de llevar a cabo los argumentos perturbativos
para el problema no lineal completo.

A continuacién estudiaremos la ecuacion integrodiferencial (1.87) con n = 0 para fp <0y
n = 1 para 3y > 0, y obtendremos soluciones para el problema de evolucién que, como veremos,
se comportan como las soluciones estacionarias de (1.91) cerca del origen.

1.4 Estudio de la ecuacién integrodiferencial de evolucién para
la frontera libre

1.4.1 El caso en el que la velocidad de substrato es negativa o nula (3, < 0)

[in esta seccidn analizaremos el problema lineal (1.87} en el caso particular n = 0.

fom—geVp [ de- g (g) g bl (192



30 1 Un problema de frontera libre para cl sistema de Stokes con lineas de contacto

con dato inicial
f(r.0) = fo(r)

Sera conveniente desde el punto de vista técnico estudiar el problema (1.92) como una
ecuacion de evolucién abstracta de la forma

fr=Af
donde 1
a o §\ 2 Of
Af=~-—V.P. (L == + [0, 1.93
f=—gevp [Tae (3) 7 o s (1.93)
Usaremos como herramienta técnica la teorfa de operadores sectoriales. Para ello comen-

zaremos analizando algunas propiedades del operador A en los espacios Z7,.

Proposicion 1.4 Supongamos quev—s > % y0<s < ]5—,0, s F % El operador A : Z;"‘V — ZF,
definido mediante {1.93) con dominio D(A) = ZI,,QZ;_WH es un aperador cerrado con dominio
denso.

Demostracién.
Es inmediato que D(A) es denso en Z}, va que contiene las funciones C2° que son densas
en ZF,.

Nétese que para f € O

AT (N = 3 (cot (iA = s)m) + tan(mp)) J.°(3)

Se deduce entonces que

o0 2
IAf1%s :L dA(1+ [A)> =

/ dr-rATETAS
4]

= (%)2 [_D:O AL+ AN [cot ((iA — 8)7) + tan (mp) UOOO dr r'i’\_%‘sfr;Q

Usando entonces que
1 - 2 '
il < leot ((iA — s)7) + tan(mp)|” < C
para A € IR, se sigue entonces inmediatamente que

oo . 2
[t < Clanly, (9
0 8,0

1 o0 ,
SASIs, <A, = [ aaqx?

Por otra parte, combinando {1.27} y (1.29) se tiene que

SN, <, < ClA (1.95)

s 1,04+1 s+l

Usando (1.94) y (1.95) obtenemos que la norma natural en D{A} dada por

I lpcay = Nl zx, +11AFN 23,
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es equivalente a la norma de espacio de Banach W = Z}, N Z;‘:H v

Wl = 1 F N ze, + 1AW 2

a4 1,041

Esto implica que el operador A : D(A) C Z}, = Z], es cerrado.C
Ahora queremos estudiar la resolvente del opelador A, lo cual equivale al estudio de la
ecuacion

(A4 =) = f (1.96)

para z complejo.
Teniendo en cuenta la definicion del operador A podemos escribir (1.96) como

-311/.19. /00 e - F. (¢, 2) (;::) : r—iE + BoFrlr, 2) + zF(r, z) = flr) (1.97)

donde F € ZF, NZE, .1 v fe Z}, . Las soluciones de la ecuacion (1.96) estdn dadas por el
siguiente resultado

Proposicién 1.5 Sea f(r) € Z}, con0<s <l —p s+# 4.

8,
Entonces, para todo z € C\ {z z= ei“’”f £ c RY} eziste una dnica solucion F(r,z) del

problema (1.97) en Z}, N Z} | .. Ademds la transformada de Fourier de F estd dada por

[ 2 —~Tpr 1 T
F(k,z) = = cos(rp)e ST PR (r_(k)q_(k,z)Hf(k))+ (1.98)

donde (-), se define como

(), =5 (T4 i)}

ry (k) = (k)}°

(k) = (k)"

donde (k)1* es como en (1.19) y (1.20).
Ademds, sip — 5> % entonces se satisface la siguiente desigualdad

¥z, < Wz,

para arg(z) € [am, (2 - a)7] donde o = 1 (% + [pi)

En la demostracién de la Proposicién 1.5 se usa de forma esencial el método de Wiener-Hopf
para obtener (1.98). Dividiremos la demostracion de la Proposicién 1.5 en los signientes lemas.

Lema 1.5 Sea p(k,A) la funcion

2 A
R R

Definameos la funcién g{(z, A) come

1 e log(p(r
(Z A) —_— e?ﬂ'l — e E—r T
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donde se escoge aquella rama de log(p(k)) tal que

lim p(k,A\) =10

(koo

La funcién ¢(z, A} es una funcion holomorfa respecto del arqumento z en la region C\ IR y
tiene los siguientes limites cuando z se aproxima al eje reul:

g (k) = lim gl + iy, X) = (p(r))=F /100800 (1.99)

La funcion p(k, A} admite la siguiente representacion

4+ (ka )\)
Pk, A) = e 1.100
(*.2) q- TR ) (1100)
Ademds, las funciones gy (k, A} poseen la siguiente dependencia funcional
A
g+ {k, A) = Qs Slgll(k)) (1.101)

|41

y se tienen para las funciones Q4 y para arg(u) = 6 # +£np los siguientes comportamientos
asintoticos:

1
ion (k) ~ g+(8) |u]277 cuando |u} — oo 102
@+ (u,sign(k) { i cuando |uj — 0 (1.102)
S con () . o 9-00) |l u {‘%"’ cuando |u| — oo
Q- (v, sign(k)) { 1 cuando {u| - 0 (1.103)

donde g+ () son funciones suaves para 8 # trp.

Demostracién. La descomposicion en (1.100) donde g son como en (1.99) se sigue del
teorema clasico de Cauchy para funciones analiticas (ver por ejemplo el teorema 8 en la pg.192
de [26] o el Capitulo primero de [40]). Las férmulas (1.99) son consecuencia de las conocidas
férmulas de Plemelj-Sojotski

i, (e +iv) = (37 % 5115 @)

aplicadas a f = log(p). Nétese que f tiene una singularidad logaritmica en k = 0. No obstante,
esto no es obstéculo para la existencia de la transformada de Hilbert de f.
La dependencia funcional {1.101) se prueba teniendo en cuenta que

ge(A k) = lim (ermr /AL (1.104)

e~30+

donde

oo log(l— isign /\an'n' ) 7o A
I(’\’Z):f_oo ‘”ff{t“ GoED e [(l ‘,drg( )

A continuacién obtenemos los comportamientos asintéticos en (1.102) y (1.103). Para ello
probamos la siguientes férmulas para €)+:
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) % sign{k)— £

(%3 .
(1 + sign(k)(l—itan(ﬂ'p)) _ sign(k) f" Tog () . 3

Q4+ (u,sign(k)) = T Tt ¢ 7 40 T-(A-:tan(np)) (1.105)
(1“sign(k)(1-ll-titan(7rp))) P i
51gn
Q- (wsign(k)) = s 1() e PR RS (110)
2

(1 (1+ztan(7rp )
Nétese que (1.105) y (1.106) implican el comportamiento asintético en (1.102) y (1.103).
Para probar (1.105) y {1.106) derivamos I{}, z) con respecto a A para obtener

a:g,\, 2) f 1
(1 -+ 2sign(€) tan(wp) [£])(z ~ §)

y después de algunas integraciones elementales deducimos que

(‘)I!/\zz!_ 1 1

dg

IX A= (1 fitan(rp))z (o8 ~los(N) + Tty es () — log(2) +
. 1 .
+ Flljlo ( T it {log(A — (1 + itan{mp))R) — log(z — R)} — (1.107)
1

" z(1—itan(mp)) + A {log(A — (1 — itan(rp)) R) — log(z + R)})

donde log(z) = log |{z| 4+ ¢arg(z) con 0 < arg(z) < 2.
Teniendo en cuenta (1.104), solamente tenemos que calcular

611_1}(1) T(A,sign(k) £ ie)

Primero analizamos T{A,sign(k) + ie).
Nuestra eleccién de la rama de la funcién logaritmo implica

] 1 . irp
Rlirrnoo (/\ — (14 :tan{mwp))= {log(A = (1 +itan(rp)) F) - log(z - R)}) T (1 +itan{mp))z
(1.108)
Por otra parte
. 1 ) w(p—1)i
Rh—r>noo (A zZ(l —itan(mp)) + A {log(x = (1 —étan(mp)) R) — log(z + R)}) z(1 - itan(wp)) + A
(1.109)
Llevando (1.108} y (1.109) a (1.107) y usando (0, z) = 0 deducimos
u 1 1
1) = [ (S rrmamas (o5 — o8O + sy (o) — log(a)) +

N iTp m(p— 1)t )

A—{l+itan(mp))z  z(1 ~itan(mp)}+ A
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Particularizando para z = sign(k) + ¢ y tomando el limite cuando € — 0% concluimos que
I(u,sign(k)) =
_/ ( 2sign (k) log(A) . 7 (—sign{k) + p)t 4 m{p — 1 +sign(k)):
1 — (A—zttan{mp))?  sign(k)(1 — itan(wp)) + A A —stgmtE{t=7tantrp)
y después de llevar a cabo las integraciones obtenemos (1.105).

Por otra parte, en el analisis de T(X, sign(k) —i¢) cuando € — 0% | haciendo cilculos similares,
llegamos a

. 1 . . LT _ imp
R]f::o (,\ {1+ itan(mp))= llog(A = (1 + itan(mp)) ) — log(z RH) A~ (1 +itan(mp))z
y

. 1 ‘ . B T(p+ 1)
Rh_r:(])o (— z(1 —itan(wp)) + A flog(A = (1 — i tan(mp)) ) — log(= + R)}) (1 —itan{mp)) + A

y usando I{0, 2} = 0 deducimos de (1.107)

1
tI=—rtan(wp}) + A

u 1
ruz= [ (,\ e — (log(z) — log(\) +

— {1+ ;r,ta,n(ﬂ'p)) (1Og(’\) —lOg(Z))-{—

+ P m{p+1}i )

— (1 +itan(zp))z  =z(1 —dtan(mp)) + A

En particular, para z = sign{(k) — i¢ y tomando el limite cuando ¢ — 0% concluimos que

e adign(b)log(h) | w(—sien(k) - p)i  w(pok 1+ sign(h))i
T, sign(k)) = /0 (1 ~ (A —ttan(wp))? + {1 —itan(zp))+ A + hﬁﬁrﬁzrr#pﬁ) dA

que conduce, después de la integracién, a (1.106).0

Observacién 1.1 Ndtese que de (1.102) y (1.103) y para & > 0 arbitrariamente pequeno, existe
C > 0 (que depende de §) tal que

o
lg-| < T
(9
1 '
-+

RO

uniformemente en el sector arg(A) € [7|p| + 8,27 — = |p} — &].

El siguiente paso consiste en transformar la ecuacién (1.97) en una expresién que nos resultara
mas atil.

Lema 1.8 Las funciones f € C° y I' € Zf, N /s_*_1 ,41 para algin s € (0,%) satisfacen la
ecuacion (1.97) si y solamente si salisfacen
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2Fo(€,2) - %V.P. /:O F&,x)=  (1110)

- —ﬁvpf dg—f

Demostracién. Multiplicamos la ecuacién (1.97) por r* \=5ts e integramos en la variable r
desde 0 hasta co. Esto lleva a

(—%tan ((i)\ - % - 3),7) +ﬂ0) 1:*';—5 i s — f—s

Teniendo en cuenta que s € (0,1) y tan ((i)\ -2 s)n‘) # 0 para A € R podemos escribir

fed ~

~—5 3 ——5
_—51'} + g cot ((iA 5" s)vr) F. 4+ zcot ((z’)\ — g - s)w) F73 = (1.111)

= cot ((iA - g - s)a‘r) f

Por otra parte, hemos probado en el Lema 1.1 que

/00 dr . pir—i—s (l
0 T

Podemos efectuar ahora la transformada de Mellin inversa en (1.111) y usar (1.112) con g
tomando los valores £, F, f respectivamente para obtener que (1.97) implica (1.110). Reciprocamente
(1.110) implica (1.97) como se puede demostrar de forma andloga.O

A continuacion reescribimos ta ecuacién (1.110) en términos de las transformadas de Fourier
de las funciones F'y f. Asumiremos que estas funciones, asi como F, estdn extendidas como
cero al semieje real negativo.

(5)) = —cot ((iA -2- s)n) i (1.112)

Lema 1.7 Dos cualesquiera funciones f € C* y F € ZF, N J:'_H w41 Para algin s € (0,%)
satisfacen la ecuacidn (1.110) si y solamente si verifican

2

(1 + isign(k) tan({mp) — %m) f:';(k, z) = %

(HF(k) +G-(k)) (1.113)

F(r,2) = / dEF, (€, 2) (1.114)
0
donde G'_ (k) es la transformada de Fourier de una cierta funcién definida solamente parar < 0.

Demostracion. Definamos la funcidn

g-(r) = fos
-

ZF,-(&,Z)

_éz'p(gvz)_

—%V.P.fow de - r—iéf(é) para r < 0

g-(r) =0 para r > ()
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entonces la ecuacion (1.110) es equivalente a

—%Fr—ﬂoHFr—zHF:—Hf—g_ en I? (1.115)

Nétese que G (k) = - (k) es una funcién analitica en el semiplano complejo {lm(k) < 0}.
Por tanto, (1.113) se deduce tomando la transformada de Fourier de {1.115), ¥ usando el
hecho de que tan(mp) = %D

Lema 1.8 Las funciones f € Z}, y F e ZF,NZ} | .\ para algin s € (0,3) satisfacen (1.113)
y (1.114) si y solamente si:

S rpi 2 1 U |
F(k,2) = i cos(mp)e ™™~ ETIROTROE (T_(/rg)q_(,‘rc,M,)s.gn(fc)f(k))+ (1.116)

donde (-), denota el operador de proyeccién sobre L%

(F)y = 5 (U 4ill) £

Demostracion. Demostramos este resultado usando la técnica cldsica de Wiener-Hopf.
Es sencillo verificar la siguiente identidad

.. o 1 €7rpz' r+('l")
(1+ isign{k) tan(rp)) = cos(wp) r_(k)

(1.117)

donde ry (k) = (k)" r—(k) = (k)" se definen como en (1.19) y (1.20).
Usando el Lema 1.5 obtenemos

K

2
T o k| {L+¢sign{k) tan{xp))

2

2
(1 + isign(k) tan(rp) — -

Pl

| &

= (1 + isign(k) tan(wp)) (1

1 rm‘7‘+(’%‘)q+("‘7’Z]
cos(zp} r_(k}q-(k, z)

Podemos escribir entonces (1.113) como

—

re(k)qy (k, 2) o (k, 2) — gcos(i'rp)e"”i (r_(k)q_(lc, z);q"}(k))+ =

= %cos(‘frp)e—rpi (r_ (k)g—(k, z)m(k)) _+ é cos{mp)e” ™ r_(k)q_ (k, 2)G_(k) (1.118)

Como F, = 0 para r < 0, E,.(k, z) es analitica en el semiplano complejo superior. Entonces
el término a la izquierda de (1.118) es analitico sobre el semiplano complejo superior y el de
la derecha es analitico en el semiplano complejo inferior. Por tanto, ambos términos deben ser
idénticamente nulos. Se tiene entonces que

e 2 1

Br(k, 2) = cos(mp)e ™ oo (r-(k)q-(k, z)Hf(k))_l_ (1.119)

y usando que F, = —ikF y Hf = isign(k)]. se obtiene {1.116).0
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Observacion 1.2 Los comportamientos asintéticos de g dados en (1.102) y (1.103) implican
que (1.116) define una funcién continua F' como puede verificarse a partir de la ezpresion de
la transformada de Fourier inversa. Ademds, F k,z) es analitica para Im(k) < 0 por lo que
F(r,z) =0 para r <0, de donde por continuidad F(O, z)=0.

Lema 1.9 Dada f € C° yv—s5 > 1, las funciones definidas por (1.116) pertenecen a Z},, para

todo 0 < 5 < %Jr |pt. Ademds, para todo & > 0 arbitrariamente pequeno, existe una constante C
que depende de & tal que

IEellz2, < Clfll+, (1.120)
C‘
£l 72, < H /1l 25, (1.121)

uniformemente en el sector arg{z) € Iz |p| + 6,27 — = |p| — §].
Demostracion. Nétese que (1.116) se puede escribir como

]3(19, z) = (ZL—IQﬂIré,sign(k))

()17 (k)2

(pkﬁB(g,sign(k))"(k)) (1.122)

+
donde

1

e N H Ok
A4(& sign(k)) = costrpremr 2N D)%
+ el = e e e wiga ()

LS

E:E.in :—(Z'l sign sign
B(-, sign(k)) T gn(k)r-(- )Q (Ik'l gn(k))

Se puede comprobar inmediatamente, usando (1.102) y (1.103) que para v — s > %, AL v B

satisfacen las hipétesis del Lema 1.4 uniformemente en z. Por tanto

C
Mz,

uniformemente en el sector arg(z) € [ lp| + 6,27 — 7 |p| — 8].
Por otra parte, podemos escribir {1.119) como

1 4, <

e si - g~ sign f
Br(ky2) = A, Cosign(k) sy (72 B sk 0] (1.123)

con

Vs .2 1

sign(k)) = %'CUS(WP)e_ﬂpt;Q+(1%‘,sign(k))

NIPS‘-

B sign (k) = %fﬁ—)w}“mr_(w (i sien)

De nuevo Ay y B satisfacen las hipétesis del Lema 1.4 uniformemente en z y por tanto
(1.120) se sigue inmediatamente.O
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Fin de la demostracién de la Proposicién 1.5

Dada f € (', (1.116) define una solucién de (1.97) por los lemas 1.6, 1.7 y 1.8. Dada
una funcién f € Z;fu con 0 < s < 217 -—p 5 F % podemos aproximarla mediante funciones
en C2° y usando las estimaciones del Lema 1.9 obtenemos que (1.116) define una solucién de
(1.97) mediante un argumento de densidad. Por otra parte, por los Lemas 1.6,1.7 y 1.8 la tinica
funcién F solucion de la ecuacién (1.97) tal que F € Z}, es FF =0, lo cual prueba el resultado
de unicidad de la Proposicion 1.5.00 ,

Podemos usar fos resultados precedente para resolver la ecuacion (1.97) para una clase amplia
de datos iniciales

Teorema 1.1 Fijemos s € [0, % + |p1) s # -15 ¥ sea v — s> % El operador

+ ﬂoar

T [T (8 O
A_mgV,P.]O dg.(;> 2,

con dominio D(A} = {f €z, f ¢ ZF, t es sectorial en Z1,.

Demostracion. El operador A es cerrado en virtud de la Proposicién 1.4 y (1.94). Ademas,
(1.121) implica

¢4+ 971 < s, (L124)

uniformemente en el sector arg(z) € [7|p| + 8,27 — 7 |p| — &] y esto prueba el teorema.l
Podemos ahlora usar los resultados clisicos de la teoria de operadores sectoriales (ver [24])
para obtener los siguientes resultados:

Corolario 1.1 Eloperador A es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico de evolucion
{e“”} oo’ Ademds se verifican las siguiente estimaciones:
t

“emeZiu < Clfllys, (1.125)

“Anemf" 2, S - I/

< =Sl s, (1.126)

Corolario 1.2 El semigrupo e?? tiene la siguiente formula de representacion
eV f= e [ dz-e (A4 2)7 S

donde ~ es un circuito en el plano complejo que permancce a la izquierda del cono contenido
entre las lineas (§ + 5oi)€ (0 < & < o0) y que tiende asintéticamente a +oce®? con 8 €

{— arctan (20&) ,2m + arctan (2%))
Combinando (1.126) con (1.94) se sigue que
Corolario 1.3 La funcién f(-,t) = (e f)(-) € C™(0, 00).

Podemos usar los resultados previos para obtener alguna informacién acerca del compor-
tamiento asintdtico del la funcidn f(r,t) cerca del origen
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Corolario 1.4 Se satisface la siguiente desigualdad:

K
A f < Tz, (1.127)

1
—s5—3

sup r
re(0,1)

Demostracién. Por (1.126) con n = 1 y (1.94) se tiene que

(/OO dA(1-|- |A|2u+‘2)

Recordamos ahora la isometria entre los espacios ZJ, srlutt ¥ H*t{R) dada por {1.30) que

TR0 ) <l (1.128)

combinada con la inclusion clisica H¥T! ¢ L™ lleva a la estimacidn

e (et ) ()] < K,

que implica (1.127}.0
Serd util mas tarde (en el andlisis del problema no lineal) tener una férmula de representacion
para AF en funcion del dato inicial f. Por conveniencia definimos

v(k) = 1+ isign (k) tan(xp)
Probamos entonces el siguiente Lema:
Lema 1.10 Supongamos que f € C*( IR*). La solucién del problema lineal (1.96) dada por
(1.98) satisfuce
: (
(—tk)ry (kg (k, 2)
Demostracién. Teniendo en cuenta que f € C°( R™) obtenemos que f(k) decae mas
rapido que cualquier potencia cuando |ki — oo para Im(k) > 0. Usando la analiticidad de
ry(&)gy(k, z)(—1k) en Im{k) > O se puede obtener:
- 1 ~
= Bygp(k, 2)(—ik) f(k)) =K
= G @ (=i )
Usando la definicién de (k) asi como (1.100) y (1.117) tenemos

L ro(klgy(koz) . = ~
T (T S k) -

+
1

— costmp)e (rm(k)q_(k,z)(—ik) (7(k)—m—) (k ))+ (1.130)

-~

La representacién en version Fourier de la transformada de Hilbert (i.e. E.\f = {sign(k) f)
conduce entonces a

AF = cos(frp)e_””i r_(k)q-(k, z)(—ik)7(k)f(k))+ (1.129})

K=

1

K = cos(mp)e ™™ e (r-(R)a-(k, ) (=ik)y () k) +
ta Cos(frp)e'”‘oi% (_ikm(z)m]{, 5 (r-Rg (k) T (8)) (1.131)

Nétese que el dltimo término a la derecha de (1.131) coincide con F(k, z) por {1.98), y
entonces

J(k) = cos(mp)e™""" .

ey = 0a- (e 2) =Ry y (R)F(R)) | +2F (b 2

Por tanto, combinando esta férmula con (1.96), se obtiene (1.129).0
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1.4.2 El caso en el que la velocidad del substrato es positiva (3, > 0)

Como se indicd en la Seccidn 1.3, en el caso Fy > 0 estamos interesados en resolver la siguiente
¥

ecuacion .
o "o0 ryz 1 ..
fo-tote=—gvr [T () g (1132
con dato inicial
f(r,0) = f(r)
Estamos interesados en construir soluciones que satisfagan
floy=0 (1.133)

Podemos reducir el andlisis de (1.132) al anélisis de (1.92). De hecho, derivando (1.132) con

respecto a r obtenemos
1
g e ry2 1

rt — = ——V.P. de - -] — 1.134

o= ot = =3V [Tt £l () (1.134)

que coincide con la ecuacién (1.92) para la funcién f.. La solucién de (1.132) se obtendrd

integrando la solucién (1.134} (comenzando en r = 0). La ecuacién de la resolvente es entonces

o vp [T Foen (D) , 35
g [Tt Rt (B) g ol )+ 52 = () (1.135)

Podemos repetir el andlisis llevado a cabo en el caso Sp < 0 para obtener la funcién f. y
luego deducir f por simple integracion junto con (1.133). La principal diferencia es que en este
caso el niimero p definido en (1.89) se encuentra ahora en el intervalo (0, %)

Deducimos los siguientes resultados cuyas demostraciones son ligeras modificaciones de las
dadas en la subseccién anterior.

Proposicién 1.6 Sea f(r) e Z1, con 1 <s <S3-ps#Fl
Entonces para todo = € C\ {z z= ei“"”f f c IRt} e:c;ste una dnica solucién del problema
(1.135) en Z}, N ZE | 11 Ademds la transformada de Fourier de F estd dada por:

5,0

-~ i 2 1 ) N
(B (k, 2) = con(mple™ e (r-(k)g- (b, VH LK) ), (1.136)

Por otra parte, siv — s > %, entonces se verifica la siguiente desigualdad

||fr||z+

o

||FT|[Z+ = i I

para arg(z) € [am, (2~ )] donde o = % (L +p).

Teorema 1.2 [ijemos s € [1, % - p) 5 £ % ysear— 8> % El operador

W

T ke £ i3 ,
A= ~§V.P.f0 de - (;) £+ 0,

con dominio D(A {f ezt : fre Zj:y} es sectorial en Z),.
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Corolario 1.5 La funcién f{-,t) = (e* f}{-}) € (0, 20).

Podemos usar al igual que en el caso fg < 0 los resultados precedentes para obtener estima-
ciones sobre el comportamiento asintético de la funcién f(r,t) cerca del origen.

Corolario 1.6 Se verifica la siguiente estimacion

_i
sup 7 %72

A< Wz, (1137)
re(0,1) '

Finalmente, es posible probar un resultado andlogo al del Lema 1.10 para el caso 3y > 0:

Lema 1.11 Supongamos gue f € C°( RY). La solucidn del problema lineal (1.134) dada por
(1.136) satisface

11 —pi 1 " N
A, = cos(mp)e ™ s (r—(k)g-(k, 2)( zk)v(k)f,,(k))Jr (1.138)

1.5 Estimaciones refinadas para f(r,t) cerca del punto de con-
tacto

Las estimaciones {(1.127) y (1.137) no son éptimas cerca del origen. En esta seccion obtendremos
algunos desarrollos asintéticos mas detallados para la frontera libre f(r,t) cerca del punto de
contacto r = 0.

1.5.1 Formacion de angulos en el caso 3,=0

Teorema 1.3 Sea 8y = 0. Supongamos que el dato inicial fo(r) pertenece a D(A) = Z;’fy n
Zl 1 vy1- Sea f(r,t) la solucion de (1.92) definida por el teorema 1.1. Entonces

C
170,01 < S [l ollpgay (1.139)

Mids ain, v,(0,0,t) =0 para todot >0 .
Si fy tiene una derivada nula en el origen y ademds

[ asig?

Jot€)] < o0 (1.140)
entonces f.(0,t) tiene el comportamiento asintético

£(0,8) ~ BVtlog(t) + O(v1) cuando t — 0% (1.141)

—————

donde B = F%e"‘"%/"F(l/?)(ffom d¢ - 5(5)4%- Fol&}).

Ohbservacion 1.3 Nétese que ef significado de este teorema es que para una clase muy amplia
de datos iniciales, para los que la interfase forma un dngulo de contacto T ent = 0 se forma
para t > 0 un dngulo de contacto distinto de =.
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Demostracion. Nétese que la férmula {1.98) se puede escribir como

Frmtin, (<2 [ de e (62 TH) ) =

o g{wy, z) 278 J - we — ¢

—tim, (<250 [ e € 2R +

e—0t o 27w,

+ 1im (—f (q (wlﬁz) - 1) T j dE - (E,z)ﬁ?o(f)) +

. 2 1 o g - ~
sim (o [ et (e 0 T)) -
:Jl(kaz)‘F-fz(k,Z)-i-Ja(kaz)

donde w, = k + z¢.

Observemos ademds que las funciones Jy(k,z) v Ja(k,z) admiten una extensidn analitica
a Im(k) > 0 y decaen a cero cuando |k| - oo mads rdpido que IF}’J Entonces las transfor-
madas de Fourier inversas Jy(r, z) v Ja(r, z) son continuas y se anulan para r < 0. Por tanto
lim, o+ (F-(r,2)) = lm, g+ J1(r, 2} donde J((r, z) es la transformada de Fourier inversa de
]1 (ka Z)

Podemos escribir

1 9 1 “oo-ie . 1
Jir2) = i 1z d .-““""—/ ieq_(€.2) )
)= dim (ot [ e L [ ka6 )T
w=k +} i

Calculando la integral en w por residuos (deformando el contorno de integracién como en la
figura 1.6 y haciendo KB — oo} obtenemos

Ti(r, 2y = ~ﬁ§ [ dea (e TTole) parar >0
.
Ji(r,z)=0 parar <0
Por tanto
O O Y Y.
1070 = = (5 [ as e =2 [ dea-e. 9 Tute)) (1.142)

donde el contorno v rodea el semieje real positivo. Obtenemos facilmente a partir de esta
expresion las estimaciones

FODI<C [ disf -0 JIRSAGRIE

<C [ aelml< G ([ ae e i) ) ( [ ﬂﬂf_%_r) )

1

< ‘f‘ (”follz:r,u + Ilfn,r-llz;q,,) (1.143)
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Figura 1.6: Deformacién de contorno para evaluar Jq(r, z)

donde hemos usado para la segunda desigualdad la acotacidn de |g— (&, z}| ¥ en lailtima hemos
usado el hecho de que 0 < s < L. Esto prueba (1.139).

Por otra parte, nétese que ¥,(0,¢) = (Af){0,t). Usando la transformada de Fourier inversa
deducimos

cbr(o,t):%f_m Af (k1) - dk (1.144)

Podemos calcular Af(k t) usando {1.129). Nétese que teniendo en cuenta los comportamien-
tos asintoticos de ¢+ (K, 2), r4(k, z) cuando |k] = o0y ]k] —+ 0, deducimos que la funcién AF(k z)
es integrable en la variable k y decae mas rdpido que lkl F mdlmente, AF {k, 2) es analitica en el
semiplano superior y deformando el camino de integracién en (1.144) obtenemos que v,.(0, ¢} = 0.

Usando (1.101) en (1.142) y haciendo el cambio de variables £ - z — z deducimos

00,8 = — f de (i sign(€)) €] Fol€ [d@ e~2 2RI (2, sign(€)) (1.145)

Teniendo en cuenta el cambio de signo de la rafz cuadrada a ambos lados del semieje real
positivo deducimos, después de varios calculos, que en el caso sign(€) = 1

[032-6*2%['5“@ {(z,1) = mie” Tl /21T -I—fo 1+E Siee = Jo TR
FY

_/‘00 dr o Elelr — Oz%ds___
0 Vi+zx
. _a . a
= wie” FEI/2e 13 +Wl(§(£|t) (1.146)
donde .
4] %f% d:r

e TT!

= 2z
Wi(a) = V.P./D et

y para sign{€) = —1 podemos escribir
f dz - e‘zglﬂfQF(z, -1 =
oy

= wie” T2 E 4 Wy (= |Elt) (1.147)
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donde

1 % log (=
—ar TR Jp 1“52d3d.17

. o 2z

Estudiamos ahora el comportamiento asintético de las funciones Wy, Wy cuando a tiende a
cero,

Escribimos Wy(a) en la forma

rfa log(s
W, (a) = e LR

ivp[oo ML(.
Vi h VaTile-o

a-e 2$ 1 zfa i_gi_ld_s OO 21‘ ﬁ;f—tl‘alo B ds
hln i (/ —— e e F Tt Jo d O — "T'e wi Jo 1—s dﬂ:) —
=0 /2 \/a+1:§a~;r!ﬁ ‘ + ate \/E—I——x(a—m)e

:3{_% (IIC + IZC)

Haciendo el cambio de variables z — za obtenemos

1—efn o T log(s) 5o
e = 2 Te 7 Jo 15 “dx (1.148)
0 V14 .‘L‘(l —x)
Por otra parte
zfa log(s)
foe = — L A et T Ay =

V Jaye /1 +a/z(l -~ (L/T

| el o 2 1, rja] E! j
_L __2_/[‘?__ 1+ i+ jfl? (;’_TB_‘ =i Jo dsdz‘
\/E ate v/ 1+ ﬂ,/.'l’,' d

_A zfa ‘Jles 1 00 W;(-a-)-z frjal
1+ - T g 2 dp— —EL_emFe T ™ o e =
g Vil Jizajel-—¢

T

il

=18 4 1Y

donde

I(z) [m l (J e“ I OI ]]—z[' dsdl‘
1+c/a :c\/1 +xl—z

Nétese que Kf{a) = hm.,o(f1. + Iéc)) se puede escribir como

K(a) = V.P./ g(z,a)dz (1.149)
0

donde g{z, @) es una familia de funciones uniformemente Lipschitz que satisfacen la cota |g(z, a)} <
1—;5375 . Ademds, derivando K'(a) se obtiene facilmente

iy p, [
da 0

‘ 19(1‘, ajdx

, de

dK
y teniendo en cuenta que |zg(z,a)| < Cz~ 12737 phtenemos finalmente que | =
donde integrando respecto de la variable & deducimos que

K(a)=C,+0O(a) cuandoa—0 {1.150)
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para alguna constante apropiada C'y.

Por otra parte, denotando K(a) = lim._p ];:), es facil deducir
—_— 1 oo 9 1 xfa 10 sl 1 oo 9 1 m;’a la .a)
K{a)= -——= —=e T o Yy~ —=J(afz)eFe = o L .

Vale V& Vil V%

= () + Ka(a)
donde |j(s)| = ’\/1 +5— 1! < C'|s]. Haciendo el cambio de variables £ -+ z dentro de la segunda

integral v usando el hecho de que 7% = 1 + O{ax) para az > 0 obtenemos

Kqyla) = Cy + O(a%) cuando a — 0 (1.151)

foo log(s

Usando que = 3{; podemos escribir Ri(a) como

x [0 2 z
Ki{a) = —2:7'57(1/2) f \/_ E) e (M3 ~1) dr

donde L log(s) .
og(s Ky Og!S!
hiz) = ~— L=
(=) m'/g 1—32d8+24 m.[ 1——52
Se obtiene entonces el siguiente desarrollo asintético
11
h(z) ~ —;_},O:g;i—) + O(:L‘“l) cuando x — 00 {1.152)

Podemos escribir

s o . 1 . oo 9
RKs(a) = K (a) +2€“‘?F(1/2)ﬁ - _e—tzfl N (eh(m) _ 1) da

:e“"%flm 72_—8’”( M) — )dxve i;___[ ~—l)( (wfa) _ )dm: (1.153)

T

donde, en [a primera integral del término de la derecha de (1.153) hemos realizado el cambio de
vatiables £ — . Usando (1.152) en el segundo término de la derecha de (1.153) obtenemos el
siguiente desarrollo asintético:

o 4 _.x
Ks(a)=Cy+ Ee_t?F(1/2)\/Elog(a) +O{y/a) cuando a — 0

donde hemos usado el hecho de que f;° x‘%(e‘x — 1)dz = —2I'(1/2), que se deduce de una
integracién por partes.

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente desarrollo:
,""77

Wi (a) = —28_1'%1—‘(1/2)*\;—-&%-(Cl+CQ+Cg) —l—%e“ 740 (1/2)v/alog(a) +O(v/a) cuando a — 0
{1.154)

Para calcular la constante C'y = €'} + C3 + C'3 argumentamos como sigue: teniendo en cuenta
que
2

g \/_ e =0T Qe_iz_'F(l/?)

Si=



46 1 Un problema a’e fronf(m lzbre para el szatema de Sa'o/cPs con lineas de contacto

deducimos

. oo 2 ~ L friesle g, 2 . -
Cy = lin VP_/ ——— e T JD 162 e ir/4 —ax f,
1 EL%-—)HO( o ( ’1+.’L‘(l—.r:)c + \/E(n € T

¥y por tanto

o 20 D b fFlerls) 4o 2
Cy = V_P_/ S — N VR T A RS LA I 1.155
! 0 (\/1+1r(1—».1‘) NS ( )

Dividimos (1.155) come sigue

2 _ L fEleg(s) g
C -VP/ mrJo 182 e
4 ( I+$(lr:r;)+ x+])e T+

. = ]osgq
(EJHT/! E w1 o d)

< 79 2 : w© 9
o () e [
o \VzT x4+ 1 0 x4+ 1
=51+ 52+ 9

I]og(!
5 —~VPf e wdo 1o d“’d.
l+a:' 1—1‘)

Para calcular S; usamos teoria elemental de variable compleja. Consideremos la integral a
lo largo del semieje real positivo de la funcidén f(z)g(z) donde

o -\/1+zl

Podemos escribir

& =77 {1.156)
con 14z = /]I + z|eae(1+20)/2 ar0(i 4 2) € (=7, 7), y donde
Z'__ﬂ_.l s .
g(z) = ¢ 7o 1ot (1.157)

que es una funcién analitica en el plano complejo excepto en los intervalos (—oo, —1] U [0, o0).
Nétese que

. L (T 1 s
g(.r.€10+) — e mJo T—: ds {1.158)
; 1- - —i-z-o e g ;
f T‘Em = 1159
g(re™) =177 (1.159)
1 - 1 T ler(e ds
ret?™” e o 7 1.160
glre™) = Tre (1160)
dende s funcidn log(s) es el fogaritmo real usual.
La funcién f(z)g(z) es analitica en todo el plano complejo excepto en el semieje real positivo.

Calculamos a continua,cién la siguiente integral:

/ng- Z/ dz - f(z)g(z) =0 (1.161)

1=1

donde los contornos I', T'; son como en la figura 1.7.
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Figura 1.7: El contorno I en [ dz - f{2)g{z)

Combinando (1.156) con (1.158) ¥ (1.159) se deduce facilmente que

[z s@a+ [ asf@0@+ [ de j@e)+ [ de 129 5

caando K — oo y ¢ —+ 0. Por otra parte

dz - fl2)g(z) = Voriem™®  cuando € — 0
Iy

il

donde hemos usado que f 288 g5 = 2
Teniendo en cuenta (1.156) y (1.160) obtenemos

f dz - f(z)g(z) > 0 cuando e — 0
e

Una integracion sencilla conduce a

/ dz- f(2)g(z) = —27mi cuando € = 0
Iy

f dz- f(z)g(z) =0 cuando K —
s
Deducimos entonces a partir de (1.161) y las integrales calculadas arriba que
51 = ~wiv2e™ 8 4 ogy (1.162)

Un calculo elemental lleva a _
So = 4p~im/4 (1.163)
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Figura 1.8: El contorno I' en fl.dz - h(z}

Para calcular S; integramos a lo largo del circuito I' de la figura 1.8

./rh(z)dzzfr(eﬁi«/flj(z)— (1 - 2)f(z)(z) Z/ h(s

donde j{z) = mj = l1+zl e are(142)/2 are(1 4 2) € (0.2r). Obsérvese que la funcién h(z)

es analilica fuera del conjunto [~1, ).
Usando {1.156) y {1.160} se obtiene facilmente que

h(z)dz+ | h(z)dz2— S3 cuando R—>00 ye—0
T Ty

Par otra parte

: O dz '
. - = —iw/4 = min/t
Y A e v

Finalmente, se deduce inmediatamente que

h{z)dz -+ 0 cuando B -
I R-yoo

v juntando todos los resultados precedentes obtenemos
Sy = e~/ (1.164)
Sumando (1.162),(1.163) y (1.164} se sigue que
Cly = —mivV/2e ™ L 2i (1.165)
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Usando {1.154) en (1.146) donde Z[¢|t =

asintotico
2 mIT(1/2) + 2mi + %ﬁlog(a)e-f“/4l‘(1/2) +0(Va) (1.166)
w

[aagg=-7

a, asf como (1.165) deducimos el desarrollo

. Se

cuando a — 0.
Célculos similares producen un desarrollo para la funcién Wy(a) definida en (1.147)

obtiene entonces que
. 4 .
4D (1/2) + 27 — E\/a1c.g(a)e“f/"r(1/2) + O(va) (1.167)

—ery (F 1y — 2
[ a0t -0 = e

cuando ¢ = 0.
Llevando (1.166) y

(1.167) a (1.145) ilegamos a
o | de- €& (Pie. 0+ 2mi+ Balet) + 01l

fe(0F,8) = (1.168)

donde
2 g .
P (Eat) - _ Slgn(‘f) et 51gn(§)1r/4r(1/2)

Pa(E1) = = sign(€) /€] Lhog{t)e ™ 57O/ 0(1/2)

Notese que
(1.169)

i [ de-ERERED = 2025 [ R0

para todo t > 0.

Afirmamos ahora que
(1.170)

GG

Para probar {1.170) reescribimos (1.24) como

PO S L I 10)) * /‘fo
Jo(k) = 27”-[ A—Fk _%Ef_md)\fo 2 zk/

Como fp es una funcién continua por (1.140) obtenemos

| axkn =

- 11 Afo(A
folk) === d)\ Afo_(k) (1.171)

y por tanto

Usando (1.140) y el hecho de que fy € D(A) asi como (1.171) podemos escribir

| e = [ark®ws (1.172)
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donde I' = R 4 i{a para @ > 0. Introduciendo (1.171) en (1.172), donde hemos usado (1.140)
para justificar el cambio de orden en las integraciones y tomando el limite ¢ — +00, se sigue
(1.170).

Por otra parte,

g [ dg-€hai)2mi= s (0) = 0 (1.173)

Zm

donde hemos usado que fO,,, es una funcién continua en /¢ por (1.140).
Finalmente

1 = ~ 4 i
_\/_eraz_lﬁ_ [ de- R sign(9)\/leltlog(tye O ir (1 /2) =

— (ewnfr/az‘ 1/2[ e - £ (€ f/ﬂ(?)) (L174)

Juntando {1.170), (1.173), (1.174) y (1.140); se obtiene (1.141) .0

1.5.2 Comportamiento asintético de la frontera libre para [, # 0

El siguiente paso serd la discusién del comportamiento asintético detallado de las soluciones de
(1.92) y (1.132). Comenzamos con el caso G5 < (.

Teorema 1.4 Sea fo(r) € D(A) donde A es como en el Teorema 1.1. Entonces la solucion de
{1.82) con dato inicial fo(r) satisface

fo(r,t) ~ a(t)rt cuando v — 0 (1.175)

donde g
la(t)] < 7 (Hf0||7+ + L forlizs ) para t > 0

Ademds se tiene gue
vy (r, 0,8} ~ b()r? cuando r — 0

con b(t) acolada para t > 0.

Demostracién. Teniendo en cuenta (1.98) podemos escribir

F. = lim (—gcos(ﬂ'p) )2;]:”’ /OO dfwfif (T—(E)Q—(ﬁvz)ﬁu(f))) =

0t a T'(T.UC) (

lim o TR ) ¢

+ cos(mple ™ cl-l-glw‘ (_éwfr(we)ﬁ - ) ‘me d§q-( (5)*&}‘0(‘5)) +
1

—rpi 2 1 o g y irF -
+ cos(mp)e™ " G'E)I{I)l+ (_UW%E\[—% dfwc - (qf(ﬁ,a)?“_(ﬁ)ﬂfg(f))) =

=lim (h+h+B)=Jh+h+h
e—0t

= cos(np)e ~T lim (

o 2m Wer

donde w, = &k + 1e.
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Teniendo en cuenta que P;l + ,Jg —,—m se obtiene facilmente que Jy 4+ J3 = 0 para

l = 14|k
r < 0 asi como la cota de Holderianidad

tim (r~UH (1 + J5)) =0

r—=0

Por otra parte, f'c'k':f: es la transformada de Fourier (en el sentido de las distribuciones
temperadas) de

& ([ deate o ©F R )~

donde K = ——"%e gt sin{27 [p))C(1p| + 1).
g2

Por tanto, tomando la transformada de Laplace inversa, obtenemos (1.175) con

alt) =~ 5 f de K [ deq (6,2 o

donde ¢ es el contorno: {8(2_|‘°|_5)”i5, D<s < oo} U {e“"“"s)”"s, 0«<s<« oo} recorrido en el
sentido de las agujas del reloj

alt) = ~5 [ s [ dgq_ (e e (O TR+

27i

L[ aepymig,  —elt=dmig [ (2 pymi .
*5}}?[ er s e / dég- (€, e s)r_ () B ful€)
o — D

y argumentando como en el caso F, = 0 liegamos facilmente a

@O <€ [ diet- o8O [ dggo_ (el 7] <

< ﬂf—[zdflal'”’tﬁi <¢ (]_wda(wﬁwmzs“) 7| ) (/Z ﬁ%%%—) <

< < (Wfollzz, + oz, ) (1.176)

El comportamiento asintético de v, se puede deducir de forma idéntica al de f usando la
férmula (1.129)

e ; 1 1 oo
—tw,)AF = 1i R
(miw) 0 (COS(WP)E r(we)g(we, 2) 272 ./—00 4

(- @a- (€ D6 OF) ) =

c—

= contmp)e™ lim, (5t [ dea-(e (OO R)) +

+cos(mp)e™ lim, (wl() (q(wlaz)_— 1) — i deq_ (¢, Z)r—(é)(*iﬁ)v(f)%(f)) +
, -

—xpi e 3 11 . -
P i (e g i (06 90970 ) -

— XD

=lim (h+L+D)=7+J;+7s

e300t



52 1 Un problema de frontem lab;'e para fl ezsz’ema de Stokes con lineas de contado

donde w. = k 4 ie. Argumentando como en el caso anterior podemos concluir que

Af ~ e(t)yritlel

r—=0
¥ por tanto
v, ~ b(t)rl

r—+(

v esto concluye la demostracién de este Lema.O
Procedemos a continuacion a obtener un resultado similar para el caso 3y > 0.

Teorema 1.5 Sea fy(r) € D(A) donde A es como en el Teorema 1.2. Entonces la solucion de
(1.132) con dato inicial fy(r) salisface

frr(rt) ~@(t)yr™"  cuando r — 0 (1.177)

donde

y

la(t)| < % (Hfﬂnzjw + ||f0,ri|zj:u) para £ > 0

Ademds se tiene que
Uy (7, 0,8) ~ b(t)r™" cuando r — 0

con b(t) acotada para t > 0.

Demostraciéon. La prueba es andloga a la del Teorema 1.4, siendo el tinico cambio que en
lugar de usar (1.98) usamos ahora (1.136) como punto de partida.O

1.6 Reformulacion del problema no lineal

Procedemos a continuacién al estudio del problema no lineal completo (1.1)-(1.13}, para datos
iniciales pequefos y en el caso gy # 0.
Escribamos
s
Pz, y,t) = i+ W, y,t) (1.178)

El paso siguiente consiste en transformar el dominio (¢} en el dominio fijo IR x IRT haciendo
el siguiente cambio de variables:

==z

1.179
| V=y-nly) - S(2) (479
donde n{z,y) = n(y/) es una funcién C* definida como
(2. 5) 1 st (z,y) € = {(m,y) ;2 < arctan(Z f—}
z,y) = _
7 0 st (z,y) €y = {($,y] -5 arctan(%) < 2”}
v donde 0 < g(x,y) < 1.
En términos de estas nuevas variables
8:1?: m’+("am (nf)) (‘)y" :6x’+gl(f1f1'!'r7y)ay’ (1180)

a{i = 61}’ + (_ay (Uf)) 8_’ = ‘)y’ +92(fa f.r: z, ?J)ay’
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donde gy, g2 tienen una dependencia lineal en f y f..
Diremos que una funcién k(f, fz, ..., DXf, 2, y) es homogénea de grado « si haciendo formal-
mente el cambio de variables

r = Az
y — Ay
f = Af
fo = fo

D — xMIDyy

en todas las variables de la funcién A, ésta se convierte en A*A(f, fz, ..., DEf, z,y). Se puede ver
facilmente que las funciones gy, g son homogéneas de grado cero.
En términos de estas nuevas variables las ecuaciones (1.1} y (1.2} se pueden escribir como

—Vip+ N'T = 7 [p, 7, f]

T T ] (1.181)
donde
9
TP A = b f oL P+ e, fmfm)d +
f2—> 62——)
+as(a, v, , fx)dji +aa(o,0, £, f2)
y

J3 [*6), f] = gl (fa f..":r .I‘, y)ay"vﬂ? + gz(f’ fl"ﬂ 2?, y)ay'vy

_) . ’ H
donde by, a3, a3 son homogéneas de orden cero y a; es homogénea de grado —1 y las primas en

los operadores diferenciales de {1.181) significan que las derivadas se toman con respecto a las
nuevas variables.

La condicién de contorno sobre el substrato (1.4) es ain
—
T =p0 (1.182)
Los vectores normal y tangente se pueden escribir como

R o= (0, -1+

T = (L0)+ ¥
donde N )
=—(0,=1) + ——=——(fu, -1 1.183
" ( ) ESE (f. ) ( )
Y 1
7= (10—, ) (1.184)

(1 +f2)2

Por otra parte podemos escribir el tensor de esfuerzos (1.5) como

\ du; v
IU"‘ p6iJ+(d J+T;)+Zazbwy1frfr)8, (1185)

i
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donde a;;;{z,y, f, fz) son funciones lineales de f, f, y homogéneas de grado cero.

Usando (1.183), (1.184) y (1.185) podemos escribir las condiciones de contorno (1.3) sobre
I'y en la forma

dv du ~—
57 T =M@ D (1.186)
- _
T+ zrazvj = oIl +hy(¥, f) (1.187)

donde

~ o

—y du d .
hi - s o) e als = =
(7, ) % C((l’af:f)ay,-l-% d;('v,f,f)ax, i=1,2

y donde ¢;; y d;; son funciones homogéneas de grado cero. Ademds, las funciones ez, f, fe) ¥
di(z, f, fz) son analiticas en las variables f, f,, y satisfacen

Ci,'(:.‘c, U, O) = di,'(ﬂ:, 0, 0) =10

Reemplazamos ahora (1.178) en (1.181), (1.182), {1.186) v (1.187) para obtener el siguiente
conjunto de ecuaciones

—Vp+ AW =Ji(p, W, f) en Rx Rt (1.188)

VW = J(f, W) en Rx RY (1.189)

w =0 eny =0, >0 (1.190)

%t;f+ %:hl(ﬁ,f) eny =02 <0 (1.191)

—p+2%: —0 forz + hao( W, f) eny =0,z <0 1.192)
!

donde hemos usado la expresién para la curvatura dada por (1.6), as{ como la linealidad de las
fung_i_ones Ji k= EI_ con respecto a la velocidad y la presion. Hemos incluide en kg los términos
de hq asi como la diferencia entre la curvatura y fu.+. Por otra parte, la ecuacién de evolucién
de la frontera libre {1.13) tiene la forma

ft = Wy — ,BDfm' + fa:’w:r: (1193)

Despreciando formalmente los términos cuadraticos v de 6rdenes superiores en las ecuaciones
(1.188), (1.189), (1.190), (1.191), (1.192) y (1.193) obtendriamos el sistema lineal (1.14), (1.15),
(1.16), {L.17), (1.18) que hemos estudiado en las secciones precedentes.

Nuestro objetivo es resolver el problema no lineal (1.188), (1.189}, (1.190), (1.191), (1.192)
v (1.193) para datos iniciales pequeiios. Para ello usaremos un argumento cldsico de punto fijo.
Probaremos existencia vy unicidad de soluciones del problema en el espacio

HE ([0, 400); V) (1.194)
donde
Y=2%.nzt, (1.195)
31,5 52.5

para una eleccion adecuada de s, s2. El niimero é > 0 es pequeifio y lo precisaremos mas tarde.
La eleccién de los espacios (1.194) y (1.195) esta motivada por el hecho de que Y controla el
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comportamiento asintético de la frontera libre f(z,t) tanto cerca del origen como del infinito
asi como la regularidad con respecto a las variables espaciales. La eleccidn de % + 4 derivadas
en tiempo (1.194) es debido al hecho de que esto implica cotas L™ mediante las estimaciones
usuales, y esto serd conveniente para estimar los términos no lineales.

1.7 Algunocs resultados adicionales de andlisis funcional
Empezamos recordando el siguiente Lema clésico:

Lema 1.12 Sea S5(t) el semigrupo de translaciones de amplitud t y

Af = (S(=t) - 1)f

Entonces 1 oo
1Dl = < cos(rs)T(1 - 29) | sl

para O < s < 1, donde D®f estd definide por (1.49).
Demostracién. Usando la desigualdad cldsica de Plancherel, asi como el hecho de que el

grupo de translaciones S(—?} es en espacio de Fourier el multiplicador e~ ™% obtenemos inme-
diatamente

s - Dk = [T 25 [T aklet - niw) =

Partimos la integracién en la variable & en dos trozos f_ooo + [57, ¥ hacemos el cambio de

variable k[t — t. Esto lleva a
oot —?,t 2 joe) 98 | & 2 < i

J = f t1+2s - 1)| /U dk - k f(k)’ +/0 tl+2s

= C D fiz

(€" - 1)|2 f_om dk - k| f(k)l2 -

con

< dt ¢ 1
=4 in? -} = - —
C /0 TTyas i (2) S cos(ws)I'(1 — 2s)

y teniendo en cuenta la analiticidad de la funcién i cos(xs)I'(1 — 2s) en el intervalo s € (0,1)
concluimos la demostracion.Od

. - L4 - . o s - -
Deducimos a continuacién algunas propiedades de los espacios H que hemos definido en la
Seccidon 1.2.

- - g a $
Proposicion 1.7 Sean f,g €H (R)NL®( R) con 0 < s < 1. Entonces se verifica la siguiente
desigualdad:

DD 2my <€ (Hf“mo(m 1D°gl 22 (my + 191l Lo (0 ”Dsf”L2(B)) (1.196)
Ademds, si s > 1 5 ¥ f,9 € H°(IR) entonces

W gllerecrmy < Clifllirecamy 19 ers ) (1.197)
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Demostracion. Nétese que

/u t1+og/ dz |A(fg))* —fo tH-zs/ dz |f(z — glz ~ t) ~ f(2)g(x)]* =

oo dt 20 ’
:/@ tt+2s/_ dx [S(—t) fAsug + g(2)Af)? =

ot 2G . ot oo .
<2supiff [T [ deiauf +2swpiol [T 5 [T dejaup
y por tanto, por el Lema 1,12, deducimos que
1*(f9)llzz < Clsup Lf1* I1D°gllz: +sup lg* |1 D°f1]72)

donde C es una constante positiva que depende de s, ¥ (1.196) se sigue.
La desigualdad (1.197) se deduce de (1.196) asi como de la cldsica inclusién de Sobolev

WAl ey < Il pre gy
que es valida para s > £ (ver [2]).0

Proposicion 1.8 Sea f,g € Z]

8,4

ﬂZ}_"V conv=mn+nn=12.,;0<n <1 FEnlonces se
2

verifica la siquiente desigualdad:
Ifallzs, < C (ugu% WA, + 11 ugu?ﬁ,y) (1.198)
§'.U ik

Demostracién. Tenjendo en cuenta (1.29) v (1.30) podemos escribir

2

. oo oo .
Moy, = [ anj[” auw- etk geyglen| +

2

+f dA|,\F"[ du - el TV (e g(e)| =y + Ty
—0o0 —o0

Por las propiedades cldsicas de la transformada de Fourier, y usando que v = n+7, obtenemos

[ e L (o 0 ()0 e

2
<

Jg::/ X A2
-0

<C Zf d A2

i+i<n T

/ du et}"u‘ ( —S)uf(i) (eu)g(i)(eu)
y por tanto

S+ S <0 Z |lg{])f

i+7<n

Sea j < i. Tenemos entonces la siguiente cadena de desigualdades:

2

d/\ (/ du - e el s)”f w gl (e




-
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2

< sup ‘g(j)'z [00 dA'/_m du « eMeels=a)u f0) ()

<CSUP’9 ‘ Z/ d)\‘f du - ¢ Ba ((E*S)uf(e ))

= CSUp 'g(J)izz foo dX P\l?r
I<i V7™

12
< CsuplgD[ {71l3s,

Por otra parte, usando el Lema 1.12:

/ dA (A7
-0

< dt e =—s)u pl2) TR 2
:C/G m/ du'At(e(; ) f()(e )9(3)(6 ))' <

2

a0 . 2
/ du _et,\ue(%—s)uf(eu) <

f du - es)\ue(éés)uf(z) (eu)g(j)(eu)

. 2
<20f t1+2n/ dulf()(ut)e( ~ =t AL g ()| +

. . 2
w0 [T [T aulgeadett=m ) = (1.199)
La isometria entre los espacios H'*"(IR) y Z,,  implica
ain g @ @) WPy 2 2 2
Lo < Cuup [ 1O, < CouplaP AL, <Clally WGy, (1200)

donde hemos usado la desigualdad sup ]gm) < Clgll,+ que es vélida al ser j < v — 1.

Si aplicamos la siguiente desigualdad de Sobolev

(N zso(my < RCH ()

a fa funcidn
2

e dt iU (¥ ou
A = [ g [0 = 90

obtenemos que

= g NNT
supf t1+2n 9(3 ¥y — gUle)| <

- v & et ) [ o oo . u : wy |2
< [m dufo i1+2n ‘H(J)(E ) - gUe ) du = sg(ﬁl)(e Hy _ gl ey
{(1.201)
Haciendo el cambio de variables © — ¢ = % en la integral L, (ver férmula 1.199) obtenemos
, foo dt e ) . ,
L, =2C | grm / du,f() )e 3N )( (J)( +y (J)(eu) <

<2 (Squ t1+271 g(J e"t) ”Qm(eu)
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Finalmente, teniendo en cuenta (1.201) asi como el Lema 1.12 y el hecho de que j < v — 1
se deduce que
£ < )C”f“z+ 19“7 (1.202)

Mlb—-

Sumando {1.202) y (1.200) obtenemos

”.qm fm“;n <c

paraV)-—%iji.
En el caso j > ¢ intercambiamos los papeles de las funciones f y g para obtener la siguiente
desigualdad
“ gl

y esto completa la demostracion.O

2 s .
e < Clislz, 1715
B ! 5o

Lema 1.13 Consideremos el espacio X 5 = zZr,n Z;‘U con o < %,[3 = —3 y v > 3. Entonces
eziste una constante C > 0 tal que, dadas f, g € X 5 se tiene que

I1fellxy < CllAlxz  Ngllxe (1.203)
Ademds, se verifica la siguiente desigualdad:
HIHLO"(H'P') <C Hf”x;/; (1.204)
Demostracién. Solamente tenemos que usar la Proposicion 1.8 y el hecho de que
zt, Nz}, C Z;V
que se sigue de

177y, = Wl ) < (et g el elomi g (l0-3) pen)

HY"(R) =

< C”(e(a-g)u n e(ﬁhg)u)q'

~3lu —LU et .
gy [P D )] < O gy, (1:205)

donde hemos usado para la segunda desigualdad la propiedad (1.197) del espacio HY(IR).
La desigualdad {1.204) es consecuencia de las desigualdades en {1.205) y de la bien conocida
férmula

I

. 1
para ¥ > 3.0 .
Necesitaremos también los siguientes espacios:

Wy = {£ 10,7 % [0,400) > R tal gue |{fily, , < oof (1.206)
con la norma
1 = f AL+ D+ ) ( Foo 4 2)

=—00

v donde W
fulr) = [ a8 716,1)
0
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Lema 1.14 Considerernos el espacio W . con ar < 2,&2 > 5 y v > max(l, az). Entonces
existe una constante C' > 0 tal que, dadas f, g ¢ W5 . se tcene
P <- 13 o 1-207
1follwy . <C Uy, Nolwy (1.207)
Ademds, sc verifica la siguiente desigualdad:
Il my < Cllfllwy, (1.208)

ast como la siguiente desigualdad de traza

L7 (6= 0,1, o (e ==l . <llfllw;ha2 (1.209)

Demostracién. La demostracién del Lema 1.14 consiste en realizar un analisis de Fourier
usando los métodos de los espacios de Sobolev con derivaciones fraccionarias y sera omitida
(argumentos de este tipo se pueden encontrar en [35]).00

Queremos probar que el problema (1.1)~(1.13) esta bien puesto en los espacios H® ((—oo, +oc) ; X

donde 32 <a<l1,p < %, g2 > % Para ello seran necesarias como herramientas auxiliares al-
gunas propiedades de los espacios H® ((—oo, +o0) ; Wi, -!32)‘ Es conveniente entonces estudiar

algunas propiedades de espacios abstractos H* ((—oc,+00);Y) . Recordamos que dado un es-
pacio de Hilbert Y podemos definir el espacio H® {(—oc, +o0) ;Y) con la norma

©  dr

1oy = | a0+ [ = [ it <o (1.210)

Recordamos que dada una funcidon f : /8 — Y | donde ¥ es un espacio de Hilbert, es
posible definir la transformada de Fourier f: IR — Y de forma andloga a la transformada de
Fourier estdndar para las funciones de variable real (ver [34], pg. 45). Esto nos permite dar una
expresién para la norma de los espacios W=H®* ((—o00, +0);Y) :

Lema 1.15 La norma del espacio W se puede escribir para 0 < o < 1 como

ooy = [ ded )

cos(ra)l'(1 — 2a)

-~ 2
f(w)“Y (1.211)

donde f es la transformada de Fourier de f.
Ademds ezriste una constante C tal gue se verifica la siguiente desigualdad:

(1l Lo ((004a0)vy < € I MTw (1.212}

Demostracidon. La ecuacién (1.211) se puede obtener siguiendo exactamente los mismos
pasos que los de la demostracién del Lema 1.12 usando la teoria de las transformadas de Fourier
para funciones con argumento en un espacio de Hilbert (ver [54]) para las cuales se verifican tanto
la desigualdad de Plancherel como otras propiedades clisicas de la transformada de Fourier.

La desigualdad (1.212) se puede deducir como sigue:

Ceo ([T as e el ) ([ e

y por tanto, usando (1.211), obtenemos (1.212).0
Seran utiles para el analisis del problema no lineal las siguiente propiedades del espacio W:

supiffy < €[ doe fie)

L

B
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Lema 1.16 Sea o tal que % <a<1eY un espacio de Hilbert con la propiedad

Ifglly < Cliflly liglly
Entonces existe una constante positiva Cy tal que:
f9llly < Culiflin ol (1.213)

Ademds, si f € Y es unn funcion que depende solamente de la variable © y g € W, entonces
fg € W y se tiene que

1 f9lisy < C2IFIy liglly (1.214)

para alguna constante positiva C independiente de f y g.

Demostracion. Usando la definicién (1.210) deducimos

sc([Tannnel+ [7 o [T a (s

3
el 1 a—

, 0 = o] d el ,
V0ot eriy = [ tlial+ [ = [ delan ol <

Brgll + gl 1811 ) ) <

© dr

- o . oo Jdr oG
KU o) [ i [ NG +C U ooy [ e [ A1 <

<Ch Uf“?{“((-—oo,-&-oo);}’) “g“?{ﬂ((-oo,Jroo);Y}

donde hemos usado el Lema 1.13 en la primera designaldad y (1.212) en la tercera.
La desigualdad (1.214) es un caso particular de (1.213) va que la hipétesis f(z,t) = f(z}
implica

2 2
sup [[fily = liflly
y esto concluye la demostracion del Lema 1.16.00

Lema 1.17 57 f,qg € H® ((—oo,-l—oo);Xglﬁﬁé) donde L < o <1, By < 3,8 > 5,8 >0
entonces

/9l < CHA . gl (1.215)
H= ((” +oo); AE] ﬂ2+26) H= ((‘ '+°°);X51,ﬂg+a) HQ( 00, F00); Xﬁt 132+5)
Demostracion. La desigualdad (1.215) es consecuencia de
1igllxs 0 = 1Fllzs  + {25 0) r)h Clifllxs , , Nallxy
By-B2 424 BB+ By By +8

asi como de (1.210).0

Usarcemos, en lugar de funciones para las cuales el tiempo t recorre ¢l intervalo (—oco, +00},
funciones f : Rt — Y. Para hacer uso de los resultados demostrados anteriormente extendemos
estas funciones de manera par a todo K .
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Més precisamente, dada f: JRT = Y, definimos Pf : IR — Y de la siguiente forma:

ft)e Y, parat >0

P(f) = { f(=t) €Y, parat <0 (1.216)

Definimos el espacio de Banach H® ([0, +oc);Y) como el conjunto de funciones f tales que
Pfe H* ((—o,400);Y), siendo la norma en ambos espacios la misma.

Estamos interesados en alguna expresion equivalente de esta norma que resulte mas facilmente
manejable. Para ello introducimos la siguiente notacién:

Y, para 0
E(f) = { f(t)oe pa’ri t ;02 (1.217)

La equivalencia de normas requerida estd dada por el siguiente Lema:

Lema 1.18 Sea f(t} € H* ([0,400);Y). Supongamos que f;, E_Cf;j existen. FEl conjunio de
funciones f tales que P(f) € H*(IR;Y) (3 < @ < 1) es un espacio de Banach con la norma
I P(f)lrag.yy ¥ esta norma es equivalente a

o0 e E(J: 2
oy = | [t [ |JEDG + [z |f|2 o,

. ' 4 cs .
Demostraciéon. Como Pf es una funcién par, - (£f) es una funcién impar y

—

& e e df
S (PNH) = ECH(k) = E(Z)(=h) (1.218)

Por otra parte, dada féormula para la transformada de Fourier de la derivada de una funcién:
2

7 ke Br) = [ akw | e
oo ¥

y entonces, usando {1.218)

f dk|k|2°‘ 2

Nétese que como f(t) € H*([0,400);Y), y @ > 1 entonces existe f{0) = lim,_ o+ f(t).

Definimos g(t) = f(t) — f(0) para t > 0. Tenemos entonces trivialmente que:

[ axwe |EG], = [ aviwre [FG),

—————

df

(Pf E(=) (1.219)

<2f dk |k222 | E
Y

Y

Al ser g{0) = 0, se puede ver que

(Elg)), = E(g1) ae teR

Deducimos entonces que
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J[ ks k]~ | E(g2)] Jf ak | (B, = [ deler

En la demostracién de (1.211) hemos obtenido la siguiente identidad:

o] ‘a’"‘z o dr o0
[ aniwre| Bl = [T T [ denEgtrn) - Bl

Entonces, usando que E{g) se anula para t < 0, deducimos que

—_— 2 , oG dT o0 2
By, = [" =5z [ dlote m - g0l =

o0 d oo . 50
:Cfo —Tlfzafo dtllf(h“f)*f(f)llfzsf'f ma/ dt|[Pf(t+7) - PAOIE

2
B,

1, k|2a

2
oo dT o o d R
<o [T aipsern - Proli = [ s [FI) = [ a2,
Y
(1.220)
Por otra parte
WP Nz emyy = 21 2wt vy (1.221)

Entonces, usando {1.219),(1.220) y (1.221), (1.211) asi como la definiciéon de la norma en
H>(IRT;Y) obtenemos

- | [,
CT i Mageme vy < /_ dz “E Ni(z) “ |~|2 7o S| fillgacmtsyy

para alguna €' > 1, lo que concluye la demostracién.O

1.8 Analisis del problema de Stokes en un dominio con frontera
prefijada

En esta Seccién probaremos existencia y unicidad de soluciones del sistema (1.188), (1.189),

(1.190), (1.191), (1.192) para datos iniciales pequefios y para f(r,{) dada y también pequena.
Como paso preliminar estudiaremos el siguiente problema de Stokes no homogéneo:

—Vp+ AT = 7(3‘, ¥, t) en R x RY (1.222)

V.U =Js(e,y.t)  en R x RT (1.223)

T =0 eny=0,x>0 (1.224)

933 %: (2, 1) eny=0,z<0 (1.225)
oy du
L0y

—p+ 2?)—‘ = ha(z,t) eny=20,z<0 {1.226)
¥

A partir de este momento consideraremos las funciones escritas en coordenadas polares. El
principal resuitado de esia seccion es el siguiente: - R
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Teorema 1.6 Sea v tal que v + 1 = 1,2,3,.... Dadas Jy,Jy € HY(R*;W} , .. 2) ., Ja €

1
e 4. , oy ‘119 Ry S ,
HY(RY W, 2 h) y he € HY(RTXE ~1,00- L), entonces eriste una inice solucion del pro-

blema (1.222), (1.223), (1.224), (1.225), (1.226) y se verifica la siguiente estimucion:

2

2
lip(8 =, ')l!,zqn(n)r;x,gl_lluz_]) + ; oil® = 7, Mgame xts )+
+ vy v
e “mw Witk ) Z” “Humﬂafzz)
<C Ji + 2 hillge e ixy
(; I ”Ha(m Wal_zqz_2)+” 31|Hu et ;H illty (BHXE 1))

(1.227)

Demostracién. Como paso preliminar, reescribiremos (1.222), (1.223), (1.224), {1.225) y
{1.226) en coordenadas polares:

dp v, 1 8%, 10v, 208vs _
dﬁ(arﬁme—aﬁ“a?‘ﬁW‘ﬁ = (1:228)
1dp g 1 8%w 10vg 2 0v, g
— e — ] = 1.22
r o (d‘ +r2 06? r6r+1z 98 r? Jo (1.229)
1 (9‘?}9 (?‘Ur [
NI I (1.230)

Obtenemos a continuacién una solucidén particular de (1.222), {1.223) y (1.224). Como ya se
indicéd en la Seccién 1.7, para tener en cuenta la regularidad en tiempo, extendemos de manera
par las funciones J;, v; y p para ! < 0. Denotemos por F(r,#,w) la transformada de Fourier en
tiempo de una cualesquiera de estas funciones. Recordemos la definicién de la transformada de

Mellin o
Fe{b,8,w) =f dr - F(r,0,0)

dorldeb_zA+u--,ysesup0ne a€ IR, a;ﬁn+§, n=0,%1,%2,.
Buscamos soluciones de (1.222), (1.223} y (1.224), que se puedan escribir de la siguiente
forma :

a—2

V. n cos(nd) (1.231)

-2

-2,
g?n sin (nf)

~1 cos(n8)

o

=
L
lh
ARyl
)

Usando el hecho de que el conjunto de funciones {cos(nf),n = 0, 1,2, ...} asi como el conjunto
de funciones {sin(nf) n = 1,2,...} son base ortonormal de L?{0, 7] podemos escribir

To(r, 8) = i Tr.n cos(nf) (1.232)

n=0
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0) = > Js,nsin(nb) (1.233)
) = Z T3 n cOs{nb) (1.234)
n=0

Insertando (1.231) v la transformada de Mellin de (1.232), {1.233), (1.234) dentro de {1.228),
(1.229) y {1.230) obtenemos:

. a1 o
b b2 — (n2 + l) —2in ’pn 2 jr,n
. . ‘2 ‘2 ’%”CL* ;—‘_' L£3
—in 2in b —(n* 4+ 1) Vi = T
0 —b in a2 ——a—1
tn Vs o Tan
lo que implica
pe-1 2P bPabn? b i 1426 e i Ty | il A T B j
M bt _2h2y —32—4.—114—5-71 - Zb 112 b2+"n FY) (- ‘262 2 62+ﬂ4-‘5n7 e
— _ n
1)_1;,11 ) = [ TSI S R znba ST~ 52+ﬂ4+n2 T abin —b2n 72 R
VA ™ b B2 —2h—h24n2 4] el
[/ LCFS S v pos g v e prwey; BTV 2 P W3 — N VAT WO VAR ,
(1.235)

Se comprueba facilmente que
Bt - 20%n? ~ 4+t 4 n,zl > K(l1+ |)\{4 + ?14)

para algin K >0sie € R, e #m?+ L m?+3 m=101,2,.
Dado el comporttamiento asintdtico en el mﬁmto de todos los términos en (1.235) se deduce

que
2
)<

o 2) F (L AP Y Ij?"';l“‘ll?) (1.236)

—~—a—2(2
V

L7

~ 2 E .
(l + ]AI'ZV-F[ + |n|21/+1) |«pg,—1| + (1 + I)‘]AV-H} + |n]2v+3) (

<o () (17

+ {3;

Tomando ahora los valores de ¢ = 2 — a,2 — oy, multiplicando (1.236) por (1 + [wlga),
integrando en A, sumando en n e integrando en w obtenemos que estas soluciones particulares
satisfacen las estimaciones en (1.227) para el tercer y cuarto términos a la izquierda. Las
estimmaciones para los dos primeros términos se obtienen usando la desigualdad de traza (1.209).

Noétese que la solucion particular que hemos obtenido no satisface las condiciones de contorno
{1.225) y (1.226). Podemos construir una solucién del problema (1.222), (1.223), {1.225), (1.226)
con J,J3 =0y la condicion de contorno adicional

T = (v, v9) = (ho,0) en y=0,2>0 (1.237)

Estamos interesados en soluciones de esta forma ya que es este ¢l tipo de términos que
aparecen en la traza de las soluciones particulares de la forma (1.231).

Extendemos de manera par las soluciones y las fuentes a t < 0 tal y como se hizo arriba.
Después de tomar la transformada de Fourier en tiempo buscamos una solucién de (1.222),
(1.223), (1.225), (1.226) y (1.237) en términos de la funcién de corriente con la forma dada en
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{1.72). Argumentando como en la Seccién 1.3 obtenemos que los coeficientes A, B,C, D tienen
la forma

A=-C

£b+2) —n+1 l~a
B = _Zcb(bt}) ha — 3ho
. f:la ls e
= 2c(b+d) cho
D j—

c(b+l)h2 it Sho'

(1.238)

donde s = sin ((M +a+ %)ﬂ') y € = cos ((i)\ +a+ é—)ﬂ‘) Llevando (1.238) a (1.72), y agrupando

. o =ra e+l r—atl i ;
los factores que estin multiplicados por hy , 2y v hg respectivamente, obtenemos después
de algunos calculos directos la siguiente estimacién:

2

dj{iia—? a+l ~a+1 2
— h h
16 + 12

)(wwnﬁ+w—rﬁyﬁW%ﬂ+

<C+ N2 (

2 (,9;2 + |9l4) L2Al0-m)

donde hemos usado la cancelacion de los términos de orden més alto cuando |A| — oo. Mediante
integracidon en @ llegamos a

r

Tomamos ahora los valores @ = 2—a;, 2—ay, y multiplicando (1.239) por {(1 + |A|}*~%1%) x

+C(1+ )Y Jho”

dige-z |
67

a+1 ~—a+l

hy

h |+

(1.239)

wscu+mW*( )+cu+mwfﬂ%a

(l + }w|2a), integrando en A y en w obtenemos, usando (1.57) y la transformada de Mellin de la

ecuacion (1.228) con J, = 0 para estimar la presion, que estas soluciones particulares satisfacen
las estimaciones:

2
2
”pHHG Bt Wu+l +Z [lvil R+ Wu+§- ) <C (“hOHHa(R+ XAk, + ; ”hi“Hﬂ(R‘*;X;l_l'uz_]))

oy —1,00 ~ ~1) i=1 ay,ag

(1.240)
Usando el hecho de que las soluciones particulares que hemos obtenido arriba satisfacen la
estimacion (1.227}, podemos controlar la norma de fg en (1.240). Sumando las dos soluciones
que hemos construido a lo Jargo de esta demostracién obtenemos las cotas enunciadas en (1.227)
para el tercer y cuarto términos a la izquierda. El resto de términos se estiman usando (1.209).0
Como siguniente paso, necesitamos estimar los términos no homogéneos y las fuentes para

construir el argumento de punto fijo deseado.

Lema 1.19 Sean (W,p, Dy (—{_ir},ﬁ, f) un conjunto de funciones que satisfacen

2
v 3 < L
N L 1 it S
: + 11512 +ZHIF <L
Nas(r;x4tL,) P He(R+, w:tl, g 1) i *(R+; W:fgf? B
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Denotemos por (J;, ki), (Jz-, h,-) los correspondientes términos no homogéneos en las ecuaciones

(1.188), (1.189), (1.190), (1.191) y (1.192) caleulados con (T, p, f) y (0, 5, ) respectivamente.
Fziste Lo > 0 tal que para L < Lg se satisface la siguiente desigualdad:

7. N T R <cr?
Zn L T ;u Worairrsxs, ., <
Ji— Js— Ja||
Z “ v Ho(R+; WQ _11’20 + " N HQ(R+ W He(Rt; X" 1,02~1} s
<CL + + w; — W;
= ( f.’l" I’{Q(R+ Xg+1& ) ”p p”H (R+ I'V::-:}].QZ ] ; “ ? ” IQ(B+ Wﬂ,l uz))

Demostracion. Es una consecuencia de la analiticidad de las funciones (J;, h;) en las va-
riables (@, p, f} asi como del hecho de que estas funciones son al menos cuadriticas en sus
argumentos, combinado con las estimaciones para los productos de funciones que fueron de-
mostradas en los Lemas 1.13, 1.14, 1.16 y la desigualdad de traza (1.209).0

Dada f tal que f, € H"‘(IR+ X+l Y denotamos por (U7, py) ta solucion de (1.14)- (1.17).

oy,
Se sigue del Teorema 1.6 tomando J; = 0, h; =0 ¥ hy = f,., la siguiente estimacién a priori:
2
v + U] 4 v <C o y 1.941
Hp ” a(A+ Wc,ffl o) ;H 1, HH“(H‘fi 11-32) > “fSLHH (F+ XQTIQ ) ( )

Concluimos la seccidn probando un resultado de existencia para el problema (1.188)-(1.192)
para cualquier funcién f dada suficientemente pequenta (en algin sentido que precisaremos).

Teorema 1.7 Existe un g9 > 0 tal que, si i]fTHHﬂ R+ )‘u+1

XY, 02D

) < <o, enlonces existe una unica

solucion (W, p) € [II“(E?“*‘;I/V;:EEZ)J x H*(RT; W ) del problema (1.188)-(1.192).

oy — 1 c!2-1

Ademds, esta solucion satisface la siguiente estimacion:

<C ”fL‘NHa(}*H XEt (1.242)

a).,an

2
- el + ) Mwi =,
”p pl”H“(H"’;W’g:‘éLM_,‘ Z “ ¥ 1 l”}]“(ﬂ"’ W, u:-zz)

Dadas f y f tales que

fa

“szHQ(R-F XZ'*LQ) + <>

He(R+:XEHL,)

fas correspondientes soluciones (W, p) y (%,ﬁ) de (1.188)-(1.192) satisfacen la siguiente esti-
macion:

i w; < 1.243
L I +ZH Gl et SC (1.243)

ay—l.ap— l

Ha(R+:XEFL,)

Demostracion. La demostracién de este resultado es un clasico punto fijo de Banach basado
en las estimaciones del Teorema 1.6 v del Lema 1.19.0



1.9, Andlisis de lu ecuacidn de evoluecidn no lineal 67

1.9 Anadlisis de la ecuacion de evoluciéon no lineal

En esta seccidn concluiremos la detnostracidn de existencia y unicidad de soluciones del problema
(1.188)-(1.193) en el caso 3y # 0 y en un marco funcional adecuado. Mas precisamente, probare-

mos existencia y unicidad de soluciones de {1.188)-(1.193} en el espacio V = Ho+s ([0, +0); Y)

donde ¥V = X2 s, bara una eleccién adecuada de s1y s, que serd precisada mas tarde y donde
el nimero § > 0 es pequeno.

1.9.1 Los problemas lineales no-homogéneos

Encontraremos estimaciones para la solucidn del problema lineal y para el problema no-homogéneo
en espacios que involucran tanto la dependencia espacial como la temporal. Estas estimaciones
seran cruciales en el andlisis del problema no-lineal.

Usamos la siguiente notacidn para los espacios de soluciones, datos iniciales y términos no-
homogéneos:

5
U=H" (ﬂ+§ stl,sz)
7
Ti25
V2
V= X81+-]2-—5,82+1+5

5

2428

= Xz
W= 51,80+28

donde = 444,51 = 0,8, = stlpl~denelcaso Sy < Oya=2144,51 =2 —p+d,s,=2-p-4
let

en el caso By > 0. & es un niimero positivo pequeiio menor que ‘2.
La ecuacién de evolucion (1.193) se puede reescribir como

Jr= ~V1,y — Bofe + fows — (wy - Ul,y) (1.244)

donde la funcién % es la obtenida en el Teorema 1.7 y ¥ es la solucién del problema linealizado
(1.14)- {1.17). Podemos escribir v; en funcién de f mediante (1.65). Por tanto, (1.244) se

convierte en
1

ft—ﬁofr:_%vﬁ/omdf-(2)5%%+Q[f] (1.245)

donde, de (1.241} y {1.242) se deduce
1Q{fllly < ClifNE (1.246)

Es entonces natural estudiar la siguiente versién no-homogénea de la ecuacién (1.92).

ft = Bofr = —%V.P. ]OOO dé€ - (g) ? fi% + 7(r,t) (1.247)

flr,0) = fo(r) (1.248)
donde j(r,¢) en un término de fuente apropiado.
Teorema 1.8 Sea fo € Y y sea j(r,t) una funcidn definida en IR x R* y tal que

Wi (ry )l 4 117l < 00
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Entonces existe una inica solucion de (1.247) con dato iniciul fo(r) y tal que
el < 0
Ademds, existe una constante C' tal que
£l < Elifolly + 17 (r, Ol + 11517)
Demostraciéon. Teniendo en cuenta que hemos definido en la Seccién 1.7 los espacios

H*{(R;Y) mediante una extensién par en tiempe (ver fdrmula 1.216) es natural considerar

la funcién f{r,t) definida como f(r,-) = P{f{r,-)) donde P es como en {1.216). Notese que
podemos obtener facilinente una expresién para la transformada de Fourier de f en t como una
funcién de la transformada de Laplace de f. Escribamos la transformada de Laplace de f como

Fir,z) = f dt- e (r )
0
v la transformada de Fourier de f como

Flr,w dt - e f(r,1)

y= [
B 27 /—oo
Un calculo sencillo muestra entonces que
-~ 2
F(r,w) = \/;Re (F'{r, —iw}) {1.249)
De manera andloga, sl denotamos por f la extension impar en tiempo de f{r,£) ,y F (r,w)
su correspondiente transformada de Fourier en tiempo, se tiene que
2. . .
Fr,w)= \/;a Im (Fr, —iw)) {1.250)

Tomando la transformada de Laplace de (1.247) y denotando con letras mayisculas todas
las transformadas de Laplace deducimos

7 yp [~ J(5)7 L )= (e
SF(r2) = = VP [T e Fe ) (3) T g 4 BB ) = (A 4 ol
que podemos escribir como
(A-2F=J(r,z)— folr) (1.251)

donde el operador A ha sido definido en (1.93)
Podemos resolver la ecnacién (1.251) exactamente igual a como se hizo en la Seccién 1.4.
Esto implica la siguiente férmula

2 4y
o 1 (R)ge (k. 2)

= ](Lr + K3,

o

(F1) 4 (k, 2) = cos(xp)e™ ™ (r-(kyg— (k. 2)(H fo - Ef?f(k,z)))+ = (1.252)

If&::r y I@:r corresponden a los dos términos dentro de () | respectivamente. .
Definimos las funciones kj{r,t), ko{r, ¢t} tales que k1(0) = ko(0) = 0 y ki, = F 7 ki),
kpp=F1 (!:Zr) (donde F~! es la transformada de Fourier inversa vy todas las letras mayusculas
denotan transformadas de Laplace en tiempo). Las estimaciones de las funciones & (r,t), ko(r, ¢},
necesarias para la construccién del argnmento de punto fijo que demuestre la existencia y uni-
cidad de soluciones del problema no lineal completo son el objeto de los dos siguientes Lemas.
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Lema 1.20 Sea fy € Y . Se verifica la siguiente estimacién para ky(r,t)

”kl.r”U g C ”fD“V

Demostracion. Por definicidn de la norma en el espacio X tenemos

| 2
2 2 2 D5+5i‘€" _
el = “klmlll‘z(m;zri%)+llkl'rl|Lz(R+;Zg+|a|—a.%)+H Lo LQ(R+;X%1+|pI ;)
=h+L+13
donde ITI es la extensidn par en tiempo de K.
Definamos - 5
- 5+
1 2 2
Ayp(k,z)= (E‘gj‘(f)‘i‘—‘s—t'(j)'l‘-ré (1.253)
wED W w
y
B(k,z) = q-(k, z) (1.254)
Entonces, aplicando el Lema 1.4 e integrando en z concluimos que
It < C |l foll%o+s
Losls
Por otra parte, la estimacién (1.94) implica
[Tt <o [T aam
0 E+lol-43 0 S+lei-83

donde A es como en (1.93). L
Usando la férmula (1.129) para AF' y tomando Ay y B como en (1.253) y (1.254) respecti-
vamente deducimos por el Lema 1.4 que

2
< Clfollst,

Definamos como ky(r,t) la transformada de Laplace inversa de K;(r,z). Por la definicién
de la norma en el espacio U tenemos que analizar la regularidad de la funcién k;(r, ) que es la
extension par en tiempo de k;. Nétese que ky resuelve la ecuacion

kyy = Ak (1.255)

con dato Inicial f; . Estamos interesados en este punto en estimar la derivada temporal de E
que resulta ser

(E})i =k1, (1.256)

donde recordamos que (-) denota extensién impar en. Denotamos por K (r,w) la transformada

~

de Fourier en tiempo de &y. Tomando la transformada de Fourier en tiempo de (1.256) y usando

{1.250) asi como (1.255) deducimos que

iwk) = \/%i Im (AK, (r, —iw)) (1.257)
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Nétese que el Lema 1.11 implica

AR (k, —tw) = cos(mp)e” ™" — : r_(BY(—iR)g_(k, —)v(R) fo 1.258)
T g iy (R i 0R)
Derivando {1.257) con respecto a r, tomando su transformada de Fourier en la variable
espacial e introduciendo el resultado en {1.258) obtenemos

= . 1
iwk = tcos(mpje” " ,
ro (k) gy (k, —iw)

(- (R)g- (b, —i)(~ik)y (W) Jolk)) -

. —pt 1 - (L 5 v AW 3
—icos(mple™"” R (:r_(A)q_(k,zw)(—zk)’y(k)fg(k))+ (1.259)
Definimos a continuacidn )
A+(k, :F:zw) = m
14 |w|®

Bk, 2iw) = q_ (k, £z) =22
1_|_ |k125

1
S = R
(zw)j_+ Ky,

Para estimar usamos el Lema 1.4 con las elecciones de Ay, B dadas

5
- 2

0,%+I.0l—5
arriba. Integracién en w y la férmula de Plancherel conducen a

Iy < C Hfo“i{%na
1, 3+6+|0|

Lema 1.21 Seq j(r,t) una funcién definida en RT x RT y tal que
17 (r, O}l + 17 llyy < o0
Entonces existe una constante C tal que
k2.l < C (U3 (r, 0 + 15ll)

Demostracion. Necesitamos estimar

: Lys—| —
k2, Il = Hkg,rl|22 p+ox * ”D? kor (R XD =Nt
Lraes, o,%+|p|—a’ LR "Ao,éwl-a)
Para acotar Jq consideramos .
Ap(k, 2} = ——— (1.260)
q+(kt 2)
B(k,z) = g-{k, 2} (1.261)
y aplicando el LLema 1.4 se sigue que
2 E 103
J <l 5 1.262
BECII, s (1.262)
0,5 +lel—4
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[T 9 1 o lig—
(=i2)2 " (Kop) 4k, 2) = COS(TFP)EEWEW (’f—(k)Q’—(k,Z)(‘iz)i+§HJ(k, Z))+ =
i 2 1 (=12} 75
= 3 et LASS = k:, 3 y &
cos(mp)e FEN PR (r (Klg_t(k. 2) (_,_iz)i“a HJ(k )) )

Usamos ahora [a siguiente férmula cldsica para la transformada de Laplace de una funcién
f(e):
2F(2) = G(2) + f(0F)

donde g(t) = fi(t) y entonces

L, B i 1 Hj(k,t =0%)
(—i2)}" (Kar) 4k, 2) = cos(mp)e™™ P TSy ) (T—(k)?—(k,z)‘——*———*—”—_iz)%“ )++
) ] HR(k,2)Y _ —~  —
+cos(mple ™ ————— | r_ (kg {k, 2)——15 | = Li,+ Loy
o ri(k)as(k, 2) ( (—iz)2” )+ 1 ’

donde 7(k,t) = Ji(k, £).
Estimamos ¢; definiendo
1 14 ()%
28
a+(k, 2) 1+ (k)5

A+(k‘1 Z) =

Bk, z) = q_(k, z)

y aplicando el Lema 1.4 de la forma usual. E) resultado es

Werrlly < Clistr, 0w (1.263)

Para estimar ¢, definimos Ay y B como en {1.260) y (1.261) y aplicamos el Lema 1.4 de
nuevo. Entonces

Stk "ol

= d I A+1pl—s o0 d ] 0, &+
2 W=D SCf dz = (1.264)

donde 53 = f; y § es la transformada de Laplace en tiempo de s.
Usando (1.262) y (1.264) en el Lema 1.18 deducimos que

ez rliy < Cllalles (1.265)

Juntando finalmente (1.265) y (1.263), el Lema 1.21 queda demostrado.l]
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1.9.2 Demostracién del teorema de existencia y unicidad de soluciones glo-
bales

Como paso lfinal procedemos a resolver el problema no lineal {1.244).

Teorema 1.9 Sea fy € C°(R*). Eriste 59 > 0 tal que, si ||folly < 20, entonees existe una
inica solucion del problema (1.244) en el espacio U.

Demostracion. Denotemos como £(j) la solucidén f(r,t) del problema (1.247) y (1.248}.
Usando (1.245) podemos escribir el problema (1.244) como

f = LI (1.266)

El operador de ia derecha en {1.266) es contractivoen { f : || f-|l;; < 20} con la norma |3, ()|,
si gg es suficientemente pequeno. Esto se deduce a partir de (1.246) v del Teorema 1.8. Un punto
fijo de Banach clasico prueba el resultado.t

Se puede demostrar un Teorema similar para el caso 3y > 0 empleando el mismo argumento,
pero usando los espacios definidos al comienzo de la Seccidn 1.9.

El comportamiento asintdtico detallado cerca del punto de contacto en el caso 3 # 0 viene
dado por el sigutente resultado de regularidad para las soluciones del problema noiineal obtenidas
arriba:

Teorema 1.10 Sea fir,t) la dnica solucién del problema (1.1)-(1.13) oblenida en el Teorema
1.9, Entonces

fr(r ty ~ alt PP eyandor 50 sify <0
fr(r ) ~@(t)rt " cuandor 40  sifo >0

con aft) y a{t) funciones acotadas.

Demostracién. Nos concentramos en el caso p < 0 {el caso p > 0 es analogo). Escribimos
la solucién de {1.244) en la forma (1.252), tenemos en cuenta la estructura cuadratica cerca del
origen del término no lineal j = fow, — (wy — v1,) en (1.244) (y su regularidad por lo tanto) y
llevamos a cabo un anélisis similar al de los teoremas 1.4 y 1.5 para concluir que los términos
no lineales afaden a la solucién lineal una contribucidn de la forma

[ty s By < 6
en primer orden cerca del origen, con

1 100 Y fO@ o
() = %f dz-e”"h[ deq_ (€, 2)r (6)HJ
De forma andloga a (1.176) tenemos

el

[ der-te oo <o [ ae i+ ) ity

con s > |p| — 3.

Podemos entonces escribir
2 ! 2 2 * 4
suply () < Ol s SCMN gy 8 SO G gt
o ktleln o k-5

con g > 0y tal que |p| + u = 2(|pl — 8); es decir, p = |p| — 24 donde hemos escogido 4 como en
los teoremas precedentes y hemos usado el Lema 1.17 para estimar los términos analiticos.0



Capitulo 2

Analisis de la evolucién de la
superficie de tubos fluidos finos

2.1 Imtroduccidon

El problema de la evolucidn y de la ruptura de los tubos fluidos para formar gotas ha sido estu-
diado desde el siglo XIX. Los origenes se pueden encontrar en los experimentos llevados a cabo
por Savart (ver [50]), quien observé la tendencia espontanea de los tubos fluidos a fragmentarse
en gotas. Plateau {ver [44]) atribuyé la inestabilidad que da Ingar a la ruptura a la tension
superficial. El primer estudio analitico del problema se debe a Lord Rayleigh (ver [47]} quién
analizo la llamada inestabilidad de Rayleigh que describiremos a continuacidn. Consideremos un
fluido perfecto incompresible que ocupa una region axisimétrica 2(t) sobre el que actdan fuerzas
de tension superficial y supongamos ademds que ia gravedad es despreciable. Las ecuaciones
que gobiernan la evolucién son las de Euler acopladas con ia condicién de equilibrio mecanico
en la interfase {es decir, la presion se cancela con las fuerzas debidas a la tension superficial) y
la, condicion de que la interfase sea una linea fluida:

A AN |
— + (V- V)T =—-=Vp en Q) (2.1)
ot p
V.7 =0 en Q) (2.2)
junto con la condicidén de contorno
p=cH en 90Q(t} (2.3)

donde o es el coeficiente de tensién superficial y H es la curvatura media de la frontera libre
que se puede escribir, para superficies axisimétricas y en términos de la distancia h(z) de cada
punto al eje, como

1 2%h
H= - (2.4)

Cafie(@) as(2))

Nos restringiremos a estudiar soluciones con simetria cilindrica. La simetria cilindrica sugiere
la introduccién de las coordenadas cilindricas (z, r, #) e implica que la componente # de cualquier

73
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vector se anula y que podemos restringirnos al andlisis de funciones que dependen dnicamente
enryz

Una masa puntunal situada en un punto de la frontera libre se moverd siguiendo el campo de
velocidades en ese punto para todo tiempo. Tendremos entonces que

V=7 -7

donde Viy es la velocidad con que se mueve la frontera en su direccién normal, o equivalentemente
oh dh

S = U v Vs

ot 0z

La teoria de Rayleigh describe la evolucidn de las pequefias perturbaciones de la geometria

cilindrica realizando la aproximacién lineal de la ecuacién de evolucién. En concreto, si tras
linealizar las ecuaciones (2.1}, (2.2), (2.3}, (2.5), buscamos soluciones de ia forma

en JQ(t) (2.5)

17) — V( ),,\t+:ik::

- = P Attikz
p 7 =+ P(r)e

— R+A8At+ikz

se deduce la siguiente relacion de dispersién que fue obtenida por primera vez por Rayleigh

Ak) = Y “p_ld ~ k2R?)

o~

(kR
o(kR

—

(2.6)

;.__,
‘\_/

donde Ip(z) e I1(x) son las funciones modificadas de Bessel de drdenes cero y uno respectivamente
(ver [1]).

La relacién de dispersién (2.6) consta de dos ramas. Para freceencias bajas (k] < B~
ambas ramas son reales y de signos opuestos. En particular, una de las mismas es positiva y da
lugar por tanto a una inestabilidad que se denomina inestabilidad de Rayleigh. Para frecuencias
|k] > R} las dos ramas de (2.6) son imaginarias puras. Rayleigh evalué la posicion del maximo
de la funcién A(k) es decir, el modo mds inestable v a partir del valor de & en el que se alcanza
calculd su longitud de onda Ly qy:

Lo = -2 — 47508 x 2R

kmax
un valor que es del mismo orden de magnitud que el tamaio de las gotas observado por Savart.

La inestabilidad de Rayleigh es la causa que explica la ruptura espontanea de tubos fluidos
finos para formar gotas. Es importante observar sin embargo que el andlisis realizado es un
anilisis linealizado que no sirve para describir la dindmica del problema de frontera libre cuando
la deformacion del tubo sea importante.

Los resultados que acabamos de referir conllevan la suposicién de viscosidad nula (fluido
perfecto). En el caso en que la viscosidad no sea despreciable es posible realizar un estudio
analogo, aunque técnicamente mas complicado, que da lugar a los mismos resultados cualitativos.
Las ecuaciones de evolucién que describen la dindmica del fluido son las de Navier-Stokes

a7

T.ﬁ*'-i-(?’-V)_i?: -%Vp-{m v AT en (1) (2.7)



Z.1. Introduccion 75

V.7 =0 en Qt) (2.8)
junto con las condiciones de contorno

Tiyni=—oHn; en 39(t) (2.9

donde (T3;) es el tensor de esfuerzos.
(T.;} viene dado, en coordenadas cilindricas y bajo simetria cilindrica, por

T., T, 9fva By Jvg
e (B B )W, FAF) o
J Tzr ]rr #"{'“8_: 231"

donde n; es la componente i-ésima del vector normal a 9€(t)

(-51)

n = (n,,n) =
dh
1+ (%)

La ecuacion que describe la evolucidn de la frontera libre sigue siendo (2.5).
El sistema completo se puede reducir, via un adecuado reescale, a un sistema de ecuaciones
analogo pero dependiendo solamente de la siguiente cantidad adimensional:

v
on = -2/
VIeR
que se conoce como numero de Ohnesorge v aparece en las ecuaciones como una nueva viscosidad
efectiva. El sistema es entonces

97 — —
rﬁ—tr—-i-(’v?\-‘?)v = ~Vp+OhAT en Qt) (2.11)

V-7 =0 en Quft) {2.12)

junto con las condiciones de contorno

Tim; =—Hn; en 98(t) (2.13)
donde H es la dada por (2.4},

(2.14)

y Qo(t) es un dominio axisimétrico de seccién transversal caracteristica unidad. La ecuacién de
evolucion de la frontera libre sigue teniendo la forma (2.5).

En ese caso es posible hacer un andlisis similar al que realizé Rayleigh para la obtencién de
{2.6) y el resultado es la relacién de dispersidn dada en forma implicita por

Loonazy fongii AR (k) 1 Lk
7 lo(k)A* + (Zkh(r’s) RS +k’2m11(k')‘t"(k') A ——=(1—k )mh(k) =0 (2.15)
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comn

K2 = A+ K

Aunque la relacién de dispersion (2.15) es habitual en la literatura (ver por ejemplo [39]} no
es [dcil encontrar en la misma una descripcion detallada de todas las ramas A = A(k). Dicho
analists se ha incluido en el apéndice A por conveniencia del lector. Existen infinitas ramas
A = A(k), pero el resultado principal es cualitativamente similar al obtenido para la relacion de
dispersién de Rayleigh: de entre todas las ramas definidas por (2.15) existe itna inica inestable
para |k| < 1y la regidn |k| > 1 es de estabilidad.

El tratamiento analitico del sistema de ecuaciones en derivadas parciales (2.11), (2.12}, (2.13),
(2.5) no es sencillo. Por ello diversos autores han propuesto estudiar este problema en diversos
limites asintdticos (ver por ejemplo [12], [13}, {34]. [37] ,[42) o [43]). El limite mas usual corres-
ponde a tubos extremadamente delgados. En este limite el problema de frontera libre {2.11),
(2.12), (2.13), (2.5) se puede reducir a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para dos
cantidades escalares hi(z,1} y v(z,t) que describen respectivamente la altura de la frontera libre
y la componente z de la velocidad v que dependen sélo de la variable espacial z.

Presentamos a continuacién, a modo de ejemplo, la derivacion realizada por J. B. Keller y Lu
Ting (ver [55]) de uno de estos modelos simplificados en el caso particular de un fluido perfecto.
La hipdtesis esencial que se realiza en la derivacién de este tipo de modelos "unidimensionales”
es que las longitudes caracteristicas en la direccién del eje de simetria son mucho mayores que la
seccion transversal del tubo. Escribamos el sistema (2.1}, {2.2) en coordenadas cilidricas », 8, 2

Ov B0 O 0P
ot T T T T as
du, +o QL + duv, dp
o oz T T T
dv, v, v,
= Z =0
Oz + Or

e introduzcamos la nueva variable r = ¥ as{ como la nueva funcidn v, = <0, donde £ es una
longitud caracteristica pequena del orden del didmetro del tubo. El sistema se reduce entonces,
en el Iimite ¢ — 0, a

v, : Ly Ov, ey g0 dv, (}p
ac " 9 T ok T o
()p
0 = T or
dv, O G 0
8z  aF ¥

cuya solucion, teniendo en cuenta la condicién (2.3) y en el grado de aproximacion realizado, es

v 7, 2, t) = wolz,t)
ez, 17
Gt = —1”-“-(-25-)1
o~ 1
p(F.z.t) = h(z0)

donde wvp{z, 1) satisface la siguiente ecuacién en derivadas parciales:
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ﬁvo (91’0 1 ah

—— e 2.16
a T er T hta: (2.16)
Por otra parte, la ecuacién (2.5) se reduce, en este limite, a
oh dh  hov
- —_— = —— 2.17
ot t™8: = 2%: (2.17)

En [55] se estudia una familia completa de soluciones autosimilares de (2.16) y (2.17) que
dan lugar a ruptura en tiempo finito.

[a deduccién del limite asintético unidimensional en el caso en el que se preserva la viscosidad
es algo distinta y serd hecha en detalle en la segunda Seccién donde deduciremos el siguiente
sistemna de ecuaciones en derivadas parciales para vo(z,t) y h(z,1):

duo . dva 10k 18 [, %

TV 4 oo - 200, 9 20 2.

ot T, h28z+“h2az(h Bz) (2.18)
oh dh h 8vg
T (2.19)

donde i es un parametro real positivo.

Este sistema de ecuaciones ha sido obtenido por diversos autores (ver por ejemplo [13], [14]}
y [39)).

En este Capitulo abordaremos el estudio del sistema de ecuaciones (2.18) y (2.19) en dos
casos limites del mismo: el limite g = 0 (que corresponde al sistema de [55]) y el limite asintético
i — 0. Se describiran diversos mecanismos de formacién de singularidades en ambos casos.
Para ello introducimos métodos de integracién explicita usando una formulacion en términos de
coordenadas lagrangianas.

A continuacién describiremos en detalle el plan de este Capitulo. En la segunda Seccidn
deduciremos de forma detallada el problema (2.18) y (2.19) a partir del problema de frontera
libre (2.11), (2.12), (2.13), (2.5) mediante adecuados limites asintoticos. En la Seccion 2.3 obten-
dremos una reformulacién del sistema (2.18) y (2.19) usando coordenadas lagrangianas. Dicha
formulacién jugard un papel esencial ya que en los limites asintéticos g = 0 ¥ p = 0o podemos
llevar a cabo integraciones explicitas. En la cuarta Seccién estudiaremos las cuestiones de exis-
tencia y unicidad locales del sistema. En la quinta Seccidn abordaremos el andlisis del sistema
(2.16), (2.17) que corresponde al Iimite asintético p = 0 del sistema (2.18), (2.19). En particular
se discuten en detalle diversos mecanismos de ruptura de tubos fluidos para dicho problema. En
la Seccién 2.6 analizamos el limite de viscosidad elevada que corresponde formalmente a hacer
#— ocen (2.18) y (2.19). En la Seccidn 2.7 se estudia un sistema parecido a (2.18), (2.19) que
se obtiene cuando se realiza el mismo tipo de aproximaciéon unidimensional en el problema de
frontera libre (2.11), (2.12), (2.13), (2.5) y los efectos de la tensién superficial son despreciables.

2.2 Limites asintéticos distinguidos

El problema que estamos considerando depende de varios parametros fisicos que son la densidad
p, la viscosidad cinemdtica v y el coeficiente de tension superficial ¢. Supondremos ademas que
los datos iniciales dependen de dos longitudes caracterfsticas que son el didmetro transversal
D y una longitud caracteristica en la direccién del eje del tubo L, asi como de una velocidad
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caracteristica U. 5i recordamos que las magnitudes fisicas fundamentales son tres: masa, longi-
tud v tiempo, es facil concluir la existencia de un reescale que deja el sistema en funcion de 3
parametros adimensionales.
El reescale en cuestién es:
o - V. D . D? r

="t 5=- 4§ =, = p, F = 2.2
phET T T ot P g T T (2.20)

y los pardmetros adimensionales son: el nimero de Ohnesorge

v/P
Oh = 2P
v5D
que se puede considerar como una medida de la intensidad de las fuerzas de viscosidad en relacidn
a las fuerzas de capilaridad, el nimero de Weber

que mide la relacién entre la energia cinética y la energfa elastica, y un pardmetro caracteristico

L

D
que mide el tamafio de las perturbaciones longitudinales con respecto al diametro del tubo.
Obtenemos asi, omitiendo tildes, el sistema de Navier-Stokes que reescribimos en la forma
siguiente

! (0 PN 5‘9_) . Lo, Oh (10 (,@9_) LN o
¢\ Ot o YU ) = n? 0z Wesn2 \ror \ or n? 922
(B B Gy e OB (10 (0ny 10w g
A\ g T f)z) Tor T Wespz \rar \ or ) o T wz)
190 du,
iy E 2.2
o (rv.) + 7, 0 en 1) (2.21)

donde a partir de ahora ©{t) serd un dominio axisimétrico con radio caracteristico del orden de
la unidad y con variaciones longitudinales caracteristicas del orden de la unidad.
Las condiciones de contorno adquieren la forma

1
Tin; = ————Hny; Q¢ 2.22
in; TEwe i end t) (2.22)
con
_]_ }l’”
H= . TR ‘ 2
RO R e (s )
¥
Oh pxc 1w 4 pdus
(Ty) = —pdij + —1 ( L e e
Weznz 7 Uz +7n ar bz

La ecuacion de evolucidn de la frontera viene dada por

he = v, — v b (2.23)
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Los datos iniciales, ahora del orden de la unidad, son

hiz,t = 0)

e
T(r,z,t = 0) ]

(r; 2)

h1
Iy
donde hemos de imponer div(g) =0,

[nteresa averiguar qué ocurre en cada punto de este espacio de pardmetros. Nosotros bus-
caremos en esta seccion algunos limites asintdticos distinguidos.

El limite unidimensional: Oh— oc, B — ¢

El primer limite que estudiaremos es el de tubos extremadamente finos (1) << L). 5i tenemos
en cuenta el reescale dado por (2.20) vemos que esta situacion se corresponde con Oh — oc y
n — o0. En el orden mas bajo el sistema (2.21) se reduce a

13/ dv
iy e} = 2.24
ror (T 8r> 0 ( )
ap 19 ( du v\
*a+(m("ar)‘r—z) =0
v, 128 _
5z Tras ) =0

donde p= (We%'q?‘/Oh) p. Las soluciones del problema (2.24) acotadas en el origen son

v, = g (Z,t)
1
v, = Aiva(z,t)r
ﬁ = p()(Z,t)

Las condiciones de contorno (2.22) en los érdenes més bajos son

(Z;: =0 enr=h(z1t) (2.25)
P — vh(z, ) — en r = h(z,t) (2.26)
— —_— Z, — — = 3 .
’ Oh - We3h

La primera se satisface trivialmente y de la segunda se obtiene p. La funcién vo (2, )} queda
indeterminada en este orden. Es importante observar que el limite asintético considerado es muy
singular, ya que la condicién de contorno (2.25) se satisface trivialmente para cualquier solucién
de la ecuacién (2.24). Como consecuencia de esto serd necesario acudir a érdenes superiores de
desarrollo asintético. No entraremos en un andlisis matemdtico riguroso de este paso al limite
que por otra parte se usa frecuentemente en la literatura (ver [12], [13], [14], [39],)

Buscamos a continuacién correcciones al primer orden en potencias de 7%, M4s concreta-
mente, introducimos

vy = UO(Zat)+5;/T?2
1

v, = mivé(z,t)r+ﬁ;/n2
Oh

R (rolz,t) +B/n*)
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en el sistema de Navier-Stokes para obtener, en el orden més bajo,

vo.r + vov) Oh o + Oh (1 0 (va{’:>+ ”) (2.27)
: oty = — —— | r— v )
04T T v\fe%pO Webnz \ror \' dr v
1, L p 1 .,,) B Oh p Oh (1 7, (_5)13}) T o t?,.) o
( gl glo —ptoty J T = We%n'z (()T+We'é‘n2 rar \ or 9" T 42 (2.28)
dv; 18
= - (i 2.2
0 dz  ror (rer) (2:29)
De (2.27) y (2.29) se deduce
T, = wy(zt)r?
i}-;. = —%vg(z,t)rs

donde v3(z, ¢} es una cierta funcién que se puede calcular en funcién de vo(z,t) y po(z,1) a partir
de (2.27).
De (2.28) obtenemos
p= p’Z(za t)""z

Las condiciones de contorno seran en el orden inferior

2091 — -;vvg-r‘ — 3l =0 enr=h(z1) (2.30)
1
—pp — vy(z) = T oL weln en r = h(z,t) (2.31)
. e'
La ecuacion de evolucidn es 1
ht + Uoh" = —Ebéh (232)
De (2.30) v (2.31) deducimos
1 n
vy = gvg + 3—2—EU6
1
!
v = —vh{zt) + ——
’ o0t G Webh
que introducidos en (2.27) conduce a
1 K Oh b
Vot + ’UO’UB = We h_2 + We%n‘z (GF'L’B -+ ng) (233)

Hemos llegado asi al siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

I 1 '
. ' -1’7 - 2.1 ;
vo,t + vovy = We 2 + "3 (h Un) (2.34)
! ]' ! IR 14
fie + voh' = —Evoh (2.35)
donde p = 3—Sh - Este limite lo denominaremos unidimensional y al sistema de ecuaciones
Weln

(2.34), (2.35) sistema unidimensional. En los parametros it y We podemos identificar tres casos
limite interesantes que son los que consideraremos en este capitulo:
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1.- Limite unidimensional perfecto (u = 0, We = 1).
2.- Limite unidimensional de Stokes cuasiestacionario (¢ = oo, We = 1). Introducimos
h = p~1h para obtener en dicho limite el sistema

-

h 1 /—2 N

==+ = h U’ (236)
ROR )

e+ woh’ = —%U(JE (2.37)

que es el (2.34), (2.35) ignorando los términos que provienen de la inercia.

3.- Limite unidimensional sin tensién superficial {We — o0).

El l{mite unidimensional ha sido frecuentemente estudiado en la literatura. En [34], [37], [42],
[43] aparecen intentos de formalizar una teoria unidimensional consistente para el problema de
los tubos fluidos haciendo ciertas suposiciones ad hoc. Esen [6] v [23] donde aparece una primera
justificacién. Estas ecuaciones se han usado posteriormente para resolver cuestiones relativas a
la formacién y el control de gotas secundarias en [7], [8], [9], [10] v a la evolucion de puentes
liquidos en [38].

Siguiendo el modelo perfecto original de Rayleigh, en [55] se deduce un limite singular uni-
dimensional que es precisamente el dado por (2.18) y (2.19) con g = 0.

2.3 La formulacion Lagrangiana del sistema unidimensional

En esta seccién describiremos una nueva representacién del sistema unidimensional para la
evolucién de la frontera libre de un tubo fluido en términos de una tnica ecuacién en derivadas
parciales. Esto se hard escribiendo las ecuaciones (2.18), (2.19) usando la representacion La-
grangiana en lugar de la Euleriana.

En la especificacion Lagrangiana del estado dinamico en el interior de un fluido, estudiamos
la evolucién de un punto material. Asignamos a tal punto su vector posicién ¥ en el instante
inicial ty y consideramos toda cantidad F como una funcién de & y el tiempo ¢. Las coordenadas
z; son también funciones de & y ¢. Las componentes de la velocidad v; y de la aceleracién a;

estan dadas por

(923' Bzzi
= E , Uy = —B-tT (238)
Recordemos que el sistema unidimensional se puede escribir como
(A% + (vh?), =0 (2.39)
h, 1
vy + vv, = h_2 + ’UJFL‘?‘ (hzvz)z (240)

¥ que esta sujeto a dos condiciones iniciales

h{z,0) = ho(z)

v(z,0) = wo(2)
Supondremos que las funciones hg(z) y vo(z) son suficientemente regulares, que existe

lim ho(z) = K

jz] =00
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y que
lim 2o(z) = 0.
|z]—=oo
La solucién de (2.39), (2.40) que buscamos debe satisfacer también v(z,1) \?0 y una
T O0
condicién de estacionariedad del perfil 2(z,t) en el infinito y que nosotros explicitamos im-
poniendo

En primer lugar resolvemos la ecuacién (2.39) para un campo de velocidades v(z,t) dado.
Definimos la familia de curvas caracteristicas z(s,t) como las soluciones de

dz(s,t) ] )
T = wv(z(s, t),1) (2.41)
z(5,0) = s

Si derivamos las expresiones anteriores con respecto a s a ¢t constante obtenemos

dzy(st) _ dv(z(s.0),0)

= | ¢ ,t 2.42
0 R (5:1) (2.42)
z5(5,0) = 1
Sea (J(s,t) = h%(z(s,1),t)z5(s,t). Evaluamos su derivada con respecto a ¢ a s constante para
deducir ) ) \ )
dG oh oh ORt Ok du
— = ey s Ry = [ v+ R 2 = 2.43
at ((3‘t+(‘)z *)z+ & (at+oz”+"az)z 0 (2:43)

donde hemos utilizado (2.42) y la ecuacién (2.39). De (2.43) concluimos que (& es constante a
lo largo de las caracteristicas y por tanto, usando (2.42) llegamos finalmente a la ecuacion

h*(s,0) = h2(2(s,1),1)2s(s, t)

v de ahi
. h?(s,0)
h*(z(s,t),1) = ’ (2.44)
()
que junto con {2.41) nos da la solucién de (2.39) para un campo de velocidades v(z, ) dado.
La ecuacién (2.40) es de tipo convectivo con fuente. Se puede escribir como

dv 1 &h 1 & , Ov
Sl — —{h? = 2.45
it hra: T HRres ( (')z) (2.45)

En términos de las caracteristicas, la ecuacién (2.45) es

do(z(s.t}.0) 01 Lf)

—

dt Dz h f h? 0z

(h"*g—Z) (2.46)

con
v(s,0) = vg(s)

el campo de velocidades en £ = 0.
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Teniendo en cuenta que J, = %83 y eliminando A de {2.46) mediante (2.44) obtenemos la
siguiente ecuacién en derivadas parciales para z(s, t):

1 25(5,8) \ z(s,8) 1 8 [h?
_ _ t>0
T ( hz(SO)) JLLh:(s[) zs(s,t) Os K Bat sER L2

con condiciones iniciales
z(s,0) = s
z(5,0) = wols)
Sobre vy imponemos la condicién

vo (3) sj:i:go

que corresponde a un fluido estacionario en el infinito. Impondremos la condicién de anulacion
de la velocidad en el infinito para todo instante, que equivale a

zi(s,t) =0 (2.47)

s—too

Introduzcamos la nueva variable espacial s’ = f; h%(£,0)d€, en término de la cual llegamos
a la siguiente ecuacion

1 1 )
Upg — | —= =—ul - R t>0 2.48
thet (\/ﬁ) s's! K (H)S'S’t $ € T ( )

para u = 2. Las condiciones iniciales son ahora

’LL(SI,O) == m (249)
u(s,0) = wvos(s)

Observemos que el primer término de la izquierda en {2.48) proviene de los efectos inerciales

y el segundo de la tensién superficial. El término de la derecha daria cuenta del efecto de la
viscosidad.

Los datos iniciales (u(s,0), uy(s,0)) = (uo(s), u1(s')) que consideraremos son regulares, con
primera componente estrictamente positiva y tales que

up(s) — K7? cuando |s'| 5 o0 (2.50)
u () — 0 cuando |¢|—= o0

Impondremos sobre las soluciones de (2.48) las siguientes condiciones de comportamiento
asintotico en el infinito:

u(s',t) — K7? cuando |5 - oo (2.51)
ui(s’,t) — 0 cuando || 3 o0

La explosién de una solucion de (2.48) equivale a la ruptura del tubo {anulacion de h(z,t))
en virtud de la ecuacién (2.44).
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Particularizamos a continuacién las ecnaciones a los tres casos que estudiaremos en este
capitulo. La formulacién lagrangiana del sistema unidimensional en el caso de un fluido perfecto
llevaria a una ecuacién de la forma

1
e — | —= =0 §fecRit> 2.52
Uyt (\/E)"s' s €M t>0 (2.52)

con las condiciones iniciales (2.49).
En la formulacion lagrangiana del sistema unidimensional para un fluido de Stokes desaparece
el término derivado de la inercia de la ecuacidon (2.48) v la ecuacion resultante es

1 1
- — - =0 sSecRt>0 2.53
(ﬁ)s‘s‘ T (u‘)s’s't e T ( ? )

En la formulacién lagrangiana del sistema unidimensional para un fluido sin tensidn super-
ficial desaparece el término derivado de la tension superficial de la ecuacién (2.48) y la ecuacion
resultante es

1
s's't

con las condiciones iniciales (2.49).
Concluimos esta seccién presentando una ley de conservacién para las soluciones de (2.48):

Proposicidn 2.1 Sean (uo(s'), u1(s’)) tales que satisfacen (2.50) y sea u(s',t) una solucion de
{2.48) con dato inicial ug(s u1(8")) y tal que verifigue (2.51). Entonces

foo (?‘1(3’1 t) - uO(SI))de =0

O

para todo tiempo t.

.’ .’ & . . - .7 !
Demostracién. De la ecuacién (2.55) deducimos por simple integracién en s

d* oo , s d [y ) -
el A - = 2.55
dt? (/_muds)+2 : _Oc+udt (u2 - 0 (2.55)

Si tenemos en cuenta que

v (foo ud.s) = é% (f::(u - ug)ds')

v las condiciones (2.50) impuestas sobre el dato inicial obtenemos

P2 e
az ), s
— 0

y por tanto {%°_(u — ug)ds’ = c1t + cz. Como u(s’,t = 0) = wo(s') ¥

CD

./ w, (s, )ds’ = z(+00,t) — z(—00,t) =0

@]

por {2.47), entonces ¢ = ¢z = 0 y esto prueba el resultado.0
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2.4 Un teorema de existencia y unicidad local de soluciones del
sistema unidimensional

A continuacién demostraremos un teorema de existencia y unicidad local de soluciones del
problema (2.48), (2.49). Mds precisamente, consideremos el siguiente problema de Cauchy:

Uy — (:}_TZ) + p (%) = 0 seRt>0 (2.56)
u(0,8) = wuo(s)
ui(0,8) = wvofs)

donde p > 0.

Probaremos dicho resultado en los cldsicos espacios de funciones Halder. Sea ! = n + a con
n entero y o € (0,1). Recordemos que C*{IR) es el conjunto de funciones f reales de variable
real tales que

1/ len(ry = Zsup [FO(s)| < o0
_US
C™ (IR} es el conjunto de funciones f tales que
n Fs) ~ fO(s)
I lonrecry = W llonm + sup | g <X

imp S5'ER |3“5’l

que si denotamos Q1 = IR x [0, T] entonces el espacio C™7 (@) se define como el conjunto de
funciones f tales que

fligng g = 2. sup |DiDIf(s,t)] < oo

i+25<n (5)€EQT

y el espacio Crten e (QT) es el conjunto de funciones f tales que

iDif(s,2) - DiD{f(s',?")]

1] g, 2 =fllgng gt = < oo
e e @ 1+§<n(s nrirear  fs— s+ [t
Teorema 2.1 Sea 0 < a < 1 y sean ug(s} € C*+(IR) y tal que

0 <m < upls) < M < +o0 (2.57)

vp(s) € C***(R) y T > 0 suficientemente pequerio. Entonces eriste una idnica solucidn
u(s,t) del problema (2.56) en el espacio C*H1+3(Qr).

Demostracion. La ecuacién (2.56) se puede escribir de la siguiente formas

el (@) [ e
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Sea w = u — ug — vgt. Podemos entonces escribir (2.58) como

w o 1 5?21 & 1 [+ vt \ "
1 — J— o t - t o i
e (Ug)ss g (ﬂo) * (\/%)s +H09‘3 (Uo Ték & \ %o ) *
tg? 1 n-l— 5w+ vpt\" o
+/0 ds? (\/T; 2)_( wo ) (2:59)

La ecuacion (2.59) se puede escribir en la forma

we— p (%) = f(s,) (2.60)
con
f(sa t) = fl ('5" t) + f‘Z(Sﬂ t) + f3(8, t)
siendo

filsty = (Z_%) ( ) ¢ 261
R )

_ LS DT+ §), (1w b vl
fals,t) = fﬂas (\/%Z Uin 4+ H(3) ( Up ))

=l

Buscamos soluciones de (2.60) tales que w({s, 0} = 0. Estimaciones cldsicas de la teoria de
ecuaciones parabdlicas (ver {16] v [32]) establecen entonces que:

il jorans g (Qr) = <Ol Al e 2

i

con C dependiendo de Huﬂ_ Crta( Ry

A continuacién estimaremos || fil] a2 yi=1,2,3.
L : L er2@r) : .
La estimacion para f; es inmediata de la definicién de norma en espacios de Haolder:

7 (1l ~1/2 9 a
Villgo3gr) < €T (Iollcosacry + [ oapucr (2:62)
f2 se estima del siguiente modo:
Y yat: . Sy
121l o819 < 2 n?C" ([lwllgarars g g + IW0llcara(m T) (2.63)

con n? un factor que proviene de tomar las dos derivadas en s que aparecen en (2.61) y donde
hemos usado la siguiente desigualdad para funciones w; y wq tales que wy(s,0) = wq(s,0} = 0:

lwy (s, t)wz(s, L) — wi (s, ) wy (s, )]
s— "+ |t — |2

sup

s 1) — 5.1 r9(8, 1) — wols',
Jwals L ol ;Jl + sup |wy (s, )| sup [wa(s,8) = wi 3\ =
s — 1% + Jt— 03 s 17 4l — 01’

< sup |wy(s, )] sup
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— T% sup [wi(s, t) ;wl(s,ﬂﬂ sup [wa(s, tL— wa (s, tﬂ)

L < -_— Il

lwa(s, 1) ~ wo(s, D)| sup lwy (s, 8) - wqe(s', )}
7 - T T =0T

< 9T3

-’;—T% sup = llwlnca'%(Qﬂ “wQHOO‘,%(QT)

gracias a la cual podemos estimar los términos de érdenes superiores al lineal en w. También
hemos empleado la siguiente estimacién para funciones de la forma g(s)w({s,t)

lg(s)w(s, t) — g(s )W(S "

== +|r——r|z

sup

lw(s,t) — w(s' )| lw(s, t) - w(s,t')

< su 5)|su + + sup lg(s)|sup 5 =
pig( )' p|5_'3"}o+lt'_'t,!3 | ( | )S—S’la-]-lt‘—t’l?
=2 “g“CO(R) ”w“c@.%(QT) (264)
~1 1/2
La constante C en (2.63) depende de Huo ‘CH‘“(R) o, equivalentemente, de ”“0 e (R)
ya que M
~1 —1/2 -1
H Yo HCH a(R) ~ s K ” ' C2ta(R) “uo C2(R) (2.65)
en virtud de (2.64).
Finalmente estimamos fa:
o 5_ n
”f3||ca Q1) S Z nzT (Hwncua,u o) + “UOHC2+0(B) T) (2.66)
donde hemos usado la siguiente estimacién para una funcion g tal que g(s,0) =0
’fo (s, 7 drwfo g{s’, r)dri B
5 — 5] +|1:~t|2 B
i (gls.7) = g(s' 7)) dr — [ (g{s. 7) — g, 0))dr\ <CT 14l
= sup oy = 9l e,
|s — &[*+ |t - V|7 c*%(Qr)

y estimaciones de los términos no lineales idénticas a las utilizadas para estimar f,. La constante
C' en (2.66) depende de Huhl/z .
( ) pe O G2ta (R

De las estimaciones anteriores se deduce que para T suficientemente pequefio las series en
(2.63) v (2.66} convergen y de hecho

Mot gpy S KT+l getnseg o) T+ 0l2arns g, (267)

Cud.ndo ”tUch+Q 1+4 _hl 2 Y T

%) S < R. La constante K depende de g, HUU“C’2+U:(H) “
en virtud de (2.62) y (2.65).
Para resolver el problema no lineal completo nsaremos un punto fijo de Banach. Considere-

mos la aplicacién £ que asigna a una funcién w € W con

C2to(R)

W= {w € C2+a’1+%(QT) tal que ]|w”02+0,1+%(QT) _<_ R ¥y ’H)(S,O) = 0}
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la solucién de (2.60} satisfaciendo w(s,0) = 0 para f(s,{) basado en @(s,¢). La estimacién
(2.67) muestra que £ aplica W sobre si mismo para T suficientemente pequerio.

[a aplicacién £ es contractiva. Para probarlo tomemos @y, @3 € W v las correspondientes
soluciones wy,wy de (2.60) con f(s,t) basado en Wy (s,1) y Wy(s, 1) respectivamente. La funcién
w = wy — wy satisface la ecuacion (2.60) con

f(sa t) = FI(S‘,t) +-‘L12(saf)

. S I L o A A TR AN ‘
e = S (Lo (B2 (F224)) sy

s PP (DT ek 3) (/W v\ /T + vl " 4
fals 1) = Zfé ds? (\/Ea INESVINED (( 0 ) ~ (T) )) (2.69)

Efectuamos las derivaciones en s y estimamos los términos que aparecen en las series (2.68)
¥ (2.69) del modo siguiente

<

3 i)
“gz - gl ”Cfl.%(QT) S N

CTE(Qy)

n—1
(92 — 1) (Z 93—1—1!’,;)
=0

< o “g2 - gl“@'«h%(QT)

con (' dependiendo de R | T, ”UU“CHQ(R), ”ual/‘z’

lim (7 = 0. Se tiene entonces
oo (1) ¥ R.T—0

que para T y R suficientemente pequefios
HWQ - w_ll{cz+a,1+£2!(QT) < L “7.’0_2 — E“C“’““"'%(QT)

con [ < 1y por tanto la aplicacidn £ es una contraccion. Bajo estas condiciones el teorema del
punto fijo de Banach asegura la existencia de una dnica solucién del problema en W,
La tltima observacidn es que las condiciones impuestas sobre up(s) en el enunciado aseguran

~1/2~

la acotacion de ”uo

Cata(R) y Hvol}cﬂa(m de los que dependen todas las constantes que han

aparecido a lo largo de la demostracién.O

¢

A continuacion presentaremos un teorema de existencia y unicidad de soluciones locales del
problema {2.56) en el caso limite en el que la viscosidad es despreciable, es decir g == 0. Este
paso al limite es extremadamente singular ya que el nuevo problema de Cauchy que resulta es
eliptico. Es importante sefialar que la ecuacion (2.56) con g = 0 equivale al siguiente sistema

w = v (2.70)

h = -
con datos iniciales
u(s,0) = ug(s) (2.71)
"5
v(s,0) = /mmwzzm
Jo

Ndtese que existe una diferencia esencial entre los casos > 0y g = 0. Mientras que el caso
# > 0 se puede transformar en una ecuacidn parabdlica cuasilineal con un inico dato inicial,
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el caso ¢ = 0 conduce a una ecuacién eliptica cuasilineal con dos condiciones de contorno y
por tanto a un problema mal puesto en espacios cldsicos (L? por ejemplo) en el sentido de
Hadamard. [En este aspecto podemos decir que el problema en el caso g = ( pertenece a la
misma familia que los problemas clasicos de Hele-Shaw y de Stefan para los cuales es posible
construir soluciones en clases de funciones suficientemente restrictivas (analiticas por ejemplo).
Véanse por ejemplo [27], [28], [49] y las referencias alll contenidas. Un teorema de existencia y
unicidad local de soluciones para Hele-Shaw y para datos iniciales analiticos se puede encontrar
en [15]. Un estudio de la existencia local de soluciones para problemas de Stefan se pueden
encontrar en [56].

La demostracién de existencia y unicidad de soluciones para (2.70), (2.71) es esencialmente
la del teorema de Cauchy-Kovalevsky (ver [21]) con la dnica diferencia de que para obtener
soluciones en todo €l espacio se impondra en los datos iniciales una condicion de analiticidad
en un entorno uniforme de . Presentamos a continuacién una versién de la demostracion del
teorema de Cauchy-Kovalevsky adaptada a nuestro problema concreto:

Teorema 2.2 Sean ug(s) y Tg(s) dos funciones analiticas en torno de cualquier punto sy, i.e.

an (8 —s0)" |s— so| < p(uo; s0)

§
&
It

I MB

T

1
T(s) = 3 ba (5 —50)" I — s0| < p(v0; so)

n=1

8

y lan| < M{up; sa)p™"(uoi s0), |ba] < M(T5;50)p~ " (To; 80). Supongamos ademds que las cons-
tantes M (uo; sp), M (To; s0), p(uo: s0), p(To; s0) son uniformes en sq; es decir, existen para cada
par ug(s), To(s) dos constantes My, py tales que

0 < M (uo; s0), M (Dg; s0) < My
0 < p2 < plug; so), p(To; S0)

Eriste enfonces una dnica solucién analitica u(s,t), v(s,t) del problema (2.70), (2.71) para t <
T(MQ, P2, infs HU).

Demostracion. Notemos en primer lugar que bajo las hipétesis del teorema los coeficientes
ftn, by, son menores que los coeficientes de Taylor de la funcién

o _ MQ(S——SO)
M eg—gy)t = ——————

El procedimiento de demostracién sera el mismo que el del teorema de Cauchy-Kovalevsky.
Buscamos soluciones u(s, t}, v(s,t) de (2.70), (2.71) en torno a (sg,0) en la forma

OO

u(s,t) = Z ai;(s — so)'t? (2.72)

i,7=0

U(S, t) = Z bz'j (S - Sg)itj

1,7=0



90 2 Andlisis de la evolucion de la superficie de tubos fluidos finos

expresiones que introducidas en (2.70), (2.71) proporcionan relaciones de recurrencia para los
coeficientes a,;,b;;. Obtendremos cotas superiores para estos coeficientes y esto nos permitird
dar cotas inferiores de los radios de convergencia de las series (2.72) y por tanto de la regién de
existencia de soluciones analiticas. La unicidad de soluciones es clara dada la unicidad de las
relaciones de recurrencia de los coeficientes.

Escribimos el sistema (2.70) en ja forma

U O 1 Hu . .
f 2uZ s

Si introducimos para un sy dado

?L(S,t) = uO('90)+ﬁ(§at)
v(s 1) = /0 vo(o)do + B(3,1)

. diy 12
azp @22

1 1 1 1
T3 e < — T 2 inf P
3 (up(s0))2 5¢0(s0) — @(5,£) 7 3(inf, ug)2 5 infsuo — (W47
3inf, ug
%infs g — (@ + ©)

con § = s — sp podemos escribir {2.73) como

= 0
( i ) _{ )
¢ 2(uo(s0)+ul5,t))

Notemos que

[e

e RS
AN
2 R
N—
@}

< =
N—
w ]

st

IA

|az|

laiz| <

cuando %, > 0. Sean M; = min {———1—, % inf, uo} ym= %infs Up.
3(infsug) 2 N

Argumentando como en la demostracién del teorema de Cauchy-Kovalevsky vemos que el
valor absoluto de los coeficientes del desarrollo de Taylor de una solucién local de (2.56) estdn
mayorados por los de la solucién local del siguiente sistema

(E‘):L(}})(f) (2.74)
v/, m-(uto) v/~
sujeto a las condiciones iniciales siguientes:
o My3 .
6500 = —22 (2.75)
pP2—5
- Mys
BE0) =
p2— S
De (2.74) v (2.75) se deduce & = ¥ = w y la siguiente ecuacion mayorante para w:
2M
w = wy (2.76)
p—w
con condicion inicial .
» Ms _—
w(F,0) = (2.77)
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y siendo M = max(M;, M3), p = min(py, p2}. La solucién de (2.76}, (2.77) es (ver [21]):

w =

1 ( 2 —~ —~ —~ ~— 2 ~
—— p* + 2ME —~ p5s — 2M pt — : )
4(p —3)

una funcién cuya serie de Taylor converge absolutamente en |3] < p, t < T{M, p}.0

2.5 Analisis del sistema unidimensional para fluidos ideales

2.5.1 Soluciones autosimilares

Existe una familia biparamétrica de perfiles autosimilares para el sistema (2.16) y (2.17) tal
y como se mostré numéricamente en [53]. Como estas soluciones autosimilares jugaran un
papel importante en lo que se describird posteriormente realizaremos a continuacion un estudio
detallado de las mismas. Introduzcamos las funciones v y & en la forma

b, t) = (to - )7 () (2.78)
bz 1) = (to — )" 0(E) (2.79)
con .
A

Para obtener soluciones de {2.16) y (2.17) con esta forma los exponentes «, 3, deben sa-
tisfacer las siguiente relaciones:

a—1=20a—-=—-y-0

T-l=a+y-f

es decir,
,},
o = —— 2.80
2 (2.80)
.g_d_--i_._;

donde v es un pardmetro libre, asi como el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden para ¢ y -

7 W e ' = &
Y ) y 1, _
et (1= 5 )89+ 5l =0 (2.82)
Las soluciones admisibles de (2.81) y (2.82) deben satisfacer
2
h o~ =
¥y, AT (2.83)
B €175
~ 2—x
¢~ Baldl (289

va que solamente de este modo conseguimos funciones v(z, ¢} v k{z,t) de orden unidad en puntos
z de orden unidad cerca de la singularidad.
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Para que la singularidad se concentre en un punto es necesario # > 0 lo que implica ¥y < 2.
En caso contrario se tendrian soluciones para las cuales el perfil de la funcién h(z,¢) tenderia
a cero cuando ¢ — o en todos los puntos del espacio. Por otra parte, si queremos funciones
h(z,t) que se anulen en el origen cnando ¢ =ty tenemos que imponer v > 0.

Teorema 2.3 Pura todo v € (0,2) existe una familia biparamétrica de soluciones analiticas de
(2.81) y (2.82) que satisfacen (2.83) y (2.84). Dichas soluciones se pueden escribir en la forma

P(€) = A" (xg) (2.85)
p(€) = A*@(X¢)
con A un pardmetro real arbitrario y las funciones ¥ y & pertenecienies a sendas familias
unsparamétricas de soluciones de (2.81) y (2.82). Ezisie una tinica solucion ® simétrica (U
antisiméirica) y un continuo de funciones ® y ¥ asiméiricas vecinas.
Si v = 0 las soluciones de (2.81) y (2.82) que satisfacen (2.83} y (2.84) son de la forma
(2.85) con ® =1 y ¥ constante arbitraria.

Si ¥ = 2 las soluciones de (2.81) y (2.82) que satisfacen (2.83) y (2.84) son de la forma
(2.85) y las funciones ® y ¥ se pueden escribir en la forma

P{)=H(E+C)
VE)=CGE+C)

con C un pardmetro real arbitrario, H(§) una funcidn siméirica y analitica que ezplota en
& = :1:443& ¥ G(&) una funcidn antisimétrica que se¢ anula en £x. El perfil de la funcion H es,
cerca de [os puntos de explosion £y,

2%
¢t g — g,

Demostracién. La invariancia del sistema (2.81), (2.82) ante el reescalamiento

Y = A
§ & A
¢ =+ A%
nos permite considerar
$(E) = Ae(x) (2.86)
pE) = A%@(x¢)

con A un pardmetro real arbitrario y ¥{(£) y ®(£) soluciones de {2.81), (2.82) que satisfacen
(2.83) y {2.84) asi como

®0)=1
y ademas sugiere 1a introduccién de las funciones g y h definidas a través de
P = (2.87)

¢=

A RAY
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con lo que las ecuaciones (2.81), {2.82) se transforman en

1 5 h 2
gnt 9= 3Vgy+ 9 T 9 - (h—;’—g)zo (2.88)
SOV (243, 1 )h-— 2.89
h,,(g—i—(l 2)) (2+_29 50 | b= (2.89)
donde 1 = log |£|.
Notemos que si £ > 0 entonces
e’ iAen
glm) = d )= ( )=G1(7?+10g)\)

en Aen

h(n) = Me¥P(Ae") = Hi(n+logA)
con (71 y Hy soluciones de (2.88), (2.89) y si & < 0 entonces

oy = P YD tog)

hin) = A%e"®(—Xe") = Hy(n+ log A)

con Gz y Hj soluciones de (2.88), (2.89).
El cardcter auténomo del sistema (2.88), (2.89) nos permite construir, a partir de una solucion
del mismo y mediante simples traslaciones en el argumento 7, todas las soluciones ¥, ¢ de (2.81),
(2.82) en la forma (2.86).
Las funciones 4 y  han de ser continuas en & = 0 y esto se traduce, por (2.87), en la
condicion
g*h = C (2.90)

g—+Foo

con C' = 0 para funciones ¢ simétricas.
Los comportamientos asintéticos (2.83) y (2.84) implican que las funciones A y g satisfacen:

Ky
h g—’::)"' re (2.91)
con Ky = A By > 0.
Podemos obtener de (2.88) y (2.89) el sistema siguiente:
16hg + 8hg? + 4 — 3hgy + 8h — dh~y
h, (2.92)
2 + 4hg? + 8hg — 4hgy + 4h — 4hy + hr?
g 59~ 2+ + 2hg — hgy + 4hg* + 2hg® — hg?y
7 -

2+ 4hg? + 8hg — 4hgy + 4h — 4hy + hy?
Si observamos que
2+ 4hg® + 8hg — 4hgy +4h — Ahy + hy? = (4= 4y ++7) h + (492+(8—47)g)h+2 >0
podemos entonces hacer el cambio

dn

dr =
T T 3 Ahg® ¥ Shy — dhgy + 4h — Ak + A2
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¥ concluir que las soluciones del sistema (2.92) estdn asociadas a las trayectorias del siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales:

h, = 16gh®+8¢%h® + 4h — 3h%yg 4+ 8h% — 4vh® = fi(g, k) (2.93)
9r = —2g+4y - dhg + 2hgy — 8hg® — 4hg® + 2hg’y = folg, h)

Estamos interesados en encontrar dos curvas que terminen en (g = 0,k = to0) = (0, +00)
cuando 7 — +oc y empiecen en {g = 00, h = 0) cuando 7 — —o0, 0 una iinica curva que vaya
de (g =2v;h=0)a (g=0,h =+00). h debe ser positivo a lo largo de esas curvas y se deben
satisfacer las condiciones (2.91) y {(2.90).

Si parametrizamos las soluciones en la forma h = h{g) tendremos entonces

dh  16gh’ +8¢*h* 4 4h — 3hPyg + 8R® — Ayh* (g h)
dg  —2g9+4y+ (27— 4)hg — 4hg> + (2y =B hg®  falg, h)

La funcién fy{g, k) se anula en las curvas

(2.94)

= 0
4

_16g+8g2—37§+8—4'y

que llamaremos I'y y 'y respectivamente (ver figura 2.1). I'; presenta asintotas verticales en
gr = —%7 -1+ %6\/(972 + 32v) . Presenta ademds un minimo local en g = 3”@.“‘ para el cual

;)
h = F(9¥+32) >0
La funcién f,(g, ~) se anula en la curva
} —29+ 4y
Z7g — 49 — 4g° F 29y — 8y?
que llamaremos I';. esta curva presenta asintotas verticales en ¢ = 0, — 3;—2

1,
Es interesante averiguar en qué puntos hay extremos locales de fa(g,h). Para hacerlo en-
contramos los puntos en los cuales

d /[ —2g + 4y )  —16vg+4¢° — 13¢%y + 4g> + 292 — 4 4+ 44%g
dg \ 279 — g - 4¢° + 2977 — 8g%) __ g% (=7 + 2+ 2¢% — vg + 1g)°

se anula y verificamos la existencia de un minimo negativo, un minimo positivo y un maximo
negativo. Es fécil ver que los dos nicos puntos en los cuales se intersectan I's y 'y son (g, k) =

4 _9 2y—4 50 . it . Ly ¢
(_3, 2), ( — w4'y+4+'v‘) Estos son puntos de equilibrio del sistema dindmico (2.93).

Podemos llevar a cabo el siguiente ordenamiento de la primera componente de los puntos de
asintota y los de equilibrio

2y — 4 ¥—2 4

0> A O .
[/ - -~ P 3

i}

cuando 0 < y < 2. La conclusion obvia es que ['y estd rodeada por T'y en el cuadrante g < 0,
h > 0.

Necesitamos determinar si existen curvas que empiecen en (2+, 0) 6 (£o0, 0), verifiquen (2.90)
y terminen en {0, +oc) con el comportamiento asintético (2.91). La consecuencia de esto serfa
la existencia de soluciones autosimilares tanto simétricas como asimétricas. La respuesta a esta
cuestidn es positiva. Para entender esto nétese que cualquier curva k(g) que comience en g = —oc



2.5. Andlisis del sisterna unidimensional para fluidos ideales 95

h

zy g

Figura 2.1: El diagrama de fases del sistema (2.93)

pasa por debajo de T’y o lo intersecta formando un maximo local. En esta segunda situacién
no puede intersectar la curva I'y (solamente la podria cortar con pendiente menos infinito) y
la dinica posibilidad es entonces cruzar I'; de nuevo formando un minimo local. La trayectoria
s6lo puede ahora cruzar I'y y terminar en (0, +00) satisfaciendo (2.91). Las curvas que parten
de (400, 0) no cortan I's y terminan directamente en (0, +oc) satisfaciendo (2.91).

Nétese que hay un continuo completo de soluciones para todo 0 < v < 2. La unica drbita
que parte de (24, 0) v acaba en (0, +oc) corresponde a la autosimilar simétrica (ver figura 2.1).
Argumentando por continuidad, existira para todo 0 < v < 2 un continuo de curvas que se
aproximan a (—oc,0) y satisfacen (2.90) con distintos valores de C asf como (2.91) y para cada
una de las cuales existe una curva que parte de (400, 0) que satisface (2.90) con idénticos valores
de C y la condicién (2.91).

En el caso limite v = 0 la ecuacion (2.94) se simplifica y llegamos a

dh h
e 2.95
a7 7 (2.95)
cuya solucion es
C
h = -
g

con C' una constante positiva arbitraria. En las variables originales ¢, 3 estas soluciones dan
lugar a 1 = Cy y ¢ = Cy, donde C, C; son constantes arbitrarias (ver (2.81) y (2.82)).
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Estudiamos a continuacién el caso y = 2. Las ecuaciones (2.81) y (2.82) son cntonces

!

v = 5
F A 1 /
“Zp byt vy =
v a partir de ellas obtenemos
2
go [y
TR e
147297

Si parametrizamos i con ¢ se puede obtener facilimente la siguiente ccuacién para ¥(p):

' 2
LS (2.97)
de  Sp  Bip?
La solucién general de (2.97) es
' 4
—8ps £ 8C ¢
Vi) = id LS (2.98)
('-_’)5
con C'; una constante positiva arbitraria.
Observemos que
¥ (@) ov V878 (2.99)
y por tanto usando (2.96) se tendria que
5 7
. IN i_‘_—' 5
LS Tons

lo que permite concluir que ¢ explota en £ finito. El perfil cerca de un punto de explosidn & es

15 3

VENOH]
Tt g gft
Introduciendo (2.98) en (2.96) podemos determinar, mediante célculos elementales, la si-
guiente férmula implicita para la funcién ¢(€):

1

9~ — 13C 16 + 8C% 10-—462*0
_f‘ro 1% 10 + 1@

e =+ (C3 + )
¢1+QJ*
que corresponde a un perfil w(£) simétrico con respecto a la linea £ = —C', y con la estructura

(&) = C7% (Cf e+t 02))
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siendo ©(n) la funcién dada en forma implicita por

1 59975 130710 4 85T — 470 o
-_— e n
6 Y-1+V®

que explota en los puntos 7 = :l:%é. Con esto concluye la demostracién del Teorema 2.3.0

En las figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 presentamos algunos de los perfiles @-simétricos y -
antisimétricos calculados numéricamente

Figura 2.2: vy = 2, ¢(0) = 0.1, ¥(0} = 0

10,

Go 10 20 30 40 50

Figura 2.3: v =1, {0) = 0.1, %(0) =0
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127

10

f=)
(=)

%]

Fy

[=2}
=

Figura 2.4: v = 3, ¢(0) = 0.25, ¥(0) = 0

357
2.51

1.5

00 10 20 30 40

Figura 2.5: v = £, ¢(0) = 0.5, (0} = 0
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2.5.2 Formulacién del problema (2.52) en el plano hodégrafo

En esta subseccién presentaremos una nueva formulacion de la ecuacién (2.52) que jugard un
papel crucial en toodo el analisis posterior para andlisis posteriores.
Tal y como hicimos en (2.70), podemos reescribir la ecuacién (2.52) en forma del siguiente

sistemas
Uy = U (2.100)
1wy
vy = —=—
t 2 u%
con dato inicial
u(s,0) = wup(s) (2.101)

v(s,0) = wo(s)

Impondremos sobre estos datos iniciales algunas condiciones de regularidad (que especifi-
carentos mas tarde) y las siguiente condiciones de comportamiento asintdtico:
ug(s) —
|s]—roc
vo(s)
|s]-3o0c
Un modo de resolver este tipo de sistemas es mediante la aplicacién de la llamada transfor-
macién hodégrafa. Esta transformacién ha sido aplicada con éxito a la resolucién de algunos
problemas relacionados con la dindmica de gases (ver por ejemplo [3] y [33]) y nos permite
transformar el sistema (2.100) en un problema lineal. La idea principal consiste en intercam-
biar los papeles de las variables dependientes e independientes. Para llevar a cabo este cambio
consideramos s y ¢ como funciones de u y v.

s = s(u,v) (2.102)
t = t{uv)
Nétese que
s = Jit,
v, = —Jt,
w = —Js,
vy = J‘S‘u
con J=! = s,t, — s,t,. Si suponemos que J~! # 0, el sistema (2.100} se transforma en
twn = sy (2.103)
1,
8, — ———
[N 2 u%
donde s vy ¢ satisfacen
s = ug'(u) (2.104)
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=0 (Vs. 7 =0)
s:u‘:)(w“) /H

Figura 2.6: Representacion del problema (2.107), {2.108), {2.110)

a lo largo de la curva 4’ dada paramétricamente por (2.101). En el caso particular vp(s) = 0 esa
curva es el segmento v = 0, u € [, up(s = 0)].
Sea

u = w (2.105)
U= 2\/§y

El sistema (2.103) se puede escribir como

= s (2.106)

1
ﬁwatw
5 — ty
v V2w
o, equivalentemente, en forma de la siguiente ecuacién en derivadas parciales
Syy -+ 1 (’wgsm) =0 enw>0 (2.107)
O w3 T w

La ecuacion diferencial lineal {2.107) es de tipo cliptico. Los datos (2.104) se transforman
ahora en
s = ugt{wh) {2.108)
t = 0
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y deben satisfacerse a lo largo de la curva v definida paramétricamente por
wie) = uy'(o) (2.109)

yla) = 27 w(0)

La segunda condicién en (2.108) es equivalente a

0= B v T e 2 (s, wPees) = VI (Vs )

da NI

—
donde o es el parametro arco de la curva y dada por (2.109) v t' es el vector tangente. Esta
condicidn se puede reescribir como

9 s W =0 (2.110)
an
con 7 el vector normal a v (ver figura 2.6).

Observemos que la ecuacién (2.107) es lineal. Esta propiedad nos permitird obtener familias
completas de soluciones mediante simples combinaciones lineales. Es posible recuperar a partir
de una solucién s{w,y) de (2.107} la funcién #(w, y) solucién de (2.106). Con estas funciones y
teniendo en cuenta el cambio (2.105), podemos obtener el par u(s, t), v(s,t) solucién de (2.100)
invirtiendo las relaciones (2.102).

La ecuacién (2.107) junto con la primera condicién en (2.108) y la condicién (2.110) consti-
tuyen un problema mal puesto en el sentido de Hadamard en espacios cldsicos. No obstante,
es posible construir soluciones locales en el caso de tenerse datos iniciales analiticos (la funcion
ug!(w*) y 1a curva v analfticas) via el teorema de Cauchy-Kovalevsky y extender esta solucién
a otras regiones del plano hoddgrafo por simple prolongacién analitica. En cualguier caso, po-
dremos encontrar una gran cantidad de soluciones explicitas del problema gracias a la linealidad
de la ecuacién (2.107) y de la condicién de contorno {2.110).

Una vez encontrada s{(w, y}, es posible encontrar ¢(w, y). De hecho, el sistema (2.106) implica
que las curvas de nivel £ = C'onst. son ortogonales a las curvas de nivel s = Const. tal y como
demuestra el siguiente cdlcuio

Vs Vi = syl + 8yly = \/§w3swsy — \/§’w3sysw =0

donde hemos usado el sistema (2.106).
La funcién t(w, y) satisface la siguiente ecuacién diferencial:

3ty
tyy——;%-twwﬁo en w >0 (2111)

como podemos deducir facilmente a partir (2.106) derivando la primera ecuacién con respecto a
w, la segunda con respecto a y e igualando la expresiones de s, resultantes.
2.5.3 Soluciones autosimilares en el plano hoddégrafo

En esta seccion daremos una representacién de las soluciones autosimilares (2.78) y (2.79) es-
tudiadas en el teorema 2.3 en término de las variables del plano hodégrafo. Recordemos que la
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familia de curvas caracteristicas z(s,?) definen un cambio de variables de (z,{) a (s,¢) mediante
las relaciones

1 i
z,0s,1) = W (2.112)

Zf(S,t) = ((Q ) )

No es entonces dificil de verificar que para soluciones con la forma (2.78), (2.79) y teniendo
en cuenta (2.80) resulta que

- 1
zo(s,8) = (tg—1)7 ———— (2.113)
2 ( = )
14 (zg»t)‘“%’
zls,t) = (fo~f)_51/)(—————; 5
ty — 2
relaciones que sugieren la siguiente estructura autosimilar para z(s,f):
—x s ,
(s, t)=(to—})'72G | —mr (2.114)
(to — )=+
¥ por tanto
s
=z = —H* — 2.115
w= =t -0 () (2115)
donde
X = -2
3
K o= J—+1

Es ficil deducir, dada una funcién z(s,t} de la forma {2.114) y a partir de (2.113}, las solu-
ciones autosimilares ¢ y 1. Asi pues, para estudiar la estructura de las soluciones autosimilares
en el plano hodégrafo debemos buscar soluciones u, v del sistema (2.100) de la forma

w = (to—t)f(n) (2.116)
v o= (ta—t)"g(n)

donde
_ s
T= Tt - 0%
con lo que obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
~xf+rEf = ¢ (2.117)
f."
~pg+ Ky = ——=
2fz

ademads de la siguiente relacién de exponentes de similaridad:

_X__7 2.118
P47 72 (2-118)
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Recordamos que el sistema (2.100) se transforma, mediante la transformacién hodégrafa, en
el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

by = 8y 2.119
(
11

2 4

2

Su =

s

De (2.116) deducimos que

R0
v g =i

W tv o= (o~ 07 ()X +9 (@) = (to - 0°S()

de donde se sigue

(to —t)" =

¥ por tanto

N UX 4 U .
to—t = S(R—l (ﬁ)) H:T(C) (2.120)
- o)) ()

v
425
V_ﬁ:__ 1 3 5121
Cox 2y 4 (2.121)
- r_1
Moo= 1
A = l::-»ﬁl—
X 2y

Por simplicidad usaremos como dnico pardmetro v. El sistema (2.119) se puede reescribir
entonces como

3 ]
_(ydrz)qurzgr % (2.122)
1, 1,
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Introducimos ahora el siguiente cambio de variables

( = — =22tand (2.123)
w
v = ricos*d

con 0 <r <ooy—3 <8<z, para deducir, a partir de (2.120) y (2.122),

s =" (cos™ 0) S (2v2tan8) = 1V 1 (8 1) (2.124)
donde f (#;v) satisface
d*f df 2 .-
7 — 3tan 9% + ((w)? +120) f =0 (2.125)
y 2
to— t = P+ 2 g(0; 1) (2.126)

donde g es una solucion de

dzg dg 2 . ‘ -
20z +3ta116‘50—+ ((41/) +12u)g:0 (2.127)

Estudiaremos las soluciones de (2.125), (2.127) y determinaremos a posteriori cudles de ellas
se corresponden con los perfiles autosimilares.

Proposicién 2.2 La solucién general de (2.125) es una combinacion lineal de las dos funciones
sigutentes:

fo(B;v) = ﬁ cosh ((sin 0) ) VEK |, 3| (0)dt (2.128)

falbi0) = fr sinh ((sin 8) £) VK, . 3) (Dt (2.129)
y la de (2.127) es una combinacion lineal de

gs(ﬂ;u):?gcosh((bm 0) 1)1 K, (0 (2.130)

ga(6:0) = fr sinh ((sin 8) ) 172K, 3 () (2.131)

donde ' es una curva definida en el plano complejo que rodea el semieje real positivo (ver figura
2.7) y K,(t) es la funcidn modificada de Bessel de orden a.

Ademds las funciones fs(8;v) y fo(6;v) tienen la siguiente represeniacion en términos de
las funciones hipergeometricas

1 +sinf 1—siné
flbiv)y=C (F(—4v,3+4u;2; ———+;m )+ F= 0,3+ 4ui 2 — ))
1 6’ 1—sin8
Ju(Biv) = C (I( 4,3+ 4vi; -I—“;m — Fi{—4v,3 +zly;‘2;ﬁ;_1£__))
donde , 1
ConiptWrr el

sin 4wy
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r

Figura 2.7: El contorno I' en (2.133)

Demostracion.
Introduzcamos = = sin #. Entonces

fﬁ‘ = fr v1-— x?
fﬁﬂ = (1 - xg)fx.z' - xfac

La ecuacién (2.125) se puede escribir pues como
(1= 2?)f" = 4af + ((4v)? +12v) f =0 (2.132)

Buscamos una solucién de (2.132) con la forma
f= f £ G (t)dt (2.133)
r

donde I' es como en la figura 2.7.
l.a funcién (G debe satisfacer entonces la ecuacidn

26 - (J?G)" +4(G) + ((4)* +120) G = 0

Introducimos ahora la funcién h(f) definida por G(t) = vth(t). La ecuacién para h(t) es
entonces

t2h" 4+ th' — ((4v + %)2 +t3h =10

Esta ecuacion es la ecuacion modificada de Bessel y posee una solucién inica que decae en
el infinito: k() = K|4u+§|(t). Los comportamientos asintéticos de esta funcion son (ver por
2

v+ gf) (%t) el

ejemplo [1])

Lry

i
—0 2

Ky @,
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Klgez| (1)

~

t—roo 2t

Existe otra solucidén linealmente independiente: I|4u+§|(t)' Esta funcién queda excluida
2

debido a su crecimiento exponencial que hace que la integral (2.133) diverja. La conclusién de
toda la discusion precedente es que las dos funciones

foton) = §

3:(sin 6} - a1 (et
FE \/EI‘E4V+‘5|(!)(“

existen para —3 < # < 7 y son linealmente independientes, ya que f_(8;v) = fi(-&v) y
ninguna de las funciones fi es simétrica en # . Observemos que
1
fs@r) = S (f+(Ev)+ [-(6;0))
1
falBiv) = 5 (+(8iv) = [-(8;0))

son las dadas en el enunciado de la proposicién 2.2.
De forma andloga podemos ver que una funcién g solucién de (2.127) satisface

(1—2%)g" +22¢" + ((40)? + 126) g = 0 (2.134)
¥ que
g+(8;v) = ﬁeixft*%11'|4t,+%|d1 = jﬁrei(S‘“B)*t-%11‘|4V+%|rjt
son solucién de (2.127), que existen para todo 8 € (-3, §) v son linealmente independientes.

Las funciones descritas en el enunciado de la Proposicién 2.2 vienen dadas entonces por

0.(0:0) = 5 lg+(0:0) + 9-(6:))
Gal6:0) = 5 (04 (00) - g-(6:0)

Si realizamos en (2.132) e (2.134) el cambio de variables z = 1 — 2z llegamos a las ecuaciones
212 f" 4 (2= 42) '+ ((40)? 4+ 120) £ =0 (2.135)

2(1-2)g" — (1 - 22)¢' + ((4w)* +120) g = 0 (2.136)

que son casos particulares de la ecuacidén hipergeométrica:
21 =2 +{c—(a+ b+ 1)z)y —aby=0

con solucién F(a, b;¢; z), la conocida funcion hipergeométrica. Los indices a,by ¢ son ¢ = —4v,
b=3+4r, c=2en el caso de la ecuacion (2.135) y @ = 4v, b= -3 — 4v, ¢ = —1 en el caso de
la ecuacién (2.136). Nétese que las ecuaciones (2.132) e (2.134) son invariantes ante el cambio

2z — —x. Fsta (ltima observacién nos permite concluir que las soluciones generales de (2.132) y

de {2.134) en (—7, T) son

1 —sin @ 1 o 9
F(8;0) = CLE(=40,3 + 4012 — 0y 4 CoF(—Av, 3 + 0 2; ——Z&)

¥
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1—sind 1 in #
9(8;v) = CoF (v, —3 — dv; —1; %) + CyF(dv, -3 — 4v: 2; %)
respectivamente.
Usaremos en lo que sigue la formula 15.3.29 en [1]:
11, 1 1 L Ple+ib4+ Y
Fla,b, = b+ =) =72 2 2 : 2.137
by 29 = P e D@+ D (2137
también la 15.2.1: d b
y Fla,bye;2) = EI~ﬂ“‘(a+1,b—|—l;c—{— 1; z) (2.138)
Z C
asf como la 11.4.22
oo 1 —A+1
f K\ ()dt = 20 (P 3 + . Ty S Re(udA)> -1 (2.139)
0
que nos permite concluir
. . . 1 3
él_l’}r{l) 1_Cosh ((sin 8) t) \/fIi|4V+%|(t)dt = 221"(2v + ~2—)F(—2u) (2.140)
I if inh ((sin 8) ) VIK (£)dt = 257 (20 + 2)T (=20 + 2.141
sim 55 f.50 ({sir 43| = (2v+2)[(—2v 2) (2.141)

usando eventualmente prolongacién analitica en el pardmetro v cuando Re(% - |41/ + %}) < -1

v la bien conocida férmula
T

Iz)r(1 —z)= (2.142)

sin mz
(ver 6.1.17 en [1]).
La funcién (2.128) es simétrica en # y por tanto

frcosh ((sin @) t) \/ZK|4”+%| (t)dt =
14siné 1—siné
=C [ F(—4n3+ 402 ————) + F(~4v,3 + 40;2; ————) | (2.143)
Empleamos (2.137}, (2.140) y (2.142) para deducir el valor de C en {2.143) v se obtiene asf

fr cosh {(sin 6) £) VEK ., 3 (1)t =

4 1)(2 1 L-+sing =i
:2‘%7r3( ok {2y 1) (F(—4u,3+4v;2;—2——)+F(—4V,3+4V;2;Tj’

sin 47y

Razonando en forma andloga, teniendo en cuenta que por (2.138)

Cod o -
fim - jé sinh ((sin ) £) VEK ., (Ot =

8—0

d : o
=C'lim — (F(_4V,3+4V;Q; _%LM}H F(—40,3 + 40 2; 1 2sm 0))

_ e B+ 4)

Z

F(—-4v + 1,4—}-41/;3;%)
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y usando (2.137), (2.140) y (2.142) concluimos finalmente que

?5 sinh ((sin 6) 1) VP, 5 (£)dt =

_ ok} dv+ 1 2v+ 1)

itsind

(F(w4zx, 34 4y 2 5

1—sind
- - F(—4v, 3 +4v; 2, ———
sin 4wy ) ( v 2 ))
lo que concluye la demostracion.O
Notese que las funciones f;{#; ) v g;(#; ) son simétricas en & y que las funciones f,(#;v) y
¢ (05 v} son antisimétricas en 6.

Denotemos fi(8;v) = fs(8;v), f2(8; v) = f.(8:v). Sean g,(8;v) tal que

s =4 fy (8 )

satisfagan (2.119) y g2(8; v) tal que
s =¥ f) (6;v)

t=to— r* 0T gy (6;0)

satisfagan (2.119) (con r y # definidos en {2.123)). Recordemos que las curvas de nivel de s(r, 6)
y (to — t)(r,0) son ortogonales. Por tanto, la funcién f; (#;v) es simétrica si y solamente si
la funcién g2(6; v) es antisimétrica y viceversa. Por esta razén las funciones g1(8;v) v g2(6;v)
deben ser proporcionales a g,(#;v) v ¢.(8; ) respectivamente.

Para que las funciones s y t5—t dadas por {2.124) y (2.126) sean representaciones en el plano
hodografo de soluciones autosimilares analiticas, la funcion g(v;#) debe ser analitica y poseer al
menos dos ceros en el intervalo [—%, §] tal y como veremos mas tarde. El siguiente Lema nos
ayuda a conocer cuindo esto tiene lugar.

Lema 2.1 Sean

L]

3 11 ;3 n}™
A:{aé:——f;ﬂn} U{anz‘—}
4 2 n=0 2 n=0
1 2

Siv=s5, 6 v=s, entonces las funciones g,{#;v), f2(6;v) son analiticas en (0,27) y cada
una de ellas tiene n raices en el intervalo (0, Z).

Siv=al 6 v=a’ entonces las funciones g;(8;v), f1(8;v) son analfticas en (0,27) y cada
una de ellas tiene n raices en el intervalo {0, 5).

Siv € R\S entonces las funciones g1(8;v), fo(8;v) no son analiticas en @ = £ ysiv € R\ A
entonces las funciones g2(0;v), f1(8;v) no son analiticas en 6 = %.

Sishy <v<sh st <wv< sl entonces las funciones g1(8:v), fo(8;v) tienen n+1 raices
en el intervalo (0, %).

i aTIH_l <v<al dd <v< ﬂiﬂ entonees las funciones g2(0;v), f1(8;v) tienen n + 1

rafces en el intervalo (0, 7).
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Demostracion.
Notemos primero que la solucién general de (2.127) es, localmente en la vecindad de 8 = 7,
una combinacién lineal de dos funciones que satisfacen

di2 50 0df

% — 8. Una de estas [unciones se comporta como g _~ C8? y la otra como una

80

con f =

constante.
Encontrar las soluciones antisimétricas acotadas es equivalente a resolver la ecuacién

2

d°g dg 2
4 = 4 = 2.144
92+3tan9 +(( v) +12u)g 0 ( )

con condiciones de contorno g(0;v) =0, ¢'(5;») = 0. La ecuacién, junto con las condiciones de
contorno, constituyen un problema del tipo Sturm-Liouville con autovalor A = (4»)? 4+ 12v,

El teorema clgsico de Sturm prueba la existencia de un conjunto infinito de autovalores
Ao, A, ... ¥ que estos forman una secuencia mandtona creciente tal que A, WS Ademis, la

autofuncién que corresponde al autovalor A, tiene exactamente n ceros en el intervalo (0, Z).
Encontraremos a continuacidn los autovalores. Para ello introducimos el cambio de variables
x = sin # vy resolvemos la ecuacion resultante:

(1 —2%)g" + 224" + ((41')2 + 121/) g=0 (2.145)

usando desarrollos en serie. Si escribimos
o0
Y = S ama?
=0

entonces los coeficientes a., satisfacen la siguiente relacién de recurrencia:

1
2m + 2)(2m + 3)

La serie contendrd solamente un nimero finito de términos en el caso de que v tome los

valores —% - %n ¢! %n con n = 0,1,2,....Resolviendo la relacién de recurrencia (2.146) en estos

casos obtenemos

11 = ¢ (2m~2)2m+1) - ((40)* +120)) ape (2.146)

g(b’;u):crf o ("-l)yff‘(n+2)l“(m+n+ 5).
m=0 F(n+5)l“(n,+2~m)r(2m+2)

sin®™tl g (2.147)

El niimero de ceros de g(f;v) es una funcién monétona de A = (4v)? 4 12v en virtud del
cldsico teorema de Sturm.

El mismo argumento se aplica a las soluciones simétricas. En este caso las condiciones
de contorno son ¢'(0;v) = 0, g (%;u) = 0 y llegamos de nuevo a un problema de Sturm-
Liouville. Con el objeto de encontrar los correspondientes autovalores resolvemos (2.145) usando
el desarrollo en serie

g(z) = i Uy 2™

=0
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y obteniendo la siguiente relacién de recurrencia

1

) — 4 2 _ _ 2 ] ¥ 14 a)

Qg1 m{?wn T (Em 1 ) ( ™ 6m ((41/) -+ 21/)) o (2.148)
La serie serd truncada en caso de ser v igual a —2f2 da L+ Inconn = -1,0,1,2,..La

funcién correspondiente an = —1 es g(x; —1) = 1+a? que no satisface la condicidén g(t; 1) = 0.

Todas las demds {unciones la satisfacen. Resolviendo la relacién de recurrencia (2.148) en estos
casos obtenemos

n+2 1 !m—l—%+’n\r(3+ﬂ\
() =C ) (~1)™4" z sin?™ @ (2.149)
m=0 r (n + %) I'B+n—-—m)U(2m+1)

El nimero de ceros de g(f;¢) es una funcién mondtona de A = (42)% + 12v en virtud del
cldsico teorema de Sturm.

Los resultados que involucran la funcién f(8;2) se pueden obtener usando el mismo tipo de
argumentos.Od

En la demostracion del lema anterior se obtuvieron las expresiones explicitas de ¢;(6;v)
cuando v € 5 y de g,(8; v) cuando v € A salvo por sendas constantes multiplicativas indeter-
minadas. En el siguiente lema damos uua formula explicita para fi(#; ) cuando v € A y para
f2(8; v} cuando v € S usando las expresiones halladas en la Proposicién 2.2 y esto nos permitira
determinar esas constantes:

Lema 2.2 Seav = —% - %n 6y =7% pura algin n=0,1,2, ... Entonces
n p20+2 _
filBv) = sin®' 8 (2.150)
= D= O (-4 ~n 1)
Seav=-2~-16v= ﬁ + %n para algin n = 0,1,2, ... Enlonces
i 2743 2041
f2(05v) = sin“" " @ (2.151)
= (20 + 1)i(n ~ DIT (—g- —n— l)

Demostracidn. Sivy = — néy =7 paraalginn = 0,1,2, ... entonces |4V + %| = %+2n

W 1L

1
2

Hi(Bv) = f cosh {{sin 8) ¢) \/t_Ii'g+2ﬂ(t)dt = ﬁ cosh ((sin #) 2) z%ngn(z)dz
r 2 z 2

=cel?

1 - r - - s, -
va que 2z K §+2n(3) es analitica alrededor del semieje real positivo excepto en el punto z =
2 - . -
y podemos aplicar una deformacién de contorno hacia una circunferencia alrededor del origen.

Para calcular la integral recordemos que

L. LW
z2 Ii_g_+2n(2) =ity (I%+2n(z) - Iﬁ%AZﬂ.(Z))
(ver [1]} y escribamos el desarrollo en serie para z%I%Hn(z):

k
L AN (%22)
221%+2n(2): \/§<§> ;MF (%_2-n+k:)
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y para z = 2o (2):
2

o\ -1-2n o (%22)’“ ~ o 92n—2k+3 2k-2n—1
(Z):ﬁ(5) kgkzr‘ (—«%—272—!—16) SR (—%—Qn-l—k)

[ntroduzcamos estos desarrolios en la integral e integrando mediante el método de los residuos
obtendriamos

. L. _
ﬁ—sew cosh ((sin @) z) z2 K %Hn(z]dz =

1 d* 2z
=Y ——lim - h{(sinf)t) | =
2[)f 31_1;% dtZ‘l ((ﬂ— l)'I‘ (_% - l) CcOos ((Sln ) ))
n 22[+%
= @) - O (=% - n—1)

Sea v = -2 —16y =5+ 3n para algin n = 0,1,2,...Entonces }41/4{- %—i =m+2y

sin? 9

L8 v) = }f_sinh( sin ) t) VIK 5+2

d¥ 2243 sinh {(sin @) ) |
t—}Odtﬂ (n— DT (_5_,1*1) t

221-}—5

i
:.'M
MiH

i al41
= in2tlg

- gin
@+ D - DT (-2 - n—1)

procediendo como arriba y teniendo en cuenta que

]_miiif_(sinhgﬁinﬂlt))d | 241 g

150 de2l t BT

Esto concluye la demostraciéon.O

Observacién 2.1 Si introducimos el cambio (2.1238) en (2.119) y particularizamos para 8 = 0
obtenemos

41V2w f(0) = ¢'(D) (2.152)
(4v + 3) g(0) = —V2£(0)

A partir de (2.152) y (2.150) obtenemos el siguiente valor de C en (2.147)

e

C = 42w 2
vz (n)IT (-—%—n)

y a partir de (2.152) y (2.151) obtenemos el siguiente valor de C en (2.149)

V3 23
(v +3) ()11 (-2 - n)

C=-
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Observacidon 2.2 A continuacidn presentamos las funciones f{8) y g(0) en cierfos cusos par-
ticulares interesantes:

fa(8-1) = 3—{% sin f

gi(f;—1) = %60348

£2(6: f,) - 15% (3 sin 6 — 1‘2 sin(:m))

1 9 9 7
(ﬁ— + 5 cos(26} + 6 cos{46) + 9 605(69))

)

NES

3
n{; *E) =

g 52532 [ 9 33
f2(8,-2) = Y (sm g — sm (3¢) + aism (56‘))
(9-—2)*%@%(1_?- (26) + 22 cos (46) + 24 cos (68) + 11 ~89)
[ RESON 5 ¢0S + 3 cos { cos { cos (89)

Es posible establecer una correspondencia entre las soluciones en el plano hoddgrafo halladas
y las soluciones autosimilares en el espacio fisico:

Proposicién 2.3 Seav < —1. Entonces existe una familia continua de funciones g(8; v) solucion
de (2.127) que lienen al menos dos raices en el intervalo (=5, 5). Sea g(8; v} una cualquiera de
estas funciones y f(8;v) la correspondiente solucion de (2.125). Entonces las funciones s(r, 8)
y (to —t) (r,8) son la representacion en el plano hodégrafo de una solucion autosimilar en el
espacio fisico con comportamientos asintolicos en el infinilo
Ay €| w2

@ {—::Loo

1
v ~ B It
et + €]

St v = —1 entonces

2 .
ir”‘ sin f (2.153)

N

fg—t = 6 r!
.0 Fﬁ

son la representacion el plano hodégrafo de la iinica solucion autosimilar en el espacio fisico que
ademas es simétrica y de soporte compacto.

$—=3

cos B

Demostracion. Una consecuencia del lema 2.1 es gue existe una familia continua de fun-
ciones g{f; v) solucién de {2.127) con al menos dos raices en el intervalo (—3, %) para todo
v < ~1.

Si g(#; v} tiene al menos dos raices entonces existen curvas en el plano hodégrafo dadas de
forma implicita por

y¥ 80y = C (2.154)
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y que son lazos que contienen al origen. La curva definida por {2.154) con (' = () es interior a la
curva definida por (2.154) con C = (351 C) > 3. Como ademas las curvas de nivel de la funcion
s(r, #) son ortogonales a las curvas definidas por (2.154) entonces la funcién s(r, #) es monétona
a lo largo de ellas y recorre todos los valores reales (esta dltima propiedad es solamente posible
cuando las curvas definidas por {2.154) son lazos que contienen al origen}. De las ecuaciones

to—t = r¥tg(8v) (2.155)
s = r‘“’f(t?;v)

podemos despejar
f(0:v) 8
(9(B;0) P45 (o — )k

y dada la monotonia de s a tp —t constante podemos invertir la expresién anterior para obtener

g=4¢ (-(t—it)zj (2.156)
o— 443

Despejamos r de la primera expresién en (2.155), usamos (2.156) y se tiene entonces

r = (t(j - -t)a”l—ﬁ F (———S—%—) (2157)

(to — 1) T4

Usamos (2.123), (2.156) y {2.157) para concluir que u y v tienen la estructura de (2.116) y
de (2.113) y (2.115)} se sigue la Proposicién.

En el caso ¥ = —1 tenemos que g{#;v) = —(S\/—F-COSLIB con raices en # = +5. Consideremos
las expresiones dadas en (2.153) y tomemos, sin pérdida de generalidad, un tiempo particular
to—t = %. Debemos encontrar los vaiores de s a lo largo de la curva r = cos? . Notemos que
de (2.153) podemos deducir

T 1
— P 7 =1

18
¥ por tanto
1
181 —r2
2
5°= — .
P (2.158)
de donde se concluye
o~ 3“";“
S—Fco
Por otra parte
sin f = VT s

Deducimos entonces de (2.123) v (2.158) que
u=rtcos?@ = r(1 - sin? ) = r¥(1 - —ﬂ-—?"882)2 = ~ (si'i' (2.159)

con u# simetrica en s.
De (2.115) y (2.159) obtenemos
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¥ por tanto
z ~ FConst.
s—too
mientras que por (2.113)
1

L \/3_3 s;;oo +oo

y esto concluye la demostracion.t

2.5.4 Combinaciones lineales de autosimilares

La formulacidn descrita en las secciones precedentes nos permite generar nuevas familias de
soluciones explicitas aparte de las autosimilares gracias a la linealidad de las ecuaciones en el
plano hoddgrafo.

[.as expresiones

to -t = /jl (AW g, (0;0) + B)r* Fga(0;0)) dv = G(r, 0) (2.160)

.sﬁ-/ﬂl vir fo(8;v) + B(v)r 4”f1(0;v)) dv = F{r,0) (2.161)

con A(v) y B(v) funciones arbitrarias (o incluso distribuciones), son soluciones formales de
(2.119) y (2.127) con r v 6 definidas en (2.123) y nos permiten conocer Ja evolucion de una
frontera libre cuya representacién en el plano hodégrafo en el instante t = 0 es la curva r(#)
dada en forma implicita por (/(r,#) = to y con dato sobre ella () = F(r(8),6).

En este apartado daremos algunos ejemplos de A(v) y B(v).

2.5.4.1 Ejemplo 1: Los perfiles autosimilares

Los perfiles antosimilares hallados en secciones precedentes corresponden a

Aw) = Crd(v - w)
B(v) = Cd{v — 1)

con 8 a distribucién delta de Dirac y vy < ~1. En virtud de la Proposicion 2.3 el perfil final es
en el espacio fisico

h ~ A:i:l | 2u0+2
fz]-=0

2.5.4.2 Ejemplo 2: Perfiles del tipo Ay |z|” llog(z)l'@

Consideremos unas funciones A(v) y B(v) regulares, con soporte en el intervalo [v,v0] C
(—o0, —1) y tales que
Aw) ~ Cilmo—v) +o((ro— v)Y)

V--H/G

Bv) ~ Cilvo— )+ ol(vo — 1))

vy

Entonces

8 o / ° (CI(VO_V)Ar‘lUfz(B; yD)+C1(V0_V)‘\?‘4”f1(6;f/0)) d.[/:

o0 0—c
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41 v A dp
= (C1f2(0; v0) + CLf1 (65 0)) of WP e dy

— r—3o0
e ATEP 1) (1 falBswo) + Ca i (050)) % flog () 71
de donde podemos deducir
e 12
P~ Cyls| s flog(s)|
|s{-+0
y por tanto
L ey
u=z, ~ Chis) Jlog(s)l ™
|s]—0
Hallamos el comportamiento local de 2
1 143
z o Dyls|o" flog(s)( %
[s}—0
para inferir que
Ly _ ¥ 1+3)
$ g Kol T Jlog(2) s
z|—

¥ en consecuencia

(21 {eg4el41
1) HFoteg

h ~ By [s[rﬁ?‘[og(s)] B Ai‘zrﬁ#ﬁ“og(z)iﬂ 2(ep+1)el
[s{~+0 {zi—0

2.5.4.3 Ejemplo 3: Sumas discretas de autosimilares

Restringiremos la discusién a las autofunciones simétricas y antisimétricas {r®» f (0;1,),

[o0e]
rin+3g(8; v,) 352, que corresponden a los autovalores {Vn = —~"4——5“-‘i . Los autovalores con

n=
subindice par corresponden a perfiles simétricos para g (f;v.). Las funciones A(r) y B(v) son
entonces

Aly) = icg,-es(y — )

1=0

[o.w]
B(r) = > Caup1d(v — vaiqa)
=0

Consideremos un caso particular: Co =0, C; =0, Co = -1, Cy =1, C; =0si 7 > 4. El
perfil final viene representado en el plano hoddégrafo por una curva r(f) con 8 < 8 < 8, siendo
8o el primer cera de gy{0;—2) y 6, el primer cero de ¢1(#; —3) (ver figura 2.8). Las funciones
falf;-2) y f2(8;-2) son positivas en e intervalo de @ considerado y la funcién s(r(6),6) es
mondétona. El perfil final en el espacio fisico consiste en dos conos unidos por sus puntas y que
. 8¢ convierten progresivamente en paraboloides (ver figura 2.9).

Podemos considerar un perfil como el visto arriba pero con Cy = ¢, es decir, con una pequefia
componente de [a solucién autosimilar de soporte compacto. Esta componente debe dominar en
la regién central y para tiempos préximos al de formacién de la singularidad ya que es término
més importante cuando r — co (ver figuras 2.10 y 2.11).

Iin el espacio fisico representa un cilindro corto que se cierra uniformemente seguido, cuande
el tiempo es préximo al de formacidn de la singularidad, de una capa iimite en la que dominan
los términos viscosos y tridimensionales. Fuera de esta pequefa regidn el perfil es el de arriba
(ver figura 2.9).

Si consideramos ) # 0 entonces el perfil final serd asimétrico.
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7

b5 v

: 35%%
\ g

Figura 2.8: Las curvas o — ¢t = 57%,571,1,5,5?

2.5.4.4 Ejemplo 4: Perfiles del tipo ho + Az}

Discutimos aquf un nuevo mecanismo de formacién de cispides que tiene lugar cuando la funcién
s(r,8) posee puntos estacionarios, es decir, puntos 7 tales que grad(s){p = 0. Esos puntos son
también estacionarios para (r, 0). Un ejemplo de esta situacién seria

Ay = v+ —g-) +6(v +2)
B(vy = 0
que corresponde a
5(r,0) = 70 (0~ ) + 75 2(6; -2)

at

Existe un tiempo {1 > 0 y un r; > 0 tales que (5; = 0 ya que para § = 0

)1’:1'1,9:6
la funcién tp — ¢t cambia de signo cuando nos movemos desde el origen (donde la funcién es

positiva) al infinito {donde la funcién es negativa) y ademés decac en el infinito. Por (2.119)

(80)1':1'1,0::0 (dr)r:r] 0 (ag)r:ﬁ,gzo 0 y entonces localmente
ls| = A(w-—wn)?+ Bv?
t—t1 = Clw—w)?+ Dov?

de donde obtenemos

w = wl—{—A"\!il-—t+Bl\/|_S‘\
U o= C’\itl—t—FD"\ﬂa

¥ por tanto

v o~ ug+ At —t+ B /ls|

5 0,t— 8,
Teniendo en cuenta el cambio
B 1
R z(s, t), 0)
z = v(z(st),t)

Zg — U
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Figura 2.9: Perfll final en el Ejemplo 3

concluimos .
z is] 2
s—+0

1
b~ ho+y/ls| = ho + 23

v esto implica que tanto la aproximacién de viscosidad nula como la unidimensional no son

vélidas para tiempos y puntos suficientemente préximos a ¢; y 0 respectivamente. Dichas re-
giones no se analizardn aqui.

2.5.4.5 Ejemplo 5: Perfiles asintdticamente cilindricos

Concluimos con un ejemplo de una solucién explicita que da lugar a ruptura en tiempo finito y
que satisface las condiciones de velocidad nula en el infinito y perfil asintéticamente cilindrico
en el infinito. En general, la existencia de mecanismos de ruptura autosimilares no implica que
estos tengan lugar en problemas sobre los que se imponen condiciones de contorno concretas.
Es por elio que presentamos a continuacién la construccién de una solucién con las propiedades
antedichas.

El ejemplo que estudiaremos es la siguiente combinacién lineal de perfiles autosimilares

s(r,0) = Y (-1)22nr 45 (e, (2.162)
n=1

dénde f3(f; 1) es la funcidn dada en el Lema 2.2. La expresidn (2.162} corresponde a

fe el

A) = S0 ew 4 B

n=1 2
Bw) = 0
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Figura 2.10: e = 1071, tg —t =52, 5"1,1,5,52

204 P /

RN

Figura 2.11: e =107, tp —t =2- 10721073, 104
Escribamos por conveniencia
b) = i(ul)“ﬂnr—““atf (0; —é) — 174 £5(0; 1) = s1(r,8) ~ sa(r,0)
Podemos evaluar

.ks1('f“ 0) = ix ifz_?'n(—l)nr—z" i 2 sin?f 0} =
B S Vesard = @+ D T (=3 —n —1)

2m+?

_ smO ZZ —1)m (27")7% sin? 0 =

(
ont (20 + 1) n - )I0 (=3 —n 1)

_sind oo 22“—%11(%‘{“”“"{)(— 0
- Z — 70(2l+2)T(n -1+ 1) (2r)

I=0n

M gin?t g =
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27 sin 6 & & F(%-}-m—i—?l) (-1
T o4 ZZ F20+2y(m+1)

=0 m=0

(2r)_2m r~%gin? @

Comenzamos evaluando

o F(2+m+21
2 (;(m“) )(2”)‘2’”=F(2+21);w
m=0 (1_#)2
y entonces
$ 5 C(E+mt2) (- fsing)m
=0 m=0 I_(M-E(m__‘-_lg_ e \ r o
_io:r‘(,}’: g) 1 ( 1);(sin3>2£_
= ' (21+2) (l—ﬁ)%wt "
= 1 S‘FEQI“}_E) _II/SIHB)ZI_
(1_4_;7)%5“2;”)& 4 P
-2 if(ua)r(wz)(_l),(sang)w_
(1_25)3 S ra+nr(i+d) P
/2 F(%)F(g)m? 53
- 3 TriR TR
(-7 TG
con
.= ( sin )2
o
¥ por tanto
9% sin @ 3 7 53
51(7",9):— 4 5F(—,—,—,—Z)
mr (1__15)5 44’2
4r
y
z =4 5 5‘
S(T’ 0) - 2—; 3 5 (Z’ %; ga _Z) - gir(;) S]n46 =
(1-3)° T r2)f r
—‘\/5 1 753 sin 6
—3\/7_!- (1 1)%F(Z’Z’§’_Z)“ rd
T 4r?
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1+
2

\/1—I—z)

1 1
= —=—[(14+z) 2 -
(0

demostramos que

\/— 24+ V1tz

5] "}
27773 M1+—¢1+-(1+ 2)

(2.163)

Una conclusidn sencilla es

s(r,0) ~ 4\/\?sin{9( - 15_—].2)

r—y sinz

de donde se deduce la existencia de un tdnico valor de ¢ para el cual s{3,6) = 0. La funcién f(z)

_3
es estrictamente decreciente y, por tanto, para cada r fijo la funcion (1 - 3117?) 2 f(z) — 1 debe

ser también decreciente de donde se deduce que existird a lo mds una raiz de s(r, 8) a r fijo.

Si denotamos
(mna)z
y = _—
r

qmg):24§%((f)%f@)—1)vg(1 %)% (2.164)

L}

podemos escribir

Notemos que de (2.164) y del hecho de que £ < 1 se deduce que s(r, #) serd positivo mientras

lo sea
((f) " i) - 1) vi= (570 - Vi)

¥ que en este caso la funcién s(r, #) crece a z constante cuando y decrece. Como todos los puntos

o2
del plano tales que r > 1 5 pertenecen a una curva z = const. y la funcion y = (ﬁl—f—ﬁ—?) crece a lo
largo de una de tales curvas es entonces evidente que s(r, #) decrece a lo largo de ella y no existen

por tanto puntos en la regién r > 1 tales que s(r,6) > 0 y grad (s(r,6}) = 0 simultdneamente.
Probamos finalmente que s(r, 5} < 0 mediante el siguiente calculo

. . 1~ 2+\/1-i- 7‘—;};)_2 1
==v/2 =
\/T?L(l_ 53 \/ \/1-{— r—— 2(1+(r—£;)_2)% rd

_ V21607 4 3607 3
VT i (4r? 4+ 1)°
De las propiedades que acabamos de demostrar concluimos que todas las curvas de nivel en
la regién en la que es s(r,8) > 0, > % parten del punto r = % # = 0 y terminan en algin punto

. -2 . o e .
cn = %, f e (O,arcsm (1‘2 5)) sin haberse cruzado ni bifurcado. Existiran también curvas
ortogonales y en particular una que parte del origen y se extiende hasta el infinito. Esta curva

representa el perfil final en el tiempo de ruptura y las curvas ortogonales proximas los perfiles
en tiempos proximos a la ruptura.
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O
2.5.5 Soluciones simétricas con velocidad inicial nula

En esta seccidén encontraremos nuevas soluciones particulares del problema (2.52): las soluciones
simétricas con velocidad inicial nula.
Si la velocidad inicial es vg(s) = 0 entonces la curva de datos iniciales en el plano hodégrafo

L
esy=0,w¢ [K%, wg (s = 0)] y los datos sobre ella se pueden escribir, en virtud de la primera

ecuacion en (2.103) como

s = uyt{wh) (2.165)

s = 0

Sin pérdida de generalidad podemos considerar la ecuacién (2.107) con condiciones de con-
torno (2.108) a ser satisfecha en y = 0, w € [0, 1]. Escribimos el problema en coordenadas polares
definidas por

w = rcosf

iy = rsiné

para obtener la siguiente ecuacién

11( ds) 1d% 3ds 3tanéds —0

)t Rt e T e (2.166)

rdr

Multiplicamos la ecuacién (2.166) por r*! e integramos por partes asumiendo que todos los
términos evaluados en 0 e oo se anulan, para obtener

d*S ds
2 e ,
a’S + 7 3aS — 3tan g_d(? =0 (2.167)

con -
S(a,8) = / ro=Lg(r, )dr (2.168)
0
la Hamada transformada de Mellin de s{r, #).
Introducimos  =sin @ y con él
Sp = Sev1— 22
Spo = (1 — 238, — 5,

La ecuacion (2.167) se puede escribir como
(1—2%)8" - 428" +ala-—3)5 =0
Buscamos nuestra solucién en la forma

S = }( G (1) dt
T

siendo I" una curva regular en el plano complejo que rodea el semieje real positivo, e introducimos
G(t) = Vif(t). Entonces f(t) satisface

2t~ (a5 ) =0
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con f{t) = Kak%(t) stt dinica solucién acotada en el infinito.

En este apartado consideremos la siguiente solucién de (2.167)
S(a,8) = C) {a) 5{ “SONR s (e

Debemos imponer la condicién de contorno S{e, § = 0) = S(a,0) para obtener la solucién
buscada de (2.167) que estd dada por:

:"Ki o= sin(3)i4/;[‘" fﬂd‘f

"”5 S{e,0
_ﬁ \/-]\ 3 df (QT )
2

S, 8) =

donde I'; es un elemento de una familia de curvas regulares en el plano complejo que rodean el
semieje real positivo. Estas curvas se aproximan a I' = {e 4+ i0:z2 € RY}U{z —i0:2 € it}
cuando el pardmetro £ tiende a cero.

Escribimos en este punto e = id + @ con A,¢ € K. La férmula {2.168) se puede invertir
entonces en la forma

1 [o7e]
s(r,8) = ii/ =8 (ar, B)dA (2.169)
27 J—wo
que es la llamada transformada inversa de Meliin.
Observar que

b 13K s (Dt
2

e VIK, 3 (t)dt
2

Usamos ahora la férmula (2.139) (ver 11.4.22 de [1j):
o 1 1
] K, {t)dt = 2%7'T (H—_Ei_>r (M)
0 2 2

- K _a(t)dt rEe-£yr{i+e
lim b 1R, -2 ) = -2 2-%) (2+2):f(0) (2.171)

=0 fp, VIK, s (T F(g—%jr(%)

Sg(ev,0) =

S(a, 0) (2.170)

para obtener

en el caso de que las integrales converjan. Notemos que | f(a)] E |~ la]. En los casos en los que
|00

alguna de las integrales no converja, la expresion final sera la misma ya que se puede obtener
por prolongacion analitica (en o) de la funcién que se obtenga en la regidn del plano complejo
en la cual las integrales converjan.

A continuacion [levaremos a cabo Ja cldsica descomposicion de Wiener-Hopf. El multiplicador

fla) se puede escribir en la forma f(a) = ‘ZZi f:) donde g4 (a) = -G(a) [: Qi?_(,_ v g-{a) =
2 2

Glo)

PPodemos ahora probar la siguiente Proposicion:

P(3)
r{z+3)

Proposicién 2.4 Ezisten dos conjuntos de funciones {@m(ri}o_1 o {tn(r)}—, tales que
(2.170) se satisface con

§(,0) = @ (o)
Sela,0) = W, (a)
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siendo ., y ¥, transformadas de Mellin de ¢n y ¥n respectivamente.
Estas funciones satisfacen

Om =10 sir>1

—2m—1
~ Ar
¥m r-=0

P, =0 sir <1
",bm —~ BT—Zm-2

r—y0oQ

y admiten desarrollos en serie de la forma

f;i _rnts (2.172)

E:d

Demostracién. La ecuacién (2.170) junto con (2.171) implican que si

I'(5)
S(a,0) = &, (a) = Gla 2
(e, 0) () ( )F(%+%)
entonces r (2 B %)
Sp(a,0) =¥, (@) = —2G (o)
=)

Definiremos una familia apropiada de funciones {G, (@)}, 7_, v a partir de ella obtendremos
las correspondientes funciones @, {7}, ¥, (r)-
La familia {G,, (@)} ._, se puede definir mediante la siguiente relacién de recurrencia:

Grilo) = TEEE G (o
Gila) = 0113

cuya solucién es

Gml(a) =~
" 20(m =%a.w4r.%_}n ~Lad
La funcién ®,,(a) es analitica en todo o € C excepto en los puntos @ = 3 + 2n para
n=0,1,....my a = —2n para n € N donde la funcién posee polos simples.

La funcién ¥,, (@) es analitica en todo o € C excepto en los puntos o = 2 4+ 2m + 2n para
n € N donde la funcién posee polos simples.

Notemos que todos los polos de ®,,(¢) se encuentran a la izquierda de las rectas o = tA+a
para 2m + 1 < a < 2m + 2 y todos los polos de ¥, («) se encuentran a la derecha.

Fscribimos oo = tA+a con 2m+1 < ¢ < 2m+2 e invertimos la transformada de Mellin para
obtener, integrando por residuos

o L+ )0(ntm+ UP(5+n) ,,
emln) =52 / P (@)dd = - T:Z T(nt+ i +ml(nt2l(nt1)
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m—1 (*1)111“(% +m—nil'(m—-n “-q%-L—r—l—Z(m—n)

+Y — _ - - - - sir<1 (2.173)
n=0 1 ‘\L Rakili Hl}l \‘2‘ - N’.L |\Hl, — N}l \I'L - LJ
}J’
pmir)=0 sl r>1
ast como
o) = [ e, (a)dh = 2 P> 1
wm(’) = %[)mr m((){) o \/Em;,dm-i-l r>
Un(r) = 0 sior< 1
donde hemos usado
r 1-2 1 TSy {m4+1-2 1 1 :
(m-!-. ):— ()0 £ Z)Z%B(—,nz%ﬂl—g):
F(m-l—%—%) " F(m+%—%) VL 2

[1 A e 2 di
= r 2 —_ dr =
0 VEVI— ¢ ! VTV = Ip2mtl

1

con B(%, m+ 1 — %) la funcién beta con argumentos 3 y m+1— 3.

Demostraremos finalmente que las funciones ¢,, (7} v ¥, () admiten desarrollos de la forma

)

em(r) = Y eu(1—rHts (2.174)

n=>0

Y () = Zdn(f‘zgl)n_%

n=0
Tenemos en cuenta en primer lugar que
; e ay
Gl () = % a—(20+1)
as{ como
1 o (20 +2)
a—(20+1) a+1 {otD(a-{20+1))
1 (21 + 2) (21 + 2} (2] + 4) _
= —+ — T ; p = .=
a+1l (a+1)(e+3) (a+1l){a+3)(a—(2041))
iy P+
211::{) I F(%+%+n)
Y

: Lo, | oas . 1P
a—1 1— 2n+15d!“'::7/ ;{;5'_1 1—z n—+ =~RB 7-,—-{-?1)::7
/01 (1-r7) 2 /s { ) 2 (2 2 ZF(%+%+?E)

1=

para concluir
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¥ por tanto

Por otra parte

1 1 oo . F(n+m+%)

p2mtl L= Z(“

7,2__ n
(14 (r2—-1))"*t: = ' F(n+1)1“(m+%)( g

¥y en consecuencia

. I‘(n+m+ )
omlr) = v”53‘) EER T

ré— l)”‘_%

lo que concluye la demostracion.O

Observacion 2.3 El desarrollo en serie para s = @, (r) dado en (2.172) implica que podemos
invertir las funciones localmente cerca del origen y escribir

(-1 = (#3(5) = 3 pus®™
n=1

1 se puede extender de manera dnica, analitica y simétrica a s < 0.

lo cual implica que v = r

Observacion 2.4 A modo de ejemplo presentamos la formula ezplicita para o1(r) y pa(r)

l7+2v1 —r2r —2arcsinr )
e1(r) = = sir<l1

2 NZis

(1) = 1 12731 = r2 4 611 — r2 — Garcsinr — 872 arcsin r + 47r? 4+ 37
LT /s

Para que las funciones ¢, (r) sean admisibles como datos iniciales han de ser mondétonas
decrecientes. La demostracién de este hecho la da el siguiente Lema:

sir<l

Lema 2.3 Las funciones @,,(r), m = 1,2, ..., son mondtonas decrecientes en r.

Demostracién. Las funciones ., (r) vienen definidas en forma de serie por (2.173). Esta

expresién consta de dos sumandos b )(r) y gom)( r). El primero

_“Z Din+ 2(n+m+ 15 +n) .2
T oc b S et T L

n (2.175)
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es suma de funciones mondétonas decrecientes. El segundo

m—1 n 1 o ) _ 1 m—1
@53)(7_) _ Z s (=1)"T(5 +m — n)l(m —w— 3) p—1=2(m—n) _ Z a(m’n)r—i—z(m-n)

(I1+m—-n)l(E ~n)T(m-n)T(n+1)

n=0 n=0

(2.176)
también, ya que a(m,n) > 0 por ser

{(ver (2.142}) y tener el resto de las funciones gamma argumentos positivos.O
El lema anterior muestra que las funciones ¢, (r) son datos admisibles. Tenemos que calcular
las soluciones correspondientes a tales datos v esto es lo que hacemos en el siguiente Lema:

Lema 2.4 Las funciones @, (r) son el limite cuando 8 tiende a cero de

B, (1, 8) = i (~1)"T(n + m—+HFG + n)
= L

P (0 5)+

m—1 1 1 -
Fln+ 3HT{m—n—-2%) _| 0 _ \._2 —1-2m-n), . _
—1ym+n 2 2 1-2(m—n) g- ; 1 .
+§J( S )T m ) 272 il === sir <1 (2177)
oo n+m+1 3
R (_1) tmt F(n+Tn)F(§+n) Y PO I B 5 “n—TJ'L—l .
qjm P8 =4 A 9;*,—'—‘ 8 >1
(r,8) ngo (1+‘2n)f‘(n+1)[’(%+n+m)r 72 fof 5 ) str>
(2.178)

Demostracidn. hacemos un desarrollo en serie de Laurent de ¢,,(r) en torno a r = 0 para
r < 1y tenemos en cuenta que cada término de la serie es la traza en 8 = 0 de una solucién
auntosimilar. Hacemos lo mismo con t,,(r} en torno a r = oo para r > | y obtenemos asi el
resultado.O]

Las expresiones (2.177), (2.178) son equivalentes a la siguiente:

_ too+2m+2 1—sing I'[m+1- Ll (2 - ol (Q)
b, (r,0) = ——1—' do-r Fla, 3 — a; 2 ‘sm ( 2 ) (2 2 ) 2
2mi S iootamt2 2 T (m + % _ %Q)

tal y como podemos comprobar mediante una simple integracidn por residuos. Esta iltima
expresién sera util para probar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.5 La funcién ®,,(r,8) definida en el Lema 2.4 posee reqularidad C°° en r €
(0,00),0 € (0,%].

Demostracién. Tenemos en cuenta en primer lugar que

D(mt1-3a)T(3-30)T(5)  (m-2(m-2-1)..01-3) x
I (m+ 3 - %a) (m+3 - Ja)(m—3 - fa).. (- sa)sin g

donde usado (2.142). Empleamos a continuacion la férmula 15.3.30 en [1]:
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b b 1
Fla,b,c;z) = F(%§g+ + 42—432)

para deducir, junto con el desarrollo en serie de las funciones hipergeométricas:

Plon3 - ;2= ——) = F(3,

El siguiente cdlculo:

(g4
n(n — 1)(

~ i %;1)(1+ R Y %_1)] [(1+wf

nos permite concluir

= % smh( =Vcos @ |a|) cos™ #

usando el conocido desarrollo en productos:

b 1 2
. _ 1
sinh z zkI;‘[l +k7r

Obtenemos asi finalmente la siguiente acotacién de la funcién hipergeométrica:

C h(ZVicos 8 |o

, 2; cos? 8)‘ < ﬁsmh Veos 8 la|) Z cos”™ Cl sin el ol
Usando la férmula 15.2.1 en [1] (ver férmula (2.138) en este capitulo) y procediendo como

arriba es posible probar que

o 3
F(—=, - -
#55

bo| R

1—cos@

Lis (a§ o, 20)‘ W (1 + |af? ") sinh(Zvcos 6 |al)
dgr” 272 2’ la 1—cosd

Las derivadas de cualquier orden de las funciones ®,,(r,#) se pueden entonces acotar del

siguiente modo:

do-r " Fla,3 — a;2

al an : 100+2m-+2 ’.“1—5'1[19 F(m+1—%a)I‘(%~%a)F(%)
orl dr Am /—z‘oo+2m+2 T2 T (m +2- %a)
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_ piootZmt2 _ 1 sinh(Zvcos# |a 1
<K [ dlal - [r=o!| (1 4 Jof 2y 2 S E VS ] T <K
T am T2 ' ' [E¥] LIS sih =

parar € (0,00), 8 € (0, 5]. Hemos tenido en cuenta que

sinh(Zv/cosf |al]) lat
~ e 2

sin 1%17.’ Jor] =00

cos §—-1)

una exponencial negativa que multiplicada por cualquier potencia de |a| es una funcién inte-
grable. Esto concluye la demostracién.O

Las funciones @, (r) son mondétonas decrecientes v las funciones ®.,(r,#) son C™ fuera
de ¢ = 0. Esta continuidad nos permite afirmar que ®,,(r,6 = 8y) es monétona para todo
iy € (0,8) con & suficientemente pequefio. Por tanto, existen curvas de nivel @, (r,#) = C
que no se cruzan ni bifurcan localmente cerca de ¢ = 0. Existen también curvas ortogonales
(curvas de t(r, #) constante suficientemente pequena) sobre las cuales la funcién @, (r, #) decrece
monotonamente y que representan soluciones locales (para tiempos cortos) del problema (2.100).
Las curvas de nivel ®,,(r,#) = C pueden bifurcar dnicamente en aquellos puntos (rg, g} en los
que grad (®,,(r,0)) = 0. Como ¥, (r, #) satisface la ecuacién (2.166) resulta que en un punto
estacionario (rg, ) se tiene A®,, = 0 lo cual implica que es en realidad un punto de silla en
{ro. Bo) lo que se traduce en una bifurcacion de las curvas de nivel en él. En el espacio fisico esta
situacion se traduce en la formacién de la ciispide descrita en el Ejemplo 4 de 2.5.4.

Hemos construido soluciones para un conjunto de datos iniciales ¢, (r}. Cada una de estas
soluciones representa un mecanismo distinto de ruptura:

Teorema 2.4 5i @, (r,0) no posee puntos de silla entonces es la representacion en el plano
hodégrafo de soluciones con ruptura en tiempo finito en el espacio fisico y el perfil, ecrea del
punto y en el instante de rupture, es:

1) un filamento de seccion transversal nule en el caso m = 1

2) dos conos en el caso m = 2

3) h(z) ~ |z|"’?-]—_1 en general.

Demostracion. Simplemente tenemos que darnos cuenta que el término dominante en
{2.178) es la solucién autosimilar r4” f(8;v) con v = :%m y usar la Proposicién 2.3.0
Podemos formar una familia de soluciones mediante combinaciones lineales de las funciones

¢n(r). Los coeficientes a, de dichas combinaciones deben ser escogidos de modo que la serie
o]
wfr) = Z anPm ()
m=1

converja uniformemente al menos en el intervalo (b,1) con & < 1. En particular, podemos
construir facilmente datos iniciales w(r) con una singularidad en w = b siendo 0 < b < 1 y esto
representaria un cilindro deformado.

2.5.6 Un resultado sobre los mecanismos de ruptura en tiempo finito

Concluimos esta seccién probando el siguiente teorema que resume algunos resultados previos y
afiade uno nuevo:
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: ]
Teorema 2.5 Ezxiste una familia P de soluciones (h(z,t), v(z, t)) de (2.16), (2.17) tal que:
1) Las soluciones autosimilares encontradas en el teorema 2.3 pertenecen a P.
2] Para todo o € {1, +00) existen elementos de P tales que las condiciones de contorno
hiz,t) — 1
2|00
v(z,t) — 0

|z]—=co

se satisfacen para todo t y presentan ruptura en tiempo finito con un perfil final cerca del punto
de ruptura
o
h(z,to) v Ay (2]

3) Dada una solucidn con rupture en tiempo finito (h{z,t), v(z,t)) € P tal que

h(zat) o~ A:I:Izlar

z=0% 11,
para algiin a € {0, oo} eziste otra solucién con ruptura (h{z,1), (z,1)) € P tal que
sup (|A(2,0) = h(z,0)| + [v(z,0) - B(z,0)]) <& (2.179)
con £ arbitrariamente pequerio y

hiz,t) o~ _ Agl2”

z2—=0% 140

para cualquicr & € (&, +00). Este resultado no es cierto en general para ningin & € (0, o).

Demostracién. La familia P estd definida por las expresiones (2.160) y (2.161}. La parte
1} del teorema es el primer ejemplo de la subseccién 2.5.4 que se basa a su vez en la subseccidn
2.5.3. La parte 2} fue demostrada en el ejemplo 5 de la subseccion 2.5.4 para o = 1 donde
hemos encontrado una funcién s(r, &) representacién en el plano hoddgrafo de una solucién que
satisface las hipdtesis. Para los demds casos simplemente tenemos que afadir una perturbacidn
en el plano hoddgrafo a s(r,#) de la forma

s1(r,8) = er®¥g(8; v) (2.180)

con v € (-‘%, —1) y ¢ suficientemente pequefio. El término (2.180) es dominante a distancias

1
r > ¢ #+% y determina la forma del perfil cerca del punto de ruptura.
Para probar 3) tomamos s(r,#), la representacion de la solucién en el plano hoddgrafo, y

sumamos una perturbacion de la forma (2.180) con v € (—1 - %,—1) y ¢ suficientemente

1
1 a1

pequerio. Este término serd una pequeiia perturbacién de s{r,8) para r << 62(° ) pero
I

ol _a—1

serd dominante a distancias r >> 2 ) y determina la forma del perfil cerca del punto

de ruptura.

Para & € (0, ¢} el resultado 3) no es cierto. Consideremos por ejemplo el perfil antosimilar
cuya representacion en el plano hodégrafo es

s(r,8) = r~5g(8; ——g—) (2.181)
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y busquemos un elemento en P tal que su representacioén en el plano hodégrafo cuando r — oo
sea
F(r,0) = r5g(0; -2)

Tal elemento debe ser de la forma

3(r,0) = [:O: (A(y)r‘”fg(a; V) + B(w)r* f, (6; ,,)) dv

y el comportamiento cerca del punto de contacto no es el mismo que el de (2.181). Esto implica
que los perfiles en el plano fisico no satisfacen (2.179).0

2.6 Andlisis de sistema unidimensional para un fluido de Stokes

En esta Seccidn discutiremos el mecanismo de ruptura que aparece cuando estudiamos la evolucion
de un tubo de fluido de Stokes bajo las aproximaciones cuasiestacionaria y unidimensional. La
ecuacion que deseamos resolver es la {2.53):

(7)., =G,

u(s, = 0) = up(s)

con dato inicial

lo que implica, integrando dos veces con respecto a s

—\/% =u (%)t + e (t)s + ex(t) (2.182)

Imponiendo que w — 1 cuando {s| — oo para todo tiempo (condicién de contorno (2.51))
resulta que ) (t) = 0,e2(t) = 1. Tenemos que resolver entonces

3
pty = u’ — u’

y esto se puede hacer por simple integracion

1 t
g(u) = \/ﬂ +10g

= o=+ 1(5)

! 1
2u

Nz

con f{s) = g(up{s)). La representacién grifica de la funcién g se encuentra en la figura 2.12:
Para un dato inicial up(s) con un maximo absoluto en s = 0 es facil concluir que u explota en

_ o 1 __1
s =0 cuando { = ,‘th(m-i-log 1 W]
el perfil de tal singularidad. Si tenemos en cuenta que wug(s} ~ up(0) ~ as
pademos inferir localmente que

) = ty. Estamos interesados ahora en conocer

2 cerca de s = 0

1 fg —t .
N—-Nhﬁ»—"ySZ

1 4 1
Ju & 2u 2u

N v

Es decir, la singularidad es de la forma

1 5
u_toﬁtf(%_tﬁ)
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4

2

> 1 2 3
-2
4
-6
-8
-10

Figura 2.12: La funcién g(u)

[

Si recordamos la relacion existente entre u(s,t) y las funciones z(s,t) que define las carac-
teristicas y h{z,f) que representa la frontera libre el espacio fisico

1
h*(2(s, 1), 1)

podemos deducir inmediatamente que la funcién h(z,t) es, cerca de la singularidad, de la forma
1 1
Mz,t) = (to = 1)7 ¢ ((to — 1) 2)

¥ representa un cilindro que se cierra. Dicho cilindro tiene una longitud

u(s! t) = z(s,t} =

Le(tg—t)73
y una seccién transversal
1
S~ (tg —t)7
Acabamos de probar el siguiente teorema con respecto a las soluciones de (2.36) y (2.37):

Teorema 2.6 Dado un dato inicial ho(z) regular, tal que

hg — 1

jz]—o0
y tal que localmente cerca del minimo absoluto {(que suponemos en zg)
ho ~ a+blz—z)*
Z—ZQ

con b < 0, entonces en regiones

w2l

z—z20=o0((to —t)" 2)

se tiene

h(z,t) ~ (to = 8)7 ¢ ((to ~ )7 (2 — 20) )
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I’s importante hacer notar que la sotucién del limite unidimensional para el sistema de Stokes
no satisface la ley de conservacién de la Proposicién 2.1, ya que en el tiempo de ruptura y cerca
del punto de ruptura s

H ~2
“ s:sa (S SG)

lo que implica que v no es una funcidén integrable. La aproximacién de inercia despreciable deja
de ser vilida por tanto cerca del tiempo de ruptura.

2.7 Analisis de sistema unidimensional para un fluido sin tensién
superficial

El sistema sin tensidn superficial equivale a la siguiente ecuacidn en derivadas parciales

1
et (G),, =0

con dafos iniciales

u(s,0) = wug(s)
u(s,0) = uy(s)

0 equivalentemente, integrando en ¢

wtn(3) =70) (2.183)
con dato inicial
u(s,0) = up(s) {2.184)

La ecuacién (2.183) es una ecuacion de difusidn no lineal y no homogénea. La podemos escribir
€omo

w2l

2 P
U = p (H_SE —_ us) + f(s) (2.185)
Consideraremos en lo que sigue funciones f y up continuas y acotadas.

Proposicidn 2.6 1} La solucién de la ecuacion (2.185) con dato inteinl {2.184) no explole en
t finifo.

2) La solucion de la ecuacion (2.185) con dato inicial (2.184) puede ezplotar en t infinito
con la siguiente estructura autosimilar cerca de la explosidn (que consideraremos tiene lugar en
el origen)

7%= tw (ﬁs)

coni w una funcidn positiva y siméirica tal que

w(g) ~ C&

£-—too
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Demostracion. Si denotamos por s(f) una curva que parte de un maximo de u{s,t) y que
une los maximos de la solucién tendremos que a lo largo de la curva

du _Ou  dsdu _ (uss(s(t),t) 2 (u(s(1), )
(w(s(t), ) (u(s(®),0))° )

du_du, dedu_ + fls(t) < f(s(0))

y por tanto
supu < sup g + (sup f) )
5 3 8

es decir, no existe explosidn en tiempo finito.
Si tomamos f(s) = C e introducimos una posible solucién de la forma

u:tw(&:x/fs)

podemos escribir la ecuacion (2.183) como
1 , 1 H

Introducimos la funcién g = w1 en (2.186) para obtener

'
- 1

l.g
=C_Z4-¢L
1Y g+2692

Si g(0) > £ entonces existe una solucién simétrica que es mondtona creciente y que crece en
la forma g ¢ ~ %EZ. Esto concluye la demostracién.O
—S00

Traduciendo estos resultados al espacio fisico podemos probar el siguiente teorema

Teorema 2.7 1) Para un fluido sin tension superficial y en la aprozimacion unidimensional no
existe ruptura en tiempo finito.
2) Eziste un mecanismo de ruptura en tiempo infinito (con el punto de ruptura en z = 0) tal
que en regiones
2~ Vit

se tiene 1

z

VAW

Demostracién. La primera parte es un corolario de la Proposicién previa. La segunda
parte se puede probar teniendo en cuenta el cambio
1

h*(z(s,1),1)

v los resultados de la proposicién anterior. Mds precisamente

Zg ~ tw (\/l:s)

h(z,t) ~

U=z =

y entonces
1
z ~ 12 F(Vts)

con F' una funcién simétrica y acotada. Finalmente

LI

h = H_% =l ﬁm
w(F=HT))

y esto completa la demostracién.O
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Capitulo 3

Ruptura para fluidos de Stokes
incompresibles

3.1 Introduccion

Este capitulo esta dedicado a describir un mecanismo de ruptura de tubos fluidos muy viscosos
e incompresibles mediante técnicas asintéticas.

El sistema de ecuaciones que estudiaremos es el sistema de Stokes en aproximacion cuasies-
tacionaria que tras un adecuado reescalamiento se escribe como

0=-Vp+ AT en Q) (3.1)

V-7 =0 en Q) (3.2)
junto con las condiciones de contorno
Tyni=—Hn; en 00Qft) (3.3)

donde H es la curvatura media de la frontera libre que se puede escribir, para superficies a-
xisimétricas y en término de la distancia h(z) de cada punto al eje, como

: (3.4)

(T;;) es el tensor de esfuerzos y n; es la componente ¢-ésima del vector normal a J€2(t).

La simetria cilindrica sugiere la introduccién de las coordenadas cilindricas (z,r,8). Ten-
dremos entonces que la componente # de cualquier vector se anula y que podemos restringirnos
al andlisis de funciones que dependen tnicamente de r y z.

El tensor de esfuerzos (T;;) viene dado, en coordenadas cilindricas y bajo la hipétesis de
simetria cilindrica, por

T Trs 2% eyl
(TE) - ( zz rz ) — —p[+ ( 8281.' adz @Ldr (35)
D=\o T s

v el vector normal por

135
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Sh
(-%1)
P 2
1 (5)

Una masa puntual situada en un punto de la frontera libre se movera siguiendo el campo de
velocidades en ese punto para todo tiempo. Tendremos entonces que

W= (n.,n.) =

V=7 -7

donde Viy es la velocidad con que se mueve la frontera en su direccién normal, o equivalentemente

% =y — 1’2% en J0(1) (3.6)
El mecanismo descrito ¢n este capitulo empleando métodos formales se basa en el tipo de
ideas que se han utilizado para el analisis de numerosos problemas de formacion de singulari-
dades (ver por ejemplo [57]). El tipo de singularidad que se obtiene aqui presenta dos regiones
diferenciadas. En una region interna dominada por el flujo de Stokes la solucién es aproximada-
mente un cilindro que se cierra. Esta solucién pierde su validez en distancias |z| ~ (tp — t)
para clerto @ > (), pero el estudio de esta regién se simplifica porque es posible emplear el tipo
de aproximacién unidimensional descrito en el segundo capitulo para el problema de frontera
libre considerado. En este caso queda un pardmetro libre que hay que determinar resolviendo
un problema no-lincal de autovalores. Esta situacién sucede frecuentemente en diversos proble-
mas de formacién de singularidades y se le denomina a menudo en la literatura "similaridad de
segundo orden” (segin la nomenclatura que se usa en [4]).

3.2 Analisis asintético de un mecanismo de ruptura en tiempo
finito

En esta seceidn discutiremos un mecanismo de ruptura de tubos fluidos localmente en espacio y
tiempo. Comencemos escribiendo el sistema en coordenadas cilindricas:

ap O*v, 0%, 10v. v, -

0___87 (87"2 t {22 +;8r T2 (3.7)
dp v, v,  10v,

= - 7_‘.‘ _— - - 3-8

0 0z ( or? dz* " r or (3:8)

du dv v
=y 3.9
0=ttty (3-9)

Si tenemos en cuenta que los vectores normal y tangente a la superficie se expresan como

= =
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1 2h
- _ (L5)
2
1+ (8
podemos entonces escribir las condiciones de contorno (3.3) en la siguiente forma:
IR\ (Ov,  Ov, oh [dv, Ov,
S —(=-==)= 1
(1 (32))(Bz+3r)+28z(8r Bz) 0 (3.10)

dv dh fOv, v dh\? dv ah\?
— — 22— ==+ = — ) (-p+22)=-{14+(=—) |H 3.11
p+28r 282(8z+8r)+(8z) (p-l— 82) (+(az>) ( )
Existe una familia de soluciones explicitas de (3.7), (3.8), (3.9), {3.10), (3.11) y (3.6) que
representan cilindros que se cierran uniformemente y en tiempo finito:

h(z,t) = R(t){{o—1)
2a(t)z

vV, = to — ¢t (312)
—a(l)r
Up =
to — ¢
s 1
_ —Za!t! i m
p =
to—t

donde a(t) es una funcién real arbitraria y R(t) > 0 satisface, en virtud de (3.6), la siguiente
ecuacién diferencial
(to— )R, — R=—a(t)R

cuya solucién general es
dr

R(t) = R(]ef;(l_a(ﬂ) to-7

Las soluciones obtenidas en (3.12) se caracterizan por que la frontera libre desaparece uni-
formemente en todo el espacio en el tiempo ¢t = #5. Esta situacién es poco plausible en flujos
fisicamente reales. Sin embargo estas soluciones seran ttiles para construir, mediante perturba-
ciones de (3.12), soluciones asinté6ticas del sistema de Stokes en las que la frontera libre se cierra
a un punto.

En lo que sigue consideraremos el caso a(t) = 1 y por ello RB(t) = Ry.

La férmula explicita para v, y v, en {3.12) sugiere la introduccién de las variables

Z
&= tg—t
_ r
A
T = - log(tg - t)

que son las variables autosimilares naturales asociadas al problema (3.7)-(3.11) y (3.6) asi como
las funciones h y p definidas por medio de

h(z,t) = e Th(E,T) (3.13)
p(r,z,t) = efﬁ(p,g,T)
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y en término de las cuales se puede escribir la solucién (3.12) como

h = R
v, = 26 (3.14)
Uy = -p

I
(Lt
P ( +RD)

El parametro Ry jugard el papel de un autovalor que se determinard posteriormente.
Si sumamos a la solucién (3.14) una pequefia perturbacién de la forma

h o= Ro+ef (3.15)
v, = 26+¢eV.
v = —[)-|—€V;.
1
B o= —2 —_—_ I
o= (2 )+

donde ¢ es un parametro pequeiio que nos permitira determinar los érdenes de magnitud de los
distintos términos que apareceran més tarde, e introducimos (3.13) y {3.15) dentro del sistema
(3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) ¥ (3.6), llegamos al siguiente sistema para P, V. y V.:

0 aP (a?v.r %V, lav,,*v,,)

"o \or TeE T 2

0=

oP 0%V, 62V3+18Vz
ac T\ a2 " oe T pop

v, ¥ Vv,
=4 Lyt

0 -
o dp  p

con condiciones de contorno

av 171% v, 8[/2)
2 12 r z U : £ — = 3.1
(1~Ef)s(ﬁ—a£+ .5P)+25f( 3+ i 6‘55, 0 (3.16)

v, ,(avr avz> ) ,2( L, OVz 6) 2 1( 1)
— [ c — — — {1 = - —H -_— 31?
P2 =22\ e+ 5, +.f PH2ae+ o (+f)5 g ) (310

S+ & =V, —2%f — V.S (3.18)

donde la curvatura media se escribe como

1 8”
H = — f :

(Ro+£f) (1 +2f7)7  (L+22f7)3

En el limite € — 0 obtenemos el siguiente sistema de Stokes:

0= — (3.19)

ap ( OV, 9PV, | 1OV, Vr\
+ TS5t s
©opop py

A £ .2 Y
op \ upt g
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P [0, 8, 10V, ‘
0=-g¢+ (ap2 T ap) 3:20)
v, v, V.
0= =L 4 = 3.21
B By p (3-21)

que debe satisfacerse en un cilindro de radio Ry ligeramente perturbado. las condiciones de
contorno (3.16), (3.17) v (3.18) linealizadas serfan en este limite:

v, av.\ .,
(8§+ap)—6f_0 (3.22)

Ve
Pragt= ] (3.23)
fT + 3Ef’ = Vr (3.24)

A continuacidn describiremos una familia de soluciones polinémicas del sistema (3.19), (3.20)
¥ (3.21) con condiciones de contorno (3.22), (3.23) y (3.24).
Comenzamos con las soluciones polinémicas pares para f(z). Introduzcamos

vV, = e~ T Za2i+1,2(n—i)52i+192(n_i)
=0
V, = e Zbzi,z(n—i)+1§2i92(n_i)+l
=0
P = V7 (pn + Z dzi,2(n—i)§2iﬂz(n—”)
=0

en (3.19), (3.20) y (3.21) para obtener el siguiente sistema de 3n + 1 ecuaciones:
=2(n —i)dy; 2(—i) + (2(n = ) +2)(2(n — 1)) by; a(n—s)1 + (20 4+2) (20 + 1)byig2 2(0—iy—1 = 0 (3.25)

=2(i + D)dyiy p(n-i-1) + 41 — 1) aqi 1 p(niy + (20 +3) (20 + 2)agi4a2(amicr) =0 (3.26)
(20 + 1}agiq1 2(n—i) + (2(r — ) + 2)bg; 2(n—iy41 = 0 (3.27)

donde i =0,1,....,n— 1 en (3.25) y (3.26) e i = 0,1,...,n en (3.27).
Sea

SE Ty =e""D yai0at®
=0

Las condiciones de contorno (3.22), {3.23) y (3.24) darfan lugar al siguiente sistema de 3n 43
ecuaciones:

. . 12i92; on
2iby; g(n—i)+1 T 2(n — i+ D)@y 1 on-iy1) = R—_?(.,,E,.); (3.28)
0
—9n o - 1 (Y2 . .
__anOiZ 61',0""dZi,?.(n—z')_I'z(z(n_z)+1)b2’i,2(n—i)+1 = R2(n_i) (721;,.22.“ll + (21 + 2)(22 + 1)72!-4'2;2”)
B 0

(3.20)
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(61 — N Y2i2n = baipinogynr Ry 0T (3.30)

donde ¢ = 0,1,...,nen (3.28), (3.29) ¥ (3.30) ¥ Y2nt+22, = 0 .
De (3.27) obtenemos

20m )+ 2

QAL 2n—i) =TT e Dz )+ (3.31)

y de (3.26) junto con (3.31):

2 . .
dyi 2(n—i) = ;(” — i+ 1)2ag; 1,2(—it1) — (200 — 1) 4+ 2) by on—iy 1 (3.32)

para:= 1,2, ..., n.

Eliminando los coeficientes dy; g,,-.;) dados por (3.32) en (3.29) para i = 1,2, ...n obtenemos
una ecuacion que junto con (3.28) y (3.30) constituyen (para cada ) un sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas: dg;_12(n—it1)r P2i2(n )41 ¥ Y2izn. Dicho sistema se puede representar
matricialmente en la siguiente forma:

2{n—i+1 2i — Ak
2( - ) 2 : me \ { o 12(n—it1) \ ( (2i+2)(2i+2)
—‘3-—(7?, -1+ 1) ﬁ(n - 3) +4 _RQ(n—n+l) k 02'5,2(71-:')-{-] ) - Rz("—‘) Y2i+2,2n
. o 0
0 Ifg(’n_t)+1 \— 6i J Y2i,2n k 0
(3.33)
donde suponemos yan12 2, = 0. En el caso ¢ = 0 obtenemos de (3.30) y (3.31)
T l' i
= AY0,2n = bO,2n+1R3 = ot 2611,2711?«3 + (3.34)

Para que existan soluciones del sistema (3.33) se ha de verificar la siguiente condicion de

autovalores
2 2n —%{?

det _% 4 “RIO =1

0 Ry A—-6n

Es decir,
136nky —1— 12K,

A(Hp) = A2y = - 3.35
(Ro) = A (Ro) = 5~ (3.35)
La ecuacién {3.33) implica
L3 fig (2i42)(2i+1)v2i42,2n parai=1,2 n—1
T2 = Ty Ry (36n2 — 72in — 241+ 24n — 36) — n + ¢ 22 P oo
(3.36)

En el caso i = 0 obtenemos, a partir de (3.33) particularizado para i = 1, el valor de a3,
en funcién de 442, si n # 1 o en funcién de 422 si n = 1. El resultado es

A 3.37
t1 20 onin 1) sin# (3.37)
124FRg — 1
12 = 7

6—"";%"'—’}’2,2
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Introducimos (3.37) en (3.34) para obtener

9 R’}
o= 2 L sin#l 3.
Y0,2 2tn ) n(nt ) (24Ry - 1)‘)’4,2 sim# (3.38)

1.
Yoz = 13372,2

La ecuacién {3.36) junto {3.38) constituyen una relacién de recurrencia para los coeficientes
del polinomio de grado 2n que es autofuncidn correspondiente al autovalor Ay, v que denotaremos

f?n(f)

n

fon(€) =3 v2520€Y {3.39)

0

Si usamos la normalizacion 24,2, = 1 entonces obtenemos los siguientes valores de 252, a
partir de (3.36)

(-3R2)"™ C(n+ )00+ 3)T( + 1 4 2Ban’t90Ron-t2fo-n-1)

L+ (=720 = 24) Ro)™J I'(j + 1)I'(j + 1)0'(n + 1 4 faritselon—l2bo-n-1)

V25,20 = (

A continuacidn evaluamos las posibles soluciones impares. Introduzcamos

Vo = 3 agip0g0nt Y

=0

T
V., = Z:521'+1,7.>(n—i)-|r1§2?'+1.Pf’z(n—i)-I-1
i=0

P = Zd2i+1,2(nwé)§2i+1pz(n_i)
i:D

en (3.19), (3.20) y {3.21) para obtener el siguiente sistema de 3n + 1 ecuaciones:
—2(n—i)dyi11 2(n-i)H(2(n—1)+2)(2(n—1))baigy 2(n_ijr H20H3)(2042)brign o (n—i)-1 = 0 (3.40)

—(20 4 3)daiy 3 pnim1) T M = 1) 205000 p00—iy + (20 + 1) (20 4+ B)ani g 2(nicy =0 (3.41)
(20 + 2)ag42,2(n—i) T (2(n ~ ) + 2)b2i41 2(n—i)41 = 0 (3.42)

donde : =0,1,...,n—1len (3.40) y (3.41) e i = 0,1, ...,n en (3.42).
Sea

T
fer)y=e?™ Z72i+1,2n+1€2£+1
=0

Las condiciones de contorno (3.22), (3.23) y (3.24) llevan al siguiente sistema de 3n + 3
ecuaciones:

6(2¢ + 1)Y2i+1.2n+1
Rg(n—z')-f-l

(28 + D)boig1 2(n—iytr +2(n — i + Vg g(nipny = (3.43)
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I (’}”2i+1,zn+1_

—daig1,2(n-i) T 2(2(n —4) + D)b2is1 2(neiy41 = F (204 3){20 4+ 2)7’25+3,2n+1)

fEn— £

(3.44)
(3(21 4 1) = A)yaig1,2n41 = bzi+1,2(rpi)+1Rg(n_i)+l (3.45)

con it =0,1,....,nen (343}, (3.44) ¥y (3.45) ¥ yana32. =0 .

De (3.42) obtenemos
2n —4) 42
A9iy2,9(n—i) = —‘—sz5+1,2(”4)+1 (3.46)
y de (3.40) junto con (3.46):
An—i+1)? .

diy1,2(n—i) = _Lm__,__n_afzi,z(n—#l) =2(n =i+ Dby 2(niv1) (3.47)

Introduciendo (3.47) en (3.44) obtenemos una ecuacién que junto con {3.43) y (3.45) consti-
tuyen (para cada n) un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas: Q20 2(n—i41)s !)QI-H’Z(H_:-)H
¥ Y2i+1,2n41- Dicho sistema se puede representar matricialmente en la siguiente forma:

2n—i+1) 241 — Sk

0
Q25 2(n—i+1) . :
Afr—it1]2 . ) o 2i43)(2i+2)
_liﬁff% 6(n—i)+4 *R—g(nlﬁm briv12(n—iy1 | = L?(z)(nL—vJ—_'Y?!HJﬂH
0 Hg(n—:)ﬂ A 3(20+1) Y2i+1,2n+) 0

(3.48)
donde suponemos s, 132041 = 0. Para que existan soluciones de (3.48) se ha de verificar la
condicidn

2 2n41 D

det —fﬂm 4 ﬁﬁlg =0
0 Ra A—6Gn-—3

Es decir,
136Ran +6Rg— 1

6 Ro

A(Ho) = Azny1(Ro} = (3.49)

De (3.48) obtenemos entonces

. __3 fio
TRV T T RE AT ¥ 940 — T2in — 247 — 36) Ry — n

(204 3) 20+ Dnaivaznn (3.50)

La férmula {3.50) constituye una relacién de recurrencia para los coeficientes del polinomio de
grado 2n 4 1 que es autofuncién correspondiente al autovalor Ay, 41 ¥ que denotaremos fa,,4.1(8)

n
23 .
Jont1(&) = Z72_ﬁ+1,2?’1+15 ak (3.51)
0
Si normalizamos mediante yon41,20.41 = 1 entonces obtenemos los siguientes valores de
Y2j+1,2n+1 @ partir de (3.50)
o p2yR—] < 3 T 36Ren2 +96 Rgn—12Ry—n—1
(—3R§)n I Pln+ 5l (n+ I'j+ 1+ _017211’071@24Ro+01 )

Y2j412n41 = Yy —3 . - . 36 Ran 96 12 0 ]
J (1= (72n+ 2) Ro)™ T(j + £)0(j + 1)T{n + 1 + HBeiitosfoniiomasd,)
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A continuacion escribimos a modo de ejemplo los polinomios f,,(£) de orden més bajo

fol§) =1
fig) = ¢
1
fl&) = ZRI+E
R /PSP
7y LA
3 R} 2, ¢4
fil) = 512430_1+ 12R0+1£ ¢
135 R Rg
$O = T mR TRy T P hR Tt TE
135 RS 405 R3 2
fe(§) = 732 (24Re ~ 1) (120Ro+ 1) 4 (60R0—1)(120Ro+1)6 *
45 R €4 g8
2 0R, 11~ TE

Busquemos soluciones que se describen mediante el siguiente desarrollo formal en autofun-
ciones !
o0
= Z Cne_/\n’rfn(g) (352)
n=0
Obsérvese que de entre los autovalores A, dados en (3 52) se tienen dos autovalores que
darian inestabilidad en el desarrollo (3.52) si Ry > 24 y mas de dos si Ry < 55. La existencia de
autovalores inestables es frecuente en el estudio de problemas de generacmn de singularidades.
Bajo las hipdtesis de simetria de nuestro problema el primer autovalor inestable estaria asociado a
un cambio en el tiempo de la formacién de la singularidad y el segundo a un desplazamiento en el
punto (véase [25] para una descripcién de la forma en que autovalores inestables pueden modificar
el tiempo de formacion de la singularidad). Si Ry < 21—4 apareceran mas autovalores inestables y
el mecanismo de formacién de singularidades no seria estable, por lo que nos restringiremos al
caso Ry > 313
La funcién f(&€, 7) se comporta, para valores grandes de £, en la forma

T) r~ i Ce?nTer
n=>0

Nétese que f(&,7) se hace del orden unidad en regiones de orden
£ em’“"‘??(%) = 8122.1- (3.53)

El proceso de linealizacién que conduje al sistema {3.19}-(3.24) deja de ser valido cuando se
satisface (3.53).

En el caso de que las 2n — | primeras antofunciones no aparezcan en la combinacion lineal
el desarrallo asintotico tendria la forma

T) o i C7ne—)\,nT€m

m=2n

'.a justificacién de un desarrollo del tipo {3.52) es algo técnica v serd pospuesta a la iltima Seccién de este
capitulo,
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La funcidn f(£, 1) se hace del orden de la unidad cuando
674\.2“1'5214‘ ~ 1
Denotemos
’\‘Z'rt
2n

v, =

La relacion (3.53) sugiere la introduccién de las nuevas variables n = (t—oft)—uﬂ—

p= 10’"_t asi como de las funciones

b= (to—1t)p(n)
! |
vy = sz(ﬂaﬂ)
Ur — Wr(fhf))
1
p = (to_t)P(n,p)

v las condiciones de conexidn

©(n) ~ Ro+Cay®™ cuando n— 0
W.imp) ~ 2n+ (:'2ntfl!2n+1,07?1’7”1 cuando p — 0
Wr(nap) ~ —p+ C?nGEn,ITIZ?H-l

1 9,
P(n,p) ~ (—2 + Fo) + andgn’onzn"'l cuando 7 — 0

cuando = 0

donde (3, una constante positiva arbitraria.

. z
= (:,;,—t-)-l*“" 3

Usamos las variables (3.56) en el sistema (3.7}, (3.8) v (3.9) para obtener, en el orden mas

bajo en potencias de ({g — t) y para a,, < 0,

0=-—+ | L+ ~—L — —
dp 892+p59 p*

ap (BQWr 1 W, w)
0= oW, N 10w,
—op=  p Op
0= ow, oW, W,
an dp P
La solucién general del sistema (3.58), (3.59) ¥ (3.60) es de la forma

W, = TM"?)
W, = —§¢'(v;)
P = poln)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

Las condiciones de contorno (3.10), (3.11) y la ecuacién (3.6) son, en el orden mds bajo en

potencias de (ty — t),

oW,

do =0

(3.62)
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7
P! (3.63)
dp ©
—¢+ (1 +an)nd =W, - W,/ (3.64)
La condicién (3.62) se satisface autométicamente y la condicién (3.63) implica
' 1
po(n) = —¥'(n) + —— 3.65
o(7) (1) o(7) (3.65)

Observemos sin embargo que el sistema {3.58)-(3.64) no determina la funcién . La sitnacién
es bastante similar a la que se encontrd en el Capitulo 2 al deducir iimites unidimensionales a
partir de las ecuaciones de Navier-Stokes (ver la Seccion 2.2). En efecto, las variables (3.56)
corresponden a la descripcién de un tubo casi unidimensional y es natural encontrar la misma
situacion que se encontrd en aquel caso. Para determinar la funcién ¢ debemos calcular, al igual
que se hizo alli, érdenes superiores del desarrollo.

Introduzcamos en {3.7)-(3.11} y (3.6) las expresiones

h = (to—t)e(n)
1 e
v, = WWZ(’H‘P)-F(%—Q w(n,p) + .
ve = Wiln,p)+ (fo — 1) we(n, p) + ..v
1
p = ———=P(p)+ (to — 1) " pa(n, p) + .
(to — )

para obtener en el primer orden el sistema (3.58)-(3.64) cuya solucidn no estd completamente
determinada como vimos y es de la forma {3.61), y en el segundo orden las ecuaciones

0= _8}92 agwr_._lawr Wy Ly \ . 66)
- 9p " pdp p 2 V) >
aPO asz " 1 awz
0=- an + Y + ¢ >0 (3.67)
odw, Jw, ws
0= W, W 3.68
dn ~ dp  p (3.68)
junto con las siguientes condiciones de contorno
ow, p , N -
i 211) 30 =0 enp=4¢ (3.69)
g 1
—po— ¥ = 2 en p = {3.70)
La solucién general del sistema (3.66), (3.67) y (3.68) es
w: = v(n)p?
o = Lo

no= (-2 - 30 o
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cOon l
vln) = 7 (p6(n) — " (n))

Despejando de (3.70) po e introduciendo su expresién junto con la de w. en (3.67) obtenemos
la siguiente ecuacion para ¥ en funcién de ¢

que junto con la ecnacion de evolucién (3.64) en su orden mds bajo nos lleva al siguiente sistema
para las funciones ¥ y ¢:

i l . I
52— +35 (¢) =0 (3.71)
—p+ (L an)ng + v+ o' =0 (3.72)

Sobre las soluciones de (3.71), (3.72) impondremos las condiciones de conexién (3.57) que en
nuestro caso darian lugar a
@(n) ~ RBo+ Copun™ (3.73)
n—0
B(n) ~ 2n

7—0

ast como las siguientes condiciones de comportamiento asintético

_l L)
P oo Ay [pftFen (3.74)

¢ 7, Be Ip7+an

que son necesarias para obtener velocidades del fluido y anchuras del tubo acotadas para |z ~ 1.
Solamente si ap, > —1 la solucién (7} puede representar ruptura en tiempo finito. Este hecho,
junito con la suposicién a, < 0 que condujo al sistema (3.71), {3.72) restringe el analisis a
a, € (—1,0).

El problema es entonces el de determinar aquellos valores de «, (o equivalentemente de Rp)
tales que existen soluciones de (3.71), (3.72) satisfaciendo (3.73) y (3.74). Esto lo haremos en
las préximas secciones.

3.3 Analisis del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(3.71), (3.72)
Escribamos por sencillez o, = a. El objetivo de esta Seccidon es el analisis, para cada o, de las

soluciones del sistemna (3.71), (3.72) que satisfacen (3.73).
El sistema que han de satisfacer ¢ v ¢ es no auténomo y de dimensién dos:

Qp’ < 1 ,2/?1’,% =4
v (%) =0 (3.75)

1 o
e+ (a+ e’ +v¢' + Sdie = (3.76)
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v las condiciones de conexién en el origen son (ver (3.73)):
()~ Bot Coan™ (3.77)
2/t ~ 2
(o)~ 2

Comenzaremos estudiando el caso mads estable n = 1.
Multiplicamos la ecuacién (3.75) por ¢? e integramos una vez para obtener

p+3pM =C
siendo C' = Ry + 6R%. De la ecuacion {3.76) podemos obtener

' 1,47

[ el LA
w P+ (a+l)y

El valor adecuado para Ry se fija por la condicién (3.77). Supongamos

¢ = 204 b4 ...
w = Ro+an*+..

e introduzcamos estas expresiones en (3.75) y (3.76) para obtener, en los érdenes mds bajos:

Ro+6Ry = o+ 36" ~ Ro+6R5+ (a+3(1Roa + 3R30)) n* + ...

o' 1— Ly 2a 2h
= = 27 o~ e z 'f]+...
T vi+taTily Ry  3Fw

lo cual implica

mB+e) 3 |_,
1+12Ry 9R2
y obtenemos el siguiente valor de Ry
Ro= —— (3.78)
T 12(a + 2) '

La relacién (3.78) es, por (3.55), idéntica a (3.35).
Se puede obtener ficilmente, integrando en # la ecuacién (3.75), separando los términos en ¢

en {3.76} e introduciendo ¥ (7} = ng(7n) asi como la nueva variable { = log 7, el siguiente sistema
de ecuaciones

C = ¢+3¢"(9c+9) (3.79)
we  l-glectq)
¢ g+(at1)

El sistema (3.79) es auténomo.

Introducimos a continuacién el siguiente cambio de variables:

G = log(g+ (a+ 1))
H = log(p/Ro)
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para poder escribir el sistema en la forma

C = Roet! + 3REH (%G 4+ ¥ — (a4 1)) (3.80)

i
H' =¢ % - 5(G'+ 1— (a+ 1)e” %) (3.81)

Haciendo el nuevo cambio de variables

*
T

V=H+—
+2

el sistema (3.80), (3.81) se transforma en

a
eV 3

= ——€ —

34+ a1
/l': (1___
1 ( 5 )e 5

Multiplicamos finalmente la primera ecuacién por —Le~

2
mos las funciones

+(a+ 1) % ~ 1

) . -
7 y la segunda por —e~V, introduci-

_g
r = e 2
y = '
y el valor de Ry dado en (3.78) para llegar a
1 1
g = —(2a4 5yt + (20 + )ya? - %ES + 37 (3.82)
3+ a 1
o = 2 .y
¥y = ( 5 )-13 v+ Qy

El sistema (3.82) representa un sistema autdénomo de dimensién dos. Estudiaremos la exis-
tencia de soluciones dibujando el correspondiente diagrama de fases.

el 1 1 . 1 .
La solucion que buscamos debe conectar los puntos (\/—“‘v‘ﬁ') y (m,ﬂ) que son
puntos de equilibrio como podemos verificar ficilmente (los denotamos en la figura 3.1 por Py

@ respectivamente). El cardcter de estos puntos de equilibrio se puede encontrar linealizando el

sistema en torno a ellos. Sea
1
= 4 )
a+3

1
= —_— + 124
4 vo+3

()= ) () -()

lo cual implica que el punto { 2=, —2=) es un punto de silla, ya que 2 y —1 son los autovalores
putadquectp Vat3' Va3 P *

entonces, localmente

de A. La direccion principal correspondiente al primer autovalor es (2, —1) v la correspondiente
al segundo (1,1) (ver lincas discontinuas en torno a I? en la figura 3.1).
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Sea

[a—

o+

C)-00 ) 0) -0

y el punto (\/—01—3,0) es un punto de reposo estable, puesto que los dos autovalores de B son

entonces, localmente

negativos. Todas las drbitas excepto dos entran a lo largo de las direcciones (1,0) y (—1,0)
(marcadas con lineas discontinuas en la figura 3.1). Las dos érbitas restantes entran a lo largo
de (2"—;?, 1) y (_‘29-3'—2, —1). Solamente aquellas érbitas que entren a lo largo de (2"’—;’3, l)
seran admisibles, pues son las tdnicas que satisfacen la condicién (3.74) cuando se escriben en
las variables originales.

La existencia de érbitas que unan los dos puntos de equilibrio se deduce mediante una simple
inspeccidn del mapa de fases: 2z’ se anula en la curva 2 = 0 (I'y en la figura 3.1) y en la cuddrica

a_-21~_1 ~ (a4 2) zy 1
(= y)(_(a+2) 20045 )(y)“'é

que es una hipérbola (T'y en ia figura 3.1). ¥ se anula en y = 0 (I's en la figura 3.1} asi

como en r = :I:ﬁ (4 en la figura 3.1). De aqui se deduce que todas las drbitas en la

region x > ;_'_3, y > 0 ¥ en_particular una gue tenga su origen en ( ;_'_3, vﬁ) se aproximan

. PR 1
asintdticamente al punto (_-\/a_-kl’ 0).
Las soluciones que hemos hallado presentan los siguientes comportamientos asintdticos

] ~ Ci(e) + Ky |n|=+T (3.83)
A
¢ r~ Ka|p|aH
y cabe esperar que solamente para ciertos valores de o se anule C'(«) (es decir, que la drbita
entre en el punto de equilibrio a lo largo de la direccién principal menos atractiva). Obsérvese
que esta es la situacién tipica de los problemas de similaridad de segundo orden.

Si en lugar de » = 1 consideramos el caso inestable de n arbitrario, es decir, si (1, @)
satisfacen:

Vo= by Oyt
o = Rotaf+0(;")

se tendrfa en los érdenes mas bajos:

Ro+6Ry = ¢+ 3% ~ Ro+ 6R2+ (a + 3(4Roa + RE(1 + Qn)b)) 74

0 - ‘19’ 1_121 (211 2n lb

— o —2— 2n+1
¢ vilar0n \R"T3ta)T T
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Figura 3.1: El diagrama de fases del sistema (3.82})
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lo cual implica ,

%(3 + 05) 2n2j:l o
1+ 12Ry 3(2n+ 1)R%
y obtenemos el signiente valor de Ry
1 .
Ry = {3.84)

12((3+ a)n — 1)

La relacién (3.84) es, por (3.55), idéntica a la (3.35).
Las soluciones que buscamos, seran orbitas del sistema de ecuaciones (3.82) con el valor de

Ry dado en (3.84) y que unan los puntos (\/El+_3’ &#—) y (\/O}—_H,O). Un anélisis del mapa de

fases analogo al realizado para n = 1 muestra la existencia de tales érbitas y el comportamiento
de las soluciones es

W] ~ Cula)+ Ky|n|a+ (3.85)
. _1
¢ o~ Kplp|aa

A continuacién nuestro objetivo es calcular las constantes C,(«) en (3.85) v determinar
los valores de o para los que dichos coeficientes se anulan. Para ello, es importante observar
que el sistema de ecuaciones (3.75), (3.76) se puede integrar explicitamente mediante las ideas
que se introdujeron en el Capitulo 2, es decir, mediante el uso de coordenadas lagrangianas.
Observemos que si definimos

h(z,t) = (to — t) () (3.86)
1
v(z,t) = ———(y 3.87
) (3.57
con
p=—" (3.88)
(t(] _ t)l-l-a v
entonces las ecuaciones (3.75), (3.76) se pueden escribir en la forma
h, 1 /.5
543 (h uz)z =0 (3.89)
(hz)t n (vhz)z =0 (3.90)

3.4 Estudio de la constante de tiro C,(«)

En esta seccién calcularemos las constantes C,(a). Probaremos en primer lugar que

3 2)2 F1-a)T ({1
Cila) = 1220+ 2)2((a+3)(20 + 5) ' (1 — @) (2)F(—a—§l—a;-—a;—5—2a)—

6 o)

—(o+3)

(12(a +2)° (a)F(%)F(_ 31
T T
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¥ que existe una inica o en el intervalo [—2, 0] tal que ') (ag)= 0. Recordamos que la funcién
Fl(a,b;c;z) es la funcidn hipergeométrica y que I'(z) es la funcién gamma (ver [1]).

Para realizay el cdlculo introducimos un cambio de variables idéntico al introducido en la
Seccién 2.2. Mds en concreto, definimos z(s,t) a través de las ecuaciones

dz(s, 1) 1 .
ds T h2(z(s,1),1) (3:01)
Jz(s,t

5 = v(z{s,1),t)

con dato inicial

2(5,0) = s

Introduciendo las expresiones {3.86), {3.87}), con # dado en (3.88), dentro de (3.91) encon-
tramos

dz(s,t 1 1
= e = 3.92
0s B a(,1).0)  (to — ) 9 () o
Jz(s,1) 1 z
5 = v(z(s,t),f) = —
ot (z(s.), 1) (to — 8) ((tﬁ—t)”"‘)
lo cual sugiere la siguiente estructura autosimilar para z(s,t):
[#4 5 . §
2(s,t) = (to — 1) g(——=7=) (3.93)
(to —t)

Dada una funcidn z(s,t) definida en la forma (3.93) podemos deducir de manera tnica las
funciones o y 4 a partir de (3.92).

El siguiente objetivo sera la determinacién de la ecuacién que debe ser satisfecha por z(s, ).
Introducimos por sencillez la siguiente notacion

(5),

para designar la derivada de f con respecto de z si la variable  permanece constante y efectua-
mos el cambio (3.91) en el sistema (3.89), (3.90). Observemos que

8y _ [a(h?) L (ok?)
or ) ~\Tar ) TE\Tas ),

de donde se deduce, empleando (3.91),

(k%) Az h) 1 a(h?) 2, .
( at ) - ( o | T\ as ) T ~F+ (3.94)
z s 5 " 5 g

8(1)hz) 1 J (Z;)) Zst Zgs st 207
[ Al it L 3.9
( z J, % (38 z2//y oz 2 (3.95)

i e e e . P N ot e b Sl
3.95) concluimos que la ecuacién (3.90) se satisface iaénticar

¥ por otra parte

—

Sumando (3.94) v
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Por otra parte

que es la siguiente ecuacion para u = z,:

(), (0, -

Buscamos soluciones autosimilares de la ecuacién (3.96). Estas soluciones son, por (3.93),
de la forma

u=(to~t)"* f (£

con
5

= {to “t)ﬁ

B=a+3 (3.97)

La ecuacién que satisface la funcién f serfa entonces:
1 ) (2 ﬁff’)’
—= ] +3|l-+—-) =0
(77) G+

1 2 gef .
ﬂ+3(f—§— fz)_Iﬁ (3.98)
donde K es una constante arbitraria.

Siimponemos simetria respecto del origen para la funcién f y usamos que por (3.91), f(0) =
R;? entonces necesariamente K = R, + 6RZ. Consideramos ahora

J(€) = Rg*+C& +0(eh)

o, Integrando en s:

e introducimos esta expresion dentro de (3.98) para deducir Ia condicién

1

Ry = —i—— .
O BB (3.99)
que es idéntica a (3.78).
La ecuacién (3.98) se puede integrar ficilmente en término de In€ e y = R /7:
dy 1 -
= 1 C 3.1
/ ((1+6Ro)y® — y? — 6Roy) 6Ry3 né+ (3.100)

con C una constante arbitraria.
La integral a la derecha de (3.100) se puede calcular por métodos elementales. Se obtiene
entonces, teniendo en cuenta el valor de Ry dado en (3.99), el siguiente resultado

v @By + )R-y E = (3.101)
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donde C' > { es una constante arbitraria. Sin pérdida de generalidad podemos suponet €' = 1
ya que la ecuacién (3.98) es invariante bajo el reescalamiento & — A€ para cualquier 4 > 0.
De (3.101) podemos obtener ficilmente

df d ﬁﬁ 5-1 1 3—1 32 ﬁ
== 2 + 0TI (=) ==y 2y -y 1P L (3.102
3=y 8- Dy ) =yt et P oy

y deducimos entonces que la funcion y(£) es simétrica y decrece cuando & crece.
El valor de C'y («) (con C{-) la funcién definida en (3.83)) es, teniendo en cuenta las relaciones
(3.91), (3.87) v (3.88),

C1(a) :fooo zstds.‘:fa tyds = 3f ( 14 ffjﬁ__l;f _ f%) d€

3
(12(3 - 1))*

= f; (Gg - i) y' - yg) (y‘ﬁ“ (25 Dyt ¢ \/f__y\) dy (3.103)

donde hemos usado (3.102).
La funcién Ky(3) se puede escribir de forma explicita en término de las funciones hiper-
geométrica y gamma teniendo en cuenta la formula (ver formula 15.3.1 en [1]):

Yy por tanto

A(3) = Ch(a) =

T 1

que nos permite escribir K1{8) como

ki = oL TE) (G2=1) F(-s+ 3153 -m1-2) -

~ﬁ——lr(z—_b~);F(—ﬂ+g,3_d,2 pi1-29)

K1{3} es regular en el intervalo 1 < 4 < 3. Notar que

K, (6) — -+ o0
A=l

Ki(3)—» -
53

como se deduce facilmente de (3.103) y esto implica, dada la continuidad de K(3) en el intervalo
considerado, la existencia de al menos una raiz. A modo de ejemplo se proporciona a continuacién
R - ' . oas K (3) = 2 Sy =L K(8y= _2
el valor numérico de K {3) en ciertos casos particulares: Ki(3} = g7, K1(2) = 5, K1(3) = —3m.

l.a representacién grifica de la funcion K(3) se muestra en la figura 3.2. Obsérvese que
la funcién K ({3) es mondtona decreciente, por lo que tiene una inica rafz en un punto que se
puede calcular numéricamente y resuita ser
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41

Figura 3.2: La funcién Ki(z)

B =2.1748

Entonces, por (3.97), ag = —0.8252. En el tiempo de ruptura y préximos al punto de ruptura
el perfil final del tubo viene dado por

h(Z,t — tD) zf_‘:o C lz|5.7203

donde hemos usado (3.74).
Concluimos este apartado probando que el valor explicito de G, (a) es

R Tl —a) |2 B
Cula) = (a+3)(12(na+33n P T ( : (2n) @_@—fgj’% ;)x
XF(_l__fz—a,l—a;l—i—ima;1k6nm2na)—-
n m
_(a+3)(12(na+33n 1)) ((] (%_)F(T—Z——a,—a;zi—a;l—5n—2na)
(s~ n n

y que existe al menos un valor de & (que denominaremos ) en el intervalo [W3 + ;1:, 0} tal que
Cn(a()): 0.
Para ello introducimos un desarrollo de la forma

S(€) = Rg* + C&™ + O(¢™)
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dentro de (3.98) para deducir la condicién

1
Ry = -
T 12(nf - 1)
y definimos # = »f. La ecuacién (3.98) se puede integrar facilmente en términode In€ e y = /F
1 1 ~
=—Ing" 4 C

| C = —
né 4 6Re3

dy i
/ ((1+6Ro)y® — y* —6Roy)  6Rof3

con C una constante arbitraria, y calculando la integral obtenemos

— -1 1 "
y P ((2B-1)y+1) T (1-yr=ce (3.104)
donde podemos fijar, sin pérdida de geperalidad, C = 1.
El valor de C, (&) viene dado entonces por
o0 oo 1 oo 1 286-11Y\ , .3
= = ds = — = - d
Crfe) /0 zstds fo upds 3A ((24(ﬁ—1)2)f f"-) £
Derivando (3.104) obtendriamos
¢ d ({05 -3 L
n-1%% __ % - _ 2 - _
R (GRS O
— _ B3 'ﬁ‘
— 81 2
= -y 2yf-y+1 o
( ) 1-y)
¥ por tanto 3
Ko(B)= ———=Chn(e) =
SRNETCRENE
—12n=2B+1 1 2n—1
" (I-y)"7 e |dy (3.105)

_ g/gl ((EQBTJ) y4“y3) (y—i-*;ﬁ ((2B-1)y+1)

28 —1

La funcién K, (3) se puede escribir de forma explicita como

1“(4—ﬁ)I‘(51—) (%Lﬁ% F(M—ﬁ,4—ﬂ;4—ﬁ+%;l—2nﬁ>—

Ky /8 = .B
4) D)
- re-8r(&) sl 1
- = 3,3-(3;3-B4+—;1-2
) L g5 53— B4 o1 2s)
K.(3) es acotada para ;11- < f < 3. Observemos que (3.105) implica
Kn.(B) = + o0

1
ﬁ"”;

K.(5) E}“*E [o’s!
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y esto implica, dada la continuidad de K, () en el intervalo considerado, la existencia de al
menos una raiz de la funcién K,(F) en dicho intervalo
A modo de ejemplo representamos las funciones K»(3) y K3(3)

- N W b

jD 6.5 1 ’Sts 2 25 3

'
B, o

o
—

La funcién Kp(z)

La funcién Ks(z)
La siguiente tabla contiene los valores de las raices By de K,(B) que se han calculado
numnéricamente para varios valores de n:

n fo

1 2.1748
2 2.0454
3 2.0194
4 20105
3  2.0065
10 2.0014

Estos valores sugieren que la sucesién de las raices de K,,(83) converge a By = 2 cuando n

"7 Ttiende a infinito. Para demostrarlo rigurosamente probaremos que

Ka(2+ i) <0 {3.106)
2n

Ka{2) >0 (3.107)
En efecto, nétese que

1 14n+1 1 4?'?. i 6n+1 _12n-1
K24 = )== — Ty P B - = =
w245 = 3 [t =) (S ()0 gy
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ldn+1 1( n2 g_1 n 1oL L S
=3 16 2n - B n 1-— + n —
2 n [0 _4n— A + (44n -1 dn)y " —yTew | (1—y) N dy

2
zlﬁil(mf B(3 - ooy ) + (4" ~4n)B(2v—1—i>—B(“i’i))i

2 n n-—1 2n’ 2n dn -1 2n' 2n 2n' 2n
14n 41 1 1 n? (2-4)(1 - &) n 1
= =01 - — - 2n 2n _ R Y —
5w gl g (16470,»—1 I'(3) Tyt
dn+1 1 1
=t pa Dl
2n(4dn — 1) 2n)F(2n) <0

donde B(a,b) es la funcidn beta de argumentos ¢ y b. Esto prueba (3.106)
Por otra parte,

K@ =2 [ (2 230=1) (Un = Dy 413 (1) =

1/4n — 1 dny )1-%
=2 -1 1 dy =
/0(47&»—23; )(1Hy+ Y

1 1 d 2 4dny 5% B 1
—WQ(Qn—l)./; Iy (((4n—1)y —1——4‘nu+2u> (——l__y—i-l) dy = TEn=1) >0

de donde se deduce (3.107) y concluye la demostracién del resultado.

3.5 Justificacién del desarrollo (3.52)

En esta dltima seccién mostraremos que para una clase bastante general de funciones las solu-
ciones de (3.19)-(3.24) se pueden desarrollar como en (3.52). Para ello introducimos una funcién
de corriente ¥ tal que

_ 12 3.108

V.= T (3.108)

= _19¢ (3.100)
pdp

Se tiene entonces que (3.21) se satisface automdticamente. Podemos eliminar P de (3.19),
(3.20) derivando la primera ecuacién con respecto a £, la segunda con respecto a p y restando
las ecuaciones resultantes. Deducimos entonces la siguiente ecuacién

Fv. PV, 18w 1av, 9V, &V, 9 (15_15,2) — 0
Ip?0¢ ~ 0 pOpdE  p* 0 0p*  OE*Gp  Gp \p Op

Dada una funcién g(€) calculamos su transformada de Fourier con respecto a la coordenada
£ mediante

(3.110)

~ Lo ke
)= —— v 3.111
90 = 7= [ o)™ (@11
Tomando la transformada de Fourier de (3.110) obtenemos
did 283 (3 % (3 2\ dp - )
- r_ -2 x —_ ) L Z) 2D =0 3.112
7o tF)Em- G et? e



3.5. Justificacion del desarrollo (3.52) 159

donde hemos definido g = |k|p y resolvemos (3.112) en el dominio 0 < § < Rp|k]. Usando
(3.108), {3.109) en (3.22) y tomando la transformada de Fourier concluimos

N OV
PP |kf?

en p = Rglk| (3.113)

Por otra parte podemos eliminar P de (3.23) derivando con respecto a £ y usando entonces
(3.20). Eliminamos entonces (V,., V) usando 9, y después de tomar la transformada de Fourier
en la variable £ deducimos de (3.23)

,J;m ,J;H (_1 3) ~, qu; i ( 1 2) f _
Y Y (o) e+ o= -2 L enp=Rlk 3.114
F = PR F; P olkl ( )
Podemos reescribir (3.113) como
2 _1d N, 0<F<Rolk], k#£0 3.115
750 v=0 en0<p< Rolk|, k# (3.115)

Existen dos soluciones independientes de (3.115) satisfaciendo la condicién de regularidad
en el origen, y se pueden elegir como

v1(p) = 511 (p) (3.116)
5= Zo(p) - 19 (3.117)

donde I,(z) es la funcién modificada de Bessel de orden v que satisface la ecuacién diferencial

ordinaria
d?l, 1dI,

dr? " 7 dr

De hecho, se puede comprobar ficilmente que ¥, % satisfacen respectivamente

— (3:2 + IJ2)I,, =0

A 1dyn -
R R
APy ldiy -

W—ﬁd—ﬁ—wz:ph(ﬁ)

La solucién general de (3.113) satisfaciendo la condicién de regularidad en 5 = 0 es de la
forma

P(B) = CL{k)1(p) + Calk)ba(p) (3.118)

Los valores de C(k), Ca(k) se pueden calcular ficilmente en funcién de f(k,7) usando las
condiciones de contorno (3.113}, (3.114). Después de algunos cdlculos sencillos se obtiene

Ci(k) =

+  (3.119)

L i [ —12R3E* Iy (|k| Ro) + 6R3|k[” Iy (|k] Ro) + 12Ro k| 11 (|k] Ro)
2 Ry (= 1P TR IR Fgke = 17 (Ro [R1) T 14 (Ro IR]) Rek?)

=K Bolo (k| Ro) + KU I (k) lo). 4 |k Ly (kL Bo). = 1k B2, i
(=1F (Rolk|) B3k? — I? (Ro [k]) + IZ (Ro [k]) REK?) £ &, 7)
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i GR3k*Io (k| Ro) — 6Ro k| Iy (k] Ro) — k| Ty (|k} Ro) + |k{® R2L (|| Ro) =

Cok) = I - 5 5 flk. 7}
0 &7 rg Ty (k] fio)™ — I (k] Ho) — R2RGIT (TR] Ko) ) &7
(3.120)
Estamos interesados en calcular V. (#o, €) en (3.24). Usando (3.108) obtenemos
Vo= enp=1y
Usando entonces (3.118), (3.119), (3.120) deducimos
Vi(Ro,k) = G(k) f(k) Kk #0 (3.121)
donde la funcién (k) se define como
G(k) =
_ L (01— KR I{ (Ralk]) + 6E*RIZ (Ro [k]) — 6 k| R31o (Ro k() [y (Ro|kl) — 652 R3TT (R k)
2ho (17 (Fio IKI) REKZ + IF (Folk]) — 12 (Fio K]} R2?)

Sirecordamos que las funciones modificadas de Bessel presentan los siguientes comportamien-
tos asintdticos {ver [1])

L) o, G (r(vl+ H Tyt 0(54)) (3.122)

p—r

=

ez 4p? 1
I ~ 1- O(p*
B~ = ( 5 TOU ))

P00

concluimos después de algunos calculos los siguientes comportamientos asintéticos para la funcién

G (k)

Gk) ~ L +2 cuando k| =0 (3.123)
6o
G(k) ~ —% k| cuando |k = o0 (3.124)

Tomando la transformada de Fourier de (3.24) con respecto a £ y usando (3.121) deducimos
la ecuacion ~ .
df df = ,
== —3k= = (G{k})+3 3.125
Lol = cw+9)f (3.125)
La ecuacién (3.125) se puede resolver explicitamente integrando a lo largo de caracteristicas.
Si escribimos f(k, 0) = fo(k) obtenemos entonces

Flk,7) = Jo(ke®)elS+GONT MUkeST)=M () (3.126)
donde . ‘
M(k) = %/ wa@ (3.127)
2 JO

Las formulas (3.126), (3.127) nos permiten calcular el comportamiento asintético de flk,7)
para una clase general de datos fo(£). Para ello multiplicamos (3.126) por una funcion test
(k) € C* y de soporte compacto. Obtenemos entonces

f J(k, rypik)dk = e(3+G(U“T/ Jo(ke®)eM =M o (kY g =



3.5. Justificacion del desarrollo (3.52) 161

0)7/' Fo(Q)eMO=MCT) =37y g (3.128)

Los comportamientos asintéticos (3.123), (3.124) implican que la integral a la derecha de
(3.128) converge para datos fo(k) muy generales. Ademas se tiene el siguiente comportamiento
asintético

/ Tk, 7)o (k) dk ~ eG(O)T/ Fo(€)eMO(0)d¢ cuando T — 0o

o de forma equivalente R
flk,7) ~ CeCO78(k) cuando T -+ oo (3.129)

donde § es la distrubucién delta de Dirac y
C= f FH(OeMOd¢ cuando T o o

Podemos calcular correcciones de orden superior a (3.129) usando los siguientes desarrollos
de Taylor

oo
efM(k) — Z bnk'2n

Sl O T
— E ¥ '( )kn
‘= onl
I[nsertando estas series en (3.128) deducimos que
| Fh etk ~ 0O S Zagmo) [T fy(eMOginemestinimige - (3.130)

Ti, m_O

donde asumimos que las integrales a la derecha existen. Esto ocurre para clases muy generales
de datos iniciales debido al factor exponencial e™(¢) y a los comportamientos asintéticos (3.123),
{3.124) que implican M({) ~ —M cuando {{| — oo. Escribamos

[y = [ Fo(QeM O (—i¢) d¢

Reordenando las sumas en (3.130) obtenemos ficilmente el siguiente comportamiento asintético

4

~ e 2 b 8(! 2n)
~ 3 1elG0)-3Ds n !
Sk, 7) 2 I'ie 3:0 = 2n)!( t) SR (6(k)) cuando T = o0 (3.131)

Tomamos ahora la transformada de Fourier inversa de (3.131) para deducir

o) (G(0)—alyr 5 (‘S)l_zﬂ
JE Ty~ T Z %_“___

=0 J._. 27’3)

y no es dificil comprobar que cada una de las funciones

r—=
[SIE

G(0)=30)r ] ba(=1)"()" 2"

< V2r(l = 2n)!

n
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resuelven {3.24). Se tiene entonces que

(3] n(gym—2n
Sn(©) =Cum Y ba(=1) (O™ , m=0,1,2,..

(-1
< V2m(m — 2n)!

donde f,, son como en (3.39), (3.51) para algunas constante apropiadas C,. se obtiene asi el
comportamiento asintético (3.52).



Apéndice A

Deduccién y analisis de la relacion
de dispersiéon (2.15)

A.1 Obtencion de la relacion de dispersion

Las ecuaciones de Navier-Stokes en términos de Oh, para funciones de la forma

V;- — Ur(?,)e/\.()ht-l-ikz
Vz = w, (T)eAOht+ikz
P = th(,’,)e.\Ohf,+ikz
¥ en aproximacion lineal, se escriben como
dp d2vr 1 d'UT 2 Uy
i =t _ 2, _Ir A.
A, o (dr2 — kv, 2 0<r<l (A1)
v,  1d
Av, = —ikp + (dd:2 + ;—dﬂr — Ky, D<r<t (A.2)
1d(r
O:z’kvzﬁ-;%d 0<r<l (A.3)

St derivamos {A.2) con tespecto a r, multiplicamos (A.1) por ik y las restamos llegamos
facilmente a la siguiente ecuacidén modificada de Bessel de orden uno

L d? d o
PLE T - (P g =0 r)
para
) duv,
g = —tkv, + Ir

donde ¥ = A+ k%r = k'r. La iinica solucién de (A.4) no singular en el origen es
g=CI(k'r)
siendo I (z) la funcion modificada de Bessel de orden uno.

163



164 A Deduccion y andlisis de la relacion de dispersidn (2.15)

Usamos ahora la ecuacién (A.3) para formular el sistema

du.
—iku, + —- = CI (k"
W+ o 1(k'r)
1 d{rv,)
gkszr—( ) 0
rodr

La solucién mas general de (A.5) es de la forma

v, = Alg(k'r)+ Blo(kr)
1 .
v, = —%Ah(k'r) ~ iBIy(kr)
donde A y B son dos constantes arbitrarias.
El campo de presiones se obtiene a partir de la ecuacién (A.2)

d*v, 1dv,
dr? r dr

thp = —Av, + ( - k%z) = —ADBIy(kr)

habida cuenta de que ¢l segundo miembro es una ecuacion del tipo Bessel de orden cero.

Las constantes A y B quedarédn fijadas a partir de las condiciones de contorno:

v, oV, B
o Tz =0 =l
av, 1 o
—~P 4+ 20h i —-§(R+Rzz) enr=1
fi = v, enr=1

(A.5)

(A.6)

Introducimos las expresiones {A.6) y (A.7) para la solucién general en las condiciones de

contorno para obtener

ik (l}fml(k') ~ {BI, (k-)) + A LK) + BEL (k) = 0

)

i . B . Tty g ' . 1 2
TBIo(R) + 2 (kAL (K) — iBRI[(F) = 55-(0-k)f
ik .

donde hemos supuesto _
R(Z) — f(k)e,\Oht+zkz

(A.8)

Para que exista solucién de este sisterna distinta de la trivial es necesario que se anule el

siguiente determinante

BN+ KT (K) 2kl (k) 0
=20k (k) lolk) = 2RI (k) — by (1 - k)
~ N () —ily (k) ~AOh

lo cual equivale a que se satisfaga la siguiente ecuacion

(%Io(k) - %ﬁ(l — KL (k) + 2k1;(k)) -
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Aopgreny 11 ok ,) 2kk Ii(k)
(2“1("’ )= 3som TMIE ) ) e =
en la que deberfamos despejar A en funcién de k. Lo que es facil hacer es, siguiendo a Middleman

{ver [39]), escribir la ecuacidn en la forma cuadritica

k!‘) _ k2
k2 +k.!2

%Ig(k))\z + (2k1{(k) - L‘Z’FC’MI'W)) Ao (1 k) Lk =0 (A9)

k24 k2 (k) 20h%
La ecuacién {A.9) es la relacién de dispersion para las pequefias perturbaciones de un chorro
cilindrico (ver [22], probablemente el primer sitio donde aparece escrita}. Podemos interpretaria
como la ecuacién implicita de la o las curvas A(k) solucion de ella. El resto del apéndice estd
dedicado al analisis de dicha relacién.
En el caso particular Oh — 0 se tiene A = 0 en (A.6). Este es el caso del fluido potencial
(ver [47]) v solo podemos tmponer la condicion de contorno para 7,,. La relacién de dispersion
resolveria la ecuacidn

1 -~ 1
Efg(k)/\z — 5(1 —EHn(k)=0
con A = OhA.
Es decir
~ _ 1 - I (k)
Alk) = i\/ik(l -k )__Io(k) (A.10)

La expresién (A.10) es la relacién de dispersion de Rayleigh y supone un cierto limite singular
de (A.9). Es de senalar que de las dos ramas, una es inestable ante perturbaciones con k| < 1
y que para |k| > 1 resulta A(k) imaginario puro.

A.2 Estudio analitico de la relacién de dispersién (A.9)

En este apartado describiremos algunas propiedades generales de las soluciones de {A.9). Dada
la simetria & — —k de la relacién de dispersién, resulta suficiente estudiar el semiplano k£ > 0.
Sintetizamos varias propiedades en el siguiente lema

Proposiciéon A.1 Sea I' el conjunto de puntos (k,A) € IR x C que satisfacen (A.9). Entonces
1) (1,00l
2) Ezisten dos ramas emergentes de (0,0)

3) Ezxisten infinitas ramas emergentes de {(0, —p2)} siendo p, la n-ésima raiz no nula de
la funcion de Bessel J|(r).
Eristen infinitas ramas reales en la region Re()\) < —k? y prérimas al punto del infinito con
comportamientos asintdélicos
2 2 21
A TR T B = Bl
4) Aparte de las ramas del tercer apartado, existen cuatro posibles ramas emergentes del
punto del infinito. Los comportamientios asintéticos son X; Y o:k?,i=1,2.3 con a;

136 8 8
alzi/(—*—l-_\/%)— — -
27 9 93 (1376+ 8 /—33)
2 g

~ —0.91262

wiloo 8

oy = ap + ot

0{3:&R—Gﬂ
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siendo
1 136 8 4 8
an = _5\3/(27 p 33) I -5 35437
oi/ (8 +5vas)
1 136 8 - 8
- 0¢/(%2 1 2v3)
para tres de las ramas y A Y —3k con 3
—00
|
=2
P=27 jon?

piara lo cuarta.

Demostracion. Es inmediato verificar que (1,0) € I' sustituyendo este valor en (A.9). Si

aproximamos

=0

1
Il (J:) a::[] 51‘

obtenemos la relacién de dispersién en el orden mas bajo en un entorno de (0,0)

| (A+ k) k 1

k

k.
A+ 2k 4OhZA+2k% T

Despejamos A y obtenemos

1 1
A== | —12k2 4+ 4,4kt 4 k4 k2t o~ —k
! 8( + \/ + Jr0112 )k—>020h

1 1 1
Ay =< | —12k% — 4y [dkt + k3 k2 o~ ———k
278 ( \/ Tt on? ) k>0 20h

Esto es, hay dos ramas emergentes del & = 0; una ofrece A’s estrictamente negativos y otra

empieza con A's positivos.
Escribimos ahora la ecuacién (A.9) en la forma cuadrética

oo

Resolviendo (A.11) para A obtenemos

Ho
Io(k)

11 (k) I{(K)
To(k) T (k")

Itk

Io(k)

~ 4k°K k(1 —k?)

(k) 1
S -
A +(2A + 2675 TR

To(k)

L(k)
i £

ol&)

I!(kfl
171 “\")

+ 1616319‘@ 1Y

10("’%')

k(1 - k?)

(A.12)
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Si k' es imaginario puro entonces reescribimos &' = —iw (con w real) y se tiene
Ip(—iw) = iz Jo(~iw) Jo(w)
k) = —iw - = —w — ~l=w e
JK) I (—iw) IL{—iw) Jq(w)

La ecuacidn a resolver es entonces

LI AN ] NACTN GRS
k2fo( k) (kz—k foU»’)) + 20h* (1_k) Io(k ) 4k If](k) (le(w)

Nétese que para cualquier valor de & < 1 la funcién de la derecha con el signo + estd bien
definida y es positiva mientras el término bajo la raiz sea positivo y de hecho tiene infinitas
singularidades. Esto implica la existencia de infinitas ramas.

Las ramas emergen de A\, = —w2 = —uZ, con Ji{u,) = 0. Todas ellas son localmente de
estabilidad, ya que w? > 0 por definicién. El comportamiento asintético de las mismas cerca de

k=0 sera

) ()

~ - 2 Y
/\nk—m ‘un_{_Ak

es decir,

( n)] Ankr“r

Jolttn
- ﬂ:\] 2&411 __M

lo cual fija ¥ = 4, el sigho + v un valor para A

4Jo{tn) _ i

() e

Es posible hacer corresponder todas estas ramas reales (excepto la que parte de w = 0) con
ramas proximas al infinito y dentro de la regién Re()) < —k®%. Las ramas son tales que en cada
una de eltas /TA + k%] permanece siempre entre dos ceros de J; v se comportan asintéticamente
en la forma

A=

Jo(pn) 1 1
kY ~ — = —

ya que inicamente de este modo

LN YT (O R Iy (k) Lk) ( Jo(w)
F k) \/(’“ k I;(!c)) T oo TR E TR LE (“JJ @)~ 1) ~
~ k% 4k3Mn_JU(“_“) = o(k?)

Jl(#n;%

Por iltimo, averiguaremos cudles son las posibles ramas en la regién Re(A) > ~k? localmente
cerca del infinito. Para ello hacemos &, k' — oco.
Reteniendo los términos de orden superior obtenemos

A+ k2= k% ¢+ %\/16&3\//\+k2
a+l=-1tv4va+1

y escribiendo A = ak? resulta
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¢ debe satisfacer
ot + 807 + 240 + 1600 = 0

Una de las raices es @ = 0 y las otras tres se hallan facilmente usando las férmulas generales
para las raices de un polinomio de tercer grado. Las dos rafces reales corresponden al signo —
en (A.12) y las dos complejas al signo +.

Para determinar el comportamiento asintético preciso de la rama correspondiente a la raiz
a = 0 debemos suponer

A o~ Bk

k=300

v usar los desarrollos de las [unciones modificadas de Bessel

To(k) e (1 + i)
v k—oc 27k 8k
e~ 3
k) ~ —= - —
1( ) koo 2k (l 8]»)

en (A.11) para obtener en el orden mas bajo

1

—48k% + (44 28) k3 k=0
de donde se deduce 1
=24 ——
b + 40h?

v esto concluye ]Ja demostracion.ld
Denotaremos por F8+ la rama inestable que parte del origen, [3_ la rama estable que parte
del origen y 'Y la que parte de {(0, —u2)} siendo p,, la n-ésima raiz no nula de la funcién de

Bessel Jy(z). Denotaremos por I'™, e] conjunto de ramas con comportamiento A iy —k? -2,
=00
por I'S® las que tienen comportamientos A W apk? con m = 1,2,3 y por I'f la rama con
—p OO

comportamiento A ~ —g3k.
k-0
Una cuestién importante es la posible conexién de I'? con [® Uz, Podemos formular al

respecto cl siguiente lema:

Lema A.l 1) Eriste una tinica rama real que cruza la pardbola A = —k*
2) Sea

THOMS 1o o hilk) st ) oK)
fo(k)) son T Tm T L (’“ h(F) 1)

Eristen en la region B = {\ < k*} infinitos puntos (kn, An) € T tales que A(k,, A,) = 0. Es
posible establecer una relacién biunfvoca entre los puntos (k. A} y los puntos { (0, —p2) }U{0,0)
de la Proposicién anterior.

Alk,A) = (k” -k

Demostracion. La pardbola A = —~k? corresponde a k' = 0. Los posibles puntos (, -k e
[ satisfacen
I (k) Ly 1 2 (k) alifk)
PR ) — (k ) — k(1 -k — Ak =10 A4
( Iy (k) Io(k) 20h* ( )Io(k) fo(k) ( )
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dado que

! !
i 2D

k=0 I]_ UC")

Simplificando (A.14) llegamos a k = 0 (que no es el punto que buscamos} v a las rafces de

_ 1y (k)
J(k) =K~ (2011" (- ﬁkzlf £k

El hecho de que el comportamiento asintético en el origen sea wﬁyk y en el infinito &%
implica la existencia de rafces. Que dicha rafz es dnica lo deducimos del hecho de que el minimo

es dnico. En efecto:
pedolk) TN
dk ( I (k) (iZOh2 (1-#7) -Gk ))

k4kfo ()1 (B) + I (BY k2 — I () R% + 7-\%;:'11 (k)2 + 125 (k)*
L (k)

y la anulacidén del numerador equivale a la ecuacién

_ AR A1) R0V 1 (1L (R
AR T;;T@;imz (E*’;(k))

Es facil comprobar que el tercer término de la derecha y la suma del primero y el segunde
son estrictamente decrecientes. Esto implica la existencia de una dnica solucidn para todo valor

de Oh.

Nétese que k’2 es siempre negativo en la regidn R. Esto suglere la introduccién de & = —iw
g IE

TLG;T — 1 con lo que

_ 2 fi (k) Lk 1 whlk) oDk Jo(w)
ek T;Tﬁ - \/(kfé(kﬂ T oopr F )I:)(k) + 4k To(k) (“"Jf(w) - 1)

Si en algin momento se hace A = 0 serd porque

2 kZI{ (k)

A5
_ fl(k) Jo(w)
0 = To(k) zomk“ £ + 4k (“’J?(w)”l)

es decir,

JO(,IH/l J_L)
j{k;Oh) = kf}(?lg) + 2()1112 ;,;17(1 — &%)+ 4 (!C-.v 1-— }gj}('(kgj' Hell) —-1{=0
0 0 I (k
Jilkyf1 - fHE
kial(k

Para todo Oh la funcién j(k; Oh) tiene infinitas raices, ya que z == k/1 — _11(% es estric-

tamente creciente v el coclente 7‘11 diverge 2 +oco a la derecha de los diversos ceros de Jy{z)
y a —oo a la izquierda. Esto implica la existencia de rafces. Si estas raices son dnicas entre
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dos ceros de Jj, tal y como ocurre, entonces la biyeccién con los puntos {(0,—x2)} U (0,0)
es automética. Para demostrar la unicidad de las rafces basta darse cuenta de que la funcién
7(k; Oh) es estrictamente decreciente. Notemos que para todo valor de Oh

4 5 (k) Jo(z) _

ar <Mk = (@.@ﬁﬁ) e (mJl(z) 1)) =
1 2 n(k) I(k) Jo (z) Jo{z)\? do
SRt SRt G(A)) ! (*4‘”8%?(:1:) -1(5@) ) a

Ii(k) 1\? Jo(@ o 1\?dz (4 11
(*f Elo(k) +’§) (5@ (=)~ 2z) (e E e
<(Z-t2) Frmrp=o®

La funcién g(k) posee una tinica rafz en k& = 1.484 (calculado numéricamente) y es negativa
a partir de este punto. Es por ello que podemos restringir el anslisis de h(k) a k& € (0,1.484).
La funcién h{k) es siempre negativa tal y como muestra la figura A.1 y esto prueba la unicidad
de las raices entre dos ceros de Jy(z).

0 02 04 06 o8 1 12 14

Figura A.l: Representacién de la funcion h(k)

Si las raices no fueran \nicas entre dos ceros de J1(x}, lo cual ocurre por ejemplo en el caso
no realista Oh™% < —M con M suficientemente grande, entonces los nuevos ceros que aparecen
serfan el origen de ramas complejas que podrian conectar con las ramas complejas del infinito
que fueron halladas en la Proposicién anterior.O

Los puntos (kn, An) € I para los que Ak, An) = 0 son tales que las ramas [_ U i
n == 1,2, ..} cambian €l signo + por el — ante la rafz en (A.13). La correspondencia biunivoca
entre las ramas T2 y I'®, con n = 1,2,... es automética y son por tanto la misma rama ya que
comparten un punto, que es el (k,, Ap) € T tal que Ak, A,) = 0.

La rama ['J_ no se puede continuar hasta el infinito y no se hace compleja. Necesariamente
entonces deberd crugar la pardbola A == ~%? y lo hard en el punto hallade en el Lema anterior.
Para completar el problema de conexién entre las ramas ['J_, T8, y I'P acudimos a técnicas
numéricas.
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A.3 Estudio numérico de la relacidn de dispersién (A..9)

Para abordar las cuestiones con que cerramos la subseccidén precedente es necesario considerar

k' = re®

Io(K) = A(r0)+iB(r0)
L% ,
BE) = () +iDtn0)
La ecuacién (A.9) se puede entonces descomponer, para &’ imaginario, en las dos siguientes
ecuaciones escalares '

(r?cos (26) + R - 5)2 —r4sin? (20) = 52 + ¢(1 — R)S + 4RSN (A.15)

2 (r?cos (20) + R — §) % sin (20) = 4RSM (A.16)

con € =5, S=hiE R=12 M =BGzAD N = AG=BD 1.

Los casos § == 0, % son Hmites en los que el espectro se hace real puro y solamente es necesario
estudiar la ecuacién (A.15). _

A continuacién trazamos las curvas r = r;(k) y r = rp(k) definidas de forma impicita por
(A.15) ¥ (A.16) respectivamente para & = 1,3,3.5 y 0 = 0. Tlustramos de esta manera cémo
se produce la conexién de las dos ramas reales que parten del origen y su bifurcacién en otras
dos ramas conectadas por dos ramas complejas conjugadas (el cruce de r1(k) y ro(k) implica la

aparicién o desaparicién de dos ramas complejas conjugadas).

T a4

o

N

) 2 4 T, 6 8 10
e=1
L]
yd
e
6 /,./ -~
///
r4l / 7
o
e
2 /f/
{//
ag 2 4 3 8 10
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0o 2 4, 6 8 10
e=23.5
Los siguientes son dibujos de las primeras ramas para € = 3,7 junto con Ja pardbola A = —k2:
0 2 s * o 8 10
¢ o
‘\\'\\\
s
10] - -
TN N
“"‘\
-2 kx“‘“‘*\
20 RN
3
\:\
-4
& N
M A
.50 A
g=3

° \\ ~
N
o ~n
\i
\-
-20] \,
\\
-39 \
Ny
40} \‘—.\ \ﬂ\\\
- .50 "\. ‘l\ \\\.
e=17
Esto rnuestra que l"g + =Py Fg_ = I'" si Oh > Oh, un cierto nimero de Ohnesorge
critico y que Iy = [Q_ y 'Y = I'?" si Oh < Oh,. Ademds, si Oh < Oh,, entonces es de
hecho T§, = I'" = IJ_ = I'P® via dos ramas complejas conjugadas. En el limite Ok = 0

desaparecen las ramas del infinito y las dos complejas que conectaban se hacen imaginarias
puras y se extienden hasta el infinito.
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A.4 TUnicidad de la rama inestable

Una cuestion esencial es la de la unicidad de 1a rama inestable hallada arriba. A continuacién
probamos el siguiente lemas:

Lema A.2 Existe una tnica rama real en la regisn Re()\) > 0.

Demostracién. Las ramas reales puras corresponden a 6 = 0. La ecuacién (A.16) se
satisface idénticamente y la ecuacién (A.15) se puede escribir en la forma

_ I B _ L(vA+ R\ _
flk, X)) =(A+2R~8)2—8%~¢(1-R)S 4RS(M§——I1( o) 1)_0

Notemos que
f(k,0) = —(1 - R)S

que es una funcién con ceros en k= 0,1 y'que es positiva en [1, +o0) y negativa en [0, 1].
Evaluamos a continuacion

L _LOOFR) 11 (L/AFR) 2
VAFRL(VAFTE) 2 2\L(/A+R)

0% _,_ _2RS 12 (BOATRN | (WAFRN L(OTER)
8z A+E\VATR A+R\LGALER L(VA+R)) ~ n(V/A+R)

Como la funcién

af
5_2(A+2R—S)—4RS(

o =1 -2(HE) s (2a) - 4

x
es estrictamente negativa {ver figura A.2)

10 20 * 30 40 50
0
-0.02
-0.03
-0.04

Figura A.2: La funcién f(z)

2
resulta que %é > 0. Es porclloque f > 0si & > 1y f tiene una tnica rafz a k fijo cuando
k < 1. Esto demuestra el enunciado.O
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El préximo paso consistird en ver que no pueden existir otras ramas que las reales puras.
Definamos w = Re (A} > 0y

Bk

Entonces
k= /wy/€2cos (20) — 1

Dada la periodicidad en (A.16), nos podemos restringir a § < § y como ha de ser & real
entonces debe verificarse £2 cos (26) — 1 > 0.
Constatamos numéricamente que la funcidn

£(6,w) = 2 (€*weos (26) + R — S) Pwsin (26) — 4RSM

s6lo se anula en ¢ = 0 para todo valor de w. Lo hacemos hasta w moderadamente alto y
comprobamos que seglin va creciendo w nos acercamos al perfil correspondiente a w — oo que
es de la forma

F(E w) = w? (2 (267 cos (26) — 1) £2sin (26) — 4¢ (€2 cos (20) - 1)"3”51:1 9)

y positivo para todo valor de £ y de 8 € (0, %) en la regién ¢ cos (26) —1 > 0.

Las dnicas ramas posibles son las reales puras y ya hemos visto que solamente existe una.

A.5 Representacion grafica de la relacidén de dispersiéon

En este tltimo apartado presentamos representaciones grificas de las relaciones de dispersion a
altos y bajos nimeros de Ohnesorge. Las representaciones han sido hechas a mano a partir de
las conclusiones de los apartados anteriores. En ellas representamos con lineas discontinuas la
parte real de aquellos A(k) imaginarios.
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Figura A 3: La relacién de dispersién para Oh > Oh,
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Figura A.4: La relacién de dispersion para Oh < Oh,
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