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Capítulo 1

Introducción

Comosutitulo indica, el objetivo de estatesis consisteen el desarrollode demostradores
automáticosbasadosen tableauxparadeterminadasextensionesde la lógica clásicade
predicados. En concreto, estudiamosla incorporación,en la lógica de primer orden,
de (leclaracionesde términosy preórdenesmonótonos.A continuaciónpresentamosuna
pequeñaintroducciónde cadauno de los elementosqueconfiguran estetrabajo.

El método de tableaux

Una lógica puede caracterizarsede distintas formas. Tradicionalmentese ha hecho
mediantealgunade las tresaproximacionessiguientes:

1. Una motivaciónintuitiva, quizáligadaa algunaaplicaciónen algún área.

2. Una interpretaciónsemántica.

3. Un sistemaformal de pruebas.

De entretodaslas metodologíasexistentesenel campode lademostraciónautomática,
hemoselegido los métodosde tabicauzporquereúnen,en un único marco,las características
propiasde las aproximacionesorientadasal estudiode pruebas(3) y aquellasfundamen-
tadassemánticamente(2). Además, los tableauxpresentanlos sistemaslógicos de una
forma intuitiva (1), clara y concisa,por lo que actualmentesuelenser utilizados como
el primer mecanismodeductivoque aprendenlos estudiantesde lógica en la mayoríade
las universidades.Por otra parte, en los últimos años se han desarrolladogran canti-
dad de diversossistemaslógicos, originadospor multitud de aplicaciones,para los que
la metodologíabasadaen tableauxresulta ser el mecanismoapropiado,debidoa que se
adaptanperfectamentea las distintasexigenciasespecificas.

Por estosmotivos, lostableauxse hanextendidoampliamentey sonel foco de atención
de unagrancantidadde investigadores.



4 1. r ntroducción

CXRACTERÍST[CAS DEL MÉTODO DE TXBLEAUX

Bajo la denominaciónm4todode tablean se enciíentr n distintos sistemasdeductivos
quecompartencaracterísticascomunes:

t
1. Los sistemasbasadosen tableauxsonprocedimientosformalessintácticosque gene-

rau pruebaspor refutación. Esto significa que paraprobar queuna fórmula ; es
válida, empezamoscon alguna expresiónsintáctica7 queestablezcaque no [o es,
Obviamente,esta expresióndependede la lógica sobrela que trabajemos. Hecho
esto, descomponemossintácticamente7, distinguiendocasoscuandoseanecesario.
Esta parte del procedimiento(le tableaux -etapa de expansión-puedeentenderse
como unageneralizacióndel procesode transformacióna forma normal disyuntiva.
Una característicapropia de los métodosde tableauxes el principio de subfórrn.ula:
las fórmulas introducidasen estaetapason subfórmulasde las ya existentes’.

Finalmente,estos métodosdisponende reglas para cerrar aquelloscasosque im-
pliquen condicionessintácticasimposiblesde satisfacer. Si todos los casosestán ml
cerrados,el tableanestá cerradoy tenemosuna pruebade que la fórmula 7 no es
satisfactible.

2. Desdeel punto de vista semántico,un tableaurepresentala búsquedade un modelo
queverifique ciertascondiciones.En estesentido,cadaramaabiertade un tablean
puedeconsiderarsecomo unadescripciónparcial de un modelo. De hecho, si estas
ramassatisfacendeterminadaspropiedadesdesaturaciónentoncesdefinenun modelo ml

de la fórmula inicial 7. Por este motivo, los métodosde tableauxpuedenusarse
paragenerarcontraejemplos,ya quecualquiermodelode 7 es un contraejemplode
la validez de ~.

Paraprofundizaren las nocionesanteriores,necesitamosmecanismossintácticospara
establecerqueunafórmulano es válida, analizarlos distintoscasosy cerraraquelloscasos u
imposibles. Dado que estos mecanismosdependende la lógica en cuestión, usarnosla
lógica proposicionalcomo ejemplo.

Resultaobvio que la negaciónlógica —vp es el mecanismonaturalparaexpresarque y

y no es válida. Parapresentarde un modo sencillo los mecanismosque descomponen

sintácticamenteunafórmulay analizanlos casoscorrespondientessuponemos,sin pérdida
de generalidad,que los únicosconectivosadmitidosson la negación y la conjunciónA. a

Las reglasde expansióndescomponentodafórmulaque no seatina variableproposicional
o sunegación.Por estemotivo sólo necesitamostres reglas:

a

doble negación

e

conjunción y

u’

conjunción negada ~ A V’

)

a

e

a
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Estas reglas han de entendersecorno sigue: si la premisaes valída, entoncesla con-
<:liisión tambiénlo es. En estesentido, las reglasde la doble negacióny de la conjunción
resultansencillas. Parael caso de la conjunciónnegadasabernos,por las tablasveritati-
vas, que si m(y A ~b) es cierta, entoncesmy o mV~ son ciertas,por lo quebifurcamosen dos
casos.

La representaciónhabitual de los tableaux consisteen un árbol cuyos nodos son
fórmulas y que se prolongao bifurca mediantela aplicaciónde las reglas anteriores. De
estaforma la representaciónde un tableanvaríaconel tiempo; dehechodeberíamoshablar
de secuenciasde tableaux. Desdeel puntode vistasemático,debemosentenderunarama
como la conjunciónde todaslas fórmulasquecontieney a un tableau,como la disyunción
de sus ramas. Obsérveseque un nodo puedepertenecera distintas ramas aunquesólo
aparezcaescritouna única vez. En este sentido, los tableauxno son redundantespues
reutilizan informaciónen lugar de duplicaría.

Unacaracterísticapropiade lossistemasdetableaux,y en concretodel quenos venimos
ocupando,es el indeterminisínocon el queaplicamoslas reglas de expansión. Es cierto
que se puedenempleardistintasestrategiasparaguiar la expansión,peroéstasno forman
partede la propiametodologíabasadaen tableaux.

En la Figura 1.1 apareceunaexpansiónquecomienzapor la fórmula y = pA -jp A
-z(q A —“(p A q))).

1: yA —i(p A —jq A -<y A q)))

conjuncióna 1

2: y

conjunciónnegadaa 3

4: mp 5: -‘-‘(qA-’(pAq))

doblenegacióna 5

6: qA—’(yAq)

conjuncióna6

7: q

8: m(pAq)

conjunciónnegadaa 8

9: mp 10: mq

Figura 1.1: Expansiónparay

Finalmente, las condicionessintácticasquecierranuna ramason sencillas: una rama
está cerradasi contieney y my, paraalguna fórmulay. De estaforma, el tableande la
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Figura 1.1 está cerradoya que suscuatro ramaslo están.

En ocasionespuedeocurrir que no exista un tableancerrado, por lo que po(leInos

usar el método (le tableaux como un genera(lorde contraejemplos. Así, si intentarnos

probar la validez de ~dj -n(p A —}q A ~)>podernosconstruir el tableande la Figura
1.2. Este tableauno está cerrado,ya que la ramade la izquierda rio lo está. y~ su etapa

de expansiónha concluido. De hecho, la etapa de expansiónpara cualquier fórmula de

la lógica proposicionalresultaser un procesofinito debido a que podemosdescartarlas
fórmulas que ya han sido usadas. Por este motivo, decirnos que la lógica proposicional
es decidible. Volviendo al ejemplo, podernosusar las fórumías de la ramaabierta para

construir un modelo de la fórmula 1 y. por tanto, un contraejemplo de 4. En efecto,

usamos3 y 5 paradefinir la valoraciónv(p) time, v(q) = false. Obviamenteu satisface

3 y 5, por lo que, retrocediendoen la construcióndel tablean, tambiénes modelo de 4, 2

y 1.

1: —‘--‘(yA--}qA y))

doble negacióna 1

2: yA-(qAy)

conjuncióna 2

3: y

4: —‘(qAy)

conjunciónnegadaa 4

Figura 1.2: Expansiónpara 4’
r

No todos los métodosde tableaux siguen una presentaciónbasadaen árbolescomo
la queacabamosde ver en nuestroejemplopara la lógica proposicional. Desdeel punto
de vista metodológico,e independientementede la lógica escogida,todos estossistemas
compartenlas característicasanteriores,aunqueempleendistintasnotaciones: Mannay
Waldinger usanunanotacióndistinta parasu particular versión de los tableaux[MW 90]

[MW ~ el métodode conexión puedeentendersecomo un sistemabasadoen tableaux
en el que los árbolesse reemplazanpor gratosmás generales[BKAHS 87], etc. De hecho, ml
la presentaciónoriginal basadaen árbolesdifiere de la que hoy consideramoshabitual.

e

VENTAJAS DEL MÉTODO DE TABLEAUX

Desdeel punto de vista práctico, los tableaux entrañanun indeterminismoacotado

ya que satisfacenel principio de subfórmula, es decir, las fórmulas introducidasson
tz

subfórmulasde las ya existentes.De estaforma, en cadanuevaexpansiónoptarnosentre
un númerofinito de posibilidadesy la complejidadde las fórmulas no aumenta. Esto no

u’

e

e
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ocurre.por e]ernplo,en los antiguossistemasaxiomáticosdel tipo Hilbert debidoal modus
porteas (paraprobary buscamoscualquierfórmula4’ tal que 4’ —* y).

En el caso proposicional,este indeterminismono influye dado quesi construimoslos
tableaiixde formajusta. todaslas posiblesconstruccionesconcluiránen un tableaucerrado.
si algunade ellas lo hace.

En el casode la lógica de primer orden, los cuantificadoresuniversalesintroducen un

nuevoproblemadebidoaquehayinfinitas formasde aplicar la reglade expansióncorres-
pondiente. Parasolucionareste problemaeficientemente,los tableauxhacenuso de las
variableslibresy de la unificaciónsintáctica. No obstante,comolas fórmulascuantificadas
universalmenteno puedendescartarseuna vez usadas,el procedimientode expansiónno
acabay el métodode tableauxresultaser un procedimientode semidecisión(acordecon la
indecidibilidadde primer orden). Todasestasrazoneshacendelos tableauxun rnecanísrno
adecuadoparasu implementacion.

Desdeel punto de vista semántico,los tableauxdestacancomo método pedagógico
ideal parainiciarse en el mundode la lógica. Por otra parte, la cohesiónentrelas reglas
sintácticasdel métodoy la semánticaasociadaala lógicaen cuestión,hacequelos tableaux
seanatractivosparaunagranmayoríade los investigadoresdedicadosalestudiodenuevas
lógicas.

HISTORIA DEL MÉTODO DE TABLEAUX

La historia de los métodosde tableauxse inicia con Centzenen 1935, añoen el que
publicó su famosocálculo de secuentes[Cent 35]. Estecálculo,orientadoa la generación
(le pruebasformales, separapor primeravez las propiedadesestructuralesdeductivasde
la lógica, de las reglas de conectivosy cuantificadores. Menos su regla de corte (¡que
resultóeliminable!), todassus reglasparten de premisasmássencillasque la conclusión
por lo que, en cierto sentido, satisfacenel principio de subfórmulacomún a todos los
métodosde tableaux. De hecho, éstees el primer cálculo que se ajustaa esteprincipio,
puestoque los anterioressistemasaxiomáticosde tipo Hilbert disponíande la regladel
modusponens.Por otraparte,si razonamoshaciaatrássobrelas pruebasqueelcálculode
Gentzenconstruye,podemoscomparartales pruebasconrefutacionesbasadasen tableaux
queusanuna representacióndel tipo conjunto de conjuntos.

Despuésde Gentzen,aparecieronlos trabajosde Beth y Hintikka en los años 50, que
estuvieronmovidos por cuestionessemánticasen vez de por razonessintácticas(cons-
trucción de pruebasformales) como las que guiarona su predecesorGentzen. En 1955
Beth introdujoel término tableau semánticopor primeravez, y pensóen los tableauxcomo
métodosque tratabande encontrarcontraejemplosde forma sistemática[Beth 55]. La
representaciónqueusó separabalas fórmulas negadasde las no negadasdistribuyéndolas
en dos columnas.

Losestudiosde Hintikka coincidieronconlos de Heth en espíritusemánticoy enépoca.
Así, en 1955, aparecesu trabajomásrelevante[Hint 55], en el queconsideralos tableaux
como mecanismosde refutación que buscancontraejemplos. La metodologíausadaen
este artículo para demostrarla completitud separalas propiedadesabstractasde satis-
factibilidad, de los detallesespecíficosdel procesode construcciónde los tableaux. Estas
ideashanperduradohastanuestrosdíasdebidoaquelapruebadecompletitudresultasen-
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cilla, si usarnoslos conocidosconjuntosde Hintikka. La representaciónusadapor Hintikka
es la de un árbol cuyos nodosson conjuntosde fórmulas. Corno los nodos puedencom-
partir fórmulas,esta representaciónresultaredundante,pues la aparición(le unafórmula
puederepetirseinnecesariamente.

La representaciónactual (le los tableaux,corno árbolescuyosnodosestánetiquetados
por fórmulas,fue introducidapor Srnullyan. Trasotros trabajosprevios,en 1968 Srnullyan
publica su libro First-Order Logic [Srnul681. al que debemosla gran difusión que los
tableauxhanexperimentadodesdeentonces.La presentaciónde las reglas de expansión
seconvirtió enunatareacómodaapartir de queintrodujerasu famosaíVotación Uniforme,
consistenteen unaparticióndel conjuntode todaslas fórmulas. Porprimeravez Smullyan
inanejael término tablean análitico paraexpresarque la principal característicacomúna
todosestosmétodoses el principio de subfórmula.

Tras Srnullyan,Fitting ha afianzadolas basesdel métodode tableauxen publicaciones
másrecientes[Fitt 96], siendoeste libro constanteobjetode referencia.

MÉTODOS DE TABLEAUX PARA LÓGICAS NO CLÁSICAS W

En la mayoríade los casos, tras el diseño de métodosde tableauxpara las lógicas
clásicasde proposicionesy predicados,los investigadoresse preguntaronqué pasaríasi
las propiedadesdeductivasde la lógica fueran modificadas. De esta forma, el estudio
de métodosde tableaux para estasnuevas lógicas ha venido desarrollándosedesdelos
trabajosde Gentzen. Veamosalgunosde los casosen los quelos sistemasde tableauxse
hanadaptadocómodamentea estasmodificaciones. U

Lógica intuicionista. Paraun matemáticointuicionistanecesitamospruebasfehacientes
para poder afirmar queuna fórmulaes válida. En estesentido, -ny es cierta si no t
disponemosde unapruebafehacientede y, queno es lo mismoque tenerunaprueba
de -ny. Esto repercuteen las reglasde los otros conectivos,por ejemploM~ “~ 4’)
es válida si no disponemosde unapruebade y —4 4’. lo queasu vez significa que
no tenemosun mecanismoque transformepruebasde y en pruebasde 4’. En esta
situación,disponemosde unapruebade y (y es cierto) y ningunade 4’ (-‘4’ es cierto).
Habitualmente,se usanlas etiquetasT y F paraexpresarla disponibilidadactual 9k

o no de una pruebafehaciente. Así la regla de expansiónaplicablea la fórmula
etiquetadaE : y —* 4’ prolongala ramacon T : y y E : 4’, pero como ahora
disponemosde unapruebade y~ debernosmodificar el restode las fórmulas de la
ramade acuerdoconestainformación. Debidoaquelas pruebasresistenel pasodel
tiempo, respetamostodaslas fórmulas positivas(etiquetadasconT); sin embargo,

mleliminamostodaslas fórmulas negativasde la forma E : y’, porquela falta de una
pruebaparay’ en el pasadopuedepaliarseahoracon la pruebade y.

Los tableauxparala lógica intuicionistafueron introducidospor Centzen[Cent 35]
y Beth [Beth 56] [fleth 59], y luego tratadospor Fitting [Fitt 69].

Lógicas multivaloradas. En este caso disponemosde un conjunto finito de valores ml
semánticosordenadosy etiquetamoslas fórmulas paraexpresarel valor veritativo
que esperamosde ellas. Por ejemplo, en la lógica trivalorada fuerte de Kleene,

u’

e

•t
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disponemosdel nuevo valor semántico1 para denotarlo indefinido, y usamos las
etiquetasT. F y ? para denotaraquellasfórmulas que se evalúana time, false y
1, respectivamente.Además, en estalógica.el ordenentre los valoresveritativos es

false < 1 < time y la semánticaasociada,por ejemplo,al conectivodisyuntivo y

vieneexpresadapor la siguientetabla:

dondeheníosabreviadotrae y false a t y f. respectivamente.

Entonces la regla de expansióndisyuntiva aplicada,por ejemplo, sobre la fórmula

etiquetada?: y V 4’ deberíabifurcar el tableande la siguienteforma:

?: yv 4’

F:y

En efecto, si el valor semánticode y V 4’ es 1, entoncesuno de esostres casosdebe
darse,como se comprueba,de forma inínediata,examinandola tabla.

Los tableauxpara lógicas multivaloradasaparecenpor primera vez en [Such 74] y
luego en [Surma 84], [Carn 87] y [Carn 91].

Lógicas modales y temporales. Fueron introducidaspor Kanger [Kang 57], Hintiklca

[I-Iint 61] [Hint 62] y Kripke [Krip 59]. En ellas se usandosnuevosoperadoresuna-
nos, E y 0, que, aunquepuedentenerdistintasinterpretaciones,tradicionalmentese
entiendequeexpresan“necesidad” y “posibilidad”, respectivamente.La aplicaciónde
estosoperadoressobrefórmulas permiteestablecerdiversaspropiedadestemporales
o modales. La veracidadde las mismasse consigueteniendoen cuentamundos y

una relación de accesibilidadS entre ellos. Entonces, la fórmula Ey es cierta en
un mundow, si para todo mundo2 accesibledesdew, escrito S(w,w’), es cierto y;
análogamente,~y es cierta en un mundow, si existe un mundou? tal que
en el quey es cierto. Por ejemplo, segúnesto, la validez de la fórmula ~y —* Oy
expresaque para todo mundow existe otro w’ tal que S(w,w’).

Paraconstruir tableauxmodales/temporalespodemosoptar, ademásde considerar
fórmulas con signoT, F, por etiquetaríascon mundos. Podemosentoncesentender
unareglacomo la siguiente:

Fw: Ey

Ew’: y
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con ella se permite extenderuna ramacon la fórmula etiquetadade abajo, para algún

rnundo u? tal que S(w,u?). La corrección de la regla se sigue de la interpretacióndel

operadorC y el sentido de los mundosque acabarnosde ver.

El teína ríe los tableauxpara lógicas modales y temporaleses amnplísirnoy puede
consultarseuna visión general (leí misrno en el capítulo correspondiente(le [DGHP 99].

IMPLEMENTACION DE MÉTODOS DE TAELEAUX

Antes de acabarel estudiode los métodosde tableauxparaotraslógicas,ya seempezó
a considerarsu implementación. Resulta curioso cornpararlos objetivos iniciales de los

tableaux con los de su gran competidor: la resolución. Aunque su introducción en el
tiempoestápróxima, Robinsonen 1965 [Rob 65] diseñóla resolucióncorno un mecanismo

dedemostraciónautomática,mientrasqueel objetivo inicial delos tableauxerapuramente
semántico. Esta es la razón por la que,históricamente,se ha dedicadomás atencióna la

resoluciónen el campode la demostraciónautomática.

La implementaciónde los tableauxpara la lógica de primer orden presentadificul-
tadesasociadascon el manejo de los cuantificadores.La regla de expansiónexistencial
correspondientea ]xy(x) introduceen la rama la fórmula y(c), donde c es una constante

nuevaen la rama; mientrasque la reglade expansiónuniversalcorrespondientea V’xy(x)
extiendela ramacon y(t), para cualquier término t. De esta maneradisponemosde un
númeroinfinito de posiblesexpansionesuniversales,por lo quela expansiónde los tableaux

resultaserun procesoque no acaba. En estasituación.la implementaciónde los tableaux

para la lógica de primer ordendebíasuperarestedifícil problema.
En 1960 Wang [Wang 60] construyóun sistemade decisiónbasadoen tableauxpara

un subconjuntodecidiblede la lógica de primer orden, las llamadasAPi-fórmulas. En r.
estasfórmulas, los cuantificadoresexistencialessiempreprecedena los universales,por lo

que la regla universalsólo necesitausarel conjunto finito de las constantesintroducidas

previamentepor la reglaexistencial.

Más tarde,en [CTW 74], [Bowen 80] y [Broda 80] se introdujeron las variables libres

y la unificación sintácticade Robinsonpara evitar el indeterminismoincontroladoque se
derivabade la reglade expansiónuniversal. Así, estareglaaplicadaa Vxy(x) introduce
la fórmula 93(y), dondey es unavariable libre nuevaque denotaun elementoarbitrario,
Estas variables se instancian convenientementea la hora de cerrar el tableausin más
que aplicar un mecanismode-uni-ficación-sintáct-ica.---E-sta--forna de-procederapar-ecerá

abundantementeen estetrabajo.
Los sistemasde tableaux para la lógica de primer orden no necesitanningún tipo

de precomputaciónadicional. No obstante,el procesode Skolemizaciónes reconocido u’

como una herramientainteresantequeseencargade la eliminaciónde los cuantificadores

existenciales. De hecho, este procesodebe incorporarseimplícitamente en la regla de
expansiónexistencial cuando manejamosvariableslibres. En 1987, Schmitt [Schm87] e”
presentóunanuevareglaque, apartir de 3xy(t, introducíaen la ramay(f(xi,.. . ,

dondef es un nuevo símbolode función y £1,.. . , ¿r,~ son las variableslibres que aparecen

en la rama. Años después,sedemostróqueesteconjunto de variableslibres podíareducirse e”

aúnmásy restringirsea las queaparecenen la propiafórmulaRxy(x) [HS 94].
Entre las implementacionesrecientesmáspopularesdebemoscitar THOT [Schm 87],

e,-.

a

ml
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1L4RP[OS 88], ST~4P [BGHK 92] y leanTAP[BP 94]. Actualmenteel interésen el diseño
(le iluevas implementacionesse ha incrementadonotablemente,quizá animado por la

apariciónde diversosworkshopsy conferenciasdedicadasal tema.

Declaracionesde términos

Una lógica heterogéneaes una lógica en la queel universode discursoestá dividido
en subconjuntosllamadosgéneros.Estaslógicas disponende un conjuntode símbolosde

géneroS que se interpretancorno dominiosespecíficosen cualquiermodelo. Por ejemplo,
podemosdividir el universode discursoen diferentesclases(géneros)de animalesy plantas.
Lasvariablesde estaslógicastienenasociadoun géneroquerestringesudominio deacción,
y existendiversosmecanismosparadescribirel comportamiento,conrespectoa los géneros,
(le los símbolosde funcióny predicado. En definitiva, las lógicas heterogéneasdisponen
de herramientasespecíficasparael manejode informacióntaxonómica.

El interésde la demostraciónautomáticaen estaslógicas estribaprincipalmenteen su
eficienciacomputacional:el espaciode búsquedapuedereducirseporquees fácil detectar
ciertasinferenciasqueno conducena la construcciónde unaprueba;en concreto,aquellas
inferenciasqueproducenfórmulas mal construidas. Por ejemplo, la reglade expansiónde
los tableauxaplicadaa Vxsy(yS), dondex~ indica que la variablex tiene géneros, debe
introducir en la ramala fórmulay(t), paracualquiertérmino t del quepodamosasegurar
sintácticamentequetiene géneros, disminuyendoasí el indeterminismoinherentea dicha
reglade expansión.

Estaideapuedeextendersea otrosmétodosdeductivosen los quela unificacióntiene
un papel relevante,como es el casode la resolucióno los tableauxcon variableslibres.
En esoscasos, las sustitucionesdebenser correctas en el sentidode que debenrespetar
el génerode cada variable sustituida. En el mundo de la resolución,los génerosson
aceptadoscomo un mecanismoadecuadoparaincrementarla eficiencia[Walt 87], [SS89),
[BHPSS 92], [Cohn 92], [Weid 93]; sin embargo,para los tableaux,sólo conocemoslos
trabajosde Schmitt y Wernecke[5W 89] y Weidenbach[Weid 95]. Gogueny Meseguer
estudianlas lógicascon géneros,pero en un marcomásabstracto[GM 92].

Por otra parte, el uso de génerossuponeun “incrementodel poder expresivo” de la
lógica. Por incrementodel poderexpresivono debemosentenderquelosgénerospermiten
exl)resarconceptosqueantesestabanformalmentefueradel alcancede la lógica(como es
el casode la lógicade predicados,queextiendela de proposiciones),sino que resultamás
sencillo expresarciertos conceptos(dándoseunarelaciónsimilar a la quese daentre los
lenguajesde alto nivel y el código máquina).De hecho,los génerosactúancomopredicados
unariosy es posibleprobarresultadosqueasegurenla equivalenciaexpresivaentrelógicas
de primer orden cony sin géneros. Sin embargo,la importanciade estaequivalenciaes
meramenteteórica, dado que las expresionesque resultancuando transformamosotras
que sí considerangéneros,son muchosmáscomplejasy, por ende,menos legibles y las
pruebasinvolucradasmásdifíciles de automatizar.

No todas las lógicas heterogéneasactualmentediseñadasincorporanlos génerosdel
mismo modo. Parahacerloes importanteconseguirunacombinaciónadecuadaentrelos
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siguientesdos elementos:

• La informacióntaxonómicarelativaa los géneros,tales comolas jerarquíasentrelos
rnísmosy las declaraciones(le los símbolosde función y predicado.

• Los cIatos (linaInicos del lenguaje. es decir, las fórmulas.

De esta integración dependeráel poder expresivode la lógica y la eficacia de los
mecanismosde inferencia.Aunqueexistenotrosenfoquesmixtos, las dos grandestenden-
cias seguidasen la integraciónde los génerosdifieren en el modode manejarla información
taxonómica. Tradicionalmente,la informaciónsobrelos génerosse fija de forma estática

en la signatura. En este sentido, los génerosse parecena los tipos en programacióncon-
vencional; de hecho, compartenlos mismos problemasde un lenguajede programación
fuertementetipado, como es el casode Pascalen el que la nociónde polimorfismo resulta
inaccesible.

Por otro lado, ciertasaplicacionesen el áreadel procesamientodel lenguajenatural
y de la representacióndel conocimientoen ingenieríadel software, indican que resulta
interesanteextraer la informaciónrelativaa los génerosde los propios datos [Her-+-86].
Así aparecenlas lógicas que manejanlos génerosde forma dinámica. Podemostratar
la relación de subgénero,y por tanto definir la jerarquíade géneros,de forma dinámica
[GLMN 96], o incluso llegar a incorporarlas declaracionesde lasoperacionesdentro de las
expresionesdel lenguaje. Con estaidea, Weidenbach[Weid 91] introdujo las lógicas con
declaracionesde términoscomo aquellasen las que la informaciónrelativaa los géneros
coexistecon las expresionesdel lenguaje;y ello medianteel constructort c s, que expresa
queel término t tiene géneros.

La principal ventajadelenfoquedinámico,y por tantode lasdeclaracionesdetérminos
sobreel estáticoconsisteen el incrementodel poder expresivo: podemosrazonarsobrelas
propiedadesde los génerosal nivel mismo de las fórmulas; por ejemplo, podemoscondi-
cionar nuestrosdatosbajo ciertassuposicionessobreel comportamientode los géneros.
De esta forma, la signaturano dependede las sentenciassobre las que trabajenuestro
sistemade inferencia.Además,desdeel puntode vistade los tableaux,podemosdisponer
de unajerarquíade génerosdistinta por cadaramadel tableau.

e”

Preórdenesmonótonos

El razonamientosobre determinadasteoríases una técnica importantepara lucre- e”

mentarla eficacia de los sistemasde demostraciónautomática. En concreto,podemos
aprovecharlas peculiaridadesespecíficasde un dominio determinado(o teoría) a la hora
de diseñarsistemasde inferenciaque razonensobredicho dominio. Por otra parte, las ml
aplicacionesrealesen elcampode la inteligenciaartificial atañenadominiosbiendefinidos,
por lo queel estudiode estastécnicastiene un alto valor.

La teoría quedesdesiempreha despertadomás interéses la inducidapor la igualdad. ml

La igualdadsirve, por ejemplo,paraverificar el softwareinvolucradoen la especificación

e”

e

u’
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(le tipos abstractosde datosy para plantearotros problemasmatemáticosimplicadosen
ciertasteoríasalgebraicascomolas teoríasAC, las cíe grupos,etc.

El aumentode la expresividadquese produceal incorporarla igualdaden lina lógicaes
de sobraconocido,perotambiénes sabidoqueestaincorporaciónsuponeun aumentocon-
siderable(leí espaciode búsquedade los sistemasde inferenciacompletos.En la lógica de
primer orden,la igualdadno puedecaracterizarsemedianteun conjuntofinito de axiomas,
y es necesariodiseñartécnicasespecíficasparaintegrarlaen los sistemasde deducciónsi
no queremosenfrentarnosconun conjuntoinfinito. No obstante,no bastaconcrearreglas
de inferenciaparaeste predicadoque recojan implícitamentesus propiedades,sino que
hayquedesarrollarestrategiasde control quereduzcanel amplioespaciode búsquedaque
estasreglassuelenproducir.

Existen sistemasde inferenciaque consideranla igualdad, para la mayoría de los
paradigmasconocidosen demostraciónautomática(puedenconsultarselos compendios
[BFP 92], [Furb 94] y [Baum 98]). Por ejemplo, para resolucióntenemoslas populares
reglasde paramodulacióny superposición,mástodaslas variantesqueconllevan[Rusi 91],
[BGLS 92], [NR 92], [BGLS 95].

El uso de los métodosde tableauxpararazonarsobredominiosconcretos,y por tanto
sobrela igualdad,resultainteresanteporquepodemossepararla complejidadpropia de
la lógica de primer orden, de la correspondientea la teoría en cuestión. Una de las
aproximacionesmás estudiadasa la hora de incorporar la igualdaden los tnétodosde
tableauxconvariableslibres, consisteen dividir laconstruccióndel tableauen dosetapas:

1. La etapade expansión,queno consideralas peculiaridadesde la igualdad,sino sólo
el significadode los conectivosy cuantificadoresde primer orden.

2. La etapade cierre, en la queusamoslas característicaspropiasde la igualdadpara
instanciarlas variablesy conseguirel cierre de las ramas.

De las dosetapasanteriores,sólo la etapa2 consideralas propiedadesespecíficasde la
igualdad,por lo quehemosseparadola complejidadinherenteala igualdadde la del resto
de la lógica. Desdela invencióndeestatécnica,queimplica la resoluciónde problemasde
E-unificación rigida, hanaparecidogrannúmerode publicacionessobreel terna[GRS 87],
[CNPS 90], [Baum 92], [BH 92]. Algunos de estos artículosestabanbasadosen la con-
jetura de que la E-unificaciónrígida simultáneaeradecidible; sin embargo,Degtyarevy
Voronkov probaronen 1995 queesteproblemaeraen realidadindecidible[DV 96].

Ademásde estatécnica,se hanusadootrasparaintegrar la igualdaden los métodos
de tableaux:

• La transformaciónpreviadel conjuntode sentenciasinicial b en otro b deforma que
la satisfactibilidaden un modelo conigualdadde ‘1 equivalgaa la satisfactibilidad
de t’ en cualquiermodelo (sin igualdad) [Braud 75].

• El uso de refinamímentosbasadosen la paramodulación,como la superposición
básicarígida [DV 94], [DV 98]. En esteúltimo artículo, Degtyarevy Voronkovprue-
banquebastaun cálculo terminante,perono completo,parala E-unificaciónrígida
simultánea,a la hora de diseñarun métodode tableauxcorrectoy completo.
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• La técnicade mínus-normnalization[Wang 60]. [Kang 63], [Matii 63], [Masí 67]. que
puedeentendersetambién como un cálculo incompletopara la E-uííificación rígida
simultánea,pero que integradoen los tableauxproduceun métodocompleto. Esta
tecnmcaconsisteen saturarlaaplicaciónde la reglade expansión.introduciendotodos
los términosbásicosque ya aparecianen el tableau. Dada su ineficiencia, su valor
es sólo teórico.

Algunasinvestigacionesrecienteshanseñaladola necesidaddeextenderel estudiode la
igualdadal de otrasrelacionestransitivas(no simétricas).Estees el caso,por ejemplo.de
CLP [JM 94], dondela resoluciónde restriccionesse añadea la programaciónlógica. Las
teoríaspreordenadastambiénse utilizan enel áreade las álgebrasde procesos[mv 94] como
unaherramientaútil a la horade establecerrelacionesentrelas distintasdescripcionesdel
sistema,y en concretose hanusadoparaespecificacionesparciales[Walk 90] y divergencias
entremodelos[AH 92].

En el campode la demostraciónautomática,estasituaciónya ha propiciadoeldesarro-
lío de demostradorescon reglasespecificasparala relaciónque se estudia. Estalínease
sigue por ejemploen [BKS 85] y [Hines 92] y, niás recientemente,en [LA 93], [Levy 94],
[BG 94], [BG 95] y [LA 96] aplicandotécnicasde reescrituraqueevitanel cálculodel cierre
transitivo de la teoría.Estasy otrasaproximacionesestánbasadasen la resolucioncorno
métodode inferencia.

En estatesis estudiamos,por primera vez, la integraciónde los preórdenes(relaciones e,.

binarias transitivasy reflexivas) en los métodosde tableauxy usamostécnicasde rees-
critura para restringirel espaciode búsqueda.Tambiénextendemoslos preórdenespara
considerarmonotonía,ocupándonosdel diseñode técnicasespecializadas.Como veremos, e,

la falta de simetríasuponeun nuevoproblemacuandopermitimosel uso de variablesno-
lineales (aquellasqueaparecenrepetidas),ya quedebemosadivinarciertos contextos.Al
igual queocurrecon la igualdad[Brand 75], probamosquelos, por otra parte,ineficientes u’
axiomas de reflexividad funcional, que caracterizanla igualdadcomo una relación <le
congruencia,son eliminables.

Estructura de la tesis
Si

Primero introducimos las principales nociones de la lógica de predicadosy de sus
métodosde tableauxhabituales,en el Capítulo2. En el Capitulo3 extendemosestalógica
con todoslos ingredientesdeseados:génerosdinámicos,dominiospreordenadosy opera- u
ciones monótonasy antimonótonas.Sin embargo,los génerosdinámicos no aprovechan
todo el poder expresivode las declaracionesde términos, puestoque sólo expresanla
relación de subgénerodinámicamente. Por otra parte, los mecanismosde inferencia u

diseñadosparamanejarlos preórdenesy la (anti)mnonotoniaen los métodosde tableaux
correspondientesresultanineficientesdebidoa queusanaxiomasde refiexividadfuncional.
Es por ello queen los capítulossiguientesespecializamosnuestrosmétodosde tableauxen u>

ambasdirecciones.En el Capítulo4 estudiamosla incorporaciónde las declaracionesde
términos y diseñamoscálculosde unificación tipada correctos,completosy terminantes.

u’

Si

ml
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Fiííalrnente,en el Capítulo5 nos centramosen el estudiode los preórdenesmonótonosy
presentamoscálculosde unificaciónpreordenaday monótona,correctosy completos,pero

(Inc solo son terminantescuandono considerarnosmonotonía.
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Capítulo 2

Métodos de tableaux para la

lógica de primer orden
En este capítulo introducimos,en primer lugar, la lógica de primer orden (LPQ), sin
dudala másusaday estudiadaentre todas las conocidas. Como cualquier lógica, LPO

está determinadapor un lenguajey su semántica. La sintaxisdel lenguajeespecificael
conjuntode expresionesgramaticalmentecorrectas,construidasapartir de un conjutode
símbolosfl, querepresentael alfabetodel lenguaje.La seniántica,en cambio,se encargade
dotar designificadoadichasexpresiones.Presentamosresultadossobradamenteconocidos
que relacionansintaxisy semánticaen LPO; resultadosqueseránfrecuentementecitados
en los siguientescapítulos.

Despuésdeestointroducimoslostableauxsemánticoscomomecanismode demostración
autoniáticautilizado a lo largo este trabajo. Se trata de un métodorefutacionaldel que
presentamossus versionesbásicay con variableslibres paraLPO, asícomo referenciasa
los resultadosde su correccióny completitud.

2.1 Sintaxis

Los símbolospermitidosen tPO sonde dos tipos:

1. Símboloslógicoscon un significadopredefinido-como los conectivosmA y el cuan-

tificador B- y un conjuntonumerablede variablesX = {xí,r2,. .

2. Una signaturao alfabetoS que constade conjuntosfinitos de símbolosde constante

C = {a,b,c,...}, de función Y {f,g,...} y de predicado7’ {P,Q,...}. Cada
uno de estossímboloslleva un númeroasociadoquedenotasu andad;las funciones
de andadO representanen realidadconstantes.

Con estossímbolospodemosconstruirtérminosy fórmulascomo sigue.

Definición 2.1.1 El conjunto T(fl, X) de S-términosse define mediantelas siguientes
reglas de formación:
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<E A’) <e C) J f(t¡ 4~) (.1 e -¡‘de andad n; ¼c T(E. A’))

El conjunto F(E, X) de E-fórmulas se define mediante‘es siguientes reglas de for-

ni acion:

y ::= P(ti,.. . ,t,,) (Fe ¡‘de andad n;t~ E T(E.X)) [ -‘y yA y’ ]¿ry

Una fómula atómica o átomo es una E-fórmula del tipo P(. . .). Llamamos literal a

una fórmula atómica o su negación.

En lo quesigue, utilizaremoslas abreviaturasVry, y y y’, y —* y’ en lugar de las
E-fórmulas -‘Bx(--~y), -<-‘y A -ny’) y -nyv y’. respectivamente.

Parareferirnosa posicionesconcretasdentro de un término usaremosla siguiente
notación.

Si

Definición 2.1.2 Dado un término t, Fos(t) denotael conjunto deposicionesde t definido

recursivamentepor:

•5

J” (4 si t es una variable o constante
Pose) — ),~ {r} U {i.p¡p e Pos(t1),1 < z < n} si t es f(tí, . . . , tQ.

u’

Dosposicionesse comparandiciendoquep =q, si existeunaposiciónr tal quep.r q, ml

donde.es laoperaciónde concatenaciónde secuencias;en estecasoq—p denotarán.Dada
p c Pos(t), ti,, representaráel subtérminode t en la posiciónp, y t[t’]~ el resultadode
sustituir t~ por t en t. Posiciones,subtérminosy reemplazamientospuedenserextendidos e”
de forma naturala literales.

A continuaciónintroducimos la notacióncorrespondientea la apariciónde variables
en un término o fórmula. Si

Definición 2.1.3 1. var(t) denotael conjunto de variables queaparecenenun término
t. Un término t es básico si var(t) = 0. Representamosel conjunto de términos
básicosmediante22(E).

2. Una variable está ligada en una fórmula y si está afectadapor un cuantificador con u’

el mismo nombre de variable. En caso contrario, decimosque la variable aparece

libre. var(y) denota el conjunto de variables libres que tiene la fórmula y. Una
fórmula y es una sentenciasi var(y) = 0. Representamosel conjunto de sentencias e”

medianteF(E).

SiDe forma natural, extendemosla notación var(...) a conjuntosde términos y de
fórmulas.

u-

si

u’
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2.2 Sustitucionesy unificación

Las variableslibres de las fórmulas puedenreemplazarsepor términosmáscomplejos.

Definición 2.2.1 Dada una signatura E. una sustitución6 es una aplicación del conjunto
de variables A’ en el conjunto de términos T(E, A’):

O : A’ —> T(E, X)

El dominio de una sustitución6 viene dado por

dom(O) {x e X~O(x) # s

Decimosque una sustituciónes básicasi 6(x) es básico, para toda variable x e dom(O).

Suponernosque el dominio de una sustituciónO es siemprefinito dom(O) = {íí

y representamosO como:

O = [tj/ít,..., t~/í~]

dondet~ es la imagen mediante6 de i~.

El rango de una sustituciónO viene dado por:

ran(O) = {6(x)¡x E dom(6)}

El codominio de una sustituciónO se define como:

codom(O)= var(ran(6))

La sustituciónidentidad id es aquella que tiene dominio vacío.

La aplicaciónde unasustituciónpuedeextendersefácilmente acualquiertérmino; en
efecto, usandola notacióntO en lugar de 0(t) tenemos:

1. íO = 0(x), paracualquiervariableí E A’.

2. f(t1,.. . , t,~)6 = f(t10,..., t,~6), paracualquiersímbolode función f e Y de andad
n.

Tambiénpodemosextenderla acciónde una sustituciónsobre fórmulas, aunquesin
sustituir las variablesligadasy no permitiendola capturade las nuevasvariablesintro-
ducidas.Es decir:

1. P(t1,. .. , t~j6 = P(tiO,... , t,~6), paracualquier símbolo de predicadoP E 7’ de
andadu.

2. Si y,4’ e F(E, A’) entonces(-‘y)6 = -‘(yO) y (y A 4’)6 = yO A 4’6.

3. Si y e F(E, A’) entonces(Bxy)O= By((y[y/x])6), dondey es unavariablenuevaque
no apareceen y tal quey « dom(O) e y ~ codom(6).
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Definición 2.2.2 Dada una sustituciónO y un conjunto de variables V C A’, la susti-
lución O restringida a V, escrito O~ y, se define como:

0(x) enotrocaso.

Definición 2.2.3 La composiciónde dos sustitucionesO y a es otra sustztuciónque es-
cribimos Oc y que definimospor xOa = ojO(x)), para toda variable x E A’.

Definición 2.2.4 Una sustituciónO es idempotentecuando00 = O.

Podemoscompararsustitucionesentresí estudiandosi tinadeellases un casoparticular
de la otra, en el siguientesentido.

4,
Definición 2.2.5 Una sustituciónO es másgeneral que otra a si existeuna tercera susti-

tución r tal que a = 0v.
Si

Definición 2.2.6 Dos térm nosst E 22(2,A’) son unificablessi existeuna sustituciónO
tal que sO = 10. En tal caso decimosque O es un unificador de la ecuacións 1.

u.
La definición de unificadorde unaecuaciónformadapor términospuedeextendersede

forma naturalaátomosy aconjuntosde ecuacionesde términoso átomos.
De entre todoslos unificadoresde unaecuaciónentre términos, quizá infinitos, sólo e”

nos interesanlos mássencillos, en el sentidoque se precisaacontinuacion.

Definición 2.2.7 Un unificador O de dos términos s, t es de máximageneralidad {umg)
si para cualquier unificador a de s, t se verifica a = Oc.

De entre todas las diferentesdefinicionescorespondientesa la noción de unificador
de máximageneralidad,la definición que nosotrosmanejamosconcuerdacon la de unifi-
cadorcanónicodebidaa Robinson[Rob 65]. Obsérvesequeconéstapodemosasegurarlas
siguientespropiedades.

lema 2.2.8 SeaO un unificador de máxima generalidadde los términos s y 1, entonces

se verifica: a

1. 0 es más general que cualquier otro unificador
e-

2. 6 es idempotente

3. dom(O) C var(s) u var(t) u’

4. codom(O)C var(s) U var(t).

Rs

e:

a
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Demostración. (1) y (2) se deducentrivialmentea partir de la definición de unificador
de máximageneralidad.Para(3), supongamosqueexiste x c dom(o) tal quex ~ var(s)U
vor(t). Entoncesla sustitución w que se comporta como O excepto que x ~ dom(i-)

unifica t y s, pero no verifica Oir = ir, contra lo supuesto.En efecto, si Oir = ir entonces
xOw = xi- x; es decir, existe unavariabley # x tal quexO = y y yw = x. Pero entonces

y E dom(O) e yO yw, por lo que obtenemoscontradicciónya quey = xO yOO (porque
x = yw = yO) yO (por (2)) = pr

Para(4), supongamosqueexiste x c codom(O) tal que x ~ var(s) U var(t), por tanto

x ~ dom(O).por (3). EntoncesexisteyE var(s) Uvar(t) tal quex E var(yO). Sin pérdida

de generalidadsupongamosque yO = u[x]p, para algún término u con una posición p.
Sean‘v1,v2 dos variablesnuevasdistintas y iv la sustitucióncon dom(ir) dom(O)U {x}

definidapor:

ir( z) = f zO[vi/x] si z E dom(O)

y2 z=x.

Entoncesir unifica s,t, ya quesir = sO[v±/xj= tO[v j/x] = Lv. En consecuencia,como O os
unificador de máximageneralidad,obtenemosqueOir = ir, lo queresultafalso. Enefecto,
pOn (u[x]~)iv = (uir)[vu]p # (u[vi/x])[vi]~ yO[vi¡x] yir. u

La unificación sintáctica, esto es. el problemacorrespondientea determinar si dos

términosson unificables,es decidible. En 1965, Robinsondiseñóun algoritmo [Rob 65]
quepermite decidir si dos términosdadosson unificabieso no, y en casode serio caicula

un umg, que ademáses único salvo renombramiento[LMM 86].

2.3 Semántica

Parainterpretartérminosy fórmulasen un contextodeterminadousarnosE-estructuras.

Definición 2.3.1 Una E-estructuraV es un triple compuestopor:

1. Un dominio no vacío D

2. Un conjunto de interpretacionesde los símbolosde constantegV — E Dic E C}

3. Un conjunto de interpretacionesde lossímbolosdefunciónY~ — {fV : D~ —* Dj c
Y de andadn}

4. Un conjunto de interpretaciones de los símbolosde predicado¡‘~ — : D~ ~
{f,t}IP E 7’ de andad u]>

Una E-estructuranospermiteinterpretartérminosbásicosy sentencias.Paramanejar
variableslibres usamosvaloraciones.

Definición 2.3.2 Una valoración p para la E-estructuraV es una aplicación p : A’ —* D.
Dado d E D, p[d/x] denota la valoración que coindicecon p en todas las variables, excepto

en x dondevale p[d/x](x) = d.
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El par formadopor imna E-estructuray unavaloraciónes el contextodonde interpre-

tamostérminosy fórmulas.

Definición 2.3.3 Una E-interpretación es un par <D,p>. dondeD es una E-estructuray

p es una valoración para ‘D.

Definición 23.4 El valor semántico de un E-término t en una E-interpretación (D, p>
es un elemento~tI~E D definidopor inducción estructural sobre t como:

2. [f(ti, . . . , t,,)j~ = fv(ItuI?, . . . , ~ para cualquier símbolode función f E Y de

andadu.
e,

Definición 2.3.5 El valor veritativo de una E-fórmula y en una E-interpretación <D, p>
es un valor booleano [yJ~ E U. t} definido por:

u.

2. Si y,4’ E F(E, A’) entonces~—y~ = not [y~ y [y A 4’I? = ~y~7 and [4*.

3. Si ~ E F(E, A’) entonces[BJV = si existed c D tal que ~ =t{ Í en otro caso. a”

Definición 2.3.6 Decimos que una fórmula y E 22(2.A’) es satis/actibie en una E-

interpretación $, p>, escrzto <7’, p> # y, si ~y]~ t. u’
Una fórmula y essatisfactibíesi existeuna E-interpretación 0.p> tal que <7’, =0h y.

En caso contrario, decimosque y esinsatisfactibie.
Decimosque una E-estructura7’ es modelo de una fórmula y. escrito 7’ < y.si para u.

toda valoración p para V se tiene <7’, =0 y. Decimosque una fórmula es cierta si tiene

un modelo.

Una fórmula y es válida si cualquierE-estructuraes modelo de y. VS

Las aiiterioresdefinicionespuedenextenderscde formanaturala un conjuntofimuito de
fórmulas ~; estoes, entendiendo~ como la conjunciónde susfórmulas. Obsérveseque si e

trabajamossobresentencias.tenerun modelo es equivalentea ser satisfactible. Haremos
uso de estehechorepetidasvecesa lo largo del trabajo.

Generalmente,en demuostraciónautomnática,estamosinteresadosen probar la validez U
de unafórmula y. El siguientelema (cfr. [EFT 94] parasu demostración)nos permite
transformarel problemay pasar a preocuparnosunicamentede la insatisfactibilidad de

sermtencias. U

Lema 2.3.7 Dada una signatura E y una fórmula y E F(E, A’), entonces:
e

Lasoperacionesnol., andentrelos valoressemánticost.f correspondenalas tablasveritativasclásicas
paralos conectivos-m, A.

e

a

e
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1. Para cualquierE-interpretación <7’, =0tenernos: <7’, =0h y si y sólo si <7’, p> ~ —y.

2. •y es válida si y sólo si -‘y es insatisfactible.

.19. Si y, —y E ~ entonces~ es insatisfactible.

4. y es válida si y sólo si Vx1 . . . ~my es válida, dondevar(y) = {xi,. .. , x4.

Definición 2.3.8 Decimos que una fórmula y E F(E,X) es consecuencialógica de un

conjunto de fórmulas ~ G F(E, A’), escrito ~ y, si para toda E-estructura7’ tal que

7’ ~ ~, se verifica 7’ ~ y.

Si b y y son sentencias,resultaobvio que b h y si y sólo si el conjunto ~ U {-my} es
insatisfactible. Sin embargo, esteresultadono es cierto en presenciade variableslibres,
porquela definición anterior las considerauniversalmentecuantificadas. Por ejemplo,si

= {P(x)} y y = P(y) entoncesobviamente I h y, pero ~U{-’y} essatisfactible. Dado
que algunos métodosde tableaux razonancon variables libres, resulta interesantecon-

seguir que estapropiedad,que relacionalos conceptossemánticosde consecuencialógica

y satisfactibilidad,resultecierta. Paraello, consideraremoslas variablesde var(~’ U {y})

existencialmentecuantificadas,es decir, las variables libres denotan un único elemento
arbitrario. Así definimos la noción de consecuencialógica rígida corno sigue.

Definición 2.3.9 Decimosque una fórmula y E F(E, A’) es consecuencialógica rígida

de un conjunto de fórmulas P C F(E, A’), escrito ~ y, si el conjunto b u {-‘y} es
msatisfaeti ble.

Los siguienteslemasestablecenpropiedadesclásicasde LPO queresultancrucialesa la
hora de probarla correccióny completitudde los métodosde tableauxqueestudiaremos
después.Sus demostracionespuedenencontrarseen [EFT 94].

Lema 2.3.10 (Sustitución) Dada una signatura E, una E-interpretación <7’,p> y un

término t’ c T(E, A’), se tiene:

1. Para cualquier término t E T(E,A’), ~t[t’/x]J~’ =

2. Para cualquier fórmula y E F(E, A’), ~y[t’¡x]]~ =

lema 2.3.11 (Coincidencia) Dada una signatura E:

1. Si t E T(E,A’) (resp. y E F(E, A’)) y 7’ y 7” son dos E-estructurasque coinciden
en el dominio y en cualquier interpretación de los símbolosque aparecenen t (resp.

y) entonces~tI? — ~tJ~” (resp. ~~]?= ~yJ~”), para toda valoración p para 7’.

2. Si t E T(E, A’) (resp. y E F(E, A’)) y p y son dos valoracionespara una E-

estructura 7’ que coinciden en var(t) (resp. var(y)) entonces[tJ~’ — ~t]~ (resp.

[y]~ = [y~?).
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2.4 Tableaux semánticospara LPO

Como ya hemosmencionadoen el capítulo anterior, el método de los tableauxfue intro—

ducido por E. XV. Beth [Beth 55] y K 1. Hintikka [Hint 55] en los años50. aunquela

version más popidar se <jebea R. Srnullyan [Smul 68] quien introdtijo la elegantenota(:ión

que hoy conocemos. Existen distintas versionesde tableaux para LEO de entre las que
presentaremoslos métodosestándarde tableauxbásicosy de variables libres.

Un tableaupara un conjunto de fórmulas es un árbol, con fórmulas en sus nodos,que

crecey se ramifica mediantela aplicación de unasreglasde expansiónque dependendel

tipo de las fórmulas que etiquetansusnodos. Atendiendoa dicho tipo, Smullyan dividió
el conjuntode fórmulas F(E, A’) en cinco clases:

1. Fórmulasdel tipo Alfa. Son las conjuntivas ym A 932 y las doblementenegadas-‘—y.

2. Fórmulasdel tipo Beta. Son las disyuntivas -‘(yj A 932).

3. Fórmulasdel tipo Gamma. Son las universalmentecuantificadas-‘]xy.

4. Fórmulasdel tipo Delta. Son las existencialmentecuantificadasRxy.

5. Literales.

Obsérvesequeestaclasificaciónde las fórmulas representaunapartición del conjunto
¡‘(E, A’).

u.
2.4.1 Tableaux básicos

Supongamosque hemosampliado la signaturadel lenguajeE con un conjunto infinito de

constantes(de Skolem)auxiliares,y que representarnostal extensióncomo 2.
Paracada una de las anterioresclasesde fórmulas -excepto la de los literales-existe

unaregla queexpandeel tableausegúnel carácterlógico de ésta:
u.

1. Reglaa. Añadimosuno o dosnuevosnodosa la ramadondeseencuentrala fórmula

Alfa. Esquemáticamente:
e,.

y1Ay2 -‘-‘y

u..
932

2. Regla ¡3. Bifurcamos la rama dondese encuentrala fórmula Beta añadiendoun e
nuevonodo en cadanuevarama:

-‘(y~ A y~) u.

-‘yí

e

a

a
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3. Regla‘y. Añadimosun nuevonodoa laramadondese encuentrala fórmula Gamma,
sustituyendola variableuniversalmentecuantificadapor un términobásicocualquiera

E 22(E):

‘nBxy
-‘y[t/x]

4. Regla5. Añadimosun nuevonodo a la ramadondese encuentrala fórmula Delta.

sustituyendola variableexistencialmentecuantificadapor una constantede Skolem
e que no aparezcaen la rama:

3xy

y[c/x]

Definición 2.4.1 Una secuenciade tableauxpara un conjunto finito no vacío 4’ de E-
sentenciases cualquier secuencia‘Fo, ‘T1, T2 . . . donde:

1. ‘Fo es un árbol lineal con una sóla rama con tantos nodoscomo sentenciastiene4’.

Ademásestos nodosestán etiquetadoscon las sentenciasde 4’.

2. 7j~ proviene de ‘Tk mediante la aplicación de alguna de las reglas de expansión
a, ¡3, ‘y y 5 sobre los nodos de susramas.

Un tableau infinito para un conjunto 4’ de E-sentenciasse define como el límite de alguna
secuenezade tableaux.

Segúnlas reglasdeexpansión,cadaramade un tableaupuedeversecomo la conjunción
de todas las sentenciasque etiquetansusnodos,y el tableauentero, como la disyunción

de todas susramas.
Desdeel puntodevista semántico,unasecuenciade tableauxbásicospara4’ representa

una búsquedasistemáticade un modelo para 4’. A cada ramade estos tableaux les
correspondeun posible modeloparcial en el que las fórmulasde la ramase hacenciertas.
Cadavez que se aplica unareglasobreun nodo de unarama,damosun paso másen la
construcciónde un modelo para dicha rama. Obviamente,cuandoen una ramaaparecen
un par de nodos etiquetadoscon fórmulas complementarias(y y -‘y), el conjunto de
fórmulas de dicha ramaserá insatisfactible. Dicha complementariedadpuederestringirse

a fórmulas atómicas.

Definición 2.4.2 Decimosque una rama B en un tableau está cerrada, y entoncesno se
prolonga ni bifurca más, cuando se detectauna contradicción atómica entre susetiquetas.

Esto significa que existenen B dos fórmulas y y -‘y, siendo ambas atómicas. En otro

caso B está abierta. Un tableau básico estácerrado si todassusramas están cerradas.

La correccióny la completituddel métodode tableauxbásicosquedaestablecidapor
el siguienteresultado.
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Teorema2.4.3 (Corrección y Completitud) {fltt 961 Para todo conjuntofinito 4’ de

E-sentencias,4’ tiene un. tabíeau cerrado si y sólo si 4’ es insatisfactible.

Obsérveseque. aunqueeste teoremasólo hacereferenciaa la insatisfactibilidad de las

semítencias,ésto mio es un problemnapor el Lema 2.17. En este semiti(lo (lecinios que el

método de tableauxes un sistemade refutaciónya que estudiala insatisfactibilidadde la

semitencía-‘y en lugar de la validez de y.
En cuanto a la eficacia del método, si 4’ es satisfactibley ademáscontiene alguna

siíbfórmula del tipo ‘y, el procesode expansiónpuedeno acabarnunca -por esta razón

se dice que el sistema de tableaux básicoses parcialmente decidiblepara LPO. Por otra
parte,la implemnentaciónqueusemosdebeser,en teoría,capazdeencontrarumía expansión
cerradapara 4’ siempre que 4’ sea insatisfactible-lo que se conoce como estrategiade
expansiónjusta [Fitt 96]. En estesentido, incluso las implementacionesjustasde tableaux u.

básicosno son del todo completas,ya que al trabajar de forma finita es posibleque no
lleguena alcanzarunaexpansióncerradapor limitacionesfísicas de espacioo tiempo.

2.4.2 Tableaux con variables libres

A continuaciónpresentamosun método de tableauxconvariableslibres para LPO en el u.
quelas fórmulasde claseGammaintroducenvariableslibres, en lugar de términosbásicos.
Estasvariablesson instanciadasa la hora de cerrar una rama,usandoalgún algoritmode
unificación sintáctica, e

El sistemade tableauxcon variableslibres está compuestopor las anterioresreglas
cv,¡3 y por las nuevas‘y’,3’. Para3’, supondremosademásque la signaturaextendidaE
tambiéncontieneinfinitos símbolosde funciónde Skolem,para cualquierandad, a”

1. Regla‘y’. Añadimosun nuevonodo a laramadondese emicuentrala fórmula Gamma,
sustituyendola variableuniversalmentecuantificadapor unavariable libre y, nueva
en el tableau:

-‘Bxy u.

-‘y[y/x]

2. Regla3’. Añadimosun nuevonodo a la ramadondese encuentrala fórmula Delta, si

sustituyendola variable existencialmentecuantificadapor el término f(xj ,...,x~),

dondef es un símbolo de Skolem, nuevo en el tableau,y las variablesxj, ,, son
a

las variableslibres queaparecenen la rama:

Bxy
y[f(xs r)/x]

Definición 2.4.4 (Cierre de máxima generalidad) Un tableau con variables libres ‘F

y ramas Bm,... ,Bk está cerrado si existe un conjunto unificable de ecuacionesde átomos

fyi 4’i, .. ,yk 4’~}, donde y~ y -‘4’~ son dos literales que aparecenen .B~, 1 < < k.

u

a

u
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Obsérveseque,en la anterior definición, hablamosde un conjunto en vez de un multi-

conjunto. Esto esasíporquesuponemosquehemoseliminado las redundanciasquederivan

de a(1uellaseclma(:lonesrepetidas.Esta precisiónatañea las reglasde cierre que aparecen

a lo largo del trabajo.
La corrección y completitud del método de tableauxcon variableslibres se establece

como sigue.

Teorema2.4.5 (Corrección y Completitud) Para todoconjuntofinito 4’ de E-senten-

cias, 4’ tiene un tableau con variables libres cerrado si y sólo si 4’ es insatisfactible.

La pruebade este teoremnapuedeencontrarseen [Fitt 96]. No obstante,comentemos
que la demostración<le la completitud se basaen un lema queeleva cualquier tableau
básico cerradoa otro con variables libres cerrado.

Como sucedíacon los tableauxbásicos,el método con variables libres es un sistemade

refutaciónparcialmentedecidible. Sin emnbargo,el sistemaconvariableslibres no introduce
términosbásicosaleatoriamentecuandoaplica la regla‘y’, sino queusavariableslibres que
son instanciadasa posteriori.

Existen varias mejorasque preservanla correccióny la completituddel método de
tableauxcon variables libres. Por ejemplo, Háhnle y Schmitt [HS 94] restringieronel
conjuntode variableslibres involucradasen la regla5. Así sureglaó~ sustituyela variable

existencialmentecuantificadaxpor el términof(xm,... , x,¿, dondelas variables.1,... ,

son únicamnentelas variableslibres que aparecenen ]xy.

Ejemplo 2.4.6 Demostramosque si “hay un hombre en la ciudad que afeita a todos los
que no se afeitan a sí mismos”, entonces“existe un hombre en la ciudad que se afeita a
sí mismo”. Formalizando la relación “x afeita a y” medianteA(x,y), se trata de probar

la siguiente consecuencialógica: {(4’ =)BxVy(-’A(y, y) —~ A(x, y))} h (~ =)BxA(x, x)

Usamosel tableaubásicode la Figura 2.1 parademostrarqueel conjunto {4’, -‘y} es

insatisfactible.
Tambiénpodemosusarel sistemaconvariableslibres paraconstruir el tableaucerra-

do de la Figura 2.2. Obsérveseque este tableanestá cerradosin más que aplicar la
sustituciónO = [c/x,c/y] quecorrespondeal umg del conjuntode ecuaciones{A(x,x)

A(y, y), A(x, x) A(c,v)}.
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1: BxVy(-m.4(g,y)—* Á(x,y))

2: mBx4(rx)

¿al

3: Vg(-’A(y.y) —* A(c,y))

ya2

3: -‘A(c,c)

y a 3

4: -‘~4(e, c) —4 te, e)

¡9a4

5: -‘—‘A(c,c) 6: A(c,c)

o aS

7: -4(c,c)

Figura 2.1: Expansiónpara{4’, -‘y}.

1: BxVy(—’A(y,y) —+ A(x,y))

2: -‘BxA(x,x)

¿al

3: Vy(-’A(y, y) —* A(c, y))

ya2

3: -‘A(x,x)

ya3
4: -‘A(y, y) —* A(c, y)

¡3a4

6: A(c,y)

cxa5

7: A(y,y) u

Figura 2.2: Expansiónpara f 4’, -‘y}.

u.

u,

a,

u.

u.

u.

u.

u.

u,

o:

mi

a’

u

u.



Capítulo 3

A

Preórdenesy generosdinámicos
En estecapítulo presentanmosuna lógica especialmentediseñadaparapermitir el razo-
namientocon preórdenesy génerosordenados,en la que las funcionesy los predicadosse
comportande forma monótonao antimonótonaen susargumentosy dondela información
sobrela relaciónentregénerosestáincorporadaexplícitamenteen la sintaxisdel lenguaje.

Paraestalógica proponemosdos métodosdeductivosbasadosen tableaux,unobásico
y otro con variableslibres, de los cualesprobaremossu correccióny completitud. Al
final del capítulose esbozanlas basesde una implementacióndel núcleo del métodocon
variableslibres, basadaen programaciónlógica.

3.1 Introducción

El estudiode métodoseficientesparael tratamientode la igualdadse ha consideradotradi-
cionalmenteunaimportantelíneade trabajoen diferentesáreasde la informáticateórica.
No obstante,algunasinvestigacionesrecienteshanmostradola necesidadde extendereste
estudioarelacionestransitivasdistintasde las de equivalenciao de la igualdad,en particu-
lar. Estees el caso,por ejemplo,de CLP [JM 94], dondela resoluciónde restriccionesse
añadea la programaciónlógica.

En el campode la deducciónautomática,estasituaciónha propiciadoel desarrollode
demostradoresautómaticoscon reglasespecíficasquecaracterizanla relaciónquese estu-
dia. Estalíneafue seguidapor ejemploen [BKS 85] y [Hines 92] y, másrecientemente,en
[LA 93], [Levy 94], [BG 94], [flO 95] y [LA 96], aplicandotécnicasbasadasen reescritura.
Estasy otras aproximacionesestánbasadasen resolucióncomo métodorefutacionalde
prueba.

Por otra parte,el usode génerospuedeservir degranayudaparaaproximarlaprogra-
maciónal mundoreal y, en particular, el uso de génerosordenadossirve paraincorporar,
de un modosimpley elegante,funcionesparciales,representaciónmúltiple y constructores
y selectoresen datosestructurados[CM 92). En demostraciónautomática,ademásde lo
dicho, el usode génerosconlíevaunareducciónsignificativadel espaciode búsqueda.

Cuandose razonadentrode unajerarquíade génerosordenados,es habitualmantener
la información de los génerosseparadade los datos. En este sentido, se dice que esta
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informuaciónse declarade forma estática. Pero en algunassituaciones.resulta necesario u.

el razonamientobajo ciertas hipótesis sobre los géneros.ilsan(lo lo que se conoce con el

nombrede génerosrlinaniicos [Weid 91].
En este capítulo, presemítamnoslina lógica especialmenterlise~adapara permitir el u.

razonamientocomí preórdenesy génerosor(lenados.en la que las funcionesY los predi-

cadosse comportan(le formna monótona o antimonótonaen susargumentosy (lOmIdt=la

incorporación de la información (le génerosen el lenguaje.está permitirla por el liso (le
génerosdínamícos.

Paraestalógica, presentamosdos métodoscorrectosy completosbasadosen tableaux
uno básico y otro con variables libres. Este último sigue la línea de [Fitt 96] a la hora u-

de añadir igualdad al método de tableauxclásico, sin olvidar las versionesde tableaux

con variableslibres para el tratamiento de la igualdad o (le preórdenes,que aparecenen

[BM 92] y en [CLN 96], respectivamente.
La organizacióndel capítuloes lasiguiente. En lasección2 repasamosmuybrevemente

algunasnocionesy notacionesusadasen lo sucesivo. En las tres seccionessiguientes
presentamosla lógica LPCD, su sintaxis y las sustitucionesadecuadaspara el manejo u.

de géneros. La sección6 presentaun método de tableaux básicoque es extendido,en

la sección7, a unaversióncon variableslibres. Paraambosmétodosse demostrarásu
correccióny completitud. La sección8 contienealgunosejemplosy, finalmente,se esbozan U
las basesde una implementaciómxdel núcleode LPGD, basadaen Prolog.

Si

3-2 Preliminares

Antes de nada, definimos los conceptosde preordeny (anti)monotonía.

Definición 3.2.1 (Preorden) Un preorden es un par <D, CD> dondeD es un conjunto
no vacío y CD es una relación binaria sobre 7’, reflexiva y transitiva, e-

Como casosparticularesde preórdenestenemoslos preórdenessimétricos (relaciones
e,

de equivalencia;por ejemplo, la igualdad).

Definición 3.2.2 (Monotonía y antimonotonía) Dadoslospreórdenes(D~,LD), 1 S
u.-

=n, y (D, ~D), una aplicación f D1 x ... x D~ —* D se dice monótona (resp. anti-
monótona)en el i-ésimo argumento,si para todos d~, d~ E D1,

diED,d>~f(dI d~,...,dfl)LDf(dI d~ d~) e,

(resp. d~LD~d~~f(dí,.. ., d%.., d,,) CD ~

En estecaso diremos quei es un argumentomonótono (resp. antimonótono)de f.
El concepto de monotoníapara funcionespuedeser extendidoa predicados,sin más

que considerarloscomofuncionesbooleanasy ordenar los valores booleanos{t, f} deforma e-
que f E 1

.

u.>

e

u.
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3.3 Sintaxis de LPGD

En esta secciónpresentamosla que llamamos Lógica con PreórdenesusandoGéneros
Dinámicos (LPGD en lo quesigue).una lógicaque extiendeLPO con las siguientescarac-
terísticas:

1. Es una lógica heterogéneaen la que los génerosestánordenados. Además la in-
formuación del orden entregénerosestáincorporadadentrodel propio lenguaje. La
posibilidadde la declaracióndinámicadel orden entre los génerosresulta ser una
gran mejoracon respectoa las lógicas con génerosordenadoshabituales,en que las
relacionesentregénerosse declaranestáticamente,incluyéndolasde algún modo emí
la signatura.

2. Es una lógica preordenada,estoes, los dominiosdondeinterpretamoslos términos
son preórdenes.Además,las operaciones(funcionesy predicados)siemprese com-
portan en cualquierade sus argumentos,de forma monótonao antimonótona.

Lassignaturas2 paraLPGDconstande un conjuntofinito 5 degéneross, y unafamilia
de conjuntosde constantesC8, símbolosde función F1~~3l—~3 y símbolosde predicado

Sr Ademnás, E contiene informaciónsobreel comportamiento(anti)monótonode

los símbolosde función y predicadomedianteunaaplicaciónnn, de maneraqueparaun
símnbolo <le función f de andadu, m(f) {1 . . . n} —-* {O, 1]> siendo m(f)(i) O ó 1,
1 < i < u dependiendode si f es monótona o antimonótonarespectivamente,en el
z-ésimoargumento;informaciónanálogase tiene paralos símbolosde predicado.

El uso de géneros nos permite restringir el rango de acción de tas variables; así
disponemosde unafamilia S-indexadade conjuntosde variablesA’ =

Los términosy las fórmulas de estalógica se definencomosigue.

Definición 3.3.1 El conjunto T(2, X) de 2-términos se define mediantelas siguientes

reglas de formación:

x6(E A’5) e3 (E C3) f(ti, . . . , t,.~) (f E 7~I ~ t~ E 22(2,X))

El conjunto F<2, A’) de 2-fórmulas se define mediante las siguientesreglas de for-

rnaczon:

y::=tEt’ sns’ P(tm,...,t~) (FE P8’..”5~t~cT(2X)) -‘y yAy’ ~x5y.

Antes de nada,obsérveseque a pesarde considerarunalógica heterogénea,estamos
permnitiendola construcciónde términosy predicadosmal tipadoscon respectoa la in-
formación de génerosdadaen la signatura. La razón de esteaparentemal aso de los
símboloses dotar a la lógica de un mayor poderexpresivo;concretamente,podrá tratar
propiedadessobredatos,queesténcondicionadasahipótesissobrelos géneros.Estees el
casode la fórmulas En s’ —* Vx~Bx~’(x~ E x<) que seráinterpretadacomo cierta, ya que
la segundadesigualdadexpresaunarelacióncierta entredatos,suponiendoque es cierta
la relaciónde contenidoentregénerosdadapor la primeradesigualdad.A la horade hacer
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razonamientos,la combinaciónde la informacióndel or¾nentregéneros,ofrecidapor las
fórmulas,y la informaciónsobrela heterogeneidad(le los símbolosdadapor la signatura,
reducesignificativamenteel espaciode búsqueda.

Una vez fijada umía jerarquíamedianteun conjunto de fórmulas de la formas E.a .9’, u-

podemos<lefinir el conjuntodetérminosbientipadosconrespectoaéste. Obviamente,este
conceptopuedeserextendidodefiniéndolocon respectoa címalquierconjuntode fórmulas
pero sólo teniendoen cuentarelacionesde jerarquíaentregéneroscomo las anteriores,

Definición 3.3.2 Dado un conlunto de S-fórmulas4’, definirnos la familia de conjuntos

4’-bien tipados, o bien Upados con respectoa 4’, de ~-términos ‘T~ como la menorfamilia u’

5-indexadade conjuntosTÉ(S) de Z-términostal que:

1. C8 C T2<s). u’

2. A’5 ci
si

3. Si s’ ¿<it s E ‘1> entonces‘T~~(s’) G

.4. Sif c .F3’ ,...,Sn+3 y t
1 E TÉ(si), para todo 1 < i < n entoncesf(t1 t~) E ‘T5Y(s).

Paracualquier término t, usaremossort(t) para representarel género estáticode e
deducidoapartir de la signatura£; estaoperaciónse define por: si

• sort(c~) = sort(x
5) = s.

• sort(f(tj tj) = s, si f c 1~ ~

La definición del conjuntode términosbien tipados TS~’ usa implícitamente el cierre
reflexivo y transitivode ~ Por estemotivo definimosel conceptode subgénerode forma a

explícita.

Definición 3.3.3 Dado un conjunto de S-fórmulas4’, decimosqueel génerosessubgénero

de s’, escrito s <zz’~s’ 5j5P = s o existe en 4’ una secuenciade la forma

~ ~@ 51,M E~ 52, .S~ En s’. u

Si 4’ es un conjuntofinito, la relación<d es decidibley puedecomputarseen O(card(S>3)
sin másqueusarel algoritmo de Floyd [Floyd 62]. u.

Los términosbientipadoscumplenlas siguientespropiedades.

Lema 33.4 1. t E 7j’(s) @t (sort(t) «~‘ s y t E 7?(sort(t))). a

2. SifcFSívSnI>S gt=f(tn...,t~)ET~(s) entoncestiC TÉ(s) 1 <i<n.

mt
Demostración. (1) El sentido@ es inmediato. Para ~, supongamosquesort(t) <~‘ s.

SeaX la familia S-indexadade términosdefinidaparatodo r E 5 como:
e,

u
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= 1 T4(r) — {t} si sort(t) < r
~ T~(r) en otro caso

Llegaremosacontradicciónprobandoque X es, en realidad,la familia S-indexadade ~-

térmninosbientipadoscon respectoa 4’, en contrade la niinimalidadde cuandor = 5;

vamosa probar, por tanto, que X verifica la Definición 3.3.2. Las condiciones1, 2 y 4
puedensercomprobadasfácilmenteya quesólo eliminamost cuandosort(t) ~ r (luego
sort(t) # r). Parala condición3, seans’, s” dos génerostales que t E X5, s’ _ .u s” E 4’ y

~ estoúltimo hade ser porquesort(t) ~ s”. Peroestoes imposiblepuesentonces
sort(t) ~ s’ y en consecuenciat ~ X<.

Una vez probadoque sort(t) «“~ s, supongamost ~ T~’(sort(t)). Razonamoscomo
antesusandola familia X definidaparatodo r E 5 como:

En estascondicionesobtenemosde nuevocontradiccióndemostrandoqueX es ‘Jt en
contrade la minimalidadde ‘TÉ~ cuandor = s. En efecto,X verifica las condiciones1, 2
y 4 de la Definición 3.3.2 ya quet ~ TÉ(sort(t)). Además3 es inmediatoporquet « X.

(2) Razonamospor contradicción.Supongamosque t~ ~ 7~’(s~), paraalgún1 < < n

y seaX la familia definida paratodo r c 5 como:

xr =TÉ(r) — {t}

De nuevodemostramosque X es ‘TÉ contra la ininimalidad de en s. En efecto,
X verifica las condiciones1, 2, 3 de la Definición 3.3.2 de forma inmediata. Además4 es
(:ierto porque t~ ~T~?(si). u

El anterior Lemaasegurala decidibilidaddel problema¿t E TÉ(sY? De hechopuede
resolverseen O(card(S)3 + card(Pos(t))), si 4’ es finito. En efecto, primerocomputamos
la relaciónde subgénero«~‘ y luego descomponemosel término 1 progresivamente.Por
~jemnplo,si f E ~S’”>S2 y t = f(t’), bastacomprobarsi ~2 s y si t’ c 7~’(si).

A continuación,extendemosel conceptode buena tipificación de términosa fórmulas.

Definición 3.3.5 La buenatipificación de una fórmulay con respectoaun conjuntodeS-
fórmulas4’, lo que escribimoscomoWS(y,4’), es una propiedaddefinida inductivamente

sobre la estructura de y comosigue:

1. WS(s~n<4’) ~ sEn s’ E 4’.

2. WS(t
1 q ½,4’) ~ existes 6 5 tal que ~ E TÉ(s), i = 1,2.

3. WS(P(t1, . . . ,t4 4’) ~ ~ E ‘T¿(si),1=i=n,PE’P~’~~.

.5. WS(931 Ay2,4’) ~ WS(y ,4’),i = 1,2.
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6. WS(Bx3y.4’) ~ PVS(y.4’).

Para un conjunto de fórmulas 4” definimosWS(4”, 4’) ~ para todo y E 4”, WS(y.4’).
e

Comosucedíaparalos términos,podemosusarde nuevoel Lema 3.3.4 paraasegurar
que el problema¿WS(y,4’)? tambiénes decidible.

e

3.4 Sustituciones para LPGD
u.

LassustitucionesparaLPGD son las mismasqueparaLPO por lo quepuedenno respetar
el génerode algunade las variablessustituidas.Paraevitarestassituaciones,introducimos
el conceptode sustitucionesbien tipadascon respectoa cierta informaciónsobregéneros.
Esta noción seráutilizada a la hora de cerrar un tableaucon variables libres, pues las
variablesdebensersustituidaspor términosbien tipadoscon respectoa la información
contenidaen todaramadel tableandondeaparezcan.

Definición 3.4.1 Una sustitución r está bien tipada con respecto a un conjunto de ~-

fórmulas 4’, escrito WS~jr,4’), si -r(x~) e TÉ(s), para toda variable x5 E dom(r). u-

Las sustitucionesbien tipadasverifican las siguientesbuenaspropiedades.
u.

Lema 3.4.2 Dados un término t, un conjunto de fórmulas 4’ U {y} y una sustitución r

tal que WS(r, 4’), se tienen las siguientespropiedades:
u

.1. Si t e ‘TÉ(s) entoncesti- e Te(s).

2. Si WS(y,4’) entoncesWS(yr, 4’). —.

Demostracion. (1) Procedemospor inducción sobre la estructurade t E ‘TÉ(~)~ Si
es una constanteo unavariable x3 ~ dom(w), la pruebaes inmediata. Si t = x5 y a

E dom(i-), usamosel Lema 3.3.4(1) paraobtenerque s’« s y x~’ E TÉ(s’). Además
tenemosque r~ ‘r E ‘fl?(s’), porque WS(-r,4’). Por tanto concluimosque Pr E TÉ(S)sin
másque usars’«4’s. si

Si t = f(ti,. .. , tQ y f E E8’ ‘~‘<~>~‘, aplicamosel Lema 3.3.4(1) y (2) paraobtener
quesY<~s y t E T2(s~). Usandohipótesisde inducción, tenemosqueti- E T¿(s~)y. por
tanto, ti- E ‘TÉ(~’) ci 7~(s). si

(2) Procedemospor inducciónsobrelaestructurade lafórrnulayqueverificaWS(y,4’).
La demostraciónes inmediataparael casos L~ st Si y = t E t’ entoncesdebeexistir un
géneros tal que t, t’ E ‘TÉ(s). Aplicando (1), obtenemosque ti-, t½E ‘TÉ(a) y, por tanto, e
WS(y’r,4’). El casoy = P(t

11... ,t,,) se pruebade forma análoga. Parael casode los
conectivosusamoshipótesisde inducción. u

e,
Los recíprocosde los anterioreslemassólo son ciertos cuandola sustituciónr respeta

el génerode cadavariableinstanciada,de forma estática, en el sentidosiguiente.

u.

e

e
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Definición 3.4.3 La sustitución i- respetalos génerosde forma estáticasi sort(i-(x’)) =

.s, para toda variable 9 E dom(i-).

Cuandodemostremosla comnpletituddel método(le variableslibres sólo utilizaremos
estassustitucionesporqueverifican las siguientespropiedades.

Lema 3.4.4 Dados dos términos t, t’, un conjunto de fórmulas 4’ U {y} y una sustitución
i- que respeta los génerosde forma estática, se tiene:

1. Si ti- E TÉ(s) entoncest c

2. Si WS(yi-,4’) entoncesWS(y,4’).

3. Si ti- = ti-, WS(i-,4’) y O = umg(t,t’) entoncesWS(O,4’).

Demostración. (1) Procedemospor inducciónsobrela estructuradel término t tal que
Pr c T~?(s). Si t es unaconstanteo unavariable9 ~ dom(i-), lapruebaes inmediata.Si

= 9 y 9 e dom(i-) entonces,por hipótesis,x~’r E ‘TÉ(s) y sort(x6 i-) = s’. Usandoel
Lema 3.3.4(1),obtenemosquesk<~s y x5i- E TÉ(s’). En consecuencia,9’ e 7~(s). Para
el caso = f(t

1 t~) conf E F’’ ‘‘~“, aplicamosel Lema3.3.4(1)y (2) paraobtener
que .s’<ds y t~i- E TÉ(s~). Usandohipótesisde inducción concluimosque t~ E TÉ(s) y,

por tanto, t E ‘T0?(s’) G TÉ(s).
(2) Procedemospor inducciónsobrela estructurade la fórmulay tal queWS(yi-,4’).

La demnostraciónes inmediataparael casos D~ s’. Si y = t E t’ entoncesdebeexistir un
géneros tal que ti-ti- e TÉ(s). Aplicando (1) obtenemosque t,t’ E TÉ(S) y, por tanto,
WS(y,4’). El casoy = P(ti,. .. ,t,,) se pruebade forma análogay paralos conectivos
usamoshipótesisde inducción.

(3) SeaO umg(t,t’) con O = [tun3’, . . . , t,~/x,=]. Por la generalidadde O, ti— =

x1
5’r, paratodo 1 < i < it UsandoWSQr,4’) obtenemost~’r e ‘FÉ(~í) y, aplicando(1),
E T¿~(s). u
Obsérvesequesi no exigimosque r- respetelos génerosde forma estática,las anteriores

propiedadesno tienenpor quéserciertas.Por ejemplo,para (3) obtenemoscontradicción
si tomamos t = 9, U = ya’, 4’ = {s” L@ ss” En s~ y i- = [9”/x~, z~”/y~’], donde
9 E X~”, ya queWS(i,4’),ti- = t’-r, peroO = umg(t,t’) = [vS’¡xS] no verifica WS(O,4’).

3.5 Semántica de LPGD

Para interpretartérminos y fórmulas, las 2-estructurasde LPGD contienendominios
preordenadosparacadagénero,asícomo un elementoespecial1 pararepresentarel valor
decualquiertérminosintácticoquehagareferenciaaunelementoinexistenteenel dominio.
Obsérvesequeestafalta de definiciónen untérminodependede la relaciónqueexisteentre
los dominiosde la estructura.

Aunqueestamossiguiendounaaproximaciónsimilar aotrasusualesen el tratamiento
de funcionesparciales,en nuestrocasola falta de definición no expresaparcialidad;de he-
cho, si un términoes interpretadocomoindefinido entonceses quecontieneun subtérrnino
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mal tipadocon respectoa la signatura. flor supuesto,la implicacióncontrariaes.en gene- e”

ral. falsa porque,corno ya se dijo, el valor semántico(le un término(lependede larelación
entre los domniniosde la estructura.

e
Definición 3.5.1 Una E-estructuraD está compuestapor un sistema{(D~. ¿D)~9 ~ 5}
U {I} y por las interpretaciones de las constantes(ci’> e D

3!c 6 C-’~, 10.5 símbolos de

función {fV : y . . . x D51 —y D8<f e F~’ ••~‘‘~} y tos símbolosde predicado {pt : a

D5’ -x .. . x flSr ~4 ~ t}}P e p5~~ de maneraque:

1. {(D3, ~fys E S} es una familia de preórdenestransitivaen el sentido siguiente: si e

d ¿V d’ <1’ ¿~ d”, y d.d” E D<’ entoncesd E~ d”.

2. Si m(f)(i) O (resp. 1) entoncesfP es monótona (resp. antimonótona)en el mt

z-ésimoarqumento. Análogamentepara símbolosde predicado.

Una valoración p para 9 es una familia 5-indexadade aplicacionesp3 : A’5 —4 D3. e

Una E-interpretación esun par <9, p> tal que 9 es una E-estructuray p es una valoración
para 9.

u

Ya que la lógica estávaloradade forma clásica,no podemosconseguirunaverdadera
aproximaciónfuncional. Por tanto, las variablesen las valoracionesy en la semánticade
cuantificadoresse moveránsobreindividuosdel respectivodominio, y no tomaránel valor mt

.1-.
La transitividadde los preórdeneses necesariaparaasegurarla correcciónde algunas

reglas de expansióndel método de tableaux (por ejemplo, las reglas ~m,c$2, véasemás
adelante). En particular, con esta condición se puedeprobar algo tan lógico como que
dadoslos génerosss’, si d, d’ E D5 fl D~’ y d ~.,d’ entoncesd ~‘ 5.

En la semánticade los términos expresamosque las funcionesson estrictas.Por otra mt
parte, para predicadosy desigualdadesentre datos, la semánticaasignael valor falso
cuandoaparecealgunavez el elementoindefinido.

u.
Definición 3.5.2 El valor semánticode un E-términot5 en una E-interpretación<Vp)
es un elemento~ E D5 u {.L} definido por inducción sobret como:

a

• ~

mt
•

• Lf(t
1.. \1lIfl = f ~ ~ si e D

5t1 S i < n,tn)np { en otro caso. U

para cualquier f e Y~’ ‘<i’~>~.

e
El valor tentativo de una E-fórmula y en una E-interpretación <V, p> esun valor booleano

e {f,t} definido por inducción sobre y como:

si

mt

si
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It sID3CD5• Js cii. A ~ —— ~ f en otro caso.

• ~ ~ — t si existes tal que (~tJ~’ e D5. i = 1,2, y ~tm~ ¿9 _
- f en otro caso.

• IP(t
1,.... j P~t47. . . . , ~t,4~

0)si ~tj~ e p¾,1 ~ i = n
= ~ L en otro caso.

para cualquierP ~ ~

• El valor semánticopara -‘, A y 3 se define como es usual en LPO.

Con respectoal cuantificadorexistencial,sólo hay que teneren cuentaqueel rangode
una variablequedarestringidopor el génerode la misma.

Los conceptosde modelo, satisfactibilidady consecuencialógica se definen como en
LEO.

Acabamosesta secciónrecogiemidoalgunaspropiedadessemánticasimportantesde
LPCD. Previamentehacemosobservarque los términosfuncionalesy los predicadosse
comportanmonótonamente(resp. antimonótonamente),cuandoincrementamosel valor
de un subtérminoque aparecedentro de un númeropar (resp. impar) de argumentos
antimonótonos.Estehechoserácrucial cuandose definanalgunasreglasde expansiónde
tableaux. Veámoslomásformalmente.

Definición 3.5.3 Para p E Pos(t), la función ~11~ : {q E Pos(t)¶q < p} —* N, donde

1t,~(q) es el primer dígito de p — q, devuelveel lugar que ocupa el argumentode t1q en el
que tj~ aparececomosubtérmino. En adelante,escribiremos1 en lugar de 1tp cuando no
haya posible confusión.

Definición 3.&4 Dado un término t y p e Pos(t), decimos que p es una posición
monótona de t si el námero Zq<pm(raiz(í!q))(Y(q)) es par, donde raiz(t) es el símbolo
que aparece en la raíz de t cuando éste es visto como un árboL En otro caso p es una

posición antimonótonade t.

Dados P(t
1,.. . ,t,~)(= A), 1 < < u, y p e Pos(t~), decimosque p es una posición

monótona de A en i, si Zq<pm(raiz(ti!g))(Y(q)) + m(P)(i) es par. En otro caso p es
una posición antimonótonade A en i.

Lema 3.5.5 1. Interpretación de términos bien tipados.

Dados un conjunto de E-fórmulas 4’ y un término t, s <Vp> ~ 4’ y t E TÉ(s)
entonces c D

5.

2. Lema de sustituciónpara términos y fórmulas.

Dados un conjunto de 2-fórmulas 4’ y una sustitución r = [t
1/xj,... , t,,/x,2), si

<V, p> h 4’ y WS(’r, 4’) entoncesse verifica:

• ~ti-~f~—
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• ~yi-~7 = Hp’

donde p’ = p[~ti~~/xm.... , [~t~/xrs~.

3. (Anti)Monotonía de term nos.

Seap E Po.s(t) una posición monótona (resp. antimonótona)de t. Sí (Vp> ~ t~ ¿
½y existes tal que ~tfti~9 E Dt i 1.2, entonces~t[tiJ~~7 Ef It[t

210r (resp. e

4. (AntúMonotonía de predicados.
a

SeaP(t1 t~)(= A) gp e Pos(t~) una posiciónmonótona (resp. antimonótona)

de A en i. Si <9, p> h tt E t
2 y ~tdtJ12e D3’, j = 1.2, entonces:

t,,)3~f> =~. ~P(t
1

Demostración. (1) Por inducción sobre t. En el casobásico,si t = e
3 entonces~t~> = u.

e9 E D3. mientrasquesi 1 = x5 entonces = p(x) e D’.
Parael pasoinductivo, supongamosque1 = f(ti. , tn) E TÉ(s),conf E 751u.~~n’S

Por el Lema3.3.4(1)tenernost E T~(s’) y 1 s. Aplicandoel Lema3.3.4(2)obtenemos
e’

t E T’~’ 1 < i =u, por lo queusandohipótesis de inducción obtenemosr
1A9 ~ fl3~~

~ (sO, _

En estascondiciones~t~f = f~(~t~2~ ~t~I2)e D~’ E D
5.

(2) Obsérvesequep’ estábiendefinidapor (1). Procedemospor inducciónestructural e

primerosobre t y luego sobrey. Si 1 es unavariableo unaconstantela pruebaresulta
inmediata. Si t = ~ . , t~) entonces~tjjf = ~f(~1i-~~ t$i-}~f = ~f(t1 t9jj~3 ya

que, por hipótesisde inducción, ~t~r~f ~ l<i<q. mm
Si y = s E.<i~ s’, la prueba es inmediata. Si y = t E t’ acudimos al resultado

correspondientea los términos paraobtenerque ~jti-~’ — ~tJ~~’y ~t’i-R? — ~t’~?. En
consecuencia,~yi-r = ~yE?. El casoy = P(t

1, . . . , t,~) se pruebade forma análoga.Para mt

el casode los conectivosusamoshipótesisde inducción.
(3) Sea t = t[t~]~, i = 1,2, y supongamosquep es unaposición monótonade t (para

el caso antimnonótonoprocedemosanálogamente).Razonamospor inducción sobrep. Si mt

p = ¿ entoncesl4 t, i = 1,2, y lapruebaesimmediataporlasemánticaylatransitividad
de la estructura.Si p j.q entonces1 = f(n1 , u,,), f E F~~’” y 1 =j < u.

Por la interpretaciónde los símbolosde función, tenemosque1u~ [1,Jq~fE D
5~, i 1,2. si

Aplicando hipótesisde inducción resulta

~

y concluimosaplicandola monotoníade f
(4) Estapruebaes similar a la del caso (3). u u’

si

u.

mt..
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3.6 Tableaux básicospara LPGD

En estasecciónpresentamosunaextemisión(leí método de los tableauxde primer orden,

que permite el uso de preórdenesparadatosy que manejalos génerosadecuadamente.
Para ello, no añadiremoslos axiomasnecesariospara caracterizarcualquierestructura
preordenada,sino que formularemosreglasde expansióndentro del propio método.

Como es costumbreen los sistemasde tableaux para primer orden. extendemosE
con constantesauxiliares. En concreto, introducimos la familia S-indexadade conjun-
tos numerablesA05, s e 5. La clasede los literales en LPGD contienelas E-fórmulas
P(t

1 tu), t E e, s E,~ s’, y sus respectivoscomplementarios—‘P(t1 tu), ‘~~t

Definición 3.6.1 Una secuenciade tableaux para un conjunto finito no vacío de E-

sentencias4’ es cualquier secuencia‘To, ‘Ti, ‘h,~ . . donde:

1. ‘Te es un árbol lineal con una rama con tantos nodos como sentenciastiene 4’.
Ademásestos nodos están etiquetadoscon las sentenciasde 4’.

2. ‘T~4 proviene de ‘Tk mediante ¿a aplicación de alguna de las reglas de expansión

(a—42) que abajo se detallan.

Un tableau infinito para un conjunto 4’ de E-sentenciasse define como el límite de
alguna secuenciade tableaux.

Las reglas de expansióna y /3 son las reglas usualesen LPQ, a sabera aplicada sobre

y A 4, y uy, y /3 aplicada sobre -‘(y A 4,). Para el resto suponemosque 7 es un tablean

finito para 4’ y .8 es una rama cualquiera de Y, entonces:

(y) Si -‘~x
5y E fi entoncesfi se extiendecon un nodo etiquetadocon —‘y(t/x~3, donde

es un término básico tal que t E 7~(s).

(3) Si 3x~y E fi entoncesfi se extiende con un nodo etiquetado con y[c~/x~], donde

e5 E A05 es nuevaen fi.

(Ref) fi se extiendecon un nuevonodo etiquetadocon t LE t dondet es un término básico
tal que t E. T~(sort(t)).

(o Si t E t’, tj E t
2[t]~ E fi, dondep es una posiciónmonótona de ½, entoncesfi se

extiendecon un nuevonodo etiquetadocon t1 E t2[t’]~, si WS(tt E t2[t’j~, .8).

(o Si t’ E t, t1 E t2[tJ~ E fi, dondep es una posición antimonótona de ½, entoncesfi
se extiendecon un nuevonodo etiquetadocon t1 E t2[t’j~, si WS(tmE t2[t’3~, .8).

(ii) Si P(t1, . . . ,t4t],, . . . ,t,,)(= A), tEt’ E .8, dondep es una posiciónmonótona de A
enz, entoncesB seextiendeconun nuevonodo etiquetadocon P(t1,... ,t1[t’]~,... ,t,,),

supuestoque WS(P(tí, . . . , tjt’],, . . - ,t,,), .8).

(‘ti SiP(tt,... , t4t}1, t,j(= A), t’ ciÉ c fi, dondep es una posiciónantimonótonade
A eni, entoncesRseextiendecon un nuevonodo etiquetadocon P(tm t[t’}p, . . . ,
supuestoque WS(P(ti, . . . , t4t’k, . . . , t,,), fi).
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Obsérveseque -y es aplicada(le tal modo que sólo se incluyenen el tableantérminos
bien tipadoscon respectoa la rama. De la misma forma operanlas llamadasreglas para
desigualdadesentre (latos Ref, (, (, ½

e
Definición 3.6.2 Decimosque una rama B en un tableau está cerrada. y entoncesno se

prolonga ni bifurca más, cuandose detceta una contradicción atómica entre susetiquetas.

Esto significa que existen en E dos literales de la forma y y -‘y. En otro caso E e.stá

abierta. Un tableau está cerrado si todas susramas estáncerradas.

3.6.1 Corrección y completitud

La correccióndel métodode tableauxexpresaque la insatisfactibilidadde un conjunto
de fórmulas 4’ es consecuenciade la existenciade un tableaucerradoparaél. Corno con
los tableauxbásicosparaLPO, la pruebade esteresultadose basaen el hecho de que la
satisfactibilidadde un tableauY, es decir la existenciaen Y de unaramasatisfactible,sc
preservacuandoY es extendidopor cualquierade las reglasde expansion.

u.
Lema 3.6.3 La satisfactibilidadde un tableau espreservadapor las reglas de expansión.

Demostración.Para las reglas a, 2, ó la demostraciónes análogaaLPO.
Para la reglay, supongamosque -tRx3y E E, dondet E flj3(s), y seaV un modelo

de .8. Por el Lema 3.5.5(1), ~t~9 E D5, luego [my[t/x~fl9 = ~-‘y]1~’~~V/~ = t, de acuerdo

con la semánticay el Lema 3.5.5(2).
El casode la reglaRefes trivial, por el Lema 3.5.5(1).
Conrespectoala regla(í, seanyí = t C t’, y~ = ti E t

2frJ~, 4, = t1 LE ti={t’Jj,,14/5(4,,.8)
y supongamosque ym, y~ E E, siendoV un modelo de E. Si p = e, es inmediato;en otro
casousamosla semánticay los Lemas3.3.4 y 3.5.5(1) paradeducirqueexisteun género
s tal que ~t2[t]~f~’,~t2[t’]~j

t E D5. Ahora aplicandoel Lema 3.5.5(3), obtenemosque
~t

2[t]~]
9Ef ~t

2[t’]~~
9. Por otra parte, WS(4,,B) implica la existenciade otro géneros’ u.

tal que ~ÉÓ9, ~t
2[tt]~1D E D

3 . Finalizamosaplicandola transitividad de la E-estructura
V a y~ y ~t2[t]pJ9 ~?~t

2[t’]~~.
Los casosparalas reglas(2~~ y ~ son análogos. U

Teorema3.6.4 (Corrección) Para todo conjunto de E-sentencias4’, si 4’ tiene un

tableau básico cerrado entonces4’ es insatisfactible. a

La direcciónopuestadel teoremaprevio expresala completituddel método,pero para
LPCD se requiere una hipótesisadicional. Aquí demostramosque si un conjunto de

efórmulas 4’ no tiene ningún tableancerrado, podemosconstruir de forma sistemática
un tableancii el quecadarama abiertaE tengaciertaspropiedadesde saturaciónque
nos permitan definir un modelo de {y e E/WS(y,E)}. Obsérveseque las fórmulas
puedendejar de estarmal tipadas segúnavancemosen la expansiónde la rama, pero
unavez bien tipadas,no puedendejar de estarlo. Evitamos las fórmulas mal tipadas
porqueno tenemosgarantíasde poderhacerlassatisfactibles,ni siquieraen lasestructuras u
que verifican estaspropiedadesde saturación.Las propiedadesde saturaciónpuedenser
definidasá la Hintikka comnosigue.

ti

u

u.
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Definición 3.6.5 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de E-sentenciasH es un con-
junto de Hin.tíkka si satisfacelas siguientescondiciones:

1. Si y1 A y~ E H entoncesyi. y~ E fi.

2. Si ~yj A y~) E H entonces-‘yí E fi o -‘y~ E H.

& Si -‘—y E fi entoncesy E fi.

4. Si Bx
8y E fi entoncesexisteuna constantee3 E A05 tal que y[c~/x~j E fi.

5. Si —ax8yE II entonces—‘y[t/x~] c fi, para todo término básico t E Y¿’(s).

6. Para todo término básico t E Y>f (sort(t)), t E t E Ef.

‘1. Seant,t’,tí,t
2 E T(E):

(i) si t ci t’ (resp. t’ E t), t1 ci t2[t]~, E fi, WS(tmE t2[t%,, H) y p es una posición

monótona (resp. antimonótona)de t2, entoncestm ~ t2{t’], E H

(u) ~ t ci /3 (resp. /3 [7 t), P(tm, . . . , t4t]~, t,,)(= A) E Ef, PVS(F(tí,. . . ,
t,,), Ef) y p es una posición monótona (resp. antimonótona) de A en

entoncesP(t1, . . . , t4t’]~, . . . , t,,) E fi.

8. fi es coherente,es decir ningán átomo y su negaciónpertenecena H.

Lema 3.6.6 Si fi es un conjunto de Hintikka entoncesel sistemaD = {(D
3, cifl(s c

S} U tI}, donde D3 = {t~t E ‘T.JJ(s), t básico}ytL”t’~d
6ftcit’EH,paratodo

t, t’ E D
5, con las interpretaciones

• ft D5’ >< . . . x D3” 4 D3, f’(tm, . . . , t,,) def f(tm,. . . , t,,). En particular, c9 def

e.

• P9 : D3’ x f t si .P(t
1,. .. ,t,,) EHx D~ {t,f}, .P

9(tí,... ,t,,) =def ~ f en otro caso

es una E~estructura*.

Demostración.En primer lugar, obsérvesequeD3 no es vacío ya que todo génerotiene
infinitas constantes.Por otra parte,ci~ es un preordenporque:

1 t ¿0 ~,paratodo t E D6, por el Lema 3.3.4 y la Definición 3.6.5(6).

2. Si t ci? /3 y it’ E~’ /3’ entoncest, /3, t” E YL’(s) y por tanto WS(t~ /3’, fi). En estas

condicionest LE /3’ E H, por la Definición 3.6.5(7)(i), y en consecuenciat E~ /3’.

Usualmente llamada de Herbrand.
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w

El sisteníaademáses transitivo porque si t, t” E Dv’, t E? /3, t’ LE? /3’ entonces r

E /3. it’ LE t” ¿ H y WS(t LE it”, fi). Por tanto, de la Definición 3.6.5(Yfti). concluimos
LE it” E FI luego t ¿? t”.

Fimíalmentesiípomigamnosm(f) (1) = O. f c ‘ .t~—rs Seant3 E flt , j E fi n}. y

¼U? t. Por la Definición 3.6.5(6) teneimiosf(t1 .¼~. it4) E f(tí t,1) E fi.
AdemásWS(f(tt. t,~) ~ f(ti ~:•~. . . t4),fi)ya quef(tí ¼,..,

f (t1 it: it,,) E D
5. En estascondicionesllegammíos a ~~iief(t

1 ,..., t,,..., it,,) LE

f(t1 7%..,t,,) E FI, y entonces f
9(t

1,. . . t~, it,,);? f~(t1,. . . , ~ it,). Análo-
gamentepara m(f)(i) = 1 y la interpretaciónde predicadosP

9. U

e

Teorema3.6.7 Para todo conjunto de Hintikka fi existeun modelo del conjunto de sen-

tencias {y E fi/WS(y,fi))> u’

Demostración. Sea73 la E-estructuraque acabamosde definir. Es fácil probar que
it E Dsort(t) ~ ~t~9 — t, para todo término básico it E Y(S). En estascondiciones u’

probarnosel teoremapor inducción sobrey. Veamosalgunoscasos

• y = it
1 E t2. Ya queWS(y,fi), existeun s tal que~tiJ

9= t
1 E D

5, i = 1.2: por lo a

que~yfY — L, por la definición de ¿~‘

• y = P(tt,.. . , it,,). Ya que WS(y,fi), tenemos~tJ” — it E D3’, i = 1,...
P E 93í..3~i; por lo tanto, ~y~t = PV(t

1 it,,) = t, por la definición de P
7’

• y = —js ci~ s’). WS(ip,U) no es posibleporquefi es coherente. u’

• y = —‘(ti it
2). Por la coherenciade fi, (ti LE to) ~ fi. por lo que, por la definición

de 9, jt1 E t233’~ = f.

• y = 3x
34,. Ya quey E fi, existec3 E A03 tal que 4,[c~/x~] E fi, por la Definición

3.6.5(4). Es más,tenemosWS(4,~3/x5J,fi), por ser WS(y,fi) y el Lema 3.4.2(2). e
Por hipótesis de inducción ~4,[c3/x5fl¡Y t y por tanto ~yJt — t, por el Lema
:3.5.5<2).

e’
• y = -‘3x34,. Seait E D~, entoncestenemosque -‘4,[t/x~] E fi, por la Definición

3.6.5(5). AdemásWS(-’4,[t/x3], fi), ya queWS(y,fi). En consecuencia:

e

= F4,[t/x~]9 (por el Lema 3.5.5(2))

— t (por hipótesisde inducción). u e

Ahora definimos la noción de regla de construcciónde tableauxjusta como un pro-
cedimientode construcciónde tabieauxtal quetodarama no cerradallega a contenerun
conjuntode I-Iintikka.

u’.

u.

u..
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Definición 3.6.8 Una regla de construcciónde tableaux básicos es un procedimiento7?
tal que, dado un tableaufinito Y, producecomorespuestauna refutación, si no hay conti-

nuación posible, o un nuevo tableau Y’ que resulte de la aplicación de una regla de ex-

pansiónde tableauxbásicos a 7. Una regla de construcciónde tableaux básicos7? es justa

sz. para cualquier secuenciade tableauxYo, 7, . . . para un conjunto de E-sentencias4’,
construida de acuerdocon 7?, se verifican las siguientespropiedades:

1. A toda sentenciaque no sea un literal y que aparezca en una rama abierta de

cualquier 7, se le aplicará en algún momentola regla de expansiónadecuada.

2. A cualquier aparición de una sentenciade clase Gamma en una rama abierta de

cualquier 7, se le aplicará la regla y un número cualquiera de veces.

3. 7? en algún momentointroduce it E t en toda rama abierta .8 de cualquier7, para

todo E-término básico it tal que t E T~(sort(it)).

4. A cualquier aparición de un par de átomosen una rama abierta de cualquier1,, para

el que las reglas 4%, c~, ti o t2 puedanser utilizadas, se le aplicará la regla adecuada
en algún momento.

Paraprobar la completitudde unaregla de construcciónde tableauxbásicosjusta,
pediremosal conjuntode fórmulas 4’, para el cual se está construyendoel tableau,que
estébientipadoconrespectoacualquierramaquecontengaun conjuntode Hintikka. Esta
condición se consigue,obviamente,si 4’ estábientipado conrespectoa la informacióndel
orden entre génerosestáticamenteobtenidade 4’, dondeeste conceptose define como
sigue.

Definición 3.6.9 La información estáticapositiva de génerosde una fórmula y, escrito

se define recursivamentepor:

1. P(s E@ Y) = {s ci«~ s’}

2. P(y) = 0, para cualquier otro literal y.

£ P(yA4,) =P(y)UP(4,).

4. P(—’(y A 4,)) = 0.

5. P(Bxy) = P(y).

6. P(mBxy) =

7. P(-mmy) = P(y).

Para un conjunto de fórmulas 4’ definimos7<4’) = UYE4’ P(y).

Teorema3.6.10 (Completitud) Sea 7? una regla de construcciónde tableauxbásicos
justa. Si 4’ es un conjunto finito de E-sentenciasinsatisfactible y WS(4’,P(4’)) entonces
4’ tiene un tableau básico cerrado construidode acuerdo con 7?.
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Demostración.Supongamosque 4’ no tiene un tableaucerrado. SeaY el tableaupara
4’ construi(lo de acuerdocon 7?. En estascondiciones,Y no es cerradoy por tanto tiene
una ranía.8 que es un conjuntode Hi¡ítikka y quecomutienea 4’. Ahora bien, graciasa
que WS(4’, 9(4’)) y al Teorema3.6.7.podemosconcluir que 4’ tiene un modelo. u

3.7 Tableaux con Variables Libres

En estasecciónpresentamosun métodode tableauxcon variableslibres para LPCD en
el que las fórmulas de la claseGamma introducenvariableslibres, en lugar de térmuinos
bien tipados. Estasvariables libres son correctamenteinstanciadasa la hora de cerrar
una ramna,o de expandiríaaplicandoreglasde desigualdadentredatos. Aquí la palabra
correctamentesignificaquela sustitucióndebeasignara cadavariablelibre x3, un término
it E &(s), paratodaramaE dondex3 aparezca.Lassustitucionescorrectassonnecesarias
paramantenerla correccióndel método,en otro casoel valor semánticode las variables
libres podríaquedarindefinido, lo cual no estápermitidoen nuestraaproximacion.

Definición 3.7.1 Una sustitución a se dice bien tipada con respecto a un tableau Y,
escrito WS(u,Y), si WS(aF~.,,~t~í,B),para toda rama E del tableau Y.

El nuevo método cuentacon las reglas a,¡3 ya conocidasmás las siguientes. Para
5’, supondremosque la signaturaextendidaya con constantesE, también contieneuna
colecciónde conjuntosnumerables5F3’ ,...,S¡-43 s

1, s E 5, desímbolosde funciónde
Skolem,monótonosen todossusargumentos.SeaY un tableauparaLPGD con variables
libres y .8 unaramade Y entonces: u’

«¡‘) Si -Ax
3y E E y s’ «B s entoncesE se extiendecon un nuevonodo etiquetadocon

-ny[ys’/xs}, dondeyS’ es unanuevavariable libre en el tableau. u’

(5’) Si Bx3y E E entoncesE se extiendecon un nuevo nodo etiquetadocon la fórmula
y[f(x~’,. .. ,x~

1”)/x~j, dondefE SF
3’ no ha sidousadoantesen.8 y u’

son las variableslibres de E.

(~j, ~ Si ci t’ (t’ E t para~ ti E t
2[t”]~ E E, a es un unificadorde máximageneralidad

de t y it”, WS(a,Y) y p es unaposiciónmonótona (antiínonótonapara() de t2,
entoncesse aplica u aY y se extiendeEa con un nuevonodo etiquetadocon (ti LE

t2[t’]p)a, ~ wS(y1 ci t2[t’]4a, .8).

(ej, ~) Si t ci /3 (/3 ci it para~), P(tí, . . . ,t4t”}~ t,,j(= A) E E, a es un unificador de
máximageneralidadde t y it”, WS(a,Y) y p es unaposiciónmonótona(antimonótona
para~) de A en i, entoncesse aplica a aY y se extiendeEa con un nuevonodo
etiquetadocon .P(tm, . . . , t4t’]~, , tQcr, si WS(P(t±,. . . , t4t%,,. . . , t,ja,E).

(Refv) Se extiendeE con un nuevo nodo etiquetadocon x
3 LE x5 dondex’ es unavariable u’

nuevaen Y.

u.

a.

a
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(Reff) SeextiendeE con un nuevo nodo etiquetadocon f(x~t,.. . ,x~) E f(x’... . ¿Sn)

dondef es un símbolo de función de £, ~ son variablesnuevasen E y
WS(f(x~. <) fV«, ... ,xJ, E).

Paracerrarun tableaucalculamosun unificadorde máximageneralidady nospregun-
tamossi estábien tipado con respectoa todo el tableau.

Definición 3.7.2 Un itableau Y con variables libres y ramas E
1,. .. , E,, estácerrado si

existe un conjunto de ecuacionesde fórmulas atómicasM = {yi 4,í...., y~ 4~} tal
que Al es unificable, WS{umg(M).Y) y y,, —4~ E E,, 1 =i =lc.

Obsérveseque,dadaunasustituciónO y un tableaufinito Y, el problema¿WS(6,Y)?
es decidibleporquela cuestión¿t E Tv(s)? puedetambiénresolverse,paratodarama E
deY.

3.7.1 Corrección

La correcciónse basaen que la existenciade un modelo paraun tableanY se mantiene
cuandoéstees extendido,en el sentidosiguiente.

Definición 3.7.3 Un tableau Y es básicamentesatisfactiblesi existeuna E-estructura73
tal que 73 h Ya-, para toda sustitución i- básicaque cumplavar(Y) dom(r) y verifique
WS(r,Y). En estecaso decimosque 73 es un modelo básico de Y.

Dado quemuchasele las reglasdel métodocon variableslibres aplicanunificadoresde
máxima generalidadbien tipadoscon respectoal tablean,demostramospreviamenteel
siguientelema.

Lema 3.7.4 Dados una E-estructura73, que es modelo básico de un tableau Y, y una
sustituciónx tal que WSQr,T), entonces73 es modelo básico de Ti-.

Demostración.Si O es unasustituciónbásicatal quevar(Tw) dom(O) y WS(6,Yr),
bastaconprobarquerOesunasustituciónbásicaparavar(Y) tal queWSQrO,Y). Resulta
inmediatoque i-O es básicaparavar(Y). Parademostrarla buenatipificación,seax

3 E E,
siendoE unaramade Y,entoncest = x5r E Yt(s), ya queWS(r,Y). Ademásdeducirnos
WS(Oivar(t),B), debidoa queWS(O,Yr). En estascondiciones,tO = tOIv,,r(r> e
por el Lema 3.4.2(1). u

Lema 3.7.5 La existenciade un modelo básicopara un tableaues preservadapor lasreglas
de expansión.

Demostración. Paralas reglas a, ¡3, 3’, Refvy Reff, la demostraciónes inmediata.
Parala regla~y,supongamosque -n3x3y E B,s’ «B s y quehemosextendido.8 con

para formar Y’. SeaO unasustituciónbásicaquecumple var(Y’) ~ dom(O)
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y verifica 14/5(0,Y’). entoncesO es básicapara var(Y) y WS(O,Y). Sea 73 el muode- mr
lo básico de Y. entonces73 ~ YO. Supongamnosdirectamenteque 73 h SO entonces

73 # (—Gx~y)0. En estas condiciones, si it = 0(j) tendremos~(~y~yS/xfl)O~0 =

= ~(~my)O~tí ,~ (por Lema3.5.5(2)1 it <por la semámitica).
Con respectoa la regla(, seanyj = it ci /3, y~ it

1 E ½{t”%,y ‘it = it1 ci t2[t’J9. Sea
a = umg(t,/3’) tal que WS(a,Y). Aplicando el Lerna 3.7.4 tenernosque existe73, modelo
básicode Ya. SeaO unasustituciónbásicaparavar(Yu) y supongamosque 73 ~ BaO. u’
Usandoel Lema 3.5.5(3) y la transitividad de 73 concluimosque 73 h itaO. con¡o en el
casobásico.

Los casosparalas reglas(~ y $ son análogos. u 02

Teorema3.7.6 (Corrección) Para todo conjunto 4’ de E-sentencias,si 4’ tiene un
tableau con variableslibres cerrado entonces4’ es insatisfactible. u

Demostración. Supongamosque 4’ es satisfactible. SeaY el tableaucerradoy a el
unificador de máximageneralidad,con WS(a,Y), que cierra Y. Entonces,aplicandoel u’

Lema 3.7.5,obtenemosqueYa admiteun modelo básico,lo cual resultaimposible. U

u
3.7.2 Completitud

En esta secciónprobamosla completituddel método de tableauxcon variables libres
u’

mostrandoquelos tableauxbásicoscerradospuedenser elevadosatableauxconvariables
libres cerrados.Amites de presentarel correspondientelemade elevación,demostramosque
el resultadodel Lema 3.4.4(3)puedeextenderseal casode los tableauxde forma natural.

mr
Lema 3.7.7 Seant,t’ dos términos, Y un tableau, y una fórmula y r una sustitución
que respeta los génerosde forma estática tal que WS(s,Y). Si ti- = /3~r y O = urng(t, it’)
entonces14/5(9 Y). u’

Demostración. SeaO = [tm/xmSl it~/x,,S~~J. Supongamosque x~
5 E var(E), para

algún 1 < i < n y una rama E de Y. Por la generalidadde O obtenemosque t
1r = u’

~S1i- Además,usandoWSQr,Y), obtenemosy E Y~Q(s~), por lo que, aplicandoel Lema

3.4.4(1),concluimost E Yt(s~). U
u

tema 3.7.8 (Elevación) SeanY un tableau con variables libres y r, una sustitución
básica tal que uar(Y) LE dom(i-), WS(i-,Y) y r respeta los génerosdc forma estática. e
Si Ti- puedecerrarse mediantelas reglas Ref 4m, 42, ~ y &, entoncesY puedecerrarse
usandoRefv, Reff, (, ~, ~ u

Demostración. Por inducción sobreel númeron de aplicacionesde Ref, 4%, 4%, ~ y ~2 u.
usadasparacerrarTi. Si u = O entoncesTi- estácerradoy Y estátambiéncerradopor
el Lema 3.7.7.

Parael paso inductivo, sean B1,. .. , E1 las ramasde Y, y B* la ramaobtenidaal u’

extender,digamos E~r, con la primera aplicación de Ref, 4%, 4%, h y c~2 La idea de

u.

0

u’
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la demostraciónes extenderY a un tableauY’ con ramasEl,...,B, usandolas regias
perniitidasen el lema, y extender‘r a unasustituciónbásica9 querespetelos génerosde
forma estática,tal quevar(Y’) dom(r’) y WS(r’, Y’). y tal que .8%’ = Ej, 1
j ~ ‘¡y Ei-’ D .8*. En estascondicionesla demostraciónse completaaplicandohipótesis
de iiiducci~it a Y’’r’.

Analicemosentonceslos distintoscasosposibles,dependiendode la reglautilizadapara
obtener.8*. En lo quesigue, omitiremosel subíndicei parasimuplificar la notación.

El casodc la regla Refes inmediato,usandoRefven E con unavariablenuevaen Y.
Veamos el casode ~, probándosede forma similar el resto de los casos. Sin pérdidade
gemieralidadsupongamosqueBr es extendidacomo sigue

E Br

Br
tLE/3 ti- ¿/3r

dondet~r~1. = ti-, p es unaposiciónmonótonade P(tjr t,,r) en i, y WS(P(tír,...,
. t~i-), E). Como se pruebaen el siguientelema, existe q E Pos(t~), q =p,

tal queE puedeserextendidaa unaramnaE” E Y”, usandosólo Reff, ( y ~4,tal que
E C E” y E” contienetambién unadesigualdadaq E a’~ (a~ E aq, si q es unaposición
antimonótonade P(tí,. .. ,t,,) en i), y existeunasustituciónbásicar’ queextiender tal
que:

i) ar’ = (tui-[q)~t’i-}p..q

‘ti) 9 unifica aq y tt~q.

vii) var(Y”) dom(r’), WS(r’, Y”) y Y respetalos génerosde formaestática.

De u) y iii) deducimosla existenciade cx = umg(aq,tijq) y WS(a,Y”), por el Lema 3.7.7.
AdemástenernosWS(P(tí ti[a,]q, . . . , t,,lla, E). En efecto:

WS(P(tmr,. . . , ¼r[t’r],, . . . , t,,r), B) ~. WS(P(tmar’,. . . , (t4aJ¿ur’, . . . , t,,a’r’), E)

(por i) y u))

~ WS(P(ti, . . . , t4a~j~,. . . , t,)a, E)
(por el Lema 3.4.4(2))

En estasituaciónpodemosaplicar ~j a aq ci a (o ¿~ a a~ q aq) y P(t1 tk) para
obtenerE’ = B”a U P(ticr,. .. , (t~ [a]q)u,... , t,,a). Paracualquierotra ramaE’ distinta

.1
de E se tieneque E9 = B~cr.

Ahoraveamosquehemosllegadoa lo quebuscábamos;en efecto, paraj ~ i se tiene
queE)-’ = E~ar’ B1r, y para E’, queB’r’ D B pues:

• B”ar’ E”? (por u)) D Br’ = Br (ya que Y coincide con r en E).
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‘Vi”’ L”qJg)~’’ . tkOT) P(t1 ‘r, . . . , t~w[a 91 . . .

<ya que q E Pos(ti). 9 coimícíde con r en E

y ii))

P(t1 i-. tiTI(tui-jq)ft’1]p....qJq,...,tki-)

(por i))

= P(t1r,..., t~r[t’ri~ tki-)

Además,la inducciónpuedeseguiraplicándoseporqueWS(’r’. Y’) sededucedeWS(r’.

Y”). En efecto, sea E1 una rama cualquierade Y’ y x
3 E var(Eí); sea B

2 la rama
correspondientea en Y”. Si x~ E var(S2) hemosacabado.Si no, existey~ E var(B2)
tal que x

3 E var(a(y~)). Entonces,por la generalidadde a, tenemosquey¼i-’= y5r’ E
.7j?2 (s’), ya que WS(r’.Y”). Aplicando el Lema 3.3.4(1) y (2), se puedeprobar que si
u E 7LBI<sort(u)) entonces ujq c ~

2B1 (sort(u~q)),paratodo términou y todaposiciónq de
u; asíusamosquer’ respetalos génerosdeforma estáticaparaconcluirquexii-’ E YVBI (s). u.
u

El anterior lema pruebaque la extensiónde Ti -sepuedeelevar inclusoen el casode
que la reglade extensiónhaya sido aplicadaen una nueva posición introducidapor r. —
Esto es posiblesin másqueconstruir la inecuacióndeseadaaq a~ mediantesucesivas
aplicacionesde 4%, 4 y Reff

u.1

Lema 3.7.9 Usando la notación y condicionesdel lema anterior, si t~i-~1, ti -entonces

existeuna posiciónq de t~, <‘¡ =p, tal que Y puedeexpandirseusandoúnicamenteReff, 4%
i’ 4%~ de tal modo que sólo cambia la rama E que es extendidaa una rama E’ E Y’ tal que
E’ DE y E’ contiene también,para cadaposición r. q < r =p, una desigualdadar ~
O a’ LE 12,> según sea r una posición monótona o antimonótonade P(ti’r tk’r) en

respectivamente,y existeuna sustitución básica 9 que extiende‘r tal que: u’

1. Ori-’ = (ti7jr)[t7jp~r, a~T’ = (ti7jr)[t’i-~p~.r

e
2. 9 es un unificador de aq y tj¡q.

3. var(Y’) ci dorn(i-’), WS(r’, Y’) y r respeta los génerosde forma estática.
e

Demostración. Seaq la mayor posiciónde t~ tal que q < p. La existenciade E’ y 9
verificando (3) y (1) se pruebapor inducción sobre la longitud de r. A partir de estose
deduce(2) de forma inmediata.

Si r = p entoncesit E it’ puedeusarsecomoar E a~. y no es necesarianingunaextensión
de E o i-. En estecaso, (3) es trivial y (1) se tiene porquearr’ = ti- = (t~i-~~)[tr]~ y

9 = t’w = (t1i-!~)[t’r]~.
Parael paso de inducción,asumamosque tenemosE” y Y’ paraq < r =p. Veamos

cómo extenderE” para incorporarunadesigualdadpara la posición q. Seap — q =

para alguna j E N y alguna cadenar’~ supongamosque 1 = q.j es unaposición u’
monótona de P(tm’r- t,,’r) en i, por lo que, por hipótesis de inducción, a1 E a (t)

u’

u’

u’
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está en E” ~ T” y se tiene (1) para 1. Ya que 1 E Pos(t~’r), existe un símbolo <le
fuimciómm f de andadni (> j). tal que t,’rlq = f(ui u’m), paraciertos térmimios básicos
u1 urn con génerosestáticossj ,...,5,,, (ademásu~ e 7tBs~), por ser WS(r,Y). por
el Lemna 3.3.4(1) y (2)). ExtendernosE” aplicandoReff con la fórmula f(z?’. 44’) LE
f (z’fl z%~’) (4), siendo4’...., 4~t variablesnuevasen Y”. La reglapuedeser aplicada
porqueWS(f(z?’ 4jn) ; f(4i . . . 47j.E) es consecuenciade la buenatipificación
de ‘r y por tanto de t~’ílq con respectoaE.

Supongamosahoraquem(f)(j) O y consideremosa’ = [a¡/z13. Entoncestenernos:

• a=urng(a¿,zJ).

• WS(a,Y”). En efecto,puestoquez2 es nuevaen el tableau,es suficienteprobarque
aj E Yfls3). Tenemosque ajr” = u1[ti-]p.í = u1, porque t~r~ = ti-. Recordemos
que u1 E TÉ(s1); así acabamosusandoel Lema 3.4.4(1) paraconcluir a¡ E Yg(s1).
Por otra parte, a E Y?(s1) porquea¿’r” = ug[t’i-]~..¿, u1[t’r]p..ú E Yt(s1) y el Lema
3.4.4(1).

• WS(f(zi. . . . , zp.1,a1,zpj, . . . , z,,,) E f(zy, . . . , z1..j,a1,zp~j zm). E) comocon-
secuenciade los puntosanteriores.

En estascondiciones4% puedeser aplicadaa (4) y (4) mediante cx, produciendola
siguienterammía E’:

E”

f (zi, . . . ,zI..m,aí,zJ+l zm) E f(zm, . . . ,zJ....i,al,zJ+i,.. .

f (z1 zp...m,a¿, zj*í, . . . , z,.,,) ci f(zí, . . . , z1.-.m,a1, zj41, . . . , z,,~) (§)

El restode las ramasno cambianpuesz1 es nueva. Ahora si tomamos9 =

upj/zj’, u1±m/z.$’,... , u,,jz~’], se puedeprobardirectamenteque (5) es la fórmula
quebuscábamos.Obsérveseque (3) se tieneinmediatamentepor la construcciónde E’ y
la definición de 9.
El restode los casos(k es posiciónantimonótonao m(f)(j) = 1) se pruebande manera
simnilar usando4% cuandoseanecesario. U

Paraprobarla completituddel método,enumeramosel conjuntode variablesX como
x1,x2,... de modoque-y’ es aplicadaaunafórmulay en unaramaE, instanciandoy con
la primeravariable libre x~ todavíano usadaen el tablean.Análogamentese procedecon
Refvy Reff. Ademásconsideramosun límite 1 > 1 parael númerode ‘y’-aplicacionesde
cualquierapariciónde unafórmulade claseGammaen unarama.

Definición 3.7.10 La definición de regla de construcciónde tableauxcon variables libres
es similar a la del caso básico. Una regla de construcciónde tableauxcon variables libres
es justa con respectoa un limite 1 para el númerode -‘¡‘-aplicaciones si, para toda secuencia

de tableauxY0, 7j,.. . para un conjunto de E-sentencias4’ construida de acuerdo con 7?.,
se verifican las condicionessiguientes:
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• A toda formula que •no sea un literal y aparezca en una rama abierta de cualquier

‘77, se le aplicará en algún momentola reqía de expansiónadecuada.

• A cualquier aparición de una fórmula de clase Gamma en una rama abierta de mr
cualquier tablean Y se le aplicará y’ hasta 1 vecescon variables nuevasen el tableau.

• 7? introduce en algún momentox E x y f(xí x~) E f(xí, .,,), en cada mr

rama abierta E de cualquier tablean, para toda variable nueva en el tablean x, y

cadasímbolode función f de E y variables nuevasen el tablean x1 ,...,i$,, tales que
WS(f(xi. ,‘) E f(xí. ,j. E), respectivamente.

• A cualquier aparición, en una rama abierta de un tableau ‘77, de un par de átomos

a los que se les pueda aplicar alguna de las reglas 4%, 4%, ~ o ~, se le aplicará en mr

algún momentola regla adecuada.

Teorema 3.7.11 (Completitud) Sea4’ un conjuntofinito insatisfactiblede Y-sentenczas a
tal queWS(4’,P(4’)). Existe un límite 1 =1 para el cual, siR. es una regla de construcción
de tableauxcon variables libres, justa con respectoa 1, tal que:

a’

(i) la aplicación de todas las reglas de expansiónde primer orden se haceal principio

(u) toda aplicación posible de las reglas de expansiónde desigualdadentre datos se hace u’

después

entonces4’ tiene un tablean con variable libres cerrado construidode acuerdo con 7?.. u’

Demostración. Consideremosuna regla justa de construcción de tableaux básicos7?’
similar aXt, pero en la que no se limite el uso de -y-aplicaciones.Por el Teorema3.6.10
existeun tableaubásicocerradofl para 4’ construidode acuerdocon 7?’. Sea1 el mayor
númerode-y-aplicacionesaunafórmulaen cualquierramade Y~. ExtendamosY9 aplicando
1 veces la regla -‘¡ a todaapariciónde fórmula de claseGamma en Y9 y movamos las
aplicacionesde las reglasde desigualdadentredatosal final de la rama, lo cual es posible
porquelas fórmulasresultantesde estasreglassonliterales. Sea77 lapartede estetablean m
transfornmado,antesde aplicar las reglas de desigualdadentre datos. Consideremosel
tableaucon variableslibres Y construidode acuerdocon 7?, simulandocada-y-expansión
que introduceel término básico t E Y~?(s) en ‘7, mediantela y’-expansiónque introduce

la variable libre xsort(<) en Y. Seacx la sustituciónbásicaque relacionaambostableaux
(Ya Y». ObsérvesequeWS(c,Y)y quea respetalos génerosde forma estática. En
estascondicionespodemosutilizar el Lemade Elevación3.7.8 paraconcluir queY puede
cerrarse. U

tIZ’ modifica ligeramenteel conceptoderegladeconstrucciónde tableauxbásicosya queó se aplicaay e
conun término funcionalde Skolemf(tí ‘It) en lugar de con una constanteauxiliar, siendo ti,...,
los términospreviamenteintroducidosen y por algunareglade expansion.

•2,,

u’

mr
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3.8 Ejemplos

Fu estasecciónpresentamosalgunostableauxen LPGD usandolos mnétodospreviammiente
luitfOdui( idos

Ejemplo 3.8.1 Seans, s’ dos génerossobre los que estándefinidas las relacionesbinarias

Rt’<. R,~ y R~Y~’. Supongamosque R~ ~ R~’ son reflexivas. Demostramosque si .s” es
un subgénerodc s y Y tal quepara todo elementoa de s y b de s’, aRb se verifica cuando
existe un c en s” con aR~cy cR5eb,entoncesla restricción de .8 a s” es reflexiva.

El problemapuede plantearseen LPGD como la derivación de y = Vz~”(z~”Rz~”)
a partir de los axiomas 4’ = {1 Y’ E~ s,2 : s” E~ 1,3 : ~ A

~ x~R’y~ ), 4 : Vx
5(x~R<x~),5 : Vy~’(y~’R

5’y~%}.
En la Figura 3.1 mostramosel tableaubásico cerradoYb parael conjunto formado

por 4’ U (6 .-uy}. En estey los siguientestableaux,hemoscondensadola notaciónpara
facilitar su lectura; así cada -y-expansiónconlíeva la eliminación implícita de la doble
negaciónmediantela regla a.

Usamosla demostracióndel Teorema3.7.11 paraconstruirel tableanconvariablesli-
bresY dela Figura3.2. Ademásdicho tableauestácerradopor elLemade Elevación3.7.8.
En efecto, 9 = umg(flb : u~’Rsz~ 9 : xs’ R5x~”,17 .z~”R5’v~” ~ 10 : y/’~5,~”, 14
u<‘ Rv~” 8: c~ Rc~’ }) = rc~’ /x~” , ca’’ /yS’’ , ca” /u~’’ , ca’’ /v~’ , ca’’ /z~’3 verifica IVS(9,Y).

A veceses posibleconstruir tableauxcerradoscon variableslibres sin seguir los pasos
de la demostracióndel Teorema3.7.11. Estees el casode esteejemplo, ya quepodemos
imítroducir variableslibres del mismo géneroque la variableuniversalmentecuantificada
en cada-‘¡‘-expansiónparaobtenerel tableaucerradoY’ de la Figura3.3.

ObsérvesequeY’ estácerradoporque9’ — [ca”/xs,cs”/yí’,cs”/us,cs”/vs’,cs”/zs”] =

u’rn.q({16 9,17zt 10,14 8)) verifica WS(O’,Y’). Nótesequeestecierre esviableporque
la informacióndel orden entregéneroses comúna todaslas ramas;podemospensar,por
tanto,quedichainformaciónestáestáticamentefijada en la signatura.

Ejemplo 3.8.2 Seauna signatura con géneros5 = fsm, ~2, 53, 54}, una constanted’~ y un

s2mbolode predicado1’ E ~S2,Si monótono en susdos argumentos. Sea4’ = fi : sj LEn

~2 ‘—~ VX$2VXS1P(x$2, xS1), 2 : (s4 cm 53) y (s4 cm sl), 3 : (si E~ s0 V (t LEn s0,4
VxSí~.iP(xS2,d),5 Vx”

5P(x5%d)} y y = 84 E~ s
3. Entonces4’ h y.

Probamosque 4’ ~ y con el tableauconvariableslibres Y de la Figura 3.4.
ObsérvesequeY estácerradoporqueO = umg({6 : 84 LEn 53 7 : 84 ~n83,11 :

8m LEn

9 : s~ ~n 52,17 : p(y52 d) 16 : P(x32,xs4), 15 : P(ysi d) 13 : P(x5~,d)}) =

[y’~~/x~~,d/x5~, ySQ/x52] verifica WS(9,Y).
Obsérveseque si en la obtenciónde 13 hubiéramosintroducidola variablelibre 92 en

lugar de xSa,entoncesla buenatipificación del tung correspondientedependeríade elegir
92 /y33 (mal tipado) o y53 /02 (bien tipado). Estasituaciónes posibleporqueconel uso de
9~ estamoselevandoen realidadun cierrebásico,siguiendolos pasosde la demostración
del Teorema3.7.11 y por esocualquierumg estábien tipado. Nóteseque estono ocurre
si introducirnosla variablelibre 92 en el tableau.
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9,

9

u’

o
aa6

e

8: -tc~” Re”’ eya4

9: c3R,c’

‘yab

10:

a3

11: Vys’(Bz~”(e~”R
8z~ A z~”R5’y~’) ~4¿‘E?’) —

‘ya 11

12: (39” (e
3 R

5z
8 A z”’R

8’c~”) ‘—* ea” EJ) e

13: -“59 (c~”R,z”’ A z”’R,’c~”) 14: ca” Rc”’ U’

‘ya13 e
15: —«ca’ R5c~” A ea” R3’c~”)

e

16: —‘¿R8c’ 17: -‘e
3 R

8’c
8

Figura 3.1: El tableaubásicocerradoYb. e

e

e

u’

e

e



3.8. Ejemplos 53

na6

7: Bz3 -jz~” Rz”’)

¿‘a?

8: ‘-‘e3 Re’

‘y’a 4,1

9: xi R
5x’

y’ a 5, 2

10: yS .8, y’

‘y’a.3,1

11: Vy’j~z”’(u”’R,z”’ A z’”R,’y”) ~ u”’Ry”)

y’ a 11, 2

12: (Bz”’ (u”’ .8,9” A 9 R,’v”’) —* u’’ .8v”’)

13: -‘Sz”’ (u”’J?,z”’ A

y’ a 13

15: -‘(u”’ U,:”’ A 9” R,’v”’)

Figura3.2: E] tableaucon variableslibres cerradoY.

14: u’ Br’
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a-

e.

e

aa6

7: 19 -‘(z”’ .8V”)

¿‘a7 a’

8: -“e’ Res
e

9: x8R,x’

<aS

10: y”R,’y”

-‘¡‘a 3

11: Vy”(Bz”’ (u’R,z”’ A z’’R,’y”) -4 u’Ry”) u’

y’ a 11

12: (3:”’ (u<R,z”’ A 9” R,’v”) —* ¿.8v”) a’

a
13: —~5z”’(u’R 9 A z”’R,’v”) 14: ¿.8v’

‘y’a13
u’

e

16: -‘u’R,z’ 17: -ir’ R,’v’

Figura 3.3: El tableauconvariableslibrescerradoY’. e

a

a’

e

u’

U’
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6 : ‘84 La 53( -“y)

¡8a2

8: s4 LEn

3a3

9:s~ ci~s2 lO:saEns2

/3tol ‘y’a4,1O

<a12 7a5

14: VxSIP(x
32,x’L) 15: P(y”,d)

a 14

->“ to 4

Figura 3.4: El tableaucon variableslibres cerradoY.



56 3. Preórdenesy géneros dinámicos r

Ejemplo 3.8.3 Para motivar la necesidaddel Lerna 2.7.9, veamoscómo recon.strqúrnos a-
los térrnino,s involucradosen un tableau básico cerrado. Seauna signatura con géneros5 =

{.s, s~ .s’2}, dos constantesa~,~ y dossímbolosdefuneiónf E F’s,sI.~<.~~y E P’$
2~SI

monótonosen todos susargumentos.Probaremos{s22 E f)S? } k 3?’ f (g(b) xi ) 1
LE f(y,’<’ y(a)).

Usandoel métodode los tableauxbásicospodemosconstruirel tableaucerrado7; cíe U’
la Figura3.5.

1:0,32 LE 632

2 -‘3x3’By’’f(g(b’~), x’’ , xi’) E J(y” , ?1

ya2 u’

3: —By’’ f(g(b’2),g(a’2),g(a52)) ci j(y’’,y’’ ,g(a32))

‘y-aS

4 ‘-‘f(g(b3’),g(a’fl,q(a’’)) E f(q(b’2),q(b’2),q(a’2))

R.ef

5 : f (g(b52), g(a’~ ), g(a52)) E 1(.q(b’~ ), g(a” ), g(a’~’ ))
e

a 5 y 1
6:1(9(652),g(a52), g(a52)) E f(g(b3~),q(b’fl,g(a’~))

U

Figura3.5: El tableanbásicocerradoY
6.

e

Paraelevar 7; necesitamosaplicar las regiasReffy 4% paraconstruir las nuevasposi-
cionesintroducidasen ‘fl. El tableauresultanteY apareceen la Figura3.6.

Obsérvesequeen laobtencióndela fórmula6 de Y severifica queaestábientipadocon
respectoal tableancorrespondientey queWS(g(a’~) E g(aS2),E). Ademásen la regla 4%
aplicamosaa todoel tableanpor lo quela fórmula5 pasaaseren realidadg(a

32) LE g(a~2>.

Lo mismosucedeconlaobtenciónde la fórmulaS.Parafinalizar nótesequeYestácerrado u’

porque O = umg({S : f(u3~, g(a~~),vA’) E f(u’’ , g(b’~), nl3’) 4 : f(g(b52), xi’,?’) LE
¡(y5’, y3’, g(as’))} “~ [g(b32)/uSí g(a32)/xSI,g(a32)/wSí ,g(b’~)/ys’j verifica WS(O,Y).

e

3.9 Implementación
u’

Entre todoslos lenguajesde programación,parecequeProloges especialmenteadecuado
paradarsoporteaunaimplementacióndel métododelos tableauxconvariableslibres. De
hecho,a la no existenciade la secuencialidadexplícita,podemosañadirla ventajadeusar
las variableslógicas paraimplementarlas variableslibres, y así conseguirde unamanera
automáticael efecto<le unificaciónen todo el tableau.

e

e:

a



3.9.1 Cluusl

1 a’$2 LE 6’’

2: mBx’3y3tf(g(b’2),x’~,x’t) E f(y’’,g’’.g(a”))

‘y’a2

3: -‘By”’f(g(6”),x’~,x’~) E f(ySIy’lg(a
52))

1 -y’a3

4: -if(g(b’2),xSI,x’1) ; f(yStyslg(a32))

Reff

5 : g(z”) E g(zs<

Cf a5y1;a=[a~’/z”]

6: g(a”) E g(b”)

Reff

7 : f(u’’ , y’’, w’~ ) E f(uSt, , w’’

a 7 y 6; a’ = [g(a”)/v”]

8: f(u’I,g(aSí),w’I) E f(u’’,g(b”),w8’)

Figura 3.6: El tableaucon variableslibres cerradoY.

En la construccióndel demostradorqueaquípresentamos,se ha consideradoun diseño
mnodular bien estructuradoparaconseguirunaversión fácilmenteextendibley modifica-
ble. Con este propósito, su desarrollopasapor tresetapas: (1) Chusí, que implementa
un método de tableauxcon variableslibres para LPO, (2) Chus2, que extiendeChus1,
incluyendoreglasparael tratamientodel orden entre géneros,y (3) ChusS, un sistema
todavíaen desarrollo,queconsiderarálas reglasde extensiónde desigualdadentre datos.

3.9.1 Chusí

Chus1 es un demostradorde teoremasde primer ordenbasadoen el métodode los tableaux
convariableslibres. Aunqueadmitecomo input cualquiersentencia,sólotrabajasobrelas
denominadasSkolemizednegation normalforms (SNNFsen adelante),reduciendode esta
forma la cantidadde reglasaplicables,ya quelas reglascx (aplicadaadoblenegación)y ¿5’
no son necesarias.Así, lo primeroqueChus] hacees transformarla sentenciade partida
en SNNF.El principalpredicadode Chusí es test/2 y se define por:
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test(X, Qdepth)
reset

snnf(neg X, [1 SNNF _ ),

expand(nb(SNNF, [1, fl 4 [1, Qdepth) , Tree\El),
closed(Tree)

Para resolver el objetivo : — test (X, Qdepth), primero se construye la SP/NF(le -iX.
mediante la llamadaa snnf(neg X, [3 ,SNNFQ, dondela variable SNNF se instanciaa
la sentenciadeseada.Ya que se puedennecesitarnuevos símbolosde función, asamos
un contadorglobal: y lo inicializamoscon reset. Para SNUF, se construyeun tableau U’

completocon expand(nb(SNNF,EJ , EJ#U,Qdepth),Tree\EJ);completosignifica que las
-‘¡‘-expansionesestán permitidasen cada rama con límite Qdepth, por lo que un fallo
puededebersea que la expansiónconseguidano seasatisfactoria. El constructornb/4
representauna ramaanotada,cuyos parámetrosestablecenla fórmula bajo expansión,
la lista de fórmulas todavía no expandidas,la lista de los literales positivosy negativos

apresentes,y el límite de <-expansiones.El parámetroTree\ [3 recoge la expansióny es
implementadocomo unaestructurade datosincompleta.

Hastaestepunto, el demostradortrabajade forma determinista,por lo queel corte
u

elimina las posiblesalternativaspendientes.Unavez quese obtienelaexpansión,se intenta
cerrar cadaramade Tree encontrandounasustituciónadecuada.Esto se realiza con el
predicadocl.osed(Tree),usandoel predicadooculto u.nify/21. Corno hemosdicho, el a
procesode unificación se beneficiade la unificaciónde Prolog, en el sentidode que si una
variable libre es instanciada,seráinstanciadaen todo el tableau. Obsérveseque en el
procesode cierre, unasustituciónpuedeser descartadasi no permitecerrar otra rama, a
por lo queel backtrakingpuederesultarnecesario.

El diseñomodularcorrespodientea Chus1 comprendelos 6 módulosde la Figura 3.7.
Los módulossnnfy expandcontienenlas reglas correspondientesa los predicadossnn±
y expand,respectivamente.Comotanto en el procesode skolemizaeión,como en el de
-‘¡-expansión, necesitamosinstanciarlas variablesqueaparecenen determinadasfórmulas,
estos dos módulosacudenal predicadoinstance/3del módulo instance. En el módulo
elosurese encuentrael predicadode cierre closed/1,que requierea su vez el predicado
unify/2 del módulo unifyj

a

3.9.2 Chus2

Considerargénerosdinámicos implica varioscambiosen Chus1. En primer lugar, es nece-
sanala declaraciónestáticade cualquierconstanteo símbolode funciónqueaparezcaen
la sentenciade partida. Obsérveseque los símbolosde función de Skolem tienen queser
declaradosdinámicamente.Todo éstose consigueusandopredicadosdinámicos. e

En el procesode expansión,tenemosquemodificarla regla7 paraqueadmitagéneros
ordenadosy, además,tenemosque implementarla relación de subgénero<eA. Para lo
último, construiremosel cierre transitivo de la informaciónde ordenentre géneros,cada a

tEste contadores implementadocomopredicadodinámicoen el módulo instanee.

¾inify/2respetael occur check.

u

e

u’
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Figura3.7: Jerarquíade módulosde Chusl.

vez que se detecte una nueva desigualdad. EJe esta forma, la regla -‘¡‘ se implementa
de maneraque, en una únicaexpansión,se introducen todas las posiblesinstanciascon
respectoa la informaciónactual de ordenentregéneros.

Ademásel género de cada variable libre debedeclararse,pues será necesarioen el
procesode cierre. Parapoder asegurarqueuna sustituciónbien tipada con respectoa
la ramaesté bien tipada con respectoa todo el tableau, asociaremosa cada variable
libre la informaciónde orden entregénerosqueexistíaen la ramacuandola variable fue
imítroducida.

En el procesode cierre, tenemosquemanejarlas desigualdadesde ordenentregéneros,
quepuedencerrar unaramade forma trivial, y asegurarnosde que unasustituciónde
cierre estábien tipadaconrespectoa todo el tableau.

Emm el procesode unificación, dos variablespuedenser identificadaspor lo que su
informaciónde orden entregénerospuedecambiar. Comoel backtracking estápermitido,
no podemosimuplementarla declaraciónde las variableslibres comopredicadosdinámicos;
esta es la razón de la aparaciónde nuevosparámetrosen los predicadosexpand/4y
closed/3de másabajo. Así, el parámetroA\A de expand/4contiene la lista del género
y (le la jerarquíacorrespondientea cada variable del tableau. Como la informaciónde
cadavariable libre se generaen la expansióndel tableau,usamosel parámetroVs\ E) de
expand/4como acumuladory, entonces,utilizamosy/o modificamosVs en el procesode
cierre.

En estascondiciones,el predicadoprincipal test/2 se convierteen:

reset,
snnf(neg X, U, SNNF, 9,
expand(nb(SNNF, EJ. E]U[], []#EJ, ~depth), Tree\[], AYA, Vs\E])4,
closed(Tree, Vs, ..j.

El diseño modular correspodiente a Chus2comprendelos7 módulosdela Figura 3.8. El

nuevo módulo declaration se encargade generarlos nuevos símbolosde funciónde Skolem
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Figura 3.8: Jerarquíade módulosde Chus2.

y (le gestionarsus(leclaracionesen cuantoa géneros,duranteel procesocíe skolemizacion.
Además,se dedicaa la gestiónde las declaraciones(le las variablesintroducidasen cada
‘y—expamísIon.

a-

3.10 Conclusionesy trabajos relacionados
u’

Hemosintegradogénerosdinámicosy preórdenes(anti)monótonosen la lógica LPGD para
laquehemosdiseñadométodosdededuccióncorrectosy completosbasadosenlos tableaux
semnánticos.

Como en LEO, los tableaux básicos resultan ser un mecanismoineficiente de de-
muostraciónya que introducentérminosbien tipadosde forma aleatoria. Paraevitar este
problema,los tableauxconvariableslibres usanvariablesqueson instanciadasparacerrar a-
o extenderun tablean.

A propósitode la eficacia del método de tableauxcon variableslibres cabe decir lo
siguiente: u’

1. Con respectoalosgénerosdinámicos,estemétodosólonecesitaunificaciónsintáctica
si biendebemoscomprobarqueel umg correspondienteestábientipadoconrespecto
atodoel tablean. En estesentido,parecequelos génerosdinámicosno añadencom-
plejidada LEO, pueslaunificaciónsintácticay la comprobacióndebuenatipificación
sonproblemasdecidibles.Sin embargo,paraasegurarcompletitud,la regla-y’ puede a’

instanciarla variableuniversalmentecuantificadaxi con variablesde la forma y’
dondes’ es cualquiergénerotal que s’ ~<~s, por lo que el métodoes ineficiente ya
que la elecciónde s’ es aleatoria, a-

En el capítulo 4, construiremoscálculos terminantesde unificaciónqueseparenel
problemade los génerosde la indecidibilidad de LPO. Sin embargono usaremos
LPCD, sino que extenderemosel poder expresivode esta lógica mediantelo que u’

denominaremosdeclaracionesde términos.

2. Con respectoa los preórdenes(anti)monótonos,elgran problemaresideen la necesi-
dadde los ineficientesaxiomas de reflexividadfuncional Reff, ya queel símbolo de
función elegidoen elloses aleatorio.
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En el caso de la igualdadse ha demostradoque tales axiomas son innecesarios
[Brand 75], [DCV 97], [DV 94], [DV 98]. Nosotrosestudiaremossi estas técnicas
puedenaplicarseapreórdenesmomiótonosen el capítulo 5.

Los resultadosqueaparecenen el presentecapítulo son el fruto de diversostrabajos
previos. En [MG 96] y [Mart 963 se estudiala lógicaLPGD, perolos mnétodosde tableaux
no son los mismos. La diferenciaestriba en que la relación K< se trata allí de forma
explícita mnediantela reglasde expansión:

5i ~‘t¿ ~2

Refu) ________ Tranu) ~2 LE.~ s~

sLEus sILus3

Además, las sustitucionespermitidasen ellos siemprerespetanel género de forma
estática,por lo que los resultadosson similares,pero sobreunabasediferente.

Más diferenciasexistencon respectoa [GLMN 96], dondeLPCD se hace trivalorada.
La interpretaciónde los términoses la misma que la queapareceen este capitulo, pero
las fórmulas mal tipadasse evalúana u (un tercer valor booleanoqueexpresaincertidum-
bre) en vez de interpretarsecomo f. Esta aproximaciónintroducenuevoscambiosen el
planteamientode las reglasde los tableaux. Por ejemplo,en las reglasbásicasc«~,~y

~2 exigimos que las premisasesténbien tipadasen lugar de pedirlo en la conclusión. En
cuantoal cierre de un tableaubásico,exigimosquelos átomoscomplementariosesténbien
tipadosparaqueasíno se evalúena u y, por tanto, forzar aquela contradicciónsemámítica
exista. Los tableauxcon variableslibres en [GLMN 96] tambiénse basanen unificación
sintáctica.



*

3. Preórdenesy géneros dinámicos

a-

a-

U

U

o

u

u’

•~

e

t

e

52

e



Capítulo 4

Declaracionesde términos

En este capitulo solventamoslas carenciasdel sistemade tipos usadoen LPGD. Para
ello, nos olvidamosde los preórdenes,y nos centramosen el diseñode mecanismosmas
especializadosemx el manejode los géneros.Sinembargo,no partimosdel sistemadegéneros
dinámicos incluido en LPCD, sino que extendemosel poder expresivode ésta usando
declaracionesde términos. Paraesta nueva lógica construimosmétodos de deducción
correctosy completosbasadosen tableaux. Además,incluimos un cálculo de unificación
tipa(la (lentro del métodode tableauxconvariableslibres, quese usaparacerrar tableaux
en un solo paso. La importanciade estecálculo resideen que es terminantey, por ello,
puedeusarsecomo un procedimientode decisión. En estesentido,adiferenciade lo hecho
para LPCD, hemosseparadola complejidadde los génerosde la indecidibihidadde la
lógica de primer orden.

4.1 Introducción

En el contextode los sistemaslógicos, los géneroshansido ampliamenteaceptadoscomo
un mecanismoútil paraincrementarla eficacia,reduciendoel espaciode búsqueday per-
mitiendo representacionesmásnaturales.Dos aproximacionesprincipalesse hanseguido
en la incorporaciónde los génerosa las lógicas. Por unaparte,se dice quelos génerosse
comportanestáticamentecuandolas propiedadesde éstos-talescomo lasjerarquíasy las
declaracionesdel génerode las operaciones-se fijan en la signatura[Cohn 871, [Walt 87],
[55 89].

Por otra parte, se dice que los génerosse comportandinámicamente cuandola in-
formación sobregénerose individuos coexistedentro del mismo marco formal [Fris 91],
[GLMN 96]. En este caso, la mayor expresividadse consiguecuandolas declaraciones
del génerode las operacionesse expresana travésde un nuevocontructor de fórmulas.
Así aparecenlas llamadaslógicas con declaracionesde términos [Weid 91] como un sis-
temalógico queincluye, en un único formalismo,unalógicaheterogéneaclásicajunto con
toda la informaciónque las declaracionesde términosconllevan (relacionesentregéneros
y declaracionesdel génerode los símbolosde función).

Estecapitulo sigue una líneade investigaciónorientadaa la construcciónde métodos
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de tableauxparalógicas con declaraciones(le términos [GLMN 97], [MCL 98]. [MC 99],
[MCL 00]. Emí lugar de definir nuevasreglasde deducción,separamoslos génerosde LPO
usandoun cálculo de unificación tipada. Este cálculo sirve para unificar un conjunto
¿le ecuacionesobtenidas(le literalespotencialmentecomplementariosqueaparecenen las
ramnas(leí tableau.Las variableslibres presentandos ¿lifictiltadesa teneren cuentacuando
diseñamosel cálculo tipado. En primer lugar. tieííen un géneroasociadoestáticammiente
que restringesu dominio [Weid 91], [Fris 91], [CLMN 96], de modo que sólo podemos
aplicar sustitucionesqueesténbien tipadas. Esto significa queel género(estático)de la
variablesustituidadebecoincidir con el género (dinámico) del correspondientetérmino
introducido. En segundolugar, las variableslibres se comportanrigidamnentey por ello
sólo puedenserinstanciadasunaúnicavez [DV 98]. Poresteniotivo. tenemosqueteneren
cuentala informaciónde génerosqueapareceen todo el tableau,inclusocuandocerrarnos
unaúnica rama.

El capítuloestaorganizadocomo sigue. Las seccionessiguientespresentanla Lógica
con Declaraciónde Términos. La Sección4 introducela noción de sustituciónbien tipada.
A continuacióndiseñamosmétodos deductivosbasadosen tableaux. En la Sección5 a-

presentamosun sistemade tableauxbásicosy en la Sección6, diseñamosunaprimera
versiónconvariableslibres. Esteúltimo sistemano aprovechatodoel poderde la variables
libres, por lo queen la Sección7 presentamosun cálculo de unificación tipadaquecierra
ramasindependientesen un tableau.En laSección8 extendemosestecálculode unificación
paracerrarun tableaude forma simultánea.Finalmente,en la Sección9, integramoseste
últirmo cálculo emí un nuevosistemade tableauxcon variableslibres. —‘

4.2 Sintaxis de LDT

La Lógica con Declaracionesde Términos (LDT en lo que sigue) amplía la lógica de
primer orden,introduciendoun nuevoconstructorde fórmulas t e s paraexpresarque el
término t tiene géneros. Llamaremosdeclaracionesde términos adichas fórmulas. Las
operacionesde LDT no tienenasociadoningún géneroestático. De hecho, unasignatura
en LDT se componede un conjunto finito 5 de géneross, y conjuntosno tipados c2, Y

Uy P de símbolosde constante,función y predicado,respectivamente,los dos últimos con
elementosde andadfija. Sólo las variablesestánrestringidasestáticamentea un género
fijo; pertenecenaunode los conjuntosnumerablesde la familia S-indexadaX = (X8)

3cs.
Los conjuntosde E-términosy E-fórmulasse definencomo en LPO, pero incluyendo u’

declaracionesde términos.

Definición 4.2.1 El conjunto de E-términosT(E, X) se define mediantelas siguientes u’

reglas de formación:

t::=x’(C X
3) c (eC) ¡ f(tí,...,t~) (leY de aridadn; ti,...,t~ CT(E,X))

El conjunto de E-fórmulas F(E, X) se define mediantelas siguientes reglas de for-

maczon:

y ::= t Es P(tm,.. . ,&) (Pc P de andadn;t
1,.. . 4,, e T(E,X)) -“y y A y’ Bx’y.

e

e

U’
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LDT incrementael poder expresivode LPCD ya que podemossimular s % s’ con la
fórmulaV’x’5(x’ e s’). Además,en LDT podemosdeclararel comportamientode cualquier
símbolode función o predicadode forma dinámica;por ejemplo,Vx’(f(x’) e s’) expresa

que el rango de la función 1 en el s-domninio es un conjuntode s’-elementos. Incluso
po¿lexmossobrecargarla declaraciómide las fumiciones y predicadoscon fórmulas del tipo
Vía’ (f(n’5) E s’) A Vx$”(f(x<’) E s).

4.3 Semánticapara LDT

Las estructurasparaLDT contienenunafamilia de dominios, máslas interpretacionesde
los símbolosde la signatura.

Definición 4.3.1 Una E-estructuraV es una tupía compuestapor:

1. Un dominio total D que contieneuna familia de dominios {D8>s e 5>.

2. Conjuntos de interpretaciones{c~ e Djc e C}, fffl : D5 —* D¡f e Y de andadn},
{pV : D~ —* {t, f}¡P e P de andadn}, para los símbolosde E.

Considerandoque no tenemosdeclaracionesde géneroen la signatura, los dominios
puedenllegar a estarvacíos; sólo se sabequeUD’ G D. Ademásobsérveseque, comolos
simnbolosde función o predicadono estándeclaradosen la signatura,sus interpretaciones
se comportammde forma homogénea,estoes,actúansobretodosloselementosdel dominio
total D.

Umia valoraciónpara D es unafamilia S-indexadap = (p’),~s de aplicacionesfinitas
—~ D’ de la forma [p’(xi)¡xi p’(x~)/x~]; dom(p’) = {x7,... , x~,} esel dominio

de p’, y dom(p) tJ,~dom(p’) es eldominiodep. Obsérvesequedom(p’) = 0 sifl’ = 0.

Conmo es usual,p[d/x’] representarála valoraciónqueasignad axi y se comportacomo
p sobreel restode las variablesde dom(p).

El valor semántico de un término t en unaE-interpretación<D, p> se define como
en LPO y existesiemprequevar(t) ~ dom(p). El valor booleanoffyJ~ de unafórmula y
en QD,p> tambiénexistecuandovar(y) ci dom(p) y se define comoen LPO, exceptopara:

rBSTD { t si existed e D’ tal que [yJ%
1,,~1= t• ~xy~0 = f en otro caso.

• mt 1iV~Í t siEt]?eD’f en otro caso.

En adelante,cuandoescribamos[tE’ (resp. [TE’),asumimosquevar(t) LE do’m(p)
(resp. var(y) ci dom(p)), lo que trivialmente se cumpleparalos términosbásicos(resp.
sentencias).

Obsérvesequesi V es unaE-estructuraconD’ = 0, las sentenciasVx’y y Bx’y siempre
se evalúan,respectivamente,a t y a f, independientementede la forma de y.
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En LDT, los conceptosde modelo y consecuencialógica se adaptanal muodo en que
manejamoslasvaloraciones;asíV k y es cierto si y sólo si <‘D. p> fr y, paratodavaloración
p queverifique var(y) C dorn(p).

LD T no es masexpresivaque la lógicade primnerordemi (los génerospuedenser expre-
sadoscomo predicadosunarios [Weid 95]), pero permite representacionesy deducciones
másmiaturales.

Ejemplo 4.3.2 Sea E una signatura con géneross.s’, la constantea, el símbolo de

función unitaria f y el símbolo de predicado binario P. Para entenderlas siguientes

sentenciasmás directemente, nos referiremosal género s como el de los sereshumanos,
s’, el de la genteamable,f(LE) como el padre de fl, y P(D, C) el predicado que expresa

que E se lleva bien con O. Supongamosque 1: a es un ser humano (a E s), 2: que
no se lleva bien con su padre (—‘P(a, ¡(a))), 2: todo humanoamablese lleva bien con —

todo el mundo (Vx’(x~ e s’ —4 Vy3P(x’,y’))) y 4: el padrede todo ser humanoes un
serhumano (Vx8f(x3) e s). De todo ello deducimosque algunossereshumanosno son
amables(Bxs(~mx~ e Y)).

La formulación del ejemploanterior puedeexpresarseen LPO, pero usandofórmulas
más complejas. Por ejemplo, la tercerafórmula podría transformarseen Vx(S(x) —> u’
(S’(x) -4 Vy(S(y) —* P(x, y)))), donde5 y 5’ serianpredicadosunarios que representan
los géneross y s’, respectivamente.

Las declaracionesde términostambiénmejoranel poderexpresivode las lógicas hete- u’

rogéneascon génerosordenadosestáticamente.

Ejemplo 4.32 Podemosprobar que la sentencia3x~”(x”’ e s’), que expresaque la inter- u’

secciónde los géneross’ y s” no es vacía, es consecuencialógica del conjunto de sentencias
{a E s, ¡(a) E s”,Vx5 (f(x3) e s’)}.

u’
Obsérveseque,en una lógica heterogéneasin igualdad,la sentenciaBx”’ (xi” e s’) no

puedeser expresadacómodamente,ya que no podemosrepresentarla identificación de
doselementos(de distinto género).Una solución sin igualadadnecesitaríael génerosI%’. u’

haciendoquela signaturadependadel problema.

Ejemplo 4.3.4 Las estructurascon generosvacíossepuedencaracterizarsintácticamente

mediantela fórmula y = Vx3 (xi ~ s), ya que para toda E-estructura V, [A~ — t si y
sólo s V3 = 0.

u’

4.4 Sustitucionespara LDT

Las sustitucionesparaLDT son reemplazamientosfinitos de variablespor términos,comno
en LPO. Dadoquelas variablestienenasociadoun género(estático)debemosasegurarque
el género(dinámico) del término introducidocoincidecon el de la variablesustituida.Los

u’
contextossintácticosquegarantizanestoson los conjuntosde declaracionesde términos
que llamaremosdesde ahora E-teorías, o simplementeteorías. Obsérveseque nuestro

U’

u’

e
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conceptode teoría difiere del sentidohabitualmenteusado,ya que no hacemosreferencia
a ningunanoción de cierre bajo derivabilidad. Representaremoslas teoríasmediantela
letra £.

Definición 4.4.1 (Sustitucionesbien tipadas) Una sustitución[ti/¿<’ t,,/x~,~] es-

tá bien tipada con respectoa una teoría C si (t~ e s,) E 4 para todo 1 < i < u.

Las sustitucionesbien tipadasverifican las siguiemitespropiedades.

Lema 4.4.2 Sea£ una teoría, (V,p> una E-interpretación que satisface.C y r = [ti/x~’,
una sustituciónbien tipada con respecto a 4 entonces[t~E’E D3’, para todo

1 <i <u.

DemostraciónUsandoque r estábientipadaconrespectoa£ obtenemosque (t~ e s~) E
4 para todo 1 < i < n. En consecuenciatenemosque ~ e D” porque (V, p> # e.
u

Lema 4.4.3 (Substitutividad paratérminos y fórmulas) Sea £ una teoría, <V,p>

una E-interpretación que satisface.C y ‘r = [ti/x~’, . . . ,t,,/4’] una sustituciónbien tipada
con respectoa £. Para todo término t (resp. fórmula y) tal que var(t) — {x’ 4~}
(resp. var(y) — {x’ ‘r~” }) estáincluido en dom(p), se verifico:

[tf”

2. [yr]~ ~A
4í¿,/Xsl

Demostración.Porinducciónsobrelaestructuradet y y. Obsérvesequep’ =

[t,,E’/x~n] es unavaloraciónpor el Lema4.4.2.

1. En el caso básico, si t = e o t = y, y « {x1,... x,,}, la demostraciónes trivial
(obsérveseque, por hipótesis,y C dorn(p)); si t = x~ entoncesItrIa — [t’f’ = Ex~J~?.

Parael pasoinductivo, sea t = f(ri, . .. r,,,) entonces,por la semántica,[twI~’ —

fD([rirI?,..., [rm TE’) y, por hipótesisde inducción, [rjrE’ ~r4?, 1 = j =m.

Por tanto, ¡~([rirE’,..., Ermi-E’) = fV([rmE? .. , [rmE’) [tE’.

2. Si y = (t E s) entonces[rE’ = [t’r E sJ~’ = [t e sj~?, por la semánticay (1);

si y = P(rm,... ,rm) entonces[yrE’ — pV (Ermr~~,. Er,&rJ’). Por (1) tenemos

ErrE’ = [riE’, 1 = j =m, por tanto [yrE’ = [yE’.
Los casosinductivosparalosconectivos-i y A sonsencillosde probar. Si y = By’y’,

supongamossin pérdidade generalidadque y’ # x~’i y quey’ ~ var(t~), 1 < i <
u; de lo contrario renombramosla variable cuantificaday’. En estascondiciones,
[yrE’ — [By’( y”)]~. Sead un elementode D’, entonces:
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= I~]~d/,~] [ir,l~ /x7 ‘ 1< u /x~ (por hipótesis¿le i nducció n)

= L3’]~j~ 1 ~/x7’ •A~~i?HP

Por tanto ~yrE’ = [yE’. por la semántica. u

4.5 Tableaux básicospara LDT

A continuaciónpresentamosun métodode tableauxbásicoparaLDT, correctoy completo.
Comosiempre,suponemosqueE ha sido extendidaa unasignaturaE, conun conjunto
numerablede nuevasconstantes.Lasreglasa y ¡3 se definemícomno en los tableauxbásicos
de primer orden. Las reglas “¡ y 5 las definimos esquemáticamnemitecomno sigue:

-iBx’y Bx5y
y) t e s 3) y[c/x’]

—‘y[t/x’] c 6 s

En ~y, t es un término básico; en 6, c es una nueva constanteque no apareceen la
rama. Obsérvesecómo manejamosdinámicamentela informaciónde los géneros,usando u’

la declaración(t e s) o introduciendo(e e s) en la rama.

Definición 4.5.1 Una rama E de un tableau está cerrada si una contradicción atómica u’

y y —‘y (y es un átomo) aparece en E. Un tableau está cerrado si todas susramas están

cerradas.
e

4.5.1 Corrección y completitud

La correccióndel métodose basaen que la existenciade un modelo paraun tableanse
preservaduranteel procesode expansión.

Lema 4.5.2 Si Y’ es un tableau obtenido a partir de Y mediantela aplicación de una

regla de expansióny Y tiene un modelo,entoncesY’ tiene un modelo, u’

Demostración.La pruebade los casoscx y ¡3 es trivial. Paralos otros,seaV laestructura
quees modelo de Y y E la ramade Y tal queV h E. Analicemoslos casos:

‘y’) V ~ -“]x’y, t e s. Por la semántica,[tJ9 e fls, por lo que t = [-‘~Ij~<Jv/
15](por la

semnántica)= [-iy[t/x’]J~ (por el Lema4.4.3). e

6) V h Bx’y, por lo que existe d e D
5 tal que t = [yfl~¡

181(por la semántica)=

[yrc/xSflD’ (por el Lema 4.4.3), dondee es unanuevaconstantey V’ es como V, u’.
pero definiendoc~’ — d. En estascondicionestenemosV’ h y[c/x] A c 6 s. U

a.

u’

e
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Teorema4.5.3 (Corrección) Dado un conjunto de E-sentenczas~, sz ~ tzeneun tableau
cerrado entonces¿~ es insatisfactible.

La conipletitud del mnétodosignifica quepodemosconstruir un tableaucerradopara
cualquierconjuntode sentenciasqueseainsatisfactible.Comoen LPCD, lademostración
es á la Híntikka.

Definición 4.5.4 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de E-sentenciasJi es un con-

yunto de Flintikka si satisface las siguientescondiciones:

1. Si y~ Ay2 EH entoncesyi,y2 EH.

2. Si -~(yi A y~) E Ji entonces-iyi e H o -y~ e H.

3. Si -i-iy E Ji entoncesy E Ji.

4. Si ~x
ty E Ji entoncesexisteuna constantee tal que y[c/x~J, (e e s) E II.

5. Si -‘Bx8y, (t e s) e Ji entonces~~vp[t/zS] e 111.

6. Ji es coherente, es decir ninguna fórmula y su negación, siendo ambas literales,

pertencena Ji.

Teorema4.5.5 Todo conjunto de Hintikka tiene un modelo.

Demostración.SeaV la E-estructura(de fferbrand) compuestapor:

• D=T(Yi)

• = (t E D (t e s) E Ji>

• ¡D : D” -4 D, f~(t
1,. . . , t,,) =def ¡(ti,..., t,,). En particular, ~ =~~p c

• PD:Dn~ftf1PV(tt~ siP(ti,...,tjeH
~ { I en otro caso

Resultaobvio que — t, para todo t E D. Demostramospor inducción sobre la

estructurade y que [y~” — t, para today e Ji. Veamoslos casosrelevantes:

• y = t e s. [t~I? = t eD~, por definición de V, por lo que Et E —

• y —i(t E s). Debido a la condición (6) de la definiciónanterior,no es posibleque
(t e s) E JI y, por tanto, [tJ

2’= t ~ D~ y —

• y BÁS# Debido a la condición (4) de la definición anterior, existe e tal que
44c/x], (e E a) e JI por lo que, aplicandohipótesisde inducción, tenemos[c~~
c e D’ y [~í’k/x?F’ — t. Usandoel Lema 4.4.3 deducimosque [~ki~j~¡~í=

y, por tanto, [y~V — it
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y,: Vx’(x’ c s’)

6 : a E s’

;a3,I
7: a E Y —* Vy’(P (a,y’))

fiaT r

8 : —~a E s 9: Vy’(P(a,y’))
ya4,1 u’

10 : f(a) E s

y a 9, 10
u”

11 :P(a,f(a))

Figura4.1: El tableanbásicocerradoY.
u’

• y = -‘Brr’Q. Seat E D’, entonces(t E s) E Ji y, por tanto, -Ñdt/x] E JI. por la u’

condición (5) de la definición anterior. Aplicandohipótesisde inducción y el Lema
4.4.3 tenemos~ = [-vzb[t/xj]Jt — ~-‘~t/~í~Concluimos[yj” = t, por la semámitica
de los cuantificadores. u u’

Teorema4.5.6 (Completitud) Dado un conjunto de E-sentencias~, si ~ es znsatzs- u’

factible entonces~ tieneun tableau básico cerrado.

Demostración.Supongamosque b no tieneun tableaubásicocerrado,entoncespodemos u’

construir sistemáticamenteun tableanY, de forma quecontengaunaramaabiertacon
las propiedadesde saturaciónde un conjuntode Hintikka. Entonces,por el lemaprevio,
estaramatiene un modelo quesirve paraasegurarque ~ es satisfactible. u u’

Ejemplo 4.5.7 El tableau básico Y de la Figura 4.1 prueba el razonamientopresentado u’

en el Ejemplo4.8.2. Hemosetiquetadocon 5 la negaciónde la conclusión. Obsérveseque

el tableauY estácerrado por O y 8 en la rama de la izquierday 2 y 11 en la de la derecha.
a

Si formuláramosel ejemploanterior en LPO mediantefórmulas del tipo Vx(S(x) -4

(S’(x) —* V’y(S(y) —> P(x, y)))) (parala 3, por ejemplo),la eficaciadel métodode tableaux
básicosdisminuiría debido a queel númerode ramas quehay quecerraraumentacon-
siderablementey ademásla información del géneroen las -y-aplicacionesse pierde(por
ejemplo,x en la fórmula previa podría instanciarsepor el término ¡(¡(¡(a))) lo cual es u’
inviable en LDT). En estesentido, las deduccionespermitidasen LDT son máseficaces
que si representáramoslos géneroscomo predicadosunariosen LPO.

u,

u’

u’
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4.6 Tableaux con variables libres

Ahora asunuimnosque la signaturaextendidaE también contieneun conjunto numerable
de nuevossímnbolosde función. El métodode tableauxcon variableslibres consta de las
siguientes(los mínevasreglasparalos cuantificadores:

Bx5y
-y’) “‘iBxy 3’) y[f(x~’, . ..

my[y~/x8] f(x~’,.. . ,x~) 6

En ‘y~’, y~ es unavariablelibre nuevaen el tableau;en 3’, 1 es un nuevosímbolode función
aplicadoa las variableslibres que aparecenen la rama.

Obviamente,las variableslibres de un tableanpuedensersustituidas.Como las varia-
bles están tipadas,la aplicaciónde una sustituciónes correcta si está bien tipadacon
respectoa todo el tablean.

Definición 4.6.1 (Sustitucionesbien tipadascon respecto a un tableau) Una

sustitución‘r estábien tipada con respectoa un tableau Y conramasE
1,..., E~, si ~ivar(B)

está bien tipada con respectoa la teoría incluida en E~, para todo 1 < i < u.

Las sustitucionesbien tipadaspuedenser aplicadasde forma seguraen los tableaux
con variableslibres. Denotamoscon Si el sistemade tableauxcompuestopor cx, ¿3, -‘y’, 3’

y la reglade sustitutividadsubdefinidaa continuacion.

Definición 4.6.2 (sub) Si Y es un tableau con variables libres y r es una sustitución
idempotentebien tipada con respectoa Y entoncesYr es un tableau con variables libres.

Los conceptosde ramacerraday tableancerradose definen como paralos tableaux
básicos(Definición 4.5.1).

El semitidoen el queel sistema51 preservala correccióndebeprecisarseya que los do-
minios puedenestarvacíos. De hecho, cuandomanejamosestructurascon génerosvacíos,
la regla7 puedeconducirnosa conclusioneserróneas(fórmulassin modelo) a partir de
hipótesisciertas(fórmulasconmodelo). Porejemplo,la sentenciay = VxS(-iP(a) A P(a))
es satisfactibleen estructurascon = 0, perodespuésde una-y’-expansiónobtenemosel
conjuntode sentencias{y, -iP(a) A P(a)} queobviamentees insatisfactibie. Paraevitar
estos casos,probamosla correcióndel métodoen el siguientesentido.

Definición 4.6.3 Una estructura V es modelo de un tableau con variables libres Y si
para toda valoración p para V, que verifiquevar(Y) C dorn(p), existeuna rama E tal que

<V,p>hB.

Lema 4.6.4 Sea V una estructura sin génerosvacíos que es modelo de un tableau con

variables libres Y. Si Y’ es un tableau construidoa partir de Y mediantela aplicación de
una de las Sl-reglas, entoncesY’ tiene un modelo sin génerosvacíos.
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Demostración. Procedemospor casos. Paraa y ¡3 la demostraciónes trivial. Parael

resto tenemos:

7 VeamosqueV tambiémies modelo de Y’. Supongamnosque la fórmula elegida-‘Bx5y

apareceen una ramaE de Y. Seap una valoración tal ¿íuevar (Y’) C dom(p) , en-
tonces‘var(Y) C dom(p).por comístrucción. PorhipótesisexisteunaramaE’ E Y tal

que KV, p> ~ B’. Si E’ no es E hemnosacabado;si no, <V, p> # mBx~Sy y. por tanto,

= t, para todo d e D8 # W Probamosque (V, p> h y~yS/rS] distin-

guiendocasos. Si xi ~ var(y) entonces-‘y[y~/x~] = -‘y y VA? = L-’A,t-d/~
3] = t.

dondedes un elementoarbitrariode D
3(# ~). Si x~ E ‘uar(y) entoncesy5 E dom(p)

y p(y5) e D3. En estascondiciones[~my[yí/xi]]~ = E-’y]%(~
8)¡15] = ~,por el Lema

4.4.3 aplicadoa la teoría {y
5 E 5>.

3’ Costruimosla nuevaestructuraextendiendoel modeloV de Y. Supongamosque la
fórmulaelegidaBx3y, apareceen unaramaE deY. SeaV’ la estructuraquecoincide
conV salvoen la interpretaciónde f, quefijaremosmástarde. Seap unavaloración
tal quevar(Y) = var(Y’) C dom(p). Por hipótesis,existeunaramaE’ en Y tal que
KV’, p> h E’, ya queV’ se comportacomoV sobreY. Si E’ no es E hemosacabado
si no, KV’, p> ~= Bx8y y, por tanto, existe d

0 E D
5 tal que EyE’%<~S

1 = t. Ahora

bien, como f es nueva, supongamosque hemos fijado ¡
9’(p(x’~’) , p(x~j))

entoncesU(x~’,. .. ,x~) E sE” — t y = [yJ[ffl,~(S,) p(ySn

Aplicando el Lema 4.4.3, usando la teoría {f(x’ x~~) E s}, obtenemosque
[y[f(x’’ x,j/xS]Jj~’ = Ey]i~~fVt(

0(1s) (Sn))/s] = t y. por tanto, KV’,p> es
modelo de la ramaextendida.

¿:4....44.:A.~ Li.-..~#;.-.uA ~ Q ‘fl ~3uu oua’, tina bUStIUtiulUil iuuiiiyuuetitu u’un tq.’aua tul’ inpuuuu a .‘ o! ¿.— tJO u’ nsuucíu

de Y, probamosque tambiénes modelo de Y’ = Yw. Seap una valoración tal que

var(Yw) G dom(p); extendemosp parahacerladefinidasobreY, lo cual es posible
porque V no tiene génerosvacíos. Esta nueva valoraciónp’ se comportacomo p

sobreY’.

Por hipótesis,existe unarama Em en Y tal que <V,p’> ~ Em. Si definimos -rm =

ltar¡Bi)~ entoncesw1estábientipadaconrespectoaE1, por lo queaplicandoel Lema

4.4.3 deducimosque, paratoda y con var(y) Q dom(p’), tenemos[yriE’ =

Aplicando hipótesisde nuevo, existe E2 en Y tal que KV, p”r1> h E2. Si E1 = E2
hemos acabadoporque [B2E’ = [E»rmE’ = EB2E’_ = t. De lo contrario, sea

2 TEvar(níytar(B,). Como ~ estábien tipada con respectoa E2, usamosel Lema

4.4.3 para deducir que, para toda y con var(y) C dom(p’-r1), tenemos [yr2I~~ =

Una vez más,existe unaramaE3 en Y tal que KV, p’w1’r2> hE3. SiR3 E {E1,E2}
hemosacabadoporqueERa-rE’ = [Bar2-ríJ? = [Ea.r2E’7, = [E3]~’7172— t (obsérvese

que usamos que-res idempotente).De lo contrario,seaT~ ‘<uar(BsY-(var(Bi)Utar(Bí))

es la valoraciónqueevalúacadavamiablede su dominio x como

u”

mr
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¿‘1 6

b E .3

-iQ(a)

- P( b)

Q(x’) P(yS’)

xi 6 5’

Figura 4.2: El sketchde tableauY.

Como 13 estábien tipadacon respectoaE3, usamosel Lema4.4.3 paradeducirque,

para toda y con ‘uar(y) G dom(p’r1-r2), tenemos[yr3E’~1;2 = [yE’,-,
ProbamosqueV esmodelode 7% sin másquerepetir esteprocesohastaqueconsiga-

mos unaramaya usada. Esto sucederáporqueY tiene un númerofinito de ramas.
u

Teorema4.6.5 (Corrección de Si) Dado un conjunto de E-sentencias~, si ~‘ tiene
un tableau con variables libres cerrado entonces~ es insatisfactible en estructuras con

génerosno vacíos.

Demostración. Supongamosque X~ es satisfactibleen tina estructuraV con géneros
no vacíosy que b tiene un tableaucerradoY. Entonces,por el Lema 4.6.4, existe una
estructurasin génerosvacíosV’ que es modelode Y. Por consiguiente,podemosconstruir
una valoraciónp, definida sobretoda variable libre de Y, para la queexiste unarama
E que verifica KV’, p> h E. Por la semántica,llegamosa contradicciónporque E está
cerrada. U

Si se observala demostraciónde] Lema4.6.4, se deducequelaexigenciade idempoten-
cia en la reglasubresultacrucial. De hecho,si dichareglasólo pidieralabuenatipificación
de i-, el sistemase volvería incorrectocomo muestrael siguienteejemplo.

Ejemplo 4.6.6 SeaE una signatura con génerosss’ y los símbolosde constantea, b y

de predicado Q, P. SeaV una E-estructura tal que a
0 E D5 A/Y’, ¿2 e D5 — ~‘ p0

es cierto en Da’, pero falso en — DS y QV es falso en Da’, pero cierto en D5 — ¡Y’.
En estas condiciones, resulta fácil probar que V es modelo del conjunto de sentencias

{a c s,b e s,—‘Q(a),—‘P(b), Vxi(Q(x5) y (Vy~’P(y~’) A xi e s’))}. Sin embargo dicho
conjuntoadmiteun tablean cerrado cuandola regla sub no exige idempotencia.En efecto,
aplicando cx, ¡3 y 7 adecuadamente,podemosconstruir el sketchde tablean Y de la Figura

4.2.

Obsérveseque i- = [a/x~xS/yS’] está bien tipada con respecto a Y y, si la aplicamos
a Y, obtenemosel tableau Y’ de la Figura 4.2. La sustituciónr’ = [b/x~] está bien tipada

con respecto a Y’, por lo quepodemosconstruir el tableau cerrado ~ de la Figura 4.4.
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a E s

b e
“vQ(a)

-‘P(b)

Q(a) P(x5)
aCs

Figura4.3: El tableanY’. u’

u’

u”

u’:
aEs

bes
u’-‘Q(a)

-‘P(b)

u”

Q(a) P(b)
a E u’

Figura4.4: El tableaucerradoY”.

u’.

u’

u’

u’

94
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Hacemosobservartambién¿píe la demostraciónde la correccióndel sistemaSí difiere
de la presentadapara los tableauxcon variableslibres de LPCD. En concreto,cmi LPCD.
las reglasde expansiómxpreservabanlo que llamabamossatisfactibilidad básica, nmientras
que aquí se conservala existenciade un modelo que sólo consideralas variables libres

del tableau. La razón de esta diferencia estriba en que en LDT no se verif3ca que la

composiciónde sustitucionesbien upadasesté tambiénbien tipada (estaera la principal
ideausadaen el Lema3.7.4). Dehecho, podemosacudiral ejemploanteriorparaencontrar
un contraejemplo:r y i-’ estánbien tipadascon respectoa Y y Y’, respectivamente,pero

-ti’ = (a/xi, bbs’] no estábien tipadacon respectoa Y. Una vez mas,el problemareside
en que no es idempotente.

A continuacióndemostramnosla completituddel sistemaSi.

Teorema4.6.7 (Completitud de Si) Dado un conjunto de E-sentencias4”, si es
~nsatisfactible entonces1’ tiene un tablean con variables libres cerrado.

Demostración.Como4’ es insatisfactible,existeun tableaubásicocerradoY para4’, por
el Teorema4.5.6. Ahora mostramoscómo construirsistemáticamente,en Si, un tableau
con variableslibres Y’ tal queY = Y’.

• Cadavez queapliquemosa o j3 en Y, las aplicamostambiénen Y’.

• Cadavez queapliquemos‘y en Y, aplicamos‘y’ y sub en Y’, consiguiendoY’ = Y
como sigue. Si usamos(t c .s)y -‘Bx8y en Y, entoncesintroducimosnso~y5/x8]en Y’
y aplicamosla sustitución[t/yfl. Esto es posibleya queY’ coincidepor ahoracon
Y, y por tanto (t e s) apareceen laramay t es básico(la sustituciónes trivialmente
idempotentey estáobviamentebientipadacon respectoa Y’).

• Cada vez que apliquemos3 en Y, aplicamos3’ en Y’, usandoel mismo símbolo
de constante. Obsérvesequeestoes posible ya que tras cada uno de estos pasos,
Y’ permanecebásico, por lo queel símbolo de función introducido por 3’ es una
constante. U

Como se puedeobservar,la correccióndel sistemaSi establecidaen el Teorema4.6.5
no coincidecon el inverso de este teorema,al contrariode lo quesucedeen los tableaux
básicosde la secciónanterior. La razónde estehechose debeaque la reglay’ permite
expansionesque no preservanla existenciade un modelo cuandomanejamosestructuras
con génerosvacíos (véanselos comentariosanterioresa la Definition 4.6.3 parala fórmula
Vx5(’-’P(a) A P(a))).

Podemoscaracterizarlas estructurassin génerosvacíos de forma sintácticamediante
la fórmula Bx5(x” E s) (o también,introduciendounaconstantenuevae

3 en la signatura
y usandola fórmulac5 E s). En estacondiciones,podemosprobarfácilmentepara31 que
todo conjuntode E-sentencias4’ satisfacela siguientepropiedad:

4’ es insatisfactibleen estructurascon génerosno vacíossi y sólo si

«‘u 4.jBx~ (xi e s) ¡ s G 5> tiene un tablean cerrado.
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r

aCs acs

-iP(a) mP(a)

Vxi (xi e Y) V.g’ (xi e s’)
94

Vú~’ P(.¿
15’ ) tu

5 P(u~’

0
aCs x’cs’

eP(a) P(u~

Figura4.5: Los sketchesde tableauY y Y’.
a

4.7 Unificación rígida tipada r

Comoen los tableauxclásicosparaLPO, mejorarlos tableauxbásicosimplica restringir la
aplicaciónde la reglasub y sólo usarlaparacerrar ramas. Estaidea suponela integración
de un cálculo dc unificación quebuscaunificadoresbien tipadosparaparejasde literales 94

potencialmentecomplementariosqueaparecenen las ramasdel tableau.Sin embargo,con
vistas a diseñarun sistemacompletode deducción,los unificadoresdebenestructurarse

e’
en unaforma particular como muestracl siguienteejemplo.

Ejemplo 4.7.1 SeaY el sketchde tableau básico cerradoque aparece a la izquierdade la
Figura 4.5 y Y’ el tableau con variables libres construidocomoY, que aparece en la parte 94
derecha.

1’ deberíacerrarse resolviendoel problemade unificación u8 a correspondientea la
ánica rama de Y’; sin embargoesteproblemano puedeserresueltopor ningunasustitución e

bien tipada con respectoala teoríapresenteen la rama {a E s,x8 6 s’}. No obstante,hay

una secuenciade sustitucionesunitarias idempotentes& = [x~/u~ 3[a/x~], que relaciono
ambostableauxy que estábien tipada gradualmente,en el sentidode que cadacomponente u’
unitaria estábien tipada tras la aplicación de suprefijo en la secuencia.Por eso cm puede

ser aplicada a Y’ usandola regla sub dos veces. Obsérvesecómo la secuenciau señala el
orden seguidopor las aplicacionesde la regla sub en Y’, que correspondeal ordenseguido u’

por las -y-aplicacionesen Y.

Por tanto definiremos un cálculo de unificación que eleve cualquier tableaubásico
cerradoa otro con variableslibres, también cerrado,sin más quederivar unasecuencza
de sustitucionesunitariasbientipadas.Previamentedefinimosdos conceptos,el de trian-
gularidad,quecapturael ordenseguidopor las -y-aplicacionesefectuadasen los tableaux
básicos,y el de secuenciabien tipada,queextiendela noción de buenatipificación a las
secuencias.

Definición 4.7.2 [Kogel 9~1 Una secuenciode sustitucionesunitarias [tm/n~~] . .. [t,~/x,j”] 94

es triangular si satisface:

94.
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1. var(t~) A {x¿ ~ } = ~, para todo 1 < i < u

2. x1 # x~, para todos 1< i < j < u.

Definición 4.7.3 Seancm = cm1 .. - cml,, £ y Y una secuenciatriangular de sustituciones

unitarias, una teoría y un tablean con ‘unriables libres, respectivamente.Decimosque cm
está bien tipada con respectoa C (re.sp. Y), si cm~ está bien Upada con respectoa £cm~ . . . cm,j

(resp. Ycm1 . . . cm¿.), para todo 1 < < u.

Obsérveseque las secuenciasbien tipadascon respectoa los tableauxpuedenserapli-
cadasde forma segurausandola regla sub, ya queaplicamosgradualmemítecadauna de
sus componentesunitarias. Así, en el Ejemplo 4.7.1, [x

8/u3 J[a/xfl está bientipada con
respectoa Y’ y puedeser usadaparacerrarlo. Consecuentementedebemosdiseñarun
cálculoqueobtengasecuenciasbientipadasen lugar de unaúnicasustituciónbien tipada.

4.7.1 El cálculo tipado C

En estasecciónpresentamoscómoresolverlos problemasde unificaciónquesurgencuando
cerramosunaúnicarama.Concretamente,un problemade Unificación Rígida Tipada, en
adelanteURT-problema,tiene la siguienteestructura:

Dada una teoría finita £ y un conjunto finito de ecuacionesE, ¿existeuna secuenciade

sustitucionesunitarias bien tipada con respectoa £ que unifique E?

Pararesolver URT-problemas,definimos el cálculo de unificaciónC. Las reglas de C
que no sonde fallo tienenla fornía

r ~
E’ cmí...cm~cm

donde17,17’ son conjuntosde ecuacionesorientadas,es decir distiguimosel lado derecho
del izquierdo, y cm~ .. . cm,,, al . . . cm~,a’ son sucesionesde sustitucionesunitarias, C está
compuestopor diez reglas: las seis reglasestándarde unificación sintácticamás cuatro
parateneren cuentalas declaracionesde términos.

Las reglasestándarde unificación sintáctica

¿9 xi, 17

(Tautología) p

(Orientación) tG~x, 17 cml...cmnxi -‘t E cmm...a,,

si t no es unavariable

(Descomposición) ¡(ti,... ,tq) f(t~, . . . , t), 17 cm! .. . cm,~
tJt

1,...~ tq=t 17

(Aplicación) x....t, 17 &1~~&fl

si x
8 ~ var(t) y xi e var(F)
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t~) f(t’1,.... tJ. E
T~o

(Ciclo)

si ~ 6 tar(t)

las reglas tipadasde C

(LW,> Instanciaciónpor la izquierda

x’ stt. 17 ~

Fallo

x
8~t’ l~’
tztt’, l~’

si (t e s) c £cm
1...cm~y ¿9 ~ var(t)

(RW) Instanciaciónpor la derecha

si (t e s) 6 Luma,, y xi’ ~ var(t)

y~’~’x~ 1~’
e, f[t/xfl

cmI...cmn 9.1

cm,¿t/xfl

(FVVF) Fallo de instanciaciónfuncional

e

¿9 =f(tí,...,t~), 17 cm1...cm,,

Fa lío

si no existeningunadeclaraciónt e s en £cm~...cm,, tal que ¿9 ~ var(t)

8y_~T~ 17(VWF) Fallo de instanciaciónde variables cm1...cm,,

FaZ¿o

sí no existeningunadeclaraciónt 6 s en ~ tal que ¿9 ~ var(t), ni t 6 a’ tal
que ~ var(t)

CuandoresolvemosURT-problemas,la aplicaciónde las seisreglas estándarsiempre
tiene preferencia. Además,suponemosque disponemosde un algoritmo terminanteA,

paraunificación sintáctica,que transformaun conjuntode ecuaciones17 en Fallo o en un
conjuntode ecuacionesresuelto,mediantela aplicación no deterministade las seis reglas
estándar.En estesentido,el algoritmoA funciona como unacajanegra,por lo que míos
olvidamosdel indeterminismogeneradopor la aplicaciónde sus reglas. La incorporación
de cálculosauxiliarespararesolverproblemasconocidoses unatécnicaya usadaen otras
áreas[DV 93], [NR 95].

Definición 4.7.4 Sea 17 un conjunto de ecuacionesy cm = cmj . . . a,~ una secuenciade
sustitucionesunitarias. Un C-pasoestándarconsisteen la aplicación dcl algoritmo A sobre

el par K~, cm> hasta obtenerFallo o alcanzar un conjunto de ecuacionesresuelto17’. Un C-
paso tipado consisteen la aplicación de una regla tipada sobre el par KT’, a> usando una
teoría. Un C-pasoes un C-pasoestándar o un C-paso tipado. Escribimos <II’, cmi . . . cm,,> Fc

K17’,o~ . . . cm,,aÑ> (n’ e {n,n + 1}) (resp. K17,cmr . . cm,,> He Fallo) para expresarun C-paso
sin¡alío (resp. con fallo).

78

(Conflicto)

si ¡ ~g

w

e

*1

u.

- . . cm~[t/x~] u

e

u’

e

u

e

94.

94

e

u?
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Kf(x’) f(b), O)

(-pasoestándar

<x5’—b O>

LXV LW
LXV

(a b, [a/x~J> Kz8 b, {z&/r81> (y8 b, [yS /xS]>

(-pasoestándar¡ (-pasoestándar! 1 (-pasoestándar

Fallo (xi b, {z~ ¡xii> (yS b, {j¡S ¡‘x’}>

FWF ! ¡ LXV

Fallo (b b, ~ys¡xslib/ yS’]>

¡ (-pasoestándar

<0, [yS’/xsftb/yS’]>

Figura4.6: Cómputodel (-unificador [y”’ ¡¿9] [b/y~J de 17 con respectoa

Decimosque el cálculo ( unifica un conjunto de ecuacionesE con respectoa una teoría
£ mediantela secuenciade sustitucionesunitarias cmI . . . a,,, o tambiénque cm~ . . . cm,, es un

(-unificador de E con respecto a 12, si existe una cadenade (-pasos, alternando(-pasos
estándary (-pasos tipados, que comienzacon (17,0> y finaliza con KO, a

1 . . . a,,>.

Obsérveseque los (-pasosestándarno añadennuevoselementosa la secuenciade
sustitucionesunitarias. Además,estos pasospuedenser innecesariossi el conjunto de
ecuacionesya está en forma resueltatras la aplicación de un (-pasotipado. Obsérvese
tambiénquelos(-pasostipadosse aplicansiempresobreconjuntosde ecuacionesen forma
resuelta.

Podemosentenderla computaciónde una soluciónpara un URT-problemacomo la
búsquedade (-unificadoresen un (-árbol de derivación: los nodossono bienpares <17, cm>
o bien hojas de Fallo, y las ramas alternan(-pasosestándary (-pasostipados. Las
ramificacionesen dicho árbol se debenal indeterminismoexplícito generadopor los (-

pasostipados;el indeterminismoderivadode la unificación sintácticase ocultade forma
implícita en el algoritmo A. Las hojas son o bien parescon éxito de la forma <0, cm> o
bien hojas de Fallo. Como veremos, si un nodo produceFallo tras la aplicaciónde un
(-pasoestándarpodemospodar la búsquedaen el subárbolquecuelgadesdedicho nodo,
mientrasquesi el Fallo se producetras laaplicaciónde un (-pasotipado, podemospodar
la búsquedaen el subárbolquecuelgadesdesu padre.

Ejemplo 4.7.5 Sea£ = fa 6 s,y
8 6 s, 9” C s,bE s’} y 17 = {f(x”) ¡(b)}. El (-árbol

de derivación paraeste URT-problemaapareceen (a Figura 4.6.
La primera rama acaba en una hoja de Fallo despuésde un (-paso estándar, y la

segunda tras un (~paso tipado. Con la tercera rama obtenemosel ánico (-unificador
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kí /x8} [b/yS’].

4.7.2 Propiedadesdel cálculo £2

Primero demostrarno,stille el cálculode unificación6 siempretermina, independientemente
del URT-problema.

yTeorema4.7.6 (Terminación) EIC-árbol de derivaciónde todo URT-problemaesfinito.

Demostración. El indeterminismodebidoa la aplicaciónde las ¿-reglastipadases finito
ya que, en cadanodo sin Fallo, el conjuntode ecuacionesy la teoríaen cursoson finitas.
Por estarazón,el ¿-árbolde derivaciónestáfinitamenteramificado.

Cada¿-pasotipado produceunasustituciónunitaria [t/x”3 que elimina la variable¿9
del conjunto (finito) de ecuacionesy de la teoría en curso; podemosintroducir nuevas
variablesen las ecuacionesa travésde t, pero estasvariablesya aparecenen la teoría en
curso (finita) y son distintasde xi (¿9 ~ var(t)). Por tanto, la profundidadde cadarama
es finita, ya queel númerode variablesdel conjunto inicial de ecuacionesy de la teoría
era finito. •

El cálculo ¿ es correctoen el sentidode que, dadoun conjuntode ecuacionesE y una
teoría12, cada¿-unificadores unasolucióndel correspondiente(JET-problema.

Teorema4.7.7 (Corrección) Sean17,12 y cm un conjunto de ecuaciones,una teoría y e
una secuencía de sustitucionesunitarias, respectivamente.Si a esun 6’- unzficador de E
con respectoa 12 entonces:

1. a está bién Upado con respectoa 12.

2. a unifica E.

Demostración. (1) Seaa = cm~ . . . a,,. Despuésde añadiraj(= Lt~/x1)) a la secuencia,x¿

desaparecede ~ Esto es inmediatoparala regla11W; parala regla LWestose deduce
ya que r» está en forma resueltay por tanto x~ sólo apareceunavez en f~. Tambiénes
obvio quex1 desaparecede £cmm . . . cmi. Por estolas variablessustituidasde a son diferentes
dosados. Además,por ladefiniciónde las reglasLWy RW,x~ ~ var(t~). En consecuencia,
a es triangular. Visto esto, la buenatipificación de cm se obtienede forma inmediataa
partir de la definición de las reglasLWy 11W.

(2) Es suficienteprobarquedespuésde cada¿-pasoK17,cmí . . . cm,,> Fc KF’,aí . . . a,,a,,’>, e
si O unifica 17’ entoncesa,,’O unifica 17. Si el pasoes estándar,estoes trivial (cm,,’ no existe
como tal); si se trata de un paso tipado, digamosque se debea la aplicaciónde la regla
LW, entonces17 está en forma resuelta,cm,,’ = [t/x”], y para la única ecuaciónde 17\17’
tenemos:

x”a,1’b rs rs t’9 rs t’a,,’O (puesx
8 ~ var(t’) ya que17 estáen forma resuelta).

Análogamentesi el ¿-pasose ha dadoaplicandola regla11W. u

ti

r
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La compíctitud de 6’ deberíainterpretarsecowo sigue: si existe una secuenciade
sustitucionesumútariascm bien tipadacomx respectoa £ queunifica 17, entonces6’ unifica E
con resl)ectoa 12 medianteunasecuencia‘r que es másgeneralquea~. Sin embargo,sólo
estamosinteresadosen elevarunaclaseparticularde secuenciasde sustitucionesunitarias,
aquellassuces~oiiescm ¿Inc se deducende un tableanbásicocerradoY de la forumasiguiente.
SupongamosqueY’ es un tableancon variableslibres construidocomo Y, entoncesa se
obtiene añadiendoa la secuencia,las sustitucionesunitariasque correspondena las ‘y-
aplicacionesusadasen Y; es decir,si Vxtp y t 6 s se usanen Y entoncesañadimnos[t’/x”]

al comienzode la secuenciacm actual, dondela declaraciónt’ 6 s es la quecorresponde
a t 6 s en Y’ y ¿9 es la variable libre introducida. En el Ejemplo 4.7.1 obtendríamos
[x~/u~’][a/xsj. Como hemosdicho, estassecuenciasson básicasy puedencaracterizarse
medianteel conceptode tipificación superbuena. Sólo las secuenciassuperbiéntipadas
seranconsideradasen la completitudde O.

Definición 4.7.8 Una secuenciatriangular de sustitucionesunitarias [ti/xí”’]...[t,,/x,,”~]
está superbiénUpada con respectoa una teoría 4 si (t~ 6 s~) 6 12, para todo 1 < i < n.

En unasecuenciasuperbiéntipada,el ordenentrelas sustitucionesunitariases irrele-
vante,puestoque las declaracionesde los términosreemplazadosaparecenexplícitamente
en la teoría. Resulta inmediatoquecadasecuenciasuperbiéntipadaestá también bien
tipada; sin enibargo,el resultadoinverso no es cierto, por ejemplo [a/xfl[a/u~’] está bien
tipada,pero no superbiéntipadaconrespectoa la teoría {a 6 s, ¿9 6 s’}.

Parademostrarlacompletitud,examinamosla parteestándary la tipadadelprocesode
unificación. Parala primera,supondremosqueel algoritmoA de unificación sintácticaes
completo,es decir, falla siemprequeel conjuntodeecuacionesdadono es sintácticamente
unificable,o calcula un conjuntode ecuacionesresuelto,en caso contrario. Parala parte
tipada,probaremoslos Lemas4.7.10y 4.7.11. Antes presentamosel siguientelematécnico
queestablecequelaextraccióny el movimientode unacomponenteunitariaatravésdeuna
secuencia,desdesulugar de origen haciala izquierda,preservala superbuenatipificación
y el comportamientode la secuenciaresultante.

Lema 4.7.9 Sea&m . . . a,, una secuenciatal que a, - [t’/x8~3, para todo 1 < < n. Para

un ‘índice fijo m 6 (1,... ,n} definimosa = [ti[tm/x~1/xfl, para todo 1 < i =ni —1. Si
cm~ . . . a,, está superbiéntipada con respectoa una teoría 12 entonces:

1. o4 . . . íUm+t . . . a,, está superbiénUpada con respectoa £Um.

2. &m&j . . . cmm....ícmm+m. . cm,, rs a
1 . . . a,,.

Demostración. (1) Resultainmediatoque las variablessondiferentesdos ados. Como
var(ti[tm/x~’]) C var(t~) uvar(tm), entoncesti[tm/x~] no contieneningunavariablepre-
viamenteinstanciadaen lasecuencia,paratodo 1 <i <m—1 param+1 <i < n también

tuas secuenciasde sustitucionesunitariasse comparana travésde las mespectivassustitucionesmesul-

¿antesde la composicijn de suscomponentesunitarias.
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es cierto de inaneratrivial. En estascondiciones,la secuencia04 . . . Y,, ... cm~ es y

triangiflar.
Por la superbuenatipificación de cmj ... cm,, tenemos(t, G .s~) 6 12, paratodo 1 < í <

‘mmm— 1, por lo que(tzftm/x,,,.srn]c s~) E 12cm,,,. Paramt 1 < < u. la superbuenatipificación

se consiguepor triangularidad.
(2) Inmediatopor la definición de a7.. cm%~. u

a
Los dos lemassiguientesdemuestranlacompletituddel casotipado. Si un conjuntode

ecuacioneses uníficablevía unasecuenciasuperbiéntipadaemítoncespodemosdar un 6’-
pasotipado sin fallo, mediantela extracciónde unacomponenteunitariade la secuemícia
tal como se explica en el lema anterior. Obsérveseque este paso puededarseporque,
en unasecuenciasuperbiéntipada, la declaraciónde cadatérmino reemplazadoaparece
explícitamenteen la teoría,independientementedel lugardondeaparezcaen la secuencía.
Por el contrario, si podemosaplicar un C-pasotipado con fallo, entoncesel conjuntode
ecuacionesno es unificable inedianteningunasecuencíasuperbiéntipada.

Wt
Lema 4.7.10 (Completitud tipada) Sean1’ y 12 un conjunto de ecuacionesno vacío
en forma resueltay una teoría, respectivamente.Sea‘r = ... w,, una secuenciasuperbién

tipada con respectoa 12 que unifica 17. Entoncesexisteun conjunto de ecuacionesE’ y una
sustituciónunitaria a tal que <~, 0> Fc <e’, cm>. Ademásexisteotra secuencia01 . . 0>~ que

está superbiéntipada con respectoa (cm y que unifica fl.

e

Demostración.Seaxi t’ c E y distingamoscasosdependiendode la forma de t’:

(i) t’ = ¡(.. .). Puestoque ‘r estásuperbiéntipadaconrespectoa 12 y unifica E, existe u
1 < < n tal que r~ = [Lix”], (t E s) E 12 y ¿9 ~ var(t). Por tanto podemosaplicar
LWobteniendo17’ rs (17\{x” t’j}) u {t t’} y cm = [t/x”3. Construimosla nueva
secuencia~1 ~. 0~ extrayendon de r, como se indica en el Lema 4.7.9. Este lenia
aseguraque la secuenciaasíobtenidaestásuperbiéntipadacon respectoa 12[t/x~3

y verifica que [t/x”J9í . . 9~ y r se comportanigual, por lo queOj . . . O~ unifica 17’.

(u) t
1 = y8’. Puestoque ‘r unifica 17, si existe1 < i < n tal queT~ rs [t/y”’], entonces(t e e’

s’) E 12 ey8 « var(t), por la superbuenatipificación dew; por tantopodemosaplicar
11Wobteniendo17’ = (17[t/v”’3\{¿9 yS’}) U {x” t} ya [t/p”’]. Construimosla
nuevasecuenciaOí . . .0~ extrayendorí de r, comoen el Lemma4.7.9, y razonamos e’

como en el casoanterior. Si existe 1 < i =u tal que Ti = [t/x”], se razonacomoen
el casoanterior,aplicandoLW. u

u

Lema 4.7.11 (Fallo Tipado) Sean 17 y 12 un conjunto de ecuacionesresuelto y una

teoría, respectivamente.Si <17,0> Fc Fallo despuésde un ¿-paso Upado entoncesno existe

ningunasecuenciabien Upada, y por tanto ningunasuperbiéntipada, con respectoa 12 que

unzfique17.

e
Demostración.Supongamosquer = Ti ... T~ es unasecuenciabientipadacon respecto
a 12 queunifica E. Distinguimoslos doscasosposibles:

a

e

u?
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(i) Hemosaplicadola regla FWF a ¿9 ¡(ti ... t,~) 6 17. Puestoque r unifica E, existe
1 < i < n tal que r~ rs It/x”]. Comola secuenciaestábien tipada,existe t’ tal que

rs t y (t’ e s) 6 12. Por triangularidadde ‘i-, x8 ~ var(t) y entonces,
~ var(t’). En estascondicionesobtenemoscontradicciónya que LW puedeser

aplicada.

(u) Hemos aplicado la regla VWF a ¿9 y8 6 17. Puestoque r unifica E, si existe
1 < i =ii tal que ‘rj rs [t/x”], entoncespodemoscomprobarqueLWpuedeaplicarse,
como en el caso anterior; si no es así, podemosaplicar 11Wde forma similar. u

Teorema4.7.12 (Completitud) Sean17 y 12 un conjunto de ecuacionesy una teoría,
respectivamente.Seacm

1 ... cm,, una secuenciasuperbiéntipada con respectoa 12 que unifica

17. Entoncesexiste un C-unificador de E con respectoa 12.

Demostración.Supongamosque cadahojadel correspondiente¿-árbolde derivaciónes
un nodo de Fallo, entonces17 # 0. Seah unahoja cualquiera. Iterandoel Lema4.7.10,
existeun nodo interno <y’, T1 . . . i,4 y unasecuenciasuperbiénUpadaOi . . .9, con respecto
a 12-r1 . . . ‘r,,,, queunifica 17’. Ademásestenodo es padrede h por lo quese cumpleuno de
los siguientescasos:

(i) Un 12-pasoestándarproduceFallo en <17’, rm .. . ‘m>. Estoes imposibleporqueOi ..

unifica E’.

(u) Un 12-pasotipado produceFallo en <17’,’rí . . . ‘r,,,>. Por el Lema4.7.11, no existeuna
secuenciabientipadaconrespectoaCrí . . . ‘r,,, queunifique 17’, lo quese contradice
conel hechode que 6~ . . .6, estásuperbiéntipada(y, por tanto,bien tipada). u

Usandolos resultadosde correccióny completitud,podemosresolvercualquier URT-
problemadado, sin másque examinarsu12-árbol de derivaciónasociado.

Corolario 4.7.13 El URT-problemaes decidible.

Demostración.Dado un URT-problemay su ¿-árbolde derivaciónasociado:

(i) respondemossí siemprequeexistaunahoja con éxito. Esta respuestaes correcta
por el Teorema4.7.7,

(u) respondemosno siempreque todaramaacabeen un nodo de Fallo. En estecaso
no existeunasecuenciasuperbiéntipada con respectoa la teoría,por el Teorema
4.7.12. Aunquelas nocionesde superbuenay buenatipificación no son iguales,esta
respuestaes correctapuestoquesu mutuaexistenciaes equivalente,como pasamos
a demostraren la siguientesubsección. •
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4.7.3 Buena tipificación frente a superbuenatipificación con respectoa
teorías

Vamos a mostrarcómnoobtenersecuenciassuperbiéntipadascon respectoa una teoría a r

partir de otra bien tipada comí respectoa la misma teoría. Presentamoslas priticipales
idcassobreel siguienteejemplo.

Consideremosla teoría12 = {y”’ 6 s”, uS E sy a E s’}. La secuenciarrs [a/yS’][u$”/xS}

[a/u””] no estásuperbiéntipadacon respectoa 12, puestoque (a E s”) ~ 12, pero sí está
bientipada, ya quedichadeclaraciónpertenecea

Pararecuperarla superbuenatipificaciónt cambiamos[a/u~”] por [y~’/u~”] y, para r
conservarla triangularidad,reorganizamosel conjuntode sustitucionesunitariasen lina
nueva secuencia;por ejemplo, Eu””/xfl[y~’/u”’áa/y~’] está ahora superbiéntipada con
respectoa 12.

Brevemente,la ideade restaurarlasuperbuenatipificación, incluyendotrianguiaridad,
puedeexplicarsecomo sigue. Dada unasecuenciar = ‘r1 . . . ‘r,,, donde~ = [t1/x’], para
todo 1< i < n:

1. Buscamosel primer r~ quedestruyala superbuenatipificación de la secuencia.

2. Buscamnosla declaración(t E .9~) 6 12 tal que t~r1 . . . ~ = ~. Esta declaración u.
debeexistir por la buenatipificación de ‘r con respectoa 12; ademásx~ ~ var(t9.

3. CambiamosTj por Tj rs [t/x’]. La nuevasecuenciapuedeya no ser triangular,por
lo que reordenamossus componentescomo sigue:

• Movemos -r,f desdesu lugar hacia el comienzode la secuencia,hastaque no u.

exista j < i tal que x1 c var(t9; entoncest~ no contendráninguna variable
previamenteinstanciadapor la secuencia.En el ejemplo, pondremos[y”’/u””]

a la izquierdade [a/y”’].

• Despuésdel anteriormovimiento,las sustitucionesummitariasTj, j < i, tales que
x~ E var(t~), puedenaparecerahoraa la derechade <. Entonces,movernos
estasw~ desdesulugarhaciael comienzode lasecuencia,hastaquex~ ~ var(t1); e’
de estaforma x~ no apareceráen ningún término posteriormentesustituidoen
la secuencia.En el ejemplopondríamos[u””/x”} a la izquierdade [y”’/u””].

mt;

4. Volvemos a 1.

En el ejemplo,despuésde haceresteproceso,obtenemosla secuencia[u””/x”][y”’/u””]

[a/y”’]. Comovemos,la condiciónde superbuenatipificación (Paso2) se alcanzafácilmente,
mientrasque la de triangularidadpuedeperdersey debeserrecuperadareorganizandola
secuencia(Paso3). En estasubsecciónvamosademostrarqueestareorganizaciónsiempre
es posible.

Dada unasecuenciade sustitucionesunitarias‘r = . . . T,,, donder~ rs [ti/xft], para
todo 1 e$ i < n consideremoslas dos propiedadessiguientes:

tLas secuenciassuperbiéntipadasson triangulares,por definición. Sin embargo,en estasubsección,a

vecesestudiamosseparadamentela condiciónde superbuenatipificacióny la de triangulaxidad.

e

e’

e



4.7.3 Buena tipificación frente a superbuena tipificación con respecto a teorías 85

(i) x1 « var (ti). paracada1. < i < u

(ir) ir, # ir3, paracada 1 <i <J =u

(i) y (u) soncondicionesrequeridasporel conceptode triangularidad.Comomuestrael
ejemploamiterior, cuandotratamoscon secuenciasbien tipadas(y por tanto triangulares),
estasdos propiedades(u) y (u) sonpreservadasa lo largo del anterior proceso.Por ello,
durantela comprobaciónde triamigularidad,no las mencionaremos.

Definición 4.7.14 Dada la secuencíaT rs -rj .. . r,,, donder~ [t’/x”’j para todo 1 =i =
u, el grafo dirigido G1 asociado a r está compuestopor:

1. El conjunto de vértices V rs {1

2. El conjunto de aristas E = {(i,j)/x3 6 var(t~)}.

En el ejemplo,para T = [a/y”’%u””/x¶a/u””] tenemosGr = ((1,2,3}, {(2, 3»).
El conjuntode aristasE del grafo Gr representala relaciónde precedenciaentrelas

variablessustituidaspor i-. En particular,si T satisfacela propiedad(i) entoncesGr no
tiene auto-ciclos.

Lema 4.7.15 Si T es una secuenciatriangular entoncesel grajo G~- es acíclico.

Demostración.Supongamosque (i1,i2) . .. (i,,1,i,,)(i,,,i1) es un ciclo de Gr. Entonces:

(4, i,~’) 6 E =~ iik~ 6 var(tij =~ 4 < iv (por triangularidadde i)

por lo quetendríamosi1 < i2 < ... < í,, < i1 (contradicción). u
El movimiento de unasustituciónunitariaa travésde unasecuencia,necesariopara

restaurarla triangularidad(anteriorPaso3), puedeversecomo unareordenaciónde las
comuponentesunitarias,quecorrespondea un caminoespecíficoen el grafo asociadoa la
secuencía.

Lema 4.7.16 Dada una secuenciaque satisfacelas propiedades(i) y (u), si sugrajo aso-

ciado es acíclico entoncescada recorrido topológico de susvértices denotauna secuencia

triangular. Además, todas estas secuenciasse comportan igual (como una zinica susti-
tución).

Demostración.Sea(i> .. .4) un recorridotopológicode G, y T

1 = fl, .. . T~,,,lasecuencia

que representa.Es inmediatoque r’ satisfacelas propiedades(i) y (u) así que la trian-
gularidadde T’ sólo dependede que irik ~ var (tik~)~ sik < k’. Veamos queestoes cierto:
dados1<k<k’<n,sizik 6var(tj~,) entonces(ik’,ik) CE por tanto k’ < k, puestoque
el recorridoes topológico (contradicción>.

Sea(ji . . j,,) algúnotro recorrido topológicode Gr y Y’ = . . . ‘rs, la secuenciaque
representa.Entoncescomprobamosque‘r’(x~) = i-”(x~), paratodo1 <i < u comenzando

tara todo 1 < < n el i-ésimovértice representala sustitociónunitaria n.
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por ir11. Supongamosqueik = fr, entonces-r’(x1~) = (Tík . . . T~ )(x1~) (por triangularidad)
= ~ (x~ ) puestoque var (tq ) 0 { ~ +,,‘..,‘x } rs Ql. ya que cl recorrido 01 ‘ . . j.~) C5

topológico. Por tanto ‘r’ (ir1 ) = ~ (ir11) rs

Ti,, (ir

9,,) rs 7~’(t ). Ahora podemosrepetir
el mismorazonamientocon las secuenciasT11 . . . Tj,,~ y T¡~ . . . T~k1 Tik+y . . . r~,,. puestoque
tamnbiénsontriangularesy correspondena recorridostopológicossobrecl grafo queresulta
cíe eliminarel vértice j,, de G<. U

e

Corolario 4.7.17 Si T es una secuenciatriangular entoncescada recorrido topolóqicode

G~ representauna secuenciaigual a ir.

Demostración. Por el Lerna 4.7.15,
0r es acíclico. Por el Lana4.7.16. cadarecorrido

topológico,en particular T, representala mismasustitución. •
u

Aplicando estos resultadosa T rs [a/y”’j[u””/x”][a/u~”], tenernosque las secuencias
y (u”” /‘.r”](a/u””][a/y”’], correspondientesa losrecorridostopológicos

(213) y (231) de G~, respectivamente,son triangularese igualesa r. *

Teorema4.7.18 SeaT una secuenciabien tipada con respectoa 12, entoncesexisteuna

secuencia4’ superbiéntipada con respectoa 12 tal que ir” se comporta como T. e

Demostración.Supongamosque ir = ‘rj .. . ir,, y usemosinducciónsobreu:

mt
n = 1. Entoncesir estátambiénsuperbiéntipadacon respectoa E.

n —> n + 1. Seair = T

1 .. . T,4t/x”]. Entoncesir1 . . . T~ estábien tipadacon respectoa 12,
por lo que,usandohipótesis de inducción, existe unasecuenciar{ .. . ir,’, superbién U’

tipadacon respectoa 12 quesecomportacomo ‘T1 . . .

Puesto que ir está bien tipada, existe un término t’ tal que (t’ Es) eL y t =

iv,, = t’i-~ .. . ir,’, (por hipótesisde inducción). Consideremosla secuenciair’ =

ir,’, [t’/ir”J. Obsérvesequeestasecuenciapuedeno ser triangular,pero sugrafo
Gv es acíclico. En efecto, el grafo O asociadoa rf ... es acíclico, por el Lema
4.7.15, por lo que si O,-’ no es acíclico, entoncesel vérticey correspondientea la
sustituciónunitaria [t’/z”] produceun ciclo en O,-. Sin pérdidade generalidad,
representemosel ciclo como (v,i1)... (ik..I,ik)(ik,v), i5 6 {1 nJ, 1 =J =k.
Entonces,por definición del conjuntode aristas,tenemosir” e var(t’Tfl . . . ir,’), y
entoncesir” ~ var (t’irf .. . <)~ puestoque ir” ~ {ir1,. . . ,x,,}, por lo que ir” ~ var(t),

en contrade la triangularidadde ir. En consecuenciaGv es acíclico.

Finalizamosusandoel Lema 4.7.16. Seair” = . . . ‘rj~, un recorrido topológico
cualquierade O,-’, entoncesse cumple:

e
(a) ir” satisface las propiedades(i) y (u):

(i) r~ ~ var(t9, paratodo 1 < i ~ a, por triangularidadde ~I. . . ir~; ir” «
uvar(t’), si no ir” 6 var(t), en contrade la triangularidadde ir

(u) irm,.. . , ir,,, ir” son diferentesdos ados, por la triangulardidadde ir

e

mt

e
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(b) ir” es triangular,por el Lema 4.7.16

(c) ir” estásuperbiéntipadacon respectoa 12, por la definición de t’ y lasuperbuena
tipificación de w ... <1 con respectoa£

4> ~“ rs ir. En efecto,seay E {x1, :,,,ir”} entonces:

(rs’, . ..
rs (‘4 . . . ~ [t’/x”]’4., . . . Tj~,)(y)

(por definición y triangularidadde iv”)

(por el Corolario 4.7.17aplicadoa 4 . . .

triangular y ‘4, . . .44 . . . ir,, esun

rs ((TI...

(por hipótesis de inducción y definición de t’)

rs ir(y)

utilizando queestasecuenciaes

recorrido topológicode O)

u

Teorema4.7.19 Existe una secuenciasuperbiéntipada con respectoa 12 queunifica 17 si

y sólo si existe una secuenciabien tipada con respectoa 12 que unifica 17. U

4.8 Unificación rígida tipada simultánea

Mientras no se diga lo contrario, T es un tableaufinito con variables libres y ramas
.Bi,...,Bm.

La unificación rígida tipada puedeser introducidaen un sistemade tableauxde dos
formas diferentes. En unaprimera aproximación,podemosusarel cálculo 6’ paracerrar
unaúnica rama; estaaproximación,que se sigueen [MGL 9S~, pero usandounavariante
del cálculo6’ no terminante,presentaunaclaradesventaja.El problemaconsisteen quela
buenatipificación conrespectoaunaramano equivalea la buenatipificación conrespecto
a todo el tableau,ya que las variableslibres puedenaparecerdistribuidaspor diferentes
ramas. De hecho, no todoslos unificadoreslocalesbien tipados(coml respectoa la teoría
incluida en la ramaquecerramos)estánbien tipadoscon respectoal tableauentero,por
lo que necesitamosun testadicional paracomprobarque el ¿-unificadorlocalobtenidoes
aplicableen (estábientipadoconrespectoa) 1. Obsérvesequeestetesttieneéxito o falla
unavez queel ¿-unificadorlocal ha sido totalmenteconstruido.

En unasegundaaproximación,podemostratar de cerrar todo el tableanen un único
paso, buscandoun unificador simultáneobien tipado. En estascondiciones, tratamos
de unificar un conjunto de ecuaciones17 compuestopor paresde literalespotencialmente
complementariosqueaparecenen las ramasde Y. Un cálculosimultáneoevita la desven-
taja del cálculo local puestoqueconsideratodasla ramasa la vez, por lo queincorpora
implícitamenteel anterior test adicional cadavez queextendemosla secuencia.
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En estesentido,un cálculosimnultáneopodael espaciocíe búsquedamásque un cálculo
local, ya que no prolongasecuenciaserróneasque no vana llegar aestarbien tipadascori
respectoa todo el tablean.

Dicho esto parece lógico estudiar los problemas dc Unificación Rígida upada Si-
multanea(abreviadamenteURTS)

Dado un tableau con variableslibres Y y un conjunto finito de ecuacionesE, ¿ciiste una
secuenciabien Upada con respectoa Y que uniflque £9

Pararcsolver los
naturalde 6’, que se
sustituciónunitariaa
unificación sintáctica,

U11TS-problemasdefinirnosel cálculo 5. Se trata de unaextemisión
ocupade todas las ramnasde Y cadavez que añadimosuna nueva
lasecuencia.Comopara6’, ademásde las seis reglasestándarpara
5 cuentacon otrascuatro.

Las reglas tipadasde 5

(LW) Instanciaciónpor la izquierda

si ir” ~ var(t) y (ir” 6 var(B,cm1...cm,,)~ (t 6 s) E

(RW) Instanciaciónpor la derecha

si ir” ~ var(t) y (ir” 6 var(B3a1 cm,,) 4 (1 E s) 6

(FWF) Fallo de instanciaciónfuncional

si no existeun término t tal que ¿9
E3o’i...cm,,). para todo 1 51 =m.

(VWF) Pallo de instanciaciónde variables

t’ 17 a~ . . . cm,,

t t’, E cm1 . . . cm4t/xi]

81cr1...cm,,),paratodo 1 5 j 5 nr.

y” ir”, ~ . . . cm,,

y”’ t, 17[t/~”] cm1 . . . cm,4t/x”)

111cm1...cm,,>,paratodo 1 = <nr.

Falío

var(t) y (ir” E var(Bjcmu..cm,,) =~. (t e s) e
8

‘y —ir” ~

Fallo

cm1...cm,,

si no existeun término t que satisfagaalgunade las siguientescondiciones:

• xi ~ var(t) y (ir” 6 var(B1cmm...cm,,)# (t

m.

• y”’ ~ var(t) y (y” 6 var(Eicrí...a,,) t’ (t

nr.

6 s) E Bgcmí...cm,,),paratodo 1 =j <

U’.

Es’) 6 B1cm1...cm,,),paratodo 1 =15

u’

Usamosel cálculo5 de igual modoque6’, es decir,alternandopasosestándary pasos
tipadoshastaqueel conjuntode ecuacionesaunificar estévacío.

U’
Definición 4.8.1 Sea E un conjunto dc ecuaciones,cm = cm1cm2 . . . cm,, una secuenczade
sustitucionesunitarias ‘y Y un tableau con variables libres. Un 5-paso estándar consiste
en la aplicación del algoritmo A sobre el par <f’,cm> hasta obtener Fallo o alcanzar un

conjunto de ecuacionesresuelto E’. Un 9-paso Upado consiste en la aplicación de una

regla Upada sobre el par <17,cm>, utilizando Y. Un 5-paso es un 5-paso estándar o un

a

mt

U’

r

E-

e

e

a

e

U’

e

e’

mt

U’

e’

e
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5-paso tipado. Escribimos (fX cm1 ... cm,,) ~.p <17’, cmj . . . cm,,cm,,’> (n’ e {n,n + l}) (resp.

<17, cm1 . . . cm,,> +~ Fallo) para expresarun 5-pasosin fallo (resp. con fallo).
Decimosque el cálculo 5 unifica un conjunto de ecuaciones17 con respectoa un tableau

Y mediantela secuenciode si.istitucionesunitarios a~ ... cm,1, o tambiénque cm1 . . . cm,, es un
5-unificador de 17 con respectoa Y, si existeuna cadenade 5-pasos, alternando 5-pasos

estándary 5-pasos tipados, que comienzacon <17,0> y finaliza con <0. cm1 ... cmv).

4.8-1 Propiedadesdel cálculo 5

La nomonde árbolde derivaciónparael cálculo5 se define del mismo modo quepara6’.
Además,podemoscomprobarque5 tambiénes terminante,por lo quepodemosconstruir
un algoritmoquebusqueel conjunto finito de todoslos 5-unificadores.

Teorema4.8.2 (Terminación) El 5-árbol de derivación de todo URTS-problemaes
finito.

Demostración. Similar al Teorema4.7.6, pero utilizando en cada 5-pasola finitud del
tableanen lugar de la finitud de la teoría. u

El cálculo 5 sólo construyesecuenciasbien tipadas con respectoal tableauY, que
unifican el conjuntoinicial de ecuaciones17. Por tanto,siemprequeexistaun 5-unificador,
podemosresponderquesíal correspondienteURTS-problema.

Teorema4.8.3 (Corrección) Sean 17,7 y cm un conjunto de ecuaciones,un tableau
fi nito con variables libres ‘y una secuenciade sustitucionesunitarias, respectivamente.

Si cm es un 5-unificador de 17 con respectoa Y entonces:

1. cm está bien tipada con respectoa ~

2. cm unifica 17.

Demostración. Similar al Teorema4.7.7, utilizando el tableauY en lugar de la teoría.
u

Comoen la secciónprevia,sólo estamosinteresadosen elevarlas secuenciasquepuedan
ser inferidasapartir de un tableaubásicocerrado. Con estefin, extendemosla nociónde
tipificaciónsuperbuenaal casode los tableaux.

Definición 4.8.4 Una secuenciatriangular de sustituciones[ti/x~’] .. . [t,,/x~] está su-

perbién tipada con respectoa un tableau con variables libres 7, si ¿91 E var(S) ~- (t~ 6
s~) e 5, para todo 1 =i =n y toda rama 5.

Para comprobarla completitudde 5 necesitamosresultadossimilaresa los Lemas
4.7.9, 4.7.10y 4.7.11, pero paratableaux.

Lema 4.8.5 Seacm1 . . . cm,, una secuenciatal que cm, — [t’/x”~], para todo 1 < < u. Para
un índice fijo m E {1,..., u) definimosu,’ rs [t~[t,,,/4~J/x

1j, para todo 1 < i < ‘m — 1. Si

cm
1 .. . cm,, está superbiéntipada con respectoa un tableau con variables libres Y entonces:
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1. cm~ . . . cmk..ícmm±í. . . cm,, está superbzéntipada con respectoa Ya7,,. r

/ /2. amar .. . cm,,>4cm,,,+1 .. . <777 rs cm1 . . . <777.

Demostración. (1) La triangularidadse pruebacomo en el Lema 4.7.9. Rarala super-
buenatipificación. seaBcmmunaramade Ycmmy ir,’’ E var(Bcmrn). Distinguimoscasos:

• Si i < nr — 1 entoncesir,” 6 var(S) pues,de lo contrario, ir

5 habríasido introducida r

por trn, lo cual es imposible por triangularidad.En estascondiciones,(t~ e s,) E B

por superbuenatipificación, por lo que (t,cmm e s~) E 5jm

r
• Si i > m + 1 entonces4 6 var(B) pues.de lo contrario, ir9’ habríasido introducida

por tm, pero entoncesxg’ e var(S) y var(trn) ~ var(S), lo cual es imnposible
por la hipótesisde superbuenatipificación. Por tanto, (t~ 6 s~) 6 5 y, entonces, gr

(t’¡cmm e sj) 6 Bcmm, quees comodecir (t
1 c s1) 6 5cm,,,, por triangularidad.

7 7

(2) Inmediatopor la definición de cm1 .. . cmm.¼. e’

Lema 4.8.6 (Completitud tipada) Sean17 y 7 un conjunto de ecuacionesno vacío en

forma resuelta y un tableau con variables libres, respectivamente.Sea ir = ir1 ... ir, una a

secuenczasuperbiéntipada con respectoa Y que unifica 17. Entoncesexisteun conjunto
de ecuaciones17’ y una sustituciónunitaria cm tal que (17,0) H9 <17’, cm>. Ademásexisteotra

secuencíaOj . . . Op superbiéntipada con respectoa 7cm que unifica 1’. mt

Demostración.Comoen el Lema4.7.10, dadair” t’ 6 17 distinguimosdos casos:
e

(i) t’ rs f(. . .), Puestoque iv estásuperbiéntipadaconrespectoa Y y unifica E, existe
1 < i < n tal que ir1 = [t/x”], ir” ~ var(t) y (t e s) E 3, para cada rama5
dondeir” aparecelibre. Aplicando 11W obtenemosE’ rs (17\{x” t’}) U U t’} y u
cm = [t/ir”J. Extrayendoirj de ir, como en el Lema 4.8.5, obtenemosuna secuencia

O~ superbiéntipada con respectoa T[t/x”] queverifica que It/ir”}Oí . . . Op y ir

se comportanigual, por lo que 0~ .. O~ unifica 17’.

(u) t’ = y”’. Puestoque ir unifica 17, si existe 1 < i < u tal que ir~ = [t/y” 1 entonces
y” ~ var(t) y (t c s’) e 5, paracada rama5 dondey” aparecelibre. Aplicando
RWobtenemos17’ = (17(t/y”’)\{ir” v”’}) u {x” t} y cm = [t/y”’]. Extrayendo
ir~ de ir, como en el Lema 4.8.5, procedemoscomo en el casoanterior. Si existiera
1< i <u tal que ir~ = ~t/x”3, aplicaríamosLWcomoen (i). U

Lema 4.8.7 (Fallo tipado) Sean17 y 7 un conjunto de ecuacionesresueltoy un tableau

con varíables libres, respectivamente. Si <17,0> l—p Fallo despuésde un 5-paso tipado
entoncesno existe una secuenciasuperbiéntipada con respectoa 7 que unifique 17.

Demostración. Sea ir una secuenciair1 .. . ir,, superbiéntipada con respectoa 7 que e’

unifica 17. Distinguimoscasosde acuerdocon la reglaqueha producidoel fallo:

e

mt

e
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(i) Henmosaplicadola regla FWF a ¿4 f(ti .. . t,,) 6 E. Puestoque ir unifica E, existe
1 < =n tal quen = [t/x’fl. Por la superbuenatipificación de ir, (t 6 s) c B. para
cadarama 5 donde ir” aparecelibre, y ir” g var(t). por triangularidad:entonces
obtenemoscontradicciónya que podenmosaplicar 11W

(u) bienios aplicado la regla 17W!’ a ir” y” c E. Puesto que ir unifica 17. si existe
1 < < n tal que ir~ = [t/x”] entoncespuedeaplicarseLW, razonandocomo en el
casoanterior; si no fuera así,aplicaríamosRW. U

A continuaciónestablecemosel teoremade comnpletitudparael cálculo 5.

Teorema4.8.8 (Completitud) Sean17 y 7 un conjuntode ecuacionesy un tableau con
variableslibres, respectivamente.Seacm1 . . . cm,, unasecuenciasuperbiéntipada con respecto
a Y que unifica E. Entoncesexisteun 5-unificador de 17 con respectoa 7.

Demostración. Si cadahoja del correspondiente5-árbol de derivaciónes un nodo de
Fallo entonces17 # 0. Seah unahojacualquiera.Iterandoel Lema 4.8.6, existeun nodo
interno <E’, ir1 .. . ir,,,> y unasecuenciasuperbiéntipada01 . . . O~ con respectoa 7ir~ . . . ir,,.

que unifica E’. Ademáseste nodo es padre de h, por lo tanto se cumple algunode los
siguientescasos:

(i) Un 5-pasoestándarproduceFallo: imposiblepuestoqueOi . . . O, unifica 17’

(u) Un 5-pasotipado produceFallo: por el Lema 4.8.7, no existe ningunasecuencia
superbiéntipadacon respectoa 7’~-í ... ir,,, queunifique 17’, en contradiccióncon la
existenciade 0~ .. . O~. U

Obsérveseque imo podemosresolver un URTS-problemaexaminandosu 5-árbol de
derivación asociado(en consonanciacon el Corolario 4.7.13), ya que no se verifica un
resultadosimilar al Teorema4.7.19 parael casosimultáneo.El siguienteejemplomuestra
este hecho.

Ejemplo 4.8.9 Sea7 el sketchde tableau con variables libres que aparece en la Figura
4.7.

La secuenciar= [a/z”’][a/x”] estábientipada conrespectoa Y y uniflcaf = {a
por lo que [a/z”’][a/x”] esunasolucióndel URTS-problemarelacionadoy 7 puedecerrarse.
Sin embargo,no correspondea ningrin tableau básico cerrado; de hecho, no existeninguna
secuenciasuperbiéntipada con respectoa 7 que uniflque E, ni un 5-unificador de 17 con
respecto a 7. Esto se debe a que ir” debe instanciarsepor la constantea en la primera
rama, mientrasque tiene que hacerlo por 9’ en la segunda.

El anterior ejemplo tiene dos consecuencias.Por unaparte, el cálculo 5 no resuelve
completamenteel URTS-problema,aunquela completituddel sistemade tableauxno se
ve afectada. Por otra parte, la decidibilidaddel URTS-problemaquedacomo problema
abierto.
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-~P(a)

Vx”( (a C sA P(x”)) y (Vz”’(z”’ e .s’) A d

a C .s

F(x”)

C .S’~ A P(r’fl)

a 6

P(x”)

VV z’ Cs

z” e s

Figura4.7: El sketchde tablean7.

4.9 Tableaux con variables libres con unificación rígida tipada
simultánea

A continuaciónintegramosel cálculo5 dentro de los tableauxcon variableslibres. Sea
52 el sistemade tableauxcompuestopor las reglasa,¡3,-y’, 3’ y la nuevareglade cierre:

Definición 4.9.1 (Regla de cierre URTS) Un tableau con variables libres 7 y ramas
5m estácerrado si existeun conjunto de ecuaciones17 = {Lm LI,.. . , L,,.

dondeL~ L’ se obtienea partir de un par dc literales potencialmentecomplementarios
que aparecenen B~, y un 5-unificador de 17 con respectoa 7.

Usamosel sistema82 paraconstruir tableauxcerradoscomosigue:

1. Se expandede forma indeterministael tableau,usandolas reglasa, ¡3, y’, 6’.

2. Se defineun multiconjuntode ecuaciones17, seleccionandoun par de literalespoten-
cialmentecomplementariosde cadaramadel tableauactual. Se construyeel 5-árbol
finito de derivaciónparaE con respectoal tableanactual. Si existe un 5-unificador
entoncesel tableauestá cerrado,usandola regla de cierre URTS;si no, se intenta
con otro multiconjuntode ecuaciones,o se vuelve a 1.

Obsérvesequeel único pasoque tiene en cuentalos géneros(paso2) siemprefinaliza
-puede verse como un procedimientode decisión. Por esta razón, hemnos separadola
complejidadde los génerosde la indecidibilidadde la lógica de primer orden.

Teorema 4.9.2 (Corrección de 52) Dado un conjunto de E-sentencias~, si ~t’ tiene

un tableau con variables libres cerrado entonces4’ es insatisfactible en estructuras con

génerosno vaczos.

e’

e’

e’

mt

u’

u

u

e’

gr
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934.9. Tableaux con variables libres con unificación rígida Upada simultánea

5 : Vx”(x’ e s’)

‘ya5

ti : ir” G

ya3
7: z” E s’ —* Vy”(P(z”,y’))

3a7

8: —‘z” E s’ 9 : Vy”(P(z”,y”))

ya4

10 : f(y”) e
ya9

Figura4.8: El tableancon variableslibres7.

Demostración. 52 es correcto porquees un casoparticular de 81. En efecto, por el
Teorema4.8.3,siemprequeapliquemosla reglade cierre UR2’S en un tableau7, estamos
usandounasecuenciabien tipadacon respectoa 7 y, por tanto,un casoparticularde la
regla sub de 81. U

Teorema4.9.3 (Completitud de 52) Dado un conjunto de 2-sentencias4’, si 4’ es
mnsatisfactibleentonces4’ tiene un tableau con variables libres cerrado.

Demostración.Puestoque4’ no es satisfactible,existeun tableaubásicocerrado‘fl para
4’. Podemosconstruirsistemáticamenteun tableauconvariableslibres7 y unasecuencia

cm,, superbiéntipadaconrespectoa7 tal que 7cm1 .. . cm,, =

7b, como sigue: cadavez
que aplicamosunay-expansiónen 7b, añadimosla correspondienteinstanciacomo una
sustituciónunitaria al comienzode la secuenciaactual; estasecuenciaestarásuperbién
tipada,por construcción.Además,existeun multiconjuntode ecuaciones17, compuesto
por paresde literalespotencialmuentecomplementariosque aparecenen las ramasde 7,
tal que cm

1 ... cm,. unifica17. Por el Teorema4.8.8,existeun 5-unificadorde 17 con respecto
a Y y, por tanto,podemoscerrar7 aplicandola reglade cierre URIS. U

Ejemplo 4.9.4 Usamosel sistema82 para resolverel problemadel Ejemplo4.3.2. Prime-

ro aplicamos las reglas y y ¡3 para construir el tableau con variables libres Y de la Figura
4.8.

En segundolugar usamos el cálculo 5 para unificar el conjunto de ecuaciones17 =

{ ¿9 ir”, z” -~ a u” f(a)} con respectoaY. Obsérvesequedebe existir un 5-unificador,
puesto que 17 es unificado por la secuenciasuperbién tipada [f(y”)/u”~[a/y”][a/z”j[a/x”J

(esta es la secuenciaque relaciona Y con el tableau básico del Ejemplo 4.5.7 tal comose
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{z” =tir” z” ‘~- a u” = f(o4

LXV <¿e” a. z” a, u” 1(a

)

(o. a.’” _ o •u” =7f(a)}

LXV { =7a. u’ =7f(a)} [a/filo.!:”) U’
(a = a, u” ¡(a)>

LXV <Lis f(a)}
<¡(u”) f(a)}

LXV {~ =7 [a/x”1[a/z”I(f(y”)/u”lla/y”I
{a=7a}

e
0

Figura 4.9: Cómputode un 5-unificador.
a

explica en la demostracióndel Teorema4.9.2). En la Figura 4.9 presentamosel cómputo

de un 5-unificador de 17 con respectoa Y.

Comparemosel cálculo simultáneo5 con respectoa una aproximaciónlocal (consúlten-
se los comentarios¡techosal comienzode la secciónanterior) que consisteen a) aplicar el
cálculo local 6’ a cada rama, independientemente,y b) realizar un testpara comprobarsi

el C-unificador obtenido está bién tipado con respectoa todo el tableau Y. Esto nos lleva

a resolver dos problemas:

1. {z” ‘r”} con respectoa la teoría <a 6 sir” 6 <3>

2. {z” “~ a u” f(a)} con respectoa la teoría <a e s,x” c s’, f(y”) e s}. E-’

En el segundo problema, podemos aplicar la 6’-regla LW, utilizando la declaración

¡(y”) e s, y obtener la sustitución unitaria a = [f(y”)/z”}. Sin embargo, cualquier se- gr

cuencíaque prolonque cm no estará bién tipada con respectoa Y (¡el testfallará, pero sólo
cuando el 6’-unificador local haya sido construido totalmente!) y, por eso, la exploración

del 6’-subárbol de derivación que extiende este prefijo resulta inútil. En este sentido, el
gr

cálculo 5 es más eficiente, ya que impide la prolongación de secuencíaserroneasque no

van a estar bién Upadas con respectoa todo el tableau.

a

4.10 Conclusionesy trabajos relacionados

Hemospresentadola lógica con declaracionesde términosLDT. Estaes unalógica hete-
rogéneaque extiende la lógica de primer orden mediantela introducciónde un nuevo
constructorde fórmulas t 6 s, quepermite la declaracióndinámicadel término t como
elementode géneros. Las lógicas con declaracionesde términosya aparecenen [Fris 911, gr

[Weid 913 y [Weid 953. Allí, las variablespuedenrestringirseaotros génerosno unitarios;
por ejemplo, ir~<~~’ denotaun individuodel génerocorrespondientea la interseccións fl s’.
En LDT, estaforma de tipificación devariablespuedeexpresarseincluyendoladeclaración
:r” 6 s’ dondese requiera.

e,

e’

e
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Aparte de los artículos [CLMN 97], (MCL 983, [MC 993, [MCL 003, sólo (Weid 95]
usamétodosde deducciónbasadosen tableaux. [Fris 913 y (Weid 91] presentanmétodos
basadosen resolución,el primeroen un imíarco másgeneral. En estosúltimos, las variables
tipadasse comportande forma universalen el procesode unificaciónusado,en contraste
conla aproximaciónrígida necesariapara los tableaux.

A la hora de diseñarsistemasde tableauxcon variableslibres paraLDT, la primera
cuestióna resolveres cómo definir las sustitucionesbientipadas.Esteconceptoes la clave
parapermitir una integraciónadecuadade cualquiercálculo de unificación tipadaen un
sisteniade tableaux. En [MCL 00] demostramosque otros posibles intentos de definir
la reglade substitutividad(por ejemplo, el queapareceen [Weid 95]) son erróneos. En
este sentido, los resultadosde decidibilidadsobre unificación rígida tipada presentados
en [Weid 95] son inserviblespara los tableaux,ya quesu cálculoes correcto y completo
con respectoa unadefinición no correcta de buenatipificación; es decir, la aplicaciónde
los unificadoresquesucálculo obtienepuedeproducir deduccionesincorrectas, En estas
condiciones,es ahoracuandoconocemosresultadosválidos sobre la decidibilidadde la
unificación tipadapara tableauxcon declaracionesde términos.

Los resultadosque aquíaparecenson el fruto de una línea de investigaciónsobrela
construcciónde métodosde tableauxparaLDT quese ha desarrolladocomo sigue:

1. En [CLMN 97] presentamosun método de tableauxbásico paraunaextensiónde
LDT queconsiderabapreórdenes(anti)monótonos. Además, las declaracionesde
(antí)monotoníase expresabandinámícamentemedianteun constructorde fórmulas
nuevo.

2. En [MCL 98] presentamosun cálculo de unificación local que requeríaun test adi-
cional paracomprobarla buenatipificaciónconrespectoa todoel tableau.Además
dicho cálulo no eraterminante,por lo queno podíaserintegradosatisfactoriamente
en el sistemade tableaux. Obsérvesequecualquiercálculo de unificación no termi-
nanteresultapoco útil dentro del marcode los métodosde tableaux,ya quepuede
no acabarnunca cuandointentaresolver un problemano unificable. El cálculo5
tambiénmejora el presentadoen [MCL 98] en otros aspectos,ya menores. Tiene
menosreglasy las condicionesde aplicabilidadsonmássimples.Debido a la termi-
ilación, la técnicausadaparademostrarla completitudde5 es diferentey simplifica
considerablementela demostraciónextremadamentetécnicadel cálculo presentado
en [MCL 98] -allí usábamosórdenesbienfundamentadosparaprobarqueel proceso
de elevaciónterminaba.Ahoraestablecemosfácilmentelacompletitud,demostrando
que la existenciade solucionessuperbiéntipadaspuedepreservarseduranteel pro-
ceso de 5-unilicacion.

3. [MCL 00] es una extensiónde [MCL 98] en la que se presentanlos contraejemplos
correspondientesa las otras posibles formasde definir el conceptode sustitución
bien tipada. Ademásallí estudiamosel impacto que la ramasya cerradasen un
tableanteníanduranteel cierre de una rama abierta. Así, demostramosque el
test adicional sólo necesitaconsiderarlas ramasque están abiertastodavía. En
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este semítido, definimos sistemasde tableaux mnás eficientesque Ms presentadoscmi

[MCL 98].

4. En [MC 99] (lefininIos elcálculo(le umíificaciónsi inultáneo~ qtieaquíaparece.Corno e,

ya dijiímíos, 5 incorpora imuplícitamnenteel test adicional cadavezqueprolongamos
limia seciiencra. En estesentido, liemos mostradoqueel cálculo 5 poda(le forma más
eficienteel espaciode búsquedaque tina aproximaciónlocal comno la de [MGL 981. a

Además5 es terminante,por lo quehemosseparadola complejidad(le los géneros
de la indecidibilidad de la lógica de primer orden. En estesentido.5 puedeusarse
comoprocedimientodedecisión,ya queessuficienteexplorarun espaciodebúsqueda e

finito pararesolverlo.

mi
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Capítulo 5

Preórdenesmonótonos

En estecapítulo, nos olvidamosde los génerosy estudiamostécnicasespecializadasen el
manejode preórdenesmonótonos.Paraello, integramoscálculos de unificación rígidaen
los métodosde tableauxcon variableslibres. El diseño de tales cálculos de unificación
procedepor etapas.Primerono consideramosmonotoníay definimos un cálculo correcto,
comnpletoy terminante,que luego mejoramosutilizando técnicasde reescritura. Después
presentamosun cálculo correctoy completo,pero no terminante,que resuelveproblemas
de unificaciónrígida en preórdenesmonótonos.Este último cálculo representauna base
sobrela queaplicar técnicasde reescrituray llegar aalcanzarla termninacion.

5.1 Introducción

El uso de la igualdadpareceser unatécnicaesenciala la hora de diseñardemostradores
automáticosquerazonensobredominiosextraidosdel mundo real. Es de sobraconocido
quela incorporaciónde la igualdadincrementaconsiderablementeel poderexpresivode la
lógica. No obstante,tambiénsabemosquesu integraciónimplica un crecimientosustancial
del espaciode búsqueda,por lo que el estudiode métodoseficientesparael manejo de
la igualdadse considerauna importantelínea de investigaciónen diferentesáreasde las
cienciasde la computación.

Recientementealgunasinvestigacioneshanseñaladolanecesidadde extenderel estudio
de la igualdadaldeotrasrelacionestransitivas(no simétricas).Estees el caso,porejemplo,
deCLP [JM 94], dondelaresoluciónderestriccionesse añadea laprogramaciónlógica. Las
teoríaspreordenadastambiénse utilizan enel áreade las álgebrasde procesos[mv 94] como
unaherramientaútil a la horade establecerrelacionesentrelas distintasdescripcionesdel
sistema,y en concretose hanusadoparaespecificacionesparciales[Walk 90] y divergencias
entremodelos[AH 92].

Enel campode lademostraciónautomática,estasituaciónya hapropiciadoel desarro-
lío de demostradorescon reglasespecificasparala relaciónque se estudia. Estalínease
sigue por ejemplo en [BKS 85] y [unes 92] y, másrecientemente,en [LA 93], [Levy 94],

[BO 94], [BG 95] y [LA 96] aplicandotécnicasde reescrituraqueevitanelcálculodel cierre
transitivo de la teoría. Estasy otras aproximacionesestánbasadasen la resolucióncomo
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7

¡miétoclo de inferencia. Si integramosrelacionestransitivasen los tableatrxpor medio de un
cálculo(le unificación (simultáneo).en bigar de intmoducir nuevasreglas(le inferencia,los
sistemas(le tableauxparecenser umn mejor herramienta(pie la resolricion por, al xilenos.
dos razones: por unaparte. podemosconstruir procedimientos(le decisiónqueseparen
la tlificultad de las relacionestransitivas,de la logica (le primer orden y, por otra parte,
las variables] ibres furícionamí rígidamente,por lo que el encademíamniemítoen posicionesde
variableno es un problemacrítico.

Estecapítuloestáestructuradoen (los partes. En la primera, incorporamnostécnicas
de reescrituraa preórdenes(relacionestransitivas y reflexivas) y definimos calculos de
unificación para los tabieauxcon variableslibres. La Sección4 presentaun cálculo de
unificación para preórdenes,queextendernosa una versión simultánea,e integramosen
los tableaux,en la Sección5. La completitudde ambossistemasse basaen un métodode
tableauxbásicoquepresentamosenla Sección3. Aunqueestoscálculosya sonterníinantes,
los mnejoramosusandotécnicasde reescrituraemí la Secciómí6.

Emi la segundaparte, extendemoslos preórdenesa preórdenesmonótonos.Todos los
problemasquese planteancuandoextendemoslas relacionesde equivalenciaal casode las e
equivalenciascongruentes,tambiénaparecenparalos preórdenesmonótonos.No obstante,
surgeun nuevoproblemacuandopermitimosel uso de variablesno linealesporque,en este
caso,debernosadivinarciertoscontextos.Porejemplo, f(g(b),x,x) = f(y,y,g(a)) es unifí- e

cable con respectoa la teoría {a =b}, si utilizamos la sustitución cm = [g(a)/ir,y(b)/y];
sin embargono podemosutilizar unificación sintáctica,ni encadenamientosen posiciones
de subtérmino.para resolver el problema. En efecto, dejandoaparte cualquierorden e

de reducción, las mínicas posibilidades(instanciandoir a a o y a b) mio construyenel
contexto apropiado. En unaprimera aproximación,podernosusar los axiomas de re-
fiexividad funcional para solucionarel problemade forma ingenua, corno hicimos en el
Capítulo3 mediantela regla Reff; esto es, podemosextenderunaramacon la fórmula
¡(ir

1,.. . ir,,) E f(irr,. .. ,ir,,), donde¡ es un símbolo de función de andadu y las vari-
ablesx~ sonnuevasen el tableau. Sin embargo,estareglaes muy ineficientedebidoaque u’

el símbolode función f debeadivinarse,por lo quenecesitamosdiseñarreglasespeciales
parael tratamiento de la monotonía. La Sección7 presentaun cálculo de unificación
completoy correctoqueevita el usode los axiomasde refiexividadfuncional. Estecálculo u

se extiendeaunaversionsimultáneay se integraen los tableaux,en la Sección8.

e

5-2 Presentaciónde la lógica LPM

La Lógica con PreórdenesMonótonos (LPM en adelante)extiende la lógica de primer a

orden medianteel constructorde fórmulas E. Una inecuaciónes una fórmula atómica
s E t. dondes,t E T(E,Xj. El conjuntoF(S,X) de S-fórmulasde LPMse construyea
partir de inecuaciones,utilizando m, A y 3 como en LPO. Llamamosdesinecuacióna la
negaciónde una inecuacióny la representamospor s ~ t. Paracentrarnosen el estudio
de los preórdenes(monótonos),E es el único símbolo de predicado disponibleen las
signaturasde LPM. En lógicade primer orden con igualdad=7,los símbolosde predicado U

E puedenrepresentarseintroduciendoun génerobool, unaconstantefrue de génerobool,

e

e

e
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y reemnplazandoP(i) por true =7P(i) (paramás detalles,véasepor ejemplo[BOES 953).
Obsérvesequepodemosusarla mismaideaen LPM, reemplazandoPQ) por trae P(t) A

P(í) LE true.

Definición 5.2.1 El conjunto T(S, X) de ~-términos se define mediante las siguientes

reglas de formacmon:

t ::= ¿¿¿(e X) c(6 6’) f(t1 . t,,) (f ¿1 de andad n; t~ C T(2, X))

El conjunto F(1i, X) de 2-fórmulas se define mediante las siguientesreglas de for-

macron:

Una inecuación (resp. desinecuación)es una fórmula del tipo s ~ t (resp. s ~
dondes,t E T(S.X).

lina LE-teoría, o simplementeunateoría, consisteen un conjuntofinito de inecuaciones.
Las representaremosmediantelas letras1, 1’. Obsérvesede nuevoquenuestroconcepto
de teoríadifiere del habitualmenteusado.

Las estructurasparaLEA’! son dominios preordenados,segúnla Definición 3.2.1, en
los queinterpretamoslos símbolosde funcmon.

Definición 5.2.2 Una 2-estructura5 en LPM está compuestapor el preorden<D, LED> e
interpretacionesfV y cD, para cada símbolode constantee y de función f de 2. Una 2-
estructura es monótona si las interpretacionesde los símbolosde función son monótonas

en todossusargumentos,es decir, si fD(.. . d. . .)E~f~(. . . d’.. .), siempre que dE’~d’.
Una 5-valoración es una aplicación p : X —> D. Una 2-interpretación (respecti-

vamente, monótona) es un par <5,p>, donde 5 es una 2-estructura (respectivamente,
monótona)y p es una 5-valoracmon.

Los términosy fórmulas de LPM se interpretanen unaE-interpretación(monótona)
como en LPO, pero utilizando LE~ como semánticaasociadaa LE. Por ejemplo

t si [sJ~’LE~~F
~S LEtE — { f en otro caso.

Lasnocionesde satisfactibilidady modelocoincidenconlasusadasen LPO. En cuanto
a la consecuencialógica, debemostener en cuentaque las variableslibres funcionan
rígidamenteen los tableaux, lo quesignifica queuna variablede un tableausólo puede
ser sustituidauna vez y, por tanto, representaun único elemento. En estesentido, las
deduccionesefectuadasa partir de unateoría inecuacional,queson las involucradasen
el cierre de una rama, no son deduccionesuniversales,sino rígidas. Semántícamentela
rigidez se puedeexpresarcomosigue.

Definición 5.2.3 Dada una teoría1 = {s¿ LE t1,..., s,, LE t,~} y una inecuacións E t con
1 ~=, s LE t (respectivamente,LE hm s LE t) expresamosque la fórmula (sí E tm A... A s,~ E
t,,) ‘—* s LE t es cierta en toda 2-interpretación (respectivamente,monótona).
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Cuandointroduzcamoslas técnicasde reescritura,usarenmosórdenes(le reduccións, e,

estoes, ór(lenesparcialesdefinidossobreT(E.X) , que estánbien fundamemitadosy que
son mmonótonosy establesbajo siistitt¡ciones(es (decir. .9 Y 1 iníplica sO % tú. paratodas
las smmsti turiones O). 5uponernos.(le ahoraen adelamíte,(jule estosordenes(le reducción son

totalessobrelos términosbasicos.
Para presentarlos cálculos de unificación. immtrodimcimos la notación de restucción

[NR 953, [DV 983, que capturala unificación sintácticay el orden emítre térmuimios, en un
lmnmco marco.

Definición 5.2.4 Una restricción O es un conjunto de restricciones de igualdad .s =7 1 y e
restriccionesde orden s y t. fina sustituciónO es solución de una restricción de ‘igualdad

s t (respectivamente,de una restricción de orden s » t) sí O es básica para var(s)Uvar(1)

y sO coincide con tú (respectivamente,si sO y tú). tina sustituciónO es solución de. o U
resuelve,una restricción O si O es solución de cada restricción, de igualdad u orden, de

O. Una restricción O es satisfactiblesi tiene una solución.
a

En estecapítulo,asumimoslaexistenciade procedimientosefectivosparacomprobar
lasatisfactibilidadde unarestricción,lo cualdependedelordenescogido. Por ejemplo,en
[NR 95] y [Nien 93] se puedenencontrarmétodosefectivosparaórdeneslexicográficosde
cammnos.

5.3 Tableaux básicospara LPM u’

En estasecciónpresentamosdosrestriccionessucesivasdel métodode los tableauxbásicos
de LPCD, primeroconsiderandopreórdenesy luegoconsiderandopreórdenesmonótonos.
Procedemospor etapasen cuantoal manejo de la monotonía;es decir, estossistemasde
tableauxbásicosseráncorrectosy completosconrespectoa la noción de satisfactibilidad
en 2-estructurasy en 2-estructurasmonótonas,respectivamnente. e’

Comoes habitual, suponemosunasignaturafija 2 queextendemosa otra E mediante
un conjuntonumerablede constantesnuevasAC.

Cuandomio comísideramosmonotonía,ademásde las habitualesreglas de expamísión
a, ~, -y y 3. contamoscon las dosreglassiguientes:

ti ~ 12 u’

Ref) _______ Tran) 12 LE t
3

tEl t1LEt3
gr

Comoen LPGD, las ramascerradassonlas quecontienenunacontradicciónatómica.
Esto significaahora,queexistenen ella dos literalesde la forma s ~ 1 y s ~ t.

La correccióndel métodode tableauxexpresaquela insatisfactibilidadde un conjunto
de fórmulas .~P es consecuenciade la existenciade un tableancerradoparaél. Como en
LPCD, la pruebade este resultadose basaen el hecho de que las reglas de expansión
preservanla existenciade modelo, e

Lema 5.3.1 Las reglas de expansiónpreservanla satisfactibilidad de un tableau.

u
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Demostración.Paralas reglas&, /3, -y y uf la demostraciónes inmediata.Paralas regias
1?eJy Tran, tambiénes trivial porquelasestructuraéqueconsideramosestánpreordenadas.
u

Teorema5.3.2 (Corrección) Dado un conjuntode 2-sentencias~1?,si « tieneun tableau

básico cerrado entoncesb es insatisfactible.

La comupletituddel métodose estableceá la Hintilcka. Las condicionesquecaracterizan
ahora un conjuntode Hintikka sonun subconjuntode las queexigíamosen la Definición
3.6.5.

Definición 5.3.3 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de 2-sentenciasH es un con-

junto de Hintikka si satisfacelas siguientescondiciones:

1. Si p~ Ap2 eH entonces~ CH.

2. 51 ~(scmA so2) E H entonces—<Pi E H o t~2 E H.

3. Si -ny C H entoncesy E H.

4. Si Bxy c H entoncesexiste una constantec E AC tal que y[c/z3 e fi.

5. Si —‘B¿rp c H entonces—‘y[t/x3 e fi, para todo término básico t.

6. Para todo término básico t, t LE t E H.

‘7. Seant1, t2,t3 E T(~), si tm LE t2,12 LE t3 E fi entoncest~ LE t3 EH.

8. H es coherente,es decir ninguna inecuacióny su negaciónpertenecena fi.

Teorema5.3.4 Todo conjunto de Hintikka H tiene un modelo.

Demostración.Sea5 la S-estructura(de flerbrand) compuestapor:

• D=T(2)

• Si t1, t2 E O entoncestmqDt2 ~‘dcf tm ~ ~2 E fi

• f~ D~ -4 D, fD(tm,... , t,~) =def f(t1,... , t,,). En particular,CD def c.

Obsérveseque5 es unaestructuraporquelas condiciones(6) y (7) de la definición de
conjuntode Hintíkka nos aseguranque LE~ es un preorden. Ademáses fácil probarque
~t~D t, paratodo término básico t e T(S). En estascondicionesprobamosel teorema
haciendoinducciónsobrey E fi. Veamoslos casosbásicos:

• so = ~ t2. Resultatrivial que~pF — t, por ladefinición de LED.
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•so = ~ t
2. Por la coherenciade U. (t1 LE ½) ~ E, por lo que ~tr G t4~ ¡por

la definición de E~. u

Teorema5.3.5 (Completitud) Dado un conjunto finito de 2-sentencias P. si ‘b ss
insatisfactible entonces~ tiene un tablean, básico cerrado.

Demostración. Supongamosque ~ no tiene un tableancerrado. Entoncespodernos
construir un tableancon una ramaB que es imn conjuntode Hintikka. Obtenemoscon-
tradicciónporqueB, y por tanto ~, tiene un modelo. u

u-
Si consideramosmonotonía,debemosañadir reglasque capturenlos encadenamientos

en posicionesinternas. Veamos que, ademásde las reglas de expansióna, 3, ‘y, 6, Refy
Tran, bastacon introducir la siguienteregla: u’

A’fon) t~ LE t2uft.ijp LE uÑ2]P U

dondeu E T(~,X) es un contextocualquieray p es unaposiciónde u.

Aunquelacorreccióny la completitudde estenuevosistemade tableauxbásicostiene u

que ver con la satisfactibilidaden estructurasmonótonas,los resultadosse demuestran
como parael sistemaque no considerabala monotonía.La correcciónse deriva de quelas
reglasde expansiónpreservanla existenciade un modelo mnonótonoy la completitudse
pruebarl la Hintikka.

Lema 5.3.6 Las reglas dc expansiónpreservanla satisfactibilidad de un tableau en es- e’

tructuras monótonas.

Demostración.Inmediatoparalas reglasa, /3, -y y 3. ParalasreglasRefy Ti-an también
es trivial porquelasestructurasquemanejarnosson preórdenes(monótonos).Por último
usanosel Lema 3.5.5(3) paraprobarqueMon tambiénpreservamodelosmonótonos. U

u’

Teorema5.3.7 (Corrección) Dado un conjunto de 2-sentencias~< si ~I’tieneun tableau

básico cerrado entoncesL es insatisfactibleen estructuras monótonas. e

Con la apariciónde la monotonía,debemosmodificar las condicionesquecaracterizan
un conjuntode Hintikka. Veamosquebastacon añadirunaúnicacondición. a

Definición 5.3.8 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de Hintikka U es monótono

si, ademásde las condicionesde la Definición 5.3.3, satisfacela s’¿guientecondición: u-

9. Seant1, ~2,t E T(r) y p una posición de t. si t~ E ½e U entoncest[t1]~ LE t[t2]» E U.

u’
Teorema5.3.9 Todo conjunto de Hintikka monótono U tiene un modelomonótono.

e

a
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Demostración.Sea5 la misma2-estructura(le Herbrandusadaen la demostracióndel
Teoremmia5.3.4. Primeroprobamosque5 es unaestructuramonótona. Usandolas condi-
ciones5.3.3(6) y 5.3.3(7), deducirnosqueED es un preorden. Usandoahora la condición

ó.3.8(9). obtenemos~u mnonotonía.En efecto,seaf E F~ y ti t~, ¼ ~ E T(2) tales
que t,E~t. Entoncest2 LE ¼c II, por lo quef(t1 t, t7~) LE f(t1. , t~) E

H. por la condición5.3.8(9). En consecuencia,Ef(tm t~ , t~) LE f(tm ¼ .
= t.

Paraprobarque5 es modelo de H procedenmospor inducciónsobre la estructurade
la fórmula,como en la demnostracióndel Teorema5.3.4. U

Teorema5.3.10 (Completitud) Dado un conjunto finito de 2-sentenciasb, si <1’ es

insatisfactible en estructuras monótonasentoncesb tiene un tableau básico cerrado.

5Á Unificación preordenadarígida

En estasecciónmostramoscómo resolverlos problemasde unificación quesurgencuando
cerramosunaúnica ramade un tableaucon variableslibres. Construimosestostableaux
imiediante las reglas a,¡3, 5’ y ‘y’ como en LPO, sin embargoparacerrar ramasprocede-
mnos como sigue. Primero formamoslos conjuntos1 y SI de inecuacionesy desinecua-
(¿iones,respectivamente,queaparecenen la ramay, después,cerramos.8 si encontramos
una sustituciónO tal que16 h~ s’6 LE t’6, para alguna desinecuacións’ ~ t’ c DI.

Mostraremosqueesteproblemasemánticopuederesolverseunificando sintácticamenteel
conjuntoTU {s’ LE t’}.

Definición 5.4.1 Un problema de Unificación Rígida Preordenada(de forma abreviada

URP) es una expresiónde la forma 1k s LE t donde1 s E t son una teoría finita y una
inecuación, respectivamente.Una sustituciónO es una solución de, o resuelve,1 k s LE t

si O es básica y 16 h~ (s LE t)O.

Pararesolver un URP-problemaE consideraremosrestriccionesC de las queextraeremos
las solucionesde E. Con esteobjetivo, definimosun cálculode unificaciónqueoperasobre
parejasE. O, de forma que resolverE y O significa buscarunasustituciónque resuelva
amubos.

Definición 5.4.2 Un URP-problemarestringidoes un par compuestopor un URP-proble-
ma E y una restricción O, y se escribeE . O. Una sustituciónO es una solución de, o

resuelve,E . O si O soluciona E y O.

El cálculo de unificación 1’ transformaURP-problemasrestringidosmediantelas dos
reglassiguientes:

{l E r} UIk s LE t O
1k r LE t. O U {l 4(lefi{) Encadenamientoen la raíz por la izquierda
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(end) Cierre Reflexzvo 1 V ,~ E t - C
II— s E s - C U §s =7

El uso de estasreglasestá restrimigido por las siguientescondiciones(le aplicabilidad
a(licionales:

a) la restricciónde la conclusióntiemie que ser satisfactible.

b) la inecuacións LE t de la premisano es trivial (s # t),

c) la inecuación1 E r no es trivial en la regla leftJ,.

La primera condición asegurarála corrección del cálculo, la segundaestableceqime las
inecuacionestriviales representanel final de la búsqueda,mientrasquela tercerase añade e,

commo forma de optiinización.
Hacemosnotar que sólo introducimos restriccionesde igualdad; las restricciones(le

ordenapareceránen la Sección6 cuandomejoremosel cálculocon técnicasde reescritura. e,

Obsérvesetambiénque las inecuacionesson eliminadasde la teoría una vez qíme hansido
usadas;estodeterminarála terminacióndel cálculo.

En adelante,representamoslos P-pasosdel cálculopor f~C -xáp E’ O’. y usamos-‘-4 e

paraindicar su cierre reflexivo y transitivo.

Definición 5.4.3 La sustituciónO es un P-unificador del URP-problema1 k s E t si —
existeuna teoría1’, un término r E T(2, X) y una restricción O tal que:

• 1 E-sE ¿0 —41’ E- r ErG u-

• O es una soluciónpara O.

Dado un URP-problema1’, podemosver el cálculo de sus P-unificadorescomo una e

búsquedaen el P-árbol de derivaciónque tiene E 0 en la raíz. Obsérveseque unahoja
con éxito contieneunateoría,una inecuacióntrivial y unarestricciónque posiblemente
representarávariosP-unificadores. u’

5.4.1 Propiedadesdel cálculo P
u’

Teorema5.4.4 (Terminación) El P-árbol de derivación para cada URP-problemaes
finito.

e
Demostración. Es inmediato puestoque cadaP-pasoconsumeuna inecuaciónde la
teoría o produceunainecuacióntrivial. u

El cálculo7E~ también escorrectoen el sentido de quecadaP-unificador es unasolución u’
del correspondienteURP-problema.La demostraciónes consecuenciadirectadel siguiente
lema.

e’
Lema 5.4.5 Si F . O “—p E’ . O’ y O es una sustitución que resuelveE’ . O’ entoncesO
resuelveE . O.

e

It

e
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Demostración. Sea1’ = 1 E- s E t y E’ 1’ H s’ E ti. Distinguimoscasosde acuerdo
con la reglaaplicadaen el P-paso:

(left j) 1 1’ U {l LE r}, C’ = C U {l st s’ = r y t’ = t. ObviamenteO resuelve
C. Ahora dadauna interpretación<~, p> quesatisfaga10, tambiénsatisfaceI’0, y
por tanto (s’ LE t’)6. En estascondiciones,<5, p> h (1 LE r)O A (r E t)O. por lo que
tamubiénsatisface(1 LE t)O. Condumiosque <5, p> h (s LE t)O, puestoqueO resuelve
O’, y entonces10 sO.

(ená) 1’ = 1, 0’ = O u {s t}, s’ = s y t’ = s. De nuevoes inmediatoque 6 resuelveO.
Si <S,p> ~ 10 entonces<5,p> h (s LE t)O, puestoque O resuelveO’ y s =7t E O’.
u

Teorema5.4.6 (Corrección) Sea1’ un URP-problemay 6 un P-uniflcador de E, en-

tonces O es una solución de E

Demostración. SeaE = 1 E- s LE t entoncesexisteunarestricción O tal que O es una
soluciónde O y 1 E- s E t 0 -‘-~ 1’ E- r E r O, paraalgunateoría 7’ y algún término
r E T(E, X). Utilizando inducciónsobrela longitudde la P-derivacióny el lemaanterior,
concluimosqueO es unasoluciónde E. u

Recíprocamente,P es completoporque cadasoluciónde un URP-problemaE dado,
puedeobtenersecomo un P-unificador,aplicandoel cálculoa E~ 0. Antes de demostrarla
completitud,caracterizamossintácticamentecuándoun URP-problematienesolución. Lo
haremosmedianteel conceptode TeoríaRígida Preordenaday demostrandounavariante
inecuacionaldel Teoremade Eirkhoff.

Definición 5.4.7 Sea1 una teoría, la TeoríaRígida Preordenadainducida por 7, escrito

Th~(I), es el mínimo conjunto de inecuacionesque cumple:

2. t E tE Th~(I), para todo tE T(S,X).

2. Si t1 LE t2, t2 LE t3 e Th~(I) entoncest1 LE t3 c Th~(I), para todo ti, t2,t3 E T(2, X).

Teorema5.4.8 (Teoremade Birkhoff) 1 ~ s LE t si y sólo si s E t ¿ Th~(I).

Demostración. (sólo si) Consideramosla estructuraFM(I) queextiendecon variables
la estructurade Herbranddel Teorema5.3.4; estoes,.FM(I) estácompuestapor:

• D=T(2,X)

• 5 LEF»«~) t ~def s E t E Th~(I)

• fFM(I) — f
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Obsérveseque, por la (lefmnición (le Th0(I). ~ es un preorden. Sea la itíter-

pretación formadapor la estrímctímraFAd (7) y la valoración id (entidad). Es fácil probar

que —‘ _ paratodo t E T(2. X). Emítonícesresultaobvio cjííe <YM (7). id> ~ 1 por

lo que <7>1(1), id) h s E t.. En estascondiciones.s [3i&~~’~~Rt4(i} ~ti~7<’~ —

por lo (1110.3 E t E Th~(7)

(si) Distinguimoscasosde acuerdocomí la defimíicíon de TÍt0(7); es trivial c íando s E

~ 1 o t E t E Thp(I); si t1 E t~, ½E ½c Th0(I) entonces7 ~p t1 E 1-, A t-, LE h~
por hipótesis de inducción. Usando la transitividad de las estructurasconcluimos que

1 ~ t1 ~ t3. u

La nocióndeTeoríaRígidaPreordenadaaseguraqueTh0(I) estásintácticamentesatu-
rado con respectoa la refiexividad y la transitividad. En estesentido, Th0(I) capturalas

condiciones(6) y (7) de conjuntode Hintikka de la Definición 5.3.3. De hecho,la dirección

(sólo si) del anterior teoremnapuedeentendersecomo unaextensióndel Teorema5.3.4 que

tiene en cuentavariables libres.

Comoparael casoecuacional,usamospruebasparacaracterizarcuándounainecuacion

pertenecea la Teoría Rígida Preordenada.Dentro de estas pruebaspodemosevitar re-
dundancias-encadenamientostriviales o ciclos- como muestrael siguientelema.

r

Lema 5.4.9 Sea 1 una teoría y s E t E Th~(I) tal que 5 ~ t. Entoncesexiste una
secuencmafinita de mnecuaczonesl~ LE r1 , l,~ E r~ El tal que:

1. It = s, r7, = t.

2. r~ = 4<, para todo 1 < < n.

2. (i1E r~) # (l1 E Q, pa-ca todo 1 =~< ~ ir (no hay ciclos>.

4. 4 r~, para todo 1 < i =n (no hay encadenamientostriviales).

Demostración. Usamosinducción estructuralsobreel hechode que s E t E Th~(I). Si u
s E t E 7 entonceses trivial. En casocontrario,existe un término w tal que s LE rv ‘w E

mt e Th0(I). Por hipótesisde inducción, existen dos secuencias(s =)l~ E r1 1,, L

r~(= u>) El y (w =)ui LE y1,... ,um E vm(= t) El que satisfacenlas condicionesdel u-
lema. Si todas las inecuacionesson disjuntas dos a dos, unimos las secuencias;si no,

seai E {1 . . . >4 el mnenor índice para el queexiste j E {1 . . . m} con (4 r1) = (u1
y1). Entoncesla secuencia1~ LE r1,... ,1~ E rm,uI±íL v1±í um L

tm satisfacelas
condicionesrequeridas. u

Volviendo al cálculo P, sucompletitudsignifica que debeexistir un P-unificador para
un URP-problemaE dado,siemprequeexistaunasustituciónO quelo resuelva.De hecho,

E escapazde construirel propio 6. En primer lugar mostramosquepodemosdar E-pasos

cuandoel UPE-problemarestringido tengasolución. La ideaconsisteen elevar la prueba
relacionadacon (s E t)O E Th

0(IO), cuyaexistenciaestáaseguradapor el lema anterior,

si sO # tO.

mu

e

mt
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Lema 5.4.10 Si O es una solución de II— .s LE t ¿s ~ t) y C, entoncesexisten1’, C’, st t’

tales que lE- s E t . C -x.#p 1’ E- s’ E t’ . C’ y O es una solucióndel’ k s’ ~ t’ y O’.

Demostración. Si 6 es una soluciónde 1 E- s LE t entonces10 ~ (s E t)O por lo que
(s E t)O e Th0(IO), por el Teorema5.4.8. Distingamoscasos:

1. sO = tO. Entoncesaplicamosla reglaend: II—sE tO -‘-+~IE- s Es CU{s =7t}.
La aplicaciónes posibleporqueO es soluciónde O U {s t}. Ademásresultaobvio
queO tambiénresuelve7 E- s E s.

2. sO # tO. Por el Lema 5.4.9 existe una secuencial~ LE rj,... , 1’ E r’ C 10, de
inecuacionesno triviales disjuntasdos ados, tal que1~ = sO, rX = tO, r = 1kt, para
todo 1< i < n. Sean4 y r~ tales que 40 = l~, m

0 = rt para todo 1 < i < n

entoncesl~ E r
1,.. . , 1,, LE r~ & 1 es también una secuenciade ineduacionesno

triviales disjuntasdosa dos. En estascondiciones,aplicamosla regla leftJ,: 1k s E

O -~.ap I\{lm LE rm} E- r1 LE t C U {l~ s}. Esta aplicaciónes posibleporque
las condicionesadicionalesde aplicabilidadse cumplen. En efecto, 116 = 11 sO
por lo que O es unasoluciónde la nuevarestricción, y u # r1, ya que la secuencia
no contieneinecuacionestriviales. Entonces, dada una interpretación<5,p> que
satisfaga(I\{lm ~ rm})6, tambiénsatisface(12 LE r2)6,. .. , (1,, E rQO, por lo que
<Sp> ~ (rm LE t)O. Por tanto, O es unasolución de I\{lm LE r¡} E- rl E t. u

Teorema5.4.11 (Completitud) SeaE un URP-problemay O una solución de E, en-

toncesO es un E-unificador de E.

Demostración. Sea. 1’ = 1 E- s E t. Como O es soluciónde 0, podemosaplicar el
Lema 5.4.10 paraconcluir quepodemosdar unasecuenciade E-pasos.PuestoqueE es
terminante,finalizamosen un URP-problemarestringido1’ E- r LE r 0’ tal queO es una
soluciónpara0’. EntoncesO es un E-unificadorde 1 E- s LE t. U

Obsérvesequegraciasa los Teoremas5.4.4, 5.4.6 y 5.4.11, E puedeusarsecomo un
procedimientode decisiónparalos (¡HP-problemas.

Corolario 5.4.12 El URE-problemaes decidible.

5.5 Tableaux con variables libres y unificación rígida preor-
denada simultánea

El cierrede un tableau~Timplica el cierrede cadaunade susramas.En estasecciónpre-
sentamosun sistemade tableauxquecierrasimultáneamentetodaslas ramasdel tableau.
Por estarazón,extendemoslos URP-problemasaproblemassimultáneos.

Definición 5.5.1 Un problemade Unificación Rígida PreordenadaSimultánea(abrevia-
damente URPS)consisteen una secuenciafinita I’1,.. ,F~ de URP-problemas.
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Presentarnosel cálculo SE como una extemísiónsimmumltáneadel cálculo E. SE trarís-
formnasecuenciasde URP-problemasmediantela aplicación local de las regiaslefti, y c.d

sobrealgumio (le suscompomíemítes.Como las variablessecomportanrígidamente,unirnos
las restriccionesasociadasa cada URP-problemaen un único conjunto. Con una unica

restricción global, evitamos la construcciónindependientede restriccioneslocales satis—

factiblesquepuedenno ser compatiblesglobaimnente.Por estarazón,podamosel espacío

de búsqueda(le fornia máseficiente, si cerramnosun tableausimultáneamentey utilizarnos
una única restricciónglobal, en lugar de cerrarcadaramapor separado. Al final (le la
seecionharenmosalgunasreflexionessobreestaafirmación.

Las reglas del cálculo SE son:

(slefLl,) Encadenamientoen la raíz por la izquierdasimultáneo

E1.. .. . {ILE r} U LE- s~LE ti....

Ej I~E-rLEt’ ...EnCU{l=7S,}

(send<) Cierre reflexivo simultáneo

E1 .I~ E-s, LEt~ E~.C

9’
Las condicionesadicionalespara la aplicabilidadde estasreglascoincidencon las re-

queridaspor el cálculo E. Las relaciones“—>gp y ~ y el conceptode SE-unificadorse
derivande las análogasparaE; obsérveseque, de cadaSE-derivación,podemosobtener e’

E-derivacionesglobalmentesatisfactiblesy viceversa. Comoparael cálculoE, el cómputo
de los SE-unificadoresconsisteen unabúsquedasobreel SE-árbolde derivaciónque tiene
por raíz

1m E- sj LE mt
1 I,~ E- s~ LE tn 0. u-’

El URPS-problemaes también decidible, ya que el cálculo SE satisfacelas mnismas
propiedadesque E.

u-

Teorema 5.5.2 (Terminación, Corrección y Completitud) SeaFm E~ un (¡RES-

problema. Entonces:

e
./. El SE-árbol de derivación para E1,... ‘En es finito.

2. Si O es un SE-unificador de E1... . ,f’,~ entoncesO es una solución de E~, para todo
1< i <‘a. e

3. Si O es una soluciónde cada (¡RE-problemaF~, para todo 1 < i < u entoncesO es
un SE-unificador de I’~,... ,%. e

Demostración. (1) Si el SE-árbolde derivaciónes infinito entonces,por el Lema de
Kénig, contieneun ramainfinita, quepuedeentendersecomo unaE-derivacióninfinita, e’

en contradel Teorema5.4.4.
(2) Trivial por el Teorema5.4.6.
(3) Por el Teorema5.4.11,0 es un E-unificador de t’1, para todo 1 < i < u; entonces e

existenteorías, términos y restriccionesI~, r~, G~(1 = i =u), tales queE~ . ~4 I~ E- r, E

a

e

u,
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0 yO resuelvecadaCh 1=i < u. SeaC = UX~ O entoncesE1,...,E~ . ~ I~ E-
r1 LE r1 1,, E- r,, LE r~, O y O satisface0. En consecuencia,O es un SE-unificadorde

Eh... ,Pfl. U

Imitegramnosla unificaciónrígida preordenadasimultáneaen los tableauxcon variables
libres sin más que usar el cálculo SP como regla de cierre. En concreto, sea SET el
sistemade tableauxcompuestopor las reglasa,5, ‘y’, 5’ y la siguientereglade cierre:

Definición 5.5.3 (RegIa de cierre LIRPS) SeaY un tableau con variableslibres y ra-

miras Di, . ,B~. SeaL la teoríaqueapareceen B1 y s~ ~ t~ ana desinecuaciónque aparece
en B1. 1 < i < n. EntoncesY está cerrado si existeun SE-unificadordel URPS-problema

I~ E- s~ LE ~ ,I,~ E-s,2 LE t,~.

Usamosel sistemade tableauxSET como sigue:

1. Expandimosel tableauaplicandolas reglas a,fl,’y’ y 5’ de forma indeterminista.

2. Seleccionamosuna desinecuaciónde cadaramay buscamosun SE-unificadordel
URPS-problemacorrespondiente.Si existeentonceshemosfinalizado; en casocon-
trario, escogemosotra desinecuaciónen algunaramay probamosde nuevo,o volve-
nios a 1 si liemos agotadotodas las posibilidades.

Obsérvesequesólo consideramoslos preórdenesen el paso2 y que éstesiempreacaba.
Por tanto, hemosseparadola complejidadde los preórdenesde la indecidibilidadde la
lógicade primer orden.

La correccióndel sistemade tableauxSET se deducedel Teorema5.5.2<2). Para
comprobarla completitud,elevamoscada tableaubásico cerrado,utilizando el Teorema
5.5.2(3).

Teorema5.5.4 (Correccióny completitud) Un conjunto de sentencias‘1> es insatis-
factible si y sólo si existe un SP’T-tableaucerrado para ‘~.

Ejemplo 5.5.5 Seana,b,c,d constantes. Entoncespodemosconcluir b LE c y d LE b en
cualquierpreorden total que verifique {a LE c,d LE a}. Para demostrar esto, primero cons-

truimos el sketchde SET-tableanY de la Figura 5.1 y luego lo cerramosutilizando sISE-
calculo tal como muestrala Figura 5.2 (obsérveseque hemossimplificado las restricciones

correspondientes).En estecaso el SE-unificador obtenido es [a/x, b/yJ.

5.5.1 Cierre simultáneo frente a cierre local

Unavez quehemosintegradoel cálculosimultáneoSEen lostableauxconvariableslibres,
uno se preguntapor qué no hemosusadoel cálculo local E paracerrarramasindepen-
dientes.Aunqueambasaproximacionescompartenel mismo espaciode búsqueda,prefe-
rimos la versiónsimultáneapor dosrazonesprincipales: la eficienciaa la hora de podarel
espaciode búsqueda,y la eleganciacon la que se enuncianlos teoremasde completitud.

Veamosalgunasevidenciasde esto. Primero,obsérvesequepodemosusarel cálculoE
de diferentesformasdependiendode cómo manejemoslos unificadoreslocalesobtenidos:
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m’.

a LE c

d E a

VwVy(x E yV ~ LE .r)

U c y dE b)

bZc

d~b

xLEy yLEx

Figura 5.1: El sketchde SET-tableauY.

e

u,

u-

fa LE cd LE a,x LE y} 1-dE b fa LE c,dEa,y LEx} 1- bU c

{aLEc,xEy}HaLEb {aLEc,dEa,yLEr}E-bLEc .{dctd}

•{x=7a}

.{x=7a,y=7b}

{aLEc}E-yLEb faLEc,dLEa,yLEx}}—brc

fa LEc,dLEa,yLE.r} F-bLEc
1-

fa ~ c} E- y ~ y

faEc} yLy

fa E c} E- y ~ y

fa LE c, d LE a} E- x LE e

fd LE a} E- c E c

fx =7a,y b}
a,y b}

e

Figura5.2: SE-derivación.
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(a) Podemosno aplicarel E-unificadorobtenidoal cerrarunaúnicarama. Entonceses-
tamoscerrandotodaslasramassucesivamente,manteniendolas restriccionescorres-
pondientesa los unificadoreslocales, de forma separada. En este caso, debemos
preguntarnossi la unión de todas estasrestriccioneses o no satisfactible.antesde
cerrar el tableau. Obsérveseque podríaser posible computarun conjuntode re-
stricciones localmentesatisfactiblesque no fueran globalmentesatisfactibles. Así,
no podemosconcluir si el cierre del tableaues aplicablehastaque no hemosconi-
putadotodos los unificadoreslocales separademente.Por este motivo, una úmmica
restricciónglobal prevéestassituaciones,lo quesuponeuna podaeficaz del espacio
de búsqueda.

Además,el teoremadecompletituddeberíaasegurarque “E es capazde computarun

conjunto de restriccioneslocales que esglobalmentesatisfactible»(como en [DV 98!).
En este sentido, pareceque unaaproximaciónsimultáneapermiteexpresardicho
teoremade forma máselegante.

(b) Podemosaplicar el E-unificador (el unificador de máxima generalidadcorrespon-
dientealarestricciónconéxito) traselcierrede unaúnicarama,independientemente
de cómo mezclemosel cierre de las ramascon el procesode expansiómí. Entonces
el teoremade completituddeberíaasegurarque “todavía existe una solución para

el nuevo tableau” quepareceser peor queel correspondientea unaaproximación
simultánea. Sin embargo,en estecaso no habríadiferenciacon respectoa la poda
del espaciode búsqueda.

5.6 Técnicas de reescritura para preórdenes

En esta secciónintroducimosestrategiasde reescrituracon el fin de reducirel E-espacio
de búsqueda;despuésaplicaremoslas mismasideassobreel cálculo SP.

Supongamosquequeremosresolver un URP-problemabásico 1 E- s LE mt esto es, las

inecuacionesde1 y s LE t sonbásicas.Entoncesel cálculoE es capazde computarelcierre
transitivo de la teoría 1, fijando s como elementomínimo, es decir, E puedeencontrar
cualquiertérminobásicomt’ tal que1 ~, s LE t’, paraluego tratarde probar1 E- t’ LE t. Por
ejemplo,en el URP-problema1’ = {a LE b a LE c a E 4 E- a LE b podemosaplicar la regla
left4. de tres formasdiferentes,usandoquelasconstantes6, c y d sonmayoreso igualesque
a. En estoscasos,el espaciode búsquedapuedepodarsedrásticamente,si restringimosla
aplicaciónde la regla lef4 a las inecuaciones1 LE i- ~ 1 queverifiquen ¿ x- r, paraalgún
orden de reducción>-. Por ello, si tenemosc >- d >- a s- 6 en el ejemploanterior,las tres
eleccionesse reducenauna(aquellaqueusaa LE 6).

Si introducimosórdenesde reducción,necesitamosnuevasreglasparaasegurarlacom-
pletitud del cálculo.Por ejemplo,si b >- a entoncesno podemosresolverel URP-problema
satisfactible{a E b} E- a LE b, ya quea ~¿b. En estasituación,debemospermitir reescribir
6 en a, en el ladoderechode la inecuacióna LE 6, por lo quenecesitamosla regla right» .1.
queaparecemásabajo. Sin embargo,esta versiónsimétricade la regla lef4 restringida
es aun insuficiente, puestoquepodemosencontrarnosconpicos con respectoal orden »-

que no puedenresolverse:si 6 >— a y 6 s- eentoncesno podemosresolverel URP-problema
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r.

satisfactiblefa E b, 6 LE c} 1- a LE c. En este caso, necesitamosreescribiren las inectia-
clones cíe la teoría,por lo qile recurrimosa la nuevareglapeaks~. De estemodo tiefinimos
el calculo El como el commmpimestopor las cuatroreglassiguientes:

(left~ j) Encadenamientoen la raíz por la 2zquierda

{l LE r} U lE- s E t . C
lE- r E t . C U fI =s,l 5- r}

(rig/zt~ .h) Encadenamientoen la raíz por la derecha

fI E r} U II-sL mt. C
lE- s El . C U ft r, rs- l}

(peaksy)Encadenamientode picos

{lm LE r1,12 E r2} UIE-s E t.C

{lm ~ r2} U lE- s LE t C U {ri =7½r> 5- 11,12 5- r2} u,

(eirá) Cierre Reflexivo

II- sLEt.C e’

lE- s LE s~CU {s =7t}

Las condicionesadicionalespara la aplicabilidadde estasreglas son similares a las u,

requeridaspreviamenteparaE:

a) la restricciónde la conclusióntieneque ser satisfactible, e

b) la inecuación.s E t de la premisano es trivial (s # t),

e’
c) las inecuacionesde la teoría usadasen cada regla (1 r en left~ 4. y righl>. 4.,

lm LE r1 ,12 LE r2 en peaks»)no son triviales.

e
Además,definimoslas relaciones“>ri, -‘--4k y el conceptode El-unificador comopara

el cálculoE.
En cierto sentido, podemosentenderEl como una restricción de E que considera u-

restriccionesde orden. En consecuencia,El es tambiénterminantey correcto.

Teorema 5.6.1 (Terminación) El El-árbol de derivación para cada URP-problemaes u,

finito.

Demostración. Las reglas le¡mt5- .1,, right5- 4. y peaks5-consumeninecuacionesde la teoría, e

e
Teorema 5.6.2 (Corrección) SeaF un URP-problemay O un El-unificador para E,
entoncesO es unasoluciónpara E.

a

e

mt
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Demostración. Supongamosque E . O ~‘-~pi E’ . 0’ y que O resuelver’ . 0’, entonces
probaremosque O también resuelveE . O. En estascondiciones,la correcciónde El se
deduceusandoinducción sobrela longitudde la El-derivación,comoen el Teorema5.4.6.
SeaE = 1 E- s LE t y E’ = 7’ E- s’ E t’. Distingamoscasosde acuerdocon la reglaaplicada
en el ‘Pl-paso. Los casospara left» 4, right~ 4. y endson simnilares al cálculo E; para
peaks> tenemosque1 = 1” U flj LE rj, 12 LE r2}, 1’ = 1” U {l~ LE r2}, O’ O u {ri =7

12, r1 5- 11,12 » r2}, s’ = s y t’ = t. ObviamenteO resuelveO. Por otra parte,dadauna
interpretación<Vp> que satisfaga10, tambiénverifica I~O y (lm rj)O, (12 LE r2)O, y por
tanto verifica (l~ E r2)O, puestoque r~O = 120. De estaforma, KV, Á h 1’O, por lo que
<‘D,p> # (s LE t)O. •

Ahora podemosusar el Teorema5.4.8 y el Lema 5.4.9 paraprobar queEl también
es completo,siemprequepartamosde solucionesque instancienbásicamentelas variables
del URP-problema.Esto se debea quenuestroorden de reducción5- sólo es total sobre
térmninosbásicosy, por tanto, no debemospermitir pruebasde (s ~ t)O E Th~(IO) que
contenganvariableslibres.

Teorema5.6.3 (Completitud) SeaO una solucióndel URP-problemaE que instancia
de forma básica las variables de E, entoncesO es un El-unificador para E

Esteteoremapuededemostrarsecomo el Teorema5.4.11; estoes,usandoel siguiente
lemna técnicoy aplicandoinducción sobrela longitud de la El-derivación.

Lema 5.6.4 Supongamosque O resuelveel URP-problema1’ = 1 E- s E mt (s # mt), y
una restricción O. Supongamosque O instanciade forma básicavar(F), entoncesexisten
1’, 0’, s’, t’ tales que II- s LE t~ O ~‘..*pj 1’ E- s’ LE mt’ 0’ y O resuelve1’ E- s’ LE mt’ y O’.

Demostración. Puestoque O resuelve1 E- s LE mt tenemos10 #>. (s LE t)O. Por el
Teorema5.4.8, (s LE t)O c Th~(IO). Entoncesdistinguimoscasos:

1. sO = mtO. Podemosaplicar endy O resuelveO U {s tJ y II- s LE s.

2. sO y
4 tO. Por el Lema 5.4.9, existe unasecuencial~ LE rl,... 1’ E r’ E 10 de

mnecuacionesno triviales y disjuntasdos a dos, tal que Ii = sO,r~ = tO,< =

paratodo 1 < i ‘zz ir. Entoncesexisteuna secuenciade inecuacionesno triviales y
disjuntasdos a dos 1~ LE r

1,... , 1,, E r~ C 7, tal que 40 = «, vA = r~, para todo
1 < i =n, y

1m0 = sO,r~O = tO. ComoO instaciabásicamentetodaslas variablesde
E, distingamoslos siguientescasosexcluyentes:

(a)lmO>—rmO. EntoncesíI-sLEt.C—’-.pI\{lmLEr
1}I-rm Et.OU{lmct

s,lm s- rm}, por la regla left» 4. El paso es posibleporqueO resuelvela nueva
restricción O’. Además,como en el Lema 5.4.10, podemosdemostrarque O
resuelveI\{lí LE rí} E- r1 LE mt.

(b) r~O s- 4~O. De maneradualal casoanterior,podemosaplicar la regla right» .1,.
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(c) r10 5- 40.4,0 >-. r~,O. Tenemnosque 40 í % r’ U = l,.~ mo~ para todo r1 t+i

1 < i < ir. y 4,0 = 1, y4 r~ = r110, por lo que {liO,r10(= í~0) (r,,.10 =)l~O,
r,,O} es un conjunto cíe térrmminos básicostal qime r~0 s- 110 y l,,O 5- r~O; por
tanto tiemie mme existir un 1 < i < u tal cIne l~O ~ r~O = í~<O s r~ O. Por
ello, podemosaplicar la regla peaks>, ya que O resuelve la nueva restricción
O’. Ademas,si una interpretación(lada <V, p> satisface((I\{í~ LE r¿,

1i±í ~

}) U {4 LE r~±m})O, entonces<V.p> k (lí LE r,,)O. Emí consecuemiciaO resuelve u-

el nuevo URP-problema7’ E- s’ LE t’. u

Comoen la secciónanterior,extendemosEl aun cálculo simultáneoSEl, con el fin
de imcorporarloa los tableaux con variableslibres. SEl transforma URPS-probleínas
mnediantela aplicaciómí local de las reglas left~ 4., right~ 4., peaks~ y endsobrealguno de
los UJ?P-problemasque lo componen.El cálculoconstade las siguientesreglas:

(slefts 4.) Encadenamientoen la raíz por la izquierda simultáneo
u-

Fm... , {ILE >4 U1
1I- s, LEt ,.. . ,F,, .0

J7m,...,I~HrZti f.OU{l’~sl5-r}

(8rights.. 4.) Encadenamientoen la raíz por la derecha simultáneo u-

Fm {lLEr}UI~I-s#Emt,,...,F~.O
Fi,...,I~I-s,El f’~.OU(t~=7r,r>-l}

(speaks»)Encadenamientode picos simultáneo

F1,...,{11 LEr¡,12 LEr2}UIE-s~ LEmt1 F,7,~O u-
Fm,..., {l~ LE r2} U 1 E-ss 4,..., E,, . O U {rm =712 r~ 5- ti, 12 5- r2}

(send) Oierre reflexivo simultáneo
e’

~ F,,.OU{s~=7t~}

Comoel cálculo SE,el cálculoSEl utiliza una única restricción. Además,las condi-
cionesde aplicabilidadadicionalesson las mismasque las de El. Aplicandolos Teoremas
5.6.1, 5.6.2 y 5.6.3,podemosdemostrarqueSEl tambiénes terminante,correctoy comn-
pleto.

Teorema5.6.5 (Terminación, Correccióny Completitud) SeaE1 E,, un URPS-
problema. Entonces:

1. El SE1-árbol de derivación para Eí E,., es finito.
u,

2. Si O es un S’PI-unficódorde’E1,...,t,, entoncesO es una solucón de E, para todo

1< i <ir.

3. Si O es una solución de cada URP-problemaFi, para todo 1 < i < n entoncesO es

un SEJ-unificadorde E{,..., E,,.

u,

gv

e
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SeaSET1 el sistemade tableauxsimilar a SET, pero usandoel cálculode unificación
simultáneoSEl en lugar de SE en su regla de cierre URPS,es decir:

Definición 5.6.6 (Reglade cierre URPSparaSE’T1) SeaY un tableau con variables
libres y ‘ramas B1 B,,. Sea7~ la teoría que aparece en y si ~ 4 una desínecuación

que aparece en B~, 1 < i < ir. EntoncesY está cerrado si existe un SEJ-unificadordel

URPS-problemaI~ E- s~ LE mt1 7,., E- s,, LE mt

Usamosel sistemade tableauxSET1 como SET y probamossu correccióny coin-
pletitud de forma similar.

Teorema5.6.7 (Correccióny completitud) Un conjunto de sentencias~2bes insatis-

factible si ji sólo si existe un SPTl-tableaucerrado para 4>.

5.7 Unificación rígida preordenada y monótona

De ahoraen adelantesólo consideramospreórdenesmonótonos.Por tanto, los problemas
de unificaciónquesurgencuandocerramosunaúnica ramason también URP-problemas,
perosus solucionesdebenincluir monotonía.

Definición 5.7.1 Un problemade Unificación Rígida Preordenaday Monótona (deforma

abreviada (¡RPM) es una expresiónde la forma II- s LE mt, donde1 y s LE mt son una teoría

finita y una inecuación, respectivamente.Una sustituciónO es una solución de, o resuelve,

II- s LE mt si O es básica yIO hm (s E t)O.

Con vistas a resolver URPM-problemas,uno se preguntasi la generalizaciónnatural
de la regla lef-14 quepermite reemplazamientosen posicionesinternas,lo que llamamos
encadenamientointerno, serásuficienteparaasegurarla completitudy la terminacióndel
cálculode unificación. Comovamosaver en unaspequeñasreflexionesquehacemosantes
de continuar, la monotoníaintroducedemasiadosproblemasparaque ésto seaposible.
Hagamosobservar,de paso,que la mayoríade estosproblemastambiénestánpresentes
en la E-unificación rígida.

1. Terminación frente a completitud:
Cuandoexcluimosla monotonía,el conjuntofinito de E-restriccionesconéxito es su-
ficienteparacaracterizartodaslassolucionesde un URP-problema(Teorema5.4.11).
Por el contrario, podemosnecesitarun conjunto infinito, y por tanto un cálculono
terminante,si estamosinteresadosen todaslas solucionesde un (¡RPM-problema.
Por ejemplo,necesitamosun númeroinfinito de conjuntosde restriccionesunitarias
({x =7 f”(a)}, con ir > ú> paraobtenerel conjunto de todas las solucionesdel
(¡RPM-problemafa LE f(a)} E- a LE x.

Dos aproximacionesse hanseguidoparaarreglarestaincompatibilidadentretermi-
nacion y completituden el casode la E-unificaciónrígida:
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(a) diseñarcálculosde unificación termninantesque seanexistencialnmentecomple-
tos (por ejemnplo [GNPS 90]), estoes. cálculos queseancapaces(le encontrar
al muenosun unificador cuandoel problemnatienesoluciómm. Estalíneade inves—
tigación presentados problemasen el caso(le los preórdemmesmonótonos. Por u--
una parto, la propiedadde simetría •—no disponibleen los predrúcues—juega
un papel importante en esta límíca, y¿.í que permnite la comparaciómientre solti—
cionesa través del conceptode E-gemmeralidad(<E). En efecto. el conjunto de

to(las las solucionespuedecapturarsecon un conjunto finito (llammrado normal—
mentecompleto)de E-unificadores.Por ejemplo,en la versión con igualdaddel
problemnaanterior {a =7f(a)} E- a ir, el conjuntounitario {[a¡w]} es un con- u,

junto completo de unificadoresqueenglobatodas las soluciones({[f$a)/wj}
con ir > 0). Por otra parte, se ha demostradoque la E-unificación rígida
simultáneaes indecidible 1DM 96], por lo tanto esta aproximación no puede u,

serextendidade maneranatural a tableauxcon igualdad. Es muás, la versión
simultáneadel URPM-problematambién debeser indecidible, puestoque la
E-unificaciónrígidasimultáneapuedereducirseaéste,por lo que topamoscon u,

el mnismno problemaen los tableauxconvariableslibres

(b) diseñarcálculos incompletos,pero terminantes,que puedanser integradosen
los tableauxdandolugar a sistemasde deduccióncompletos[DV 98]. La clave a
paraestaaproximaciónconsisteenrestringir las solucionesbásicasquedebemos
elevar.

a

Obsérveseque la razónpor la que los cálculosE y SEeranterminantesno se tiene
cuandoconsideramosla monotonía,debidoa que las inecuacionesde la teoría no a
puedenser eliminadasuna vez utilizadas. Por ejemnplo, si resolvemosel (¡RPM-
problema {a LE b} E- f(a, a) LE f(b, 6), debemosutilizar la inecuacióna LE 6 dos
veces.

e
Como parael caso de la igualdad, las técnicasde reescrituray la restricciónde
las solucionesbásicasqueson elevadasparecenserlas herramnientasadecuadaspara
lograr un cálculo de unificación terminante que esté imítegrado en un método de mt

tableauxcompleto.

2. Adivinación de contextos: a
Sea O una sustituciónbásica que resuelveel (¡RPM-problemaF = 7 E- s E t.
Entonceses obvio queel URPM-problemabásico asociadore = 70 1- (s E t)O

tambiénes satisfactible. Sin embargo,los encadenamientosinternosutilizadospara
resolver FO, que tienen lugar en las posicionesintroducidaspor la propia O, no
son aplicablessobre el problema F. Por ejemplo, si f’ {a LE b} E- £ LE y y
O = [f(a)/x, f(b)/v], no podemosusarel encadenamientointerno ¡(a) q 1(6) usado e

pararesolver FO. No obstante,en este caso podemosresolver F siguiendootros
caminos:utilizando la reglaendparaobtenerla restricción {x =7y} o utilizando las
reglas left4. y endparaobtener{x a,y b}; pero O no satisfaceningunade estas
restricciones,puestoqueno construyenel contextoapropiado.

e

e

e
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Parael caso de la E-unificación rígida, la solucióna esteproblema ha ido evoin-
cionan(lo gradualníente. Inicialmente los contextos se construíanexplícitamente
mnedianteel uso de los axiomas de refiexividadfuncional [Fitt 96]. Más tarde, se
evitó tal reconstrucciónrestringiendoel estudioa las llamadassustitucioneszrre-
ducibles (cfr. por ejemplo [GNPS 90]), quesonaquellascuyostérmmminos introducidos
no admitenningún encadenamientointerno. No obstante,la simetríaes una vez
más, indispensablepara definir tal concepto,por lo que esta idea resulta inútil
sobrepreórdenesmomiótonossi manejamosvariablesno lineales*. Por ejemplo, la
sustitución[g(a)¡x,g(b)/y] resuelveel (¡RPM-problema{a LE b} E- f(g(b),x,x) E
f (y,y,g(a)), pero, sorprendentemente,las reglas lefLI, y end no puedenresolverlo:
end no es aplicabley los posiblesencadenamientosinternos —la instanciaciónde
x a a o de y a 6— no tienen éxito debido a que no construyenel contexto ade-
cuado. Por lo tanto, end y el encadenamientointerno no son suficientes para
asegurarla completitud (existencial). Obsérveseque el mismo problema no se
presentapara el caso de la igualdad: podemosresolver fácilmentre el problema
fa bJ E- f(g(b),x,x) f(’y,y,g(a)), utilizando un reemplazamientointerno (a en
lugarde 6 —disponibledebidoa la simetría)y despuésend paraobtenerla solución
[g(a)/x, g(a)/y].

En estasecciónpresentamosel cálculode unificaciónME pararesolver URPM-proble-
mas. Este cálculo sólo resuelvelos problemasespecíficosde los preórdenesmonótonos
relacionadoscon la adivinación de contextos,evitandoel uso de los axiomasde reflexi-
vidad funcional. En estesentido,el cálculo ME es existencialmentecompleto,pero no
terminante. Sin embargo,ME representaunabasesobre la que integrar las técnicasde
reescrituray alcanzarasí la deseadatermínacion.

Parapresentarel cálculo ME, deducimoslas reglasnecesariasparaasegurarla com-
pletitud. Previamente,caracterizamossintácticamentecuándoun (¡RPM-problematiene
soluciómíy lo hacemosmedianteel conceptode Teoría Rígida Preordenaday Monótona y
probandounanuevavariante inecuacionaldel Teoremade Birkhoff.

Definición 5.7.2 Sea7 una teoría, la Teoría Rígida Preordenaday Monótona inducida

por 7, escrito Thm(I), es el conjunto mínimo de inecuacionesque cumple:

2. mt LE mt e Thm(I), para todo mt e T(S,X).

3. Si t1 LE mt2, 12 E mt3 E Thrn(I) entoncesmt1 LE
ta E Thm(I), para todo tm, 12, ta E

T(S,X).

4. Si s E mt E Thm(I) entoncesu[s]~ ~ u[t], E Thm(7), para todo u, s, mt E T(S,X) y
toda posiciónp de u.

Teorema5.7.3 (Teoremade Birkhoff) 7 h
m s LE mt si y sólo si s LE mt E Thm(7).

Variablesqueaparecenmásde unavez en un término.
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Demostración. La parte (sólo si) se pruebacomno en el Teorenía5.4.8. Parala parte
(si). distinguimnoscasos,perosólo demostramosel último. Supongamnosque s E t, u[s]p E

E ‘Tly,(I). entonces7 km s E mt, por hipótesis de inducción. Sea KV. p> imita E-
interpretaciónimionótonatal que <V. ¡4 # 1, entonces~~I’?E~ [tr. por lo que¡Iu[s]~I~ E~’

debido a que <V. p> es una interpretaciónmonótona, u

Comoenla Sección4. utilizamospruebasparacaracterizarqueuna inecuaciónpertenece
a una Teoría Rígida Preordenaday Monótona. En este caso,emícadenamnosimmecíiacíones

pertenecientesa 1 despuésde quehayansido incluidasen contextosarbitrarios. Recorde-
mos que no se puedeimnpedir el uso repetidode una inecuaciónen una prueba.

Lema 5.7.4 Sea 7 una teoría y s LE t E Thm(I) tal que s y4 t. Entoncesexiste una
secuencíafinita de inecuaciones11 E r1, . . . 1,, LE r,, E 7 y términos u! E T(E,X) con

posicionesPi, para todo 1 < i =ir, tales que:

1. um[lm]p, = 5, u4r,,]p,, = mt.

2. uiLrilm = ui+í[l~±í1~~±,,para todo 1 < i <u.

3. 4 y4 r~, para todo 1 < i < u (no hay encadenamientostriviales).

Demostración. Procedemospor inducción estructuralsobres LE mt E Thm(I). La de-
mostraciónes similar a la del Lema 5.4.9, por tanto sólo consideramosel caso u[s]~ E
u{mtj~ E Thm(I) con s LE mt E Thm(7), paraalgún término u con posición p. Por hipótesis, —

u[s]p # u[mt]~, por lo que s y4 mt, y entonces,por hipótesisde inducción,existeunasecuencía
l~ E rm,. 1 E r,, E 7 y términosu~ con posicionesPi, para todo 1 < i < ir, tales que
las con(licionesdel lemase satisfacen.Construimosla pruebausandoestamismasecuen- u-

cma. perocomponiendolos contextosy las posiciones,es decir, consideramoslos contextos
?t[u~1~ y las posicionespp~. a

Supongamosque la sustituciónO resuelveel (¡RPM-problemaE = 7 E- s E mt, entonces
70 y,,, (s LE t)O. O biensO = mtO o, por el Teorema5.7.3 y el Lema 5.7.4, existeunaprueba

de la forma:
u,

sO = uy[ImO]p, ~ uí[rmO]~, = u21120]p., ~ . . . E u,.,{r~O]~~ tt tO (§)
donde (4 E ri) E 7,1,0 y4 r~O y u~ y Pi (1 =i =ir) son términosy posiciones. Paraque u-
el cálculo ME seacompletodebeser capaz de elevar tal pruebacuandointente resolver
E. Analizamoslos encadenamientosdadosen (§) paradeducirlas reglasquedeberíatener
ME: u-’

1. Si sO = tO entoncespodemosaplicar un cierre reflexivo (regla end).

2. Si sO y4 mtO entoncesir > 0. Si hayalgúnencadenamientoen (§) queímsecomoposición
de encadenamientola raíz,seai un índicetal quePi = a. En estasituación,podemos
dividir la pruebaen dos partes sO um[liO]~, LE ... LE 40 y r~O = ui#mLli±mO]p1±,~

LE tO. Entoncesnecesitamosalgúntipo deencadenamientoenla raíz pararesolver
el i-ésimo pasode (§) (regla root de másabajo).

Mt

e

e
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3. Si sO y4 tO y no hay encadenamientosen (§) que usen como posición de encade-
namientola raíz, distinguimoslos casossiguientes:

(a) Si md s, ni mt son variables,entonceslos dos tienenel mismosímbolo funcionalen
la raíz, es decir s = f(sj ,...,Sq) y mt = f(tí, . . . , ½). Paraestecasonecesitamos
descomuponerla prueba(regla dec) y dividirla en q pruebas,una para cada

s~0 LE 40, 1 í
(b) Si 5 £ y t = f(t> tq) entonces¿LO = f(sm s~) y podemosdividir la

pruebaen q pruebas,unapara cadas~ LE t10, 1 =i < ir. En este casonecesi-
tamos algún tipo de imitaciónde la raíz (regla imitl), permitiendoreemplazar
x por f(ym,.. . , ya), dondelas variablesVi son nuevas. Parael casosimétrico
s f(t1, . . . , mtq) y mt = x, necesitamostambiénimitar la raíz (regla imit2).

(e) Si st son variablesy sO = f(sm,... ,sq), tO f(ti,.. . ,mtq), entoncespodemos
dividir la pruebaen q pruebas,una paracadas~ LE mt_ 1 <1 <ir. En este caso
necesitarnosimitar f comoen el caso anterior.

Antes de definir el cálculo ME, hagamosalgunasreflexionessobreel análisis ante-
rior. Primerodestaquemosque un único (¡RPM-problemapuededividirse en varios; por
ejemplo, en el caso 2, transformaríamosel único (¡RPM-problemainicial 7 E- s LE mt en
dos míuevos (¡RPM-problemas7 I- s LE 1 y 1 E- r LE mt. Por lo tanto, debemoshecer
frente a varios (¡RPM-problemassimultáneamente,a pesarde considerarunasolarama
del tablean. La notación7 E-

5m LE mtm,.. . ,s,, LE tn representaráir (¡RPM-problemasde la
forma 7 E- s~ LE 4, 1 < i < ir. Además,añadimosrestricciomíesa estasexpresionespara
crear(¡RPM-problemasrestringidos, como en la Definición 5.4.2.

Segundo,obsérveseque las reglas de imitación de la raíz utilizadasen los casos3(b)
y 3(c) son duales,perodiferentesdesdeel punto de vista de la implementación,ya queel
símbolode función tiene queser adivinadoen el caso3(c). De hecho,en estecaso,la regla
se comnportacomolos ineficientesaxiomasde refiexividadfuncional,puestoqueconstruye
contextosarbitrarios, adiferenciadel caso 3(b), dondelos contextosse destruyen. Por
estarazón,el cálculoME no contemplael caso3(c) explícitamente,aunquedebeconstruir
estoscontextosparaasegurarla completitud.Esto se consigueaplicandoel umgobtenido
en los casos1 y 3(b).

El procesode unificación sigue,pues,la ideasiguiente:

1. elevamostodoslos encadenamientoscorrespondientesal restode loscasos,hastaque
todaslas inecuacionesqueesténpendientesde serprobadasseantriviales o tengan
la forma x LE y, y

2. aplicamosun cierre reflexivo global utilizando la reglaend.

Hagamosobservarqueel último paso siemprees factible, porque las variables que
aparecenen el (¡RPM-problemaen curso (por ejemplox, y) no pertenecenal dominiodel
umgque resuelvesurestricción asociada,siemprequeapliquemosel umg obtenidoen los
casos1 y 3(b).
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Comoconsecuenciadirectadel análisis anterior,el cálculode unificación ME traus-
forma URPM’-problemasrestringidosmediantela aplicaciónde las cinco regiassiguientes:

(root) Encadenamientoen la raíz

{lLEr}UIE-siLEtj ~ ,., LEt,,-O
{l LE r} U lE- ~i LE t1,.. s• E 1 r E t’ LE t,., - O

(dec) Descomposicion mt

TE- s1LEmt1 f(ui.....uq)LE ¡(y1 .1%)

Il—siIZt1,...,u1Evi.. .., uqLE’uq s_ Et,,.O

(imití) Imitación de la raíz 1

II— Ef(vm...,vq),....O
I£E-(...,’yiLEvi yqLEvq,...}r.OU(xútf(yi,...,~q)}

dondey~ son variablesnuevasy w = [¡(vi,. - .

(imit2) Imitación de la raíz 2: similar a imití, pero aplicadaa f(vt,... , v~) E x.

(end) Oierre reflexivo

IE-siLEtm s,.LEt1....,s~LEmt,7O —

lwE-(smLEtm, sEs~ s,,LEt,,»-.OU{s,=7mti}

donde ‘7~ es un umgde Ñ y mt1.
e

Comoparalos cálculosanteriores,las condicionesadicionalesparala aplicabilidadde
las reglasson:

a) la restricciónen la conclusiónde la regla tieneque ser satisfactible,

b) la inecuaciónreemplazadaen la premisano es trivial (s~ ; t, en root y end, y
f(uí,. .. ,u¿ E ¡(y1 y9) en dec), u,

e) la imíecuación1 LE r no es trivial en la reglaroot.

Obsérveseque sólo introducimosrestriccionesde igualdady que las restriccionessólo se
usanpararecordarlasolución,ya quelas sustitucionesse aplicansobreel (¡RPM-problema
en curso,en las reglas ende imitl/2. Las relaciones—tvv y --<e se definencomoen los
cálculos previos.

Definición 5.7.5 La sustituciónO es un MP-unificador del (¡RPM-problema7 E- s LI
si existeuna teoría 1’, términosr~ C T(S,X), para todo 1 < < ir, y una restricción O
tal que: u-’

•IF-sLEt.0’xA%~.~7’E-rfflrm, r LEr,,yO

• O es una solución de O.

Dado un (¡RPM-problemaIT, podemosver la computaciónde sus ME-unificadores
como una búsquedaen el ME-árbol de derivación con raíz F . 0. Obsérveseque las u,
hojas con éxito contienenunasecuenciade inecuacionestriviales y unarestricción que
posiblementerepresentavarios ME-unificadores.

a

mt

u,
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5.7.1 Propiedadesdel cálculo MP

El cálculo ME es correcto y existencialmentecompleto. La correcciónse expresacoimio
parael cálculo E y se deducefácilmente del siguienteresultado.

Lema 5.7.6 SiIE-sm LE t1,...,s,, E t,,.C.-v½.p7’ F-s’ E t~ ,...,sLEtyO’ y
0 es una

sustitución queresuelve7’ E- s~ E t~ (1 =i = p) y O’, entoncesO resuelve7 E- s~ ~ 4, para

todo 1 < ~ ir, y O.

DemostraciónDistinguimos casosde acuerdocon la regla aplicada en el ME-paso.
Obsérveseque O LE O’ en todoslos casos,por lo queO siempreresuelveO, por hipótesis.
SeaKV, p> unainterpretaciónmnonótonaquesatisface70, entoncestenemos:

(root) Como1 = 1’, la interpretaciónsatisface:

(sm LE t~)O, . . . (si LE 1)0, (y LE t)O,..., (s,, LE 4)0

Como (1 LE r) E 7 entonces(1 E r)O e 10, y por tanto KThp> # (1 LE r)O y
KV, p) # (sg E tg)O, paratodo 1 <j =

(dec) De nuevo 7 = 7’, por lo que la interpretaciónsatisface:

(s~ LE t
1)O,.. . , (u~ ~ ~m)O,... ,(Uq ~ v9)O,.. . ,(s,, LE 4)8

Entonces <Vp> k (f(um u9) LE f(vm,.. . ,v9))O, porque la interpretaciónes
monótona.

(imitl) O resuelveO’ = 0 U {‘ fOn,... ,y~)} por lo que xO = f(p1 y9)O y, en
consecuencia,rO = O. Comoasumimosque KV,p> h IO(= 1rO), entoncesla inter-
pretacióntambién satisface:

(s~ ~ 4)-rO,... (y’ LE vm)-rO, . . . , (y,~ LE v9)-rO, . . . , (5,, LE t~)rO

Sea s~ ~ tg cualquier inecuaciónde ... , x ~ f(vm,..., v,~),... diferente de x E
f(v1,. . . <u0). Entonces(sg ~ t1)O es satisfechapor (V,p> porquerO= O. Además
tenemos<V,p> h (¡(un...,y9) LE ¡(y1 v¿l)O por monotonía,y, como xO =

¡(y’ y9)O, concluimosque <V,p> h (x ~ f(vm,. . . ,v9))O.

(imit2) La demostraciónes análogaa la de (imitl).

(end) O resuelveO’ = OU{s~ 4} por lo quesfl = 40. De nuevo, comor = umg(s~,t~),
tenemosque rO = O por generalidad.Como <V,p> h IO(= lid), entoncesla inter-
pretacióntambiénsatisface(sg ~ tg)’rO = (sg LE t~)O, 1 =1 = n, j y4 i, y de forma
trivial (s~ LE 4)0. u

Teorema5.7.7 (Corrección) Si O. es un ME-unificador del (¡RPM-problema2, en-
toncesO resuelveE.
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Demostración. Sea E 1 E- .s LE 1, entoncesexiste tina restricción O tal que7 E- .s E

~ ~ 7’ E- r1 E rm y,, LE r,, .0’, paracierta teorlá7’ y términosr, E T(E.X), Inra
todo 1 < i < ir y O resuelveO. Por inducción sobrela longitud de la ME-derivacióny
usandoel lema amíterior. concluimnosqueO es unasolución de F. u

La colnI)letitud existencial (leí cálculosignifica que VE puedeobtenerun unificador
siempreque el (¡RPM-problematengasolución. Supongamosque O resuelve7 E- s E t. es
decir LO ~,,, (s E t)O. Por el Teoreimía5.7.3 resultaque (s LE 1)0 E Th,.,.,(IO). Entoncesse
pueden (lar dos casos:

1. sO ~ 10. Por el Lema 5.7.4,existeunapruebaFI:

sO = um[lí]~, E . . . LE u4r,.,]p~ = to

basadaen unasecuenciade inecímacionesno triviales (4 LE r1) E 70 (1 =i =u).

Con objetode compararlas pruebasqueestablecenla pertenenciaa Th,,,(10).deflni-
mnos la longitud de unapruebaU U como sigue:

lluí[lJp, E . . . LE u~Ir~,1~,,lI =dcj ir e

Es decir, UFILI cuentael númerototal (le encadenamientosusadosemí fi. Obsérvese
queestamedidase refierea las pruebasy no ala inecuacióninicial sO E mtO, debidoa

e
queestainecuaciónpuedetenerdiversaspruebasasociadas,condistintaslongitudes.

2. sO — tO. El Lema 5.7.4 no es aplicableen este caso, por lo quepuedeexistir una
pruebacomofi ono. Si existe,entoncesla longitud deéstaconsisteen el cómputode
los encadenamientos,como antes. Si no, extendemosla noción de pruebade forma
natural para considerartambiénaquellasque no encadenanningunavez, estoes,
admitimosquesO — 10 denotaunaprueba trivial que, por definición, tiene longitud a

jsO = tO~ def ~

0’

Comoen el cálculoME manejamosvarios (¡RPM-problemassimultáneamentebajola
expresión7 E- s~ LE mtm s,, LE mt,.,, paracadasolución O se verifica (s~ LE 4)0 E Thrn(IO),
paratodo 1 <i < ir. Por estemotivo necesitamoscompararsecuenciasdepruebasen lugar
de pruebasindividuales.Definamos,pues,la complejidadde unasecuenciade pruebas. u,.

Definición 5.7.8 Sea <r.&> un par donde E = lE- s~ LE t~ ,s,, LE mt,., es un (¡RPM-
problema ¿~ O es una solución de IT. Una secuencia5 = fi1,... ,1$ es una secuenciade

pruebas para <FO> si It es una prueba de (s~ LE 4)0 E Ihm(7O), para todo 1 < < n. La
complejidadde una secuenciade pruebas5 para <IT, 0>, escrito g(S, E, O), se define como:

u

fin,, IT, O) def <E Ufl11!, f{w(fL)/s1 # 4,1 =i =u>»

izzl
u,

mt
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dondeel pesow(FI~) de la prueba FI~ se define como:

zv(fl,) =def Kdepth(s10),depth(mt,O))

dondedepth(t) es la profundidad del término t. Ouando se deduzcadel contextoescribire-

‘amos solamenteg(S).

Obsérveseque la comuplejidadde una secuenciade pruebasdependedel par ~ O>

aunque,por razonesde legibilidad, la notacióng(Hm,. .. fl,.~) no haráreferenciaa este
hecho.

Siguiendoel análisisqueprecedióa la definición del cálculo ME, es fácil comprobar
que todassus reglastransformansecuenciasde pruebasparala premisa,en secuenciasde
pruebaspara la conclusión,reduciendoestrictamentela complejidadde las mismas. En
concreto,si U1,..., II,, es la secuenciade pruebasparala premisa, la secuenciapara la
conclusiónreduceel par g(flt,. . . It) dependiendode la reglaaplicadapues:

• disminuimosla primeracomponentecuandoaplicamosun encadenamientoen la raíz
(casode la regla root), porquela sumaes máspequeña

• disminuimosla segundacomponentecuandopasamosde la pruebade un término
funcional a la secuenciade pruebascorrespondientea sus argumentos(casode las
reglas dec e imitl/2), porquela profundidadde los términoses máspequeña

• lasegundacomponentedel par tambiéndisminuyecuandoobtenemosunainecuación
trivial (casode la reglaend), porquedescartamosel pesode la pruebadel multicon-
junto de pruebascorrespondiente.

La noción de complejidadnos permitecompararsecuenciasde pruebassin más que
usarel orden lexicográfico >- inducido por los órdenes> entre naturales y >~mu¿t entre
multiconjuntos. En estascondiciones,el orden >- está bien fundamentadoporque > y

»muu tambiénlo están[DM 79].
Bajo ciertascondicionesprobaremosque,dadaunasecuenciade pruebas5 para <IT, O>,

siemprepodemosdar un ME-paso sobre IT paraobtener IT’, de forma que exista otra
sustituciónO’ que resuelveE’ y unasecuenciade pruebas5’ para <IT’, O’> que verifique
ji(S) >- ji(S’). Este hecho resultarácrucial en la demostraciónde la completitud del
cálculo.

Lema 5.7.9 Sea O una restricción y <IT,O> un par compuestopor el (¡RPM-problema

E 1 E-sm LE mt1 s, LE t,~ y la sustitución O que resuelveIT yO. Seafi1,... ,lt una
secuenciade pruebas para <IT, O> sin encadenamientostriviales. Supongamosque existe

E {1,.. . ,n} tal que la inecuación s~ E 4 no es trivial y ambos términos s~,4 no son
variables a la vez. Entoncesexiste una sustituciónO’, un (¡RPM-problemaIT’ de la forma

7’ E- sj LE t’1<..., s~ 1LE t~1, u1LE y1,..., u~ LEv0, ~ LEtk1, . . . , s~ LE t,, una restricción

O’ y una secuenciade pruebas fl%. .. , ~ Ul,.. ,11%fl~<,... ,fl~, que verifican las
siguientescondiciones:
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1. ro-~>MPF o.

2. ~ resuelve f~ y O’.

n~ u’~. ny.... ny, 111. , ,-~- m,,1lk e.s’a.na secuenciade pruebus para <1’. 0’> sin
encadenamícntostriviales.

Demostración.Si s,O = t~O, consideremnos‘r = umq(s,,mt). DefinimosO’ = OU {s,
y E’ como:

I’rE- (sm E mt
1 s~ E ~ LE t,.)’r

entoncestenemosque E . O ‘-n~p E’ . O’, mediante la regla end. Obsérveseque las
condicionesparala aplicabilidadde la reglase cumplenporqueO resuelveO y siO = 40.
Además.por la generalidadde ‘r, tenemosque wO = O, por lo que O tambiénresuelveE’
y fl1 fi~, es una secuenciade pruebaspara <E’, O>. Por último, resulta obvio que la
complejidad decreceporque,aunqueel número de encadenamientoses el mismo, en E’
apareceal menosunanuevainecuaciontrivial: s1r LE t¿r.

Si s,.O # t~O distinguimnoscasos(lependiendode la forma de fl1:

1. Existe un encadenamientoen la raíz en fi1. Es decir, existe (1 E r) E 7 tal que H,
usa (1 E r)O en la posicióne, y lib tiene la fornía s,O LE ... LE 10 E rO E .. E tO u-

Definimos O’ = O y E’ como:

lE-sm LE mt1 ~ LE ~ LEí r LE mt_ ~‘+i LE tj~j.. .. ,s,, LE mt,., u,

entoncesf’ . O ~‘~#x4p IT’ . O’, mediantela regla root. Obsérveseque 1 LE r no es
trivial y queO satisfaceO’; por tanto las condicionesparala aplicabilidadde la regla u-
se verifican. AdemásO es solución de IT’ y fI1,... ,fl~, 117,.. . fi,1 es unasecuencia
de pruebaspara<IT’,O>, dondefi~ y fl7 son las partesde fl~ correspondientesa las
pruebasde que (s1 LE 1)0,(r LE tjO E Th,~(IO). Por último, resulta obvio que la Uf

complejidaddisminuyeporque ¡fi~¡¡ 1 + flfl¿i! + B~7JE.

2. No-hay”encadenamnientosen> la’raiz”en- FI~. “Distinguimos-dos--subcasos’de acuerde
con la forma de s~ y 4.

(a) Los términoss~ y t~ sonfuncionales.Seans~ = f(um,... ,uq) y 4 = f(vi y,1). u,

Como ¡¡fi) > 0, existenpruebas~ para todo 1 =J =q, de que u10 LE v~O E

T/Lm(10). ConsideramosO’ = O y E’ definidocomo:
u’

lE- ~í E mt1 s1 E 4. ~, u1 ~ ‘vi u,~ T ‘k’
5i+1 ~ ti~i ,~,sn E tu

entoncesIT . O ‘~‘-MP IT’ . O’, mediantela regla dec. Las condicionesde apli-
cabilidad de la regla se verifican trivialmente. Como en los casosanteriores mt
O resuelveE’ y O’. Además tenemosque fi

1,..., fi¿..., 1111 ,H,., es una

mt

W1

mt
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secuenciade pruebaspara <u’, O> sin encadenamientostriviales y con menor
complejidad. En efecto,resultaque

9

1tI~Iif~ E
jzl

pero ‘w(FI ) > vdFIfl. paratodo 1 =1 $ q, ya quehemoseliminadoel símbolo
funcional f de la raíz de los términos s, y 4. Por lo tanto, {{fi1}} >~‘mút

un:
(b) Uno de los términoses unavariabley el otro, un términofuncional. Sin pérdida

de generalidad,supongamosque s~ = x y t~ = f(vj,... ,v~). Como ~flj~ > O,
xO = f(s’1,..., sl,) y existenpruebasEI~ de que< LE vio £ Thm(IO), paratodo
1 <~ Kg.

SeanO’ = O U {x f(ym,... , y9)}. Vi variablesnuevas,y E’ definido como:

IrE-(stLEtm,...,s1..íLE4..m,yíLEvi,...,y9LEv9,s1+iLEt~±í s~~t~)w

donder = [¡(vi,... ,y9)/x).

SeaO’ =

0[~i/ym s/vj, entoncesO’ resuelveO’. En efecto, para toda
ecuacións mt E O tenemosque sO’ = sO = 10 = tO’, y parala nuevaecuación
tenemosque xO’ = xO = f(~1,...,.s~) = f(vi Y

0)
0’. Entonceslas condi-

cionesde aplicabilidadse verifican y F.C “a»~ IT’. O’, mediantela reglaimitl.
Además ‘i-O’ y O secomportanidénticamentesobrevar(IT) por lo que:

• sij ~ {1 ir» j ~ i, entonces(s~ LE t
1)O e Thm(IO), por lo que (s~ LE

t<rO’ E Thm(7w9’)

• (y>j LE v1)rO’ E Thm(TrO’), para todo 1 =J < q, porque (s% LE vp-O’) E

Thm(IrO’) e yp-O’ = s’...9

En estascondiciones, O’ resuelveIT’. Por el mismo motivo, fI1,... ,f1.. ., fI~,
es unasecuenciade pruebaspara<IT’, 0’> sin encadenamientostriviales.

Comoen el caso(a)

O
= E ~n;~

pero zo(fl¿) > w(flfl, paratodo 1 =j =g, por la funcionalidadde los términos
xO y 40. Por tanto, {{fli}} »np~a «nfl.. . , rI~}}. u

El usorepetidodel lemaanterior nos conducea un (¡RPM-problemaIT . O en el que
todas las inecuacionesde IT pendientesde prueba son triviales o de la forma x LE y.
Entonces,la completitud del cálculoME se derivade] siguienteresultadotécnico, donde
probamosque la unión de la restricciónO y de estasinecuacionespendientesadmite un
unificadorsintáctico.
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u-

Lema 5.7.10 SeaE vn URPA’frproblerna y O una restricción. Si existeun unificadoi- de e
maximageneralidadO de O que ‘cenifica dom(O)flvar(F) 0. ‘y FO ‘~~u~p f’C’. entonces

existe un ‘unificador de rnd?rima generali(lad0’ de O’ que t’erfica dom(0’) fl var (E’) 0.

a

Demostración.Distinguimnoscasosdependiendode la reglaaplicada:

(root) Podemosdefinir O’ O porqueO = O’ y var(F) = ‘var(f’). De manerasimilar se mt
pruebael casode la regla dee.

(imití ) TencmnosO’ = O U {x f(y~ . y,~) } y var(F’) = (var(F)\{¿r}) U {yp, Yqb gv

donde¼~ var(IT) U var(O), para todo 1 =1 =q. Sea r = [f(ym . Y~)/ij y
definamosO’ = 0w. Entoncestenemosque:

gv
1. 0’ unifica O’. Paratodaecuación(s mt) e O, resultaque sO tO por lo tanto

(sO)w = (tO)r; parala nuevaecuación£ f(ym’ líq) razonamoscomo sigue:

‘4

xO’ ¿nr (porquex E var(F), y entonces£ « dom(O))

fOn... ,Yq) U

= f(ym,. .. ,‘g,»O’r (porquey3 sonvariablesnuevas)

= f(pm,•..

2. 0, es un unificador de máxima generalidadde O’. En efecto, si y tumifica O’
entoncesy unifica O y Oy = y, por la generalidadde O; ademásy unifica
£ ¡(vi y4) y ry = y, por la generalidadde z. En estascondiciones, a

O’y = (Owhj = 0(n)) = 07) = 7).

3. var(f’) O dom(O’) = 0. Esto resultatrivial porquedom(O’) = dom(O) U {x} y
las variablesVi son nuevas.

(end) TenemosO’ = O U {s~ t1} y ‘var{F’) = (var(IT)\dom(r)) U codom(’r), donde
= urng(si, mt1). Definiendo O’ = 0w resulta:

1. 0’ uniflca O’. Sólo probamosel casode la nuevaecuaciónÑ mt, de O’:

sO’ — (s~O)w u,

— sgw (porquevar(si) LE var(IT) y var(F) O dom(O) = A)

— (t~O)w

40’

u,
2. 0’ esun unificadorde máximageneralidadde O’. Se demuestracomoen el caso

de las reglas de imitación.

e

u
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3. var<F’) a dom(O’) = 0. En efecto, tenemosque do’m(O’) dom(O) U dorn(r)
por lo que si z E var(f’) entoncesz E var(f’) — dom(r) o z E codomQn). En
cualquierade los casosresultaimposible quez E do’rn(O’): en el primeroestoes
trivial y en el segundose deducedel hechode que i- es un unificadorde mnáximna
gemieralidadde s~ y 4. u

A continuaciónusamos los dos lemas anteriorespara establecerla completitud del
cálculoME.

Teorema5.7.11 (Completitud existencia]) SeaO una solución del (¡RPM-problema

1’ 7 E- s LE t, entoncesexiste un ME-unificador de E.

Demostración.Consideremosel (¡RPM-problemarestringidoE . 0, entoncesO resuelve
IT y 0. Aplicando repetidamenteel Lema 5.7.9 concluimosqueexiste unasustituciónO’
tal que:

1. l •o-.--t. ro’

2. 0’ resuelveIT’ y O’

3. r’=I’E-~1 LEtm,...,s,,.LEt~deformaque,paratoda1<i<n,s1=tios~,t1son
variablesdiferentes.

Además,por el Lema 5.7.10, existeun unificador de máximagenerelidadr~ de O’ tal
que var(IT’) a dom(7)) = 0, por lo queel conjuntoO’ U {si mt1,...,s,, 44 es unificable.
En estascondiciones,podemosaplicar—a lo sumo ir veces—la regla end paraobteneruna
restricciónsatisfactibleO” tal que E’ . O’ .x.+%,~ 1’ E- sí LE si,.. . ,s, LE s’ - O”. Toda
soluciónde O” es un ME-unificadorde IT. u

El cálculo ME es eficientedebidoa que no eleva las solucionesingenuascorrespon-
dientes al caso 3(c) (cfr. comentariosque precedena la definición de ME). En este
sentido,hemosrestringidoel conjuntode solucionesquenuestrocálculo puedeconstruir.
La idea de limitar el conjunto de solucionesinteresantesya apareceen [DV 98} para la
E-unificación rígida y destacacomo una de las másprometedorasopcionesencaminadas
a la consecuciónde la terminación(véanselos comentariosanterioresreferentesa la sub-
secciónterminaciónfrente a completitud). Por ejemplo,el cálculoME no puedeconstruir
la solución [f(a)/x, f(b)/yl del (¡RPM-problema{a ~ b} E- in ~ y. No obstante,pode-
mnosresolverlode otrasformasmenosingenuas:utilizando end paraobtenerla restricción
fin y} o utilizando root y end paraobtenerfin a, y b}.

Obsérvesequepodemostratar el caso3(c) de otra forma másineficientesi permitimos
la adivinaciónaleatoriade contextos.Así, podríamosresolverestecasomediantela regla
de adivinación quedefinimos comosigue:

lE- s~ LE mt1,..,u1 LE y1, .., u9 LE y9, .., s,., LE mt,, . O U tx f(um, .., u9),y ¡(‘vi,.., v~)}
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r

donde¡ es un símbolo (le función de andadq y ‘u¿, ~ son variablesnuevas,para toda
1 Km <y.

En estareglael símbolode función ¡ debeadivinarsepor lo que, en realidad,estamos
simnulandolos imieficientesaxionmas(le refiexivida.dfuncional. Por otra parte,si añadimosla
regla(le adrv?nacíónal cálcimio A-IP, no resultammecesariala reconstruccion(le los coiitextos
mmiediante la aplicacion efectiva de los umiificadores de ¡naxímma generalidad correspondientes

a las reglas end e imitlj2. En estas condiciones, el nuevo cálculo es correcto y totalmente mt

completo, en el sentido de que es capaz de elevar cualquier solución básica.

Por otra parte, a pesar de haber elimninado los axiomas de refiexividad, el cálculo

ME no es terminantedebidoaque podemosusar la regla root sin control. Por ejemplo, mt
podemos construir la siguiente secuencia infmmiita de ME-pasos:

{b LE c} E-a LE b0 “‘~MP {b LE c} E- a LE b c Lb. O ~-tvw
fb LE c} E- a LE b, e LE b c E b .0 “-

4MP

Además tamnbién podemos usar las reglas ímitl/2 para desarrollar secuencias infinitas de
AlE-pasos, debido a que aplicamos el umg correspondiente:

O E- £ ~ ¡(in) .0 ~-t~ OH in~ E f(£m) . f(£i)} m~n’ mt

0 E- £2 LE ¡(£2). {x f(xm),xm f(x~)} ‘-t’vip

5.8 Tableaux con variables libres y unificación rígida preor-
denada y monótona simultánea

u
A continuación extendemos la noción de (¡RPM-problema para considerar simultáneamente

varios problemas, y así cerrar todas las ramas de un tablean de una sola vez.

Definición 5.8.1 Un problemade Unificación RígidaPreordenaday Monótona Simultóneo
(abreviadamente(¡RPMS-problema)consisteen una secuenciafinita de (¡RPM-problemas.

Como para los cálculos E y SE, presentamosel cálculo SAlE como la extensión U
natural de ME que considera la simultaneidad. Esto es, SAlE transforma secuencias

de (¡RPM-problemas mediante la aplicación local de root, dec, imitl, imitÉ o end sobre
alguno de sus (¡RPM-problemas individuales. Las variables se comportan rígidamente, o

por lo queunimos todaslas restriccionesen un único conjuntoy aplicamosglobainmente
los umg correspondientes a las reglas end e imitl/2.

Las reglasde SAlE son extensionessimultáneasde las reglas de SE; por ejemplo, la O

version simultánea (le imitl es:

ITj,...Il—s
1 Etm...,x~f(vm vq),...s,.,.LEt,,,...,E73.O u,

(.. . ,I E- s~ E mt1 . .. , y~ LE vr,... y9 LE y9. ..s,, LE mt,,.,.. .)r . O U {x ¡(y’ , y9)>

donde ‘yí son variables nuevas y 1- = [¡(yi yj/x3.
Las condicionesadicionalespara la aplicabilidadde estasreglascoincidencon las re- mt

qimeridas anteriormente para ME. La relación “-»s.~víp y el conceptode SAlE-unificador

u

u-;
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se definen como para ME, es (lecir buscamosen el SME-árbol de derivacióncon raíz
Fi E,,. 0.

El cálculo SAlE satisfacelas mnismas propiedadesque ME, esto es, es correcto y
completo,pero no terminante.

Teorema5.8.2 (Corrección, completitud existencial) Sea 17m,... IT,, un URPMS-
problema. Entonces:

1. Si O esun SAlE-unificador deIT1,... ,IT,, entoncesO resuelveft, para todo 1 < i < ir.

2. Si O resuelvecada (¡RPM-problemaF~, para todo 1 < i < ir entoncesexiste un

SAlE-unificador de IT1,... ,IT,,.

Demostración. La pruebano es similar a la del Teorema5.5.2, porque la aplicación
local de las reglas end e imiu/2 afecta al restode los (¡RPM-problemas. Sin embargo,
podemosextenderde forma sencilla las demostracionesde los Teoremas5.7.7 y 5.7.11.
u

Ahora integramosel cálculo SAlE en los tableauxcon variableslibres mediantela
siguientereglade cierre.

Definición 5.8.3 (RegIade cierre (¡RPMS) SeaY un tableau con variables libres y
ramas .81 .8,.,. Sea I~ la teoría que aparece en B~ y s~ ~ t~ una desinecuaciónque

apareceen B~, para todo 1 < i < ir. EntoncesY estácerrado si existeun SAlE-unificador

del (¡RPMS-problemaI~ 1- ~mLE ti... ,I,, Es,, LE mt,,.

SeaSMET el sistemade tableauxcompuestopor las reglas a,/3, ‘y’, 6’ y la anterior
reglade cierre URPMS.Comocuandono considerábamosmonotonía,usamosestesistema
expandiendoel tableauhastaquela reglade cierre URPMSse puedaaplicar.

La correcciónde SME’T se deriva del Teorema5.8.2. Parala completitud usamosel
sistemabásicopresentadoen la Sección3, compuestopor las reglasa,fi, ‘y, 6, IY, Re! y
Mon. Entonceselevamoscualquiertableaubásicocerradoy usamosel Teorema5.8.2 para
concluir queSME’T tambiénes completo.

Teorema5.8.4 (Correcióny completitud) Un conjunto de sentencias~t’ es insatis-

factible en estructurasmonótonassi y sólo si existeun SMEY-tableaucerrado para b.

Obsérveseque el cálculo SAlE invocado por la regla de cierre (¡RPMS no es ter-
minante, por lo queno puedeusarsecomo un mecanismode decisión. Por estemotivo,
dicho cálculo puedeno acabarsobredeterminadosURPMS-problemascorrespondientes
aalgunasexpansiones.En estesentido, la terminaciónes necesariasi queremosintegrar
adecuadamentela unificaciónrígidapreordenaday monótonaen los métodosde tableaux.
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5.9 Conclusionesy trabajo futuro

En este capítulo liemos integradolos preórdemresmonótonosen los tableauxmedianteel
uso(le un cálculo(le unificación rígidasixínmitáneo[MC 00]. Parael casoen queno conside—
remmros la monotonía.imeimiosdefinido el cálculo de 1 ímíificación E d1ue no sólo es correctoy

completo,simio también terminamíte,debidoa que las inecuacionespuedenelimninarseumia
vez quelían sido usadas.Adeimiás liemos introducido técnicas(le reescrituraparaclefimiir
el cálculoEl y conseguiruna podaeficiente riel espaciode búsqueda. Dicho cálculo es
completoporqueincluye nuevasregiasqueaseguranla conmutaciónentrelas inecimaciones
orientadas.

Despuésde explicar los problemasque introduce la umonotonía, hemos presentado
el cálculo ME que resuelveproblemasde unificación rígida preordenaday monótona.
Aunqueestecálculo no es terminante,es eficienteporqueelimina el uso de los, ya conoci-
dos a lo largo de este trabajo, axiomasde refiexividad funcional; ello se consiguesin más
queprohibir laconstrucciónde ciertassolucionesingenuas.En estesentidohemosestable-
cido las basesrequeridasparaconseguirterminación,algo que resultaesencialparalograr u-

una integraciónadecuadade cualquiercálculo de unificaciónen los métodos(le tableaux.
Actualmenteestamosestudiandocómorestringirlas solucionesbásicasquese necesitan

elevar, con objeto de evitar la reconstrucciónde cualquier contexto. La intención es u-
introducir despuéstécnicas(le reescriturapara resolverel problemamonótonomediante
un cálculo terminamíte.

u-

mt.

mt

mt

a

mt

a

mt

mt

a
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