UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE SISTEMAS INFORMATICOS Y
PROGRAMACION

METODOS DE TABLEAUX PARA LOGICAS
CON DECLARACIONES DE TERMINOS,
DOMINIOS PREORDENADOS Y
OPERACIONES MONOTONAS

PEDRO JESUS MARTIN DE LA CALLE

MADRID, Mayo 2000



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE SISTEMAS INFORMATICOS Y
PROGRAMACION

METODOS DE TABLEAUX PARA LOGICAS
CON DECLARACIONES DE TERMINOS,
DOMINIOS PREORDENADOS Y
OPERACIONES MONOTONAS

Memoria que para optar al grado de
DOCTOR EN MATEMATICAS
presenta

PEDRO JESUS MARTIN DE LA CALLE

DIRECTOR: ANTONIO GAVILANES FRANCO

Madrid, Mayo 2000



Agradecimientos

“jJoder, a wer si para de lover!, jtrabujando todo el dia y encima no ves el sol!”
pensaba a menudo durante la elaboracion de esta, mai fesis. Ahora que estd acabada,
rondan por la cabeza muchas preguntas, quiza demasiadas. Por una parte, en una tesis
tan tedrica, uno duda de la relevancia de sus resultados; quiero creer que ¢l trabajo no sélo
es novedoso, de lo cual estoy seguro, sino que su incidencia serd significativa, o al menos
interesante, y su aplicacidn, inmediata en el progreso de la informéatica. Ademas, uno no
sabe cuando detener el proceso de investigacidn, y ponerse a escribir este gran resumen.
En este sentido, entiendo que la tesis es sélo un tramite formal que acredita el esfuerzo
realizado, aunque sienta que podia haber redondeado mds los temas, llegando a obtener
méas resultados.

Por otra parte, uno se contagia de la alegria que supone el haber desarrollado una
investigacién seria, de forma continua, durante tanto tiempo, y que detras quede una labor
dura hien hecha. Resulta un orgullo no sélo llegar hasta aqui, sino el haberlo intentado
con tanta ilusion. Ojala el tiempo depare momentos tan gozosos como éste...

Quiero agradecer a todos los que han ayudade en la elaboracidn de esta tesis, tanto
directa como indirectamente. Entre los que han intervenido de forma explicita, debo
agradecer en primer lugar la colaboracidn de mi jefe Antonio, no solo por su dedicacion,
apoyo, consejos y orientacidn técnica -a veces comparaba nuestras improvisadas reuniones
con una visita al siquiatra-, sino por su valiosa amistad. Esta tesis no existiria como tal
sin su direecion. También agradezco profundamente la colaboracién especial de Susana y
Javier por sus provechosos comentarios y sus consejos. ..

Otros companeros del departamento han hecho que me sintiera como en casa durante
mi estancia aqui; asi agradezco el buen rollo de mis amigos Puri, Jests, Ana, Jaime, Rafa,
Eva...

Otras personas que nada tienen que ver con mi trabajo en la Facultad han colaborado
indirectamente durante estos anos. En primer lugar Conchi, que me ha aguantado y
animado desde siempre, v con la que también he celebrado los buenos momentos. Mi
familia, Pedro, Lola, Maria y Carlos, también me ha apoyado incondicionalmente y por
eso les doy las gracias que se merecen. A Conchi y a mis padres dedico esta tesis.

También agradezco a Nieves y Malicia por dejarme saborear la musica de forma tan
intensa y a los chicos del Kimura por sus buenos momentos de disfrute. Gracias a mis
amigos Chuchi y Manolito Delgado, el bueno, a mis abuelas Teresa y Agustin, a mis primos
Victor, Laura y Pablo, a mis gatos Rin-Ran, Galois, Clamoxyl, Frenadol, Malena, Ariel y
Grillo, y por dltimo a mi Villamanrigue, el lugar donde todo es posible...

Gracias



Indice

1 Introduccion

2 Métodos de tableaux para la l6gica de primer orden

2.1 SIintaxis . . . . .. e e e e e e e e e e
2.2 Sustituciones y unificaciéon . . . . . ... ...
2.3 Semantica . . . . . . .. e
2.4 Tableaux seménticos para LPO . . . . . .. .. ... ... ...
2.4.1 Tableaux basicos . . . . . . . .. ...
2.4.2 Tableaux con variables libres . . . . . ... .. ... ...

3 Predrdenes y géneros dindmicos

3.1 Introduccidn . . . . . . ..o
3.2 Preliminares. . . . . . .. . .. e
3.3 Sintaxisde LPGD . . . . . . ...
3.4  Sustituciones para LPGD . . .. . ... oo 0L
3.5 Semanticade LPGD ... ... ... ... ... L.
3.6 Tableaux bdsicos para LPGD . . . .. . ... ... .. ... ...
3.6.1 Correccidén y completitud . . . . . . . ..o L.
3.7 Tableaux con Variables Libres . . . . . . . . .. ... ... ....
3.7.1 Correccidn . . . . .. ..o
3.7.2 Cempletitud . . . . .. ...
3.8 Ejemplos . . . .
3.9 Tmplementacidn . . . . . .. .. Lo
391 Chusl . . . . . e e
392 ChusZ . . . . . . e e
3.10 Conclusiones y trabajos relacionados . . . . . .. ... ... ...

4 Declaraciones de términos

4.3 Introdueccidn. . . . .. e
4.2 Sintaxisde LDT . . . . . . .. . . . ... ...
43 Semanticapara LDT . . . . .. . . ... ... .. L. 0L,
4.4 Sustituciones para LDT . . . .. ... .. ... .. ... . ....
4.5 Tableaux basicos para LDT . . . . . .. ... ... .. ... ..

4.5.1 Correccién y completitud . . . . .. ...

17
17
19
21
24
24
26



2 Indice

4.6 Tableaux con variables ibres . . . . . . . o 0 71
4.7  Unificacion rigida tipada . . . . . . 000000 76
471 ElcdleulotipadoC . . . . . .. 77
1.7.2  Propiedades del caleulo C . . . . . .o L 80
4.7.3  Buena tipificacién frente a superbuena tipificacién con respecto a
teorias . . . ... Lo 84
4.8 Unificacion rigida tipada simultanea . . . . . . . 0. ... 87
4.8.1 Propiedadesdel cdlewloD . . . .. 0 o000 89
4.9 Tableaux con variables libres con unificacién rigida tipada simultdnea . . . 92
4,10 Conclusiones y trabajos relacionados . . . . . . . ... .. ... L. 94
5 Predrdenes mondtonos a7
51 Introduccton. . . . . .. . e 097
5,2 Presentacién de la logica LPM . . . . ... 0 o0 oL a8
5.3 Tableaux basicos para LPM . . . . . . .. .. .. .o 100
54 Unificacidon preordenada rigida . . . . . . . ... Lo, 103
54.1 Propiedades del caleulo? . . . .. ..o L 104
5.5 Tableaux con variables libres y unificacién rigida preordenada simultinea . 107
5.5.1 Cierre simultaneoc frente a cierre local . . . ... . ... ... ... 109
3.6 Técnicas de reescritura para predrdenes . . . . ..o 111
5.7 Unificacion rigida preordenada y mondtona . . . . . . . . .. ... ... 115
5.7.1 Propledades del cdlculo MP . . . . . . .. oL 121
5.8 Tableaux con variables libres y unificacion rigida preordenada y mondtona
simultdnea . . . . . . L 128
5.9 Conclusiones y trabajo futuro . . . . . . . .. ... o Lo 130

Bibliografia 131



Capitulo 1

Introduccion

Como su titulo indica, el objetivo de esta tesis consiste en el desarrollo de demostradores
automaticos basados en tableaux para determinadas extensiones de la logica clasica de
predicados. En concreto, estudiamos la incorporacidn, en la 16gica de primer orden,
de declaraciones de términos y predrdenes monétonos. A continuacion presentamos una
pequena introduccién de cada uno de los elementos que configuran este trabajo.

El método de tableaux

Una l6gica puede caracterizarse de distintas formas. Tradicionalmente se ha hecho
mediante alguna de las tres aproximaciones siguientes:

1. Una motivacidn intuitiva, quizd ligada a alguna aplicacién en algin Area.
2. Una interpretacion semdntica.

3. Un sistema formal de pruebas.

De entre todas las metodologias existentes en el campo de la demostracién automatica,
hemos elegido los métodos de tableaus porque retinen, en un dnico marco, las caracteristicas
propias de las aproximaciones orientadas al estudio de pruebas (3} y aquelias fundamen-
tadas semanticamente (2). Ademads, los tableaux presentan los sistemas logicos de una
forma intuitiva (1), clara y concisa, por lo que actualmente suelen ser utilizados como
el primer mecanismo deductivo que aprenden los estudiantes de logica en la mayoria de
las universidades. Por otra parte, en los ltimos anos se han desarrollado gran canti-
dad de diversos sistemas légicos, originados por multitud de aplicaciones, para los que
la metodologia basada en tableaux resulta ser el mecanismo apropiado, debido a que se
adaptan perfectamente a las distintas exigencias especificas.

Por estos motivos, los tableaux se han extendido ampliamente y son el foco de atencidn
de una gran cantidad de investigadores.
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CARACTERISTICAS DEL METODO DE TABLEAUX
Bajo la denominacién metodo de tableauz se encuentran distintos sistemas deductivos
que comparten caracteristicas cornunes:

1. Los sistemas basados en tableaux son procedimientos formales sintdacticos que gene-
ran pruebas por refutacién. Esto significa que para probar que una férmula ¢ es
valida, empezamos con alguna expresién sintdctica P que establezca que no lo es.
Obviamente, esta expresion depende de la ldgica sobre la que trabajemos. Hecho
esto, descomponemos sintdcticamente P, distinguiendo casos cuando sea necesario.
Esta parte del procedimiento de tableaux -efape de ezpansién- puede entenderse
como una generalizacion del proceso de transformacién a forma normal disyuntiva.
Una caracteristica propia de los métodos de tableaux es el principio de subférmula:
“las formulas introducidas en esta etapa son subférmulas de las ya existentes™.

Finalmente, estos métodos disponen de reglas para cerrar aquellos casos que im-
pliquen condiciones sintdcticas imposibles de satisfacer. Si todos los casos estdn
cerrados, el tableau estd cerrado y tenemos una prueba de que la férmula @ no es
satisfactible.

2. Desde el punto de vista semantico, un tableau representa la busqueda de un modelo
que verifigue ciertas condiciones. En este sentido, cada rama abierta de un tableau
puede considerarse como una descripcién parcial de un modelo. De hecho, si estas
ramas satisfacen determinadas propiedades de saturacién entonces definen un modelo
de la férmula inicial $. Por este motivo, los métodos de tableaux pueden usarse
para generar contraejemplos, ya que cualquier modelo de ¢ es un contraejemplo de
la validez de .

Para profundizar en las nociones anteriores, necesitamos mecanismos sintdcticos para
establecer que una férmula no es vélida, analizar los distintos casos y cerrar aquellos casos
imposibles. Dado que estos mecanismos dependen de la ldgica en cuestién, usamos la
légica proposicional como ejemplo.

Resulta obvio que la negacidn légica —~yp es el mecanismo natural para expresar que
i no es vilida. Para presentar de un modo sencillo los mecanismos que descomponen
sintacticamente una férmula y analizan los casos correspondientes suponemos, sin pérdida
de generalidad, que los iinicos conectivos admitidos son la negacién ~ y la conjuncién A.
Las reglas de expansién descomponen toda férmula que no sea una variable proposicional
o su negacidn. Por este motivo s6lo necesitamos tres reglas:

ﬂ—np
¥
pAY

conjuncién %)

¥

s —(p A Y)
conjuncién negada —_—
) & —t-

doble negacién



Estas reglas han de entenderse como sigue: si la premisa es vilida, entonces la con-
clusién tamnbién lo es. En este sentido, las reglas de la doble negacion y de la conjuncidn
resultan sencillas. Para el caso de la conjuncidn negada sabemos, por las tablas veritati-
vas, que si ~{yp A1) es clerta, entonces — o - son ciertas, por lo que bifurcamos en dos
CAS08.

La representacidn habitual de los tableaux consiste en un drbol cuycs nodos son
férmulas y que se prolonga o bifurca mediante la aplicacion de las reglas anteriores. De
esta forma la representacion de un tableau varia con el tiempo; de hecho deberiamos hablar
de secuencias de tableaux. Desde el punto de vista semdtico, debemos entender una rama
como la conjuncién de todas las térmulas que contiene y a un tableau, como la disyuncidn
de sus ramas. Obsérvese que un nodo puede pertenecer a distintas ramas aunque solo
aparezca escrito una tnica vez. En este sentido, los tableaux no son redundantes pues
reutilizan informacién en lugar de duplicarla.

Una caracteristica propia de los sistemas de tableaux, y en concreto del que nos venimos
ocupando, es el indeterminismo con el que aplicamos las reglas de expansién. Es cierto
que se pueden emplear distintas estrategias para guiar la expansién, pero éstas no forman
parte de la propia metodologia basada en tableaux.

En la Figura 1.1 aparece una expansion que comienza por la férmula ¢ = p A —-(p A
g A (pAg))).

LpA-pA-{gA-{pAg))
l conjuncién a 1
Zp
3 a(pA-(gn-(pAag))

/\ conjuncio'n negada al

4: =p 31 ~={gA~{pAg))
I doble negacién a 5

6: gA-(pAg)

J conjuncién a 6

7 q
8: ~(pAgq)
/\ conjuncién negada a 8
9: —-p 10: g

Figura 1.1: Expansién para .

Finalmente, las condiciones sintdcticas que cierran una rama son sencillas: una rama
estd cerrada si contiene ¢ y —¢, para alguna férmula . De esta forma, el tableau de la
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Figura 1.1 estd cerrado ya que sus cuatro ramas lo estdn.

En ocasiones puede ocurrir que no exista un tableau cerrado, por lo que podemos
usar el método de tableaux como un generador de contraejemplos. Asi, si intentamos
probar la validez de ¢ = =(p A =(g A p)}) podemos construir el tableau de la Figura
1.2. Este tableau no estd cerrado, ya que la rama de la izquierda no lo estd. y su ctapa
de expansion ha concluido. De hecho, la etapa de expansién para cualquier formula de
la légica proposicional resulta ser un proceso finito debido a que podemos descartar las
férmulas que ya han sido usadas. Por este motivo, decimos que la légica proposicional
es decidible. Volviendo al ejemplo, podemos usar las formulas de la rama abierta para
construir un modelo de la férmula 1 y, por tanto, un contraejemplo de ¥. En efecto,
usamos 3 y 5 para definir la valoracion v(p) = true, v{q) = false. Obviamente v satisface
3y 5, por lo que, retrocediendo en la construcién del tableau, también es modelo de 4, 2
y 1.

L ==(pA={gAp))

\ doble negacién a 1

2. pA-{gAp)

| conjuncion a 2

3:p
4: ~(gAp)
/\ conjuncién negada a 4
5 —q 6: -p

Figura 1.2: Expansion para .

No todos los métodos de tableaux siguen una presentacién basada en arboles como
la que acabamos de ver en nuestro ejemplo para la légica proposicional. Desde el punto
de vista metodologico, e independientemente de la légica escogida, todos estos sistemas
comparten las caracteristicas anteriores, aunque empleen distintas notaciones: Manna y
Waldinger usan una notacién distinta para su particular versidén de los tableaux [MW 90]
[MW 93], el método de conexion puede entenderse como un sistema basado en tableaux
en el que los darboles se reemplazan por grafos mds generales [BKAHS 87], etc. De hecho,
la presentacion original basada en drboles difiere de la que hoy consideramos habitual.

VENTAJAS DEL METODO DE TABLEAUX

Desde el punto de vista prdctico, los tableaux entrafian un indeterminismo acotedo
ya que satisfacen el principio de subférmula, es decir, las férmulas introducidas son
subférmulas de las ya existentes. De esta forma, en cada nueva expansidon optamos entre
un numero finito de posibilidades y la complejidad de las férmulas no aumenta. Esto no



ocurre, por ejemplo, en los antiguos sistemas axiomaticos del tipo Hilbert debido al modus
ponens {para probar ¢ buscamos cualquier formula 3 tal que ¥ — ¢).

En el caso proposicional, este indeterminismo no influye dado que si construimos los
tableaux de forma justa, todas las posibles construcciones concluirdn en un tableau cerrado,
si alguna de ellas lo hace.

En el caso de la légica de primer orden, los cuantificadores universales introducen un
nuevo problema debido a que hay infinitas formas de aplicar la regla de expansion corres-
pondiente. Para solucionar este problema eficientemente, los tableaux hacen uso de las
variables libres y de la unificacion sintdctica. No obstante, como las férmulas cuantificadas
universalmente no pueden descartarse una vez usadas, el procedimiento de expansién no
acaba y el método de tableaux resulta ser un procedimiento de semidecision (acorde con la
indecidibilidad de primer orden). Todas estas razones hacen de los tableaux un mecanismo
adecuado para su implementacidn.

Desde el punto de vista semdntico, los tableaux destacan como método pedagégico
ideal para iniciarse en el mundo de la logica. Por otra parte, la cohesion entre las reglas
sintacticas del método y la semantica asociada a la légica en cuestion, hace que los tableaux
sean atractivos para una gran mayoria de los investigadores dedicados al estudio de nuevas
logicas.

HISTORIA DEL METODO DE TABLEAUX

La historia de los métodos de tableaux se inicia con Gentzen en 1935, ano en el que
publicé su famoso calculo de secuentes [Gent 35]. Este cdlculo, orientado a la generacién
de pruebas formales, separa por primera vez las propiedades estructurales deductivas de
la légica, de las reglas de conectivos y cuantificadores. Menos su regle de corte (jque
resultd eliminable!), todas sus reglas parten de premisas mas sencillas que la conclusién
por lo que, en cierto sentido, satisfacen el principio de subférmula comin a todos los
métodos de tableaux. De hecho, éste es el primer cdlculo que se ajusta a este principio,
puesto que los anteriores sistemas axiomadticos de tipo Hilbert disponian de la regla del
modus ponens. Por otra parte, si razonamos hacia atras sobre las pruebas que el cdlculo de
Gentzen construye, podemos comparar tales pruebas con refutaciones basadas en tableaux
que usan una representacion del tipo conjunte de conjuntos.

Después de Gentzen, aparecieron los trabajos de Beth y Hintikka en los anos 50, que
estuvieron movidos por cuestiones semdnticas en vez de por razones sintdcticas (cons-
iruccion de pruebas formales) como las que guiaron a su predecesor Gentzen. En 1955
Beth introdujo el término tableau semdntico por primera vez, y pensoé en los tableaux como
métodos que trataban de encontrar contraejemplos de forma sistemdtica [Beth 55]. La
representacion que usé separaba las férmulas negadas de las no negadas distribuyéndolas
en dos columnas.

Los estudios de Hintikka coincidieron con los de Beth en espiritu semintico y en época.
Asi, en 1955, aparece su trabajo mas relevante [Hint 55|, en el que considera los tableaux
como mecanismos de refutacidn que buscan contraejemplos. La metodologia usada en
este articulo para demostrar la completitud separa las propiedades abstractas de satis-
factibilidad, de los detalles especificos del proceso de construccién de los tableaux. Estas
ideas han perdurado hasta nuestros dias debido a que la prueba de completitud resulta sen-
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cilla, si usamos los conocidos conjuntos de Hintikka. La representacién usada por Hintikka
es la de un 4rbol cuyos nodos son conjuntos de férmulas. Como los nodos pueden com-
partir formulas, esta representacién resulta redundante, pues la aparicién de una férmula
puede repetirse innecesariamente.

La representacion actual de los tableaux, como drboles cuyos nodos estdn etiquetados
por férmulas, fue introducida por Smullyan. Tras otros trabajos previos, en 1968 Smullyan
publica su libro First-Order Logic [Smul 68, al que debemos la gran difusién que los
tableaux han experimentado desde entonces. La presentacién de las reglas de expansion
se convirtio en una tarea comoda a partir de que introdujera su famosa Notacidn Uniforme,
consistente en una particién del conjunto de todas las férmulas. Por primera vez Smullyan
maneja el término tableau andlitico para expresar que la principal caracteristica comiin a
todos estos métodos es el principio de subférmula.

Tras Smullyan, Fitting ha afianzado las bases del método de tableaux en publicaciones
méas recientes [Fitt 96], siendo este libro constante objeto de referencia.

METODOS DE TABLEAUX PARA LOGICAS NO CLASICAS

En la mayoria de los casos, tras el diseno de métodos de tableaux para las ldgicas
clasicas de proposiciones y predicados, los investigadores se preguntaron qué pasaria si
las propiedades deductivas de la légica fueran modificadas. De esta forma, el estudio
de métodos de tableaux para estas nuevas ldgicas ha venido desarrollandose desde los
trabajos de Gentzen. Veamos algunos de los casos en los que los sistemas de tableaux se
han adaptado comodamente a estas modificaciones.

Légica intuicionista. Para un matemadtico intuicionista necesitamos pruebas fehacientes
para poder afirmar que una férmula es valida. En este sentido, —¢ es cierta si no
disponemos de una prueba fehaciente de ¢, que no es lo mismo que tener una prueba,
de —. Esto repercute en las reglas de los otros conectivos, por ejemplo —(¢ — ¥)
es valida si no disponemos de una prueba de ¢ — ¥, lo que a su vez significa que
no tenemos un mecanismo que transforme pruebas de v en pruebas de ¥. En esta
situacion, disponemos de una prueba de ¢ (@ es cierto) y ninguna de ¢ (-1 es cierto).
Habitualmente, se usan las etiquetas T v F para expresar la disponibilidad actual
o no de una prueba fehaciente. Asi la regla de expansién aplicable a la férmula
etiquetada F : ¢ —+ ¢ prolonga la rama con T' : ¢ v F : 3, pero como ahora
disponemos de una prueba de ¢, debemos modificar el resto de las formulas de la
rama de acuerdo con esta informacién. Debido a que las pruebas resisten el paso del
tiempo, respetamos todas las férmulas positivas (etiquetadas con T); sin embargo,
eliminamos todas las férmulas negativas de la forma £ : ¢, porque la falta de una
prueba para ¢’ en el pasado puede paliarse ahora con la prueba de ¢.

Los tableaux para la légica intuicionista fueron introducidos por Gentzen [Gent 35]
y Beth [Beth 56] [Beth 59], y luego tratados por Fitting [Fitt 69)].

Légicas multivaloradas. En este caso disponemos de un conjunto finito de valores
semanticos ordenados y etiquetamos las formulas para expresar el valor veritativo
que esperamos de ellas. Por ejemplo, en la logica trivalorada fuerte de Kleene,



disponemos del nuevo valor semantico | para denotar lo indefinido, v usamocs las
etiquetas T, F' y 7 para denotar aquellas férmulas que se evaldan a true, false y
1, respectivamente. Ademis, en esta logica, el orden entre los valores veritativos es
false < L < true y la semantica asociada, por gjemplo, al conectivo disyuntivo v
viene expresada por la siguiente tabla:

o Ll e F[F[fTETL L
Lt J Lt f| L]t fL
oV |ttt e[ Lle LT

donde hemos abreviado true y false a t y f, respectivamente.

Entonces la regla de expansién disyuntiva aplicada, por ejemplo, sobre la férmula
etiquetada 7: ¢ V ¢ deberia bifurcar el tableau de la siguiente forma:

TV
T ERY) F:p

F: T4 7 qab

En efecto, si el valor semdntico de ¢ V ¢ es L, entonces uno de esos tres casos debe
darse, como se comprueba, de forma inmediata, examinando la tabla.

Los tableaux para ldgicas multivaloradas aparecen por primera vez en [Such 74] y
luego en [Surma 84], [Carn 87] y [Carn 91].

Légicas modales y temporales. Fueron introducidas por Kanger [Kang 57|, Hintikka
[Hint 61] [Hint 62] y Kripke [Krip 59). En ellas se usan dos nuevos operadores una-
rios, Oy {, que, aunque pueden tener distintas interpretaciones, tradicionalmente se
entiende que expresan “necesidad’ y “posibilidad’, respectivamente. La aplicaciéon de
estos operadores sobre férmulas permite establecer diversas propiedades temporales
o modales. La veracidad de las mismas se consigue teniendo en cuenta mundos y
una relacién de accesibilidad S entre ellos. Entonces, la formula Oy es cierta en
un mundo w, si para todo mundo ' accesible desde w, escrito S(w,w’), es cierto ¢;
andlogamente, {yp es cierta en un mundo w, si existe un mundo «' tal que S(w,w’),
en el que ¢ es cierto. Por ejemplo, segin esto, la validez de la férmula Op — o
expresa que para todo mundo w existe otro w' tal que S(w,w’).

Para construir tableaux modales/temporales podemos optar, ademds de considerar
formulas con signo T, F, por etiquetarlas con mundos. Podemos entonces entender
una regla como la siguiente:

Fu: Op
Fu':
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con ella se permite extender una rama con la formula etiquetada de abajo, para algin
mundo «’ tal que S{w,w’). La correccién de la regla se sigue de la interpretacion del
operador O y el sentido de los mundos que acabamos de ver.

El tema de los tableaux para légicas modales y temporales es amplisimo y puede
consultarse una vision general del mismo en el capitulo correspondiente de {DGHP 991

[MPLEMENTACION DE METODOS DE TABLEAUX

Antes de acabar el estudio de los métodos de tableaux para otras lgicas, ya se empezé
a considerar su implementacion. Resulta curioso comparar los objetivos iniciales de los
tableaux con los de su gran competidor: la resolucidn. Aunque su introduccion en el
tiempo estd préxima, Robinson en 1965 [Rob 65] disefi6 la resolucién como un mecanismo
de demostracion automatica, mientras que el objetivo inicial de los tableaux era puramente
semdntico. Esta es la razén por la que, historicamente, se ha dedicado més atencién a la
resolucién en el campo de la demostracién automdtica.

La implementacién de los tableaux para la légica de primer orden presenta dificul-
tades asociadas con el manejo de los cuantificadores. La regla de expansién existencial
correspondiente a 3zp(z) introduce en la rama la férmula ¢(c), donde ¢ es una constante
uueva en la rama; mientras que la regla de expansién universal correspondiente a Vrp(z)
extiende la rama con ¢(t), para cualquier término t. De esta manera disponemos de un
nimero infinito de posibles expansiones universales, por lo que la expansién de los tableaux
resulta ser un proceso que no acaba. En esta situacidn, la implementacién de los tableaux
para la logica de primer orden debia superar este dificil problema.

En 1960 Wang [Wang 60] construyé un sistema de decision basado en tableaux para
un subconjunto decidible de la légica de primer orden, las llamadas AE-férmulas. En
estas formulas, los cuantificadores existenciales siempre preceden a los universales, por lo
que la regla universal sélo necesita usar el conjunto finito de las constantes introducidas
previamente por la regla existencial.

Mais tarde, en [CTW 74], [Bowen 80] y {Broda 80] se introdujeron las variables libres
y la unificacién sintdctica de Robinson para evitar el indeterminismo incontrolado que se
derivaba de la regla de expansién universal. Asi, esta regla aplicada a Yzp(z) introduce
la formula @(y), donde ¥ es una variable libre nueva que denota un elemento arbitrario.
Estas variables se instancian convenientemente a la hora de cerrar el tableau sin mas
que aplicar un mecanismo -de unificacién -sintdetics. -Tista forma- de-proceder -aparecers
abundantemente en este trabajo.

Los sistemas de tableaux para la ldgica de primer orden no necesitan ningan tipo
de precomputacién adicional. No obstante, el proceso de Skolemizacidn es reconocido
como una herramienta interesante que se encarga de la eliminacidn de los cuantificadores
existenciales. De hecho, este proceso debe incorporarse implicitamente en la regla de
expansién existencial cuando manejamos variables libres. En 1987, Schmitt [Schm 87]
presentd una nueva regla que, a partir de 3z¢p(z}, introducia en la rama ¢(f(z1,...,Zn)},
donde f es un nuevo simbolo de funcién y z1, ..., z, son las variables libres que aparecen
en larama. Afos después, se demostrd que este conjunto de variables libres podia reducirse
ain mas y restringirse a las que aparecen en la propia férmula Jze(z) [HS 94].

Entre las implementaciones recientes mds populares debemos citar THOT [Schin 87,
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HARP [0S 88], 3TAP [BGHK 92] y leanTAP [BP 94]. Actualmente el interés en el diseno
de muevas implementaciones se ha incrementado notablemente, quizd animado por la
aparicién de diversos workshops y conferencias dedicadas al tema.

Declaraciones de términos

Una légica heterogénea es una ldgica en la que el universo de discurso estd dividido
en subconjuntos llamados géneros. Estas légicas disponen de un conjunto de simbolos de
género S que se interpretan como dominios especificos en cualquier modelo. Por ejemplo,
podemos dividir el universo de discurso en diferentes clases (géneros) de animales y plantas.
Las variables de estas légicas tienen asociado un género que restringe su dominio de accion,
y existen diversos mecanismos para describir el comportamiento, con respecto a los géneros,
de los simbolos de funcidn y predicado. En definitiva, las lgicas heterogéneas disponen
de herramientas especificas para el manejo de informacidn taxondmica.

El interés de la demostracién automéitica en estas logicas estriba principalmente en su
eficiencia computacional: el espacio de blisqueda puede reducirse porque es ficil detectar
ciertas inferencias que no conducen a la construccién de una prueba; en concreto, aquellas
inferencias que producen férmulas mal construidas. Por ejemplo, la regla de expansién de
los tableaux aplicada a Vz®p(2®), donde z° indica que la variable z tiene género s, debe
introducir en la rama la férinula ¢(t), para cualquier término ¢ del que podamos asegurar
sintacticamente que tiene género s, disminuyendo asi el indeterminismo inherente a dicha
regla de expansién.

Esta idea puede extenderse a otros métodos deductivos en los que la unificacién tiene
un papel relevante, como es el caso de la resolucion o los tableaux con variables libres.
En esos casos, las sustituciones deben ser correctas en el sentido de que deben respetar
el género de cada variable sustituida. En el mundo de la resolucién, los géneros son
aceptados como un mecanismo adecuado para incrementar la eficiencia [Walt 87], [SS 89/,
[BHPSS 92], [Cohn 92], [Weid 93]; sin embargo, para los tableaux, sélo conocemos los
trabajos de Schmitt y Wernecke [SW 89] y Weidenbach {Weid 95]. Goguen y Meseguer
estudian las logicas con géneros, pero en un marco mas abstracto [GM 92].

Por otra parte, el uso de géneros supone un “incremento del poder expresivo” de la
légica. Por incremento del poder expresivo no debemos entender que los géneros permiten
expresar conceptos que antes estaban formalmente fuera del alcance de la légica (como es
el caso de la légica de predicados, que extiende la de proposiciones), sino que resulta més
sencillo expresar ciertos conceptos (ddndose una relacién similar a la que se da entre los
lenguajes de alto nivel y el cédigo maquina). De hecho, los géneros actiian como predicados
unarios y es posible probar resultados que aseguren la equivalencia expresiva entre légicas
de primer orden con y sin géneros. Sin embargo, la importancia de esta equivalencia es
meramente tedrica, dado que las expresiones que resultan cuando transformamos otras
que si consideran géneros, son muchos mis complejas y, por ende, menos legibles y las
pruebas involucradas mds dificiles de automatizar.

No todas las ldgicas heterogéneas actualmente disefiadas incorporan los géneros del
mismo modo. Para hacerlo es importante conseguir una combinacién adecuada entre los
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siguientes dos elementos:

¢ La informacion taxondmica relativa a los géneros, tales como las jerarquias entre los
mismos y las declaraciones de los simholos de funcién y predicado.

e Los datos dindinicos del lenguaje, es decir, las formulas.

De esta integracién dependerd el poder expresivo de la ldgica y la eficacia de los
mecanismos de inferencia. Aunque existen otros enfoques mixtos, las dos grandes tenden-
clas segunidas en la integracién de los géneros difieren en el modo de manejar la informacién
taxondmica. Tradicionalmente, la informacidn sobre los géneros se fija de forma estdtica
en la signatura. En este sentido, los géneros se parecen a los tipos en programacién con-
vencional; de hecho, comparten los mismos problemas de un lenguaje de programacién
fuertemente tipado, como es el case de Pascal en el que la nocidn de polimorfismo resulta
inaccesible.

Por otro lado, ciertas aplicaciones en el area del procesamiento del lenguaje natural
y de Ia representacién del conocimiento en ingenieria del software, indican que resulta
interesante extraer la informacion relativa a los géneros de los propios datos [Her+ 86].
Asi aparecen las ldgicas que manejan los géneros de forma dindmica. Podemos tratar
la relacién de subgénero, y por tanto definir la jerarquia de géneros, de forma dindmica
[GLMN 96], o incluso llegar a incorporar las declaraciones de las operaciones dentro de las
expresiones del lenguaje. Con esta idea, Weidenbach [Weid 91| introdujo las légicas con
declaraciones de términos como aquellas en las que la informacién relativa a los géneros
coexiste con las expresiones del lenguaje; v ello mediante el constructor ¢ € s, que expresa
que €l término f tiene género s.

La principal ventaja del enfoque dindmico, y por tanto de las declaraciones de términos,
sobre el estdtico consiste en el incremento del poder expresivo: podemos razonar sobre las
propiedades de los géneros al nivel mismo de las férmulas; por ejemplo, podemos condi-
clonar nuestros datos bajo ciertas suposiciones sobre el comportamiento de los géneros.
De esta forma, la signatura no depende de las sentencias sobre las que trabaje nuestro
sistema de inferencia. Ademds, desde el punto de vista de los tableaux, podemos disponer
de una jerarquia de géneros distinta por cada rama del tableau.

Preérdenes mondtonos

El razonamiento sobre determinadas teorias es una técnica importante para incre-
mentar la eficacia de los sistemas de demostracién automatica. En concreto, podemos
aprovechar las peculiaridades especificas de un dominio determinado {o teoria) a la hora
de disefiar sistemas de inferencia que razonen sobre dicho dominio. Por otra parte, las
aplicaciones reales en el campo de la inteligencia artificial atafen a dominios bien definidos,
por lo que el estudio de estas técnicas tiene un alto valor.

La teoria que desde siempre ha despertado més interés es la inducida por la igualdad.
La igualdad sirve, por ejemplo, para verificar el software involucrado en la especificacion
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de tipos abstractos de duatos y para plantear otros problemas matematicos implicados en
clertas teorias algebraicas como las teorias AC, las de grupos, etc.

El aumento de la expresividad que se produce al incorporar la igualdad en una logica es
de sobra conocido, pero también es sabido que esta incorporacién supone un aumnento con-
siderable del espacio de busqueda de los sistemas de inferencia completos. En la logica de
primer orden, la igualdad no puede caracterizarse mediante un conjunto finito de axiomas,
y s necesario disefiar técnicas especificas para integrarla en los sistemas de deduccién si
no queremos enfrentarnos con un conjunto infinito. No obstante, no basta con crear reglas
de inferencia para este predicado que recojan implicitamente sus propiedades, sino que
hay que desarrollar estrategias de control que reduzcan el amplio espacio de basqueda que
estas reglas suelen producir.

Existen sistemas de inferencia que consideran la igualdad, para la mayoria de los
paradigmas conocidos en demostracidn automdtica (pueden consultarse los compendios
[BFP 92], [Furb 94] y [Baum 98]). Por ejemplo, para resolucién tenemos las populares
reglas de paramodulacién y superposicidén, mds todas las variantes que conllevan [Rusi 91],
[BGLS 92], [NR 92|, [BGLS 95].

El uso de los métodos de tableaux para razonar sobre dominios concretos, y por tanto
sobre la igualdad, resulta interesante porque podemos separar la complejidad propia de
la légica de primer orden, de la correspondiente a la teoria en cuestidn. Una de las
aproximaciones mas estudiadas a la hora de incorporar la igualdad en los métodos de
tableaux con variables libres, consiste en dividir la construcciéon del tableau en dos etapas:

1. La etapa de expansidn, que no considera las peculiaridades de la igualdad, sino sélo
el significado de los conectivos y cuantificadores de primer orden.

2. La etapa de cierre, en la que usamos las caracteristicas propias de la igualdad para
instanciar las variables y conseguir el cierre de las ramas.

De las dos etapas anteriores, sblo la etapa 2 considera las propiedades especificas de la
igualdad, por lo que hemos separado la complejidad inherente a la igualdad de la del resto
de la logica. Desde la invencidon de esta técnica, que implica la resolucién de problemas de
E-unificacion rigida, han aparecido gran nimero de publicaciones sobre el tema [GRS 87],
(GNPS 90], [Baum 92], {BH 92]. Algunos de estos articulos estaban basados en la con-
jetura de que la E-unificacién rigida simultanea era decidible; sin embargo, Degtyarev y
Voronkov probaron en 1995 que este problema era en realidad indecidible [DV 96].

Ademas de esta técnica, se han usado otras para integrar la igualdad en los métodos
de tableaux:

e La transformacién previa del conjunto de sentencias inicial ® en otro ® de forma que
la satisfactibilidad en un modelo con igualdad de & equivalga a la satisfactibilidad
de @ en cualquier modelo (sin igualdad) [Brand 75].

o El uso de refinamimentos basados en la paramodulacién, como la superposicién
basica rigida [DV 94], [DV 98]. En este ultimo articulo, Degtyarev y Voronkov prue-
ban que basta un célculo terminante, pero no completo, para la E-unificacidn rigida
simulténea, a la hora de disefiar un método de tableaux correcto y completo.
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* La técnica de minus-normalization [Wang 60]. (Kang 63], [Matu 63], [Mas] 67]. que
puede entenderse también como un célculo incompleto para la E-unificacién rigida
simultanea, pero que integrado en los tableaux produce un método completo. Esta
técnica consiste en saturar la aplicacidn de la regla de expansion. introduciendo todos
los términos basicos que ya aparecian en el tableau. Dada su ineficiencia. su valor
es s6lo teodrico.

Algunas investigaciones recientes han senalado la necesidad de extender el estudio de la
igualdad al de otras relaciones transitivas (no simétricas). Este es el caso, por ejemplo, de
CLP [JM 94}, donde la resolucién de restricciones se afiade a la programacién légica. Las
teorias preordenadas también se utilizan en el drea de las dlgebras de procesos [Inv 94] como
una herramienta (til a la hora de establecer relaciones entre las distintas descripciones del
sistema, y en concreto se han usado para especificaciones parciales [Walk 90] y divergencias
entre modelos [AH 92].

En el campo de la demostracion automatica, esta situactén ya ha propiciado el desarro-
llo de demostradores con reglas especificas para la relacién que se estudia. Esta linea se
sigue por ejemplo en {BKS 85| y [Hines 92] y, mas recientemente, en [LA 93], [Levy 94],
[BG 94}, [BG 95] y [LA 96] aplicando técnicas de reescritura que evitan el calculo del cierre
transitivo de la teoria. Estas y otras aproximaciones estan basadas en la resolucién como
método de inferencia.

En esta tesis estudiamos, por primera vez, la integracién de los predrdenes (relaciones
binarias transitivas y reflexivas) en los métodos de tableaux y usamos técnicas de rees-
critura para restringir el espacio de biisqueda. También extendemos los predrdenes para
considerar monotonia, ocupandonos del disenio de técnicas especializadas. Como veremos,
la falta de simetria supone un nuevo problema cuando permitimos el uso de variables no-
lineales (aguellas que aparecen repetidas), ya que debemos adivinar ciertos contextos. Al
igual que ocurre con la igualdad [Brand 75|, probamos que los, por otra parte, ineficientes
axiomas de reflexividad funcional, que caracterizan la igualdad como una relacién de
congruencia, son eliminables.

Estructura de la tesis

Primero introducimos las principales nociones de la légica de predicados y de sus
métodos de tableaux habituales, en el Capitulo 2. En el Capitulo 3 extendemos esta ldgica
con todos los ingredientes deseados: géneros dindmicos, dominios preordenados y opera-
ciones mondtonas y antimondtonas. Sin embargo, los géneros dinamicos no aprovechan
todo el poder expresivo de las declaraciones de términos, puesto que sélo expresan la
relacién de subgénero dindmicamente. Por otra parte, los mecanismos de inferencia
disenados para manejar los predrdenes y la (anti)monotonia en los métodos de tableaux
correspondientes resultan ineficientes debido a que usan axiomas de reflexividad funcional.
Es por ello que en los capitulos siguientes especializamos nuestros métodos de tableaux en
ambas direcciones. En el Capitulo 4 estudiamos la incorporacion de las declaraciones de
términos v disenamos calculos de unificacién tipada correctos, completos y terminantes.



Finalmente, en el Capitulo 5 nos centramos en el estudio de los predrdenes mondtonos y
presentamos calculos de unificacién preordenada y mondtona, correctos y completos, pero
que 36l son terminantes cuando no consideramos monotonia.
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Capitulo 2

Métodos de tableaux para la
l6gica de primer orden

En este capitulo introducimos, en primer lugar, la l6gica de primer orden (LPO), sin
duda la méds usada y estudiada entre todas las conocidas. Como cualquier l6gica, LPO
estd determinada por un lenguaje v su semantica. La sintaxis del lenguaje especifica el
conjunto de expresiones gramaticalmente correctas, construidas a partir de un conjuto de
simbolos X, que representa el alfabeto del lenguaje. La semantica, en cambio, se encarga de
dotar de significado a dichas expresiones. Presentamos resultados sobradamente conocidos
que relacionan sintaxis y semantica en £P0; resultados que serdan frecuentemente citados
en los siguientes capitulos.

Después de esto introducimos los tableaux semanticos como mecanismo de demostracion
autornatica utilizado a lo largo este trabajo. Se trata de un método refutacional del que
presentamos sus versiones hadsica y con variables libres para [P0, asi como referencias a
los resultados de su correccién y completitud.

2.1 Sintaxis

Los simbolos permitidos en LPO son de dos tipos:

1. Simbolos légicos con un significado predefinide -como los conectivos -, A y el cuan-
tificador 3- y un conjunto numerable de variables X = {z;,z2,...}.

2. Una signatura o alfabeto & que consta de conjuntos finitos de simbolos de constante
C = {a,b,c,...}, de funcién F = {f,g,...} y de predicado P = {P,Q,...}. Cada
uno de estos simbolos lleva un mimero asociado que denota su aridad; las funciones
de aridad 0 representan en realidad constantes.

Con estos simbolos podemos construir términos y férmulas como sigue.

Definicion 2.1.1 £l conjunto T(E, X) de E-términos se define mediante las siguientes
reglas de formacidn:
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tu=x(e X) | (e CY | flt),.... thy (f € Fde aridad n; ¢, ¢ T(Z, X))

El conjunte F(Z, X) de X-formulas se define mediante lus siguientes reglas de for-
maectan:

pu= Py, tn) (P €Pdearidad nit, e T(E, X)) | ~p i oA | Tz

Una fémula atdmica o dtomo es una L-formula del tipo P(...}. Llamamos literal o
una formula atdmica o su negacion.

En lo que sigue, utilizaremos las abreviaturas Vzy, ¢ vV @', » — ' en lugar de las
L-férmulas ~3z(-¢), ~(=p A -¢') y —p Vv @', respectivamente.

Para referirnos a pesiciones concretas dentro de un término usaremos la siguiente
notacién.

Definicién 2.1.2 Dado un término ¢, Pos(t) denota el conjunto de posiciones de t definido
recursivamente por:

Pos(t) = {¢} st t es una variable o constante
| {etUliplp € Pos(ty), 1 <i<n} sites fltr,...,tn).

Dos posiciones se comparan diciendo que p < ¢, si existe una posicién r tal que p.r = gq,
donde . es la operacién de concatenacion de secuencias; en este caso ¢—p denotard r. Dada
p € Pos(t), tl, representara el subtérmino de ¢ en la posicion p, y ¢[t'], el resultado de
sustituir ¢|, por ¢’ en £. Posiciones, subtérminos y reemplazamtentos pueden ser extendidos
de forma natural a literales.

A continuacién introducimos la notacién correspondiente a la aparicién de variables
en un término o férmula.

Definicion 2.1.3 1. var(t) denota el conjunto de variables que aparecen en un término
t. Un término t es bdsico si var(t) = 0. Representamos el conjunto de términos
bdsicos mediante T(X)}.

2. Una variable estd ligada en una formula ¢ st estd afectada por un cuanitificador con
el mismo nombre de variable. En caso contrario, decimos que la variable aparece
libre. var(y) denota el conjunto de variables libres que tiene la férmula . Una
formula ¢ es una sentencia si var(yp) = 0. Representamos el conjunto de sentencias

mediante F(X).

De forma natural, extendemos la notacién var(...) a conjuntos de términos y de
férmulas.
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2.2 Sustituciones y unificacion

Las variables libres de las formulas pueden reemplazarse por términos més complejos.

Definicién 2.2.1 Dada una signatura 22, una sustitucion @ es una aplicacion del conjunto
de variables X en el conjunto de términos T(3, X):

#: X —TE X)
El dominio de una sustitucidn 8 viene dado por
dom(0) = {z € Xi0(z) # =}

Decimos que una sustitucion es bdsica si 8(x) es bdsico, para toda variable z € domn(8).
Suponemos que el dominio de una sustitucion & es siempre finito dom(8) = {z1,...,zn}
y representamos § como:

O=[ti/z1,. .. .tn/Tx]

donde t; es la imagen mediante 8 de x;.
El rango de una sustitucidn § viene dado por:

ran{f) = {8(z)|z € dom(8)}
El codomanio de una sustitucidn 6 se define como:
codom(8) = var(ran(6))
La sustitucion identidad id es aquella que tiene dominio vacio.

La aplicacién de una sustitucién puede extenderse facilmente a cualquier término; en
efecto, usando la notacidn 0 en lugar de 6(t) tenemos:

1. z8 = 0(x), para cualquier variable z € X.

2. flty, .. tn)0 = f(6016, ..., t,8), para cualquier simbolo de funcién f € F de aridad
n.

También podemos extender la accidén de una sustitucidn sobre formulas, aunque sin
sustituir las variables ligadas y no permitiendo la captura de las nuevas variables intro-
ducidas. Es decir:

1. P(t1,...,ta)8 = P(t10,...,t,8), para cualquier simbolo de predicado P € P de
artdad n.

2. Sig,9 € F(E,X) entonces (~p)8 = =(¢8) y (o A1P)8 = 08 A 6.

3. Sip e F(X, X} entonces (Izp)}f = Jy((ply/x])8), donde y es una variable nueva que
no aparece en ¢ tal que y ¢ dom(8) e y ¢ codom/(8).
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Definicién 2.2.2 Dade una sustitucion 8 y un conjunto de variables V. C X, la susti-
tucion 8 restringida a V', escrito 8|y, se define como:

0y (x) = { 8(z) sizcV

T en otro caso.

Definicién 2.2.3 La composicidn de dos sustituciones 0 y o es olra sustitucidn que es-
cribimos 8o y que definimos por 8o = o{8(x)), para toda variable t € X.

Definicién 2.2.4 Una sustitucidn 8 es idempotente cuando 80 = 8.

Podemos comparar sustituciones entre si estudiando si una de ellas es un caso particular
de la otra, cn ¢l siguiente sentido.

Definicién 2.2.5 Una sustitucidn 0 es mds general que ofra ¢ 31 existe una tercera susti-
tucion 7 tal que o = 7.

Definicidn 2.2.6 Dos términos s5,t € T(X, X)) son unificables st existe una sustitucion 6
tal que s8 = t6. FEn tal caso decimos que 8 es un unificador de lo ecuacidn s =~ .

La definicién de unificador de una ecuacidon formada por términos puede extenderse de
forma natural a dtomos y a conjuntos de ecuaciones de términos o dtomos.

De entre todos los unificadores de una ecuacién entre términos, quiza infinitos, sélo
nos interesan los mds sencillos, en el sentido que se precisa a continuacion.

Definicién 2.2.7 Un unificador 0 de dos términos s,t es de mdrima generalidad (umg)
s1 pare cuclquier unificador o de s,t se verifica o = fo.

De entre todas las diferentes definiciones corespondientes a la nocidn de unificador
de maxima generalidad, la definicién que nosctros manejamos concuerda con la de unifi-
cador candnico debida a Robinson {Rob 65]. Obsérvese que con ésta podemos asegurar las
siguientes propiedades.

Lema 2.2.8 Sea 8 un unificador de mdzima generalidad de los términos s y t, entonces
se verifica:

1. # es mads general que cualquier otro untficador
2. & es idempotente
3. domn(#) C var(s) Uvar(t)

4. codom(8) C var(s) Uvar(t).
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Demostracién. (1) y (2) se deducen trivialmente a partir de la definicién de unificador
de maxima generalidad. Para (3), supongamos que existe z € dom(8#) tal que z ¢ var(s)U
var(t). Entonces la sustitucién 7 que se comporta como # excepto que z ¢ dom(r)
unifica £ y s, pero no verifica 87 = 7, contra lo supuesto. En efecto, si 87 = 7 entonces
x0t = 7 = x; es decir, existe una variable y # z tal que 28 = y y y7 = z. Pero entonces
y € dom(#) e yf = y7, por lo que obtenemos contradiccién ya que y = x8 = yf6 (porque
x = y1 = y8) = yb (por (2)}) = yr = .

Para (4}, supongamos que existe x € codomn(f) tal que z ¢ var(s) Uwvar(t), por tanto
z ¢ dom{8@), por (3). Entonces cxiste y € var(s) Uvar(t) tal que z € var(y6). Sin pérdida
de generalidad supongamos que y8 = u[z]y, para algin término » con una posicién p.
Sean vy, vy dos variables nuevas distintas y « la sustitucion con dom(m) = dom(8) U {x}
definida por:

a(z) = { if[fu]/x] Zli ildom(ﬂ)

Entonces 7 unifica s,¢, ya que sm = sf[v,/x] = t0[v1/z] = {n. En consecuencia, como & es
unificador de méxima generalidad, obtenemos que #7 = w, lo que resulta falso. En efecio,
ybn = (uz]y)n = (ur)[ve)p # (w[vi/z])[vi]y = Ol /a] =yr. W

La unificacién sintdctica, esto cs, el problema correspondiente a determinar si dos
términos son unificables, es decidible. En 1965, Robinson disefié un algoritmo [Rob 65]
que permite decidir si dos términos dados son unificables o no, y en caso de serlo calcula
un umg, que ademds ¢s inico salvo renombramiento [LMM 86].

2.3 Semantica
Para interpretar términos y férmulas en un contexto determinado usamos L-estructuras.
Definicién 2.3.1 Una X-estructura D es un triple compuesto por:

1. Un dominio no vecio D.

2. Un conjunto de interpretaciones de los simbolos de constante C¥ = {cP € D|c € C}

3. Un conjunto de interpretaciones de los simbolos de funcién FP = {fP . D* - D|f €
F de aridad n}

4. Un conjunto de interpretaciones de los simbolos de predicado PP = {PP : D" —
{f,t}|P € P de aridad n}.

Una ¥-estructura nos permite interpretar términos bésicos y sentencias. Para manejar
variables libres usamos valoraciones.

Definicién 2.3.2 Una valoracidn p para la X-estructura D es una aplicacién p: X — D.
Dado d € D, pld/x] denota la valoracidn que coindice con p en todas las variables, excepto
en © donde vale pld/z](z) = d.



22 2. Métodos de tableaux para la légica de primer orden

El par formado por una ¥-estructura y una valoracién es el contexto donde interpre-
tamos términos y férmulas.

Definicién 2.3.3 Una Y-interpretacion es un par (D, p), donde D es una S-estructura y
P es una valoracion para D,

Definicién 2.3.4 El valor semdntico de un E-término t en una S-interpretacion (D, p)
es un elemento [t]];’? € D definido por induccion estructural sobre t como:

1. [2]] = plx)

20 [f g, ) E = fP([t:]%,. .., ﬂfn}l,?), para cualquier simbolo de funcidn f € F de
aridad n.

Definicién 2.3.5 El valor veritativo de une X-férmula ¢ en una Y-interpretacion (D, p)
es un valor booleano {[tp]iz,) € {f.t} definido por:

LP(t1,. . ta)]D = PPLID,. ... [ta]D).
2. 8,y € F(X, X) entonces [[ﬂnp]];? = not [[(,0}],? y oA ?/’]],? = [[‘Pﬁ;? and [¢]I?*

, t  siexisted € D tal que [o]5,, =t
3. 8ip € F(X,X) entonces [ngo]]g = { } Z;P;;;OPC;SG ar que ﬂﬁp]]pld/aﬂ L2

Definicién 2.3.6 Decimos que una formule ¢ € T(Z,X) es satisfoctible en una X-
interpretacion (D, py, escrito (D, p) &= ¢, st [[ga}]f =t

Una formula ¢ es satisfactible si cxiste una Y-interpretacion (D, p} tal gue (D, p) | .
En caso contrario, decimos que @ es insatisfactible.

Decimos que una X-estructura D es modelo de una formula ¢, escrito D |= ¢, si para
toda valoracion p pare D se tiene (D, p) = p. Decimos que una férmula es cierta si tiene
un modelo.

Una formula ¢ es valida si cualquier Y-estructura es modelo de p.

Las anteriores definiciones pueden extenderse de forma natural a un conjunto finito de
féormulas @; esto es, entendiendo @ como la conjuncién de sus férmulas. Obsérvese que si
trabajamos sobre sentencias, tener un modelo es equivalente a ser satisfactible. Haremos
uso de este hecho repetidas veces a lo largo del trabajo.

Generalmente, en demostracion automditica, estamos interesados en probar la validez
de una férmula ¢. El siguiente lema {cfr. [EFT 94] para su demostracién) nos permite
transformar el problema y pasar a preocuparnos tinicamente de la insatisfactibilidad de
sentencias.

Lema 2.3.7 Dada una signatura Y. y una férmule ¢ € F(3, X), entonees:

“Las opcraciones not, and entre los valores semdnticos ¢, f corresponden a las tablas veritativas clésicas
para los conectivos -, A.
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1. Para cualquier S-interpretacion (D, p) tenemos: (D, p} | @ sty sdlo si (D, p) & .
2. es vilida si y s6lo st~y es insatisfactible.

3. St @, ~p € D entonces O es insatisfactible.

4. @ es vilida st y sélo siVzy.. Vo, es vilide, donde var(p) = {x,... . zn}.

Definicién 2.3.8 Decimos que una férmula ¢ € F(X,X) es consecuencia [6gica de un
conjunto de féormulas ® C F(E.X), escrito @ = @, st para toda T-estructura D tal que
D= ®, se verifica D = .

Si ® v ¢ son sentencias, resulta obvio que ® = ¢ si y s6lo si el conjunto ® U {—¢} es
insatisfactible. Sin embargo, este resultado no es cierto en presencia de variables libres,
porque la definicion anterior las considera universalmente cuantificadas. Por ejemplo, si

= {P(z)} y ¢ = P(y) entonces obviamente ® |= ¢, pero U {—p} es satisfactible. Dado
que algunos métodos de tableaux razonan con variables libres, resulta interesante con-
seguir que esta propiedad, que relaciona los conceptos semanticos de consecuencia légica
y satisfactibilidad, resulte cierta. Para ello, consideraremos las variables de var(® U {¢})
existencialmente cuantificadas, ¢s decir, las variables libres denotan un unico elemento
arbitrario. Asi definimos la nocién de consecuencie (dgica rigida como sigue.

Definicién 2.3.9 Decimos que una formula ¢ € F(X, X} es consecuencia ldgica rigida
de un conjunto de formulas ® C F(X, X), escrito @ k=, ¢, st el conjunto ® U {-¢} es
insatisfactible.

Los siguientes lemas establecen propiedades clasicas de LPO que resultan cruciales a la
hora de probar la correccién y completitud de los métodos de tableaux que estudiaremos
después. Sus demostraciones pueden encontrarse en [EFT 94].

Lema 2.3.10 (Sustitucién) Dada una signatura T, una T-interpretacion (D,p) y un
término t' € T(X, X), se tiene:

1. Para cualquier término t € T(Z, X) [[t[t"/:z:]}]"D I{t}]zlltl]]‘D/I}‘
'
2. Para cualquier formula ¢ € F(Z, X), [o[t /w}}]v [l® Al IR )"

Lema 2.3.11 (Coincidencia) Dada una signatura .

1. SiteT(E,X) (resp. p € F(E,X)) y D y D son dos L-estructuras que coinciden
en el dominio y en cualquier interpretacion de los simbolos que aparecen en t (resp.
@) entonces [[t]]'D = [[t]]TJ (resp. [[(,0]]"D [[(p]]”‘D J, para toda valoracion p para D.

2.8t e TE,X) (resp. ¢ € F(£,X)) ypyp son dos valoraciones para ung -
estructura D que coinciden en var(t) (resp. var(yp)) entonces [t] = [[ﬂ]f,' (resp.

]y = [P12).
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2.4 Tableaux semanticos para LPO

Como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, el método de ios tableaux fue intro-
ducido por E. W. Beth [Beth 53] y K. .J. J. Hintikka {Hint 55] en los arios 50. aunque la
version mds popular se debe a R. Smullyan [Smul 68] quien introdujo la elegante notacidn
que hoy conocemos. Existen distintas versiones de tableaux para LPO de entre las que
presentaremos los métodos estandar de tableaux basicos y de variables libres.

Un tableau para un conjunto de férmulas es un arbol, con férmulas en sus nodos, que
crece y se ramifica mediante la aplicacién de unas reglas de expansion que dependen del
tipo de las férmulas que etiquetan sus nodos. Atendiendo a dicho tipo, Smullyan dividio
el conjunto de térmulas F(E, X) en cinco clases:

1. Férmulas del tipo Alfa. Son las conjuntivas ¢ A g v las doblemente negadas ——y.
2. Férmulas del tipo Beta. Son las disyuntivas ~{¢; A 2).

3. Férmulas del tipo Gamma. Son las universalmente cuantificadas —Jdzy.

4, Férmulas del tipo Delta. Son las existencialmente cuantificadas Jz.

5. Literales.

Obsérvese que esta clasificacién de las formulas representa una particion del conjunto
F(%, X).

2.4.1 Tableaux basicos

Supongamos que hemos ampliado la signatura del lenguaje & con un conjunto infinito de
constantes (de Skolem) auxiliares, y que representamos tal extension como s.

Para cada una de las anteriores clases de formulas -excepto la de los literales- existe
una regla que expande el tableau segin el caracter légico de ésta:

1. Regla . Afiadimos uno o dos nuevos nodos a la rama donde se encuentra la férmula
Alfa. Esquemadticamente:

@1 /\f
1 :
@2 4

2. Regla A. Bifurcamos la rama donde se encuentra la férmula Beta anadiendo un
nuevo nodo en cada nueva rama:

(@1 A p2)
|y
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3. Regla v. Anadimos un nuevo nodo a la rama donde se encuentra la férmula Gemma,
sustituyendo la variable untversalmente cuantificada por un término basico cualquiera

teT(X):

—dzy
~p[t/z]

4. Regla 4. Anadimos un nuevo nodo a la rama donde se encuentra la formula Delta,
sustituyendo la variable existencialmente cuantificada por una constante de Skolem
¢ que no aparezca en la rama:

Az
wlc/a]

Definicién 2.4.1 Una secuencia de fableauz para un conjunto finito no vacio ® de X-
sentencias es cualquier secuencia To, T1, Ta ... donde:

1. Ty es un drbol lineal con una séla rama con tantos nodos como sentencias tiene P.
Ademds estos nodos estdn etiquetados con las sentencias de ®.

2. Tey1 proviene de Tp medionte la aplicacidn de alguna de las reglas de ezpansion
a, B, y § sobre los nodos de sus ramas.

Un tableau infinito para un conjunto ® de 3-sentencias se define como el fimite de alguna
secuencia de tableaur.

Segun las reglas de expansién, cada rama de un tableau puede verse como la conjuncién
de todas las sentencias que etiquetan sus nodos, y el tableau entero, como la disyuncién
de todas sus ramas.

Desde el punto de vista semantico, una secuencia de tableaux basicos para ® representa
una busqueda sistemdtica de un modelo para ®. A cada rama de estos tableaux les
corresponde un posible modelo parcial en el que las formulas de la rama se hacen ciertas.
Cada vez que se aplica una regla sobre un nodo de una rama, damos un paso mas en la
construccién de un modelo para dicha rama. Obviamente, cuando en una rama aparecen
un par de nodos etiquetados con férmulas complementarias (¢ y —y), el conjunto de
férmulas de dicha rama serd insatisfactible. Dicha complementariedad puede restringirse
a féormulas atémicas.

Definicion 2.4.2 Decimos que una rama B en un tableau estd cerrada, y entonces no se
prolonga ni bifurca mds, cuando se detecta una contradiccidn atémica entre sus etiquetas.
Esto significa que ezisten en B dos formulas ¢ y —p, siendo ambas atémicas. En otro
caso B estd abierta. Un tableau bdsico estd cerrado si todas sus ramas estdin cerradas.

La correccién y la completitud del método de tableaux basicos queda establecida por
el siguiente resultado.
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Teorema 2.4.3 (Correccién y Completitud) /[Fitt 96/ Para todo conjunto finito ® de
Y-sentencias, P tene un lableau cervado sty sdlo si @ es insatisfactible.

Obsérvese que, aunque este teorema sdlo hace referencia a la insatisfactibilidad de las
sentencias, €sto no es un problema por el Lema 2.3.7. En este sentido decimos que el
método de tableaux es un sistema de refufacidn ya que estudia la insatisfactibilidad de la
sentencia -~y en lugar de la validez de ¢.

En cuanto a la eficacia del método, si & es satisfactible y ademds contiene alguna
subformula del tipo <y, el proceso de expansién puede no acabar nunca -por esta razon
sc dice que el sistema de tableaux basicos es parcialmente decidible para LFPO. Por otra
parte, la implementacion que usemos debe ser, en teoria, capaz de encontrar una expansion
cerrada para ® siempre que @ seca insatisfactible -lo que se conoce como estrategia de
expansion justa [Fitt 96]. En este sentido, incluso las implementaciones justas de tableaux
bésicos no son del todo completas, ya que al trabajar de forma finita es posible que no
lleguen a alcanzar una expansién cerrada por limitaciones fisicas de espacio o tiempo.

2.4.2 Tableaux con variables libres

A continuacién presentamos un método de tableaux con variables libres para LPO en el
que las férmulas de clase Gamma introducen variables libres, en lugar de términos bdsicos.
Fstas variables son instanciadas a la hora de cerrar una rama, usando algin algoritmo de
unificacidn sintdctica.

El sistema de tableaux con variables libres estd compuesto por las anteriores reglas
, B vy por las nuevas v, 8. Para &, supondremos ademss que la signatura extendida &
también contiene infinitos simbolos de funcién de Skolem, para cualquier aridad.

1. Regla+'. Afiadimos un nuevo nodo a la rama donde se encuentra la férmula Gamma,
sustituyendo la variable universalmente cnantificada por una variable libre y, nueva
en el tableau:

~3zy
—~ply/z]

2. Regla ¢'. Afiadimos un nuevo nodo a la rama donde se encuentra la formula Delta,
sustituyendo la variable existencialmente cuantificada por el término f (1,0 Tn),
donde f es un simbolo de Skolem, nuevo en el tableau, y las variables z1, ..., x5 son
las variables libres que aparecen en la rama:

dzyp
fp[f(Ih R .’I'Tn)/.’L']

Definicién 2.4.4 (Cierre de mdxima generalidad) Un tableau con variables libres T
y ramas By, ..., By estd cerrado st existe un conjunto unificable de ecuaciones de dtomos
{1 = Yn,..., 0k = ¥i}, donde o; y —~p; son dos literales que aparecen en B, 1<i<k.
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(Obsérvese que, en la anterior definicién, hablamos de un conjunto en vez de un multi-
conjunto. Esto es asi porque suponemos que hemos eliminado las redundancias que derivan
de aquellas ccuaciones repetidas. Esta precision atane a las reglas de cierre que aparecen
a lo largo del trabajo.

La correccidn y completitud del método de tableaux con variables libres se establece
como sigue.

Teorema 2.4.5 (Correccién y Completitud) Para todo conjunto finito ® de E-senten-
cias, ® tiene un tableau con variables libres cerrado si y sélo si @ es insatisfactible.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [Fitt 96]. No obstante, comentemos
que la demostracién de la completitud se basa en un lema que eleva cualquier tableau
bisico cerrado a otro con variables libres cerrado.

Como sucedia con los tableaux bdsicos, el método con variables libres es un sistema de
refutacién parcialmente decidible. Sin embargo, el sistema con variables libres no introduce
términos basicos aleatoriamente cuando aplica la regla ', sino que usa variables libres que
son instanciadas a posteriori.

Existen varias mejoras que preservan la correccion y la completitud del método de
tableaux con variables libres. Por ejemplo, Hihnle y Schmitt [HS 94] restringieron el
conjunto de variables libres involucradas en la regla 6. Asi su regla 67 sustituye la variable
existencialmente cuantificada z por el término f(z),...,z,), donde las variables z,,..., zn
son unicamente las variables libres que aparecen en Jzp.

Ejemplo 2.4.6 Demostramos que si “hay un hombre en la ciudad que afeita a todos los
gue no se afeitan a si mismos”, entonces “eriste un hombre en la ciudad que se afeite a
st mismo”. Formalizando la relacion “r afeita a y” mediante A(z,y), se trata de probar
la siguiente consecuencie ldgica: {(v =)zVy(-Aly,y) = Alz,y))} | (¢ =)3zA(z, z) .

Usamos el tableau bésico de la Figura 2.1 para demostrar que el conjunto {¢, ~p} es
insatisfactible.

También podemos usar el sistema con variables libres para construir el tableau cerra-
do de la Figura 2.2. Obsérvese que este tableau estd cerrado sin més que aplicar la
sustitucion # = [c¢/z, ¢/y] que corresponde al umg del conjunto de ecuaciones {A(z,z) ~
Ay, ), Alz, z) =~ Ale,y)}-
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12 3aVy{=Aly, y) — Alz,y))
2: ~drdle.x)
‘ dal
3: Vy(~dAly, y) — Ale,y)
r va?2
3 =Afe, )
l vad
4: —d(e,c) — Ale,c)
/\ a4
5 —=A(e, ¢) 6: Afc, ¢
| aad

7 A{c,e)

Figura 2.1: Expansién para {¢, —¢}.

1 Javy(-A(y,y) — A(z,y))
2: —3rAlz, x)
| §al
3 Vy(-Aly.y) — Ale,y)
| vazl
3 —Alz, z)
, a3
4: -Aly,y) — Ale,y)
/\ 3ad
5: =A(y,y) 6: A(c,y)
! aab

7 Aly,y)

Figura 2.2: Expansién para {1, —¢}.



Capitulo 3

Predérdenes y géneros dinamicos

En este capitulo presentamos una ldgica especialmente diseiada para permitir el razo-
namiento con predrdenes y géneros ordenados, en la que las funciones y los predicados se
comportan de forma mondtona o antimondtona en sus argumentos y donde la informacién
sobre la relacién entre géneros estd incorporada explicitamente en la sintaxis del lenguaje.

Para esta légica proponemos dos métodos deductivos basados en tableaux, uno basico
y otro con variables libres, de los cuales probaremos su correccién y completitud. Al
final del capitulo se eshozan las bases de una implementacién del niicleo del método con
variables libres, basada en programacion légica.

3.1 Introduccién

El estudio de métodos eficientes para el tratamiento de la igualdad se ha considerado tradi-
clonalmente una importante linea de trabajo en diferentes areas de la informatica tedrica.
No obstante, algunas investigaciones recientes han mostrado la necesidad de extender este
estudio a relaciones transitivas distintas de las de equivalencia o de la igualdad, en particu-
lar. Este es el caso, por ejemplo, de CLP [JM 94|, donde la resolucién de restricciones se
anade a la programacién légica.

En el campo de la deduccién automadtica, esta situacién ha propiciado el desarrollo de
demostradores autdmaticos con reglas especificas que caracterizan la relacién que se estu-
dia. Esta linea fue seguida por ejemplo en [BKS 85] y [Hines 92] y, mds recientemente, en
LA 93], {Levy 94], [BG 94], [BG 95] y [LA 96), aplicando técnicas basadas en reescritura.
Estas y otras aproximaciones estdn basadas en resolucién como método refutacional de
prueba.

Por otra parte, el uso de géneros puede servir de gran ayuda para aproximar la progra-
macion al mundo real y, en particular, el uso de génercs ordenados sirve para incorporar,
de un modo simple y elegante, funciones parciales, representacidn maultiple y constructores
y selectores en datos estructurados [GM 92|. En demostracién automatica, ademds de lo
dicho, el uso de géneros conlleva una reduccion significativa del espacio de busqueda.

Cuando se razona dentro de una jerarquia de géneros ordenados, es habitual mantener
la informacidn de los géneros separada de los datos. En este sentido, se dice que esta
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informacidn se declara de forma estdtica. Pero en algunas situaciones, resulta necesario
el razonamiento bajo ciertas hipdtesis sobre los géneros, usando lo que se conoce con el
nombre de géneros dindmicos [Weid 91},

En este capitulo, presentamos una légica especialmente disefiada para permitir el
razonamiento con predrdenes y géneros ordenados. en la que las funciones v los predi-
cados se comportan de forma mondtona o antimondtona en sus argumentos y donde la
incorporacién de la informacion de géneros en el lenguaje, esta permitida por el uso de
géneros dindmicos.

Para esta logica, presentamos dos métodos correctos y completos basadoes en tableaux,
uno bisico y otro con variables libres. Este ultimo sigue la linea de [Fitt 96] a la hora
de anadir igualdad al método de tableaux cldsico, sin olvidar las versiones de tableaux
con variables libres para el tratamiento de la igualdad o de predrdenes, que aparecen en
(BH 92] v en [GLN 96], respectivamente.

La organizacion del capitulo es la siguiente. En la seccion 2 repasamos muy brevemente
algunas nociones vy notaciones usadas en lo sucesivo. En las tres secciones siguientes
presentamos la légica LPGD, su sintaxis y las sustituciones adecuadas para el manejo
de géneros. La seccidn 6 presenta un método de tableaux bdsico que es extendido, en
la seccidn 7, a una versién con variables libres. Para ambos métodos se demaostrard su
correccion y completitud. La seccidén 8 contiene algunos ejemplos y, finalmente, se esbozan
las bases de una implementacidn del nmicles de LPGD, basada en Pralog.

3.2 Preliminares

Antes de nada, definimos los conceptos de preorden y (anti)monotonia.

Definicién 3.2.1 (Preorden) Un preorden es un par (DD,Cp} donde D es un conjunto
no vacio y Tp es una relocidn binaria sobre D, refleziva y transitiva.

Como casos particulares de preérdenes tenemos los preérdenes simétricos {relaciones
de equivalencia; por ejemplo, la igualdad).

Definicién 3.2.2 (Monotonia y antimonotonia) Dados los predérdenes (D;,Cp,), 1 <
i <n, y{(D,Cp), una aplicacion f : Dy x ... x D, — D se dice mondtona (resp. anti-
mondtona) en el i-ésimo argumento, st para todos di, d} € Dy,

di E;D, dgﬁf(dla-"adiﬂ"':dn) ED f(dlrud;audn)
(TESP- d; ED,‘ d; Zif(dl,-..,d;,...,dn) Cp f(dl:---adi:-"adn))'

En este caso diremos que i es un arqumento mondtono (resp. antimondtono) de f.

" El concepto de monotonia para funciones puede ser ertendido a predicados, sin mds
que considerarlos como funciones booleanas y ordenar los valores booleanos {t, f} de forma
que £ L L
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3.3 Sintaxis de LPGD

En esta seccion presentamos la que lfamamos Logica con Predrdenes usando Géneros
Dindmicos (LPGD en lo que sigue). una légica que extiende LPO con las siguientes carac-
teristicas:

1. Es una logica heterogénea en la que los géneros estdn ordenados. Ademds la in-
formacion del orden entre géneros estd incorporada dentro del propio lenguaje. La
posibilidad de la declaracién dindmica del orden entre los géneros resulta ser una
gran mejora con respecto a las logicas con géneros ordenados habituales, en que las
relaciones entre géneros se declaran estaticamente, incluyéndolas de algin modo en
la signatura.

2. Es una l6gica preordenada, esto es, los dominios donde interpretamos los términos
son preordenes. Ademds, las operaciones (funciones y predicados) siempre se com-
portan en cualquiera de sus argumentos, de forma mondétona o antimonétona.

Las signaturas ¥ para LPGD constan de un conjunto finito S de géneros s, y una familia
de conjuntos de constantes (¥, simbolos de funcién F¥1*17% y simbolos de predicado
Potede - Ademds, X contiene informacion sobre el comportamiento (antijmondteno de
los simbolos de funcién y predicado mediante una aplicacién m, de manera que para un
simbolo de funcién f de aridad n, m(f) : {l...n} — {0,1}, siendo m(f)(i) 0 6 1,
1 €1 £ n, dependiendo de si f es monétona o antimondtona respectivamente, en el
i~ésimo argumento; informacién andloga se tiene para los simbolos de predicado.

El uso de géneros nos permite restringir el rango de accidn de las variables; asf
disponemos de una familia S-indexada de conjuntos de variables X = (X*);cs.

Los términos y las férmulas de esta légica se definen como sigue.

Definicion 3.3.1 El conjunto T(E, X) de L-términos se define mediante las siguientes
reglas de formacidn:

ta=af(e XF) | (€09 [ty ta) (F € F™% 1 € T(E, X))

El conjunto F(Z,X) de L-formulas se define mediante las siguientes reglas de for-
macion:

o=t Tt | 5Ca s | Pltr,...,tn) (P € Pty € T(E, X)) | ~p | p Ay | Ir%p.

Antes de nada, obsérvese que a pesar de considerar una logica heterogénea, estamos
permitiendo la construccién de términos y predicados mal tipados con respecto a la in-
formacién de géneros dada en la signatura. La razén de este aparente mal uso de los
simbolos es dotar a la ldgica de un mayor poder expresivo; concretamente, podrd tratar
propiedades sobre datos, que estén condicionadas a hipétesis sobre los géneros. Este es el
caso de la formula s Cg s’ = Vmsﬂmsf(ms c 3:5') que sera interpretada como cierta, ya que
la segunda desigualdad expresa una relacién cierta entre datos, suponiendo que es cierta
la relacién de contenido entre géneros dada por la primera designaldad. A la hora de hacer
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razonamientos, la combinacién de la informacidn del orden entre géneros, ofrecida por las
formmulas, v la informacion sobre la heterogeneidad de los sivuboles dada por la signatura,
reduce significativamente el espacio de buasqueda.

Una vez fijada una jerarquia mediante un conjunto de férmulas de la forma s CTa &',
podemos definir el conjunto de términos bien tipados con respecto a éste. Obviamente, este
concepto puede ser extendido definiéndolo cun respecto a cualquier conjunto de farmulas,
pero solo teniendo en cuenta relaciones de jerarquia entre géneros como las anteriores.

Definicién 3.3.2 Dado un conjunto de L-formulas ¢, definimos la familia de conjuntos
$-bien fipados, o bien tipados con respecto a $, de L-térmanos Tg‘i’ como lo menor fomilia
S-indezada de conjuntos T (3) de -términos tal que:

1. C* CTEQ(S}.
2. X5 C T2(s).

2. Sis' Ca s €d entonces Tois') C T (s).

4. Sif e Firin2s gyt € 7;3‘1’('31), para todo 1 <1 < n, entonces f(t1,... ty) € T (s).

Para cualquier término #, usaremos sort(t) para representar el género estdtico de t
deducido a partir de la signatura £; esta operacién se define por:

o sort{c®) = sort(z®) = s.
. .S’O‘I‘t(f(tb_._"tﬂ)) =3, si f & FStrnsn s

La definicién del conjunto de términos bien tipados Tg’ usa implicitamente el cierre
reflexivo y transitivo de Cg. Por este motivo definimos el concepto de subgénero de forma
explicita.

Definicién 3.3.3 Dado un conjunto de X-formulas ®, decimos que el género s es subgénero
de s, escrito s €® ', 51 8’ = 5 0 existe en ® una secuencia de la forma

s Cg 51,51 Ca s2,..-5: Ca s’

Si @ es un conjunto finito, la relacién < ¥ es decidible y puede computarse en O(card(S )3)
sin mds que usar el algoritmo de Floyd [Floyd 62].

Los términos bien tipados cumplen las siguientes propiedades.
Lema 3.3.4 1. t& T} (s) <= (sort(t) ¥ syte T2 (sort(t))).
2. 8i fe FsvsnS yt = flt,...,t,) € T (s) entonces t; € T (si),1 <i <n.

Demostracién. (1) Ei sentido « es inmediato. Para =, supongamos que sort(t) £% s.
Sea X la familia S-indexada de términos definida para todo r € § como:
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. T(r) —{t} sisort(t) P
v ={ B

) en otro caso

D

Llegaremos a confradiceion probando que X es, en realidad, la familia S-indexada de %-
términos bien tipados con respecta a ®, en contra de la minimalidad de Tsz, cuando r = s;
vamos a probar, por tanto, que X verifica la Definicién 3.3.2. Las condiciones 1, 2 y 4
pueden ser comprobadas facilmente ya que sélo eliminamos ¢ cuando sort(t) % r {luego
sort{t) # r). Para la condicién 3, sean s, 5" dos géneros tales que t € X s Cas"edy
t ¢ X" esto @ltimo ha de ser porque sort(t) &2 s”. Pero esto es imposible pues entonces
sort(t) #% &' y en consecuencia t ¢ X°.

Una vez probado que sort(t) «® s, supongamos ¢ ¢ T {sort(t)). Razonamos como
antes usando la familia X definida para todo r € § como:

X =T (r) - {t}

En estas condiciones obtenemos de nuevo contradiccién demostrando que X es Tg , e
contra de la minimalidad de Tg’, cuando 7 = 5. En efecto, X' verifica las condiciones 1, 2
y 4 de la Definicién 3.3.2 ya que t ¢ 77 (sort(t)). Ademds 3 es inmediato porque ¢ ¢ X.

(2) Razonamos por contradiccién. Supongamos que ¢; € Ty (s;), para algin 1 < i < n,
y sea & la familia definida para todo r € S como:

X" =T2(r) - {t}

De nuevo demostramos que X es Ty¥ contra la minimalidad de 7, en s. En efecto,
X verifica las condiciones 1, 2, 3 de la Definicidn 3.3.2 de forma inmediata. Ademads 4 es
clerto porque ¢; ¢ Tg(si). ]

El anterior Lema asegura la decidibilidad del problema ;t € Tg(s)? De hecho puede
resolverse en O(card(S)* + card(Pos(t))), si ® es finito. En efecto, primero computamos
la relacién de subgénero <¥ y luego descomponemos el término ¢ progresivamente. Por
ejemplo, si f € F$1752 y t = f(t'), basta comprobar si s, <% sy si ¢’ € T (s1).

A continuacién, extendemos el concepto de buena tipificacidn de términos a férmulas.

Definicidn 3.3.5 La buena tipificacidn de una formule @ con respecto a un conjunto de 3-
férmulas ©, lo que eseribimos como W S(p, @), es una propiedad definida inductivamente
sobre la estructura de ¢ como sigue:

1. WS8(sCa s ,®) = sCqs €.

2. WS(t, Cty,P) & existe s €S tal que t; € Tg(s), i=1,2
3. WS(P(ty,.. . ta), @) & 1, € T3 {ss), 1 L4 < n, PePiiin,
4. WS(-p, @) & WS(p, ®).

5. WS(g1 A, ®) & WS(g;, ®),i=1,2.
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6. WS(3rp, @) & WS(p, P).
Para un conjunto de formulas ® definimos WS(®',®) < para todo 0 € @', WS(p, @),

Como sucedia para los términos, podemos usar de nuevo el Lema 3.3.4 para AsegUrar
que el problema (W .S(p, ®)7 también es decidible.

3.4 Sustituciones para LPGD

Las sustituciones para LP(GD son las mismas que para LPO por lo que pueden no respetar
el género de alguna de las variables sustituidas. Para evitar estas situaciones, introducimos
el concepto de sustituciones bien tipadas con respecto a cierta informacién sobre géneros.
Esta nocidn serd utilizada a la hora de cerrar un tableau con variables libres, pues las
variables deben ser sustituidas por términos bien tipados con respecto a la informacién
contenida en toda rama del tableau donde aparezcan.

Definicion 3.4.1 Una sustitucidn 7 estd bien tipada con respecto a un conjunto de ¥-
formulas ®, escrito WS(7,®), si 7(x°) € T (s), para toda variable z° € dom(r).

Las sustituciones bien tipadas verifican las siguientes buenas propiedades.

Lema 3.4.2 Dados un término t, un conjunto de férmulas ® U {¢} y una sustitucion =
tal que WS(7, @), se tienen las siguientes propiedades:

1. Site TF(s) entonces tT € T (s).

2. 5i W8(p, ®) entonces WS(pr, ®).

Demostracién. (1) Procedemos por induccién sobre la estructura de t € 733 (s). Si
t es una constante o una variable z¥ ¢ dom(7), la prueba es inmediata. Sit = 2% y
z* € dom(t), usamos el Lema 3.3.4(1} para obtener que s'«®s v 2%’ € T2(s'). Ademds
tenemos que =7 € T (s'), porque WS({r,®). Por tanto concluimos que tv € TF (s) sin
més que usar s'<®s.

Sit=f(ty,...,tn) ¥y f € FSU52=" aplicamos el Lema 3.3.4(1) v (2) para obtener
que s'«®sy t; € T (s;). Usando hipétesis de induccién, tenemos que t;7 € 752 (s;) y, por
tanto, tr € T (s") C T (s).

(2) Procedemos por induccidn sobre la estructura de la fdrimula ¢ que verifica W S(p, @).
La demostracién es inmediata para el caso s Cg s'. Si ¢ =t C ¢ entonces debe existir un
género s tal que ¢, € T2(s). Aplicando (1), obtenemos que ¢t7,t't € T (s) ¥, por tanto,
WS(pr, ®). El caso ¢ = P(t),...,tn) se prueba de forma andloga. Para el caso de los
conectivos usamos hipdtesis de induccién. &

Los reciprocos de los anteriores lemas sélo son ciertos cuando la sustitucién v respeta
el género de cada variable instanciada, de forma estdtica, en el sentido siguiente.
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Definicién 3.4.3 La sustitucidn 7 respeta los géneros de forma estdtica si sort(r{z’)} =
s, para toda variable z° € dom(7).

Cuando demostremos la completitud del método de variables libres sélo utilizaremos
estas sustituciones porque verifican las siguientes propiedades.

Lema 3.4.4 Dados dos términos t,t', un conjunto de formulas ®U{p} y una sustitucion
T que respeta los géneros de forma estdtica, se fiene:

1. Sitr e Tg‘i’(s) entonces t € ’Tg’(s).
2. 5t WS5{pr, ®) entonces WS(p, ®).
3. Sitr =t'r, WS(r,®) y 8 = umg(t,t') entonces WS(8,®).

Demostracién. (1) Procedemos por induccién sobre la estructura del término ¢ tal que
tr € T,8(s). Sit es una constante o una variable =¥ ¢ dom(7), la prueba es inmediata. Si
t =25 y 2% € dom{7} entonces, por hipctesis, 2% 7 € T (s) y sort(z® 1) = s'. Usando el
Lema 3.3.4(1}, obtenemos que '« ®s y 27 € T;2(s'). En consecuencia, ¥ € T(s). Para
el caso t == f(ty,....tn) con f € Fst9n=% aplicamos el Lema 3.3.4(1) v (2) para obtener
que s<®sy 7 € TE‘I’ (s;). Usando hipétesis de induccién concluimos que #; € Tg’ (s:) v,
por tanto, t € To (s C T (s).

(2) Procedemos por induccién sobre la estructura de la férmula o tal que W.S{pr, $).
La demostracidn es inmediata para el caso s Tq §'. Si ¢ = ¢ C ¢’ entonces debe existir un
género s tal que tr,t'r € TF(s). Aplicando (1) obtenemos que ¢,¢' € T (s) y, por tanto,
W&{p,®). Elcaso ¢ = P(ty,...,t,) se prueba de forma andloga y para los conectivos
usamos hipdtesis de induccidn.

{3) Sea 6 = umg(t,t') con 6 = [t1/x,%,. .., tn/2,°"]. Por la generalidad de 8, ;7 =
z;% 7, para todo 1 < i < n. Usando WS8(r, &) obtenemos t;7 € 725’"’(31-) y, aplicando (1},
€ T2(si). ™

Obsérvese que si no exigimos que 7 respete los géneros de forma estatica, las anteriores
propiedades no tienen por qué ser ciertas. Por ejemplo, para (3) obtenemos coniradiccién
si tomamos t = 2%, = y¥,® = {s" Ca 5,8" Ca s}y 7 = [2° /2°,25 /y*], donde
2" € X% ya que WS(r, ®),tr = t'r, pero § = umg(t,t') = [y* /2] no verifica W S(6, ®).

3.5 Semantica de LPGD

Para interpretar términos y férmulas, las Y-estructuras de LPGD contienen dominios
preordenados para cada género, asi como un elemento especial L para representar el valor
de cualquier término sintdctico que haga referencia a un elemento inexistente en el dominio.
Obsérvese que esta falta de definicién en un término depende de la relacidn que existe entre
los dominios de la estructura.

Aunque estamos siguiendo una aproximacion similar a otras usuales en el tratamiento
de funciones parciales, en nuestro caso la falta de definicién no expresa parcialidad; de he-
cho, si un término es interpretado como indefinido entonces es gue contiene un subtérmino



36 3. Predrdenes y géneros dinamicos

mal tipado con respecto a la signatura. Por supuesto, la implicacién contraria es, en gene-
ral, falsa porque, como ya se dijo, el valor semdntico de un término depende de la relacion
entre los dominios de la estructura.

Definicién 3.5.1 Una I-estructura D estd compuesta por un sistema {(D*,CP)|s £ §}
U{L} y por lus interpretaciones de las constantes {cP € Dlc € C%}, los simbolos de
funcidn {fP 0 D% x . x D% = DPUf € Foosi7%) y los simbolos de predicado { PP
D3 x o) D s {f NP € PRt} de manera que:

1. {(D°,Z%)|s £ S} es una familia de predrdenes transitiva en el sentido siguiente: si
dCPd, & CDd" yd.d" € D¥ entonces d CD, d".

2. 51 m(f)3) = 0 (resp. 1) entonces f¥ es mondtona (resp. antimondtona) en el
1-ésimo argumento. Andlogamente para simbolos de predicado.

Una valoracidon p para D ecs una familia S-indezada de aplicaciones p° + X° — D3,
Una X-interpretacion es un par (D, p) tal que D es una S-estructura y p es una valoracidn
para D.

Ya que la logica estd valorada de forma clisica, no podemos conseguir una verdadera
aproximacion funcional. Por tanto, las variables en las valoraciones y en la semantica de
cuantificadores se moverdn sobre individuos del respectivo dominio, y no tomardn el valor
4.

La transitividad de los predrdenes es necesaria para asegurar la correccién de algunas
reglas de expansion del método de tableaux (por ejemplo, las reglas {;, (o, véase mas
adelante), En particular, con esta condicién se puede probar algo tan ldgico como que
dados los géneros 3,3, sid,d € D*ND¥ y d C, & entonces d Ty d'.

En la semdntica de los términos expresamos que las funciones son estrictas. Por otra
parte, para predicados y desigualdades entre datos, la semdntica asigna el valor falso
cuando aparece alguna vez el elemento indefinido.

Definicién 3.5.2 El valor semdntico de un X-término t° en una X-interpretacion (D, p)
es un elemento [t*]7 € D* U {L} definido por induccion sobre t como:

. [[cﬂ},) =cP

o [2]? = p(x)

2 2 D ; D 8 :
D _ f (ﬂtlj}pﬁ"'a[[tn]]p) 5t ﬂtf}]p ED‘JS%SR
* o ta)ly = { L en otro caso.

para cualquier f & FStrod$n—ts,

Bl valor veritativo de una %-formula ¢ en una X-interpretacion (D, p) es un valor booleano
[e]? € {f.t} definido por induccidn sobre ¢ como:
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st D° C DY

en olro caso.

»

b 2esl? = {

st existe s tal que ([[tz-ﬂf eD%i=1,2,y [tlﬂg" c?P [[tgﬂf)
en otro caso.

[ty C )0 = {

LTSl

Pl P = PP([6]7, .. Ital?) silti]) e DM 1 <i<n
[Pty t)]7 = f en otro caso.

para cualquier P € P3etn,

Bl valor semdntico para -, A y 3 se define como es usual en LPO.

Con respecto al cuantificador existencial, sdlo hay que tener en cuenta que el rango de
una variable queda restringido por el género de la misma.

- Los conceptos de modelo, satisfactibilidad y consecuencia légica se definen como en
LPO.

Acabamos esta seccidn recogiendo algunas propiedades semanticas importantes de
LPGD. Previamente hacemos observar que los términos funcionales y los predicados se
comportan mondtonamente (resp. antimondtonamente), cuando incrementamos el valor
de un subtérmino que aparece dentro de un ndmero par (resp. mpar) de argumentos
antimondtonos. Este hecho serd crucial cuando se definan aigunas reglas de expansién de
tableaux. Veimoslo mds formalmente.

Definicién 3.5.3 Para p € Pos(t), la funcion Fip : {qg € Pos(t)|g < p} — N, donde
Feplq) es el primer digito de p — q, devuelve el lugar que ocupa el argumento de t); en el
que t, aparece como subtérmino. En adelante, escribiremos F en lugar de F , cuando no
haya posible confusidn.

Definicién 3.5.4 Dado un términe t y p € Pos(t), decimos que p es una posicidn
mondtona de t st el nimero 5—::}<p m(raiz{t|y))(F(q)) es par, donde raiz(t) es el simbolo
que aparece en la raiz de t cuando éste es wvisto como un drbol. En otro caso p es una
posicion antimondtona de t.

Dados P(ty,...,th)(= A), 1 <1 < n, yp € Pos(t;), decimos que p es una posicidn
mondtona de A en i, st 30, m(raiz(ti|)}(F(g)) + m(P)(i) es par. En otro caso p es
una posicicn antimondtona de A en i.

Lema 3.5.5 1. Interpretacidn de términos bien tipados.
Dados un conjunto de L-férmulas ® y un término t, si (D,p) = @ yt € T (s)
entonces [t]D € D.
2. Lema de sustitucidén para términos y férmulas.

Dados un conjunto de X-formulas & y une sustitucion v = [t1/zy,... /2], st
(D,p) =® y WS(r,®) enfonces se verifica:

. f[t’fﬂf = el
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o lp7]7 =¥l
donde p' = p[[[tlﬂf/a:;., Co [{[fﬂﬂz,)/rn]

3. (Anti)Monotonia de términos.

Sea p € Pos(t) una posicion mondtona (resp. antimondtona) de t. Si (D, p) =t
ta y existe s tal que [t[ti}pﬂf € D% i = 1.2, entonces [t[tl]pﬂf ch j[t[tg]p]]f (resp.
[tlt2)]7 52 [tltalo]7 -

4. (Anti)Monotonia de predicados.

Sea Plt,....th)(=A) ype Pos(t;) una posicion mondtona (resp. antimondtona)
de Aeni. Si(D,p) =t Tty [L[Y],]5 € D%, j = 1.2, entonces:

Pt tilt ] 81D = [Pl 63 )]
(resp. [P(t1,... kil ]y, 1T = [Pl it .. ta)]D).

Demeostracién. (1) Por induccidén sobre ¢. En el caso basico, si t = ¢ entonces ﬂt]]f =
c? € D*. mientras que si £ = 2° entonces [[t]}f = p(z) € D*.

Para el paso inductivo, supongamos que ¢ = f{t1,....tn) € T (s), con f € Fsrrin=s
Por el Lema 3.3.4(1) tenemos ¢t € T (s') v 8’ <% 5. Aplicando el Lema 3.3.4(2) obtenemos
t; € T (s;),t < i < n, por lo que usando hipétesis de induccién obtenemos I[ti}]ff e D%
En estas condiciones [t]7 = fP([t:]7,....[t.]?) € D* C D~

{2) Obsérvese que p' estd bien definida por (1). Procedemos por induccién estructural
primera sobre ¢ v luego sobre . Si ¢ es una variable o una constante la prueba resulta
inmediata. Si¢ = f{#,... 1) entonces [tr]] = [f{t}7,... . e,m)]Y = [F(#],. .. ,t;}]]g ya
que, por hipdtesis de induccién, [[tgr]jz? = ﬂt;]]f,, 1<i<q.

Si ¢ = s Cg s, la prueba es inmediata. Si ¢ = ¢t C ¢, acudimos al resultado
correspondiente a los términos para obtener que [t7]Y = ([tﬂf, y [¢r1F = [¥]]. En
consecuencia, [¢7]7 = [¢]Z. Elcaso ¢ = P(t1,...,tn) se prueba de forma analoga. Para
el caso de los conectivos usamos hipotesis de induecion.

(3) Sea t = t[t;],, i = 1,2, y supongamos que p es una posicién mondtona de ¢ (para
el caso antimondtono procedemos andlogamente). Razonamos por induccién sobre p. Si
p = ¢ entonces t, = t;,1 = 1,2, y la prueba es immediata por la semdntica y la transitividad
de la estructura. Sip == j.g entonces £ = f(ug,...,uy), f € Fir5s9 y 1 < j < n.

Por la interpretacion de los simbolos de funcién, tenemos que {u;, [ti]q}]f e DS i=1,2.
Aplicando hipdtesis de induccién resulta

Tus(talody CF [usitalqly

v concluimos aplicando la monotonia de f7,
(4) Esta prueba es similar a la del caso (3). ®
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3.6 Tableaux basicos para LPGD

En esta seccion presentamos una extension del método de los tableaux de primer orden,
que permite el uso de predrdenes para datos y que maneja los géneros adecuadamente.
Para ello, no anadiremos los axiomas necesarios para caracterizar cualquier estructura
preordenada, sino que formularemos reglas de expansién dentro del propio método.

Como es costumbre en los sistemas de fableaux para primer orden, extendemos £
con constantes auxiliares. En concreto, introducimos la familia S-indexada de conjun-
tos numerables AC*, s € §. La clase de los literales en LPGD contiene las L-férmulas
Pty,...,tp), t C ' s Ca &, y sus respectivos complementarios —P(t,... t,}, =t T
t,—5sCaqs.

Definicién 3.6.1 Una secuencia de tableaus para un conjunto finito no wvacio de X-
sentencias Y es cualquier secuencio Ty, Ty, T2,... donde:

1. Ty es un drbol lineal con una rama con tantos nodos como sentencias tiene ©.
Ademds estos nodos estdn etiquetados con las sentencias de .

2. Teyi proviene de T, mediante la aplicacidn de alguna de las reglas de expansion
{x—£2) que abajo se detallan.

Un tableaw infinito para un conjunio ® de Y-sentencias se define como el limite de
alguna secuencia de tableaux.

Las reglas de expansion o y J son las reglas usuales en LPO, a saber a aplicada sobre
wAW y o,y [ oaplicada sobre ~(@ A ). Para el resto suponemos que T es un tableau
finito para @ y B es una rama cualquiera de T, entonces:

{(v) S -3z € B entonces B se extiende con un nodo etiquetado con —e[t/x*], donde ¢
es un término bdsico tal gue t € 7;3—8(3).

(6) 87 3z’p € B entonces B se extiende con un nodo etiquetado con glc¢’/z°], donde
¢® € ACS es nueva en B.

(Ref) B se extiende con un nuevo nodo etiquetado con t C t, donde t es un término bdsico
tal que t € T8 (sort(1)).

(Ci) Sit C ¢, t C &ft], € B, donde p es una posicion mondtona de t3, entonces B se
extiende con un nuevo node etiquetado con t) T t3(t']y, si WS(¢1 C &(t']p, B).

(Co) Sit' Ct, ty C t[t], € B, donde p es una posicidn antimondtona de ty, entonces B
se eptiende con un nuevo nodo etiquetado con £y T to{t'}y, st WS{t1 C ta(t'}y, B).

(£1) SiP(ty, ..., tiftlp, ..., ta)(= A), t Tt € B, donde p es una posicién mondtona de A
en i, entonces B se extiende con un nuevo nodo etiguetado con P{ty,.. . ti[t'p, .. tn),
supuesto que WS(P(ty, ..., t[t',, ... ta), B).

(&3) SiP(ti.... t[tlp,....tn)(= A), ' C ¢t € B, donde p es una posicidn antimondiona de
A ent, entonces B se extiende con un nuevo nodo etiquetado con P(ty, ... ti[t']p, ... ta),
supuesto que WS(P(t, ..., t[t'],, ..., tn), B).
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Obsérvese que v es aplicada de tal modo que s6élo se incluyen en el tablean términos
bien tipados con respecto a la rama. De la misma forma operan las llamadas reglas para
desigualdades entre datos Ref, {1, (9, &y, &

Definicion 3.6.2 Decimos que una rama B en un tableau estd cerrada, y entonces no se
prolonga ni bifurca mds, cuando se detecta una contradiccion atémica entre sus etiquetas.
Esto significa que existen en B dos literales de la forma ¢ y —~p. En otro caso B estd
abierta. Un tableau estd cerrado si todas sus ramas estdn cerradas.

3.6.1 Correccién y completitud

La correccion del método de tableaux expresa que la insatisfactibilidad de un conjunto
de férmulas ¢ es consecuencia de la existencia de un tableau cerrado para él. Como con
los tableaux bdsicos para LPO, la prueba de este resultado se basa en el hecho de que la
satisfactibilidad de un tableau T, es decir la existencia en T de una rama satisfactible, se
preserva cuando T es extendido por cualquiera de las reglas de expansidn.

Lema 3.6.3 La satisfactibilidad de un tableau es preservada por las reglas de expansion.

Demostracion. Para las reglas ¢, 3, § la demostracion es andloga a LPO.

Para la regla v, supongamos que ~3z°p € B, donde t € T#(s), y sea D un modelo
de B. Por el Lema 3.5.5(1), [t]” € D%, luego [—[t/z°]]® = [~¢] = t, de acuerdo
con la semantica y el Lema 3.5.5(2).

El caso de la regla Ref es trivial, por el Lema 3.5.5(1).

Conrespectoalaregla ¢y, sean ) =t T, o = t; T tat]p, ¥ = t1 T t2[t'],, WS¢, B)
y supongamos que @1, w2 € B, siendo D un modele de B. Si p = ¢, es inmediato; en otro
caso usamos la semdntica y los Lemas 3.3.4 y 3.5.5(1) para deducir que existe un género
s tal que [t2t)p]7, [to[t'],]P € D®. Ahora aplicando el Lema 3.5.5(3), obtenemos que
[t2[2]p]P CF [t2[t')p]%. Por otra parte, WS(y, B) implica la existencia de otro género s’
tal que {£1]%, [t2#],]° € D¥. Finalizamos aplicando la transitividad de la T-estructura
D agay [altlo]? CF [talt],17.

Los casos para las reglas {2, £; ¥ &2 son andlogos. |

D
IOEVES

Teorema 3.6.4 (Correccién) Para todo conjunto de T-sentencias ®, si @ tiene un
tableau bidsico cerrado entonces @ es insatisfactible.

La direccidn opuesta del teorema previo expresa la completitud del método, pero para,
LPGD se requiere una hipdtesis adicional. Aqui demostramos que si un conjunto de
féormulas ® no tienme ningun tableau cerrado, podemos construir de forma sistemdtica
un tableau en el que cada rama abierta B tenga ciertas propiedades de saturacién que
nos permitan definir un modelo de {¢ € B/WS(p, B)}. Obsérvese que las férmulas
pueden dejar de estar mal tipadas segin avancemos en la expansién de la rama, pero
una vez Dien tipadas, no pueden dejar de estarlo. Ewitamos las férmulas mal tipadas
porque no tenemos garantias de poder hacerlas satisfactibles, ni siquiera en las estructuras
que verifican estas propiedades de saturacidén. Las propiedades de saturacién pueden ser
definidas ¢ la Hintikka como sigue.
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Definicién 3.6.5 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de T-sentencias H es un con-
Junto de Hintikka st satisface las siguientes condiciones:

1. Sip| Awy € H entonces p1.pa € H.

2. 81 —{p1 A p2) € H entonces ~p, € H 0 ~pp € H.

3. Si~—yp € H entonces g € H.

4. Sidztp € H entonces eriste una constante ¢ € AC® tal que p[c®/z°| € H.
5. 8i ~3z*p € H entonces ~[t/z°] € H, para todo término bdsico t € T (s).
6. Para todo término bdsico t € T (sort(t)), tCt € H.

7. Sean t,t', t1,1y € T(T):

(1) si t °t [resp. t' Tt), t; Ctoltly € H, WS(t1 C t2[t']p, H) y p es una posicion
mondtona (resp. antimondtona) de ty, entonces ) C t(t'l, € H

(ii) st t Tt (resp. t' T t), P(tr,... tiltlp,....ta)(= A) € H, WS(P(t1,... t[t'],
oo tn), H) y p es una posicidn mondtona (resp. antimondtona) de A en 1,
entonces P(ty, ... ti[t']p, ... ta) € H.

8 H es coherente, es decir ningin dlomo y su negacion pertenecen a H.

Lema 3.6.6 Si [ es un conjunto de Hinfikka entonces el sistema D = {(D*,CP)|s ¢
SYU {1}, donde D° = {t|t € T (s),¢t bdsico} y t L7 ' &yep t T t' € H, para todo
t,t' € D%, con las interpretaciones

o fPiDS x...xD% = D% fP(t),... . tn) =qef flt1,...,tn). En particular, c® =g4¢¢
c.

t st P(t,...,ty) € H
o PPiD% 5o x D 5 {1, f), PP(6, o tn) =ges { f en 05‘7‘0 caso g
es una L-estructura®.

Demostraciéon. En primer lugar, obsérvese que D?® no es vacio ya que todo género tiene
infinitas constantes. Por otra parte, C? es un preorden porque:

1. ¢ Q? t, para todo ¢t € D, por el Lema 3.3.4 v la Definicidén 3.6.5(6).

2. SitCP ¢y ¢ TP t” entonces t, ¢/, 1" € TEH(S) y por tanto WS(t C t", H). En estas
condiciones ¢ C " € H, por la Definicién 3.6.5(7)(i}, y en consecuencia ¢ T2 ¢”.

*Usualmente llamada de Herbrand.
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El sistema ademds es transitivo porque si t,¢* € DS, t TP ¢ ¢ CD ¢ entonces
tCH, Tt e Hy WSt Ct", H). Por tanto, de la Definicién 3.6.5(7)(i). concluimos
t Ct" e H luego t CF, ¢,

Finalmente supongamos m(f)(i) =0, f € F*t 7% Sean t; € D%, j € {1...., ny.y
t; I;E ti. Por la Definicion 3.6.5(6) tenemos f(fr,... ti,. o b)) © fl#1oo o b tn) € H.
Ademds WS(f(ti,. .. ti, ... tn) T fltr,.. .t o tn), HY vaque f(tr,. . b, ty).
flty,.. 8, .. ty) € D*  En estas condiciones llegamos a que f{¢1,...,4,....t,)
Flte, ot ty) € H, yentonces fO(t, .. b, o te) T8 fP(ty, .00 8 ). Andlo-
gamente para m(f)(i) = 1 y la interpretacién de predicados PP. =

Teorema 3.6.7 Para todo conjunto de Hintikka H eziste un modelo del conjunto de sen-
tencias {p € H/WS(p, H)}.

Demostracién. Sea D la L-estructura que acabamos de definir. Es facil probar que

t € DY) = [¢{]P = ¢, para todo término bdsico t € T(%). En estas condiciones
probamos el teorema por induccién sobre . Veamos algunos casos :

o 0 =1t C ty. Yaque WS{ip, H), existe un s tal que [;]° = ¢; € D%, i = 1,2; por lo
que [¢]? = ¢, por la definicién de TP,

© = P(t1,... tn). Ya que WS(p, H), tenemos [1]° = t, € D*, i = 1,...,n,
P € Pstf=: por o tanto, [@]P = PP(t1,...,ts) = t, por la definicién de PP.

e ¢ = (s Cqs'). WS(g, H) no es posible porque H es coherente.

@ = —(t; C t3). Por la coherencia de H, (t; T t2) ¢ H, por lo que, por la definicién
de D, ﬂtl E tQHD = i

¢ = 2. Ya que p € H, existe ¢® € AC* tal que ¥[c*/2°] € H, por la Definicién
3.6.5(4). Es mas, tenemos W S(#[c’ /2], H), por ser WS(p, H) y el Lema 3.4.2(2).
Por hipétesis de induccién [¢[c*/z°]]? = ¢ y por tanto [p]P = t, por el Lema
3.5.5(2).

¢ = -3z*). Sea t € D%, entonces tenemos que —w[t/x*] € H, por la Definicién
3.6.5(5). Ademas W S(—9[t/z°], H), ya que WS(p, H). En consecuencia:

[[_'T‘L'ﬂ[%g‘ﬂfzﬂ = [-wt/z*]]" (por el Lema 3.5.5(2))
¢t (por hipétesis de induccién). o

Ahora definimos la nocién de regla de construccidén de tableaux justa como un pro-
cedimiento de construccién de tableaux tal que toda rama no cerrada llega a contener un
conjunto de Hintikka.
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Definicién 3.6.8 Una regla de construccion de tableauz bdsicos es un procedimiento R
tal que, dado un tableau finito T, produce como respuesta una refutacion, st no hay conti-
nuacion posible, o un nuevo tableau T' que resulte de la aplicacion de una regla de ex-
pansicn de tableauz bdsicos a T. Una regla de construccidn de tableauz bdsicos R es justa
81, para cualquier secuencia de tableauz Ty, T1,... pare un conjunto de Y-sentencias @,
construide de acuerdo con R, se verifican las siguientes propiedades:

1. A toda sentencia que mo sea un literal ¥ que aparezca en una rama cbierta de
cualguter T;, se {e aplicard en algin momento la regle de erpansidn adecuada.

2. A cualquier aparicion de una sentencia de clase Gamma en una rama abierta de
cualquier T;, se le aplicard la regla v un ndmero cualguiera de veces.

3. R en algin momento introduce t C t en toda rama abierta B de cualguier 7;, para
todo L-término bdsico t tal que t € T2 (sort(t)).

4. A cualguier aparicion de un par de dtomos en una rama abierta de cualquier T;, para
el que las regles (i, a2, &1 0 & puedan ser ulilizadas, se le aplicard la regla adecuada
en algin momento.

Para probar la completitud de una regla de construccién de tableaux bdsicos justa,
pediremos al conjunto de férmulas @, para el cual se estd construyendo el tableau, que
esté bien tipado con respecto a cualquier rama que contenga un conjunto de Hintikka. Esta
condicién se consigue, obviamente, si ¢ estd bien tipado con respecto a la informacién del
orden entre géneros estiticamente obtenida de ®, donde este concepto se define como
sigue.

Definicién 3.6.9 La informacion estdtica positiva de géneros de una férmula o, escrito
Plyp), se define recursivamente por:

Ly

. P(sCas') ={sCa s}

2. Ply) =0, para cualquier otro literal .
3. Pl Ay) =Ple) UP().
P(=leAy)) =
(Jz) = P(o).
P(-3zyp) = P(~yp).
P(==p) =Plep).

Para un conjunto de férmulas @ definimos P(®) = .4 Plp)-

=S e
)

Teorema 3.6.10 (Completitud} Sea R una regla de construccion de tableaur bdsicos
justa. St @ es un conjunto finito de L-sentencias insatisfactible y WS(®, P(®)}) entonces
® trene un tableau bdsico cerrado construido de acuerdo con R.
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Demostracién. Supongamos que ¢ no tiene un tableau cerrado. Sea 7 el tableau para
¢ construido de acuerdo con R. En estas condiciones, 7 no es cerradoe y por tanto tiene
una rama £ que es un conjunto de Hintikka y que contiene a ®. Ahora bien, gracias a
que WS{®, P(®)) y al Teorema 3.6.7, podemos concluir que @ tiene un modelo. ]

3.7 Tableaux con Variables Libres

En esta seccion presentamos un método de tableaux con variables libres para LPGD en
el que las formulas de la clase Gamma introducen variables libres, en lugar de términos
bien tipados. Estas variables libres son correctamente instanciadas a la hora de cerrar
una rama, o de expandirla aplicando reglas de desigualdad entre datos. Aqui la palabra
correctamente significa que la sustitucion debe asignar a cada variable libre z*, un término
te 7?,33 (s}, para toda rama B donde z° aparezca. Las sustituciones correctas son necesarias
para mantener la correccién del método, en otro caso el valor semantico de las variables
libres podria quedar indefinido, lo cual no estd permitido en nuestra aproximacién.

Definicion 3.7.1 Una sustifucicn o se dice bien tipada con respecto a un tableauw T,
escrito WS(a,T), si WS(alyar(p), B), para toda rama B del tableau T .

El nuevo método cuenta con las reglas o, ya conocidas mas las siguientes. Para
§', supondremos que la signatura extendida ya con constantes ¥, también contiene una
coleccién de conjuntos numerables SFSU3175 gy L 5,8 € S, de simbolos de funcidn de
Skolem, mondtonos en todos sus argumentos. Sea T un tableau para LPGD con variables
libres y I3 una rama de 7 entonces:

(4') Si—=3z%p ¢ By s’ «? s entonces B se extiende con un nuevo nodo etiquetado con
~ply® /x*], donde y* es una nueva variable libre en ¢l tableau.

(") Si 3z°p € B entonces B se extiende con un nuevo nodo etiquetado con la férmula
@lf(z}t,. .. xir) /2], donde f € SF*1~* 7 no ha sido usado antes en By z7',. ..,

zir son las variables libres de B.

(¢],¢5) Sit Tt (¢ Ctpara(y), t1 T 2t"], € B, o es un unificador de maxima generalidad
de t y t', WS(o,T) y p es una posicién monétona (antimonétona para () de tz,
entonces se aplica o a 7 y se extiende Bo con un nueve nodo etiquetado con (t; £
tg[i’]p)a, sl WS((tl Q tg[t’}p)a, B)

(€1,&,) Sit T ¢ (¢ T ¢ para £y), P(ty, ..., ti[t"]y, ... ta)(= A) € B, o es un unificador de
maxima generalidad de t y ¢, W S{a, T} y p es una posicién monétona (antimondtona
para &) de A en i, entonces se aplica ¢ a 7 ¥ se extiende Bo con un nuevo nodo
etiquetado con P(ty, ..., 4[]y, ... tn)o, st WS(P(ty, ..., &[t']p, . .- ta)o, B).

(Refv) Se extiende B con un nuevo nodo etiguetado con z° C z°, donde z° es una variable
nueva en T.
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(Reff) Se extiende B con un nuevo nedo etiq%tadp con flzi',. .. 20 C flal.....2ir),
donde f es un simbolo de funcién de 3, z7',....z;" son variables nuevas en B y

WS(F(e]. . ai) © et i), B).

Para cerrar un tableau calculamos un unificador de maxima generalidad y nos pregun-
tamos si estd bien tipado con respecto a todo el tableau.

Definicién 3.7.2 Un tableau T con variables libres y ramas By, ..., By estd cerrado si
eriste un conjunto de ecuaciones de férmulas atémicas M = {1 ~= Y, ..., pr >~ Yi} tal
que M es unificable, W S{umg(M),T) y o5, —¢ € Bi,1 <i < k.

Obsérvese que, dada una sustitucién # y un tableau finito T, el problema ;W S(8,T)?
es decidible porque la cuestién jt & T;B(S)? puede también resolverse, para toda rama I3

de T.

3.7.1 Correccién

La correccién se basa en que la existencia de un modelo para un tableau 7 se mantiene
cuando éste es extendido, en el sentido siguiente.

Definicion 3.7.3 Un fableau T es bdsicamente satisfoctible si existe una X-esiructura D
tal gue D = T'r, para toda sustitucidn 7 bdsica gue cumpla var(T) C dom(T) y verifigue
WS{r,T). En este caso decimos que D es un modelo bdsico de T.

Dado que muchas de las reglas del método con variables libres aplican unificadores de
maxima generalidad bien tipados con respecto al tableau, demostramos previamente el
siguiente lema.

Lema 3.7.4 Dados una Y-estructura D, que es modelo bdsico de un tableau T, y una
sustitucion 7 tal que WS{r,T), entonces D es modelo bdsico de T,

Demostracion. Si 0 es una sustitucidn bdsica tal que var(T7) € dom(8) y WS(0,T ),
basta con probar que 78 es una sustitucién basica para var(T) tal que WS(78, T). Resulta
inmediato que 78 es béasica para var(T). Para demostrar la buena tipificacién, sea z° € B,
siendo B una rama de T, entonces t = z°7 € T3P (s), ya que W§(r, T). Ademds deducimos
W S(0)yar(s), B), debido a que WS(0, 7). En estas condiciones, t§ = t0],..(s) € T3 (s),
por el Lema 3.4.2(1). =

Lema 3.7.5 La eristencia de un modelo bdsico para un tableau es preservada por las reglas
de expansion.

Demostracién. Para las reglas a, 8, &', Refv y Reff, la demastracién es inmediata.
Pa,ra, Ja regla v, supongamos que ~Ixp € B, s’ < 5 y que hemos extendido B con
—ply® /z*] para formar 77. Sea € una sustitucién bdsica que cumple var(7T'} C dom(4)
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y verifica WS(0,7T"), entonces 8 es bisica para var{T) y W5(8,7). Sea D el mode-
lo bédsico de T, entonces D k= T6. Supongamos directamente que D k= Bf entonces
D k= (~3z°¢)f. En estas condiciones, si ¢ = #(y°) tendremos l{~¢ly® Jo5))8)° =
[-8[t/x*]]P = [(—vzp)(?ﬂﬁtﬂpl’,ﬂ (por Lema 3.5.5(2}) = ¢ (por la semdntica).

Con respecto a laregla §}, sean oy =t T, o =1 C [t yw =4 C t2[t'],. Sea
o = umg(t, t"} tal que WS(z, T). Aplicando el Lema 3.7.4 tenemos que existe D, modelo
bésico de To. Sea 8 una sustitucidn basica para var(7Ts) y supongamos que D = Baf.
Usando el Lema 3.5.5(3) v la transitividad de D concluimos que D = ¥of, como en el
caso bésico.

Los casos para las reglas (;,&{ y & son andlogos. ®

Teorema 3.7.6 {Correccién) Para todo conjunto ® de L-sentencias, st ® irene un
tablean con variables libres cerrado entonces © es insatisfactible.

Demostracién. Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea T el tableau cerrado y o el
unificador de mixima generalidad, con WS{o, T), que cierra T. Entonces, aplicando el
Lema 3.7.5, obtenemos que T o admite un modelo basico, 1o cual resulta imposible.  =m

3.7.2 Completitud

En esta seccidn probamos la completitud del método de tableaux con variables libres
mostrando que los tableaux basicos cerrados pueden ser elevados a tableaux con variables
libres cerrados. Antes de presentar el correspondiente lema de elevacion, demostramos que
el resultado del Lema 3.4.4(3) puede extenderse al caso de los tableaux de forma natural.

Lema 3.7.7 Sean t.t' dos términos, T un tableau, ¢ una férmula y v una sustitucidn
que respeta los géneros de forma estdtica tal que WS(r,T). Sitr = t'v y 6 = umg(t, ')
entonces WS(8,T).

Demostracién. Sea 8 = It; /=%, ..., t,/z,°"]. Supongamos que z;° € var(B), para
algin 1 < ¢ < n y una rama B de 7. Por la generalidad de # obtenemos que t;7 =
z;57. Ademds, usando W.S(r, T}, obtenemos £,7 € TEB(.si), por lo que, aplicando el Lema
3.4.4(1), concluimos t; € TP(s;). ®

Lema 3.7.8 (Elevacidn) Sean 7 un tableau con variables libres y 7, una sustitucion
bisica tol que var{(7T} C dom(r), WS{r, T} y 7 respeta los géneros de forma estdtica.
Si Tt puede cerrarse mediante las reglas Ref, {1, (2, & y &2, entonces T puede cerrarse

usando Refv, Reff, (i, ¢}, & v &.

Demostracién. Por induccién sobre el nitmero n de aplicaciones de Ref, (1, (2, &1 ¥ &
usadas para cerrar 77. Sin == 0 entonces 77 estd cerrado y 7 estd también cerrado por
el Lema 3.7.7.

Para el paso inductive, sean By,..., B; las ramas de 7, y B* la rama obtenida al
extender, digamos B;7, con la primera aplicacién de Ref, {1, {3, &1 y & La idea de
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la demostracion es extender 7 a un tableau 7' con ramas BY,..., 3], usando las reglas
permitidas en el lema, y extender 7 a una sustitucién basica 7’ que respete los géneros de
forma estitica, tal que var(T’) € dom(r") y WS(r',T"), y tal que Bj7' = B,7, 1 < j <,
j #i,v Bi7' O B*. En estas condiciones la demostracidn se completa aplicando hipétests
de inctuccion a T'7'.

Analicemos entonces los distintos casos posibles, dependiendo de la regla utilizada para
obtener B*. En lo que sigue, omitiremos el subindice ¢ para simplificar la notacién.

El caso de la regla Hef es inmediato, usando Refv en B con una variable nueva en 7.
Veamos el caso de &, probandose de forma similar el resto de los casos. Sin pérdida de
generalidad supongamos que BT es extendida como sigue :

B Br B
: : Br
tCt tr Ct'r |
P(ty, ... tg) Ptyr,... t7) Pltir,.. 47 [t'7]p, . teT)

donde ¢;7|, = t7, p es una posicién mondtona de P(t;7,...,&7) ent, y WS(P{ti7,.. .,
t;7[t' 7]y, ... tk7T), B). Como se prueba en el siguiente lema, existe ¢ € Pos(t;), ¢ < p,
tal que B puede ser extendida a una rama B" € T", usando sélo Reff, (| v (4, tal que
B C B" y B" contiene también una desigualdad a, C a; (a; C a,, si ¢ es una posicién
antimonétona de P(¢y,...,4,) en ), y existe una sustitucién basica 7' que extiende 7 tal
que:

i) (L"q’r' = (t7]g) [t 7]p—q
i) 7' unifica ag y tilg.
it) var{T") C dom(r"), WS(7',T") y 7’ respeta los géneros de forma est4tica.

De ii) y 4i1) deducimos la existencia de o = umg(aq, tslq) y WS{o, T"), por el Lema 3.7.7.
Ademds tenemos WS(P(ty,... . tilaglg, - .,te)o, B). En efecto:

WS(P(t,... ,tn[t'T]p, ookt BY = WS(P(tor, ..., (ti[a;]q)ar', . teot’), B)
(por i) y u))
= WS(P(tl, . ,ti[a;,]q, Ceey tk)O', B)
(por el Lema 3.4.4(2))

En esta situacién podemos aplicar &] a a, T aj (0 &5 a ay, C a,) vy P(ty,...,tx) para
obtener B' = B0 U P(t1o,..., (t[a}]q)o, ..., t40). Para cualquier otra rama B; distinta
de B se tiene que B; = Bjo.

Ahora veamos que hemos llegado a lo que buscdbamos; en efecto, para 7 # i se tiene
que Blr' = Bjor' = Byr, y para B', que B't’ 2 B* pues:

e B"0r" = B"' (por i1)) D Br' = Br (ya que 7’ coincide con 7 en B).
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o Pltior' . (tlaglat's o) = Py, 8 iTlagT g o teT)

{ya que g € Pos(#;). 7’ coincide con 7 en B,
y it))

= Pltir. . or[Grl ) gl feT)
(por i)}

= P(tyr,.. b7l rls o )

Ademas, la induccién puede seguir aplicindose porque W.S{r', T') se deduce de W S(7’
T"). En efecto, sea By una rama cualquiera de 7' y z° € wvar(Bj); sea BQ la rama
LOlrespondlente a 15’1 en T". Siz® € var{Ba) hemos acabado. Si no, existe y € var (Bz)
tal que z° € var(o(y*)). Entonces, por la generalidad de o, tenemos que y* o7’ =y 7' €
TE (s), ya que WS (7', T"). Aplicando el Lema 3.3.4(1) y (2), se puede probar que si
u € 'EB‘ (sort(u)) entonces uf, € 7;:8‘ {sort(ulq)), para todo término u y toda posicion ¢ de
u; asi usamos que 7’ respeta los géneros de forma estatica para concluir que 7' € TEB‘ ().
|

El anterior lema prueba que la extensién de 77 se puede elevar incluso en el caso de
que la regla de extensién haya sido aplicada en una nueva posicidn introducida por 7.
Esto es posible sin mas que construir la inecuacién deseada a, C a; mediante sucesivas
aplicaciones de (i, {} y Reff.

Lema 3.7.9 Usando la notacidn y condiciones del lema anterior, si t;7|, = t7 enfonces
existe una posicion q de t;, ¢ < p, tal que T puede expandirse usando dnicamente Reff, (]
y ¢, de tal modo que sélo cambia la rama B que es extendida o una rama B' € T' tal que
B’ 2 B, y B’ contiene también, para cada posicion v, ¢ < r < p, una desigualdad o C a),
o a,. C ar, segin sea v una posicion monotonag o antimondtona de P(fyr,... . ty7) en i,
respectivamente, y eriste una sustitucion bdsica 7° que extiende 7 tal que:

Loa,7 = (7 )tr]p—ryart’ = (Ll )t 7lp-s
2. 7' es un unificador de aq y iy

3. var{T") C dom(7'), WS{r',T") y v’ respeta los géneros de forma estdtica.

Demostracién. Sea g la mayor posicién de t; tal que ¢ < p. La existencia de By
verificando (3) y (1) se prueba por induccién sobre la longitud de r. A partir de esto se
deduce (2) de forma inmediata.

Sir = p entonces t C ¢ puede usarse como a, C al y no es necesaria ninguna extension
de B o 7. En este caso, (3) es trivial y (1) se tiene porque ap7’ = t1 = (tit[p)[t7]e ¥
a, T = t'7 = (tLiTlp) [T

Para el paso de induccién, asumamos que tenemos B" y 7/ para ¢ < r < p. Veamos
cémo extender B" para incorporar una desigualdad para la posicién q. Sea p —q =
jr' para alguna j € N y alguna cadena r'; supongamos que [ = ¢.j es una posicion
monétona de P{#7,...,t7) en i, por lo que, por hipétesis de induccién, a; T a) ()
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estd en B € T" y se tiene (1) para [. Ya que [ € Pos(f;7), existe un simbolo de
funcién f de aridad m (> 7), tal que &;7|3 = f(u1,.. ., um), para ciertos términos basicos
WU, Uy CON ZENEros estaticos sj,...,sm (ademds u; € T2(s;), por ser WS(r, T). por
el Lema 3.3.4(1) v (2)). Extendemos B" aplicando Reff con la formula f(z',... . 25m) £

flz)to o zym) (1), stendo zit, ...z variables nuevas en 7", La regla puede ser aplicada

porque WS{f(=}",...,z5r) T f{z",....23), B) es consecuencia de la buena tipificacidn

de 7 y por tanto de ;7] con respecto a B.
Supongamos ahora que m{f}(j) = 0 y consideremos ¢’ = [a;/2;]. Entonces tenemos:

o 0 =umgla, zj).

o WS(o, T"). En efecto, puesto que z; es nueva en el tableau, es suficiente probar que
a; € T9(s;). Tenemos que ai7" = u;{t7],.1 = uj, porque t;7|, = tr. Recordemos
que u; € T£(s;); asi acabamos usando el Lema 3.4.4(1) para concluir a; € T (s;).
Por otra parte, af € T (s;) porque a;m” = u;[t'7],_y, u;[t'7]p—r € T (s;) v el Lema
3.4.4(1).

!
o WS(f(z1,...,25—1,012j+1, .-+ Zm) C f(21,-- ., 25-1,0), Zj+15 - - - » Zm), B) como con-
secuencia de los puntos anteriores.

En estas condiciones (] puede ser aplicada a () y (i) mediante o, produciendo la
siguiente rama B":

BH
l
f(zla' "azj—laatazj+1s"-1zm) g f(zlr'-'azj—lualazj+-1:'--7z7n)
|
flzn vz, a 2541, -, Z2m) © fl21, -0, 2521, 00 241, - -+, Zm) (8)

El resto de las ramas no cambian pues z; es nueva. Ahora si tomamos 7' = 7"[u /27", ...,
U1/ z;-J_ w1/ zjfll, ooy um/23m], se puede probar directamente que (§) es la férmula
que buscabamos. Obsérvese que (3) se tiene inmediatamente por la construccién de B' y
la. definicion de 7',

El resto de los casos (k es posicién antimondtona o m{f){;j) = 1) se prueban de manera
similar usando ¢} cuando sea necesario. W

Para probar la completitud del método, enumeramos el conjunto de variables X como
I, Ta,... de modo que ¥ es aplicada a una fdrmula ¢ en una rama B, instanciando ¢ con
la primera variable libre z{ todavia no usada en el tableau. Analogamente se procede con
Refv y Reff. Ademas consideramos un limite [ > 1 para el nimerc de v'-aplicaciones de
cualquier aparicién de una férmula de clase Gamme en una rama.

Definicién 3.7.10 La definicion de regla de construccion de tableauz con variobles libres
es similar a la del caso bdsico. Una regla de construccidn de tableauz con variables libres
es justa con respecto a un limite | para el nimero de v'-aplicaciones st, para toda secuencia
de tableauxr Ty, T(,... para un conjunio de E-sentencias ® construida de acuerdo con R,
se verifican las condiciones siguientes:
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e A toda formula que no sea un literal y aparezca en una ramma abierta de cualguier
T;, se le aplicard en algin momento la regla de ezpansion adecuada.

o A cualquier aparicion de una formula de clase Gamma en una rama abierta de
cualquier tableau T, se le aplicard %' hasta | veces con variables nuevas en el tableau,

o R introduce en algin momento x T z y floer,...,xn) C flz1,....2,), en cada
rama abierta 8 de cualquier tableaw, para toda variable nueva en el tablean x, y
cada simbolo de funcidn [ de 3 y variables nuevas en el tableau x,, ...y, tales que

WS(f(z1,...,2n) C flzy,...,2), B), respectivamente.

o A cuolguier aparicidn, en una rama abierta de un tableau 7T, de un par de dtomos
a los que se les pueda aplicar alguna de las reglas (1, ¢}, & o &), se le aplicard en
algun momento la regla adecuada.

Teorema 3.7.11 (Completitud) Sea ¢ un conjunto finito insatisfuctible de Y.-sentencias
tal que W S(®, P(D)). Existe un limite I > 1 para el cual, 51 R es una regla de construceidn
de tebleauz con variebles libres, justa con respecto o l, tal que:

(1) la aplicacion de todas las reglas de expansidn de primer orden se hace al principio

(1) toda aplicacidn posible de las reglas de ezpansidn de desigualdad entre datos se hace
después

entonces ® tiene un tableau con variable libres cerrado construide de acuerdo con R,

Demostraciéon. Consideremos una regla justa de construccién de tableaux basicos R’
similar a R, pero en la que no se Kmite el uso de v-aplicaciones. Por el Teorema. 3.6.10
existe un tableau bdsico cerrado 7, para ® construido de acuerdo con R'. Sea ! el mayor
numero de y-aplicaciones a una férmula en cualquier rama de 7,. Extendamos T, aplicando
[ veces la regla v a toda aparicién de férmula de clase Gamma en 7; y movamos las
aplicaciones de las reglas de desigualdad entre datos al final de la rama, lo cual es posible
porque las férmulas resultantes de estas reglas son literales. Sea 7 la parte de este tablean
transformado, antes de aplicar las reglas de desigualdad entre datos. Consideremos el
tablean con variables libres 7 construido de acuerdo con R, simulando cada ~v-expansion
que introduce el término basico ¢ € TEB (s) en 7;’, mediante la ¥"-expansién que introduce
la variable libre 37" en 7. Sea o la sustitucién basica que relaciona ambos tableaux
(To = T,). Obsérvese que WS(0,T) y que o respeta los géneros de forma estdtica. En
estas condiciones podemos utilizar el Lema de Elevacidn 3.7.8 para concluir que 7 puede
cerrarse. N

'R’ modifica ligeramente el concepto de regla de construccién de tableaux bdsicos ya que § se aplica a
con un término funcional de Skolem f{(#|,...,t,) en lugar de con una constante auxiliar, siendo ¢}, ..., ¢,
los términos previamente introducidos en ¢ por alguna regla de expansidn.
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3.8 Ejemplos

En esta seccidn presentamos algunos tableaux en LPGD usando los métodos previamente
introducidos.

Ejemplo 3.8.1 Sean s,s’ dos géneros sobre los que estan definidas las relaciones binarias
R R, i Rsrsr‘sl. Supongamos que Ry y Ry son reflerivas. Demostramos que si s" es
un subgénero de s y §' tal que para todo elemento a de s y b de ', aRb se verifica cuando
existe un c en 5" con aR,c y cRyb, entonces la restriccion de R a 8" es reflexiva.

El problema puede plantearse en LPGD como la derivacion de ¢ = vz (2" Rz*)
a partir de los axiomas & = {1: s Cg 5,2: s Ca ¢,3: Vo'vy® (32° (25Rs2% A
" Rgy®) — x*Ry* ), 4 : Vo* (25 R,z%), 5 : Vysf(ysrRsfysi)}.

En la Figura 3.1 mostramos el tableau basico cerrado T, para el conjunto formado
por @ U {6 : —¢}. En este y los siguientes tableaux, hemos condensado la neotacién para
facilitar su lectura; asi cada y-expansién conlleva la eliminacién implicita de la doble
negacion mediante la regla a.

Usamos la demostracion del Teorema 3.7.11 para construir el tableau con variables li-
bres T de la Figura 3.2. Ademads dicho tableau esta cerrado por el Lema de Elevacion 3.7.8.
En efecto, # = umg{{16 : w Rz o~ 92 Ryt 17 0 25 Ryv® ~ 10 ¥ Rey® 14
w Ros > 8¢ Rt )) = [ [ e fy e Jut e o e 128 verifica W S(8,T).

A veces es posible construir tableaux cerrados con variables libres sin seguir los pasos
de la demostracion del Teorema 3.7.11. Este es el caso de este ejemplo, va que podemos
introducir variables libres del mismo género que la variable universalmente cuantificada
en cada v'-expansién para obtener el tableau cerrado 7' de la Figura 3.3.

Obsérvese que T' esté cerrado porque #' = ¢ Jz5, ¢ Jy¥ ¢ Jus, e jo¥ ¢ 125" =
umg({16 = 9,17 == 10, 14 ~ 8}) verifica W S(#', T'}. Notese que este cierre es viable porque
la informacion del orden entre géneros es comun a todas las ramas; podemos pensar, por
tanto, que dicha informacién ests estaticamente fijada en la signatura.

Ejemplo 3.8.2 Sea una signature con géneros S = {s1, 82, 83, 84}, una constante d** y un
simbolo de predicado P € P°Y mondtono en sus dos argumentos. Sea ® = {1 : s; Cg
g > VriVrt Pz, 2°1),2 1 (sq4 G 53) V (s4 Ca 51),3 : (51 Ca 52) V (s3 Ca s2),4 ¢
VP - P(z%2,d),5 : Vo3 P(z%,d)} y ¢ = 54 Cg s3. Entonces ® |= ¢.

Probamos que ® = ¢ con el tableau con variables libres T de la Figura 3.4.

Obsérvese que T estd cerrado porque 8 = umg({6: s4 Cg 83 = 7: 34 Ca 53,11 : 51 Cg
sy = 9: 5 Ca sp,17 : P(y'?,d) = 16 : Pz, 2%),15 : P(y®,d) = 13 : P{z*3,d)}) =
ly® /2%, d/z, yo2 /2°?] verifica WS(0,T).

Obsérvese que si en la obtencién de 13 hubiéramos introducido la variable libre z°2 en
lugar de z%%, entonces la buena tipificacién del umg correspondiente dependeria de elegir
z°2 fy*3 (mal tipado) o y*? /2% (bien tipado). Esta situacién es posible porque con el uso de
z% estamos elevando en realidad un cierre basico, siguiendo los pasos de la demostracidén
del Teorema 3.7.11 y por eso cualquier umg estd bien tipado. Nétese que esto no ocurre
si introducimos la variable libre 2°2 en el tableau.
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I darv
8 =¢® Ret”
l vad
9: 03" Ry
{ v ad

e 12
10: ¢* Ry c?

yald
110 Wy* (32 (0¥ Ry2”” Az°" Rgy® ) = ¢ Ry*')
| yanl
12: (327 (" Ryz¥ A 2 Rye’’ ) = ¢ Re*')

13 325 (¢¥ Ryz®" Az Ryc®) 14: ¢ Re*”
! ~all
15: —=(c* Rye® Ac* Ryc®)
16: ﬂcs}’Rsc““ 17: =~¢® Ryc®

Figura 3.1: El tableau bésico cerrado Tp.
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8: —es Re”

| v ad, 1
9; 1% Rszr"’”

[ v as,2

10: 'ys"Rs, ysu

v'al3 1l
11: Wy (325" (u" Ryz*” A 22" Roy®) = w5 Ry*)
' v all, 2
12: (2% (v Ryz*" Az Ryv® ) — u Ro’)
13 =32% (u¥ Ryz*" A 2 Ryv®’) 14: v R
] v al3
15: =(u* Rez* Az* Ryv®)

T

" i " i
16: —u® R, z*° 17: =z% Rgvf

Figura 3.2: El tableau con variables libres cerrado 7.
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9: r*R.x*
J ~ab

10: y* Byy*

v a3
11: vy (325 (u* Ry Az¥ Roy®) e Ry* )
| ~all
12: (328 (s Ryz® A 2% Rov®) = us Ro¥ )
13: =32 (u R, 2% A 2% Rgv* ) 14: ufRy¥
| a3
15: ~(uR,z"" Az% Ryv®)
/\
16: ~u*Rez® 17: =2% Rgv®

Figura 3.3: El tableau con variables libres cerrado 7.
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6: -84 Ca s3(= )

/\ 6&2

T:s4 Ga 53 8181 La &
/\6 >3
9:5; Cq 5 10:53 Cg 52
/\3 to 1 ~ a4, 10
11: —s; Cg 8o 12 ¢ Vro2vzs P(z%2, 251) 13 ~P(z%,d)
a2 v ab
14 : ¥z P(x¥%, z%1) 15 P{y%,d)
~ a 14

16 : Pz®2, %)

¥ to 4

17 1 =P(y*, d)

Figura 3.4: El tablean con variables libres cerrado 7.
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Ejemplo 3.8.3 Para motivar la necesidad del Lema 3.7.9, veamos cémo reconstruimos
los términos involucrados en un tablean bdsico cerrado. Sea una signutura con géneros S =
{581,982}, dos constantes a’2 %2 y dos simbolos de funcién f € FRUSUaiT=s g o s
mondtonos en todos sus arqumentos. Probaremos {a® T b2} k= 303 3% f(g(h), 2% 1)
C fly' oy gla)).

Usando el método de los tableaux basicos podemos construir el tablean cerrado 7 de
la Figura 3.5.

1:a% C b

2 -3zt flglb™), 2% 2% T fly®,yh ., g(e™))
| va2

313y flg(b™),gla®®), gla™)) T fly™,y*, 9(a™?))
| a3

4: - f(g(b%),g(a"},g(a®?)) T fg(b), g(b**}, gla®*))
| Ref

51 J(g(b), gla®), 9{a*®)) T Flg(b), g(a™), g(a*?))
| Gasyl

6: flg{b®2),gla®?), g(a*?)) T f(g(d°2), g(b**), g(a®?))

Figura 3.5: Ei tableau basico cerrado 7.

Para, elevar Ty necesitamos aplicar las reglas Reff v (] para construir las nuevas posi-
ciones introducidas en 7;. El tableau resultante 7 aparece en la Figura 3.6.

Obsérvese que en la obtencion de la férmula 6 de T se verifica que ¢ estd bien tipado con
respecto al tableau correspondiente y que WS (g(a®?) C g(a®?), B). Ademas en la regla ()
aplicamos ¢ a todo el tableau por lo que la férmula 5 pasa a ser en realidad g(a®?) T g(a®?).
Lo mismo sucede con la obtencién de la férmula 8. Para finalizar ndtese que 7 esta cerrado
porque 8 = umg({8 : fus, g(a*),w) T f(ush,g(b),w) = 4 : f(g(b™),2%,2") C
FO, pot, g(a%2)) ) =dplbs2)faudt glas2)jast glase)jusi glisn)yni] verifica WS(AT)

3.9 Implementacién

Entre todos los lenguajes de programacion, parece que Prolog es especialmente adecuado
para dar soporte a una implementacion del método de los tableaux con variables libres. De
hecho, a la no existencia de la secuencialidad explicita, podemos anadir la ventaja de usar
las variables légicas para implementar las variables libres, y asi conseguir de una manera
automéatica el efecto de unificacidn en todo el tableau.
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1:a% C b
2: -3 3y flg(be) 2% 2 C Sy y gla))
1 v a?
3Tyt flgboe), o, 2} T fly,y g(e®)
] + a3
40~ f(gh2), a2 2% C fly*, y™, g(a™))
| Ref
5:g(z*) C g(z°*)
| adylio=la/z%
6: g(a®) T g(b%)
| Reff
7 flu, v w®) O fu™, vew)
| a7y 60 =[gla*)/v)

8: flu™, g(a®),w™) C flu™,g(b%),w)

Figura 3.6: El tableau con variables libres cerrado 7.

En la construccidn del demostrador que aqul presentamos, se ha considerado un diseno
modular bien estructurado para conseguir una versién ficilmente extendible y modifica-
ble. Con este propdsito, su desarrollo pasa por tres etapas: (1) Chusl, que implementa
un método de tableaux con variables libres para LPO, (2) Chus2, que extiende Chusl,
incluyendo reglas para el tratamiento del orden entre géneros, y {3) Chusd, un sistema
todavia en desarrollo, que considerard las reglas de extensién de desigualdad entre datos.

3.9.1 (Chusl!

Chus! es un demostrador de teoremas de primer orden basado en el método de los tableaux
con variables libres. Aunque admite como input cualquier sentencia, sélo trabaja sobre las
denominadas Skolemized negation normal forms (SNNFs en adelante), reduciendo de esta
forma la cantidad de reglas aplicables, ya que las reglas o {(aplicada a doble negacién) y ¢
no son necesarias. Asi, lo primero que Chus! hace es transformar la sentencia de partida,
en SNNF. El principal predicado de Chus! es test/2 y se define por:
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test (X, Qdepth) :-
reset,
snnf (neg X, [], SNNF, _),
expand(nb(SNNF, [, (J # (I, Qdepth), Tree\[1l), !,
closed(Tree).

Para resolver el objetivo :- test(X, Qdepth), primero se construye la SNNF de -X,
mediante la llamada a snnf (neg X, [],SNNF,_), donde la variable SNNF se instancia a
la sentencia deseada. Ya que se pueden necesitar nuevos simbolos de funcidn, usamos
un contador global’ y lo inicializamos con reset. Para SNNF, se construye un tableau
completo con expand(nb(SNNF, [J, [J#0],Qdepth),Tree\[1); completo significa que las
+'-expansiones estdn permitidas en cada rama con limite Qdepth, por lo que un fallo
puede deberse a que la expansién conseguida no sea satisfactoria. El constructor nb/4
representa una rama anotada, cuyos parametros establecen la formula bajo expansién,
la lista de férmulas todavia no expandidas, la lista de los literales positivos y negativos
presentes, y ¢l limite de 4'-expansiones. El pardmetro Tree\[] recoge la expansién y es
implementado como una estructura de datos incompleta.

Hasta este punto, el demostrador trabaja de forma determinista, por lo que el corte
elimina las posibles alternativas pendientes. Una vez que se obtiene la expansion, se intenta
cerrar cada rama de Trese encontrando una sustitucion adecuada. Esto se realiza con el
predicado closed(Tree), usando el predicado oculto unify/25. Como hemos dicho, el
proceso de unificacién se beneficia de la unificacion de Prolog, en el sentido de que si una
variable libre es instanciada, serd instanciada en todo el tableau. Obsérvese que en el
proceso de cierre, una sustitucidn puede ser descartada si no permite cerrar otra rama,
por lo que el backtraking puede resultar necesario.

El disefio modular correspodiente a Chus! comprende los 6 mddulos de la Figura 3.7.
Los médulos snnf y expand contienen las reglas correspondientes a los predicados snnf
y expand, respectivamente. Como tanto en el proceso de skolemizacién, como en el de
~v-expansion, necesitamos instanciar las variables que aparecen en determinadas férmulas,
estos dos médulos acuden al predicado instance/3 del mddulo instance. En el médulo
closure se encuentra el predicade de cierre closed/1, que requiere a su vez el predicado
unify/2 del médulo unify.

3.9.2 Chus2

Considerar géneros dindmicos implica varios cambios en Chus!. En primer lugar, es nece-
saria la declaracidn estitica de cualquier constante o simbolo de funcién que aparezca en
la sentencia de partida. Obsérvese que los simbolos de funcién de Skolem tienen que ser
declarados dindmicamente. Todo ésto se consigue usando predicados dindmicos.

En el proceso de expansién, tenemos que modificar la regla 4" para que admita géneros
ordenados y, ademas, tenemos que umplementar la relacién de subgénero &8, Para lo
~ ultimo, construiremos el cierre transitivo de la informacién de orden entre géneros, cada

'Este contador es implementado como predicado dindmico en el médulo instance.
Sunify/2 respeta el occur check.
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driver

expand

instance unify

Figura 3.7: Jerarquia de maddulos de Chusl.

vez que se detecte una nueva desigualdad. De esta forma, la regla v se implementa
de manera que, en una tnica expansion, se introducen todas las posibles instancias con
respecto a la informacién actual de orden entre géneros.

Ademads el género de cada variable libre debe declararse, pues serd necesario en el
proceso de cierre. Para poder asegurar que una sustitucidn bien tipada con respecto a
la rama esté bien tipada con respecto a todo el tableau, asociaremos a cada variable
libre la informacién de orden entre géneros que existia en la rama cuando la variable fue
introducida.

En el proceso de cierre, tenemos que manejar las desigualdades de orden entre géneros,
que pueden cerrar una rama de forma trivial, y asegurarnos de que una sustitucidn de
cierre esta bien tipada con respecto a todo el tableau.

En el proceso de unificacidon, dos variables pueden ser identificadas por lo que su
informacién de orden entre géneros puede cambiar. Como el backtracking estd permitido,
no podemos limplementar la declaracién de las variables libres como predicados dindmicos;
esta es la razén de la aparacién de nuevos parametros en los predicados expand/4 y
closed/3 de mas abajo. Asi, el pardmetro A\A de expand/4 contiene la lista del género
y de la jerarquia correspondiente a cada variable del tableau. Como la informacién de
cada variable libre se genera en la expansion del tableau, usamos el parametro Vs\[] de
expand/4 como acumulador y, entonces, utilizamos y/o modificamos Vs en el proceso de
cierre.

En estas condiciones, el predicado principal test/2 se convierte en:

test (X, Qdepth) :-
reset,
snnf (neg X, [1, SNNF, _J,
expand(nb(SNNF, [], [I#[1, {J#[1, Qdepth), Tree\[]l, A\A, Vs\[1),!,
closed{(Tree, Vs, _).

El diseno modular correspodiente a Chus2 comprende los 7 médulos de la Figura 3.8. El
nuevo moédulo declaration se encarga de generar los nuevos simbolos de funcién de Skolem
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y de gestionar sus declaraciones en cuanto a géneros, durante el proceso de skolemizacidn.
Ademds, se dedica a la gestion de las declaraciones de las variables introducidas en cada
y-expansion.

driver

closure

ws_unify

Figura 3.8: Jerarquia de mdédulos de Chus?.

Instance declaration

3.10 Conclusiones y trabajos relacionados

Hemos integrado géneros dindmicos y preérdenes (anti)mondtonos en la légica LPGD para
la que hemos diseniado métodos de deduccién correctos y completos basados en los tableaux
gemdnticos.

Como en LPQ, los tableaux basicos resultan ser un mecanismo ineficiente de de-

mostracion ya que introducen términos bien tipados de forma aleatoria. Para evitar este
problema, los tableaux con variables libres usan variables que son instanciadas para cerrar
o extender un tableau.

A propdsito de la eficacia del método de tableaux con variables libres cabe decir lo

siguiente:

1. Con respecto a los géneros dinamicos, este método sdélo necesita unificacion sintactica,

si bien debemos comprobar que el umg correspondiente esta bien tipado con respecto
a todo el tableau. En este sentido, parece que los géneros dinamicos no anaden com-
plejidad a LPO, pues la unificacion sintactica y la comprobacién de buena tipificacidén
son problemas decidibles. Sin embargo, para asegurar completitud, la regla v puede
instanciar la variable universalmente cuantificada z° con variables de la forma y°
donde s’ es cualquier género tal que s'<?s, por lo que el método es ineficiente ya
que la eleccion de s’ es aleatoria.

En el capitulo 4, construiremos cilculos terminantes de unificacidn que separen el
problema de los géneros de la indecidibilidad de LPO. Sin embargo no usaremos
LPGD, sino que extenderemos el poder expresivo de esta ldgica mediante lo que
denominaremos declaraciones de términos.

. Con respecio a los preérdenes (anti)mondtonos, el gran problema reside en la necesi-

dad de los ineficientes aziomas de reflexividad funcional Reff, ya que el simbolo de
funcién elegido en ellos es aleatorio.
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En el caso de la igualdad se ha demostrado que tales axiomas son innecesarios
{Brand 75, [BGV 97|, [DV 94], [DV 98]. Nosotros estudiaremos si estas técnicas
pueden aplicarse a predrdenes mondtonos en el capitulo 5.

Los resultados que aparecen en el presente capitulo son el fruto de diversos trabajos
previos. En [MG 96] y [Mart 96] se estudia la légica LPGD, pero los métodos de tableaux
no son los mismos. La diferencia estriba en que la relacion < se trata alli de forma
explicita mediante la reglas de expansidn:

81 Eq s2
Refa) Trang) s2 Ca 83
sCgs 51 La 83
Ademads, las sustituciones permitidas en ellos siempre respetan el género de forma
estatica, por lo que los resultados son similares, pero sobre una base diferente.
Mas diferencias existen con respecto a [GLMN 96], donde LPGD se hace trivalorada.
La interpretacién de los términos es la misma que la que aparece en este capitulo, pero
las férmulas mal tipadas se evaliian a » {un tercer valor booleano que expresa incertidum-
bre) en vez de interpretarse como f. Esta aproximacidn introduce nuevos cambios en el
planteamiento de las reglas de los tableaux. Por ejemplo, en las reglas bdsicas (1,(2,&1 ¥
&y exigimos que las premisas estén bien tipadas en lugar de pedirlo en la conclusién. En
cuanto al cierre de un tableau bésico, exigimos que los Atomos complementarios estén bien
tipados para que asi no se evalllen a u y, por tanto, forzar a que la contradiccién seméantica,
exista. Los tableaux con variables libres en [GLMN 96] también se basan en unificacién
sintactica.
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Capitulo 4

Declaraciones de términos

En este capitulo solventamos las carencias del sistema de tipos usado en LPGD. Para
ello, nos olvidamos de los predrdenes, v nos centramos en el diseno de mecanismos mas
especializados en el manejo de los géneros. Sin embargo, no partimos del sistema de géneros
dindmicos incluido en LPGD, sino que extendemos el poder expresivo de ésta usando
decloraciones de términos. Para esta nueva ldégica construimos métodos de deduccién
correctos y completos basados en tableaux. Ademads, incluimos un cdlculo de unificacién
tipada dentro del método de tableaux con variables libres, que se usa para cerrar tableaux
en un solo paso. La importancia de este calculo reside en que es terminante y, por ello,
puede usarse como un procedimiento de decisién. En este sentido, a diferencia de lo hecho
para LPGD, hemos separado la complejidad de los géneros de la indecidibilidad de la
logica de primer crden.

4.1 Introduccién

En el contexto de los sistemas légicos, los géneros han sido ampliamente aceptados como
un mecanismo util para incrementar la eficacia, reduciendo el espacio de biisqueda y per-
mitiendo representaciones mas naturales. Dos aproximaciones principales se han seguido
en la incorporacion de los géneros a las 16gicas. Por una parte, se dice que los géneros se
comportan estdticamente cuando las propiedades de éstos -tales como las jerarquias y las
declaraciones del género de las operaciones- se fijan en la signatura [Cohn 87], [Walt 87,
(SS 89].

Por otra parte, se dice que los géneros se comportan dindmicamente cuando la in-
formacién sobre géneros e individuos coexiste dentro del mismo marco formal {Fris 91],
[GLMN 96}. En este caso, la mayor expresividad se consigue cuando las declaraciones
del género de las operaciones se expresan a través de un nuevo contructor de férmulas.
Asi aparecen las llamadas dgicas con declaraciones de términos [Weid 91] como un sis-
tema logico que incluye, en un tnico formalismo, una légica heterogénea cldsica junto con
toda la informacién que las declaraciones de términos conllevan (relaciones entre géneros
y declaraciones del género de los simbolos de funcién).

Este capitulo sigue una linea de investigacion orientada a la construccién de métodos
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de tableaux para logicas con declaraciones de términos [GLMN 97], [MGL 98], [MG 99],
[MGL 00]. En lugar de definir nuevas reglas de deduccién, separamos los géneros de LPO
usando un cdlculo de unificacidn tipada. Este cdlculo sirve para unificar un conjunto
de ecuaciones obtenidas de literales potencialmente complementarios que aparccen en las
ramas del tableau. Las variables libres presentan dos dificultades a tener en cuenta cuando
disenamos el calculo tipado. En primer lugar, tienen un género asociado estdticamente
que restringe su dominio {Weid 91], [Fris 91}, [GLMN 96], de modo que sélo podemos
aplicar sustituciones que estén bien tipadas. Esto significa que el género (estdtico) de la
variable sustituida debe coincidir con el género (dindmico) del correspondiente término
introducido. En segundo lugar, las variables libres se comportan rigidamente y por ello
solo pueden ser instanciadas una unica vez [DV 98], Por este motivo, tenemos que tener en
cuenta la informacidn de géneros que aparece en todo el tableau, incluso cuando cerramos
una unica rama.

El capitulo esta organizado como sigue. Las secciones siguientes presentan la Légica
con Declaracion de Términos. La Seccidn 4 introduce la nocidon de sustitucién bien tipada.
A continuacién disenamos métodos deductivos basados en tableaux. En la Seccidn 5
presentamos un sistema de tableaux bdsicos y en la Seccién 6, disefiamos una primera
version con variables libres. Este tiltimo sistema no aprovecha todo el poder de la variables
libres, por lo que en la Seccidn 7 presentamos un cdlculo de unificacidn tipada que cierra
ramas independientes en un tableau. En la Seccién 8 extendemos este calculo de unificacidén
para cerrar un tableau de forma simultinea. Finalmente, en la Seccidén 9, integramos este
dltimo caleculo en un nuevo sistema de tableaux con variables libres.

4.2 Sintaxis de LDT

La Légica con Declaraciones de Términos (LDT en lo que sigue) amplia la légica de
primer orden, introduciendo un nuevo constructor de férmulas ¢ € s para expresar que el
término ¢ tiene género s. Llamaremos declaraciones de términos a dichas férmulas. Las
operaciones de LDT no tienen asociado ningin género estitico. De hecho, una signatura
en LDT se compone de un conjunto finito S de géneros s, y conjuntos no tipados C, F
y P de simbolos de constante, funcién y predicado, respectivamente, los dos tltimos con
elementos de aridad fija. Sélo las variables estdn restringidas estdticamente a un género
fijo; pertenecen a uno de los conjuntos numerables de la familia S-indexada X = (X*%)s¢cs.

Los conjuntos de Z-términos y E-férmulas se definen como en LFPO, pero incluyendo
declaraciones de términos.

Definicién 4.2.1 El conjunto de L-términos T(E, X) se define mediante las siguientes
reglas de formacidn:

tu=x(€ XY | e (€C) | f(t1,..-.tn) (f € F de aridad n; t1,...,t, € T(5, X))

El eonjunto de S-férmulas F{Z, X) se define mediante las siguientes reglas de for-
macion:

P(t1,...,tn) (P € P de aridad n;t1,...,tn € T(E, X)) | ~¢ | ¢ A’ | 3.

wn=1t¢€s
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LDT incrementa el poder expresivo de LPGD ya que podemos simular s T4 s’ con la
formula Vz*{z® € s'). Ademas, en LDT podemos declarar el comportamiento de cualquier
simbolo de funcién o predicado de forma dindmica; por ejemplo, Vz*( f(z®) € s') expresa
que el rango de la funcién f en el s-dominio es un conjunto de s'-elementos. Incluso
podemos sobrecargar la declaracion de las funciones y predicados con formulas del tipo
Yo (f{e*) € ') AV (f{z®") € s).

4.3 Semantica para LDT

Las estructuras para LDT contienen una familia de dominios, mds las interpretaciones de
los simbolos de la signatura.

Definicién 4.3.1 Una -estructura D es una tupla compuesta por:

1. Un dominio total D gue contiene una familia de dominios {D*|s € S}.

2. Conjuntos de interpretaciones {c® € Dlc € C},{f? : D™ — D|f € F de aridad n},
{PP:D" = {t, f}|P € P de aridad n}, para los simbolos de ¥.

Considerando que no tenemos declaraciones de género en la signatura, los dominios
pueden llegar a estar vacios; sélo se sabe que UD*®* C D. Ademds obhsérvese que, como los
simbolos de funcién o predicado no estdn declarados en la signatura, sus interpretaciones
se comportan de forma homogénea, esto es, actitan sobre todos los elementos del dominio
total D.

Una valoracién para D es una familia S-indexada p = (p*}ses de aplicaciones finitas
p* o X* — D% delaforma [p*(z7)/23,..., p%(z])/xl]; dom(p®) = {zf,..., 23} es el dominio
de p°, y dom(p) = |, dom(p®) es el dominio de p. Obsérvese que dom(p®) = 0si D* = .
Como es usual, pld/z°] representara la valoracién que asigna d a z° y se comporta como
p sobre el resto de las variables de dom(p).

El valor seméntico {¢]7 de un término ¢ en una Y-interpretacién (D, p) se define como
en LPO y existe siempre que var(t) C dom(p). El valor booleano [[c,a]]:‘;j de una férmula ¢
en (D, p) también existe cuando var(e) C dom{p) y se define como en LPO, excepto para:

t siexiste d € D* tal que [[<p]]f{d/$a} =1
j_‘ en otro caso.

- atel? = {

t si[t]? e Ds

-ﬂtes]];’={'

f en otro caso,

En adelante, cuando escribamos I[t}]f (resp. I[cp]]f), asumimos que var(t) C dom{p)
(resp. wvar(y) C dom{p)), lo que trivialmente se cumple para los términos bésicos (resp.
sentencias).

Obsérvese que si D es una X-estructura con D* = (), las sentencias Yz y 3z°p siempre
se evaliian, respectivamente, a ¢ y a f, independientemente de la forma de ¢.



66 4. Declaraciones de términos

En LDT, los conceptos de modelo y consecuencia [6gica se adaptan al modo en que
manejamos las valoraciones; asi D = @ es clerto siy sélosi (D. p) &= , para toda valoracion
p que verifique var(p) C dom{p).

LDT no es mas expresiva que la logica de primer orden (los géneros pueden ser expre-
sados como predicados unarios [Weid 95]), pero permite representaciones y deducciones
mas naturales.

Ejemplo 4.3.2 Sea X una signatura con géneros s,s', la constante a, el simbolo de
funcion unitaria f y el simbolo de predicado binario P. Para entender las siguientes
sentencias mds directemente, nos referiremos al género s como el de los seres humanos,
s', el de la gente amable, f(0O) como el padre de O, y P(D, &) el predicado que expresa
que O se lleva bien con <. Supongamos gque 1. o es un ser humano (a € s5), 2: que
no se lleva bien con su padre (-P(a, f(a))), 9 todo humano amable se leva bien con
todo el mundo (Vz*(z® € s’ — Vy*P(z®,4%))) v 4: el padre de todo ser humano es un
ser humano (Vz®f(z°} € s). De todo ello deducimos que algunos seres humanos no son
amables (3z3(-z% € §)).

La formulacién del ejemplo anterior puede expresarse en LPO, pero usando férmulas
mas complejas. Por ejemplo, la tercera formula podria transformarse en Vz(S(z) —
(§'(z) = Yy(S(y) = P(z,y)))), donde S y S’ serfan predicados unarios que representan
los géneros s y s', respectivamente.

Las declaraciones de términos también mejoran el poder expresivo de las ldgicas hete-
rogéneas con géneros ordenados estdticamente.

Ejemplo 4.3.3 Podemos probar que la sentencia Jz" ($3” € s'), que expresa que la inter-
seccion de los géneros s' y 5" no es vacia, es consecuencia légica del conjunto de sentencias
{a € s, fla) € " ,Va* (f(2%) € §')}.

Obsérvese que, en una légica heterogénea sin igualdad, la sentencia 3¢ (¢ € ') no
puede ser expresada cémodamente, ya que no podemos representar la identificacion de
dos elementos (de distinto género). Una solucién sin igualadad necesitaria el género sN s,
haciendo que la signatura dependa del problema.

Ejemplo 4.3.4 Las estructuras con géneros vacios se pueden caracterizar sintdcticamente
mediante la férmula ¢ = Vx* (z° € s), ya que para toda X-esiructura D, [€]? =t siy
s6lo si D* = 0.

4.4 Sustituciones para LDT

Las sustituciones para LDT son reemplazamientos finitos de variables por términos, como
en LPO. Dado que las variables tienen asociado un género (estdtico) debemos asegurar que
el género (dindmico) del término introducido coincide con el de la variable sustituida. Los
contextos sintdcticos que garantizan esto son los conjuntos de declaraciones de términos
que llamaremos desde ahora €-teorias, o simplemente teorias. (Obsérvese que nuestro



4.4. Sustituciones para LDT 67

concepto de teoria dificre del sentido habitualmente usado, ya que no hacemos referencia
a ninguna nocién de cierre bajo derivabilidad. Representaremos las teorias mediante la
letra, L.

Definicién 4.4.1 (Sustituciones bien tipadas) Una sustitucion [t)/z]', ... t,/x3r] es-
td bien tipada con respecto a una teoria £ si (8; € 3;) € £, para todo 1 < i < n.

Las sustituciones bien tipadas verifican las siguientes propiedades.
Lema 4.4.2 Sea L una teoria, {D, p) una Y-interpretacion que satisface Ly 7 = [t /z]',
- otnfair] una sustitucidn bien tipada eon respecto a L, entonces [t:]5 € D%, para todo
1<i<n.
Demostracién Usando que 7 esta bien tipada con respecto a £ obtenemos que (¢; € s;)

€
L, para todo 1 < 1 < n. En consecuencia tenemos que [[ti]]f € D% porque (D,p} = L.
|

Lema 4.4.3 (Substitutividad para términos y férmulas) Sea £ una teoria, (D, p)

una E-interpretacion que satisface £y = [t1/z]',. .. ta/x5") una sustitucidn bien tipada
con respecto a £. Para todo término t (resp. formula o) tal que var(t) — {z§*,... z3}
(resp. var(w) — {z]',...,z5"}) estd incluido en dom(p), se verifica:

D _ D
1. [[tT]]p - [[t]]p[l[h]!,:?/ril=---=[tn}]?'[$:‘n

7 D _ D

2 lerly = lelp e iz
Demostracién. Por induccién sobre la estructura de ty . Obsérvese que p/ = p{[t:]7 /=7,
s [ta]7 /23] es una valoracién por el Lema 4.4.2.

1. En el caso bésico, sit =cot =y, y &€ {z1,...,7n}, la demostracién es trivial
(obsérvese que, por hipdtesis, y € dom(p)); si t = z; entonces [[t’r]];",J =[t]? = [[3:1-]]2.

Para el pase inductivo, sea t = f(r1,...,7n) entonces, por la semdntica, [[tT]]E =
fD(I[T‘l‘T]]E, ey ﬂTmT]]E) y, por hipétesis de induccién, ﬂrjf]}f = [7’;]}3, 1<j<m.
Por tanto, f2([r17]%,...,[rm7]?) = fD([[ﬁ]]B,---,I[T‘m]]B) = [t] .

2. Si ¢ = (t € s) entonces |[qsvr]]:f,J = [tr € s]];‘? =t e S]]f,, por la semantica y (1);
st ¢ = P(r1,...,7m) entonces ﬂ(pr}]f = PD(IITlTﬂD,...,IITmT]g). Por (1) tenemos
[ri7]y = [rj]5. 1 < j < m, por tanto [pr]7 = [#]2.

Los casos inductivos para los conectivos — y A son sencillos de probar. Si¢ = ¢/,
supongamos sin pérdida de generalidad que y* # z;° y que ¥* € var(t;), 1 <i <
n; de lo contrario renombramos la variable cuantificada y°. En estas condiciones,
[cpr}]? = ﬂﬂys((p’f)ﬂf. Sea d un elemento de D%, entonces:
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[['WIT]}EJ/yE = i(p’]]'p[ I . {por hipétesis de induccion)

TR SN PRI [ LY M
odiy] old/y]

= W0
S PO IR 1 LRI

TP
= ;I(pf]]p’{d/y]

Por tanto iItpT}]E = [[tp}];"f,, por la semantica. M

4.5 Tableaux basicos para LDT

A continuacién presentamos un método de tableaux basico para LDT, correcto y completo.
Como siempre, suponemos que ¥ ha sido extendida a una signatura ¥, con un conjunto
numerable de nuevas constantes. Las reglas « y 3 se definen como en los tableaux basicos
de primer orden. Las reglas v y ¢ las definimos esquematicamente como sigue:

=3dxie Jriy
) LEs ) ple/z’]
-t/ z?] cEs

En 7, t es un término basico; en 4, ¢ es una nueva constante que no aparece en la
rama. Obsérvese cdmo manejamos dindmicamente la informacidn de los géneros, usando
la. declaracién (t € s) o introduciendo {¢ € 3) en la rama.

Definicién 4.5.1 Una rama B de un tableau estd cerrada st una contradiccion atémice
w ¥y~ (@ es un dtomo) aparece en B. Un tableau estd cerrado si todas sus ramas estdn
cerradas.

4.5.1 Correccidon y completitud

La correccién del método se basa en que la existencia de un modelo para un tableau se
preserva durante el proceso de expansidn.

Lema 4.5.2 §i 7' es un tableau obtenido a partir de T mediante la aplicacion de una
regla de ezpansidn y T tiene un modelo, entonces T' tiene un modelo.

Demostracién. La prueba de los casos a y 3 es trivial. Para los otros, sea D la estructura
que es modelo de 7"y B la rama de T tal que D = B. Analicemos los casos:

v) D = ~3z°p,t € 5. Por la semdntica, [t]? € D?, por lo que ¢t = E[wp]]fftﬂv/xs] {por la
semantica) = [~¢{t/z*]]P (por el Lema 4.4.3).
8) D k&= JzPp, por lo que existe d € D? tal que ¢ = [[go]}ﬁ/;r,] (por la semantica) =

[e[e/z°]]”" (por el Lema 4.4.3), donde ¢ es una nueva constante y D' es como D,
pero definiendo ¢” = d. En estas condiciones tenemos D’ = plc/z]Ac€s.  ®
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Teorema 4.5.3 (Correccién) Dado un conyunto de ¥i-sentencias @, si ® tiene un tablevu
cerrado entonces ® es insatisfactible.

La completitud del método significa que podemos construir un tableau cerrado para
cualquier conjunto de sentencias que sea insatisfactible. Como en LPGD, la demostracién

cs a la Hintikka.

Definicién 4.5.4 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de S-sentencias H es un con-
Junto de Hintikka si satisface las siguientes condiciones:

1. Sty Ayy € H entonces @, p0 € I.

te

St =(w) N py) € H entonces ~py € H 0 ~ps € H.
St = € H entonces ¢ € H.

Si dzfp € H entonces existe una constante ¢ tal que [c/x], (c € s} € H.

A

Si —32%p, {t € s) € H entonces ~yp[t/z°] € H.

=

H es coherente, es decir ninguna formula y su negacidn, siendo ambas literales,
pertencen a H.

Teorema 4.5.5 Todo conjunto de Hintikka tiene un modelo.

Demostracion. Sea D la Z-estructura (de Herbrand) compuesta por:

o D=T()

DP={teDi(tes)e H}
o fP.D" D,fD(tl,...,tn) =ges f(t1,...,t,). En particular, cP =gef C

14 SiP(tl,...,fn)EH
i en otro caso

PP D" = {t, £}, PP(ty, ... tn) =ges {

Resulta obvio que [t]® = ¢, para todo ¢t € D. Demostramos por induccién sobre la
estructura de ¢ que [¢]? = ¢, para toda ¢ &€ H. Veamos los casos relevantes:

s p=tes [t]? =t € D? por definicién de D, por lo que [t € s]? = ¢.

¢ ¢ = —t € s}). Debido a la condicién (6) de la definicidén anterior, no es posible que
(t€s)e Hy, portanto, [{]°P =t¢ D%y [[(p]]'D =t.

e ¢ == dr'y. Debido a la condicién (4) de la definicién anterior, existe ¢ tal que
Yle/z],(c € s) € H por lo que, aplicando hipétesis de induccién, tenemos [c]? =
c € D° y [¢lc/x]]® = ¢t. Usando el Lema 4.4.3 deducimos que Wﬂ[ig/z] = [alc/z]]®
y, por tanto, [¢]? = t.
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5:V;rz€s)
[ / a
6:a¢€s
I ”]&331

5,1

T:a€s — vy (Pla,y))

/\ JarT

R:-qg € s 9: Vys(P(ﬂays))
I vad 1

10: fla) € s
| va9, 10

11: Pla, f(a)}

Figura 4.1: El tableau bdsico cerrado 7.

® o = ~JzPp. Seat € D*, entonces (¢ € s) € H y, por tanto, ~¥[t/z] € H. por la
condicién (5) de la definicién anterior. Aplicando hipétesis de induccién y el Lema
4.4.3 tenemos t = [-¢it/c]]° = ﬁ—np]} (i7z)- Concluimos []? = t, por la semantica
de los cuantificadores. ]

Teorema 4.5.6 (Completitud) Dado un conjunto de T-sentencias ®, si & es insatis-
factible enlonces @ tiene un tableau bdsico cerrado.

Demostraciéon. Supongamos que ® no tiene un tableau bdsico cerrado, entonces podemos
construir sistematicamente un tableau 7, de forma que contenga una rama abierta con
las propiedades de saturacién de un conjunto de Hintikka. Entonces, por el lema previo,
esta rama tiene un modelo que sirve para asegurar que ® es satisfactible. ®

Ejemplo 4.5.7 FEl tableau bdsico T de la Figura {.1 prueba el razonemiento presentado
en el Ejemplo 4.3.2. Hemos etiquetado con 5 la negacion de la conclusidn. Obsérvese que
el tableau T estd cerrado por 6 y 8 en la rama de la izquierda y 2 y 11 en la de la derecha.

Si formuldramos el ejemplo anterior en LPO mediante férmulas del tipo vz (S(z) —
(8'(x) = Yy(S(y) — Plz,y)))) (parala 3, por ejemplo), la eficacia del método de tableaux
basicos disminuiria debido a que el nimero de ramas que hay que cerrar aumenta con-
siderablemente y ademas la informacién del género en las ~-aplicaciones se pierde {por
ejemplo, z en la férmula previa podria instanciarse por el término f(f(f(a})) lo cual es
inviable en LDT). En este sentido, las deducciones permitidas en LDT son més eficaces
que si representaramos los géneros como predicados unarios en LPO.
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4.6 Tableaux con variables libres

Ahora asumimos que la signatura extendida £ también contiene un conjunto numerable
de nuevos simbolos de funcidon. El método de tableaux con variables libres consta de las
siguientes dos nuevas reglas para los cuantificadores:

3z
,Yr) ﬁaj"stp (S’) LP[J"(-L;' .LQ )/fJJq]
T I LA B 14
wly’/e’] flz3', .. zir) €5

En v/, y* es una variable libre nueva en el tableau; en §'; f es un nuevo simbolo de funcidn
aplicado a las variables libres que aparecen en la rama.

Obviamente, las variables libres de un tableau pueden ser sustituidas. Como las varia-
bles estan tipadas, la aplicacién de una sustitucién es correcta si estd bien tipada con
respecto a todo el tableau.

Definicién 4.6.1 (Sustituciones bien tipadas con respecto a un tableau) Una
sustitucion 7 estd bien tipada con respecto a un tableau T con ramas By, ..., By, 81 Tiyar(8,)
estd bien tipada con respecto a la teoria incluida en Bj, para todo 1 <i < n.

Las sustituciones bien tipadas pueden ser aplicadas de forma segura en los tableaux
con variables libres. Denotamos con S1 el sistema de tableaux compuesto por «, A, v, d
y la regla de sustitutividad sub definida a continuacién.

Definicién 4.6.2 (sub) Si T es un tableau con variables libres y 7 es una sustitucidn
tdempotente bien lipada con respecto a T entonces TT es un tableau con variables libres.

Los conceptos de rama cerrada y tableau cerrado se definen como para los tableaux
bésicos (Definicién 4.5.1).

El sentido en el que el sistema S1 preserva la correccién debe precisarse ya que los do-
minios pueden estar vacios. De hecho, cuando manejamos estructuras con géneros vacios,
la regla v puede conducirnos a conclusiones erréneas {férmulas sin modelo) a partir de
hipétesis ciertas (fdrmulas con modelo). Por ejemplo, la sentencia ¢ = Vz*(~P(a} A P(a))
es satisfactible en estructuras con D* = (), pero después de una ¥'-expansion obtenemos el
conjunto de sentencias {y, =P(a) A P(a)} que obviamente es insatisfactible. Para evitar
estos casos, probamos la correcién del método en el siguiente sentido.

Definicién 4.6.3 Una estructura D es modelo de un tableau con wariables libres T si
para toda valoracidn p para D, que verifigue var(T) C dom(p), eriste una ramae B tal que

(D, p) E B.

Lema 4.6.4 Sea D una estructure sin géneros vacios que es modelo de un tableau con
variables libres T. Si T' es un tableau construido a partir de T mediante la aplicacidn de
una de las S1-reglas, entonces T’ tiene un modelo sin géneros vacios.
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Demostracién. Procedemos por casos. Para « y 3 la demostracion es trivial. Para el
resto tenemaos:

2]
G

,Y.'

5’

Veamos que D también es modelo de 77, Supongamos que la férmula elegida —3z%¢
aparece en una rama B de 7. Sea p una valoracién tal que var(T') C domi{p}, en-
tonces var{7T ) C domn(p). por construccién. Por hipdtesis existe una rama 3" € T tal
que (D, p) = B'. 51 B’ no es B hemos acabado; si no, (D, p) = —-3z%¢ y, por tanto,
!I—!cpﬂf[d/rs] = t, para todo d € D* # & Probamos que (D, p) E —p[y*/r*] distin-
guiendo casos. Siz® & var(y) entonces —ply* /7] = - ¥ [[ﬁfp}]p =[- p}]prd/ﬂ] t
donde d es un elemento arbitrario de D*(s B). Si z* € var{yp) entonces y* € dom(p)
y p{y®) € D*. En estas condiciones Ewp[ys/;ns]]]f = ]pr]}ﬁp(yaj/rj] =t, por el Lema
4.4.3 aplicado a la teoria {y* € s}.

Costruimos la nueva estructura extendiendo el modelo D de T. Supongamos que la
formula elegida 3z°p, aparece en una rama B de 7. Sea D’ la estructura que coincide
con D salvo en la interpretacion de f, que fijaremos mds tarde. Sea p una valoracion
tal que var(T) = var(T') C dom(p). Por hipdtesis, existe una rama B’ en T tal que
(D', p) = B', ya que D' se comporta corno D sobre 7. Si B’ no es B hemos acabado;
si no, (D', p) I= Jz’e y, por tanto, existe d, € D* tal que E@]}ﬁ;pms] = t. Ahora

bien, como f es nueva, supongamos que hemos fijado fP (p(z! L plaie)) =
. 51 Sn D _ 2

do, entonces [f(z]',... z32) € 8] =ty [[‘P]}p[dp/:cs] ﬂfpﬂp[fp, )l 5]

Aplicando el Lema 4.4.3, usando la teorfa {f(zj!,...,zi") € s} obtenemos que

81 Sn s 2 ,= ’
[[(P[f(l'l v Ty )/$ ”]p - ]Iw}]p[fn'(p(r;l)1._'lp(rgn))/ma] E ¥, por tanto, (D ,,0) es
modelo de la rama extendida.

QAan +~ iitvn oriabifriniAn ida embotente hinw 4'nn,1n nor magmanto Qi 'D Ao al madala
Cod 7 Ulld dUdLILUL UL IUC P L LATLE yOuUCL LULL LT pTLLY a T [+tv IR+ QTR L LG Lup L E)
de 7, probamos que también es modelo de 7' = 7. Sea p una valoracién tal que

var(T'r) C dom(p); extendemos p para hacerla definida sobre 7, lo cual es posible
porque D no tiene géneros vacios. Esta nueva valoracién p’ se comporta como p
sobre 7.

Por hipdétesis, existe una rama By en T tal que (D,p") = By. Si definimos n =
Tiyar(B, ), eNtonces 7 estd bien tipada con respecto a By, por lo que aplicando el Lema
4.4.3 deducimos que, para toda ¢ con var{p) C dom(p'), tenemos |[cpn]]D = ﬁnp]]p "
Aplicando hipédtesis de nuevo, existe Bo en T tal que (D,p'n) = Ba. Si By = By
hemos acabado porque [Byr]5 e I[Bgﬁ]] ) = [B2]B gn = b De lo contrario, sea
T2 == Tlyar(By)—var(B;)- COMO T2 estd bien tlpada con respecto a By, usamos el Lema
4.4.3 para deducir que, para toda ¢ con var(p) C dom(p'r), tenemos E[(pTQ]];‘)D,ﬂ =
()

Una vez mas, existe una rama By en T tal que (D, p'rym2) = Bs. Si By € {By, Bo}
hemos acabado porque [[Bg'r]] = I[B[;Tg‘."l:ﬂ = [[Bgrg]}p - [[Bg]]p r7g = 1 (ObSérvese
que usamos que T es 1dempotente) Delo contrarlo S€a T3 = Tlyer(B,)—(var(By)uvar(B2))-

.. , * T D
"7, es la valoracién que evalia cada variable de su dominio # como [ri(2)}],;.
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ae s
bes
-Q{a})
-P{b)
Q(z*) P(y*)

* ey

Figura 4.2: El sketch de tableau 7.

Como 73 esta bien tipada con respecto a B3, usamos el Lema 4.4.3 para deducir que,

para toda ¢ con var(p) C dom(p'm m), tenemos [[(,01’3]]}5;,'T1T2 = [[a,a}]gnrm.

Probamos que D es modelo de 77 sin mas que repetir este proceso hasta que consiga-
mos una rama ya usada. Esto sucederd porque T tiene un ndmero finito de ramas.
[

Teorema 4.6.5 (Correccién de $1) Dado un conjunto de L-sentencias ®, st ¢ tiene
un tableau con variables libres cerrado entonces ® es insatisfoctible en estructuras con
géneros no vacios.

Demostracién. Supongamos que ¢ es satisfactible en una estructura D con géneros
no vacios y que ® tiene un tableau cerrado 7. Entonces, por el Lema 4.6.4, existe una
estructura sin géneros vacios D' que es modelo de T. Por consiguiente, podemos construir
una valoracién p, definida sobre toda variable libre de 7, para la que existe una rama
B que verifica (D', p} = B. Por la semantica, llegamos a contradiccién porque B estd
cerrada. W

Si se observa la demostracion del Lema 4.6.4, se deduce que la exigencia de idempoten-
cia en la regla sub resulta crucial. De hecho, si dicha regla sélo pidiera la buena tipificacién
de 7, el sistema se volveria incorrecto como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6.6 Sea T una signatura con géneros s,s y los simbolos de constante a,b y
de predicado @, P. Sea D una L-estructura tal que o € DN D%, 6P € D5 = D%, PP
es cierto en DY pero falso en D5 — D% y QP es falso en D% | pero cierto en D® — D¥.
En estas condiciones, resulta fdcil probar que D es modelo del conjunto de sentencias
{a € 5,b € 5,-Q(a), ~P(b), V2 (Q(z*) V (Vy* P(y*) A z° € §'))}. Sin embargo dicho
conjunto admite un tableau cerrado cuando la regla sub no exige idempotencia. En efecto,
aplicando o, 8 y v adecuadamente, podemos construir el sketch de tableau T de la Figura
4.2

Obsérvese que T = [a/z, 2 /y* ] estd bien tipada con respecto a T vy, si la aplicamos
a T, obtenemos el tableau T' de la Figura {.3. La sustitucidn v = [b/z°] estd bien tipada
con respecto a T', por lo que podemos construir el tableau cerrado T" de la Figura 4.4.
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aEs
hes
~R{a)
~P(b)
Q{a) P{z?*)

acs

Figura 4.3 El tableau 7.

acs
bes
~Q(a)
~P(b)
Q(a) P(b)

Figura 4.4: El tableaun cerrado 7.



4.6. Tableaux con variables libres 75

Hacemos observar también que la demostracidn de la correccidn del sistema S1 difiere
de la presentada para los tableaux con variables libres de LFGD. En concreto, en LPGD.,
las reglas de expansion preservaban lo que Hamabamos satisfactibilidad bdsica, mientras
que aqui se conserva la existencia de un modelo que sélo considera las variables libres
del tablean. La razén de esta diferencia estriba en que en LDT no se verifica que la
composicidn de sustituciones bien tipadas esté también bien tipada (esta era la principal
idea usada en el Lema 3.7.4). De hecho, podemos acudir al ejemplo anterior para encontrar
un contraejemplo: 7 y 7' estdn bien tipadas con respecto a T y T, respectivamente, pero
77l = [a/:ns,b/ysr] no estd bien tipada con respecto a 7. Una vez mds, el problema reside
en que 7 no es idempotente.

A continuacién demostramos la completitud del sistema S1.

Teorema 4.6.7 (Completitud de 51) Dado un conjunto de L-sentencias ®, s1 & es
insatisfactible entonces © tiene un tableau con variables libres cerrado.

Demostracidn. Camo € es insatisfactible, existe un tableau bésico cerrado T para €, por
el Teorema 4.5.6. Ahora mostramos cémo construir sistematicamente, en S1, un tableau
con variables libres 7' tal que 7 = T".

e Cada vez que apliquemos « 0 8 en T, las aplicamos también en 7.

e Cada vez que apliquemos «y en T, aplicamos ' y sub en 7", consiguiendo 7/ = T
como sigue. Siusamos {t € s} y -3z’ en T, entonces introducimos ~p[y® /2%l en 7'
y aplicamos la sustitucion [¢/y®]. Esto es posible ya que 7' coincide por ahora con
T, v por tanto (¢ € s) aparece en la rama y ¢ es bdsico (Ja sustitucidn es trivialmente
idempotente y esta obviamente bien tipada con respecto a T').

e Cada vez que apliquemos § en 7, aplicamos 4’ en 77, usando el mismo simbolo
de constante. Obsérvese que esto es posible ya que tras cada uno de estos pasos,
T' permanece basico, por lo que el simbolo de funcién introducido por &' es una
constante. u

Como se puede observar, la correccidn del sistema 81 establecida en el Teorema 4.6.5
no coincide con el inverso de este teorema, al contrario de lo que sucede en los tableaux
basicos de la seccidon anterior. La razon de este hecho se debe a que la regla v permite
expansiones que no preservan la existencia de un modelo cuando manejamos estructuras
con géneros vacios (véanse los comentarios anteriores a la Definition 4.6.3 para la férmula
V¥ (-P{a) A P(a))).

Podemos caracterizar las estructuras sin géneros vacios de forma sintdctica mediante
la férmula 3z°(z® € s) (o también, introduciendo una constante nueva c; en la signatura
y usando la férmula ¢; € s). En esta condiciones, podemos probar ficilmente para S1 que
todo conjunto de X-sentencias P satisface la siguiente propiedad:

© es insalisfactible en estructuras con géneros no vacios si y sdlo st
® U {3x°(2® € 8) / s € S} tiene un tableau cerrado.
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acs a4 Es
~P(a) ~Pla)
Vit (2 € 5 vrf (r® £ 8
Vs Plu®) Tud P(uf")
{ l
a¢g s e s
! !
P(a) Plu*)

Figura 4.5: Los sketches de tableau 7y 77.

4.7 Unificacién rigida tipada

Como en los tableaux cldsicos para LP (O, mejorar los tableaux bdsicos implica restringir la
aplicacién de la regla sub y sélo usarla para cerrar ramas. Esta idea supone la integracién
de un calculo de unificacién que busca unificadores bien tipados para parejas de literales
potencialmente complementarios que aparccen en las ramas del tableau. Sin embargo, con
vistas a disefiar un sistema completo de deduccidn, los unificadores deben estructurarse
en una forma particular como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7.1 Sea T el skelch de tableau bdsico cerrado que aparece a la izquierda de la
Figura 4.5 y T el tableaw con variables libres construido como T, que aparece en la parte
derecha.

T deberia cerrarse resolviendo el problema de unificacion u® ~ a correspondiente a la
unica rama de T'; sin embargo este problema no puede ser resuelto por ninguna sustitucion
bien tipada con respecto a la teorin presente en la rama {a € s,z° € &'}, No obstante, hay
una secuencia de sustituciones unitarias idempotentes o = [z°/u° |[a/2®], que relaciona
ambos tablequr y que estd bien tipada gradualmente, en el sentido de que cada componente
unitaria estd bien tipada tras la aplicacidn de su prefijo en la secuencia. Por eso o puede
ser aplicada a T' usando la regla sub dos veces. Qbséruese cdmo la secuencia o seniala el
arden seguido por las aplicaciones de la regla sub en T, que corresponde al orden sequido
por las v-oplicaciones en T .

Por tanto definiremos un cdlculo de unificacién que eleve cualquier tableau bdsico
cerrado a otro con variables libres, también cerrado, sin mas que derivar una secuencia
de sustituciones unitarias bien tipadas. Previamente definimos dos conceptos, el de trian-
gularidad, que captura el orden seguido por las y-aplicaciones efectuadas en los tableaux
basicos, v el de secuencia bien tipada, que extiende la nocién de buena tipificacion a las
secuencias.

Definicién 4.7.2 [Kogel 95] Una secuencia de sustituciones unitarias [t /x°] ... [t /20 "]
es triongular st satisface:
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2w, # x;, para todos 1 <1 < j <n.

Lowvar(t)) O {z®t, ... 2%} =0, para todo 1 <i < n

Definicion 4.7.3 Seen 0 = oy...0,, L ¥y T una secuencia triangular de sustituciones
wnitaries, una teoria y un tableaw con wvariables libres, respectivamente. Decimos que o
estd bien tipada con respecto a L (resp. T ), st o, estd bien tipada con respecto a Loy ... 0,1
{resp. Toy...0;_1), para todo 1 <1 < n,

Obsérvese que las secuencias bien tipadas con respecto a los tableaux pueden ser apli-
cadas de forma segura usando la regla sub, ya que aplicamos gradualmente cada una de
sus componentes unitarias. Asi, en el Ejemplo 4.7.1, [°/u® |[a/z®] estd bien tipada con
respecto a 7' y puede ser usada para cerrarlo. Consecuentemente debemos disefar un
céleulo que obtenga secuencias bien tipadas en lugar de una Unica sustitucion bien tipada.

4.7.1 El calculo tipado C

En esta seccidn presentamos cdmo resolver los problemas de unificacién que surgen cuando
cerramos una unica rama. Concretamente, un problema de Unificacidn Rigide Tipeda, en
adelante URT-problema, tiene la siguiente estructura:

Dada una teoria finita L y un conjunto finito de ecuaciones I', jexiste una secuencia de
sustituciones unitarias bien tipada con respecto a L gue unifiqgue I'?

Para resolver URT-problemas, definimos el cdlculo de unificacién C. Las reglas de C
que no son de fallo tienen la forma

r 01-..0p

I o...0n0

donde I',I” son conjuntos de ecuaciones orientadas, es decir distiguimos el lado derecho
del izquierdo, y o1...0p, 01...0,0" son sucesiones de sustituciones unitarias. C estd
compuesto por diez reglas: las seis reglas estindar de unificacién sintactica mas cuatro
para tener en cuenta las declaraciones de términos.

Las reglas estdndar de unificacién sintdctica

S 5
. 2=z [ o...0
{ Tautologia) T 2 L L
Tl ...0n
. ., t~z2*, I' o7...0
{Orientacidn) . =
=1, T 0or...0n

81 { no es una variable

flr b)) = f0,. .00, T o1...0n

(Descomposicion) ; ;
AT IS P M | &1 ...0n

¥~ [ 01...0n

Aplicacidn
(4p / z° =T, TEZ°[ &1...0n

si 2% & var(t) y 2° € var(l)
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~ £ '
(Conflicto) gltr ) = f ), U o0y

Fallo
sitf#g
{Ciclo) Pxt, T Ti...0p
Fallo
si z¥ € var{t)
Las reglas tipadas de C
T4 t’, r ay Tn,

{LW) Instanciacién por la izquierda

si(t€s)€ Loy..o,y 28 ¢ var(t)

{RW) Instanciacion por la derecha

si (t € s} € Loy...on y z° ¢ var(t)

z* = flty, .. ty), T o... 0
Fallo

si no existe ninguna declaracion ¢ € s en Loy...0, tal que 2° ¢ var(t)

(FWF) Fallo de instanciacién funcional

yt =25 T a0,

Fallo

si no existe ninguna declaracidn t € 5 en Lo,...0,, tal que z° € var(t), ni ¢t € & tal
que y* ¢ var(t)

(VWF) Fallo de instanciacidon de variables

Cuando resolvemos URT-problemas, la aplicacién de las seis reglas estindar siempre
tiene preferencia. Ademas, suponemos que disponemos de un algoritmo terminante A,
para unificacidn sintdctica, que transforma un conjunto de ecuaciones I' en Fullo o en un
conjunto de ecuaciones resuelto, mediante la aplicacién no determinista de las seis reglas
estandar. En este sentido, el algoritmo A funciona como una caja negra, por lo que nos
olvidamos del indeterminismo generado por la aplicacién de sus reglas. La incorporacion
de calculos auxiliares para resolver problemas conocidos es una técnica ya usada en otras
dreas [DV 98], [NR 95].

Definicién 4.7.4 Sea I' un conjunto de ecuaciones y ¢ = oy...0, una secuencia de
sustituctones unitarias. Un C-paso estdndar consiste en la aplicacidn del algaritma A sobre
el par (I', o) hasta obtener Fallo o alcanzar un conjunto de ecuaciones resuelto I''. Un C-
paso tipado consiste en la aplicacién de una regla tipada sobre el par {I',c) usando una
teoria. Un C-paso es un C-paso estindar o un C-paso tipado. Escribimos (I',oy...0,) Fe
(T o1...0000) (0 € {n,n+1}) (resp. (U,o1...0,) ¢ Fallo) para expresar un C-paso
sin fallo (resp. con fallo).
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(flz®) = F{b). @)

| C-paso estdndar

{z° = b, )

Lw LW
LW
{a >~ b, [a/J:SJ) <z£“ > b, {ZSH/ISD (ys’ = b, [ys'/xs})
(-paso estandar | C-paso estandar | | C-paso estandar
Fallo (5" = b, 27 f2°]y  (y¥ ~b, [y /%))
FWF | | LW
Fallo {(b=b, [y* /z5)bfy* ]

| C-paso estindar
e

Figura 4.6: Cémputo del C-unificador [y* /z°][b/y* | de T con respecto a L.

Decimos que el caleulo C unifica un conjunto de ecuaciones I' con respecto o una teoria
L mediante {a secuencia de sustituciones unitarias oy ... cdn, 0 también que oy ... 0, €5 unN
C-unificador de ' con respecto a L, si existe una cadena de C-pasos, alternando C-pasos
estindar y C-pasos tipados, que comienza con (', ®) y finaliza con (0,01 ...0n).

Obsérvese que los C-pasos estandar no anaden nuevos elementos a la secuencia de
sustituciones unitarias. Adema4s, estos pasos pueden ser innecesarios si el conjunto de
ecuaciones ya estd en forma resuelta tras la aplicacion de un C-paso tipado. Obsérvese
también que los C-pasos tipados se aplican siempre sobre conjuntos de ecuaciones en forma
resuelta.

Podemos entender la computacion de una solucién para un URT-problema como la
busqueda de C-unificadores en un C-arbol de derivacidn: los nodos son o bien pares (I', o)
o bien hojas de Fallo, y las ramas alternan C-pasos estindar y C-pasos tipados. Las
ramificaciones en dicho arbol se deben al indeterminismo explicito generado por los C-
pasos tipados; el indeterminismo derivado de la unificacién sintdctica se oculta de forma
implicita en el algoritmo A. Las hojas son o bien pares con éxito de la forma {(§,0) o
bien hojas de Fallo. Como veremos, si un nodo produce Fallo tras la aplicacién de un
C-paso estindar podemos podar la bisqueda en el subdrbol que cuelga desde dicho nodo,
mientras que si el Fallo se produce tras la aplicacién de un C-paso tipado, podemos podar
la busqueda en el subdrbol que cuelga desde su padre.

Ejemplo 4.7.5 Sea £L = {a € 5,4° € 5,25 €s,b€ s’} yT = {f(z%) = f(b)}. ElC-drbol
de derfwacion para este URT-problema aparece en la Figura 4.6.

La primera rama acaba en una hoje de Fallo después de un C-paso estindar, y lo
segunda tras un C-paso tipado. Con la tercera rama obienemos el inico C-unificador
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[ /=1 b/y® ).

4.7.2 Propiedades del calculo C

Primero demostramos que el cileulo de unificacion € siempre termina, independientemente

del URT-problema.
Teorema 4.7.6 (Terminacién) ElC-drbol de derivacion de todo URT-problema es finito.

Demostracién. El indeterminismo debido a la aplicacidn de las C-reglas tipadas es finito
ya que, en cada nodo sin Fallo, el conjunto de ecuaciones y la teoria en curso son finitas.
Por esta razon, el C-arbol de derivacion estd finitamente ramificado.

Cada C-paso tipado produce una sustitucidn unitaria [¢/2°] que elimina la variable z*
del conjunto (finito) de ecuaciones y de la teoria en curso; podemos introducir nuevas
variables en las ecuaciones a través de t, pero estas variables ya aparecen en la teoria en
curso (finita) y son distintas de 2® {z® ¢ var(t)). Por tanto, la profundidad de cada rama
es finita, ya que el ntimero de variables del conjunto inicial de ecuaciones v de la teorfa
era finito. m

El cdlculo C es correcto en el sentido de que, dade un conjunto de ecuaciones I' y una
teoria L, cada C-unificador es una solucién del correspondiente URT-problema.

Teorema 4.7.7 (Correccidn) Sean I', £ y o un conjunto de ecuaciones, una teoria y
una secuencia de sustituciones unitarias, respectivamente. St o es un C-unificador de T
con respecto o L entonces:

1. o estd bién tipado con respecto a L.

2. o unifica T

Demostracién. (1) Sea o = 0, ...0,. Después de anadir o;(= [t;/x,]) a la secuencia, z;
desaparece de T';1;. Esto es inmediato para la regla RW; para la regla LW esto se deduce
va que I'; estd en forma resuelta y por tanto z; sélo aparece una vez en I';. También es
obvio que x; desaparece de Ly ... o;. Por esto las variables sustituidas de ¢ son diferentes
dos a dos. Ademas, por la definicién de las reglas LWy RW, z; & var(t;). En consecuencia,
o es triangular. Visto esto, la buena tipificacion de o se obtiene de forma inmediata a
partir de la definicion de las reglas LWy RW.

(2) Es suficiente probar que después de cada C-paso (I',o1...04) Fe (IY,01 ... 0non),
si @ unifica [ entonces o,/# unifica T'. Si el paso es estdndar, esto es trivial (o, no existe
como tal); si se trata de un paso tipado, digamos que se debe a la aplicacién de la regla
LW, entonces I' estd en forma resuelta, o, = [t/z°], y para la tnica ecuacién de T\T"'
tenemos:

25000 = t0 = t'8 = o0 (pues z* € var(t') ya que I esta en forma resuelta).

Analogamente si el C-paso se ha dado aplicando la regla RW. =
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La completitud de C deberia interpretarse comeo sigue: si existe una secuencia de
sustituciones unitarias ¢ bien tipada con respecto a £ que unifica I, entonces C unifica I’
con respecto a £ mediante una secuencia v que es mas general que o', Sin embargo, sélo
estamos interesados en elevar una clase particular de secuencias de sustituciones unitarias,
aquellas sucesiones o que se deducen de un tahleau bdsico cerrada 7 de la forma siguiente.
Supongamos que 7' es un tableau con variables hibres construido como 7, entonces o se
obtiene anadiendo a la secuencia, las sustituciones unitarias que corresponden a las -
aplicaciones usadas en T’; es decir, siVz®p y t € s se usan en T entonces anadimos [t'/z°]
al comienzo de la secuencia ¢ actual, donde la declaracién t' € s es la que corresponde
at € sen T yz® es la variable libre introducida. En el Ejemplo 4.7.1 obtendriamos
(z*/u*][a/z®]. Como hemos dicho, estas secuencias son bdsicas y pueden caracterizarse
mediante el concepto de tipificacion superbuena. Soélo las secuencias superbién tipadas
serdn consideradas en la completitud de C.

Definicién 4.7.8 Una secuencia triangular de sustituciones unitarias [t1/x,%)...[tn /2,5"]
estd superbién tipada con respecio o una teoria £, 51 {8, € 3;) € L, para fodo 1 < i < n.

En una secuencia superbién tipada, el orden entre las sustituciones unitarias es irrele-
vante, puesto que las declaraciones de los términos reemplazados aparecen explicitamente
en la teoria. Resulta inmediato que cada secuencia superbién tipada estd también bien
tipada; sin embargo, el resultado inverso no es cierto, por ejemplo {a/z*][a/u®] estd bien
tipada, pero no superbién tipada con respecto a la teoria {a € 5,2° € §'}.

Para demostrar la completitud, examinamos la parte estdndar y la tipada del proceso de
unificacién. Para la primera, supondremos que el algoritmo 4 de unificacidn sintdctica es
completo, es decir, falla siempre que el conjunto de ecuaciones dado no es sintacticamente
unificable, o calcula un conjunto de ecuaciones resuelto, en caso contrario. Para la parte
tipada, probaremos los Lemas 4.7.10 y 4.7.11. Antes presentamos el siguiente lema técnico
que establece que la extraccidn y el movimiento de una componente unitaria a través de una
secuencia, desde su lugar de origen hacia la izquierda, preserva la superbuena tipificacién
¥ el comportamiento de la secuencia resultante.

Lema 4.7.9 Sea 01...0, una secuencia tal que o, = {t;/z"], para todo 1 <i < n. Pare
un indice fijo m € {1,...,n} definimos o] = (t;(tm/zir] /2], para todo 1 <1 <m—1. §i
a1 ...0n estd superbién tipada con respecte a una teoria L entonces:

1. 6] ... 0 \Fms1...0n €sid superbién tipada con respecto a Lom.

4 ! ! _—
2. OmOy ... Oy 1Om+1-.-0n =01...0n.

Demostracién. (1) Resulta inmediato que las variables son diferentes dos a des. Como
var{tiltm/zyr]) € var(ti} Uvar(ty,), entonces t;{t, /257 ] no contiene ninguna, variable pre-
viamente instanciada en la secuencia, para todo 1 < i < m—1; param+1 <1 < n, también

"Las secuencias de sustituciones unitarias se comparan a través de las respectivas sustituciones resul-
tantes de la composicién de sus componentes unitarias.
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s cierto de manera trivial. En estas condiciones, la secuencia o} ...a), | dyiy...0q €8
iriangular.

Por la superbuena tipificacidn de o, ..., tenemos (#; € s,) € L, para todo 1 < { <
m= 1, por lo que (¢t /on’"] € i) € Loy, Param+1 <1 < n, lasuperbuena tipificacion
se consigue por triangularidad.

(2) Inmediato por la definicién de ¢} ... a7, _,. [ |

Los dos lemas siguientes demuestran la completitud del easo tipado. Si un conjunto de
ecuaciones es unificable via una secuencia superbién tipada entonces podemos dar un C-
paso tipado sin fallo, mediante la extraccion de una componente unitaria de la secuencia
tal como se explica en el lema anterior. Obsérvese que este paso puede darse porque,
en una secitencia superbién tipada, la declaracién de cada término reemplazado aparece
explicitamente en la teoria, independientemente del lugar donde aparezca en la secuencia.
Por ¢l contrario, si pedemos aplicar un C-paso tipado con fallo, entonces el conjunto de
ecuaciones no es unificable mediante ninguna secuencia superbién tipada.

Lema 4.7.10 (Completitud tipada) Sean I' y £ un conjunte de ecuaciones no vacio
en forma resuelta y una teoria, respectivamente. Sea T = Ty ... T, una secuencia superbién
tipada con respecto a L que unifica T'. Entonces existe un conjunto de ecuaciones [' y una
sustitucidn unitarie o tal que (U, 8) e (I, 0). Ademds existe otra secuencia 6 ... 6y que
estd superbién tipada con respecto a Lo y que unifica T,

Demostracién. Sea z° ~ ' € ' y distingamos casos dependiendo de la forma de ¢

(1) t' = f(...}. Puesto que 7 estd superbién tipada con respecto a £ y unifica [, existe
I1<i<ntal que ; = [t/z°], (t € s) € L y z° ¢ var(t). Por tanto podemos aplicar
LW obteniendo M = (P\{z® = t'}} U {¢t ~ t'} y o = [t/z°]. Construimos la nueva
secuencia A ... 0y extrayendo 7; de 7, como se indica en el Lema 4.7.9. Este lema
asegura que la secuencia asf obtenida estd superbién tipada con respecto a L[t/z*]
y verifica que [t/2°]0; ...8; y v se comportan igual, por lo que 8; ... 8; unifica T

(ii) # = 4. Puesto que 7 unifica T, si existe 1 < i < n tal que 7; = [t/y®], entonces (t €
$') € Ley® ¢ var(t), por la superbuena tipificacién de 7; por tanto podemos aplicar
RW obteniendo I' = (Tt/y Nz’ =¥ DU {e* ~t} yo = t/4*']. Construimes la
nueva secuencia ... 68 extrayendo 7; de 7, como en el Lemma 4.7.9, y razonamos
como en el caso anterior. Si existe 1 <1 < n tal que 7, = [t/2°], se razona como en
el caso anterior, aplicando LW. #

Lema 4.7.11 (Fallo Tipado) Sean I' y £ un conjunio de ecuaciones resuelto y una
teoria, respectivamente. St (T, ®) t¢ Fallo después de un C-paso tipade entonces no eriste
ninguna secuencia bien tipada, y por tanto ninguna superbién tipada, con respecto a L que
unifique T

Demostracién. Supongamos que © = 7] ... T, €5 una secuencia bien tipada con respecto
a £ que unifica T'. Distinguimos los dos casos posibles:
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(i)

Hemos aplicado la regla FWF a 2% ~ f(t;...t,) € I'. Puesto que r unifica [, existe
1 <i < ntal que i = [t/z°]. Como la secuencia estd bien tipada, existe ¢’ tal que
t'r...mioy =ty (' € s) € L Por triangularidad de 7, ° & var(t) y entonces,
r® & var(t’). En estas condiciones obtenemos contradiccién ya que LW puede ser
aplicada.

Hemos aplicado la regla VWF a 2° ~ ¢* & I'. Puesto que 7 unifica T, si existe
1 <4 < ntal que 7; = [t/z°], entonces podemos comprobar que LW puede aplicarse,
como en el caso anterior; si no es asi, podemos aplicar EW de forma similar. ®

Teorema 4.7.12 (Completitud) Sean I' y £ un conjunto de ecuaciones y una teoria,
respectivamente. Sea oy ... o, una secuencia superbién tipada con respecto a £ que unifica
I'. Entonces existe un C-unificador de I' con respecto a L.

Demostracién. Supongamos que cada hoja del correspondiente C-arbol de derivacién es
un nodo de Fallo, entonces T # . Sea h una haoja cualquiera. Iterando el Lema 4.7.10,
existe un nodo interno {I'', 7| . .. 7} ¥ una secuencia superbién tipada ¢ ... §; con respecto
a L7y ... Tm, que unifica I, Ademas este nodo es padre de A por lo que se cumple uno de
los sigulentes casos:

{)

(ii)

Un C-paso estandar produce Fallo en (IV, 7 ... 7). Esto es imposible porque 8y ...,
unifica I,

Un C-paso tipado produce Fallo en (I'V, 7 ... 7). Por el Lema 4.7.11, no existe una
secuencia bien tipada con respecto a L7 ... 7, que unifique IV, lo que se contradice
con el hecho de que 8, ... esta superbién tipada (y, por tanto, bien tipada). =

Usando los resultados de correccidén y completitud, podemos resolver cualquier IV/RT-
problema dado, sin més que examinar su C-arbol de derivacién asociado.

Corolario 4.7.13 El URT-problema es decidible.

Demostracién. Dado un URT-problema y su C-arbol de derivacién asociado:

(i)

(i)

respondemos s? siempre que exista una hoja con éxito. Esta respuesta es correcta
por el Teorema 4.7.7,

respondemos no siempre que toda rama acabe en un nodo de Fallo. En este caso
no existe una secuencia superbién tipada con respecto a la teoria, por el Tecrema
4.7.12. Aunque las nociones de superbuena y buena tipificacién no son iguales, esta
respuesta es correcta puesto que su mutua existencia es equivalente, como pasamos
a demostrar en la siguiente subseccién. N
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4.7.3 Buena tipificacién frente a superbuena tipificacién con respecto a
teorias

Vamos a mostrar c6mo obtener secuencias superbién tipadas con respecto a una teoria a
partir de otra bien tipada con respecto a la misma teoria. Presentamos las principales
ideas sobre el siguiente ejemplo.

Consideremos la teorfa £ = {y* € ", u*" € s,a € s'}. Lasecuencia + = [a/y* [[u* /]
[a/u*"] no estd superbién tipada con respecto a £, puesto que (a € s”) € L, pero si estd
bien tipada, ya que dicha declaracion pertencee a Lla/y® |[u®” /z°].

Para recuperar la superbuena tipificacion’ cambiamos [a/u*") por [y¥ /u'] y. para
conservar la triangularidad, reorganizamos el conjunto de sustituciones unitarias en una
nueva secuencia; por ejemplo, [uf” /2%]jy* /u¥ Vla/y*] esta ahora superbién tipada con
respecto a L.

Brevemente, la idea de restaurar la superbuena tipificacion, incluyendo triangularidad,
puede explicarse como sigue. Dada una secuencia 7 = 7...7,, donde 7; = [t,/z}'], para
todo 1 <i < n:

1. Buscamos el primer 7; que destruya la superbuena tipificacion de la secuencia.

2. Buscamos la declaracién (¢} € s;) € £ tal que t;71...7,_) = t;. Esta declaracion
debe existir por la buena tipificacién de 7 con respecto a L£; ademds z; € var(t).

3. Cambiamos 7; por 7, = [¢t;/z]*]. La nueva secuencia puede ya no ser triangular, por
lo que reordenamos sus componentes como sigue:

e Movemos 7] desde su lugar hacia el comienzo de la secuencia, hasta que no
exista j < ¢ tal que z; € var(t]); entonces ¢ no contendrd ninguna variable

. . . . . ! "
previamente instanciada por la secuencia. En el ejemplo, pondremos (y* /u® |

. . t
a la izquierda de {a/y® |.

e Después del anterior movimiento, las sustituciones unitarias 7;, j < 4, tales que
z; € var(t;), pueden aparecer ahora a la derecha de /. Entonces, movemos
estas 7; desde su lugar hacia el comienzo de la secuencia, hasta que x; & var(t;);
de esta forma z; no aparecerd en ningun término posteriormente sustituido en

Ja secuencia. En el ejemplo pondriamos [u®" /2°] a la izquierda de y® fus].

4, Volvemos a 1.

En el ejemplo, después de hacer este proceso, obtenemos la secuencia [ws /2®] [y fu®"]
[a/y*]. Como vemos, la condicién de superbuena tipificacién (Paso 2) se alcanza facilmente,
mientras que la de triangularidad puede perderse y debe ser recuperada reorganizando la
secuencia (Paso 3). En esta subseccién vamos a demostrar que esta reorganizacion siempre
es posible.

Dada una secuencia de sustituciones unitarias 7 = 71 ...7,, donde 7 = [t;/x]’], para
todo 1 < i < n, consideremos las dos propiedades siguientes:

1.as secuencias superbién tipadas son triangulares, por definicién. Sin embargo, en esta subseccidn, a
veces estudiamos separadamente la condicién de superbuena tipificacion y la de triangularidad.
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(1) z; € var(t;), paracada L <i < n
(i) @; # xj, paracada l <t < j<n

{i) y (i) son condiciones requeridas por el concepto de triangularidad. Como niuestra el
ejemplo anterior, cuando tratamos con secuencias bien tipadas (y por tanto triangulares),
estas dos propiedades {z) y (4é] son preservadas a lo largo del anterior proceso. Por ello,
durante la comprobacién de triangularidad, no las mencionaremos.

Definicién 4.7.14 Dada la secuencia 7 = 71 ... 7, donde 7; = [t; /2], pora todo 1 <1 <
n, el grafo dirigido G asociado a 7 estd compuesto por:

1. El conjunto de vértices V = {1,...,n}3

2. El conjunto de aristas E = {{i,j)/z; € var(t;)}.

En el ejemplo, para 7 = [a/y* |[u® /z°][a/u’"] tenemos G- = ({1, 2,3}, {{2,3)}).

El conjunto de aristas E del grafo G, representa la relacién de precedencia entre las
variables sustituidas por 7. En particular, si 7 satisface la propiedad (i) entonces G, no
tiene auto-ciclos.

Lema 4.7.15 5i 7 es una secuencia triangular entonces el grafo G, es aciclico.

Demostracién. Supongamos que (i1,%2) ... {In—1,%n){In,%1) €8 un ciclo de G;. Entonces:

(ik,16) € B = 2y, € var(ty,) => ix < i (por triangularidad de 7)
por lo que tendriamos ¢y < ip < ... < i, < 1) (contradiccién). =

El movimiento de una sustitucidn unitaria a través de una secuencia, necesario para
restaurar la triangularidad (anterior Paso 3), puede verse como una recrdenacién de las
componentes unitarias, que corresponde a un camino especifico en el grafo asociado a la
secuencia.

Lema 4.7.16 Dada una secuencia que sotisface las propiedades (i) y (11), si su grafo aso-
ciado es aciclico entonces cada recorrido topoldgico de sus vértices denota una secuencia
triangular. Ademds, todas estas secuencias se comportan igual (como una dnica susti-
fucion).

Demostracién. Sea (i; ...4,) un recorrido topolégico de G, y 7" = 7, ... 7, , la secuencia
que representa. Es inmediate que 7' satisface las propiedades (1) y (it) asi que la trian-
gularidad de 7' sélo depende de que z;, & var(t;,, ), si k < k. Veamos que esto es cierto:
dados 1 < k < k' < n, siz;, € var(ty,) entonces (iy,ix) € E por tanto k' < k, puesto que
el recorrido es topoldgico {contradiccidn).

Sea (J1 . .- jn) algin otro recorrido topoldgico de G y 77 = 7, ... 7;,, la secuencia que
representa. Entonces comprobamos que 7'(x;) = 77(z;), para tode 1 < ¢ < n, comenzando

$Para todo 1 € i < n, el i-ésimo vértice representa la sustitucidn unitaria 7.
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por z;,. Supongamos que iy = jn, entonces v'{x;,) = {1y, ... 7, )z,.) (por triangularidad)

= T (7;, ), puesto que wvar{t; ) N {xy, ...,z = 6. ya que el recorrido (j, . Jn) e

o T — ; -
topolégico. Por tanto 7'(x;,) = 7, {x;,) = 7,{z;,) = 7"(x;,). Ahora podemos repetir
el mismo razonamiento con las secuencias 7, ... 7 ¥ Ti ... Tip  Tico, -+ Tins PUCSEO ((UE

también son triangulares y corresponden a recorridos topoldgicos sobre el grafo que resulta
de eliminar el vértice j, de G. [ |

Corolario 4.7.17 Si v es una secuencia triangular entonces cada recorride topoldgico de
G, represente una secuencig tgual o 7.

Demostracion. Por el Lema 4.7.13, GG, es aciclico. Por el Lema 4.7.16, cada recorrido
topoldgico, en particular 7, representa la misma sustitucién. m

Aplicando estos resultados a 7 = [a/y*|[u® /2%][a/u*"], tenemos que las secuencias
(W fzlafy* a/us ]y [ /2%)a/u®" [a/y"], correspondientes a los recorridos topolégicos
(213) y (231) de G, respectivamente, son triangulares e iguales a 7.

Teorema 4.7.18 Sea 7 una secuencia bien tipada con respecto a L, entonces existe una
secuencia 7 superbién tipada con respecto a L tal que " se comporta como 7.

Demostracién. Supongamos que T = 7y ... T, y usemos induccién sobre n:

n = 1. Entonces 7 esta también superbién tipada con respecto a L.

n—n+ 1. Sea 1 =7 ... 7[t/x°]. Entonces 7| ... 7, estd bien tipada con respecto a L,
por lo que, usando hipétesis de induccidn, existe una secuencia 7{... 7], superbién
tipada con respecto a L que se comporta como 7 ... 7.

Puesto que 7 est4d bien tipada, existe un término #' tal que (¢’ € 5) € Ly t =
t'ry ... 7q = t'7] ... 7}, (por hipdtesis de induccién). Consideremos la secuencia 7/ =
1 ... To[t'/2®]). Obsérvese que esta secuencia puede no ser triapgular, pero su grafo
(. es aciclico. En efecto, el grafo G asociado a 7y ... 7, es aciclico, por el Lema
4.7.15, por lo que si G~ no es aciclico, entonces el vértice v correspondiente a la
sustitucidn unitaria [t'/2®] produce un ciclo en G. Sin pérdida de generalidad,
representemos el ciclo como (v, 41} ... (g1, ) {0, v), t; € {1,...,n}, 1 £ 7 <k
Entonces, por definicién del conjunto de aristas, tenemos z° & var(t'ri’l ...ri’k), %
entonces z° € var(t'r] ... 1)}, puesto que =¥ & {z,,...,zn}, por lo que z° € var(f),
en contra de la triangularidad de 7. En consecuencia G es aciclico.

Finalizamos usando el Lema 4.7.16. Sea 7" = ], ... 7] , un recorrido topoldgico

n+l
cualquiera de G, entonces se cumple:

(a) 7" satisface las propiedades (i) y (#2):
(i) z; & var(tl), para todo 1 < i < », por triangularidad de =1 ...7; =° &
var(t'), si no z* € var(t), en contra de la triangularidad de 7
(1) x1,...,Tn,x° son diferentes dos a dos, por la triangulardidad de 7
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(b) 7" es triangular, por el Lema 4.7.16

(¢} 7" estd superbién tipada con respecto a £, por la definicion de ¢’ y la superbuena
tipificacidn de 7{ ... 7, con respecto a £

(d) 7" = 7. En efecto, sea y € {z1,..., 2., 2°} entonces:
(rf,-oomi )
= (7], ...T{J 1[15"/:1, B 1“ ...T{n“)(y)
= (T T T e

(por deﬁnmon y trlangularldad de 7")

=((r] - ) WDt -7 /2]
(por el Corolario 4.7.17 aplicado a 7 ... 7,,, utilizando que esta secuencia es

triangulary 7} ...7j_ 7 ...7, , esun recorrido topolégico de G}

-1+t Intl
= ((r1... ) (y)){t/=*]
(por hipétesis de induccién y definicién de t')

=7(y) *

Teorema 4.7.19 Existe una secuencia superbieén tipada con respecto a £ que unifica I' i
y sélo s1 eriste una secuencia bien tipada con respecto o L que unifica . =

4.8 Unificacion rigida tipada simultdnea

Mientras no se diga lo contrario, 7 es un tableau finito con variables libres y ramas
Bi,...,Bn.

La unificacién rigida tipada puede ser introducida en un sistema de tableaux de dos
formas diferentes. En una primera aproximacién, podemos usar el calculo C para cerrar
una linica rama; esta aproximacién, que se sigue en [MGL 98], pero usando una variante
del calculo C no terminante, presenta una clara desventaja. El problema consiste en que la
buena tipificacién con respecto a una rama no equivale a la buena tipificacién con respecto
a todo el tableau, ya que las variables libres pueden aparecer distribuidas por diferentes
ramas. De hecho, no todos los unificadores locales bien tipados (con respecto a la teoria
incluida en la rama que cerramos) estdn bien tipados con respecto al tableau entero, por
lo que necesitamos un test adicional para comprobar que el C-unificador local obtenido es
aplicable en {est4 bien tipado con respecto a) 7. Obsérvese que este test tiene éxito o falla
una vez que el C-unificador local ha sido totalmente construido.

Fn una segunda aproximacion, podemos tratar de cerrar todo el tableau en un dnico
paso, buscando un unificador simnultaneo bien tipado. En estas condiciones, tratamos
de unificar un conjunto de ecuaciones I' compuesto por pares de literales potencialmente
complementarios que aparecen en las ramas de 7. Un calculo simultaneo evita la desven-
taja del cdlculo local puesto que considera todas la ramas a la vez, por lo que incorpora
implicitamente el anterior test adicional cada vez que extendemos la secuencia.
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En este sentido, un cdlculo simultineo poda el espacio de bisqueda mas que un cdlculo
local, ya que no prolonga secuencias erréneas que no van a llegar a estar bien tipadas con
respecto a todo el tablean.

Dicho esto parece 16gico estudiar los problemas de Unificacion Rigida Tipada Si-
multanea {abreviadamente URTS):

Dado un tableaw con variables lbres T y un conjunto finito de ecuaciones I', jexiste una
secuencia bien tipada con respecto a T que unifigue I'7

Para resolver los URTS -problemas definimos el calculo D. Se trata de una extension
natural de C, que se ocupa de todas las ramas de T cada vez que anadimos una nueva
sustitucion unitaria a la secuencia. Come para C, ademsdis de las seis reglas estindar para
unificacion sintictica, D cuenta con otras cuatro,

Las reglas tipadas de D

28~ T gl...0p
t=t', T oy opft/af]

sio® ¢ var(t) y (z° € var(B;0y1..00) = (t € 8) € B;oy...0,), paratodo 1 € 7 < m.
j i

(LW} Instanciacién por la izquierda

ys*:xs,l‘ oL...0n
y¥ ~t, Dt/z%] or...o.0t/2%)
si 7 ¢ var{t) y (z° € var{B;oy...0,) = (t € 5) € Bjo;...0,), para todo 1 < j <m.

{RW) Instanciacion por la derecha

25 flty,nta), I op...0p
Follo

si no existe un término £ tal que z° ¢ var(t) y (z* € var(Bjo,..on) = {t € 5) €
Bioy..on), paratodo 1 < j < m.

{FWF) Fallo de instanciacién funcional

!
Yot T oy ... Ty
Fallo

si no existe un término ¢ que satisfaga alguna de las signientes condiciones:

(VWF) Fallo de instanciacién de vartables

o ° ¢ var(t) y (z° € var(B;o1...0,) = (t € 5) € Bjoi...0), para todo 1 € j <
m.

e v ¢var(t) y (y¥ € var(Bjo1...0,) = (t € 8’} € B;0q...0,), para todo 1 < j <
m.

Usamos el calculo D de igual modo que C, es decir, alternando pasos estandar y pasos
tipados hasta que el conjunto de ecuaciones a unificar esté vacio.

Definicién 4.8.1 Sea [ un conjunto de ecuaciones, ¢ = 0103...0n una secuencia de
sustituciones unitarias y T un tableau con variables libres. Un D-paso estdndar consiste
en lo aplicacidn del algoritmo A sobre el par (T',0) hasta obtener Fullo o alcanzar un
conjunto de ecuaciones resuelto I'. Un D-paso tipado consiste en la aplicacton de una
regla tipada sobre el par (T,o), utilizando T. Un D-paso es un D-paso estindar o un
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D-paso tipado. Escribimos ([, ...0,) bp (Mo .. .onon) (v € {n,n + L}/ (resp.
(Uyoy...on) bp Fallo) para expresar un D-paso sin fallo (resp. con fallo).

Decimos que el cdlculo D unifica un conjunto de ecuaciones T con respecto a un tableau
T mediante la secuencia de sustituciones unitarias o ... oy, 0 también que o, ... o, €8 un
D-unificador de T con respecto o T, si existe una cadena de D-pasos, alternando D-pasos
estandar y D-pasos tipados, que comienza con {I', 8} y finaliza con (@,01...0,).

4.8.1 Propiedades del calculo D

La nocion de arbol de derivacidon para el cileulo D se define del mismo modo que para C.
Ademas, podemos comprobar que D también es terminante, por lo que podemos construir
un algoritmo que busque el conjunto finito de todos los D-unificadores.

Teorema 4.8.2 (Terminacién) El D-drbol de derivacidn de todo URTS-problema es
Jfinsto.

Demostracién. Similar al Teorema 4.7.6, pero utilizando en cada D-paso la finitud del
tableau en lugar de la finitud de la teoria. =

El céleulo D sélo construye secuencias bien tipadas con respecto al tableau 7, que
unifican el conjunto inicial de ecuaciones I'. Por tanto, siempre que exista un D-unificador,
podemos responder que st al correspondiente URTS-problema.

Teorema 4.8.3 (Correccidén) Sean U, T y o un conjunto de ecuaciones, un tableau
fintto con variables libres y une secuencia de sustituciones unitarias, respectivamente.
Si o es un D-unificador de ' con respecto a T entonces:

1. o estd bien tipada con respecto a T.
2. o untfica T.

Demostracién. Similar al Teorema 4.7.7, utilizando el tableau 7 en lugar de la teoria.
n

Como en la seccién previa, s6lo estamos interesados en elevar las secuencias que puedan
ser inferidas a partir de un tableau basico cerrado. Con este fin, extendemos la nacidn de
tipificacidén superbuena al caso de los tableaux.

Definicidn 4.8.4 Una secuencie triangular de sustituciones [t1/z']. .. [tn/x8"] estd su-
perbién tipada con respecto a un tableau con variables libres T, si x}' € var(B) = (t; €
si) € B, para todo 1 <1i < n y toda rama B.

Para comprobar la completitud de D necesitamos resultados similares a los Lemas
4.7.9, 4.7.10 y 4.7.11, pero para tableaux.

Lema 4.8.5 Sea 01...0, una secuencia tal que o; = [t;/z}], para todo 1 < i < n. Para
un indice fijom € {1,...,n} definimos o, = [t;[tm /2] /T, para todo 1 <i <m—1. i
ay...on estd superbién tipada con respecto a un tableau con wvariables libres T entonces:
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! ! - ' . .
Loy ol _\Omit ... 0y esta superbién lipada con respecto a To,.

I ! I3
2o om0 O Tmil - Oy = T1...0p.

Demostracién. (1) La triangularidad se prueba como en el Lema 4.7.9. Para la super-
buena tipificacion, sea Bo,, una rama de Top, y ' € var(Bo,,}. Distinguimos casos:

e Sii < m-1entonces 27" € var(B) pues, de lo contrario, z;* habria sido introducida
por %, lo cual es imposible por triangularidad. En estas condiciones, (¢; € s;) ¢ B
por superbuena tipificacidn, por lo que (tio, € 5;) € Boy,.

» Sit > m+1 entonces z;* € var(B) pues, de lo contrario, ;" habria sido introducida
por tm, pero entonces xir € var{B) y var(t,) € wver{B), lo cual es imposible
por la hipétesis de superbuena tipificacién. Por tanto, (¢, € s;) € B y, entonces,
{tiom € 8;) € Bom, que es como decir (t; € s;) € Boy,, por triangularidad.

(2) Inmediato por la definiciénde o} ...a},_|. =

Lema 4.8.6 (Completitud tipada) Sean T y T un conjunto de ecuaciones no vacio en
forma resuelta y un tableau con wariables libres, respectivamente. Sea T = 7,...7, una
secuencie superbién tipada con respecto o T que unifica T. Entonces existe un conjunto
de ecuaciones I y una sustitucion unitaria o tal que (T, 8) Fp (I, 0). Ademds eriste otra
secuencia 81 . .. 0 superbién tipada con respecto a To que unifica T7.

Demostracién. Como en el Lema 4.7.10, dada 2 ~ ' € T distinguimos dos casos:

(i) ¢/ = f(...). Puesto que 7 estd superbién tipada con respecto a T y unifica ', existe
I < ¢ < ntal que o = [t/2°], 2° ¢ var(t) y (t € s} € B, para cada rama B3
donde z* aparece libre. Aplicando LW obtenemos I = (I\{z* ~ ‘DU {t =t} ¥
g = [t/z°]. Extrayendo 7; de 7, como en el Lema 4.8.5, obtenemos una secuencia
6 ...0; superbién tipada con respecto a T[t/z®] que verifica que [t/z%]th ... 0, y 7
se comportan igual, por lo que 8 ... 8, unifica [V

(ii) ¢/ = y*. Puesto que 7 unifica I', si existe 1 < i < n tal que 7, = [t/y°] entonces
v ¢ var(t) y (t € §') € B, para cada rama B donde y* aparece libre. Aplicando
RW obtenemos I' = (I[t/y" |\{z* ~ y" U {z® =t} y 0 = [t/y*]. Extrayendo
1; de 7, como en el Lema 4.8.5, procedemos como en el caso anterior. Si existiera
1 <4< ntal que 7, = [t/z?], aplicariamos LW como en (i). ®m

Lema 4.8.7 (Fallo tipado) Sean ' y T un conjunto de ecuaciones resuelto y un tableau
con wvariables libres, respectivamente. 5i {I',0} Fp Fallo después de un D-paso tipado
entonces no existe una secuencia superbién tipada con respecto a T que unifique T

Demostracién. Sea T una secuencia 7)...7, superbién tipada con respecto a T que
unifica ['. Distinguimos casos de acuerdo con la regla que ha producido el fallo:
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(i) Hemos aplicado la regla FWF a 2 ~ f(¢;...t;) € ['. Puesto que 7 unifica ', existe
1 <i < ntal que 7; = [t/z*]. Por la superbuena tipificacién de 7, (¢ € s) € B, para
cada rama B donde z° aparece libre, y x* ¢ wvar(t), por triangularidad: entonces
obtenemos contradiccidn ya que podemos aplicar LW.

{ii) Hemos aplicado la regla VWF a x° =~ ysf € I'. Puesto que 7 unifica [, si existe
1 <4 < n tal que 7; = [¢/ir®] entonces puede aplicarse LW, razonando como en el
caso anterior; si no fuera asi, aplicariamos RW. &

A continuacidn establecemos el teorema de completitud para el cdlculo D.

Teorema 4.8.8 (Completitud) SeanT' y T un conjunto de ecuaciones y un tableau con
variables ibres, respectivamente. Sea ¢, ...0, una secuencio superbién tipada con respecto
a T que unifica U'. Entonces eziste un D-unificador de T' con respecto o T.

Demostracién. Si cada hoja del correspondiente D-arbol de derivacién es un nodo de
Fallo entonces I’ # §. Sea h una hoja cualquiera. Iterando el Lema 4.8.6, existe un nodo
interno (I, 7 ... 7y) y una secuencia superbién tipada 8, ...6; con respecto a Ty ...7m
que unifica Y. Ademds este nodo es padre de A, por lo tanto se cumple alguno de los
siguientes casos: ‘

(i) Un D-paso estandar produce Fallo: imposible puesto que #; ... 8 unifica [

(ii) Un D-paso tipado produce Fallo: por el Lema 4.8.7, no existe ninguna secuencia
superbién tipada con respecto a T, ... T, que unifique I, en contradiccién con la
existencia de 67...8;. [ ]

Obsérvese que no podemos resolver un URTS-problema examinando su D-arbol de
derivacién asociado (en consonancia con el Corolario 4.7.13), va que no se verifica un
resultado similar al Teorema 4.7.19 para el caso simultaneo. Il siguiente ejemplo muestra
este hecho.

Ejemplo 4.8.9 Sea T el sketch de tableau con variables libres que aparece en la Figura
4.7

La secuencia 7 = [a/2* {[a/z*] estd bien tipada con respecto a T y unifica T = {a =~ z°},
por lo que [a/z* Jja/z°] es una solucidn del URTS-problema relacionado y T puede cerrarse.
Sin embargo, no corresponde a ningin tableau bdsico cerrado; de hecho, no existe ninguna
secuencia superbién tipada con respecto a T que unifique I', nt un D-unificador de I' con
respecto o T. Esto se debe a que z° debe instanciarse por la constante a en la primera
rama, mientras que tiene que hacerlo por z*° en la segunda.

El anterior ejemplo tiene dos consecuencias. Por una parte, el cdiculo 77 no resuelve
completamente el URTS-problema, aunque la completitud del sistema de tableaux no se
ve afectada. Por otra parte, la decidibilidad del /RTS-problema queda como problema
abierto.
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- Pla)
Vrs((a€sAPa®)) Vv (V25 (z° €s)Ades AP )

acs a& s
l |
Pz P(z*)
|
¥z 2¥ €5
|
2% €3

Figura 4.7: El sketch de tableau 7.

4.9 Tableaux con variables libres con unificaciéon rigida tipada
simultanea

A continuacién integramos el calculo D dentro de los tableaux con variables libres. Sea
§2 el sistema de tableaux compuesto por las reglas a, 3,7, 8" y la nueva regla de cierre:

Definicién 4.9.1 (Regla de cierre URTS) Un tableau con variables libres T y ramas
By, ..., By, estd cerrado si existe un conjunto de ecuaciones U = {Ly ~ L},..., Ly = L], },
donde L, >~ L se obtiene a partir de un par de literales potencialmente complementarios
que aparecen en B;, y un D-unificador de I con respecto o T.

Usamos el sistermma §2 para construir tableaux cerrados como sigue:

1. Se expande de forma indeterminista el tableau, usando las reglas a, 3,7, 8"

2. Se define un multiconjunto de ecuaciones I, seleccionando un par de literales poten-
cialmente complementarios de cada rama del tableau actual. Se construye el D-arbol
finito de derivacién para I’ con respecto al tableau actual. Si existe un D-unificador
entonces el tableau estd cerrado, usando la regla de cierre URTS; si no, se intenta
con otro multiconjunto de ecuaciones, o se vuelve a 1.

Obsérvese que €l tnico paso que tiene en cuenta los géneros (paso 2) siempre finaliza
-puede verse como un procedimiento de decision. Por esta razdn, hemos separado la
complejidad de los géneros de la indecidibilidad de la légica de primer orden.

Teorema 4.9.2 (Correccién de §2) Dado un conjunto de Y-sentencias , st ® tiene
un tableau con variobles libres cerrado entonces ® es insatisfactible en estructuras con
gENEros no vacios.
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5:Vzf{x® e )
| ~ah
6.z2° €5
| yad
728 s 3 Yy (P25, y%))

/\ Ja’7

8:-z2%¢ s 9 Vy (P(2°,4°})
| v ad

10: f(y*) €s
| vad

11: P{z% u®)

Figura 4.8: El tableau con variables libres T

Demostraciéon. S2 es correcto porque es un caso particular de §1. En efecto, por el
Teorema 4.8.3, siempre que apliquemos la regla de cierre URT'S en un tableau 7, estamos
usando una secuencia bien tipada con respecto a 7 y, por tanto, un caso particular de la
regla sub de S1., n

Teorema 4.9.3 (Completitud de S82) Dado un conjunto de Y-sentencias ©, si & es
tnsatisfactible entonces @ tiene un tableau con variables [ibres cerrado.

Demostraciéon. Puesto que © no es satisfactible, existe un tableau bésico cerrado 7y para
®. Podemos construir sistematicamente un tableau con variables libres 7 y una secuencia
o1 ... 0y superbién tipada con respecto a T tal que Toy ...0n = Ty, como sigue: cada vez
que aplicamos una vy-expansion en Ty, anadimos la correspondiente instancia como una
sustitucion unitaria al comienzo de la secuencia actual; esta secuencia estard superbién
tipada, por construccidén, Ademas, existe un multiconjunte de ecuaciones I', compuesto
por pares de literales potencialmente complementarios que aparecen en las ramas de 7T,
tal que o) ... 0, unifica I'. Por el Teorema 4.8.8, existe un D-unificador de I con respecto
a T y, por tanto, podemos cerrar 7 aplicando la regla de cierre URTS. ®

Ejemplo 4.9.4 Usamos el sistema §2 para resolver el problema del Ejemplo 4.3.2. Prime-
ro aplicamos las reglas v y B para construir el tableau con variables libres T de la Figura
4.8.

En sequndo lugar usamos el cdlculo D para unificar el conjunto de ecuaciones I' =
12° = 2%, 2% ~a,u® >~ f(a)} con respecto a T. Obsérvese que debe ezistir un D-unificador,
puesto que [ es unificado por lo secuencia superbién tipade (f(y*)/u®lla/y®|(a/z%|[a/z?]
festa es lo secuencie gue relaciona T con el tableau bdsico del Ejemplo 4.5.7 tal como se
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{2° ~ ¥ 2% ~a,u’ > fla))

LW {r® ~a. 2" =a, v’ >~ fla)} (/%)

{a>a.z" ~au = fla)}

{2° ~a,u® > fla)}

LW ra/z
T=a = rar CEalUey
. Aw = fla)} .
LW a/z e/ Fly®) fus
e (/x5 £ )
W i;’;‘;} la/ala/ =7 (v*) /el y°]
B

Figura 4.9: Cémputo de un D-unificador.

explica en la demostracion del Teorema 4.3.3). Fn la Figura 4.9 presentamos el computo
de un D-unificador de T’ con respecto a T.

Comparemos el cdlculo simultdneo D con respecto o una aprozimacidn local (consilten-
se los comentarios hechos al comienzo de la seccion anferior) que consiste en o} aplicar el
caleulo local C a cada rama, independientemente, y b) realizar un test para comprobar si
el C-unificador obtenido estd bién tipado con respecto o todo el tableau T. Esto nos lleva
o resolver dos problemas:

1. {2° =2 &£*} con respecto a la teoria {a € 5,2° € 5'}.

2. {2° ~a,u® ~ f(a)} con respecto o la teoria {a € s,2° € &, f(y*) € s}.

En el segundo problema, podemos aplicar la C-regla LW, utilizando la declaracion
fly’) € s, y obtener lo sustitucion unifariea o = [f(y°)/z°). Sin embargo, cualguier se-
cuencia que prolongue o no estard hién tipada con respecto a T (jel test fallard, pero sdlo
cuando el C-unificador local haya sido construido totalmente!) y, por eso, la exploracion
del C-subdrbol de derivacion que extiende este prefijo resulta initil. En este sentido, el
cdiculo D es mds eficiente, ya que impide la prolongacidn de secuencias erroneas que no
van a estar bién tipadas con respecto a todo el tableau.

4.10 Conclusiones y trabajos relacionados

Hemes presentado la logica con declaraciones de términos LDT. Esta es una légica hete-
rogénea que extiende la ldgica de primer orden mediante la introduccién de un nuevo
constructor de fdrmulas ¢ € s, que permite la declaracién dindmica del término ¢ como
elemento de género s. Las ldgicas con declaraciones de términos ya aparecen en [Fris 91],
[Weid 91] y [Weid 95]. Alli, las variables pueden restringirse a otros géneros no unitarios;
por ejemplo, 27" denota un individuo del género correspondiente a la interseccién s s'.
En LDT, esta forma de tipificacién de variables puede expresarse incluyendo la declaracién
x® € 5' donde se requiera.
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Aparte de los articulos [GLMN 97], [MGL 98], (MG 99], [MGL 00], solo [Weid 93]
usa métodos de deduccidén basados en tableaux. [Fris 91] y {Weid 91] presentan métodos
basados en resolucién, el primero en un marco m4s general. En estos tltimos, las variables
tipadas se comportan de forma universal en el proceso de unificacién usado, en contraste
con la aproximacion rigida necesaria para los tableaux.

A la hora de disenar sistemas de tableaux con variables libres para LDT, la primera
cuestion a resolver es cémo definir las sustituciones bien tipadas. Este concepto es la clave
para permitir una integracién adecuada de cualquier calculo de unificacién tipada en un
sistema de tableaux. En [MGL 00] demostramos que otros posibles intentos de definir
la regla de substitutividad (por ejemplo, el que aparece en [Weid 95]) son erréneos. En
este sentido, los resultados de decidibilidad sobre unificacidon rigida sipada presentados
en [Weid 95] son inservibles para los tableaux, ya que su cdlculo es correcto y completo
con respecto a una definicidn no correcta de buena tipificacién; es decir, la aplicacién de
los unificadores que su cdlculo obtiene puede producir deducciones incorrectas. En estas
condiciones, es ahora cuando conocemos resultados vdlidos sobre la decidibilidad de la
unificacién tipada para tableaux con declaraciones de términos.

Los resultados que aqui aparecen son el fruto de una linea de investigacion sobre la
construccion de métodos de tableaux para LDT que se ha desarrollado como sigue:

1. En [GLMN 97] presentamos un método de tableaux bdsico para una extensién de
LDT que consideraba predrdenes (anti)jmondtonos. Ademds, las declaraciones de
{(anti)monotonia se expresaban dindmicamente mediante un constructor de férmulas
nuevo.

2. En [MGL 98] presentamos un cdlculo de unificaciéon local que requeria un test adi-
cional para comprobar la buena tipificacién con respecto a todo el tableau. Ademas
dicho célulo no era terminante, por lo que no podia ser integrado satisfactoriamente
en el sistema de tableaux. Obsérvese que cualquier cdlculo de unificacién no termi-
nante resulta poco ntil dentro del marco de los métodos de tableaux, ya que puede
no acabar nunca cuando intenta resolver un problema no unificable. El cdlculo D
también mejora el presentado en [MGL 98} en otros aspectos, ya menores. Tiene
menos reglas y las condiciones de aplicabilidad son més simples. Debido a la termi-
nacion, la técnica usada para demostrar la completitud de D es diferente y simplifica
considerablemente la demostracién extremadamente técnica del cdlculo presentado
en [MGL 98] -alli usdbamos érdenes bien fundamentados para probar que el proceso
de elevacion terminaba. Ahora establecemos facilmente la completitud, demostrando
que la existencia de soluciones superbién tipadas puede preservarse durante el pro-
ceso de D-unificacidn.

3. [MGL 00] es una extensién de [MGL 98] en la que se presentan los contraejemplos
correspondientes a las otras posibles formas de definir el concepto de sustitucidn
bien tipada. Ademds all{ estudiamos el impacto que la ramas ya cerradas en un
tableau tenian durante el cierre de una rama abierta. Asi, demostramos que el
test adicional solo necesita considerar las ramas que estin abiertas todavia. En
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este sentido, defintmos sistemas de tableaux mds cficientes que los presentados en
IMGL 98].

En [MG 99] definimos el cdlenlo de unificacién simultineo D que aqui aparece. Como
va dijitnos, I incorpora implicitamente el test adicional cada vez que prolongamos
una secuencia. En este sentido, hemos mostrado que el cdlculo D poda de forma mads
eficiente el espacio de bisqueda que una aproximacion local como la de [MGL 98].
Ademds D es terminante, por lo que hemos separado la complejidad de los géneros
de la indecidibilidad de la l6gica de primer orden. En este sentido, D puede usarse
como procedimiento de decisidn, ya que es suficiente explorar un espacio de biisqueda
finito para resolverlo.



Capitulo 5

Preordenes monotonos

En este capitulo, nos olvidamos de los géneros y estudiamos técnicas especializadas en el
manejo de preérdenes mondtonos. Para ello, integramos calculos de unificacion rigida en
los métodos de tableaux con variables libres. El disefio de tales cdlculos de unificacién
procede por etapas. Primero no consideramos monotonfa y definimos un calculo correcto,
completo y terminante, que luego mejoramos utilizando técnicas de reescritura. Después
presentamos un calculo correcto y completo, pero no terminante, que resuelve problemas
de unificacién rigida en predrdenes mondétonos. Este ultimo calculo representa una base
sobre la que aplicar técnicas de reescritura y Hegar a alcanzar la terminacién.

5.1 Introduccidén

El uso de la igualdad parece ser una técnica esencial a la hora de disenar demostradores
automadticos que razonen sobre dominios extraidos del mundo real. Es de sobra conocido
que la incorporacion de la igualdad incrementa considerablemente el poder expresivo de la
légica. No obstante, también sabemos que su integracién implica un crecimiento sustancial
del espacio de bisqueda, por lo que el estudio de métodos eficientes para el manejo de
la igualdad se considera una importante linea de investigacidn en diferentes dreas de las
ciencias de la computacién.

Recientemente algunas investigaciones han sefialado la necesidad de extender el estudio
de la igualdad al de otras relaciones transitivas (no simétricas). Este es el caso, por ejemplo,
de CLP [JM 94], donde la resolucién de restricciones se afiade a la programacién légica. Las
teorias preordenadas también se utilizan en el drea de las dlgebras de procesos [Inv 94] como
una herramienta 1til a la hora de establecer relaciones entre las distintas descripciones del
sistema, y en concreto se han usado para especificaciones parciales [Walk 90] y divergencias
entre modelos [AH 92).

En el campo de la demostracidén automdtica, esta situacién ya ha propiciado el desarro-
llo de demostradores con reglas especificas para la relacién que se estudia. Esta linea se
sigue por ejemplo en [BKS 85) y [Hines 92] y, mas recientemente, en [LA 93], [Levy 94],
[BG 94], [BG 95] y [LA 96] aplicando técnicas de reescritura que evitan el calculo del cierre
transitivo de la teoria. Estas y otras aproximaciones estin basadas en la resolucién como
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mctodo de inferencia. St integramos relaciones transitivas en los tableaux por medio de nn
caleulo de unificacidn (simultdneo}, en lngar de introducir nuevas reglas de inferencia. los
sistemnas de fableaux parecen ser una mejor herramienta que la resolucion por, al menos.
cdos razones: por una parte. podemos construir procedimientos de decisién que separen
la dificultad de las relaciones transitivas, de la lagica de primer orden vy, por otra parte,
las variables libres funcionan rigidamente, por lo que el encadenamiento en posiciones de
variable no es un problema, critico.

Este capitulo estd estructurado en dos partes. En la primera, incorporamos técnicas
de reescritura a predrdenes (relaciones transitivas vy reflexivas) y definimos cdlcules de
unificacién para los tableaux con variables libres. La Seccidn 4 presenta un célculo de
unificacién para predrdenes, que extendemos a una versidén simultdnea, e integramos en
los tableaux, en la Seccién 5. La completitud de ambos sistemnas se basa en un método de
tableaux bdsico que presentamos en la Seccidén 3. Aunque estos cilculos ya son terminantes,
los mejoramos usando técnicas de reescritura en la Seccion 6.

En Ia segunda parte, extendemos los predrdenes a predrdenes mondtonos. Todos los
problemas que se plantean cuando extendemos las relaciones de equivalencia al caso de las
equivalencias congruentes, también aparecen para los predrdenes mondtonos. No obstante,
surge un nuevo problema cuando permitimos el uso de variables no lineales porque, en este
caso, debemos adivinar ciertos contextos. Por ejemplo, f(g(b),z,z) < f(y.y, g(a)) es unifi-
cable con respecto a la teorfa {a < b}, si utilizamos la sustitucién ¢ = [g{a}/z, g(b) /Y],
sin embargo no podemos utilizar unificacion sintdctica, ni encadenamientos en posiciones
de subtérmino, para resolver el problema. En efecto, dejando aparte cualquier orden
de reduccién, las 1inicas posibilidades (instanciando = a a o y a b) no construyen el
contexto apropiado. En una primera aproximacidén, podemos usar los axiomas de re-
flexividad funcional para solucionar el problema de forma ingenua, como hicimos en el
Capitulo 3 mediante la regla Reff; esto es, podemos extender una rama con la formula
flzy,...,zn) C flz1,...,2n), donde f es un simbolo de funcién de aridad n y las vari-
ables z; son nuevas en el tableau. Sin embargo, esta regla es muy ineficiente debide a que
el simbolo de funcidon f debe adivinarse, por lo que necesitamos disenar reglas especiales
para el tratamiento de la monotonia. La Seccién 7 presenta un célculo de unificacion
completo y correcto que evita el uso de los axiomas de reflexividad funcional. Este cdleulo
se extiende a una versidén simultdnea y se integra en los tableaux, en la Seccitn 8.

5.2 Presentacién de la légica LPM

La Légica con Predrdenes Monétonos (LPM en adelante) extiende la légica de primer
orden mediante el constructor de férmulas . Una inecuecidn es una férmula atémica
s C t, donde s,¢t € T(%, X). Bl conjunto F(X, X) de X-férmulas de LPM se construye a
partir de inecuaciones, utilizando —, A y 3 como en LPQ. Llamamos desinecuacién a la
negacién de una inecuacién y la representamos por s £ ¢. Para centrarnos en el estudio
de los predrdenes {monétonos), T es el unico simbolo de predicado disponible en las
signaturas de LPM. En logica de primer orden con igualdad =, los simbolos de predicado
P pueden representarse introduciendo un género bool, una coustante true de género bool,
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y reemplazando P() por true =~ P(£) (para mas detalles, véase por ejemplo [BGLS 95]).
Obsérvese que podemos usar la misma idea en LPM, reemplazando P(1) por true © P{f) A
P{H) C true.

Definicién 5.2.1 El conjunto T(Z, X) de 2-términos se define mediante los sigutentes
reqlas de formacidn:

to=a(e X) e lY ] F(t1,.. . tn) (f € F de amdad n; §; € T(3, X))

El conjunto F(X,X) de Y-férmulas se define mediante las siguientes reglas de for-
MAcion:

pru=sCt{s,t e T, X))} | ~p|ery' | Tap

Una inecuacion (resp. desinecuacion) es una formula del tipo s © t (resp. s L t),
donde s,t € T(Z, X).

Una C-tfeoria, o simplemente una feorta, consiste en un conjunto finito de inecuaciones.
Las representaremos mediante las letras Z, Z'. Obsérvese de nuevo que nuestro concepto
de teoria difiere del habitualmente usado.

Las estructuras para LPM son dominios preordenados, segiin la Definicién 3.2.1, en
los que interpretamos los simbolos de funcidn,

Definicién 5.2.2 Una D-estructura D en LPM estd compuesta por el preorden (D, CZ7) e
interpretaciones f2 y ¢, para cada simbolo de constante ¢ y de funcién f de B. Una Z-
estructura es mondtona st las interpretaciones de los simbolos de funcidon son mondtonas
en todes sus argumentos, es decir, si f2{...d.. JCPfP(...d"...), siempre que dCPd".

Una D-valoracion es una aplicacion p : X — D. Una T-interpretacién (respecti-
vamente, mondtona) es un par {D, p), donde D es una T-estructura (respectivamente,
mondtona) y p es una D-valoracién.

Los términos y formulas de LPM se interpretan en una 3-interpretacién (monétona)
como en LPO, pero utilizando TP como seméntica asociada a C. Por ejemplo

=ie T J enotro caso.

Las nociones de satisfactibilidad y modelo coinciden con las usadas en LPO. En cuanto
a la consecuencia légica, debemos tener en cuenta que las variables libres funcionan
rigidamente en los tableaux, lo que significa que una variable de un tableau sélo puede
ser sustituida una vez y, por tanto, representa un vnico elemento. En este sentido, las
deducciones efectuadas a partir de una teoria inecuacional, que son las involucradas en
el cierre de una rama, no son deducciones universales, sino rigidas. Semdanticamente la
rigidez se puede expresar como sigue.

Definicién 5.2.3 Dada una teoria T = {s; T ),...,5, & tn} y una inecuacidn s C t, con
L k=p s Tt (respectivamente, T |=m s C t) expresamos que la formula (s; T4 A ... Asp
tn) = s Tt es cierta en toda L-interpretacidn (respectivamente, mondtona).
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Cuando introduzcamos las técnicas de reescritura, usaremos drdenes de reduceién >,
esto es, ordenes parciales definidos sobre T2, X), que estdn bien fundamentados y que
son monotonos y estables bajo sustituciones (es decir, s = ¢ implica s6 >~ 8, para todas
las sustituciones #). Suponemos, de ahora en adelante, que estos ordenes de reduceion son
totales sobre los términos basicos.

Para presentar los cdlculos de unificacién, introducimos la notacién de restriceidn
(NR 95], [DV 98], que captura la unificacién sintdctica y el orden cntre términos, en un
unico marco,

Definicién 5.2.4 Una restriccidn C es un conjunio de restriceiones de igualdad 5 ~ t y
restricciones de orden s = t. Una sustitucion 8 es solucidn de una restriccion de igualdad
s = t (respectivamente, de una restriccion de orden s > t) si 0 es bdsica para var(sdvar(t)
v sf coincide con t9 (respectivamente, si s0 > t8). Una sustitucidn 6 es solucion de, o
resuelve, una restriccion C si @ es solucidn de cada restriccidn, de iguelded w orden, de
C. Una restriccion C es satisfactible si tiene una solucidn.

En este capitulo, asumimos la existencia de procedimientos efectivos para comprobar
la satisfactibilidad de una restriccidn, lo cual depende del orden escogido. Por ejemplo, en
[NR. 95] y [Nieu 93] se pueden encontrar métodos efectivos para drdenes lexicograficos de
caminos.

5.3 Tableaux basicos para LPM

En esta seccidn presentamos dos restricclones sucesivas del método de los tableaux bésicos
de LPGD, primero considerando predrdenes y luego considerando predrdenes monétonos.
Procedemos por etapas en cuanto al manejo de la monotonia; es decir, estos sisiemas de
tableaux bdsicos serdin correctos v completos con respecto a la nocidn de satisfactibilidad
en L-estructuras y en 2-estructuras mondtonas, respectivamente.

Como es habitual, suponemos una signatura fija & que extendemos a otra ¥ mediante
un conjunto numerable de constantes nuevas AC.

Cuando no consideramos monotonia, ademas de las habituales reglas de expansidn
&, B,y y 8, contamos con las dos reglas siguientes:

AR

Ref) Tran) ta C t3
tCt t Lty

Como en LPGD, las ramas cerradas son las que contienen una contradiceién atémica.
Esto significa ahora, que existen en ella dos literales de la forma s Ct y s £ £.

La correccién del método de tableaux expresa que la insatisfactibilidad de un conjunto
de férmulas ® es consecuencia de la existencia de un tableau cerrado para ¢él. Como en
LPGD, la prueba de este resultado se basa en el hecho de que las reglas de expansién
preservan la existencia de modelo.

Lema 5.3.1 Las regles de expansion preservan la satisfactibilided de un tableau.
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Demostracidn, Para las reglas «, 3, v v & la demostracidn es inmediata. Para las reglas
Refv Tran, también es trivial porque las estructuras que consideramos estdn preordenadas.
n

Teocrema 5.3.2 {Correccién) Dado un conjunto de L-sentencias @, 51 ® Liene un tableau
bisico cerrado entonces @ es insafisfoctible.

La completitud del método se establece ¢ la Hintikka. Las condiciones que caracterizan

ahora un conjunto de Hintikka son un subconjunto de las que exigiamos en la Definicién
3.6.5.

Definicién 5.3.3 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de L-sentencias H es un con-
Jjunto de Hintikka st satisface las stguientes condiciones:

1. 51 Ao € H entonces ), w2 € H.

2. 851 —(p) Aps} € H entonces ~p1 € H 0 ~pq € H.

3. 8¢ —=-p € H entonces p € H.

4. St 3xp € H entonces existe una constante ¢ € AC tal que plc/x) € H.

5. 8i —3zyp € H entonces —plt/z] € H, para todo término bdsico t.

6. Para todo término bdsicot, tCt € H.

7. Sean ti,ty,t3 € T(), sit] Cta,tg Ct3 € H entoncesty Lty € H.

8. H es coherenle, es decir ninguna inecuacion y su negacidon pertenecen o H.

Teorema 5.3.4 Todo conjunto de Hintikka H tiene un modelo.

Demaostracién. Sea D la S-estructura (de Herbrand) compuesta por:
s D=T(S)
o Sity,ty € D entonces £ TPty &ger t1 Cip € H
e fP.D" 5 D fP(t1,...,t,) =def f(t1,...,tn). En particular, c? =gef C.

Obsérvese que D es una estructura porque las condiciones (6) y (7} de la definicidn de
conjunto de Hintikka nos aseguran que TP es un preorden. Ademds es ficil probar que
[¢1° = ¢, para todo término bésico t € T(S). En estas condiciones probamos €l teorema
haciendo induccién sobre p € H. Veamos los casos basicos:

e © =t; C tp. Resulta trivial que J]? = ¢, por la definicién de CP.
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e o =1t [£ ta. Por la coherencia de H. {¢; C ¢3) §E H, por lo que [t £ £3]7 = [, por
la definicién de 7. u

Teorema 5.3.5 (Completitud) Dado un conjunto finito de Y-sentencias O, si & es
imsatisfoctible entonces @ tiene un tableau bdsico cerrado.

Demostracién. Supongamos que ¢ no tiene un tableau cerrado. Entonces podemos
construir un tableau con una rama B que es un conjunto de Hintikka. Obtenemos con-
tradiccidn porque B, y por tanto ®, tiene un modelo. =

51 consideramos monotonia, debemos afiadir reglas que capturen los encadenamientos
en posiciones internas. Veamos que, ademds de las reglas de expansién «, 3,7v,d, Ref y
Tran, basta con introducir la siguiente regla:

t L g

uitip Emita)p

Mon)

donde u € T(T, X} es un contexto cnalquiera y p es una posicién de .

Aunque la correccidn y la completitud de este nuevo sistema de tableaux basicos tiene
que ver con la satisfactibilidad en estructuras monétonas, los resultados se demuestran
como para el sistema que no consideraba la monotonia. La correccién se deriva de que las
reglas de expansion preservan la exisiencia de un modelo mondtono y la completitud se
prueba ad la Hintikka.

Lema 5.3.6 Las reglas de expansidn preservan la sotisfactibilidad de un tableau en es-
tructiuras mondtonas.

Demostracién. Inmediato para las reglas «, 3, v y 4. Para las reglas Refy Tran también

es trivial porque las estructuras que manejamos son predrdenes {mondtonos). Por dltimo
usamos el Lema 3.5.5(3) para probar que Mon también preserva modelos mondtonos. R

Teorema 5.3.7 (Correccién) Dado un conjunto de E-sentencias ®, si ® tiene un tableau
bdsico cerrado entonces © es insatisfactible en estructuras mondlonas.

Con la aparicién de [a monotonia, debemos modificar las condiciones que caracterizan
un conjunto de Hintikka. Veamos que basta con afadir una dnica condicion.

Definicién 5.3.8 (Conjunto de Hintikka) Un conjunto de Hintikka H es mondtono
si, ademds de las condiciones de la Definicidn 5.3.3, satisfoce la siguiente condicidn:

9. Sean ty,t2,t € T(X) y p una posicidn de ¢, st ty [ tg € H entonces t[ty]; Ctlta], € H.

Teorema 5.3.9 Todo conjunto de Hintikka mondtono H tiene un modelo mondtono.



5.4. Unificacién preordenada rigida 103

Demostracién. Sea D la misma Y-estructura de Herbrand usada en la demostracion del
Teorema 5.3.4. Primero probamos que D es una estructura monétona. Usando las condi-
ciones 5.3.3(6) y 5.3.3(7), deducimos que TP es un preorden. Usando ahora la condicion
5.3.8(9), obtenemos su monotonia. En efecto, sea f € F* y by, ... t;,th,.. . t, € T(Y) tales
que ;C7t". Entonces t; C ¢, € H, por lo que f{t1,... b, tn) © flt1, ... 8, .. ty) €
H, por la condicién 5.3.8(9). En consecuencia, [f(f1,... tiy.--otn) C fltr,.o ot o, tn)]”
={.

Para probar que D es modelo de H procedemos por induccién sobre la estructura de
la formula, como en la demostracidén del Teorema 5.3.4. |

Teorema 5.3.10 (Completitud)} Dado un conjunto finito de E-sentencias @, si P es
insatisfactible en estructuras mondtonas entonces ® tiene un tobleau bdsico cerrado.

5.4 Unificacién preordenada rigida

En esta seccién mostramos ¢émo resolver los problemas de unificacién que surgen cuando
cerramos una unica rama de un tableau con variables libres. Construimos estos tableaux
mediante las reglas «, 3,8 y ' como en LPO, sin embargo para cerrar ramas procede-
mos como sigue. Primero formamos los conjuntos 7 y DZ de inecuaciones y desinecua-
ciones, respectivamente, que aparecen en la rama y, después, cerramos B si encontramos
una sustitucién 8 tal que 76 =, s'0 C '8, para alguna desinecuacién s’ Z ¢ € DI.
Mostraremos que este problema semdntico puede resolverse unificando sintdcticamente el
conjunto Z U {s' [, ¢'}.

Definicién 5.4.1 Un problema de Unificacion Rigida Preordenada (de forma abreviada
URP) es una expresion de la forma It s Ct, donde Z, s C ¢ son una teoria finita y una
inecuacion, respectivamente. Una sustitucion 8 es una solucion de, o resuelve, TH s C ¢
i 0 es bdsica y I8 =, (s C t)6.

Para resalver un URP-problema I" consideraremos restricciones € de las que extraeremos
las soluciones de T'. Con este objetivo, definimos un célculo de unificacion que opera sobre
parejas I' - C, de forma que resolver I' y C significa buscar una sustitucién que resuelva
ambos.

Definicidn 5.4.2 Un URP-problema restringido es un par compuesto por un URP-proble-
ma I' y una restriccion C, y se escribe T - C. Una sustitucion & es una solucidn de, o
resuelve, ' - C si 8 soluciona T y C.

El cdlculo de unmificacién P transforma URP-problemas restringidos mediante las dos
reglas siguientes:

{IEr}UItsct-C

(leftl) Encadenamiento en la raiz por la izquierda TFrCt CU{l~s)
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(end) Cierre Reflezivo IV E £ C
ThFsCs-Cu{s >t}

El uso de estas reglas estd restringido por las siguientes condiciones de aplicabilidad
adicionales:

a) la restriccién de la conclusion tiene que ser satisfactible,
b) la inecuacién s C ¢ de la premisa no es trivial (s # ¢},
¢) la inecuacién { C r no es trivial en la regla left].

La primera condicién asegurard la correccion del cdlculo, la segunda establece que las
inecuaciones triviales representan el final de la bisqueda, mientras quc la tercera se afiade
como forma de optimizacion.

Hacemos notar que sélo introducimos restricciones de igualdad; las restricciones de
orden apareceran en la Seccidn 6 cuando mejoremos el calculo con técnicas de reescritura.
Obsérvese también que las inecuaciones son eliminadas de la teoria una vez que han sido
usadas; esto determinard la terminacion del calculo.

En adelante, representamos los P-pasos del cdlculo por I' C ~sp [V €', v usamos ~
para indicar su cierre reflexivo y transitivo.

Definicién 5.4.3 La sustitucion 8 es un P-unificador del URP-problema T F s T ¢ si
existe una teoria I', un términe r € T(Z, X) y una restriccion C tal que:

o IksCt- @ ~pI'FrCr- C
o @ es una solucién para C.

Dado un URP-problema I', podemos ver el cilculo de sus P-unificadores como una
biisqueda en el P-drbol de derivacién que tiene I - @ en la raiz. Obsérvese que una hoja
con ¢xito contiene una teoria, una inecuacion trivial y una restriccién que posiblemente
representard varios P-unificadores.

5.4.1 Propiedades del calculo P

Teorema 5.4.4 (Ferminacién) El P-drbol de derivacion para cada URP-problema es
finito.

Demostracion. Es inmediato puesto que cada P-paso consume una inecuacion de la
teoria o produce una inecuacidn trivial. a

El célculo P también es correcto en el sentido de que cada P-unificador es una solucién
del correspondiente URP-problema. La demostracion es consecuencia directa del siguiente
lema.

Lema 5.4.5 SiT-C ~p IV - C" y @ es una sustitucion que resuelve I' - C' entonces f
resuelve I' - €.
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Demostracién. Sea ' =Z FsCty " =7+ s C #. Distinguimos casos de acuerdo
con la regla aplicada en el P-paso:

(left ) T =TU{lCr},C'=CU{l~s} s =ryt =t Obviamente # resuelve
C. Ahora dada una interpretacién (D, p) que satisfaga 76, también satisface I'8, y
por tanto (s’ C t)§. En estas condiciones, (D, p) E (I © r)8 A {r T £)8, por lo que
también satisface {{ C ¢)f#. Concluimos que (D, p) = (s C t)8, puesto que & resuelve
', y entonces (6 = s0.

(end) I' =7, C' = CU{s~t}, s =s yt' =s. De nuevo es inmediato que 6 resuelve C.
Si (D, p) = Z0 entonces (D, p) = (s C )0, puesto que 6 resuelve C' y s ~t € C".
|

Teorema 5.4.6 (Correccién) Sea ' un URP-problema y 8 un P-unificador de T, en-
tonces & es una solucion de I

Demostracién. Sea I' = T - s C £, entonces existe una restriccién C tal que 6 es una
solucion de C y I+ sC¢-0 ~5 '+ r C r- C, para alguna teoria Z' y algin término
r € T(X, X). Utilizando induccién sobre la longitud de la P-derivacion y el lema anterior,
concluimos que 8 es una solucion de I [ |

Reciprocamente, P es completo porque cada solucién de un URP-problema I' dado,
puede obtenerse como un P-unificador, aplicando el cdlculo a I'- B. Antes de demostrar la
completitud, caracterizamos sintdcticamente cuando un URP-problema tiene solucidn. Lo
haremos mediante el concepto de Teoria Rigida Preordenada y demostrando una variante
inecuacional del Teorema de Birkhoff.

Definicion 5.4.7 Sea I una teoria, la Teoria Rigida Preordenada inducidae por I, escrito
Thyp(L), es el minimo conjunto de inecuaciones que cumple:

1. T C Thy(T).
2. t Tt € Thy(T), para todo t € T(L, X).
3. 8ty Ctg,t2 C t3 € Thy(Z) entoncest) C t3 € Thy(Z), para todo ty,ta,t3 € T(E, X).

Teorema 5.4.8 (Teorema de Birkhoff) T =, s Tt si y sélo si s Tt € Thy(I).

Demostracidn. (sélo si) Consideramos la estructura FAM(Z) que extiende con variables
la estructura de Herbrand del Teorema 5.3.4; esto es, FM(Z) estd compuesta por:

e D=T(Z X}
o sCIMID t o yr s Tt € Thy(T)

o fFM@) _ ¢
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Obsérvese que, por la definicion de Thy(Z). 5T} es un preorden. Sea la inter-

pretacion formada por la estructura FM(Z) y la valoracidn id(entidad). Es ficil probar
que f[t}]:;’wl) = t, paratodot € T(X, X). Entonces resulta obvio que (FM{Z), id} = T por

o que (FM(T),id) E s T £ En estas condiciones, s = [[sﬂzd'\/ﬂ?) M Ht]]f;’u(n = ¢,
por lo que s T ¢ € Thy,(I).

(st} Distinguimos casos de acuerdo con la definicidn de T'hy(Z): es trivial cuando s C
tcZTotLt e Thy(T);sity Tty te Tty € Thy(l) entonces T = 61 Tty Aty T by,
por hipétesis de induccién. Usando la transitividad de las estructuras concluimos que
z f’:—p t C 3. ]

La nocién de Teoria Rigida Preordenada asegura que T'h,(T) estd sintdcticamente satu-
rado con respecto a la reflexividad y la transitividad. En este sentido, Th;(Z) captura las
condiciones (6) v (7) de conjunto de Hintikka de la Definicién 5.3.3. De hecho, la direccién
(sdlo st) del anterior teorema puede entenderse como una extension del Teorema 5.3.4 que
tiene en cuenta variables libres.

Como para el caso ecuacional, usamos pruebas para caracterizar cudndo una inecuacién
pertenece a la Teoria Rigida Preordenada. Dentro de estas pruebas podemos evitar re-
dundancias -encadenamientos triviales o ciclos- como muestra el siguiente lema.

Lema 5.4.9 Sea T una teoria y s © t € Thy(Z) tal que s # t. Entonces eriste una
secuencia finita de inecuaciones [y Cry, ... [ & rp € T tal que:

L h=s5r, =t

2 ri=liy1, para todo 1 <4 < n.

1) (L"j G ry)y para todo 1 <=y ‘- (no-hay ciclos).

ir
/A
[FAS

.fr__
Ly

S

4. l; # i, para todo 1 <1 < n (no hay encadenamientos triviales).

Demostracién. Usamos induccién estructural sobre el hecho de que s T ¢ € Thy(I). Si
s C t € T entonces es trivial. En caso contrario, existe un término w tal que s Cwwl
t € Thy(Z). Por hipétesis de induccién, existen dos secuencias (s =}y & r1,....[ &
(= w) € Ty (w =)u1 C v1,...,um C vm(=1t) € I que satisfacen las condiciones del
lema. Si todas las inecuaciones son disjuntas dos a dos, unimos las secuencias; si no,
sea i € {1...n} el menor indice para el que existe j € {1...m} con (;; C r;) = (u; C
v;). Entonces la secuencia {1 C ry,..., 4 B rujen & w41, um & Um satisface las
condiciones requeridas. u

Volviendo al cdlculo P, su completitud significa que debe existir un P-unificador para
un URP-problema I" dado, sicmpre que exista una sustitucién & que lo resuelva. De hecho,
P es capaz de construir el propio 8. En primer lugar mostramos que podemos dar P-pasos
cuando el URP-problema restringido tenga solucién. La idea consiste en elevar la prueba
relacionada con (s C )8 € Thy(Z6), cuya existencia estd asegurada por el lema anterior,
si sf # t0.
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Lema 5.4.10 S 6 es una solucion de Tt s Tt (s £ t) y C, entonces existen T’ C' 8"t
tales que T sCt-C ~p 'S C#' - C' y 0 es una solucidn de I' - ' £ ' y O,

Demostracién. Si 8 es una solucién de T + s C ¢ entonces I8 =, (s © £} por lo que
(s C t)8 € Thy(10), por el Teorema 5.4.8. Distingamos casos:

1. s8¢ = . Entonces aplicamos laregla end: T+ sCt-C ~p Ik sCs- CU{s >t}
La aplicacién es posible porque 8 es solucién de C' U {s ~ t}. Ademds resulta obvio
que 6 también resuelve T} s CC 5.

2. s6 # tf. Por el Lema 5.4.9 existe una secuencia {{ C r{,..., I T r, € I8, de
inecuaciones no triviales disjuntas dos a dos, tal que I} = sf,7;, =0, r] = [i |, para
todo 1 < ¢ < n. Sean I; y r; tales que [,# = [I,r,§ = r}, para todo 1 < ¢ < n,
entonces I; T r(,...,In © v, € T es también una secuencia de inecuaciones no
triviales disjuntas dos a dos. En estas condiciones, aplicamos la regla left|: T+ s C
t-C ~p IN{;C i} b E¢- CU{l; = s}. Esta aplicacidén es posible porque
las condiciones adicionales de aplicabilidad se cumplen. En efecto, [}# = 1] = s6
por lo que # es una solucion de la nueva restriceidn, y {1 # r1, ya que la secuencia
no contiene inecuaciones triviales. Entonces, dada una interpretacion (D,p) que
satisfaga (Z\{l; T 71})d, también satisface (lz T r2)8,...,(ln C )8, por lo que
{D,p) = (r1 C#)B. Por tanto, # es una solucisSn de Z\{{y Cri}-r1 ¢t =

Teorema 5.4.11 {Completitud) Sec I' un URP-problema y 0 una solucicén de T, en-
tonces 8 es un P-unificador de .

Demostracién. Sea I' = Z t+ s L t. Como @ es solucién de @, podemos aplicar el
Lema 5.4.10 para concluir que podemos dar una secuencia de P-pasos. Puesto que P es
terminante, finalizamos en un URP-problema restringido Z' & r C r - €’ tal que # es una
solucién para C'. Entonces # es un P-unificador de Z+-sCt. =

Obsérvese que gracias a los Teoremas 5.4.4, 5.4.6 y 5.4.11, P puede usarse como un
procedimiento de decisién para los VRP-problemas.

Corolario 5.4.12 El URP-problema es decidible.

5.5 Tableaux con variables libres y unificacién rigida preor-
denada simultanea
El cierre de un tableau T implica el cierre de cada una de sus ramas. En esta seccién pre-

sentamos un sistema de tableaux que cierra simultaneamente todas las ramas del tableau.
Por esta razon, extendemos los URP-problemas a problemas simultdneos.

Definicién 5.5.1 Un problema de Unificacidn Rigida Preordenada Simultdnea (abrevia-
damente URPS) consiste en una secuencia finita I'1,..., I, de URP-problemas.
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Presentamos el calculo P como una extension simultdnea del cileulo P. SP trans-
forma secuencias de URP-problemas mediante la aplicacién local de las reglas left] v end
sobre alguno de sus componentes. Como las variables se comportan rigidamente, unimos
las restricciones asociadas a cada URP-problema en un tunico conjunto. Con una inica
restriccion global, evitamos la construccidn independiente de restricciones locales satis-
factibles que pueden no ser compatibles globalmente. Por esta razén, podamos el espacio
de bisqueda de forma mas eficiente, si cerramos nn tableau simultdneamente y utilizamos
una tinica restriccidn global, en lugar de cerrar cada rama por separado. Al final de la
seccidn haremos algunas reflexiones sobre esta afirmacidn.

Las reglas del caleulo ST son:

(sleft|) Encadenamiento en la raiz por lu izquierda simultdneo
Fl{[ QT}UIZ'F $; Cty,....I, - C

T1, . LitrCh,.. .Tn CU ™5}

(send) Cierre reflexivo simultineo

Fl,-..,Iii_‘Slgti,---,Fn‘c
Ly, ZibsiCsyy . - CU{s; =t}

Las condiciones adicionales para la aplicabilidad de estas reglas coinciden con las re-
queridas por el cdlculo P. Las relaciones ~gsp y ~%p y el concepto de SP-unificador se
derivan de las analogas para P, obsérvese que, de cada SP-derivacién, podemos obtener
P-derivaciones globalmente satisfactibles y viceversa. Comno para el calculo P, el cémputo
de los SP-unificadores consiste en una bisqueda sobre ei SP-drbol de derivacién que tiene
porraiz Iy sy C#,....In b5, Tty - O

El URPS-problema es también decidible, ya que el cdlculo 8P satisface las mismas
propiedades que P.

Teorema 5.5.2 (Terminacidn, Correccién y Completitud) Sea'1,... [, un URPS-
problema. Entonces:

1. Bl §P-drbol de derivacidn para T',..., Ty es finito.

2. 518 es un SP-unificador de Ty, ..., 'y entonces 8 es una solucidn de [';, para todo
1<i<n.

3. 51 8 es una solucién de cada URP-problema [';, para todo 1 €1 < n, entonces 8 es
un SP-unificador de I'y,...,[y.

Demostracién. (1} Si el SP-drbol de derivacién cs infinito entonces, por el Lema de
Kénig, contiene un rama infinita, que puede entenderse como una P-derivacién infinita,
en contra del Teorema 5.4.4.

(2) Trivial por el Teorema 5.4.6.

(3) Por el Teorema 5.4.11, 8 es un P-unificador de I';, para todo 1 < ¢ < n; entonces
existen teorias, términos y restricciones Z;,r;, C3(1 < i < n), tales que T';- O ~5 L Fr E
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ri- C;y O resuelve cada Ci, 1 <i<n. Sea C ={J_, Cientonces ['),..., Ty - d~5p 1 F
riCrg o Iy by ©or - Oy 0 satisface C. En consecuencia, 8 es un SP-unificador de
[ ACTIUI A ]

Integramos la unificacién rigida preordenada simultdnea en los tableaux con variables
libres sin mas que usar el cdlculo SP como regla de cierre. En concreto, sea SPT el
sistema de tableaux compuesto por las reglas o, 8,7, 4" y la siguiente regla de cierre:

Definicién 5.5.3 (Regla de cierre URPS) Sea T un tableau con variables libres y ra-
mas By, ..., By. Sea I; la teoria que aparece en By y 8; & ; una desinecuacion que aparece
en B;, 1 <1< n. Entonces T estd cerrado si existe un STP-unificador del URPS-problema
Il F‘Sl gtl,...,Inl—.sn Et”'

Usamos el sistema de tableaux SPT como sigue:
1. Expandimos el tableau aplicando las reglas o, 3,7" y ¢’ de forma indeterminista.

2. Seleccionamos una desinecuacién de cada rama y buscamos un SP-unificador del
URPS-problema correspondiente. Si existe entonces hemos finalizado; en caso con-
trario, escogemos otra desinecuacion en alguna rama y probamos de nuevo, o volve-
mos a 1 si hemos agotado todas las posibilidades.

Obsérvese que sélo consideramos los predrdenes en el paso 2 y que éste siempre acaba.
Por tanto, hemos separado la complejidad de los predrdenes de la indecidibilidad de la
légica de primer orden.

La correccidn del sistema de tableaux SP7 se deduce del Teorema 5.5.2(2). Para
comprtobar la completitud, elevamos cada tableau basico cerrado, utilizando el Teorema
5.5.2(3).

Teorema 5.5.4 (Correccién y completitud) Un conjunto de sentencias ® es insatis-
factible si y sdlo si existe un SPT -tableau cerrado para ®.

Ejemplo 5.5.5 Sean a,b,c,d constantes. Entonces podemos concluir b T ¢vd T b en
cualquier preorden total que verifigue {a C ¢,d C a}. Para demostrar esto, primero cons-
truimos el sketch de SPT -tableau T de la Figura 5.1 y luego lo cerramos utilizando el SP-
cdleulo tal como muestra la Figure 5.2 (obsérvese que hemos simplificado las restricciones
correspondientes). En este caso el SP-unificador obtenido es [a/x,b/y].

5.5.1 Cierre simultineo frente a cierre local

Una vez que hemos integrado el calculo simultdneo SP en los tableaux con variables libres,
uno se pregunta por qué no hemos usado el cdleulo local P para cerrar ramas indepen-
dientes. Aunque ambas aproximaciones comparten el mismo espacio de bisqueda, prefe-
rimos la versién simultinea por dos razones principales: la eficiencia a la hora de podar el
espacio de busqueda, y la elegancia con la que se enuncian los teoremas de completitud.
Veamos algunas evidencias de esto. Primero, obsérvese que podemos usar el cdlculo P
de diferentes formas dependiendo de cémo manejemos los unificadores locales obtenidos:
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ale
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Figura 5.1: El sketch de SPT-tableau 7.

{aCc,dCazCy}rdCb {aCcedCayCzx}rbble B

zgzﬁ faCerlylfalh [aCcdCayCalrbCTe {d=d}
send {falclrylh {abecdCayCz}-bdTe {z=xa}
slefty faceiryCy {aCe,dCa,yCz}F-bCc {zay~b}
gepp LaEciryby [aCcdCalrzCe z = ay ~ b}
{aCcltyly {dCaltcCe {r=ay=b)

Figura 5.2: SP-derivacidén.
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(a) Podemos no aplicar el P-unificador obtenido al cerrar una tinica rama. Entouces es-
tamos cerrando todas las ramas sucesivamente, manteniendo las restricciones corres-
pondientes a los unificadores locales, de forma separada. En este caso, debemos
preguntarnos si la unién de todas estas restricciones es o no satisfactible, antes de
cerrar el tableau. (Obsérvese que podria ser posible computar un conjunto de re-
stricciones localmente satisfactibles que no fueran globaimente satisfactibles. Asi,
no podemos concluir si el cierre del tableau es aplicable hasta que no hemos com-
putado todos los unificadores locales separademente. Por este motivo, una tnica
restriceidon global prevé estas situaciones, lo que supone una poda eficaz del espacio
de busqueda.

Ademds, el teorema de completitud deberia asegurar que “P es capaz de computar un
conjunto de restricciones locales que es globalmente satisfactible” (como en [DV 98]).
En este sentido, parece que una aproximacion simultanea permite expresar dicho
teorema de forma mas elegante.

(b} Podemos aplicar el P-unificador (el unificador de maxima generalidad correspon-
diente a la restriccién con éxito) tras el cierre de una tnica rama, independientemente
de como mezclemos el cierre de las ramas con el proceso de expansién. Entonces
el teorema de completitud deberia asegurar que “todavia existe una solucidn para
el nueve tableau” que parece ser peor que el correspondiente a una aproximacién
simultdnea. Sin embargo, en este caso no habria diferencia con respecto a la poda
del espacio de busqueda.

5.6 Técnicas de reescritura para predrdenes

En esta seccidén introducimos estrategias de reescritura con el fin de reducir el P-espacio
de busqueda; después aplicaremos las mismas ideas sobre el cilculo SP.

Supongamos que queremos resolver un URP-problema basico T - s C £, esto es, las
inecuaciones de Z y s C t son basicas. Entonces el cdlculo P es capaz de computar el cierre
transitivo de la teoria Z, fijando s como elemento minimo, es decir, P puede encontrar
cualquier término bésico ¢’ tal que Z =, s C ¢, para luego tratar de probar T+ t' T ¢. Por
ejemplo, en el URP-problema I' = {a C b,a L ¢,a C d} + a C b podemos aplicar la regla
left] de tres formas diferentes, usando que las constantes b, ¢ y d son mayores o iguales que
a. En estos casos, el espacio de biisqueda puede podarse drasticamente, si restringimos la
aplicacién de la regla left| a las inecuaciones ! T r € Z que verifiquen { » r, para algin
orden de reducecién . Por ello, si tenemos ¢ = d = a > b en el ejemplo anterior, las tres
elecciones se reducen a una {aquella que usa a C b).

Si introducimos 6rdenes de reduccién, necesitamos nuevas reglas para asegurar la com-
pletitud del calculo. Por ejemplo, si b > a entonces no podemos resolver el URP-problema,
satisfactible {¢ C b} - e C b, ya que a ¥ b. En esta situacién, debemos permitir reescribir
b en a, en el lado derecho de la inecuacién a C b, por lo que necesitamos la regla right, |
que aparece mds abajo. Sin embargo, esta versidén simétrica de la regla left| restringida
es ann insuficiente, puesto que podemos encontrarnos con pices con respecto al orden »
que no pueden resolverse: sib ~ a y b = ¢ entonces no podemos resolver el URP-problema
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satisfactible {a © 6,6 Z ¢} - @ T ¢. En este caso, necesitamos reescribir en las inecua-
ciones de la teorfa. por lo que recurrimos a la nueva regla peaks, . De este modo definimos
el calculo P1 como el compuesto por las cuatro reglas siguientes:

(left L) Encadenamiento en lo raiz por la izguierda

(ICr}UTFsCt-C
TkrCt - CU{l>sl-r}

(right. |) Encadenamiento en la raiz por lo derecha

{{CriultsCt-C
ITrsCl-CU{t~rr=1}

(peaks. ) Encadenamiento de picos

{lll;T‘l,EQETQ}UI}"SEt'C
{llng}UI}“SEt'CU{?"ltlg 7"1>-l,'1,f2>-7'2}

{end) Cierre Reflezivo

I-sCt-C
IFsCs - CU{s~t}

Las condiciones adicionales para la aplicabilidad de estas reglas son similares a las
requeridas previamente para P:

a) la restriccién de la conclusion tiene que ser satisfactible,
b) la inecuacién s C ¢ de la premisa no es trivial (s # t),

c) las inecuaciones de la teoria usadas en cada regla (I T 7 en left. | y right. |,
li ©r,le © rp en peaks, ) no son triviales.

Ademas, definimos las relaciones ~p1, ~%, v el concepto de Pl-unificador como para
el calculo P.

En cierto sentido, podemos entender P1 como una restriccidn de P que considera
restricciones de orden. En consecuencia, P1 es también terminante y correcto.

Teorema 5.6.1 (Terminacién) El P1-drbol de derivacidn para cada URP-problema es
finito.

Demostracion. Las reglas left, |, right. | v peaks,. consumen inecuaciones de la teoria.
|

Teorema 5.6.2 (Correccién) Sea I' un URP-problema y 8 un PIl-unificador para T,
entonces 8 es una solucion para I
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Demostracién. Supongamos que [' - C ~p; [V - C' y que 8 resuelve [’ - C’, entonces
probaremos que & también resuelve I' - C. En estas condiciones, la correccién de P1 se
deduce usando inducecién sobre la longitud de la Pl-derivacién, como en el Teorema 5.4.6.
Sea'=ZFsCtyIl'=T1Fs Ct. Distingamos casos de acuerdo con la regla aplicada
en el Pl-paso. Los casos para left. |, right. | y end son similares al cdlculo P; para
peaks. tenemos que T = Z"U{[} Cri g Cre}, ' =Z"U {1 Crp}, ' = CU{r =~
lo,ry =11, la = ra}, s = s y t' = ¢t. Obviamente 8§ resuelve C. Por otra parte, dada una
interpretacion (D, p) que satisfaga 70, también verifica Z"8 y (I, C 71)8, (Ia C rp)8, y por
tanto verifica (I} T 72)6, puesto que r18 = l28. De esta forma, (D,p) &= I'8, por lo que
(D.p) = (sC0)o. m

Ahora podemos usar el Teorema 5.4.8 y el Lema 5.4.9 para probar que Pl también
es completo, siempre que partamos de soluciones que instancien basicamente las variables
del URP-problema. Esto se debe a que nuestro orden de reduccién > solo es total sobre
términos bdsicos y, por tanto, no debemos permitir pruebas de (s C ¢)8 € Th,(I0) que
contengan variables libres.

Teorema 5.6.3 (Completitud) Sea 8 una solucién del URP-problema T' que instancia
de forma bdsica las variables de T, entonces 0 es un PI-unificador para I'.

Este teorema puede demostrarse como el Teorema 5.4.11; esto es, usando el siguiente
lema técnico y aplicando induccidén sobre la longitud de la P1l-derivacién.

Lema 5.6.4 Supongamos que 8 resuelve el URP-problema I' =T+ 5 C t (s # 1), ¥
una restriccion C. Supongamos que & instancia de forma bdsica var(l’), entonces existen
.0 8"t tales que ZF sCt-Cr~opy I'H 8 TH-C' y 0 resuelve T'-s' Ct' y C.

Demostracién. Puesto que @ resuelve Z F s C ¢, tenemos Z8 =, (s T t)§. Por el
Teorema 5.4.8, (s C t)& € Th,(Z#). Entonces distinguimos casos:

1. s6 = tf. Podemos aplicar end y # resuelve CU{s ~t} y I F sCs.

2. 380 # t0. Por el Lema 5.4.9, existe una secuencia I{ C rf,... {f, C v} € I8 de
inecuaciones no triviales y disjuntas dos a dos, tal que ] = s6,r;, = t8,r; = I,
para todo 1 < i < n. Entonces existe una secuencia de inecuaciones no triviales y
disjuntas dos a dos {; £ ry,...,l, € rp € Z, tal que ;8@ = 1,76 = r], para todo
1<i<n,yhLe=s0r,f =18 Como & instacia bdsicamente todas las variables de
I', distingamos los siguientes casos excluyentes:

(a) 16 = r10. Entonces Z+F s C ¢t C ~p IN{LC i} Fm Ct- CU{l =~
s,01 = r1}, por la regla left, |. El paso es posible porque 8 resuelve la nueva
restriccion €', Ademads, como en el Lema 5.4.10, podemos demostrar que 6
resuelve Z\{{y, Cr} Fr C¢.

(b) rp,f = 1,8. De manera dual al caso anterior, podemos aplicar la regla right, /.
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(c} m@ > L0.0,0 > r,f8. Tenemos que 1,6 = If # r| = Iy = Lif. para todo
L<e<n, yl,8 =1, #r, =raf, porlo que {{,0.7,0(=1,0),...,(r, 18 =),8,
r,#} es un conjunto de términos basicos tal que m# = {18 y {8 = r.8; por
tanto tiene que existir un 1 < ¢ < n tal que (,6 < rf = 1,10 = r, ;8. Dor
cllo, podemos aplicar la regla pecks., ya que # resuelve la nueva restriccion
C’. Ademds, si una interpretacion dada (D, p) satisface ((Z\{l; € r;, L,
rigt UG C ri 18, entonces (D, p) = (1) T 7,06, En consecuencia 8 resuelve
el nuevo URP-problema '+ s' L ¢, m

Como en la seccidn anterior, extendemos P1 a un calculo simultdneo &P1, con el fin
de incorporarlo a los tableaux con variables libres. SP1 transforma URPS-problemas
mediante la aplicacidn local de las reglas left. |, right. |, peaks. y end sobre alguno de
los URP-problemas que lo componen. El cilculo consta de las sigulentes reglas:

(sleft. |) Encadenamiento en la raiz por la izquierda simultdneo

Fl,...,{ﬂ;r}ULE—sil;ii,...,Fn-C
Fl,...,Iil*T‘Eti,...,rn-CU{nﬂ"Zﬁi,[>-T}

(sright. |) Encadenamiento en la raiz por la derecha simultdneo

1"1,...,{[Qr}UIil—siEtl,...,F.n~C
Fl,...,Iﬂ—SiE[,...,Fn'GU{tiET,7‘>—[}

(speaks,. ) Encadenamiento de picos simultdneo

Fl,...,{llCTL,lQETQ}UIF‘Si Cty,...,. [ -C
Fl,...,{hE?‘Q}UI}“Sg’Eti,...,rn'CU{’l’jl’lz ™ %l'[,[g‘;-'i"g}

(send) Cierre reflexivo simultdneo
Fl,...,IiFSi l;tz—,...,f‘n-C’

Como el calculo SP, el cdlculo §P1 utiliza una dnica restriccién. Ademas, las condi-
ciones de aplicabilidad adicionales son las mismas que las de P1. Aplicando los Teoremas
5.6.1, 5.6.2 v 5.6.3, podemos demostrar que SP1 también es terminante, correcto y com-
pleto.

Teorema 5.6.5 (Terminacién, Correccién y Completitud) Sea',..., T, un URPS-
problema. Entonces:

1. El 8P 1-drbol de derivacidon para T'y,..., Ty es finito.
U8 878 es uwn SPitunificidor de Ty, [Ty entonces O es una solucion de Ty, para todo
1<i<n.

3. Si @ es una solucion de cade URP-problema T, para todo 1 < i < n, entonces 8 es
un SP1-unificador de 'y, ..., ['y.
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Sea SPT | el sistema de tableaux similar a SPT, pero usando el calculo de unificacion
simultaneo SP1 en lugar de SP en su regla de cierre URPS, es decir:

Definicién 5.6.6 (Regla de cierre URPS para SPT1) Sea T un tableau con variables
libres y ramas By, ..., B,. Sea I; la teoria que aparece en B; y s; L t; una desinecuacion
que aparece en B;, 1 < i < n. Entonces T estd cerrado si eriste un SP l-unificador del
URPS-probleme Ty F s, Cty,... .\ InF s, Tty

Usamos el sistema de tableaux SPT1 como SPT y probamos su correccién y corn-
pletitud de forma similar.

Teorema 5.6.7 (Correccién y completitud) Un conjunto de sentencias @ es insatis-
factible si y sdlo si existe un SPT 1-tableau cerrado para P.

5.7 Unificacién rigida preordenada y mondtona

De ahora en adelante sélo consideramos predrdenes mondtonos. Por tanto, los problemas
de unificacién que surgen cuando cerramos una unica rama son también URP-problemas,
pero sus soluciones deben incluir monotonia,

Definicién 5.7.1 Un problema de Unificacidn Rigide Preordenada y Mondtona (de forma
abreviada URPM) es una expresion de la forma TH s T t, donde T y s C t son una teoria
Sinita y una inecuacidn, respectivamente. Una sustitucion @ es una solucion de, o resuelve,
I+-sCtse@ esbdsica y I8 =y, (s C#)0.

Con vistas a resolver URPM-problemas, uno se pregunta si la generalizacion natural
de la regla left] que permite reemplazamientos en posiciones internas, lo que llamamos
encadenamiento interno, sera suficiente para asegurar la completitud y la terminacién del
calculo de unificacién. Como vamos a ver en unas pequenas reflexiones que hacernos antes
de continuar, la monotonia introduce demasiados problemas para que ésto sea posible.
Hagamos observar, de paso, que la mayoria de estos problemas también estin presentes
en la E-unificacién rigida.

1. TPerminacidén frente a completitud:

Cuando excluimos la monotonia, el conjunto finito de P-restricciones con éxito es su-
ficiente para caracterizar todas las soluciones de un URP-problema {(Teorema 5.4.11).
Por el contrario, podemos necesitar un conjunto infinito, y por tanto un cdlculo no
terminante, si estamos interesados en todas las soluciones de un URPM-problema.
Por ejemplo, necesitamos un numero infinito de conjuntos de restricciones unitarias
({z ~ f™(a)}, con n > 0) para obtener el conjunto de todas las soluciones del
URPM-problema {a C f(a)} Fa C z.

Dos aproximaciones se han seguido para arreglar esta incompatibilidad entre termi-
nacién y completitud en el caso de la E-unificacién rigida:
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{a} disenar calculos de unificacion terminantes que sean existencialmente comple-
tos {por ejemplo [GNPS 90]), esto es, cdlculos que sean capaces de encontrar
al menos un unificador cuando el problema ticne solucion. Esta linea de inves-
tigacion presenta dos problemas en el caso de los predrdenes mondtonos. Por
una parte, la propiedad de simetria -no disponible en los predrdencs— juega
un papel importante en esta linea, va que permite la comparacion entre solu-
ciones a través del concepto de E-generalidad (<g). En efecto, el conjunto de
todas las soluciones puede capturarse con un conjunto finito (llamado normal-
mente completo) de E-unificadores. Por ejemplo, en la version con igualdad del
problema anterior {a >~ f(a)} b a = =, el conjunto unitario {[a/z]} ¢s un con-
junto completo de unificadores que engloba todas las soluciones ({{f*(a)/x]}
con n > 0}. Por otra parte, se ha demostrado que la E-unificacién rigida
simultinea es indecidible [DV 96], por lo tanto esta aproximacién no puede
ser extendida de manera natural a tableaux con igualdad. Es mds, la versién
simultdnea del URPM-problema también debe ser indecidible, puesto que ia
E-unificacién rigida simultinea puede reducirse a éste, por lo que topamos con
el mismo problema en los tableaux con variables libres

{b) disefiar calculos incompletos, pero terminantes, que puedan ser integrados en
los tableaux dando lugar a sistemas de deduccién completos [DV 98]. La clave
para esta aproximacidn consiste en restringir las soluciones basicas que debemos
elevar.

Obsérvese que la razdn por la que los calculos P y &P eran terminantes no se tiene
cuando consideramos la monotonia, debido a que las inecuaciones de la teoria no
pueden ser eliminadas una vez utilizadas. Por ejemplo, si resolvemos el URPM-
problema {a C b} + f(a,a) C f(b,b), debemos utilizar la inecuacién e Z b dos
veces.

Como para el caso de la igualdad, las técnicas de reescritura y la restriccion de
las soluciones bdsicas que son elevadas parecen ser las herramientas adecuadas para
lograr un cdlculo de unificacién terminante que esté integrado en un método de
tableaux completo.

. Adivinacién de contextos:

Sea @ una sustitucién bdsica que resuelve el URPM-problema ' = Z + s C &
Entonces es obvio que el URPM-problema basico asociado '8 = I8 F (s I ¢)6
también es satisfactible. Sin embargo, los encadenamientos internos utilizados para
resolver '8, que tienen lugar en las posiciones introducidas por la propia 8, no
son aplicables sobre el problema I'. Por ejemplo, si' = {a C b} F 2 C y ¥y
8 =[f(a)/z, f(b)/y], no podemos usar el encadenamiento interno f(a) C f(b} usado
para resolver I'f. No obstante, en este caso podemos resolver I' siguiendo otros
caminos: utilizando la regla end para obtener la restriccién {z =~ y} o utilizando las
reglas left]l y end para obtener {z =~ a,y = b}; pero £ no satisface ninguna de estas
restricciones, puesto que no construyen el contexto apropiado.
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Para el caso de la E-unificacién rigida, la solucién a este problema ha ido evolu-
cionando gradualmente. Inicialmente los contextos se construian explicitamente
mediante el uso de los ariomas de reflezividad funcional [Fitt 96). Mds tarde, se
evitd tal reconstruccidn restringiendo el estudio a las llamadas sustituciones irre-
ducibles (cfr. por ejemplo [GNPS 90]}, que son aquellas cuyos términos introducidos
no admiten ninguin encadenamiento interno. No obstante, la simetria es, una vez
mds, indispensable para definir tal concepto, por lo que esta idea resulta imitil
sobre predrdenes mondtonos si manejamos variables no lineales*. Por ejemplo, la
sustitucion [g(a)/z, g(b)/y] resuelve el URPM-problema {a C b} + f(g(b),z,z) C
fly,y,g{a)), pero, sorprendentemente, las reglas left] y end no pueden resolverlo:
end no es aplicable y los posibles encadenamientos interncs -la instanciacidén de
r & a o de y a b no tienen éxito debido a que no construyen el contexto ade-
cuado. Por lo tanto, end y el encadenamiento interno no son suficientes para
asegurar la completitud (existencial). Obsérvese que el mismo problema no se
presenta para el caso de la igualdad: podemos resolver ficilmentre el problema
{a ~ b}t f{g(b),z,x) = fly,y,g(a)), utilizando un reemplazamiento interno {a en
lugar de & -disponible debido a la simetria) y después end para obtener la solucién

lga)/z, g(a)/y]-

En esta seccién presentamos el calculo de unificacién MP para resolver URPM-proble-
mas. Este cilculo sdlo resuelve los problemas especificos de los predrdenes mondtonos
relacionados con la adivinacidén de contextos, evitando el uso de los axiomas de reflexi-
vidad funcional. En este sentido, el cdlculo MP es existencialmente completo, pero no
terminante. Sin embargo, MP representa una base sobre la que integrar las técnicas de
reescritura y alcanzar asi la deseada terminacidn.

Para presentar el cdlculo MP, deducimos las reglas necesarias para asegurar la com-
pletitud. Previamente, caracterizamos sintidcticamente cudndo un URPM-problema tiene
solucién y lo hacemos mediante el concepto de Teoria Rigida Preordenada y Mondtona y
probando una nueva variante inecuacional del Teorema de Birkhoff.

Definicién 5.7.2 Sea I una teoria, la Teorie Rigida Preordenada y Mondtona inducida
por I, escrito Th(I), es el conjunto minimo de inecuaciones que cumple:

1. TCThy(T).
2.t Lt € Thm(T), para todo t € T(Z, X).

3. 851ty T to,ty T t3 € Thyy(Z) entonces t; C t3 € Thy(ZL), para todo ti,tp,t3 €
(S, X).

4. St s Tt € Thn(I) entonces u[sl, C ult], € Thy(I), pare todo u,s,t € T(Z,X) y
toda posicion p de u.

Teorema 5.7.3 (Teorema de Birkhoff) 7 =, s C ¢ st y s6lo si s Tt € Thy,(T).

*Variables que aparecen mas de una vez en un término.
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Demostracién. La parte (sdlo si) se prueba como cn el Teorema 5.1.8. Para la parte
(i), distinguimos casos, pero solo demostramos el iltimo. Supongamos que s C ¢, uls], C
ult], € Thm(I). entonces I =, s T ¢, por hipdtesis de induccién. Sea (D, p) una %-
interpretacién mondtona tal que {D. p) = Z, entonces ﬂs}]f _ [[t]]f, por lo que | u[s]p]]g’ c?
[u{tip]?, debido a que (D, p) es una interpretacién monétona. M

Como en la Seccién 4, utilizamos pruebas para caracterizar que una inecuacion pertenece
a una Teoria Rigida Preordenada y Mondtona. En este caso, encadenamos inecuaciones
pertenecicntes a 7 después de que hayan sido incluidas en contextos arbitrarios. Recorde-
mos gue no se puede impedir el uso repetido de una inecuacién en una prueba.

Lema 5.7.4 Sea T una teoria y s C t € Thy(I) tal que s # t. Entonces eriste una
secuencia finita de inecuaciones Iy C vy, 0, T ry € T y términos u, € T(X,X) con
posiciones p;, para todo 1 <1 < n, tales que:

1. ui[h]p, = 8, unlralp, =t
2. wilrilp, = wis1{liva]p,,,, pare todo 1 < i < n.
3. L; #ry, para todo 1 <1 < n (no hay encadenamientos triviales).

Demostracion. Procedemos por induccidn estructural sobre s C ¢t € Thy,(Z). La de-
mostracion es similar a la del Lema 5.4.9, por tanto sélo consideramos el caso u[s|, T
ult]p € Thym(I) con s Ct € Thy(Z), para algin término u con posicién p. Por hipdtesis,
ulsly # ult]y, por lo que s # ¢, y entonces, por hipétesis de induccion, existe una secuencia
LCry,... iy Cryp €2 y términos u; con posiciones p;, para todo 1 < ¢ < n, tales que
las condiciones del lema se satisfacen. Counstruimos la prueba usando esta misma secuen-
cia, pero componiendo los contextos y las posiciones, es decir, consideramos los contextos
ufu;|p v las posiciones pp;. ®

Supongamos que la sustitucidén € resuelve el URPM-problema I = T I~ s T ¢, entonces
78 = (s £ ¢)8. O bien sf = t8 o, por el Teorema 5.7.3 y el Lema 5.7.4, existe una prueba
de la forma:

$0 = ui [0, T ui[r8p, = ue[lablp, T ... C un[rpb),, =18 (8)

donde (L, Ery € Z, ;@ # 0 yu; yp; (1 <1¢ < n) son términos y posiciones. Para que
el calculo MP sea completo debe ser capaz de elevar tal prueba cuando intente resolver
I'. Analizamos los encadenamientos dados en (§) para deducir las reglas que deberia tener
MP:

1. St 56 = 8 entonces podemos aplicar un cierre reflexivo (regla end).

2. Sisf # t6 entonces n > 0. Si hay algin encadenamiento en (§) que use como posicién
de encadenamiento la ralz, sea ¢ un indice tal que p; = £. En esta situacidn, podemos
dividir la prueba en dos partes s = w[[}6],, T ... CLfy rif = u[li10)p,,, ©
... C t0. Entonces necesitamos algiin tipo de encadenamiento en la raiz para resolver
el i-ésimo paso de (§) {regla root de mas abajo).
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3. Si 86 # tf v no hay encadenamientos en (§) que usen como posicién de encade-
namiento la raiz, distinguimos los casos siguientes:

(a) Sinis, nitson variables, entonces los dos tienen el mismo simbolo funcional en
la raiz, es decir s = f(s;,...,34) v £ = f(f1,...,1;). Para este caso necesitamos
descomponer la prueba {regla dec) y dividirla en ¢ pruebas, una para cada
s 40,1 <1 <g.

(b) Sis =zyt=f(t,...,t,) entonces 26 = f(s;,...,s;) y podemos dividir la
prueba en ¢ pruebas, una para cada s; C ¢4, 1 <1 < n. En este caso necesi-
tamos algin tipo de imitacién de la raiz (regla imiti), permitiendo reemplazar

z por flyi,...,yq), donde las variables y; son nuevas. Para el caso simétrico
s = f(t1,...,tq) v t = z, necesitamos también imitar la rafz (regla imit2).
(c) Si s,t son variables y s8 = f(s1,...,sq), t0 = f(t1,...,14), entonces podemos

dividir la prueba en g pruebas, una para cada s5; C t;, 1 <17 < n. En este caso
necesitamos imitar f como en el caso anterior.

Antes de definir el cileulo MP, hagamos algunas reflexiones sobre el anilisis ante-
rior. Primero destaquemos que un unico URPM-problema puede dividirse en varios; por
ejemplo, en el caso 2, transformariamos el inico URPM-problema inicial T+ s £ t en
dos nuevos URPM-problemas T+ s Cly T F r C t. Por lo tanto, debemos hecer
frente a varios URPM-problemas simultdneamente, a pesar de considerar una sola rama
del tableau. La notacién I - s; C ¢y,..., 8, C ¢, representard n URPM-problemas de la
forma Tt s; ©t;, 1 € ¢ < n. Ademis, anadimos restricciones a estas expresiones para
crear URPM-problemas restringidos, como en la Definicién 5.4.2.

Segundo, obsérvese que las reglas de imitacion de la raiz utilizadas en los casos 3(b)
y 3(c) son duales, pero diferentes desde el punto de vista de la implementacién, ya que el
simbolo de funcién tiene que ser adivinado en el caso 3{(c). De hecho, en este caso, la regla
se comporta como los ineficientes axiomas de reflexividad funcional, puesto que construye
contextos arbitrarios, a diferencia del caso 3(b), donde los contextos se destruyen, Por
esta razon, el cdlculo MP no contempla el caso 3(c) explicitamente, aunque debe construir
estos contextos para asegurar la completitud. Esto se consigue aplicando el umg obtenido
en los casos 1y 3(b).

El proceso de unificacién sigue, pues, la idea siguiente:

1. elevamos todos los encadenamientos correspondientes al resto de los casos, hasta que
todas las inecuaciones que estén pendientes de ser probadas sean triviales o tengan
la forma z Cy, y

2. aplicamos un cierre reflexivo global utilizando la regla end.

Hagammos observar que el tltimo paso siempre es factible, porque las variables que
aparecen en el URPM-problema en curso (por ejemplo z,y) no pertenecen al dominio del
umyg que resuelve su restriccidn asociada, siempre que apliquemos el umg obtenido en los
casos 1 y 3(b).
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Como consecuencia directa del analisis anterior, el cdleulo de unificacién AMP trans-
forma URPM-problemas restringidos mediante la aplicacién de las cinco reglas siguientes:

(root) Encadenamiento en la raiz

HCriUZb s Tt 8 0t sn Ctn - C
{{Cr}UZks)CH,o.., 5, CLrCt,...,8,Ct, C

{dec) Descomposicién

Thsi Ty fluy ) € floy, o ooovgd 8 ©8, - C
II‘S[Efl....,’ulET,)l,...,?ng’Uq, ..... S ngtn»C

{imitl) Imitacion de la raiz 1
ITh....zC flur,-.. . vg),... O
It (oo S, Y T, )7 - CU o flyn, - yg)}
donde y; son variables nuevas y 7 = [f(y1,...,yq)/zl.

(imit2) Imitacidn de la raiz 2: similar a imitl, pero aplicada a f(v,... wUg) C T

{end) Cierre reflexivo
ks Ot ... 8 f s, -t -C
It (51T, .., 0, 8n D)7 - CU{s, =t}
donde 7 es un umg de s; y ¢;.

Como para los cdlculos anteriores, las condiciones adicionales para la aplicabilidad de
las reglas son:

a} la restriccidn en la conclusion de la regla tiene que ser satisfactible,

b) la inecuacién reemplazada en la premisa no es trivial (s; C # en root y end, y
f(ulw--uu’q) - f(Ul,---,'Uq) en dec),

¢) la inecuacidn { C r no es trivial en la regla root.

Obsérvese que solo introducimos restricciones de igualdad y que las restricciones sélo se
usan para recordar la solucion, ya gue las sustituciones se aplican sobre el URPM-problema
en curso, en las reglas end e 1mit1/2. Las relaciones ~ op y ~+’4» se definen como en los
cdlculos previos.

Definicién 5.7.5 La sustitucién 8 es un MP-unificador del URPM-problema T - s C ¢t
si existe una teoria I', términos r; € T(X, X), para todo 1 < ¢ € n, y una restriccién C
tal que:

e IksCt- 0 ~ypI'br Cry,oyry Cry - O
o & es una solucion de C.

Dado un URPM-problema I', podemos ver la computacién de sus MP-unificadores
como una busqueda en el M7P-drbol de derivacién con raiz [ - §. Obsérvese que las
hojas con éxito contienen una secuencia de inecuaciones triviales v una restriccidon que
posiblemente representa varios MP-unificadores.
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5.7.1 Propiedades del calculo MP

El cilculo MP es correcto v existencialmente completo. La correccidn se expresa como
para el calculo P y se deduce facilmente del siguiente resultado.

Lema 5.7.6 SiZF s Ct),...,8, Ctn Cromp I8\ CHy,...,5, 8, C' y 8 es una
sustitucion que resuelve T' & s; Tt (1 <4 < p) y C’, entonces 0 resuelve T+ s; C ¢;, para
todo 1 <i<n, yC.

Demostracién Distinguimos casos de acuerdo con la regla aplicada en el MP-paso.
Obsérvese que C C €' en todos los casos, por lo que 8 siempre resuelve C, por hipotesis.
Sea (D, p) una interpretacion monétona que satisface 76, entonces tenemos:

(root) Como Z = 7', la interpretacién satisface:

(s1T1)8, ..., (s THO(r Tt)0,... {5, Ct,)0

Como (I C 7) € T entonces (I T r)d € I8, y por tanto (D,p) = (I C r)8 y
(D,p) = (s; ©t;)0, paratodo 1 < j < n.

(dec) De nuevo T = Z', por lo que la interpretacion satisface:

(51 Etl)gv--'v(ul E Ul)g,..-,(lﬁq r; vq)er""(sn ; tn)e

Entonces (D,p) F= (f(u1,-..,u) T f(v1,...,v4))8, porque la interpretacion es
mondtona.

(imit1) 8 resuelve C' = C U {z >~ f(3n,...,yq)} por lo que 26 = f(yi,...,y4)0 v, en
consecuencia, 76 = #. Como asumimos que (D, p) = Z8(= I7#), entonces la inter-
pretacién también satisface:

(s1 C t)r8, ... (y1 Cu)7l, ..., (yq E 'Uq)TBw o (sp Bty T8

Sea s; C t; cualquier inecuacién de ...,z € f(vi,...,vq),... diferente de z T
fv1,...,vy). Entonces (s; T ;)8 es satisfecha por (D, p) porque 78 = 6. Ademds

tenemos (D,p) = (f(y1,...,y) T f(vy,...,v,))@ por monotonia, y, come zf ==
Fly1, -+, yg)8, concluimos que (D, p) = (z C f(v1,...,v4})0.

(imit2} La demostracion es analoga a la de (imit?).

(end} @ resuelve C' = C'U{s; >~ ¢} por lo que ;6 = ;6. De nuevo, como 7 = umg(s;, t;),
tenemos que 7¢ = ¢ por generalidad. Como (D, p} = Z6(= Z78), entonces la inter-
pretacidn también satisface (s; C ¢;)70 = (s; T ¢;)8, 1 < j <m, j #1, v de forma
trivial (s; C¢,)8. =

Teorema 5.7.7 (Correccién) §i 6.es un MP-unificador del URPM-problema T, en-
tonces 8 resuelve T
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Demostracién. Sea I’ = 7 + s C ¢, cntonces existe una restriccion ¢ tal que T+ s C

* f : I . . -
t -~ p ' Er.. ry vy - C, para cierta teorfa 7'y términos v, € T(E. X)), para
todo 1 <1 < n, y f resnelve €. Por induccidn sobre la longitud de la MP-derivacién y
usando el lema anterior, concluimos que # es una solucién de I’ =

La completitud existencial del calculo significa que MP puede obtener un unificador
siempre que el URPM-problema tenga solucién. Supongamos que 8 resuelve T+ s T t, es
decir I8 &=, (s C t}d. Por el Teorema 5.7.3 resulta que (s C t)8 € Th,,(Z6). Entonces se
pueden dar dos casos:

1. s # t8. Por el Lema 5.7.4, existe una prueba [T

58 = ul[h]pl C...C un%n}pn =8

basada en una secuencia de inecuaciones no triviales ({; C r;) € T8 {1 < i < n).

Con objeto de comparar las pruebas que establecen la pertenencia a Th,,,(Z#). defini-
mos la longitud de una prueba | - | como sigue:

H”l[ll]pl L...C “‘ﬂ[TH]Pn I =def T

Es decir, |II| cuenta el nimero total de encadenamientos usados en I1. Obsérvese
que esta medida se refiere a las pruebas y no a la inecuacion inicial s T #4, debido a
que esta inecuacién puede tener diversas pruebas asociadas, con distintas longitudes.

2. 88 = t#. Il Lema 5.7.4 no es aplicable en este caso, por lo que puede existir una
prueba como IT o no. Si existe, entonces la longitud de ésta consiste en el cémputo de
los encadenamientos, como antes. Si no, extendemos la nocién de prueba de forma
natural para considerar también aguellas que no encadenan ninguna vez, esto es,
admitimos que s# = t# denota una prueba frivial que, por definicidn, tiene longitud

156 = 0] =ges O

Como en el calculo MP manejamos varios URPM-problemas simultaneamente bajo la
expresion T F sy C #y,...,8, C ,, para cada solucidn € se verifica (s; C ;)0 € Th,,(I9),
para todo 1 < { < n. Por este motivo necesitamos comparar secuencias de pruebas en lugar
de pruebas individuales. Definamos, pues, la complejidad de una secuencia de pruebas.

Definicidén 5.7.8 Sea (I',8) un par donde ' = I - sy C ¢y,...,8, C &, es un URPM-
problema y 0 es una solucidn de T'. Una secuencia § = I, ..., I, es una secuencia de
pruebas para (T,8) si I1; es una prueba de (s; C ;)8 € Th,(Z8), para todo 1 <i <n. La
complejidad de una secuencia de pruebas S para (U, 8), escrito u(S, 1, 8), se define como:

J-'—‘(Hla ooy, T, 8) =def <Z “HIU': {{w(ni)/si # i, 1 <L ?2}}>

i=1
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donde el peso w(ll;) de lo prueba 1l; se define como:
w(ll;) =gey (depth{s;0),depth(t.0})

donde depth(t) es la profundidad del término t. Cuando se deduzca del contexto escribire-
mos solamente [1(S).

Obsérvese que la complejidad de una secuencia de pruebas depende del par (I, 8}
aunque, por razones de legibilidad, la notacién p(Ily,...,II,} no hard referencia a este
hecho.

Siguiendo el andlisis que precedid a la definicién del célculo MP, es facil comprobar
que todas sus reglas transforman secuencias de pruebas para la premisa, en secuencias de
pruebas para la conclusién, reduciendo estrictamente la complejidad de las mismas. En
concreto, si IIy,...,II, es la secuencia de pruebas para la premisa, la secuencia para la
conclusién reduce el par w(IIy,...,I1;) dependiendo de la regla aplicada pues:

o disminuimos la primera componente cuando aplicamos un encadenamiento en la raiz
(caso de la regla root), porque la suma es mas pequena

e disminuimos la segunda componente cuando pasamos de la prueba de un término
funcional a la secuencia de pruebas correspondiente a sus argumentos (caso de las
reglas dec e 1mitl/2), porque la profundidad de los términos es mas pequena

¢ la segunda componente del par también disminuye cuando obtenemos una inecuacién
trivial {caso de la regla end), porque descartamos el peso de la prueba del multicon-
junto de pruebas correspondiente.

La nocién de complejidad nos permite comparar secuencias de pruebas sin mas que
usar el orden lexicografico > inducide por los érdenes > entre naturales y >, entre
multiconjuntos. En estas condiciones, el orden > estd bien fundamentado porque > y
mult también lo estan [DM 79].

Bajo ciertas condiciones probaremos que, dada una secuencia de pruebas S para ([, #),
siempre podemos dar un MP-paso sobre I' para obtener IV, de forma que exista otra
sustitucién &' que resuelve [ y una secuencia de pruebas S’ para {[V,#) que verifique
1(8) = u{S8'). Este hecho resultard crucial en la demostracién de la completitud del
caleulo.

Lema 5.7.9 Sea C' wuna restriccion y (I, 8) un par compuesto por el URPM-problema
C'=7TF s Ct,...,8; C ty y la sustitucidn 0 que resuelve I' y C. Sea II,, ..., 11, una
secuencia de pruebas para (I',8) sin encadenamientos triviales. Supongamos que existe
i € {1,...,n} tal que la inecuacidn s; C t; no es trivial y ambos términos s;,t; no son
variables a la vez. Entonces existe una sustitucion &', un URPM-problema 1" de la forma
I'Fsi Tt .8, ur T, ug Cog, siyy T, ,..., 8, C iy, una restriccion
C’ y una secuencia de pruebas IT7,... TU_ | TTj,... TI] IO, |, ... 017, que verifican las
stguientes condiciones:
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LD Cropgp I

2.8 resuelve T y C'.
A0 UG | S § I | i Iy, 10, es una secuencia de pruebas para {[7.8') sin
encadenamientos triviales.
S 1
4o gy, 10, 00 8) = p(T, 0 TG TD T I L T T 6.

Demostracién. Si 5,0 = ¢,0, consideremos 7 = umg(s;, t;). Definimos C' = C U {s; =~ t,}
y T como:

Irk (5‘1 Etl,...,si [;.si,...,.sn Etn)’."

entonces tenemos que [' - C ~ap [V - O, mediante la regla end. Obsérvese que las
condiciones para la aplicabilidad de la regla se cumplen porque # resueive C' vy 5,6 = ¢,6.
Ademas, por la generalidad de 7, tenemos que 74 = 8, por lo que 8 también resuelve [
y Iy,..., 1, es una secuencia de pruebas para (I'',#). Por ultimo, resulta obvio que la
complejidad decrece porque, aunque el nimero de encadenamientos es el mismo, en I
aparece al menos una nueva inecuacién trivial: s, C t;7.

Sis,8 # t;0 distinguimos casos dependiendo de la forma de [1;:

1. Existe un encadenamiento en la raiz en Il;. Es decir, existe (I C r) € T tal gque 11,
usa ({ C r)8 en la posicidn e, y I1; tiene la forma s,6 = ... T8 Cr8 C ... C £,6.

Definimos ¢ = C' y IV como:

Tty 81 B, s ELr Ctyysin Eligt, -8 By

entonces [' - C ~spqp [V - €', mediante la regla root. Obsérvese que ! C r no es
trivial y que € satisface C'; por tanto las condiciones para la aplicabilidad de la regla
se verifican. Ademés # es solucién de IV y II;,..., H},Hf, ..., II, es una secuencia
de pruebas para (IV,8), donde Hil y H? son las partes de II; correspondientes a lag
pruebas de que (s; C )4, {r C ;)8 € Th,,(Z28). Por ultimo, resulta obvio que la
complejidad disminuye porque |IL;|| = 1 + |I1}| + JTI2].

el

. No hay -encadenaimientos en la-rafz-en-Il;. -Distinguimos-dos-subcases de acuwerdo
con la forma de s5; v #;.

(a) Los términos s; y t; son funcionales. Sean s; = f(uy,...,uq) ¥yt = f(vr,...,v).
Como |IL;| > 0, existen pruebas II], para todo 1 < j < ¢, de que u;6 E v;6 €
Thy, (Z68). Consideramos C' = C y IV definido como:

ThHs Ty, ooo,8 1Ol o ug Cogsinn Efipr, o 80 Ein

entonces I' - C ~aqp IV - C', mediante la regla dec. Las condiciones de apli-
cabilidad de la regla se verifican trivialmente. Como en los casos anteriores,
f resuelve IV y ’. Ademds tenemos que Hl,...,H%,...,Hf,...,Hn €S una
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secuencia de pruebas para {I”,8) sin encadenamientos triviales y con menor
complejidad. En efecto, resulta que

q -
=3
j=1

pero w(ll;) > w(Il!), para todo 1 < j < q, ya que hemos eliminado el simbolo
funcional f de la raiz de los términos s, y ¢;. Por lo tanto, {{IL;}} =
o, .., nf)

{b) Uno de los términos es una variable y el otro, un término funcional. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que s; = ¢ y t; = f(vy,...,v). Como JIL;}| > 0,
w8 = f(s1,...,5,) y existen pruebas I/ de que 85 C v;8 € Thin(Z8), para todo
1<5<q
Sean C' = CU{z = f(y1,....yq)}, y; variables nuevas, y I definido coma:

IT‘L(‘S[ gtla"‘:‘ﬂﬂl l;tihluyl ;Uhm-;ngvq,si—kl Et;’+1,...,$n;tn)T

donde 7 = [f(y1,-- ., Uq)/T].

Sea & = B[s1/y1,...,5,/yq], entonces &' resuelve C'. En efecto, para toda
ecuacién s ~ t € C tenemos que s6 = sé = t§ = ¢6’, y para la nueva ecuacién
tenemos que z8' = x0 = f(s),...,5;) = fly1,....%)¢. Entonces las condi-

ciones de aplicabilidad se verifican y ['- C ~ 44p [V C’, mediante la regla imit1.
Ademids 78" y 8 se comportan idénticamente sobre var(T") por lo que:

e sije{l,...,n}, j# i entonces (3; T t;)8 € Thy(I8), por lo que (s; C
)18 € Thy(Z76")

o (y; C vy)78" € Thy(Z78'), para todo 1 < j < g, porque (s; C v;78) €
Thy(Z78) e y;78 = 55

En estas condiciones, 8’ resuelve I, Por el mismo motivo, Ty, ..., I, .. TI¢,
..., I, es una secuencia de pruebas para (I, §') sin encadenamientos triviales.
Como en el caso (a)

q

=35 jm)

Jj=1

pero w(Il;) > w(l’lf), para todo 1 < j < g, por la funcionalidad de los términos
zf y ;6. Por tanto, {{[I;}} >mue {TL,..., 0f}.

El uso repetido del lema anterior nos conduce a un URPM-problema I' - C' en el que
todas las inecuaciones de I' pendientes de prueba son triviales o de la forma = I y.
Entonces, la completitud del cdlculo MP se deriva del siguiente resultado técnico, donde
probamos que la unién de la restriccion C y de estas inecuaciones pendientes admite un
unthicador sintdctico.
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Lema 5.7.10 Sea I un URPM-problema y C una restriccion. St existe un unificador de
mdrima generalidad 6 de C' que verifica dom(#)Nvar(l) =0, y [ C ~p '€, entonces
extste un unificador de mdrima generalidad 8" de C' que verifica dom(6') 0 var(D') = 9.

Demostracién. Distinguimos casos dependiendo de la regla aplicada:

(root) Podemos definir ' = ¢ porque C = ¢’ y var{"} = var{l’}). De manera similar se
prueba el caso de la regla dec.

(imitl) Tenemos C' = CU{z =~ flyr,.. .. yy)} v var(lV) = (var(T)N{x}) U {u.. ... Yot
donde y; € var{lT) U var(C}, para todo 1 < j < q. Sea 7 = [f{y1,....yg)/2] ¥
definamos ¢’ = 7. Entonces tenemos que:

1. # unifica C'. Para toda ecuacion (s =~ t) € C, resulta que s = {8 por lo tanto

s8)r = (t0)7: para la nueva ecuacién = ~ f{y1.....yq) razonamos como sigue:
q g
8 = 7 (porque z € var(l'), y entonces x & dom(d))
Fln, . yq)

= f(yi..-.,¥q)07 (porque y; son variables nuevas)
- f(yla s 73)!?)6’

2. §' es un unificador de maxima generalidad de €’. En efecto, si  unifica ¢
entonces n unifica C y #n = n, por la generalidad de 8; ademds n unifica
r = flyi,-...yq) ¥y 70 = 7, por la generalidad de 7. En estas condiciones,

0'n = (87)n = 0{rn) = Oy = 1.
3. var(l") N dom(#’) = (. Esto resulta trivial porque dom(#’) = dom(f#) U {x} vy
las variables y; son nuevas.

(end) Tenemos C' = C U {s; = 4;} y var(l") = (var(I\dom(7}) U codom({r), donde
T = wmg(s;, t;). Definiendo §' = 61 resulta:

1. & unifica C’. Sélo probamos el caso de la nueva ecuacién s; ~ ¢, de C":

50" = (s;.0)7
5;7 (porque var(s;) C var(T'} v var{T) N dom(8) = 0)

tiT
{t:0)7
= ;¢

2. 4 es un unificador de maxima generalidad de €. Se demuestra como en el caso
de las reglas de imitacion.
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3. var(I'"y ndom(®') = §. En efecto, tenemos que dom(§') = dom(8) U dom(r)
por o que si z € var(l"’) entonces z € var(l') — dom(7) o z € codom (7). En
cualquiera de los casos resulta imposible que z € dom{8'): en el primero esto es
trivial y en el segundo se deduce del hecho de que 7 s un unificador de maxima,
generalidad de s; v t;. [ |

A continuacién usamos los dos lemas anteriores para establecer la completitud del

calculo MP.

Teorema 5.7.11 (Completitud existencial) Sea # una solucion del URPM-problema
I =T+ s C ¢t entonces existe un MP-unificador de T.

Demostracién. Consideremos el URPM -problema restringido [ - @, entonces ¢ resueive
I y §. Aplicando repetidamente el Lema 5.7.9 concluimos que existe una sustitucién &'
tal que:

1. T-C oy I O
2. # resuelve IV y C'

3. I"=Z2'+s5 Ct,...,8, G tn, de forma que, para toda 1 <i < n, s; = £ 0 84,8 son
variables diferentes.

Ademas, por el Lema 5.7.10, existe un unificador de madxima generelidad n de C' tal

que var (') Ndom(n) = B, por lo que el conjunto C" U {s) = #1,..., 8, = t,} es unificable.
En estas condiciones, podemos aplicar ~a lo sumo n veces— la regla end para obtener una
restriccion satisfactible C" tal que IV - " ~%p ' F st T sY,...,5, C sy, - C". Toda

solucion de C" es un MP-unificadorde I’ =

El cdlculo MP es eficiente debido a que no eleva las soluciones ingenuas correspon-
dientes al caso 3(c) (cfr. comentarios que preceden a la definicion de MP). En este
sentido, hemos restringido el conjunto de soluciones que nuestro cilculo puede construir.
La, idea de limitar el conjunto de soluciones interesantes ya aparece en [DV 98] para la
E-unificaciéon rigida y destaca como una de las mds prometedoras opciones encaminadas
a la consecucién de la terminacién (véanse los comentarios anteriores referentes a la sub-
seccidn terminacidn frente a completitud). Por ejemplo, el cidlculo MP no puede construir
la solucidn [f(a)/z, f(b)/y] del URPM-problema {a C b} F =z C y. No obstante, pode-
mos resolverlo de otras formas menos ingenuas: utilizande end para obtener la restriccion
{z ~ y} o utilizando root y end para obiener {x ~ a,y ~ b},

Obsérvese que podemos tratar el caso 3{c} de otra forma mas ineficiente si permitimos
la adivinacién aleatoria de contextos. Asi, podriamos resolver este caso mediante la regla
de adivinacidén que definimos como sigue:

IFs1Chy,...,z2Cy..., 6, Citp - C
TF 81 Ct vt C 01y q C g 57 C b - C U {2 = Fun, o tigh ¥ = F (010 0g)]
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donde f es un simbolo de funcién de aridad ¢ v w,,v; son variables nuevas, para toda
1<i<q.

En esta regla el simbolo de funcién f debe adivinarse por lo que, en realidad, estamos
simulando los ineficientes axiomas de reflexividad funcional. Por otra parte, si afiadimos la
regla de adivinacicn al cdlculo MP, no resulta necesaria la reconstruccion de los contextos
mediante la aplicacion efectiva de los unificadores de maxima generalidad correspondientes
a ias reglas end e imit! /2. En estas condiciones, el nuevo cdleulo es correcto y totalmente
completo, cn el sentido de que es capaz de elevar cualquicr solucién basica.

Por otra parte, a pesar de haber eliminado los axiomas de reflexividad, el cdlculo
MP no cs terminante debido a que podemos usar la regla root sin control. Por ejemplo,
podemos construir la siguiente secuencia infinita de AMP-pasos:

bCetFaCb-0ropmp {(bEclFalbecEb-9~uqp
{(bCTctFalbeThbel b Q~ugp ...

Ademads también podemos usar las reglas imit! /2 para desarrollar secuencias infinitas de
MP-pasos, debido a que aplicamos el umg correspondiente:

0tz C flz) O~opmp OF 21 C flz)  {z = flz1)} ~mp
B2y C flze) - {z = flz1), 21 = flz2)} ~rmnp .

5.8 Tableaux con variables libres y unificacién rigida preor-
denada y mondétona simultinea

A continuacion extendemos la nocién de URPM -problema para considerar simultaneamente
varios problemas, y asi cerrar todas las ramas de un tableau de una sola vez.

Definicién 5.8.1 Un problema de Unificacidn Rigida Preordenada y Mondtona Simultineo
(abreviadamente URPMS-problema) consiste en una secuencia finita de URPM-problemas.

Como para los cdlculos P y 8P, presentamos el cialculo SMP como la extensién
natural de MP que considera la simultaneidad. Esto es, SMP transforma secuencias
de URPM -problemas mediante la aplicacién local de roof, dec, imitl, imit2 o end sobre
alguno de sus URPM-problemas individuales. Las variables se comportan rigidamente,
por lo que unimos todas las restricciones en un tnico conjunto y aplicamos globalmente
los wmng correspondientes a las reglas end e imitl /2.

Las reglas de SAMP son extensiones simultdneas de las reglas de SP; por ejemplo, la
versidon simultanea de imit! es:

Iy,... T Cty .z & flur, vy .5, Ctyy . 1y C

(o ZFs1 2ty Tt W C Vg 50 G b )7 C Oz = F (U1, Ug))

donde y; son variables nuevas y 7 = {f(th,....4q)/z].
Las condiciones adicionales para la aplicabilidad de estas reglas coinciden con las re-
queridas anteriormente para AMP. La relacidn ~gap y el concepto de SMP-unificador
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se definen como para MP, es ecir buscamos en el SMP-arbol de derivacién con raiz
Flj....Fn' @

El cilculo SAMP satisface las mismas propiedades que MP, esto es, es correcto y
completo, pero no terminante.

Teorema 5.8.2 (Correccién, completitud existencial) Sea I'),... ', un URPMS-
problema. Entonces:

1. 85160 es un SMP-unificador de 'y, ..., [y entonces 8 resuelve Ty, para todo 1 <i < n.

2. 851 0 resuelve cada URPM-problema I';, para todo 1 < i < n, entonces eriste un
SMP-unificador de I'y,...,[p.

Demostracién. La prueba no es similar a la del Teorema 5.5.2, porque la aplicacién
local de las reglas end e imitl/2 atecta al resto de los URPM-problemas. Sin embargo,
podemos extender de forma sencilla las demostraciones de los Teoremas 5.7.7 y 5.7.11.
|

Ahora integramos el calculo SMP en los tableaux con variables libres mediante la
siguiente regla de cierre.

Definicidén 5.8.3 (Regla de cierre URPMS) Sea T un tebleaw con variables libres y
ramas By, ..., B,. Sea I; la teoria que aparece en B; y s; € t; una desinecuacion que
aparece en By, para todo 1 <1 < n. Entonces T estd cerrado si existe un SMP-unificador
del URPMS-problema Ty b sy T #y,..., I, F 5, C £,.

Sea SMPT el sistema de tableaux compuesto por las reglas o, 3,4, y la anterior
regla de cierre URPMS. Como cuando no considerabamos monotonia, usamos este sistema
expandiendo el tableau hasta que la regla de cierre URPMS se pueda aplicar.

La correccion de SMPT se deriva del Teorema 5.8.2. Para la completitud usamos el
sistema bdsico presentado en la Seccién 3, compuesto por las reglas o, 3,7v,4d, Tr, Ref y
Mon. Entonces elevamos cualquier tableau bésico cerrado y usamos el Teorema, 5.8.2 para
concluir que SMPT también es completo.

Teorema 5.8.4 (Correcién y completitud) Un conjunto de sentencias © es insatis-
factible en estructuras mondtonas si y sélo si existe un SMPT -tableau cerrado para ®.

Obsérvese que el calculo SMP invocado por la regla de cierre URPMS no es ter-
minante, por lo que no puede usarse como un mecanismo de decisién. Por este motivo,
dicho cdlculo puede no acabar sobre determinados URPMS-problemas correspondientes
a algunas expansiones. En este sentido, la terminacidn es necesaria si queremos integrar
adecuadamente la unificacion rigida preordenada y monétona en los métodos de tableaux.
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5.9 Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo hemos integrado los predrdenes mondtonos en los tableaux mediante ¢l
uso de un caleulo de unificacién rigida simnltdneo [MG 00]. Para el caso en que no consice-
remos la monotonia, hemos definido el cdlculo de unificacién P que no sélo es correcto y
completo, sino también terminante, debido a que las inecuaciones pueden eliminarse una
vez que han sido usadas. Ademads hemos introducido téenicas de reescritura para definic
el calculo P1 y conseguir una poda eficiente del espacio de bisqueda. Dicho cdleulo es
completo porque incluye nuevas reglas que aseguran la conmutaeién entre las inecuaciones
orientadas.

Después de explicar los problemas que introduce la monotonia, hemos presentado
el cdlculo MP que resuelve problemas de unificacién rigida preordenada y mondtona.
Aunque este cilculo no es terminante, es eficiente porque elimina el uso de los, va conoci-
dos a lo largo de este trabajo, axiomas de reflexividad funcional; ello se consigue sin mas
que prohibir la construccién de ciertas soluciones ingenuas. En este sentido hemos estable-
cido las bases requeridas para conseguir terminacidn, algo que resulta esencial para lograr
una integracion adecuada de cualquier calculo de unificacion en los métodos de tableaux.

Actualmente estamos estudiando cémo restringir las soluciones basicas que se necesitan
elevar, con objeto de evitar la reconstruccion de cualquier contexto. La intencién es
introducir después técnicas de reescritura para resolver el problema mondtono mediante
un calculo terminante.
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