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Notacién vii

A lo largo de toda la memoria hemos denotado a los vectores por letras mintsculas en
negrita; z;, ¢ = 1,... ,n, representan las coordenadas del vector x € M{™. Las mayisculas
en negrita denotan matrices; a;j, ¢ = 1,... ,m, 7 = 1,... ,n, representan los elementos de la
matriz A. Los escalares, conjuntos y aplicaciones estdn impresos en la calidad usual del texto
en estilo cursivo, reservando las letras mayusculas para referirse a conjuntos. Generalmente se
ha tratado de mantener el convenio de reservar la tilde para denotar todos aquellos conceptos

referentes a juegos con tasas de participacién.

Cou el objetivo de facilitar la lectura de la memoria, a continuacidén se lista parte de Ia
notacién empleada. En primer lngar se muestra la notacién comin a todos los capitulos,

para, a continuacion, detallar la notacién especifica de cada uno de ellos.

N Conjunto de jugadores {1,... ,n}.
SCN Coalicién (nitida} de N.
s5CT 5 contenido o igual que T'.
S¢T S contenido estrictamente en T'.
s =[5 Cardinal del conjunto §.
lz| Valor absoluto de z € IR.
z(S) Con § C N, x € R", denota Zmi.
i€s
T &[0, 1" Coalicién con (infinitas) tasas de participacién de V.
Sop(T) Soporte de la coalicion 7, {i e N /1 > 0}.
(i, T} (Tiy-er s Ticly biy Tidls o e e » Tn)-
T<7 <7 YVi=1,...,n.
T<7 7<7' y 7, <7/ paraalginie N.
P(N} Partes de N.
(N, v) Juego cooperativo con utilidad transferible, N es el conjunto de jugado-

res y v: P(N) — IR es la funcién caracteristica del juego.
(N, ) Juego cooperativo con utilidad transferible y coaliciones con (infinitas)
tasas de participacidn, N es el conjunto de jugadores y % : [0,1]" — IR

es la funcién caracteristica del juego.



viif

Notacidn

Gﬂ.

Frn

PI(v) C R"
PI() C R®
Ifv) CR"
I@yCR?
IG™

IFT™

FTT

IFT?

Cw)
o)

Conjunto de todos los juegos TU n—personales, G = U a".
neiN

Conjunto de todos los juegos TU n-personales con tasas de participa-

cién, FI' = | J #T™.
nclV
Conjunto de preimputaciones del juego (N, v).

Conjunto de preimputaciones del juego con tasas de participacién (N, 7).
Conjunto de imputaciones del juego {N, v).

Conjuuto de imputaciones del juego con tasas de participacién (N, 7).
Coujunto de todos los juegos TU n—personales con conjunte de imputa-

ciones no vacio, IG = U IG".
neiN

Conjunto de todos los juegos TU n-personales con tasas de participacidn

tales que I(%) # 0, IFT = | | IFT™
nclv

Subconjunto de FT™ compuesto por todos los juegos (N, 1) € FT™ tales

que ¥ es integrable en [0, 1]", FT'| = U FTT.
nEIV
Subconjunto de [FI™ compuesto por todos log juegos (N,v) € TFI™

tales que ¥ es integrable en [0,1]", IFT, = U IFTY.
neilV
Corazén del juego (N, v). También se denotara por core{v).

Corazén del juego con tasas de participacién (N, 7). También se deno-
tara por core(v).

Conjunto de todas las posibles permutaciones de N.

Vector de pago marginal asociado a 6 € O™,

Conjunto de Weber del juego (N, v).

Envoltura convexa de los puntos x!,... ,xP.

Interior del conjunto A.

Subdiferencial (conjunto de subgradientes) de la funcién f: A — IR en

x € A,



Notacidn x

Capitulo 2

e(S, x) v(8) — {85}, exceso de la coalicién § # S C N con respecto a x.
E(v) z e( S, x), exceso medio asociado a las coaliciones correspondien-
SCN
S50
te a x en el juego (N, v).
e(r,x) ¥(T) — Tx, exceso de la coalicién 0 # T € [0, 1]* con respecto a x.
E@) / e(7,x)dr, exceso medio asociado a las coaliciones corres-
)"
pondiente a x en el juego (N, v).
w(i, x) Z (S, x), exceso del jugador i € N con respecto a x en el juego
SCN
i€S
(N,v).
w(%,x) f rie{T,x) dT, exceso del jugador ¢ € N con respecto a X en
{0,1]"
el juego (N, v).
8(x) Vectar de excesos de los jugadores con respecto a x.
Alw) Prenucléolo minimo cuadratico del juego (N, v).
Alv) Nucléolo minimo cuadritico del juego (N, v).
E(D) Solucién igualadora del juego (N, 7).
L{v) Solucién lexicografica del juego (N, 7).
Q= (I, F) Dominio del nucléolo general.
N1, F) Nucléolo general.
LC(I1, F) Minimo corazén general.
(¢, ) Problema de asignacidn de costes, ¢ : IR — IR es la funcién de
coste y & € int(IRY) es el vector de demandas.
m
D{ex) 116, el
i=1
CA™ Conjunto de todos los problemas de asignacién de costes asocia-

dos a la produccién de m € Z bienes sin coste fijo (c(0) = 0)
tales que c es de clase 1 (diferenciable con continuidad) en D(a),

ca=|Jocam

mz>l



X Notacidn

p:CA— U IR™  Mecanismo de asignacién de costes.
mz>1

v:{0, T} =+ D{a) Curva de demanda.

P:R™x R -+ R TFuncién de pago.

He, o) Conjunto de los vectores de precios unitarios p € R™ que recupe-
ran costes al final del perfodo de acuerdo con la funcién de coste

¢ y el vector de demandas a.

LC{c,ar) Corazin minimo del problema de asignacién de costes {c, o).

RLC(c, ) Corazén minimo mverso del problema de asignacién de costes
(e, ).

(M, v,) Juego de gananciag asociado a {c, cx).

wi{e, o, p) Riesgo promedio asociado a la produccién del producto i, cuando
se han asignado precios unitarios p, i=1,... ,m.

p° Sistema igualador de precios.

Capitulo 3

b? Vector de recursos iniciales del jugador ¢ € N.
b(S) Z b?, vector de recursos de la coalicién S.
€S
A Matriz de produccidn.
¢ Vector de beneficios asociados a la venta de los productos.
Op(N) Conjunto de éptimos del dual del problema de programacién lineal aso-

ciado al valor de la coalicion total N.

DP(v) Conjunto de pagos segun precios sombra:

bt}
DP)={pe R [¢i=) wibth, i=1,..,n, 4" €Op(N)}.
k=1

Bl Tote g, g = 1,...,dg, de recurso k, & = 1,...,m, disponible en el

mercado.



Notacion
(N, u)
qu
MW(ui)
B(uy)
Ii(S)
Je{5)
(N, ce)

BY(S)

By (5}

B(S)
CDP(v)

{(rN,w")
(rN,»")

4(S)

Juego simple que describe el control sobre el lote Bg.

Conjunto de jugadores veto del juego simple (N, ul).

Conjunto de coaliciones minimales ganadoras del juego simple (N, u}).
Conjunto de coaliciones de bloqueo del juego simple (N, uf).
{ge{y,... ,dk}/Sﬂst&@}.

(g€ (L. i}/ € BD ).

Juego de coste asociado a € € Op(N):

ce(S):i.fk > B, ¥YSCN,S#0,

k=1 gEJ(S)
ce(B) =0.

Blul(S), V SCN.
dy,

E Bg (S}, cantidad total de recurso k, de que dispone la coalicién S,
g=1
E=1,...,m.

(B1(S),...,Bn(8)), vector de recursos de la coalicién S.

Conjunto de pagos segin precios sombra y repartos equilibrados:

t m dy W
ze€l [ z=Y () Bl [vi, Yi=1,...,n,
{ k=1 \g=1
-
y* € Op(N),
{ gleCwly, Ya=1,...,dy; Vk:I,...,m.J

r-replicacitn del juego de produccitn lineal (N, v), r € Z .
r-refinamiento del juego de produccién lineal (controlado por comités)
(N,v), re Z,.

Nimero de jugadores de tipo ¢ que contiene S CrN, V i e N.



xIi Notacidn

77 (S} Proporcidn de jugadores de tipo i que contiene S CrN, Vie N.
R(ui) Refinamiento del juego simple (N, uf), {(rN,u{"), r e Z, }:
qr 1 ’ ’
ul (§)=- mix ming(S), VSCrN, VreZ,.

T PeMW{u]) teP

dy
B(S) Z Bluf"(S), cantidad total de recurso k, k =1, ... ,m, de que dispone
g=1

la coalicién S € rN, en el juego r-refinado (rN,v").

MT Conjunto de coaliciones con {finitas) tasas de participacitn:

{xEH”/miz%,qz-EZ,quigf',i:l,...,n}.

(N, 4]’} Juego con (finitas) tasas de participacién asociado a {rN,u]) a partir
de la correspondencia 77 1 N — MT, 77(S) = {(77(S),... , Th(5)).

(N,ﬂg) Juego simple con infinitas tasas de participacidn que geners el refina-
miento:

i (ry= méx minn, Y Trel01]”.
fr) =, o mign, ¥ 1]

(N,77) Juego con (finitas) tasas de participacién asociado a (rN,v") a partir de
la correspondencia 7" : v N — M'.

Rv) Refinamiento de (N,v), { (N,7"), r € Zy }.

(N, ) Juego de produccién lineal (controlado por comités) con infinitas tasas
de participacién que genera el refinamiento.

(S, vE) Juego reducido (Davis—Maschler) con respecto a 8y a x.



Notacidn

p(t)
Dy
(N, wi 1)

(N, % [T])

(NUT,D)

Capitulo 4

G ={G,e,N)
G = (V,E)
V=Nu{r}
E
c:E—- R
F;

7 (i)

e

(V. =)
(£,3)
TCV

Vectores adicionales de recursos en un juego de produccion lineal exten-
dido.

Precio de compra de t9, j € J.

Conjunto de paquetes de acciones disponibles en el mercado en un juego
de produccién lineal controlado por comités extendido.

Precio de compra del paquete de accienes t € T.

Lote adicional derecurso &, £=1,... &g, k=1,... ,m.

Juego simple que describe el control sobre el lote Dﬁ que adquiere una
coalicién cuando compra el paquete de acciones T” cT.

Juego simple que describe el control sobre el lote Bg que adquiere una
coalicién cuando compra el paquete de acciones 17 CT.

Juego de produccién lineal controlado por comités (usual) asociado a un

Juego extendido.

Problema del 4rbol fijo de conexién (problema FTC).

Arbol con un tnico vértice raiz, r.

Vértices del drbol, N es el conjuuto de usuarios de la red de conexidmn.
Conjunto de arcos del arbol.

Funcidn de coste del modelo.

Unico camino en el 4rbol G del vértice raiz a i, Vi€ N.

Predecesor (o padre) de i en el &rbol G, V i € N.

Arco (w(i),i), YieN.

Relacion de precedencia sobre el conjunto de vértices, i < j si y s6lo si
te Py

Relacién de precedencia sobre el conjunto de arcos, e; = e; si y sdlo si
1€ B

Troneco de G, conjunto de vértices cerrado bajo la relacién de precedencia

(v, %)



xv Natacidén

(T Coste asociado al tronco T de G, denota E cle; ).
i€T\{r}
{T) Conjunto de arcos que parten de 7', ¢ = (4,7) € Etalquei € T y
Jj¢T.
F(3) Conjunto de sucesores del vértice i, {j € N/ j = i}.
Vi, CV Subconjuunto de vértices {i € N/ |F (&} =k}, k=1,... ,n.
(N, eg) Juego de coste generado por G = (G, ¢, N).
Ty Minimo tronco que contiene a todos los miembros de 5, ¥V SC N.
(N,ug) Juego dual de unanimidad respecto de la coalicién 5.
(Be, Ve) Rama de (7 enraizada en e = (3, ) € F, subdrbol de G generado por el

conjunto de vértices F'(5) U {i}.

S¢ Particidén de G en subproblemas.
Sa(x) Particién de G en subproblemas inducida por x € core(cg).
WI(G) Conjunto de pesos admisibles (tasas de contribucién), w € IR", para
G ={G,¢c,N).
0 (S) Coste medio ponderado {con respecto a w) bajo G de la coalicidn S # ¥,
> e
ic5 .
_ 1 51 WS:ZZC;)I')O,
aw(s )= ws ics
00, i wg=0.
Gr Contraccién de G = (G, ¢, N} por T
&9 (w) Solucién w-igualitaria restringida del probiema G.
To(w) {T¥,...,T¥}, particién de N inducida por el algoritmo que define
£9(w).
x%(w) Reparto raiz—casa asociado a w € W(G).
Ag(w) {Ay,... A%}, particidn de N definida por el tiempo de finalizacién

inducida por x(w).
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XV

EQ

f
Ee

W

gw

x7S

(N1 Ca)
(N, ¢f)
(Nac‘JCg)

Fe

A(G, e, N)

Aplicacién que asigna a cada w € W(G) la solucién w-igualitaria res-
tringida del problema G.

Conjunto de todos los problemas SFTC.

Regla igualitaria restringida de asignacién de costes.

Sistema admisible de pesos, aplicacién w: F — U yew IRﬁ que verifica
w(G,e,N) € W(G) para todo G € F. e

Regla w-igualitaria restringida de asignacién de costes.

Clase de procedimientos de asignacién de costes en F compuesta por
todos aquellos procedimientos de asignacién de costes que verifican las
propiedades de monotonicidad con respecto a la funcién de coste y per-
tenencia al corazén.

Reparto de costes raiz—casa asociado al vector de tasas de contribucién
7 ¥ a la particién de G en subproblemas S.

Valor de Shapley (dual) ponderado asociado al sistema de pesos
w= (A, %).

Problema SFTC con tasas de participacién y con pérdidas.

(51,... ,6.”), C; : [0,1] = [0,e(e3)], 2 = 1,... ,n, funcién de coste ex-
tendido.

(diy...,dn), di: [0,1] = Ry, i=1,... ,n, funcién de pérdida.

Juego de coste con tasas de participacién generado por G.

ty-extension de (N, ¢g) definida por la conorina triangular 3.
Extensién de Cornet del juego (N, eg).

Problemas FTC que verifican todas las propiedades de un problema
estdndar con la posible excepcién de la propiedad (ii) (del vértice raiz
parte un dnico arco).

Prenucléolo minimo cuadratico del juego de coste (N, cg) generado por

G={(G,e,N) € F,.
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La Teoria de Juegos se ocupa de la modelizacién y analisis matematico de situaciones de
conflicto, total o parcial, en las que intervienen dos o mds decisores racionales (jugadores),
de cuya interaccién depende el resultado final de la sitwacion (juego}. Lo que cada jugador
obtiene, no sélo depende de su propia decisién, sino que también depende de las decisiones

tomadas por el resto de los participantes.

Si bien los trabajos de Cournot (1838), sobre el modelo del duopalio, y de Zermelo (1913),
sobre el juego del ajedrez, ya apuntan algunas ideas propias de la Teoria de Juegos, se puede
considerar que esta teoria se inicié con los trabajos publicados por el matemdatico hingaro
John von Neumann en 1928. No obstante, su difusién y desarrollo no se produciria hasta
1944, afio en que von Neumann y Oskar Morgenstern, economista austriaco, publican el libro
Theory of Games and Economic Behavior. El objetivo inicial de esta teoria era proporcionar
un marco teérico que promoviera la racionalidad en la actividad econémica. Sin embargo,
el trabajo de numerosos investigadores ha conducido a que el dmbito de aplicacién de la
Teoria de Juegos se haya extendido a otras disciplinas: Ciencias Sociales, Ciencias Politicas

v Biologia Evolutiva.

Se distingue, fundamentalmente, entre dos tipos de juegos: Juegos Cooperativos y Juegos
No Cooperativos, dependiendo de si los jugadores pueden o ne coordinar y negociar sus estra-
tegias mediante acuerdos vinculantes. En particular, en los juegos cooperativos se contemnpla
1a posibilidad de que los jugadores formen copliciones. A su vez, los juegos cooperativos se
clasifican en Juegos con utilidad transferible (juegos TU) y Juegos sin utilided transferible
(juegos NTU), dependiendo de que la utilidad pueda o no ser representada por algin medio

de cambio que sea perfectamente transferible de un jugador a otro.

En esta memoria nos restringimos al Ambito de los juegos ecoperativos con utilidad trans-
ferible. En particular, a aquella parte de su estudio que comprende el establecimiento de reglas
que indiquen, para cada posible juego, cdino repartir entre los jugadores el beneficio o el coste
que se ha generado cuando todos ellos han cooperado. Como indica el titulo de la memoria,
nuestro interés reside en estudiar algunas de las respuestas que la Tecria de Juegos puede

ofrecer al problema que se plantea cuando un grupo de agentes participa conjuntamente en
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la produccién o el consumo de un bien: ;Cémo repartir el beneficio o €l coste que se ha

generado?

En el desarrollo de este trabajo abordamos tres situaciones concretas, que serdn descritas
posteriormente. Su modelizacién como juegos cooperativos con utilidad transferible, no sélo
nos permitird analizar las posibilidades que soluciones de la Teoria de Juegos (ya estable-
cidas en la literatura) ofrecen como propuestas de reparto en cada una de las situaciones

consideradas, sino que también motivard la consideracion de nuevas soluciones.

En el primer capitulo, de caracter introductorio, se recogen las nociones y elementos
basicos de la Teoria de Juegos cooperativos con utilidad transferible necesarios para el desa-
rrollo de este trabajo. En particular, se introduce el concepto de coulicidn con tasas de
participecidn. Generaliente, se considera que un jugador, por el hecho de formar parte de
una coalicidn, poue a disposicidén de la misma toda su “capacidad de actuacidn”. Sin em-
bargo, existen situaciones en las que los jugadores tienen la posibilidad de firmar acuerdos
vinculantes que no suponen la cesién de todo su potencial. Los Juegos cooperativos con uli-
lidad transferible y coaliciones con tasas de participacion incorporan al modelo convencional
la posibilidad de que un jugador decida el grado en que quiere involucrarse en una coalicidn,
considerando para ello la formacién de coaliciones con tasas de participacidn, en el sentido
dado por Aubin (1974a) al concepto de coelicidn difusa. No obstante, querermnos destacar el
hecho de que a lo largo de esta memoria en ningin momento se emplea metodologia propia
de la Teorfa de Conjuntos Difusos (Zadeh (1965)); duicamente se emplea la interpretacién
fisica nitida de tasa de participacién. Estos juegos han sido tratados, bajo distintas denomi-
naciones, por Aubin (1974a, 1981), Hsiao y Raghavan (1992, 1993, 1995} y Nouweland, Tijs,

Potters y Zarzuelo {1995), entre otros.

En el estudio expuesto en el segundo capitulo se establece una regla de reparto para la
clase de Juegos cooperativos con utilidad transferible y coaliciones con tasas de participacion.
Proponemos una solucién para este tipo de juegos basada en el prenucléolo minimo cua-
drdtico (Ruiz et al. (1996)): la solucion igueladora. En una primera parte se analizan sus

propiedades y se obtiene una caracterizacidn axiomdatica. Fn una segunda parte, se aborda



el problema conocido genéricamente como problema de asignacion de costes (Shubik (1962),
Billera y Heath (1982), Mirman y Tauman (1982), Samet y Tauman (1982), Young (1985b)).
Una de las cuestiones que se plantean cuando varios productos heterogéneos y divisibles son
elaborados por un proceso de produccién comin es redistribuir el coste derivado de su pro-
duccién conjunta en forma de precios asignables a la produccién de cada uno de los bienes
individuales. Considerando que un jugador (en este caso, un producto) puede participar par-
cialinente en una coalicién para consumir un bien (en este caso, el proceso de produccién), la
situacién anterior puede ser interpretada en forma de juego cooperativo con utilidad transfe-
rible y coaliciones con tasas de participacién. Exploramos, entonces, las posibilidades que la

solucién igualadora puede tener como solucién al problema de asignacién de costes planteado.

El tercer capitulo se centra en los Juegos de produccidn lineal introducidos por Owen
(1975). Este tipo de juegos modeliza economias de produccién en las que el proceso de
produccién es lineal y los recursos necesarios para elaborar los productos finales que seran
vendidos en el mercado no pertenecen a un tnico decisor. Por el contrario, los recursos
pertenecen a un grupo de decisores (jugadores), que pueden compartirlos si llegan 2 un
acuerdo. FEl problema a resolver consistira en repartir el beneficio obtenido en la venta
cuando todos los jugadores cooperan; es decir, cuando unen todos sus recursos. Desde que
Owen introdujera este tipo de juegos han sido propuestas diversas generalizaciones (Dubey
y Shapley (1984}, Granot (1986) y Curiel, Derks y Tijs {1989)). Estas generalizaciones
suponen que los recursos son bienes colectivos, no individuales, de manera que un grupo de
jugadores podrd disponer de ellos siempre y cuando tenga el “poder” suficiente para hacerlo.
En particular, en este capitulo nos centramos en la generalizacidén propuesta por Curiel et
al. (1989): Juegos de Produccion Lineal Controlados por Comités. Nuestro objetivo es
llevar cabo un estudio, andlogo al desarrcllado por Owen para el modelo original, acerca del
comportamiento del corazén de estos juegos cuando el nimero de jugadores “tipo” presentes
en el mercado aumenta. Hste estudio se puede llevar a cabo suponiendo que los jugadores
pueden participar parciclmente en una coalicidn, esto es, la evolucién del corazdén cuando se
replica el conjunto de jugadores se puede estudiar a partir de la evolucién del corazén de

juegos de produccién lineal controlados por comités con tasas de participacién. Serd este
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tltimo enfoque el que, precisamente, nosotros adoptaremmos. Asi mismo, siguiendo el trabajo
de Granot (1994). se estudia la reduccién (en el sentido de Davis-Maschler) de un juego de

produccidn lineal controlado por comités.

El problema que se aborda en el capitulo 4 es el de repartir los costes derivados del
manfenimiento de una red de conexién a un punto de suministro entre los usuarios de la
misma. Para ello, la situacién a la que se enfrentan los usuarios de la red es previamente
modelizada como un juego de coste. En particular, nos restringimos a aquellos casos en los
que la red de conexién tiene estructura de arbol: Juego del drbol fijo. Este tipo de situaciones
han sido tratadas por Granot, Maschler, Owen y Zhu (1996) y Maschler, Potters y Reijnierse
(1995), entre otros. El caso particular en que el drbol que define la red de conexién es una
cadena, conocido con el nombre de problema del aeropuerto, ha sido también extensamente
estudiado: véase Littlechild (1974), Littlechild y Owen (1977), Dubey (1982), Sudhélter y
Potters (1995), Aadland y Kolpin (1998). El capitulo puede dividirse en dos partes. La
primnera parte ha sido desarrollada en colaboracién con los profesores M.Koster y S.Tijs de la
Universidad de Tilburg (Holanda) y el profesor Y.Sprumont de la Universidad de Montréal
(Canada) y aparece parcialmente recogida en Koster, Molina, Sprumont y Tijs (1998). En
ella se analiza en profundidad el corazén de este tipo de juegos, destacando la definicién de
la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas, que coincide con el corazdn del
juego y que serd objeto de un amplio estudio. En la segunda parte se estudian las posibilidades
que ofrece el considerar la formacidn de coaliciones con tasas de participacién en el modelo y

las propiedades del prenucléolo minimo cuadritico como solucién de un juego del arbol fijo.

Por ltimo, se incluye un apéndice en el que se desarrollan detalladamente algunas cues-

tiones planteadas a lo largo de la memoria.

La estructura de los capitulos 2, 3 y 4 es la misma. Se inicia eada capitulo con una breve
introduccidn en la que se motiva y describe el problema tratado, dando unos apuntes acerca
de los trabajos relacionados ya existentes en la literatura. En el uticleo central del capitulo

se desarrolla el trabajo, para terminar con un epigrafe en el que se recogen las conclusiones.
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En este capiiulo se recogen todos aquellos conceptos y resultados bisicos de la Teoria de
Juegos cooperativos con utilidad transferible que son empleados a lo largo de esta memoria.
El caso en que se considera la posibilidad de que los jugadores gradien su tasa de participacion
en una coalicién queda recogido en la seccién 1.2. Para un estudio mds extenso remitimos
al libro “Mathematical Methods of Game and Economic Theory” {Aubin (1880)), en lo que
a juegos difusos se refiere, y a los libros “Cooperative Games, Solutions and Applications”

(Driessen (1988)) y “Game Theory” (Owen (1995)), en lo referente a juegos TU.

1.1 Juegos cooperativos con utilidad transferible: Juegos TU

Un juego n—personal cooperativo con utilidad transferible modeliza aquellas situaciones en las
que confluyen dos supuestos bédsicos: cualquier grupo de jugadores puede negociar y coordinar
sus estrategias mediante la firma de acuerdos vinculantes (formacidn de coaliciones) y existe
un bien, totalmente divisible, que los jugadores pueden transferir libremente de unos a otros,
siendo la tasa de transferencia de utilidad entre los jugadores (de acuerdo con dicho bien)
de 1 a 1. En este contexto, un juego n—personal cooperativo con utilidad transferible queda
determinado por un par (NV,v), donde N = {1,... ,n} representa el conjunto de jugadores
y v : P(N}) = IR, a la que se denomina funcidn caracteristica del juego, es una funcién que
asigna a cada coalicidn § € N un numero real v(S), valor de lo coalicion S, verificando

v(@) = 0.

Intuitivamente, v(S) representa la maxima utilidad que los jugadores de S pueden garanti-

zarse obtener en el juego, independientemente de lo que haga el resto de jugadores (jugadores

en N\ S5).

El conjunto de todos los juegos T'U n-personales se denota por G™, mientras que

G= U G™ denota al conjunto de todos los juegos T'U.
nclN

Definicién 1.1. Se dice que dos juegos n-personales, (N,u) y (N, ), son estratégicamente
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equivalentes si existen k > 0, y o € IR", tales que para toda coalicion § C N, se verifica

v(§) = ku(S) + > .

ies

Esencialmente, si dos juegos son estratégicamente equivalentes, entonces se puede obtener
uno a partir del otro sin mAas que aplicar una transformacion lineal a los espacios de utilidad
de los jugadores. Obviamente, la relacién definida es una relacion de equivalencia. Como
representante de las clases de equivalencia definidas por esta relacidn se suele emplear, siempre

que sea posible, el siguiente juego.

Definicién 1.2. Se dice que (N,v) € G™ es un juego normalizado (0,1) siy sélosiv({i}) =0,
VieN yu(N)=1.

Como ya se ha mencionado en el prélogo, uno de los principales problemas que trata
de resolver la teoria de juegos en este contexto es cdmo repartir entre los jugadores los
beneficios derivados de la cooperacién. No obstante, los jugadores 1o tienen siempre los
mismos incentivos para coaligarse. A continuacién se exponen nna serie de definiciones gque

hacen referencia a propiedades del juego en relacién con este hecho.

Definicién 1.3. Se dice que (V,v) € G™ es propio si su funcién caracteristica v es supera-

ditiva, esto es,

v(S)+o(T) <v(SUT), V STCN talesque SNT=10.

Definicidn 1.4. Se dice que (N,v) € G™ es mondtono si para todo par de coaliciones

S, T C N, tales que S C T, se tiene que »(S) < »{T).

Definicién 1.5. Se dice que un juego (N,v) € " es convero si para todo par de coaliciones

S.T C N, se verifica

p(SUT)+0(SNT) > o(S)+v(T).
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Alternativamente, si para todo par de coaliciones 5,7 C N, se da la desigualdad en

sentido contrario, entonces se dice que el juego es cdncavo.

En cualquier caso, dado el juego TU, (N,v) € G", el problema que se plautea es cdmo
repartir equitativamente entre los jugadores el beneficio v(N) que se genera cuando se fcrma
la coalicién total. Para gue una propuesta de reparto sea aceptada por todos los jugadores
debera cumplir ciertos requisitos, que vendran dados por la situacién concreta de que se trate.
En este sentido, la Teoria de Juegos ofrece distintas “soluciones” en forma de conceptos de
solucidn, entendiéndose por concepto de solucién para juegos TU un mecanismo de seleccién

(regla) que asigne a cada posible juego un conjunto de propuestas de reparto.

Definicién 1.6. Un concepto de solucién para la clase de juegos Gy C &, es una aplicacién
punto-a~conjunto, ¢, definida sobre Gy, que asigna a cada juego (N, v) € G, un subconjunto
de vectores de pago ¢(N,v) € R". Un concepto de solucién que asigne un inico vector de

pagos a todo juego de Gy se denomina wvalor.

El establecimiento de conceptos de solucién constituye en la actualidad una de las lineas de
investigacién mas prolijas dentro de la Teoria de Juegos cooperativos con utilidad transferible.
Sin embargo, esto no fue asi hasta 1953, afio en que Donald Gillies introduce el concepto de
corazon' y Lloyd S. Shapley define el valor conocido cominmente como wvalor de Shapley.
Hasta ese momento el concepto de solucién mds utilizado era el de los conjuntos estables,
introducido por von Neumann y Morgenstern. De entre los conceptos de solucién ya clasicos
en la literatura queremos destacar agquellos que, tanto por su impacto inmediato en el trabajo
desarrollado en este memoria, como por su impacto en el dmbito de la Teoria de Juegos
Cooperativos TU, resultan mds interesantes: el corazén y el valor de Shapley, previamente

mencionados, el nucléolo (Schmeidler (1969)) y el prenuciéolo (Sobolev (1975)).

Definicién 1.7. Dado un juego (N,v) € G™, se define una preimputecidn como un vector

1 - P ‘e ‘
Nos hemos decantado por la traduccién de core como corazén, en lugar de emplear la traduccidn més
generalizada de nicleo, porque en el campo de las matemdticas la palabra niicleo se emplea cominmente como

traduccion de kernel, que se corresponde con un concepto de solucién diferente que también aparece en la

Teoria de Juegos.
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x € IR" verificando Z z; = v(IN) (propiedad de eficiencia). El conjunto de preimputaciones
icN

del juego se denota por PI{v).

Definicidn 1.8. Dado el juego (N,v) € G", se define una imputacidn como un vector

x € PI{v) verificando «; > v({i}), V i=1,... ,n (propiedad de racionalidad individual).

El conjunto de todas las iimputaciones del juego se denota por I{v).

El conjunto de todos los juegos TU n-—personales con conjunto de imputaciones no vacio

se denota por IG", mientras que IG = U IG" denota al conjunto de todos los juegos TU
neiv

con I(v) # 0.

El corazén (Gillies (1953)) es un concepto de solucién conjuntisia; més que proponer un
reparto concreto, lo gque proporciona es un conjunto de repartos que son propuestas de pago
dificilmente cuestionables por las diferentes coaliciones que se pueden formar. Una propuesta
de reparto que conceda a una coalicién menos de 1o que sus miembros se pueden garantizar
obtener sin contar con apoyos, puede ser cuestionada por dicha coalicidn que, en tal caso,

podria optar por abandonar la coalicidn total.

Definicién 1.9 (Gillies,1953). Se define el corazén C(v) del juego (N,v) € G" como el
conjunto de vectores x € IR™ que verifica:
L

(i) Propiedad de eficiencia: % z; = v(N).

i=1
(ii) Racionalidad coalicional: z{S} > v(S}, siendo z(5) = Z.Lz , ¥YSCN.
€S
Si una preimputacidn pertenece al corazén del juego, entonces ninguna coalicién dispone
de medios propios para cuesticnaria: lo que una coalicidn S puede obtener si abandona la
coalicién total {v{S)) no excede el pago que le concede dicha preimputacién (z(S) ). Uno
de los problemas que plantea este concepto de solucidn, ademas de la uo unicidad de las
propuestas contenidas en él, es que, en general, no se puede garantizar que sea distinto del

vacio. Bondareva (1963) y Shapley (1967) caracterizan los juegos con corazdén no vacio a
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partir de la condicién de juego equilibrado. En lo que sigue, cada vez que nos refiramos a

(N,v) € G" como un juego equilibrado estaremos indicando que C(v) # 0.

Observacién 1.1. Siel juego (N, v) es un juego de coste, es decir, v(S) es interpretado como
el coste en que la coalicién S puede garantizarse incurrir a lo sume, entonces la condicién de

racionalidad coalicional que define el corazdn del juego vendra dada por:

@ Y m<u(s), VSCN,

iesS

Rigurosamente, el conjunto definido por (i} y (ii’} recibe el nombre de anticorazén. Sin
embargo, siempre que quede claro que el juego con el que se estd trabajando es un juego de
coste, nos referiremos a él simplemente como corazén. Asi mismo, siempre que no se haga

mencidén explicita de lo contrario, se trabaja con juegos de beneficio.

A continuacién se exponen las propiedades del corazdn (anticorazén) de un juego de

beneficios (de coste) convexo (céncavo), que serdn empleadas en los capitulos 3 y 4.

Definicién 1.10. Dado (N,v) € G*, y § € O, siendo ©" el conjunto de todas las posibles
permutaciones de N = {1,... ,n}, que representaremos como una aplicacién biyectiva de N

en N . Se define el vector de pago marginal asociado o 8, x, como
g .
zf = v(F) u{i}) - v(F),

donde P! = {j € N /8(j) < 0(3)}.

Definicidn 1.11. Dado un juego (N,v) € G", se define el conjunto de Weber del juego,

W (v), como

W) =Con{x’/6c0™},

donde Con denota la envoltura convexa.
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Proposicién 1.1 (Weber, 1988). Sea (N,v) € G un juego, y sea C{v) su corazdn, enton-
ces se verifica C{v) C W(v).

Shapley (1971} demuestra que para juegos de beneficios {de coste) convexos (céncavos)
el corazdén coincide con el conjunto de Weber. Ichiishi (1983} demuestra el reciproco: si

C{v) = W{v), entonces el juegn de beneficio (coste) es convexo (cédncavo).

El valor de Shapley fue introducido originalmente por Shapley (1953) como un valor
para juegos TU. Dicho valor ha ocupado, y sigue ocupando, un lugar predominante en lo
que a valores se refiere. Prueba de ello es el elevado niimero de trabajos que ha generado
y la diversidad de sus aplicaciones (como mecanismo de asignacién de costes, como fndice
de poder,...), asi como el hecho de que sea precisamente el valor de Shapley, y no otro,
el que comuinmente se extiende a cualgquier nuevo modelo de juegos cooperativos. En esta
introduccién nos limitaremos a exponer la definicidn original dada por Shapley; para ello, es

necesario introducir una serie de conceptos previos.

Definicién 1.12 (von Neumann y Morgenstern). Dado el juego (N,v) € G", se dice
que J; es un jugador titere? si v(SU{i}) = v(S) +v({i}), ¥ S C N\ {i}.
Definicién 1.13. Dado el juego (N,v) € G*, se dice que J; es un jugador irrelevante si

o(SU{i}) =v(8), ¥ S TN\ {a).

von Neumann y Morgenstern hacen referencia, en el contexto de juegos simples, al con-
cepto de jugador irrelevante, al que denominan jugader insignificente. Un jugador irrelevante

no influye directamente en el juego, ya que no contribuye en nada a ninguna coalicién.

Definicién 1.14. Dado (N, v) € G, cualquier coalicién S C N tal que

o(T)=o(TNS), ¥YTCN,

se dice que es una coalicidn soporte para el juego (N, v).

%en inglés, dummy.
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Un jugador que no pertenezca a alguna de las coaliciones soporte es un jugador irrelevante.
El uso de este concepto permite obviar la clasificacién de los juegos en funcién del ntumero

de jugadores.

Definicién 1.15.

(i} Dados (N,u), (N,v) € G* se define el juego suma, (N,u + v) € G*, como

(u+v){8) =u(S)+v(S), V SCN.

(ii) Sea (N,v) € G™ y sea 8 € O", se define el juego permutado, (N, 8v), como

Ou(S) =v({i e N/8(i) € 5}), VY SCN.

Definicién 1.16 (Shapley, 1953). Se define el valor de Shepley de un juego (N,v) € G
como una aplicacién, ®(N,v), que asigna a cada jugador ¢ € N un mimero real, ®;(N,v),

verificando los siguientes axiomas:

{51) Z O, (N, ») =0v(8), V¥V 8§CN coaliciin soporte de v.
iES

(52) Dados (N,u),{(N,v) € G", se verifica ®;(N,u +v) = ®;(N,u) + ;(N,v), VieN.
(53) @s(i)(N,a'u) =®;{N,v}, Vo€ Oy VYieN.

Teorema 1.1 (Shapley, 1953). Egiste un tinico valor, ©: G -+ U R", verificando (S1), (S2)

neiv
y (93). Dicho valor viene dado por

q)z-(N,m:Z(s"l)jfE”""’)" W(8) —w(S\{i})), VieN, V(N,»)eG*, VYnelN,

SCN
€S

donde s = |S8|.
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Un concepto de solucién alternativo lo proporcionan el nucléolo {Schmeidler {1969)) v
el prenucléolo (Sobolev {1975)). El procedimiento de seleccion en que se basan, tanto el
nucléolo como el prenucléolo, valora cada posible propuesta de pago a partir del vector de
excesos asociado a la misma. Dado el juego (N,v) € G™, asociado a cualquier vector de

pagos x € IR", se define el exceso de la coalicidn® no vacia § C N con respecto a x, como

la diferencia entre el valor de dicha coalicidn y el pago que recibirfan los miembros de S si x

fuera la propuesta de reparto definitiva, esto es,

efS,x) = v(8) — =(S5).

El exceso de la coalicién S puede entonces ser interpretado como una medida del descontento

que sentirfan los miembros de la coalicién S si x fuera sugerido como reparto final.

Una vez establecido el criterio de valoracién de una propuesia de reparto, se debe selee-
cionar aguel vector de pagos que resulte “mejor” valorado, de entre todos aguellos que son
considerados “admisibles” (que verifican ciertas propiedades deseables). En este sentido, el
prenucléolo considera como admisible cualquier preimputacidn, mientras que el nucléalo exige
que la propuesta de reparto a considerar sea una imputacién. En ambos casos, teniendo en
cuenta que siempre que x € PI(v} el exceso global (la suma de los correspondientes excesos
asociados a todas las coaliciones) es el mismo, se tiene que, si se quiere minimizar el exceso
asociado a “todas” las coaliciones, entonces se deberd optar por un mecanisino de seleccldn
que reparta equitativamente el exceso global entre todas las coaliciones. Una forma de repartir
equitativamente es 1a que propone el nucléole (prenmucléolo): seleccionar como propuesta final
de reparto aguella iinputacidn (preimputacién) que minimiza el descontento de las coaliciones

mas insatisfechas.

Formalmente, considérese un vector de pagos cualquiera x € IR", y sea f(x) € R*" 7,

3Posiblemente, dada su interpretacién, la palabra en castellano més adectada para denominar ezcess seria
“descontento” o “insatisfaccién”, no obstante, dado que ézceso es la traduccién cominmente empleada, serd

la que nosotros adoptaremos.
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denominado vector de ezcesos, aquel vector cuyas componentes representan los excesos de las

coaliciones con respecto a x, e(S,x), @ # § C N, ordenadas no crecientemente. A partir de

f{x), el nucléolo se define como sigue:

Definicién 1.17 (Schmeidler, 1969). Dado {(N,v) € G, el nucléolo del juego es la impu-

tacidn v(v) que verifica

O(v(v)) <1 0(x), Y x€I(v),

donde <y, es €l orden lexicografico en IR?"~1.

El prenucléolo (Sobolev (1975)) se define de forma andloga, siendo la unica diferencia que,

en este caso, es el conjunto de preimputaciones sobre el que se obtiene el minimo.

Sobolev (1975) obtiene una caracterizacidn axiomdtica del prenucléolo a partir de una
propiedad de consistencia. Una caracterizacién axiomdtica del nucléolo, basada en la dada
por Sobelev para el prenucléolo, se puede encontrar en Snijders (1995). Para una extensa

revisién acerca del nucléolo remitimos a Maschler (1992).

Por dltimo, con el fin de introducir conceptos que serin utilizados posteriormente, se

presenta un breve resumen acerca de los juegos simples.

Un juego simple, tal y como fue concebido por von Neumann y Morgenstern, es aquel
juego en el que el elemento cuantitativo, i.e., los pagos expresados por la funcién caracteristica,
puede ger tratado como algo secundario. El principal objetivo de los jugadores es formar coali-
ciones “decisivas”. Estos autores definen un juego simple (de suma constante) en términos

de coaliciones “ganadoras” y coaliciones “perdedoras”.

Shapley (1964) geuneraliza esta definicién introduciendo el concepto de juego simple, no

necesariamente de suma constante. Esta serd la definicién que emplearemos en la mermnoria.

Definicién 1.18 (Shapley, 1964). Un juego simple, (N, W), viene dado por N, conjunto

de jugadores, y por W C P(N}, conjunto de coaliciones ganadoras. W debe verificar:
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(i) New, d¢w

(i) Monotonfa: st SEW y SCT = TeW

En términos de la funcién caracteristica, se define como sigue:

Definicién 1.19. (N,v) € G" es un juego simple si se verifican:

) »(8)efo,1}, VSCN.
(i) w(N)=1, »(0) =0.

(iil)  (N,v) es monétono.

Si el juego simple viene dado en forma de funcién caracteristica (N,v), entonces se le
puede asignar el juego (N, W(v)), donde W(v), conjunto de coaliciones ganadoras del juego,

viene dado por todas aquellas coaliciones verificando v(S) = 1.

Un caso al que prestaremos una especial atencion es el de los juegos de unanimidad.

Definicién 1.20. El juego de unanimidad con respecto a la coalicidn S C N, (N, ug), viene

dado por

I, siSCT,
ug(T) ==

(0, en otro caso.

A continuacién se exponen las definiciones y propiedades de un juego simple que seran

empleadas en la memoria.

Definicién 1.21. Sea (N, v) un juego simple cualquiera, se dice que B C N es una coalicion
de bloqueo si N \ B es una coalicién perdedora (v(N \ B) = 0). El conjunto de todas las

coaliciones de bloqueo del juego se denota por B(v).

St {i} € B(v), entonces se dice que i € N es un jugador veto. El conjunto de jugadores

veto del juego se denota por V.
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Definicién 1.22. Sea (N, v) un juego simple cualquiera, se dice que § C N es una coalicion
minimal ganadora si S es una coalicién ganadora (v(S) = 1) y cualquier subcoalicién propia
de 5 no lo es (v(T') = 0, para toda coalicion T' ¢ S). El conjunto de todas las coaliciones

minimales ganadoras del juego se denota por MW(v).

Un juego simple queda perfectamente determinado por el conjunto de sus coaliciones
minimales ganadoras. El comportamiento del corazén de este tipo de juegos estd bien deter-

minado:

Clo) £0 <= V£0.
En tal caso, el corazén del juego viene dado por

C(fu):{xelR”/Zwi:I, ;> 0, ViEN}.
eV

1.2 Juegos cooperativos con utilidad transferible y coaliciones

con tasas de participacién

Como ya se ha apuntado en el prélogo, el concepto de coalicién que tradicionalmente se
emplea resulta, en ocasiones, inadecuado por su incapacidad para recoger todas las carac-
teristicas del problema. Este es el caso de aquellas situaciones en las que, por su naturaleza,
los jugadores tiemen la opcién de involucrarse en una coalicién en mayor o menor grado.
Supdngase, por ejemplo, que un grupo de agentes participa conjuntamente en una inversion.
El beneficio que obtengan depender4 de la inversién inicial que cada uno de ellos haga. En
este contexto, el concepto tradicional de coalicién sélo contempla dos posibilidades: un ju-
gador entra a formar parte de una coalicién, lo que le supone la cesién de todo su capital a
la misma, o por el contrario, no se adhiere a la coalicién. La generalizacién del concepto de

coalicion, incorporando la posibilidad de que un jugador decida en que grado se involucra en
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ella, permitiria incorporar al modelo otras opciones. Concretamente, en el ejemplo anterior
permitiria considerar el que un jugador decidiera ceder a la coalicién una cierta proporcién

de su capital, no necesariamente la totalidad.

Consideraciones de este tipo son las que han llevado a diversos autores a generalizar el
concepto de coalicién introduciendo el concepto de tase de participacidn en una coalicion.
Fundamentalmente, dentro de la clase de juegos TU que surgen cuando se emplea este con-
cepto se distinguen dos tipos de juegos, dependiendo de si los jugadores pueden graduar
de forma continua su tasa de participacidn en una coalicién (que se corresponderia con el
ejemplo anterior) o, alternativamente, sélo disponen de una cantidad finita de opciones. El
tipo de juegos que surge en este dltimo caso, denominados Juegos multi—eleccion (en inglés
multi-choice cooperative games) ha sido estudiado por Hsiao y Raghavan (1992, 1993) y por
Nouweland et al. (1995). El caso en que un jugador dispone de una “cantidad infinita” de
opciones ha sido estudiado por Aubin (1974a, 1981), Butnariu (1978), Butnariv y Klement
(1996} y Billot (1990), entre otros, bajo la denominacién de juegos TU con coaliciones difu-
sas (en inglés, fuzzy cooperative games), y mas recientemente por Hsiao y Raghavan (1995),
bajo la denominacién de juegos TU con un continuo de opciones (en inglés, continuously-
many—choice cooperative games). En ambos casos el concepto de coalicidn que se emplea es

matematicamente el mismo, siendo su interpretacion fisica lo que difiere.

Los juegos cooperativos con utilidad transferible y coaliciones difusas estan basados en
la. Teoria de Conjuntos Difusos, introducidos por Zadeh en 1965, afio en el que se publica
su articulo seminal “Fuzzy Sets”. Esta teoria proporciona una base para la construccién de
modelos y la aplicacién de técnicas capaces de trabajar con informacién de cardcter ambiguo
o impreciso no asimilable a ningin fendmeno aleatorio o probabilistico. Permite aproximar
situaciones reales en las que los modelos cldsicos, basados en la légica binaria (de tipo Si/No),
resultan inadecuados, ya sea por su excesiva complicacién o por su incapacidad para recoger
todas las caracteristicas del problema; en particular, permite modelizar aquellos casos en
los que el problema que se esti tratando incluye relaciones u objetos vagamente definidos,

incertidumbre debida a que el sistema no estd perfectamente definido, evaluaciones de cardcter
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lingilistico, gradacién de estados, etc ... Esta 1iliima posibilidad, que se corresponde con la
interpretacién nitida de tasa de participacién, es la que nosotros consideraremos y es también

la considerada por Hsiac y Raghavan (1995).

A continuacién se recoge la definicién formal de conjunto difuso y de coalicién difusa.

Definicién 1.23 (Zadeh, 1965). Sea X un conjunto cldsico (nitido, no difuso) de objetos,
que se denominard conjunto referencial o universo y sea « un elemento genérico de X. Un
conjunto difuso A de X es un conjunto de pares { (z, t4(z)) }zcx donde pa(-) es la lamada
Juncién de pertenencia (o funcidn caracteristica) de A, que asocia a cada z € X un ndmero

real pa(z) € [0, 1] que indica €l grado de pertenencia de = al conjunto difuso A.

Definicién 1.24 (Aubin, 1974a). Dado un conjunto de jugadores N = {1,... ,n}, se de-

fine una coalicidn difuse de jugadores de N como un conjunto difuso de V.

Una coalicidn difusa de N se puede identificar con un vector de [0, 1]*. Asi, si T pertenece

al conjunto de coaliciones difusas de jugadores de IV, entonces es de la forma:

T:(Tlr"'rfn)f 0_<_Ti§]-, V'f:i].,...,'n,,

donde ; indica el grado de pertenencia o tasa de participacién del jugador i en la coalicién

difusa .

Las coaliciones nitidas son un caso particular de las coaliciones difusas en las que la tasa
de participacién de cada uno de los jugadores en la coalicién es zf € {0,1}. A lo largo
de la memoria, siempre que no haya confusién, la coalicién difusa x® € {0,1}" se denotar

siimplemente por 5.

Billot (1990) describe una coalicién difusa como una coleccién de agentes econdmicos
{(jugadores) que ceden una fraccién de su representatividad a un decisor colectivo: la coalicién

difusa.

Butnariu (1978) argumenta la necesidad de considerar coaliciones difusas en juegos politicos
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para modelizar situaciones en las que un pafs no puede ceder la totalidad de su poder de de-
cisién a una coalicidn, pero que, sin embargo, puede ser simultdneamente miembro de varias
coaliciones. Como ejemplo se refiere a la posicién del Reino Unido: “...which refuses o trans-
fer its economic decisional rights to the West-European Parliament, but it is o member of
wé

E.C.C. and of the Commonuwealth in spite of their contradictory requests in many questions.

[Butnariu {1978}, pg. 190].

Definicién 1.256 (Aubin, 1974a). Un juego n—personal cooperative con utilidad transferi-
ble y coaliciones difusas viene dado por el par (N, %), donde N = {1,... ,n} es el conjunto de
jugadores y v : [0, 1]™ — IR es la funcidn caracteristica del juego, que asigna a cada coalicién

difusa 7 € [0, 1]*, su valor #(7), verificando 7(@) = 0.

El concepto de juego difuso con utilidad transferible aparece, de hecho, en el trabajo
de Shapley-Shubik (1969) al bablar de jugadores participando en una coalicién a niveles
fraccionales de intensidad a través de lotes de bienes personales en el contexto de juegos de

mercado.

En el ejemplo considerado al inicio de esta seccidn, el grado de pertenencia de un jugador a
la coalicidén difusa + representa la fraccién de su capital que pone a disposicién de la coalicidn,
mientras que v{7) representa el beneficio que se obtiene cuando se forma la coalicién difusa

T (cada jugador invierte una fraccidu ; de su capital].

Ya que en esta memoria no se emplea metodologia difusa alguna, sino \inicamente el con-
cepto de tasa de participacién, al que se le da una interpretacién fisica nitida, hemos optado
por referirnos a las coaliciones difusas como coaliciones con tasas de participacion. En lo que
sigue emplearemos la denominacidn més simple de “juege con tasas de participacién”. Por
analogia con la terminologia difusa, seguiremos empleando la palabra “nitida” para referirnos

a nna coalicién en la que todos los jugadores participan con tasas de 0 6 1.

*...que se piega a transferir todo su poder econdmico al Parlamento Europeo (Qeste), pero es miembro de
la CEE. vy dela Commonwealth, a pesar de que estos organismos tienen intereses antagdénicos en numerosas

cuestiones.
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El conjunto de todos los juegos TU' n—personales con tasas de participacién se denota

por FT", mientras que FT' = U FT" denota al conjunto de todos los juegos TV con tasas
nclv

de participacién.

Al igual que ocurre en el caso nitido, uno de los principales problemas que se abordan en
este contexto es el estudio de conceptos de solucién que proporcionen una respuesta satis-
factoria a la pregunta de cdmo repartir los beneficios (V). Aubin (1974a, 1981} extiende al
caso difuso conceptos de solucién cldsicos: el corazén y el valor de Shapley. Diversos auto-
res proponen extensiones alternativas del valor de Shapley, véase Hsiao y Raghavan (1995},
Butnariu y Klement (1996). A continuacién se recoge la extensién del corazén propuesta por

Aubin, asi como sus principales propiedades, que serdn empleadas en el capitulc 3.

Definicién 1.26. Un concepte de solucion para la clase de juegos con tasas de participa-
cién FT'y C FT, es una aplicacién punto-a-conjunto, ¢, definida sobre FTy, que asigna a
cada juego con tasas de participacién (N,v) € FT{, un subconjunto de vectores de pago
(N, v) € IR™. Un concepto de solucién que asigne un tinico vector de pagos a todo juego de

FTy se denomina wvalor.

La subclase de juegos con tasas de participacién sobre la que se van a definir los valores

tratados en el segundo capitulo es:

FI't : Subconjunto de FI™ compuesto por todos aquellos juegos con tasas de
participacién n-personales (N,v) € FT" tales que ¥ € L'(u), donde p
es la medida de Lebesgue en [0, 1]", ie., f[ﬂ,l]ni'ﬂ dp < o0.
FI't : Subclase de FI' definida por la unién U FI't.
n>1
Definicién 1.27. Se define el conjunto de impuiaciones de un juego con tasas de participa-

cién (N, 7) como el conjunto de vectores I(%) C IR™ verificando:

n
(i) Eficiencia: Z z; = U(N).

=1

(ii) Racionalidad individual: z; > ¥({7}), VieN.
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El conjunte PI(%) de vectores que verifica (i} se denomina conjunto de preimputaciones del

juego.

Siempre que a una subclase de juegos con tasas de participacién FL'y C FT se le anteponga
una letra I mayiscula, estaremos denotado la subclase de FT'y compuesta por todos aquellos

Juegos en FT'y con conjunto de imputaciones ng vacio.

Para generalizar el corazén, en primer lugar debe decidirse qué pago otorga la preimpu-
tacién x € IR™ a una coalicién con tasas de participacién r. Se pueden dar multitud de
respuestas a ésta pregunta; cudl de ellas es la mds acertada estd en funcidn del problema que
se esté modelizando. Aubin {(1981) asume que €l reparto es lineal en la tasa de participacién
de los jugadores; es decir, el pago que recibe una coalicién 7 € [0, 1)* de acuerdo con x € R
es z(T) = me. Esto es lo que nosotros asumiremos en esta memoria. En tal caso, el
corazén de zs;‘f juego con tasas de participacidn vendrd dado por la siguiente definicion:
Definicién 1.28 (Aubin, 1981). Se define el corazén C(v) del juego con tasas de partici-

pacién {N,?) como el conjunto de vectores x € IR™ verificando:

(i} Eficiencia: Y z; = 3(N).

i=1

(ii) Racionalidad coalicional: z{+) >%(7), V T € [0,1]".

Para los resultados que aparecen recogidos a continuacion, se debe asumir que la funcién

caracteristica del juego es homogénea de grado 1, i.e.,

v(AT)y=Av(t), V¥ A>0 talque Are[0,1]", V 7€][0,1]".

Si todos los jugadores aumentan en la misma proporcién su tasa de participacién, entonces

el valor de la coalicién aumenta en la misma proporcién. En dicho caso, su definicidén puede
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(1 .
extenderse a IR, como sigue:

- 1 n
5r) =S 5[ w——7), ¥ TERL.
v(T) ,;EZNTZU(EieN 'riT) T € R,

Definicién 1.29. Sea S un conjuntc convexc no vacio, y sea f : 5 — ¥ una funcién

coéncava. Se dice que £ es un subgradiente de f en X € § 81

RS fE+E€(x~%), VxeS.

El conjunto (%) de subgradientes de f en X se denomina subdiferencial.

Teorema 1.2 (Aubin, 1981). Sea (N,7) un juego con tasas de participacidn tal que U es
ung funcidn céncava homogénea de grado 1, entonces C(D) es convero, compacto y no vacio.
Concretamente, el corezén del juego es igual a lo subdiferenciel, G0(N), de v en N. Ademds,
8i U es diferenciable en N, entonces C(¥) = {Dv(N)}, siendo DU(N) la diferencial de v en
N=1

En el tercer capitulo de esta memoria se hace uso implicitamnente del concepto de fuego
simple con tasas de participacidn, por lo que nos ha parecido conveniente esbozar este tipo
de juegos comn tasas de participacién en esta introduccién. La siguiente definicién generaliza

a este contexto la definicién de juego simple nitido en forma de funcién caracteristica.

Definicién 1.30. Un juego simple con tasas de participecidn es un juego cooperativo con

utilidad transferible y coaliciones con tasas de participacion verificando:

G) o(r) €[0,1], ¥V relo1)m
(i) ¥ es un juego mondtono: ¥(r) <(r'), V r <7

(iii) B(N) = L.
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Un juego simple con tasas de participacién puede venir dado como extensién de un juego
simple nitido. En este caso, la funcién caracteristica del juego con tasas de participacién
se define como una extensidn de la funcién caracteristica del correspondiente juego nitida.
Para cada problema concreto se deberd decidir qué extensidn resulta mas adecuada. Esta
situacidn, serd precisamente la que dé lugar a los juegos simples con tasas de participacidu que
aparecen en el capitulo 3 de la presente memoria. No obstante, en ocasiones el juego simple
con tasas de participacitn viene dado directamente a partir de las caracteristicas concrefas de
la situacidn que se estd modelizando. En ambos casos, Ja definicién de la funcién caracteristica
para juegos con tasas de participacién no es una tarea facil. Para un estudio mas extenso del

tema remitimos a Molina y Tejada (1996).

Por dltimo, se recoge la definicidn de juego multi-eleccidn propuesta por Nouweland et
al. {1995). Un juego multi-eleccién es un juego TU en el que cada jugador puede participar
en una coalicién a distintos niveles de activided (tasas de participacién). El beneficio que un
clerto grupo de jungadores pueda obtener en el juego dependera del esfuerzo que cada uno de

los miembros del mismo haya realizado.

Sea N = {1,... ,n} un conjunto de jugadores y supdéngase que cada jugador ¢ € N puede
decidir participar activamente a m; niveles diferentes en el juego. El espucio de acciones
del jugador i € N viene dado por el conjunto M; = {0,1,... ,m;}, donde la accidn 0 se
corresponde con no participar. Por taunto, cada jugador tiene rm; + 1 niveles de actividad

(inciuyendo el 0} y una coalicién vendré dada por un vector s € H M;.
eN

Definicién 1.31 (Nouweland et al., 1995). Un juego multi-eleccion es una tripleta
(N, m,v), donde N es el conjunto de jugadores, m € IN™ es un vector describiendo el nimero
de niveles de actividad de cada jugador y v : H M; — IR es la funcién caracteristica del

ieN
juego, verificando v(0) = 0.

La definicién anterior difiere de la propuesta originalmente por Hsiao y Raghavan (1992).
En esta 1iltimna, mAs restrictiva, el espacio de acciones es el mismo para todos los jugadores.

En ambos casos, un juego multi-eleccién es isomorfo a un juego con lasas de participa-
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cién. Para trasladar un juego mulii-eleccién es suficiente con identificar el nivel de actividad

de un jugador ¢ en la coalicién s € H M; con su tasa de participacién en una coalicién

. 1N
T(s) & H M;, siendo
ieEN

— 1 1
M — 0,—,...,"‘—’_—,1}, Vi=1_..n,

mi my

&4 .

Ti:éa VieN, Vsel]um.

iEN

No obstante, debe notarse que M; representa una escala ordinal, mientras que J\Z es una
escala de razén; Iuego, se debe hacer la salvedad de que, posiblemente, la interpretacién de
Ty ¢ = 1,...,n, que se esté haciendo no sea la correcta. En los juegos multi-eleccidén que
son tratados en esta memoria {capitulo 3) el espacio de acciones de los jugadores representa
efectivamente una escala de razén, por lo que nos referiremos a ellos como “juegos con (finitas)

tasas de participacién”.
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2.1 Introduccidén

El procedimiento de seleccién empleado por mumerosos conceptos de solucién clésicos para
juegos TU esta basado en el siguiente esquema: En primer lugar se establece un criterio de
valoracién, ya sea por parte de las coaliciones o de los jugadores, de las diferentes propuestas
de reparto consideradas como admisibles. Una vez establecida dicha valoracién y, basado en
ella, se adopta un criterio de equidad en funcién del cual son seleccionados aquellos vectores

de pagos que compondran la solucion.

Entre ellos cabe destacar: el nucléolo (Schmeidler (1969)), el prenucléolo (Sobolev (1975)),
el nicleo (en inglés, kernel)(Davis y Maschler (1965)) y el prenicleo (en inglés, prekernel)
(Maschler, Peleg y Shapley (1972), (1979)). Todos estos conceptos de solucitn se basan en la
consideracién del exceso de una coalicién § C N con respecto a un vector de pagos x € R"
como una medida de la insatisfaccién que sentiria la coalicién § en caso de que x fuera
propuesto como reparto definitivo. En particular, el nucléolo y el prenucléolo, conceptos
de solucién unipuntuales, valoran una propuesta de reparto a través del exceso asociado
a cada coalicién, seleccionando como propuesta final aquella imputacién, respectivamente

preimputacién, que minimiza el descontento de la coalicién mds insatisfecha.

Sakawa y Nishizaki {1994} introducen un nuevo concepto de solucién para juegos TU
inspirado en el nucléolo: la solucidn lezicogrdfice. El criterio de equidad adoptado es el mismo
pero, en este caso, son los jugadores y no las coaliciones, los que valoran una propuesta de
reparto. Para ello, definen el ezceso de un jugador ¢ € N con respecto a un vector de pagos
x € IR®, exceso que interpretan como una medida de la insatisfaceién que sentiria el jugador

1 si x fuera sugerido como reparto definitivo.

El objetivo que, en un principio, nos habiamos planteado era el estudio del comporta-
miento de la solucidn lexicogrifica como un concepto de solucidn para juegos TU con tasas de
participacién tal y como habia sido extendido a esta clase de juegos por Sakawa y Nishizaki

(1994). Este estudio nos condujo hasta otro concepto de solucién unipuntual para juegos
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TU nitidaos, el nucléolo minimo cuadrdtice (Ruiz, Valenciano y Zarzuelo (1996)). Dicho valor
se basa, al igual que el nucléolo, en la valoracién de una propuesta de pagos a partir del
descontento de las coaliciones; pero el criterio de equidad que se emplea para la seleccién de

la. propuesta final de pago es distinto.

La solucidn lexicografica y el nucléolo minimo cuadratico, aunque inspirados ambos valores
en el miecléolo, apareniemente no guardan relacién alguna; sin embargo, como se verd a
continuacién, ambos conceptos de solucién coinciden. Este hecho, no s6lo nos ha permitido
Hevar a cabo un estudio més profundo de la solucidén lexicogréfica como un concepto de
solucién para juegos TU con tasas de participacién, sino que nos ha llevado a definir y a
estudiar la solucidn igualadora para juegos con utilidad transferible y coaliciones con tasas de
perticipacidn como la extengidn a este tipo de juegos del prenucléolo minimo cuadrdtico (Ruiz
et al. (1996)}, solucién estrechamente ligada al nucléolo minimo cuadritico. Bl capitulo se
cierra con un estudio acerca de lag posibilidades de la solucién igualadora comoe procedimiento

de asignacién de costes.

La tabla 2.1 muestra lag analogias y diferencias, en cuanto a la valoracion y el criterio de
equidad empleados, entre los distintos conceptos de solucién unipuntuales mencionados en

esta intfroduceidn.

CRITERIO DE EQUIDAD

VALORACION | Minimo Lexicogréfico " Minimizar Ia Varianza
Exceso nucléolo nucléolo minimo cuadratico
Coaliciones {prenucléolo) (prenucléolo minimo cuadrético)
Exceso solucidn lexicografica solucién lexicografica
Jugadores {solucién igualadora) (solucién igualadora)

Tabla 2.1: Clasificacién en funcidén de la valoracién y el criterio de equidad.
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2.9 El nucléolo minimo cuadritico como un minimo lexico-

grafico

Como ya se ha mencionado en la introduccién, el nucléolo minimo cuadratico y la solucién
lexicogrsfica se basan en la consideracién de una cierta medida de descontento asociada a
cualquier propuesta de pago, diferencidndose no sélo en la definicién de dicha medida, sino
también en el criterio de equidad empleado para seleccionar e] vector de pagos propuesto
finalmente. No obstante, ambos valores, aparentemente distantes, estdn intimamente relacio-
nados con un tercer valor, el 2-centro, propuesto por Spinetto (1974)!. Este hecho motivé
el estudio que se lleva a cabo en esta seccién. Se mostrard que ambos valores, el nucléoio

minimo cuadratico y la solucién lexicogrifica, coinciden.

La equivalencia entre ellos no sélo dota al nucléolo minimo cuadratico de una interesante
propiedad contribuyendo & su estabilidad, sino que nos permite considerarlo come un nucléolo
general (Maschler, Potters y Tijs (1992)), englobéndolo dentro de una familia de conceptos
de solucién mds amplia. Ademis, esta equivalencia sers tenida en cuenta en la seccién 2.4 y,
gracias a ella, se llevara a cabo un estudio en profundidad de la solucidén lexicografica para
juegos TU con tasas de participacién como una extensién del nucléolo minimo cuadratico a

este tipo de juegos.

EI nucléolo minimo cuadritico tiene en comidn con el nucléolo la valoracidn de una pro-
puesta de reparto en funcién del vector de excesos de las coaliciones asociado y el considerar
como conjunto de repartos admisibles al conjunto de imputaciones. La diferencia entre ambos
valores viene dada por el criterio de equidad empleado para seleccionar el vector de pagos
solucién del juego. El nucléolo minimo cuadrético selecciona como propuesta tinal de reparto
aquella imputacién que minimiza la varianza de los correspondientes excesos de todas las

coaliciones sobre el conjunto de imputaciones.

'la relacién entre todos ellos se recoge en la tabla 2.2 (pdg. 94).
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Formalmente, considérese el siguiente problema de minimizacién para cualquier juego TU
(N, v):

Problema 1

min Z (e(S, x)—E{v,x))2
SCN
S0
8.a. Z z; =v(N)
ieN

z; zvl{s}), i=1,...,n,

donde el ezceso medio correspondiente a x, E(v,x), viene dado por

— 1
Elv,x) = —— e(8,x).
T
5#0
Ruiz et al. (1996) prueban la existencia y unicidad de la solucién del problema anterior

gobre la clase TG y definen el nucléolo minimo cuadritico como sigue:

Definicién 2.1 (Ruiz et al., 1996). Dado el juego {N,v) € IG", el nucléolo minimo cua-

dritico del juego, A{v), se define como la solucién del problema 1.

Alternativamente, Sakawa y Nishizaki (1994) consideran una medida de la insatisfaccién
de los jugadores, que definen agregando las correspondientes insatisfacciones de todas aquellas
coaliciones en las que un jugador puede formar parte. Dado un vector de pagos cualquiera,

x € IR®, definen el ezceso del jugador i € N con respecto a x como

w(i,x) = Z e(S, x).
i

Asi, cada jugador puede evaluar globalimente una propuesta de reparto teniendo en cuenta
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todas las posibles coaliciones en las que puede formar parte. Al igual que ocurre cuando
se considera el exceso asociado a las coaliciones, siempre que x € PI(v), la suma de los
correspondientes excesos de todos los jugadores es la misma. En este caso, el criterio elegido
para repartir equitativamente €l exceso total entre los jugadores es andlogo al empleado para

1a seleccién del nucléolo.

Considérese un vector de pagos x € ", y sea 0(x) € IR", al que denominaremos vector
de ezcesos (de los jugadores), aquel vector cuyas componentes representan los excesos de los
jugadores con respecto a x, w(i,x), i = 1,... ,n, ordenados en orden no creciente. A partir

de 6(x), la soluci6n lexicogrifica se define como sigue:

Definicién 2.2 (Sakawa y Nishizaki, 1994). Dado (¥,v} € IG", se define la solucion

lexicogrdfica del juego como la imputacién, L{v}, que verifica

Q(L(‘b‘)) <z B(x)'l Vxe I(U) H

donde <y, es el orden lexicogréfico en IR™.

Observacidn 2.1. La solucién lexicogrifica es un nucléolo general.

En efecto, el nucléolo general (Maschler, Potters y Tijs (1992)) generaliza el nucléolo a
un par arbitrario (II, F), donde II es un espacio topolégico y F = { F; }7L, es un conjunto
finito de funciones reales continuas definidas sobre II. En este contexto, definen el nucléolo

general como

N(ILF) = {x eIl / 8(F(x)) <z O(F(y)), paratodo y €I } ,

donde §(F(x)} es un vector m—dimensional con las mismas componentes que #(x) reordena-
das en orden no creciente y <y, es el orden lexicogrifico en JR™. La solucién lexicografica se
obtiene como un nucléolo general considerando como dominio del nucléolo el par 2 == (II, F}
derivado de la clase /G. Para cada juego, el canjunto II de propuestas de reparto conside-

radas como admisibles es el conjunto de imputaciones del juego, mientras que el conjunto de
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criterios de evaluacién de las diferentes propuestas de pago, F = { F; }ien, viene dado por
el descontento de cada uno de los jugadores, i.e., F; es la funcidn de exceso del jugador i,

t=1,...,n.

A continuacién se prueba la equivalencia entre el nucléolo minime cuadratico y la solucién
lexicografica. Como consecuencia de dicha coincidencia, se tiene que el nucléolo minimo cua-
dratico se obtiene no séio como resultado de un criterio de seleccidén justo con las coaliciones,
sino que también puede ser obtenido como resultado de un proceso de seleccidn justo con losg

jugadores.

Para demostrar la equivalencia entre ambas soluciones, previamente es necesario el si-

guiente lema debido a Ruiz et al. {1996).

Lema 2.1 (Ruiz et al., 1996). Para cualquier juego (N,v) € IG" una imputacion x es el

nucléolo minimo cuadrdtico del juego 51 y sd6lo si para todo 7 € N se verifica:

25 > v{{j}) = w(j;x) = méx wli, x).

Proposicién 2.1. Ses (N,v) € IG™ un juego cualguiera, entonces A(v) = L(v).

Demostracién : En primer lugar demostraremos que para cualquier juego (N, v}, la suma

de los excesos de todos los jugadores es la misma para todo vector de pagos x eficiente. Sea

ai{v) = Z v{S), entonces

SCN
iES

w(i, x) = Z e(S, x) = a;(v) — 2" tg; — 22 Z z; = ai(v) ~ o2z — T I(N). (2.1)

SCN i#
iES



2.2. El nucléolo minimo cuadrdtico como un minimo lexicogréfico 31

Luego,

Sw(i,x) =Y aiv) 272N 3 ~n2"P0(N) = Y aifv) - (n+1)2" 0(N) = 8.

1N IEN IcN ielN

Sea z ¢l nucléolo minimo cuadratico del juego, que existe y es tinico. Considérese el
conjunto de jugadores M = {j € N /z; = v({j})}. entonces del lema 2.1 se deduce que
w(f,z) = w(k,z), para todo par de jugadores 5,k ¢ M y por consiguiente,

o

w(j,z]zf: , paratodo j¢& M,

£

donde f§ = Zw(i,z) y m=|M|.
iEM
A continuacién se demuestra que cualquier imputacién x verificando #(x)} <p 8(z}, debe

satisfacer w(i,x) = w(i,z), para todo i € N.

{(a} En primer lugar se probard que si x es una imputacion tal que #(x) <z, #(z), entonces

se debe verificar que w(J,x) = w(j,z) para todo j & M.

En efecto, sea x una imputacién cualquiera, entonces de la expresién (2.1) de w{i, x),

se deduce que w(Z,x) < w(i,z), para todo 1 € M. Luego

Z wli, x) < Z wli,z) = . (2.2}
icM ieM

Entonces,
D wli,x)>f-F. (2.3)
igM

5i existe un jugador j ¢ M tal que w(f,x) < 2B entonces de (2.3) se deduce la

f—-m?
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existencia de un jugador £# 7, £ ¢ M tal que w(¥,

y, €n consecuencia, se

n—m

tiene que

B-78

6 (x) = ma.xwzx)> = max w(i,z) = 0,(z).

ieN

3
3

Esto es, #(x} >, 8(z); luego, si x es una imputacién verificando 8(x) <y, 8(z), eutonces

wi) > 2P v iem.

7 —

B

Por otro lado, si #(x) <y, 8(z), entonces

f o)
|
Tl

Y g ) < ke (i) . _
w(j,x) < méx wli, x) < méx wi,2) . YigM

3
|
3

Luego se tiene que w(j,x) = -f—fg =uw(j,z), para todo j ¢ M.

(b) Veamos que si x es una imputacién tal que #(x) <r, #(z), entonces se debe verificar que
w(i,x) = w(i, %), para todo t &€ M.
En efecto, sea x una imputacién tal que 8(x) <y 6{(z), entonces, teniendo en cuenta
que en el apartado anterior se ha probado que w(j,x) = ;’ii}g, para todo j ¢ M, se

deduce que

> wli,x)=B=_ wli,z).

iEM ieM
Ademss, w(i,x) < w(i,z), para todo i € M, entonces w(i, x} = w(i,z), para todo

ie M.

De (2} y (b) se sigue que w(i,x) = w(i,z), Yi€ N, siempre que 6(x) <z, ¢(=), luego
de la expresién (2.1) se deduce que x =z, y por consiguiente el nucléolo minimo cuadrético

es el minimo lexicografico. ]
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Observacién 2.2. Teniendo en cuenta que en la demostracién anterior, del hecho de que
8(x) <1, #{z), siendo z el nucléolo minimo cuadrético del juego, solamente se ha hecho uso
de la condicién
A 5, %) = 84(x) < 8)(z) = max w(i z),
mix w(i, x) = 01() < 1 (z) = méx w(i, )
se deduce trivialmente que, en este caso, considerando como dominio del nucléelo general el

definido previamente, el minimo corazén general (Maschler, Potters y Tijs (1992})), dado por

£e(, F) = {x €/ méx Fi(x) < méx Fi(y), paratodo y €I},

contiene a un fnico punto: la solucién lexicografica.

2.3 Extension del prenucléolo minimo cuadratico: Solucion

igualadora

Sakawa y Nishizaki (1994) argumentan a favor de un concepto de solueién que seleccione como
propuesta final de pago aquella imputacién que reparta el exceso total entre los jugadores de
manera que todos ellos queden igualmente insatisfechos. Con este fin, definen la solucion que
asigna el mismo exceso a todos los jugadores. Dicha solucién presenta dos inconvenientes:
por un lado, su existencia no puede ser asegurada, atin restringiéndose a la clase de juegos con
conjunto de imputaciones no vacio; por otro lado, caso de existir, Sakawa y Nishizaki (1994)
prueban su coincidencia con la solucién lexicogrifica. No obstante, si se amplia el conjunto de
propuestas de reparto admisibles relajando la condicidn de racionalidad individual impuesta,

entonces dicha solucién resulta ser el prenuciéolo minimo cuadrdtico (ver Ruiz et ol. (1996)).

En esta seccién se introduce la solucidn igualadore para juegos T'U con coaliciones con
tasas de participacién como extensidn del prenucléolo minime cuadritico. Se obtiene uns ex-

presion analitica que permite calcular de forma sencilla la solucién igualadora de un juego con
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tasas de participacién y se estudian sus propiedades. Se concluye dando una caracterizacién

axiomatica.

Antes de iniciar el estudio de la solucién propuesta se recuerda la definicién del prenucléolo
minimo cuadritico, asi como su caracterizacién alternativa en funcién del vector de excesos

de los jugadores.

Dado un juego TU (N,v) € G™ cualquiera, considérese el siguiente problema de Ininimi-

zacidn:
Problema 2

min Z (B(S, x)—E(v, x)) ’
SCN
540

5.a. Zmi =v(N).

ieN

Ruiz ef al. (1996) prueban la existencia y unicidad de la solucién del problema anterior

sobre la clase G y definen el prenucléolo minimo cuadritico como sigue:

Definicién 2.3 (Ruiz et al., 1996). Dado el juego (N,v) € G", el prenucléolo minimo

euadrdtico del juego, A{v), se define como la solucién del problema 2.

Proposicién 2.2 (Ruiz et al., 1996). Para todo juego (N,v) € G", una preimputacion x

es el prenucléolo minimo cuadrdtico del juego si y sdlo si verifica

Y eS,x)= e(Sx), VijeEN.
SCN SCN
i€s JE€S
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2.3.1 Solucidn igualadora: Definicién y propiedades

Dado el juego con tasas de participacién (N, v) € FT?, asoclado a cualquier vector de pagos
x € IR™, se define el ezceso de la coalicion T # 0 con respecto g x, como la diferencia entre
el valor de dicha coalicién y el pago que recibirian los miembros de la coalicién con tasas de

participacién T si x fuera la propuesta de reparto definitiva®, esto es,

é(r,x) =v(r) — xT.

Como en el contexto nitido, el exceso de la coalicién T puede ser interpretado como una
medida del descontento que sentirian los miembros de la coalicién 7 si x fuera sugerido como
reparto final. Andlogamente, Sakawa y Nishizaki (1994) definen el ezceso del jugador i con

respecto a x como

(i, %) = / T, x)dr |
o1

que interpretan como una medida del descontento que sentiria el jugador 4 si x fuera sugerido

como reparto final.

Proposicién 2.3. Para todo juego con tasas de participacion (N,7) € FI, eriste una tinica

preimputacién x verificando
w(l,x) =w(2,x) =--- = w{n,x). (2.4)

Dicha preimputacion viene dada por

H(N)

n

T =

F12e(®) —2@), i=1,...,n, (2.5)

2Se supone que el reparto es lineal en la tasa de participacién de los jugadores.
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" o)
donde ¢;(v) = 70(7) dt g(7) = ==L 7
(v} o (7) y (v ——

Demostracidn : Sea x una preimputacién cualquiera, entonces el exceso del jugador ¢ con

respecto a x viene dado por

e ~ ~ 1 1
w(%, x) =f n1’,~f3('r-,1c)d-1r- = / X Ho(T)dr — 3%~ ZZ.’EJ' =

[0.1] [0, oy
7 (2.6)
~ 1 1.
= ¢i(v) — 1—2'-'5:' - ZU(N)'
Luego, si x € PI{¥) satisface la condicién (2.4}, entonces
z; — zj = 12(¢;(v) — ¢;(v)), paratodo i,j€EN. (2.7)

Considérense las constantes d/ == 12¢;(v) — 12¢;(v) para todo par de jugadores i, € N.
El sistema de constantes asi definido es compatible en el sentido dado por Hart y Mas-
Colell (1989), i.e., d¥ = 0, d¥ = ~dit y ¢ + d/* = ¢* | para todo i,j,k € N. Ademés,
de (2.7) se deduce que x debe preservar diferencias con respecto a dicho sistema de constantes,

z;—z; =d7, ¥ 4i,j € N. Entonces trivialmente se tiene que x existe, es inico y viene dado

por
l n
. i
X = n('v(N) -f-‘z:dl ),
j=1
Ty =T — dij .
Equivalentemente,
B(N) 12 =
zi= — +;‘(nci(?f')—-2c:j(m), i=1,...,n. a

=1
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Definicidén 2.4. Sea (N,v) € FI'T un juego con tasas de participacién, entonces la solucidn
igualadorg del juego, que notaremos por £(7), se define como la preimputacién que satisface

la condicién (2.4).

En la seccidn 2.3.3 se muestra un ejemplo. Veamos que relacion guarda con la solucién
lexicografica (Sakawa y Nishizaki (1994)), solucién que definen del mismo modo que en el

caso nitido {ver definicién 2.2).
Lema 2.2. Para todo juego con tasas de participacion (N,v) € FT'?, la suma de los ezxcesos

de todos los jugadores es independiente de la preimputacion considerada.

Demostracion : De la expresién del exceso de un jugador con respecto a una preimputa-

cién (2.6) se deduce que

S0, x) = 3 (@) - gzN - T = Y alw) - ~E () = 8.

icN iEN ieN

Proposicion 2.4, Sea (N,v) € FI'? un juego con tasas de participacion cualguiera, si £(7)

es individualmente racional, entonces £(v) = L(7).

Demostracion : Se deduce trivialmente del lema 2.2.

La solucién igualadora extiende el prenucléolo minimo cuadritico a partir de su carac-
terizacién en funcién del vector de excesos de los jugadores. A continuacién se prueba que
también admite una caracterizacién en base a la funcién de exceso de las coaliciones que

extiende al caso continuo la definicién del prenucléolo minimo cuadrético.

Dado un juego con tasas de participacién (N, v) € FI'7 cualquiera, considérese el siguiente

problema de minimizacion:
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Problema continuo 2

min [ (8(r, x) — B, %))’ dr
0.1

8.a. > @ =w(N),

iEN
donde el ezceso medio correspondiente a x, E(v,x), viene dado por

E{v,x) =/ e(r,x)dr.
[0,1]"

Lema 2.3. Pare todo juego con tasas de participacion (N,7) € FI'T el exceso medio es

independiente de la preimputacidn considerada.

Demostracién : Sea x una preimputacién cualquiera, entonces

E@,x) = f[o L@ — S gy dr = f ﬁ(r)dr—%Zmi -

iEN (0,1]" iEN

- f E(T)dT—-;—G(N) B).
0,7

f

En lo que sigue denotaremos al exceso medio correspondiente a cualquier preimputacién

por E(7).

Proposicién 2.5. Para todo juego con tasas de participacion (N,v) € FT'}, existe una énice

solucion del problema continuo 2 : la solucion igualadora.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son
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condiciones necesarias y suficientes de optimalidad global para el problema:

min f(x)}
sa. h{x) =0,
x € R",

donde la funcidén objetivo del problema f : IR™ — IR viene dada por

f(x):/ (E(T,x)—E(m)2dT, VY x € R",
(0,1~

y donde,

h(x) =z —B(N), ¥ xeR"
ieN

En tal caso,

- La funcién objetivo es diferenciable en IR™ y la restriccién del problema es lineal.

— Aplicando directamente la definicion se deduce que f es estrictamente convexa, ademas
como es diferenciable; es pseudoconvexa. Por otro lado, la funcién h es cuasicéncava y

cuasiconvexa para todo x € IR™.

Luego, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son necesarias y suficientes de optimalidad
global. Entonces, x € IR™ es solucién del problema anterior si y sélo si existe A € IR

verificando:

VF(x)+ AVh(x) =0, (2.8)

h(x) =0. (2.9)
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A continuacién comprobamos que la solucién igualadora del juego es el unico vector en

IR™ que verifica las condiciones de Karush—Kuhn—Tucker del problema.

La funcién caracteristica del juego es integrable en [0, 1]*, entonces f es de clase 1 en R"

y la derivada parcial de f con respecto a z; viene dada por

of [ 0@rx)-E@? . _
(x)—Am (x)d —/

dz; Oz; —27 (5("') - Z TiTi — _E'_(m) dr =

[o,1]" iEN

= —2@(i,x) + E(®).
Luego la condicién (2.8) se puede expresar para todo x € IR" como
—20(i,x)+ E@ + X1 =0, Vi=1,...,n. (2.10)

De la expresién (2.6) del exceso de un jugador respecto de x € IR™ verificando la con-
dicién (2.9}, i.e., eficiente, se deduce que la condicién (2.10) se puede expresar de forma

equivalente como

1 1. = ,
—20§(m+6$i+§ (N)‘i‘E(m'l“)\:O, Vi=l,...,n.

Despejando z;, ¢ € N, se obtiene:

z; = 12¢;(%) — $5(N) — 6E(®) —6x, ¥ i=1,...,n. (2.11)

De donde, imponiendo la condicién de eficiencia, se sigue que

[

6 = 126(3) — 2E15(v) — 6E().

n
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Entonces, sustituyendo en la expresién (2.11) el valor de A obtenido, se tiene que

mi=ir—N)+12(q(m_a(a)=g,-('ﬁ), Y i=1,...,n.

A contimiacién se estudiard qué propiedades verifica la solucidén igualadora, centrandonos
en aquellas que extienden al contexto continuo las verificadas por el prenucléole minimo

cuadratico. Veamos, en primer lugar, como se extienden las propiedades clisicas.

Notacién. Para todo vector 7 € [0,1]*"!, y para todo escalar ¢ € [0, 1], (t;, T} denota €l

vector (71,...,Ti—1,%i, Tit1,-.- ,Tn) € [0,1]%, para todo i =1,... ,n.

Definicién 2.5. Dado el juego (N, %) € FT™, se dice que .J; es un jugador titere si

(i, ) =0(0s, ) +0({i}), VYV iteln,1], V relo, 1.

Definiciéon 2.6. Dado el juego (N,%) € FI'", se dice que dos jugadores, ¢,7 € N, son
sustitutos 8i se verifica

v, ) = v, ¢, ), V" el0,1], V re[nir?,

! i _ ! "
donde (ti,tj,'r) =Ty e s Tic Lo bhs Tit 1y - VTim1s 8y Tit Ly e - 'y Tn)-

Definicién 2.7. Se dice que dos juegos con tasas de participacién n—personales, (N,7) y
(N, w), son estratégicamente equivalentes si existen k > 0 y a € IR", tales que para toda

coalicién con tasas de participacién T € [0, 1]?, se verifica

B(r) = ko(r) + Y aimy.

ieN
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El paso del juego original (N,v) al juego (N, w) se interpreta de forma andloga a como
es interpretado en el contexto nitido. Se corresponde con un cambio de unidad de medida
{multiplicacién por k) y la asignacién de un beneficio (g; > 0) o de un coste (a; < 0) fijo
asociado a la inclusién de cada uno de los jugadores en una coalicién. En este caso, la cantidad
fija que aporta un jugador a una coalicién T es proporcional a su grado de participacién en

dicha coalicion.

Definicién 2.8. Un valor ¢ en FT'T verifica la propiedad de:

(i) Tratamiento igualitario si y sdlo si para todo juego con tasas de participacién
(N,v) € FI'? se verifica que dos jugadores 1,5 € N que son sustitutos en el juego

(N, ?) reciben el mismo pago, i.e., ¢;(v) = @;(v).

(i1} Anonimato si y sdlo si para todo juego con tasas de participacién (N,v) € FI'T y para

toda permutacién 7 : N = N del conjunto de jugadores se verifica
pi(70) = 13T}, Y IiEN,

donde el juego permutado (N, nv) se define como

71'5(1") = ‘1‘)‘(1‘,,.(1), . ,Tﬂ.(n)) , ¥YTe€ [U, 1]” .

(iii) Aditividad siy s6lo si para todo par de juegos con tasas de participacién (N, v1), (IV,%z)

en FI'T se tiene que

@i + 02} = @i(0) +i(02), ViEN.

(iv) Juego inesencial si y sélo si para todo juego inesencial (¥(T) = Zfi'ﬁ({i}),
ieN




2.3. Extension del prenucléolo minimo cuadratico: Solucién igualadora 43

¥ 1 € {8,1]" ) se verifica

i) =v({i}), VieN.

(v) Equivalencia estratégica si y sélo si para todo par de juegos estratégicamente equivalen-
tes (N, v), (N, w) € FI'?, se verifica

Qﬁi(ﬁ)ﬂkﬁﬂi(ﬁ)‘f'ai, v ""EN:\

donde k y a son tales que &) = kv(7) + Z e, V T € [0, 1}
ieN

{vi) Divisidn estdndar en juegos bipersonales si y sdlo si para todo juego con tasas de parti-

cipacién bipersonal (N, %) € F1%, se tiene que

@) = WD+ 5E) - T ~ D)
eil®) = TG + 5 ) — TG - TD)

(vii) Jugador titere si y sélo si para todo juego con tasas de participacién (N,7) € F['T y
para todo i € N, jugador titere, se tiene que ;{(v) = v({¢}).

(viii) Monotonicidad con respecto u las contribuciones marginales medias 8i y sélo para todo

par de jugadores 7,7 € N se verifica que ¢;{¥) > ¢;(v) implica ¢;:(v) > ¢;(2).

(ix) Monotonia egregada si y sélo si para todo par de juegos con itasas de participacién

(N,7), (N, @) en FTT tales que T(N) > w(N) y #(r) = w{7), ¥ 7 € [0,1]", se

verifica ;(¥) > @; (W), para todo jugador i € N.

(x) Monotonia coalicional 81 y sblo si para todo par de juegos con tasas de participacién
(N, ¥), (N,w) en FI'? tales que para algiin subconjunto de jugadores T ¢ N se verifican

las condiciones 1,2,3 y 4, descritas a coutinuaciémn, se tiene que @;(¥) > (0}, ¥V i € T.
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L a{r)=w(r), V 7€{0,1]* talque T L Sop(r)={ieN/7 >0}

2. o(7) > w(r), ¥ 7 €{0,1]" tal que T C Sop(r).

3. El juego diferencia (N, f) € FI'T definido por f(7) = 3(7) —@{r), V » € [0, 1],
es no decreciente en aquellos jugadores que son miembros de T" y es no creciente en
aquellos jugadores que no forman parte de T'.

4. En el juego diferencia todos log miembros de T' (respectivarnente, jugadores que no

pertenecen a T') son sustitutos entre si.

(xi) Monotonia coalicional estricte si y sélo si para todo par de juegos con tasas de par-

ticipacién (N,7), (N,w) en FIT en las condiciones de la propiedad anterior tales
gue la funcién caracteristica del juego diferencia sobre (0,1)" es estrictamente cre-
ciente (decreciente) en aquellos jugadores que forman parte de T (IV \ T'), se verifica

wi(v) > pi(w), VieT.

(xii) Continuidad débil si y solo si para toda sucesién de juegos con tasas de participacién
{(N, ) }kemw contenida en FT'} tal que la sucesidon de funciones {Uy}ren converge

uniformemente a vy se verifica (N,v) € FIT y kl—i{];o w(Tr) = (D).

Observacién 2.3. La propiedad (viii), que establece que el pago que, segin la solucién ¢ re-
ciben log jugadores ¢ y 7 debe estar en la misma relacién que los valores ¢;{¥) y ¢;(7). extiende
al contexto continuo la propiedad esencial del prenucléolo minimoe cuadritico introducida por

Ruiz et al. (1996) como monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias.

En efecto, la desigualdad ¢;(9) > ¢;(%) puede expresarse de forma equivalente como sigue:

f (i —7;)0(7) dr 2> / (1j — m)o(r) dr .
{ri>7j}

{Tj}T"}

Expresién que permite dar la siguiente interpretacién de la propiedad (viii): “Si el valor
medio ponderado de aquellas coaliciones en las que la participacion del jugador ¢ es supericr
a la participacién del jugador 7, es mayor o igual que el valor medio ponderado de aquellas

coaliciones en la que, por el contrario, el jugador j participa en mayor grado, entonces el pago
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recibido por el jugador ¢ no debe ser inferior al pago recibido por el jugador 5.

Fl preservar el espiritu de la propiedad original en el contexto nitido ha sido la razon
por la que nos hemos decantado por referirnos a la propiedad (viii) como monotonicidad con

respecto a las contribuciones marginales medias.

En cuanto a la extensién de las propiedades de monotonia introducidas por Young (1985a),
dnicamente la propiedad de monotonia fuerted ha sido extendida al caso continuo (véase
Young (1985b)). La extensién de la propiedad de monotonia agregada (en inglés, aggregate
monotonicity), asi como la de la propiedad de monotonia coalicional (en inglés, coalitional mo-
notonicity), que proponemos (propiedades (ix) y (x), respectivamente) cumplen los requisitos
que consideramos debe cumplir una buena extensién: extienden las propiedades originales
(particularizadas al! caso nitido coinciden con las clasicas) preservando su espiritu. Si un
cierto grupo de jugadores se pone de acuerdo en cooperar para llevar a cabo una inversién
con el fin de desarrollar un proyecto mas eficiente, hecho que se traduce en una mejora de su
productividad, entonces ninguno de log inversores puede verse perjudicado por ello. Un caso
particular que surge de modo natural es aquel en el que la funcién caracteristica del juego

diferencia viene dada por

f(r) :HTiH(l—Ti)a, v relo 1),

€T igT
donde o > 0 representa el aumento del beneficio generado por la mejora del proceso de
produccion de los miembros de la coalicién 7.
Proposicion 2.6. La solucién igueladora, £ : FT'} — IR, verifica las siguientes propie-
dades:
(i) Anonimato.

(1) Aditividad.

3 (SULH 2 w(SULD, VSCN\{i} = eulv) > wilw).
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(iii) Juego inesencial.

(iv) Egquivalencia estratégica.

(v} Monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias.
(vi} Continuidad débil.

(vii) Monotonia coalicional estricte.

Demostracién: Las propiedades (i), (1), (iii), (iv) y {v) se deducen trivialmenie de la

expresién (2.5) de la solucién igualadora obtenida en la proposicién 2.3.

En cuanto a la propiedad de continuidad, sea {(NV,%;)}rcmv una sucesién contenida en
FTT cualquiera. Si {¥;}xepv converge uniformemente a vy, entonces %y € L'{y) y para todo

i1 & N se verifica

lim Ti?’}’k(T) dr = f lim Tigk(‘l') dr = [ Tiﬁg(f) dr.
(0,1

k—roo J[p,1]n [0,1]= k—oo

Esto es, para todo ¢ € N,
lim ¢; (W) = ¢; () .
k—oc

Ademés,

lim T{N) = o(N).

koo

Luego, para todo i € N se tiene que

1im &) = tim (2 1156 - @) = 2 4+ 1a(eii) - 2(@) = &G0
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Por ltimo se demostrard que la solucién igualadora verifica la propiedad de monctonia
coalicional estricta: Sean (N, %), (N, %) dos juegos con tasas de participacién cualesquiera en

las condiciones de la propiedad en cuestién, entonces la aditividad implica £(v) = £(wW)}+E(f)-

Teniendo en cuenta que en el juego diferencia (N, f), los jugadores de T (respectivamente

de N'\ T) son sustitutos, se tiene que

£:(®) =£,-(ﬁ)+@+12(a1 ~a), VieT,

&(@) = 8(’”)+f( )+12(a2—a), Yig¢T,

. . t -
donde ay =ci(f), Vi€T, aa=ci(f), Vi¢ T,y azﬂl—-|_~(—:—ﬂ£,siendot=:]‘1‘|.

F(N)} > 0, entonces si T = N se verifica

£ = S(w)+f_(n_)>£.,~(eb‘), YieN.

En otro caso, T G N, para probar la desigualdad &£(%) > &(@), para todo i € T, es

suficiente con probar que a1 > @, o equivalentemente que a; > ao.

Sean i € T, j ¢ T, entonces de las propiedades de monotonia del juego diferencia se

deduce

J@4, 1) > fiti. ¢, r)y > 7, 7)), vi>t" y ¥V relo1?,

mientras que

feti,my > fL 8,7y > fl,t5,7), Y 1>t >t">0 y VY 7e(0,1)"2
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Entonces,
[ (1 — ) f(r) dr > [ (7 — ) f () dr,
{ri>7y} {ri<m;}

y, por tanto, se verifica a; > as. O

Obviamente, al igual que ocurre en el caso nitido, anonimato implica la propiedad de

tretamiento igualitario.

Una de las propiedades del prenucléolo minimo cuadratico que se pierden en la extensién
es la de divisién estdndar en juegos bipersonales, como se muestra con el siguiente contrae-
jemplo. El que se pierda esta propiedad es razonable si se tiene en cuenta que, salvo en
casos triviales, en un juego con tasas de participacién las posibilidades de actuacién de los
jugadores aumentan considerablemente. Luego, el que la solucién igualadora no verifique la
propiedad de divisién estandar en juegos bipersonales pone de manifiesto su capacidad para
incorporar la informacién adicional que recoge el modelo cuando se permite a los jugadores

graduar su tasa de participacién en una coalicién.

Ejemplo 2.1. Considérese el juego bipersonal con tasas de participacién (N, %) € FT? defi-

nido por

v(r) =

T 1o
Entonces ¢1(v) = 51 7 co(D) = TR Asi, E(v) = (g, %) #(1,4).

El siguiente resultado, que muestra cémo calcular el prenucléolo minimo cuadritico de
un juego nitido a través de su extensién multilineal (Owen (1972)), nos permitird comprobar

que la solucién igualadora no cumple aquellas propiedades que no son verificadas por el

prenucléolo minime cuadritico.
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Proposicién 2.7, Dado un juego (N,v) € G" cualquiere, sea (N,?) el juego con tasas de

participacion definido por su extensidn multilineal, entonces A(v} = £(v).

Demostracion: El juego con tasas de participacién definido por la extensién multilineal de

(N,v) viene dado por

o) =3 [[n]Jt-=)w(s), ¥ relo.

SCNieS ¢S

Por tanto, los coeficientes ¢;(¥), i = 1,... ,n, pueden expresarse como

ci(v) = / 7 (T)dT = Z f T H T H(l — 7j)u(S)dr =

SCN jES  jds
(2.12)

1
= Zv(3)+ S Y US) = sral) + g Y 0(S).

SCN SCN
1€S iés

Luego,
o~ 1 1
¢@) = =57 > gy + = > u(S),
n-2n 4 3-2
JjeEN SCN
¥, €n consecuencia, para todo ¢ = 1,... ,n, se tiene que
__ U(N) vy U(N) 1
—= +12(ei®) ~2@) = T+~ (nai(v) - 3 0;0))

JEN

que coincide con la expresién del prenucléolo minimo cuadrdtico obtenida por Ruiz ef aol.

(1996). o

Observacién 2.4. Como consecuencia de la proposicién anterior se obtiene:

1. La solucién igualadora de un juego con tasas de participacién con corazén no vacfo no
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pertenece necesariamente al corazén del juego.

2. La solucién igualadora no verifica la propiedad de jugador titere (en inglés, dummy

property).

En efecto, para ello basta con tener en cuenta que el corazdén de un juego con tasas de
participacién (N, 7) definido como la extensién multilineal de un juego nitido (N, v} coincide
con el corazén del juego nitido (ver Tejada (1986)), y que el prenucléolo minimo cuadratico
no necesariamente pertenece al corazén del juego cuando éste es no vacio (ver Ruiz et ol
(1996)). Por otro lado, para ver que no verifica la propiedad de jugador titere es suficiente
con tener en cuenta que si ¢ € N es un jugador titere en el juego nitido (N, v), entonces i
también es un jugador titere en el juego con tasas de participacién (N, %) generado por su
extensién multilineal y que el prenucléolo minimo cuadritico no verifica esta propiedad (ver

Ruiz et al. (1996)).

2.3.2 Caracterizacién axiomatica

Por 1dltimo, se comprueba que la caracterizacidn axiomadtica del prenucléolo minimo cua-

dritico para juegos TU nitidos se extiende al caso que nos ocupa.

Teorema 2.1. Lag solucidn igualadora es el tnico valor en FIT que verifica las siguientes
propiedades:

(i) Eficiencia.

(11) Juego inesencial.

(iii) Aditividad.

(iv) Monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias.

Demostracién : En la proposicion 2.6 se establecié que la solucién igualadora, eficiente por

definicién, verifica las propiedades (i), (iii) y (iv).
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Veamos, pues, que se trata del dnico valor en FT'? verificando todas ellas.

Sea ¢ un valor en FI'? verificando (i}, (ii), (iii) y (iv) cualquiera. Dado un juego con
tasas de participacién (N, v) € FT'Y, a continuacién se demostrard que (%) € PI{v) preserva

diferencias con respecto al sistema de constantes {d”} definido previamente.

Para cualquier par de jugadores distintos 7,7 € N, considérese el juego con tasas de
participacién (N, ;;) definido como la suma del juego original (N,?) y el juego inesencial

(v, Wy;) dado por

wi{T) =am 4+ a5, V¥V rell iy,
donde

36
o=

(ci(ﬁ) - CJ(‘U)) s

aj = i;—g-(c,('ﬁ') —c;(7)).
(¥, w;;) es un juego inesencial, luego de la propiedad (ii) se deduce:
wily) =a; y  pi(dy) =a;.
Por otro lado, la aditividad implica:

0i(Ti) = 9@ + i) = 6i0) ~ 2 () — 5(8) (213)

03(05) = () + o3(iTig) = 5(5) + 2 (D) - 7). (2.14)
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Mediante meros ejercicios de célculo se comprueba que ¢;{(%;;) = c;i(v) = ¢;(vi;}, luego de la
propiedad (iv) se sigue que w;(7V;;) = ;{v;;) - Asi, las expresiones (2.13) y {2.14) coinciden,

y despejando se obtiene
i(@) — ;%) = 12(ci(®) ~ s(¥)), Vi jEN.

Por otro lado, se tiene que £(7) es la inica preimputacién que preserva diferencias con respecto

a dicho sistema de constantes, entonces se debe verificar £(7) = (7). a

Proposicion 2.8. Los aziomas (i), (ii), (iii), (iv) son ldgicamente independientes; i.e., exis-

ten valores en FT'T que no satisfacen exactamente cada uno de ellos.

Demostracién: Para cada axioma propondremos un valor que no lo verifica en tanto que si

verifica el resto.

(~ i) Sea ¢! el valor en FT} definido como

o} (3) :f 67 (5(r) —5((1 — )i, 7)) dr, Vi€N, V (N,%)eFT?. (215)
[o,1]r

Entonces, ¢! satisface todos los axiomas a excepeidn del axioma de eficiencia. En efecto,
{a expresién anterior (2.15} se puede escribir como

A®) =6(2a@) ~ [ (r)dr), (2.16)

o

y de aqui, se deduce trivialmente que ¢! verifica (ii), (iii} y (iv). Veamos que, en general,
no es eficiente. Para ello se comprobard que para todo juego con tasas de participacion
(N,v) multilineal se verifica ' (7) = (v}, siendo G(v)} el valor de Banzhaf-Coleman
(Banzhaf (1965), Coleman (1971)) del juego nitido (N,v), definido por la restriccién

de ¥ al conjunto de coaliciones nitidas: Sustituyendo en la expresién {2.16) el valor de
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¢;(¥) dado por (2.12), y teniendo en cuenta que
- 1
B(r)dr = o > u(s),
[0,1]" 5CN

se tiene que para todo jugador ¢ € N se verifica

A = gy (L 0(8) = 3 0(9)) = gy 3 (6(8) — o8\ {2) = Bilw).
W %t

Luego, ¢'(3) = B(v). Entonces, como el valor de Banzhaf-Coleman no es eficiente en

general, y v(N) = v(N), se tiene el resultado.

(= ii) Sea ? el valor en FT} definido por

A0 =2y (@) -2@), VieN, V5 eFI.

Trivialmente, se comprueba que ¢? satisface todos los axiomas excepto el axioma de

Juego inesencial.

(— iii) Sea ¢® el valor en FT'} que asigna a cada juego (N,7) € FT'? el vector de pagos que se

obtiene mediante el siguiente algoritmo.

PASO 1: Considérese el conjunto K = {j € N/&(®) < d({j}) }. 8i K = @, entonces
©*(%) := (V). Parar.
En otro caso, ir al pasc siguiente.
PASQ 2: Sea jo € K tal que &;,(v) = mlll(lgj(a
j€
Considérese la particién S, T del conjunto de jugadores N dada por

= {ieN\K/c{®) <cp(@)},
= {1 €N /ci(B) > ¢;o(@) } .
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Si T =0, entonces ¢*(v) := £(7). Parar.

En otro caso, ir al paso siguiente.

PASO 3:

\ Sj(a—?, si jET,
w7 (V) =

&;(@) + 4, st jES,
donde & =v{{jo}) — &;(¥) >0, s=|8] y ¢t =|T|. Parar.

3 verifica todos los axiomas menos el referente a la aditividad. La demostracién de
la primera afirmacién se remite al apéndice A. El siguiente e¢jemplo muestra que, en

general, ¢* no es aditivo.
Sean (N,1) y (IV,%2) los juegos con tasas de participacidn definidos por N = {1,2,3}

Y

vi(T) = TTem3 + TIT3 —~ 2Ty + T2, vrelo1]”,

v2(T) = T3 + 27Ty + 21273 — T2 — 21Ty, Vrelol1]”,

entonces, se verifica

) | kK| T | S 5] &6
B | (83 | (2] {8} {12} )5 | (L,L0)
% | G538 ¢ &5
U+ | (5:§,3) | ¢ 1G5

(— iv) Sea ?* el valor en FI'? definido como el valor de Shapley (Shapley (1953)) del juego

TU nitido (N, v) dado por la restriccién de ¥ al conjunto de coaliciones nitidas, i.e.,

OEDD (s = 1DYn —s)! (3(x5) - 5 | VieN, ¥ (N,5) € FTF.

n! —
S5CN
iEs
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Obviamente, @?* verifica los axiomas (i}, (ii) y (iii). En lo que respecta al axioma
de monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias, sea (N,¥) un
juego con tasas de participacién multilineal cualquiera, entonces de la expresién (2.12}

se deduce:

6@ 2 @) <= ai(v) > aj(v).

Luego, como el valor de Shapley para juegos TU nitidos no verifica la propiedad de
monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias nitida! {ver Ruiz

et al. (1996)), entonces ! no verifica el axioma (iv). 0

2.3.3 Ejemplo

El ejemplo que vamos a considerar modeliza la siguiente situacion:

1. Cada jugador i € N dispone de un capital w; € I, para invertir en un proyecto ur-

banistico.

2. Para poder llevar a cabo el proyecto se debe realizar una inversién minima de £ € R,

£ < Zwi.

tIEN
3. Para finalizar 1as obras dentro del plazo estipulado en el contrato se debe realizar una
inversién minima de v € IR, ¢ < u. Si se finaliza a tiempo se recibe un pago de k € IR,

k> u.

4. Cuando se invierte una cantidad superior a £, pero inferior a u, el proyecto se puede llevar
a cabo, pero no se finaliza a tiempo. En dicho caso, se debe asumir una penalizacién que
depender4 del tiempo transcurrido entre la fecha limite y la fecha de entrega. Se supone

que el tiempo que el proyecto se retrasa se puede estimar en funcién de la inversién

St a:(v) > a;{v), entonces el jugador i no debe recibir un pago inferior al recibido por €l jugador j.



56 Capitulo 2. Solucién igualadora: Aplicacion a problemas de asignacidn de costes

realizada, entonces el pago que reciben los inversores viene dado por k — p(z), siendo z la
inversién realizada, y p : [£,u] =+ IR, a la que denominaremos funcidn de penalizacion,
una funcién mondtona no creciente verificando las condiciones de contorno p(¢) =k y

p(u) = 0.

Si los jugadores pueden participar en el proyecto invirtiendo cualquier fraccién de su
capital, entonces la situacién anterior se puede describir mediante un juego TU con tasas
de participacién, (N,v). La tasa de participacién de un jugador en la coalicién T € [0,1]7,
representa la fraccién de su capital que pone a disposicién de la coalicién. Para toda coalicidn

con tasas de participacién = € [0,1]", el pago que recibe viene dado entonces por

p
0 3 Z wiT < L4 3
ieN
o(r) = k—p(D wim), £<) wm<u,
ieN ieN
k, Zwm >,
\ ieEN

Las funciones de penalizacién que consideramos més factibles son:

e Penalizacidn por tramos: Funciones de penalizacién en escalera.

o Pengalizacién _exponencial: Familia paramétrica continua en ¢ de funciones de la forma

k
A,V zelbal, s a1,
pa(z): (U—E)

kIgy(z), Y z€l[fu], si =0,

donde Iy ,,y denota la funcién indicatriz del conjunto [£, u}.

Consideremos el ejemplo definido por N = {1,2,3}, w = (500, 1.000,800}, £ = 1.000,

u = 2.000 y k = 3.000. Para p,, funcién exponencial con o = %, ge tiene que para toda
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coalicién T € [0, 1)3,

. 3
0, > wir; £1.000,
t=1
3
F.(r) = { 3.000 300 v/2.000 — 5007; — 1.00075 — 80073 , 1.000 < Zw 7; < 2.000
1 = . _——— . - — 1. — s . T . )
E \/]__d ]. 2 3 1=1 41
3
3.000, Zwm > 2.000.
\ i=1

Considérense los siguientes subconjuntos del hipercubo unidad [0, 1] :

By = {7 €[0,1]* / 5007y + 1.00073 + 80073 > 1.000 } ,

By = {7 €[0,1]* /1.000 < 5007, + 1.0007, + 80073 < 2.000}.

Entonces, para cada i € N, q(ﬁ% ), viene dado por:

3.000m dr — f

€1 (75.1.) =
2 32

300 ,
('rl ﬁ v2.000 — 500, — 1.00075 — SOOTg)dT = 290905,

B,

ca(1) = 345'235,

LS|

ca(Ty) = 323/331.

Entonces,

3.00

=]

+12(290'95 — 319/824) = 652'972,

- 3.000
52(’0%) ==+ 12(345'235 — 319'824) = 1.304'93,

. . 3.000
£3(T1) = S5= +12(323'331 — 319'824) = 1.042/08.

B =
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Teniendo en cuenta que la familia paramétrica {p,, & € [0,1]} es continua en a, y que
[Ua(T)| < 3.000, para toda coalicién T € [0, 1}?, siendo T, la funcién caracteristica del juego
cuando la funcién de penalizacién es p,, a € [0, 1], se tiene que, aplicando el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue,

Jim E(Fa) =E@ay), ¥ a0 €[0,1].
ac(0,1]

Para o =0, la solucién igualadora del juego es

£(T) = (982281, 1.01266, 1.005'06) .

A medida que o crece hacia 1 las diferencias entre el pago que la solucién igualadora otorga
a los jugadores se van acentuando, preservando siempre el orden relativo dado por el capital
de que dispone cada jugador. £2(V,) y £3(¥,), como funciones de a, son crecientes, mientras

que £ (v, ) es decreciente. Para a = 1, se tiene que

£(5,) = (471'052,1.476'44,1.052'5) .

2.4 La solucién lexicografica para juegos con tasas de partici-

pacion

En esta seccién se analiza la solucién lexicogréifica para juegos con tasas de participacién
(Sakawa y Nighizaki {1994)) como extensi6n al caso continuo del nucléolo minimo cuadrético
(Ruiz et al. (1996)). En primer lugar, comprobamos que la solucién lexicogrifica admite
una caracterizacion en base a la funcién de exceso de las coaliciones andloga a la que define
dicho valor. FEl adoptar este enfoque nos permitird extender al caso continuo el estudio

del nucléolo minimo cuadritico llevado a cabo por Ruiz et ol. (1996). En particular, nos
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proporcionaré un algoritmo polinomial para obtener la solucién lexicogrifica de un juego con
tasas de participacién a partir de su solucién igualadora, para la que se obtuvo en la seccidm

anterior una expresién analitica.

Asociado a cualquier juego con tasas de participacién (N,7) € FI'}, considérese el si-

guiente problema de minimizacién:

Problema continuo 1

min (&, x)—E@®)  dr
0.1

8.a. Z z; =v(N),
iEN

z; >2v({t}), i=1,...,n.

En primer lugar, y con el fin de caracterizar a la solucién lexicografica como la 1nica
solucidn del problema anterior, serd necesario, una vez comprobada. la existencia y unicidad
de dicha solucién, obtener una caracterizacion en funcién del vector de excesos de los jugadores

similar a la obtenida por Ruiz et al. (1996) en el lema 2.1.

Lema 2.4. Para todo juego con tasas de participacion (N,7) € [FT'? eziste una tnica solu-
cién del Problema continuo I definido anteriormente. Dicha solucion se caracteriza por ser

la vinica imputacion z verificando para todo jugador j € N,

2> 5{3Y) = @) = wéx T, 2). (2.17)

Demostracién: El conjunto de imputaciones del juego, regién factible del problema de
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minimizacién 1, es compacto. Por otro lado, de la definicidén se deduce directamente que la

funcién objetivo f, dada por

f(x):f n(E(T,X)—E(ﬁfd‘r, vV xe R",

es estrictamente convexa, luego el minimo se alcanza y es tinico.

Obviamente, 8i I(%) = {(B({1}),... ,5({n}))}, entonces el minimo del problema se al-

canza en (({1}),...,%({n}}), que trivialmente verifica la condicién (2.17).

En otro caso, para demostrar que el minimo del problema se caracteriza por ser la dnica
imputacién verificando la condicién (2.17) para todo jugador j € N, veamos, en primer lugar,
que si I(¥) # {(v({1}),...,¥({n}))}, entonces las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son

necesarias y suficientes de optimalidad global para el problemas:

min f(x)

8.a. gi(x)éoa 2':11*"7”'1

h(x) =0,
x € R",
donde f es la funcién objetivo anterior, g;(x) = ¥({i}) —z;, para todo i =1,...,n,y
h{x) =)@ — 5(N).
icN

— La funcién objetive f es diferenciable y las restricciones del problema son lineales,
entonces g; es diferenciableen x, Vx e R*, Vi=1,...,n, y h es una funcién de
clase 1 en IR™.

Ademds, Vgi(x) = (-1,0), Yxe R*, i =1,...,n,y Vh(x) =1, ¥Yx € R",
luego los vectores {Vh(x), Vg;(x), 1 € I}, donde I = {i/g;(x) = 0}, son linealmente

dependientes si y sdlo si I = {1,... ,n}, en cuyo caso z; = ¥({i}), Vi=1,...,ny
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> "z = B(N), entonces 1(v) = {{B({1}),... . 5({n})) }.

iEN
— La funcién objetivo es pseudoconvexa. Las restricciones son cuasiconvexas y cua-

sicéncavas, para todo x € ™.

Luego, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son necesarias y suficientes de optima-

lidad global. Entonces, la solucién del problema 1 se caracteriza por ser la tdnica solucién

factible z € IR™ para la que existen constantes v € IR, uy,... ,un,u; >0, Vi=1,...,n,
verificando:
1
Vi(z)+ Y uiVgi(z) + vVh(z) =0, (2.18)
i=1
uigi(z) =0, i=1,...,n. (2.19)

La funcién caracteristica del juego es integrable en [0, 1]*, entonces la funcién objetivo f

es de clase 1 en IR" y la derivada parcial de f con respecto a z; viene dada por

of v o(e(r,x) — E(©))* _ e 5 _
6x,-(x) = [[0,1]n % (x)dr = /[0,1}“ -27; (v(‘r) - E:cm - E(ﬁ)) dr =

icN

= —25(i,x) + E(¥).
Asi, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, quedan como

—2w(i,z) + E@) —u; +v=0, i=1,...,n, (2.20)

uigi(z) =0, i=1,...,n. (2.21)

Luego, de (2.21) se deduce que, para todo j € N tal que z; > 9({j}) debe ser u; =0y, por
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consiguiente, de (2.20) se sigue que

(3 = O —

Por otro lado, como u; >0, V i=1,...,n, entonces de (2.20) se deduce

E@) + v —u; <E(a+v
2 - 2

=w(j=z), ¥Yi=1,...,n.

w(s,z) =

Luego, la solucién de las ecuaciones de Karush-Kuhn—Tucker es una imputacién verifi-
cando la condicién establecida en la proposicién. En particular, existe una imputacién en

esas condiciones.

Veamos que si z € I{¥) verifica la condicién establecida en la proposicién, entonces es
solucién de las ecuaciones de Karush-Kuhn-Tucker. Para ello, sea M = mé}s& w(i, z}, entonces
1S

eq suficiente con tomar

v=2M — E(7),

w = 2(M —w(i,z)), i=1,...,n

Obviamente, u; > 0, VY i = 1,...,n, v € R y se satisfacen las condiciones (2.20) y

(2.21).

Proposicién 2.9. Para todo juego con tasas de participacion (N,v) € IFTT la solucidn del

problema continuo 1 es la solucién lexicogrifica del juego.

Demostracién: Ansloga a la demostracién de la equivalencia entre la solucién lexicografica

para juegos nitidos y el nucléolo minimo cuadrético (proposicién 2.1).
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La caracterizacidén de la solucidn lexicografica obtenida en el lema 2.4 valida el uso del al-
goritmo propuesto por Ruiz et al. {1996) para calcular el nucléolo minimo cuadritico a partir
del prenucléole minimo cuadritico como un método para obtener Ia solucién lexicogrifica a

través de su solucién igualadora.

Algoritmo (Ruiz ef al., 1996): Constrityase la secuencia de pares (xt, M%), ¢ =1,... .k,
1 < k <n, donde x¢ es un vector de pagos y M* es un subconjunto de Jjugadores, definidos

inductivamente por

PAsO 1: x':=E(@) , M ={j e N/EE@) <v({s})} v £=1,

donde £(v) es la solucidn igualadora del juego.

> (@ -5
jemt .
Paso 2: zftl:={ 2f+ > Pparatodo j ¢ M,

({5}, para todo j € M¥,
y MEt=MEU{j € N /ol <D}

PASO 3 : Si M = M7, entonces z := xfT! . PARAR.

En otro caso, £:= £+ 1 e ir al PASO 2.

Obviamente, el proceso descrito anteriormente finaliza, a lo sumo tras i — 1 iteraciones,
y ¢l vector de pagos que se obtiene al final del proceso z es una imputacién verificando la

condicién (2.17).

El siguiente resultado, que muestra c6mo calcular el nucléolo mfnimo cuadréitico de un
Juego clasico a través de su extensién multilineal (Owen (1972)), viene a reforzar la conside-
racién de la solucién lexicografica como la extensién natural del nucléolo mfnimo cuadritico

al caso continuo.

Proposicién 2.10. Dado un juego TU nitido (N,v) € IG", sea (N, %) el juego con tasas de

participacion definido por su extension muliilineal, entonces A(v) = L(3).
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Demostraciéon: La demostracién de este resultado se basa en el hecho de que el exceso de un
jugador i € N con respecto a cualquier imputacién x, en el juego con tasas de participacién
(N, ), se puede expresar en funcién del correspondiente exceso en el juego nitido como sigue:

De las expresiones (2.6) y (2.12} se deduce

w(i,x) = 3-.1—27;&,-('0) - 11—2-:1:,- - %v(N) + _1 Z v(9).

Luego,

3 - 2Mi(4, %) = a;(v) ~ 2" 2, ~ 2IH(N) ~ 2 IH(N) + D u(S).
SCN

Entonces, teniendo en cuenta la expresién (2.1} del exceso en un juego nitido de un jugador

i € N respecto de x, se tiene que para todo vector de pagos x € I{v) = I{v), se verifica

w(i,x) = kw(i,x) +a,

donde k y @ se definen como

1
k=
75n > 0;
> v(8) - 2" u(N)
o= SN
- 3.2n

Asi, el exceso de un jugador en el juego con tasas de participacién se obtiene mediante una
transformacién afin positiva del correspondiente exceso en el juego nitido; entonces, teniendo
en cuenta que el conjunto de imputaciones de ambos juegos es el mismo, se obtiene el resultado

deseado. o

Por dltimo, comprobaremos qué propiedades del nucléolo minimo cuadratico siguen siendo
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satisfechas por la solucién lexicogréfica.
Proposicién 2.11. La solucién lezicogrdfica, L : IFI'T — IR", verifica las siguientes
propiedades:
(1) Anonimato.
(i1) Juego inesencial.
(iif) Egquivalencia estralégica.
(iv) Continuidad débil.
Demostracion: Las propiedades (i}, (ii) y (iii) se deducen trivialmente de la definicién de

la solucién lexicogréfica sin mas que aplicar la expresidn (2.6) del exceso de un jugador con

respecto a una preimputacidn obtenida en la seccidén anterior.

En cuanto a la continuidad, sea {(N,7,)}rev una sucesién de juegos con tasas de parti-

cipacién contenida en IFI'Y cualquiera.

Si la sucesién (T )remv converge uniformemente a ¥y y L(vy) = Ly cuando v — oo,

entonces vg € L' (i) e I(wo) # 0, i.e., Ty € IFTT.

Ademads, para todo i € N, se verifica

dm @0, L) = lim [ n(Br) = Y nLsE)) dr =
[051] JEN
= lim 7 (r) dr — Tim Z(Lj(’ﬁ,) [ nTy d-r) =
{0, JEN [0,1]»

. | 1 ~ ~ .
— [ md(r)dr - SLG0) + 1 3 Lif@) = Bl Lo).
[o,1]® 3 4 i

Veamos que Ly € I(¥p) verifica la condicién (2.17) establecida en el lema 2.4.
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Sea 7 € N, un jugador tal que Ly; > Up{{i}). Las sucesiones (L;(%;))renw ¥ (@r({t})rem
convergen, respectivamente, a Ly; y v9({¢}), cuando r tiende a infinito. Entonces, la desigual-
dad L;(v;) > v, ({i}) se debe satisfacer para infinitos r. Sea P = {r € IN / L;(%;) > 7. ({1}}},

entonces

Jim L(v:} = Lo, (2.22)
reP

Tlgr%fﬁr(j,L(ﬁr)) =wo(s, L), V JEN. (2.23)
TE

Por otro lado, por ser L{%,) la solucién lexicogréfica del juego (N,v;), se tiene que

méx @ (j, L(¥,)) = @, L)), ¥ reP,
jEN

entonces, de {2.23) y de la continuidad de la funcién méaximo, se deduce que

Wo(t, Lo) = %r%fﬁr(i,ll(ﬁr)) = "}%% méx & (j, L(5;)) = méx Bo(j, Lo) -

Asi pues, Ly satisface la condicidén que caracteriza a la solucién lexicografica del juego. O
Observacién 2.5. Con respecto a la solucién igualadora se han perdido las propiedades de
aditividad v de monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias {contra—

gjemplo 2.2). Sin embargo, esta 1iltima se preserva restringiéndonos a la subclase de los juegos

normalizados (0,1), como se comprueba a continuacién (proposicién 2.12).
Ejemplo 2.2. Considérese el juego tripersonal con tasas de participacién (N, ) definido por

V(1) =72 — T2T3 + TIT3 + T1T2T3,
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entonces,

3
¢ (V) = nv(r)dr = <,
[o,13 8

cfv) = f To0{7T) dT = E,
f0,1]3 8

e (5) = [ (7 dr = =
[0,1]3 3

Luego, la solucién igualadora del juego es £(@) = (2,2,3). Como &(%) = 3 < 3({2}),

entonces, aplicando el algoritmo de Ruiz et al. (1996), se tiene que L(¥) = (3,1, 1). Pero
c1(V) = co(v), entonces la solucién lexicografica no verifica la propiedad de monotonicidad

con respecto a las contribuciones marginales medias.

Proposicién 2.12. Sea FT', = {(N,%) € IFTY/%({3}) = 9({s}) Vi,j € N}, entonces
sobre la clase de juegos ﬁ’?, la solucion lexicogrdfica verifica la propiedad de monotonicidad

con respecto a las contribuciones marginales medias.

Demostracién: Se basa en el hecho de que la solucién igualadora verifica esta propiedad y
se deduce aplicando el algoritmo descrito anteriormente para obtener la solucién lexicografica

a partir de la solucidn igualadora.

Dado un juego con tasas de participacién cualquiera (N, V) € ﬁ‘?, sean i, € N dos ju-
gadores cualesquiera. Sin perdida de generalidad supdéngase que ¢;(¥) > ¢;(¥). Se demostrard

a continuacién que L;(9) > L;(v).

Si la solucién igualadora del juego £(7) es individualmente racional, entonces L{v) = £(v)
¥, por tanto Li(¥) = &;(v) > £;(¥) = L;(v). En otro caso, se deben considerar las siguientes

posibilidades:
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1. §i &(%) < 5({i}), entonces §({;}) = ({i}) > £(F) 2 &/(©). Luego

Li(3) = 3({s}) = 5({3}) = L;(9) .

2. Si £(%) > v({i}), entonces se pueden dar dos casos:

(2) Si £;(5) < T({7}), entonces L;(®) = 5({j}) = 5({s}) < Li(¥).

(b) Si&;(¥) > v({j}), entonces existen p; > 0 y p; > 0 tales que

Li(®) = &() —pi s
Li(v) =&(v) —p;.

Obviamente, como &;(3) > £;(%) y v({i}) = v({7}) del algoritmo se deduce que
pi > p;j. Ademds se verifica:

Sip; <pi = L;(%) = v({j}) = v({1}) < L:(v).

Sipy =pi = Ly(v) = E;(¥) — pi < &(v) — pi = Li(v)-

Volviendo al ejemplo 2.2, si se considera la normalizacién {0,1) del juego con tasas de

participacién (N, %), cuya funcién caracteristica viene dada por

U1\ (T) = —TaTa + 1173 + T 273,

entonces L(¥p 1)) = L(T) —~ (0,1,0) = (3,0, 1), que no viola la condicién de monotonia con
respecto a las contribuciones marginales. Esto se debe a que la operacién de normalizacién de

un juego no respeta el orden relativo entre los coeficientes de contribucion de los jugadores.
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En este caso, se tiene que

~ 1 1 o ~
= — —_— e —_— = — d = .
CL(”(O,U) c1(v}) /[0,1]3 T T2 4T 8 > 2 c2(v) L,lla Ty GT 02(1’(0,1})

2.5 La solucién igualadora como un sistema de precios

En esta seccién se estudian las posibilidades de la solucién igualadora como método de solu-
cién al problema de asignacion de costes. En dicho problema, se supone que varios productos
heterogéneos y divisibles son elaborados por un proceso de produccién comiin de manera que,
una vez establecida la cantidad de cada uno de ellos a ser producida, el coste derivado de su
produccién conjunta debe ser redistribuido en forma de costes asignables a la produccién de

cada uno de los bienes individuales.

Para resolver este problema, ya clasico, se supone que la tinica informacién de que se
P » ¥ ) p q q
dispone es de una funcién de coste, que asigna a cada vector de produccion® su coste conjunto

de produccién, asi como de la cantidad total a producir.

De entre las diversas soluciones propuestas en la literatura destacamos las siguientes:

e Mecanismo de asignacién de costes determinado por los costes marginales (Samet y
Tauman (1982}), cuyo principal problema radica en el hecho de que, en general, no se

recupera el coste conjunto de produccién.

s Mecanismo de asignacién de costes de Shapley—Shubik (Shubik (1962)), que se define
como el valor de Shapley (Shapley (1953)) de un cierto juego TU asociado al problema.

e Sistemna de precios de Aumann-Shapley (Billera y Heath (1982), Mirman y Tauman
(1982), Young (1985b)), inspirado en el valor de Aumann-Shapley (1974) para juegos

no atémicos.

Svector que indica la cantidad que se produce de cada uno de los productos.
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¢ Distintas extensiones del mecanismo de reparto de costes en serie para bienes ho-
mogéneos de Moulin y Shenker (1992): Friedman y Moulin (1995), Sprumont (1996) y
Koster, Tijs y Borm (1996).

Todos estos mecanismos de asignacién de precios, aunque algunos de ellos den soluciones
inspiradas en un proceso de produccién dindmico, resuelven el problema descrito anterior-
mente desde un punto de vista estitico; es decir, asumen que el bien no es servido hasta que
la produccién de la cantidad prevista no ha finalizado. Por el contrario, el mecanismo que
proponemos en esta seccidn estd basado en la hipdtesis de que el producto es elaborado y

servido a medida que va siendo demandado.

2.5.1 Problema de asignacién de costes: Interpretacién dindmica del mo-
delo

Formalmente, el problema clasico de asignacién de costes viene dado por un par (¢, &), donde
c: IR’_;L — IR es la funcién de coste del modelo, verificando ¢(0) = 0; esto es, se trabaja con
modelos en los que se supone que no hay un coste fijo de produccién, y a € int(]RT) es el

vector de demandas.

Nota 2.1. La funcién de coste puede incluir los beneficios del productor.

En lo que sigue, sélo consideraremos aquellos problemas de asignacién de costes (¢, cx)

tales que la funcién de coste ¢ sea de clase 1 en D(a} = [[3%,{0, a;]. Se denotard por

CA™ = {(¢c,a) / @ € mt(RR]), c: B — R, c(0) =0, c € C{D(a))},

al conjunto de todos los problemas de asignacién de costes asociados a la produccién de m

bienes, para todo m > 1 finito, y por CA a la unién de todos ellos.

En este contexto, una solucién al problema de asignacién de costes vendrd dada por una

funcién p : CA = Up>1JR™ que redistribuya, en forma de precios unitarios, el coste conjunto
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de produccién entre los bienes a ser elaborados; esto es, una funcién que a cada problema
(¢, ) € CA™ le asigne un vector de precios p(c, @) € IR™, siendo p;(c, c) el precio por unidad

de producto i-ésimo, i =1,... ,m.

Supondremos que el sistema de produccién debe satisfacer la demanda a lo largo de un
cierto periodo de tiempo y que, a diferencia del modelo clésico, ésta no es satisfecha de
una vez al finalizar dicho periodo, sino que el producto es servido a medida que va siendo
demandado. En este caso « se corresponde con una estimacién de la demanda acumulada a
Io largo de todo el periodo para el cual se ha planificado la produccién. Més concretamente,

supondremos que la demanda se realiza de acuerdo al siguiente esquema:

A. Los consumidores realizan su demanda a lo largo de un cierto intervalo de tiempo [0, 7]
describiendo una curve de demanda v desconocida al inicio del perfode. Dicha curva
viene dada por un camino regular monétono no decreciente v : [0, 7] — D{ex), siendo

7(tp) la demanda acumulada hasta el instante .

Una vez que la demanda acumulada a lo largo de todo el periodo ha sido estimada por
a, trabajaremos bajo esta hipdtesis para fijar los precios; es decir, actuaremos en el
supuesto de que la produccién alcanza el nivel o en el instante T. Por consiguiente,
unicamente congideraremos aquellas curvas de demanda ~ verificando las condiciones

de contorno ¥(0) =0 y ~(T) = c.

B. La demanda en cada instante es el resultado de la demanda agregada de un cierto

conjunto de consumidores.

Se supone también que los consumidores pagan por los productos recibidos a medida que
su demanda va siendo satisfecha. Teniendo todo esto en cuenta, el problema ante el que
se enfrenta el productor es €l de decidir al inicio del periodo, en base a una estimacion de
la demanda acumulada a lo largo del periodo y del coste conjunto de produccién, el precio
unitario al que va a cobrar cada uno de los productos durante todo el periodo; esto es, el

sistema de precios vigente durante el periodo para el cual se ha fijado la produccién.
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En este punto queremos destacar el hecho de que el objetivo que se persigue no es otro
que establecer un sistema de precios que tenga en cuenta las hipdtesis A y B establecidas
en el modelo. No se trata en ningun caso de buscar aquel sistema de precios que optimice el

comportamiento global del sistema productor-consumidores.

A continuacién, se analizard cdmo afectan las hipdtesis anteriores al establecimiento de
posibles criterios de seleccidn de mecanismos de asignacidn de precios adecuados. En primer
lugar se analizara el efecto aislado de cada una de las hipdtesis A y B, para luego analizar

su efecto conjunto.

Con el fin de simplificar la notacién introducimos la funcién de pago P : IR™ X R_T — I,
que asigna a cada vector de precios p € BR™ y a cada vector de producciéon z € RT’, la

cantidad que debe ser pagada por el vector de productos z € IR’ al precio unitario dictado

por p.
m
En lo que sigue supondremos que la funcién de pago es lineal, P(p,z) = Zz,-p,- , pare
i=1

todo z € R:_" , para todo p € R™. Asimismo, solo consideraremos sistemas de precios que

recuperen costes al final del periodo, i.e.,

P(p{c,a),a) =cla), V {c,a)eCA™.

Dado un problema de asignacién de costes (c,) € CA™, denotaremos por H(c, ) al
conjunto compuesto por todos aquellos vectores de precios unitarios que recuperan costes al

final del periodo, de acuerdo con la funcién de coste c y el vector de demandas a, es decir,
H(c,a) = {p€ R™/ P(p,a) = c(a}}.
Veamos c6mo afecta el asumir la hipdtesis A. Dado un problema de asignacién de costes

(c,a) € CA™, supongamos que la curva de demanda de los consumidores viene dada por

v : [0,7] = D{ex), camino regular tal que (0} = 0 y v(7) = a. Entonces, el coste
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acurmmulado en €l que ha incurrido el productor hasta el instante ¢y < 7' viene dado por c(z),
donde zg = y(ty) € D(cx) se corresponde con la demanda acumulada hasta el instante #y de

acuerdo con la curva de demanda p.

Por otro lado, fijado el vector de precios unitarios p € IR™, el pago recibido por el
productor hasta el instante ¢y viene dado por P(p, ). En tal caso, si la demanda se corta
en el instante #y entonces, la pérdida asumida por el productor por cobrar la produccién, de
acuerdo con la funcién de pago P(p, ), viene dada por la diferencia entre el coste de producir
zg y el coste, en funcién de P(p,-), cobrado por la produccién de zg. Luego, la diferencia
c(zg} — P(p, zg) puede ser interpretada como el riesgo con el que se estd produciendo en el

instante iy cuando se han asignado precios unitarios p.

Asi, si se considera la posibilidad de que la demanda finalice antes del momento T previsto,
entonces parece razonable pensar que el productor tratard de definir aquel sistema de precios

que minimice el riesgo con el que estd produciendo.

La curva de demanda se desconoce al inicic del periodo; entonces, en primer lugar, se
debera definir una medida del riesgo global que considere el riesgo asociado a cualquier posible
curva de demanda para, una vez definida dicha medida, seleccionar aquel {0 aquellos) sistema

de precios que la minimicen.

A continuacién, se proponen algunas medidas de riesgo global basadas en criterios clésicos
y se estudian los sistermnas de precios que serian seleccionados de acuerdo con cada una de

ellas.

Riesgo maximo

La evaluacién del riesgo global desde un punto de vista pesimista implica que el criterio

de seleccién del sistema de precios que se siga sea un criterio minimaz.

Dado un problema de asignacién de costes (¢, @) € CA™, el criterio minimax conduce a la

seleccion de cualquier vector de precios unitarios que pertenezca al conjunto LC(c, ) C R™
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definido como

LC(e,) = {ps € H(c,0) / omin | mix (c(z) — Plp, z)) = méx (c(2) - P(po, z)) }

En el apéndice B se lleva a cabo un anélisis del mecanismo de asignacién de costes asi
definido, al que nos referiremos como corazén minimo. En particular, se estudia su relacién
con €l corazén minimo de un cierto juego con tasas de participacién asociado, relacién que
nos permite establecer su conexién con conceptos de solucidn para juegos TU continuos
ya asentados en la literatura. A continuacién, enumeramos sus principales propiedades sin

detenernos en su demostracién, para la cual nos remitimos al apéndice B.

Proposicién 2.13. Para todo problema de asignacidn de costes (c,ax) € CA™, se verifica

que LC(c, x) es no vacio, convezo y compacto.

La proposicidén anterior establece que el criterio de seleccién de precios propuesto esté
bien definido: siempre proporcions alguna sclucién al problema planteado. Veamos, a conti-
nuacién, cémo puede ser interpretadc desde el punto de vista que ofrece la teoria de juegos

cooperativos.

Definicién 2.9. Para todo problema de asignacién de costes (¢, ) € CA™, se define el juego
de ganancias asociado a (¢, ), como el juego con tasas de participacién (M, ?.) definido por

M={1,...,m}y

E,:(Tl, . aTm) = C(QITI: L 10-'me)1 v T e [01 l]m,

donde 7; representa la proporcién de la demanda de producto i—€simo satisfecha, i =1,... ,m.

En tal caso, si existen sistemas de precios tales que, independientemente de la curva de
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demanda considerada, permiten producir sin riesgo en todo momento; i.e., el conjunto

Cle,o) = {po€ H(c,0) | _min  méx (cla) ~ P(p,2)) = méx (efz) ~ Plpo,)) =0}

peH(e,cx) zeD zED{ex)

es 1o vacio, entonces se verifica:
Po € C(C, a) — a-pp= (Ctlpm, . ,O',m'p()m) = C(ﬁc) .

donde C{T,) es el corazén del juego de ganancias asociado. Ademds, LC(c, a) = C{c, a).

Riesgo esperado

Si el riesgo global se evalia mediante el riesgo esperado, entonces cualquier vector de

precios que recupere costes podria ser seleccionado.

En efecto, dado un problema de asignacién de costes cualquiera, (¢, a) € CA™, se verifica
que el riesgo medio asociado a un vector de precios, p, es independiente del sistema de precios

considerado siempre que p € H(c, o), como se comprueba a continuacion:

fD(a} (c(Z) - P(P,z)) dz = fD(a) c(z) dz — %ilrjlaj . P(p,a) =

= clz z—-l-c ma-=
=/ e el [os = 6.

(2.24)

Luego, cualquier sistema de precios que recupere costes al final del periodo para el que se

ha planificado la produccién, minimiza el riesgo de produccién esperado.

A continuacién, se lleva a cabo un estudio andlogo para la hipétesis B. Supongamos que
la demanda acumulada a lo largo del periodo de un cierto subconjunto de consumidores

S es de zp € D(a), entonces dado el vector de precios unitarios p € IR™, la diferencia
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entre la cantidad pagada por el vector de productos zg y el coste conjunto de producir zg,

P(p,zy) — c(zg), representa el exceso asumido por dicho conjunto de consumidores.

Si la diferencia anterior es positiva entonces, teniendo en cuenta que sélo se consideran
admisibles aquellos sistemas de precios que recuperan costes al final del periodo, los miembros
de 5 pueden decidir hacer su demanda por separado; en cuyo caso, para todo vector de precios
p’ admisible, de acuerdo con la funcién de coste ¢ y el vector de demandas zg, la funcién de
pago P(p',-) seria tal que P(p’,zg) = c(zg). Luego, la diferencia P(p,zy) — ¢(zo) puede ser
interpretada como €l riesgo de disgregacién de la demanda asumido por el productor cuando

se asignan precios unilarios p.

En general, el hecho de que la demanda se disgregue no es conveniente para el productor,
entonces, como en el caso anterior, parece razonable pensar que el productor tratard de definir

aquel sistema de precios que minimice el riesgo de disgregacidn de la demanda.

La demanda de todos los posibles subconjuntos de consumidores es desconocida (por el
productor) al inicio del periodo, luego el razonamiento seguido anteriormente es aplicable

también en este caso.

Dado un problema de asignacién de costes (¢, ) € CA™, la evaluacién del riesgo global
mediante los criterios anteriormente propuestos nos conduce a las mismas conclusiones con
la salvedad de que en este caso, la aplicacién del criterio minimax nos lleva a la seleccion de

aquellos vectores de precios unitarios en el conjunto RLC(c, &), definido como

RLO(e,0) = {po € H(c:a) / min  méx (P.2) ~ cls) = mix (Plpo,2) ~ c(s)) }

Las propiedades del concepto de solucién asi definido, al que nos referiremos como corezén
minimo inverso, son analogas a las del corazén minimo definido anteriormente. En este caso,
el juego asociado a un problema de asignacion de costes debe ser interpretado como un juego

de coste: involucra a los consumidores, no al productor.
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Combinando los criterios de seleccién deducidos del establecimiento de ambas hipétesis,
resulta que un buen sistema de precios no debe cobrar la produccién ni excesivamente por
debajo del coste real de produccién ni, por el contrario, excesivamente por encima. Asi,
la(s) funcién(es) de pago seleccionada(s) deberd(n) aproximar lo mejor posible la funcién de
coste; esto es, debera(n) ser seleccionada(s) minimizando una distancia a la funcién de coste.

Dependiendo de la distancia elegida se obtendran como solucién distintos sistemas de precios.

Si se elige la distancia dada por la norma £, entonces, dado un problema de asignacién
de costes (¢, a) € CA™, un vector de precios p € IR™ serd seleccionado si y sdlo si es solucidn

del siguiente problema:

Problema 4,

min f |e(z) — P(p,z) dz
Dia)

8.4a.

P(p,a) =cla).

El siguiente resultado muestra que la solucién del problema anterior, caso de existir, no

tiene por qué ser Gnica.

Proposicién 2.14. Dado un problema de asignacion de costes (¢, ) € CA™, i C(c, ) # 0,

entonces C(c, o) es el conjunto de soluciones del problema ;.

Demostracién: Veamos, en primer lugar, que el problema £; es equivalente al siguiente

problema:

min o) (c(z) — P(p, z)) dz

8.4. (2.25)

P(p,a) = ¢},

donde E(p,a) = {z € D(a)/c(z) > P(p,z) }.
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En efecto, de la expresion (2.24) se deduce que para todo vector p € H{c, ), la funcién

abjetivo del problema de minimizacidn £; se puede expresar de forma equivalente como sigue:
[ @ -PEplda=2[ (o)~ Pw.2))da-p.
D(ex) E(p,a)

donde § = [} (c(z) — P(p,%)) d= es una constante independiente de p.

Se comprobari que si C(c, ) # 0, entonces el problema (2.25) tiene solucidn y el conjunto

de soluciones coincide con C{c, a).

Sea pp un vector de precios en C{c, &) cualquiera, entonces c(z) — P{po,z) = 0, para

todo z € E(p,a), y por consiguiente se verifica
f (c(z) -~ P(p,z)) dz > 0 = / (c(z) - P(pg,z)) dz, V pe€H(c,a).
E(p,a) E(po.a)

Luego, todo vector de precios p € C{c, a) es solucién del problema.

Por otro lado, 8i pg € H(c, ) es tal que
[ (etw) = Plpo,)) du =0, (2.26)
E(po,a)

entonces pp € C{c,a): Supdngase, por el contrario, que py ¢ C(c, e}, entonces existe
zg € E(po, o), tal que c(zg) — P(py,2zo) > 0. Como la funcién ¢(z) — P(po,z) es continua en

z, entonces, por el teorema de conservacidén del signo, se verifica:

3 £>0 talque c(z) — P(pg,z} >0 V z € B(zg,¢).

Luego, como B(zg,£) N E(pg, @) es un conjunto de medida estrictamente positiva, entonces

[E(po,a) (cta) ~ Plpo.2)) da >0,
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en contradiccién con (2.26). O

El objetivo que nos planteabamos en esta seccién era la biisqueda de un criterio de gelec-
cidm que recogiera la interpretacién dindmica del modelo y que seleccionara un tinicoe vector
de precios, por lo que una vez se ha comprobado que la eleccién de la norma £; no garanti-
za la unicidad de la solucién, hemos optado por considerar la distancia dada por la norma
£3, en cuyo caso se garantiza la existencia y unicidad. La solucién asi obtenida se estudia

detalladamente en la seccién siguiente.

2.5.2 Riesgo cuadratico: Sistema igualador de precios

A continuacidn, se introduce el sistema de precios que resulta de considerar la distancia dada
por la norma £;. Se prueba la existencia y unicidad sobre la clase de problemas de asignacién
con la que se trabaja y se establece su relacién con la solucién igualadora de un cierto juego
con tasas de participacién. Dicha relacién nos facilita una caracterizacién alternativa del
sistema de precios obtenido en funcién del riesgo asociado a la produccién de cada uno de los

bienes individuales y nos permite establecer una caracterizacién axiomatica.

Proposicién 2.15. Pare cualquier problema de asignacion de costes, (c,a) € CA™, existe

una unica solucién del problema:

Problema o

min D) (c(z) - P(p, z))2 dz

8.a.

P{p,a) = c(a).



80 Capitulo 2. Solucion igualadora: Aplicacidén a problemas de asignacién de costes

Dicha solucion viene dada por

1 sefa) 12

(b,'(c,a)—g(c,a))), Vi=1,...,m,

) B mop
donde b;(c,a) = [ f"—c(z) dz y ble,a)= ——;—E‘—]—bz'(—’—)——cm?——

D{a) i m
Demostracién: Se demostrara estableciendo la relacién existente entre la solucién del pro-
blema £, y la solucién igualadora del juego de ganancias asociado.

Sea {c,x) € CA™ un problema de asignacién de costes cualquiera, entonces aplicando el

cambio de variable h{7} = (ria1,... , T}, ¥ T € [0,1]™, se deduce que

flp)= fD » (c(z) -P(p,z))‘ﬂ’ dz =

m 2
(c(ncxl, cee s TmQm) — ZTiC!ipi) dr, VY pelR™, (227)
™ i=1

m
siendo H ay > 0.
k=1

Sea (N,7.) el juego de ganancias asociado a (c, ), entonces de (2.27) se deduce que
p € H{c,a) es solucién del problema f3 si y sélo st xP = (o121, .- ,mbPm) € PI(T,) es

solucién del signiente problema:

min (EC(T) — Z :r:.,-n)2

[0, 13 ieN
8.a.
Y @ =T(N).
ieN

Luego, teniendo en cuenta (ver Ruiz et al. (1996)) que de la caracterizacién de la solucién
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igualadora a partir de la funcién de exceso de las coaliciones, aplicando el lema 2.3, se deduce
que para todo juego con tasas de participacién en FI'? la solucién igualadora del juego puede

ser obtenida como la dnica solucién del problema anterior, se tiene que

P =L G(M) +12(ci(@) —2@)), Yi=1,...,m.

Aplicando el cambio de variable anterior se tiene que

1
(V) = Tiv(T)dT = / 2 o(2) dz = —=g—bi(c, ),
:(7) &Hmz () Hk oy et =

Luego,
p _ cla) 1 A 1
i m [I5%s (bile, @) ~be, @), vV i=1...,m
¥, por consiguiente,
1 c(a) 12 _ _ o
= (5 P e -Hee)), Vo i=l.m.

Observacidn 2.6. De la demostracién anterior se deduce que dado un problema de asigna-
cién de costes (¢, ) € CA™, si se considera el juego con tasas de participacién de ganancias
asociado, (M, 7.), se tiene que el vector de precios obtenido en la proposicidén 2.15 guarda la
siguiente relacién con la solucién igualadora del juego:

1 - .
pi(c,a):EEi(uc), V i=1,...,m.

3
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Esta relacién nos lleva a referirnos al mecanismo de asignacién de precios en cuestién
camo sistema igualador de precios y motiva la caracterizacién en funcién del riesgo asociado
a la produccién de cada bien que se obtiene a continuacién, asi commo su caracterizacién

axiomatica.

Definicién 2.10. Sea (c,a) € CA™ un problema de asignacién de costes, entonces dado el
vector de precios unitarios p € JR™ se define el riesgo promedio asociado a la produccion del

producto ¢, i =1,... ,m, cuando se han asignado precios unifarios p, como

wi(c, o, p) = f g(c(z) — P(p,z)) dz.

D(a) tM

Proposicién 2.16. Para todo problema de asignacion de costes (c,a) € CA™, existe un

dnico vector de precios unitarios que recupera costes al final del periodo y verifica

ﬁl(caa:p) :{62(6, C!,p) ot ﬁ)’m(c,a,p). (228)
Ademds, dicho vector de precios coincide con el definido por el sistema igualador de precios.

Demostracién: Sea p € H(c, @) un vector de precios que recupera costes, entonces aplican-

do el cambio de variable i(7) = (na1,... , Tm, @m) ;s

wile, a,p) = ﬁak/

m m
Ti (%(T) - ETiaiPi) dr =[] ex@i(@. (191, - - s mpm))

¥ i=1,...,m.

Luego, p € H{c, o) satisface la condicién (2.28) siy sdlo si xP = (eupy,... , 0mpPm) € PI{D.)

es la solucién igualadora del juego de ganancias asociado (M, v,.). o

Por 1ltimo se estudian sns propiedades y se propone una caracterizacion axiomética.
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Definicién 2.11. Un mecanismo de asignacién de precios g en CA™ verifica la propiedad

de:

{©)

(iii)

(iv)

Recuperacién de costes al final del periodo si y s6lo si para todo problema de asignacion

de costes, (c, ) € CA™, se verifica P(g(c, a), a) = ¢(a).
La funcién de pago es tal que se cubren objetivos, en el sentido de que los costes de

produccién, en base a la demanda estimada, son recuperados al final del periodo.

Aditividad si y s6lo si para todo par de problemas de asignacion de costes, (c1, ) € CA™

y (c2, ) € CA™, se verifica

Q'i(cl+C21a):‘Ii(claa)+Qi(521a)1 v i:]-:"' y 1T

Si los costes de produccién son debidos a dos factores independientes, esto es, el sis-
tema de produccién ¢ es tal que ¢ = ¢; + cq, entonces el sistema de precios se puede
obtener como la suma de los precios debidos a cada uno de los sistemas de produccidén

independientes, ¢; y cs.

Invariancia frente a cambios de escala si y sélo si para todo problema de asignacién de

costes, (c,a) € CA™, y para todo vector A € IR™ talque A, >0, Vi=1,...,m,

se verifica

gilc- A ) =Mgile,A- ), V i=1,...,m,

donde A-a = (Ma, ..., Anam) ¥ ¢-A(z) =c(A-2), V z € D(a).

La funcién de pagoe no se ve afectada por cambios en las unidades de medida de los
productos, es decir, una variacién en la unidad de medida de un producto conlleva un

cambio equivalente en el precio unitario correspondiente a dicho producto.

Preservar costes lineales si y sélo si para todo problema de asignacién de costes,
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m
(c,a) € CA™, tal que c(z) — Zaizi, V z € D(a), se verifica

i=1

qé(caa)zaia Vi=1,._.,m,

Si la funcién de coste es lineal, entonces la funcién de pago se corresponde con la propia
funcién de coste. El precio unitario de cada producto coincide con el precio unitario de

produccién real dado por la funcién de coste.

(v) Monotonicidad con respecto al coste medio ponderado debido a la urgencia si y sélo si

para todo problema de asignacién de costes, (¢, a) € CA™, y para todo par de pro-

ductos 1, §, se verifica:

St bi(c, ) > bj(c, ) = a4gilc, a) > ajgi(c, a).

La interpretacién de esta propiedad se analiza detalladamente en la observacién 2.7

expuesta a continuacion.

Todas estas propiedades, a excepcién de la 1iltima de ellas, son algunas de las propiedades
cldsicas que se exigen a un mecanismo de asignacién de costes. La propiedad (iv) fue pro-
puesta por Aumman y Shapley (1964} en el contexto de juegos no atdmicos con el nombre

de projection aziom.

Observacién 2.7. La propiedad (v}, que establece que el precio cobrado por satisfacer la
demanda a lo largo de todo el periodo de los productes ¢ y j§ debe estar en la misma relacién
que los valores bi(c,) y bj{c, ), se puede interpretar como sigue: “ Si el coste medio
ponderado de todas aquellas curvas de demanda en las que la demanda relativa de producto ¢
se mantiene por encima de la demanda relativa de producto 7, y en consecuencia el productor
debe atender (en términos relativos) antes la demanda de i que la de j, es mayor o igual que
el correspondiente coste asociado a aquellas curvas de demanda en la que, por el contrario, la

demanda de producto j es mds urgente, entorces el precio cobrado por satisfacer la demanda



2.5. La solucién igualadora como un sistema de precios 85

global de producto j no debe exceder el precio cobrado por satisfacer la demanda global de

producto ¢”.

Para ello basta con tener en cuenta que la desigualdad b;(c, @) > b;(c, @) puede expresarse

de forma equivalente como

g Z

Zi Zj / 1
— = ez} dz > — — — Jc(z) dz,
/ng(a) (a,; aj) ( ) Dji(a) (aj (871 ( )
donde

Dij(e) = {z € D{e) / 3 > % 1= { (2, 2) €10,04] x [0, 5] / g > 2 x [T 0,04l
i Y by

es el conjunto de aquellos vectores de produccién tales que la proporcién de la demanda total
de producto ¢ satisfecha es mayor o igual que la proporcién de la demanda total de producto

7 satisfecha.

Considérese la funcién de coste marginal medio asociado a la produccién de los bienes i y

4 definida por
mei; (2, 2;) =/ oz 25, 2-i5)dz_i5, Y (21,2) € [0,0;) x [0, 5],
Tlkst4,510,0]

donde z_;; = (zj) ki j, entonces

a2_4 - Z Z e 20) e 2
/I;ij (a) (0:,: @ ) cle) da /Fij (ex) (ai @ ')mcw (s 25) d(zi, 23,

3

donde Fij{a) = { (21, %) € [0, 03] x [0, 05]) / a 2 % b

Haciendo el cambio de variable h(t,7) = (cst, a;t™), para todo (t,7) € [0,1] x [1,+00), se
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tiene que

Zi Zj

f,,_,(a)(— - _)C(z) dz = /} - /0 1 kij(t,m)(t — t)meij(aut, ;") di dr, (2.29)

o

donde k;;(t,r) = —aiot"Int >0, V (t,7) € (0,1] x [1, +o0).

Entonces, tomando k;; como una funcién de ponderacién, la integral (2.29) se puede
interpretar como el coste medio ponderado de todas aquellas curvas de demands en las que
la demanda de producto i urge m4s que la de producto j. Anjlogamente, a la integral

f (—3 — —’)c(z) dz se le puede dar la interpretacién simétrica.
Djfa) MO Qi

Proposicién 2.17. El sistema igualador de precios, p¢ : CA™ — IR™, verifica las propieda-

des (i} hasta (v).

Todas ellas se deducen trivialmente de la expresién del sistema igualador de precios ob-

tenida en la proposicién 2.15.

Teorema 2.2. El sistema igualador de precios es el tinico mecanismo de asignacion de pre-

cios en CA™ que verifica las propiedades (i}, (ii), (iii), (iv) y (v).

Demostracion: En la proposicién anterior se establece que el sistema igualador de precios
verifica las propiedades (i} hasta (v). Veamos pues que se trata del inico mecanismo de

asignacién de precios en CA™ que verifica todas ellas.

Sea g: CA™ — JR™ un mecanismo de agignacién de precios verificando las propiedades
(1), (i3}, (iii), (iv} y (v), entonces en primer lugar se probard que ¢ coincide con p® sobre

CA™(1) ={(c,a) e CA™ [ = 1}.

Sea ¢{!) la restriccién de ¢ al conjunto (CA™(1), entonces ¢ : CA™(1) » R™ verifica

las siguientes propiedades:

1. iq,?”(c, 1) =c(1), VY {c1)€CA™).
i=1
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2. ¢l (1 +c2,1) = q(l)(cl, 1) + q(l)(CQ, 1), V (c,1}, (e2,1) € CA™(1).

m
3. Para todo (c,1) € CA™(1) tal que ¢(z) = Zaiz,-, v z € [0,1]™, se verifica

i=1

qgl)(c,l):a,-, Yi=1,...,m.

4. Para todo (¢,1) € CA™(1) y para todo par i, j se verifica:

Si bi(c,1) =/ zic(z)dz > bi(c,1) = -/ zicle)de >
[0,1]™ [0,1]™

= V1) > V1),

CA™(1) es isomorfo al conjunto compuesto por todos aquellos juegos con tasas de parti-
cipacién m-personales cuya funcidon caracteristica es de clase 1, entonces teniendo en cuenta
que la caracterizacién axiomadtica establecida en la proposicidn 2.1 sigue siendo vélida cuando
la solucidn igualadora se restringe a dicho subconjunto de FT'T*, se deduce que ¢V debe venir

dado por

o(1)

Ve, 1) = L + 12(b,-(c,1) -E(c,l))ng(c, 1), Yi=1,...,m. (2.30)

Dado (¢, &) € CA™, un problema de asignacién de costes cualquiera, considérese el problema

de asignacién de costes (cp, 1) € CA™(1) definido como
C(](Z) = C(Zlal, .. 1zmam) ) Vze [01 1].m 3
entonces de la propiedad (iii) se deduce

gi{co, 1) = aiqi(c,a}, VY i=1,...,m,
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donde gi(co,1), ¢ = 1,... ,m, viene dado por la expresién (2.30). Aplicando el cambio de
variable h(z) = (z101,... ,2mam), ¥V 2z € [0,1]™, entonces para todo ¢ = 1,... ,m se

verifica

1 2z |
b-c0,1=[ z-czdz=——-—[ Ze(z)dz = ——bi(c, a).
l( ) 0,1]m i 0( ) H:’J.:.I o (e @i ( ) Z gkn:_l o :(C a)

Asi,
1 se(a) 12 - e .
gi(c, @) = a’:( m + :’i__lai (b,;(c,a)—b(c,a))) = pilce), Vi=l...,m

Para finalizar, se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3. (Samet, Taumang y Zang {1984)) Considérese un problema del transporte en
el que hay dos destinos, A; y Az, y dos origenes, B; y By. Los costes de transportar una
unidad de recurso de cada uno de los origenes a los distintos destinos vienen recogidos en la

giguiente tabla:

Ag Ay
By en=10 ce=180 |56 =20
By | ¢g = 1.000 | o0 = 1.500 | b =20
z1 =20 zg = 20

En cada origen hay 20 unidades de recurso disponibles, y cada destino tiene una demanda
de 20 unidades. La solucién 6ptima consiste en enviar 20 unidades de B; a A,, con un coste

de 20.000, y 20 unidades de B; a Ay, con un coste de 300.

En situaciones de este tipo, Samet et al. (1984) proponen calcular el precio unitario de

transporte a cada destino a partir de los precios de Aumann—Shapley de un problema de
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asignacién de costes asociado. Definen la funcién de coste del problema como la funcién que
asigna a cada posible vector de demandas, z = (21, 22), 21 + 22 <40, 21 > 0, z3 > 0, el coste
minimo del problema del transporte en el que la demanda de A; es de z; unidades de recurso,

y la de 45 es de z» unidades. En dicho caso,

102, + 1529, 21+ 20<20, 20 >0, 29 >0,
cz1, 22} = § 1.000z, + 1.0052; — 19.800, 20 < z; + 23 < 40, z1 > 0, 2 > 0,

1.0002; + 1.50022 — 29.700, =z + 22 <40, 21 >0, 20 > 0.

Para este ejemplo, el precio (unitario) que se carga al transporte a cada unidad de destino
dictado por el sistema igualador de precios del problema (¢, &), e = (20,20}, coincide con el

precio calculado a partir de los precios de Aumann—Shapley, AS(c, ) = (505, 510).

2 0, (-0,
b == —_— = —_—
1 (e, a) /[;"20}2 20 c(z) dz /0 (fﬁ 20 (1021 + 15z7) dzg)dzl +

20 20 z
+ / (/ ~—-(1.00021 + 1.005z9 — 19.800) dZQ)dzl = 1'04667 - 106,
0 20—z 20

y balc, a) = ;—(z)-c(z) dz = 1'05 - 105
[0,20]2
Asi,
1 ¢20.300 12105
phle @) = o (=5 + === (1/04667 — 104834) ) = 504'995,
1 720.300 12108
Pile,a) 2 = (S5 + oo (1105 — 1'04834) ) = 509'99.
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Ejemplo 2.4. Sea {c, @) € CA?, el problema con funcién de coste c(z1, 20) = /21 + 22, para

todo vector de produccibn (21, zz2) € [0, @) x [0, a2).

Para este problema, ain siendo la funcién de coste simétrica, el precio unitario dictado
por el sistema igualador de precics tiene en cuenta la cantidad demandada de cada bien
individual. No carga el mismo coste unitario a los dos bienes. En general, el precio unitario
del producto con una demanda mayor es ligeramente inferior al precic unitario del bien menos
demandado, en consonancia con el hecho de que la funcién de coste es céncava. No obstante,
el coste cobrado por satisfacer la demanda del bien mas demandado es superior al coste de

atender la demanda del menos solicitado.

1 /o + o 8 1
e = — —
pile,a) = o ( 2 + 35 afo? k(al,ag)) !
1 Va3 + as 8 1
e _ -2
pa(c, @) = az( 2 35 olal k(o‘l"”)) ’

donde

B, 02) = 2(o + 02)3 Vg F aa{on — a) + 2(od /a2 — ol Var) — boyasloi/az — ot ar) .

k{ap,ag) > 0, 8iy s6lo 8i @y > a9, luego el precio por satisfacer la demanda del bien
mas solicitado es siempre superior al precio por satisfacer la demanda del producto menos
pedido. En cuanto a la afirmacién hecha anteriormente sobre Ia relacién entre el precio
unitario cargado a la produccién de cada bien en funcién de las cantidades demandadas, no
se ha probado analiticamente. No obstante, en las siguientes figuras, que representan las
graficas de la funcién p$(c, &) — p§lc, ) en distintas regiones de int(IRi), ge puede observar

el comportamiento que se le ha supuesto.
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2.6 Conclusiones

En este capitulo hemos abordado principalmente la tarea de extender el prenucléolo minimo
cuadratico al caso continuo. Se han estudiado sus propiedades, se ha dado una caracterizacién
axiomdtica y se ha analizado detalladamente su aplicacién como regla de asignacién de costes.
No obstante, el fin que perseguiamos en un principio era menos ambicioso. Se reducia al
estudio del comportamiento de la solucién lexicogrifica como concepto de solucién para juegos
con tasas de participacién. Dicho estudio nos llevé al descubrimiento de diversos trabajos
que abordaban, bien el mismo problema, bien problemas relacionados, desde distintos puntos
de vista. En este capitulo hemos tratado también de conciliar los diversos enfoques desde
los que se han estudiado los valores para juegos TU nitidos que dan lugar a los conceptos de

solucién para juegos con tasas de participacién tratados en él

En lo que respecta a la continuidad del estudio, se pueden distinguir dos lineas de inves-
tigacién distintas. La primera de ellas, consistiria en estudiar la relacién de las soluciones
ignaladora y lexicogrifica con otros conceptos de solucién para juegos con tasas de partici-
pacién. En particular, su relacién con el valor de Aubin, que extiende al caso continuo el
valor de Shapley, y con el corazén, bajo qué condiciones se puede garantizar su pertenencia
al corazén del juego cuando éste es no vacio. La segunda de ellas, estaria motivada por el
hecho de que en ocasiones la hipdtesis de que el reparto sea lineal en la tasa de participacién
de los jugadores no es realista. Esta reflexién nos lleva a preguntarnos sobre la adaptacién
de la solucién igualadora y la solucién lexicogrifica a contextos mas generales en los que se
trabaje con funciones de reparto no necesariamente lineales. Concretamente, esta generali-
zacién podria tener especial interés en el contexto de asignacion de costes, lo que supondria

trabajar con funciones de pago no lineales.
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2-CENTRO (Spinetto, 1974)

Definicién

Caracterizacion

Imputacién cuyo juego aditivo asociado

minimiza la distancia dada por la norma £

al juego original (N, v).

min (ng(v(s‘) - x(S))z)E
|ST>2

8.a.

x € I{v)

Exceso del jugador ¢ con respecto al vector

de pagos x:
bix) = 3 (v(8) - x(9))
Seq
Qi = {SCN/ies§,|5>2}.
f(x) : vector de excesos.

2—centro: minimo lexicogréfico sobre I{v).

Nucléolo minimo cuadrédtico

(Ruiz et al., 1996)

Solucidn lexicografica

(Sakawa y Nishizaki, 1994)

min Z (e(S, x) —-—_E'('u,x))2
SCN
S#D
8.a.
x € I(v)
— 1
E(v,x) = om — 1 Z e(S,x)
SCN
S#4

Exceso del jugador ¢ con respecto al vector

de pagos x:
wii,x) =Y (2(8) —x(S))
SCN
i€s

8(x}: vector de excesos.

Solucién lexicografica: minimo lexicogra-

fico sobre I(v).

Tabla 2.2: Relacién con el 2-centro.
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En este capitulo llevamos a cabo un estudio detallado del corazén de un tipo de juegos
muy concreto: Los Juegos de Produccién Lineal controlados por Comités (Curiel, Derks y
Tijs (1989)). Principalmente, nuestro interés reside en el andlisis de la evolucién del corazén
de este tipo de juegos cuando el ntiimero de jugadores “tipo” presentes en el juego aumenta.
Para llevar a cabo dicho andlisis se introduce en el modelo la posibilidad de que los jugadores
puedan graduar, ya sca de forma discreta o continua, su tasa de participacién en una coalicion;
lo que nos lleva a trabajar con Juegos de Produccién Lineal controledos por Comités con tasas
de participacion. Asi mismo, se aborda el problema de la reduccién {(en el sentido de Davis-

Maschler) de un juego de estas caracteristicas.

Los juegos de produccidn lineal controladoes por comités surgen como generalizacién de los
Juegos de Produceidn Lineal, introducidos por Owen (1975). En cuanto al primer problema
planteado, la linea de trabajo que seguimos es la desarrollada por Owen (1975) para el modelo
original. En lo referente al \ltimo problema planteado, ha sido el trabajo de Granot (1994)

sobre el juego reducido de un juego de produccién lineal, el que nos ha servido de motivacion.

El capitulo se inicia con una seccién en la que se resumen los trabajos gue sirven de base
al estudio abordado en el nicleo central de!l capitulo: Los trabajos de Owen (1975) y Samet y
Zemel (1984), sobre la evolucién del corazén de un juego de produccién lineal, y el trabajo de
Curiel, Derks y Tijs (1989} en el que se introduce el concepto de juego de produccién lineal
controlado por comités. Del mismo modo, autes de abordar el problema de la reduccidn del

Jjuego, se reswme también el trabajo de Granot (1994).

3.1 Preliminares

3.1.1 Juegos de produccién lineal: Definicién y resultados previos

Los juegos de produccién lineal, introducidos originalmente por Owen (1975), se engloban

dentro de una clase de juegos TU mds general: La clase de Juegos de Optimizacion. Este
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tipa de juegos surgen asociados a situaciones modelizables como problemas de optimizacién
en las que hay mas de un decisor involucrado. En dicho caso, el valor de una coalicién viene
dado por la solucién del problema de optimizacién que se plantea cuando todos los miembros
de la coalicién unen sus recurses con el fin de alcanzar un objetivo determinado. Los Juegos
de Asignacidn (Shapley y Shubik (1972)} son un claro referente en el estudio de este tipo
de juegos. Posteriormente, haun sido tratados por Dubey y Shapley (1984) y Granot {1986),
entre otros, y mds recientemente, por Sdnchez—-Soriano (1998), en cuyo trabajo introduce y
analiza en profundidad los Juegos del Transporte que generalizan los juegos de asignacidn.
En particular, los Juegos de Produccién Lineal modelizan economias de produccién {lineal)
en las que los recursos necesarios para elaborar los productos finales pertenecen a un grupo

de decisores, que pueden optar por compartirlos si llegan a un acuerdo.

En el modelo original (Owen (1975)) cada uno de los jugadores, i € N = {1,... ,n},
dispone de una cierta cantidad de m recursos dada por el vector bf = (bi,... b/ ). Dichos
recursos pueden ser empleados para producir p clases de productos gue pueden ser vendidos
en el mercado obteniéndose un beneficio {(unitario) de¢;, 7 = 1,... ,p. Se supone ademés que
los recursos Unicamente son utiles en tanto que sirven para producir y que para producir una
unidad de producto j se requieren a;; unidades del k-ésimo recurso. El valor de la coalicién

5 C N viene dado por

[
v(S) = max Zc_,-a:j
J=1

5.8. (3.1)

P
Y agizg < blS), k==1,....m,
g=1

v
=
.
i
=
®

T3

donde A = [ax;lk=1,... m 5 la matriz de produccién' y b(S) = E b’ son los recursos de que
J=l..p ics
dispone la coalicién § C V.

log; >0VE=1,...,m, Vj=1,...,p,y paracada j € {1,...p}, Jk € {1,...m} tal que ax; > 0.
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Owen (1975), después de probar que los juegos de produccion lineal son (totalmente)
equilibrados, centra su estudio en la obtencién de repartos en el corazén. Haciendo uso de
la teoria de dualidad en programacién lineal, demuestra que todos aquellos repartos que
se obtienen pagando a los jugadores por sus recursos en funcién del precio de los mismos
dictado por un “precio sombra” pertenecen al corazén del juego. Concretamente, dado un
juego de produccién lineal (N, v), sea Op(NN) el conjunto de 6ptimos del dual del problema

de programacién lineal asociado al valor de la coalicidén total, entonces el conjunto

13
DP(U)x{‘PERn/‘Pizzy;b;c: i=1,...,m, y*EOp(N)}a
k=1

al que denominaremos en adelante conjunto de pagos segin precios sombra, estd contenido
en C(v). No obstante, en general el reciproco no es cierto, es decir, no toda imputacién del
corazén se puede obtener a través de precios sombra. Siguiendo una linea de investigacién
cldsica en este contexto {ver Debren y Scarf (1963)), Owen estudia la evolucién del corazén
cuando el nimero de jugadores de cada tipo (disponen del mismo vector de recursos inicial)
presentes en el mercado aumenta: Dado un juego n—personal de produccién lineal (N, v), para
todo r € Z, considera el juego rn—personal (rN,w") que surge al r—replicar el conjunto de
jugadores original; esto es, (r/V,w") es el juego de produccién lineal definido por los mismos
parametros que (N, v) en el que hay ahora r jugadores que disponen de un vector de recursos
inicial b%, ¢ = 1,... ,n. Bl trabajo de Owen se centra entonces en el analisis de la evolucidn,
con respecto al conjunto de repartos segin precios sombra, del corazén de los sucesivos juegos

replicados.

En primer lugar, Owen demuestra el siguiente resultado sobre la simetria del corazdn de

los juegos replicados, lo que le permite caracterizar el corazén de los juegos replicados a partir

de su proyeccidn sobre ™.

Teorema 3.1 (Owen, 1975). Para todo r > 2, en cualquier imputacion en el corazdn del

juego v-replicado (rN,w"), dos jugadores del mismo tipo reciben el mismo pago.
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Asi, toda imputacién (uy,...,%q5...... jUly... ,Un) € IR™ en el corazoén del juego

r-replicado se puede identificar con un vector {uy,... ,u,) € IR™.

En cuanto a la evolucién del corazdn, Owen obtiene los siguientes resultados sobre la

convergencia de la sucesién de conjuntos {C (w")}rez+.

Teorema 3.2 (Owen, 1975). Siu = (u1,...,uy) pertenece al corazdn del juego r—replicado

para todo v € Z.,, entonces u € DP(v).

En el siguiente teorema se da una condicién suficiente para la convergencia finita, enten-
m

diéndose por convergencia finita la existencia de m € Z, verificando DP(v) = n C(w").
r=1

Obsérvese que la existencia de ry verificando C(w™) = DP(v) es una condicién necesaria y

m
suficiente para que DP{v) = n Cluw").

r=1
Teorema 3.3 (Owen, 1975). 5i Op(N) = {y*}, entonces existe ry € Z. suficientemente

grande verificando

C{w™) = DP(v) :{ (iy}‘;b}c,... ,iy;;b;;) }
k=1 k=1

Samet y Zemel (1984) profundizan en el estudio iniciado por Owen. Obtienen una con-
dicién necesaria y suficiente para la convergencia finita. Ademds, como corolarios, obtienen
condiciones suficientes alternativas y refuerzan la condicién establecida por Owen en el teore-
ma 3.3. En su trabajo consideran el “refinamiento”, en lugar de la replicacidn, del conjunto

de jugadores, que serd precisamente el enfoque que nosotros adoptaremos.

Dado un juego n—personal de produccidn lineal (IV, v}, se define el r-refinamiento del juego
como aquel juego rn—personal de produccién lineal (rN,v") que se obtiene al considerar que
cada uno de los jugadores del juego original se desdobla en r jugadores idénticos, disponiendo

cada uno de ellos de ;1_-1)"‘, 1=1,...,n, recursos iniciales.
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Este enfoque, considerar el refinamiento en lugar de la replicaciéon de Ia economia, es
equivalente, como se observa a continuacién, a considerar que los jugadores pueden participar

en una coalicidén a distintos niveles de intensidad.

Para cada r € Z, sea M" el reticulo del hipercubo unidad [0, 1] definido por

M’:{xeﬂn/wi:%,quZ,OSqfér,i=l,---,n}-

Considérese la correspondencia 77 : rN — M7, que a cada coalicién § C rN le hace corres-
P y 4

ponder la coalicién con (finitas) tasas de participacién 77(S) = (77(S),...,75(8)) € MT,

(S
donde 77(S) = %i(5) siendo_g;(S) el mimero de jugadores de tipo ¢ que contiene S, i € N.

r S e A L e T e e L T L U LY

El valor de una coalicién en el juego r-refinado depende exclusivamente del niimero de
Jjugadores de cada tipo que contiene. Entonces, para todo par de coaliciones 8,5 C rN,
tales que 77(8) = 77(8’), se verifica v"(S) = v7(S’). Asi pues, a cada r-refinamiento (rN,v")
le podemos asociar univocamente un juego n—personal con (finitas) tasas de participacién

(N,7"), ¥" : M" — IR, de la siguiente forma. Para toda coalicién, T € M", definimos

v (t)=v"(S), SCrN talque 7(5)=7.

Cualguier coalicién S C rN tal que 77(S) = 7 dispone de los recursos iniciales Z bl y, en
) iEN
consecuencia

P
' (T) = mix ZCjIEj
=1

§.4.
» VYV reM.

P
Zakjmj < Zfib;c, k=1,...,m,
J=1 iEN

Zj

v
o

Ji=1...,p, J
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Agsf pues, el refinamiento,

R@w)={(rN,v"), reZy},

del juego de produccién lineal (N, v) se puede describir a partir de una coleccién de juegos

n—personales con (finitag) tasas de participacién

R(v) = {(N,%"’), rEZ.,.}.

Refinar el juego es, entonces, equivalente a refinar el conjunto de niveles de actividad a los
que un jugador puede participar en el juego.
Consideremos ahora el juego con (infinitas) tasas de participacién (N, %), 7: [0,1]* = R,

dado por

P
B(r)= méx > ¢jg;
7=1

8.4.
» . > ¥V rel0,1]".
Zakjﬂ’:j < ZTi}c, k=1,...,m,
i=1 icN
zj 2 0, j=L....,p, )

Las funciones o™, r € Z,, verifican ?" = 9|M"™, V r € Z., donde 7|M" es la restriccién
de la funcién ¢ al conjunto de coaliciones con (finitas) tasas de participacién M7. Luego,
todas ellas se pueden definir a partir de la funcién v, a la que denominaremos funcién gene-
ratriz del refinamiento. Asimismo, denominaremos juego de produccion lineal generador del

refinamiento al juego (N, 7).

De forma analoga al resultado 3.1 de Owen, se obtiene que para todo r € Z_, la imputacién

b = (ﬂ, 1(_‘0_"; ______ ;ﬂj___ ’ﬁ) € IR™ pertenece a C(v") si y sélo si la imputacién
T r r T
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@ = (p1,.-- ,n) € IR™ pertenece al corazén de (N,v"), dado por

C(W)={¢€R"‘/ Y em>v(r), ¥ TEMT}-
ieN

Dado r € Z, para todo 1 < £ < r, existe m = £r > r tal que C(v™) C C(7%), luego
oo o]
() C@*) = [ C@). Asi, la sucesion de conjuntos {C(v" )}rez+ verifica
k=r r=1

o0

liminf C(F") := | (ﬂ C(»sz)) =N cE).
k=r

r—eo0
r=1 k= r=1

Por otro lado, como consecuencia inmediata de la continuidad de la funcién ¥ y la densidad
de los racionales en los reales, se tiene que el comportamiento limite? de dicha sucesidn queda
determinado por el corazdn del juego de produccién lineal generador del refinamiento, dado

por

C(@={¢€Rn/ Z(p,‘ﬂ?ﬁ(?’), VTE[O,l]n}.

teN

En este contexto se siguen verificando los resultados de Owen y C(¥) = DP(v). Ademds,

Samet y Zemel obtienen, entre otros, los siguientes resultados:

Teorema 3.4 (Samet y Zemel, 1984). Dadou € DP(v), sea Tr(u} el cono convezo gene-
i3

rado por los puntos de M" para los que se verifica Zum = (7). Entonces, C(v") = DP{v)
i=1
st y solo si U T, (u) contiene a un entorno de 1.
ueDP(v)

Corolario 3.1 (Samet y Zemel, 1984). Si el conjunto DP(v) contiene a un tnico punto,

entonces existe rg € . suficientemente grande verificando C(v7°) = DP({v).

*En lo que sigue, cada vez que nos refiramos al comportamiento limite de {c@)}, ez, estaremos indicando

el limite inferior de dicha sucesién de conjuntos.
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Corolario 3.2 (Samet y Zemel, 1984). Si todas las componentes de la matriz de produc-
cién A, de los vectores de recursos iniciales b*, i € N, y del vector de beneficios ¢, son
ndmeros racionales, entonces existe vy € Z, suficientemente grande verificando C(v7) =

DP(v).

Corolario 3.3 (Samet y Zemel, 1984). Si (N,v) es un juego de produccion lineal biper-

sonal, entonces existe Ty € Z, suficientemente grande verificando C(77°) = DP{v).

3.1.2 Juegos de produccién lineal controlados por comités: Definicién y

resultados previos

En el modelo original (Owen (1975)) se supone que cada jugador puede disponer libremente
de una cierta cantidad de recursos, es decir, los recursos son bienes individuales. Sin embargo,
se puede dar el caso de que los recursos sean bienes colectivos: Un grupo de jugadores podri
disponer libremente de un recurso siempre y cuando tenga “poder” suficiente para ello. En el
modelo de Curiel et al. (1989), Juegos de produccidn lineal controlados por comités, se supone
que los recursos estin disponibles en el mercado en lotes, cada uno de ellos controlado por un
comité de jugadores. Piénsese, por ejemplo, en la siguiente situacidn: La produccién de PTA
(Acido Tereftalico Puro) y de EtG (Etilen—Glicol) en la cuenca Mediterranea ests controlada
por tres petroquimicas A, B, C. La capacidad anual de produccién disponible, expresada en

toneladas, de cada una de ellas viene recogida en la siguiente tabla:

PTA EtG
A | 150.000 —
B — 90.000
—C_ 110.000 | 60.000

A partir de estos productos quimicos se puede producir fibra textil sintética (PET-fibra) y
plastico para botellas (PET-botella). La siguiente tabla recoge las cantidades (en toneladas)

de cada producto necesarias para producir una tonelada de cada uno de estos derivados.
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PET-botella | PET-fibra
PTA [ 0.966 0.912
EtG | 0.365 0.344

La venta en el mercado de fibra textil da un beneficio de 5.000 pts. por tonelada, mientras

que la venta de pldstico da un beneficio de 6.000 pts. por tonelada.

Las juntas de accionistas de cada una de las compaiiias tiene la siguiente composicion:

A: Ji controla el 40% de las acciones,
Jo controla el 20% de las acciones,
Js controla el 26% de las acciones,

J5 controla el 15% de las acciones.

B: J; controla el 35% de las acciones,
Js controla el 35% de las acciones,

Jy controla el 30% de las acciones.

C: Ji controla el 45% de las acciones,
Js controla el 46% de las acciones,

Js controla el 10% de las acciones,

donde Jy,... ,Js son los cinco grandes inversores que controlan la produccién de PTA y EtG

en la zona.

En tal caso, si los cinco grandes inversores pudieran firmar acuerdos vinculantes, entonces
el juego TU que modelizaria la situacién que enfrentan es un juego de produccién lineal
controlado por comités en el que hay dos recursos (PTA y EtG), disponibles en el mercado
en lotes (produccién de las compaiiias A, B y C}, cada uno de los cuales esté controlado por

un comité de jugadores (composicién de la junta de accionistas).
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Formalmente, dado el recurso k, k = 1,... ,m, existen dj, lotes de producto k, By, ... Bd",
cuyo control viene dado por un juego simple, (N, uz), g =1,... ,dg; la coalicién S puede
disponer del lote Bz si y s6lo s § es una coalicién ganadora en el juego ug. Asi, se tiene que

la cantidad total de recurso & de que dispone la coalicién S viene dada por
dy

By(S) =Y _Bl(S),

g=1

donde BJ(S)} = BJ - uj(S) y, por consiguiente, el valor de dicha coalicién vendra dado por el
éptimo del problema 3.1 reemplazando el vector b(S) por B(S) = (B1(S),..., Bn(S)).

En el ejemplo, p = 2 (PET-botella = producto 1, PET-fibra = producto 2), m = 2
(P'TA = recurso 1, EtG = recurso 2), d, =2, k=1,2, y

B} =150.000, B} =110.000,
Bl =90000, BZ=260.000.

Los juegos simples de control vienen dados por:

ui Suq, MW(ua) = {{1,2},{1,3},{1,5},{2,3,5}},
u? =ug, MW(ue) = {{1,4},{1,5},{4,5}},

u% =ug, MW('U'B) = {{2!3}${2=4}’{374}} )

La matriz de produccién es

0.966 0.912
0.365 0.344
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Luego, para toda coalicién S C N = {1,...,5},

v(S) = méax 6.000z; + 5.000z,
5.a.
09661, +0.912z2 < 150.000u,(S) + 110.000uc(S),
0.365z, + 0.344z5 < 90.000uz(S) + 60.000uc(S),

x 0.

v

El trabajo de Curiel, Derks y Tijs (1989) se centra en el corazén de este tipo de juegos.

A continuacién, se enuncian los resultados que obtienen.

Teorema 3.5 (Curiel et al. (1989)). Si todos lus juegos simples que describen el control
de los recursos son equilibrados, entonces el juego de produccion lineal controlade por comités

tiene corazon no vacio.

Estos autores congideran el conjunto compuesto por todas aquellas preimputaciones que

pueden ser obtenidas mediante el procedimiento que se describe a continuacién:

1. Se reparten los recursos entre los jugadores atendiendo a imputaciones en €l corazén de
cada uno de los juegos simples que describen su control: Cada porcién BY, g =1,... ,dy,
de recurso k, &k == 1,...m, se reparte entre los jugadores de acuerdo con una imputacién

&l =&l (D)ien € C(ug). Asf; cada jugador i € N recibe la cantidad de recurso & dada

dy
por ZBzfﬁ(i), k=1,...,m.
q=1

2. Una vez repartidos los recursos, se paga a cada uno de los jugadores por los recursos

de que dispone en funcién de los precios dictados por un precio sombra y* € Op(N).
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Nos referiremos al conjunto de pagos asi obtenido como conjunto de pagos segin precios

sombra y repartos equilibrados de v y lo notaremos por CDP(v):

r m dk 1
se€R* [ z=) | BlG) v, Vi=1...,n
k=1 \g=1
CDP(v) = ¢ .
y" € Op(N),
gleCl), Vg=1,....dy; Yk=1,...,m

Fy

Curiel et al. demuestran la inclusién CDP(v) C C(v).

Teorema 3.6 {(Curiel et al. (1989)). Si todos los juegos simples que describen el control
de los recursos tienen corazén wvacio, entonces el juege de produccién lineal controlado por

comités es no equilibrado.

En cuanto a lo gue ocurre en situaciones intermedias (algunos de los juegos de control
son equilibrados y otros no lo son), pueden darse los dos casos {véase el apéndice C). Como
nuestro interés reside en el corazon del juego, en lo que sigue nos restringiremos al estudio
de aquellos juegos de produccidn lineal controlados por comités en los que todos los juegos

simples de control son equilibrados.

Observacion 3.1. Obviamente, el modelo de Owen se puede ver como un caso particular

del modelo mds general de Curiel ef al. (1989).

Observacién 3.2. Por otro lado, Granot (1986) propone una generalizacién alternativa del
modelo original de Owen que resulia ser equivalente a la propuesta por Curiel et al. (1989).
En dicha generalizacién, el control de cada uno de los recursos disponibles en el mercado

viene dado por un juego (no necesariamente simple) no negativo y equilibrado.
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3.2 Juegos de produccidn lineal controlados por comités: Evo-

lucion del corazon

Nos proponemos reproducir el estudio de Owen (1975) para el modelo propuesto por Curiel,
Derks y Tijs {1989). En la seccién 3.2.1 definimos el refinamiento con el que vamos a trabajar
para, posteriormente, en la seccidén 3.2.2 analizar la evolucién del corazén de los juegos de

produccidn lineal controlados por comités cuando se refina el conjunto de jugadores.

Puente y Marchi {1995) llevan a cabo un estudio similar sobre el modelo de Granot. Sin
embargo, el planteamiento y los resultados a los que llegan difieren sustancialmente de los que
nosotros obtenemos. En cada seccidn se recogeré el planteamiento y resultados alternativos

que ellos obtienen.

3.2.1 Refinamiento del juego: Definicién y propiedades

En esta seccién se aborda el problema que se plantea al tratar de extender el modelo de

Curiel et ol. (1989) cuando se refina el conjunto de jugadores.

Dado un juego de produccidn lineal controlado por comités, (N, v), para definir el juego
r—refinado se debe determinar en primer lugar cémo redistribuir entre los nuevos jugadores el
control sobre cada uno de los recursos; es decir, cémo refinar cada uno de los juegos simples

que describen el control de los recursos.

Sea (NV,u) un juego simple describiendo el control sobre un cierto recurso B. A con-
tinuacion, se expone el razonamiento intuitivo que nos ha llevado a la definicién del juego

r-refinado, (rN,u").

En el juego original, una coalicién S C N dispone del control del recurso B si y sélo si
la coalicién § contiene a todos los jugadores de, al menos, una coalicién minimal ganadora

del juego. Sea MW(u) = { Pi,... ,P;} el conjunto de coaliciones minimales ganadoras
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del juego. Asociada a cada coalicién minimal ganadora P; = {i1,... ,ip,}, £ = 1,... kK,

considérese la red Gy:

ff e & $ + o 2+ s * - Q Sg
i1 79 p,

compuesta por tantos arcos de capacidad 1 como jugadores en P; mds uno, y en la que cada
arco, a excepcién del arco que incide en el nodo sumidero & (que es de uso comiin), esti
controlado por el jugador en que incide dicho arco. Entonces, la coalicién § € N podré enviar
una unidad de flujo del nodo fuente F; al nodo sumidero S; a través de la red G; si y sélo si
S contiene a todos los miembros de Py. De esta forma, el control de una coalicién sobre el
recurso B vendrd dado por el maximo flujo que dicha coalicién puede enviar por alguna de

las redes asociadas a cada una de las coaliciones minimales ganadoras del juego. Esto es,

u(S) = mix minz{, VSCN,
1<E<k icPy

donde x® es el vector caracteristico de la coalicién S.

En esta situacién, repartir el poder entre los r jugadores idénticos en que se ha desdoblado
el jugador original, se corresponders con desdoblar cada uno de los arcos que controla dicho
jugador en r arcos, de capacidades 1% cada uno de ellos controlado por uno de los jugadores
en que se desdobla el jugador original. Por ejemplo, si r = 3 entonces la red asociada a la

coalicién minimal ganadora Py, G}, se definird como

L i L
3 3 3
1
Fo D/’l;‘ . ;_’ s e e e .@ o 8
- 1] - 19 ; tp,
3 3 3
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Anslogamente, la proporcién de recurso B que controla una coaliciéon en el juego
r-refinado (que controla tantos arcos como jugadores de cada tipo contiene) vendri dada,
como en el juego original, por el maximo flujo que dicha coalicién puede enviar por alguna
de las redes asociadas a cada una de las coaliciones minimales ganadoras del juego simple
original. El mdximo flujo que una coalicién § C rN puede enviar por la red G}, asociada
a la coalicién minimal ganadora P;, viene dado por %EEE‘H(SL donde g;(S) representa el
numero de jugadores de tipo 7 que contiene la coalicién S, ¢ = 1,... ,n. Luego, la cantidad

de recurso B que controla vendra dada por

1
"(8) = - mix ming; -
u" (S} - 11;151;; fg%q’(s)’ V SCrN. (3.2)

Definicién 3.1. Sea (IV,u) un juego simple de control, se define el refinamiento del juego
como la coleccién, R(u) = {(rN,u"), r € Z, }, de juegos r-refinados definidos por la

expresién (3.2)

El poder de control sobre el recurso B de una coalicién § C rN cualquiera depende
exclusivamente del nimero de jugadores de cada tipo que contiene. Asi pues, considerando
las correspondencias 7" : rN — M7, definidas previamente, se tiene que el refinamiento
R(u} del juego simple de control (N, u) se puede definir a partir de la coleccién de juegos
n—personales con {finitas) tasas de participacién R(u) = {(N, @), r € Z,}, donde para

cada r € Z, y para cada coalicién 7 € M7, definimos

w(r)=u"(F), SCrN talque 7(S)=r.

Entonces, el poder de control sobre el recurso B de cualquier coalicién § € rN , tal que

77(8) = 7, viene dado por

' (7) = méx min7;.
L<E<k i€ Py
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Considérese el juego simple con tasas de participacién (N, %), w : [0,1]* — [0, 1], definido

como

(r)= mix minry, V 7€][0,1]".
[<E<k i€ Py

Entonces, el refinamiento R(u) estd generado por el juego simple con (infinitas) tasas de

participacién (N, u).

De acuerdo con el refinamiento de los juegos de control, se define el r-refinamiento de un

Jjuego de produccién lineal controlade por comités como sigue.

Definicién 3.2. Sea (N,v) un juego de produccién lineal controlado por comités. Para todo

T € Z4, se define el juego r-refinado, (rN,v"), como

P
v'(S) = mix ZCj.‘I:j
i=t

8.&.

. ¥ SCrN, (3.3)

dg

donde B(S) = Z Biuf (8}, siendo (rN,u¥') el r-refinamiento del juego simple (N, uf) que
g=1

describe el control sobre la porcién BY, ¢ =1,... ,d;, de recurso k, k= 1,... ,m.

A la vista del razonamiento anterior, el refinamiento R{u}) de todo juego simple de control
(Nyul), ¢ = 1,... ,dg, k = 1,... ,m, se puede definir a partir de la coleccién de juegos

n-personales con (finitas) tasas de participacién ﬁ(u%) ={(N,al'), reZ,}.

El poder de control sobre el lote By, ¢ = 1,...,dg, de recurso k, k = 1,... ,m, de
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cualquier coalicién § C N, tal que 77 (S) = T, viene dado por

@l (v) = méx minr,
PeMW(ul) i€P

donde MW(u]) € P(N) es el conjunto de coaliciones minimales ganadoras del juego simple

(N,u%).

Ademads, el refinamisnto ﬁ(u,’;) estd generado por el juego simple con (infinitas) tasas de

participacién (N, i}), ¢ =1,... ,dy, k= 1,... ,m, siendo

~ » / n
di{r}= max min7% v rel01]".
k( ) PEMW(ui) ich [ [ ’ ]

En consecuencia, el refinamiento R(v) del juego de produccién lineal controlado por co-
mités (N, v) se puede definir a partir de la coleccién de juegos Rv) = {(N,7"), r € Z, },
generada por el juego de produccién lineal con (infinitas) tasas de participacién (N, ), dado

por

P
(T} = mix ZCj.’.Cj
i=1

5.4.
, v relo, 1", (3.4)

e
Zﬂkjfnj < Bi(r) k=1,...,m,
i=1

z; >0 1=1...,p

di
donde Bg(7) = ZB%E%(T), g=1,...,d; yparatodok=1,...,m.
q=1

Antes de plantearnos iniciar estudio alguno sobre la convergencia del corazén de los su-

cesivos juegos refinados es necesario generalizar el resultado sobre la simetria del corazén de

los juegos refinados obtenido por Owen (Teorema 3.1).
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Veamos, en primer lugar, algunas de las propiedades del juego refinado (rN,v") que nos

permitirdn reproducir Ja demostracién de dicho teorema.

La funcién generatriz 4 del refinamiento de un juego simple de control {IV,u) verifica las

siguientes propiedades:

(P1) % extiende el juego original (N, u): d(x°)=wu(S), V¥ SCN.
(P2) % es mondtona no decreciente: #%(7) <u{r’), V r<7'.
(P3) @ es continua.

(P4) u es homogénea de grado 1:

a{Ar) = dulr), Y rel0,1] y V A>0 talque Ar [0, 1.

Si todos los jugadores varfan su tasa de participacién en la misma proporcién A > 0,

entonces la proporcidén de recurso que controlan varia en la yisma proporcidn A.

Definicién 3.3. Para todo » > 1 y para todo conjunto de jugadores N, se define una pro-
yeccion del conjunto de jugadores original como cualquier coalicién de jugadores N' C rN

compuesta exactamente por un jugador de cada tipo.

. . . , T
Notacién. Sea § C rN una coalicién cualquiera, para todo h = 0,..., [mm —~———~], se
iEN q.i(S)

denotars por AS a la coalicién que se obtiene cuando el mimero de jugadores de cada tipo

que contiene la coalicién S se multiplica por A.
Lema 3.1. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Para todor > 1,

el juego r-refinado (rN,v") verifica:

(i) v"(S) = %U(S), ¥V 8§ C N', para toda N' C N, proyeccion del conjunto de jugadores

original.
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r

r - m-——1.
(i} o7 es homogénea de grado 1: v(hS) =ho"(8), YV SCrN, ¥ h=0,. [112115,1 qi(S)]
Demostracién: (i) Para todo ¢ = 1,... ,dk, para todo k = 1,... ,m; (N,u}) extiende el

juego original (N, ul) y es homogéneo de grado 1, luego V 5 & N', y para toda N’ C rN,

proyeccién del conjunto de jugadores original, se verifica
dy 1 dy 1
— 90,97 ( 959 ( -z 2, 9(0) — =
=Y Bl (S ZB x5) = - > Blui(S) ~ By(S).
g=1 g=1
Por el teorema fundamental de dualidad se tiene que
m
v ($) =min{ 3 BiSwm / yeY }.
k=1

donde la regién factible del problema dual asociado al valor de la coalicién S,

m
ve{yeR" | Yagm2e, i=1p, s 20, k=1...,m |,
k=1

es independiente de 5. Entonces,

v(8) = ~-min{ 3 BulS)m / yev }= ~u(s)
k=1

En cuanto a la propiedad (ii}, se demuestra de forma andloga teniendo en cuenta que de

la homogeneidad de las funciones ﬁi, g=1,...,dg, k=1,...,m, se deduce que

BL{hS) = ZBg (hS) = ZBgag hS))—-Zthuk (S)) = hBL(S),



116 Capitulo 3. Juegos de produccién lineal controlados por comités: Andlisis del corazén

para toda coalicion § C rV, y para todo h =10,... [rreug} q—(‘sf)] o
t i

Proposicién 3.1. Para todo v > 2, en cualquier imputacion en el corazon del juego

r-refinado, (rN,v"), dos jugadores del mismo tipo reciben el mismo pago.

Demostracién: Sea ¢ € R™ una imputacién en C'(v") cualquiera. v N = U N®  siendo

£=1
N® ¢ =1,... r, una proyeccién de N, entonces de las propiedades del juego r—refinado
establecidas en el lema anterior se deduce que
r

Doei=2, Y, ei=2"(rN)=rv" (V) =v(N). (3:5)

iErN =1 je N
Por la condicién de racionalidad coalicional, se tiene que

> ez Nm)— o(N), VYV i=1,..,n (3.6)

icN{)

Luego, de (3.5) y (3.6) se deduce que

> pi= —v(N VY €=1,...,r
1EN(£J

1
Esto es, si N’ es una proyeccién de N, entonces Z w; = ;v(N ).
Jjen'
Sean i1, %2 dos jugadores de tipo ¢ cualesquiera, y sea N’ una proyeccién de N tal que 71 € N/,

entonces N” = (N'\ {¢1}) U {42} es también una proyeccién de N. Asi,

Z‘P} Z Pj = Piy = Piy - =

jJCN? JENT

El resultado establecido en la proposicién anterior nos permite llevar a cabo el estudio
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que nos habiamos planteado mediante el estudio del corazén de juegos n—personales con tasas
de participacién; ya que, la relacién existente entre C(v"), C(3") y C(?) es la misma que se
da en el modelo de Owen entre dichos conjuntos. Esta relacion ha sido descrita al final de la

seccion 3.1.1.

Observacién 3.3. Puente y Marchi (1995) introducen el concepto de replicacién ip—convergente,

donde 9 = (3*)., es cualquier vector en IR™*™ verificando

PP =(yF,... ¢ eCty), YEk=1,...,m,

siendo (N, by} el juego que describe el control del k-ésimo recurso, k=1,... ,m.

Una replicacién tp-convergente del juego (N,), & = 1,...,m, viene dada por una
funcién b§ verificando las propiedades (P1) y (P4) (extiende el juego original y es homogénea
de grado 1), cuyo comportamiento limite viene determinado por la funcién &} (verificindose

b (S) < b3 (S), VSCrN, V r>1), definida como

bi(S) = be(S/N) + ¢*[x(S) - 11+,

donde S/N = {i € N /2 > 1}, siendo z; el nimero de jugadores de tipo i que contiene la

coaliciéon S, i=1,... ,n; x(S) = (zi)ien ¥

a, sia >0,
[a]* =
g, siae <0.

Esto es, para toda coalicién § C rN, el control que dicha coalicién ejerce sobre el recurso
k—¢simo en el juego r-replicado, se obtiene como suma de dos contribuciones: La coalicién
(S/N) C N de la cual S es una réplica, aporta el control que ejercia sobre el recurso en el

Juego original; mientras que la aportacién del resto de jugadores viene dada por el reparto
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1* considerado.

La funcién b* = (b7,. .. ,b},), que determina el comportamiento limite del juego (rN,v"),
depende en exceso del vector de repartos t considerado. Tal dependencia condicionari

dristicamente el comportamiento limite del corazén de los sucesivos juegos replicados.

3.2.2 Comportamiento asintGtico del corazén

Dado un juego de produccién lineal controlado por comités (N, v), el objetivo que nos pro-
ponemos es estudiar el comportamiento de la sucesién (C(7"))_,,. En primer lugar, nos
preguntamos si los resultados obtenidos por Owen (1975) se generalizan, obteniendo una
respuesta negativa. En este caso, en general el corazén del juego no se reduce al conjunto
CDP(v). Una vez establecido este hecho, se estudia para qué tipo de juegos de produc-
cién lineal controlados por comités se pueden generalizar los resultados obtenidos por Owen,
llegando a la conclusién de que si todos los juegos simples que describen el control de los
recursos son juegos de unanimidad respecto de una cierta coalicién, no necesariamente la
total, entonces el corazén del juego se reduce al conjunto de pagos segiin precios sombra y
repartos equilibrados. Asi mismo, se dan condiciones bajo las cuales se puede garantizar la

convergencia finita. Por 1ltimo, retomamos el caso general y caracterizamos, para el caso no

degenerado, el comportamiento limite del corazén.

Observaciéon 3.4. En cuanto a los resultados obtenidos por Puente y Marchi (1995), para
toda extensién ¢—convergente garantizan la convergencia del corazdén de los sucesivos juegos
replicados al conjunto de imputaciones “ip—competitivas”: imputaciones que se obtienen a
partir de un precio sombra, una vez que los recursos han sido repartidos entre los jugadores

de acuerdo con 4,

m
{<p€ﬂ"/<pi=zy}'é¢f, VieN, y*EOP(N)}-
k=1

Asi mismo, en el caso no degenerado, aseguran la convergencia finita.
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3.2,2.1 Andlisis preliminar del caso general

Proposicién 3.2. Sea (N,v) un juego de produccidn lineal controlado por comités y sea B(v)

su refinamiento, entonces CDP(v) C C(v"), para todo r > 1.

Demostracion: Sea (N,v) el juego de produccién lineal que genera el refinamiento. Puesto

[+ 9]
que C(7) = ﬂ C(7"), es suficiente probar la inclusion CDP(v) C C{%).
r=1
Veamos, en primer lugar, que para todo juego simple de control se verifica C(%]) = C(u}).

Para ello, es suficiente con probar que C(ul) C C(uf) si C(u]) # 0.

Sea V! el conjunto de jugadores veto del juego simple nitido (N, u}}, entonces, para toda

coalicién con tasas de participacién 7 € [0, 1]?, se verifica

#(r) < mig 7, (3.7)
k

yva que V] C P, para toda coalicién P € MW(ul). Por otro lado, para toda imputacién
@ € Cluy), donde

C(“g):"{XEJR”/ Z-’Ezﬁ:l, 2i20, YieVy, z;=0, ‘v’z‘géﬂf},

ey
se verifica
E T = E PiTi = min T E Yi = min Ti o Vre [0, l]n . (3.8)
: ; ieyy? : evy
ieN GEV;-;I k EEqu k

Luego, de (3.7} y (3.8} se deduce que

> e > al(r).

ieN
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Ademais,

Z‘Pz *—uk(-N) “—“k( )

H'

entonces ¢ € C(u).

Una vez probada la igualdad C(%}) = C(u), estamos en condiciones de probar la inclusién

CDP(v) C C(¥). Sea z un elemento cualquiera de CDP(v), entonces

2= iykZquk(z VYi=1,..,n,

k=1 qL_.l

donde y* € Op(N} y &l € C(uf), Vg=1,...,dy, Vk=1,...,m

Obviamente, z es eficiente. Por otro lado, de la igualdad C(u}) = C(%}), se sigue que

m dy m dy
dmn=) ub > B (Zgg(f)f,-) >Y Y Blul(r), Vrel". (39

iEN k=1 g=1 iEN k=1 g=1

Por el teorema fundamental de dualidad,

5(r) =min{ 3 Bulrhn / yeY }, Vv refip,
k=1

donde la regién factible,

m
y={yeR" /S am>c, i=l....p, mu20,k=1..,m}, (310
k=1

del problema dual asociado al valor de la coalicidn T es independiente de 7. Entonces se
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verifica

m dy ™m
S ur Y Biug(r) = S uB(v) 20(r), ¥V rel0,1]". (3.11)
g-=1 k=1

k=1 =

Luego, de las desigualdades (3.9) y (3.11) se deduce que

Y oun>d(r), ¥ Tel01].
iEN

Es decir, z € C(%) y por tanto, CDP(v) C C(v) ]

En lo que sigue, Y denotara la regién factible definida en (3.10).

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que, en general, el reciproco de la proposicién
anterior no es cierto. Avin refinando el conjunto de jugadores no toda imputacién en el corazén
se puede obtener mediante el procedimiento de reparto y pago de los recursos considerado en

la. definicién del conjunto C.DP(v).

Ejempla 3.1. Considérese la siguiente situacién. Hay dos recursos, B; y By, y dos produc-
tos. Los recursos estdn controlados por tres jugadores N = {1,2,3}. El control de dichos
recursos viene dado por los juegos simples (N, u) y (IV,u2), respectivamente, donde

I, sileSy (§>2,

w(S) =
0, en otro caso,

y u2 = up es el juego de unanimidad respecto de la coalicién total N. Se digpone de 6 y 8
unidades de recursos B; y Bo, respectivamente. El beneficio que se obtiene con Ja venta en el

mercado de los productos es de 4 y 6 unidades, respectivamente, y la matriz de produccidn



€8

2 2

Entonces, para toda coalicién con tasas de participacién 7 € {0, 117,

v(r) = mix A4z + 6z,
s.a.
z; + 3ze < El (r),

2z1 4 225 < Bo(T),

Zr,I2 2 07
donde
él('r) = 6U(r) =6 mix{min{r, m}, min{r, 3} },
Ba{r) = 8iy(r) =8 min{r, 7,73} .

Es facil comprobar que Op(N) = {§ = (1, )}, Clu) = {(1,0,0)} y Cluz) = I(ua),
de donde

CDP(w)={(6+X\p,12—-A—p) [/ A+pu<12, Au>0}.

Veamos que el corazén del juego con tasas de participacién que genera el refiuamiento

(V, %), viene dado por

A:{(peﬂig/gog,qoggm,goizl), Vi=123, v 2901-:18}. (3.12)
IEN

Por el teorema fundamental de dualidad se tiene que
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() = min{ By (r)y1 + Ba(r)ya [y €Y },

siendo

Y ={(y, o) € B*/y1+ 252> 4; 391+ 242 > 6 ; 31,52 > O},

para toda coalicién = € [0, 1]".

La siguiente figura muestra la regién factible Y, en color azul, de los problemas duales

asociados a cada una de las coaliciones:

}/’
0,3)

Luego,
v(T) = min{24iy(7), 6% (7) + 12U(7), 244, (7)} = min{245>(7), 621 (T) + 120x(7)} .
Veamos que A C C(v). Se distinguen los siguientes casos:

(a) Si 7y =min{r, 7,73}, entonces F(t) = 187, y Z w;7; 2 U(T)} para todo ¢ vector de
i€N

pagos eficiente.
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(b) Si T = min{m,m, 73} < 11, entonces

(bl) Si 27 < min{r, 73}, entonces v(r) = 2412 y Z(P;’Ti > v(7) para todo ¢
icN
vector de pagos eficiente tal que 2 < 12.

{b2) Si 2m9 > min{n, 73}, entonces ¥(7) = 6min{r, 3} + 12 y Zcp,-'r,‘ > ¥(T)
iEN
para todo ¢ vector de pagos eficiente tal que ¢ < 12.
{c) Si 73 = min{7, 72,73} < 71, entonces siguiendo el mismo razonamiento que en el caso
anterior se tiene que Zcpm > v{T) para todo ¢ vector de pagos eficiente tal que

e N
p3 < 12. t

A continuacién se probarad que C(v) C A. Para todo jugador i € {2,3} y para toda coalicién

con tasas de participaciéon T = (t;, 1) se verifica

24t , git<

=

() = ’

64 12t, sit >

B3| =

Asi, si ¢ € C(¥), entonces debe satisfacer

~ 1
12(1-8) =5(N) - (t;, 1) 2 (1= t)ps, Vie(5l); i=23

Luego, ¢; < 12, ¢ = 2,3. El conjunto de imputaciones del juego viene dado por

IO ={pe® /@>0,Vi=123, vy Y =18 }.
iEN

Entonces C(#) C A, quedando probada la ignaldad. Asi,

CDP(v) G C(v) € Cv) = I(v).
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Qréficamente,

(0,0,18)

(6,0,12) (0,6,12)

(0,12, 6)

(18,0,0) {6,12,0) (0,18,0)

3.2.2.2 Juegos de produccién lineal controlados por juegos de unanimidad

Si nos restringimos al caso en que todos los juegos simples que describen el control de los
recursos son juegos de unanimidad, entonces los resultados obtenidos por Owen (1975) para
el modelo original se generalizan. Previamente se prueban una serie de resultados necesarios

para abordar dicha generalizacién.

Resultados previos

Nota 3.1. Obviamente, el vector de costos del problema dual asociado al valor de la
coalicién total N, B(N) = (B((N),...,By(N)), verifica Bx(N) >0, YEk=1,...,m
Luego, el correspondiente problema de programacién lineal no tiene direcciones extremas

dptimas y por tanto, el corjunto de éptimos, Op(N), es compacto.

Lema 3.2. Si todos los juegos simples de control (N,ul), g=1,... dg, k=1,... ,m, son

equilibrados, entonces el conjunto CDP(v} es convezo y compacto.
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Demostracidn: Veamos que CDP(v) es convexo. Sean z' y z? dos elementos cualesquiera

de CDP(v), entonces:

1it dy,
| S g —
Zz - y Bkgk( ) 2 1 LY
k=1 g¢=I
T dy
2 . ~ .
Z = Yk BE’TE(?') 1 = ]-s L
k=1 g=1

donde y*,§ € Op(N) y &l,v1 € C(ul) para todo ¢ = 1,...,d ;k = 1,... ,m. Dado

A € (0,1) cualquiera se tiene que

mdk

Azl 4 (1~ N)2? = ZZBQ ATy + (1= i) -

k=1g¢=1

Congidérese y = Ay* + (1 — A)¥, entonces:

(a) Sigy =0 = y; = 9 = 0 => A&Jyz + (1 -A)¥] i = 8]t , para cualquier 87 € C(uf),
para todo g = 1,... ,dx.

A *
{b) Sig >0 = Sea 8] = —_g’iﬁf + (——?\—)yﬁ*yg € Clu}), para todo g =1,... ,d.
JE Yk

Luego, teniendo en cuenta que Op(N) y C (ug), g=1,...,d,, k=1,... . m, son conjuntos
convexos, se tiene que existen y € Op(N) y 6] € C(ui), ¢ = 1,...,dp , k = 1,...,m,
verificando
m dg
Azl +(1—=2A Zy ZB?C'(S;‘;.
k=1 g=1

Asi, Az! + (1 - N2? € CDP(v). Por tanto, el conjunto CDP(v) es convexo.

Dado que C(v) es un conjunto compacto, para probar que CDP(v) C C(v) lo es, es
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suficiente con probar que es cerrado. Para ello, comprobaremos que contiene a todos sus

puntos de acumulacidn.

Sea (2" )nenv una sucesién convergente contenida en CDP(v) y sea z° su limite. Veamos

que z° € CDP(v): Por ser 2" € CDP(v) para todo n € IN, es de 1a forma

m d
zn=ZyQZBz£i,n, YVnelN,
k=1 g=1

donde y" € Op(N) y & ,€C(u]) Yg=1,...,dx , Yk=1,...,m, paratodo n€ N,

Considérese el conjunto

m d;c

B = Op(N) x H HC(ui)

k=1 g=1

El conjunto de éptimos del problema dual asociado al valor de la coalicién total N, asi
como los corazones de todos los juegos simples de control son compactos, entonces, por el teo-

rema de Tychonoff, B también lo es. Luego, la sucesién (y", (62 n)a=1,.. ,dk) . contenida en
! .,m’ nE

=1

i id n q 0
B, tiene una subsucesién convergente (y ¢, (& k,nz)fll:-‘—:dk) . Sea (y ,(6%}0)?11,“,,,1,‘) €B
=1,...,/ =1,...,/m

eV
su limite, entonces se verifica

m dk m dk m dk

0_ 1 n qed  _ e ng gpq  _ 0 q ¢4

7z = nl_u&;yk ;kak,n = iglgo;yk Z;kak,ne = E?Jk ZlBkek,O:
= —_ S q= = q=

donde y° € Op(N) y é’,qc,o €C(ul), Yg=1,...,d,, Yk =1,...,m. Esto es,
2’ € CDP(v) y, por cousiguiente, CDP(v) es un conjunto cerrado. 0

Observacién 3.5. Sea (N,v) un juego de produccién lineal controlado por comités y sea
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(N, %) el juego con tasas de participacién que genera el refinamiento R(v). Entonces:

1. Las funciones ¥, 4}, ¢ = 1,...dk, k = 1,...m, son homogéneas® de grado 1. Por tanto,

su definicion se puede extender s Hi :

donde a = Z Y T= %;1' , para todo vector T € T} distinto de cero.
ieN

2. Si todos los juegos simples nitidos que describen el control de los recursos son juegos

de unanimidad entonces 7 es una funcién céncava.

Nota 3.2. Aubin (1981) prueba que para todo juego con tasas de participacién, (N,7), tal
que v es una funcidn céncava y homogénea de grado 1, se verifica C(?) = dv(N), siendo

0v(N) la subdiferencial de ¥ en N = 1.

Lema 3.3. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Si todos los
juegos simples de control son de unanimidad, entonces para todo d € R™, vector distinto de

cero, eriste una imputacion & € CDP(v) verificando

Ddﬁ'(N) > dt& )

donde (N,v) es el juego que genera el refinamiento de (N,v) y Dgo(N) es la derivada direc-

cional en la direccién ded de v en N = 1.

Demostracién: Sea d € IR"™ \ {0} un vector cualquiera. Considérese la sucesién
(N + Apd)pemv, donde A, — 07 cuando p — oo, siendo, para todo p € IV, A, > 0 lo su-

ficientemente pequefio, de manera que N + A, d € R}.

3La homogeneidad de ¥ se deduce trivialmente de la homogeneidad de las funciones &} y de la expresién

de U en términos del dual.
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(N.u]) es un juego simple de unanimidad respecto de una cierta coalicién qu C N,
g=1,...,dx, k=1,... ,m; entonces para todo 7, = N + A,d € R}, p € IN, para todo
g=1,...,dx;y ¥V k=1,...,m, existe una imputacién z{ , € C(uf), zf , = (1;,0), donde

1+ Apds, = :’élgql(l + Apd;), tal que
k

GUN + Apd) = > (14 Apdy) 2§ (3)
ieN

de donde se deduce

di
(N-I-)\d)—ng (N +Ad) = ZBq(Z(l-i—Apd,)zkp(z)) YVk=1,...,m.

g=1 g=1 i€N

Entonces, para todo p € IN ge tiene que

(N +Xd) = min{ Zﬁk(N +Apd)y [y € Y} =
k=1

= Inm{ Eyk ZBq (Z + Apdi)zg,p(i)) /yeyY } .

IEN

Sea Y el conjunto de puntos extremos de Y, entonces para todo p € IV, existe y? € ¥ tal

que

TN + Apd) = ZyPZBq (Z 1+Apd,-)zg,p(z')) =

k=1 g=1 ieN

-SaSar(5,0) o SuS s, o

k=1 ieN
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Agi, para todo p € IN, se verifica

m dy m dy,
SN +Xd) ~T(N) = D afd BIL(N)+ A Y up ) Bid's, —5(N) >
k=1 ¢=1 k=1 g=1

™m

dj
> N ) %) Bid's,,
k=1 g=1

de donde se deduce

BN + Mpd) —B(N) _ o &
==, >N 8> Bidaf,, Vpel. (3.14)
k=1 g=1

(yp, (2] )qzl,_,_’dk) es una sucesion contenida en B =Y x [,=1, . g, C(u}), siendo
Ph=1 m/ PEN k=1,...,m

(por el teorema de Tychonoff) B un conjunto compacto. Luego la sucesién anterior tiene

. g * q ’ -
una subsucesién convergente [ y?, (24 lq—l,...,dk) . Sea (y ,(zk)qzl,_,_,dk) € B el limite
k=1,...,m’/ PEP1 k=1,..,m

m dy
de dicha subsucesién y sea & = Z vk Z Blzi.
k=1 g=1

Como # es céncava y IRY es convexo, entonces existe la derivada direccional y, de (3.14)

se deduce

D) =l BNEMI= TN TV Ad) BN

+ A proe A -
A—=0 PEPy ¥

m dy.
‘£ qat_4 — At
> lm > > Bid's, = d'-¢.

pEP k=1 g=1

Veamos que £ € CDP(v). Obviamente, z] € C{u}), Vg=1,...,dy, Vk=1,...,m.

Luego, es suficiente con probar que y* € Op(N).
&
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De la igualdad (3.13) se sigue que

m dg
lim 5(N + Apd) = S>> B (3.15)
pEPL k=1 g=1

—~ - . - . te1
Por otro lado, ¥ es una funcién céncava y, por tanto, es continua en el interior de JH_. , entonces

lim F(N + Apd) = a( lim (N + )\pd)) =5(N). (3.16)
;EPI ;GPI

Asi, de (3.15) y (3.16) se deduce que y* € Y es un éptimo del problema dual asociado al
m dg

valor de la coalicién total N. Luego, § = Z Yk Z Blz! € CDP(v) y, por tanto, existe £ en
k=1 g=1
las condiciones establecidas en el lema. a

Corolario 3.4. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Si todos los

Juegos simples de control son de unanimidad entonces, para todo d € IR™ \ {0} se verifica

D45(N) = min { di¢ /¢ € CDP(v) } .

Demostracién: 7 es una funcién concava y homogénea de grado 1, entonces C(%) = d0(N),
donde gv(N) es la subdiferencial de ¥ en N = 1.

CDP(v) C C(v) (proposicién 3.2) entonces, para toda imputaciéon £ € CDP(v) y para todo
A >0 tal que N + Ad € int(JR]}), se verifica

TN + M) — H(N) < Mdie.

Entonces,

. U(N + Ad) — T(N)
litn
A0t A

<d'e.
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Luego,

Dav(N) < inf{ di¢ /€ € CDP(v) } . (3.17)

Por el lema anterior, existe £, € CDP(v) tal que Dyo(N) > d’¢,, entonces de la des-
ignaldad (3.17), se deduce que

Dyt(N) = d'¢, = min { d'€ / € € CDP(v) 3

Teorema 3.7. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Si todos los
juegos simples de control son juegos de unanimidad, entonces C(v) = CDP(v), siendo (N,7)

el juego con tasas de participacion que genera el refinamiento.

Demostracién: Por la proposicién 3.2 es suficiente con probar que C{¥) C CDP(v). Lo

demostraremos por reduccién al absurdo.

Supdngase que existe una imputacién ¢ € C(7} tal que ¢ ¢ CDP(v). En el lema 3.2
se prob6 que CDP(v) # 0 es convexo y cerrado, entonces, por el teorema del hiperplano

separador, existe un vector d € IR"™ distinto de cero y un escalar @ € IR, verificando:

di¢ > a, YV £ CDP(v),

dig < a.
De donde, teniendo en cuenta el resultado establecido en el corolario anterior, se deduce que

DyB(N) = min { di€ / € € CDP(v) } >a. (3.18)
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Por otro lado, ¢ € C(¥) = dv(N), entonces

D#(N) <d'p <a. (3.19)

En contradiccién con la desigualdad (3.18). Luego, si ¢ € C(7), entonces ¢ debe pertenecer

al conjunto CDP(v). O

Por 1ltimo, se da una condicién suficiente de convergencia finita del corazén de los juegos
de produccién lineal con (finitas) tasas de participacién que componen el refinamiento al

conjunto CDP(v).

Observacién 3.6. Para todo J; jugador irrelevante en el juego (N, v} de produccién lineal

controlado por comités, se verifica:

() ¢i=0, Y @eC@F), Yr>1

(ii) p; =0, V ¢ € CDP(v).

Entonces, la convergencia de la sucesién (C(’ﬁ")) o al conjunto de pagos segiin precios
T

H

r>l
donde D(7") es el corazén del juego de produccién lineal que se obtiene al restringir el juego

sombra y repartos equilibrados viene dada por la convergencia de la sucesién (D(if’))

original al conjunto de jugadores relevantes.

Por tanto, y con el fin de no complicar innecesariamente las demostraciones, en los resul-
tados que se dan a continuacién se supone que todos los jugadores del juego de produccion

lineal (N, v) son relevantes.

Lema 3.4. Sea (N,v) un juego de produccidn lineal controlade por comités. Si todos los
Juegos simples de conirol son de unansmidad enfonces, en ausencia de degeneracion en el

problema de programacion lineal primal asociado al valor de la coalicion total N, para toda
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coalicion S # O existe un escalar t(S) € [0,1) tal que para todo 7 € [t(S),1] se verifica

W(r(8)) = FN) - (L-7) > v 3. B,

k=1 gel (5)

donde Op(N) = {y*} e Li(5)={qe {1,... ,dp} /SNVI # 0}, siendo V]! C N, el conjunto
de jugadores veto del juego simple de control (N,ul), Yg=1,...,dy, Yk=1,...,m,y

donde la coalicion con tasas de participucion T(S) estd definida por:

T, s tES,
T(S)i: a':l,...,n.
1, si i¢ S,
Demostracién: Sea § C N una coalicidn cualquiera. Para todor € [0,1}, V¢=1,... ,dg,
Yk=1,...,m; se verifica
N T, si SNV!#0,
u(r(8)) =

1, g Snvi=10.

Asi. el valor de la coalicién con tasas de participacién 7(S) en el juego (N, v) generador del

refinamiento de (N, v), viene dado por

r
F(r(S)) = méx Y oz
i=1
3.4.

1
Y oz < Be(r(8),  k=1...,m,
d=1

x> 0,
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donde

Be(r(S))= > Bi+1 > Bi=B(N)-(1-7) ). Bj.

g¢I.(3) g€l (S) gel(5)

Luego, el valor de las coaliciones con tasas de participacién de la forma +(S}, cuando 7
decrece desde 1 hasta 0, se puede obtener mediante un anélisis paramétrico del problema de
programacién lineal asociado al valor de la coalicién total N, cuando se perturba el vector

del lado derecho en la direccidn del vector v, donde

ve= 3. Bf, k=1..,m
g€l (5)

Sea B una base éptima del problema primal asociado a la coalicién N. Considérese X

definido por

0, si (B7'v), <0 Vkel,

A= (B-'B(N

) Vi »
max{l - (B——lv)k/k €7l t.q. (B v),c > 0} \ en otro caso,

donde I es el conjunto de indices correspondientes a las variables bisicas asociadas a la base
6ptima B. Entonces, para todo 7 > A la base actual B sigue siendo 4ptima y, por tanto, el

valor del éptimo es cgB~!(B(N) — (1 — 7)v), siendo cgB~! = y*.

En ausencia de degeneracién, (B~'B(N)), > 0, para todo k € B, entonces tomando
t(8) = A < 1 se tiene que, para todo 7 > t(S) se verifica
m m

W(7(8) =eB ' (B(N) ~ (1 - 7)v) =3 Be(N)y; - (1~ 1) du > Bi. O
k

k=1 =1 geL(s)

Observacién 3.7. Si el problema de programacién lineal primal asociado al valor de la
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coalicién N es degenerado, pero el problema dual tiene un inico 6ptimo, entonces el resul-
tado del lema anterior se sigue verificando. En dicho caso, el dual es también degenerado
verificindose ¢g,B; ! = -+ = thBg’l = y*, donde B;,...,By, son las bases dptimas

asociadas al dptimo primal degenerado x* € IRP.

Teorema 3.8. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Si todos
los juegos simples de control son de unanimidad entonces, en ausencia de degeneracidn en

el problema de programacion lineal primal asociadoe al velor de la coalicion total N, existe

rg € IN suficientemente grande tal qgue C(v7°) = CDP(v).

Demostracién: Sea t) = mdx{#(S)/S C N} <1, donde para cada coalicién § C N, ¢(5)
se corresponde con el escalar obtenido en el lema 3.4, y sea ry = min{r € IV / ’"r;l >t}

Para toda coalicién nitida § C N, considérese la coalicién y(S) € M™ dada por

S) = =l, sifi€ S,
i =
1, sitg¢§.

Entonces, si ¢ € C(3") se debe verificar

FON) - T(1(S) > (1- %Y i, ¥ SCH. (3.20)
i€y

Del lema 3.4 se deduce que

T (N) =7 (7(5)) =9(N) - (v(5)) = (1 )Zyk > B (3.21)

k=1  qel(S)

De (3.20) y (3.21) se tiene que

dei< i Y BI, VSCN. (3.22)

ics k=1 q€I(5)
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Considérese el juego de coste, (N, c), definido como

S):iy}: > Bf, YSCN,S5#0,

k=1L geL(S)

c(B) =0.

Obsérvese que

m dy
c(N) =Zy ZBQ——U(N) 7O(N).

k=1 g¢=1

Luego, de (3.22) se deduce que C(7™) estd contenido en el (anti)corazén del juego de cos-
te (N,¢). A continuacién se comprueba que dicho juego es céncavo: Sean §,T C N dos

coaliciones cualesquiera, entonces se verifica

> Bf= > Bi+ > Bi- ), B{- > B,

g€l (5UT) g€l (8) g€l (T) g€l (SNT) g€J(S,T)

donde Ji(S,T) ={q ¢ I(SNT)/VIN(S\T)#0 y VIN(T\8) #0}.

Luego,

e(SUT) = Zyk > Bi<

k=1 QeI {SUT)

m

<Su ¥ BAYu X B Zyk >, Bi=
k=1 gelL{S) k=1 g€l (T) = gel{snT)
=c(S)+e(T)—-e(SNT).

Esto es, (N, c) es un juego céncavo y, por tanto, el (anti)corazén del juego, que denotaremos

por core(c), coincide con la envoltura convexa del conjunto {xo /8 €O } , donde x? es el
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vector de coste marginal asociado a la ordenacién & del conjunto de jugadores, es decir,

x! =c(PfUli) —e(P)), i=1,...,n,

donde P! = {j € N /4(j) < 6(i)}.

Asi, para demostrar la inclusién C(zv™) C CDP(v), serd suficiente con demostrar la

inclusién Con{x? /6 € ©" } C CDP(v), donde Con denota la envoltura convexa.

Veamos que {x/ /8 € ©" } C CDP(v), esto es, tado vector de coste marginal se corres-

ponde con un vector de pago dual asociado a un reparto equilibrado.

Para toda permutacién 8 € O, considérese el vectar de repartos x? definido por
p

m
x?:Zy}: Z Bg, i=1,...,n,

k=1 ¢eL.(8,i)

siendo Lg(6.1) = {g€ {1,... ,dx} /i € VI y VZN P! =0}, esto es, el jugador de VI que

llega en primer lugar recibe el valor, en funcién del precio sombra y*, del lote Bf.

Para todo g =1,... ,dk, para todo £ =1,... ,m, sea £; € C(u}) definido por:

1, sif(i)=minb(j),
€00 = e

0, en otro caso.

kit dk

Entonces, x? = Ey;EBzﬁz. Luego, se tiene que {xe/ § € 8"} C CDP(v), siendo
k=1 g=1

CDP(v) un conjunto convexo. Entonces Con{x?/8 € 6"} C CDP(v). Por otro lado,

anteriormente se probd (proposicién 3.2) que

CDPW) C C[@) C OF™).
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Obteniéndose el resultado deseado. O

Observacién 3.8. En las condiciones de la observacién 3.7, se sigue garantizando la conver-

gencia finita.

En el caso degenerado (miltiples 6ptimos duales) dnicamente se puede garantizar la con-
vergencia en el limite (véase el contra—ejemplo dado por Owen (1975)). Como apunta Owen,
el problema radica en el hecho de que a jugadores de distinto tipo se les puede pagar de
acuerdo con distintos precios sombra. Debe tenerse en cuenta que, en este caso, la inter-

pretacién de los éptimos duales como “precios sombra” no es directa; dado y € Op(N), vk,

k=1,...,m, no nos indica el precio miximo al que interesa comprar recurso k adicional,
8ino que, en el caso degenerado, es yf = Igé.ch) Yk, quien nos proporciona dicha informacién.
yelp
Asi como, yf = mir(l )yk nos indica el precio minimo al que interesa vender el recurso &,
yYeOp(N

k=1,... ,m. (véase Ledn y Liern (1996)).

3.2.2.3 Revision del caso general

La demostracién de la convergencia finita en el caso no degenerado cuando los juegos de
control son todos de unanimidad se basa en dos resultados: (i) El corazén de un cierto
juego de coste, definido a partir del precio sombra de los recursos y del poder de blaqueo
de cada coalicién sobre el uso de los mismos, es una cota superior! de C(77) para algin rq
suficientemente grande, y ademas (ii) dicho conjunto coincide con CDP(v), que a su vez s

una cota inferior.

Para el caso en que los juegos de control no sean necesariamente de unanimidad, si se
generaliza de forma natural el juego de coste, entonces el resultado (i) se sigue verificando.
Este hecho nos ha llevado a replantearnos qué ocurre en el caso general. Se comprueba que,
en ausencia de degeneracion, el corazén del juego de coste (con coaliciones nitidas) coincide

con C(7). En el caso degenerado se intuye el comportamiento Iimite.

“con respecto al orden dado por la inclusién.
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Lema 3.5. Sea (N,v) un juego de produccién lineal controlado por comités, en ausencia de
degeneracion en el problema de programacion lineal primel asociado al valor de la coalicidn
total N, para toda coalicion S # 0, eriste un escalar t(S) € [0,1) tal que para todo T €
[t(8),1] se verifica

5(r(S)) =(N) - (L-71)D vk > B,

k=1 geJi(S)

donde Op(N} = {y*} y Jx(S) = {qg € {L,... ,di}/S € B(u}) }, siendo B(u]) C P(N),

el conjunto de coaliciones de blogueo del juego simple de control (N, uz), Yg=1,...,d,
VEk=1,...,m, y donde la coalicion con tasas de participacion v(S) estd definida como en
el lema 3.4.

Demostracién: La demostracion es andloga a la del lema 3.4, sin mas que tener en cuenta
que, en este caso, dada una coalicién S C N, para todo 7 € [0,1]", el poder de control de la

coalicién +(S5} sobre el lote BY, ¢ =1,... ,d, de recurso &, & = 1,... ,m, viene dado por

i 7,
2(r(5)) = T, si §e Blug)

1, en otro caso.

Luego, el valor de las coaliciones con tasas de participacién de la forma 7(S), cuando 7
decrece desde 1 hasta 0, se puede obtener mediante un andlisis paramétrico del problema de
programacion lineal asociado al valor de la coalicién total N, cuando se perturba el vector

del lado derecho en la direccién del vector v, donde

Vg = Z B, k=1,...,m. O
g€Ji(S)

Notacién. Dado un juego de produccién lineal controlado por comités, (N,v), tal que
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Op(N) = {y*}, notaremos por {IV, cy+) al juego de coste definido por:

m

cyﬁ(S)=Zy; Z Bl, YSCN,S5#90,
k=1 gEd(S)

ey (8) = 0.

Teorema 3.9. Sea (N, v} un juego de produccién lineal controlado por comités, en ausencia
de degeneracion en el problema de programacion lineal primal asociado ol valor de la coalicion

total N, eziste rq € IN suficienterente grande, tal que C(v") = corelcy~), para todo r > rg.

Demaostracion: Veamos que se verifica la igualdad probando la doble inclusién. En primer
lugar, la inclusién C(0") C core(cy~) se demuestra siguiendo un razonamiento andlogo al
desarrollado en la demostracién del teorema 3.8, aplicando en este caso el lema 3.5 para
la determinacién de rp y para el cilculo del valor de la coalicién (S} en el juego (N, 7).

Obsérvese que la demostracién sigue siendo v4lida para cualquier » > rg.

En cuanto a la otra inclusién, C(v") 2 core(cy+}, sea (N,v) el juego de produccién
00
lineal con tasas de participacién que genera el refinamiento, puesto que C(7) = n C{@), es

r=1

suficiente probar la inclusién core(cy«) C C(T).

Sea T € [0, 1]* una coalicién con tasas de participacién cualquiera, entonces se verifica

m dy, m dy
#(r) = min { ;yk (;Bgﬁg(r)/y ev}< >t gBEﬁz(r).

Luego, como toda propuesta de pago ¢ € core(cy«), pertenece al conjunto PI(v), sélo es

necesario probar gque

m d

DU D Bful(r) < > me, Y orelp.

k=1 g=1 1N
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Dada una coalicidn, T € {0,1]7, sean 7;) < 7y < -+ < Ty Jas coordenadas de =
reordenadas en orden no decreciente. Consideremos, en primer lugar, el caso en que no hay
empates; esto es, 7y < 7z < - < T(y). Sea 6 € ©" la permutacién de N tal que 6(1) = j
st y 86lo si 7; = 7;). Entonces, para todo i € N y para todo juego simple de control (N, ﬁ;’c)1

se verifica:

Wr) =7 = [ (PPULi)) € B@) y PP ¢ BED | - (3.23)

Entonces,

m di m m
YudsE@O=Yu(Yn Y B)=Yn(u Y B, 620
H

k=1 g=1 k=1 ge H (1) iEN k=1  gqeH(i)

donde el conjunto de indices H(3), k = 1,... ,m, viene definido como

He()) = { e {1,... \de} / (PPUGi}) e B@Y) vy Y ¢ B }.

Obsérvese que

ey (PPU{i}) = (P) ="z 3. Bi. (3.25)

k=1  geH{i)

Sustituyendo la expresién (3.25) en (3.24) y reagrupando los términos de la suma, se

obtiene

™ di n
S ur Y Bla(r) =Y _(re-1y —rg) ey ({871 1)s - ,87HE - 1)}) + Tmyey-(N) . (3.26)

k=1 g=1 =2
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Por otro lado, si ¢ € core(cy~), entonces para todo £ = 2,... ,n, se verifica
-1
Cy* ({6—-1(1), s 18—1(‘€ - 1)}) 2> Z Po-1(5) -
i=1

Luego, para todo ¢ € core(cy+), se tiene que

-1
(T—1y = () ey (1671(1), .. .07 (= 1)}) < (remy — 79) D_@o145), ¥ £=2....m.
7=1
En consecuencia, de la igualdad (3.26), se deduce que
m dg n £-1 n
You YoBIE(T) <Y (reeny ~ ) Do @e-ipy +Tmy D @) = ) Tidhr,
k=1 g=1 £=2 i=1 ji=1 iEN

para toda propuesta de pago ¢ € core{cy+). Por tanto, en ausencia de empates, se verifica la

desigualdad que queriamos probar.

En caso de que hubiera empates, entonces el razonamiento anterior se generaliza teniendo
en cuenta algunas consideraciones. Supongamos, por ejemplo, 7(;y = T(j41), ¥ 8ean i e iy los
Jugadores tales que 7;y = 7;, ¥ T(j41) = Ti,. Entonces, la relacién (3.23) se sigue verificando

para todo 1 € N \ {¢1,42}; mientras que para i; e i3 se tiene que:

@) =m, =7 < | (Pl Uin,ia}) € B@) v P ¢ B@) |-

Luego, redefiniendo los conjuntos Hy(Z) para ¢ € {41,42} como:

Hilio) = { 9 € {L,... . d} / (P U linia}) € B@D y P4 ¢ B@) b,

Hk(i2) = ms
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y teniendo en cuenta que T(5) — Tg+1) = 0, se reproduce el razonamiento seguido en el caso

en el que no habia empates, O

Ejemplo 3.2. Considérese el ejemplo 3.1 (pag. 121). El juego de coste asociado (N, cy-},
y* = (1, g), viene dado por:

cy-({1}) =18,
cy-({2}) = ey=({3}) = 12,
cy-(§)=18, V SCN tal que |S]>2.

Es trivial comprobar que (N, cy) es un juego céncavo y, por tanto,

core(cy+) = Wiey-) = Con { (18,0,0),(6,12,0), (0, 12,6), (0,6,12),(6,0,12) } = C(&).

Corolario 8.5. Sea (N,v) un juego de produccion lineal controlado por comités. Si todos los
Jjuegos simples de control tienen un dnico jugador velo, entonces, en ausencia de degeneracidn
en el problema de programacion lineal primal asociado al valor de la coalicion total N, eriste

rg € IN suficientemente grande tal gue C(v"°) = CDP(v).

Ademds, CDP(v) coincide con el conjunto de pagos segin precios sombra del juego de
produccion lineal (N,v'), definido por los mismos pardmetros que (N,v), en el que el vector

de recursos iniciales de cada jugador 1 € N, se corresponde con

b= 3 Bf, k=1L,...,m,
gelL (i)

siendo In(d) = {ge {1,... ,dp} /VI=1{i}}, k=1,... ,m.

Demostracién: Sitodos los juegos simples de control tienen un 4nico jugador veto, entonces
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el juego de coste (N, cy~), satisface

e ()= v > Bf, VieN,

k=1 g&lp(i)

Y ey ({i}) = ey (N) = B(N)..

iceN

Luego, €l corazén del juego de coste viene dado por

core(cy«) = { (Zy}: Z By, ... :Zyl’: E Bf) }=

k=1 gel,(1) k=1 geli(n)

que obviamente coincide con CDP(v) == DP(v"). Asi pues, para todo r > 7y, se verifica

CDP(v} = C{7") = core(cy~) .

145

En el caso degenerado, cabe esperar que, en el limite, Jos resultados obtenidos para el

caso no degenerado se generalicen en el siguiente sentido: Dado un juego de produccion lineal

controlado por comités (N,v), para todo éptimo dual € € Op(N), considérese el juego de

coste asociado, (N, cg), entonces se debe verificar:

Cv) = U core(ce) .

£€0p(N)
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Obviamente, de la demostracién del teorema 3.9 se deduce la inclugién

U core(cg) € C(7).

£cO0p(N)

Se debe notar que, en este caso, el corazén del juego limite es “grande”, i.e., puede coincidir

con el corazdn del juego original. A continuacién se desarrolla un ejemplo a modo ilustrative.

Ejemplo 3.3. Considérese la siguiente situacién. Hay dos recursos, B; y Ba, y dos produc-
tos. Los recursos estin controlados por tres jugadores N = {1,2,3}. El control de dichos

recursos viene dado por 1os juegos simples {N,u;1) y (IV, uz), respectivamente, donde

L, sileSy |8>2,

u (S) =
0, en otro caso

y uz = uz3 e8 el juego de unanimidad respecto de la coalicién {2,3}. Se dispone de 2
unidades de cada recurso. El beneficio que se obtiene con la venta en el mercado de los

productos es de 1 y 2 unidades, respectivamente, y la matriz de produccion es

01
11

A=

Entonces, para toda coalicién con tasas de participacién T € [0, 117,

{7} = mix x4+ 21
8.4
g < El("')a
z1 + z2 < Ba(7),

T1,T2 2 Ua
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donde
Bi{r) = 2@ (r) = 2 méx{min{n, n}, min{n, 3} },

By(t) = 2da(r) =2 min{r,73}.

La siguiente figura muestra la regién factible Y, en azul, del problema dual asociado a N,

siendo el conjunto de 6ptimos duales el segmente Op(N) = {(£,2—-¢) /€ € [0,1] }.

(0,2)

AN

(L

Por otro lado,

O(ul) = {(1!01 0)}1

Clw) = {x€ B [ay+23=1,2;20,i €N, Zx,-=1},
IEN

de donde se deduce que

CDP(U):{ ¢€R3/(P2+(P3Z21 w; 20, Vi:1!2:31 W Z(‘OI=4}
ieN

Obsérvese que, en este caso, el juego de produccién lineal viene dado por:

v(8) =0, VSCN, S#{2,3) 6 S£N,

v({2,3}) =2 y v(N)=4.
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Luego, CDP(v) = C(v) y, en consecuencia, C(%) = C(v"} = CDP(v), para todor € Z .

A continuacién, comprobamos que CDP{v) coincide con U core(cg ):
£€Op(N)

Dado &€ = (£,2 — &) € Op(N), el juego de coste asociado, (N, cg), viene dado por:

ce({1}) = 2¢,
ce{{2}) = c¢({3}) =4-2¢,
ce(S)=4, VSCN talque |S|>2.

Como el juego de coste (N, c¢) es concavo para todo § € Op(N), se tiene que el corazén del

juego es

core{cg) = W(eg) =

= COH{ (261 074 - 26): (2514 - 2510)5 (054 - ZES 2£)= (261 Oa4 - 26)1 (07 2554 - 25) } .

Es facil comprobar que U core(cg) = CDP(v). En la siguiente figura se representan los

£€0p(N)
casos extremos: el corazén de cg, con § = {1,1) en azul, y el corazén de ¢¢, con § = (0,2) en

verde. El corazén del juego original se corresponde con el 4rea del tridngulo que queda entre

la linea verde y la linea azul paralela a ella.

(4,0,0) (2, 2‘, 0)
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3.3 Juego reducido de un juego de produccién lineal contro-

lade por comités

Desde que Davis y Maschler (1965) consideraran por primera vez el concepto de juego reduci-
do, la propiedad de juego reducido ha adquirido un papel relevante en el anilisis de conceptos
de solucién dentro de la teorfa de juegos cooperativos. Desde esta reflexién, Granot (1994)
se plantea el sentido que el juego reducido de Davis-Maschler tiene en algunas aplicaciones
practicas: Juegos de produccién lineal y Juegos simples asociados a redes (Simple Network

Games, en inglés).

Nosotros nos proponemos, siguiendo el estudio llevado a cabo por Granot, analizar el

juego reducido de un juego de produccién lineal controlado por comités.

3.3.1 Preliminares: Juego reducido de un juego de produccién lineal

En esta seccién recogemos, a modo de introduccién, el concepto de juego de produccién lineal
extendido, introducido por Granot (1994). Asimismo, se recogen también los resultados sobre

el corazén de este tipo de juegos obtenidos por Granot en el citado trabajo.

Definicién 3.4 (Davis y Maschler (1965)). Sea (N,v) € G, sea § C N, una coalicién
no vacia, y sea x € IR", un vector de pagos eficiente. Se define el juego reducido con respecto

a S ¥ a x, como el juego TU, (§,v§), donde

3:(5)1 T:S-n
UE(T)L_ Oa T:@’

mix {o(TUQ) —o(Q)/QC N\S}, O0#TGS.

Intuitivamente, el valor de una coalicién 7' C § en el juego reducido (5, v¥), representa

la méxima utilidad que los miembros de dicha coalicién pueden garantizarse obtener cuando
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se asume que todos los jugadores en NV \ § estdn dispuestos a cooperar a cambio de obtener

el pago dictado por la preimputacidn x.

Granot {1994) obtiene ¢! siguiente resultado, que simplifica la representacién del juego

reducido cuando x € C(v).

Lema 3.6 (Granot (1994)). Sea (N,v) € G. Supongamos que C{v) # § y sea x € C(v).
Entonces, para cada SCN yTC S,

WYT) = 55(T) = mix {o(TUQ) - 2(Q) /Q C N\ S}.

Definicién 3.5. Un concepto de solucién ¢ en Gy C G tiene la propiedad de juego reducido
si para todo juego (N,v) € Gy, S C N, § # @, y x € @(N,v), se verifica (5,v%5) € Go ¥

x% = (Zi)ics € p(S, vE).

La propiedad de juego reducido es esencialmente una propiedad de consistencia. Intuiti-
vamente, considérese una sociedad cuyos miembros “creen” todos en la solucién ¢ como regla
de reparto. Si se considera el juego reducido en el que una parte de la sociedad cede toda
su capacidad estratégica a cambio de recibir lo que dicha solucién otorga a sus miembros, y
se vuelve a aplicar la misma solucién para repartir las ganancias entre los miembros de la
sociedad restantes, entonces cada uno de ellos recibe el mismo pago que recibia en la situacién
original. Si x es una solucién consistente con las expectativas de los jugadores en el juego
(N,v), entonces x° es una solucién consistente con las expectativas de los jugadores en el

juego reducido (S, v%).

El juego reducido de un juego de produccién lineal no es, en general, un juego de produc-
cién lineal. Con el fin de solventar este problema Granot {1994) considera una extensién del
modelo original de Owen (1975), los juegos de produccidn lineal extendidos. Este tipo de jue-
gos incorpora al modelo original la posibilidad de que los jugadores adquieran en el mercado,

a un cierto precio, recursos adicionales. Concretamente, los pardmetros que definen un juego
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de produccién lineal extendido son, ademds de los que ya definen a un juego de produccidn

lineal, (N; A; ¢; b, 4 € N), un conjunto adicional de vectores de recursos (t? e R™, j€J)

y su precio en el mercado (dj, j € J).

Definicién 3.6 (Granot (1994)). Un juego de produccién lineal extendido es un par (N, v},

donde v() = 0, y para cada coalicién S C N,

P
v(8) = mix ZCJ':E]' - Zdjyj
i=1

jed
8.a.

P
> agimi— »_yith < b(S), k=1,...
j=t

=

mj_>_01 J: 3o

y; € {0,1}, jeJ

1Dy

Obsérvese que esta definicién no contempla la posibilidad de que los jugadores adquieran

una fraccidn de un vector de recursos adicional.

Proposicién 3.3 (Granot (1994)). El juego reducido de Davis-Maschler de un juego de

produccion lineal eztendido, calculado en una imputacién en el corazon, vuelve a ser un juego

de produccion lineal extendido. Concretamente, el juego reducido en S C N en x € C(v) es

un juego de produccidn lineal extendido con pardmetros:

(S; A;c; b ieS;t?,jed y bie N\S;d;,j€J y x5, 7€ N\S).

Granot (1994) nota que, al contrario de lo que ocurre para los juegos de produccién

lineal, el corazén de un juego de produccién lineal extendido puede ser vacio. Obviamente,

este hecho dependera del vector de precios d asociado al conjunto de recursos adicionales. A

partir del juego reducido, Granot deduce algunas condiciones suficientes para que el corazén

del juego extendido sea no vacio.
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Notacién. Dado un juego de produccién lineal extendido (¥, v), se denota por (N U J,7) al
juego de produccién lineal {ordinario) con vector de beneficios ¢, matriz de produccién A y

conjunto de jugadores N U J, siendo el vector de recursos iniciales del jugador i € N (5 € J)
bt (t4).

Teorema 3.10 (Granot (1994)). Sea x € C(7), y sea d; = z;, para todo j € J en el
correspondiente juego de produccion lineal extendido (N,v). Entonces C(v) # 0. De hecho,

la restriccion de x al conjunto de jugadores en N, pertenece al corazon del juego.

El reciproco del teorema anterior no es cierto. No obstante, se verifica la siguiente modi-

ficacién del reciproco.

Teorema 3.11 (Granot (1994)). Sea (N,v) un juego de produccion lineal extendido tal
que C(v) # 0, y sea u € C(v). Entonces, y = (u,d) € BR**! pertenece al corazén del juego
de produccion lineal asociado (N U J,T) si se verifica T(N U J) = u(N) +d(J).

3.3.2 Juego de produccidn lineal controlado por comités extendido

3.3.2.1 Definicidn del modelo

Antes de definir qué entendemos por un juego de produccion lineal controlado por comités
extendido, analizamos qué tipo de situaciones, que afecten tanto a la distribucién del poder
sobre los lotes de recursos controlados por los jugadores, como a la cantidad de recursos

disponible en el mercado, pueden plantearse.

La primera situacién generaliza el supuesto introducido por Granot (1994) al extender el
modelo de Owen (1975): Los jugadores tienen la posibilidad de comprar lotes adicicnales de
cada uno de los recursos. Dicha compra puede serbien una decigidén individual, o bien, una
decisidn colectiva de un grupo de agentes, que pueden optar por adquirir recursos adicionales
conjuntamente. Dicha compra se realiza a través de la adquisicién de capital en la empresa

que controla la gestién de los recursos adicionales en cuestién. La capacidad de disposicion
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por parte de un grupo de compradores de cada uno de los lotes dependera, por un lado, del
esfuerzo inversor realizado y, por otro lado, de si el grupo de compraderes ya contaba con
parte del capital de la empresa. Considérese, por ejemplo, un holding que aglutine a varias .

empresas que adquiera capital de otra compailia.

Una segunda situacién a tener en cuenta es aquella que no invelucra la compra de re-
cursos adicionales, sino la redistribucién del poder de control sobre los lotes de recursos ya
considerados en el modelo mediante la compra, por ejemplo, de acciones. Situaciones de este
tipo se dan cuando una empresa lleva a cabo una ampliacién de capital, o cuando los grandes
inversores compran acciones a los pequefios inversores (cuya representatividad individual en
la junta es despreciable), o bien, cuando uno, o varios, de los grandes inversores compran a

otro gran inversor, bien una parte o bien la totalidad de sus acciones.

Las dos situaciones descritas se pueden ver, de hecho, como una misma situacién. La
tnica diferencia radica en el hecho de que, en la primera de las situaciones consideradas,
ningin grupo de potenciales compradores dispone, con anterioridad a la compra, del poder
suficiente como para disponer del lote. No obstante, a la hora de definir el juego extendido,

hemos creido conveniente considerarlas como dos situaciones distintas.

Veamos cémo introducir en el modelo original las dos posibilidades descritas:

A. Compra de recursos adicionales: Se supone que en el mercado se encuentran disponibles
lotes adicionales de cada uno de los recursos, Dy, . .. ,Dﬁ", k=1,...,m. Laadquisicién
de cada uno de estos lotes se realiza mediante la compra de paquetes de acciones. Para
cada £ = 1,... .8, k = 1,...,m, sean ef(1),...,el(ff), los paquetes de acciones
correspondientes al lote Dﬁ. Cada uno de ellos tiene un precio de compra en el mercado

deci(f), F=1,... . f¢.

Para cada posible combinacién de paquetes de acciones y para cada coalicién § C N se
conoce el poder de control que adquiere dicha coalicién con la compra adicional de ac-

ciones. Para cada posible combinacién de paquetes de acciones F C Ff = {1,..., f‘f},
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esta informacién vendrs dada por un juego® (N, wi[F]), tal que (wi[F])(S) € {0,1},
¥ 8§ C N%. En tal caso, la coalicién § C N, puede disponer del lote Di de recurso k
mediante la compra del paquete de acciones {ef(f) / f € F} siy sdlosi (wi[F])(5) = 1.
Obviamente, debe verificarse (wf[F/]}(N) = 1, ¥ £, ¥ k. En otro caso, el correspon-

diente [ote no se tendria en cuenta.

. Adquisicién de poder adicional: Se supone que en el mercado se encuentran disponibles

paquetes de acciones adicionales de los lotes que ya estdn en poder de los jugadores.
Para cada ¢g=1,... ,dx, k=1,... ,m, sean a}(1),... ,af(h]) los paquetes de acciones
correspondientes al lote Bg. Cada uno de ellos tiene un precio de compra en el mercado

de pi(h), h=1,... ,hl.

Para cada posible combinacién de paquetes de acciones H C H] = {1,... Wi}, se
conoce el juego simple (N, w][H]) que describe el nuevo control sobre el lote BY cuando
se adquiere el paquete de acciones {a‘f;(h) /h € H}. Esto es, la coalicién § C N
puede disponer del lote B de recurso k, mediante la compra del paquete de acciones

{af(h) [ h € H}, siy sblosi S es una coalicién ganadora en el juego simple (N, w{[H]).

Ejemplo 3.4. Considérese la siguiente situacidn. Hay dos productos, ¢ = (8,6), ¥

dos recursos. Del primer recurso hay dos lotes, B = 4 y B? = 2, y un iinico lote B} = 5 del

segundo recurso. El control sobre dichos recursos viene dado por los juegos simples (¥, ul),

(N,u?) y (N,ud), respectivamente, donde

uj = Uf1,2}
u? es el juego de voto ponderado u(50;20, 25, 35),
ul, MWL) = {{1,2},{1,3} }.

SEn particular, (wf[F])(®) =0, VF CFf ¥Yi=1,. . k=1, ,m
8Se contempla la posibilidad de que el paquete de acciones F' ¢ F{ no sea suficiente para disponer del

recurso, i.e., (N, wi[F]) puede ser el juego trivial nulo.
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La matriz de produccién es

1 3
21

Se encuentiran disponibles en el mercado participaciones en el control de dos lotes adicio-
nales, uno de cada uno de los recursos: Dy = 3 y Do = 6. Las participaciones en el control

de D, disponibles son:

ei(l}) : Representacion del 40%, con un precio de compra de 2.

e1(2) : Representacién del 30%, con un precio de compra de 1.

Jy tiene una representacién del 20% en el control de /4, mientras que Js y J3 no tienen
representacién alguna. En cuanto al control de Dy, sélo hay disponible una participacién
ez(1) del 30%, con un precio de compra de 3. La coalicién S = {1,2} cuenta con una

representacién del 30% en el control de Dy y J3 no estd representado.

Asi mismo, se encuentra disponible un paquete de acciones, a%(1), que se corresponde
con una ganancia de 20 puntos en el juego de voto ponderado u?. El precio de compra es de
L. Los juegos que describen el efecto de comprar cada posible combinacién de paquetes de

acciones son:

wif{L} = wi{2}] = upy.

wif{1,2}] es un juego trivial verificando (wi[{1,2}]}{S) = 1, para toda coalicién

S C N, no vacia.

wol{1}] = uq2)-

w0l = ui y u?[{1}] es el juego simple con conjunto de coaliciones minimales gana-

doras { {3},{1.,2} }.
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Una situacién como la considerada queda descrita por los siguientes parimetros:
(N; A;c
(Dfs (e (1), k(W) s (h(FD D) (N wl[F)), F CFLE=1,... &), k=1,...,m;

(BE @05, (E (), PERD), (N, WllBD, B € Hfya =10 i) k=1, ,m ).

Obviamente, puede darse el caso de que la compra, de alguno de los paquetes de acciones
modifique el control sobre mis de un lote. Lo que vendria reflejado en la duplicidad de
paquetes de acciones. Este hecho, junto con lo farragoso de la notacién, nos lleva a describir
la situacidn anterior de una formpa més compacta. Para ello, se considera un vinico conjunto
de paquetes de acciones disponibles en el mercado T, esto es, se elimina la distincidén entre
paquetes de acciones en funcidn del lote sobre cuyo control tienen efecto. En tal caso, los

pardmetros necesarios para describir situaciones del tipo considerado son:

(N; Ajc; Ty plt), teT;
(DL (N wi [T, T CT,e=1,... &, k=1,... ,m);
(BY (N, ulfT'), T CTog=1,... ,dp, k=1,... ,m)) ,
donde p(t} es el precio de compra del paquete de acciones ¢, ¢ € T, y todos los juegos que
aparecen tienen el mismo sentido y propiedades que los juegos considerados en A. y B,

Obsérvese que si T/ C T no afecta al control sobre DY, entonces (N, w{[T”]) es el juego
trivial nulo; mientras que si no afecta al control de Bf, entonces (N, uf{T"]) coincidira con el

juego de control original (N, ).

Definicién 3.7. Un juego de produccion lineal controlade por comités extendido es un par

(N,v), donde v(@) = 0, y para cada coalicién S C N,
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v(S) = mdx Zc,wj Zp(t)'yt

tGT

Zakﬂ?g ZDR-,[ > (H ve [[(1—w ) T'])(S)]

=1 T'CT te€T’ t¢T

< ZB"[ S (TLw ITG-w) (4T (S)]

g=1 TICT teT' T
k=1,...,m,

Ejzo, i=1...,p
1 € {0,1}, teT.

En el ejemplo considerado, tomando T = {1, 2, 3,4}, e identificando e;{1) = 1, €1(2) = 2,

e2{1) = 3 y a1(1) = 4, se tiene que, para toda coalicién S C N no vacia,

v(S) = méix 8z + b6zo — 2y —y2 — Yz — Y4

3.a.
21 + 322 — 3((11 + y2 — 2y1y2)u(S) + yiyz) <
< 4u(8) + 2((1 — ya)ud(8) + wa(ui{1}])(S)),
21 + 2 — Byzupr 23 (S) < 5uz(S),
x>0,
y € {0,1}4

Directamente de la definicién de juego reducido y de la aplicacién del lema 3.6 para la

obtencion del juego reducido, se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. El juego reducido de Davis—-Maschler de un juego de produccion lineal
controlade por comités extendide, calculado en una imputaecidn en el corazdn, vuelve a ser
un juego de produccion lineal controledo por comités extendido. Concretamente, el juego

reducido con respecto a S C N y a x € C(v) es un juego de produccidon lineal extendido con
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pardmetros:

(S AeTUW\S);p(t)teT ¥ 25,5 €N\S;
(Df, (S.9f[QD.e=1,-.. &, ¥ B, (S,4f[QD, ¢ € 22(S), QS TU (N \9),
k=1,... ,m);

(BE; (S,4§[QD), Q CTU(N\S),q € ZH(8), k=1,...,m) },

donde (WE[QN(L) = (wi[@NTN(LU(Q\T)), VLC S, paratodo £=1,... &, k=1,...,m,
y pare cade k,

Zy(8) = {ge{L,... ,ds} /uf(S) = 0},

Zy(S)={qe{1,... . de}/uf(S) =1}.

En ambos casos (A[Q])(L) = ({@QNTINLU(Q\T)), VLCS.

Ejemplo 3.5. En el gjemplo 3.3, el juego reducido con respecto a S = {1,2} y a la impu-
tacion x = (1,1,2) € C(v), se corresponde con el juego de produccidén lineal controlado por
comités extendido definido por los siguientes parametros: S es el conjunto de jugadores, ¢ y
A, son el vector de beneficios y la matriz de produccién, respectivamente, como en (N, v),
un dnico paquete de acciones T' = {1}, con un precio de compra de 2 y dos recursos, de los
cuales, 1os jugadores de S tienen poder suficiente como para controlar el primero de ellos, sin
necesidad de adquirir el paquete de acciones; mientras que para poder disponer del segundo
recurso necesitan comprar acciones. Esto es, los lotes de productos disponibles en el mercado

son: By =2y Bs = 2, cuyo control viene dado por:

wll=us vy wm[{l}]=uy,,

w@ =0 y wl{l}] =up.
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Para toda coalicién T C S no vacia, se tiene enfonces que

vE(T) = max )+ 2z — 2y
8.a.
22 < 2((1 = y1)us(T) + nugp(T)),
z1 +z2 — 2y1u23(T) <0,
z1,%2 > 0,

Y1 € {07 1}

3.3.2.2 Corazén del juego

En esta seccién generalizamos los resultados sobre el corazén de un juego de produccién lineal
extendido obtenidos por Granot a partir del juego reducido. En este caso, el hecho de que el
juego extendido tenga corazén no vacio, no sélo depende de la eleccién del precio de compra
de las acciones, sino que también depende de la naturaleza de los juegos que describen el

control de los recursos.

Notacién. Dado un juego de produccién lineal controlado por comités extendido (N, v}, se
denota por (N UT,7) al juego de produccién lineal controlado por comités (ordinario) con
vector de beneficios ¢, matriz de produccién A y conjuntc de jugadores N U T, donde para

cada recurso k, k — 1,... ,m, se dispone de di + ¢; lotes, cuyo control viene dado por:

e Control sobre BY, g =1,... ,d,

0, scT,
T (S) =1 «(9), SCN, VSCNUT.
(Wi[SNTN(SNN)Y, SNT#By SNN#£O,
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o Control sobre Df, £=1,... £,

0, SCT 6 SCN,
w4(S)
(WI[SNTN(SNNY, SNT#By SNN#0,

YVSCNUT.

Resulta natural exigir que la compra de acciones no empeore la situacién de la coalicién

que las adquiere, i.e., para toda coalicién S C N, y para todo k= 1,... ,m, se debe exigir:

W[T')(S) < WT"N(S), YT ST, Vg=1,.. ,d,
(WE[T(S) < (wf[T"N(S), ¥ T CT", Ve=1,.. 4.

Asi como el que (w{[T))(N) =1, YE&€=1,... 4, k= 1,... ,m. En consecuencia, todos
los juegos de control considerados en la definicién anterior son juegos simples y, por tanto, el
juego (N U T,v) asi definido es efectivamente un juego de produccién lineal controlado por

comités.

Al contrario de lo que ocurre en el caso tratado por Granot, el corazén del juego (NUT, )

puede ser vacio. Una condicién suficiente para que C{7) # @ es que se verifique:

(i) Para todo g =1,... ,dg, k=1,... ,m, el juego simple (N, u][T]) tiene jugadores veto.

Obviamente el conjunto de jugadores veto verifica VI{(T) C V.

(ii) Para todo £=1,... ,&, k=1,... ,m, el juego simple (N, wﬁ [17]) tiene jugadores veto.
El conjunto de jugadores veto verifica V,f(T) cT.

Ahora estamos en condiciones de generalizar los resultados sobre el corazén del juego
extendido obtenidos por Granot (1994). La demostracién de los teoremas que se dan a
continuacién son una adaptacién de la de los teoremas 3.10 y 3.11, respectivamente. No

obstante, hemos optado por incluirlas por completitud en la exposicién.

Teorema 3.12. Dado un juego (N UT.,%) con C(@) # 0. Para cade propuesta de pago
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x € C(7), considérese el juego de produccidn lineal controlado por comités extendido, (N, vy),
en el que el vector de precios de compra de las acciones, (p(t))icT, viene dado por x¥. En-
tonces C(v) # 0. De hecho, la restriccion de x al conjunto de jugadores en N pertenece al

corazén del juego.

Demostracién: Sea x € C(7), entonces de la proposicién 3.4 se deduce que el juego reducido
con respecto a N y a x coincide con el juego de produccidn lineal controlado por comités
extendido (IV,vy). Luego, el resultado establecido en el teorema se deduce del hecho de que

el corazdn verifica la propiedad de juego reducido. a

Teorema 3.13. Sea (N,v) un juego de produccién lineal controlado por comités extendido
con C(v) # 0, y sea u € C(v). Entonces, y = (u, (p(t))ter) € R*17| pertenece al corazon

del juego de produccidn lineal controlado por comités asociado, (N UT, ), si se verifica

BNUT) =3 ui+ Y p(t).

ieN teT

Demostracion: Sea u € C(v), entonces para toda coalicién § C N, se tiene que

P
Zui >v(8) = {méx ZCj:r:j - Zp(t)
j=1

I teT”
3.a.
? £ dy,
> awz; =y DEmL(SUT) < 5" BL(SUT'), V&
j=1 £=1 g=1
x>0

T C T }
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Luego, para todo subconjunto L C T de acciones y para toda coalicién S € N, se verifica

€S teL
P
> pl(t) + {mfix D iz~ > plt)
tel i=1 ter
S.a.
P £y di
S apz; =Y DiwE(SUT) < 3 Bim(SUT'), Yk
j=1 =1 g=1
x>0
T™TCT } >
P
>3 )+ {mé»x D emi— Y plt)
tcL =1 teL
8.4.
P £ d
> asz;~ Y DEWL(SUL) <Y Bimi(SUL), Yk
i=1 =1 g=1
X Z 0 } =

P
={ma.x E CiT;
j=1
§.8.

4 £ d
S akir; < Y DEE(SUL) + ) BiE{(SUL), Yk
ij=1 £=1 g=1

x>0 }:

=5(SUL).
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Asi pues, y = (u, (p(t))ieT) pertenecerd a C(7), siempre y cuando sea eficiente, Le.,

BNUT) =D uw+ Y plt). O

icN teT

3.4 Conclusiones

Resumiendo, en este capitulo se ha tratado de dar respuesta a dos cuestiones planteadas
y resueltas para los juegos de produccién lineal, en el contexto mas general, en el que los
recursos estdn controlados por comités de jugadores: Evolucién del corazén cuando el nimero

de jugadores de cada tipo presentes en el mercado aumenta y reduccion del juego.

En cuanto a la evolucién del corazdm, cabe destacar el papel que juegan los juegos de
coste asociados a los diferentes precios sombra. Toda imputacién en el corazén del juego
limite se puede obtener a partir del corazén de dichos juegos de coste, cuya funcién carac-
teristica es extremadamente sencilla de calcular. Como ya sucede para el modelo original,
las demostraciones de los resultados sobre convergencia finita se deducen directamente de
la teoria de dualidad en programacién lineal. Sin embargo, para demostrar la convergencia
general en el caso cdncavo, ha sido necesario recurrir a la teoria de dualidad en programacion
no lineal. Concretamente, dicha demostracién se basa en la adaptacién de las propiedades

del dual Lagrangiano.

En lo referente a la reduccién del juego, la definicién del modelo extendido generaliza
de forma natural la definicién dada por Granot de juego de produccidn lineal extendido.
Su interés no sdlo reside en el hecho de que la reduccién de un juego de produccién lineal
controlado por comités extendido vuelve a ser un juego del mismo tipo, sino que también
incorpora al modelo la posibilidad de tratar situaciones, bastante realistas, que de otro mado

no serfan modelizables mediante un juego de produccién lineal.






Capitulo 4

Distribucion del coste de una red

de conexion: Juego del arbol fijo

165






4.1. Introduccién 7 167

4.1 Introduccion

Antes de entrar en la descripcién del trabajo contenido en este capitulo, queremos recordar
que la primera parte, que abarca la prictica totalidad del capitulo, ha sido desarrollada en
colaboracién con los profesores M.Koster y S.Tijs de la Universidad de Tilburg y el profesor
Y.Sprumont de la Universidad de Montreal, durante una estancia de tres meses realizada en
la Universidad de Tilburg (Holanda), y aparece recogida en Koster, Molina, Sprumont y Tijs
(1998).

Un problema que surge en diversos escenarios es el de distribuir el coste fijo, ya sea de
mantenimiento, de modernizacién, etc..., de una red (ya construida) de conexién a un cierto
punto de suministro entre sus usuarios. En este capitulo abordamos este problema a partir de
su planteamiento como un juego de coste. En particular, nos centramos en aquellos problemas

que surgen asociados a redes de conexién con una estructura muy peculiar, la de drbol.

Problemas de este tipo, asf como el problema mds general en el que 1a red de conexidn debe
ser previamente construida, han sido tratadoes extensamente. A modo orientativo, citaremos
los trabajos de Bird (1976b), Claus y Granot (1976), Megiddo (1978}, Galil (1980}, Granot
y Huberman (1981),(1984), Granot y Granot (1992}, Grauot, Maschler, Owen y Zhu (1996),
Maschler, Potters y Reijnierse (1995) y Gellekom y Potters (1997). El caso particular en que
el arbol que define la red de conexidn es una cadena se conoce con el nombre de problerna del
aeropuerto y ha sido también objeto de un amplio estudio: véase Littlechild (1974), Littlechild
y Owen (1977), Dubey (1982), Sudhgélter y Potters (1995) y Aadland y Kolpin (1998).

Una vez que el problema descrito se plantea como un juego de coste, el objetivo final es
seleccionar propuestas de reparto eficientes, es decir, que repartan el coste total de la red
entre sus usuarios. Concretamente, en la primera parte del capitulo, nuestro interés se centra
en el andlisis del corazén de aquellos juegos de coste que surgen asociados a problemas de esta
naturaleza: jexiste algin procedimiento general de seleccidn que permita obtener cnalquier

reparto en el corazén del juego? La respuesta a esta pregunta es bien conocida. El juego de
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coste asociado a un problema de estas caracteristicas es céncavo (Granot et al. (1996)) y,
por consiguiente, el corazdén del juego coincide con el conjunto de valores de Shapley {duales)
ponderados (Monderer, Samet y Shapley (1992)). De forma similar, introducimos una familia
de conceptos de gsolucidn, la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas, basada
en la solucion igualitaria restringide de Dutta y Ray (1989), y demostramos su coinciden-
cia con el corazén del juego. Asi mismo, proponemos un esquema dindmico de reparto de
costes, nocidn de reparto casa-raiz inspirado en la historia sobre el pintado de carreteras de
Maschler, Potters y Reijnierse (1995), para la obtencién de cada uno de los elementos de la

famnilia. Dicho esquema no sélo nos ayuda a comprender el proceso de seleccidn que lleva a

cada elemento del corazdn del juego, sino que tamnbién nos permite deducir algunas de las pro-
piedades més relevantes de esta familia de soluciones. En particular, el adoptar este enfoque
dinAmico nos permite observar la relacion en cierto modo dual existente entre las soluciones
igualitarias restringidas ponderadas y los valores de Shapley (duales) ponderados en este tipo
concreto de juegos: basdndonos en la representacién del corazén del juego a partir de dicha
familia {Monderer et al. (1992)), se propone un esquema dindinico, simétrico al considerado
en el caso anterior, para la obtencién de los valores de Shapley (duales) ponderados (nocidn
de reparto raiz—casa). Se concluye el estudio de la familia de soluciones considerada obtenien-
do una caracterizacién del conjunto de soluciones igualitarias restringidas ponderadas como

procedimientos de asignacidn de costes.

En la segunda parte, y conectando con log temas tratados en los capitulos previos, se
analizan las posibilidades que ofrece el considerar la formacién de coaliciones con tasas de
participacion en el modelo. Concretamente, nos centraremos en el anAlisis del comportamien-
to del corazén del juego con tasas de participacién en relacidn con el corazdn del juego nitido.
Asimismo, se estudian lag propiedades del prenucléolo y del nucléolo minimos cuadrdticos

como propuestas de reparto para este tipo de juegos.



4.2. Descripcién del modelo: Juego del drbol fijo 169

4.2 Descripcién del modelo: Juego del drbol fijo

Un problema de distribucién del coste de una red de conexidén con estructura de arbol como el
descrito anteriormente, al que denominaremos problema del drbol fijo de conexion (fized free
connection problem, en inglés), viene dado por una tripleta G := (G, ¢, N}, donde G = (V,E)
es un arbol con un dnico vértice rafz, i.e., un digrafo conexo sin ciclos, siendo E el conjunto
de arcos y V el conjunto de vértices del drbol. G describe la estructura fisica de la red. Fl
vértice raiz del 4rbol, que se denotard por r, representa en este caso el punto de suministro
de la red. La funcién ¢ : E — IR, es la funcidn de coste del modelo, que asigna a cada arco
e ¢ E del srbol su coste (de mantenimiento, de reparacién, etc...), c(e). N = {1,...,n},
finito, es el conjunto de usuarios de la red, cada uno de los cuales se encuentra localizado
en un clerto vértice del 4rbol G y cuyo objetivo es ser conectado al punto de suministro, 7.
Con el fin de no complicar ¢l modelo se supondrd que cada uno de los vértices de la red,
a excepcién del vértice raiz, estd ocupado por un usuario, de manera que, en lo que sigue,
vértices y usuarios serdn identificados, esto es, V' = N U {r}. Los resultados obtenidos en
este capitulo pueden ser generalizados al caso en que los vértices del drbol estén ocupados
por un conjunto de usuarios, siendo el tnico problema afiadido la complejidad de notacién y

lo farragoso del modelo (véase el Apéndice D).

Antes de definir el juego de coste generado por un problema del 4rbol fijo de conexién,
problema PTC en adelante, introducimos parte de la notacién y de los conceptos que van a ser
empleados a lo largo de todo el capitulo. Para cada vértice i € N, el inico camino en el drbol
G der ai se denotard por P;. SiP; estd compuesto por los vértices jo = 7, J1,-.. ;Jg-1,0q = ¢,
entonces nos referiremos al vértice j,_1 como el predecesor (o padre) = (i) del vértice ¢. El
arco (m(i),7) se denotard por e;. La relacién de precedencia (V, =) sobre el conjunto de
vértices se define como ¢ =< j si y sdlo si i € P;. Andlogamente, se define la relacién de
precedencia (E, <) sobre el conjunto de arcos. Un tronco del drbol G = (V, E) es un conjunto
de vértices T C V cerrado bajo la relacién de precedencia definida previamente, i.e.,si¢ € T
y 7 = t, entonces § € T. El conjunto de sucesores de un vértice ¢ se define como el conjunto

F(i) = {j € N /j = i}. Por dltimo, un vértice ¢ se denomina hoja si F (i) = {i}.
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Un problema FTC genera un juego de coste de forma natural, sin mds que identificar al
conjunto de usuarios con el conjunto de jugadores. El coste de una coalicidon vendra dado por

el minimo coste necesario para conectar al punto de suininistro a todos sus miembros.

Definicién 4.1. Para todo problema FTC G = (G, ¢, N}, se define el juego de coste generado

por G como el juego (N, cg), cuya funcién caracteristica viene dada por

cg(S) = cles), YD#ASCN, (4.1)

1€Tg

donde Ts = {{ € N/ 3 j€ 5 cou i=j} es el minimo! tronco que contiene a todos los

miembros de S, y ¢g(@) = 0.

En lo que sigue sélo consideraremos aquellos problemas FTC G = (G, ¢, N} que verifican

las siguientes coundiciones:

(i) ¢(e) > 0, para todo arco ¢ € E.

(ii) Del vértice raiz parte un tnico arco.
Obsérvese que en la definicién de un problema FTC hemos asumido ademads,

(i) No hay ningin usuario localizado en el punto de suministro, esto es, el vértice raiz estd

libre.
{iv) Exactamente un usuario vive en cada vértice v € V' \ {r}.

Definicién 4.2. Se define un problema estdndar del 4rbol fjo de conexién, problema SFTC,

como un problema FTC verificando las condiciones (i) e (ii).

La definicién auterior dnicamente difiere del modelo propuesto por Granot et al. (1996)

(standard tree enterprise, en inglés) en la condicién (iv). En el modelo considerado por ellos

lcon respecto al orden dado por la inclusidn.
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se permite que un vértice esté ocupado por mas de un usuario; no obstante, como ya se ha
mencionado, el asumir dicha hipdtesis no resulta restrictivo, en el sentido de que los resultados
obtenidos pueden ser generalizados al modelo mds general de Granot ef al. (véase el Apéndice

D).

Observacidn 4.1. Las condiciones (ii} y (iii) no son restrictivas. En cuanto a la condicién
(1il), si el vértice raiz estd ocupado, entonces se puede afiadir un arco con coste cero desde
un nuevo vértice raiz libre hasta el vértice raiz del arbol original sin que ello modifique en
forma alguna la funcién de coste del juego (Granot et al. (1996)). En lo que respecta a la
condicién (ii}, si varios arcos, e;,,... ,e;,, parten del vértice raiz, entonces considérense los p
subdrboles, Gy, ... , Gy, generados por F(4,) U{r},... , F(i,) U {r}, respectivamente. Cada
subérbol define un problema SFTC, sean (Ny,cl), ... , (Np, cz,) los juegos de coste generados
por cada uno de ellos. Se verifica que el juego de coste asociado a G, (V,cg), puede ser
descompuesto (Shapley (1971)) en p > 2 componentes, siendo cada una de ellas un juego de
coste asociado a un problema SFTC; es decir, existe una particién {Ny,... , Np} del conjunto

de jugadores N en p subconjuntos no vacios tal que

eg(8) =cg(SNN ) + - +eg(SNN,), VSCN. (4.2)

Las restricciones del juego original a cada elemento de la particidn, (Nl,clg), e (V) ,cg),
donde cf} =¢glP(Ng), ¥ k=1,...,p, se denominan componentes y se corresponden con
los juegos de coste asociados a los distintos subdrboles Gy, ... ,Gi,. En estas condiciones,
todos los conceptos de solucién tratados en este capitulo se pueden obtener como el pro-
ducto Cartesiano de las correspondientes soluciones en cada una de sus componentes {ver

observaciones 4.2 y 4.3).

A continuacién, se obtiene la expresién de un juego de coste (N, eg), asociade a un
problema SFTC con respecto a la base del espacio de juegos G*, compuesta por los juegos

duales de unanimidad {Kalai y Samet (1988)).

Definicién 4.3 (Kalai y Samet). Se define el juego dual de unanimidad con respecto a la
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coalicidn no vacia S C N (representation game for the coalition S, en inglés) como el juego

(N, uyg) dado por

1, si SNT#D,

ug(T) =
0, en otro caso.

Se verifica que {N,u%) es un juego céncavo para toda coalicién no vacia S. Ademis el
conjunto {{N,u%}}scn, compuesto por los juegos duales de unanimidad, es una base del

espacio de juegos G™.

Proposicién 4.1. Sea G = {G,c, N) un problema SFTC. Entonces el juego de coste asocia-

do, (N, cg), puede ser representado como

cg =Y cle Uiy - (4.3)
iEN

Demostracién: Sea S T N una coalicién no vacia cualquiera. De la expresién {4.1) se
deduce trivialmente que S debe hacerse cargo del coste del arco e; € F si y sdlo si existe un

jugador j € S tal que j € F(i), ie., siy s6lo si SN F (i) # 0. O

Este resultade nos serd de utilidad en secciones posteriores, entre otras aplicaciones la
concavidad de todo juego de coste de este tipo {Granot et al. (1996)) puede ser obtenida

como consecuencia inmediata de la representacién anterior.

4.3 El corazon de un juego del arbol fijo

Planteado el modelo como un juego de coste, el objetivo que se persigue consiste en seleccio-

nar conceptos de solucidn eficientes. De entre todos los conceptos de solucidn clésicos, nos
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ocuparemos del corazén de un juego de coste. El juego de coste generado por un problema
SFTC es céncavo y, por tanto, la estructura y propiedades de su corazén son bien conoci-
das. En esta seccidn obtenemos caracterizaciones alternativas y llevamos a cabo un estudio

geométrico del corazén de este tipo de juegos.

En este contexto, dado el juego de coste (N, cg), cada vez que nos refiramos a un vec-
tor de reparto de costes, x € IR", nos estaremos refiriendo a una preimputacion del juego.
z; representa el coste que el usuario ¢, ¢ =1,... ,n, debe asumir de acuerdo con x. Entonces

el corazén del juego de coste (V, ¢g), que denotaremos por core(cg), viene dado por

COFE(Cg):{XGRn/Z.’Ez‘SCg(S), VSCNy inch(N)}.
icS ieN

Observacion 4.2. Sea G = (G, ¢, N) un problema FTC verificando todas aquellas propie-
dades que caracterizan a un problema FTC estindar, a excepcién de la propiedad (ii). Se
verifica (ver Shapley (1971) y Granot y Huberman (1981)) que el corazén del juego original

N, cg) se obtiene como el producto Cartesiano del corazdn de cada una de sus componentes.
G

4.3.1 Expresiones alternativas del corazén

A continuacién se deducen caracterizaciones alternativas del corazén de un juego de coste
asociado a un problema SFTC. Dichas caracterizaciones serdn empleadas reiteradamente
en los razonamientos seguidos en las demostraciones de los principales resultados que se

presentan en este capitulo.

Lema 4.1. Para todo problema SFTC, G = (G, c, N), se verifica

core(cg) = {xGPI(cQ)/xzﬂ y z{T)<¢(T), ¥V T tronco de G},
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donde xz(T) := E zi, y oT):= Z cle;), es el coste asoctade al tronce T de G.
iE€T\{r} i€T\{r}

Demostracién: Trivialmente, si x € core{cg), entonces
zi 2 cg{N) —cg(N\{s}) 20, VieN,

y z(T) <c{T), para todo tronco T de G.

Veamos que si x es un vector de reparto de costes no negativo verificando la desigualdad
z(T) < ¢(T), para todo tronco T', entonces x € core(cg). En efecto, sea § C N una coalicién

cualquiera no vacia, entonces § C Ts y, por consiguiente, se verifica

Cg(S) == Z c(ei) 2 Z T 2 Z:L’i.

icTg icTy ies

Notacién. Dado un arco e = (i,j) € F del drbol G, denotaremos por B, = (V,, E,) al
subdrbol de G generado por €l conjunto de vértices F(7) U {¢}. Nos referiremos a B, como la

ramma de G enraizada en e2.

De acuerdo con la notacién introducida, el lema anterior se puede establecer en términos

de ramas como sigue.

Lema 4.2. Sea G = (G, ¢, N} un problema SFTC. Entonces un vector de repario de costes

x pertenece al corezon del juego (N, cg) si y sélo st x > 0 y se verifica

SNzi—m> Y o), Ve=(i,j)€E, (4.4)

JjEVe e'€Fe

2Obsérvese que, siguiendo la notacién introducida en Granot et al., si e = (4, j) entonces B. se corresponde

con la rama en i en la direccidn de j.
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donde B, = (V,, E,) es la rama de G enraizada en e.

Demostracion: Teniendo en cuenta el resultado establecido en el lema 4.1, es suficiente
demostrar que la condicién (4.4} es equivalente a la condicion z(T) < ¢(T"), V T, tronco de

G.

Obviamente, para todo vector de reparto de costes x y para todo tronco T, se verifica:

2(T) < oT) = =(I°) > Y clei),
ieTe

donde T =V \ T.
Agi, la equivalencia entre ambas condiciones se deduce de las siguientes relaciones de

complementariedad:

1. El complementario del tronce T viene dado por la unién finita

= [J Ve\ {3},

ecf(T)

donde £(T) C E es el conjunto (finito) de arcos que parten de T3 y B, = (V,, E,) es la

rama de G enraizada en e = (4, §), para todo arco e € £(T).

2. Para todo arco e = (i, §) € E, B es un tronco de G. 0

Nota 4.1. El que la no negatividad junto con la condicién (4.4) son condiciones suficien-
tes de pertenencia de una preimputacién al corazén del juego ya aparece en el trabajo de

Granot et al. (1996).

El lema siguiente muestra como todo elemento del corazén del juego se obtiene repartiendo

Se=(i,j)€EtalqueieT yj¢T.
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de forma arbitraria, obviamente sin violar la condicién de no negatividad, el coste de cada

arco entre sus usuarios.

Lema 4.3. Sea G = {((,¢,N) un problema SFTC. Entonces el vector x € IR™ pertenece

al corazén del juego de coste asociado (N, cg) si y sdlo si existen y',... ,y", elementos del
simplex unidad * en RFW, § =1,... |n, respectivamente, tales que
zi=Y yle(e;), VieN, (4.5)
Jjep

donde P; es el camine que une el vértice raiz con el vértice 4.

Demostracién: El corazén es aditivo sobre el cono de juegos céncavos (ver Dragan, Potters
y Tijs (1989)). Luego, teniendo en cuenta que todos los elementos de la base {(N,u%)}scw

son juegos concavos, entonces de la expresion (4.3) se deduce

core{cg) = Z c(Ej)core(u*F(j)), (4.6)
JjeEN
donde core(u}( j)) es el simplex unidad en IRF(), j € V. 0

Los resultados obtenidos a continuacidn estdn encaminados a probar que todo elemento
del corazén de un juego de coste asociado a un problema SFTC se puede obtener descompo-
niendo el problema original de conexién a un punto de suministro en varios subproblemas de
conexién a diversos puntos de suministro intermedios, cada uno de los cuales es en si mismo
un problema SFTC; resultado crucial a la hora de establecer las propiedades esenciales de la
familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas que serd estudiada en la seccién 4.4.

Formalmente, considérese la siguiente definicidn.

Definicién 4.4. Sea § = {C,c, N) un problema SFTC y sea Sg = {G',... ,GP} una colec-

“Para todo § € N, RF es 1a proyeccién de R sobre F(j} y ¢l simplex unidad en R*") es el conjunto

{xe RFD /x>0, Yiergy & =1}
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cién de subgrafos de G. Entonces, diremos que Sg es una particion de G en subproblemas si

y 8dlo si se verifican las siguientes condiciones:

(i) Para todo k = 1,...,p, existe un vértice r, € V tal que G* = (S U {ry}, Ey) es el

subarbol® de G con raiz en 1 generado por (Sp U {rx}) C V.

(ii} {S1,...,5p} es una particién ordenada (el orden es relevante) del subconjunto de

vértices V' \ {r}.
(ili) r; =7 y para todo k = 2,... ,p, existe £ < k tal que ri € Sp.

problema SFTC.

Ejemplo 4.1. Considérese el problema SFTC, § = (G,¢, N}, representado en la siguien-
te figura. Los jugadores (vértices) estdn representados por circulos, el vértice rafz por un

tridngulo y el coste de cada arco viene dado por el ntimero que aparece a su lado.

*Por subédrbol, entenderemos cualquier subgrafo dirigido de G conexo y sin ciclos,
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La coleccién Sg = {Gt, G2, G3, G}, representada a continuacién, es una particién de G en

subproblemas.

O

N

’1"324 T‘4=4

rL=r

Proposicién 4.2. Sea § = (@G,c, N} un problema SFTC y sea Sg = {G',... ,G?} una

particion de G en subproblemas cualquiera, entonces

ﬁ core(cgx ) C core(cg) , (4.7)
k=1

donde (cgx, Sy} es el juego de coste asociado al problema SFTC restringido G¥ = (G¥, <%, Sy),
k=1,...,p.

P P
Demostracién: Sea x = H yF e H core{cgs). Entonces x > 0 y es un vector eficiente, ya
k=1 k=1
que
p P
Dom=_ > b= Y e =} ele).
iEN k=1 ie5 k=1 ieS; iEN
Sea T un tronco de G cualquiera, considérense los subconjuntos 7% = NS, k= 1,... . p,

entonces T% U {r;} es un tronco de GF = (Sx U {ri}, B) para todo k € {1,... ,p} tal que
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TF -4 @, Entonces,

z(T) = Z Z yF < Z Z Fle;) = Zc(ei).

1gk<y {€T* 1<k<p €Tk ieT
T* 2 TF £
Luego, z(T) < ¢(T') para todo tronco T de G. Entonces, de acuerdo con el lema 4.1, se tiene

el resultado. O

Reciprocamente, asociado a todo elemento x del corazén del juego existe una tinica parti-
cién de G en subproblemas més fina, que denotaremos por Sg(x), verificando que la restric-
cién de x a cada uno de los subproblemas SFTC definidos por Sg(x) pertenece al corazén

del correspondiente subjuego de coste.

Definicién 4.5. Dado un problema SFTC G = (G,¢,N), sea T un tronco de G, y sea
x un vector de reparto de costes, diremos que 7" es un tronco auténomo en x si y sélo si

2(T) = o(T).

Lema 4.4. Sea G = {G,c, N) un problema SFTC. Si x € core(cg), entonces existe un inico

tronco autdnomo en x minimal (con respecto al orden dado por la inclusion).

Demostracion: Sea x € core{cg). Como V es un tronco auténomo en x, entonces es
suficiente probar que la interseccién de dos troncos auténomos en x sigue siendo un tronco
auténomo en x. Asi, €l (linico) minimo tronco auténomo en x vendré dado por la interseccién

de todos aquellos troncos de G que son auténomos en x.

Sean T3, T dos troncos auténomos en x cualesquiera, entonces T, N Ty es obviamente un

tronco. Ademads,

z(T1 N ) < Ty NTy) =cg(Th NT3) £ Cg(T]_) + CQ(TZ) — CQ(Tl UTs) =

(1) +2(D) —cg(MUD) <z(TV) +z(T) —z(h VD) =

i

= .’L'(T]_ N T'),) B
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donde todas las desigualdades, a excepcién de la segunda de ellas, que se deduce de la
concavidad del juego (N, c¢g), son desigualdades correspondientes al corazén del juego. En
particular, de la cadena de desigualdades se deduce que ¢(T) NTo) = (T3 NT3), ie., T1NTy

ed un tronco aukdénomo en x. O

Proposicién 4.3. Sea G = (G, ¢, N) un problema SFTC. Para todo x € core(cg) eriste una
P

dniea particion de G en subproblemas mds fina tal que x € H core(cge ).
k=1

Demostracién: Sea x € core{cg) cualquiera y sea 7 el minimo tronco auténomo en x, que
existe y es tnico como se ha comprobado en el lema 4.4. Considérese el subarbol
= (S U {r}, Ey) generado por T3 (81 = Ty \ {r} y r1 = r). Obviamente, x! = (z;)ics,

pertenece al corazén del juego (51, ¢¢1).

Sea £(Ty) C E el conjunto de arcos que parten de Ty. Seleccidnese un arco eg = (%g, jo) en
£(T1) cualquiera. Considérese la rama B, = (V,, E¢,} de G enraizada en ej. Se probar, a
continuacién, que x% = (zj);ev, \{i,} Pertenece al corazén del subproblema SFTC definido

por Be,.

En efecto, x%° > 0. Veamos que ademas es eficiente: del lema 4.2 se deduce

Y, zz Yy ce), V=(5)eUT). (48)

JEVAWY  e€ly

Por otro lado, por ser Ty auténomo en x € PI{cg), se tiene que

Yo Y mi=a(W) () =N}~ (1) = Y 3 o). (4.9)

e'ed(Th) jeVer\{z"’} ¢ U(Ty) eEE,
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De la combinacién de (4.8) y (4.9) se deduce

Yo 2= cle), V=(7)eln).

jEVeJ\{i} ecE,.

En particular, x2 es un vector de reparto de costes para el subproblema SFTC definido por

Be,.

Por otro lado, para todo tronco T de By, T% UT) es un tronco de G, entonces

z{(T1) + Z zj = 2(T°UT) <
JET\{io}

< PUT) = o)+ Y. cleg) =M+ Y, cleg).

JETO {in} FeT{do}

Luego, efectivamente, aplicando el lema 4.1, se tiene que x*° pertenece al corazén del

juego restringido, (N, egeo ).

Sea Ty el minimo tronco de B,, auténomo en x, definase G2 = (Sa U {r2}, E2) como el
subdrbol generado por Ty ( Sy = Ta \ {iy} y 2 = 4y ). Una vez definido G2, selecciénese un
arco e; en £(Ty) C E,, cualquiera y apliquese el razonamiento anterior a x®! con respecto a

la rama de G? enraizada en e;.

Sigase aplicando el razonamiento hasta que el tronco auténomo correspondiente T, sea
tal que £(T*) = §. En este punto ir deshaciendo el camino seleccionando aquellos arcos
que no han sido seleccionados previamente. De esta forma, cuando ya no quedan arcos por
seleccionar, la coleccién de subproblemas de G, S = {G',... ,GP}, asi construida verifica

las condiciones establecidas en la proposicién. )

Dado x € core(cg) nos referiremos a la particién verificando las condiciones establecidas

en la proposicién 4.3 como la particion de G en subproblemas inducida por x, particién que
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denotaremos por Sg{x).

Ejemplo 4.2. Congidérese el problema SFTC definido en el ejemplo 4.1. La siguiente figura
representa la particidn de § en subproblemas inducida por el elemento del corazdn del juege

x=(2,2,2,4,3,3,4,4,6,3).

r=r ro =2

gl = (G17 Cl! Sl) g2 = <G25 825 S?) g3 = <G3: ("3) S3>

T4 =2 7y = 6

g4 = (G4,C4, S4> g5 = (Gs?c5a 85)
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4.3.2 Estudio poliédrico

Finalizamos esta seccién con un estudio poliédrico del corazén de un juego del arbol fijo de
tipo estandar. Dicho estudio estd basado en las propiedades geométricas del corazén de un
juego convexo (céncavo) (Shapley (1871}, Ichiishi (1983}, Monderer, Samet y Shapley (1992)).
Se comprueba que el corazén de un juego de coste asociado a un problema SFTC tiene
dimensién completa y se describen sus facetas. La primera de las afirmaciones se deduce
de la concavidad y la no descomponibilidad del juego (ver Shapley (1971)}). En cuanto a la
descripcién facial del poliedro, la siguiente proposicién establece que se distinguen dos tipos
de facetas: las que denominaremos facetas de tipo (1} se encuentran asociadas a particiones en
subproblemas no triviales; mientras que el resto de facetas, que denominaremos de tipo (11),
se encuentran asociadas a grupos de usuarios (jugadores) que hacen uso del sistema sin cargo
alguno (no pagan nada). Para demostrar este nltimo resultado se debe tener en cuenta que si
{N,v) es un juego céncavo, entonces para toda particién ordenada de N, ¢ = {S),... ,Sp},

el conjunto

F = {xece /s(Us) =o(s), vi<h<sl,
=1

£=1
es una faceta no vacia del poliedro C'(v) de dimensién, a lo sumo, n — k (ver Monderer et al.
(1992)).
Nota 4.2. En lo que sigue diremos que 7 € N es un vértice hoja si reaimente lo es, i.e.,
F(i) = {i}, o si c(ex) >0 y ele) =0, ¥ j € F@)\ {i}.

Proposicién 4.4. Sea G = (G,¢, N) un probiema SFTC. 5i x € core(cg), entonces x perte-
nece a una faceta del poliedro core(cg) si y sélo si x verifica alguna de las siguientes condi-

ciones:

(I) Existe un tronco de G no trivial, T ¢V, autdnomo en x.

(1) =(T) < c(T), para todo tronco T de G no trivial y existe una coalicién no vacia

S CN\{t €N /i vértice hoja } tal que z(S) =0
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Demastracién: =) Veamos que si x verifica (1) o (II), entonces x pertenece a una faceta
del poliedro core(cg): Sea Sg(x) = {G',...,GP}, donde G* = (S, U {r¢}, E¢), para todo

£=1,...,p, la particién de G en subproblemas inducida por x.

(I) Si x satisface la condicién (I), entonces Si(x) es una particién no trivial y x pertenece

a la faceta no vacia del corazén del juego definida por

k

F, = {x € core(eg) / x(U Sg) :CQ(O Sg) , para tode 1< kSP},
=1 =1

donde o = {5i,...,5;} es la particién ordenada del conjunto de jugadores N definida

por Sa(x).

(II) Six satisface la condicién (II}, entonces z(N \ S} = z(N) = cg(N) = eg(N'\ S). Luego,

x pertenece a la faceta no vacia de core(cg) definida por

F, = {XECOTBCQ)/ (LkJ )ZCg(OTg>, para todo 15.‘:52},
=1 £=1

donde o = {11, T} es la particién ordenada del conjunto de jugadores N definida por

T]_:N\SYTQIS-

4=) Veamos que si x pertenece a una faceta del poliedro core(cg), entonces x debe satisfacer
alguna de las condiciones (I) o (1I). Para ello se demostrard que si no verifica ninguna de

ellas, entonces x pertenece al interior relativo de core(cg).

Sea L & N una coalicién no vacia, a continuacién se comprobard que z{(L) < ¢(L).
Considérese el tronco de G, Tp U {r}, siendo T, = {1 € N/ Ije L talque i = j}. Se

distinguen dos casos:
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1. 8i Ty, & N, entonces

oL} < 2(Tr) < (T1) = cg(L).

La primera desigualdad se deduce de la no negatividad de x (ver lema 4.1); mientras

que la segunda de ellas se deduce de la negacién de la condicién (I).

2. SiTr, = N, entonces L contiene a todos log vértices hoja del arbol G y, por consigniente,

el subconjunto de vértices N \ L # { esta contenido en N\ {i € N /i vértice hoja }.

x no verifica la condicién (11}, entonces como x no satisface la condicién (I}, ie.,
(T} < ¢(T), V¥ T, tronco no trivial, debe verificarse z(S)} > 0 para toda coali-
cién no vacia S C N\{i{ € N /i vértice hoja }. Eu particular, {77, \ L) > 0, entonces
z(L) < z(T1) = cg(L).

Asf, 2(L) < ¢g(L) para toda coalicién no vacia L & N, esto es, x pertenece al interior relativo

del poliedro core(cg). )

Ejemplo 4.3. Sea G! el subdrbol definido en el ejemplo 4.2. Entonces el corazén del juega

de coste (N,cg1) tiene las siguientes facetas:

A={(a5-al)/acl04} vy FH={(el5~0a)/aec04]},

que son facetas de tipo (1) asociadas a las particiones en subdrboles no triviales S; = {G}, G}}

y 82 = {G},G3}, respectivamente, donde

Gi = ({L,2} U{r},{e,e2}), G = ({1,3} U{r}, {e1,es}),

G'f = ({3} U {re}, {33}) , con rg=1, G% = ({2} U{ra}, {82}) , con rg =1,

yF3={(0,1+0,5~a)/a€0,4} es una faceta de tipo (II).
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En la siguiente figura se representa core(cg}, en rajo, contenido en el conjunto de impu-

taciones del juego:

(4$51 _3)

(—4,5,5) (0,1,5) (4,-3,5)

4.4 Soluciones igualitarias restringidas ponderadas

La solucidn igualitaria restringida (constrained egelitarian solution, en inglés), propuesta por
Dutta y Ray (1989), es un concepto de solucién unipuntual para juegos TU que concilia
de forma consistente dos posturas contrapuestas: el compromise para con la igualdad y la
promocién de intereses individuales. Este concepto de solucién surge en un marco en el
que, por un lado, los individuos creen en la igualdad como un wvalor social; mientras gue
contrariamente, por otro lado, las preferencias personales de cada individuo le dictan una
conducte egoista. En este contexto se supone que todos los individuog son esencialmente
iguales, en el sentido de que todas las posibles diferencias entre ellos vienen dadas tinicamente
por los pardmetros del modelo, i.e., quedan reflejadas en la funcién caracteristica del juego;

gin embargo, en numnerosas ocasiones esta hipdtesis no es realista (para una discusién mds
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detallada, con ejemplos, véase Shapley (1981) y Kalai y Samet, (1988)).

En esta seccién estudiamos el comportamiento de la solucién igualitaria restringida de
Dutta y Ray y proponemos una generalizacién ad hoc capaz de recoger la posible asimetria
entre los jugadores. Para ello, supondremos que todas aquellas consideraciones que no han
sido reflejadas en el modelo pueden ser descritas a partir de un cierto vector de pesos dado
ezxdgenamente. Cada vector de pesos define una solucidn igualitaria restringida ponderada
sin mas que asignar un peso a cada jugador. Los pesos asignados a los jugadores se pueden
interpretar como medidas a priori del impacto de cada usuario en el sistema. En tal caso, la

solucién de Dutta y Ray se corresponde con el vector de pesos (1,...,1).

Una vez definida la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas en el con-
texto que nos ocupa, clase de juegos asociados a problemas SFTC (seccién 4.4.1), en la
seccién 4.4.2 se adopta un enfoque dindmico que nos proporciona un algoritmo polinomial
para calcular cada uno de los elementos de la familia previamente definida. Este algoritmo es
constructivo, en el sentido de que deseribe €l proceso por el cual cada uno de estos elementos
es seleccionado como propuesta final de reparto de costes. En la seccién 4.4.3, gracias a la re-
interpretacién de la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas desde un punto
de vista dindmico, se obtiene la propiedad esencial de la familia de soluciones considerada:
para todo juego del 4rbol fijo de tipo estidndar dicha familia coincide con el corazén del juego.
Por dltimo, en la seccién 4.4.4 se obtiene una caracterizacidn axiomética del conjunto de

soluciones igualitarias restringidas ponderadas como procedimientos de asignacién de costes.

4.4.1 Familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas: Defini-

ciéon

Dutta y Ray (1989) prueban la existencia y unicidad de la solucién igualitaria restringida
sobre la clase de juegos convexos (céncavos) y proponen un algoritmo para su obtencidn.
Dicho algoritmo se basa en la bisqueda de la méxima, con respecto al orden dado por la

inclusién, coalicién con mayor (menor) valor (coste) medio de un cierto juego en cada una
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de sus etapas. La generalizacién que proponemos parte, precisamente, del citado algoritmo.
Haciendo uso del hecho de que todo juego de coste asociado a un problema SFTC es céncavo
{ver Granot et.al. (1996)), lo que proponemos es modificar el algoritmo de Dutta y Ray
considerando la asimetria entre los jugadores. Dicha modificacién consiste en trabajar con

costes medios por unidad de medide.

Intuitivamente, supdngase que cada individuo de la sociedad N cree que las proporciones,
de acuerdo con las que €l coste total debe ser compartido, vienen dadas por el vector de
pesos w € R’. Entonces, la solucién w-igualitaria restringida trata de reconciliar dicha
creencia con el hecho de que la sociedad no estd dispuesta a aceptar ningiin reparto del coste
total que pueda ser blogueado. Asi, si la propuesta de reparto (%C(N Dien 1o puede ser
bloqueada (pertenece al corazén del juego), entonces coincide con la solucidén w-igualitaria
restringida. En otro caso, la sociedad es disgregada en subsociedades de tal manera que el
coste marginal de cada una de las subsociedades es compartido eutre sus miembros de acuerdo
con las proporciones dictadas por el vector de pesos w y la propuesta de reparto resultante no
puede ser bloqueada. Concretamente, la solucién w-igualitaria restringida busca la particién
de 1a sociedad en subsociedades mas grosera posible, de manera que, el vector de repartos asf
definido pertenezca al corazdn del juego.

Nota 4.3. Aadland and Kolpin (1998) introducen un concepto de solucién unipuntual para
juegos de coste del arbol fijo en el caso particular en que el drbol que define el juego es una
cadena, la regla media restringida de reparto de costes (restricted average cost share rule, en
inglés) que resulta ser la solucién ignalitaria restringida de Dutta y Ray (1989) sobre la clase

de juegos del aercpuerto.

Antes de definir la familia de soluciones igualitarias restringidas son necesarias algunas

definiciones.

Definicidn 4.6. Sea § = (G,¢, N} un problema FTC y sea w € IR", diremos que w es un
vector de pesos admisible para G si y s6lo si w > 0 y para todo 7 € N tal que c(e;) > 0,
existe un sucesor j € F(z) del jugador i tal que w; > 0. El conjunto de todos los vectores de

pesos admisibles para G se denotard por W(G).
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El concepto de admisibilidad formaliza la idea de que para todo arco del arbol debe existir,

al menos, un usuario de dicho arco que se responsabilice de su coste.

Definicién 4.7. Sea § = (G, ¢, N) un problema FTC. Dado un vector de pesos admisible
para G, w = (w1,... ,wn), se define el coste medio ponderado (con respecto ¢ w) bajo G de

una coalicién § C N no vacia como

Z c(es)

ics .

—_— s1w3:ﬁ5 wi >0,
au{S) = ’
w( ) Wg ics

oo, 8i wg=0.

Definicién 4.8. Sea G = (G, ¢, N) un problema FTC y sea T'C V un tronco de G = (V, E).
Entonces, se define la contraccidn de G por T como el problema FTC Gr = (Gr,ery N7},

donde el arbol contraido Gt = (Vr, Er) viene dado por

Vr = (V\T) U{'r";r]'1

Er = (E\ E(T)) U E.(T},

donde E(T) = {e; /i € TYUYT) y E(T) = {el = (rr,5)/i € N\T y n(§) € T}. La

funcién de coste or asociada al 4rbol Gt viene dada por

cr(e}=cle), ¥ ee€E\E(T),

er(el)=cles), Ve € B(T)

y el conjunto de usuvarios es Ny = N\ T.

La operacién de contraccién de un arbol consiste en eliminar un tronco del drbol ¥ en co-
nectar todas las componentes conexas que han quedado a un nuevo vértice raiz, manteniendo

siempre el coste original de los arcos del arbol no eliminados.
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Obsérvese que si G es un problema SFTC, entonces el problema contraido Gp verifica
todas las condiciones que definen un problema FTC de tipo estdndar salvo, posiblemente,
la condicién (ii)®. Queremos hacer notar que, no obstante, el juego de coste asociado a Gr
sigue siendo céncavo, propiedad necesaria para que el algoritmo que proponemos esté bien

definido.

Definicién 4.9. Sea G = (G, ¢, N} un problema FTC verificando todas las condiciones que
caracterizan a un problema de tipo estdndar con la posible excepcién de la condicién (ii).
Dado un vector de pesos admisible con respecto a G, w = {(wy,... ,wy), se define la solucidn
w—igualitaria restringida del problema G, que se denotard por &g (w), como el vector de reparto

de costes obtenido a través del siguiente algoritmo:

Algoritmo 1

PAso 0. Inicializacidon.

k:==1y Gt:=G.

Paso 1.
Sea g1, = min { 2, (T \ {r¢}) / T es un tronco de G* } el minimo coste medio ponderado
(con respecto a w) bajo GF.
Sea Ti(w) € N* U {r;} el iinico maximo (con respecto al orden dado por la inclusién)
tronco? de G* de coste medio ponderado minimo, pg.

Definase £f(w} = Wik, V1€ Tp{w)\ {re}-

Paso 2. Criterio de parada.

k
Si U Ty(w) = NU{r}, entonces parar. £9(w) := (Ef (w))icn es la solucién w-igualitaria
=1
restringida ponderada del problema G.
En otro caso, definase GF*1 := (GF+1, &+ N5+1) como la contraccién de G* por Ti(w),

témese k := k + 1 y repitase el paso anterior.

®Del vértice rafz parte un dnice arco.
"La existencia de T} (w) se deduce de la concavidad del juego de coste (N k ege).
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Obviamente, el algoritmo termina, a lo sumo, en n = |N| iteraciones. Teniendo en cuenta
las caracteristicas del problema que estamos tratando, se verifica que la solucién asi obtenida
coincide con la solucién igualitaria restringida de Dutia y Ray, cuando se toma w = 1.
Ademés, si Tg(w) = {T,... , T} es la particién del conjunto de jugadores N inducida por
el algoritmo, ie., Tj” = Ty(w) \ {r¢}, V £=1,... ,p, entonces el reparto de costes obtenido

verifica las signientes condiciones:

£ (w) = wia,(TY), VieTy, Vi=1,... ,p, (4.10)
k
YD W= ) e, (4.11)
¢=14ieTy ieTw (k)
k
donde T¥(k) es el tronco de G definido como U TP u{rty
=1

g‘:ﬁ_—)<’.), VieTy, ;€T y £<s. (4.12)
1

Wy
Ejemplo 4.4, Sea G = (G, c, N} el problema SFTC definido en el ejemplo 4.2. Entonces, la
solucién igualitaria restringida para este problema es £9(1) = (2,2,2,4,3,3,4,4,6, 3).
Para k=1 setieneque G' =G, u =2, T} ={1,2,3} y &(1)=2, VieT!.

Para k = 2:

pa=3,
TQI: {51_61 10}1
g1)=3, VieT}.
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Para &k == 3:

p3=4,
T3 ={4,7,8},

9(1)=4, VieT}.

Para &k = 4:

4= 61
T—'-ll: {9}1

(1)=6, VvieT].
G* = (G ¢!, NY)

Obsérvese que la particién 7(1) puede ser refinada obteniendo una particién de G en
subproblemas de tal manera que la restriccion de £9(1) a cada subarbol de la nueva particién
coincide con la solucidn igualitaria restringida del subproblema SFTC correspondiente. En
este caso, la particién en subproblemas que se obtiene es la particidn inducida por £9(1)
descrita en el gjemplo 4.2. Esta propiedad es verificada por toda la familia de soluciones.
Para todo problema SFTC, G, y para todo vector de pesos admisible, w € W(G), la particién
inducida por el algoritmo, 7g{w), puede ser refinada obteniéndose una particién del problema
original, tal que la restriccién de la solucidn w-igunalitaria restringida a cada uno de los

subproblemas se corresponde con la correspondiente solucién del subproblema considerado®.

8donde el vector de pesos viene dado por la restriccidn del vector de pesos original al subdrbol correspon-

diente.
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4.4.2 Interpretacién dindmica

El algoritmo formulado previamente es de complejidad exponencial, cada iteracién conlleva
la bisqueda (exponencial) del maximo tronco con coste medio ponderado minimo. A conti-
nuacién se propone un algoritmo alternativo (algoritmo 2) de complejidad polinomial O(n?),
donde nn = |IN| es el ntimero de usuarios del sistema. Este algoritmo surge como resultado
de dar una reinterpretacién dindmica del modelo inspirada en la historie sobre el pintedo
de carreteras de Maschler et al. (1995). Considérense los vértices del drbol como pueblos
en los que residen los diferentes jugadores y los arcos como carreterag de conexidn con la
capital de la regién (raiz del 4rbol). El coste de un tramo de carretera se expresa en funcién
del tiempo que un trabajador emplea en pintar las lineas de dicho tramo. Asi, la solucién
igualitaria restringida viene dada por el tiempo que cada uno de los jugadores emplea en
pintar la carretera teniendo en cuenta que: (i) todos los jugadores siguen pintando mientras
la carretera que une su pueblo con la capital no haya sido pintada en su totalidad, (ii) cada
jugador sélo pinta aquellos tramos de carretera que conectan su pueblo con la capital, (iii)
todos empiezan a pintar a la vez y (iv} todos pintan a la misma velocidad. Maschler et al.
{1995) consideran una condicién adicional, obligacidn soctal, necesaria para la obtencidn del
nucléolo del juego. Para todo vector de pesos admisible, w, la solucidn w-~igualitaria restrin-
gida se obtiene considerando que los jugadores pintan a distintas velocidades, w; representa
la velocidad a la que pinta el jugador i, i € N. En este caso, el coste que cada jugador debe
asurnir se obtiene, no como el tiempo que ha estado pintando, sino como el tramo del camino

que une su pueblo con la capital que ha pintado.

Cada iteracién del algoritmo describe el estado en que quedan las carreteras y prescribe
como repartir los costes entre los trabajadores después de una jornada de trabajo. Las
jornadas de trabajo vienen dadas por el minimo tiempo necesario para acabar de pintar, al
menos, una de las carreteras que todavia no han sido completamente pintadas. El coste que
cada trabajador asume es proporcional a su peso, que dada su interpretacién en este contexto,

denominaremos tase de contribucicn.
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A continuacién, se describe el algoritmo que proponemos y se demuestra su validez para

la obtencién de todo elemento de la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas.

La notacién empleada en el algoritmo es la siguiente:

(1)

(2)

(3)
(4)

(6)

(7)

ws=Y wi, ¥VSCN, ¥V weW().
icS

z{e, k) € {0,c(e)] es la fraccion del coste del arco e € E que ha sido pagada (tramo de

carretera que ha sido pintado) antes de la etapa k.

By, C F es el subconjunto de arcos que se acaban de pagar (pintar) en la etapa &.

Ek) = U E; es el subconjunto de arcos que se han pagado (pintado) antes de la etapa
i<k

k.

Para todo i € N, e(i, k) es el arco a cuyo coste esta contribuyendo {que estd pintando)

el jugador i en la etapa k.

Para todo arco e € E, S(e, k) = {i € N /e(i, k) = e} es el subconjunto de jugadores que

coniribuye a sufragar su coste {que estd trabajando en él) en la etapa k.

Para todo ¢ € N, la etapa en la que el jugador ¢ deja de pagar {pintar) se denctard por

K(i).

Definicién 4.10. Sea G = (G, ¢, N) un problema SFTC. Dado un vector de tasas de contri-

bucién, w € W(G), se define el reparto casa-reiz asociado a w, que denotaremos por x¥{(w),

como el vector de reparto de costes obtenido al final del algoritmo 2 descrito a continuacién.

Algoritmo 2

Paso 0 : Inicializacion,

k=1,
z(e,1}:=0, V e€ E,
E(L):=9,
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e(i, 1) :==e;, V i€ N,
S{ei, 1) :={i}, YVieN.

Paso 1 : Pintar y pagar.
El tiempo que se emplearia en terminar de pintar el arco e € E'\ E(k), que todavia no ha
sido pintado, en funcién de la tasa de contribucién de todos aquellos jugadores que en la

etapa actual estdn trabajando en él, viene dado por

cle) — z(e, k) .

te k) = T2 2

El tiempo minimo necesario para acabar de pintar alguno de los arcos no finalizados en

etapas anteriores es

t(k) = min{¢(e, k) /e € E\ E(k)} .

Asi, en la etapa actual se trabajard durante t{k} unidades de tiempo. Entonces, la fraccidn
de cada arco e € E \ E(k) que se pinta viene dada por wg(.x)t(k), mientras que la parte

del coste de dicho arco que ha sido pagada hasta el momento es

zle,k+1) = ale k) + wsenth), ¥ e€ B\ E(k).

Una vez pintado el tramo correspondiente de cada arco e € E\ E(k), aquellos usuarios cuyo
camino de conexién al punto de suministro no habia sido pintado en etapas anteriores debe
pagar por el trabajo realizado en la etapa actual en funcién de su tasa de contribucién.

El subconjunto de arcos finalizados en la etapa actual es,

Ey ={e€ E\ E(k)/t{e,k) =t(k)},

y el subconjunto de arcos finalizados hasta el momento es E(k + 1) = E(k) U Ej.



196 Capitulo 4. Distribucidn del coste de una red de conexidn: Juego del drbol fijo

PAaso 2 : Criterio de parada.
Si el arbol se ha pintado por completo, i.e., E{k + 1} = F, entonces parar. El coste que

cada usuario debe asumir viene dado por

K (i)
cnig{w) = Zu,-t(k:), YieN,
k=1

donde K (%) es el momento en que €l jugador ¢, i = 1,... ,n, ha dejado de pintar.
Si todavia quedan arcos por pintar, entonces para todo arco e € Fy se distinguen dos
casos:

1. Sie' € E(k + 1) para todo arco ¢ =< e, entonces todos los jugadores que estaban

trabajando en el arco e dejan de pagar en este momento. Luego, definase K (i) = k, para
todo 7 € S{e, k).

2. Si existe un arco ¢ =< e que todavia no ha sido pintado por completo, entonces todos
los jugadores en S(e, k) empiezan a trabajar en el arco e’ ¢ E(k+1), todavia no finalizado
de su camino hasta el punto de suministro, méis cercano al arco e en que se encontraban
trabajando. Actualicese S(e, k+1) de acuerdo con este razonamiento. Definase k== k+1

y repitage el paso anterior.

Obviamente el algoritmo estd bien definido, i.e., para a lo sumo en K < rn iteraciones y
el vector obtenido, x9(w), es un vector de reparto de costes (i.e., es eficiente). Sea x%(w) el

reparto casa-raiz asociado a w € W(G) obtenido, entonces se verifica:

(C1) Sie; < ey, entonces K(i) < K(4). Los usuarios més cercanos al punto de suministro

acaban de pagar antes.
. a:g(w) )y
(C2) Para todo i,j € N, K(i) < K(j) siy sblosi —t— < —.

z3 (w) — wy

(C3) Sea AY = {i € N / K(i) = k}°. Entonces, A(k) = U AY U {r} es un tronco de G,
j<k

8(Obsérvese que alguno de los subconjuntos de vértices asi definido puede ser vacio si ningiin jugador acaba

de pagar en la correspondiente etapa.
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para todo k=1,... K.

w
C4) 2% (w) = wic A4 para todo ¢ € A¥, donde c{AY) = cle;).
i W aw k k
AR icAY
Nos referiremos a la particién del conjunto de usuarios Ag(w) = {AY,... , A%} como la

particion definida por el tiempo de finalizacidn inducida por x%(w).

A continuacién se muestra con un ejemplo ilustrative cémo funciona el algoritmo 2.

Ejemplo 4.5. Sea G = (G, ¢, N) el problema SFTC considerado en el ejemplo 4.2. Entonces,
el reparto de costes casa-raiz asociado a w = 1 se obtiene como sigue:

En la etapa k£ = 1:

51’:(8,;, ]-) =0, S(Bi, ]-) = {E} ¥ t(B,‘,l) = C(ei) s VieN.

Entonces, t(1) = 1, E; = {es,e3} y E(2) = E;.

En la etapa k& = 2:

8
—
P

b3
et

Slei 2} | tei, 2)
{1,2,3} | 1

{4}
{5}
{6}
{7}
{8}
{9}
{10}

L= e ol Bl = A ) RSN U B N B B

el B Rl i i T
AT MBI L N LT

—
[l

Entonces, ¢(2) = 1,E; = {ej,en} y E@3) = {ei,e2,e3,e10}.  Por consiguiente,
K(l)=K(2)=K(3)=2.
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En la etapa &k = 3:

i | (e, 3) | Ses, 3) | tei,3)
1 4

2 1

3 1

4 2 {4} 4
5 2 {5} 1
6 | 2 | {610} | 1
7 2 ! 1
8 2 {8} 1
9 2 {9} 4
w0 2 |

EHtOIlCES, t(3) = ]-:E3 = {85,36187,88} y E(4) = {813821631851863371881610}° Luegou

K(5) = K(6) = K(10) = 3.

Fm la etapa & — 4:

i | z(end) | Sle;,4) | tlei,4)
i 4

2 [ 1

3 1

4 | 3 {478 | 1
5 3

6 4

7 3

3 3

5| 3 {9} 3
10 2

Entonces, t(4) = 1, Ey = {e4} v E(5) = {e1,e2, €3, €4, 5, €5, €7, €5, €10} Luego, K(4) = 4.
En la etapa &k = 5, t(5) = 2, E; = {es} y E(6) = E. Entonces, K(9) = 5 y
x9(1) = (2,2,2,4,3,3,4,4,6,3).
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Proposicién 4.5. Sea G = (G, c, N} un problema SFTC. Entonces, para todo vector de tasas
de contribucion, w € W(G), el reparto de costes casa—raiz asociado a w, xY(w), cvincide con

la solucién w-igualitaria restringida de G.

Demostracion: Dado un vector de tasas de contribucién (vector de pesos admisible) w €
W(G), sea Tg(w) = {T{,... , T’} la particién del conjunto de jugadores asociada a £9 (w).
Probaremos que Tg(w) coincide con la particién Ag{w) = {AY,... , A%} definida por los

tiempos de finalizacién inducidos por el vector de reparto de costes x%(w).

Sea AY el primer subconjunte no vacio de Ag{w). Comprobaremos que T7* = A7. Para

probar dicha igualdad es suficiente con tener en cuenta que:

(i) A7 es el maximo tronco del 4rbol G que se acaba de pintar primero.

(ii) El tiempo que se tarda en pintar un tronco, T, de G viene dado por

au(T\ {r}) =

UTG}
De la igualdad T} = AY, se deduce

af (W)=t (w), ViedA¥=1".

Contrdigase G por TY’, obviamente Ti(w) = {T¢,... T’} v Ag(w) = {47,,... , A%}
se corresponden, respectivamente, con las particiones inducidas por ambas soluciones!® en el
problema contraido. Asi, aplicando el mismo razonamiento al problema contraidoe, se tiene
que T3 = AP, donde A es el segundo subconjunto no vacio de Ag{w) vy, por consiguiente,

of{w) = &f{w), para todo ¢ € AY = T¥. El resultado se deduce de la aplicacién reiterada

°donde el vector de pesos (tasas de contribucién) en el problema contrafdo viene dada por la restriccidn

del vector de pesos original.
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del razonamiento anterior sobre los sucesivos problemas contraidos. -l

Observacion 4.3. Trivialmente, de la interpretacién dindmica de la familia de soluciones
igualitarias restringidas ponderadas dada por el algoritmo 2, se deduce que dicha familia es
descomponible. Es decir, dado un problema FTC, G = (G, ¢, N}, verificando todas las condi-
ciones que caracterizan a un problema SFTC a excepcién de la condicién (ii}, se verifica que
para todo vector de pesos admisible para G, w € W(G), la solucién w-igualitaria restringida
de G se abtiene como el producto cartesiano de las correspondientes soluciones de cada una

de sus componentes.

4.4.3 Relacién con el corazén del juego

La aproximacion dindmica al problema no sélo nos proporciona una herramienta sencilla de
cdlculo, sino que también nos permite obtener el principal resultado acerca de la familia de
soluciones igualitarias restringidas ponderadas. Para todo problema SFTC, G = (G, ¢, N), el
conjunto compuesto por todas las soluciones w-ignalitarias restringidas, cuando w varia sobre
el conjuntc W(G) de vectores de pesos (tasas de contribucién) admisibles para G, coincide
con ¢l corazdn del juego de coste asociado, (N, cg). Una vez establecida dicha equivalencia,
se estudian las propiedades de la aplicacién €9 : W(G) — core{cg), que asigna a cada vector

de pesos admisible w a solucién w-igualitaria restringida del problema §.

Teorema 4.1. Sea G = (G, ¢, N) un problema SFTC, entonces core(cg) = £9(W(G)), donde

E9(W(G)) es el conjunto de todas las soluciones igualitarias restringidas ponderadas de G.

Demostracién: Veamos que se verifica la igualdad probando la doble inclusién. En primer

lugar, la inclusién £9(W(G)) C core(cg) se deduce trivialmente del lema 4.3.

Veammos que se verifica la otra inclusién, core(cg) C £9(W(G)). Para ello, comprobaremos
que para todo vector de reparta de costes, x € core{cg), existe un vector de pesos admisible,

w € W(G), tal que £%(w) = x.
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Sea Sg(x) = {G',... ,GP} la particién de G en subproblemas inducida por x (proposi-

cién 4.3). Se distinguen dos casos:

Caso 1. Si Sg(x) es la particién trivial Sg(x) = {G}, entonces definase w; = z; para todo
i € N. Obviamente, w = x € W(G) y de las desigualdades del corazén ¢(T) > z(T), V T

tronco de G, se deduce que

c(N)

\Ch

p1 = min{au,(T\{r}) /T, troncode G} = a,{N) = =1.

Luego, Eig(w) =wijay(N)=1z;, Vi€EN.

Caso 2. Si Sg(x) = {G',...,G?}, donde G* = (Sx U {re}. Ex), V k =1,...,p, es
una particién no trivial, entonces considérese la relacién de precedencia < definida sobre el

conjunto {Sy,..-,S5,} como sigue:

ngSt <— i ’A‘:ESg talque StQF(z)

Entonces, definase w; = apz;, Vi€ 8, V£E=1,...,p, siendo a = (ay,... yap) > 0y

verificando:

[Si Sp <8, —> ag}_at], V1< t<p.

Obviamente, w € W(G). Veamos que efectivamente £9(w) = x. Lo probaremos por
reduccion al absurdo. Se comprobard que de la negacién de &(w)? = x se deduce que

x ¢ core{cg).

De la eleccién de w se deduce trivialmente que si Sy precede a Sy, entonces los Jjugadores de

S¢ cubren el coste correspondiente al pintado de S, (2 ics, ¢le:) ) antes de que los jugadores
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en S; hayan cubierto el coste correspondiente a S; (Y, .o cle;) ). Asi pues, se tiene que

1€S5:

D w =) ey =) @i, YE=1,....,p. (4.13)

€S, 1€ S5y IES,

Si ¢9(w) # x, entonces de (4.13) se sigue que para algin ¢ € {1,... ,p} deben existir dos

jugadores i, j € Sy, verificando

Flw)<z; ¥y 5?(:.‘:) > 2. {4.14)

Por otro lado, wr = oz, ap > 0, para todo r € S, entonces de la condicién (4.14) se

deduce que

fw)  wi
Elw) " w

Por tanto, de la condicién (C2)!! se deduce que el jugador ¢ acaba de pagar antes de que lo

haga el jugador j, Le., K(i) < K(j).

Sea j* el jugador en el camino P; mds cercano al vértice raiz que deja de pagar en la

misma etapa en que lo hace el jugador 7, sea £ € {1,... ,p} tal que 5* € Sy, y sea

F(*)={reS /i 3r, S35},

el conjunto de sucesores de j* en { S / Sk =< S; }.

Para todo r € Fi(5*) se tiene que wy = a2z, > oz, Entonces, de las condiciones (C1)1

. . x¥ (w [2h ..
11[}((3)51((_7) — ;i’%s;—-]’ VY i,j€N.
I
2% e; <e; = K(i) < K{j).
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y (C2) se deduce

(7)) = € ) >a, S S I v re BGY). (4.15)

K(r)2 K(j") =K (w) ~ gy > 57

Luego, como 539 {w) > zj, de (4.15} se tiene que

E(w) >z, VY reR([). (4.16)

Sea S; la unién de todos aquellos elementos en {Sy, ... , Sp} que preceden estrictamente a
8¢, entonces Sy y S;” U S; son troncos auténomos en £g(w). A continuacién, comprobaremos

que Ly = (87 U S} \ Fi(5*) es también un tronco auténomo en £9(w).

Como K (i) < K(j) = K(j*), de la condicién {C1) se deduce que i ¢ F({j*). Entonces,
teniendo en cuenta que G es un arbol estdndar, se tiene que i* = w(j*), predecesor del
jugador j*, no es el vértice raiz'3. Ademds, por la eleccién de j*, K(i*) < K(j*) < K(r),
YV r € F{s*). Entonces ningin jugador de F;(5*) contribuye al pago de arco alguno del

camino P; # (. Por tanto, L; es un tronco auténomo en £9 (w), ie.,

> Giw) = cles). (4.17)

il iCLy

Pero, de (4.16), (4.17) y de la definicién de Si(x), se obtiene

Zm,',: Z T — Z Ty > Z Ti— Z E?(W)S

€L €S US: iEF(5*) 1€8; US: i€F(")
= 3 de)— Y cley = > eles),
IESTUS, i€ (5*) €Ly

1362 &5 un drbol estdndar, si r = x(j), entonces de la condicién (ii} se deduce F(5) =
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violando la restriccidn del corazén correspondiente al tronco L; = (S; U S;) \ Fy(5*).

Asi, se tiene que la negacién de la tesis que queriamos probar contradice la pertenencia,

de x a caore(cg) y, por tanto, el resultado queda probado. O

De la demostracién del teorema anterior se deduce trivialmente el siguiente resultado, en el
que se establecen las propiedades de la aplicacién ¢9. Como se ha visto, un mismo elemento
del corazén del juego se puede obtener a partir de distintos vectores de pesos admisibles,
siempre y cuando para todo jugador se siga manteniendo su impacto relativo con respecto al

resto de jugadores.

Proposicién 4.6. Para todo problema SFTC, G = (G,c,N), sea €9 : W(G) — core(cg)
la aplicacion que asigna a cada vector de pesos admisible con respecto a G, w € W(G), la

solucidn w—igualitaria restringida de G, £9(w). Entonces

(i) Pare todo vector de reparto de costes, x, perteneciente al interior relativo del poliedro

core(cg) ¢ a una faceta de tipo (I), se verifica

€Y x) = {weW(@) /%w) =x}={ax/a>0}.

(it) Para todo vector de reparto de costes, x € core(cg), perteneciente a una faceta de tipo

(II), se verifica

(c‘g)_l(x)z{wEW(g)/wi:ags,r-,-, VieSy, o>0, Vi=1,...,p ¥y

ap > oy, VL1 tales que S <5;},

donde Sg{x) = {G!,... ,GP}, Gt = (SeUdred By, £ =1,...,p, es la particién de
G en subproblemas inducida por x y ({S1,...,5}, %) es la relacion de precedencia

definida anteriormente.
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4.4.4 Caracterizacion

Se concluye el estudio de la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas obtenien-
do una caracterizacién de los elementos de dicha familia como procedimientos de asignacién

de costes.

Sea F el espacio de todos los problemas SFTC, entonces un procedimiento de asignacion
de costes para problemas SFTC es una funcién, £ : F — U ycw JR", asignando a cada

[N <o

problema SFTC, G = (G, ¢, N}, un vector de reparto de costes, (G, ¢, N} € IR™.

La regla igualitaria restringida se define como el procedimiento de asignacidn de costes,
£ F U| yew IRi , que asigna a cada G = (G, c, N) € F su solucién igualitaria restringida,
£(G,c,N).

Extender la regla igualitaria restringida requiere la consideracién de una funcién que
asigne a cada problema SFTC, G = (G, ¢, N) € F, un vector de pesos admisible para G, ie.,
w:F = UI%I%LRE verificando w(G,c, N) € W(G) para todo problema SFTC, § € F. A
toda funcién, w, que cumpla dicha condicidén la denominaremos sistema admisible de pesos.
La regla w-igualitaria restringida se define como el procedimiento de asignacién de costes,
£ 1 F = Uyew IRY, que asigna a cada problema SFTC, G = (G,¢,N) € F, su solucién
w(G,e, N )—ig‘hl;,lafloi‘::aria restringida, £¥(G, ¢, N).

El objetive que nos planteamos es obtener una caracterizacién de dichog procedimientos
de asignacidn de costes que refleje lag caracteristicas esenciales de las soluciones en las que se
basan: igualitarismo y promocién de intereses individuales. La primera de ellas es reflejada
por medio de una propiedad de minimizacién del rango de los vectores de reparto de costes
obtenidos; mientras que la segunda queda reflejada mediante la exigencia de que dichos
vectores de reparto pertenezcan al corazdn del juego de coste agociado. Sin embargo, estas dos
condiciones no son suficientes para caracterizar a las reglas w—igualitarias restringidas, sino
que serd necesario considerar una propiedad adicional de cardcter dindmico, monotenicidad

con respecto a la funcidn de coste.
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Veamos en primer lugar algunas de las propiedades satisfechas por las reglas w-igualitarias
restringidas.

Definicién 4.11. Sea £ : F = Uncw R un procedimiento de asignacién de costes para
I¥[<oo

problemas SFTC . Se dice que £ verifica la propiedad de:

(i) Monotonicidad con respecto a la funcién de coste si y sélo si para todo par de proble-
mas SFTC , § = (G,¢, N} y G' = (G, ', N}, tales que ¢ > ¢ se verifica

Ei(G,C’,N)ZE;(G,C,N), VieN.

(ii) Pertenencia al corazdn si y sélo si £(G,c¢,N) € core(cg), para todo problema SFTC,

G ={G,e, N)e F.

Obviamente, las reglas w-igualitarias restringidas verifican ambas propiedades. Sea
£%(G,c,N) la solucidén igualitaria restringida del problema G = (G,¢,N) € F y sea
Tg(1) = {T1,...,Tp} la particién del conjunto de jugadores N asociada a £%(G,¢, N) in-
ducida por el algoritmo 1, entonces las condiciones (4.10), (4.11) y {4.12) se pueden expresar

como sigue:

5:(G:C1N):£;(0161N): VieTy, jeTy, paratodo £=1,...,p, (418)

k
S 3G N = > e, VE=1,...,p, (4.19)
£=1 4Ty ieT(k)
k
donde T'(k) es el tronco de G definido como | J 7y ¥
=1

£(G, ¢, N) <£§(G,c,N), VieTy, jeTy si k<d. (4.20)
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Lema 4.5. Dado un problema SFTC, G = (G,c,N) € F, sea £¢(G,c,N) su solucidn iguali-
taria restringida y Tg(1) = {T1,... ,Tp} la particidn del conjunto de jugadores N asociada
a §°(G, ¢, N} inducida por el algoritmo 1. Para cualguier k € {1,... ,p — 1}, considérese el
problema SFTC G* = (G, c*, N), donde la funcidn de coste & viene dada por

cFle;)= cle;), VieT, y £<k,

Fle)=clej) —es, VieTy y £>k+1,

ElETa C(ei) _ EtETk C(ei)
E7 1T%]
{<Ek-1y T,f = UpsiTy es la particién del conjunto de jugadores N inducida por

€8(G, %, N). Ademds,

. Entonces, {TF,... ,T,f}, donde Tf = T, para todo

donde €4 —

£(G,c* N)=¢£8(G,e,N), VieT; y <k,

Yier, c(e:) (4.21)

£¢(G, cF, N)= 7 :

VieT, y £2k+1.

Demostracién: Sea ¢ el vector definido por la expresidn (4.21). Se debe demostrar que

¥ =¢%(G, ¢k, N). En primer lugar, se prueba que ¢ € core(cge ).
En efecto, ¢; > 0 para todo i € N y, como se comprueba a continuacién, es eficiente.

Do Fle) = 3 cle) +| UTE|E—i{—"—i‘*ﬂ=

ieN i€T (k) &>k T

k
=22 ECeN+3 3 =3 v,
£=11i€T;

£>k icTy ieN

donde la segunda igualdad se deduce de la condicién (4.19). Luego, por el lema 4.1 es

suficiente probar que Z wi < Z c” (e;), para todo tronco T de G.
i€T €T



208 Capitulo 4. Distribucién del coste de una red de conexién: Juego del drbol fijo

Sea T un tronco cualquiera de G, se distinguen dos casos:

(i) SiT C U T; , entonces
<k

Yo=Y &(G,aN) <Y ele) =Y Fe).

ieT €T ieT icT

(ii) SiTnN (U Ty) # 0, entonces considérense los subconjuntos de vértices T/ = T NT'(k)

T” _?k ! H
y =T\ T'. Se verifica

ch(ei) = Zc(ei)“'Z|T”ﬂTz\'€z=

T T £k
e7, ol e, ole)
= E cle;) — Z('T” NTy - EE_E;#‘)) T # _
€T &k | 2[ | kl
Ez’e’r c(e;)
- Z cfe;) — Z &G, e, N} + |T"| - =2t 2
ieT? icT _'T;‘:l_

(4.22)

De la expresion (4.22) y del hecho de que £%(G, ¢, N) pertenece al corazén del juego de
coste (N, cg), se deduce

(‘,{P.‘\

5. o oele
LneTy =\

S = PG e N+ S

icT icT!
= Y E(G,e,N)+ Y &G, N)+ ) cFle) - D cles) <
icT” €T eT e
< Dele)+ Y Fle) =) Fle).
€T = ol ieT

Asi, se tiene que ¢ € core(cgr). A continuacién, se probard que la particion del conjunto
de jugadores inducida por el algoritmo 1 para calcular la solucién ignalitaria restringida de

Gk, {TF,... ,TF}, coincide con la particién definida en el enunciado del lema.
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De la pertenencia de ¢ a core(cgs), de la definicién de w y de la condicién (4.20), se

deduce

ch(e") 22(,9,- EZ(M) = |Tl-—z—@i(—eﬂ, ¥ T, troncode G .

icT €T i€T 1 T3]

Ademds, obsérvese que si 7] & 7', entonces la segunda desigualdad es estricta. Luego, el

maximo tronco de coste (con respecto a ¢®) medio minimo es 71, ie., T = T1.

Aplicando reiteradamente el razonamiento anterior a cada problema contraido se obtiene
el resultado (téngase en cuenta que ¢! = (;);c N1, bertenece al corazdn del correspondiente
Jjuego de coste asociado al problema contraido por 73, como quedé probado en la proposi-

cién 4.3). D

El lema anterior se extiende al caso en que la solucién considerada sea una solucién

igualitaria restringida ponderada como sigue:

Lema 4.6. Dado G = {G,¢,N) € F, para todo w € W(G), vector de pesos admisible para
G, sea £Y(G,c, N) su solucion w-igualitaria restringida y sea Tg(w) = {T¥,... , T} la
particion del conjunto de jugadores N asociada a £¥(G,c, N) inducida por el algoritmo 1.
Para cualquier k € {1,... ,p— 1}, considérese el problema SFTC, G* = (G, c*, N), donde la

funcion de coste & viene dada por

F(e)= cfe;), VieTy y £<k,

Flei)=cle;) —wigg, VieT y £2k+1,

donde g7 = (T} — o (T§’). Entonces {LY,... ,L¥}, donde LY = Ty, para todo £ < k-1

y LY = Uk Ty es la particién del conjunto de jugadores N inducida por £(G,c*, N).
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Ademds,

§(G, " N)=€(G,e,N), VieTy y £<k, (423)
£2(G, " N) = wia (T%), VieTy y £>k+1.

Demostracién: Siw es un vector de pesos admisible para G, entonces w es también admisible
para G¥, luego £%(G, ¢*, N) est4 bien definida. Ademds, las condiciones (4.18), (4.19) y (4.20)
se extienden a £Y(G,c, N), entonces el resultado se obtiene adaptando de forma directa la

demostracién del lema anterior. 0

Notacién. Se denotard por M a la clase de procedimientos de asignacién de costes en
F compuesta por todos aquellos procedimientos de asignacién de costes para problemas
SFTC que verifican las propiedades de monotonicidad con respecto a la funcién de coste y

pertenencia al corazén.

Teorema 4.2. Lo regla igualiteric restringida es el dinico procedimiento de asignacion de

costes en F que minimiza el rango de los vectores de reparto de costes'® sobre M.

Demostracion: En primer lugar, se probara que efectivamente la regla igualitaria restringida
minimiza el rango de los vectores de reparto de costes sobre la clase considerada, para luego

probar que el minimo es dnico.

1) Dado ¢ € M, se demostrard que para todo problema SFTC, G = {G, ¢, N) € F, se verifica

méx{ pi(G,c,N) /i € N} > méx{¢(G,c,N)/ie N}, (4.24)

“rango{¢®(G, ¢, N)) = min{rango{¢{G,c, N)) / ¢ € M}, para todo § = {G,c, N) € F.
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min{ pi(G,c,N) /i € N} < min{¢{(G,c,N} [ie N}, (4.25)

donde £5(G, ¢, N) es la solucidn igualitaria restringida de G = (G, ¢, N).

Sea {T1,... ,T,} la particién del conjunto de jugadores asociada a £°(G,c, N} inducida

por el algeritmo 1. Se distinguen dos casos:

(i) Sip =1, entonces £¥(G, ¢, N) = c(N) - (%,...,L). Luego, las desigualdades (4.24) y

(4.25) se deducen trivialmente de la eficiencia de ¢(G, ¢, N).
(11) Sip > 1, entonces en primer lugar probaremos que

méx{ ;(G,e, N} /1 € Tp } > méx{£§(G,e, N) /i€ N }.

Supéngase, por el contrario, que

méx{ wi(G,e,NY i ETp} <méx{£f(G,c,N)/z’ EN},

entonces de Ja condicidén (4.20) se deduce

QDi(G,C,N) Smé.X{QOz(G,C,N)/'L ETP} <£§(G1C:N)= v tET,‘P

Entonces, de la condicién {4.19) y de la eficiencia de ambas soluciones, se tiene que

D oded= Y, &GeM< Y @, (4.26)

i€T(p-1) €T (p-1) €T (p~1)



212 Capitulo 4. Distribucidn del coste de una red de conexidn: Juego del drbol fijo

donde T'{p—1) es el tronco de G, U Ty, en contradiceién con la propiedad de pertenencia

£<p
al corazdn.

Asi,

méx{ p;(G,c,N)/i € N} > méx{ 0i(G,c,N) /i € T, } > max{£}{G,e,N) /i€ N }.

Anidlogamente se demuestra que

min{ ;(G,c,N) /i € N} <min{pj(G,¢,N)/ie T } <min{&(G,c,N)/ie N}.

Asi pues, se ha probado que para todo procedimiento de asignacién de costes ¢ € M y

para todo problema SFTC, G € F, se verifican las desigualdades (4.24} y {4.25). Luego,

rango(w(G, ¢, N)) = max{ ¢;(G,c, N} /i € N} —min{ ;(G,c,N) /i€ N} >
> méx{ G, e,N) /i € N} ~min{&(G,c,N)/i € N} = rango(£%(G, ¢, N)),

VG=(G,e,NVeF, VopeM.

2) A continuacién se establece la unicidad. Sea ¢ € M tal que rango{p(G,c, N}) =
rango(£(G, ¢, N}), para todo G = {G,¢,Ny € F.

Dado G = (G, ¢, N) € F, se demostrard que ¢;{G, ¢, N) = £5{G,¢, N), VieN.

Como antes, sea {71, ... ,T,} la particidn del conjunto de jugadores asociada a £°(G, ¢, N)

inducida por el algoritmo 1. Se distinguen dos casos:

(i) Sip =1, entonces trivialmente debe ser (G, c, N) = £°(G, ¢, N) = ¢(N) - (%, cee %)-

(i) 8ip > 1, entonces se demostrard que ;(G, ¢, N) = ££(G, ¢, N), para todo i € Ty, para
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todo k= 1,...,p, por induccidn hacia atrds en el indice &.

Veamos que se verifica la igualdad para k = p: Sirango(p(G,c, N)) = rango(£%(G, ¢, N)),
entonces de las desigualdades (4.24) y (4.25), se deduce

méx{ i(G,c,N) /i € N} = max{ &G, c,N) /i € N },

entonces,

(Pi(G,C,N)S&f(G,C,N), ViGTP'

Luego, si (¢:i(G, ¢, N))I.E,Tp # (£4(G, ¢, N)(G,e, N))ieTp= entonces debe existir i € T}
tal que p;(G,c, N) < £7(G, ¢, N), de donde

2 wilGeN) <Y E(Ge, Ny = eles),

icTy €Ty icTy

¥, por consiguiente, de la eficiencia de ¢(G, ¢, N), se deduce

Z C(Bi) < Z (,Dg‘(G,C, N) ’

i€T(p—1) i€T(p~1)

en contradiccién con la propiedad de pertenencia al corazén. Luego,

@ilG, e, N) =G, e,N), VieT,.

Supdngase que p;(G. ¢, N} = ££(G, ¢, N), para todo i € Ty, para todo £ = k,... ,p. Se
comprobara que, en tal caso, ¢;(G,¢, N) = £5(G, ¢, N) para todo i € Ty..p.
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Considérese el problema SFTC, (G, ¥, N), definido en el lema 4.5, entonces se veri-

fica:
(a) 1 <e.
(b) EF(G,C,N)fo(G,Ck_'l,N), VieT, YIi<k-1.
() @G, " N)=¢(G,F L, N), VYieT,, VIizk-1.

Obsérvese que la condicién (c¢) se deduce del hecho de que {le_l, .. ,T,f__ll}, donde

T,‘:__ll = U Ty es la particién del conjunto de jugadores asociada a £4(G, 1, N)

k-1
inducida por el algoritmo 1 (véase el lema 4.5) y de la aplicacién del razonamiento

anterior al problema (G,cf~!, N).

De la condicidn (c) y de la eficiencia de ambas soluciones, se deduce

Y @G FTIN) = ) (G N),

i€T(k—1) €T (k1)

Por tanto, por la condicién (b) se tiene que

Y. wl(@dTNNY= Y E(G,eN). (4.27)

i€T(k—1) ieT(k—1)

Por otro lado, por hipétesis de induccidn, se verifica

3 Y w(Ge Ny =3 S €(G, e, N). (4.28)

>k €T, £k €T,
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Luego, de (4.27), (4.28) y de la eficiencia de ambas soluciones, se deduce

Y @GN = Y (G N) = (V) -3 S E(G e N) =

i€T(k—1) ieT{k—1) 2k icTy
= o(N) =) D w(G.e,Ny = > ¢i(G,c,N).
2k €Ty ieT(k—1)

Entonces, teniendo en cuenta que la propiedad de monotonicidad implica

(Pi(G:ckWIaN)S[Pi(G-;C:N)a v iENa

se tiene que

0i(G, e, N) = 0;(G,F LN}, VieTk-1).

Luego, de (b) y (c) se deduce

0i{G,c, N) = @i(G, "1, N) = €8(G, cF~L, N) = £(G,e,N), YieTi,.

La caracterizacién de la regla igualitaria restringida se adapta al caso asimétrico siempre
y cuando el sistema admisible de pesos w que define la regla igualitaria restringida ponderada

verifique ciertas condiciones.

Definicién 4.12. Se dird que un sisterma admisible de pesos w es positivo si wi(G, ¢, N ) >0,

VieN, VG={(G,c,N)eF.

Proposicién 4.7. Seaw : F = U pycw IRT}; un sistema admisible de pesos positivo. Entonces,
[N|<o0
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la regla w-igualitaria restringida minimiza el rango ponderado (con respecto a w)'® de los
vectores de reparto sobre la clase de todos aquellos procedimientos de asignacion de costes

para problemas SFT'C wverificando la propiedad de pertenencia al corazon.

Demostracién: Se demuestra adaptando de forma directa el apartado 1} de la demostracién

del teorema anterior.

Si w es un sistema admisible de pesos no positivo, el teorema 4.7 se extiende siempre y
cuando el maximo y el minimo sean calculados sobre el subconjunto de jugadores con peso
estrictamente positivo y la clase de procedimientos de asignacién de costes considerada se
reduzca a todos aquellos procedimientos de asignacién de costes para problemas SFTC, £,
verificando la propiedad de pertenencia al corazén, tales que para todo G = (G,¢, N) € F
satisfacen &;(G, ¢, N) = 0, para todo 7 € N tal que w;(G,¢, N} = 0. A continuacién se obtiene
una caracterizacion de las reglas w-igualitarias restringidas en el caso particular en que w sea

un sistema admisible de pesos positivo y homogéneo.

Definicién 4.13. Se dird que un sistema admisible de pesos w es homogéneo si y s6lo si w es
independiente de la funcién de coste del problema SFTC, i.e., w(G, ¢, N) = w(G,d, N) para

todo par de funciones de coste c, ¢'.

Teorema 4.3. Sea w un sistema admisible de pesos positive y homogéneo. Entonces, la regla
w-igualitaria restringida es el unice procedimiento de asignacidn de costes para problemas
SFTC que minimiza el rango ponderado (con respecto a w) de los vectores de reparto de

costes sobre la clase M.

Demostracién: La suficiencia se demuestra adaptando de forma directa el apartado 2) de la
demostracion del teoremna 4.2; mientras que la necesidad ha sido probada en la proposicion 4.7.

a

De hecho, el resultado de caracterizacién de la regla igualitaria restringida (teorema 4.2)

‘“mé.x{f"(G'C'N) fien b &GN o
lu'-.'(G,C, N) ! J Lwi(G’C’N) ! J




4.4. Soluciones igualitarias restringidas ponderadas 217

es similar al resultado de caracterizaciéon de la regla media restringida de repartc propuesta
por Aadland y Kolpin (1998) para problemas del aeropuerto. No obstante, ademds de que
la caracterizacién que nosotros proponemos es vilida en un contexto mas amplio, la carac-
terizacién propuesta por ellos involucra una propiedad adicional, ordenacidn (ranking, en
inglés). Dicha propiedad establece que el coste asumido por los usuarios de acuerdo con el
procedimiento de asignacidn de costes en cuestién debe preservar el orden establecido por la

relacién de precedencia (V, <).

Por 1ltimo, se establece la independencia ldgica de las propiedades que caracterizan a las

reglas consideradas.

Proposicién 4.8. Las propiedades consideradas en el teorerna de caracterizacion 4.9 son
I6gicamente independientes, i.e., existen procedimientos de asignacién de costes para proble-

mas SFTC que no satisfacen exactamente cada una de ellas.

Demostracion:

1. No minimizacién del rango ponderado: Para todo sistema admisible de pesos positivo y

homogéneo, el correspondiente valor de Shapley (dual) ponderado (ver seccién 4.5) defi-
nido por el sistema de pesos (w{G,c, N), {N}) para todo problema SFTC, G = {G, ¢, N},
verifica las propiedades de monotonicidad con respecto a la funcién de coste y pertenencia

al corazén, pero no minimiza el rango ponderado sobre la clase considerada.

2. No pertenencia al corazdn: Para todo sistema admisible de pesos positivo y homogéneo, el

procedimiento de asignacién de costes para problemas SFTC que se obtiene repartiendo

el coste global proporcionalmente al peso de cada jugador, i.e.,

wi(Ga C, N)

wilG,c.N) = .
Wyl c, iV}

¢N), VieN, VY G={GcN)eF,

minimiza el rango medio ponderado'® y verifica 1a propiedad de monotonicidad con res-

pecto a la funcién de coste, pero no verifica la propiedad de pertenencia la corazén.

"®sobre la clase de todos los procedimientos de asignacién eficientes.
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3. No monotonicidad con respecto a la funcién de coste: Para todo sistema admisible de pe-

sos positivo y homogéneo, considérese el procedimiento de asignacién de costes definido

como sigue:

Dado G € F, sea Ag(w(G,c,N)} = {AY(G),... ,A‘é’(g)(g)} la particién definida por el

tiempo de finalizacién inducida por la solucién w(G, ¢, N)-igualitaria restringida de .

Sea C la subclase de problemas SFTC compuesta por todos aquellos problemas del ae-
ropuerto para los que k(G) = |Ag(w(G,c, N))| > 3, y tales que [4}(G)| > 2, para algin
1< £<k(G).

Entonces, para todo problema SFTC, G € C, sea i* el jugador en A}‘ig) m4s pequeiio (con
respecto a w(@, ¢, N)) y 7* el jugador mids grande. Es sencillo definir una perturbacién de
la regla w-igualitaria restringida que coincida con dicho procedimiento fuera de C y difiera
en C transfiriendo una cantidad lo suficientemente pequena del jugador * al jugador j*
como para que la imica propiedad gue se viole sea la de monotonicidad con respecto a la

funcién de coste.

Por ejemplo, para el sistema de pesos w(G, ¢, N) = 1 € RY, deffnase ¢ : F = U yew R
|N| <o

como el procedimiento de asignacidn de costes en F que coincide con la regla igualitaria

restringida sobre F\ {Go } y ©(Go) = (1,1'5,2'5,3), donde Gy es el problema del aeropuerto

definido por N ={1,...,4}, 1 <2 <3 <4, ci=L,ca=cs =2y g = 3. O

4.5 Valores de Shapley ponderados: Un enfoque dindmico

En la seccién anterior se ha descrito un proceso dindmico (repartos casa—rafz) para la ob-
tencién de cada uno de los elementos de la familia de soluciones igualitarias restringidas
ponderadas. Dicho procedimiento se basa en la idea de que cada usuario pinta parte de las
carreteras que conectan su pueblo con la capital. En esta seccidn proponemos un proceso
dindmico (repartos rafz-casa) basado en la misma idea, pero con un planteamiento dual. En

egte caso, cada usuario pinta también parte de las carreteras que conectan su pueblo con la
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capital, pero el sentido considerado es el opuesto. En primer lugar, se fijan exdgenamente
puntos de suministro intermedios en el drbol de conexién original, de forma que el interés
de cada usuario se centra, en esta nueva situacién, en ser conectado al punto de suministro
intermedio mas cercano a su lugar de residencia. Qué fraccién de cada carretera del camino
que conecta su pueblo con su correspondiente capital local pinta cada jugador depende, por
un lado del hecho de que cada jugador empieza trabajando en la carretera que parte de su
capital local (vértice raiz local que le corresponde) y, por otro lado, al igual que en el caso
anterior, de su tasa de contribucién. Se demuestra que el conjunto compuesto por todos
aquellos repartos obtenidos mediante este nuevo procedimiento coincide con el conjunto de
valores de Shapley (duales) ponderados {Kalai y Samet {1988)) del juego de coste asociado

al problema de conexidmn,

Definicién 4.14. Sea § = (G, ¢, N) un problema SFTC. Un reparto de costes raiz—casa
pare G se define como el vector de reparto de costes, x”5(G), que se obtiene signiendo el

procedimiento que se describe a continuacién:

El coste que cada usuario debe asumir se determina en un nimero finito de etapas en

base a:

1. Una particién § = {G',... ,GP} de G en subproblemas (ver definicién 4.4).

2. Un vector de tasas de contribucién, v € JR:‘_, asignadas a priori a cada uno de los
Jjugadores, admisible para cada uno de los elementos de la particién S. Esto es,

Y56 = (%)ies, € W(GF), Y k=1,...,p.

3. La particién considerada en 1. determina los puntos intermedios de suministro, i.e.,

para todo ¢ € N, el jugador ¢ es asignado a la raiz local ry sii € S, k€ {1,... ,p}.

En cada etapa cada jugador contribuye a costear un determinado arco del camino que le
conecta con el punto intermedio de suministro que le ha sido asignado, empezando a contribuir

al coste del arco que parte de su raiz local.
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Claramente, el coste que cada usuario debe asumir viene dado por

15(G) = _ Y e, VieN .
X‘l (g) Jeg,l;(-) ’Y(Fk(‘) (j))C(BJ) , i , ( )

donde k(i) € {1,...,p} es tal que i € Sy, Pik{1E
YFew @) = D e

£eF(;)

)~ pn Sktiy Fry(d) = F(5Y N Spiy ¥

Ejemplo 4.6. Sea G € F el problema SFTC definido en el ejemplo 4.1. Para el vector de
tasas de contribucién v = 1 € R1? y la particién trivial & = {G}, obviamente el reparto

rafz—casa, x7°(G), coincide con el valor de Shapley del juego de coste (N, cg).

Para la particién no trivial S = {G!, G2, G?, G*}, definida en ese mismo ejemplo, se tiene:

1. Los jugadores Jy,Jo,J3,Jy, ¥y Js empiezan trabajando en el arco e;. En la primera
jornada de trabajo cada uno pinta la quinta parte de e;. En la segunda jornada J; deja
de trabajar (xl’s(g) = ?—)), Jo, Jy y Js trabajan en eg y J3 trabaja en eg, se pinta ex y
un tercio de e3. En la tercera jornada Jz deja de trabajar ( x *"‘(g) = 1-1%- }, J4 trabaja
eIl e4, J3 en eg y J; el e, se termina de pintar ez (xg"s(g) = 1% ) ¥ se pinta una novena
parte de e4 y dos novenas partes de e5. En las jornadas cuarta y quinta dejan de pintar

Js y Ju, respectivamente, y cada uno debe pagar x, S(G) = TE Y xg'S(g) =4%.

2. Los jugadores Jg, Jg, ¥ Jig empiezan trabajando en el arco eg. En la primera jornada
de trabajo cada uno pinta la tercera parte de eg. En la segunda jornada Jg deja de
trabajar (xd ’S(g) = 1% ), Jg trabaja en eg y J)g trabaja en eqg, se pinta e1g y un tercio
de eg. En la tercera jornada Jy deja de trabajar (x?(;s(g ) =33) y Jo acaba de pintar
es (x3°(G) = T%).

3. Los jugadores J; y Js pintan ey y eg, respectivamente: x; ’S(g) = xg"s(g) =3.

La demostracién de la coincidencia de la familia de soluciones definida previamente con

el conjunto de valores de Shapley (duales) ponderados se basa en el resultado establecido
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por Monderer et al. {1992) sobre la coincidencia del corazén de un juego céncavo con la
familia de valores de Shapley (duales) ponderades. En particular, se hace uso de aquellos
resultados del citado trabajo que estudian las propiedades de la aplicacién @, definida sobre
el conjunto de sistemas de pesos del juego céncavo (N, v), que asigna a cada sistema de pesos
el correspondiente valor de Shapley (dual) ponderado del juego (V,v). A continuacién se

recuerda la definicién de los valores de Shapley (duales} ponderados.

Definicién 4.15 (Monderer et al.). Un sisterna de pesos, w, es un par. (A,X)}, donde
AeRY, >0, VieN,yX=(5,5,...5) es una particién ordenada del conjunto de

jugadores N.

Definicién 4.16 (Monderer et al.). Dado un sistema de pesos, w, se define el valor de
Shapley (dual) ponderado como la funcién lineal, ¥ : G" — IR", definida para cada juego

dual de unanimidad, u}, como sigue:

Sea k = mix{j/S; NS # B}, dendtese S = 5N Sy. Entonces,

Aj .=

oy =4 A" (4.30)

siendo A(S) = Z)\j, representa el peso relativo del jugador ¢ en la

.Y
La fraccién ———
A -
jeS

(5)’

coalicién S.

Observacion 4.4. Por la proposicién 4.1 y la linealidad del valor de Shapley, se obtiene la

siguiente expresidn:

O (cg) = ) clej)® (ufy;)), Y iEN. (4.31)
JEN

"Irivialmente del lema 4.3 se deduce que todo reparto raiz—casa pertenece al corazén del
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Jjuego de coste (V,cg). Luego, como el conjunto de todos los valores de Shapley (duales)
ponderados coincide con el corazén del juego (Monderer et al. (1992)), entonces todo re-
parto raiz—casa resulta ser un valor de Shapley (dual) ponderado. Como se demuestra a

continuacion el reciproco también es cierto.

Teorema 4.4. Sea G = (G,c, N} un problema SFTC, entonces para todo sistema de pesos

w, ®¥(cg) es un reparto raiz-case.

Demostracion: Sea ®¥(cg) un valor de Shapley (dual) ponderado cualquiera, entonces

¥ (cg) € core(eg).

Si $¥(cg) pertenece al interior relativo de core(cg), entonces el sisterna de pesos w viene

dado por (X, {N}) (ver Monderer et al. (1992)). En tal caso, se verifica

¥ (cg) VielN.
Jg A(F J))

Entonces, ®“(cg) = x7%(G), donde (v, S) se define como v =X y § = {G}.

Si ®“(cg) pertenece a una de las facetas del poliedro core(cg), entonces dependiendo del

tipo de faceta de que se trate (ver proposicidn 4.4}, se distingnen dos casos:

Caso 1. 5i ©“(cg) pertenece a una faceta de tipo (11}, sea

L={ie N/® =0} C N\ {i€e N/ivértice hoja }.

Entonces, el sistema de pesos w = (A, 2) es tal que & = {L, N\ L} (ver Monderer et al. (1992}
y el estudio poliédrico llevado a cabo en la seccién 4.3). Se demostrard que &(cg) = x75(G),

donde & = {G} y ~y viene dado por

0, siiel,

i
)\z', E1A ¢ L.
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En tal caso, de la expresitn (4.29) del reparto raiz—casa, x7°(G), se deduce

— B _i(e;), sii
5(G) - L gy SiEL

0, sii€L.
Nétese que y(F(5)) >0Vj € N,yaque {i € N/ i vérticehoja } CN\ Ly =X >0,
para todo i € N\ L.

Sean §; = I y 82 = N\ L, entonces méx{k / F(5) N Sx # 0} = 2, para todo j € N.

Luego,

Fl=F@@nS={ieF(j)/7n=x>0} CN\L.

Asi, para todo jugador j € N se verifica

0, siieL,
W * —
R T N sii¢L
MFGY AEFG) '

Luego, de la expresién (4.31) se deduce ®¥(cg) = x"5(G).

Caso 2. Si ®“(cg) pertenece a una faceta de tipo (I), sea 7 = {51,... Sp} la particién del
conjunto de jugadores N asociada a la particién en subproblemas S{®%(cg)) = {G!,... ,GP}
inducida por ®“{cg) (proposicién 4.2). Se verifica {ver Monderer et al. (1992} y el es-
tudio poliédrico llevado a cabo en la seccién 4.3) que el sistema de pesos w es tal que

3= {:S";, Sp—1y--- ,TS':}, donde para todo k= 1,...,p, se tiene que:

Sk = Sk, si®¥(cg) >0 Vi€ S8,

Sk = {Lk, Sk \ Lx} si Ly = {i € 5; / ¥ (cg) = 0} #0.



224 Capitulo 4. Distribucidn del coste de una red de conexién: Juego del drbol fijo

Se demostrard que ®“(cg) = x7°(G), donde S = S(®“(cg)) es la particién en subproble-

mas inducida por $¥(¢g) y « viene dado por

0, sid¥(cg) =0,
Y=
Ai, 8 ®¥(cg) > 0.

Entonces, el reparto casa-raiz, x7°(G), viene dado por

0, si ®¥(cg) =0,

x?’s(g) = Z Vi

jerk

Veamos que ®“(cg) coincide con xV5(G). Si j ¢ P,, entonces ®¢ (uF(;y) = 0. En otro
caso, cabe distinguir entre dos posibilidades:
(i) Sij ¢ P;N Sy, entonces F(5) C F(5) N Sy, para algin £ < k(i). Luego, ¢ ¢ F(3) v,

por consiguiente, ®F(uf j)) =0.

(ii) Sij € P; N Sg(;), entonces se debe distinguir, de nuevo, entre dos casos:

A. Si Sy = Sy, entonces F(7) = F; NSy € {i € N/ A =i} y, por tanto,
(i) (i) J (3)

Ao
(FGYH Y Femd)

‘W(va(j)) = 3

B. Si g;a) = {Lk(i), Sk(i) \Lk(i)}, entonces siguiendo el mismo razonamiento que en el

caso 1, se tiene que:

Si 8¥(cg) = 0 (e, i € Lygsy) —> P (u}y) = 0.
M %

TAEGY T EpO)

Si @9(cg) >0 = & (upy)
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Luego, de la expresién (4.31) se deduce $¥(cg) = x75(G). a

La coincidencia entre la familia de repartos raiz—casa y la familia de valores de Shapley
(duales) ponderados pone de manifiesto la relacién en cierto modo dual existente entre ambas
familias de soluciones. En particular, tiene especial interés la relacién entre el valor de Shapley
(w = (1, (N})) y la solucién igualitaria restringida de Dutta y Ray (w = 1}: mientras que esta
dltima trata de ser lo més solidaria posible, siempre manteniendo una conducta consistente

con sus preferencias personales, el valor de Shapley tiende a acentuar las diferencias.

4.6 Extension del modelo: Juego del arbol fijo con tasas de

participacién

En esta seccidn estudiamoas las posibilidades que ofrece el considerar la formacidn de coali-

ciones con tasas de participacién en el contexto que nos ocupa: Juegos del 4rbol fijo.

En el modelo presentado en las secciones anteriores no se han considerado ni el nivel
de rendimiento de cada una de las conexiones que componian la red, ni las necesidades de
suministro especificas de cada uno de los usuarios. En este modelo se asume implicitamente
que, o bien el coste involucrado no depende del nivel de uso que se haga de la conexién, o
bien los costes vienen dados en funcién del precio que cuesta mantener la red en condiciones
6ptimas y los usuarios no se plantean la posibilidad de modificar el gservicio de mantenimiento

de la red.

Basdndonos en este planteamiento, proponemos y exploramos diferentes extensiones del
juego original, incorporando al modelo la posibilidad de que los usuarios se planteen qué
nivel de uso van a solicitar. La primera de ellas, problema SFTC con tasas de participacion
y con pérdidas, extiende un juego del drbol fijo a partir del problema SFTC que lo define.

La segunda, familia de t-eztensiones, lo extiende a través de la representacién del juego en
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funcién de la base de juegos duales de unanimidad. Por 1ltimo, consideramos dos extensiones
de cardcter general: la extensién multilineal (Owen (1972)) y la extensién de Cornet (Cornet
(1975)). Para cada una de ellas, se analiza el comportamiento del corazén del juego con tasas

de participacién en relacién con el corazén del juego nitido.

La definicién de problema SFTC con tasas de participacién y con pérdidas, que denota-
remos por problema p—SFTC, generaliza el concepto de problema SFTC a partir del analisis

de las caracteristicas del tipo de situaciones que quieren ser incorporadas al modelo.

Dado un problema SFTC, G = {G,¢, N}, supondremos que el coste asociado a cada
conexién se corresponde con el coste de mantener dicha conexidn a pleno rendimiento, de tal
manera que si una cierta conexién ¢; es requerida por el sistema con un nivel de rendimiento
del 7 por uno entonces, el coste de mantenimiento viene dado por una funcién monétona
no decreciente, Cj, definida sobre el intervalo [0, 1}, verificando las condiciones de contorno
5’;‘(0) =0y 5’,;(1) = ¢{e;). Nos referiremos a la funcién C = (5‘1 ye - ,5’n) como funcién de

coste extendido.

Teniendo en cuenta las consecuencias derivadas de que el nivel de rendimiento de la red no
sea suficiente para satisfacer Optimamente todas las necesidades de los usuarios, resulta légico
incorporar al modelo una nueva funcién de coste, d = (dy, .. . ,dy ), definida sobre el intervalo
[0,1] en R, que refleje lo que supone para cada usuario la pérdida, en términos relativos,
de suministro, i.e., d;{7T) representa el coste que debe asumir el usuario ¢, i = 1,... ,n, por
la pérdida del 7 por uno de suministro. Cada campo escalar d; : [0,1] = IR deberd ser
mondtono no decreciente y verificar d;(0) = 0. A esta funcién la denominaremos funcidn de

pérdida.

Asi, un problema p—SFTC vendré dado por una tripleta G =(g.C, d), donde G = (G, ¢, N}
es un problema SFTC y C y d son las funciones de coste extendido y de pérdida, respectiva-

mente.

Mientras que un problema SFTC genera un juego de coste nitido, un problema p-SFTC
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generard un juego de coste con tasas de participacién (N, cz). En este caso, dada una coalicién
con tasas de participacién, 7 € [0,1]", 7; representa el nivel de uso requerido por el jugador
(usuario) ¢, ¢ = 1,... ,n. El coste ca('r) de una coalicién con tasas de participacién vendrs
dado por el coste necesario para satisfacer las peticiones de todos sus miembros, y por el coste
de no conexidén de aguellos jugadores que participan en la coaliciédn en un grado estrictamente
positivo {la coalicién no se hace cargo del coste por no conexidén de aquellos jugadores que

no se involucran en ella).

Definicién 4.17. Para todo problema p-SFTC, G = (g,é,d), se define el juego de coste
generado por G, como el juega con tasas de participacién, (N,cz), cuya funcidn caracteristica

estd definida por

c5(m) =S Cis(rN + 3 &l —&(r), ¥ e,

iEN i€Sep(T)

donde &(7) = méx{r; /j € F(i}},i=1,...n, Sop(r) = {ieN/x> 0} es el soporte de

la coalicién con tasas de participacién 7 y ¢z(0) = 0.

El juego asi definido extiende el juego de coste nitido (N, cg) asociado al problema SFTC
G. Luego, cabe esperar que el corazén del juego con tasas de participacién reduzca el del
juego nitido. Veamos qué ocurre si lag funciones de coste 5,~, t = 1,...,7n son cdncavas,

condicién que, por otra parte, resulta natural exigir.

Proposicion 4.9. Sea (G, 5, d) un problema p-SFTC tal que 5’;—, t=1,...,n, es una funcidn

cdneava, entonces core(cg) = core(cg).

Demostracion: Veamos que se verifica la igualdad probando la doble inclugién. Para com-

probar la inclusién core(cz) C core(cg) se probara que (N, cz) extiende el juego nitido (N, cg) .

Sea x5 C N una coalicién nitida no vacia, entonces

§(x%) =0, Vi¢Ts,
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si(x5y=1, V ieSop(x®)=8§.
Luego, de las condiciones de contorno impuestas a lag funciones C ¥ d, se deduce trivialmente
que c§(x3) =¢g(8), V §C N,y por consiguiente, core(cz) C core(cg).

En cuanto a la otra inclusidn, core(cg) C core(ca), considérese el juego con tasas de

participacién (N, E) definido por

Er) =) _di(r)cles), ¥ Te0,1)".

ieN

Se probara, que core(cg) C core(k) C core(cg)-

Veamos que core(k) C core(ca) : Cj, 1 =1,... ,n, es una funcién céncava verificando las

condiciones de contorno 6}(0) =0 y Ci(1) = cfe;), entonces,

Ci(t) > (1 ~ 7)CH0) + 7Ci(1) = re(e;), ¥ re[0,1], Vi=1,...,n.

Luego, para toda coalicién con tasas de participacién + € [0, 1]* se verifica

eg(T) > Y dilr)ele)+ Y di(l-8i(1)) > ) dilr)e(es)

N i€Sop{T) ieN

Entonces, de la igualdad cz(IV) = E(N), se deduce core(k) C core{cg).

Veamos que core(cg) C core(?c’): Sea x un vector de reparto de costes en core(cg) cual-

quiera, entonces (ver lema 4.3),

n

a:,-zZygc(ej), YieEN,

JEPR;
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donde y!,...,y" pertenecen al simplex unidad en R¥(), j = 1,... ,n, respectivamente.

Luego, para toda coalicién con tasas de participacién T € [0, 1] se verifica

n

Z-"*’iﬂ' = Zfi nye(ej) = Zc(ej) Z ylm <

ieN iEN  jJER; j=1 i€ F(§)

<Y eles) S Gi(rhd = cles)di(r) = K(r).
=1

=1 ieF{j)

o,

Luego, x € core(k).

A continuacién nos centraremos en aquellas extensiones que se definen a partir del juego

de coste asociado a un problema SFTC.

Dado un problema SFTC G, el juego de coste asociado, (N, cg), se puede expresar (ver
proposicién 4.1) como

g = Z c(e,-)u}}(i) .

ieEN

Luego, diferentes extensiones de los juegos duales de unanimidad, {(NV, Es)} sc v dardn

lugar a diferentes extensiones del juego (N, eg) sin mds que definir

&g(r) =) ele)iy(r), v r€[0,1]".
iEN

Las extensiones de los juegos duales de unanimidad con las que trabajaremos surgen de
considerar que dichos juegos se corresponden con el operador l6gico cldsico “0”, i.e., u5(T) =1
siysdlosii; €5 6i2€ 8 6--- 6 iy € §,siendoT = {i1,...,%:}. En tal caso, todo operador
de agregacion que generalice la nocién de digyuncién de la légica clasica definird una posible

extensién. En el contexto de la légica difusa estos operadores vienen dados por conormas
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triangulares.

Definicién 4.18. Se define una conorma triangular (t-conorma) como una funcién

3:[0,1]% - [0, 1] que verifica las siguientes propiedades:

(i) Conmutatividad.
(ii) Asociatividad.
(iii) Monotonia.

(iv) Condicién de contorno: §(z,0) =z, V z€[0,1].
Aplicando la asociatividad, se define recursivamente 3" : [0, 1]" = [0,1] como

’gn(xl:" - 1:1:11.) - g(:éﬂ—l(ml? o 1:311-1)11'11) = E(zl1l‘§ﬂlkl(x21 .. 1$n)), Vxe [01 1]11. .

Definicién 4.19. Dado un juego del arbol fijo (N,cg), se define su tz-extension como el

juego con tasas de participacién (N, ¢§} dado por

) =3 cleuly(m), ¥ relo1)",

iEN
donde, para toda coalicién T C N no vacia, el juego (N, u) es
Bi(r) =F(T), YV rel”,
con 17 = (T)icr ¥y t = [T|.
Ejemplos

1. La extensién multilineal (Owen (1972)) del juego (IV,cg) es un caso particular de
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t—extensién. Se corresponde con la t;—extensién asociada a la t—conorma probabilistica,

Wy =1-(1-z)l-yy=z+y—zy, VY (z.y) €01,

En este caso,

whpm =1- [[ @-m), Yrell, Vien.
JEF()

2. La ty—extensién asociada a la t—conorma del mdximo es un caso particular de juego
asociado a un problema p-SFTC en el que las funciones de coste extendido son Ci(z) =

clej)z,i=1,...,n, y la funcién de pérdida es nula.

Precisamente, este 0ltimo ejemplo (el que la f;-extensién definida por el maximo sea
un juego generado por un problema p-SFTC) pone de manifiesto que ninguna tz-extension
reduce el corazén del juego nitido; ya que el maximo es la minima #—conorma. Luego, para

toda {;—extension, (N, cg), se verifica

cg(T) > c’é‘a"(‘r), Y relo1]",

¥, por tanto, core(cg) C core(cF¥*) C corec,.

Por tltimo, ya sélo queda por analizar la extension de Cornet (1975) de un juego del arbol
fijo. Se comprobara que esta extensidn si reduce el corazon del juego original. Concretamente,

el corazdn contiene, a lo sumo, a un 1inico punto, el valor de Shapley del juego del drbol fijo.

Definicién 4.20 (Cornet (1975)). Dado un juego TU (N,v) € G", se define su extensidn

de Cornet como el juego con tasas de participacién, (N, wv) € FT™, con funcién caracteristica:

wi(r) = Y as(v) (Hn)%, v relo1,

S5CN €S
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donde s = |[§] ¥

as(v) =) (-1)*"*(T), ¥ SCN,
TCS

es el dividendo de la coalicién S, i.e., cantidad de que dispone la coalicién S para repartir

entre sus miembros'?.

Qué parte del dividendo de la coalicién S recibe una coalicién con tasas de participacion,

7, depende de la participacién media'® de los individuos de S en la coalicién 7.

Se comprueba ficilmente que la extensién de Cornet de un juego del drbol fijo, (N, cg),

viene dada por

o e

], ¥ Telo1]. (4.32)

weg(T) = Zc(ei)[ Z. (“1)”“(1] Tj)

ieN SCF(i) jes

Proposicién 4.10. Para todo juego del drbol fijo, (N, cg), generado por un problema SFTC
se verifica que core(weg) C {®(cg}}, donde ®{cg) es el valor de Shapley del juego (N, cg).

Demostracién: En primer lugar, se demostrard que si ¢ € core{weg) entonces ¢; = ®;(cg)
para todo vértice ¢ que no sea una hoja del arbol, comprobando la desigualdad en amnbos

sentidos.

Veamos que se verifica la desigualdad ¢; > ®@;(cg), para todo jugador i no residente en
las hojas del 4rbol y para toda imputacién ¢ € core(weg). Sea (i) € [0, 1}" la coalicién con
tasas de participacién (v, 1), entonces el coste de dicha coalicién en el juego extendido viene

dado por

weg(v(@)) = cg(N) +mi(y), VY vel0l], Viel{jeN/|F(G) =2},

7Rl dividendo de una coalicién S € N no vacia se corresponde con el coeficlente asociado al juego de

unanimidad, (N, us), en la expresién del juego (N, v) en funcitén de la base {{(IV,us)}scw.
18 Calculada como la media geométrica.
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donde m; es una funcién, m; : [0, 1] — R4, que se define como

) =0 Y ((7) X e, Ve
=1

k>£ JjERNV

ysiendo Vi, ={j e N/ IF()i=k}, k=1,... ,n

Asi, si ¢ € core(weg) entonces, de las desigualdades del corazdn correspondientes a las

coaliciones de la forma (i), se deduce que

%2?:"(7) Vyel), VieN\V.

¢ > lim O yien\n. (4.33)

Para calcular este limite se debe tener en cuenta que, reordenando los términos de la suma

que define la funcién m;, se obiiene

mi(y) = Zn:(:: (k ; 1) (-—1)37?&) > eley), Y yelon],

k=2 JERNV

de donde, aplicando el célculo combinatorio, se deduce que m;(1) = 0 . Entonces, calculando
el limite mediante la regla de L’Hépital, y teniendo en cuenta que
dmy;

n
1
= =217 > de)=%lcg), VieN\W,
4 k=2 jePRnV,
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se tiene que

(pizq)i(cg), \V’EEN\VL

Para demostrar la desigualdad en sentido contrario, ¢; < ®;(cg), V i € N\ Vi, se procede
de Ia misma forma pero, considerando ahora, las desigualdades del corazén correspondientes
a coaliciones de la forma (N \ {i}) = (1;,7), donde v = (v,... ,7} € [0, 1]*"!. En este caso,
para todo jugador i € N \ 'V} el coste de la coalicién v(NV \ {z}) en el juego extendido es:

weg{(Y(N\{i})) = yeg(N) +ri(v), VY ve[0,1], VieN\W,

donde r; es una funcién, ; : [0,1] = Ry, que se define como
3 12 3 +, 4

nm =T (5T X de)s voebn, @3
=1

k>f JERNV,

Sea ¢ € core(weg), entonces

Siguiendo los mismos pasos que antes para el cdlculo del limite, se comprueba que
i < Bifcg), Vi€ N\Vi. (4.35)
Una vez probada la igualdad ¢; = ®;(cg) para todo jugador i no residente en las hojas

del drbol y para toda imputacién ¢ € core{weg], estamos en condiciones de probar que dicha

igualdad se da también para aquellos jugadores que residen en las hojas.
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En primer lugar, se demostrard que para todo i € Vi se verifica ¢; < cl(e;) + @5+ (cg),
siendo j* = w(i). Para ello seguiremos el mismo razonamiento desarrollado para probar la

desigualdad (4.35).

En este caso, para todo jugador i € V| el coste de la coalicién y(N \ {i}) en el juego

extendido viene dado por
weg(Y(N \ {i})) = v(eg(N) — ces)) + i), V v€[0,1],

donde la funcién r; se define como en (4.34). Obsérvese que en este caso, las funciones r; se

pueden expresar como

ri(y) =cle;) +r=(v), Y vel0,1], VieWn.

Sea ¢ € core(weg), entonces

o1 < lim (1 ~ 7)ele;) +rj(v)

1 .
fonte 1—~ , YVieV,

de donde se deduce

wi <cle) +Pye(eg), VYVielV. (4.36)

Por otro lado, aplicando el lema 4.4, se deduce la existencia de p; > 0, i € Vj, tales que

pi=cle;)+pi, VieV,
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mientras gue, de la coincidencia ya probada y de la eficiencia de ¢, se deduce que

Spi= Y, (1F()| - 1)®;(cq), (4.37)

eV jem{vy)

donde 7(V}) = {# (i) € N /i € V1} es el conjunto de padres de los vértices hoja. Por tanto,
utilizando la desigualdad (4.36), se tiene que

w; = clej) + D (cg) = Pi{eg), Y i€V

En el caso de que la extensién de Cornet de todo juego dual de unanimidad sea convexa,
en cuyo caso se verificaria que la extensién de todo juego del arbol fijo también lo es, se

tendria (ver Aubin (1981}) que
core(weg) = { Dweg(N) } = { ®(cg) },

donde Dwcg(N) es el gradiente de weg evaluado en 1 = N.

4.7 Prenucléolo minimo cuadratico: Calculo y propiedades

Concluimos este capitulo con el estudio de las propiedades del prenucléolo minimo cuadratico
como procedimiento de asignacién de costes para problemas F'TC no necesariamente estandar.
Se considerara el caso més general en el que del vértice raiz puede emanar més de un arco,

va que ¢! prenucléolo minimo cuadratico no es en general descomponible.

Sea F, el conjunto compuesto por todos aquellos problemas FTC verificando las mismas

propiedades que un problema estdndar, con la posible excepcién de la propiedad referente a
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que del vértice raiz s6lo puede partir un arco. En lo que sigue, cada vez que nos refiramos
al prenucléolo minimo cuadritico nos estaremos refiriendo al procedimiento de asignacién de
costes, A : F, = Uncw IR®, que asigna a cada problema G = (G, ¢, N) € F, el prenucléolo
|N[<oo
minimo cuadratico del juego (N, eg), MG, ¢, N) € IR™.
A continuacién deducimos su expresién en funcién de los parametros que definen un juego

del arbol fijo generado por un problema FTC G € F,.

Dado G = (G,¢,N) € F,, sea L1(G) = {1 € N [ w(i) = r} el conjunto de vértices que
componen la primera capa del 4rbol. El prenucléolo minimo cuadritico del juego del drbol

fijo (N, cg) generado por G viene dado por:

Nleg) = O 4 L gy ) > Gy, vien@,  um
Ai(eg) = Ay(eg) + DAL, VigL), (439

doude f; = |F ()|, para todo 7 € N.

Estudiemos algunas de las propiedades que se exigen a un mecanismo de asignacién de

costes para problemas FTC.

Sea ¢ un procedimiento de asignacién de costes en F,. Se dice que g verifica la propiedad

de:

(i) Ordenacidn justa con respecto a la relacion de precedencia (Maschler et al. (1995)) si

para todo G € F, se verifica que ¢ < j implica que ;(G, ¢, N) < @;(G, ¢, N}, para todo
par de jugadores i,7 € N.

(ii) Simetria con respecto a los costes individuales si para todo G e F, se verifica que

cg({i}) = cg({5}) implica que pi(G,c, N) = ¢;(G,c, N), para todo par de jugadores
i,j €N.
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(i)

(vii)

Ordenacidon justa con respecto a los costes individuales si para todo G € F, se verifica
que cg({:}) < cg({7}) implica que @;(G, ¢, N} < ¢;(G, ¢, N), para todo par de jugadores
i,7 €EN.

Monotonicidad con respecto g la funcidn de coste (Maschler et al. (1995), Sudholter y

Potters (1995), Aadland y Kolpin {1998)) si y sélo si para todo par de problemas en
Fe, § ={G,c, Ny y §' ={(G,, N}, tales que ¢ > c se verifica

(Pi(G:C’aN)Z(pi(G$C’N)1 YieN.

Monotonicidad en coste (Gellekom y Potters (1997)) si y sélo si para todo par de pro-
blemas en F,, G = (G,e, N} y G' = {G,/, N}, tales que existe i € N con c(e;) < /{e;)

y cle;) = c/(e;) para todo j§ # 1, se verifica
0;(G,e, N) < @3(G,¢,N), ¥ j€F(i).
Monotonicidad _coalicional (Sudhdlter y Potters (1995)) si y sélo si para todo par de
problemas en F,, § = (G,¢, N} y G' = (G, , N), tales que existe un tronco Ty de G
con cle;) < (e;), Vie N\Tyycle;) =c(ei), VieTp\{r}, se verifica
0i(G,c, N) < @i(G,¢,N), VigTy.
Monotonicidad con respecto al camino s1 y sdlo si para todo par de problemas en F,,

G = {G,c,N) y ¢' = {G,d,N), tales que existe j € N con cfe;) =c(e;}, V i € Py y
cle;) < d(e;), V i € N, se verifica

ei(G,d,N) < pi(G,e,N), V ieP;.
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(vili) Pertenencia al corazdn si y sélo si €(G, ¢, N) € core(cg), para todo problema SFTC

G ={(G,¢,N) e F,.

Proposicién 4.11. El prenucléolo minimo cuadrdtico verifica las propiedades (i), (iv), (v)

y (vi).

Demostracién: Sea § = {G,¢, N} € F., a continuacién comprobaremos que A{G,c, N)

verifica las condiciones establecidas en las propiedades (i), (iv) y (vi).

(1) Ordenacion justa con respecto a la relacidn de precedencia:

Si j < i, entonces de la expresién (4.39) de A(eg) se deduce

M(G, e, N)=Xi(G,e, \) + 3 ole) 5 (G, N).

kR
i<k
{(iv) Monotonicidad con respecto a la funcidn de coste:

Sea G' € F, un problema FTC tal que ¢’ = (G,¢', N) con ¢ > ¢. De la expresién
(4.39) se deduce que para probar A(G,c, N) < A(G, ¢/, N) es suficiente demostrar que
Ai{G, e, N} < M(G, ¢!, N) para todo vértice i € L (G).

Teniendo en cuenta que 2! >z, V z € Z,, x> 1, se tiene que

1 . .
Xi(G,e,N) = HZ(I_ {3_ 34 c(‘ei) <
TEN
1 fi oy (e;)
7

Vie L(G).

(v} Monotonicidad en_coste:

Sea §' = (G,d, N} € F, un problema FTC tal que existe i € N con c(e;) < ¢(e;) y

¢(e;) = c/(e;) para todo j # 4. Distinguiremos dos casos:
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— 8i{ € L(G), entonces trivialmente de (4.38) se deduce que

(G, ¢, N) < Xi(G, ¢, N).
Entonces, teniendo en cuenta que ¢(e;) = d(e;), ¥V j € F{i)\ {i}, de (4.39) se
tiene que

MG e, N) < X(G,d\N), ¥V jeF(i).

— Sii ¢ L1(G), entonces de la propiedad de monotonicidad con respecto a la funcién

coste, se deduce

Aj(G':C:N)SAj(GaC’,N)a VJGN
En particular, Ay (G, ¢, N} < Ar;)(G, ¢, N). Entonces,

)1 < (G, N) + 2 i—)

Xi(G,c,N) = )\,,.(,-}(G,C, N) + 21(,

f
"
< iy (Gr ¢, N) + 55—_% = X(G,¢,N).

De donde, teniendo en cuenta (4.39), se sigue que

)\j(G,C,N)()\j(G,C’,N), Y 7€ F(i).

{(vi) Monotonicidad coalicional.

Sea G’ € F, un problema FTC tal que existe un tronco Ty de G con c(e;) < '(e;),
Vie N\Tpyecles)=C(e), VieTo\{r}



4.7. Prenucléolo minimo cuadrdtico: Calculo y propiedades 241

Siguiendo el mismo razonamiento que el desarrollado en (iv), se tiene que

Ai{G,C,N)SA{(G,C’,N), 4 EEL]_(G)

Entonces,

MG e, NY < (G, ¢, N}, VieN.

Por el contrario, los siguientes ejemplos muestran que, en general, el resto de las propie-

dades no se verifican.

Ejemplo 4.7. Considérese el problema ¥FTC, G = (G, ¢, N), representado en la signiente
figura:

Se tiene que

17,7 .7 .7

)\GYTN =& R SR Rl T g S B S
(Gre.N) = ®(eg) = (5 750 1153757 215
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En particalar, M(G,¢,N) = 3% > 25 = Xs(G, ¢, N) y cg({4}) = cg({5}). Luego, A no
verifica la propiedad (ii) de simetria con respecto a los costes individuales vy, por tanto,

tampoco verifica la propiedad (iii) de ordenacién justa con respecto a los costes individuales.

El valor de Shapley y la solucién igualitaria restringida tampoco las verifican. Lo que

resulta natural, ya que los costes individuales no tienen en cuenta la estructura del drbol.

Ejemplo 4.8. Considérense los problemnas FTC, G y ¢', representados a continuacién:

G = (G, N) G'=(G,d,N)

ce;) =ele;), Vie Py cd{e;) > elej), ¥V j€ N, sin embargo

17 19

MG, e, N) = 30 < 50

M(G, ., N).

Luego, el prenucléolo minimo cuadritico no verifica la propiedad (vii) de monotonicidad con

respecto al camino.

Por 1iltimo se muestra un ejemplo en ¢l que el prenucléolo minimo cuadritico no pertenece
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al corazén del juego (propiedad (viii}).

Ejemplo 4.9. Considérese el problema SFTC, § = (G, ¢, N), representado en la siguiente

figura:

De acuerdo con el prenucléolo minimo cuadratico, el jugador 1 debe asumir un coste
de Ai{eg) = % > 1 = ¢g({1}). Luego, el prenucléolo minimo cuadratico no es ni siquiera

individualmente racional.

En este punto, cabe preguntarse si el nucléolo minimo cuadratico verifica la propiedad de
pertenencia al corazdn. No cbstante, y pese a que el corazdn de un juego del drbol fijo ez muy
“orande”, el nucléolo minimo cuadritico tampoco pertenece en general al corazdén del juego.
Se comprueba que para el ejemplo 4.9 A{cg) = (1,6'3,3'55,7'3,9'3,4'55) y considerando la

coalicién § = {1, 3,6}, se tiene que ZAi(Cg) =9l > ¢g(9).
€8

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos anteriormente. Asimismo, también

recoge qué propiedades verifican el valor de Shapley y la regla igualitaria restringida.
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Propiedad ] Prenucléolo Sclucidn igualitaria | Valor de

minimo cuadratico restringida Shapley

Ordenacién justa con respecto a

la relacién de precedencia Si Si Si

Simetria con respecto a los costes

individuales No No No

Ordenacién justa con respecto a

los costes individuales No No No

Monotonicidad con respecto a la

funcién de coste Si St S1
Monotonicidad en coste Si Si Si
Monotonicidad coalicional 51 Si Si

Monotonicidad con respecto al

caming No No Si

Pertenencia al corazdm Neo Si Si

4.8 Conclusiones

En este trabajo hemos tratado de profundizar en el proceso que lleva a los usuarios de una
red de conexién a decantarse por uno u otro reparto en el corazén del juego, a través de la
definicién de la familia de soluciones igualitarias restringidas ponderadas. En cuanto a su
interpretacién dindmica, cabe destacar su utilidad a la hora de ayudarnos a comprender el
comportarmiento local de estas soluciones. En cuanto a su caracterizacién como reglas de
asignacién de costes, centrdndonos en la caracterizacién de la regla igualitaria restringida,
cabe destacar el hecho de que en ella quedan reflejados los intereses que mueven a los usuarios

cuando eligen esta regla como mecanismo de reparto.

En lo que respecta a las diferentes extensiones de un juego del drbol fijo que hemos conside-

rado, se debe hacer notar que cada una de ellas puede dar lugar a diferentes interpretaciones.
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Cudl de ellas es 1a mas adecuada dependera de la situacién concreta de que se trate. Por otro
lado, el hecho de que el corazén del juego original sélo se reduzca cuando se trabaja con la

extension de Cornet, pone de manifiesto la robustez del corazén de este tipo de juegos.

Por ltimo, del estudio del prenucléolo y el nucléolo minimos cuadraticos, se desprende
que, en este tipo de situaciones, en las que no parece razonable que los usuarios acaben
seleccionando una propuesta de reparto que o se auto imponga; estas soluciones no se darén

comunmente.
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Apéndice A

Proposicién 1. El valor en FT}? ¢* definido en la demostracién de la proposicion 2.8 veri-
fica los aziomas de: (i) eficiencia, (11] juego inesencial y (14i) monotonicidad con respecto a

las contribuciones marginales medias.

Demostracién: Recordemos que w° (N, %) viene dado por el vector de pagos que se obtiene

mediante el sigulente algoritmo:

PASO 1:  Considérese el conjunto K = {j € N /&;(v) < v({5}) }-
Si K = 0, entonces ¢*(?) := £(7). Parar.

En otro caso, ir al paso siguiente.
PASO 2: Sea jp € K tal que &;,(%) = r%%lgj(m
j

Considérese la particién §, T del conjunto de jugadores N dada por

= {@'GN\K/%(T"Q‘(Cjo(m},
8§ = {1eN/c@)>c@)}.

Si T =0, entonces 3(%) := (V). Parar.

En otro caso, ir al paso siguiente.

PASO 3:
» )
) E;(®) - ST si jeT,
zpj(?ﬂ =
E;(v) + 4, st jeES.

donde & =%{{jo}) ~&; () >0, s=|8| y ¢=|T|. Parar.

Comprobemos que, efectivamente, verifica estos axiomas.
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(1)

(i)

Apéndices

Eficiencia:

Sea (N,%) € FT'? un juego difuso cualguiera. Si ¢3(%) = £(¥), entonees,

S G (@) = 5.

iEN

En otro caso, existe una particién {T, S} de N, y existe § > 0, tales que

Y et) = (56 - 2) + TEE) +9)= Y &@ =),

ieN JET JES ieN

donde s = |S| y £t =T

Juego inesencial:

Sea (N,w), w(t) = Z a;7i, ¥ 7 €{0,1]", un juego inesencial cualquiera. Entonces,
ieN

L) =a; =w({i}), VieN.

Luego K =0 y (@) = E(#) = a.

Monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias:

Sea (V,v) € FI'!, un juego difuso cualquiera, entonces:

Si @3(¥) = E(V), entonces para todo par de jugadores 1,5 € N, (%) < ¢;{¥) inplica
PE) = £(7) < £i(7) = @3(F).

En otro caso, sean 1,7 € N, # j dos jugadores cualesquiera. Supongamos, sin pérdida

de la generalidad, que ¢;(v) < ¢;{(v). Se deben considerar las siguientes situaciones:
1. Los dos jugadores pertenecen al mismo elemento de la particiéon { S, T'}
2.ieT,j;€8
3.4€8,5€T

Analicemos cada una de ellas por separado.
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1. Si i,j € T, entonces,
— sd sd
AE) = &6F -2 <&@ - T = oI@).
Si¢,j €85, entonces,

P2O) = E@) +4 < E(F) +6 = ©2(F).

2.51i€T y j€& S, entonces,

L) 30 ~
G0 = &@) - 7 < @) -+ < §(@) +5 = ¥)(©).
3. Sii€S8 y jeT, entonces,
ci(v) 2 ¢ (V) > ¢;(v).

Por hipdtesis ¢;(v) > ¢;(¥), en contradiccién con la desigualdad anterior. Luego, la

situacién 3 no es factible.
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Apéndice B

En este apéndice se estudian las propiedades esenciales del corazén minimo de un problema

de agignacién de costes, definido en la seccién 2.5 del capitulo 2.

Proposicién 2. Para todo problema de asignacion de costes, (¢, a) € CA™, se verifica que
LC{c, ) es no vacio, convezo y compacto. Ademds, si el conjunto Cle,a) es no vacio,

entonces LC(c,a) = Clc,a).

Demostracion: En primer lugar, se demostrard que el corazén minimo de todo problema

de asignacién de costes en CA™ es no vacio.

Dado un problema de asiguacién de costes, (c, ) € CA™, sea 8 : R™ — IR, la funcidn

definida como

8(p) = max { (z) — P(p,z) /z € D{a)}, V¥V peR™.

8 estd bien definida y es una funcién convexa en IR™, y por consiguiente continua:

(i} Fijado p € IR™, la funcién c— P(p, -) e continna en ™, entonces el supremo en D{a),

compacto, ge alcanza.

(ii) Para cada z € D{e) la funcién de pago P(-,z) es limeal en p, luego c(z) — P(-,z), como
funcién de p, es convexa para todo z € D(a), y por tanto el miximo en z es también

una funcion convexa.



Apéndices 253

Considérese el siguiente problema de minimizacién:

min é{p)
P
5.4.
P € H(c,a),
p; >0, i=1,...,m.

La regién factible del problema es compacta y la funcién objetivo es continua, entonces el

‘e Yy . . clw;,0) —¢
problema tiene solucién. Sea £ su valor dptimo, si p € H(c, cx) es tal que p; < ——Lila)—,
i
para algin 1 <4 < m, entonces se verifica

o) —e

8(p) = c(a;,0) — ayp; > ¢(®,0) — "

e > nf{8(p)/p € H(c,a) } .

Luego, calcular el infimo de la funcién & en H{c, @) es equivalente a resolver el problema,

min 6(p)
P
8.a.

P € H(c,a),

1
Di > ;(C(aiqo) -}, i=1,...,m.

T

Problema que, obviamente, tiene solucién. Luego,

LC(c,a) = { po € H{c,a) / §(pq) = oCin  6(p) }#0.

aj

La convexidad del conjunto LC(c,a) se deduce de la convexidad del hipografo de una
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funcién convexa: LC(c, ex) se puede expresar como interseccién de dos conjuntos convexos,

LO(c,a)={pe R™ /0(p) <8} N H{c,a),

donde 0 es el valor 6ptimo del problema que define el corazén minimo.

En cuanto a la compacidad, basta con tener en cuenta que

LC(C,Q) :0_1(5)n{pEH(Caa)/pi > &(C(O{,‘,O)—E), Vi=1,... ’m'}'

6 es continua y {6} es un cerrado, entonces 0 1(4) es cerrado. Luego LC(c,a) es cerrado
(por ser interseccién de cerrados) y estd contenido en un compacto. Por lo tanto, LC(c, cx)

es compacto.

Por dltimo, la coincidencia entre LC{¢, ) y Clec, &), en caso de ser éste no vacio, es

consecuencia inmediata de la desigualdad #(p) > 0, para todo p € H(e, ). a

La siguiente definicién hace referencia al concepto de solucién para juegos con tasas de

participacién “equivalente” al corazén minimo de un problema de asignacién de costes.

- 1 e e L

* 2
Deﬂ nnnnnn 1 D 12 ©l1 LUTULUTE

. aray maa v knona An mnwkiatenaibde (AT T LT
LIV 1, U

n an Aaf
€ participacion («v,v) &€ 117, 88 QeI

minimo del juego, LC(v), como el siguiente conjunto de preimputaciones

LC@ = {xePIO) / min mix &y,7)= max ¥x7)}.

Observacién 1. Dado un problema de asignacién de costes, (¢, ) € CA™, sea (M, %) el

juego de ganancias asociado, entonces se verifica:

Po € LC(C, CI:) — a-po= (alpm,.. . ,amp[)m) = LC(GC) .
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Apéndice C

En este apéndice se dan ejemplos de juegos de produccidn lineal controlados por comités en
los que no todos los juegos de control son equilibrados. En el primero de ellos el corazén del
Jjuego de produccion lineal es no vacio; mientras que, por el contrario, en el segundo de ellos,

el juego de produccién lineal es no equilibrado.

Ejemplo 1. Considérese la situacién descrita en el ejemplo 3.1 (pdg. 121), con la salvedad
de que, en este caso, cada uno de los recursos se encuentra disponible en el mercado en dos

lotes, B} y Bg, k=1,2.
e El control del lote B{, consistente en 2 unidades de producto 1, viene dado por €l juego
simple (N, u}), definido por MW(u}) = { {1}, {2,3} }. En dicho caso, C{ul) = @.

e El control del lote B, consistente en 4 unidades de producto 1, viene dado por el juego

(equilibrado) de unanimidad respecto de la coalicién total, uf = uy.

e El control del lote B}, consistente en 4 unidades de producto 2, viene dado por el juego

simple {equilibrado} (N, u}), definido por MW(ud) = {{1,2}, {2,3} }.
e El control del lote B3, consistente en 4 unidades de producto 2, viene dado por el juego

simple (N, u3), definido por MW(u2) = { {2}, {1,3} }. En dicho caso, C{u2) = 0.

El juego de produccién lineal controlado por comités (N, v), viene dado por:

v{{i}) =0, VieN,

v({L,2}} =8, o({1,3}) =8, w({2,3})=16,

v(N)=3.
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VerificAndose,

Cw)={x€ R /0<21<2,0<mp,0<8, Y wi=18 } #£0.
ieEN

Ejemplo 2. Para la misma situacién del ejemplo anterior, considérense los siguientes juegos

de control:

» El control del lote BY, consistente en 2 unidades de producto 1, viene dado por el juego

simple (N, ul}, definido por MW(u}) = { {1}, {2,3} }. En dicho caso, C(ul) = 0.

e El control del lote B2, consistente en 4 unidades de producto 1, viene dado por el juego

(equilibrado) de unanimidad respecto de la coalicién S = {2, 3}, uf = ug.

e El control del lote B}, consistente en 4 unidades de producto 2, viene dado por el juego

simple (equilibrado) (N, us), definido por MW(ud) = { {1,2}, {2,3} }.

e El control del lote BZ, consistente en 4 unidades de producto 2, viene dado por el juego

simple (N, 42), definido por MW(u2) = { {1}, {2,3} }. En dicho caso, C(u3) = 0.

El juego de produccion lineal controlado por comités (V,v), viene dado por:

U({l})ZBa U({?‘})ZO! i=2,3,
o({12)=8, w({L3N=8, u({23})=v(N)=1s.

En cuyo caso, se verifica C(v) = 0.
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Apéndice D

En este apéndice se muestra que el asumir la condicién (iv) en el modelo SFTC (cada vértice

esta ocupado por un unico usuario) no es restrictivo.

Se comprobard que dado un problema standard tree enterprise (Granot et al, 1996),
£ = {(G,e,N, fn), donde G = (V,E), ¢: E — IR, y N se corresponden con los mismos
elementos que en un problema SFTC, mientras que fy : V' \ {r} — P(N), es una funcién
que asigna a cada vértice del arbol el subconjunto de jugadores que reside en el mismo, existe
un problema SFT'C, al que denotaremos por G(£), tal que los juegos de coste asociados a

ambos problemas coinciden.

Dado £ = (G,¢, N, fn), considérese el problema SFTC G(£) definido a partir de £

mediante el siguiente procedimiento:

Para todo vértice p € V' \ {r}, sea ep el arco de G que incide en dicho vértice, entonces
sustitiyase ep por | fn(p)| arcos, el primero de ellos {el més cercano al vértice raiz) con coste
c(ep), y el resto con coste 0, y sitilese a cada uno de los miembros de fy(p) en cada uno de

los nuevos vértices.

Ejemplo 4.10. Sea £ = (G,¢, N, fy) el problema standard tree enterprise definido por

N =1{1,2,3,4,5,6,7}, el 4rbol G y la funcién de coste representados a continuacién:
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y fn(vn) = {1}, fn{v2) = {2,3}, fv(vs) = {4,5}, fv(va) = {6} v fv(vs) = {7}

El problema SFTC G(£) viene dado por

Se comprueba de forma inmediata que los juegos de coste asociados a ambos problemas,

£y G(€), coinciden.

Del mismo modo, adaptando de forma natural la definicién de vector de pesos admisible
para un problema standard tree enterprise, esto es, teniendo en cuenta que la tinica restriccion
que debe incorporarse es la necesaria para impedir que un arco se quede sin pintar, se tiene
aque W(E) = W(G(E)), vy para todo w admisible, las respectivas soluciones w-igualitarias

restringidas coinciden.
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