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Notación vil

A lo largo de toda la memoriahemosdenotadoa los vectorespor letras minúsculasen

negrita; x~, i 1,. .. , r¿, representanlas coordenadasdel vector x e 1W. Las mayúsculas

en negritadenotanmatrices;~ i 1,.. . , m, J 1,.. . , n, representanlos elementosde la

matriz A. Los escalares,conjuntosy aplicacionesestánimpresosen la calidadusualdel texto

cii estilo cursivo,reservandolas letrasmayúsculasparareferirseaconjuntos.Generalmentese

lía tratadode mantenerel conveniode reservarla tilde paradenotartodosaquellosconceptos

referentesa juegos con tasasde participación.

Con el objetivo de facilitar la lectura de la memoria,a continuaciónse lista partede la

notaciónempleada. En primer lugar se muestrala notación común a todos los capítulos,

para,a continuación,detallar la notaciónespecíficade cadauno de ellos.

N Conjunto de jugadores...... , u)>

S G N Coalición (nítida) de IV.

S G T S contenidoo igual queT.

S ~ T 3 contenidoestrictamenteen T.

= Cardinaldel conjunto 3.

Valor absolutode r E 11?

x(S) Con SC N, xE 11-??, denota
iCS

‘r E [0, l]~ Coalicióncon (infinitas) tasasde participaciónde N.

Sop(r) Soportede la coalición ‘r, {i E N/r¿ >01.

_ Ti=# Vizzl,...,n.

r=r’ y r~<r~’paraalgúnieN.

2(N) Partesde N.

(N, y) Juegocooperativocon utilidad transferible,N es el conjunto dejugado-

res y y : 2(N) -4 II? es la función característicadel juego.

(N, u) Juegocooperativocon utilidad transferibley coalicionescon (infinitas)

tasasde participación,IV es el conjunto de jugadoresy ui: [0, 1]” —> iR

es la función característicadel juego.



viD Notación

G

KF~

PI(v) C iR”

PI(~39 c IR”

1(v) G E”

1(75) q En

‘Qn

FI??

‘Pr?

C(v)

C(77)

en

xi,

VV(v)

Con{x1,... ,xP}

mt(A)

Of(x)

Conjunto de todoslos juegos TU u—personales,C = U a”.
~¿dPv

Conjunto de todos los juegos TU u—personalescon tasasde participa-

ción, FF U ~‘~“’~

n eN

Conjunto de preimputacionesdel juego (IV, y).

Conjuntodepreirnputacionesdeljuego contasasdeparticipación (N, 75).

Conjunto de imputacionesdel juego (IV, y).

Conjunto de imputacionesdel juego con tasasde participación (IV, u).

Conjunto de todos los juegosTU u—personalescon conjunto de imputa-

cionesno vacío, IG U ~

flCJN

Conjuntode todoslosjuegosTU u—personalescon tasasde participación

tales que 1(75) # 0, 1Ff r= U ~
nCJN

Subeonjuntode FI?” compuestopor todoslos juegos(IV, 75) e FI”’ tales

que 75 es integrableen [0,1]”, FI?
1 IJ FF~.

nc~V

Subconjuntode 1FF” compuestopor todos los juegos (N, 75) E 111”

tales que 75 es integrableen [0,1]”, 1FF1 = ~ IFF~.
nCIV

Corazóndel juego (IV, y). Tambiénsederrotarápor core(v).

Corazóndel juego con tasasde participación (IV, 75). Tambiénse deno-

tará por core(v).

Conjuntode todas las posiblespermutacionesde IV.

Vector de pagomarginal asociadoa 6 ee”.

Conjuntode Weberdel juego (IV, y).

Envolturaconvexade los puntosx ~,... , xP.

Interior del conjunto A.

Subdiferencial(conjunto de subgradientes)de la función f : A —4 IR en

xEÁ.



Natación

Capítulo 2

y(S) — 45), excesode la coalición ~# 8 c N conrespectoax.

3 e(3,x), excesomedioasociadoalas coalicionescorrespondien-
SCN

te ax en el juego (IV,v).

75(r) — rx, excesode lacoalición O # r E [0, lj~ conrespectoax.

¡0,1]?. %(r, x) dr, excesomedio asociadoa las coalicionescorres-
pondienteax en el juego (IV, 75).

3 e(S,x), excesodel jugador i e N conrespectoax en el juego
SCN
iÉS
(IV,v).

rj~’(r, x) dr, excesodel jugador i e N con respectoax en

el juego (N,759.

Vector de excesosde losjugadoresconrespectoax.

Prenucléolomínimo cuadráticodel juego (IV, y).

Nucléolomínimocuadráticode] juego (IV, y).

Soluciónigualadoradel juego (IV, lO.

Soluciónlexicográficadel juego (IV, iO.

Dominio del nucléologeneral.

Nucléolo general.

Mínimo corazóngeneral.

Problemade asignaciónde costes,c : —4 E es la funciónde

costey a E int(1R7> es el vectorde demandas.
m

fl[Oa~1
jzzj

Conjuntode todoslos problemasde asignaciónde costesasoci&

dos a la producciónde m e Z4 bienessin coste fijo (40) 0)

talesquee es de clase1 (diferenciablecon continuidad)en

CA= U CA”’.
7,~> 1

c(3,x)

É(v)

~(r,x)

E(75)

w(i,x)

iiS(i,x)

9(x)

>4v)
A(v)

8(75)

L(75)

= (11,1?)

K(fI,F)

£C(II, F)

(c,a)

fi(a)

CA”’



x Notacidn

p:CA—* U~m
nl> 1

y: [0,2j—*D(a)

P:1Rmx1R7~~>1R

H(c,a>

LC(c,a)

RLC(c,a)

(Al, 75~)

cx, p)

Mecanismode asignaciónde costes.

Curvade demanda.

Funciónde pago.

Conjuntode los vectoresde preciosunitariosp E E”’ querecupe-

ran costesal final del períodode acuerdoconla funciónde coste

e y el vectorde demandasa.

Corazónmínimo del problemade asignaciónde costes(e,a).

Corazónmínimo inverso del problemade asignaciónde costes

(c,a).

Juegode gananciasasociadoa (e,a).

Riesgopromedioasociadoa la produccióndel productoi, cuando

sehanasignadopreciosunitarios p, i = I,... , ni.

Sistemaigualadorde precios.

Capítulo 3

143)

A

e

Op(N)

DP(v)

Vector de recursosiniciales deljugador i E N.

3 W, vectorde recursosde la coaliciónS.
iES

Matriz de producción.

Vector de beneficiosasociadosa la ventade los productos.

Conjuntode óptimosdel dualdel problemade programaciónlineal aso-

ciadoa] valor de la coalición total IV.

Conjuntode pagossegúnpreciossombra:

k~ 1

Lote q, q = 1,... ,4, de recurso k, k = 1,... ,m, disponibleen el

mercado.



Notación xi

(Y, u%) Juegosimpleque describeel control sobreel lote B%.

Conjuntode jugadoresveto del juego simple (N,u~).

MW(u%) Conjuntode coalicionesminimalesganadorasdel juego simple (N,t4).

Conjuntode coalicionesde bloqueodel juegosimple (IV, i4).

Ik(S) {QC {l,... ,dk}/S~V4’ #0}.

.4(3> {qC{1,... ,d*}/BEB(~4>}.

(N,c¿) Juegode costeasociadoa ¿E Op(N):

nl

e¿(S)rt>3~ 3 B~, VSCIV S#IA,
kz4 qGik(S)

B%(S) B~u%(S), ‘Ú 3CM

4

.Bk(S) >3 B~(S>, cantidadtotal de recurso k, de que disponela coalición 3,
q=

t
k=sl ni.

B(S) (E
1(s),...,n~(S)),vector de recursosde la coalición3.

CDP(v) Conjuntode pagossegúnpreciossombray repartosequilibrados:

nl ¡‘4
zElRn ¡ zj=>3 Vi= 1,... ,n,

ka \q=i

E Qp(N),

(rN, Wr) r—replicacióndel juego de producciónlineal (IV, y), r E 2±.

(rN, ti) r—refinamientodel juego de producciónlineal (controladopor comités)

(N,v), rE Z~.

Númerodejugadoresde tipo i quecontiene3 C rN V i E Y.qe(S)



xii Notación

r~r (3) Proporciónde jugadoresde tipo i quecontiene3 C rN V i E N.

Refinamientodel juego simple (N,u~), {(rN,i4r), rE

1 máx minqj(S), V SGrIV, V r6Z~.
7’ PGMW<t4) iCP

4
.B%(S) 3.B~u~T(S),cantidadtotal de recursok, k 1,... ,m, de quedispone

q~ 1
la coalición 3 cii rN, en el juego r—refinado (rN, nr).

Conjunto de coalicionescon (finitas) tasasde participación:

{ xEJRfl/xi=z2!,qiEZ,0=qj=r,iz=1,...,n}.

(N, i4~) Juegocon (finitas) tasasde participaciónasociadoa (rN, ~
4r) a partir

de la correspondenciarr : rN —* M’j rr(S) = (4(S),... ,

(IV, ~) Juegosimple con infinitas tasasde participaciónquegenerael refina-

miento:

i4(r)= máx mínij, V’re[0,1]”.
PGMW(t4> fe)’

(IV, 75’) Juego con (finitas) tasasde participaciónasociadoa (rIV, yT) apartirde

la correspondencia1r : rN -4 M”.

IZ(v) Refinamientode (N,v), { (N,75~), r E Z~

(IV, 75) Juegode producciónlineal (controladopor comités> con infinitas tasas

de participaciónquegenerael refinamiento.

Juegoreducido(Davis—Maschler)conrespectoa3 y a x.(S,v~)



Nutación xiii

t9, j e J Vectoresadicionalesde recursosen un juego de producciónlineal exten-

p(t)

(N,uj[T’])

dido.

ct~ Preciode comprade t~, j e J.

7’ Conjunto de paquetesde accionesdisponiblesen el mercado en un juego

de producciónlineal controladopor comitésextendido.

Preciode compradel paquetede accionest E 7’.

Lote adicionalde recurso/e, ¿ cx 1,... , 4, /e cx 1,... , m.

Juegosimple quedescribeel control sobre el lote D~ que adquiereuna

coalicióncuandocomprael paquetede acciones7” C 7’.

(N, z4LT’]) Juegosimpleque describeel control sobreel lote B/ que adquiereuna

coalicióncuandocomprael paquetede acciones7” G7’.

(IV U 7’, ~) Juegode producciónlineal controladopor comités (usual)asociadoaun

juego extendido.

Capítulo 4

cx <G,c,IV>

Gcx(VE)

V=IVU{r}

E

c: E—+ iR

Pi

ir (i)

(Vb)

(E,~)

TCV

Problemadel árbol fijo de conexión(problemaFTC).

Árbol con un únicovérticeraíz, r.

Vérticesdel árbol,N es el conjunto de usuariosde la red de conexion.

Conjuntode arcosdel árbol.

Funciónde costedel modelo.

Único camino en el árbol O del vértice raíz a i, V i e N.

Predecesor(o padre)de i en el árbolO, V i e 1V.

Arco (lr(i),i), V 1 eN.

Relación de precedenciasobreel conjunto de vértices,1 ~ j si y sólo si

iePp

Relaciónde precedenciasobreel conjunto de arcos, e~ § e4 si y sólo si

iCPj.

‘IYonco de O, conjuntodevérticescerradobajo la relacióndeprecedencia

(V-<).



xiv Notación

c(7’) Costeasociadoal tronco 7’ de O, denota >3 c(e~).
iGT\{r}

¿(7’) Conjunto de arcosque parten de 7’, e cx (i,j) e E tal que i e 7’ y

j~7’.

F(i) Conjuntode sucesoresdel vértice i, {j C IV/j >- 4.
ttk GV Subeonjuntode vértices {i G N/~F(i)~ cx (4, k cx{,... ,n.

(N,cg) Juegode costegeneradopor g cx <O,e,N>.

Mínimo tronco que contienea todoslos miembrosde 5, ‘y’ S C IV.

(Y, UL) Juegodualde unanimidadrespectode la coalición3.

(Ee,Ve) Ramade & enraizadaen e cx (i,j) e E, subárbolde O generadopor el

conjuntode vérticesP(j) U {i}.

Particiónde Q en subproblemnas.

SG(x) Particiónde Q en subproblemasinducidapor x e core(eg).

VV(O) Conjunto de pesosadmisibles(tasasde contribución), u> e IR”, para

cx <G,c,N>.

&4> (3) Costemedioponderado(con respectoa u>) bajo O de la coalición3

a40(S)cx{ ws’ ~ ws:cx>3w¿>0,
icS

Si WscxO.

Contracciónde Q = (C,c,N> por 7’.

Soluciónav-igualitariarestringidadel problemaO.

T0(u>) {7’r~..• 7’~’> }, partición de IV inducida por el algoritmo que define

¿0(w).

x
0(w) Repartoraíz—casaasociadoa u> E VV(O).

Ag(w) {A~t... , A%}, partición de Y definida por el tiempo de finalización

inducidaporx0(w).



Notación xv

Aplicación queasignaa cadaca E VV(~) la soluciónca—igualitariares-

tringida del problemaO.

Conjuntode todos los problemasSFTC.

Reglaigualitariarestringidade asignaciónde costes.

Sistemaadmisiblede pesos,aplicaciónw : Y —> U NCEV queverifica
INI<oo

w(G,e,Y) e VV(O) paratodo O e Y.

Reglaw—igualitariarestringidade asignaciónde costes.

Clase de procedimientosde asignaciónde costesenY compuestapor

todos aquellosprocedimientosde asignaciónde costesqueverifican las

propiedadesde monotonicidadconrespectoa la funciónde costey per-

tenenciaal corazón.

Repartode costesraiz—casaasociadoal vector de tasasde contribución

y y a la particiónde O en subproblemas8.

Valor de Shapley (dual) ponderadoasociado al sistema de pesos

w cx (A, ID).

ProblemaSFTC con tasasde participacióny conpérdidas.

(C1,.. . , C,j, C~ : [0,1] —> [0,e(e~)], j cx 1,... , u, función de coste ex-

tendido.

(d1,... , 4), d~ : [0,1] —4 iR4, i = 1,... , u, función de pérdida.

Juegode costecon tasasde participacióngeneradopor Q.

trextensiónde (IV, e0) definidapor la conormatriangulars.

Extensiónde Cornetdel juego (IV, cg).

ProblemasFTC que verifican todas las propiedadesde un problema

estándarcori la posibleexcepciónde la propiedad(u) (del vértice raiz

partemi único arco).

Prenucléolomínimo cuadráticodel juego de coste(Y, e0) generadopor

0= <G,c,N> EY~.

Y

w

M

x~,S
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d

(N,cu)
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(Y,wc~)

J7~
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La Teoríade Juegosse ocupade la modelizacióny análisismatemáticode situacionesde

conflicto, total o parcial, en las que intervienendos o másdecisoresracionales(jugadores),

de cuya interaccióndependeel resultadofinal de la situación (juego). Lo quecadajugador

obtiene,no sólo dependede su propia decisión, sino quetambiéndependede las decisiones

tornadaspor el restode los participantes.

Si bienlos trabajosde Cournot (1838), sobreel modelodel duopolio,y de Zermelo (1913),

sobreel juegodel ajedrez,ya apuntanalgunasideaspropiasde la Teoríade Juegos,se puede

considerarqueesta teoría se inició con los trabajospublicadospor el mateniáticohúngaro

John von Neunixann en 1928. No obstarúe,su difusión y desarrollono se produciríahasta

1944, añoen quevon Neumanny OskarMorgenstern,economistaaustriaco,publicanel libro

Theory of Carnesand ReonornieBehavior. El objetivo inicial de estateoríaeraproporcionar

mi marco teórico quepromovierala racionalidaden la actividadeconómica. Sin embargo,

el trabajode numerososinvestigadoresha conducidoa que el ámbito de aplicación de la

Teoríade Juegosse hayaextendidoaotrasdisciplinas: CienciasSociales,CienciasPolíticas

y Biología Evolutiva.

Se distingue,fundamentalmente,entredostipos de juegos: JuegosCooperativosy Juegos

No Cooperativos,dependiendode si los jugadorespuedeno no coordinary negociarsus estra-

tegiasmedianteacuerdosvinculantes.Enparticular,en losjuegoscooperativosse contempla

la posibilidadde que losjugadoresformen coaliciones. A su vez, los juegos cooperativosse

clasifican en Juegoscon utilidad transferible (juegos TU) y Juegossin utilidad transferible

(juegosNTU), dependiendode quela utilidad puedao no serrepresentadapor algún medio

de cambioqueseaperfectamentetransferiblede un jugadoraotro.

En estamemorianosrestringimosalámbitode losjuegoscooperativosconutilidad trans-

ferible. Enparticular,aaquellapartede suestudioquecomprendeelestablecimientodereglas

queindiquen,paracadaposiblejuego, cómorepartirentrelosjugadoresel beneficioo elcoste

quese ha generadocuandotodoselloshancooperado.Comoindicael título de la memoria,

nuestrointerés resideen estudiaralgunasde las respuestasque la Teoríade Juegospuede

ofrecer al problemaque se planteacuandoun grupo de agentesparticipaconjuntamenteen
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la produccióno el consumode un bien: ¿Cómorepartir el beneficio o el costeque se ha

generado? e
u

En el desarrollode estetrabajoabordamostressituacionesconcretas,queserándescritas U

u,posteriormente.Su rnodelizacióncorno juegoscooperativoscon utilidad transferible,no sólo
u,

nos permitirá analizar las posibilidadesquesolucionesde la Teoría de Juegos(ya estable-

cidas en la literatura) ofrecencorno propuestasde reparto en cada una de las situaciones e,

consideradas,sino que tambiénmotivará la consideraciónde nuevassoluciones, e

e
En el primer capítulo, de carácterintroductorio, se recogenlas nociones y elementos e,

básicosde la Teoríade Juegoscooperativosconutilidad transferiblenecesariosparael desa- e

rrollo de este trabajo. En particular, se introduceel conceptode coalición con tasas dc u.
e

participación. Generalmente,seconsideraqueun jugador, por el hechode formarpartede
e

unacoalición, pone a disposiciónde la utisína todasu “capacidadde actuación”. Sin em- —

bargo,existensituacionesen las que los jugadorestienenla posibilidadde firmar acuerdos e,

vinculantesqueno suponenlacesiónde todo supotencial. Los Juegoscooperativoscon uti- e

lidad transferibley coalicionescon tasasde participaciónincorporanal modeloconvencional
e

la posibilidadde queunjugadordecidael grado en quequiereinvolucrarseen unacoalición,
e

considerandoparaello la formación de coaliciones con tasas de participación, en el sentido e

dadopor Aubin (1974a)al conceptode coalición difusa. No obstante,querernosdestacarel e

hechode quea lo largo de esta memoriaen ningúnmomentose empleametodologíapropia e

de la Teoría de ConjuntosDifusos (Zadeh(1965)); únicamentese empleala interpretación
e,

físicanítida de tasa de participación. Estosjuegoshansido tratados,bajodistintasdenom’-
e,

naciones,por Aubin (1974a,1981), Hsiao y Ragliavan(1992, 1993, 1995) y Nouweland,Tijs, e,

Pottersy Zarzuelo (1995),entreotros. e

e,
En el estudioexpuestoen el segundocapitulo se estableceunareglade reparto parala e,

clasede Juegoscooperativosconutilidad transferibley coalicionescon tasasde participación. e

Proponemosuna soluciónpara este tipo de juegosbasadaen el prenucláolo mínimo cua-
e

drótico (Ruiz el al. (1996)): la solución igualadora. En unaprimerapartese analizansus
u.

propiedadesy seobtieneunacaracterizaciónaxiomática. En unasegundaparte,se aborda
e,

mr

e,

e

e
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el problemaconocidogenéricasnentecomoproblemade asignaciónde costes(Slmbik (1962),

Billera y 1-Ieath (1982), Mirman y Tauman(1982),Samety Tauman(1982), Young (1985b)).

Una de las cuestionesqueseplanteancuandovariosproductosheterogéneosy divisiblesson

elaboradospor mi procesode produccióncomúnes redistribuirel costederivadode su pro-

ducciónconjimtaen forma de preciosasignablesa la producciónde cadauno de los bienes

individuales.Considerandoqueun jugador(en estecaso,un producto)puedeparticiparpar-

cialmenteen unacoaliciónparaconsumirini bien(enestecaso,el procesode producción),ia

situaciónanteriorpuedeserinterpretadaenforma dejuegocooperativoconutilidad transfe-

rible y coalicionescontasasde participación.Exploramos,entonces,las posibilidadesquela

solución igualadorapuedetenercomosoluciónalproblemade asignacióndecostesplanteado.

El tercer capítulo se centraen los Juegos de producción lineal introducidospor Owen

(1975). Este tipo de juegos modelizaeconomíasde producciónen las que el procesode

producciónes lineal y los recursosnecesariosparaelaborarlos productosfinales queserán

vendidos en el mercadono pertenecena un único decisor. Por el contrario, los recursos

pertenecena un grupo de decisores(jugadores>, que puedencompartirlossi llegana un

acuerdo. El problemaa resolver consistiráen repartir el beneficio obtenido en la venta

cuandotodoslos jugadorescooperan;es decir, cuandounentodossus recursos. Desdeque

Owen introdujeraestetipo de juegoshansido propuestasdiversasgeneralizaciones(Dubey

y Shapley (1984), Granot (1986) y Curiel, Derks y Tijs (1989)). Estasgeneralizaciones

suponenquelos recursosson bienescolectivos,no individuales,de maneraqueun grupode

jugadorespodrádisponerde ellossiemprey cuandotengael “poder” suficienteparahacerlo.

En particular,en este capítulo nos centramosen la generalizaciónpropuestapor Curiel et

al. (1989): Juegos de Producción Lineal Controlados por Comités. Nuestro objetivo es

llevar caboun estudio,análogoal desarrolladopor Owenparael modelo original, acercadel

comportamientodel corazónde estosjuegoscuandoel númerode jugadores“tipo” presentes

en el mercadoaumenta. Esteestudiose puedellevar a cabo suponiendoque los jugadores

puedenparticiparparcialmenteen unacoalición, estoes, la evolucióímdel corazóncuandose

replica el conjuntode jugadoresse puedeestudiara partir de la evolución del corazónde

juegosde producciónlineal controladospor comitéscon tasasde participación. Seráeste
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último enfoqueel que, precisamente,nosotrosadoptaremos.Así mismo,siguiendoel trabajo
a

de Granot (1994), seestudiala reducción(en el sentidode Davis—Mascliler) de un juegode
e

producciónlineal controladoporcomités.
e
e

El problemaque se abordaen el capítulo 4 es el de repartir los costesderivadosdel
e

mantenimientode unared de conexióna un punto de suministroentre los usuariosde la
e,

misma. Paraello, la situacióna la que se enfrentanlos usuariosde la red es previamente u.

modelizadacorno un juego de coste. En particular, nos restringimosa aquelloscasosen los u.

quela red de conexióntieneestructurade árbol: Juegodel árbol fijo. Estetipo de situaciones e,

e,hansido tratadasporGranot,Maschler,Oweny Zhu (1996) y Mascliler, Pottersy Reijnierse
e,

(1995), entre otros. El casoparticular en queel árbol que define la red de conexiónes una
e,

cadena,conocido con el nombrede problema del aeropuerto,ha sido tambiénextensamente e

estudiado: véaseLittlechild (1974), Littlechild y Owen (1977), Dubey (1982), Sudháltery

Potters (1995), Aadland y Rolpin (1998). El capítulopuededividirse en dos partes. La
u.primneraparteha sido desarrolladaen colaboraciónconlos profesoresM.Kostery S.Tijsde la
u.

Universidadde Tilburg (Holanda) y el profesorY.Sprumont de la Universidadde Montréal
mr

(Canadá)y apareceparcialmenterecogidaen Koster, Molina, Sprumonty Tijs (1998). En e,

ella seanalizaen profundidadel corazónde estetipo de juegos,destacandola definición de e,

la familia de solucionesigualitarias restringidasponderadas,quecoincide con el corazóndel
e,juegoy queseráobjetode un amplio estudio.En lasegundapartese estudianlasposibilidades
e,

queofreceel considerarla formaciónde coalicionescontasasde participaciónen el modeloy
e

las propiedadesdel premiucléolomínimo cuadráticocomosoluciónde unjuego del árbol fijo. u,,

e,
Por último, se incluye un apéndiceen el que se desarrollandetalladamentealgunascues- e,

tionesplanteadasalo largode la memoria. e,

e,

La estructurade los capítulos2, 3 y 4 es la misma. Se inicia cadacapítuloconmíabreve e,

introducciónen la que se motiva y describeel problematratado,dandounosapuntesacerca e

de los trabajosrelacionadosya existentesen la literatura. En el núcleo centraldel capítulo e,

sedesarrollael trabajo,paraterminarconun epígrafeen el quese recogenlas conclusiones, e,

e,

mr

e,

e,

e

e

mr

mr
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1.1. Juegoscooperativoscon utilidad transferible: JuegosTU 3

En estecapítulose recogentodosaquellosconceptosy resultadosbásicosde la Teoríade

Juegoscooperativosconutilidad transferiblequesonempleadosa lo largo de estamemoria.

El casoen queseconsideralaposibilidaddequelosjugadoresgradúensutasade participación

en unacoalición quedarecogidoen la sección1.2. Paraumi estudiomásextensoremitimos

al libro “Mathematical Methodsof CarneandEconomicTheory” (Aubin (1980)), en lo que

a juegosdifusosse refiere, y a los libros “CooperativeCarnes,Solutionsand Applicatiois”

(Driessen(1988)) y “Gaine Theory” (Owen(1995)), en lo referenteajuegosTU.

1.1 Juegoscooperativos con utilidad transferible: JuegosTU

Unjuegou—personalcooperativoconutilidad transferiblemodelizaaquellassituacionesen las

queconfluyendossupuestosbásicos:cualquiergrupodejugadorespuedenegociary coordinar

susestrategiasmediantela firma de acuerdosvinculantes(formaciónde coaliciones)y existe

un bien, totalmentedivisible, quelosjugadorespuedentransferirlibrementede unosa otros,

siendola tasade transferenciade utilidad entrelos jugadores(de acuerdocondicho bien)

de 1 a 1. En estecontexto,un juego u—personalcooperativoconutilidad transferiblequeda

determinadopor un par (1V, y), dondeN cx ...... , n} representael conjunto de jugadores

y y : P(N) -4 iR, a la que se denominafunción característica del juego, es unafunciónque

asignaa cada coalición S G Y un númeroreal y(S), valor de la coalición 5, verificando

v(0) =0.

Intuitivamente,y(S) representalamáximautilidad quelosjugadoresdeSpuedengaranti-

zarseobteneren el juego,independientementede lo quehagael restodejugadores(jugadores

en IV \ 5).

El conjunto de todos los juegos TU u—personalesse denota por O”, mientrasque

G = O” denotaal conjuntode todoslosjuegosTU.
nUN

Definición 1.1. Se dice que dos juegosu—personales,(N,u) y (1V, y), son estratégicamente
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e

equivalentessi existenk > 0, y a E iR”, talesqueparatoda coalición 5 G Y se verifica

e

y(S) = ku(S)+ >3aj.
iCS e

e

e

Esencialmente,si dosjuegossonestratégicamenteequivalentes,entoncesse puedeobtener e

unoapartir delotro sin másqueaplicarunatransformaciónlineal a los espaciosde utilidad e
e

de los jugadores. Obviamente,la relacióndefinida es unarelaciónde equivalencia. Comno
e

representantede lasclasesde equivalenciadefinidasporestarelaciónse sueleemplear,siempre e

queseaposible,el siguientejuego. e

e,Definición 1.2. Se diceque (Y, y) e O” es unjuegonormalizado (0,1) siy sólo si v({i}) cx 0,
e

Vi EN y v(N) =1. 0

e

Como ya se ha mencionadoen el prólogo, uno de los principalesproblemnasque trata e

de resolver la teoría de juegos en este contextoes cómo repartir entre los jugadoreslos e

beneficiosderivadosde la cooperación. No obstante,los jugadoresmio tienen siemprelos
e

mismosincentivosparacoaligarse. A continuaciónseexponenunaseriede definicionesque
e

hacenreferenciaapropiedadesdel juego en relaciónconestehecho.

Definición 1.3. Se dice que (Y, y) e O” es propio si su funcióncaracterísticay es supera- e,

e
ditiva, estoes,

e

e
v(S)+v(T)=v(SUT), VS,TCN talesque SflT=0. u.

e,

e,

Definición 1.4. Se dice que (N,y) E O” es monótono si para todo par de coaliciones
e

9 7’ (11V, tales que SG 7’ se tiene que u(S) =v(T). u.

Definición 1.5. Se dice que un juego (Y, y) e O” es convexosi paratodo par de coaliciones
e

5 7’ (1 IV, se verifica
e

e,
v(SUT) +v(SflT) =v(S)+v(T).

u.

e

u.

e,

u.

e,

u.
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Alternativamente,si para todo par de coaliciones5,7’ G N, se da la desigualdaden

sentidocontrario,entoncesse dice queel juego es concavo.

En cualquiercaso, dado el juego TU, (Y, y) E O”, el problemaque se planteaes cómo

repartirequitativamenteentrelosjugadoresel beneficiov(N) quese generacuandose fcrma

la coalición total. Paraqueunapropuestade reparto seaaceptadapor todoslos jugadores

deberácumplir ciertosrequisitos,quevendrándadosporla situaciónconcretade quesetrate.

En estesentido, la Teoríade Juegosofrecedistintas “soluciones” en fornía de conceptosde

solución, entendiéndosepor conceptode soluciónparajuegosTU un mecanismode selección

(regla) queasigneacadaposiblejuegoun conjuntode propuestasde reparto.

Definición 1.6. Un conceptode soluciórxparala clasede juegosGo G O, es unaaplicación

punto—a--conjunto,o, definidasobre0o, queasignaacadajuego (IV, y) E C~, un subconjunto

de vectoresde pagoy~(IV, y) c IR”. Un conceptode soluciónqueasigneun único vector de

pagosa todo juego de 0o se denominavalor.

El establecimientodeconceptosdesoluciónconstituyeen laactualidadunade las líneasde

investigaciónmásprolijas dentrode laTeoríade Juegoscooperativosconutilidadtransferible.

Sin embargo,estono fue así hasta1953, añoen queDonald Gillies introduceel conceptode

corazón1 y Lloyd S. Shapleydefine el valor conocidocomúnmentecomo valor de Shapley.

Hastaese momentoel conceptode solución más utilizado era el de los conjuntosestables,

introducidopor von Neumamíny Morgenstern.De entrelos conceptosde soluciónya clásicos

en la literaturaqueremosdestacaraquellosque, tantopor suimpactoinmediatoenel trabajo

desarrolladoen este memoria, como por su impacto en el ámbito de la Teoría de Juegos

CooperativosTU, resultanmás interesantes:el corazóny el valor de Shapley,previamente

mencionados,el nucléolo(Schmeidler(1969)) y el prenucléolo(Sobolev(i975)).

Definición 1.7. Dado un juego (IV, y) e O”, se define unapreimputacióncomo un vector

‘Nos hemosdecantado por la traducciónde core como corazón,en lugar de emplearla traducciónmás

generalizadade núcleo,porqueen el campodelasmatemáticasla palabranúcleose empleacomúnmentecomo

traducciónde kernel, que se correspondecon un conceptode solución diferentequetambiénapareceen la

Teoríade Juegos.
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e

x 6 iR? verificando >3 = v(1V) (propiedad de eficiencia). El conjuntode preirnputaciones
tEN

del juego se denotapor PI(v).
e

Definición 1.8. Dado el juego (1V, y) E O”, se define una imputación como mi vector e
ex e PI(v) verificando x1 =v({il), V i = 1,... , n (propiedadde racionalidad individual).
e,

El conjuntode todaslas imputacionesdel juegose denotapor1(v).

e

El conjuntode todoslos juegosTU n—personalesconconjuntode imputacionesno vacío e

se denotapor JO”, mientrasque10 = U JO” denotaal conjuntode todos losjuegosTU
“c I’V e,

con1(v) # ~ e

e
El corazón(Gillies (1953)) es un conceptode solución conjuntista;másqueproponerun

u.
repartoconcreto,lo queproporcionaes un conjuntode repartosqueson propuestasde pago e,

difícilmentecuestionablespor las diferentescoalicionesquese puedenformar. Una propuesta e

de repartoqueconcedaa unacoaliciónmenosde lo quesus miembrosse puedengarantizar e,

obtenersin contarcon apoyos,puedeser cuestionadapor dicha coaliciónque, en tal caso, O’

e,
podríaoptar por abandonarla coalición total.

u.

Definición 1.9 (GilIies,1953). Se define el corazónC(v) del juego (N,v) E O” como el O’

e
conjunto de vectoresx E IR” queverifica:

e

e
(i) Propiedadde eficiencia: >3 x~ = v(IV) e

i= 1
e

(u) Racionalidadcoalicional: x(S)=y(S), siendox(S) = >3x~, V S C Y. u.
u.

e
Si unapreimuputaciónperteneceal corazóndeljuego, entoncesningunacoalicióndispone

e
de mediospropios paracuestionaría:lo queunacoalición 5 puedeobtenersi abandonala e

coalicióntotal (y(S)) no excedeel pago que le concededicha preimnputación(x(S)). Uno e

de los problemasque planteaesteconceptode solución, ademásde la no unicidad de las
e

propuestascontenidasen él, es que, en general,no se puedegarantizarqueseadistinto del
e

vacio. Bondareva(1963) y Shapley(1967) caracterizanlos juegos con corazónno vacío a
e

u.

e,

u.

e

e

e
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partir de la condición de juego equilibrado. En lo quesigue, cada vez quenos refiramos a

(IV, y) e O” como un juego equilibradoestaremosindicandoqueC(v) # 0.

Observación1.1. Si el juego (N,v) es unjuegodecoste,es decir,y(s) es interpretadocomo

el costeen quela coalición5 puedegarantizarseincurrir a lo sumo,entoncesla condiciónde

racionalidadcoalicional quedefineel corazóndel juego vendrádadapor:

(fi’) >3x, =v(S), V SCIV.

Rigurosamente,el conjunto definido por (i) y (u’) recibe el nombrede anticorazón. Sin

embargo,siemprequequedeclaro queel juegoconel que se estátrabajandoes unjuego de

coste,nos referiremosa él simplementecomo corazón. Así mismo,siempreque no se haga

menciónexplícitade lo contrario,se trabajaconjuegosde beneficio.

A continuaciónse exponenlas propiedadesdel corazón(anticorazón) de un juego de

beneficios(de coste) convexo(cóncavo),queseránempleadasen los capítulos3 y 4.

Definición 1.10. Dado (N,v) EO”, y6 e O”, siendoO” el conjuntode todaslas posibles

permutacionesde IV = {1,... , n}, querepresentaremoscomo unaaplicaciónbiyectiva de 1V

en IV . Se define el vector de pago marginal asociadoa O, x0, como

í4 =v(PfU{i})—v(P$),

dondePf = {j ~ 1V¡O(j) <O(i)}.

Definición 1.11. Dado un juego (N,v) e O”, se define el conjunto de Weber del juego,

como

W(v) = Con{ x0 ¡ OL~” },

dondeCon denotala envolturaconvexa.
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Proposición 1.1 (Weber, 1988). Sea(N,v) E O un juego, y sea0(v) su corazón, enton-

cesse verifico 0(v) C W(v).

Shapley(1971) demuestraqueparajuegos de beneficios(de coste) convexos (cóncavos)

el corazóncoincide con el conjunto de Weber. Ichuishi (1983) demuestrael reciproco: si

0(y) = W(v), entoncesel juego de beneficio(coste)es convexo (cóncavo).

El valor de Shapleyfue introducidooriginalmentepor Shapley (1953) como mi valor

parajuegosTU. Dicho valor ha ocupado, y sigue ocupando,un lugar predominanteen lo

que a valoresse refiere. Pruebade ello es el elevadonúmerode trabajosqueha generado

y la diversidadde sus aplicaciones(como mecanismode asignaciónde costes,como índice

de poder,...), así como el hecho de quesea precisamenteel valor de Shapley, y no otro,

el que comúnmentese extiendea cualquiernuevomodelo de juegos cooperativos.En esta

introducciónnos limitaremosa exponerla definición original dadaporShapley;paraello, es

necesariointroducir unaseriede conceptosprevios.

Definición 1.12 (von Nenmanny Morgenstern). Dado el juego (1V, u) E O”, se dice

que J~ es un jugador títere? si y(SU {ij) = y(S) + v({iJ), V $ C 1V \ {i}.

Definición 1.13. Dado el juego (Y, y) E O”, se dice que J~ es un jugador irrelevante si

v(SU{i}) =v(S), V SC N\{i}.

von Neumanny Morgensternhacenreferencia,en el contextodejuegos simples,al con-

ceptodejugadorirrelevante,al quedenominanjugadorinsignificante.Unjugadorirrelevante

no influye directamenteen el juego, ya queno contribuyeen nadaaningnnacoalición.

Definición 1.14. Dado (N,v) CO, cualquiercoaliciónSC IV tal que

v(T)=v(TflS), VTCN

sedice quees una coalición soporteparael juego (1V,u).
2en inglés, dummy.
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Un jugadorqueno pertenezcaaalgunade lascoalicionessoportees un jugadorirrelevante.

El uso de este conceptopermiteobviar la clasificaciónde los juegosen función del número

dejugadores.

Definición 1.15.

(i) Dados(IV, u), (IV, y) E O” se defineel juego suma,(IV, u + y) E ~ como

(u+vRS)z=u(S)+v(S), V SCIV.

(u) Sea(Y, y) E O” y sea6 e e”, se defineel juego permutado,(IV, Cv), como

Cv(S) =v({i CN/6(i) tE SJ), V SC Y.

Definición 1.16 (Shapley, 1953). Se define el valor de Shapleyde im juego (N,v) E O

como unaaplicación,4’(1V, y), queasignaa cadajugadori E 1V un númneroreal, 4’~(IV, y),

verificando los siguientesaxiomas:

(Sl) >3 4’~(N, y) = y(s), V 5 (1 N coaliciónsoportede y.

jES

(52) Dados (N,u),(1V,v)E O”, severifica4’j(IV,u+v) =z4’¿(1V,u) +4’~(IV,v), V i EN.

(S3) 4’oQ)(N,Cv) = 4’~(N,y), V Oc e” y Vi EN.

Teorema1.1 (Shapley,1953). Existeun único valor, <1’: 0 —4 ~ iR”, verificando(Sl), (S2)
“EN

y ($3). Dicho valor viene dado por

4’~(IV,y) = >3 (s — í»(n 5)! (y(S) — v(S\ {i})) , Vi ElY, V (IV,y) e O”, Vn ~ 12V,
u!

SCN
iES

dondes = S~.
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Un conceptode soluciónalternativolo proporcionanel nucléolo (Schmeidler(1969)) y

el prenucléolo(Sobolev (1975)>. El procedimnientode selecciónen quese basan,tanto el

nucléolocomo el prenucléolo,valora cadaposible propuestade pagoapartir del vector de

excesosasociadoa la misma. Dado el juego (Y, y) E O”, asociadoa cualquiervector de

pagosx E iR”, se define el excesode la coalición3 no vacía 5 (1 Y con respectoax, comno

la diferenciaentreel valor de dichacoalicióny el pagoquerecibirían los miembrosde 5 si x

fuerala propuestade repartodefinitiva, estoes,

e(S,x)=45) -<e(S).

El excesode la coalición5 puedeentoncesserinterpretadocomounamedidadel descontento

quesentiríanlos miembrosde la coaliciónS si x fuerasugeridocomorepartofinal.

Unavez establecidoel criterio de valoraciónde unapropuestade reparto,se debeselec-

cionar aquelvector de pagosqueresulte “mejor” valorado, de entretodosaquellosqueson

considerados“admisibles” (que verificanciertaspropiedadesdeseables).En estesentido,el

prenucléoloconsideracomoadmisiblecualquierpreimputación,mientrasqueelnucléoloexige

que la propuestade repartoaconsiderarseaunaimputación. En amboscasos,teniendoen

cuentaquesiemprequex E PI(y) el excesoglobal (la sumade los correspondientesexcesos

asociadosa todaslas coaliciones)es el mismo, se tiene que, si se quiereminimizar el exceso

asociadoa “todas” las coaliciones,entoncesse deberáoptar por un mecanismode selección

querepartaequitativamenteelexcesoglobalentretodaslas coaliciones.Unafonnaderepartir

equitativamentees la queproponeel nucléolo(prenucléolo):seleccionarcomopropuestafinal

de repartoaquellaimputación(preimputación>queminimizaeldescontentode lascoaliciones

másinsatisfechas.

Forrualmuente,considéreseun vector de pagoscualquierax E IR”, y sea8(x) e

3Posiblemente,dadasu interpretación,la palabraen castellanomásadecuadaparadenominarexceessería

“descontento”o “insatisfacción”, no obstantedadoque excesoes la traduccióncomúnmenteempleada,será

la quenosotrosadoptaremos.
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denominadovector de excesos,aquelvectorcuyascomponentesrepresentanlos excesosde las

coalicionesconrespectoax, e(S,x), 0 # 5 (1 N ordenadasno crecientemente.A partir de

0(x), el nucléolose definecomo sigue:

Definición 1.17 (Selimeidier, 1969). Dado (N, u) e O, el nucléolo del juego es la hnpu-

tación u(y) queverifica

0(v(v)) =L0(x), V x E 1(y),

donde=Les el orden lexicográficoen iR2”1.

El prenucléolo(Sobolev(1975)) se definede forma análoga,siendola únicadiferenciaque,

en estecaso,es el conjuntode preimputacionessobreel quese obtieneel mínimo.

Sobolev(1975) obtiene unacaracterizaciónaxiomáticadel prenucléoloa partir de una

propiedad de consistencia. Una caracterizaciónaxiomáticadel nucléolo, basadaen la dada

por Sobolev parael prenucléolo,se puedeencontraren Snijders (1995). Paraunaextensa

revisión acercadel nucléoloremitimosaMaschíer(1992).

Por último, con el fin de introducir conceptosqueseránutilizados posteriormente,se

presentaun breveresumenacercade los juegos simples.

Un juego simple, tal y como fue concebidopor von Nemnami y Morgenstern,es aquel

juegoen elqueelelementocuantitativo,i.e., los pagosexpresadospor lafuncióncaracterística,

puedesertratadocomoalgosecundario.El principalobjetivo delosjugadoreses formarcoali-

ciones “decisivas”. Estosautoresdefinenun juego simple (de suma constante)en términos

de coaliciones“ganadoras”y coaliciones“perdedoras”.

Shapley(1964) generalizaestadefinición introduciendoel conceptode juego simple, no

necesariamentede sumaconstante.Estaserála definición queemplearemosen la memoria.

Definición 1.18 (Shapley,1964). Un juego simple, (Y,VV), vienedado por N, conjunto

de jugadores,y por VV ~I2(N), conjuntode coalicionesganadoras.VV debeverificar:



12 Capítulo1. Introducción

(1) NEW, 0~W

(u) Monotonía: si ScW y SCT z4 TEW

En términosde la funcióncaracterística,se define comosigne:

Definición 1.19. (N,y) e O” es un juegosimplesi severifican:

(i) y(S) E {0,1}, V SCIV.

(II) v(N) = 1, y(O) =0.

(iii) (1V, y) esmonótono.

Si el juego simple viene dado en forma de funcióncaracterística(1V, y>, entoncesse le

puedeasignarel juego (IV, )‘V(y>), dondeVV(ij, conjuntode coalicionesganadorasdel juego,

vienedadopor todasaquellascoalicionesverificandoy(S) = 1.

Un casoal queprestaremosunaespecialatenciónes el de los juegos de unanimidad.

Definición 1.20. El juego de unanimidadconrespectoa la coalición5 G 1V, (1V,us), viene

dadopor

siSCT
us(T)={

en otro caso.

A continuaciónse exponenlas definicionesy propiedadesde un juego simple queserán

empleadasen la memoria.

Definición 1.21. Sea (1V, y) un juegosimnplecualquiera,se dice queB G Y es mía coalición

de bloqueo si Y \ B es unacoalición perdedora(<Y \ B) = 0). El conjunto de todas las

coalicionesde bloqueodel juego se denotapor 5(v).

Si {i} 6 5(v), entoncesse dice que E Y es un jugador veto. El conjunto dejugadores

veto del juego se denotapor V.
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Definición 1.22. Sea(Y, y) un juegosimplecualquiera,se dice que5 C Y es unacoalición

minimal ganadorasi 5 es unacoalición ganadora(y(S) = 1) y cualquier subcoaliciónpropia

de 3 no lo es (v(T) = 0, paratodacoalición T 9 5). El conjunto de todas las coaliciones

mninimalesganadorasdel juegose denotapor MW(v).

Un juego simple quedaperfectamentedeterminadopor el conjunto de sus coaliciones

minimalesganadoras.El comportamientodel corazónde estetipo dejuegosestábiendeter-

minado:

C(v)#0 ~~zzzzSVv/cO.

En tal caso,el corazóndel juego vienedadopor

C(v)= { xEiR”/ >3x~=1, ~ =0, V iCN}.
iEV

1.2 Juegoscooperativos con utilidad transferible y coaliciones

con tasas de participación

Como ya se ha apuntadoen el prólogo, el conceptode coalición que tradicionalmentese

emplearesulta, en ocasiones,inadecuadopor su incapacidadpararecogertodas las carac-

terísticasdel problema.Estees el casode aquellassituacionesen las que, por su naturaleza

los jugadorestienenla opción de involucrarseen. unacoalición en mayor o menor grado.

Supóngase,por ejemplo,que un grupode agentesparticipaconjuntamenteen una inversión.

El beneficioqueobtengandependeráde la inversióninicial quecadaunode ellos haga. En

estecontexto, el conceptotradicional de coalición sólo contemplados posibilidades:un ju-

gador entraa formar partede unacoalición, lo que le suponela cesiónde todo sucapital a

la misma,o por el contrario,no se adhierea la coalición. La generalizacióndel conceptode

coalición, incorporandola posibilidadde queun jugadordecidaen quegrado se involucra en
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ella, permitiría incorporar al modelo otras opciones. Concretamente, en el ejemplo anterior

permitiríaconsiderarel queunjugadordecidieracedera la coaliciónunacierta proporción

de sucapital, no necesariamentela totalidad.

Consideracionesde estetipo son las quehan llevado adiversosautoresa generalizarel

conceptode coalición introduciendoel conceptode tasa de participación en una coaliczon.

Fundamentalmente,dentro de la clasede juegosTU que surgencuandose empleaestecon-

cepto se distinguendos tipos de juegos, dependiendode si los jugadorespuedengraduar

de forma continuasu tasade participaciónen unacoalición (que se corresponderíacon el

ejemploanterior)o, alternativamente,sólo disponende unacantidadfinita de opciones.El

tipo de juegos quesurgeen este último caso, denominadosJuegosmulti—elección(en inglés

multi—choicecooperativegames) ha sido estudiadopor Hsiao y Raghavan(1992, 1993) y por

Nouwelandet al. (1995). El caso en queun jugadordisponede una “cantidad infinita” de

opcionesha sido estudiadopor Aubin (1974a, 1981), Hutnariu (1978), Butnariu.y Klement

(1996) y Billot (1990), entreotros,bajo la denominaciónde juegosTU con coaliciones difu-

sas (en inglés, fuzzycooperativegames),y másrecientementepor Hsiao y Raghavan(1995),

bajo la denominaciónde juegosTU con un continuo de opciones(en inglés, continuously—

many—choicecooperativegames). En amboscasosel conceptode coalición queseempleaes

matemáticamenteel mismo, siendosuinterpretaciónfísica lo quedifiere.

Los juegos cooperativoscon utilidad transferibley coalicionesdifusas estánbasadosen

la Teoría de ConjuntosDifusos, introducidos por Zadehen 1965, alio en el que se publica

suartículo seminal “Fuzzy Set?. Esta teoría proporcionauna baseparala construcciónde

modelosy laaplicaciónde técnicascapacesde trabajarconinformaciónde carácterambiguo

o imprecisono asimilablea ningún fenómenoaleatorioo probabilístico.Permiteaproximar

situacionesrealesenlas quelos modelosclásicos,basadosen la lógica binaria(detipo Si/No),

resultaninadecuados,ya seapor suexcesivacomplicacióno por suincapacidadpararecoger

todaslas característicasdel problema; en particular, permite modelizaraquelloscasosen

los queel problemaque se está tratando incluye relacionesu objetosvagamentedefinidos,

incertidumbredebidaaqueelsistemamio estáperfectamentedefinido,evaluacionesdecarácter
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lingilístico, gradacióndeestados,etc ... Estaúltima posibilidad,quese correspondeconla

interpretaciónnítida de tasade participación,es laquenosotrosconsideraremosy es también

la consideradapor Hsiao y Ragliavan(1995).

A continuaciónse recogela definición formnai de conjuntodifusoy de coalicióndifusa.

Definición 1.23 <Zadeh,1965). SeaX un conjuntoclásico (nítido, no difuso) de objetos,

quesedenominaráconjuntoreferencialo universoy seax un elementogenéricode X. Un

conjuntodifusoA de X es un conjuntode pares{ (x,PÁ(x)) }xEX dondepÁ(~) es la llamada

función de pertenencia(o función característica)de A, queasociaacadax e X un mrúniiero

realPÁ(x) e [0,11que indicael gradode pertenenciade r al conjuntodifusoA.

Definición 1.24 (Aubin, 1974a). Dado un conjuntode jugadoresIV = {1,... , n}, se de-

fine una coalición difusade jugadores de Y como un conjuntodifuso de Y.

Unacoalicióndifusade N se puedeidentificar conun vectorde [0,1]”. Así, si r pertenece

al conjuntode coalicionesdifusasdejugadoresde 1V, entonceses de la forma:

donde-rj indicael grado de pertenenciao tasade participacióndel jugador i en la coalición

difusar.

Lascoalicionesnítidas sonun casoparticular de las coalicionesdifusasen las quela tasa

de participaciónde cadauno de los jugadoresen la coalición es 4 6 {0, 14. A lo largo

de la memoria,siempreque no hayaconfusión, la coalicióndifusa x~ E {0, 11” se denotará

simplementepor 5.

Billot (1990> describeuna coalición difusa como una colección de agenteseconómicos

(jugadores)quecedenunafraccióndesurepresentatividadaun decisorcolectivo: la coalición

difusa.

Butnarmu(1978)argimientalanecesidadde considerarcoalicionesdifusasenjuegospolíticos
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paramodelizarsituacionesen las queun paísno puedecederla totalidadde supoderde de-

cisión aunacoalición,pero que,sin embargo,puedesersimultáneamentemiemubrode varias

coaliciones.Comoejemplose refierea laposicióndel ReinoUnido: “. ..which refuseslo traus-

fer jIs ceonomiedecisional rights to Ihe West—EuropeanFarliament, buí it is a rncmber of

E. C.C. and of Ihe Commonwealthin spiteof Iheir contradictoryrequestsin manyquestions.”4

[Butnariu (1978), pág. 1901.

Definición 1.25 (Auhin, 19T4a). Un juegon—personalcooperativocon utilidad transferi-

ble ycoalicionesdifusasviene dado por el par (Y, i~, donde Y {1,... , n} es el conjuntode

jugadoresy u: [0,lfl -4 11? es la funcióncaracterísticadel juego, queasignaacadacoalición

difusa r C [0,1]”,suvalor 75(r), verificando 75(0) = 0.

El conceptode juego difuso con utilidad transferibleaparece,de hecho, en el trabajo

de Shapley-Shubik(1969) al hablarde jugadoresparticipandoen una coalición a niveles

fraccionalesde intensidada travésde lotes de bienespersonalesen el contextodejuegos de

mercado.

Enelejemploconsideradoal inicio deestasección,elgradodepertenenciade unjugadora

lacoalicióndifusai- representala fracciónde sucapitalqueponeadisposiciónde lacoalición

mientrasque75(r) representael beneficioque se obtienecuandose forma la coalicióndifusa

7~ (cadajugador invierte unafracción rj de su capital).

Ya queen estamemoriano se empleametodologíadifusaalguna,sino únicamenteel con-

ceptode tasade participación,al quese le daunainterpretaciónfísicanítida, hemosoptado

por referirnosa las coalicionesdifusascomo coalicionescon tasasde participación. En lo que

sigue emplearemosla denominaciónmássimplede “juego con tasasde participación”. Por

analogíaconla terminologíadifusa,seguiremosempleandolapalabra“nítida” parareferirnos

aunacoalición en la que todoslos jugadoresparticipancon tasasde O ó 1.

½quese niegaa transferirtodo su poder económicoal ParlamentoEuropeo(Oeste),peroes miembrode

la CEE. y de la Commonwealth,apesarde queestosorganismostieneninteresesantagónicosen numerosas

cuestiones.
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El conjuntode todos los juegosTU n—personalescon tasasde participaciónse denota

por FE’, mientrasquerr = U ~r denotaal conjuntode todoslos juegosTU contasas
neW

de participacion.

Al igual queocurreen el casonítido, uno de los principalesproblemasquese abordanen

estecontextoes el estudiode conceptosde soluciónque proporcionenunarespuestasatis-

factoria a la preguntade cómo repartir los beneficios75(N). Aubin (1974a, 1981) extiendeal

casodifusoconceptosde soluciónclásicos: el corazóny el valor de Shapley. Diversosauto-

res proponenextensionesalternativasdel valor de Shapley,véaseHsiao y Ragliavan(1995),

Butnariuy Klement (1996). A continuaciónse recogela extensióndel corazónpropuestapor

Aubin, asícomo sus principalespropiedades,queseránempleadasen el capítulo 3.

Definición 1.26. Un conceptode soluciónpara la clasede juegos con tasasde participa-

ción FF0 C Ef, es unaaplicaciónpunto—a—conjunto,~o,definida sobreFFo, que asignaa

cadajuego con tasasde participación (1V, 759 c E1%, un subconjuntode vectoresde pago

~(N, 75) e Ir?”. Un conceptode soluciónqueasigneun único vector de pagosa todo juegode

EF0 se denominatalos

La subclasede juegoscon tasasde participaciónsobrela quese vana definir los valores

tratadosen el segundocapítuloes:

FI’~ : Subconjunto de EF” compuestopor todosaquellosjuegoscon tasasde

participaciónn—personales(1V, iY) e EF” talesque 75 e L’(g), dondeji

es la medidade Lebesgueen [O,1]”, i.e., Jjo,i]n ¡vi d,x c oc.

EFj : Subclasede EF definidapor la unión U FJ’7.
n>1

Definición 1.27. Se define el conjunto de imputacionesde un juego contasasde participa-

ción (1V, 75) como el conjunto de vectores1(75) C Ir?” verificando:

n

(i) Eficiencia: E ~ = 75(N).
jzr 1

(u) Racionalidadindividual: ‘E~ =75({i}), Vi E Y.
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El conjuntoPI(75) de vectoresque verifica (i) se denominaconjuntode preimputacionesdel

juego.

SiemprequeaunasubclasedejuegoscontasasdeparticipaciónEF0 C EF sele anteponga

unaletra1 mayiáscula,estaremosdenotadola subclasede EF0compuestapor todosaquellos

juegosen PP0conconjuntode imputacionesno vacio.

Parageneralizarel corazón,en primer lugardebedecidirsequépagootorga la preimpu-

taciónx 6 11?’ a una coalición con tasasde participaciónr. Se puedendar multitud de

respuestasaéstapregunta;cuál de ellases la másacertadaestáen funcióndel problemaque

seestémodelizando.Aubin (1981) asumequeel repartoes lineal en la tasade participación

de losjugadores;es decir,el pagoque recibeunacoaliciónr G [0,1]” de acuerdocori x E 1W’

es xQ-) = >3 ayr~. Esto es lo quenosotrosasmmremnosen estamemoria. En tal caso, el
iEN

corazónde un juegocon tasasde participaciónvendrádadopor la siguientedefinición:

Definición 1.28 (Aubin, 1981). Se define el corazónC(75) del juego con tasasde partici-

pación (Y, 77) como el conjuntode vectoresx E 1W’ verificando:

a

(i) Eficiencia: = 75(Y).
ir 1

(u) Racionalidadcoalicional: x(r) =75(r), V r E [0,1]”.

Paralos resultadosqueaparecenrecogidosacontinuación,se debeasumirquela función

característicadel juego es homogéneade grado 1, i.e.,

75(Ar)=A75(r), y A>0 talque Are [0,1]”, V rE [0,1]”.

Si todoslos jugadoresamnentanen la misma proporciónsu tasade participación,entonces

el valor de la coaliciónaumentaen la mismaproporción. En dicho caso,sudefinición puede
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extendersea como sigue:

75(r)v>3r¿75(2 ir), y reR$
~CN

Definición 1.29. Sea5 un conjunto convexono vacío, y sea f : 5 —* 11? una función

cóncava.Se dice que4 es un .subgradientede f en k 6 8 si

f(x)=f(k)+¿
t(x—k), Vx6S.

El conjunto8f(~) de subgradientesde f en ~ se denominasubdiferencial?

Teorema 1.2 (Aubin, 1981). Sea (1V, 75) un juego con tasas de participación tal que y es

una función cóncavahomogéneade grado 1, entoncesC(77) es convewo,compactoy no vaczo.

Concretamente,el corazóndel juego es igual a la subdiferencial,075(N), de 75 en1V. Además,

st 77 es diferenciable en Y, entoncesC(75) = {D75(N)}, siendoD77(N) la diferencial de y en

N~1.

En el tercer capítulode estamemoriase hace uno implícitamentedel conceptode juego

szmplecon tasas de participación, por lo que nos ha parecidoconvenienteesbozarestetipo

de juegoscon tasasde participaciónemi estaintroducción. La siguientedefinición generaliza

aestecontextola definición de juegosimplenítido en formnade funcióncaracterística.

Definición 1.30. Un juego simple con tasasde participación es un juego cooperativocon

utilidad transferibley coalicionescontasasde participaciónverificando:

(i) 75(r) £ [0,1], Vr e [0,1]”.

(u) 75 es un juego mnonótono: 75(r) <77(r’), V r <r’.

(iii) 75(N) = l~.
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Un juegosimplecontasasde participaciónpuedevenir dadocomoextensiónde un juego

simple nítido. En este caso, la función característicadel juego con tasasde participación

se define como unaextensiónde la funcióncaracterísticadel correspondientejuego nítido.

Paracadaproblemaconcretose deberádecidir quéextensiónresultamás adecuada.Esta

situación,seráprecisamentelaquedé lugaralosjuegossimplescontasasde participaciónque

aparecenen el capítulo3 de la presentememoria.No obstante,en ocasionesel juegosimple

contasasdeparticipaciónvienedadodirectamenteapartir delas característicasconcretasde

lasituaciónqueseestámodelizando.Enamboscasos,ladefinicióndela funciómícaracterística

parajuegoscontasasdeparticipaciónmio es unatareafácil. Paraun estudiomásextensodel

tema remitimosaMolina y Tejada(1996).

Por último, se recogela definición de juego multi—elecciónpropuestapor Nouwelandet

al. (1995). Un juego multi—elecciónes un juego TU en el quecadajugadorpuedeparticipar

en unacoaliciónadistintosnivelesdc actividad(tasasdeparticipación). El beneficioqueun

cierto grupo dejugadorespuedaobteneren el juegodependerádel esfuerzoquecadaunode

los miembrosdel mismohayarealizado.

SeaY = .1.... , n} un conjuntodejugadoresy supóngasequecadajugador i E Y puede

decidir participar activamentea m~ niveles diferentesen el juego. El espacio de acciones

del jugador i e Y viene dado por el conjunto M~ = {0, 1,... , m4, dondela acciónO se

correspondecon no participar. Por tanto, cadajugador tiene m~ + 1 niveles de actividad

(incluyendoel O) y unacoalición vendrádadapor un vector s E ]jj[ M~.
iCN

Definición 1.31 (Nouweland et al., 1995). Un juego multi—elección es una tripleta

(N, m,y), dondeN es el conjuntodejugadores,ni 6 1V” es un vectordescribiendoel número

de niveles de actividadde cadajugador y u : fi M~ —* IR es la función característicadel
icN

juego, verificandoy(o) = O.

La definición anteriordifiere de la propuestaoriginalmentepor l{siao y Ragliavan(1992).

Enesta última, másrestrictiva,el espaciode accioneses el mismoparatodoslosjugadores.

En amboscasos, un juego multí—elecciónes isomorfo a un juego con tasasde participa-
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ción. Paratrasladarun juegomuilti—elecciónes suficienteconidentificar el nivel de actividad

de un jugador i en la coalición s e fi M~ con su tasa de participaciónen una coalición
icEN

r(s) E f~ Mj, siendo
teN

mi—1
1} V 1=1,... ,n,

V icN, V5EflM,
icEN

No obstante,debenotarseque M~ representaunaescalaordinal, mnientrasque M~ es una

escalade razón; luego, se debehacer la salvedadde que, posiblemente,la interpretaciónde

1,... , n, quese estéhaciendono seala correcta. En los juegosmuid—elecciónque

son tratadosen estamemoria(capitulo 3) el espaciode accionesde losjugadoresrepresenta

efectivamenteunaescalade razón,porlo quenosreferiremosaelloscomo ‘juegos con(finitas)

tasasde participación”.
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2.1 Introducción

El procedimientode selecciónempleadopor numerososconceptosde soluciónclásicospara

juegosTU estábasadoen el siguienteesquema:En primer lugar se estableceun criterio de

valoración,ya seapor partede las coalicioneso de los jugadores,de las diferentespropuestas

de repartoconsideradascomo admisibles.Una vez establecidadichavaloracióny, basadoen

ella, se adoptaun criterio de equidaden funcióndel cual son seleccionadosaquellosvectores

de pagosquecompondránla solución.

Entreelloscabedestacar:elnucléolo(Schmeidler(1969)), elprenucléolo(Sobolev(1975)),

el núcleo (en inglés, kerneO(Davisy Maschler(1965)) y el prenúcleo(en inglés, .vrelcernel)

(Maschier,Pelegy Shapley(1972), (1979>). Todosestosconceptosde soluciónse basanen la

consideracióndel excesode unacoalición8 C Y con respectoaun vector de pagosx e E”

como unamedida de la insatísfacciónquesentiríala coalición 8 en caso de que x fuera

propuestocomo reparto definitivo. En particular, el nucléolo y el prenucléolo,conceptos

de solución unipuntuales,valoran una propuestade reparto a través del excesoasociado

a cada coalición, seleccionandocomo propuestafinal aquella imputación, respectivamente

preimputación,queminimizael descontentode la coaliciónmásinsatisfecha.

Sakaway Nishizaki (1994) introducenun nuevoconceptode soluciónpara juegos TI)

inspiradoenel nucléolo: la soluciónlezicogrófica. El criterio deequidadadoptadoes elmismo

pero, en estecaso,sonlos jugadoresy no las coaliciones,los quevaloranunapropuestade

reparto. Paraello, definenel excesode un jugadori E N con respectoa un vector de pagos

x eE”, excesoqueinterpretancomounamedidade la insatisfacciónquesentiríael jugador

si x fuerasugeridocomo repartodefinitivo.

El objetivo que, en un principio, nos habíamosplanteadoera el estudiodel comporta-

mientode lasoluciónlexicográficacomoun conceptodesoluciónparajuegosTU contasasde

participacióntal y como habíasido extendidoaestaclasede juegospor Sakaway Nishizalci

(1994). Esteestudionos condujo hastaotro conceptode solución unipuntualparajuegos
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TU nítidos,el nucléolomínimo cuadrático(Ruiz, Valencianoy Zarzuelo(1996)). Dicho valor

se basa,al igual queel nucléolo, en la valoraciónde una propuestade pagosa partir del

descontentode las coaliciones;peroel criterio de equidadque se empleaparala selecciónde

la propuestafinal de pago es distinto.

Lasoluciónlexicográficay el nucléolomínimocuadrático,aunqueinspiradosambosvalores

en el nucléolo, aparentementeno guardanrelación alguna; sin embargo, como se verá a

continuación,ambosconceptosde solucióncoinciden. Estehecho,no sólonos hapermitido

llevar a cabomm estudiomás profundo de la solución lexicográficacomo un conceptode

solución parajuegosTU con tasasde participación,sino que nos ha llevado a definir y a

estudiarla soluciónigualadoraparajuegosconutilidad transferibleycoalicionescon tasasde

participacióncomo laextensiónaestetipodejuegosdelprenucléolomínimo cuadrático(Ruiz

cf al. (1996)),soluciónestrechamenteligadaal nucléolomínimo cuadrático.El capítulose

cierraconun estudioacercade lasposibilidadesde lasoluciónigualadoracomoprocedimiento

de asignaciónde costes.

La tabla2.1 muestralas analogíasy diferencias,en cuantoa la valoracióny el criterio de

equidadempleados,entre los distintos conceptosde soluciónunipuntualesmencionadosen

estaintroducción.

CRITERIO DE EQUIDAD

VALORACIÓN Mínimo Lexicogr~1lco Minimizar la Varianza

Exceso

Coaliciones

nucléolo

(prenucléolo)

nucléolo mínimo cuadrático

(prenucléolo mínimo cuadrático)

Exceso

Jugadores

soluciónlexicográfica

(solución igualadora)

soluciónlexicográfica

(soluciónigualadora)

Tabla2.1: Clasificaciónen funciónde la valoracióny el criterio de equidad.
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2.2 El nucléolo mínimo cuadrático como un mínimo lexico-

gráfico

Comoya se ha mencionadoen la introducción,el nucléolomínimo cuadráticoy la solución

lexicográfica se basanen la consideraciónde unacierta medidade descontentoasociadaa

cualquierpropuestade pago, diferenciándoseno sólo en la definición de dichamedida,sino

también en el criterio de equidadempleadoparaseleccionarel vector de pagospropuesto

finalmente.No obstante,ambosvalores,aparentementedistantes,estáníntimamenterelacio-

nadoscon un tercer valor, el 2—centro, propuestopor Spinetto(1974)1. Estehechomotivó

el estudioque se lleva a caboen estasección. Se mostraráqueambosvalores,el nucléolo

minimo cuadráticoy la solución lexicográfica,coinciden.

La equivalenciaentreellosno sólo dotaal nucléolomínimo cuadráticode unainteresante

propiedadcontribuyendoasuestabilidad,sinoquenospermiteconsiderarlocomoun nucléolo

general (Maschler,Pottersy Tijs (1992)), englobándolodentro de unafamilia de conceptos

de soluciónmásamplia. Además,estaequivalenciaserátenidaen cuentaen la sección2.4 y,

graciasaella, se llevaráacaboun estudioen profundidadde la soluciónlexicográficapara

juegosTU con tasasde participacióncomo unaextensióndel nucléolomínimo cuadráticoa

estetipo dejuegos.

El nucléolomínimo cuadráticotiene en comtíi con el nucléolola valoraciónde unapro-

puestade repartoen funcióndel vector de excesosde las coalicionesasociadoy el considerar

comoconjuntoderepartosadmisiblesal conjuntode imputaciones.La diferenciaentreambos

valoresviene dadapor el criterio de equidadempleadoparaseleccionarel vector de pagos

solucióndel juego. El nucléolomínimo cuadráticoseleccionacomopropuestafinal de reparto

aquellaimputaciónqueminimiza la varianzade los correspondientesexcesosde todas las

coalicionessobreel conjuntode imputaciones.

‘la relaciónentretodosellos se recogeen la tabla2.2 (pág. 94).
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Formalmente,considéreseelsiguienteproblemademiinimizaciónparacualquierjuegoTU

(N,v):

Problema 1

mlxi>? (e(s,x)—flv,x))2
SCN

s.a. >3 x~ z=u(N)
iEN

xI=v({í}), i=1,... ,n,

dondeel excesomediocorrespondienteax, T(v,x), vienedadopor

É(v, x) 1
SGN

Ruiz et aL (1996) pruebanla existenciay unicidad de la solucióndel problemaanterior

sobrela claseIG y definenel nucléolomínimo cuadráticocomosigue:

Definición 2.1 (Ruiz et al., 1906). Dadoel juego (JV,v) ~ IG’~, el nucléolo mínimo cita-

drático del juego, A(v), se definecomo la solucióndel problema1.

Alternativamente,Saicaway Nishizaki (1994) consideranunamedidade la insatisfacción

delosjugadores,quedefinenagregandolas correspondientesinsatisfaccionesdetodasaquellas

coalicionesen las queun jugadorpuedeformarparte. Dadonn vector de pagoscualquiera,

x C Jflfl, definenel excesodel jugador i eY conrespectoax como

w(i, x) >3 e(S,x).
SCN

icE8

Así, cadajugadorpuedeevaluarglobalmenteunapropuestade reparto teniendoen cuenta
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todas las posiblescoalicionesen las quepuedeformar parte. Al igual queocurre cuando

se considerael excesoasociadoa las coaliciones,siempreque x e PI(v), la suma de los

correspondientesexcesosde todoslos jugadoreses la misma.En estecaso,el criterio elegido

pararepartir equitativamenteelexcesototalentrelosjugadoreses análogoal empleadopara

la seleccióndel nucléolo.

Considéreseun vector de pagosx E IR”, y sea0(x) e IR”, al quedenominaremosvector

de excesos(de los jugadores),aquelvector cuyascomponentesrepresentanlos excesosde los

jugadorescon respectoax, w(i, x), i 1,... ,n, ordenadosen orden no creciente.A partir

de 0(x), la soluciónlexicográficase definecomo sigue:

Definición 2.2 (Sakaway Nishizaki, 1994). Dado (N, -o) c 1V”, se define la solución

lexicográficadel juego comola imputación,L(v), queverifica

9(L(v))=LO(x), V xeI(v>,

donde=L es el orden lexicográficoen IR”.

Observación2.1. La soluciónlexicográficaes un nucléologeneral.

En efecto, el nucléologeneral (Maschler, Pottersy Tijs (1992))generalizael nucléolo a

un par arbitrario (fi, E’), dondeII es un espaciotopológicoy E = { F~ }7¾es un conjunto

finito de funcionesrealescontinuasdefinidassobreU. En estecontexto,definenel nucléolo

generalcomo

A/}fl,F) := {xefi/0(F(x)) =z0(F(y)), paratodo Yefl},

donde0(F(x)) es un vectorm—dimensionalconlas mismascomponentesqueF(x) reordena-

dasen orden no crecientey =r.es el orden lexicográficoen R~. La soluciónlexicográficase

obtienecomo un nucléologeneralconsiderandocomodominiodel nucléoloel par 12 (II, E)

derivadode la claseIG. Paracadajuego, el conjuntoU de propuestasde reparto conside-

radascomo admisibleses el conjuntode imputacionesdel juego, mientrasqueel conjuntode
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criterios de evaluaciónde las diferentespropuestasde pago, E = { fl }~», viene dado por
e

el descontentode cadauno de los jugadores,Le., E1 es la función de excesodel jugador i,
O’

i=1,...,n.
e,
e,

A continuaciónse pruebala equivalenciaentreel nucléolomínimo cuadráticoy lasolución e
e,lexicográfica.Comoconsecuenciade dichacoincidencia,se tienequeel nucléolomínimo cua-
e

drático seobtieneno sólocomo resultadode un criterio de selecciónjusto conlas coaliciones,
e

sinoque tambiénpuedeserobtenidocomo resultadode un procesode selecciónjusto conlos e,

jugadores. e,

e,

Parademostrarla equivalenciaentre ambassoluciones,previamentees necesarioel si-

guientelemadebidoaRuiz et al. (1996). O’

e,

e
Lema 2.1 (Ruiz et al., 1096). Para cualquierjuego (N, y) E IG” una imputaciónx es el

e,
nucléolomínimo cuadrático del juego si y sólo si para todo j E Y se verifica: e,

e,

> v({j}) t4 w(j,x) = rnáx w(i,x). O’

teN e,

e,

O’

e

e,

Proposición 2.1. Sea(N,y) e 1G
1’ un juego cualquiera, entoncesA(v) = L(v). O’

e,

e,

Demostración: En primer lugar demostraremosqueparacualquierjuego (Y, y), la suma

de los excesosde todoslos jugadoreses la mismaparatodovector de pagosx eficiente. Sea e

a~(v) = >3 y(S), entonces e,
SCN t
ÍES

e,

e,
w(i,x) = >3e(S,x) = a

1(v) — 2~
1x

1— 2fl23xi = a~(v) — 2~
2x

1 — 2’>
2v(N). (2.1) e,

SCN
ÍES e,

e,

e

e,

e,
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Luego,

>3 w(i, x) = >3 a~(v) — 2n2 >3 — n2~2v(N)= >3 a¿(v) — (n + 1)2”2v(N) =

leN lEN lEN jEN

Seaz el nucléolo mínimo cuadráticodel juego, queexiste y es único. Considéreseel

conjunto de jugadoresM = {j e N/z~ = v({j})}, entoncesdel lema 2.1 se deduceque

u4j,z) = w(k,z), paratodo par de jugadoresj, k ~ M y por consiguiente,

w(j,z)— /3—fi
n — m

paratodo j~M,

donde /3= >3w(i,z) y rn= <Mj.
ieM

A continuaciónse demuestraque cualquierimputación x verificando 9(x) =L 9(z), debe

satisfacerw(i, x) = w(i, z), paratodo i c N

(a) En primer lugar se probaráquesi x es unaimputacióntal que 9(x) =L0(z), entonces

se debeverificar que w(j,x) w(j,z) paratodo j ~M.

En efecto,sea x una imputacióncualquiera,entoncesdela expresión(2.1) de w(i, x),

se deduceque w(i,x) <w(i,z), paratodo i EM. Luego

(2.2)>3w(i,x) =>3w(i,z)=W
1CM 1CM

Entonces,

>3w(i,x) =/3—$.
i~M

(2.3)

Si existeun jugador j ~ M tal que w(j, x) < £~. entoncesde (2.3) se deducela
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existenciade un jugador e # j, ¿ ~ M taJ que w(t, x> > +4 y, en consecuencia,se

tiene que

91(x) =máxw(i,x)> —máxw(i,z) =9j(z).
lEN n—m leN

Estoes,9(x) >r, 0(z); luego,si x es unaimputaciónverificando 9(x) =L9(z), entonces

w(j,x)= ~, VJ«M.
n —

Por otro lado, si 9(x) =L0(z), entonces

lEN lEN

Luego setieneque ‘w(j, x) = ~ = in(j, z), paratodo j ~ M.

(b) Veamosquesi x es unaimputacióntal que0(x) <L 0(z), entoncessedebeverificar que

w(i,x) = w(i,z), paratodo i EM.

En efecto, seax una imputacióntal que6(x) =L6(z), entonces,teniendoen cuenta

queen el apartadoanterior se ha probadoquew(j, x) = +7~, paratodo j « M, se

deduceque

>3 w(i, x) = = >3 w(i, z).
1CM 1CM

Además,w(i,x> =w(i,z), paratodo i E M, entoncesw(i,x> = w(i,z>, para todo

i e M.

De (a> y (b) se sigue quew(i, x> w(i, z), Vi e N, siempreque 6(x) =L0(z), luego

de la expresión(2.1) se deduceque x = z, y por consiguienteel nucléolo mínimo cuadrático

es el mínimo lexicográfico. O
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Observación 2.2. Teniendo en cuenta que en la demostración anterior, del hecho de que

6(x) =L9(z), siendoz el nucléolomínimo cuadráticodel juego, solamentese ha hecho uso

de la condición

máxw(i,x) = 9i(x) S 0i(z> = máxw(i,z),
leN 1CM

se deducetrivialmenteque, en estecaso,considerandocomodominio del nucléologeneralel

definidopreviamente,el mínimo corazóngeneral (Maschler,Pottersy Tijs (1992)), dadopor

£C(fl,F):={xdU/ máx 1?j(x)< máx 1~(y>, paratodo
1=j<m — L=j<m

contieneaun único punto: la soluciónlexicográfica.

2.3 Extensión del prenucléolo mínimo cuadrático: Solución

igualadora

Sakaway Nishizald(1994) argumentanafavor deun conceptode soluciónqueseleccionecomo

propuestafinal de pagoaquellaimputaciónquerepartael excesototalentrelosjugadoresde

maneraquetodosellosquedenigualmenteinsatisfechos.Con estefin, definenla soluciónque

asigna el mismo excesoa todos tos jugadores. Dicha soluciónpresentados inconvenientes:

porun lado, suexistenciano puedeserasegurada,aúnrestringiéndoseala clasedejuegoscon

conjuntode imputacionesno vacío; porotro lado, casode existir, Salcaway Nishizaki (1994)

pruebansucoincidenciaconlasoluciónlexicográfica. No obstante,si se amplíael conjuntode

propuestasde repartoadmisiblesrelajandolacondición de racionalidadindividual impuesta,

entoncesdichasoluciónresultaserel prenuclé7olomínimo cuadrdtico (ver Ruiz etaL (1996>).

En esta secciónse introducela solución igualadoraparajuegosTU con coalicionescon

tasasdeparticipacióncomo extensióndel prenucléolomínimo cuadrático.Se obtieneunaex-

presiónanalíticaquepermitecalcularde formasencillala soluciónigualadorade unjuegocon
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tasasde participacióny seestudiansuspropiedades.Se concluyedandounacaracterización

axiomática.

Antesde iniciar el estudiodelasoluciónpropuestaserecuerdaladefinicióndelprenucléolo

mínimo cuadrático,así comosu caracterizaciónalternativaen funcióndel vector de excesos

de los jugadores.

Dado un juegoTU (Y, y) e O” cualquiera,considéreseel siguienteproblemade minimi-

zación:

Problema 2

mlii>? (e(s,x)—r(v,x))2
SCN
S~0

s.a. >3 x
1=v(N).

leN

Ruiz et al. (1996) prueban la existenciay unicidad de la solución del problema anterior

sobrela claseO y definenel prenucléolomínimo cuadráticocomo sigue:

Definición 2.3 (Ruiz et al., 1996>. Dado el juego (N,v) E O”, el prenucléolomínimo

cuadráticodel juego, X(v), se definecomo la solucióndel problema2.

Proposición 2.2 (Ruiz et al., 1996). Para todo juego (Y,y) E O”, unapreimputaciónx

es elprenucléolomínimo cuadráticodel juego si y sólo si verifica

>36(S,x)t >3e(S,x),
SGN 8CM
IÉS

V i,JCN.
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2.3.1 Solución igualadora: Definición y propiedades

Dado el juego con tasasde participación(Y, i~ E FF~, asociadoacualquiervectorde pagos

x E iR”, se define el excesode la coalición r ~ O con respectoa x, como la diferenciaentre

el valor de dicha coalicióny el pagoquerecibirían los miembrosde la coalicióncontasasde

participaciónr si x fuerala propuestade repartodefinitiva2, estoes,

i(r,x) =i(r)—xr.

Comoen el contextonítido, el excesode la coalición r puedeser interpretadocomo una

medidadel descontentoquesentiríanlos miembrosde la coaliciónr si x fuerasugeridocomo

reparto final. Análogamente,Sakaway Nishizaki (1994) definenel excesodel jugador i con

respectoax como

= 10,1]” r
1e(r, x) dr,

queinterpretancomounamedidadel descontentoquesentiríael jugadori si x fuerasugerido

comorepartofinal.

Proposición 2.3. Para todojuegocon tasasdeparticipación (Y,~ E FE?, existeuna única

preimputaciónx verificando

w(1,x) = ii(2,x) ... = &(n,x). (2.4)

Dicha preimputaciónvienedada por

xi=
u

1,... ,n, (2.5)

2Sesuponequeel repartoes lineal en la tasade participaciónde los jugadores.
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donde cd~3) = r~i5~(r) dr u qiij r ~ cj(i3

)

n

Demostraci6n : Seax una preimputación cualquiera, entoncesel excesodel jugador i con

respectoax vienedadopor

~Ni,x) = r¿(r,x)dr = ¡0,iJn= cj(iY) —

12 ~v(N)

Luego,si x E PI(?J) satisfacela condición(2.4), entonces

rñRr)dr—4x1—4>3xi =

j#i (2.6)

x1—xj=12(cj(ifl—c1(i)), paratodo i,jEY. (2.7)

Considérenselas constantescf» 124(i) — 12c¡(~) paratodopardejugadoresi, j E Y.

El sistemade constantesasí definido es compatibleen el sentidodado por Hart y Mas-

Colelí (1989), i.e. d~ — O d
1’ = —d’ y dU + cfik — cfik, para todo i,j,k E Y. Además,

de (2.7) sededucequex debepreservardiferenciasconrespectoadichosistemade constantes,

— = cfi, N/ i, j e N. Entoncestrivialmentese tienequex existe,es único y vienedado

por

= k(ii~N) +Za~i)~
3=’

— cfi.

Equivalentemente

n i=1 u O
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Definición 2.4. Sea (N, i5~ E FIl’? unjuego contasasde participación,entoncesla solución

zgualadoradel juego,quenotaremospor 8(75), se definecomo la preimputaciónquesatisface

la condición (2.4).

En la sección2.3.3 se muestraun ejemplo. Veamos que relaciónguardacon la solución

lexicográfica (Sakaway Nishizaki (1994)), soluciónquedefinen del mismo modo queen el

casonítido (ver definición 2.2).

Lema 2.2. Para todo juego con tasasde participación (Y, ~ E IT?, la sumade los excesos

de todoslosjugadores es independientede la preimputaciónconsiderada.

Demostración De la expresión del excesode un

ción (2.6) se deduceque

>3ii4i,x) = >3cí(75) — h>3xz — ~i5(N)
zCN 1CM tcN

jugadorcon respectoa unapreimputa-

1+ 3n
12

leN

E

Proposición 2.4. Sea(Y, 75) E FI?4 un juego con tasas de participación cualquiera, si 8(75)

es individualmenteracional, entonces6(75) = L(75).

Demostración Se deduce trivialmente del lema 2.2.

La solución igualadoraextiendeel prenucléolomínimo cuadráticoa partir de su carac-

terizaciónen función del vector de excesosde los jugadores.A continuaciónse pruebaque

también admiteuna caracterizaciónen basea la función de excesode las coalicionesque

extiendeal casocontinuola definición del prenucléolomínimo cuadrático.

Dadounjuegocontasasde participación(Y, 75) 6 FF~ cualquiera,considéreseelsiguiente

problemade minimización:
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mm 1,1]’.

s.a.

(75(r, x) — E(75,x))2 dr

>3 xi =75(N),
leN

dondeel excesomediocorrespondientea x, r(75,x), viene dado por

É(75, x) = .fO,t]n ar,x)dr.

Lema 2.3. Para todo juego con tasas de participación (Y, 739 E Fr? el excesomedio es

independientede la preimputaciónconsiderada.

Demostración: Seax una preimputación cualquiera, entonces

(14r)—>3xir1)dr = f
lEN [0,1]’

£3}r)dr—~>3x~ —

lEN

75(r) dr — 4.75(Y) =

= ¡O,ijn

E

En lo quesiguedenotaremosal excesomedio correspondienteacualquierpreimputación

por rQ5).

Proposición 2.5. Para todo juegocon tasasde participación (Y, £39 E F1’7, existeunaúnica

solucióndel problema continuo2 : la solución igualadora.

Demostración: Veamos, en primer lugar, que las condicionesde Karush—Kuhn—Tucker son

Problema continuo 2

E(75,x)
= jo,1~]n

*

e

e

*

e

O’

O’

O’

O’

O’

O’

e,

O’

e,

e

e,

O’

e,

O’

e

O’

e.

e,

e,

e,

e,

e,

e,

O’

e

O’

*

e,

e,

e,

e

e

e,

e.
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condicionesnecesariasy suficientesde optimalidadglobal parael problema:

mm f(x)

s.a. h(x) = o
x E IR”

dondela funciónobjetivo del problemaf IR” —* IR vienedadapor

f(xS=j (é{r,x)—ÉQi5))2 dr, VxEIR”,

y donde,

h(x)=>3xí—7JXY), VxeR”.
lEN

En tal caso,

— La funciónobjetivoes diferenciableen iR” y la restriccióndel problemaes lineal.

— Aplicandodirectamentela definiciónse deducequef es estrictamenteconvexa,además

como es diferenciable,es pseudoconvexa.Por otro lado, la funciónh es cuasicóncavay

cuasiconvexaparatodo x E IRP.

Luego, las condicionesde Karush—Kuhn--Tuckerson necesariasy suficientesde optimalidad

global. Entonces,x E IR” es solución del problemaanterior si y sólo si existe A e IR

verificando:

Vf(x) + AN7h(x) = O, (2.8)

h(x) =0. (2.9)
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A continuacióncomprobamosque la soluciónigualadoradel juego es el único vector en

IR” queverifica las condicionesde Karush—Rulm—Tuckerdel problema.

La funcióncaracterísticadel juegoes integrableen [0,1]”, entoncesf es de clase1 en IR”

y laderivadaparcialde f conrespectoa x~ vienedadapor

= 104]fl
Ox1 (x)dr = ][O,1]n

—2r1 (75(r) ~>3XjT~ — X(75)) dr =

lEN

—2i~(i, x) + r(75).

Luego la condición (2.8) se puedeexpresarparatodo x E IR” corno

—2iñ(i,x) ±É(i1)+A =0, y i=1,... ,n.

De la expresión(26) del excesode un jugador respectode x e IR” verificando la con-

dición (2.9), i.e., eficiente, se deduceque la condición (2.10) se puedeexpresarde forma

equivalentecomo

—2cí¿yi9+’x~+ 4.75(N) ±É$j +~\ 0, Vi=1,..,n.

Despejandoz1, i E Y, se obtiene:

= l2cj(75) — 375(Y) — 6É(75) — 6A, V i=1,... ,n.

De donde,imponiendola condición de eficiencia, se sigue que

Sn+16A = 12475)— 75(Y) — 6E(75).
u

(2.10)

(2.11)
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Entonces,sustituyendoen la expresión(2.11) el valor de A obtenido,se tiene que

75(Y) +12(cd75)—~(75))=6~(75),
n

y i=1,... ,r¿.

A continuaciónse estudiaráquépropiedadesverifica la soluciónigualadora,centrándonos

en aquellasque extiendenal contexto continuo las verificadaspor el prenucléolomínimo

cuadrático.Veamos,en primer lugar, cómoseextiendenlas propiedadesclásicas.

Notación. Para todo vector r E [0,1]” ~, y para todo escalart e [0,1], (t1, r) denotael

vector (11,... ,rjq, t1, r~+i,... , -r,~) E [0,1]”, paratodo i = 1,...

Definición 2.5. Dado el juego (Y, 75) 6 FI”’, se dice que .11 es un jugador títeresi

75(t1, r) = 75(O~, -r) + t74{i}), V tE [0,1], V r E [0,1]”’.

Definición

sustitutossi

2.6. Dado el juego (Y, 75) E EF”, se

severifica

dice que dos jugadores, i, j e Y, son

75(t~, t~, r) = 75(4, t;, r) V t’,t” e [0,1], V re [01]fl—2

donde (t~,t~,r) = (rl,-.. ,r1...,,t~,r1+,,... ,rj...1,ttrj+1,... ,rn).

Definición 2.7. Se dice que dos juegos con tasasde participaciónn—personales,(Y, 75) y

(Y, i75), son estratégicamenteequivalentessi existen k > O y a E IR”, tales quepara toda

coalicióncon tasasde participaciónr e [0,1]”, se verifica

iiY(r) =k75(r)+>3a2r,.
zCN

O
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El pasodel juego original (Y, 75) al juego (Y, jiS) se interpretade forma análogaa como

es interpretadoen el contextonítido. Se correspondecon un cambiode unidadde medida

(multiplicaciónpor k) y la asignaciónde un beneficio (a~ > 0) o de un coste (a1 < 0) fijo

asociadoa lainclusióndecadaunode losjugadoresen unacoalición. En estecaso,lacantidad

fija queaportaun jugadoraunacoalición r es proporcionala sugrado de participaciónen

dichacoalición.

Definición 2.8. Un valor s~ en F1’7 verifica la propiedadde:

(i) Tratamientoigualitario si y sólo si para todo juego con tasas de participación

(Y,715) e EF? se verifica que dos jugadoresi, j E Y que son sustitutosen el juego

(Y,75) recibenel mismopago, i.e., ~í(
75) = pfti5).

(u) Anonimatosi y sólo si paratodojuego contasasde participación(Y, 75) 6 FI’7 y para

todapermutaciónir : Y —* Y del conjuntode jugadoresse verifica

V iEN,

dondeel juego permutado(Y, ir75) se define como

(iii) Aditividadsi y sólo si paratodopar dejuegoscontasasde participación(Y, 75,), (Y, 752)

en FI’? se tiene que

9’í(V1±752Á9’í(VL)+<Pi(752), V ieN.

(iv) Juegoinesencial si y sólo si para todo juego inesencial (75(r) >3 r
175({i}),

icM
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r 6 (0, 11”) se verifica

~&~9=~d{d), ViEN.

(y) Equivalenciaestratégicasi y sólo si para todo par de juegos estratégicamente equivalen-

tes (N,75), (N,ii5) eFI1’~j, se verifica

~~j(d5)=kípd75)+u1, ViEN,

dondek y a son tales que iiS(r) = k75(r) +>3 ~ V re [0,1]”.
lEN

(vi) División estdndaren juegosbipersonalessi y sólo si para todo juego con tasasde parti-

cipaciónbipersonal(Y, 75) E se tieneque

Vi(75) 75({i}) + 4.(75(Ñ) — 75({iJ) — 75({j}))

= 75({j}) + 4.(75(N) — 75({i}) —

(vii) Jugadortítere si y sólo sí para todo juego con tasas de participación (N, 73) e SI’? ¡

paratodo i eY, jugadortítere, se tieneque y~(
73J = 75({i}>.

(viii) Monotonicidadconrespectoa las contribucionesmarginalesmediassi y sólo paratodo

par de jugadoresi,j E Y se verifica que cj(75) =c~(75) implica q~
1(75) =‘pft

75).

(ix) Monotoníaagregadasi y sólo si paratodo par de juegoscon tasasde participación

(N,75), (N,ii) en F1’7 tales que 75(Y) =773(Y) y 75(r) = ~(r), V r 6 [0,1]”, se

verifica ‘p~(iY) =~j(ii5), paratodojugador i e Y.

(x) Monotoníacoalicional si y sólo si para todo par de juegos con tasasde participación

(Y, 75), (Y, ¡15) en SI’? talesqueparaalgúnsubconjuntodejugadoresT CL Y severifican

las condiciones1,2,3 y 4, descritasacontinuación,se tieneque~~(75)=~(i73}, V i e T.
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1. 75(r) = 175(r), V rE [0,1]” tal que T’~ SopQr) = {i E N/r~ >01.

2. 15(r) >733(r), y rE [0,1]» tal que 2’ ~ISop(r).

3. El juegodiferencia(N,f) E FE? definidopor f(r) = 75(r) — iiS{r), V r E [0,1]”,

es no decrecienteen aquellosjugadoresqueson miembrosde 2’ y es no crecienteen

aquellosjugadoresqueno formanpartede 2’.

4. En el juego diferenciatodoslos miembrosde 2’ (respectivamente,jugadoresqueno

pertenecena 2’) sonsustitutosentresí.

(xi) Monotoníacoalicional estricta si y sólo si paratodo par de juegoscon tasasde par-

ticipación (Y, 75), (Y, i~) en FF~ en las condicionesde la propiedadanterior tales

que la función característicadel juego diferenciasobre (0,1)” es estrictamentecre-

ciente (decreciente)en aquellosjugadoresque forman partede 2’ (Y \ 2’), se verifica

vd75)>~~dii8, VieT.

(xii) Continuidaddébil si y sólo si paratodasucesiónde juegoscon tasasde participación

{ (N, iMlkew contenidaen FE7 tal que la sucesiónde funciones {75k}keN converge

uniformementea severifica (Y, 75o) E FI’? y hm ~o(7Yk)= #75o).

Observación 2.3. La propiedad (viii), que estableceque el pago que, segúnla solución~ re-

cibenlosjugadoresi y j debeestaren la mismarelaciónquelos valoresc~(75) y c~(75),extiende

al contextocontinuola propiedadesencialdelprenucléolomínimo cuadráticointroducidapor

Ruiz et al. (1996) como monotonicidadcon respectoa las contribucionesmarginalesmedías.

En efecto,ladesigualdadcj (75) =ej (75> puedeexpresarsede forma equivalentecomosigue:

jri>rj}(71 —rhiNr)dr =¡(-o —r
1»5(r)dr.

Expresiónque permitedar la siguienteinterpretaciónde la propiedad(viii): “Si el valor

medio ponderadode aquellascoalicionesen las quelaparticipacióndel jugadori es superior

a la participacióndel jugadorj, es mayor o igual queel valor medio ponderadode aquellas

coalicionesenla que,por el contrario,el jugadorj participaenmayorgrado,entoncesel pago
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recibido por el jugadori no debeserinferioral pagorecibido por eljugador j”.

El preservarel espíritu de la propiedadoriginal en el contextonítido ha sido la razón

por la quenoshemosdecantadopor referirnosala propiedad(viii) comomonotonicidadcon

respectoa las contribucionesmarginalesmedias.

Encuantoalaextensiónde laspropiedadesdemonotoníaintroducidasporYoung(1985a),

únicamentela propiedadde monotoníafuerte3 ha sido extendidaal casocontinuo (véase

Young (1985b)). La extensiónde la propiedadde monotoníaagregada(en inglés, aggregate

monotonicity), asícomola delapropiedaddemonotoníacoalicional(en inglés, coalitional mo-

notonícity),queproponemos(propiedades(ix) y (x), respectivamente)cumplenlos requisitos

que consideramosdebecumplir unabuenaextensión: extiendenlas propiedadesoriginales

(particularizadasal casonítido coinciden con las clásicas> preservandosu espíritu. Si un

cierto grupo de jugadoresse ponede acuerdoen cooperarparallevar a cabouna inversión

con el fin de desarrollarun proyectomáseficiente,hechoquesetraduceen unamejorade su

productividad,entoncesningunode los inversorespuedeverseperjudicadopor ello. Un caso

particular quesurgede modo naturales aquel en el que la funcióncaracterísticadel juego

diferenciavienedadapor

f(r)=sfl’r,fl(1—r
1)a, V rc[0,Ifl,

zCT z~T

dondea > O representael aiunentodel beneficiogeneradopor la mejora del procesode

producciónde los miembrosde la coalición2’.

Proposición2.6. La solución igualadora, 8 : FI’7 —~ IR”, verifica las siguientespropie-

dades:

(i) Anonimato.

(u) Aditivídad.
3Si v(S U {i}) =w(S U {i}), VS C .7V \ {i} ~. ydv) =~~(w).



46 Capítulo2. Soluciónigualadora: Aplicación a problemasde asignaciónde costes

(iii) Juegoinesencial.

(iv) Equivalenciaestratégica.

(y) Monotonicidadcon respectoa las contribucionesmarginalesmedias.

(vi) ContinuidaddébiL

(vii) Monotonía coalicional estricta.

Demostración: Las propiedades (i), (u), (iii), (iv) y (y) se deducen trivialmente de la

expresión(2.5) de la soluciónigualadoraobtenidaen la proposición2.3.

En cuanto a la propiedadde continuidad,sea {(Y, 75k)}kew unasucesióncontenidaen

FI’~ cualquiera.Si {
75k}kew convergeuniformementea 75o, entonces75o e L’(p) y paratodo

i e Y se verifica

Hm 1
k—+oo J[o,ij’~

TIvk(r)dr = = j0,iP

Estoes,paratodo i E Y,

hm ci(75k) =
k—400

Además,

lun 74(N) =75o(Y).
k—+oo

Luego, para todo i E N se tiene que

Hm 8¿(75k) = lím(75k(Y) + 12(cJiSk) —474))’) = vO<Y) + 12(4(750) — 477o)) = 8~(75o).
k—*r~\n 1 n

r
1750(r) dr.
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Por último se demostraráque la solución igualadoraverifica la propiedadde monotonía

coalicionalestricta:Sean(Y, 75), (Y, iii) dosjuegoscontasasdeparticipacióncualesquieraen

lascondicionesde lapropiedaden cuestión,entonceslaaditividadimplica 8(75) = 8(ii)+8(f).

Teniendoen cuentaqueen el juegodiferencia(Y,f), losjugadoresde 2’ (respectivamente

de Y \ 2’) sonsustitutos,se tieneque

f(Y

)

8~(75)=8dii5)+ +
u

£475) = 8~(775) + f(N) +n

VieT,

12(a2—~9, V í~T,

dondeai=cj(f), VieT, a2=cj(f), Vi«T,y Wss
tu1

siendo t = TI.
u

f(N) > 0, entoncessi 2’ = Y se verifica

8~(7i) = 81(iiS) + f(Y

)

u
>8~(775), VieY.

En otro caso, 2’ 9 Y, para probarla desigualdad8~Cií) > 8~(iiS), paratodo i E 2’, es

suficienteconprobarqueaj 1> ~,o equivalentementequea1 > a2.

Seani E 2’, j ~ 2’, entoncesde las propiedadesde monotoníadel juego diferenciase

deduce

f(t~,tf, r) =f(t?, t¶ r) =1(4~ t, r) , V t’ > t” y V -r e [0,1]n2

mientrasque

f(t~,tg,r) > f(t~,’,t~,r) > f(t~’,t5,r), V 1> t’> t” >0 y V re
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Entonces,

— ‘rj)f(r) dr> ¡ri<rj} — tf(r) dr,

y, por tanto, se verifica a1 > a2.

Obviamente,al igual que ocurre en el caso nítido, anonimatoimplica la propiedadde

tratamientoignahtano.

Una de las propiedadesdel prenucléolomínimo cuadráticoque se pierdenen la extensión

es la de división estándarenjuegosbipersonales,como se muestraconel siguientecontrac-

jemplo. El quese pierdaesta propiedades razonablesi se tiene en cuentaque, salvo en

casostriviales, en un juego con tasasde participaciónlas posibilidadesde actuaciónde los

jugadoresaumentanconsiderablemente.Luego,el quela soluciónigualadorano verifiquela

propiedadde divisiónestáiidaren juegosbipersonalesponede manifiestosucapacidadpara

incorporarla informaciónadicionalque recogeel modelo cuandose permitea los jugadores

graduarsutasade participaciónen ima coalición.

Ejemplo 2.1. Considéreseel juego bipersonal con tasasde participación (Y, 75) e Fil defi-

nido por

1

75(r) = ~,fri+r2—’ 8171<-
1

7 11
Entoncesc,(75) = y c2(75) = ~ Así, 8(75) = (¡ ~)# (1, ~).

El siguienteresultado,que muestracómo calcularel prenucléolomínimo cuadráticode

un juego nítidoa travésde suextensiónmultilinesl (Owen(1972)),nospermitirácomprobar

que la solución igualadorano cumple aquellaspropiedadesque no son verificadaspor el

prenucléolomínimo cuadrático.



2.3. Extensióndel prenucléolomínimo cuadrático:Soluciónigualadora 49

Proposición 2.7. Dado un juego (Y, y) e G” cualquiera, sea (Y, 75) el juego con tasas de

participación definido por su extensiónmultilineal, entonces>4v) = 8(73).

Demostración:El juego contasasde participacióndefinidopor la extensiónmultilineal de

(N, y) viene dadopor

75(r)= >3IIrzII&—rdv(S), V rc[O,1j”.
SGN:$S z~S

Por tanto, los coeficientescj(75) z — 1 , n, puedenexpresarsecomo

rdí(r)dr =

SCN/O,1]~

II
3eS i~s

(1 — r~)v(S)dr =

1 1
3.2”—’ >3 y(S) + 3-2”

SCN
íeS

>3 y(S) =

SCN

1
—a~(v) +3. 2”

= 1
Sn- 2”

jeN

a~(v) + 3~2”

y, en consecuencia,paratodo i = 1,... , n, se tiene que

8~(75) = 75(N) + 12(c~(75)—475)) — v(Y)
n u

+ n2~—
2 (naí(v)—>3aj(v))

JCN

quecoincide con la expresióndel prenucléolomínimo cuadráticoobtenidapor Ruiz et aL

(1996).

Observación2.4. Comoconsecuenciade Japroposiciónanteriorseobtiene:

= /0,1v

Luego,

1
3 . 2”

(2.12)

>3 y(S).
SCN

>3 y(S),
SCN

1. La solución igualadorade un juegocontasasde participacióncon corazónno vacío no
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pertenecenecesariamenteal corazóndel juego.

2. La solución igualadorano verifica la propiedadde jugador títere (en inglés, dummy

property)

En efecto, para ello bastaconteneren cuentaqueel corazónde un juego con tasasde

participación(Y, 75) definido comola extensiónmultilineal de unjuego nítido (N, y) coincide

con el corazóndel juego nítido (ver Tejada(1986)), y queel prenucléolomínimo cuadrático

no necesariamenteperteneceal corazóndel juego cuandoéstees no vacío (ver Ruiz et al.

(1996)). Por otro lado, paraver que no verifica la propiedadde jugadortítere es suficiente

con teneren cuentaque si i e N es un jugadortítere en el juego nítido (Y,y), entonces

también es un jugador titereen el juego con tasasde participación(Y, 15) generadopor su

extensióninultilineal y queel prenucléolomínimo cuadráticono verificaestapropiedad(ver

Ruiz et al. (1996)).

2.3.2 Caracterizaciónaxiomática

Por último, se compruebaque la caracterizaciónaxiomáticadel prenucléolomínimo cua-

drático parajuegosTU nítidosseextiendeal casoquenos ocupa.

Teorema2.1. La solución igualadora es el dnico valor en Fr? que verifica las siguientes

propiedades:

(i) Eficiencia.

(u) <Juego inesencial.

(iii) Aditividad.

(iv) Monotonicidadcon respectoa las contribucionesmarginalesmedias.

Demostración: En la proposición2.6 seestablecióquela soluciónigualadora,eficientepor

definición, verifica laspropiedades(u), (iii) y (iv).
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Veamos,pues,quesetrata del <mico valor en FFr verificandotodasellas.

Seaso un valor en Fr? verificando (i), (u), (iii) y (iv) cualquiera. Dado un juego con

tasasde participación(Y, 75) e F17’, acontinuaciónse demostraráqueso(15) e 14(75) preserva

diferenciascon respectoal sistemade constantes{d~’} definidopreviamente.

Paracualquierpar de jugadoresdistintos i, 5 e Y, considéreseel juego con tasasde

participación(Y, 75ij> definido corno la suma del juego original (Y, 75) y el juego inesencial

(Y, ii5~~) dadopor

iitj(r) r=cti’rí+ajrj, y rE[0,tfl,

donde

36
en = —~ (c~(75)—cj(75)),

(Y,s7%) es un juego inesencial,luegode la propiedad(u) se deduce:

sod%)= en y soi(úlú)=ai.

Por otro lado,la aditividad implica:

4o47Ú) = (pi(75)±so~(iiíí~)= so~U5) 36

= sol75) + softuiYú)= sol75)+ t~~(c~(7o — cj(75)).

(2.13)

(2.14)
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Mediantemerosejerciciosde cálculo se compruebaque ej (74k) = ej (75) = c~ (75jj),luegode la

propiedad(iv) sesigueque soW6~) soÁ75~)- Así, las expresiones(2.13) y (2.14) coinciden,

y despejandoseobtiene

sodiO — Wj(75) = 12(ej(75) — cj(70), V i,JEY.

Porotrolado,setieneque6(75) es laúnicapreimputaciónquepreservadiferenciasconrespecto

adicho sistemade constantes,entoncesse debeverificar 6(75) = so(iD- U

Proposición2.8. Los axiomas(i), (u), (iii), (iv) sonlógicamenteindependientes;i.e., ens-

ten valores en E17 que no satisfacenexactamentecada uno de ellos.

Demostración: Para cadaaxioma propondremos un valor que no lo verifica en tanto que si

verifica el resto.

(-‘ i) Seaso’ el valor en FJY~ definido como

so~}7O 6r
1(15(r) —75((1 —r1h,r)) dr, ‘y’ i eN, ‘y’ (N,75) eF1’~. (2.15)

Entonces,y~ satisfacetodoslosaxiomasaexcepcióndel

la expresiónanterior (2.15) se puedeescribircomo

axiomadeeficiencia. En efecto,

so~(iO = 6(2cd70 j01]fl) (2.16)

y de aquí,se deducetrivialmentequeso’ verifica (u), (iii) y (iv). Veamosque, engeneral,

no es eficiente. Paraello secomprobaráqueparatodojuego contasasdeparticipación

(Y, 75) multilineal se verifica so’ (75) = fl(v), siendo /3(v) el valor de Banzhaf—Coleman

(Banzhaf(1965), Coleman (1971)) del juego nítido (Y, y), definido por la restricción

de 77 al conjuntodecoalicionesnítidas: Sustituyendoen la expresión(2.16) el valor de
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c~(75) dadopor (2.12), y teniendoen cuentaque

v(r) dr =
4w>3 y(s),

SCN

se tiene queparatodo jugadori E Y se verifica

soI(~) =

SCN
iCS

y(S) —>3v(s))
SC N
i~S

1

SCN
iCS

—v(S\{i})) zrl3j(v).

Luego, so’(70 = /3(v). Entonces,como el valor de Banzhaf—Colemanno es eficienteen

general,y 75(N) = v(Y), se tieneel resultado.

(—‘ u) Seaso2 el valor en Fr’? definidopor

77(N

)

so~(iO — ___ ViEY, V(Y,75)eFr7.

Ttivialmente, se compruebaque so2 satisfacetodos los axiomasexceptoel axiomade

juego inesencial.

(—i iii) Seaso3 el valor en Fr? queasignaacadajuego (Y, 75) e FI’? el vectorde pagosquese

obtiene medianteel siguientealgoritmo.

PASO 1: Considéreseel conjunto K = {j E Y/8~Qi5) < 75({j}) }.
so3(7D 8(75). Parar.

En otro caso,ir al pasosiguiente.

PASO 2: SeaJo E K tal que Ej~,(iY) = min8j(733.

Considéresela partición 5, 2’ del conjuntode jugadoresY dadapor

2’ := {ieY\K/c~(75)~cc~j79},

Si K = 0, entonces

S := {iEN/ci(%D=c
10(75)}.
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Si 2’ = 0, entoncesso3(70:= 8(75). Parar.

En otro caso,ir al pasosiguiente.

PASO3:

soRiO { si JET,

si JES,

donde 6=75({jo}) —~~Á~) >0, s= SI y t= TI. Parar.

q3 verifica todoslos axiomasmenosel referentea la aditividad. La demostraciónde

la primera afirmaciónse remite al apéndiceA. El siguienteejemplomuestraque,en

general,so3 no es aditivo.

Sean(Y, 77k) y (N,75
2) losjuegoscontasasdeparticipacióndefinidospor Y = {1, 2, 3}

y

75i(r) = r
1í2í3 + T1í3 — r~r, + í~,

1~1~+ 21112 + 21213—12 — 2111213,

6(75) 1< 2’ S 6 so
3(~D

v~ (g4~) {2} {3} {1,2} ~ (1,1,0)

112 (kk~) 0

~1+752 ~ 0

(—. iv) Seaso4 el valor en FF7 definido como el valor de Shapley(Shapley(1953)) del juego

TU nítido (Y,y) dadopor la restricciónde 75 al conjuntode coalicionesnítidas, i.e.,

so4(iO =~ (s—l)!(n—s)! (75(xs) —75(x~\~~1)), Vi E Y, Y (Y,739 E FF7.
SCN

54

entonces,se verifica

Vr E [0,1]»,

Vr 6 [0,1]»,
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Obviamente,so4 verifica los axiomas (i), (u) y (iii). En lo que respectaal axioma

de monotonicidadcon respectoa las contribucionesmarginalesmedias,sea (N,75) un

juego contasasde participaciónmultilineal cualquiera,entoncesde la expresión(2.12)

se deduce:

c~(733 =e~(75) ‘~==~- ajQu) =a~(v).

Luego, como el valor de Shap]eyparajuegosTU nítidos no verifica la propiedadde

monotonicidadconrespectoa las contribucionesmarginalesmediasnítida4 (ver Ruiz

et al. (1996)), entoncesso4 no verifica el axioma(iv). U

2.3.3 Ejemplo

El ejemploquevamosa considerarmodelizala siguientesituación:

1. Cadajugador i E N disponede un capital w
1 E 114 para invertir en un proyectour-

banístico.

2. Parapoder llevar a caboel proyectose deberealizaruna inversiónmínima de e E 1R~,

e <>3w1.
lEN

3. Parafinalizar las obrasdentro del plazo estipuladoen el contratose deberealizar una

inversiónmínimade u E 114, t =u. Si se finaliza a tiempose recibeun pagode k e 11%,

k>u.

4. Cuandose invierteunacantidadsuperiorae, peroinferior au, elproyectose puedellevar

acabo,pero no se finalizaa tiempo. En dicho caso,se debeasumirunapenalizaciónque

dependerádel tiempo transcurridoentrela fechalímite y la fechade entrega.Se supone

que el tiempo que el proyecto se retrasase puede estimar en función de la inversión
4Si a~(v) =aj(v), entoncesel jugador i no deberecibir un pagoinferior al recibido por el jugador j.
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realizada,entoncesel pagoquerecibenlos inversoresvienedadopor k — p(z), siendoz la

inversiónrealizada,y p : [¿,u] —+111±,a la que denominaremosfunción de penalizaczov.,

una función monótona no creciente verificando las condiciones de contorno p(S?) = k y

p(u) = 0.

Si los jugadorespuedenparticipar en el proyecto invirtiendo cualquierfracción de su

capital, entoncesla situaciónanterior se puededescribirmedianteun juego TU con tasas

de participación, (N,75). La tasade participaciónde un jugadoren la coalición r 6 [0,1]”,

representala fracciónde sucapitalqueponeadisposiciónde la coalición. Paratodacoalición

contasasde participaciónr e [0,lf, el pagoquerecibevienedadoentoncespor

0, >3w.í,=e,
teN

jeN

>3 w~í~ =u.
lEN

Lasfuncionesde penalizaciónqueconsideramosmásfactiblesson:

• Penalizaciónpor tramos: Funcionesde penalizaciónen escalera.

• Penalizaciónexponencial:Familia paramétricacontinuaena de funcionesde la forma

k

p0(z) = (u~e)a(u—z)
0, V zE [e,u], si ae (0,1],{ kIreu)(z), V z e [e,u], si a=0,

donde‘It,u) denotala función indicatriz del conjunto [t, u).

Consideremosel ejemplodefinido por Y = {1, 2, 3}, a> (500,1.000,800),t = 1.000,

u = 2.000 y k = 3.000. Para Po, función exponencialcon a = se tiene que para toda2’
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coaliciónr e [0,ífl,

w~í~ < 1 000
j= 1

y’2-000 — 500Tj — l.000T2 — 80013
3

1.000 <>3wií~ <2.000,

3
i=1

>3wíTí >2.000.
i= 1~

Considérense los siguientes subconjuntos del hipercubounidad[0,i]~:

E
1 = { r 6 [0, i]~ ¡ 500í~ + 1.00012 + 800í~ =1.000},

E2 { r E [0, 1]~ /1.000 =500í~ + 1.00012 + 80013 =2.000 }.

Entonces,paracada i E Y, 4(751), vienedadopor:

3.OOOí1dr —
£2 (íi~

~2.00O— 500T1 — 1.00012 — SoOís)dr = 290’905,

81(7h)= 3.000
3

3 000
2 3

8~(75¡) 3.000
2 3

+ 12(290’95— 319’824) 652’972,

+ 12(345’235— 319’824)= 1.304’93,

+ 12(323’331 — 319’824)= 1.042’08.

75r(r)
2

F o,

3 000 —1~000,

300

c2(75i) 345’235,
2

ca(75i) = 323’331.

Entonces,
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Teniendo en cuenta que la familia paramétrica {p~, a 6 [0,1]} es continuaen a, y que

1750(r)I < 3 000 paratodacoalición ‘r G [0, í]~, siendo75~ la función característica del juego

cuandola función de penalizaciónes Po, a E [0,1], se tiene que, aplicandoel teoremade la

convergenciadominadade Lebesgue,

14n 8(75o)=8(75ao), V aoe[0,1].
aE[O,1]

Paraa = 0, la soluciónigualadoradel juego es

= (982’281,1.012’66,1.005’06).

A medidaquea crecehacia 1 las diferenciasentreel pagoquela solución igualadoraotorga

a losjugadoresse van acentuando,preservandosiempreel ordenrelativo dadopor el capital

de quedisponecadajugador. 82(75~) y 8~(15~), como funcionesde a, son crecientes, mientras

que S~(75O) es decreciente.Paraa = 1, se tiene que

8(75k) = (471’052, 1.476’44, 1.052’5).

2.4 La solución lexicográfica para juegos con tasasde partici-

pación

En esta secciónse analiza la solución lexicográficaparajuegos con tasasde participación

(Salcaway Nishizaki (1994)) comoextensiónal casocontinuodel nucléolomínimo cuadrático

(Ruiz et al. (1996)). En primer lugar, comprobamosque la solución lexicográfica admite

unacaracterizaciónen basea la función de excesode las coalicionesanálogaa la quedefine

dicho valor. El adoptareste enfoquenos permitirá extenderal caso continuo el estudio

del nucléolomínimo cuadráticollevado acabopor Ruiz et al. (1996). En particular, nos
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proporcionaráun algoritmopolinomialparaobtenerlasoluciónlexicográficade unjuego con

tasasde participacióna partir de susoluciónigualadora,parala quese obtuvo en la sección

anteriorunaexpresiónanalítica.

Asociado a cualquierjuego con tasasde participación(Y, 75) 6 FI’?, considéreseel si-

guienteproblemade miimización:

Problemacontinuo 1

mínf (~r, x)—E(75))2dr

s.a. >3 x~ = 75(N),
¡eN

x,=iY({í}), i=1,... ,n.

En primer lugar, y con el fin de caracterizara la solución lexicográfica como la única

solucióndel problemaanterior,seránecesario,unavez comprobadala existenciay unicidad

dedichasolución,obtenerunacaracterizaciónenfuncióndel vectordeexcesosdelosjugadores

similar a la obtenidapor Ruiz et al. (1996) en el lema 2.1.

Lema 2.4. Para todo juego con tasas de participación (N,75) e ~~I’? existeuna única solu-

ción del Problemacontinuo 1 definido anteriormente. Dicha solución se caracterizapor ser

la única imputaciónz verificandopara todo jugador j eY,

z~ > 75({j}) =~ i73(j, z) = máx iii(i, z). (2.17)

Demostración: El conjunto de imputaciones del juego, región factible del problemade
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miimización 1, es compacto. Por otro lado, de la definición se deducedirectamenteque la

función objetivo f, dadapor

1(x) =j(~b-,x) —r(739)2dr, V xE1R~,

es estrictamente convexa, luego el mínimo se alcanza y es único.

Obviamente,si 1(75) = {(75({1}),... , 75({n})) }, entoncesel mínimo del problemase al-

canzaen (75(fi}),... ,75({n})), que trivialmenteverifica la condición(2,179.

En otro caso,parademostrarqueel mínimodel problemasecaracterizapor serla única

imputaciónverificandola condición(2.17) paratodojugadorj e Y, veamos,en primer lugar,

quesi 1(75) # {(75({1}),... , 73’({n}))}, entonceslas condicionesde Karush—Kuhn—Tuckerson

necesariasy suficientesde optimalidadglobalparael problema:

mm f(x)

s.a. g
1(x)<O, i=1,... ,n,

h(x) t=0,

x E IR”,

donde1 es la función objetivo anterior, gj(x) = 75({i}) — x~, paratodo i = 1

h(x) = >3x~ —75(Y).
lEN

— La función objetivo f es diferenciabley las restriccionesdel problemason lineales,

entoncesg~ es diferenciableen x, V x E IR”, V i = 1,... , n, y h es unafunciónde

clase1 en IR”.

Adexn~s, 7g1(x) = (—t~,O), V xE IR”, i = 1,... ,n, y Vh(x) = 1, Vx E IR”,

luego los vectores{Vh(x),7g1(x), e I}, donde1 = {i/gdx) 0}, son linealmente

dependientessi y sólo sil = {1,... ,n}, en cuyo caso Xj = 75({i}), Vi = 1,... ,n y
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=75(Y), entonces1(75) = {(75({1}),... ,75({n}))}.
jEN

— La función objetivo es pseudoconvexa.Las restriccionesson cuasiconvexasy cua-

sicóncavas,paratodox C IR”.

Luego, las condicionesde Karush—Kulm—Tuckerson necesariasy suficientesde optima-

lidad global. Entonces,la solucióndel problema1 se caracterizapor ser la únicasolución

factible z E IR” parala queexistenconstantesvE IR, u1,... ,u~, u~ >0 V i = 1,... ,u,

verificando:

Vf(z) + >3u1Vgj(z) + vVh(z)= O,
z= 1

(2.18)

(2.19)

La funcióncaracterísticadel juego es integrableen [0,1]”, entoncesla funciónobjetivo f

es de clase1 en IR” y la derivadaparcial de f conrespectoa rj vienedadapor

[0,11’t
—2r~ (75(r) —>3 x~í~ — r(70) dr

jEN

— —2i74i, x) + É(75).

Así, las condicionesde Karush—Kuhn—Tucker,quedancomo

—2rn(i,z)+EU5)—u1+’o=0, i=1,...,n, (2.20)

(2.21)

Luego, de (2.21) se deduceque,paratodo j E Y tal quezj > 75({j}) debeseru¡ = O y, por
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consiguiente,de (2.20) se sigueque

= ?E(739+v
wchz1 2

Por otro lado,corno u1 =0, V i = 1,... , u, entoncesde (2.20) sededuce

r(75)+y—u1 r(73)+y
i5(i,z)zzzz 2 — 2 Vizt4,...,n.

Luego, la solución de las ecuacionesde Karush—Kuhn—Tuckeres una imputaciónverifi-

cando la condición establecidaen la proposición. En particular, existeuna imputaciónen

esascondiciones.

Veamos quesi z E 1(75) verifica la condiciónestablecidaen la proposición,entonceses

solucióndelas ecuacionesde Karusli—Kuhn—Tucker.Paraello, seaM = máxii4i,z), entonces
iCN

es suficientecon tomar

v=2M-E(75),

u1=2(M—i¡5(i,z)), i=1,... ,n.

Obviamente, u~ =0, V i = 1,... , u, y E IR y se satisfacenlas condiciones(2.20) y

(2.21). o

Proposición 2.9. Para todo juego con tasasde participación (Y, 75) e IFr? la solucióndel

problemacontinuo1 es la soluciónlexicográfica del juego.

Demostración: Análoga a la demostración de la equivalencia entre la solución lexicográfica

para juegos nítidos y el nucléolo mínimo cuadrático(proposición2.1).
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La caracterizaciónde lasoluciónlexicográficaobtenidaenel lema2.4 validaelusodel al-

goritmopropuestoporRuiz et al. (1996) paracalcularel nucléolomínimocuadráticoapartir

del prenucléolomínimo cuadráticocomo un métodoparaobtenerla solución lexicográficaa

través de susoluciónigualadora.

Algoritmo (Ruiz et al., 1996): Constrúyasela secuenciade pares(xt, .M>%, e = 1,... ,

1 <k <n dondexÉ es un vector de pagosy es un subconjuntodejugadores,definidos

inductivamentepor

PASO 1 : x1:— 8(75) , M1 := {j E Y/6~(75) <75({j})} y e = 1,

donde6(75) es la soluciónigualadoradel juego.

PASO 2 : ~ = Z(xl—75({i})) paratodo J~Me,

paratodo j E

y Mt±1:— MtU {j ~ Y/x~~1<75({j})}.

PASO3: Si Mt+l = Mt, entoncesz :— x~. PARAR.

En otro caso,t := e + 1 e ir al PASO 2.

Obviamente,el procesodescritoanteriormentefinaliza, a lo sumotrasn — 1 iteraciones,

y el vector de pagosqueseobtieneal final del procesoz es unaimputaciónverificando la

condición(2.17).

El siguienteresultado,que muestracómo calcularel nucléolomínimo cuadráticode un

juego clásicoa travésde suextensiónmultilineal (Owen (1972)), vienea reforzarla conside-

raciónde la solución lexicográficacomola extensiónnaturaldel nucléolomínimocuadrático

al casocontinuo.

Proposición 2.10. Dado un juegoTU nítido (Y,v) e IG”, sea(Y,iY) el juego con tasasde

participación definidopor su extensiónmultilineal, entoncesA(v) = L(75).
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Demostración:La demostraciónde esteresultadose basaen el hechode queel excesode un

jugador i e Y con respectoa cualquierimputaciónx, en el juego contasasde participación

(Y, 75), se puedeexpresaren funcióndel correspondienteexcesoen el juegonítido comosigue:

De las expresiones(2.6) y (2.12) se deduce

1 1 1 1
i15(i,x) = ~—~y~.a~(v)— — 4y(Y) ~ >3 y(S).

SGN

Luego,

3. 2”iiY(i,x) = a~(y) — 2”
2x~ — 2”<~75(Y) — 2”175(Y) + >3 y(S).

SCN

Entonces,teniendoen cuentala expresión(2.1) del excesoen un juego nítido de un jugador

e Y respectode x, se tienequeparatodovectorde pagosx E 1(v) = 1(75), se verifica

iii(i,x) = kw(i,x) +a,

dondek y asedefinencomo

k = —~!---> o,3 . 2”

>3 y(S) — 2”’y(Y)
SCN

a = 3~ 2”

Así, el excesode un jugadoren el juego con tasasde participaciónse obtienemedianteuna

transformaciónafín positivadel correspondienteexcesoen el juego nítido; entonces,teniendo

encuentaqueelconjuntodeimputacionesde ambosjuegoses elmismo,seobtieneel resultado

deseado.

Porúltimo, comprobaremosquépropiedadesdelnucléolomínimocuadráticosiguensiendo
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satisfechasporla soluciónlexicográfica.

Proposición2.11. La solución lexicogrófica, L : fF1’? —* IR”, verifica las siguientes

propiedades:

(i) Anonimato.

(u) Juego inesencial.

(iii) Equivalenciaestratégica

(iv) ContinuidaddébiL

Demostración: Las propiedades (i), (u) y (iii) se deducen trivialmente

la solución lexicográfica sin mas que aplicar la expresión (2.6) del exceso

respectoa unapreimputaciónobtenida en la sección anterior.

En cuanto a la continuidad, sea {(N, 75ñ}rEW una sucesión de juegos

cipacióncontenidaen 1FF? cualquiera.

de la definición de

de un jugadorcon

con tasas de parti-

Si la sucesión (75r)rEW converge uniformemente a 75~ y L(75r) —> L
0 cuando

entonces
75o eL’(p) e I(75o) # ~, i.e., ~o ~ zrr~.

Además, para todo i E N, se verifica

r—*oo 1
Rin iñr(i,L(75r)) = X~ <

0,1~íi(75r(r) — >3riL~ffY)) dr =
jEN

=lim r¿y~(r)dr — rlt,>3 (L~U.Y7) j$~
1j1i dr) —

cN

í~75o(r) dr — ~L~(75o)+
1
4>3k

.2#z

(75o) ú
0(i, Lo)

r —4 ~,

= jO,1]n

VeamosqueL0 e I(75o) verifica la condición (2.17) establecidaen el lema2.4.
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Sea i E Y, un jugador tal que L01 > 75o({i}). Las sucesiones (LÍ(
75r))rEw y (75r({i}))reN

convergen, respectivamente, a L
0~ y 750({i}), cuando r tiende a infinito. Entonces, la desigual-

dad Li(75r) > 75~({i}) se debe satisfacer para infinitos ‘,-. Sea 1’ {r e IN/Li(75r) > 75r({i})},

entonces

MmLQIÍ,.) =

rE?

lñn ii4(j,L(75r)) =
7~—>oc
rE?

V j E Y.

(2.22)

(2.23)

Por otro lado, por ser L(
75r) la solución lexicográfica del juego (Y, 754, se tiene que

máxiñr(j,L(75r)) = iiir(i,L(75r)),
lEN

V re?,

entonces, de (2.23) y de la continuidad de la función máximo, se deduce que

i5
0(i,Lo) = >L9Ar(i,L(75r)) = lñn máx&~(j,L(75~)) =máxiio(j,Lo).

rE? rE? jEN jcN

Así pues, Lo satisface la condición que caracteriza a la solución lexicográfica del juego. O

Observación 2.5. Con respecto a la solución igualadora se han perdido las propiedades de

aditividad y de monotonicidad con respecto a las contribuciones marginales medias (contra—

ejemplo 2.2). Sin embargo, esta última sepreservarestringiéndonosa la subclase de los juegos

normalizados(0,1), como se compruebaa continuación(proposición2.12).

Ejemplo 2.2. Considéreseel juegotripersonalcon tasasde participación (Y, 75) definido por

66

75(r) = ~2 1213+ ~1~3+ 711213,
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entonces,

ci(75) /j,i]3

c2(75) = i{O,i]3

cs(75) = /O,i]3

íjY(r)dr =

í275(r) dr

r375(r)dr =

5

Luego, la solución igualadora del juego es 8(75) = (~, ~,~) . Como 82(15) = 6 < 75({2}),

entonces,aplicandoel algoritmo de Ruiz et al. (1996), se tiene que LQ5) = (4,1, ~).Pero

cj (75) = c2(~9, entonces la solución lexicográfica no verifica la propiedad de monotonicidad

con respecto a las contribuciones marginales medias.

Proposición 2.12. Sea ~it = {(Y,75) E IFF?/75({i}) = 75({j}) Vi,j E N}, entonces

sobrela clasede juegosFI], la solución lexicográficaverifica la propiedadde monotonicidad

con respecto a las contribucionesmarginalesmedias.

Demostración: Se basa en el hecho de que la solución igualadora verifica esta propiedad y

se deduceaplicandoel algoritmodescritoanteriormenteparaobtenerlasoluciónlexicográfica

a partir de la solución igualadora.

Dado un juego con tasas de participación cualquiera (Y,75) E FI?\, sean i,j E Y dos ju-

gadorescualesquiera.Sin perdidade generalidadsupóngasequec~(75) =c~ (15). Sedemostrará

a continuación que L~Q75) =L~(75).

Si la solución igualadora del juego 8(75) es individualmente racional, entonces 1415) = 8(15)

y, por tanto L~(75) = 8~(75) =8~(75) = L~(75). En otro caso, se deben considerar las siguientes

posibilidades:

3

3

1

3
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1. Si £~(75) < 75({i}), entonces iY({j}) = 75({i}) > 8~(7i) > &~(75). Luego

L~(7J) = 75({i}) = iY({j}) = L~(75).

2. Si ¿775)=75({i}), entonces se pueden dar dos casos:

(a) Si 8~(75) <75({j}), entonces L~iJ5) = 75({j}) = 75({i}) =L~(75).

(b) Si ¿9(75) =%5({j}), entonces existen m =O y p~ > O tales que

L~(75) =8j(79 ~

Obviamente, como £~(75) =¿9(75) y 75({i}) 75({j}) del algoritmo se deduce que

~í =pp Además se verifica:

Sip~<p
1 =~ L~(75)=75({j})=75({i})=L1(79.

Sip~ =p~ =4’ L~(75) = ¿9(i
3)~p~=8~(15) —p~ = L~(75).

Volviendo al ejemplo 2.2, si se considera la normalización (0,1) del juego con tasas de

participación (Y, 15), cuya función característica viene dada por

75<o,
14r) —1?rS + 1153 + 111213,

entonces L(75(o,í)) = L(75) — (0,1,0) = (4,0, ~.),que no viola la condición de monotonía con

respecto a las contribuciones marginales.Esto se debeaquelaoperaciónde normalizaciónde

mi juego no respeta el orden relativo entre los coeficientesde contribuciónde losjugadores.
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En este caso, se tiene que

1 1 1 2—~

cI(75(o,i)) ciI~v;jní2ur 8 > 24 J[o,t]3~’’

2.5 La solución igualadora como un sistema de precios

En estasecciónse estudianlas posibilidadesde la solución igualadoracomométododesolu-

ción al problemade asignaciónde costes.En dicho problemase suponequevariosproductos

heterogéneosy divisiblessonelaboradospor un procesode produccióncom<mde maneraque,

unavez establecidala cantidadde cadauno de ellos a ser producida, el coste derivado de su

producción conjunta debe ser redistribuido en forma de costesasignablesa la producciónde

cada uno de los bienes individuales.

Pararesolver esteproblema,ya clásico, se suponeque la única información de que se

disponees de unafunción de coste,queasignaacadavectorde producción5sucosteconjunto

de producción, así como de la cantidad total a producir.

De entre las diversas solucionespropuestasen la literaturadestacamoslas siguientes:

• Mecanismo de asignación de costesdeterminadopor los costes marginales (Samet y

Tauman (1982)), cuyo principal problema radica en el hecho de que, en general, no se

recupera el coste conjunto de produccion.

• Mecanismode asignaciónde costesde Shapley—Shubik(Shubik (1962)), que se define

como el valor de Shapley (Shapley(1953)) de un ciertojuegoTU asociado al problema.

• Sistemade preciosde Aumaim—Shapley(Billera y Heath (1982), Mirman y Tauman

(1982), Young (1985b)), inspiradoen el valor de Aumann—Shapley(1974) parajuegos

no atomícos.

5vector que indica la cantidad quese producede cada uno de los productos.
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• Distintas extensionesdel mecanismo de reparto de costes en serie para bienes ho-

mogéneosde Monlin y Shenlcer(1992): Friedmany Moulin (1995), Sprumont(1996) y

Koster, Tijs y Bonn (1996).

Todos estosmecanismosde asignaciónde precios,aunquealgunosde ellosdensoluciones

inspiradas en un proceso de producción dinámico, resuelven el problemadescritoanterior-

mentedesdeun punto de vistaestático;es decir, asumenqueel bienno es servidohastaque

la producciónde la cantidadprevistano ha finalizado. Por el contrario, el mecanismoque

proponemosen estasecciónestá basadoen la hipótesisde que el productoes elaboradoy

servido a medida que va siendo demandado.

2.5.1 Problema de asignaciónde costes: Interpretación dinámica del mo-

delo

Formalmente, el problema clásicode asignaciónde costesvienedadopor un par (c, a), donde

e: iR7 —* IR es la función de coste del modelo, verificando c(O) = 0; esto es, se trabaja con

modelosen los que se suponequeno hay un costefijo de producción,y a E int(IR7) es el

vectorde demandas.

Nota 2.1. La función de coste puede incluir los beneficiosdel productor.

En lo que sigue, sólo consideraremosaquellosproblemasde asignaciónde costes(e,a)

tales que la función de coste e sea de clase 1 en D(a) = H~11[0, a~]. Se denotarápor

CA
tm {(c,a)/a E int(1R7), c: 1R7 —* IR, e(o) = 0, cE

al conjunto de todos los problemas de asignación de costes asociados a la producción de m

bienes, para todo itt> 1 finito, y por CA a la unión de todos ellos.

En este contexto, una solución al problema de asignación de costesvendrádadaporuna

funciónp : CA —> U~>iEm queredistnibuya,en forma de preciosunitarios,el costeconjunto
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de producción entre los bienes a ser elaborados; esto es, una función que a cada problema

(e, a) E CA”’ le asigne un vector de precios p(c, a) e Em, siendopj(c, a) el precio por unidad

de producto i-ésimo, i = 1,... , itt.

Supondremos que el sistemade produccióndebesatisfacerla demandaa lo largo de un

cierto período de tiempo y que, a diferencia del modelo clásico, ésta no es satisfecha de

una vez al finalizar dicho período, sino que el producto es servido a medida que va siendo

demandado. En este caso a se corresponde con una estimaciónde la demanda acumulada a

lo largo de todo el período para el cual se ha planificado la producción. Más concretamente,

supondremosquela demandase realizade acuerdoal siguienteesquema:

A. Los consumidoresrealizansu demandaa lo largo de un cierto intervalo de tiempo [0,T]

describiendo una curva de demanda‘y desconocida al inicio del periodo. Dicha curva

viene dada por un camino regular monótono no decreciente y : [0,T] —> D(a), siendo

y(to) la demanda acumulada hasta el instantet0.

Una vez que la demanda acumulada a lo largo de todo el período ha sido estimada por

a, trabajaremos bajo esta hipótesis para fijar los precios; es decir, actuaremosen el

supuesto de que la producciónalcanzael nivel a en el instanteT. Por consigniente,

únicamente consideraremos aquellas curvas de demanda ‘y verificando las condiciones

de contorno ‘y(O) = O y y(T) = a.

13. La demanda en cada instante es el resultadode la demandaagregadade un cierto

conjunto de consumidores.

Se supone también que los consumidores pagan por los productosrecibidosamedidaque

su demanda va siendo satisfecha. Teniendo todo esto en cuenta, el problema ante el que

se enfrentael productores el de decidir al inicio del período, en basea una estimaciónde

la demanda acumulada a lo largo del período y del coste conjunto de producción, el precio

unitario al que va a cobrar cada uno de los productos durantetodo el período;esto es,el

sistema de precios vigente durante el período para el cual se ha fijado la producción.
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En este punto queremos destacar el hecho de que el objetivo que se persigueno es otro

queestablecerun sistemade preciosque tengaen cuentalas hipótesisA y B establecidas

en el modelo. No se trata en ningún caso de buscar aquel sistemade preciosqueoptimiceel

comportamiento global del sistema productor—consumidores.

A continuación, se analizará cómo afectan las hipótesisanterioresal establecimientode

posiblescriterios de selecciónde mecanismosde asignaciónde preciosadecuados.En primer

lugar se analizará el efecto aislado de cada una de las hipótesisA y B, para luego analizar

su efecto conjunto.

Con el fin de simplificar la notaciónintroducimosla función de pago P : iR”’ >< 1R7 + IR,

que asigna a cada vector de precios p E IR”’ y a cada vector de producción z E R7, la

cantidad que debe ser pagada por el vector de productosz E 1R7 al preciounitario dictado

por p.

nl

En lo que sigue supondremosque la función de pago es lineal, P(p,z) = >3 ~ para
z=L

todo z E R7, para todo p E IR”’. Asimismo,sólo consideraremossistemasde precios que

recuperencostesal final del período, i. e.,

P(p(c,a),a)=c(a), V (c,a)e CAtm.

Dado un problema de asignación de costes(c, a) E CA”’, denotaremospor H(c, a) al

conjuntocompuestopor todosaquellosvectoresde preciosunitariosquerecuperancostesal

final del período, de acuerdo con la función de coste e y el vector de demandas a, es decir,

H(c,a) = {pElir/P(p,a)=c(a)}.

Veamos cómo afecta el asumir la hipótesis A. Dado un problema de asignación de costes

(c, a) E CAm, supongamos que la curva de demanda de los consumidores viene dada por

[0,T] —* O(a), camino regular tal que ‘ya(O) = O y ‘yo(T) = a. Entonces, el coste
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acumulado en el que ha incurrido el productor hasta el instante t0 <T viene dado por c(zo),

donde z0 = ‘y(t0) E O(a) se corresponde con la demanda acumulada hasta el instante to de

acuerdo con la curva de demanda ‘yo.

Por otro lado, fijado el vector de precios unitarios p E Fm, el pago recibido por el

productorhastael instantet0 vienedadopor P(p, za). En tal caso, si la demanda se corta

en el instantet0 entonces,la pérdidaasumidapor el productorpor cobrarla producción,de

acuerdo con la función de pago P(p, .), viene dada por la diferencia entre el coste de producir

z0 y el coste, en función de P(p, .), cobrado por la producción de z0. Luego, la diferencia

«za) — P(p, zo) puede ser interpretada como el riesgo con el quese estdproduciendoen el

instanteto cuandose han asignadopreciosunitariosp.

Así, si se considera la posibilidad de que la demanda finalice antes del momento T previsto,

entoncesparecerazonablepensarqueel productortrataráde definir aquelsistemade precios

queminimice el riesgocon el queestáproduciendo.

La curva de demanda se desconoceal inicio del periodo; entonces,en primer lugar, se

deberá definir una medida del riesgoglobal que considereel riesgoasociadoacualquierposible

curva de demanda para, una vez definida dicha medida, seleccionar aquel (o aquellos) sistema

de precios que la minimicen.

A continuación, se proponen algunas medidas de riesgo global basadas en criterios clásicos

y se estudianlos sistemasde preciosque seríanseleccionadosde acuerdocon cadauna de

ellas.

Riesgo máximo

La evaluación del riesgoglobal desdeun punto de vistapesimistaimplica queel criterio

de selección del sistema de precios que se siga sea un criterio mznzmax.

Dado un problema de asignación de costes(c, a) e CA”’, el criterio minimax conduce a la

selecciónde cualquiervectorde preciosunitariosquepertenezcaal conjuntoLC(c,a) ~ IRnl
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definido como

mm máx (c(z) — P(p, z)) = máx (c(z) — P(po,z)) }.
LC(c,a) = {Po E H(c, a) ¡ pEH(c,Q) ZED(a)\ zED(a)

En el apéndice B se lleva a cabo un análisis del mecanismo de asignaciónde costesasí

definido, al que nos referiremoscomo corazónmínimo. En particular, se estudia su relación

con el corazón mínimo de un cierto juego con tasas de participación asociado, relación que

nos permite establecer su conexión con conceptos de solución parajuegosTU continuos

ya asentados en la literatura. A continuación, enumeramossns principalespropiedadessin

detenernos en su demostración, para la cual nos remitimos al apéndice B.

Proposición 2.13. Para todo problema de asignación de costes(c, a) E CAm, se verifico

queLC(c,a> es no vacio, convexoy compacto.

La proposición anterior estableceque el criterio de selecciónde preciospropuestoestá

bien definido: siempre proporciona alguna soluciónal problema planteado. Veamos,aconti-

nuación,cómo puedeserinterpretadodesdeel punto de vistaqueofrece la teoríade juegos

cooperativos.

Definición 2.9. Para todo problema de asignación de costes (c, a) e CAtm,se define el juego

de gananciasasociadoa (e,a), como eljuegocon tasasde participación(M,~) definidopor

M={1,... ,m} y

donde í~ representalaproporciónde lademandadeproductoi—ésimosatisfecha,i = 1,... ,

En tal caso, si existen sistemas de precios tales que, independientementede la curva de
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demandaconsiderada,permitenproducir sinriesgoen todomomento;i.e., el conjunto

C(c,a) = {po E H(c, a) / mm máx (U — P(p,z)) = ~ (c(z) — P(po,z)) = o}
peH(c,a) ZED(O

es no vacío, entoncesse verifica:

Po E C(c,a) ~ a. p~j = (aípoí,... , ÚY,n30m)E CQií~),

dondeC(75C) es el corazóndel juego de gananciasasociado.Además,LC(c, a> = C(c,a).

Riesgo esperado

Si el riesgoglobal se evalúamedianteel riesgo esperado,entoncescualquiervector de

preciosque recuperecostespodríaserseleccionado.

Enefecto, dadoun problemade asignaciónde costescualquiera,(c, a) E CAm,se verifica

queel riesgomedio asociadoami vectordeprecios,p, es independientedel sistemade precios

consideradosiemprequep e H(c, a), comose compruebaa continuación:

ID(a) (c(z) — P(p, z)) dz = ID(a)

— ID(a)

c(z)dz — ~ÚaaP(p,a) =

1

1
c(z)dz —

2 a)Ha=~
2=1

Luego,cualquiersistemade preciosquerecuperecostesal final del períodoparael quese

ha planificadola producción,minimiza el riesgode producciónesperado.

A continuación,se lleva acaboun estudioanálogoparala hipótesisB. Supongamosque

la demandaacumuladaa lo largo del períodode un cierto subconjuntode consumidores

S es de z0 E O(a), entoncesdado el vector de precios unitarios p e ¡Htm, la diferencia

(2.24)
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entrela cantidadpagadapor el vector de productosz0 y el coste conjuntode producir z0,

P(p,zo) — c(zo), representael excesoasumidopor dicho conjuntode consmnidores.

Si la diferenciaanterior es positivaentonces,teniendoen cuentaquesólo se consideran

admisiblesaquellossistemasde preciosquerecuperancostesal final del período,los miembros

de 5 puedendecidirhacersudemandaporseparado;en cuyocaso,paratodovectorde precios

p’ admisible,de acuerdocon la funciónde costee y el vector de demandasz0, la funciónde

pagoP(p’,.) seríatal queP(p’, za) c(zo). Luego, la diferenciaP(p,zo) — c(zo) puedeser

interpretadacomo el riesgo de disgregaciónde la demandaasumidopor el productor cuando

se asignan preciosunitariosp.

En general,el hechode quela demandasedisgregueno es convenienteparael productor,

entonces,comoen el casoanterior,parecerazonablepensarqueel productortrataráde definir

aquelsistemade preciosquemiimice el riesgode disgregaciónde la demanda.

La demandade todoslos posiblessubconjuntosde consumidoreses desconocida(por el

productor) al inicio del período, luego el razonamientoseguidoanteriormentees aplicable

tambiénen estecaso.

Dadoun problemade asignaciónde costes(e,a) E CAm, la evaluacióndel riesgoglobal

mediantelos criterios anteriormentepropuestosnos conducea las mismasconclusionescon

la salvedadde queen estecaso,la aplicacióndel criterio miimax nos lleva a la selecciónde

aquellosvectoresde preciosunitariosen el conjuntoRLC(c,a), definidocomo

RLC(c,a) = {po E H(c, a) ¡ mm máx (P(p,z) — c(z)) = zED(o) (P(po, z) — c(z))}.
pGH(c,cr) ZED(a)

Las propiedadesdel conceptode soluciónasí definido, al quenos referiremoscomo corazón

mínimo inverso,sonanálogasa lasdel corazónmínimo definidoanteriormente.En estecaso,

eljuego asociadoaun problemade asignaciónde costesdebeser interpretadocomo un juego

de coste: involucra a los consumidores,no al productor.
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Combinandolos criterios de seleccióndeducidosdel establecimientode ambashipótesis,

resultaqueun buensistemade preciosno debecobrar la producciónni excesivamentepor

debajo del coste real de producciónni, por el contrario, excesivamentepor encima. Así,

la(s) función(es)de pagoseleccionada(s)deberá(n)aproximarlo mejorposiblela funciónde

coste;estoes,deberá(n)serseleccionada(s)minimizandounadistanciaala funcióndecoste.

Dependiendode la distanciaelegidase obtendráncomosolucióndistintossistemasdeprecios.

Si se elige la distanciadadapor la norma4, entonces,dadoun problemade asignación

de costes(e,a) E CÁm,un vectorde preciosp c ¡Htm seráseleccionadosi y sólo si essolución

del siguienteproblema:

Problema 4

mm ID(a)
s.a.

Ic(z) —P(p,z)Jdz

P(p,a) = c(a).

El siguienteresultadomuestraquela solucióndel problemaanterior,casode existir, no

tienepor quéser única.

Proposición 2.14. Dado unproblemade asignaciónde costes(c,

entoncesC(c, cx) es el conjuntode solucionesdel problema¿i.

Demostración: Veamos, en primer lugar, queel problema4

problema:

a) e CA”’, siC(c,a) # 0,

es equivalenteal siguiente

mm JE(p,a) (c(z) — P(p,z>) dz

(2.25)s.a.

P(p,a) =c(a),

donde E(p,a) = {z ED(a)/c(z) =P(p,z)}.
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En efecto, de la expresión(2.24) se deducequeparatodo vector p E H(c, a), la función

objetivo delproblemade minimización4 se puedeexpresarde forma equivalentecomosigue:

c(z) —P(p,z)~dz=2J (c(z> —P(p,z))dz—$,
E(p,a)

donde~ = ID(a) (c(z) — P(p,z)) dz es unaconstanteindependientede p.

Se comprobaráquesi C(c, a) # 0, entoncesel problema(2.25) tienesolucióny el conjunto

de solucionescoincidecon C(c,a).

SeaPO un vector de preciosen C(c, a) cualquiera,entoncesc(z)

todo z E E(p, a), y por consiguientese verifica

f (c(z) — P(p, z)) dz > O = f (c(z) — P(po,z)) dz,

—P(po,z) = 0, para

V’ pEH(c,a).

Luego, todo vectorde preciosp E C(c,a) es solucióndel problema.

Por otro lado, si p~ E H(c,a) es tal que

(2.26)
fE(po,a) (c(z)—P(po,z))dz=O~

entoncesPo E C(c, a): Supóngase,por el contrario, que Po ~ C(c,a), entoncesexiste

zo E E(po,a), tal quec(zo) — P(po,zo) > O. Como la función c(z) — P(po,z) es continuaen

z, entonces,por el teoremade conservacióndelsigno, se verifica:

3 ¿>0 talque c(z)—P(po,z)>0 V zeB(zo,e).

Luego,como B(zo,e) n E?(po,a) es un conjuntode medidaestrictamentepositiva, entonces

JE(PO,Q)(cz —P(po,z))dz >0,

ID(a)
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en contradiccióncon (2.26). 0

El objetivo quenosplanteábamosen estasecciónerala búsquedade un criterio de selec-

ciónquerecogierala interpretacióndinámicadel modeloy queseleccionaraun único vector

de precios, por lo que una vez se ha comprobado que la elección de la norma 4 no garanti-

zala unicidadde la solución, hemosoptadopor considerarla distanciadadapor la norma

£2, en cuyo casose garantizala existenciay unicidad. La solución así obtenidase estudia

detalladamenteen la secciónsiguiente.

2.5.2 Riesgocuadrático: Sistemaigualador de precios

A continuación,se introduceel sistemade preciosqueresultade considerarla distanciadada

por la norma £2. Se prueba la existencia y unicidad sobre la clase de problemas de asignación

con la que se trabaja y se establece su relación con la solución igualadora de un cierto juego

con tasasde participación. Dicha relación nos facilita unacaracterizaciónalternativadel

sistemade preciosobtenidoen funcióndel riesgoasociadoa la producciónde cadaunode los

bienes individuales y nos permite establecer una caracterización axiomática.

Proposición 2.15. Para cualquier problemade asignaciónde costes, (e,a) E CA’”, existe

una dnica solucióndel problema:

Problema £2

miii ID(a) (c(z) — P(p, z)) dz

5. a.

P(p, a) = c(a).
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Dicha solución vienedada por

+ 12 (bi(c,a)—~(c,a))), y i=í,... ,m,

fi1 b1(c,a

)

dondebi(c,a) = fo(a) c(z) dz y ~(c,a) — m

Demostración:Se demostraráestableciendola relaciónexistenteentrela solucióndel pro-

blema£2 y la solución igualadoradel juego de gananciasasociado.

Sea(c, a) c CA”’ un problemade asignaciónde costescualquiera,entoncesaplicandoel

cambiode variableh(r) (Tiai,... ~ Vr E [0,1]”’, se deduceque

= JD(a)( —P(p,z))dz =

nl vn

,rma~)—>3r~aípi) dr, V pEIRm, (2.27)~HakjOí]m (ceríaí,...

nl

siendo f~ cq,> O.
k= 1

Sea (IV, i5~) el juego de gananciasasociadoa (c, a), entoncesde (2.27) se deduceque

p E H(c,a) es solucióndel problema¿2 si y sólo si x~ = (aípi,... ,ampm) E PI(%10) es

solucióndel siguienteproblema:

ruin [ (iic(r) ~>3x~rj
jEN

s.a.

Ex: =z~(N).
jEN

Luego,teniendoencuenta(verRuiz et al. (1996)) quede lacaracterizaciónde la solución
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igualadoraapartir de la funciónde excesode las coaliciones,aplicandoel lema2.3, se deduce

queparatodo juegocon tasasde participaciónenF1~ lasoluciónigualadoradel juegopuede

ser obtenidacomola únicasolucióndel problemaanterior,se tiene que

_ Vi=1,...,m.
m

Aplicandoel cambiode variableanteriorse tiene que

cdvc) = J<’O,l]m r1v~(r)dr = 1 f ZZlNd ml
&¡~ iD(o) —c1~z1 = Hk—íak ¿‘4c,a),

y i=1,... ,m.

Luego,

~, _ c(a) 12
—+ m
ni fl~~ía’c V i=1,... ,m.

y porconsiguiente,

= + 12 (b1(c,a) —S(c,a)))Hk—1ak
V z=1,... ,m.

Observación2.6. De la demostraciónanterior se deducequedadoun problemade asigna-

ción de costes(c, a) E CA’~, si se considerael juegocontasasde participaciónde ganancias

asociado,(M,
0~), se tienequeel vector depreciosobtenidoen la proposición 2.15 guarda la

siguienterelaciónconla soluciónigualadoradel juego:

1
pí(c,a)

a
1

O

V i=1,... ,m.
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Estarelación nos lleva a referirnosal mecanismode asignaciónde preciosen cuestión

como sistemaigualador de preciosy motiva la caracterizaciónen funcióndel riesgoasociado

a la producciónde cada bien que se obtiene a continuación,así como su caracterización

axiomática.

Definición 2.10. Sea(c, a) E CA”’ un problemade asignaciónde costes,entoncesdadoel

vector de preciosunitariosp E ¡Htm se define el riesgopromedioasociadoa la produccióndel

producto i, i = 1, ... , ni, cuandose han asignadopreciosunitarios p, como

wj(c,a,p) = ID(a) ~1jdz —P(p,z))dz.

Proposición 2.16. Para todo problema de asignaciónde costes(e,a) e CA”’, existe un

dnico vector depreciosunitarios que recuperocostesal final del periodo y verifica

jiS1 (c, a,p)=i152(c,a,p)=...iii~(c, a,p). (2.28)

Ademós,dicho vector de precios coincide con el definido por elsistemaigualador de precios.

Demostración:Seap e H(c, a) un vectorde preciosquerecuperacostes,entoncesaplican-

do el cambiode variableh(r) = (ríaí,... , r,,~,

vn nl nl

iih(c,a,p) = flak J rnri%(r) — >3rtazpí) dr = ljIatiiYí(iíc,(aípí,... ,awpm)),
k=1 [0,1] i=1 k=1

Vil,... ,m.

Luego,p E H(c, a) satisfacela condición (2.28) si y sólo si x~ = (aípt,... , a,,p,,~) e PI(15~,)

es la soluciónigualadoradeljuegode gananciasasociado(M, IYC).

Por último se estudiansus propiedadesy se proponeunacaracterizaciónaxiomática.
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Definición 2.11. Un mecanismode asignaciónde precios q en CAtm verifica la propiedad

de:

(i) Recuperaciónde costesal final delperíodosi y sólo si paratodoproblemadeasignación

de costes,(c, a) e CA”’, se verifica P(q(c,a), a) = c(a).

La función de pago es tal que se cubren objetivos, en el sentido de que los costesde

producción,en baseala demandaestimada,sonrecuperadosal final del período.

(u) Aditividadsi y sólosi paratodopar deproblemasdeasignacióndecostes,(ci, a) E CAtm

y (c
2,a) e CA”’, se verifica

q1(c1+c2,a)z=q1(cí,a)+qdc2,a), Vi=1,...,rn.

Si los costesde producciónson debidosa dos factoresindependientes,estoes, el sis-

temade produccióne es tal quec c1 + e2, entoncesel sistemade preciosse puede

obtenercomo la sumade los preciosdebidosacadauno de los sistemasde producción

independientes, e1 y e2.

(iii) Invariancia frente a cambiosde escalasi y sólo si paratodoproblemade asignaciónde

costes, (c,a) E CA”’, y para todo vector AEIRm talque A1 >0, Vi = 1,... ,m,

se verifica

donde A.a=(Aía1,... ,A~a~) y c.A(z) =c(A.z), ‘y’ zeD(a)

La función de pago no se ve afectada por cambios en las unidades de medida de los

productos, es decir, una variación en la unidad de medida de un producto conlíeva un

cambioequivalenteen el preciounitario correspondienteadicho producto.

(iv) Preservarcosteslineales si y sólo si para todo problema de asignación de costes
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nl

(e,a) e CAtm, tal que c(z) r >3 a~z
1, V z E O(a), se verifica

q1(c,a)=a1, V i=1,... ,m.

Si la funciónde costees lineal, entoncesla funciónde pagose correspondeconla propia

funciónde coste. El preciounitario de cadaproductocoincideconel preciounitario de

producciónrealdadopor la funciónde coste.

(y) Monotonicidadcon respectoal costemedioponderadodebidoa la urgencia si y sólo si

paratodo problemade asignaciónde costes, (e,a) E CA”’, y paratodo par de pro-

ductos i, j, se verifica:

Si b1(c,a)=b~(c,a) =!=~a1q1(c,a)=crjqj(c,a).

La interpretación de esta propiedad se analizadetalladamenteen la observación2.7

expuestaacontinuación.

Todasestaspropiedades,aexcepciónde laúltima de ellas,sonalgunasde las propiedades

clásicas que se exigen a un mecanismode asignaciónde costes. La propiedad(iv) fue pro-

puestapor Auruman y Shapley(1964) en el contextode juegosno atómicosconel nombre

de projection axiom.

Observación227. La propiedad(y), queestableceque el precio cobradopor satisfacerla

demandaa lo largo de todoel períodode los productosi y j debeestarenla misma relación

que los valores b1(c,a) y b~(c,a), se puedeinterpretarcomo sigue: “ Si el coste medio

ponderadode todasaquellascurvasde demandaen las quelademandarelativadeproducto

se mantienepor encimade lademandarelativade productoj, y en consecuenciael productor

debeatender(entérminosrelativos) antesla demandade i quela de j, es mayoro igual que

el correspondientecosteasociadoaaquellascurvasdedemandaen la que,por el contrario,la

demandade productoj es másurgente,entoncesel preciocobradopor satisfacerla demanda
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global de producto j no debe exceder el precio cobrado por satisfacerla demandaglobal de

producto i”.

Para ello basta con tener en cuenta que la desigualdad b1(c,a) =bj(c, a) puede expresarse

de forma equivalentecomo

85

—±)c(z)dz>

> .14. }= { (z1,z.j)

JDy~(a)(~f — )qzdz,

E [0,a~] x [0,a] ¡ 1!~> ~¿. } x
a~ aj

es el conjunto de aquellos vectores de producción tales que la proporción de la demanda total

de producto i satisfechaes mayoro igual quela proporciónde la demandatotal de producto

j satisfecha.

Considérese la función de costemarginal medioasociado a la producción de los bienes i y

j definida por

mcj1(z1, z1) = JHk!=u[O,ak] c(z~,zj, z~) dz15, V (z¿,z~)E [0,a~] x [O,aj,

donde z~jj = (zk)k!=í,j,entonces

fD0(a) (~ — c(zpdz=
JF,3(a)

donde F1}(a) = { (z1,z~)E [0,a~]x [O,aj) ¡ ~ ~

JD~~(a) (~
donde

fi [0,a~],

Haciendo el cambio de variable h(t,r) = (att,a~tr), para todo (t, r) E [0,1] x [1,+~), se



86 Capítulo2. Soluciónigualadora: Aplicacióna problemasde asignaciónde costes

tiene que

fD
0(a) ~ — c¿zhidz j 4 kíj(t, r)(t — tr)meíj(ait,ajtr) dtdr, (2.29)

donde kú(t,r) = ~aíajtrlnt >0 V (t,r) 6(0,1] x [1,+oo).

Entonces, tomando /c11 como una función de ponderación, la integral (2.29) se puede

interpretar como el coste medio ponderado de todas aquellas curvas de demanda en las que

la demanda de producto i urge más que la de producto j. Análogamente, a la integral

<.(a)
(~§—~) c(z) dz se le puede dar la interpretaciónsimétrica.

Proposición 2.17. El sistemaigualador de precios, pC: CA”’ ~ ¡Hm, verifico las propieda-

des (i) hasta(y).

Todas ellas se deducen trivialmente de la expresión del sistema igualador de precios ob-

tenida en la proposición 2.15.

Teorema 2.2. El sistemaigualador deprecios es el iinico mecanismode asignaciónde pre-

cios en CA
tm que verifico las propiedades(i), (u), (iii), (iv) y (y).

Demostración:En la proposiciónanterior se establecequeel sistemaigualadorde precios

verifica las propiedades(i) hasta (y). Veamos pues que se trata del único mecanismode

asignación de precios en CA”’ que verifica todas ellas.

Sea q: CA”’ A ¡Htm un mecanismode asignaciónde preciosverificando las propiedades

(i), (u), (iii), (iv) y (y), entoncesen primer lugar se probaráque q coincide con pe sobre

CA¶1) ={(c,a) E CA”’/a = 1}.

Sea q(1) la restricciónde q al conjunto CA”’(l), entoncesq(1) : CA”’(1) —* ¡Hnl verifica

las sigrnentes propiedades:

7”

t=1

V (c, 1) E CAm(1).
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2. q(’>(cí + c2, 1) — q(~>(cí 1) + q(1>(c2, 1), V (ei, 1), (c2, 1) E CAm(1).

nl

3. Para todo (c, 1) E CAm(1) tal que c(z) = >3aíz~, y z e
7=1

[0,1]”’, se verifica

V i=1,... ,m.

4. Para todo (c, 1) e CAtm(1) y para todo par i, j se verifica:

Si b
1(c, 1) = jo,I]m z1c(z)dz =b~(c, 1) = ¡o,ljm zjc(z)dz

CAtm(1) es isomorfoal conjuntocompuestopor todosaquellosjuegoscontasasde parti-

cipaciónm—~personalescuyafuncióncaracterísticaes de clase1, entoncesteniendoen cuenta

quelacaracterizaciónaxiomáticaestablecidaen laproposición2.1 siguesiendoválidacuando

lasoluciónigualadoraserestringeadicho subconjuntode rr’q’, se deduce que q(
1) debe venir

dado por

q~’~(c,1) = =!ii+12(bí(c,1) —t(c,1))=p(c,1), Vi=1,...,m.

Dado (e, a) e CA”’, un problema de asignación de costes cualquiera, considérese el problema

de asignación de costes (ca, 1) E CA”’(1) definido como

co(z) = c(z
1a1,... , z,.,a,-,-j, V z e [0,1]~,

entoncesde la propiedad(iii) se deduce

(2.30)

qj(co, 1) = cr1q1(c,a), V i = 1,... , ni,
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donde qj(co, 1), i = 1,... , ni, viene dadopor la expresión(2.30). Aplicandoel cambiode

variable h(z) = (zíaí,... ~ ‘y~ z E [0,1]”’, entoncespara todo i = 1,... ,m se

verifica

b1(cia, 1) = ¡0,1]m z1co(z)dz = 1 ( Yi1\d — 1
iD(a) aic\z> — H%L1 akb1(c, a).

Así,

q1(c,a) = + 12 (b1(c,a) —L(c,a))) = p~(c,a), Vi = 1,... ,m.
fl74u~í

o

Parafinalizar, se muestranalgunosejemplos.

Ejemplo 2.3. (Saanet,rThumangy Zang(1984)) Considéreseun problemadel transporteen

el quehay dos destinos,A1 y A2, y dos origenes,fi y .82. Los costesde transportaruna

unidadde recursode cadaunode los orígenesalos distintos destinosvienen recogidosen la

siguientetabla:

A1

= 10

= 1.000

= 20

A2} c12 = 15

e22 = 1.500

2:2 = 20

b1 = 20

b2=20

En cadaorigenhay20 unidadesde recursodisponibles,y cadadestinotieneunademanda

de 20 unidades.La soluciónóptimaconsisteen enviar20 unidadesde B2 aA1, conun coste

de 20.000, y 20 unidadesde ~1 aA2, conun costede 300.

En situacionesde estetipo, Sainet et aL (1984) proponencalcularel precio unitario de

transportea cadadestinoa partir de los preciosde Aumarm—Shapleyde un problemade

*

w

e,

e,

e,

e,

e,

e

O’

e,

e,

e,

e

e,

e

e,

e,

e,

e,

e,

e.

e,

e

e

e.

e,

e

O’

e

e

e.

e.

e

e

e

e.

e.

e,

e

e.

e

e

u.

e

e
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asignación de costes asociado. Definen la función de coste del problema como la función que

asigna a cada posible vector de demandas, z = (21,22), 21 + 22 =40, z1 =0, z2 =0, el coste

mínimo del problema del transporte en el que la demanda de A1 es de 21 unidades de recurso,

y la de A2 es de 22 unidades.En dicho caso,

zí + z2 =20, 21 =0,{t0zí+15z2~

c(zj,z2)= 000z~ + 1.005Z2 —19.800, 20=21+ 22=40,z1

00021 +1.50022 —29.700, z1+z2 <40, 21=0,22=0.

22 =0,

=0, 22 =0,

Para este ejemplo, el precio (unitario) que se carga al transporte a cada unidad de destino

dictado por el sistema igualador de precios del problema (c, a), a = (20,20), coincide con el

precio calculado a partir de los precios de Aumann—Shapley, AS(c, a) = (505, 510).

= /0,20)2 ~c(z)dz = f
2O(j2OZ1 ~(10zi + 1522) d2

2)dzi +

+ ~2O~~2O z + 1.00522— 19.800) dz2)dzí 1’04667

20 106

y b2(c,a) =¡0,20)2 j~ c(z) dz = 1’05~ 106.

Así,

p~(c,a) 1(20.300

p~(c,a) 1(20.300

12• 106 = 504’995,
+

400 (í’04667 — 1’04834)>

12• 106
+ lIflAOONI

400 (í’os — IU~OO’IJ} = 509’99.
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Ejemplo 2.4. Sea (e, a) e CA2, el problema con función de coste c(z
1,z2)= ~¡77T?~,para

todo vector de producción(21, 22) E [0,at] x [0,a2].

Para este problema, aún siendo la función de coste simétrica, el precio unitario dictado

por el sistema igualador de precios tiene en cuenta la cantidad demandada de cada bien

individual. No carga el mismo coste unitario a los dos bienes. En general, el precio unitario

del producto con una demanda mayor es ligeramente inferior al precio unitariodel bienmenos

demandado, en consonanciaconel hechode quela funciónde costees cóncava.No obstante,

el coste cobrado por satisfacerla demandadel bien más demandado es superioral costede

atender la demanda del menos solicitado.

zi4(c,a)= {( Va1;a2 +~~j~k(ai,a2)),

8 1________ — ~ ldaí,a2)),

donde

k(aj, cv2) t=2(a1+a2)
3vTWS(aí—a2)+2(c4

4IS~—4v’~7)—5aía2(a/S—.a~V~i).

k(am,a2) > O, si y sólo si a1 > a2, luego el precio por satisfacer la demanda del bien

más solicitado es siempre superior al precio por satisfacerla demandadel productomenos

pedido. En cuanto a la afirmación hecha anteriormente sobre la relación entre el precio

unitario cargado a la producciónde cadabienen funciónde las cantidadesdemandadas,no

se ha probado analíticamente. No obstante, en las siguientes figuras, que representanlas

gráficas de la función p~(c, a) — p~(c,a) en distintas regiones de int(¡Ht), se puede observar

el comportamiento que se le ha supuesto.
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0.02
0’

—0.02

10

20

30

2010

a E [10,20]2

5010

&~ E [30,50], a2 E [10,30]
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e.

e,

0.002

—0.002

e,

50.1

50.075

2OO~

50.1

50.075

50

al E [1, 200], a2 E [50,50½]
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2.6 Conclusiones

En este capítulo hemos abordado principalmente la tarea de extender el prenucléolo mínimo

cuadrático al caso continuo. Sehanestudiadosuspropiedades,se hadadounacaracterización

axiomáticay se ha analizado detalladamente su aplicación como regla de asignación de costes.

No obstante, el fin que perseguíamosen un principio era menos ambicioso. Se reducíaal

estudio del comportamiento de la solución lexicográfica como concepto de soluciónparajuegos

con tasas de participación. Dicho estudio nos llevó al descubrimiento de diversos trabajos

que abordaban, bien el mismo problema, bien problemas relacionados, desde distintospuntos

de vista. En este capítulo hemos tratado también de conciliar los diversosenfoquesdesde

los que se han estudiado los valores para juegos TU nítidos que dan lugar a los conceptos de

solución para juegos con tasas de participacióntratadosen él.

En lo que respecta a la continuidad del estudio, se pueden distinguirdos líneasde inves-

tigación distintas. La primerade ellas,consistiríaen estudiarla relaciónde las soluciones

igualadoray lexicográficaconotros conceptosde solución parajuegoscon tasasde partici-

pación. En particular, su relacióncon el valor de Aubin, queextiendeal casocontinuo el

valor de Shapley,y con el corazón,bajo quécondicionesse puedegarantizarsupertenencia

al corazón del juego cuando éste es no vacío. La segunda de ellas, estaría motivadapor el

hecho de que en ocasionesla hipótesisde queel repartosealineal en la tasade participación

de los jugadores no es realista. Esta reflexión nos lleva a preguntarnos sobre la adaptación

de la solución igualadoray la soluciónlexicográficaacontextosmásgeneralesen los quese

trabajecon funcionesde repartono necesariamentelineales. Concretamente,esta generali-

zaciónpodría tenerespecialinterés en el contextode asignaciónde costes,lo quesupondría

trabajar con funciones de pago no lineales.
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2—CENTRO (Spinetto, 1974)

Definición Caracterización

Imputación cuyo juego aditivo asociado

mírnmiza la distancia dada por la norma ¿2

al juego original (IV, y).

1
mm (>3(v(s)~x(s))2)2

IsT>2

s.a.

x e 1(v)

Excesodel jugador i conrespectoal vector

de pagosx:

b1(x) >3 (y(S) — x(S))

SEQ~

Q~ {SCN/ieS,JS¡>2}.

0(x): vector de excesos.

2—centro: mínimo lexicográfico sobre1(v).

Nucléolo mínimo cuadrático

(Ruiz et aL, 1996)

Solución lexicográfica

(Sakawa y Nishizaki, 1994)

mín>3 (e(S,x)—É(v,x))
2

SCN
8!=0

s.a.

x E I(vj

E(v, x) 1 e(S, x)>32” —1 SCN

Exceso del jugador i con respecto al vector

de pagos

w(i,x) = >3 (y(S) —x(S))

SGN

0(x): vector de excesos.
Solución lexicográfica: mínimo lexicográ
fico sobre 1(v).

94

Tabla 2.2: Relaciónconel 2—centro.
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973.1. Preliminares __________________________

En estecapítulo llevamosa caboun estudiodetalladodel corazónde un tipo de juegos

muy concreto: Los Juegosde Producción Lineal controladospor Comités (Curiel, Derks y

Tijs (1989)). Principalmente,nuestrointerésresideen el análisisde la evolucióndel corazón

de estetipo de juegoscuandoel númerodejugadores“tipo” presentesen el juegoaumenta.

Parallevar acabodicho análisisse introduceen el modelola posibilidadde que losjugadores

puedangraduar,yaseade formadiscretao continua,sutasadeparticipaciónen unacoalición;

lo quenos llevaa trabajarcon Juegosde ProducciónLineal controladospor Comitéscontasas

de participación. Así mismo,se abordael problemade la reducción(en el sentidode Davis—

Maschler)de un juegode estascaracterísticas.

Losjuegosde producciónlinealcontroladosporcomitéssurgencomogeneralizaciónde los

Juegosde ProducciónLineal, introducidospor Owen (1975). En cuantoal primer problema

planteado,la líneade trabajoqueseguimosesla desarrolladaporOwen (1975) parael modelo

original. En lo referenteal último problemaplanteado,ha sido el trabajode Granot (1994)

sobreel juego reducidode unjuego de producciónlineal, el quenoshaservidode motivación.

El capítulose inicia conunasecciónen la quese resumenlos trabajosquesirvende base

al estudioabordadoen el núcleocentraldel capítulo:Los trabajosde Owen(1975)y Samety

Zemel (1984), sobrela evolucióndelcorazóndeun juegode producciónlineal, y el trabajode

Curiel, Derks y Tijs (1989) en el quese introduceel conceptode juego de producciónlineal

controladopor comités. Del mismomodo,antesde abordarel problemade la reduccióndel

juego, se resmnetambiénel trabajode Granot (1994).

3.1 Preliminares

3.1.1 Juegosde producciónlineal: Definición y resultadosprevios

Los juegos de producciónlineal, introducidosoriginalmentepor Owen (1975), se engloban

dentro de una clasede juegosTU más general: La clasede Juegosde Optimización. Este
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tipo dejuegossurgenasociadosasituacionesmodelizablescomo problemasde optixuización e
e

enlas quehay másde un decisorinvolucrado.Endicho caso,el valor de unacoaliciónviene
u

dadoporla solucióndel problemade optimizaciónquese planteacuandotodoslos miembros
e,

de la coalición unensus recursosconel fin de alcanzarun objetivo determinado.Los Juegos e,

de Asignación(Sliapley y Sliubik (1972)) son un claro referenteen el estudiode estetipo e,

de juegos. Posteriormente,hansido tratadospor Dubeyy Shapley(1984) y Granot (1986), e,

entreotros,y másrecientemente,por Sánchez—Soriano(1998), en cuyo trabajo introducey
e,

analizaen profundidadlos Juegosdel 7knsporteque generalizanlos juegos de asignacion.
e,

En particular,los Juegosde ProducciónLineal modelizaneconomíasde producción(lineal) —

en las que los recursosnecesariosparaelaborarlos productosfinalespertenecenaun grupo e,

de decisores,quepuedenoptar porcompartirlossi llegana un acuerdo. U’

e,

En el modelo original (Owen (1975)) cadauno de los jugadores,i E N {1,... ,n}, e

disponede unacierta cantidadde ni recursosdadapor elvector b = ((4,... , (43. Dichos U’

e,
recursospuedenserempleadosparaproducirp clasesde productosquepuedenservendidos

e,
en elmercadoobteniéndoseun beneficio(unitario)de cj, j = 1,... ,p. Sesuponeademásque e,

los recursosúnicamentesonútiles en tantoquesirvenparaproduciry queparaproduciruna e,

unidadde productoj se requierena,q unidadesdel k-ésimorecurso.El valor de la coalición w

SG 1V vienedadopor U’

e

e
v(S)2= máx

j=I
e,

s.a.
(3.1) e

Zakjxj =b,,,(S), k= 1,... ,m,
jtl e,

x1 >0 j~z1,... ,p, e,,

e,

u’dondeA [ak~)k~ñ m es la matrizde producción’ y b(S> ~ 19 sonlos recursosde que
g=1,. ~P ies

disponela coalición SG N. e,

1a~ >OVk = 1 m, ~/j~=1 p, y paracadaj e {l,...pJ, 3k 6 {1,...m} tal queakj >0. e,

e,

e

e

*

e
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Owen (1975), despuésde probar que los juegos de producciónlineal son (totalmente)

equilibrados,centrasu estudioen la obtenciónde repartosen el corazón. Haciendouso de

la teoría de dualidaden programaciónlineal, demuestraque todos aquellosrepartosque

se obtienenpagandoa los jugadorespor sus recursosen funcióndel precio de los mismos

dictadopor un “precio sombra” pertenecenal corazóndel juego. Concretamente,dadoun

juego de producciónlineal (1V, y), seaOp(N) el conjuntode óptimosdel dualdel problema

de programaciónlineal asociadoal valor de la coalición total, entoncesel conjunto

m

DP(v)={soG1Rfl/q2u=~ yb~ , z=1,... ,n, y EOp(N)},
k=1

al quedenominaremosen adelanteconjunto de pagos segdnprecios sombra,estácontenido

en 0(v). No obstante,en generalel reciprocono es cierto, es decir, no toda imputacióndel

corazónse puedeobtenera través de preciossombra. Siguiendouna líneade investigación

clásicaen estecontexto(ver Debreuy Scarf (1963)), Owen estudiala evolución del corazón

cuandoel númerode jugadoresde cadatipo (disponendel mismovectorde recursosinicial)

presentesenel mercadoaumenta:Dadoun juegou—personalde producciónlineal (N,u),para

todo r ~ 7/4, considerael juego ru—personal(rN, ¡nT) quesurgeal r—replicar el conjuntode

jugadoresoriginal; estoes, (rN, wr) es el juego de producciónlineal definido por los mismos

parámetrosque (N, y) en el quehayahorar jugadoresquedisponende un vectorde recursos

inicial 19, i = 1,... , u. El trabajode Owense centraentoncesen el análisisde la evolución,

conrespectoal conjuntode repartossegúnpreciossombra,del corazónde los sucesivosjuegos

replicados.

En primer lugar, Owen demuestrael siguienteresultadosobrela simetríadel corazónde

losjuegosreplicados,lo quelepermitecaracterizarelcorazónde losjuegosreplicadosapartir

de su proyecciónsobreIR”.

Teorema 3.1 <Owen, 1975). Para todo r> 2 en cualquier imputaciónen el corazón del

juegor—replicado (rN, uf), dos jugadores del mismotipo recibenel mismopago.
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Así, toda imputación (uí,... ,u~; ;u1,... ,u~) E IR”~ en el corazóndel juego

r—replicadose puedeidentificar con un vector (ni,... ,u,,) ~ IR”.

En cuanto a la evolucióndel corazón,Owen obtiene los siguientesresultadossobre la

convergenciade la sucesiónde conjuntos{G(wr)}rez.

Teorema3.2 (Owen, 1975). Si u (ni, .. , u,,) perteneceal corazóndeljuegor—rephcado

para todo r E Z~, entoncesu E DP(v).

En el siguienteteoremasedaunacondición suficienteparala convergenciafinita, enten-
m

diéndosepor convergenciafinita la existenciade ni E 7/4 verificando DP(v) fl C(w’D.
r=1

Obsérvesequela existenciade r0 verificando C(wro) — DP(v) es unacondiciónnecesariay

suficienteparaqueDP(v) fl C(w
t).

r~’1

Teorema 3.3 <Owen, 1975). Si Op(N)

grande verificando

{y*}, entoncesexistero E Zg suficientemente

C(w?e)=DP(v)={ (Zv%bk~... Tu
~Z~zb%) }.

1 k=1

Sarnety Zemel (1984) profundizanen el estudioiniciadopor Owen. Obtienenunacon-

dición necesariay suficienteparala convergenciafinita. Además,como corolarios,obtienen

condicionessuficientesalternativasy refuerzanlacondiciónestablecidapor Owenen el teore-

ma 3.3. En su trabajoconsideranel “refinamiento”, en lugarde la. replicación,del conjunto

de jugadores,queseráprecisamenteel enloquequenosotrosadoptaremos.

Dadounjuegou—personaldeproducciónlineal (1V, y), se defineel r-refinamientodel juego

comoaqueljuego rn—personalde producciónlineal (rN, vr) queseobtieneal considerarque

cadaunode losjugadoresdeljuego original se desdoblaenr jugadoresidénticos,disponiendo

cadaunode ellosde kb’, i 1,... , n, recursosiniciales.

t

t

e,

e,

9,

u

e

e

e

e

e

u.

e

*

e’

e,

U

e

e

e

e

e’

e

e

e

e

e

e,

e

e

u’

e

e

e

e

e’

e’

e.

e

e

e

e,.

*

e
*

a,



3.1. Prehmmares 10I

Este enfoque,considerarel refinamientoen lugar de la replicaciónde la economía,es

equivalente,comose observaacontinuación,aconsiderarquelosjugadorespuedenparticipar

en unacoaliciónadistintosniveles de intensidad.

Paracadar E Z~, seaMT el retículo delhipercubounidad[0,1]” definidopor

Mr = { xER” /x~ = ~, q~ EZ, 0=q~=r, i= 1,... ,n
r

Considéresela correspondencia
1r rN —* Mr, queacadacoalición 8 C rN le hacecorres-

ponder la coalición con (finitas) tasasde participaciónrr(S) = (4(8),... r,!(S)) E Mr,

donde4(S) — ql(S) siendoq~(S) el númerodejugadoresde tipo i quecontiene8, i E N.

r

El valor de unacoalición en el juego r—refinado dependeexclusivamentedel númerode

jugadoresde cada tipo que contiene. Entonces,paratodo par de coaliciones8 8’ G rN

talesque1r(B) = Tr(S~), se verifica vr(S) = vr(S~). Así pues,acadar—refinamiento(rN, ti)

le podemosasociarunívocamenteun juego n—personalcon (finitas) tasasde participación

(N,Wj, W~ M’~ —* IR, de la siguienteforma. Paratodacoalición, r E M~, definimos

W~(r) vr(s) SCrN talque r
7(S)=r.

Cualquiercoalición 8 C rN tal que
1r(S) = ~- disponede los recursos

consecuencia

iniciales >3 r~b
t y, en

>3 cjx
5

5=1

s.a.

>3 a¡~,3x3 =>3r.b~,

5=1 iEN

x5 = O,

y’ rEM’k

k=l,... ,m,

iZ(r) = rnáx

1=1,... ,p,
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Así pues,el refinamiento,

1Z(v) = {(rN,v”), TEZ+},

del juego de producciónlineal (N, y) se puededescribira partir de unacolecciónde juegos

u—personalescon (finitas) tasasde participación

7Z(v)={(N,17), rCZ+}

Refinarel juego es, entonces,equivalentea refinar el conjuntode niveles de actividada los

queun jugadorpuedeparticiparen el juego.

Consideremosahorael juego con(infinitas) tasasde participación(N, 75), 75: [0,ir —> E,

dadopor

>3 c5x5

1’
>3aksxs = ~
5=1 iEN

x5 =0,

k = 1,... , ni,

j=1,... ,p,

V i-c[0,1]”.

Las funcionesII”, r e Z~, verifican ir 75¡M”, y’ r e Z~, donde75¡M” es la restricción

de la función 75 al conjuntode coalicionescon (finitas) tasasde participaciónM~. Luego,

todasellas se puedendefinir apartir de la función75, a la quedenominaremosfuncióngene-

ratriz del refinamiento. Asimismo,denominaremosjuego de producción lineal generadordel

refinamientoal juego (N,75).

Deforma análogaal resultado3.1 de Owen,se obtienequeparatodor E Z~, la imputación

= Th.. ~ TI) e 11?” pertenecea C(v”) si y sólo si la imputación

75(r)= máx

s.a.

9,

9,

a,

9,

9,

9,

e,

9,

U’

9,

e

e,

e’

u’

e’

u-

e’

u’

U’

e’

e’

e,

e

e

e’

u

e,

e

U’

e

U’

U’

e

U’

e

e

e’

u’

e

U’

U’

e’

e

e

u’

e.
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= (yui,... , p,,) E IR” perteneceal corazónde (N, ir), dadopor

CW)={~E1R”/ZPíri=V(r)~ VrEM”}.

Dado r E Z~, para todo 1 < £ < r existe ni = Ir > r tal que C(15~”) c C(75’), luego
00 00o C(iík) — fl C(75”). Así, la sucesiónde conjuntos{C(ir)}~~ verifica

k=r r=1

00 ,00~ 00

liminfC(V):=U <flc9fl flCQV).
r—* oc

Por otro lado, como consecuenciainmediatade la continuidadde la función IT y la densidad

delos racionalesen los reales,se tienequeelcomportamientolímite2 de dichasucesiónqueda

determinadopor el corazóndel juego de producciónlineal generadordel refinamiento,dado

por

/ >3’p
2ri=iiXr), y’ re[0,1]” }

tEN

En estecontextose siguenverificandolos resultadosde Oweny C(75) = DP(v). Además,

Samety Zemel obtienen,entreotros, los siguientesresultados:

Teorema3.4 (Samety Zemel, 1984). Dado u E DP(v), seaT~(u) el cono convexogene-
u

nido por lospuntosde M~ para los queseverifica >3u¿r~ = 75(r). Entonces,C(ir) = DP(v)
z~ 1

si u sólo si ~ Tr(u) contienea un entorno de 1.

ttGDP(v)

Corolario 3.1 (Samet y Zemel, 1984). Si el conjuntoDP(v) contienea un ~inieopunto,

entoncesexister0 e Z~ suficientementegrande verificando C(¡P~~> = DP(v).
tEn lo quesigue,cadavezquenosrefiramosal comportamientolímite de {C(ifl}cz , estaremosindicando

el límite inferior de dichasucesiónde conjuntos.
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Corolario 3.2 (Samety Zemel, 1984). Si todaslas componentesde la matriz de produc-

ción A, de los vectoresde recursos iniciales ¡9, i E 1V, ~j del vector de beneficiose, son

nilmeros racionales, entoncesexiste r0 E Z~ suficientementegrande verificando C(ir~) =

DP(v).

Corolario 3.3 (Samet y Zemel, 1984). Si (1V, y) es un juego de producción lineal biper-

sonal, entoncesexiste r0 c Z~ suficientementegrande verificandoC(iF~) = DP(v).

3.1.2 Juegos de producción lineal controlados por comités: Definición y

resultados previos

En el modelo original (Owen (1975)) se suponequecadajugadorpuededisponerlibremente

de unaciertacantidadde recursos,esdecir, losrecursossonbienesindividuales.Sin embargo,

sepuededarel casode quelos recursosseanbienescolectivos: Un grupode jugadorespodrá

disponerlibrementede un recursosiemprey cuandotenga“poder” suficienteparaello. En el

modelode Curiel et al? (1989), Juegosde producciónlineal controladospor comités,sesupone

quelos recursosestándisponiblesen el mercadoen lotes,cadaunode elloscontroladopormi

comité dejugadores.Piénsese,por ejemplo,en la siguientesituación:La producciónde PTA

(Ácido TereftálicoPuro) y de EtC (Etilen—Glicol) en la cuencaMediterráneaestácontrolada

por trespetroquímicasA, B, C. La capacidadanualde produccióndisponible,expresadaen

toneladas,de cadaunade ellas vienerecogidaen la siguientetabla:

PTA EtC

A 150.000 —

E — 90.000

C 110.000 60.000

A partir deestosproductosquímicosse puedeproducirfibra textil sintética(PET—fibra) y

plásticoparabotellas(PET—botella).La siguientetablarecogelas cantidades(en toneladas)

de cadaproducto necesariasparaproducirunatoneladade cadaunode estosderivados.

E.

e-

a,

U’

e,

e

e,

e

e,

e’

e

U’

e,

e

e’

e’

e’

e’

e’

U’

e

e’

e’

U’

e

e

e

e

e

e

e

U

U’

U’

U’

e’

e”

e

e

e

e’

e

e

e

e

e

u
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PET—botella PET-fibra

PTA 0.966 - 0.912

EtC 0.365 0.344

La ventaenel mercadodefibra textil daun beneficiode 5.000pts. portonelada,mientras

quela ventade plásticoda un beneficiode 6.000pts. por tonelada.

Las juntas de accionistasde cadaunade las compañíastienela siguientecomposición:

A: .11 controla

.12 controla

Js controla

.15 controla

8: .12 controla

Ja controla

.14 controla

el 40%

el 20%

el 25%

el 15%

el 35%

el 35%

el 30%

C: .Jí controlael

J4 controlael

.Is controlael

dondeJi,... , Js son los cinco

en la zona.

de las acciones,

de las acciones,

de las acciones,

de las acciones.

de las acciones,

de las acciones,

de las acciones.

45% de

45% de

10% de

las acciones,

las acciones,

las acciones,

grandesinversoresquecontrolanla producciónde PTA y EtC

En tal caso,silos cincograndesinversorespudieranfirmar acuerdosvinculantes,entonces

el juego TU que modelizaríala situaciónque enfrentanes un juego de producciónlineal

controladopor comitésen el quehay dos recursos(PTA y EtC), disponiblesen el mercado

en lotes (producciónde las compañíasA, 8 y C), cadaunode los cualesestácontroladopor

un comité de jugadores(composiciónde la junta de accionistas).
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e

Formalmente,dadoel recursok, k = 1,..., ni, existen4 lotesde productok, E¡... ,

cuyo control viene dadopor un juego simple, (1V, u~), q = 1,... , 4; la coalición 8 puede
e

disponerdel lote B~ si y sólo si S es unacoaliciónganadoraen el juegou%. Así, se tieneque
e

la cantidad totalde recursok de quedisponela coalición8 vienedadapor

e
4

Bk(S)= >3n~(S), U’

q~ 1 e’

u’

dondeBQ(8) — ~ ?4(S) y, porconsiguiente,el valor de dicha coaliciónvendrádadopor el e’

e’
óptimo del problema3.1 reemplazandoel vector b(S) por B(S) = (Bi(S),... ,

e’

e’
En el ejemplo,p = 2 (PET--botella= producto 1, PET—fibra = producto 2), ni = 2

e-
(PTA =recurso1, EtC = recurso2), 4=2, k=1,2, y e.

u’

150.000, ~?= 110.060, e

90.000, B~= 60.000 e’
e

e’

Los juegossimplesde controlvienen dadospor: e
e.

~uA, M1’V(uA) = {{1,2},{1,3},{1,5},{2,3,5}} , e-

u? uc, M}V(uc) = {{1,4},{1,5},{4,5}} , U’
e

un, MW(un) = {{2,3},{2,4},{3,4}} , e

2 u’u2
e’

e,

La matriz de producciónes e

e(0.966 0.912
0.365 0.344/ e,

e,’

e

e,

e,

*

e’

a.
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Luego,paratodacoalición SG N = {1,... ,5},

y(S)= máx 6.0O0z~ + 5.000x2

s.a.

O.966z1 +0.912x2

0.365z1+ 0.344x2

x

< 150.OOOu4S)+ 110.OOOuc(S),

< 90.0O0u~(S)+ 60.OOOuc(S),

> 0.

El trabajode Curiel, Derksy Tijs <1989) se centraen el corazónde este tipo dejuegos.

A continuación,se enuncianlos resultadosqueobtienen.

Teorema3.5 (Curiel et al. (1989)). Si todoslos juegossimplesque describenel control

de los recursosson equilibrados,entonceseljuego de producciónlineal controladopor comités

tienecorazónno vacio.

Estosautoresconsideranel conjuntocompuestopor todasaquellaspreimputacionesque

puedenserobtenidasmedianteel procedimientoquese describeacontinuación:

1. Se repartenlos recursosentrelosjugadoresatendiendoaimputacionesen el corazónde

cadaunode losjuegossimplesquedescribensucontrol: CadaporciónB~, q = 1,... ,dk,

de recursok, k = 1,.. . ni, se reparteentrelosjugadoresde acuerdoconunaimputación

= (~(i))¿~zv e C(u~). Así, cadajugadori EN recibela cantidadde recursok dada
4

por >3B%e~(i), k =1,... ni.

q~1

2. Una vez repartidoslos recursos,sepagaa cadauno de los jugadorespor los recursos

de quedisponeen funciónde los preciosdictadospor un preciosombray E Op(N).
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1
1

Nos referiremosal conjuntode pagosasí obtenidocomo conjuntode pagosseodnprecios

sombray repartos equilibradosde y y lo notaremospor CDP(v):

zElR” ¡ z¿=>j (tB~~(i)) t4, Vi=1,... ,n,

CDP(v) =
*y EQp(N),

Curiel et al. demuestranla inclusiónCDP(v)C C(v).

Teorema3.6 (Curiel et al. (1989)). Si todoslos juegossimplesque describenel control

de los recursostienen corazón vacio, entoncesel juego de producción lineal controlado por

comitéses no equilibrado.

En cuanto a lo queocurre en situacionesintermedias(algunosde los juegosde control

son equilibradosy otros no lo son), puedendarselos dos casos(véaseel apéndiceC). Como

nuestrointerésresideen el corazóndel juego, en lo quesigue nos restringiremosal estudio

de aquellosjuegosde producciónlineal controladospor comitésen los que todoslos juegos

simplesde control sonequilibrados.

Observación3.1. Obviamente,el modelo de Owense puedever como un casoparticular

del modelo másgeneralde Curiel et al? (1989).

Observación3.2. Por otro lado, Granot (1986) proponeunageneralizaciónalternativadel

modelooriginal de Owenqueresultaserequivalentea la propuestapor Curiel et al. (1989).

En dichageneralización,el control de cadauno de los recursosdisponiblesen el mercado

vienedadopor un juego (no necesariamentesimple) no negativoy equilibrado.
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3.2 Juegosde producción lineal controlados por comités: Evo-

lución del corazón

Nosproponemosreproducirel estudiode Owen (1975) parael modelopropuestopor Curiel,

Derks y Tijs (1989). En la sección3.2.1 definimosel refinamientoconel quevamosatrabajar

para, posteriormente,en la sección3.2.2 analizarla evolucióndel corazónde los juegos de

producciónlineal controladospor comitéscuandose refinael conjuntodejugadores.

Puentey March (1995) llevanacaboun estudiosimilar sobreel modelode Granot. Sin

embargo,el planteamientoy los resultadosa losquellegandifieren sustancialmentede los que

nosotrosobtenemos.En cadasecciónse recogeráel planteamientoy resultadosalternativos

queellos obtienen.

3.2.1 Refinamiento del juego: Definición y propiedades

En esta secciónse abordael problemaque se planteaal tratar de extenderel modelo de

Curiel et al? (1989) cuandose refina el conjuntodejugadores.

Dado un juego de producciónlineal controladopor comités,(N, y), paradefinir el juego

r—refinadosedebedeterminaren primer lugar cómoredistribuirentrelos nuevosjugadoresel

control sobrecadaunode los recursos;es decir, cómorefinar cadaunode losjuegos simples

quedescribenel control de los recursos.

Sea(1V, u) un juego simple describiendoel control sobreun cierto recurso13. A con-

tinuación, se exponeel razonamientointuitivo quenos ha llevado a la definición del juego

r—refinado, (rN, ur).

En el juego original, unacoalición 5 ~ N disponedel control del recurso13 si y sólo si

la coalición S contienea todoslos jugadoresde, al menos,unacoalición minimal ganadora

del juego. SeaMW(u) = { 1~1,... , P,~ } el conjunto de coalicionesmiimales ganadoras



110 Capitulo 3. Juegosde producciónlineal controladospor comités:Análisisdel corazón

del juego. Asociadaa cadacoalición minimal ganadora1’, = {i~,... ,ip¿}, 1 = 1,...

considéresela red Q¿:

1 1 1 1
OS¿

u i2 zpI

compuestapor tantosarcosde capacidad1 comojugadoresen P~ másuno, y en la quecada

arco, a excepcióndel arco que incide en el nodo sumideroS¿ (que es de uso común), está

controladopor eljugadoren queincidedicho arco. Entonces,lacoaliciónS G N podráenviar

unaunidadde flujo del nodo fuenteJg alnodo smnideroSj a travésde la red ~ si y sólo si

5 contienea todos los miembrosde Pe• De estaforma, el control de unacoaliciónsobreel

recurso13 vendrádadopor el máximo flujo quedicha coaliciónpuedeenviar por algunade

las redesasociadasacadaunade las coalicionesminimalesganadorasdel juego. Estoes,

u(S)=máxmín4, VSCN

I<t=k jET’¿

dondex~ es elvector característicode la coalición5.

Enestasituación,repartirel poderentrelosr jugadoresidénticosenqueseha desdoblado

el jugadororiginal, se corresponderácondesdoblarcadauno de los arcosquecontroladicho

jugadoren r arcos,de capacidades¾cadauno de ellos controladopor unode losjugadores

en que se desdoblael jugadororiginal. Por ejemplo, si r = 3 entoncesla red asociadaa la

coaliciónmiimal ganadora~e, Q~, se definirá como

1- 1 1

1 0 St

1 1 1
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Análogamente,la proporción de recurso 13 que controla una coalición en el juego

r-refinado (que controla tantos arcoscomo jugadoresde cada tipo contiene)vendrádada,

comoen el juego original, por el máximo flujo quedicha coalición puedeenviar por alguna

de las redesasociadasa cada unade las coalicionesminimalesganadorasdel juego simple

original. El máximo flujo queunacoalición 5 C rN puedeenviar por la red Q~, asociada
1,

a la coalición minimal ganadoraf’~, viene dadopor — minq~(S), dondeqe(S) representael
7 lEÍ’,

númerode jugadoresde tipo i quecontienela coalición 3, i = 1, ... , n. Luego, la cantidad

de recurso13 quecontrola vendrádadapor

1
¿(5) = - max mínq1(S) y .~crN. (3.2)r L<~<k lEÍ’,

Definición 3.1. Sea (1V, u) un juego simplede control, se defineel refinamientodel juego

como la colección, 1Z(u) = { (rN, ur), r e 2±}, de juegos r—refinadosdefinidos por la

expresión(3.2)

El poder de control sobreel recursofl de una coalición 5 GE rN cualquieradepende

exclusivamentedel númerode jugadoresde cadatipo quecontiene. Así pues,considerando

las correspondencias-r” : rN —* M~, definidas previamente,se tiene queel refinamiento

R¡u) del juego simple de control (1V, u) se puededefinir a partir de la colecciónde juegos

n—personalescon (finitas) tasasde participación7Z(u) = { (IV,&‘9, r 6 2+ }, dondepara

cadar e Z~, y paracadacoalición r e M”, definimos

757(r) =ur(S), SCrN talque r”(S) =r.

Entonces,el poder de control sobreel recursoB de cualquiercoalición 5 C rN, tal que

r”(S) = r, vienedadopor

ir(r) = 1<1</emini1.
lEÍ’,
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Considéreseel juegosimplecon tasasde participación(IV, 75), 75: [0, 1]” —* [0,1], definido

como

14r)= máxmínr1, V rE[0,lfl.
Ictt=kLE)’,

Entonces,el refinamiento1Z(u) estágeneradopor el juego simple con (infinitas) tasasde

participación(IV, 75).

De acuerdoconel refinamientode losjuegosde control, se defineel r—refinamientode un

juego de producciónlineal controladopor comitéscomo sigue.

Definición 3.2. Sea(IV, y) un juego de producciónlineal controlado

r E 2+, se define el juego r—refinado, (rN, Vr), corno

Vr(S) = máx

por comités.Paratodo

p

Zcjxj
3=1

s.a.
p

Zakjxj =BL(S),
3=1

k=1,... ,m,

> o

donde = B%u%r(S),siendo(rN, u%r)

q=L
describeel control sobrela porciónB~, q 1,... , 4, de recurso

el r—refinamientodel juegosimple (IV, u%) que

kzsrl,... ,n¿.

A lavistadelrazonamientoanterior,el refinamiento7Z(u~) de todojuegosimpledecontrol

(IV, u~), q = 1,... ,d,~, k = 1,... , ni, se puede definir a partir de la colecciónde juegos

n—personalescon (finitas) tasasde participaciónRju~) = { (IV, £4”), r 6 24

a,,

V SCrIV, (3.3)

El poder de control sobreel lote B%, q = 1,... , 4, de recursok, k — 1 ni, de
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cualquiercoaliciónS GE rN, tal quer”(S) = r, vienedadopor

máx rnínr1,
PEMW(u~) ~EP

dondeMW(u%) ~ ‘P(N) es el conjuntode coalicionesminimalesganadorasdel juego simple

(N,u~).

Además,el refinamientoR4u%) estágeneradopor el juego simplecon (infinitas> tasasde

participación(IV, £4), q = 1,... , 4, k = 1,... m, siendo

máx m1nr~,
PEMW(uI) LE?

V r E [0,1]”.

En consecuencia,el refinamientoR(v) del juego de producciónlineal controladopor co-

mités (IV, y> se puededefinir apartir de la coleccióndejuegosR}v) = { (IV, 7?), r E Z.~ 4,
generadapor el juegode producciónlineal con(infinitas) tasasde participación(IV, 77), dado

por

75(,-)= máx Z cg Xg
jzr 1

s.a.
V r E [0,1]”, (3.4)

k=1,... ,ni,

4
dondeB/e(r) =ZB%£4(r), q= 1,.

q=1

,4 yparatodok=1,.

Antes de plantearnosiniciar estudioalgunosobrela convergenciadel corazónde los su-

cesivosjuegosrefinadoses necesariogeneralizarel resultadosobrela simetríadel corazónde

los juegosrefinadosobtenidopor Owen (Teorema3.1).

=13~(r)

xi =O

,m.
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Veamos,en primer lugar, algunasde laspropiedadesdel juegorefinado(rIV, u”) quenos

permitiránreproducirla demostraciónde dicho teorema.

La funcióngeneratriz77 del refinamientode un juegosimplede control (IV, u) verifica las

siguientespropiedades:

(Pl) ñ extiendeel juego original (IV, u): 71(x5) = u(S) V’ S GE IV.

(P2) ñ es monótonano decreciente: 71(r) =ñ(r’), V r <r’.

(P3) 71 es continua.

(1>4) 77 es homogéneade grado 1:

i1(Xr)=A77(r), V rE[0,1]» y V A>0 talque Are[0,lf.

Si todoslos jugadoresvaríansu lasade participaciónen la mismaproporciónA > O

entoncesla proporciónde recursoquecontrolanvaríaen la mismaproporción)~.

Definición 3.3. Paratodo r =1 y paratodo conjuntode jugadoresIV, se define unapro-

yección del conjunto de jugadores original como cualquiercoalición de jugadoresIV’ GE vN

compuestaexactamentepor un jugadorde cadatipo.

Notación. o ,- r • r 1

Sea _ vN una coalición cualquiera,paratodo h = 0,..., B’4W (8)]’ se

denotarápor hS a la coalición que se obtienecuandoel númerode jugadoresde cadatipo

quecontienela coaliciónS se multiplicapor It.

Lema 3.1. Sea(dV, y) un juegode producciónlineal controlado por comitós.Para todo y> 1

el juegoy—refinado(vN,u”) verifica:

1
(O v”(S) = —u(S), V 5 ~ IV’, para toda IV’ <E vN, proyeccióndel conjunto de jugadores

y

orgznal.
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m—.LIEN (S) J(u) yr eshomogéneadegrado 1: v”(hS) hv”(S), V SC rN, ‘Ú h = 0,...

Demostración: (i) Paratodo q = 1,... , d/e, paratodo k = 1,... , ni; (1V, £4) extiendeel

juego original (IV, u~) y es homogéneode grado 1, luego V 8 § IV’, y paratoda IV’ GE rN

proyeccióndel conjuntodejugadoresoriginal, se verifica

13%(S) = Z~sr(S)
q~ 1

4

;
q~ 1q=i

1

y

Por el teoremafundamentalde dualidadse tiene que

rn

v’}S)=mín{ Z13~Suk¡ ycy
k=1

}

dondela región factibledel problemadualasociadoal valor de la coalición5,

,mY = { yE Etm ¡ Zakjvk
kszl

es independientede 8. Entonces,

1r Snbot.~r (5) = 1 mm’
y 1, L~.a’’

/e=1

En cuantoa la propiedad(u), se demuestrade forma análogateniendoen cuentaquede

lahomogeneidadde las funciones£4, q = 1,... , dk, lv = 1,... , m, se deduceque

4

14(hS)= ZB%u~(hS)
q~1

4 4
— 3.B~£4(rr(hS)) = ZB%h£4(r”(S)) = h13%(S),

q=1 q=I
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paratodacoaliciónSG rIV, y paratodoh =0,..., ~¿~»1~ u *

e

e’

Proposición 3.1. Para todo r > 2, en cualquier imputación en el corazón del juego

r—refinado, (rIV, y”), dos jugadoresdel mismotipo recibenel mismopago.

Demostración: Sea~ ci una imputaciónen C(v”) cualquiera. rN = ¡J N~1), siendo
¿=1

= 1, ... , r, unaproyecciónde IV, entoncesde las propiedadesdel juego y—refinado

establecidasen el lemaanterior se deduceque

>3 q~i=>3 >3 ~=v”(rN)
IErN f=1 IEN<1>

Por la condiciónde racionalidadcoalicional, se tieneque

>jj so
1=v”(IV~h=‘v(N),

y

Luego, de (3.5) y (3.6) se deduceque

= rv”(IV) = v(IV).

y e=i,... ,r.

1>3 4o1=-v(IV),
r

V ¿=1,... ,r.

1
Esto es, si N’ es unaproyecciónde IV, entontes>3 0j = —v(N).

y
jE A”

Seani
1, i2 dosjugadoresde tipo i cualesquiera,y seaN’unaproyecciónde IV tal quefi E IV’,

entoncesIV” = (IV’ \ {i1}) U {i2} es tambiénunaproyecciónde IV. Así,

o>3 (>05= >3q’j zz> (pj~=q3j2.

SEN’

e.

e.(3.5)

(3.6)
U’

e’

e’

e.

u’

U’

e’

El resultadoestablecidoen la proposiciónanterior nos permitellevar a cabo el estudio
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quenoshabíamosplanteadomedianteelestudiodelcorazóndejuegosu—personalescontasas

de participación;ya que, la relaciónexistenteentreC(vr), C(7?) y C(77) es lamisma quese

da en el modelode Owenentredichosconjuntos.Estarelaciónha sido descritaal final de la

sección3.1.1.

Observación3.3. Puentey March (1995) introducenelconceptodereplicación~—convergente,

donde4’ (4”9%L1 es cualquiervectoren JflflXm verificando

siendo(IV, bk) el juego quedescribeel control del k—ésimo recurso,lv = 1,... , ni.

Una replicación4’—convergentedel juego (IV, bk), lv = 1,... ,ni, viene dada por una

función14 verificandolas propiedades(Pl) y (1>4) (extiendeel juegooriginal y es homogénea

de grado 1), cuyo comportamientolímite vienedeterminadopor la función 14 (verificándose

14(5)=14(5), V’ SC rIV V r =1), definida como

b~(S) = b/e(S/IV) + qpk[x(S) —

dondeSIN = { i E IV/ z1 =1 }, siendoz~ el númerode jugadoresde tipo i quecontienela

coalición 5, i = 1,... ,n; 45) = (z~)~C~ y

[a]+ = { a, sia>0

0, sia<0.

Esto es,paratodacoalición5 GE rN el control quedichacoaliciónejercesobreel recurso

k—ésimo en el juego r—replicado,se obtienecomo sumade dos contribuciones:La coalición

(5/dV) c IV de la cual 5 es unaréplica,aportael control queejercíasobreel recursoen el

juego original; mientrasque la aportacióndel restode jugadoresviene dadapor el reparto
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~k considerado.

La función b* = (bt,. .. , b,j, quedeterminael comportamientolímite del juego (rN, y”),

dependeen excesodel vector de repartos4’ considerado. Tal dependenciacondicionará

drásticamenteel comportamientolímite del corazónde los sucesivosjuegosreplicados.

3.2.2 Comportamiento asintótico del corazón

Dadoun juego de producciónlineal controladopor comités(dV, y), el objetivo que nos pro-

ponemoses estudiarel comportamientode la sucesión(Ct77))~>1. En primer lugar, nos

preguntamossi los resultadosobtenidospor Owen (1975) se generalizan,obteniendouna

respuestanegativa. En estecaso, en generalel corazóndel juego no se reduceal conjunto

CDP(v). Una vez establecidoestehecho, se estudiapara qué tipo de juegos de produc-

ción lineal controladospor comitésse puedengeneralizarlos resultadosobtenidosporOwen,

llegandoa la conclusiónde que si todos los juegos simplesquedescribenel control de los

recursosson juegosde unanimidadrespectode unacierta coalición, no necesariamentela

total, entoncesel corazóndel juego sereduceal conjunto de pagossegúnpreciossombray

repartosequilibrados.Así mismo, se dancondicionesbajo las cualesse puedegarantizarla

convergenciafinita. Por último, retomamosel casogeneraly caracterizamos,parael casono

degenerado,el comportamientolímite del corazón.

Observación3.4. En cuantoa los resultadosobtenidospor Puentey Marchi (1995), para

todaextensión4,—convergentegarantizanla convergenciadelcorazónde los sucesivosjuegos

replicadosal conjunto de imputaciones“4,—competitivas”: imputacionesque se obtienena

partir de un precio sombra,unavez quelos recursoshansido repartidosentrelos jugadores

de acuerdocon4’,

nl

{ pC1Rfl/4o1=>3~4?~~, ViEIV, y½Op(IV)}.
/e=1

Así mismo,en el casono degenerado,aseguranla convergenciafinita.
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3.2.2.1 Análisis preliminar del casogeneral

Proposición 3.2. Sea(IV, ti) un juego deproducciónlineal con&olado por comitésy seaR(v)

su refinamiento,entoncesCDP(v) ci 0(7?), para todo r > 1.

Demostración: Sea(dV, U) el juego de producciónlineadquegenerael refinamiento.Puesto
oc

que0(77) = fl C(W~), es suficienteprobarla inclusión CDP(v) G 0(77).
r=1

Veamos,en primerlugar,queparatodojuego simplede controlse verifica C(£4) — C(u~)

Paraello, es suficienteconprobarque 0(4) ~ 0(71%) si 0(4) # 0.

SeaV~’ el conjuntode jugadoresveto del juegosimplenítido (IV, 4), entonces,paratoda

coalicióncontasasde participaciónr E (0, lf, se verifica

74(r)<minr~,
IEV

(3.7)

ya que P, para todacoaliciónP E MW(u%). Por otro lado, paratoda imputación

sc E C(4), donde

C(i4) = {xE1R~ ¡ >3x2=1, x~=0, ‘1 iEV>, xj=0, y

LEV~

se verifica

viri=mínrj~ >3pl=mffir,,
IEV~ iEV iEV

Luego,de (3.7) y (3.8) se deduceque

>3
LEN

V r 6 [0, 1]».

5OjTj =74(r).

>3 yjr~
LEN tEV

(3.8)
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>3
tEN

~OI=4(1V) =74(N),

e

entonces ~oE 0(71%).

Una vezprobadala igualdad0(72%) = 0(4), estamosencondicionesdeprobarla inclusión

CDP(v) G 0(75). Seaz mi elementocualquierade CDP(v), entonces

,n 4
V iz 1,... ,n,

k=1 q=1

donde y~ cOp(IV) y 4% c0(4), y q= 1,... ,dk, V k= 1,... qn.

Obviamente,z es eficiente. Por otro lado, de la igualdadC(u~) — 0(72%), se sigueque

nl 4

>3zir~ = >3t4>3B~
tEN kzzl q=1

(zsor~) = 4Zy~ZB%£4(r) V rE[0,1]~.

Por el teoremafundamentalde dualidad,

i5(r)tzmín{ >3.Bk(r)vk ¡ yEY
k=1

V r E [O,lfl,

dondela región factible,

nl

Y = { yE»?
tm ¡ >3akjyk =c~,5 = 1w.. ,P, YM =0,k= 1,... qn

k=t

Además,

(3.9)

u’

e

(3.10)

del problemadual asociadoal valor de la coalición r es independientede r. Entoncesse
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verifica

nl Tfl

>3y~3B%72%(r)=n>3y~Bk(r) =72(r), ‘y’ rE [O,lfl.
k=i q-U k=É1

(3.11)

Luego, de las desigualdades(3.9) y (3.11) se deduceque

>32
1r =75(r),

1cN

r c [O,1]”.

oEs decir, z E CQ&) y por tanto, CDP(v) C

En lo quesigue,Y denotarála región factibledefinida en (3.10).

El siguienteejemploponede manifiestoque, en general,el recíprocode la proposición

anteriorno es cierto. Aún refinandoel conjuntodejugadoresno todaimputaciónen elcorazón

se puedeobtenermedianteel procedimientode repartoy pagode losrecursosconsideradoen

la definición del conjuntoCDP(v).

Ejemplo 3.1. Considéresela siguientesituación.Hay dos recursos,B1 y »2, y dosproduc-

tos. Los recursosestáncontroladospor tresjugadoresdV = {1, 2, 3}. El control de dichos

recursosviene dadopor los juegossimples (N,u1) y (dV, 1¿2), respectivamente,donde

ni(S) jj si 163 y 51=2,

en otro caso,

y 212 uN es el juego de unanunidadrespectode la coalicióntotal IV. Se disponede 6 y 8

unidadesderecursosB~ yB2, respectivaniente.El beneficioquese obtieneconla ventaen el

mercadode los productoses de 4 y 6 unidades,respectivamente,y la matriz de producción
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es

2)
Entonces,paratodacoalicióncon tasasde participaciónr E [0,1]”

e

*

e

e

e

e’

e

e

e-
e,

£1 + 3x2 =A1 (r),

e’

e

e’

e’

nr

u’

e

u’

e,

%2(r) — 8722(r) rZ 8 mín{ri,w’>,raJ.

Es fácil comprobarque Qp(N) = = (1, ~)}, 0(ui) = {(1,O,0)} y 0(u2) = 1(u2),

de donde

CDP(v)z={(6+A,p,12—A--p)/A+p=12,A,g=0}.

Veamos queel corazóndel juego con tasasde participaciónquegenerael refinamiento

(IV,77), vienedadopor

A={ sce1R
3/ y

2,4~3Sl2, ‘í~i=O, Vi = 1,2,3, y >3y~=ís }.

tEN

Por el teoremafundamentalde dualidadse tieneque

75(r) máx 4x~ + 6XQ

s.a.

donde

Bt(r)

2xi + 2x
2 =Ég(r),

Xl, £2 =0,

G7ít(r) 6 máx{min{-¡y,-r2},mín{r1,’r3} },
U’

e.

u’

u’

e’

e

u’

U’

U’

U’

u’

U’

u’

(3.12)
e

u’

u’

u’

U’

e.

e

e,

e

e
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75(r) = mín{ B1(r)y1 + B2(r)y2 / y E Y

siendo

Y = {(yL,y2) E 111
2/yi + 21/2=4; 3y’ + 2%t¿ =6; 1/1,1/2=0},

paratodacoaliciónr 6 [0, 1]”.

La siguientefigura muestrala región factible Y, en color azul, de los problemasduales

asociadosacadaunade las coaliciones:

(0,3)
I

(14)

(4,0)

Luego,

75(r) = mín{2471
2(r),6721(r) + l2i22(r), 2471i(r)} = mín{24712(r),674(r) + 12712(r)}.

VeamosqueA C 0(75). Se distinguenlos siguientescasos:

(a) Si r~ = mín{rí,r2,ra}, entonces75(r) = 18r~ y >3cpírl =75(r)paratodo sc vectorde
lEN

pagoseficiente.
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(b) Sir2 = mín{ri,r2,rs} <n, entonces

(bí) Si 272 =mín{ri,ra}, entonces 75(r) = 2472

vector de pagoseficientetal que sc2 < 12.

y >3pirí=
lEN

75(r) para todo

(b2) Si 272 > mín{i-i,i-s}, entonces75(r) = 6mín{ri,ra} + 1272

paratodo cp vectorde pagoseficientetal que <>02 =12.

y >39~Iri =75(r)
lEN

(c) Si 73 = mín{ri, ~2, ra} < n, entoncessiguiendoel mismo razonamientoqueen el caso

anterior se tiene que >3 so~r~ =75(r) paratodo sc vector de pagoseficientetal que

=12.
lEN

A continuaciónseprobaráque0(70 Ci A. Paratodo jugador E {2, 3} y paratodacoalición

contasasde participaciónr = (t1, 1) se verifica

{ 24t,
7í(r)=

6 + 12t,

si t <

—2’

si t>¾

Así, si sc E C(7Y), entoncesdebesatisfacer

12(1 — t) = 75(N) — 75(t1, 1) =(1 — y’ t c (~, 1);
e,

U’

e.Luego, ~ =12, i = 2, 3. El conjuntode imputacionesdel juego vienedadopor

I&~) = { sc E IR
3 ¡ si > O ‘y’ i=1,2,3,

e.

U’

e
y >3~zz1S

lEN

Entonces0(70 C A, quedandoprobadala igualdad.Así,

CDP(v) ; G(~h g 0(v) = 1(v)

se

sc

e

e.

e

e,

u’

U’

u,

e’

e’

U’.

e’

U’

e,

U’

U’

U’,

e.

u’

= 2,3.

e’

U’

U’.

U’

u’

*

U’

u’

e’

u’

e,
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Gráficamente,

(0,0,18)

(18,0,0)

3.2.2.2 Juegosde producción lineal controladospor juegosde unanimidad

Si nos restringimosal casoen que todos los juegos simplesquedescribenel control de los

recursossonjuegosde unanimidad,entonceslos resultadosobtenidospor Owen (1975) para

el modelooriginal se generalizan.Previamentese pruebanunaseriede resultadosnecesarios

paraabordardicha generalización.

Resultadosprevios

Nota 3.1. Obviamente,el vector de costos del problemadual asociadoal valor de la

coalición total IV, B(N) (B1(N),... ,B~(IV)), verifica Bt(IV) > 0, V k = 1,... ,m.

Luego, el correspondienteproblemade programaciónlineal no tiene direccionesextremas

óptimasy por tanto, el conjuntode óptimos,Op(N), es compacto.

Lema 3.2. Si todoslos juegossimples de control (N,4), q = 1,... ,4, lv = 1~... ,in, son

equilibrados, entoncesel conjunto CDP(v) es convexou compacto.

(0,12,6)

(6,12,0) (0,18,0)
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Demostración:Veamos queCDP(v) es convexo. Seanz1 y z2 dos elementoscualesquiera

de CDP(v), entonces:

nl

ks=1

4

>3B~~(i),
q= 1

izzL

nl 4
4 = >3ñ&>3Bh~@),

krd q=1

‘u,

1, . . . , u

donde y*y E Op(IV) y C~,y% E C(4) paratodo q = 1,. ,4 ;k = 1,... ,rn. Dado

A E (0,1) cualquierase tieneque

— f Z-~(~CZ4 + (1— A)y~k).
ksdg=t

Considérese5’ = ~y + (1 — A)St, entonces:

(a) Si~¡k=O ~ t4=ñk=O =t’AC%y¿+(1—AÑ%ñk=6%Lik,paracualquier6% c 0(4),

paratodoq=1,... ,dk.

(b) Si Yk > 0 zz~ Sea ~ = + (í§)~ ~q CC(4),paratodoq=1,... ,dÉ. e’

e,

Luego, teniendoen cuentaque (Jp(N)y 0(4), q 1,... ,4 , lv = 1,... ,tn, son conjuntos

convexos, se tiene que existeny E Qp(N) y 6% E C(u%), q = 1,... , d,
1, , lv 1,... , rn,

nr

u’

e’

e’
m 4

+ (1 —A)z
2 =

k=1 q=1

e’

e’

e’

Así, Az’ + (1 — >Óz2 e CDP(v}. Por tanto,el conjuntoCDP(v) es convexo.

Dado que 0(v) es un conjunto compacto,para probarque CDP(v) G 0(v) lo es, es

*

u,

e

e

u,

u’

e’

u’

Az1 + (1 —

u’

U’

e

u’

e,

U’

U’

e,

u,

u’

nr

U’

e’

verificando

u’

e’

e’,

ti

e’

e’

u’

e’

e’

a
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suficientecon probar que es cerrado. Paraello, comprobaremosque contienea todossus

puntosde acumulación.

Sea(z”)n~w unasucesiónconvergentecontenidaen CDP(v) y sea sulímite. Veamos

quez0 E CDP(v): Por ser z’~ E CDP(v) paratodo ne 1V, es de la forma

ya 4
z’~ =>3y~>3B%e%~, VnEJN,

k=L q~L

dondeyfl EOp(N) y ¿~~EC(u%) V q= 1,... ,dk , V k=1~.. ,m, paratodo nelV.

Considéreseel conjunto

u. 4
B = Op(N)x ~ J~ C(u%)

k=L q=1

El conjuntode óptimos del problemadualasociadoal valor de la coalición total IV, así

comolos corazonesde todoslosjuegossimplesde control soncompactos,entonces,por el teo-

remade Tychonoff, fl tambiénlo es.Luego, lasucesión(yn, (¿%,)~~ 4) contenidaen

B, tieneunasubsucesiónconvergente(yn¿, (4% ,,~)qi 4) . Sea(yo, (¿%)~=~~..,dk) e B
- nl

sulímite, entoncesse verifica

u. 4 nl 4 nl 4
z~ = iñn>3y~>3Bg¿%~ = /ñn>3~’ ~

1 q=1 k=1 q=L k=1 q=L

donde y0 E Op(N) y 4~ E 0(4), V q = 1,... ,dk , V lv = 1,... qn. Esto es,

z0 E CDP~v) y, por consiguiente,CDP(v) es un conjuntocerrado. E

Observación3.5. Sea(dV, y) un juego de producciónlineal controladopor comitésy sea
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(IV, 75) el juego contasasde participaciónquegenerael refinamiento7Z(v). Entonces:

1. Las funciones75, 72%, q = 1,...4, lv 1,...ni, sonhomogéneas3de grado 1. Por tanto,

su definiciónse puedeextendera 1R!~i:

75(r) = a75(~),

dondea = >3 r~ y * = ~r,para todovectorrE 1R distinto de cero.
jE A’

2. Si todoslos juegossimplesnítidos quedescribenel control de los recursossonjuegos

de unanimidadentonces75 es unafuncióncóncava.

Nota 3.2. Aubin (1981) pruebaqueparatodojuego con tasasde participación,(IV, 70, tal

que 75 es unafunción cóncavay homogéneade grado 1, se verifica 0(70 = 875(N), siendo

875(N) la subdiferencialde 75 en IV 1.

Lema 3.3. Sea (IV, y) un juego de producción lineal controlado por comités. Si todos los

juegos simplesde control son de unanimidad,entoncespara todo d E Jflfl, vector distinto de

cero, existeuna imputaciónC E CDP(v) verificando

Dd75(IV) =d~¿,

donde(IV, 70 es el juegoque genera el refinamientode (IV, y) y Dd75(IV) es la derivada direc-

cional en la dirección de d de 75 en IV 1.

Demostración: Sea d E R~ \ {O} mi vector cualquiera. Considéresela sucesión

(IV + APd)PErv, donde~ ~ 0+ cuandop -4 ~, siendo, paratodo p e 1V, A,, =O lo su-

ficientementepequeño,de maneraque IV + A~d E 1R~.

3La homogeneidadde~ se deducetrivialmente de la homogeneidadde las funciones14 y de la expresión

de iY entérminosdel dual.
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(IV, u%) es mi juego simple de unanimidadrespectode una cierta coalición WC IV,

q =1,... ,dk, k = 1,... ,rn; entoncesparatodo i-,, IV+A,,d E 1R$, p E 1V, paratodo

q =1,..., 4; y V k = 1,..., ni, existeunaimputación4~ E C(u%), 4,, = (1~0,O), donde

1 + A,,d10 = mín(1 + A,,dO, tal que

ieV

72%(IV+A,,d)zzzz>3(l+A,,d1)z%,,(o
lEN

de dondese deduce

4 4

Bk(N+ApdU>3B~(N+Apd) =z
q=1

Entonces,paratodop E 1W se tieneque

ng (>3(1 + A~d1)4~(i))

v(N+ AA) = min{ZBk(N

k=i

+ APd)vk / y e Y } =

u. d

>3YkÉB%
k=i q=L

+ A,,d1)z%~(i)

SeaY el conjuntode puntosextremosde Y, entoncesparatodop E 1W, existeyP e Y tal

que

75(N+A~d)=

k=1 q=i
(>3(1

tEN

+A~dí)z%p(i)) =

vn 4

k=1 qz1

V k=1,.. ‘ni.

= mín{ ) ¡YEY}

+ A,, ~ 4 Bgd
tz%,,. (3.13)
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se

Así, paratodop E 12V, se verifica e’

v(IV+ A,,d) — 75(N)

nl 4
=

k=1 q=1 k=L

4
v%>3B%dtz%,,, — 75(N)

q=1

vn 4
= A,, >3v~>3B%dtz%v,

k~zL q=l

de dondesededuce

75(IV + A,,d) —75(N

)

Tu 4

k=1 q=L

(yP, (z%p)qí 4)
~ pEIN

es unasucesióncontenidaen B = Y x Hq=i rAk
k=1~..,m

(por el teoremade Tychonoff) B un conjuntocompacto. Luego la sucesiónanterior tiene

unasubsucesiónconvergente

de dichasubsucesióny sea4

(yP, (z%,,,)q=i

Tu 4

=>3v%>3B~4.
k=1 7=1

• Sea(y*, (z%)q=i 4) FR el límite
kzl ya

Como 75 es cóncavay 1R4 es convexo,entoncesexistela derivadadireccionaly, de (3.14)

sededuce

Dd75(IV) = hm
75(N + Ad) —75(N

)

A
=hím

p4 CC

pETh

75(IV + Ad) —75(N

)

A,,

vn 4

pEPi k=1 q~zrl

u’

= dt .4

Veamosque4 E ODP(v). Obviamente,4 E 0(4),

Luego,es suficientecon probarque y~ E Op(IV).

Vq=1,...,dk,Vk=1,...,m.

u

U’

e’

e,

e’

e’

e’

e,

V p E 1W.

e’

(3.14)

e’

e’

*

e’

e’

0(u%), siendo U’

u,

e’

u’

e’

e.

e’

u’

u’

U’

e’

u’

e’

u’

U’

u’

U’

u,

u’

e

u’

u.

u’
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De la igualdad(3.13) se sigue que

Hin 75(N
p* OC

pEPi

nl 4
+ A,,d) = >3 y~ >3 R% (3.15)

k=1 i~=L

Porotro lado,75 es unafuncióncóncavay, portanto,es continuaenel interiordeIR? entonces

75(N + A,,d) = 75(hm (IV
p—*OC

pE?,

+ AA)) = 75(N).

Así, de (3.15) y (3.16) se deducequey~ c Y es un óptimo del problemadualasociadoal
vn 4

valor de la coalición total IV. Luego, 4 tz>3 v~>3 B~z% E ODP(v) y, portanto,existe4 en

las condicionesestablecidasen el lema.
k=1 q=i

o

Corolario 3.4. Sea(IV, y) un juegode producciónlineal controladopor comités. Si todoslos

juegossimplesde control son de unanimidadentonces,para todo d E IR» \ {O} severifico

Ddi(N) = mm { d~¿ ¡4 e CDP(v) }.

Demostración: 75 es unafuncióncóncavay homogéneade grado 1, entonces0(75) = 875(N),

donde875(N) es la subdiferencialde 75 en IV 1.

CDP(v) ~ 0(75) (proposición3.2) entonces,paratodaimputación4 E CDP(v) y paratodo

A> O tal que IV + Ad e int(IRZ), severifica

75(N + Ad) — 75(N) = Ad
t4.

Entonces,

75(IV + Ad) —75(N) =dt4.
hm

A

lñn
p—*OC

pEPÍ

(3.16)
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Luego,

Da75(N) =mf{ d~4/4 eCDP(y) }. (3.17)

Por el lema anterior,existe4~ E CDP(v) tal que Dd75(N) =d~40, entoncesde la des-

igualdad(3.17), se deduceque

Ddii(N) = dtC0 = mm { ¿(¡4 E CDP(n) }.

Ej

Teorema 3.7. Sea(N,v) un juego deproducción lineal controlado por comités.Si todoslos

juegos simplesde control sonjuegosde unanimidad,entonces0(75) = ODP(v), siendo (IV, 75)

el juego con tasasde participación quegenera el refinamiento.

Demostración: Por la proposición3.2 es suficiente con probarque0(70 § CDP(v). Lo

demostraremospor reducciónal absurdo.

Supóngasequeexisteuna imputación sc C 0(70 tal que sc ~ CDP(v). En el lema 3.2

se probó queCDF(v) ~ es convexoy cerrado, entonces,por el teoremadel hiperpíano

separador,existeun vectord E iR? distinto de cero y un escalara E IR, verificando:

dtC=a, V4ECDP(v),

dtsc<cx.

De donde,teniendoen cuentael resultadoestablecidoen el corolarioanterior,se deduceque

Dd75(N) = mm{ ¿4¡e ~CDP(v) } =a. (3.18)

e.

e’

u’

u’

*

U’

e’

U’

U’

e’

*

e’

e’

e,

u’

e,

e’

u’

e’

e’

U’

e’

e’

e’

e’

e’

u’

e’

u’

e

e

u’

e’

U’

u’

U’

u,

u.

e,

e

e,

e,

u’

e’

U’

u’

u’

e’
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Por otro lado, sc E 0(75) = 875(N), entonces

D475(N) =~sc<a. (3.19)

En contradicciónconla desigualdad(3.18). Luego,si sc e 0(70, entoncessc debepertenecer

al conjuntoCDF(v). Ej

Por <iltimo, sedaunacondiciónsuficientede convergenciafinita del corazónde losjuegos

de producciónlineal con (finitas) tasasde participaciónque componenel refinamiento al

conjuntoCDP(v).

Observación 3.6. Para todo J~ jugador irrelevante en el juego (IV, y) de producciónlineal

controladopor comités,se verifica:

(i) ~,j=O~ VscEC(
77), Vr>1.

(u) ~‘~=O, V scCCDP(v).

Entonces, la convergenciade la sucesión (0(w)),>~ al conjunto de pagos segunprecios

sombray repartosequilibradosviene dadapor la convergenciade la sucesión(Dv’))
7

dondeD(75’) es el corazóndel juego de producciónlineal queseobtieneal restringirel juego

original al conjuntode jugadoresrelevantes.

Por tanto,y conel fin de no complicarinnecesariamentelas demostraciones,en los resal-

tadosque se danacontinuaciónse suponequetodoslos jugadoresdel juego de producción

lineal (N,y) sonrelevantes.

Lema 3.4. Sea(N,y) un juego de producción lineal controlado por comités. Si todos los

juegossimples de control son de unanimidadentonces,en ausencia de degeneraciónen el

problema de programaciónlineal primal asociadoal valor de la coalición total IV, para toda
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coalición S# 0 existe un escalarit(S) E [0,1) tal quepara todo r E [it(S), 1] se verifica

vn
75(r(S)) = 75(N) — (I—r)>3v% >3 3%,k=1 qEI~(S)

donde Op(IV) = {y~} e 4(5) = {qE {1,... ,d~}¡SflV~~$0}, siendoW CIV elconjunto

dejugadoresveto del juego simplede control (N,u~), V q = 1,... ,4, V k = 1,... ,m, ~/

dondela coalición contasasde participaciónr(S) estádefinidapor:

= {I: si iFS,

si i~S,
i=1~.. ,n.

Demostración:Sea5 Ci IV unacoalicióncualquiera.Paratodo r E [0,1], V q = 1,... ,dk,

y’k=1,•.. ,m;severifica

72%(r(S)) =

si SnV,~#0,

si Snv,]=0.

Así, el valor de la coalición con tasasde participaciónr(S) en el juego (N,) generadordel

refinamientode (IV, y), viene dadopor

p

y(r(S)) = máx >3cjx~
2=1

s.a.

1’

>3akjxj =Bk(r(S)),
ti

k=1,... ,m,

x>O
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donde

Bk(r(S))= >3 B%+r >3 B%=Bk(IV)—(1—i-) >3 B~.
qflk(S) qEIk(S) qEIk(S)

Luego, el valor de las coalicionescon tasasde participaciónde la forma r(S), cuandor

decrecedesde1 hasta0, se puedeobtenermedianteun análisisparamétricodel problemade

programaciónlineal asociadoal valor de la coalición total IV, cuandose perturbael vector

del ladoderechoen la direccióndel vector y, donde

v~= >3 B%, k=1,... ,rn.
qEIk(S)

SeaB unabaseóptimadel problemaprimal asociadoa la coalición IV. ConsidéreseA

definidopor

A = — lic El t.q. (B’v)k> ú}, en otro caso, V k FI,

donde1 es el conjuntode índicescorrespondientesa las variablesbásicasasociadasa labase

óptima 13. Entonces,paratodo r> A la baseactualB siguesiendoóptimay, por tanto,el

valor del óptimo es CBB’(B(N) —(1 — r)v) , siendoCBB1 =

En ausenciade degeneración,(B’B(IV))k > 0, paratodo k E B, entoncestomando

it(S) = .S~ < 1 se tieneque, paratodo r > t(S) se verifica

nl 7»

75Qi-(S)) = cBB (B(N) —(1— r)v) = >3 Bk(IV»4 —(1— r) >3v~ >3 B%. O
k=1 kl qEIk(S)

Observación3.7. Si el problemade programaciónlineal primal asociadoal valor de la
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coalición IV es degenerado,pero el problemadual tiene un único óptimo, entoncesel resul-

tado del lema anterior se sigue verificando. En dicho caso, el dual es tambiéndegenerado

verificándosecBIB§’ •.. = cn1B<’ = y*, dondeBi,... , Bj, son las basesóptimas

asociadasal óptimo primal degeneradox~ E IR>’.

Teorema3.8. Sea (IV, y) un juego de producción lineal controlado por comités. Si todos

los juegos simples de control son de unanimidadentonces,en ausenciade degeneraciónen

el problema de programaciónlineal primal asociadoal valor de la coalición total IV, existe

r0 c 1V suficientementegrande tal que0(75TO) = CDP(y).

Demostración:Seait0 máx{ t(S)¡3 c Nl <1, dondeparacadacoalición3 G IV, t(S)

secorrespondeconel escalarobtenidoen el lema 3.4, y sear0 = mín{r E 1W/ra > to}.

Paratodacoalición nítida 3 c IV considéresela coalición‘y(S) E M
T~ dadapor

rQZI, siiES,

lvi, sii~S.

Entonces,si sc E C(wo) se debeverificar

y SCN. (3.20)

jES

Del lema 3.4 se deduceque

vn
770(IV) — 770(45))= 75(N) — i5(y(S)) = (1 — t~i) >3y¡ >3 R~. (3.21)

qEfk(S)

De (3.20) y (3.21) se tiene que

nl

>3~=>3v;>3 n%, VScN. (3.22)

.ES k’1 qE4(S)
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Considéreseel juegode coste, (IV, c), definido como

Tu

c(S)=>3v~ >3 B%, VSGN,S#’A,
k=1 qE4(S)

c(0) =0.

Obsérveseque

nl 4
c(N)=>3y~>3B%szv(Nb7PNIV).

k=1 q=l

Luego,de (3.22) se deducequeC(77~) está contenidoen el (anti)corazóndel juego de cos-

te (IV, e). A continuaciónse compruebaquedicho juego es cóncavo: SeanS,2’ C IV dos

coalicionescualesquiera,entoncesseverifica

>3 ETh-
qEI~(SUT> qEh(S) qEIk(T)

>3B%-
qEfk(SflT)

>3 B%,
qES,,(S,T)

donde J~(S,T)={q~I~(SflT)¡V,~fl(S\T)#0yV,gfl (T\S)
7f0}.

Luego,

c(SuT)=Ey% >3 B%<
k=t qEIk(SUT)

ya nl vn

=>3v;>3 B:+>3y; >3 B%—>3y >3 B%
k1 qEI4(S) k1 qEIk(T) k=1 qEI~(SnT)

=c(S)+c(T) —c(SflT).

Esto es, (IV, e) es un juegocóncavoy, por tanto,el (anti)corazóndel juego, quedenotaremos

por core(c), coincideconla envolturaconvexadel conjunto {x
0 /0 E e~ }, dondex0 es el
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vectorde costemarginalasociadoa la ordenaciónO del conjuntodejugadores,es decir,

4 = «4 U {i}) —

dondeEf — {j E N¡6(j><6(i)}.

Así, para demostrarla inclusión 0(770) CE CDP(v), serásuficientecon demostrarla

inclusiónCon{x0¡6 e e~ } G CDP(y), dondeCon denotala envolturaconvexa.

Veamosque {x0 ¡ O E e» } G CDPQu), estoes, todo vector de costemarginalse corres-

pondecon un vector de pagodual asociadoaun repartoequilibrado.

ParatodapermutaciónO E E>», considéreseel vector de repartosx0 definidopor
u’

Tu

4 = >3 y; >3
qELk(O,z)

siendoLk(O,i) = {qE {1,... ,dk}¡íEl/2 y

e
t=1,...

flr0 =0 }, estoes,el jugadorde W que

u’

U’

u’

u’

llega en primer lugar recibeel valor, en funcióndel preciosombray, del lote B%.

Paratodo q = 1,... , d~, paratodo k = 1,... , ni, sea 4~ e C(u%) definidopor:

U’

e,

u’

e,

U’si 9(i) = mínO(j),
j E11k.fí~

[0, en otro caso.

u’

u’

4

14 >3 B%4%.Entonces, xO=>3
k=i q=i

Luego, se tiene que {x0 /9 E E>» } ~ CDP(v), siendo

CDP(y) un conjunto convexo. EntoncesCon{x0¡O E (9’ } C CDP(y). Por otro lado,

anteriormenteseprobó (proposición3.2) que

CDP(y) G 0(70 C 0(770).

e

e,

u,,

e,

= 1,... , u,

e’

e’

e’

U’

u,

e’

U’

e’

U’

U’

u’

u’

u’

e

e,

u’

U’

U’

U’

u’

U’

u’

u,

u’
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Obteniéndoseel resultadodeseado. E

Observación3.8. En las condicionesde la observación3.7, se siguegarantizandola conver-

genciafinita.

En el casodegenerado(múltiplesóptimosduales)<¡ricamentesepuedegarantizarlacon-

vergenciaen el límite (véaseel contra—ejemplodadoporOwen (1975)). ComoapuntaOwen,

el problemaradica en el hechode que a jugadoresde distinto tipo se les puedepagar de

acuerdocon distintos preciossombra. Debe tenerseen cuentaque, en estecaso, la inter-

pretaciónde los óptimosdualescomo “precios sombra” no es directa;dadoy E Op(IV), 17k,

k = 1,... , m, no nos indica el precio máximo al que interesacomprarrecursok adicional,

sino que,en el casodegenerado,es y~ = máx 17k, quiennosproporcionadichainformación.
yEOp(N)

Así como, u% — mm 17t nos indicael precio mínimo al que interesavenderel recurso
yEOp(N)

k = 1,... ,rn. (véaseLeóny Liern (1996)).

3.2.2.3 Revisión del casogeneral

La demostraciónde la convergenciafinita en el casono degeneradocuandolos juegos de

control son todos de unanimidadse basaen dos resultados: (i) El corazónde un cierto

juego de coste, definido a partir del precio sombrade los recursosy del poder de bloqueo

de cadacoaliciónsobreel uso de los mismos,es unacota superior4de C(iP”o) paraalgún r
0

suficientementegrande,y además(u) dicho conjuntocoincidecon CDP(y), quea suvez es

unacota inferior.

Parael caso en que los juegosde control no seannecesariamentede unanimidad,si se

generalizade forma naturalel juego de coste, entoncesel resultado(i) se sigue verificando.

Estehechonos ha llevadoa replanteamosquéocurre en el casogeneral.Se compruebaque,

en ausenciade degeneración,el corazóndel juego de coste(con coalicionesnítidas) coincide

con 0(75). En el casodegeneradose intuyeel comportamientolímite.

‘
1con respectoal ordendadopor la inclusión.
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Lema 3.5. Sea(IV, y) un juego de producción lineal controlado por comités,en ausenciade

degeneraciónen el problema de programaciónlineal primal asociadoal valor de la coalición

total IV, para toda coalición 5 # 0, existe un escalar t(S) c [0,1) tal que para todo r E

[t(S), 1] se verifica

nl

75(r(S)) = 75(N) — (l—r)>3y% >3 B%,k=1 qEJ~(S)

donde Op(N) = {y~} y 4(5) = {q E {1,... ,dt}¡S E B(u%)}, siendo B(u%) cE P(IV),

el conjunto de coalicionesde bloqueo del juego simple de control (IV, u%), V q = 1,... , 4,
V k = 1,... , m, y dondela coalición con tasas de participación -«S) estódefinida comoen

el lema 3.4.

Demostración:La demostraciónes análogaa la del lema3.4, sin másqueteneren cuenta

que, en estecaso,dadaunacoalición 5 C IV, paratodo r e [0,11», el poderde control de la

coalición r(S) sobreel lote B%, q = 1,... , 4, de recursok, k 1,... ,ni, vienedadopor

si

en otro caso.

Luego,el valor de las coalicionescon tasasde participaciónde la forma45), cuandor

decrecedesde1 hasta0, se puedeobtenermedianteun análisisparamétricodel problemade

programaciónlineal asociadoal valor de la coalicióntotal IV, cuandose perturbael vector

del ladoderechoen la direccióndel vector y, donde

~k >3 B%, k=1,...,m. C
qEJ~(S)

Notación. Dadoun juego de producciónlineal controlado por comités, (IV, y), tal que
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Op(N) = {y}, notaremospor (N,c~*) al juegode costedefinidopor:

vn

c~~(S)=>3t4 >3 B%, VSGN S#0,
k=1 QEJk(S)

cyd0) =0.

Teorema 3.9. Sea(IV, y) un juego de producciónlineal controladopor comités,en ausencia

de degeneraciónen elproblemadeprogramaciónlineal primal asociadoal valor de la coalición

total IV, criste r0 E 1W suficientementegrande, tal que0(p) = core(c~s),paro todo r =r0.

Demostración:‘Veamosquese verifica la igualdadprobandola dobleinclusión. En primer

lugar, la inclusión C(i~) ~ core(c~*) se demuestrasiguiendoun razonamientoanálogoal

desarrolladoen la demostracióndel teorema 3.8, aplicandoen estecasoel lema 3.5 para

la determinaciónde ro y parael cálculo del valor de la coalicióny(S)en el juego (IV, £70).

Obsérvesequela demostraciónsiguesiendoválidaparacualquierr =r0.

En cuanto a la otra inclusión, C(~) 1) core(c~*), sea (N, £5) el juego de producción
00

lineal contasasde participaciónquegenerael refinamiento,puestoque C(75) = fl C(771), es
r=I

suficienteprobarla inclusión core(c~.)G 0(75).

Sear E [0, 1]» unacoalicióncontasasde participacióncualquiera,entoncesse verifica

75(r) =mín{ Zvk ZBM(r)/VEY } =>j>4>3B%£4(r).
k~i q=i k=L q=t

Luego, como todapropuestade pago~oE core(c~.),perteneceal conjuntoPI(70, sólo es

necesarioprobarque

Tu 4

>314 >3B%i1~(r) =>3nw~, y r~ [0,1]”.
k=I q=i
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Dada unacoalición, r E [0,1]», sean 171) =172) < - - < ~») las coordenadasde r

reordenadasen orden no decreciente.Consideremos,en primer lugar, el caso en queno hay

empates;estoes, i~<~ <172) < ..- <17»). SeaO E E>» la permutaciónde IV tal que0(i) = j
si y sólo si r~ = 175). Entonces,paratodo i E IV y paratodojuegosimple de control (N, ií~),

severifica:

#=~ [(4u{iJ)eBff¡%) y•t~O~B(i4)] (3.23)

Entonces,

nl 4

>314 >3B%74(r) = ~ (>3r~
k=1 q=1 k=1 lEN

>3 13%) =>3r~$14 >3 ~O’
qEfIk(z) %EN k1 qEHk~)

dondeel conjuntode índicesH~(i), k = 1,... , ni, vienedefinidocomo

Hk(i)={qE{1,...,dk}/(Pi9U{i})EB(£i%)yF1~Bff4)}.

Obsérveseque

Tu

cy*(P~u{i})—cy4Pfl=>3y% >3 13%.
k=1 qEH>,<t)

Sustituyendola expresión(3.25) en (3.24) y reagrupandolos términos de la suma,se

obtiene

vn 4 a

>3v; >3R%ii%(r) = >3(r(t.g —r<e)cys(tr’(l),... ,9’(t— 1)» +r<»>c~.(IV). (3.26)

k=1 ql 1=2

(3.24)

y

*

u

e

e

u,

e

e

*

e

e,

e

e’

*

e’

u’

e’

e’

e

e’

*

e

e’

e

e’

e’

U’

e’

U’

U’

e’

e

u’

U’

u’

e’

u’

e’

U’

e’

e’

e’

e’

e

(3.25)
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Por otro lado,si ~oE core(cr),entoncesparatodo t = 2,... , n, se verifica

1—1

c~’ ({0’(1),... ,9’ (1— 1)}) =>3
j=1

Luego,paratodo ~ E core(c~s),se tiene que

1—

— r(,))c~* ({O—’(i),... ,0’(e —1») < (r~~1~ — ‘(e)) >3~o’u) , y e = 2,... ,n.
jJ=1

En consecuencia,de la igualdad(3.26), se deduceque

ya 4 fl TI

>314 >3B%ií%(r) =>3(r(ug—r(e))>3vo—x(j)±r(») >3s~o-nj =>3rj 40,,
k=i q=i 1=2 j=1 lEN

paratodapropuestade pago sc E core(c~*). Por tanto,en ausenciade empates,se verifica la

desigualdadquequeríamosprobar.

Encasodequehubieraempates,entoncesel razonamientoanteriorse generalizateniendo

en cuentaalgunasconsideraciones.Supongamos,porejemplo, g~> =

T(j+l)~ y seani~ e i2 los

jugadorestalesqueTU) = rí, y 77i±L)= r~
2. Entonces,la relación (3.23) se sigue verificando

paratodo i c IV \ {i1,i2}; mientrasqueparai1 e i2 se tieneque:

14(r) = Tu = 7j2 .~ [ (F~ u {i1,i2}) E B(74) y P,~ ~

Luego, redefiniendolos conjuntosHk(i) parai E {ií, i2} como:

Hk(il)st{qE{1,... ,dk}¡ (1<utii,i2}) EB(£4) y 1< ~B(14) },

Hk(i2) = 0,
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e,

y teniendoen cuentaque T(j) — = O, se reproduceel razonamientoseguidoen el caso
een el queno habíaempates.
e-

e’

Ejemplo 3.2. Considéreseel ejemplo 3.1 (pág. 121). El juego de costeasociado(IV, c,r), e’

U’= (1, ), vienedadopor:
e’

u,.
u’

c~*({2}) =cy*({3}) 12, e’

U’

c~.(S)s=18 V SCIV talque 151=2.

u’

Es trivial comprobarque (N, c>.*) es mi juego cóncavoy, por tanto, u’

e’

U’

core(c>,.)= W(c<) = Con{ (18,0,0)46,12,0),(0,12,6),(0,6, 12),(6,0,12)1 = 0(70.

U’

Corolario 3.5. Sea(N,y) un juegode producciónlineal controladopor comités. Si todoslos u’

e’
juegossimplesde control tienenun ¡inico jugador veto, entonces,en ausenciade degeneración

U’

en el problemade programaciónlineal primal asociadoal valor de la coalición total IV, existe
e,

r
0 6 1V suficientementegrande tal que C(£7~) = CDP(v). e’

e’

Además,ODP(y) coincidecon el conjunto de pagos segánprecios sombra del juego de

producciónlineal (IV, y’), definido por los mismosparámetrosque (IV, y), en el que el vector e

de recursosiniciales de cada jugadori E IV, se correspondecon *
U’

*
b~= >3 13%, k=1,... ,m,

QEI& (i)

e’

u’

siendoIk(i)={qE{1,...,dk}/V~={i}},k=1,...,nt

e
u’

Demostración:Si todoslosjuegossimplesdecontroltienenun únicojugadorveto, entonces
u’
e’

e’

U’

e’

u,

e’
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el juego de coste(IV, c,,s), satisface

Tu

cyá({i})=>3y% >3 R~, V’ iEN,
k=1 QEIk(S)

y

>3cy*({i}) = cy*(N) = 75(N).
zEN

Luego,el corazóndel juegode costevienedadopor

nl Tu

core(cys)={(>3v% >3 B%,...,>3y% >3

queobviamentecoincidecon 0DP(v) = DP(y’). Así pues,paratodo r =ro, se verifica

CDP(y) = C(77) = core(crO. Ej

En el caso degenerado,cabeesperarque, en el límite, los resultadosobtenidosparael

casono degeneradose generalicenen el siguientesentido:Dadounjuego deproducciónlineal

controladopor comités (IV, u), paratodo óptimo dual ¿ e Op(IV), considéreseel juego de

costeasociado,(N, c¿), entoncesse debeverificar:

0(70 = ~ core(c¿).
4EOp(N)
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Obviamente,de la demostracióndel teorema3.9 se deducela inclusión

U core(c¿)G C(i5).
¿eOp(N)

Se debenotarque,en estecaso,el corazóndel juego límite es “grande”, Le., puedecoincidir

conelcorazóndel juegooriginal. A continuaciónse desarrollaun ejemploamodo ilustrativo.

Ejemplo 3.3. Considéresela siguientesituación.Hay dosrecursos,B1 y B2, y dosproduc-

tos. Los recursosestáncontroladospor tresjugadoresIV = {1, 2, 3}. El control de dichos

recursosviene dadopor los juegos simples(IV, ul) y (IV, u2), respectivamente,donde

u~(S)= {
0,

si tcS y 5=2,

en otro caso

y u2 u{23} es el juego de unanimidadrespectode la coalición {2, 3}. Se disponede 2

unidadesde cadarecurso. El beneficio quese obtienecon la venta en el mercadode los

productoses de 1 y 2 unidades,respectivamente,y la matriz de producciónes

Á=(o i).

Entonces,paratodacoalición contasasde participaciónr E [0,t]»,

75(r) = máx x~+2z2

s.a.

X2 =Bt(r),

xI + Z~ =B2(r),

Zl,X2 =0,

*

.9k

e

e

e

e

e

e,

U’

U’

e

*

e

u’

u’

e

u’

e’

u’

e’

U’

u’

e’

e

u’

u.

e’

u’

u.

U’

u’

e,

U’

e,

U’

te

*

e’

u’

e’

u’

e’

e’

*
a
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donde

= 2d1(r) =2 máx{mfn{rL,r21,mfn{rL,-rajj,Bi(r)

132(r) = 2i2(r) =2 mín{r2, ral.

La siguientefigura muestrala región factibleY, en azul, del problemadual asociadoa IV,

siendoel conjuntode óptimosdualesel segmentoOp(IV) = { (~, 2 — fl ¡ ~ E [0,1] }.

(0,2)
Y

(1,1)

Por otro lado,

0(u1) = {(1,0,0)},

C(u2)= {xEIR~¡xt=+xa=1, x~ =0, i E IV,

de dondese deduceque

CDP(y) = { sc IR
3 ¡ 402 +403 =2, 40~=O,Vi=1,2,3, y >340j=4

jEN

Obsérveseque, en estecaso,el juego de producciónlineal viene dadopor:

y(S)=0, V SCIV, S#{2,3} ó S#IV,

lEN
}

y({2,3j)=2 y v(N)=4.
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e
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*

u’Luego,ODP(y) = C(~) y, en consecuencia,0(70 = 0(77) = ODP(y), paratodo r E 74.
e’

A continuación,comprobamosqueCDP(v) coincidecon U core(c¿): e’

¿EOP(N) e

*
Dado¿ = (4,2 — 4) E Op(N), el juegode costeasociado,(IV, c¿), vienedadopor:

e

U’

c¿({1}) = 24, e

c¿({2}) =c¿({3}) =4—24, e’

e
c¿(S)=4, y SCIV talque ISI>2.

e

Comoel juegode coste (IV, c¿) escóncavopara todo 4 E Op(IV),se tienequeel corazóndel e

juego es e
e’

e

core(c¿)= W(c¿)= e

e
= Con{ (24,0,4—24), (24,4—24,0),(0,4— 24,24), (24,0,4—24), (0,24,4—24)1.

e

e

Es fácil comprobarque ~ core(c¿)= CDP(v). Enla siguientefiguraserepresentanlos u’

¿EOIdN) e

casosextremos: el corazónde c¿, con4 = (1,1) en azul, y el corazónde c¿,con4 = (0,2) en —

verde. El corazóndel juegooriginal se correspondeconel áreadel triánguloquequedaentre e

la líneaverdey la líneaazul paralelaaella.
u’

u’

e

e

e

u’

u’

e’

u’
(4,0,0) (0,4,0)

e’

*

e’

e

u’

*

e

e

(2,2,0)
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3.3 Juegoreducidode un juego de producciónlineal contro-

lado por comités

DesdequeDavis y Maschler(1965)consideraranporprimeravezel conceptode juegoreduci-

do, la propiedaddejuego reducidoha adquiridoun papelrelevanteenel análisisde conceptos

de solucióndentro de la teoríade juegos cooperativos.Desdeestareflexión, Granot (1994)

se planteael sentidoquee] juego reducidode Davis—Mascliler tiene en algunasaplicaciones

prácticas: Juegosde producciónlineal y Juegossimplesasociadosa redes (SimpleNetwork

Carnes,en inglés).

Nosotrosnos proponemos,siguiendoel estudiollevado a cabo por Granot, analizarel

juego reducidode un juego de producciónlineal controladopor comités.

3.3.1 Preliminares: Juegoreducido de un juego de producción lineal

En estasecciónrecogemos,amodode introducción,el conceptode juego de producciónlineal

atendido,introducidopor Granot(1994). Asimismo,se recogentambiénlos resultadossobre

el corazónde estetipo dejuegosobtenidospor Granoten el citadotrabajo.

Definición 3.4 (Drnds y Maschler (1965)). Sea(IV, y) E G, sea 5 cE IV una coalición

no vacía,y seax E IR”, un vector de pagoseficiente. Se defineel juego reducido con respecto

u 5 y a x, como el juegoTU, (5,y~), donde

45), 72=5,

¡4(T)= 0, 72=0,I máx{v(TUQ)—x(Q)¡QG1N\S}, 0#TS.

Intuitivamente,el valor de unacoalición 72 cE 5 en el juego reducido (5,yfl, representa

lamáximautilidad quelos miembrosde dichacoaliciónpuedengarantizarseobtenercuando
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se asmneque todoslos jugadoresen IV \ 5 estándispuestosacooperara cambiode obtener
9kel pagodictadopor la preimputaciónx.
u,

Cranot (1994) obtieneel siguienteresultado,que simplifica la representacióndel juego
e

reducidocuandox E 0(v).
*

Lema 3.6 (Granot (1994)). Sea(N,v) E G. Supongamosque0(v) # @ y seax E 0(v). e’

Entonces,para cada SGIV u72 ~i 5, e’

e’

e’

y~(T) =O~(T):=máx{v(TUQ)—x(Q)¡QqN\SJ. e,

e.

e’

e’

Definición 3.5. Un conceptode solución40 en G
0 C O tienela propiedadde juego reducido

si paratodo juego (IV,v) E G0, SC N, 5 # 0, y x E so(IV,v), se verifica (S,v~)E Coy u’

= (zi)iEs E p(S,v~). u’

e

u’
La propiedaddejuegoreducidoes esencialmenteunapropiedadde consistencia.Intuiti-

e

vamente,considéreseunasociedadcuyosmiembros “creen” todosen la solución40 comoregla e,

de reparto. Si se considerael juego reducidoen el queunaparte de la sociedadcedetoda u,.

su capacidadestratégicaacambiode recibir lo quedichasoluciónotorgaasus miembros,y e’

se vuelve a aplicar la mismasoluciónpararepartirlas gananciasentrelos miembrosde la *

U’
sociedadrestantes,entoncescadauno de ellos recibeelmismopagoquerecibíaen lasituación

e’
original. Si x es una soluciónconsistentecon las expectativasde los jugadoresen el juego e,

(N, ti), entoncesx
8 es unasoluciónconsistentecon las expectativasde los jugadoresen el e’

juego reducido(5, z4). u’

*

El juegoreducidode un juegode producciónlineal no es,en general,un juegode produc- e

ción lineal. Con el fin de solventaresteproblema(Jranot(1994) consideraunaextensióndel e’

modelooriginalde Owen(1975), los juegosde producciónlineal extendidos.Estetipo dejue- e’
e

gos incorporaal modelooriginal laposibilidadde quelos jugadoresadquieranen el mercado,
e

aun cierto precio, recursosadicionales.Concretamente,los parámetrosquedefinenun juego

e’

e’

e”

*

e’
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de producciónlineal extendidoson, ademásde los queya definena un juego de producción

lineal, (IV; A; c; bt, i e IV), un conjuntoadicionalde vectoresde recursos(t~ E JRnl, j E J)

y suprecioen el mercado(di, j E J).

Definición 3.6 (Granot (1994)). Unjuegode producciónlineal extendidoesunpar(IV, y),

dondev(0) = 0, y paracadacoalición5 cE IV,

1’

v(S)= máx
jrá jEJ

s.a.
p

>3akjxj—>3vjd =b¡¿S), k=1,... ,m,
j1 JEJ

x1>0

Vi {0,1}, jeJ.

Obsérvesequeestadefinición no contemplala posibilidadde quelosjugadoresadquieran

unafracciónde un vector de recursosadicional.

Proposición 3.3 (Granot (1994)). El juego reducido de Davis—Maschlerde un juego de

producciónlineal extendido,calculadoen una imputaciónen el corazón,vuelvea ser un juego

de producción lineal extendido. Concretamente,el juego reducido en 5 cE IV enx E 0(v) es

un juego de producciónlineal extendidoconparámetros:

(5; A; c; bt i ES;t’, j EJ y W, i EIV\S; d~, j EJ y zj, j E N\S).

Granot (1994> notaque, al contrario de lo que ocurre para los juegosde producción

lineal, el corazónde un juego de producciónlineal extendidopuedeservacío. Obviamente,

estehechodependerádel vectorde preciosd asociadoal conjuntode recursosadicionales.A

partir del juego reducido,Granotdeducealgunascondicionessuficientesparaqueel corazón

del juego extendidoseano vacío.
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Notación. Dado un juego de producción lineal extendido (IV, y), se denotapor (IV U J, u) al

juegode producciónlineal (ordinario) convector de beneficiose, matriz de producciónA y

conjuntode jugadoresIV UJ, siendoel vectorde recursosiniciales del jugadori E IV (j E J)

b (ti).

Teorema3.10 (Granot <1994)). Seax E C(i39, y sea d~ = x1, para todo j E J en el

correspondientejuego de producciónlineal extendido(IV,y). Entonces0(v) # 0. De hecho,

la restricción de x al conjuntode jugadoresen IV, perteneceal corazón del juego.

El recíprocodel teoremaanterior no es cierto. No obstante,se verifica la siguientemodi-

ficación del recíproco.

Teorema3.11 (Granot (1994)). Sea(N, y> un juego de producción lineal extendidotal

que0(v) # 0, y seau c 0(v). Entonces,y = (u,d) E fln+Ii} perteneceal corazón del juego

de producciónlineal asociado(IV U J, fi) si se verifica ‘O{N U J) = u(IV) + d(J).

3.3.2 Juego de producción lineal controlado por comitésextendido

3.3.2.1 Definición del modelo

Antes de definir qué entendemospor un juego de producción lineal controlado por comités

extendido,analizamosquétipo de situaciones,queafectentanto a la distribucióndel poder

sobrelos lotes de recursoscontroladospor los jugadores,como a la cantidadde recursos

disponibleen el mercado,puedenplantearse.

La primerasituacióngeneralizael supuestointroducidopor Granot(1994) al extenderel

modelo de Owen (1975): Los jugadorestienenla posibilidadde comprarlotes adicionalesde

cadauno de los recursos.Dicha comprapuedeserbienunadecisiónindividual, o bien, una

decisióncolectivade un grupode agentes,quepuedenoptarpor adquirirrecursosadicionales

conjuntamente.Dicha comprase realizaa travésde la adquisiciónde capital en la empresa

quecontrola la gestiónde los recursosadicionalesen cuestión.La capacidadde disposición
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por partede un grupo de compradoresde cadaunode los lotesdependerá,por un lado,del

esfuerzoinversor realizadoy, por otro lado, de si el grupo de compradoresya contabacon

partedel capital de la empresa.Considérese,por ejemplo,un holding queaglutinea varias

empresasqueadquieracapitalde otra compañía.

Una segundasituacióna tener en cuentaes aquellaque no involucra la comprade re-

cursosadicionales,sino la redistribucióndel poderde control sobrelos lotes de recursosya

consideradosen el modelomediantelacompra,por ejemplo,de acciones.Situacionesde este

tipo se dancuandounaempresalleva acabounaampliaciónde capital, o cuandolos grandes

rnversorescompranaccionesa los pequeñosinversores(cuya representatividadindividual en

la junta es despreciable),o bien, cuandouno, o varios, de los grandesinversorescomprana

otro gran inversor,bienunaparteo bienla totalidadde sus acciones.

Las dos situacionesdescritasse puedenver, de hecho, como unamisma situación. La

únicadiferenciaradicaen el hecho de que, en la primera de las situacionesconsideradas,

ningúngrupo de potencialescompradoresdispone,con anterioridada la compra,del poder

suficientecomoparadisponerdel lote. No obstante,a la horade definir el juego extendido,

hemoscreído convenienteconsiderarlascomodossituacionesdistintas.

Veamoscómo introducir en el modelo original las dos posibilidadesdescritas:

A. Comprade recursosadicionales:Se suponequeen elmercadoseencuentrandisponibles

lotesadicionalesde cadauno de losrecursos,Di,... , DQ, le = 1,... ,m. Laadquisición

de cadaunode estoslotesse realizamediantela comprade paquetesde acciones.Para

cada e i,... ,4, le = 1,... ,rn, seanel(1),... ,~1(f~), los paquetesde acciones

correspondientesal lote D~. Cadaunode ellos tieneun preciode compraen el mercado

Paracadaposiblecombinaciónde paquetesde accionesy paracadacoalición5 cE IV se

conoceel poderde control queadquieredicha coaliciónconla compraadicionaldeac-

ciones. Paracadaposiblecombinaciónde paquetesde accionesE cE — {1,... ,
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estainformación vendrádadapor un juego5 (IV, u4[F]), tal que (wL[E])(S) E {0, 11,

V 5 cE IV6. En tal caso, la coalición S cE IV, puededisponerdel lote D~ de recursole

mediantelacompradel paquetede acciones{4(f) ¡f E F} si y sólo si (wflF])(S) = 1.

Obviamente,debeverificarse (wQFfl (IV) = 1, V 4 V le. En otro caso,el correspon-

diente lote no se tendríaen cuenta.

u’

E. Adquisición de poderadicional: Se suponequeen elmercadose encuentrandisponibles u,

paquetesde accionesadicionalesde los lotesqueya estánen poder de los jugadores.

Paracadaq=1,... ,4, k=1,... ,m,seana~(1),...,a~(h~) lospaquetesdeacciones

correspondientesal lote 13%. Cadaunode ellos tieneun preciode compraen el mercado O

dep%(h),h=1,...,h%
e,

u.
Paracada posiblecombinaciónde paquetesde accionesH ~ 11% {1,... ,h~}, se

u’

conoceel juegosimple (IV, w% [H]) quedescribeel nuevocontrolsobreel lote13% cuando u”

se adquiereel paquetede accionna {4(h) ¡ h E H}. Esto es, la coalición 5 cE N

puededisponerdel lote de recursole, mediantela compradel paquetede acciones e’

{is4(h)¡ h E H}, si y sólo si 5 es unacoaliciónganadoraen el juegosimple (IV, t¡4[H]). U’

e’

e’

Ejemplo 3.4. Considéresela siguiente situación. Hay dos productos, c = (8, 6), y

u’
dosrecursos.Del primer recursohaydos lotes, 131 — 4 y 132 — 2 y un único lote 13 = 5 del

e’

segundorecurso.El control sobredichosrecursosviene dadopor losjuegos simples(IV, ui), e,

(IV, u?) y (IV, u~), respectivamente,donde e,

e

u1 u{
1,2} u’1

es el juegode voto ponderadou(50; 20,25,35), u’
se

u~, .MW(7.4) = {{1,2},{l,3}}
u’

u’
5En particular, (wi[F])(0) = (1 V FC I’f, VI = 1,..., 4, k1 m. u’

6Se contemplala posibilidad de queel paquetede accionesE’ ~ F,~ no seasuficienteparadisponerdel e,

recurso,i.e., (N, w~[F]) puedeser el juegotrivial nulo.
O

u’

e’

e

u’

u’

e



3.3. Juegoreducidodeun juegodeproducciónlineal controladopor comités 155

La matriz de producciónes

A=( si)

Se encuentrandisponiblesen el mercadoparticipacionesen el control de dos lotesadicio-

nales,uno de cadauno de los recursos:D1 = 3 y D2 = 6. Las participacionesen el control

de D1 disponiblesson:

e1(1) : Representacióndel 40%, conun preciodecomprade 2.

c~}2) : Representacióndel 30%, conun preciode comprade 1.

11 tieneunarepresentacióndel 20% en el control de D1, mientrasque .12 y .13 no tienen

representaciónalguna. En cuanto al control de D2, sólo hay disponibleuna participación

e2(1) del 30%, con un precio de comprade 3. La coalición 8 = {1, 4 cuentacon una

representacióndel 30% en el control de 1132 y Js no estárepresentado.

Así mismo, se encuentradisponibleun paquetede acciones,a?(1), que se corresponde

conunagananciade 20 puntosen el juego de voto ponderadou?. El preciodecompraes de

1. Los juegosquedescribenel efectode comprarcadaposiblecombinaciónde paquetesde

accionesson:

• wi[{1}] wi[{2}]

• wj[{l, 2}] es un juego trivial verificando (wi[{l, 2}D(S) = 1, para toda coalición

3 cE IV, no vacía.

• w2[{1}j

• u?[VIJ = u? y u?[{11] es el juego simpleconconjuntode coalicionesminimalesgana-

doras{ {31,{1,21 }.
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Una situacióncomola consideradaquedadescritapor los siguientesparámetros:

( IV; A; c;

(D¡ (e~(1),4(1»,... ,(e$~(f~),4(ffl),(N,v4[F]),FGFkÑI = 1,... ,4),k= 1,... ,m;

Obviamente,puededarseel casode que la comprade algunode los paquetesde acciones

modiflque el control sobremás de un lote. Lo quevendríareflejado en la duplicidad de

paquetesde acciones.Estehecho,junto conlo farragosode la notación,nos lleva adescribir

la situaciónanteriorde unaforma máscompacta.Paraello, se consideraun ~inicoconjunto

de paquetesde accionesdisponiblesen el mercado2’, esto es,seelimina la distinciónentre

paquetesde accionesen función del lote sobrecuyo control tienenefecto. En tal caso,los

parámetrosnecesariosparadescribirsituacionesdel tipo consideradoson:

( IV; A; c; 2’; p(t), tE 2’;

(13ff; (IV, u%[T’J), Y GT,q 2= 1,. .. , d&,k= 1,... , m) )

dondep(t) es el precio de compradel paquetede accionest, t e 2’, y todoslos juegos que

aparecentienenel mismosentidoy propiedadesquelos juegosconsideradosen A. y B.

Obsérvesequesi 2” cE 2’ no afecta al control sobreD~, entonces(IV, w~[T’]) es el juego

trivial nulo; mientrasquesi no afectaal control de 13%, enton~ (N,u~[T9) coincidiráconel

juego de control original (IV, u%).

Definición 3.7. Un juego de producción lineal controlado por comités extendidoes un par

(N,v), dondev(0) = 0, y paracadacoaliciónSG IV
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1’

>3cix3 —>3p(t)yt
5=1 tGT

P 4
s.a. >3aksxs—>3D~[ >3 (Rut fl(1—vt))(wflT’1)(S)]

T’CT tE??’ t*T’
4

=>3B%[ >3 (Hut H(1—vt))(u%[T’])(S)]
91 T’CT tET’ t~T’

k= 1,... ,m,

x~j =0,

?jt C {0,1},

En el ejemplo

e2(1) 2= 3y ai(1)

y(S) =

considerado,tomando2’ = {1, 2,3,4}, e identificandoei(1) = 1, eí(2) = 2,

= 4, se tieneque, paratodacoalición S cE IV no vacía,

máx 8x1+6x2—2y1—y2—3y3—y4

s.a.

Xí + 3x2 — 3((u~ + V2 — 2u1y2)u{i}(S) + u1y2) =

=4u{(S)+ 2((1 — y4)u?(S)+ y4(ufl{1}])(S)),

2x1 + x2 — 6yau{í,2}(S)=5u~(S),

x>O

y~ jo, i}t

Directamentede la definición de juego reducidoy de la aplicacióndel lema3.6 parala

obtencióndel juegoreducido, se deduceel siguienteresultado.

Praposición 3.4. El juego reducido de Davis—Maschlerde un juego de producción lineal

controlado por comitésextendido,calculado en una imputación en el corazón, vuelvea ser

un juego de producción lineal controlado por comités extendido. Concretamente,el juego

reducido conrespectoa 8 cE N y a x e 0(v) es un juego de producciónlineal extendidocon

max

ter
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parámetros:

( S; A; c; TU(IV\S);p(t), IET y x5,j EIV\S;

(Df, (s,ú’f[Qp,e = 1,... ~
tk, y 13%, (S,ú%[Q]), qe 4(8), Q GE TU (IV 8),

le= 1,... ,m);

(13%; (8, ú%[Q]), Q C Tu (IV S),qc (8), le= 1,... , m) )

donde(~I)f[Q])(L) = (wf[QflT])(LU(Q\T)), V L GB, para todo e =

y para cada le,

Z¡~(S)zz{qE{1,... ,dk}¡u%(S)=0},

Z(S)={qE{1,... ,dk}¡i4(S)=1}.

En amboscasos(ú%[Q])(L) — (u9[QflT])(LU(Q\T)), VLGS.

Ejemplo 3.5. En el ejemplo3.3, el juego reducidoconrespectoa 8 2= {1, 2} y a la impu-

tación x = (1, 1,2) 6 0(y), se correspondecon el juego de producciónlineal controladopor

comitésextendidodefinidopor los siguientesparámetros:8 es el conjuntodejugadores,e y

A, son el vector de beneficiosy la matriz de producción,respectivamente,como en (IV, y),

un único paquetede acciones2’ = {1}, conun precio de comprade 2 y dos recursos,de los

cuales,losjugadoresde 5 tienenpodersuficientecomoparacontrolarel primerode ellos, sin

necesidadde adquirirel paquetede acciones;mientrasqueparapoderdisponerdel segundo

recursonecesitancompraracciones.Estoes, los lotesde productosdisponiblesen el mercado

son: Bi = 2 y 132 = 2, cuyo control vienedadopor:

ui[0]~us y ui[{1}]~u{i},

u2[0] O y u
2[{1}]
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Paratodacoalición2’ GE 5 no vacía,se tiene entoncesque

v~(T) = ináx xj +2x2—2y1

s.a.

x2 =2((1 — yDus(T)+ yiu{i}(T)),

xi + z2 — 2yiu{2} (2’) =0,

X1,X2 =0,

1/1 6 {0, 1}.

3.3.2.2 Corazón del juego

Enestaseccióngeneralizamoslos resultadossobreel corazónde unjuego deproducciónlineal

extendidoobtenidospor Granotapartir del juego reducido. En estecaso,el hechode queel

juegoextendidotengacorazónno vacío, no sólo dependede la eleccióndel preciode compra

de las acciones,sino que tambiéndependede la naturalezade los juegosque describenel

control de los recursos.

Notación. Dado un juego de producciónlineal controladopor comitésextendido(IV, y), se

denotapor (IV U 2’, u) al juego de producciónlineal controladopor comités(ordinario) con

vector de beneficiosc, matriz de producciónA y conjuntode jugadoresIV U 2’, dondepara

cadarecursole, le 1,... , m, se disponede dk + 4 lotes, cuyo controlviene dadopor:

• Control sobre13%, q = 1,...

SG 2’,

SGIV VSGIVUT.

(u%[SflT])(SflIV), SflT#0 y SflIV#fb,
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• Control sobreDf t =1,... ,4,

0, _ V SGIVUT.
SGTóSGEIV{ _

SnT#0 y Sr1IV#’A,

Resultanaturalexigir quela comprade accionesno empeorela situaciónde la coalición

que las adquiere,i.e., paratodacoalición SG IV, y paratodo le = 1,... ,m, se debeexigir:

(u%[2”])(S) =(u%[T”])(S), V’ 2” GE 2”’ V q = 1,... ,4,

(u4[T’j)(S) =(wflT”j)(S), V T’G 2”’, V ¿=1,... ,4.

Así como el que (wfl2’fl(IV) = i, ve = 1,... ,e~, le = 1,... ,m. En consecuencia,todos

losjuegosde control consideradosen la definiciónanteriorsonjuegossimplesy, por tanto,el

juego (N U 2’, u) así definidoes efectivamenteun juego de producciónlineal controladopor

comités.

Al contrariode lo queocurreen el casotratadopor Granot,el corazóndeljuego (IVU2’, fi)

puedeservacío. Una condiciónsuficienteparaque0(U) ~ O es queseverifique:

(i) Paratodo q 1,... ,4, le = 1,... ,m, el juego simple (IV,u~[2’]) tienejugadoresveto.

Obviamenteel conjuntodejugadoresveto verifica 1Q~(2’) ~ 11.

(u) Paratodo t 1,... , 4, le = 1,... ,rn, el juego simple (IV, w~[T]) tienejugadoresveto.

El conjuntodejugadoresveto verifica V~(T) ~ 2’.

Ahora estamosen condicionesde generalizarlos resultadossobreel corazóndel juego

extendidoobtenidospor Granot (1994). La demostraciónde los teoremasquese dan a

continuaciónson unaadaptaciónde la de los teoremas3.10 y 3.11, respectivamente.No

obstante,hemosoptadopor incluirlasporcompletituden la exposición.

Teorema 3.12. Dado un juego (1V u T,U) con 0(r) # 0. Para cada propuesta de pago
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x c C(uj, considéreseel juegodeproducciónlineal controladopor comitésextendido,(IV, vr),

en el que el vector de precios de compra de las acciones,(p(t))teT, viene dado por xT. En-

tonces0(y) # O. De hecho, la restricción de x al conjunto de jugadores en IV pertenece al

corazóndcl juego.

Demostración:Seax E C(u),entoncesde laproposición3.4 se deducequeel juegoreducido

con respectoa IV y a x coincidecon el juego de producciónlineal controladopor comités

extendido(IV, y~). Luego, el resultadoestablecidoen el teoremase deducedel hechode que

el corazónverifica la propiedadde juego reducido. o

Teorema3.13. Sea(IV, u) un juego de producción lineal controlado por comitésextendido

con 0(y) # 0, y seau E C(v). Entonces,y 2= (u, (p(t))t~~) ~ Jflfl+¡T¡ perteneceal corazón

del juego de producciónlineal controlado por comitésasociado,(IV U 2’, u), si se verifica

U(IV U 2’) 2= >3 u, + >3p(t)
LEN tE??

Demostración:Seau E 0(v), entoncesparatodacoalición8 GE IV se tieneque

=u(S) = {máx
LQS

>3 c
3x,—>3pff)

31 te??’

s.a.
4 4

>3akJxj—>3D~u4(suT’) =>3B%f34(SU2”), y le
jÉzL q~t

x>O

T’GT
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Luego,paratodosubconjuntoL GE 2’ de accionesy paratodacoalición8 GE IV, se verifica
e,

>3u.+>3p(t) = u’

tEL
p

> >3p(t) + {máx >3cjxs — >3p(í)
tEL j=1 tE??’

s.a.

4 4

>3akjxá—>3D~4(8UT’) =>3B%~4(SU2”), V le
5=1 1=1 q=1

x>O

T’GT

> >3p~t) + {máx >j~ csxs — >3p(t)
teL 5=1 tEL

s.a.

p 4 4

>3ak5zs—>3JL4y4~(SUL) =>3n%tut(SUL), y le
51 ti q=1

x>O

p
={máx >3csx5

5=’
s.a.

1’ 4 4

>3akJxs=>3ii$u~k(SuL)+>313%i(SUL), Vk
5=1 1=1 q1

x> O

=u(SUL).
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Así pues,y (u, (p(t))tET) perteneceráa0(u), siemprey cuandoseaeficiente,te.,

fi(NUT) =>3u.+>3p(t). o
lEN tE??

3.4 Conclusiones

Resumiendo,en estecapítulo se ha tratado de dar respuestaa dos cuestionesplanteadas

y resueltasparalos juegos de producciónlineal, en el contextomásgeneral,en el que los

recursosestáncontroladospor comitésdejugadores:Evolucióndel corazóncuandoelnúmero

dejugadoresde cadatipo presentesen el mercadoamnentay reduccióndel juego.

En cuanto a la evolucióndel corazón,cabedestacarel papelque jueganlos juegos de

costeasociadosa los diferentespreciossombra. Toda imputaciónen el corazóndel juego

limite se puedeobtenera partir del corazónde dichosjuegos de coste, cuya función carac-

terísticaes extremadamentesencilla de calcular. Comoya sucedeparael modelo original,

las demostracionesde los resultadossobreconvergenciafinita se deducendirectamentede

la teoría de dualidaden programaciónlineal. Sin embargo,parademostrarla convergencia

generalen el casocóncavo,hasido necesariorecurrira la teoríade dualidaden programación

no lineal. Concretamente,dicha demostraciónse basaen la adaptaciónde las propiedades

del dualLagrangiano.

En lo referentea la reduccióndel juego, la definición del modelo extendidogeneraliza

de forma natural la definición dadapor Granot de juego de producciónlineal extendido.

Su interés no sólo reside en el hecho de que la reducciónde un juego de producciónlineal

controladopor comitésextendidovuelve a ser un juego del mismo tipo, sino que también

rncorporaal modelola posibilidadde tratarsituaciones,bastanterealistas,quede otro modo

no seríanmodelizablesmedianteun juegode producciónlineal.
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4.1 Introducción

Antesde entraren ladescripcióndel trabajocontenidoen estecapítulo, queremosrecordar

quela primeraparte,queabarcala prácticatotalidaddel capítulo, ha sido desarrolladaen

colaboraciónconlos profesoresM.Kostery S.Tijs de la Universidadde Tilburg y el profesor

Y.Sprumontde la Universidadde Montreal, duranteunaestanciade tresmesesrealizadaen

laUniversidadde Tilburg (Holanda),y aparecerecogidaen Koster,Molina, Sprumonty Tijs

(1998).

Un problemaquesurgeen diversosescenarioses el de distribuir el costefijo, ya seade

mantenimiento,de modernización,etc..., de unared (ya construida)de conexiónaun cierto

puntodesuministroentresususuarios.En estecapituloabordamosesteproblemaapartirde

suplanteamientocomounjuegodecoste. Enparticular,noscentrarnosen aquellosproblemas

quesurgenasociadosaredesde conexiónconunaestructuramuy peculiar, la de órbot.

Problemasde estetipo, asícorno el problemamásgeneralenel quelareddeconexióndebe

ser previamenteconstruida,hansido tratadosextensamente.A modo orientativo,citaremos

los trabajosde Bird (19’76b), Claris y Granot (1976), Megiddo (1978), Galil (1980), Granot

y Huberman(1981),(1984),Granoty Granot (1992), Granot, Maschler,Oweny Zhu (1996),

Maschler,Pottersy Reijnierse(1995) y Gellekom y Potters (1997). El casoparticularen que

el árbolquedefinela red de conexiónes unacadenase conoceconel nombrede problemadel

aeropuertoy hasido tambiénobjetode un amplio estudio:véaseLittlechild (1974), Littlechild

y Owen (1977), Dubey (1982), Sudhbltery Potters(1995) y Aadland y Kolpin (1998).

Una vez queel problemadescritose planteacomo un juego de coste, el objetivo final es

seleccionarpropuestasde repartoeficientes, es decir, que repartanel coste total de la red

entresususuarios.Concretamente,en la primerapartedelcapítulo,nuestrointerésse centra

en el análisisdel corazónde aquellosjuegosde costequesurgenasociadosaproblemasde esta

naturaleza:¿existealgún procedimientogeneralde selecciónquepermitaobtenercualquier

repartoen el corazóndel juego?La respuestaa estapreguntaes bienconocida. El juego de
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e-

costeasociadoa un problemade estascaracterísticases cóncavo (Granot et al. (1996)) y, V

e,
por consiguiente,el corazóndel juegocoincideconel conjuntode valoresde Shapley(duales)

e’
ponderados(Monderer,Samety Shapley(1992)). De forma similar, introducimosunafamilia

e,’
de conceptosde solución,la familia dc solucionesigualitarias restringidasponderadas,basada e,

en la solución igualitaria restringida de Dutta y Ray (1989), y demostramossu coinciden. e,

cia con el corazóndel juego. Así mismo, proponemosmi esquemadinámicode repartode e’

e,costes,noción de reparto casa—raíz,inspiradoen la historia sobre el pintado de carreterasde
e’

Mascliler, Pottersy Reijnierse(1995), parala obtenciónde cadauno de los elementosde la
e,

familia. Dicho esquemano sólo nosayudaacomprenderel procesode selecciónque lleva a —~
cadaelementodelcorazóndel juego,sino quetambiénnospermitededuciralgunasdelas pro- e’

piedadesmásrelevantesde estafamilia de soluciones.Enparticular,el adoptaresteenfoque e’

dinámiconos permiteobservarla relaciónen cierto modo dual existenteentrelas soluciones U’
u’

igualitariasrestringidasponderadasy losvaloresde Shapley(duales)ponderadosen estetipo
U’

concretode juegos:basándonosen la representacióndel corazóndel juego apartir de dicha

familia (Mondereret al. (1992)), se proponeun esquemadinámico,simétricoal considerado u’

en el casoanterior,parala obtenciónde los valoresde Shapley(duales)ponderados(noción U’

u’de reparto raíz—casa).Se concluyeel estudiode la familia de solucionesconsideradaobtenien-
e’

do unacaracterizacióndel conjuntode solucionesigualitariasrestringidasponderadascomo
u’

procedimientosde asignaciónde costes. e,

e

En la segundaparte, y conectandocon los temastratadosen los capítulosprevios, se
u’

analizanlas posibilidadesqueofreceel considerarla formación de coalicionescon tasasde e,

participaciónen el modelo. Concretamente,noscentraremosen elanálisisdel comportamien- e’

to del corazóndeljuegocontasasde participaciónen relaciónconel corazóndel juegonítido. e,

u’
Asimismo, se estudianlas propiedadesdel prenucléoloy del nucléolomínimos cuadráticos

e,
corno propuestasde repartoparaestetipo dejuegos. e,

e’

u’

e

e’

u’

e’

u’

e

u”

e’
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4.2 Descripción del modelo: Juego del árbol fijo

Un problemadedistribucióndel costede unared de conexiónconestructurade árbolcomoel

descritoanteriormente,alquedenominaremosproblemadel árbol fijo de conexión(fixed tree

connectionproblem,en inglés), vienedadoporunatripleta Q := <O,c, IV), dondeO = (1/, E)

es un árbol conun único vértice raíz, i.e., un digrafo conexosin ciclos,siendoE el conjunto

de arcosy 1/ el conjuntode vérticesdel árbol. O describela estructurafísicade la red. El

vértice raíz del árbol, quese denotarápor r, representaen estecasoel puntode suministro

de la red. La función e: E —* E, es la función de costedel modelo, queasignaacadaarco

e ~ E del árbol su coste (de mantenimiento,de reparación,etc...), c(e). IV = {1,...

finito, es el conjuntode usuariosde la red, cadauno de los cualesse encuentralocalizado

en un cierto vértice del árbol & y cuyo objetivo es ser conectadoal punto de suministro,r.

Con el fin de no complicarel modelo se supondráquecadauno de los vérticesde la red,

a excepción del vértice raíz, estáocupadopor un usuario,de maneraque,en lo quesigue,

vértices y usuariosseránidentificados,esto es, V = IV U {rJ. Los resultadosobtenidosen

este capítulopuedenser generalizadosal casoen que los vérticesdel árbol esténocupados

por un conjuntode usuarios,siendoel único problemaañadidola complejidadde notacióny

lo farragosodel modelo (véaseel ApéndiceD).

Antes de definir el juego de costegeneradopor un problemadel árbol fijo de conexión,

problemaETCen adelante,introducimospartede lanotacióny de losconceptosquevanaser

empleadosalo largo de todoel capítulo. Paracadavérticei e IV, el único caminoen el árbol

GderaisedenotaráporP~.SiP~ estácompuestoporlosvérticesjo2= ~, j1,~~• ,Jq—1,Jq

entoncesnos referiremosal vértice Iq—í como el predecesor(o padre) idi) del vértice i. El

arco (-¡r(i), i) se denotará por e~. La relación de precedencia(1/, ~) sobreel conjuntode

vérticesse define como i -~ j si y sólo si i e fl. Análogamente,se define la relaciónde

precedencia(E, -<) sobreel conjuntode arcos.Un troncodel árbol0 2= (y, E) esun conjunto

de vértices2’ GE 1/ cerradobajola relaciónde precedenciadefinidapreviamente,i.e., si i e 2’

y 5 -< i, entoncesj 6 2’. El conjuntode sucesoresde un vérticei sedefine comoel conjunto

F(i) = {j e N/j >- i}. Por último, mi vérticei se denominahoja si F(i) = {i}.
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Un problemaFTC generaun juegode costede forma natural,sin másque identificar al

conjuntode usuariosconel conjuntodejugadores.El costede unacoaliciónvendrádadopor

el mínimo costenecesarioparaconectaral punto de suministroa todossusmiembros.

Definición 4.1. Para todo problemaETC g = <0, e, IV>, se defineel juego de costegenerado

por Q como el juego (dV,cg), cuyafunción característicavienedadapor

cg(S)=>3c(e~), V’ 0#SGEIV (4.1)
jETS

donde2’s = { i E IV ¡ 3 j c 8 con i -< jJ es el mínimo1 tronco quecontienea todos los

miembrosde 8, y c
0(~) = O.

En lo quesiguesólo consideraremosaquellosproblemasETC g = (o,e, IV> queverifican

las siguientescondiciones:

(i) c(e) =O, paratodo arcoe E E.

(ji) Del vértice raíz parteun único arco.

Obsérvese que en la definición de un problemaETC hemosasumidoademás,

(iii> No hayningúnusuariolocalizadoen el puntode suministro,estoes,el vérticeraízestá

libre.

(iv> Exactamenteun usuariovive en cadavértice u E y \ {r}.

Definición 4.2. Se defineun problemaestándardelárbol fijo de conexión,problemaSFTC,

comoun problemaETC verificandolas condiciones(i) e (Ii).

La definición anterior únicamentedifiere del modelo propuestopor Cranot et al. (1996)

(standardtree entei~prise,en inglés) en la condición (iv). En el modeloconsideradopor ellos

‘con respectoal ordendadopor la inclusión.
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se permite que un vértice estéocupadopor más de un usuario; no obstante,como ya se ha

mencionado,el asumirdichahipótesisno resultarestrictivo,enel sentidodequelosresultados

obtenidospuedensergeneralizadosalmodelomásgeneralde Granotet al. (véaseel Apéndice

D>.

Observación4.1. Las condiciones(u) y (iii) no son restrictivas. En cuantoa la condición

(iii), si el vértice raíz estáocupado,entoncesse puedeañadirun arcocon costecero desde

un nuevovértice raíz libre hastael vértice raíz del árbol original sin queello modifique en

forma algunala funciónde costedel juego (Granot et al. (1996)). En lo querespectaa la

condición (u), si variosarcos,e~1,... ,e~,,, partendelvérticeraíz, entoncesconsidérenselosp

subárboles,Go,... , G~,, generadospor F(ij) U {r},... , F(i~r,,) U {r}, respectivamente.Cada

subárboldefine un problemaSFTC,sean(N1,cS),... , (N,, c”0) los juegos de coste generados

por cada uno de ellos. Se verifica que el juego de coste asociadoa Q, (dV, cg), puedeser

descompuesto(Shapley(1971)) enp =2 componentes,siendo cadaunade ellas un juego de

costeasociadoaun problemaSFTC;es decir, existeunapartición {I’4,... , N,} del conjunto

dejugadoresIV en p subconjuntosno vacíos tal que

cg(S)=cg(SflIVij+...±cg(SflIVp), VSCN. (4.2)

Las restriccionesdel juego original a cadaelementode la partición,

dondec¿, = cg~P(IVk), ‘Ú k = 1,... ,p, se denominancomponentes

los juegos de costeasociadosa los distintossubárbolesG~1,... ,G~,,.

todoslos conceptosde solución tratadosen este capítulose pueden

ducto Cartesianode las correspondientessolucionesen cada una de

observaciones4.2 y 4.3).

y se corresponden con

En estas condiciones,

obtenercomo el pro-

sus componentes(ver

A continuación,se obtiene la expresiónde un juego de coste (IV, cQ), asociadoa un

problemaSFTC con respecto a la base del espacio de juegos G’~, compuestapor los juegas

dualesde unanimidad(Kalai y Samet(1988)).

Definición 4.3 (Kalai y Samet). Se define el juego dual de unanimidadcon respectoa la
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coalición no vacía5 GE IV (representationgamefor Me coalition 3, en inglés) como el juego

(N,z4) dado por

t0dT)={ :: si ~

en otro caso.

(4.3)

Se verifica que (IV, u~) es mi juego cóncavoparatoda coalición no vacía 3. Ademásel

conjunto {(N, U~)}SCN, compuesto por los juegos duales de unanimidad, es una base del

espacio de juegos G~.

Proposición 4.1. SeaQ = (O,e, N> un problemaSFTC. Entoncesel juego de costeasocia-

do, (N,cg), puedeser representadocomo

cg ~
ZEN

Demostración: Sea3 GE IV unacoalición no vacía cualquiera. De la expresión(4.1) se

deducetrivialmente que3 debehacersecargodel costedel arco e~ e E si y sólo si existeun

jugadorj E 3 tal quej e F(i), i.e., si y sólo si 3mF(i) # 0. 0

Esteresultadonos seráde utilidad en seccionesposteriores,entreotras aplicacionesla

concavidadde todo juego de costede estetipo (Granot et al. (1996)) puedeser obtenida

como consecuenciainmediatade la representaciónanterior.

4.3 El corazónde un juego del árbol fijo

Planteadoel modelocomo un juego de coste,el objetivo quesepersigueconsisteen seleccio-

nar conceptosde solucióneficientes. De entretodoslos conceptosde soluciónclásicos,nos
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ocuparemosdel corazónde un juego de coste. El juego de costegeneradopor un problema

SFTC es cóncavoy, por tanto, la estructuray propiedadesde sucorazónson bien conoci-

das. En estasecciónobtenemoscaracterizacionesalternativasy llevamosacaboun estudio

geométricodel corazónde estetipo dejuegos.

En estecontexto, dadoel juego de coste (IV, cg), cadavez que nos refiramosa un vec-

tor de reparto de costes,x E lRTt, nos estaremosrefiriendo a unapreimputacióndel juego.

z~ representael costequeel usuarioi, i = i, ... , n, debe asumir de acuerdo con x. Entonces

el corazón del juego de coste (IV, cg),quedenotaremospor core(cg),vienedadopor

core(cg)zz{xElW’/ ~x,=cg(S), V S~IV y Zzi=c~(IV)}.
jES

Observación4.2. Sea Q = <O, c,N> un problema ETC verificando todas aquellaspropie-

dades que caracterizan a un problema ETC estándar, a excepción de la propiedad (u). Se

verifica (ver Sliapley (1971) y Granoty Huberman(1981)) que el corazón del juego original

(IV, cg) se obtienecomoel productoCartesianodel corazónde cadaunade suscomponentes.

4.3.1 Expresiones alternativas del corazón

A continuación se deducen caracterizaciones alternativas del corazón de un juego de coste

asociadoa un problema SFTC. Dichas caracterizaciones serán empleadas reiteradamente

en los razonamientos seguidos en las demostraciones de los principales resultados que se

presentanen estecapítulo.

Lema 4.1. Para todo problema SFTC, g = (C,c,IV>, se verifica

core(cg)2= {xePI(cg) /x=O y 42’) =c(2’), V2’ tronco de
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dondex(2’) := >3 x¿, y c(2’) := >3 c(e~), es el costeasociadoal tronco 2’ de O.
iET\{r} iET\{r}

Demostración: Itivialmente, si x c core(cg), entonces

x1=cg(IV)—cg(N\{i})=0, ‘Ú iEIV,
*

e’

y x(2’) =c(2’), para todo tronco 2’ de O. u”

e’

Veamosquesi x es un vector de reparto de costesno negativoverificando la desigualdad e’

x(2’) =c(2’), paratodo tronco 2’, entoncesx C core(eg). En efecto sea3 GE IV unacoalición
e’

cualquierano vacía,entonces3 GE
T~ y, por consiguiente,se verifica

e’

cg(S)= >3c(e3=>3x,>>3x
2. e,

jETs jeT5 jES

e’

O
U’

e’

e’
Natación. Dado mi arco e = (i, j) E E del árbol O, denotaremos por 13k, = (Ve,Ee) al

e,
snbárboldeOgenerado por el conjunto de vértices F(j) U {i}. Nosreferiremosa B~ como la 0

rama de O enraizada en e
2. e’

U’

De acuerdo con la notación introducida, el lema anterior se puede establecer en términos e,.

de ramas como sigue. U’

e’

Lema 4.2. Seag = <O, c, IV> un problemaSFTC. Entoncesun vector de reparto de costes

x perteneceal corazóndel juego (IV,cg) si u sólo si x>O y se verijica u’

U’

st

>3xj—x~= >3 c(e’), V ezzs(i,j)EE, (4.4)

jGV.

e
2Obsérveseque, siguiendola notaciónintroducidaen Granota al., si e = (ii) entoncesBe se corresponde

conla rama eni en la dirección de j. e,

u’

u’

u’

e

*

e,
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dondeB0 (Ve,Ee)es la rama de O enraizada en e.

Demostración: Teniendoen cuentael resultadoestablecidoen el lema 4.1, es suficiente

demostrarque lacondición (4.4) es equivalentea la condiciónx(2’) =c(T), V 2’, tronco de

O.

Obviamente, para todo vector de reparto de costes x y para todo tronco 2’, se verifica:

x(2’) =c(2’) ~ x(TC) =>3 c(e~),
iETC

donde TC = V \ 2’.

Así, la equivalencia entre ambas condiciones se deduce de las siguientes relaciones de

complementariedad:

1. El complementariodel tronco 2’ vienedadopor la unión finita

2”~= ~
eE«T)

donde 42’) C E es el conjunto (finito) de arcosquepartende 2’~ y B0 = (Ve,~3e)es la

ramade O enraizadaen e = (i,j), paratodoarcoe e42’).

2. Paratodo arcoe = (i,j) £ E, Dg es un tronco de O. O

Nota 4.1. El que la no negatividad junto con la condición (4.4) son condicionessuficien-

tes de pertenenciade una preimputaciónal corazóndel juego ya apareceen el trabajode

al. (1996).

El lema siguiente ¡nuestra como todo elemento del corazón del juego se obtiene repartiendo

= (i,j) E E tal queieT y j ~ T.
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de forma arbitraria, obviamente sin violar la condición de no negatividad, el coste de cada

arco entre sus usuarios.

Lema 4.3. Sea~ 2= <0, c, IV> un problema SFTC. Entoncesel vector x E lW~ pertenece

al corazóndel juego de coste asociado(IV, cg) si y sólo si existeny
1,... , y~, elementosdel

simplezunidad~ en .¡
11FU), j = 1,... , u, respectivamente,tales que

xi=>3v]c(ej), V i£IV, (4.5)
jGPi

dondeP~ es el camino que uneel vértice raíz con el vérticez.

Demostración: El corazón es aditivo sobre el cono de juegos cóncavos (ver Dragan, Potters

y Tijs (1989)). Luego, teniendo en cuenta que todos los elementos de la base {(IV, u~)}sczv

sonjuegos cóncavos,entoncesde la expresión(4.3) sededuce

core(cg) = >3c(eJ)core(u~(~)), (4.6)

jEN

dondecore(u,(J>)es el simplexunidaden iié(~), j e IV. O

Los resultados obtenidos a continuación están encaminados a probar que todo elemento

del corazónde un juegode costeasociadoaun problemaSFTCse puedeobtenerdescompo-

niendoel problemaoriginalde conexiónaun puntode suministroen variossubproblemasde

conexión a diversospuntosde suministrointermedios,cada ¡mo de los cuales es en si mismo

un problema SFTC; resultado crucial a la hora de establecer las propiedades esenciales de la

familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadasqueseráestudiadaen la sección4.4.

Formalmente,considéresela siguientedefinición.

Definición 4.4. SeaQ = <~, c,IV> un problemaSFTC y seaSo = {G’,... , GP} unacolec-
4flaratodo j e N, j~FU> es la proyecciónde R~ sobreF(j) y el simplexunidaden JRF(3) es el conjunto

{x E R~<>~ ¡ x ~ O, EiEP(j) Xi = 1}.



4.3. El corazónde un juegodel árbol fijo 177

ción de subgrafosde O. Entonces,diremosqueSqes unapartición de g en subproblemassi

y sólo si se verifican las siguientescondiciones:

(i) Paratodo k = 1,... ,p, existeun vértice r¡, e V tal que — (Sk U {rk},Ek) es el

subárbol5de O conraízen r¡, generadopor (Sk U {rk}) GE V.

(u) {S
1,... ,S4 es una partición ordenada(el orden es relevante) del subconjuntode

vérticesV \ {r}.

(iii) rj =r ypara todok=2,... ,p, existet<k tal que’rk ~Se~

(iv) Paratodo k = 1,... ,p, —‘ <oh ¿, Sk>, dondec~’ es la restricciónde c a Ek, es un

problemaSFTC.

Ejemplo 4.1. Considéreseel problemaSFTC, Q 2= <0,c, IV>, representadoen la siguien-

te figura. Los jugadores(vértices) estánrepresentadospor círculos, el vértice raíz por un

triánguloy el costede cadaarcovienedadopor el númeroqueapareceasu lado.

2

a

1

7-

subérbol,entenderemoscualquiersubgrafodirigido de O conexoy sin ciclos.
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La colección 8o = {G~, 02,O~, G~}, representadaa continuación,es unapartición de ~ en

subproblemas.

e

U’

st

7

3

2= 4

8

3

7-4 = 4

Proposición 4.2. Seag (C,c,N> un problema SETO y sea Sc = jO’,.

partición de Q en subproblernascualquiera, entonces

p

JI core(c
4v~)GE core(cg),

k= 1

donde(cgk,Sk) es eljuegode costeasociadoalproblemaSETO restringidogk — <Ok c’~’, Sk>,

lc2=1,... ,p.

Demostración:Seax = JI E JJ core(cgk). Entoncesx =O y es un vectoreficiente,ya
k=1 k=1que

p p

>3x~=>3 >3y~xz>3 >3ck(ei)=>3c(ei).
¿eN k=1 zES4 knl iESk ¿EN

SeaTun troncode O cualquiera,considérenselos subconjuntos2’k = TflSk, le 1,...

entonces2’k U {7-k} es mx tronco de 0k (SkU {7-k}, Ek) paratodo le E {1,... ,pl tal que

1

= 7- 7-2 = 3

,G~} una

(4.7)
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Tk # ql. Entonces,

x(T)= >3 >3.yk< >3 >3ck(et)=sZc(ez).
1.Ck=p¿ETk l=k<p ¿CTk jET

Luego,x(2’) =c(T) paratodo tronco 2’ de O. Entonces,de acuerdoconel lema4.1, se tiene

el resultado. O

Recíprocamente, asociadoa todoelementox del corazóndeljuego existe ¡ma única parti-

ción de Q en subproblemas más fina, que denotaremospor So(x), verificando que la restric-

ción de x a cadauno de los subproblemasSFTC definidos por Sa(x) perteneceal corazón

del correspondientesubjuegode coste.

Definición 4.5. Dado un problema SFTC g = (O,c,IV>, sea 2’ un tronco de O, y sea

x un vector de reparto de costes,diremos que 2’ es un tronco autónomoen x si y sólo si

42’) = c(T).

Lerna 4.4. SeaQ = <G,c,IV> un problemaSFTC. Si x E core(cg),entoncesexisteun iinico

tranco autónomoen x minimal (con respectoal orden dado por la inclusión).

Demostración: Sea x E core(cg). Como V es un tronco autónomo en x, entonceses

suficienteprobarquela intersecciónde dos troncos autónomosen x sigue siendoun tronco

autónomoen x. Así, el (único) mínimotroncoautónomoen x vendrádadoporla intersección

de todosaquellostroncosde O quesonautónomosen x.

Sean2’,, 12 dos troncosautónomosen x cualesquiera,entonces2’~ fl 7’~ es obviamenteun

tronco. Además,

x(TíflT2) = c(2’1fl12) =co(T,fl12) =cg(2’,)+cg(T2)—cg(T,UT2)=

— 4Ti) + x(2’2) — cg(2’1 U 12) =x(Tí) + x(2’2) — x(T, U 12) —

— x(2’,flT~),
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donde todas las desigualdades,a excepciónde la segundade ellas, que se deducede la

concavidaddel juego (IV, cg), son desigualdadescorrespondientesal corazóndel juego. En

particular,de la cadenade desigualdadesse deducequec(11 fl 12) 2= 42’i fl 12), i.e., ?‘~~ rl 12

es un tronco autonomoen x. O

Proposición 4.3. SeaQ = (O, e, IV> un problema SETO.Para todo x E core(cg) existeuna
p

dnica partición de~ en subproblemasmósfina tal quex E JI core(cgk).
k=1

Demostración: Seax E core(cg) cualquiera y sea 2’, el mínimo tronco autónomo en x, que

existe y es único como se ha comprobado en el lerna 4.4. Considérese el subárbol

O’ = (3, U {r,}, E,) generadopor T~ (S~ = 2’, \ {r} y r~ 2= r). Obviamente,x
1 2=

pertenece al corazón del juego (Si, cgi).

Sea 42’,) C E el conjunto de arcos que parten de 1,. Selecciónese un arco é
0 = (io, jq) en

£(T,) cualquiera. Considérese la rama 2= (y60,Eec) de O enraizadaen e0. Se probará,a

continuación,quex~ — (xi) jcv6 \{¿oJ perteneceal corazóndel subproblemaSFTC definido

por E60.

En efecto x
6~ > O. Veamos que además es eficiente: del lema 4.2 se deduce

>3 V e’ = (i’,j’) 61(2’).x
3 =>3 c(e),

cEE6,

Por otro lado, por ser 2’~ autónomo en x E P1’(cg), se tiene que

(4.8)

>3>3
e’Et(Ti) 3EV6,\{z’}

x~ =x(N)—x(T,) =c(N) —c(Ti) 2= >3 >3 c(e). (4.9)
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De lacombinaciónde (4.8) y (4.9) se deduce

2= >3 c(e), Ve’ = (i’,j’) e 1(2’,).

En particular,x60 es un vector de repartode costesparael subproblemaSFTCdefinidopor

B
60.

Por otro lado, paratodo tronco T~ de B60, lo U 2’, es un tronco de O, entonces

x(Tfl+ >3
jET

0\{iol

xj — x(10UTí) =

=c(VU2’¡) = >3
JET0\{iojj

c(e
1) = 42’i) +

Luego, efectivamente,aplicandoel lema 4.1, se tiene que x
6~ perteneceal corazóndel

juego restringido, (IV, egeo).

Sea12 el mínimo troncode B~ autónomoen x”~, defínase~2 = (32 U {r2}, E
2) comoel

subárbolgeneradopor T2 (32 = 2’2 \ {i0} y 7-2 = jo). Una vez definido 02, seleccióneseun

arco e1 en 1(T2) GE E~ cualquieray aplíqueseel razonamientoanterior a x
6’ con respectoa

la ramade 02 enraizadaen e
1.

Sígaseaplicandoel razonamientohastaqueel tronco autónomocorrespondiente1*, sea

tal que 41*) = 0. En estepunto ir deshaciendoel camino seleccionandoaquellosarcos

que no hansido seleccionadospreviamente.De estaforma, cuandoya no quedanarcospor

seleccionar,la colecciónde subproblemnasde g, So = {Q

1~ , 0’}, así construidaverifica

las condicionesestablecidasen la proposición. 0

Dadox E core(cg)nos referiremosa lapartición verificando las condicionesestablecidas

en la proposición4.3 como lapartición de Q en subprob¡emasinducido por x, partición que

>3
jEV~.\{Z}

>3
JCT0\{io}

c(e~).
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denotaremosporSa(x).

Ejemplo 4.2. Considéreseel problemaSPTCdefinidoen el ejemplo4.1. La siguientefigura

representala partición de g en subproblemasinducidapor el elementodel corazóndel juego

x= (2,2,2,4,3,3,4,4,6,3).

5

3

7-2 2= 2

= <o2,c2, S’2>

lo

3

6

4

7-3 2= 3

2= <Os,c~,33>

o
6

7-5 2= 6

2= (05,c5,s5>

1 1

7-i 2= 7-

=

3

2

<ca, e4, ~4>
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4.3.2 Estudio poliédrico

Finalizamosesta seccióncon un estudiopoliédrico del corazónde un juego del árbol fijo de

tipo estándar.Dicho estudioestábasadoen las propiedadesgeométricasdel corazónde un

juegoconvexo(cóncavo)(Shapley(1971), Ichiislñ (1983),Monderer,Samety Shapley(1992)).

Se compruebaque el corazónde un juego de coste asociadoa un problemaSFTC tiene

dimensióncompletay se describensus facetas. La primera de las afirmacionesse deduce

de la concavidady la no descomponibilidaddel juego (ver Shapley(1971)). En cuantoa la

descripciónfacial del poliedro,la siguienteproposiciónestablecequese distinguendos tipos

de facetas:las quedenominaremosfacetasde tipo (1) seencuentranasociadasaparticionesen

subproblemasno triviales; mientrasqueel restode facetas,quedenominaremosde tipo (11),

se encuentranasociadasagruposde usuarios(jugadores)quehacenusodel sistemasin cargo

alguno(no pagannada).Parademostraresteúltimo resultadose debeteneren cuentaquesi

(IV,v) es un juego cóncavo,entoncesparatodapartición ordenadade IV, a 2= {Si,... ,5,,},

el conjunto

Fo’={xEC(v)Ix(U$e)=v(USe), ví<k<p},
e=i

es unafacetano vacíadel poliedro 0(v) de dimensión,a lo sumo,n — le (ver Mondereret al.

(1992)).

Nota 4.2. En lo que sigue diremos que i E dV es un vértice hoja si realmentelo es, i.e.,

F(i)={i},osi c(e¿)>Oy c(e~)2=O, V jEE(i)\{i}.

Propasición 4.4. Seag = <G,c,N> un problemaSETO.Si x E core(cg), entoncesx perte-

necea una faceta del poliedro core(cg)si y sólo si x verifica alguna de las siguientescondi-

czones:

(1) Existeun tronco de O no trivial, 2’ ~ y, autónomo en x.

(II) x(2’) < c(T), para todo tronco 2’ de O no trivial y existe una coalición no vacía

3 GE IV\ {i EN! i vértice hoja } tal quex(S) = O
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Demostración: *) Veamosquesi x verifica (1) o (II), entoncesx perteneceaunafaceta

del poliedro core(cg): SeaSa(x) 2= {O’,... , O”}, dondeO~ = (Se U {r¿}, AJe), para todo

e 2= 1,... ,p, la particiónde Q en subproblemasinducidapor x.

(1) Si x satisfacela condición (1), entoncesSa(x) es unaparticiónno trivial y x pertenece

a la facetano vacíadel corazóndel juego definidapor

Fú={xEcore(cc)/x(USe) 2=cg(USe), paratodo

dondea= {S~,... , S,,Jes la particiónordenadadel conjuntode jugadoresIV definida

por Sa(x).

(II) Si x satisfacela condición(II), entoncesx(IV\S) 2= x(IV) 2= cg(IV) = cg(N\S). Luego,

x pertenecea la facetano vacíade core(cg)definidapor

Fa={xEcore(cg)/x(U2’e)2=cg(U’TI), paratodol<k=2},

dondea = {Ti, T2} es la particiónordenadadel conjuntode jugadoresIV definidapor

Ti=IV\Sy T2=S.

~t=) Veamosquesi x perteneceaunafaceta del poliedrocore(cg),entoncesx debesatisfacer

alguna de las condiciones(1) o (II). Paraello se demostraráque si no verifica ningunade

ellas,entoncesx perteneceal interior relativo de core(cg).

SeaL ~ IV unacoalición no vacía, a continuaciónse comprobaráque x(L) .c c(L).

Considéreseel tronco de O, TLU{r}, siendo
TL 2= E 3j cL talque i -<j}. Se

distinguendos casos:
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1. Si2’L9IV, entonces

x(L) ~ x(TL) <c(TL) = cg(L).

La primera desigualdadse deducede la no negatividadde x (ver lema 4.1); mientras

que la segundade ellasse deducede la negaciónde la condición (1).

2. Si TL = IV, entoncesL contieneatodoslos vérticeshojadel árbolO y, porconsiguiente,

el subconjuntode vérticesN \ L # Ql estácontenidoen N \ { i G IV ¡ i vérticehoja }.

x no verifica la condición (II), entoncescorno x no satisfacela condición (1), Le.,

x(2’) < c(2’), y’ y, tronco no trivial, debeverificarse x(S) > O para toda coali-

ción no vacía3 G IV \ { i e IV ~ i vértice hoja J. En particular,X(TL \ L) > O, entonces

x(L) <x(TL) = cg(L).

Así, x(L) <cg(L) paratodacoaliciónno vacíaL 9 IV, estoes,x perteneceal interior relativo

del poliedro core(cQ).

Ejemplo 4.3. SeaQ1 el subárboldefinidoen el ejemplo4.2. Entoncesel corazóndel juego

de coste(IV, cgi) tiene las signientesfacetas:

= {(a,5—a,1) /ae [O,4}} y F
2= {(a,1,5—a) /aE [O,4J},

quesonfacetasde tipo (1) asociadasalas particionesen subárbolesno triviales S1 = {O~, O~}

y S2 2= {O~, O~}, respectivamente,donde

01 = (ji, 2} U {r}, {e1, e2})

= ({3} U {r2}, {ea}) , con r2 = 1,

2= ({1,3} U {r}, {eí,ea})

= ({2} U {7-2}, {e2}), con 7-22= 1,

y £3 = { (0,1 + a, 5 — a) ¡ a e [0,4]} es unafacetade tipo (11).
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En la siguientefigura se representacore(c¿,en rojo, contenidoen el conjuntode impu-

tacionesdel juego:

(4,5, ‘—3>

173

(—4,5,5) (0,1,5) (4,—3,5)

4.4 Solucionesigualitarias restringidasponderadas

La soluciónigualitaria restringida(constrainedegalitaviansolution,en inglés),propuestapor

Dutta y Ray (1989), es un conceptode solución unipmitual parajuegosTU queconcilia

de forma consistentedos posturascontrapuestas:el compromisopara conla igualdady la

promociónde interesesindividuales. Este conceptode solución surgeen un marco en el

que, por un lado, los individuos creenen la igualdadcomo un valor social; mientrasque

contrariamente,por otro lado, las preferenciaspersonalesde cada individuo le dictan una

conductaegoísta. En este contextose suponeque todos los individuos son esencialmente

iguales,en el sentidode quetodaslasposiblesdiferenciasentreellosvienendadasúnicamente

por los parámetrosdel modelo, i.e., quedanreflejadasen la función característicadel juego;

sin embargo,en numerosasocasionesesta hipótesisno es realista(parauna discusiónmás



1874.4. Solucionesigualitarias restringidasponderadas ______________

detallada,conejemplos,véaseShapley(1981) y Kalai y Samet(1988)).

En esta secciónestudiamosel comportamientode la solución igualitaria restringidade

Dutta y Ray y proponemosunageneralizaciónad hoc capazde recogerla posibleasimetría

entrelos jugadores.Paraello, supondremosque todas aquellasconsideracionesque no han

sido reflejadasen el modelo puedenser descritasapartir de un cierto vector de pesosdado

exógenamente.Cadavector de pesosdefine unasolución igualitaria restringidaponderada

sin masqueasignarun pesoa cadajugador. Los pesosasignadosa los jugadoresse pueden

interpretarcomo medidasa priori del impacto de cada usuario en el sistema.Ental caso,la

soluciónde Dutta y Ray se correspondeconel vector de pesos(1,... , 1).

Una vez definida la familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadasen el con-

texto que nos ocupa, clasede juegos asociadosa problemasSFTC (sección4.4.1), en la

sección4.4.2 se adoptaun enfoquedinámicoque nos proporcionaun algoritmo polinomial

paracalcularcadamio de los elementosde la familia previamentedefinida.Estealgoritmo es

constructivo,en el sentidode quedescribeel procesopor el cual cadaunode estoselementos

es seleccionadocomopropuestafinal de repartode costes.En lasección4.4.3,graciasa la re-

interpretaciónde la familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadasdesdeun punto

de vistadinámico, se obtienela propiedadesencialde la familia de solucionesconsiderada:

paratodojuegodel árbolfijo de tipo estándardichafamilia coincideconel corazónde] juego.

Por último, en la sección4.4.4 se obtiene unacaracterizaciónaxiomáticadel conjunto de

solucionesigualitariasrestringidasponderadascomoprocedimientosde asignaciónde costes.

4.4.1 Familia de solucionesigualitarias restringidasponderadas:Defini-

ción

Dutta y Ray (1989) pruebanla existenciay unicidadde la solución igualitaria restringida

sobrela clasede juegosconvexos (cóncavos>y proponenun algoritmo para su obtención.

Dicho algoritmo se basaen la búsquedade la máxima, con respectoal orden dadopor la

inclusión, coalición conmayor (menor) valor (coste) mediode un cierto juego en cadauna
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de susetapas.La generalizaciónqueproponemosparte,precisamente,del citadoalgoritmo.

Haciendousodel hechode quetodojuego de costeasociadoaun problemaSFTCes cóncavo

(ver Granot et.al. (1996)), lo queproponemoses modificar el algoritmo de Dutta y Ray

considerandola asimetríaentrelos jugadores.Dicha modificación consisteen trabajar con

costesmediospor unidadde medida.

Intuitivamente,supóngasequecadaindividuode lasociedadIV creequelas proporciones,

de acuerdocon las queel coste total debeser compartido,vienen dadas por el vector de

pesosa> E 11771. Entonces,la solución w-’-igualitaria restringida trata de reconciliar dicha

creenciaconel hechode quela sociedadno estádispuestaaaceptarningúnrepartodel coste

total que puedaserbloqueado. Así, si la propuestade reparto (~-‘-c(IV))ÍEN no puedeser

bloqueada(perteneceal corazóndel juego), entoncescoincide con la soluciónw—igualitaria

restringida. En otro caso, la sociedades disgregadaen subsociedadesde tal maneraqueel

costemarginalde cadaunadelas subsociedadeses compartidoentresusmiembrosdeacuerdo

conlas proporcionesdictadasporel vector depesosa> y lapropuestade repartoresultanteno

puedeserbloqueada.Concretamente,la soluciónco—igualitariarestringidabuscala partición

de la sociedaden subsociedadesmásgroseraposible,de maneraque,el vectorde repartosasí

definido pertenezcaal corazóndel juego.

Nota 4.3. Aadland and Rolpin (1998) introducenun conceptode soluciónunipuntualpara

juegosde costedel árbol fijo en el casoparticular en queel árbolquedefineel juego es una

cadena,la regla media restringida de reparto de costes(restrictedaveragecost sharerule, en

inglés) queresultaser la soluciónigualitariarestringidade Dutta y Ray (1989) sobrela clase

de juegosdel aeropuerto.

Antes de definir la familia de solucionesigualitariasrestringidasson necesariasalgunas

definiciones.

Definición 4.6. Seag = <O,c,IV> un problemaFTC y sea a> E lW~, diremos quea> es un

vector de pesosadmisibleparaQ si y sólo si a> =O y paratodo i e IV tal que c(e~) > O,

existeun sucesorj c F(i) del jugadori tal quewj > O. El conjuntode todoslos vectoresde

pesosadmisiblesparaQ se denotarápor VV(g).
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El conceptodeadmisibilidadformalizala ideade queparatodoarcodel árboldebeexistir,

al menos,un usuariode dicho arco que se responsabilicede su coste.

Definición 4.7. SeaQ = <U, c,IV> un problemaFTC. Dado un vector de pesosadmisible

paraQ, a> = (wi,... ,wn), se define el costemedioponderado(con respectoa a>) bajo Q de

unacoalición3 GE IV no vacíacomo

a~(3) =

>3c(e~)
icS

biS
si ws:=>3w

2>O,

iCS

Si WS2=O.

Definición 4.8. Seag = (O,c, IV> un problemaFTC y seaTGE y un troncode O = (VE).

Entonces,se define la contracción de Q por T como el problemaFTC gr = <Gv, cr, NT>,

dondeel árbol contraídoGr = (Vr,Fr) vienedadopor

Vr = (V\T) U{Tr},

Fr = (E \ E(T)) U Er(T),

dondeE(T) = {e~/i e T}ue(T) y Er(T) — {e[ 2= (rr,j)/j e N\T y ir(j) E T}. La

funciónde costec~- asociadaal árbolGr vienedadapor

OT(e)2= c(e),

cr(eT)= c(e~),

VI e eE\E(T),

VI e}’ EEEr(T)

y el conjuntode usuariosesNr = IV \ 1.

La operaciónde contracciónde un árbol consisteen eliminarun tronco del árboly en co-

nectartodaslas componentesconexasquehanquedadoaun nuevovérticeraíz, manteniendo

siempreel costeoriginal de los arcosdel árbol no eliminados.
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w

Obsérveseque si Q es un problemaSFTC, entoncesel problemacontraídoQr verifica e’

w
todas las condicionesquedefinenun problemaETC de tipo estándarsalvo, posiblemente,

la condición (ii)6. Queremoshacernotar que, no obstante,el juego de costeasociadoa
e

sigue siendocóncavo,propiedadnecesariapara queel algoritmoqueproponemosesté bien e.

definido, e

st

Definición 4.9. Seag 2= <0,e, IV> un problemaETC verificando todaslas condicionesque

caracterizana un problemade tipo estándarcon la posibleexcepciónde la condición (u). e’

Dadoun vector de pesosadmisibleconrespectoag, a> = (wy,... ,w,~), sedefine la solución e’

e’
co—igualitaria restringidadelproblemaQ, quesedenotarápor¿‘kw), comoel vectordereparto

e’
de costesobtenidoa travésdel siguientealgoritmo:

u’

u’
Algoritmo 1

u’

PASO O. Inicializacion.

le:— 1 y g1 :=

e

e’

PASO 1.
e’

Sea11k 2= mlii { a~(T \ {r~}) / T es un tronco de Gk } elmínimocostemedioponderado

(con respectoa a>) bajo gk.

SeaTk(w) ~ IV” U {r~} el <mico máximo (con respectoal orden dadopor la inclusión) e’

tronco7de G~ de costemedio ponderadomínimo,¿i¡~.
e

Defínase~(w) := Wi/lk, VI i c Tk(w) \ {rk}.

u’

PASO 2. Criterio de parada. u’
k e

Si U Te(w)= NU{r}, entoncesparar. ¿‘ka>) := (Ef (a>))ícN es la soluciónco—igualitaria
e

f= 1
restringidaponderadadel problemaQ. u’

En otro caso,defínasegk+l = <Gk+L,ck±l,IVk±l>comola contracciónde gk por T~(w), u’

tómesele := le + 1 y repítaseel pasoanterior, u’

_____________________ u’

tel vértice raíz parteun únicoarco.

TIa existenciade Tk(w) se deducede la concavidaddel juegode coste(Nk,cc,j.
u’

e.

u’

e

e
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Obviamente,el algoritmotermina,a lo sumo,en n 2= {IV~ iteraciones.Teniendoen cuenta

las característicasdelproblemaqueestamostratando,se verifica quelasoluciónasíobtenida

coincidecon la solución igualitaria restringidade Dutta y Ray, cuandose toma a> = 1.

Además,si Tg(w) 2= {T{’>,... , 7?} es la particióndel conjuntode jugadoresIV inducidapor

el algoritmo, i.e., ~r = T,(w) \ {r¿}, VI ¿2= 1,... ,p, entoncesel repartode costesobtenido

verifica las siguientescondiciones:

= VI iET~, \/¿=l,...,p,

k

(4.10>

(4.11)
>3>3$w)= >3

k

dondeT0(k) es el troncode O definidocomo (J TYU {r} y
t= 1

~f(a>) 4(w)
taj

VI iETeW, JET
3”

4 y £<s.

Ejemplo 4.4. SeaQ = <O, c, IV> el problemaSETCdefinidoen el ejemplo4.2. Entonces,la

soluciónigualitariarestringidaparaesteproblemaes ¿Q(i) (2,2,2,4,3,3,4,4,6,3).

y _

Parale 2= 2:

112 3,

T’—{5 6 10},

4f(1)=3, VIieT~-

VI i ~ Tj’.

(4.12)

= <a2, c2, IV2>
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Parale = 3:

113=~,

Ti—~ {4,7,8},

~f(1)2=4, VieT?

Parale =4:

1146,

_ 6, VI icT,~.

6

= <Ot

Obsérveseque la partición T( 1) puedeser refinada obteniendounapartición de Q en

subproblemasde tal maneraquela restricciónde ¿Q(i) acadasubárbolde la nuevapartición

coincidecon la soluciónigualitaria restringidadel snbproblemaSFTC correspondiente.En

estecaso, la partición en subproblemasquese obtienees la partición inducidapor

descritaen el ejemplo 4.2. Estapropiedades verificadapor toda la familia de soluciones.

ParatodoproblemaSFTC,Q, y paratodovector de pesosadmisible,w e VV(g), lapartición

inducidapor el algoritmo, %(w>, puedeserrefinadaobteniéndoseunaparticióndelproblema

original, tal que la restricción de la soluciónco—igualitaria restringidaa cada uno de los

subproblemasse correspondeconla correspondientesolucióndel subproblemaconsiderado5.

8dondeel vector de pesosvienedadopor la restriccióndelvector de pesosoriginal al subárbolcorrespon-

chente.

3

6 6

= <Os,c3, IV3>
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4.4.2 Interpretacióndinámica

El algoritmo formuladopreviamentees de complejidadexponencial,cadaiteraciónconlíeva

la búsqueda(exponencial)del máximo tronco concostemedio ponderadomínimo. A conti-

nuaciónse proponeun algoritmoalternativo(algoritmo 2) de complejidadpolinomial0(n2),

dondeu 2= IIVI es el númerode usuariosdel sistema. Estealgoritmosurgecomo resultado

de dar una reinterpretacióndinámica del modelo inspiradaen la historia sobre el pintado

de carreterasde Maschleret aL (1995). Considérenselos vértices del árbol corno pueblos

en los que residenlos diferentesjugadoresy los arcoscomo carreterasde conexióncon la

capitalde la región (raíz del árbol). El costede un tramode carreterase expresaen función

del tiempo queun trabajadorempleaen pintar las líneasde dicho tramo. Así, la solución

igualitaria restringidaviene dadapor el tiempo que cadauno de los jugadoresempleaen

pintar la carreterateniendoen cuentaque: (i) todoslos jugadoressiguenpintandomientras

la carreteraqueunesu puebloconla capital no hayasido pintadaen sutotalidad, (u) cada

jugadorsólo pinta aquellostramosde carreteraqueconectansu pueblocon la capital, (iii)

todosempiezana pintar a la vez y (iv) todospintana la misma velocidad. Mascliler et al.

(1995) consideranunacondición adicional, obligación social, necesariaparala obtencióndel

nucléolodel juego. Paratodo vector de pesosadmisible,a>, la soluciónco—igualitariarestrin-

gidase obtieneconsiderandoque los jugadorespintana distintasvelocidades,w~ representa

la velocidada la quepinta el jugadori, i e N. En estecaso,el costequecadajugadordebe

asumirse obtiene,no comoel tiempoqueha estadopintando,sino comoel tramodel camino

queunesu puebloconla capitalqueha pintado.

Cadaiteracióndel algoritmodescribeel estadoen quequedanlas carreterasy prescribe

corno repartir los costesentre los trabajadoresdespuésde una jornadade trabajo. Las

jornadasde trabajovienen dadaspor el mínimo tiempo necesarioparaacabarde pintar,al

menos,unade las carreterasquetodavíano hansido completamentepintadas.El costeque

cadatrabajadorasumees proporcionalasupeso,quedadasuinterpretaciónen estecontexto,

denominaremostasa de contribución.
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A continuación, se describe el algoritmo que proponemos y se demuestra su validez para

laobtencióndetodoelementode la familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadas.

La notaciónempleadaen el algoritmo es la siguiente:

(1> ws=>3wí VI SGEN, y a>ew(g).
iCS

(2) x(e,le) £ [0,c(e)] es la fracción del costedel arcoe E E queha sido pagada(tramo de

carreteraqueha sido pintado)antesde la etapale.

(3) E~, ~ E es el subconjuntode arcosquese acabande pagar(pintar) enla etapa le.

(4) E(k) = U E~ es el subconjuntode arcosquese hanpagado(pintado)antesde la etapa
j<k

le.

(5) Paratodo i e IV, e(i, le) es el arcoacuyo costeestácontribuyendo(que estápintando)

el jugador i en la etapa le

(6> Paratodo arcoe e E, S(e,le) 2= {i E NI e(i, le) = e} es el subconjuntodejugadoresque

contribuyeasufragarsucoste(queestátrabajandoen él) en la etapale.

(7) Paratodo i e IV, la etapaen la queel jugadori dejade pagar(pintar) se denotarápor

K(i).

Definición 4.10. Sea.~ 2= <0,c,N> un problemaSETC. Dadoun vector de tasasde contri-

bución, a> ~ )‘V(0), se defineel reparto casa—raízasociadoa a>, quedenotaremospor

comoel vectorde repartode costesobtenidoal final del algoritmo 2 descritoacontinuacion.

Algoritmo 2

PASO O : Inicializacion.

le := 1,

x(e,1) :2=0, VI e CE,

E(1) 2=
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e(i,1):=zei, VI tEN,

S(ej,1) :={i}, VI ieIV.

PASO 1: Pintary pagar.

El tiempo quese emplearíaen terminarde pintarel arcoe E E \ E(k), quetodavíano ha

sido pintado,en funciónde la tasade contribuciónde todosaquellosjugadoresqueen la

etapaactualestántrabajandoen él, vienedadopor

«e, le> c(e) —x(e,le

)

WS(e,k)

El tiempo mínimo necesarioparaacabarde pintar algunode los arcosno finalizadosen

etapasanterioreses

t(k) =mín{t(e,k)/e c E\E(k)}.

Así, enlaetapaactualse trabajarádurantet(le) unidadesde tiempo. Entonces,la fracción

de cadaarcoe E E \ E(k) quese pinta vienedadapor a,s(ek)t(k),mientrasque la parte

del costede dicho arcoqueha sido pagadahastael momentoes

z(e,k+1) =x(e,k) +ws(5,k)t(k), VI eEE\E(k).

Unavez pintadoel tramocorrespondientedecadaarcoe E E\E(k), aquellosusuarioscuyo

caminode conexiónalpuntodesuministrono habíasido pintadoenetapasanterioresdebe

pagarpor el trabajorealizadoen la etapaactual en funciónde su tasade contribución.

El subconjuntode arcosfinalizadosen la etapaactual es,

= {e EE\1?(k)/t(e,k) 2=t(k)},

y el subconjuntode arcosfinalizadoshastael momentoes E(k + 1) = E(k) U E~.
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PASo 2 : Criterio de parada.

Si el árbol se ha pintado por completo,i.e., E(k + 1) 2= E, entoncesparar. El costeque

cadausuariodebeasumirvienedadopor

R}i)

4(w)=>3wít(k), ViEN,
k=1

dondeK(i) es el momentoen queel jugador i, í = 1,... , u, ha dejadode pintar.

Si todavíaquedanarcospor pintar, entoncesparatodo arcoe E E~ se distinguendos

casos:

1. Si e’ E E(le + 1) paratodo arco e’ -< e, entoncestodos los jugadoresque estaban

trabajandoen el arcoe dejande pagaren estemomento.Luego,defínaseK(i) = le, para

todo i eS(e,Aj.

2. Si existe mi arco e’ —~ equetodavíano ha sido pintado por completo,entoncestodos

losjugadoresen S(e,le) empiezana trabajaren el arcoe’ ~ E(le+ 1), todavíano finalizado

desucaminohastael punto desuministro, máscercanoal arcoe en que se encontraban

trabajando.ActualíceseS(e,le+ 1> deacuerdoconesterazonamiento.Defínasele := le + 1

y repítaseel pasoanterior.

Obviamenteel algoritmoestábien definido, i.e., paraa lo sumo enK <n iteracionesy

el vector obtenido,x~(w), es un vector de repartode costes(i.e., es eficiente). Seax~(w) el

repartocasa—raízasociadoa a> C VV(Q) obtenido,entoncesse verifica:

(01) Si e~ -< e~, entoncesK(i) =K(j). Los usuariosmáscercanosal punto de suministro

acabande pagarantes.

x’ka>) w~(02) Paratodo i,j EN, 1=7(i)=K(j> si y sólo si —.
a>)

(03) Sea4’ = { i E Y ¡ K(i) = le ~. Entonces,AW(k) = U A~ U {r} es ini tronco de 0,
1=”

9Obsérvesequealgunode los subconjuntosde vérticesasídefinido puedeser vacíosi ningúnjugadoracaba

de pagaren la correspondienteetapa.
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paratodo le 2= 1,... ,K

c(4’

)

(C4) 4(a>) 2= paratodo i E 4’, dondec(A%’) = >3 c(e~).
WAW ieA~’

Nos referiremosa la particióndel conjuntode usuariosA~(w) = {4’,... , A~} comola

partición definida por el tiempo de finalización inducida por x~(w).

A continuación se muestra con un ejemplo ilustrativo cómo funciona el algoritmo 2.

Ejemplo 4.5. Seag 2= <G, c, IV> el problemaSFTC consideradoen elejemplo4.2. Entonces,

el repartode costescasa—raízasociadoa a> = 1 se obtienecomo signe:

En la etapale 2= 1:

x(e1 1) = O, S(e1,1) = {i} y t(e~,1) = c(e~) VI icIV.

Entonces,«1) = 1, E~ = {e2,e3} y E(2) = E1.

Enla etapale = 2:

i x(e~,2) S(e1,2) t(e~,2)

1 1 {1,2,3} 1

2 1

3 1

1 {4} 5
5 1 {5} 2
6 1 {6} 3
7 1 {7} 2

1 {S} 2
9 1 {9} 5

10 1 {1O} 1

Entonces, t(2) 1, E2

1=7(1)2= K(2) = K(3) = 2.

— {ei,eío} y E(S) = {e1,e2, e3,eío}. Por consiguiente,
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i x(e~,3) S(e~,3) t(e~,3)
1 4

2 1

3 1.

4 2 {4} 4
5 2 {5} 1

6 2 {6,1O} 1
7 2 {7} 1

8 2 {8} 1
9 2 {9} 4

10 2

Entonces,t(3) = 1, E3 =

K(5) = K(6) 2= K(1O) = 3.

{es,e6,e7,esjy E(4) 2= {et,e2,e3,e5,ee,e7,es,e1o}.Luego,

En la etapale 2= 4:

i x(e~,4) S(e~,4) t(e1,4)

1 4

2

3 1

4 3 {4,7,8}1
5 3

6 4
7 3

8 3

9 3 {9} 3
10 2

Entonces,t(4) 2=1, E4 = {C4} y E(S) 2= {eI,e2,ea,e4,e.5,e6,e7,eg,elfl}.Luego,K(4) 2=4.

En la etapa le 2= 5, «5) = 2, E5 = {eg} y E(6) 2= E. Entonces, K(9) = 5 y

198

En la etapak = 3:
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Proposición4.5. Seag = <O,c, IV> un problemaSETO.Entonces,para todo vectorde tasas

de contribución,a> E VV(Q), el reparto de costescasa—raz’z asociadoa a>, x~(w), coincidecon

la soluciónw—igualitaria restringida de Q.

Demostración:Dadoun vector de tasasde contribución(vectorde pesosadmisible)a>

seaTg(a>) = lTr,... , T”} la partición del conjuntode jugadoresasociadaa

Probaremosque 70(a>) coincidecon la partición ~4«a>) 2= {A5~’,... , A~¿} definida por los

tiemposde finalizacióninducidospor el vector de repartode costesx
0(w).

SeaA~h’ el primer subconjuntono vacío de 4~(w). ComprobaremosqueTi” = A~’. Para

probardichaigualdades suficientecon teneren cuentaque:

(i) ~ es el máximo tronco del árbol O quese acabade pintarprimero.

(u) El tiempo quese tardaen pintar un tronco,T, de O vienedadopor

a~(T\{r}) = c(T

)

WT\{r}

De la igualdad‘r = A~’, se deduce

ContráigaseQ por TtI, obviamentefl(a>) 2= {T4a,.. .T,fl y 4~(w) = {A~t,... ,A~j

se corresponden,respectivamente,conlas particionesinducidaspor ambassoluciones’0en el

problemacontraído. Así, aplicandoel mismo razonamientoal problemacontraído,se tiene

que14” 2= ~ donde~4~”es el segundosubconjuiutono vacíode v4g(w) y, porconsiguiente,

af (a>) — ~ (a>), para todo i E At = T4”. El resultadose deducede la aplicaciónreiterada

‘0dondeel vector de pesos(tasasde contribución) en el problemacontrafdo viene dadopor la restricción

del vector de pesosoriginal.
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u,

del razonamientoanteriorsobrelos sucesivosproblemascontraídos. O O

e’

*

Observación4.3. Trivialmente, de la interpretacióndinámicade la familia de soluciones e
igualitariasrestringidasponderadasdadapor el algoritmo 2, se deducequedichafamilia es e’

descomponible.Es decir, dadoun problemaETC, Q = <G, e, IV>, verificandotodaslas condi- e”

e’clonesquecaracterizana un problemaSFTCaexcepciónde la condición(Ii), severifica que
e

paratodovector de pesosadmisibleparaQ, co £ VV(g>, lasoluciónco—igualitariarestringida
e’

de Q se obtienecomo el productocartesianode las correspondientessolucionesde cadauna
0’

de sus componentes.

e

st

4.4.3 Relacióncon el corazóndel juego

u’

La aproximacióndinámicaal problemano sólo nosproporcionaunaherramientasencillade st’

st
cálculo,sino que tambiénnos permiteobtenerel principal resultadoacercade la familia de

u’

solucionesigualitariasrestringidasponderadas.Paratodo problemaSETO, Q = <O, c,IV>, el
u’

conjuntocompuestopor todaslassolucionesco—igualitariasrestringidas,cuandoa> varíasobre

el conjunto VV(Q) de vectoresde pesos (tasasde contribución) admisiblespara9, coincide e’

conelcorazóndel juego de costeasociado,(IV, cg). Una vez establecidadicha equivalencia, u’

e’
se estudianlas propiedadesde la aplicación~ : ‘/9(9) -~ core(cg),queasignaacadavector

e
de pesosadmisiblea> la soluciónco—igualitariarestringidadel problema9.

e’
Teorema4.1. Sea9 = <O, e,Y> un problemaSETC, entoncescore(cg)= ~ft(VV(9)), donde

U’

es el conjunto de todaslas solucionesigualitarias restringidasponderadasde 9.

u’

Demostración:Veamosque severifica la igualdadprobandola dobleinclusión. En primer U’

u’
lugar, la inclusióne0(W(Q))G core(cg)se deducetrivialmentedel lema4.3.

e-

Veamosquese verifica la otra inclusión,core(cg)cE eft(w(g)). Paraello, comprobaremos e’
e’

queparatodo vectorde repartode costes,x £ core(cg),existeun vectorde pesosadmisible,
e

a> e >V(Q), tal que¿Q(w) = x.
e’
u’

*

*

e’
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SeaSG(x) = {O’,... , O”} la partición de 9 en subproblemasinducidapor x (proposi-

ción 4.3). Se distinguendos casos:

Caso 1. Si So(x) es la partición trivial Sg(x) = {O}, entoncesdefínasew1 = z~ para todo

£ IV. Obviamente,a> 2= x E VV(Q) y de las desigualdadesdel corazónc(T) =x(T), VI T

tronco de O, se deduceque

c(N

)

pi zzinm{aw(T\{r})/T, troncodec}=aW{N)2= Z1.
coN

Luego,~(w) = w1a~(IV) = x~, VI i E IV.

Caso 2. Si Sc(x) = {G’,... ,G”}, donde0k = (Sk U {rk},Ek), VI le = 1,... ,p, es

unapartición no trivial, entoncesconsidéresela relaciónde precedencia-< definidasobreel

conjunto{S1,... , 54 como sigue:

~ BiESj talque StCF(i).

Entonces,defínasewí = ag~, VI i e 55, y ¿ = 1,... ,p, siendoa = (al,... ,a~) >0 y

verificando:

[Si S,-<St 2=Z~ c~=at] VI 1<¿,t=p.

Obviamente,a> e 1’V(Q). Veamos que efectivamenteegeo) 2= x. Lo probaremospor

reducciónal absurdo. Se comprobaráque de la negaciónde ¿(wfr = x se deduceque

x ~ core(cg).

Dela elecciónde a> se deducetrivialmentequesi S~ precedeaSt, entonceslosjugadoresde

S, cubrenel costecorrespondienteal pintado de S~ (
2iE5

1 c(e~)) antesde quelos jugadores
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en S~ hayancubiertoel costecorrespondientea S~ (EjEs,c(e3). Así pues,se tieneque
e

>1? c(e~) = >3 x,,
zES¿

VI ¿2= 1,... ,p.
es

(4.13)
e.

e’

e”

e’Si ¿~(a>)~ x, entoncesde (4.13) se sigue que paraalgún t E {1,... ,p} debenexistir dos

jugadoresi, j E St, verificando

y (4.14)

Por otro lado, Lir = atxr, at > O, paratodo ~- E St, entoncesde la condición (4.14) se

deduceque

~ (a>) W~

Por tanto,de la condición (C2)” se deducequeel jugadori acabade pagarantesde quelo

hagael jugadorj, i.e., 117(i) <1=7(j).

Seaj~ el jugadoren el camino¾más cercanoal vértice raíz que deja de pagar en la

mismaetapaen que lo haceel jugadorj, sea¿E {1,... ,p} tal quej~ E S~, y sea

Ft7) = {rE 5k /3 —<‘r, Sk E~ 5t },

el conjuntode sucesoresde~1’en { S~ ¡ Sk M St }.

Paratodo r E Ft(jfl se tieneque¿a,. 2= flk~Xr =atx,.. Entonces,de las condiciones(01)12

<ML], Vi,JCN.
wj

u,-

e’

e

e’

Z¿Ña>
íES¿

e’

e

e’

e’

u’

U”

e’

e”

e’

e’

e’

e’

u’

u’

U’

U’

U’

u’

u’

u’

u’

e’

e’

e’

e’

x~ <w)

e’

e’

e’

U’

e’

u’

u’

u’

*

e
e

*

a
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y (C2) se deduce

~(w) > Lir — ~krXr >
K(r) =K7) = K(j) s=~ ___4(w) — Lii cx~x~ — Xj

VITEFtQPO. (4.15)

Luego,como 4(w) > xj, de (4.15) se tieneque

4~(w)>z,., V rEFdj). (4.16)

SeaS¿ launióndetodosaquelloselementosen {S1,... , 84 queprecedenestrictamentea

St,entoncesS¿ y S¿US~sontroncosautónomosen ¿~(co). A continuación,comprobaremos

que L~ = (S¿ U S~) \ F~(j) es tambiénun tronco autónomoen

Como 1>17(i) < K(j) 2= 1C(5), de la condición (01) se deduceque i ~ F(j). Entonces,

teniendoen cuentaque O es un árbol estándar,se tiene que ? 2= ir(j*), predecesordel

jugador j~, no es el vértice raiz
t3. Además,por la elecciónde j, K(i*) < K(j*) =K(r),

VI r C Ft(j*). Entoncesningún jugador de p~(j*) contribuyeal pago de arco algunodel

camino14. # 0. Por tanto, L~ es un troncoautónomoen C~k¿O, i.e.,

(4.17)
tEla zCLt

Pero,de (4.16), (4.17) y de la definición de Sc(x), seobtiene

xi— >3
ieF~(i)

E :r,— >3 cf@.o=
zES¿USt tEFt(j~)

— >3 c(ez)—>3 c(e~)=>3c(e,),
zESUS¿ ZEFt(J*) tEL,

203

>3 xi = >3
iESgUS~

130 es un árbol estándar,si y = zr(j), entoncesde la condición(Ii) se deduceF(j) = N.
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e

violandola restriccióndel corazóncorrespondienteal tronco L~ 2= (S¿U St) \ Ft(j*). O

e

Así, se tiene que la negaciónde la tesisquequeriamosprobarcontradicela pertenencia e

de x a core(cg)y, por tanto,el resultadoquedaprobado. D U
U’

U’

Dela demostracióndel teoremaanteriorse deducetrivialmenteelsiguienteresultado,enel e

quese establecenlas propiedadesde la aplicación~. Comoseha visto, un mismoelemento e’

u’
del corazóndel juego se puedeobtenera partir de distintos vectoresde pesosadmisibles,

u’
siemprey cuandoparatodojugadorse sigamanteniendosuimpactorelativo conrespectoal

restode jugadores. e-

u’

Proposición4.6. Para todo problema SFTC, Q 2= <G,c,IV>, sea : W(Q) —* core%)
la aplicación que asigna a cada vector de pesosadmisible con respectoa 9, co E W(Q), la u’

solución co—igualitaria restringida de 9, ((a>). Entonces st

es

U’

(i) Para todo vectorde reparto de costes,x, pertenecienteal interior relativo del poliedro —

core(cg) o a una facetade tipo (1), se verifica u’

e’

(EQ)~l(x)={coEw(g>/EQ(w)=x}={ax/a>O}. e’
e’

u’

e’
(u) Para todo vector de reparto de costes,x E core(cg),pertenecientea unafaceta de tipo

e’
(II), se verifica

U’

((Y”’(x)={coEW(9)/a.v~=a,x1, VIieS¿, a~>O, VI¿=1,...,py st

e’
aÉ=at, VI¿,t tales que S¿§St},

u’

e’

dondeSa(x) — jO’,... ,OP}, C~ —‘- (S,U{r¿},E,), e = 1,... ,p, es la partición de u’
e-

9 en subproblemasinducida por x ~¡({S~,... , S,,}, -<) es la relación de precedeneza
st

definida anteriormente.
*

e-

e-

*

*

*
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4.4.4 Caracterización

Seconcluyeel estudiodela familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadasobtenien-

do unacaracterizaciónde los elementosde dicha familia como procedimientosde asignación

de costes.

SeaY’ el espaciode todoslos problemasSFTC, entoncesun procedimientode asignación

de costespara problemasSFTC es una función, E : Y’ —* U NCI~ J~, asignandoa cada

problemaSFTC, 9 = <O,c,IV>, un vector de repartode costes,E(G, e,IV) E JR~.

La regla igualitaria restringida se definecomo el procedimientode asignaciónde costes

TIE0 : Y’ —4 Li NGIIV IR+, queasignaacada 9 2= <0,c, IV> e Y susoluciónigualitariarestringida,
jN¡<oc

c, IV).

Extenderla regla igualitaria restringida requiere la consideraciónde una funciónque

asigneacadaproblemaSF370,9 = <O, e, IV> E Y’, un vector de pesosadmisiblepara9, i.e.,

¿a : Y’ —* U NCN R!~i verificando w(O,c,IV) E W(9) para todo problemaSETO, 9 e Y’. A
¡N¡<oc

toda función,Li, quecmnpladicha condiciónla denominaremossistemaadmisible de pesos.

La regla ¿a—igualitaria restringida se define como el procedimientode asignaciónde costes,

E”’ : Y’ -4 U NC¶V E~, que asignaa cadaproblemaSF10, 9 = <O,e,IV> e Y’, su solución
N[Coo

w(G,c,IV)—ignalitaria restringida,E”}O, e,IV).

El objetivo quenosplanteamoses obtenerunacaracterizaciónde dichosprocedimientos

de asignaciónde costesquerefleje las característicasesencialesde las solucionesen las quese

basan: igualitarismoy promociónde interesesindividuales.La primerade ellases reflejada

por medio de unapropiedadde minimizacióndel rango de los vectoresde repartode costes

obtenidos;mientras que la segundaquedareflejada mediantela exigencia de que dichos

vectoresde repartopertenezcanalcorazóndel juegodecosteasociado.Sinembargo,estasdos

condicionesno son suficientesparacaracterizara las reglasco—igualitariasrestringidas,sino

queseránecesarioconsiderarunapropiedadadicionalde carácterdinámico, rnonotonicidad

con respectoa la función de coste.
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Veamosen primer lugaralgunasdelas propiedadessatisfechaspor las reglas¿a—igualitarias

restringidas.

Definición 4.11. SeaE : Y’ —* U NCW un procedimientode asignaciónde costespara
¡Nkoc

problemasSETO . Se dice queE verifica la propiedadde:

(i) Monotonicidadcon respectoa la función de costesi y sólo si paratodo par de proble-

masSF370 , 9 = <G,c,IV> y 9’ = <G,ctN>, talesque¿ > c severifica

EdG,c’,IV) =E1(G,e,IV), VI i E IV.

(u) Pertenenciaal corazónsi y sólo si E(O, c,IV) E core(cg),paratodo problemaSFTC,

9 = <O,c,IV> E Y.

Obviamente, las reglas ¿a—igualitariasrestringidasverifican ambas propiedades. Sea

C
0(G,c,IV) la solución igualitaria restringida del problema 9 2= (0, c, IV> E Y’ y sea

‘Tg(1) = {Ti,... , T,} la partición del conjunto de jugadoresIV asociadaa E0(G, c, IV) in-

ducidaporel algoritmo 1, entonceslas condiciones(4.10), (4.11) y (4.12) sepuedenexpresar

como sigue:

C(O,c,IV) =g(G,c,N), VI i E 2’~, JET
5, para todo t = 1,... ,p, (4.18)

ZZE~(G,c,N)= >3 c(e~), VI k2= 1,... ,p, (4.19)
el’1 ieT(k)

k

donde1(k) es el tronco de O definidocomo ~ T, y
¿=1

E(O,c,IV)<E(O,c,N), VI iETk, JET, si k<~. (4.20)
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Lema 4.5. Dado un problema SFTC,9 = <G,c,IV> E Y, seaE0(G,e,IV) susolucióniguali-

taria restringida y TQ(1) = {T~,... , 14 la partición del conjunto de jugadoresIV asociada

a E0(O,e,IV) inducida por el algoritmo 1. Para cualquier k C {1,... ,p — 1}, considéreseel

problema SFTC gk = <O, cA, IV>, donde la función de costeé viene dada por

ck(ei)= c(e
1)

ck(ei)=c(ei) ~ce,

VI ieí, y ¿<le

VIiCT¿ y t=le+1,

donde~5 Eje’1 c(e1) _ E~ETk c(e~

)

1,1 ITk~ Entonces,{íft,... ,Tt}, donde4 = T~ para todo
¿ < le — 1 y — UÉ>kTe es la partición del conjunto de jugadores IV inducida por

E
0(G,ck, IV). Ademós,

VIíET
5 y ¿<le

(4.21)
VIieT5 y ¿=k+1.E~(O,~k, IV) EÍETk c(e~

)

Tk[

Demostración:Sea~ el vector definido por la expresión(4.21).

~0(Q,~k,~\T) En primer lugar, se pruebaque~ e core(cgk).
Se debedemostrarque

En efecto,~j =O paratodo i E IV y, comose compruebaacontinuación,es eficiente.

>3ck(eD= >3 c(ez)+IUTs
leN ieT(k)

¡ EÍGTkc(e1) —

IT&P

k
=>3ZE:(o,c,N)H~>3>3~,.=>3m

5=1 jeT, tk jeT, leN

dondela segundaigualdad se deduce de la condición (4.19). Luego, por el lema 4.1 es

suficienteprobarque>3 p~ =>3 ¿(ei), paratodo tronco 1 de O.
jeT IeT
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u,

eSeaT un tronco cualquierade O, se distinguendos casos:

(i) Si T q U T1, entonces

e’

e’

e’

5.

>3
tCl’

>3C(O,c,
le’

N) =>3c(e~) =

le’
>3¿(ef).
zET

St

e

es

U’

(u) Si T fl (U T,) # 0, entoncesconsidérenselos subconjuntosde vértices T’ = 1 fl 1(k)

t>k
y T”=T\T’. Severifica

- >3c(ez)
tel”’

Sr

e’bk

Ziel’¿ c(e1

)

)
Ziel’k c(e~) —

ITkI

— >3c(e~)
tel”’

->3E:(c~
jeT”

e,IV) + ¡T”¡ .
216l’k c(e~

)

TkI

De la expresión (4.22) y del hechode que EMO,e,IV) perteneceal corazóndel juego de

coste (IV, cg), se deduce

te’

r.... r(efl
2= >3 E(G, c, IV) + lT”~ . t~itEIk ~v~sl

jeT’ Tkk

C(G,c,IV) +
tel”

>3
tel”’

C(G,c,IV) + >3 ¿(ea-
IGl”’

>3 c(e~) =
tel”’

tel” tel”’

e’

U’

u’

u’

2= >3ck(e,)

tel’

e.

U’
Así, se tiene que s~ E core(cgk).A continuación,se probaráquela particióndel conjunto

u’
de jugadoresinducidapor el algoritmo 1 para calcularla soluciónigualitaria restringidade

gk, {Tt,... , 1/,” }, coincidecon la particióndefinidaen el enunciadodel lema.
U’

U’

u’

e’

u’

u’

*

e

>3¿(e~)
IGl”’

->3
tel”’

e

e’

5>k

e’

e’

o

es

e’

(4.22)
U’

u’

U’

e’

U’

e’

u’

u’

U’
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De la pertenenciade y a core(cgk),de la definición de ~oy de la condición (4.20), se

deduce

>3ck(ei) =>3~=>3(E~GTlc(eI>
IGl’ tel’ tel’ TI , VI T, tronco deG.

Además,obsérveseque si 2’1 9 1, entoncesla segundadesigualdades estricta. Luego, el

máximo tronco de coste(con respectoa ck) medio mínimoes T,, i.e., Tk —

Aplicandoreiteradamenteel razonamientoanterioracadaproblemacontraídoseobtiene

el resultado(téngaseen cuentaque = (vJjeN\r
1 pertenecealcorazóndelcorrespondiente

juego de costeasociadoal problemacontraídopor T1, como quedóprobadoen la proposi-

ción 4.3).

El lema anterior se extiendeal caso en que la soluciónconsideradasea una solución

igualitariarestringidaponderadacomosigue:

Lema 4.6. Dado 9 = <O, e, IV> e Y’, para todo a> c Vil(O), vector de pesosadmisiblepara

9, sea E”’(G, c, IV) su solución co—igualitaria restringida y sea 7~(a» — {T~ .. , 7~} la

partición del conjunto de jugadoresIV asociadaa E”(G, e,N) inducida por el algoritmo 1.

Para cualquier le e ji,... ,p— 1}, considéreseelproblemaSFTC gk — <O, ck, IV>, dondela

función de costec~’ viene dada por

VI ieT/ y ¿<le

c”(e1)=c(e3—w1e5, VI ieT~ y ¿=k+1,

dondee~ = aw(T~) — a~., (Tv). Entonces{L~’,... , 14’}, dondeLT = 2i¿”Ñ para todo _

y 2= UÉ=kTtes la partición del conjuntodejugadoresIV inducidapor E”’ (O, ck, IV).
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VIieTf y ¿<le,

VI iET~W y ¿=le±1.
(4.23)

Demostración:Si a> esun vector depesosadmisiblepara9, entoncesa> es tambiénadmisible

paragk, luegoe”’(G, ¿, IV) estábiendefinida. Además,las condiciones(4.18), (4.19)y (4.20)

se extiendena ~“‘ (O, c,N), entoncesel resultadose obtiene adaptandode forma directala

demostracióndel lemaanterior. O

Natación. Se denotarápor M a la clasede procedimientosde asignaciónde costesen

Y’ compuestapor todos aquellos procedimientosde asignaciónde costesparaproblemas

SF370 queverifican las propiedadesde monotonicidadconrespectoa la funciónde costey

pertenenciaal corazón.

Teorema4.2. La regia igualitaria restringida es el dnico procedimientode asignaciónde

costesen Y que minimiza el rango de los vectoresde reparto de costes~4sobreM.

Demostración:Enprimerlugar,se probaráqueefectivamentela reglaigualitariarestringida

minimizael rango de los vectoresde repartode costessobrela claseconsiderada,paraluego

probarqueel mínimo es único.

1) Dado~ EM, se demostraráqueparatodo problemaSFTC, 9 2= <0, c, IV> E Y, severifica

máx{ p
1(G,c,N)/i ~N } =máx{ E~(G,c,IV)/i E

14rango(¿t(C,c,N)) = win{rango(~(G,c, N)) / ~ e M}, paratodo Q = (O, c, 1V> 6 7.
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Además,

*

*

9

e

e’

U’

U’

e’

U’

e’

e

U’

U’

u’

u’

U’

U’

st

e’

U”

u’

u’

U’

u’

u’

e’

e’

U’

e’

U’

U’

U’

e’

e’

u’

e’

u’

e-

a

e-

es

u’

*

es

e’

(4.24)



4.4. Solucionesigualitarias restringidasponderadas 211

y

mín{vj(G,c,N)/iEIV}=mín{4i~(G,c,N)/iEN}, (4.25)

dondeE0(G,c, IV) es la soluciónigualitariarestringidade 9 = <O, c,IV>.

Sea{Ti,... ,14 la partición del conjuntode jugadoresasociadaa E0(G, c,IV) inducida

por el algoritmo 1. Se distinguen dos casos:

(i) Si p = 1, entoncesC(G,e, IV) = c(IV). ({,... , ~). Luego, las desigualdades(4.24) y

(4.25) sededucentrivialmentede la eficienciade ~o(O,c,N).

(II) Si p> 1, entoncesen primer lugarprobaremosque

máx{q2
1(G,c,N)/iET~}=máx{E~(O,c,N)/iEN}.

Supóngase,por el contrario,que

máx{ p~(G,c,N)/i E T~, } <rnáx{~(G,c,AT)/i E IV},

entoncesde la condición (4.20) se deduce

VI iET,.

Entonces,de la condición (4.19) y de la eficienciade ambassoluciones,se tieneque

c(e~)= >3
tET(p—1)

E~(G,c,N>< >3>3
167(4>—1)

SOi, (4.26)
IGT(p—1)



r
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dondeT(p—1> es el troncodeO, U T,, encontradicciónconlapropiedadde pertenencia
tcp

al corazón.

Así,

máx{ ~(G, c, IV) ¡ i EN } =máx{ ~ c, IV) Ii E 1, } =máx{ E~’(O, c, IV) /i EN }.

Análogamentese demuestraque

mfn{q,1(G,c,IV)/i e N} =min{y1(G,c,IV)/i CT, } =mín{Ef(G,c,N)/i E N}.

Así pues,se ha probadoqueparatodo procedimientode asignaciónde costes~ E M y

paratodoproblemaSFTC, O E Y’, se verificanlas desigualdades(4.24) y (4.25). Luego,

rango(c,o(G,c,N))= máx{~~(O,c,N)/i EN} —min{p1(G,c,N)/i e IV} =

=máx{~(G,c,N)/i cN} —mffi{4f(G,c,N)/i EN} 2= rango(~’(G,c,N)),

VI Q2=<O,c,N>EY’, VI ,oEM.

2) A continuaciónse establecela unicidad.

rango(E
0(G,e, IV)), paratodo 9 = <O,c,N> E Y’.

Dado9 = <O, e, IV> E Y’, se demostraráque~ e, IV) E~(O,e,

Sea~ E M tal que rango(q.i(G,c,N)) 2=

VI i E N.

Comoantes,sea{T~,... ,T4 laparticióndelconjuntodejugadoresasociadaaCO(G,e,N)

inducidapor el algoritmo 1. Se distinguendos casos:

(1) Sip 2= 1, entoncestrivialmentedebeser~(G, e,N) 2= E~(G,e, IV) 2= c(IV) . (.1,... ,

e’

*

e

u

e

e
e

u’

e’

e

e

e’

e’

St

u’

e’

u’

e’

e

e’

e

e’

U’

e

e

u’

e

es

e

e.

e’

u’

e

u’

e’

e’

e

*(Ii) Sip> 1, entoncesse demostraráque~o~(C,e, IV) = E~(O, e,IV>, paratodo i E Ti,, para
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todo le 2= 1,... ,p, por inducciónhaciaatrásen el índice le.

Veamosquese verificala igualdadparale 2= p: Si rango(p(O,c, IV)) = rango(E0(G,c, IV)),

entoncesde las desigualdades(4.24) y (4.25), se deduce

máx{~p
1(O,c,N)/icIV} =máx{E~(O,c,IV)¡i EIV},

entonces,

VIielj.

Luego, si (q~dO,c,IV))16~ # (E(G,c,IV)(O,c,IV))16~,entoncesdebeexistir i E 1,

tal que~v~(O,c,N)=E(O,c,N),de donde

>3 p1(G,c,N)<>3~(G,c,IV) = >3 c(e1),

IGl’,, tEl’,, jET,

y, por consiguiente,de la eficienciade p(G, c, IV), se deduce

>3 c(e1)< >3 ‘p1(G,c,IV),
16l’(p—1) IGT(p—L)

en contradicciónconla propiedadde pertenenciaal corazón.Luego,

c, IV) = ~(G, c, IV), VI iET~.

Supóngaseque p1(G,c,IV) = E~(O,c,N), paratodo i E T5, paratodo¿ = le,... ,p. Se

comprobaráque, en tal caso,~1(C,c,IV) 2= ~(G,c,N) paratodo le Tkl.
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Considérese el problema SF10, <O, ~ IV>, definidoen el lema4.5, entoncesse ven-

fica:

(a)

(b)

(c)

ckl <~

ViET,, VI l<k—1.

VI icT5, VI l>k—1.

Obsérvese que la condición (c) se deduce del hecho de que {Tt’,... , T~.¿}, donde

= ~ T~ es la partición del conjunto de jugadoresasociadaa EC(O,ckl,IV)
5>k—I

inducida por el algoritmo 1 (véaseel lema 4.5) y de la aplicacióndel razonamiento

anterior al problema <O,c~
1, IV>.

De la condición (c) y de la eficienciade ambassoluciones,se deduce

>3 ~,~(G,ck”tN) 2= >3 EUG,ck1,N).
16l’(k—1) ieT(k—1)

Por tanto,por la condición (b) se tiene que

>3 ~í(G,ck<N) 2=

z6l’(k—1)
>3

ZGl’(k— 1)

~(G,c,N).

Por otro lado, por hipótesisde inducción, se verifica

>3>3~,(G, c,N) 2= >3>3E(O, c,N).
t>k tel’í 5=kt6l’¿

(4.27)

(4.28)
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Luego,de (4.27), (4.28) y de la eficienciade ambassoluciones,se deduce

>3 E’(O,c,IV) = c(IV)—>3>IC(O,
t>k tET¿i6T(k—1)

= c(N)->3>3#O,c,IV) =

5>k 16’
1

>3 ~(C, c, IV)
iGl’(k—1)

Entonces,teniendoen cuentaque la propiedadde monotonicidadimplica

p1(O,ck’L,IV) =p1(G,c,IV), VI ieN,

se tiene que

~1(O,c,IV) 2= ~1(G,ckí,IV), VI zET(k—1).

Luego,de (b) y (c) se deduce

p1(O,c,IV) = 401(G,ck’L,IV)= g(C,ck’l,IV) 2= E~(O,c,IV) VI iET~j.

La caracterizaciónde la regla igualitariarestringidase adaptaal casoasimétricosiempre

y cuandoel sistemaadmisiblede pesos¿aquedefinela reglaigualitariarestringidaponderada

verifiqueciertascondiciones.

Definición 4.12. Se diráque un sistemaadmisiblede pesos¿aespositivosi w~(G,c, IV) > O,

ViEN, VIQ<G,c,IV>EY’.

>3
26l’(k—1)

215

c,IV) 2=

E

Proposición4.7. Sea¿a: Y’ —* U NC¶V 1Wt~ un sistemaadmisibledepesospositivo. Entonces
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la regla ¿a—igualitaria restringida minimiza el rango ponderado(con respecto a ~}í5 de los

vectoresde reparto sobre la clase de todos aquellos procedimientosde asignaciónde costes

para problemasSFTC verificando la propiedadde pertenenciaal corazon.

Demostración:Sedemuestraadaptandode formadirectael apartado1) de la demostración

del teoremaanterior.

Si ¿a es un sistema admisiblede pesosno positivo, el teorema4.7 se extiendesiemprey

cuandoel máximo y el mínimo seancalculadossobreel subconjuntode jugadorescon peso

estrictamente positivo y la clase de procedimientos de asignación de costes considerada se

reduzcaa todos aquellosprocedimientosde asignaciónde costesparaproblemasSETO, E,

verificando la propiedadde pertenenciaal corazón,talesqueparatodo 9 = <O,c, IV> e Y’

satisfacen4~(G,c, IV) = O, paratodo i E IV tal que¿a~(O, e, IV) = O. A continuaciónse obtiene

unacaracterizaciónde las reglas¿a—igualitariasrestringidasen el casoparticularen que¿a sea

un sistemaadmisiblede pesospositivo y homogéneo.

Definición 4.13. Se dirá queun sistemaadmisiblede pesos¿aes homogéneosi y sólo si ¿aes

independientede la funciónde costedel problemaSETO, i.e., ¿a(G,e,IV) = ¿a(G, e’, IV) para

todo par de funcionesde costee, e’.

Teorema4.3. Sea¿aun sistemaadmisibledepesospositivoy homogéneo.Entonces,la regla

¿a—igualitaria restringida es el ?inico procedimientode asignación de costespara problemas

SFTC que minimiza el rango ponderado(con respecto a ¿a) de los vectoresde reparto de

costessobre la claseM.

Demostración:La suficienciasedemuestraadaptandode formadirectael apartado2) de la

demostración del teorema 4.2; mientras que la necesidad ha sido probada en la proposición 4.7.

E

De hecho,el resultadode caracterizaciónde la reglaigualitaria restringida(teorema4.2)

15tnáx~‘ ¿~(G,c,N) ¡ eN1 Í f ¿~(G,c, 1V) ¡16 N}.

lwí(G,c,N) f w
1(G,c,N)
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es similar al resultadode caracterizaciónde la reglamediarestringidade repartopropuesta

por Aadland y Kolpin (1998) para problemasdel aeropuerto.No obstante,ademásde que

la caracterizaciónquenosotrosproponemoses válida en un contextomás amplio, la carac-

terización propuesta por ellos involucra una propiedad adicional, ordenación (ranking, en

inglés). Dicha propiedadestablecequeel costeasumidopor los usuariosde acuerdocon el

procedimiento de asignación de costes en cuestión debe preservar el orden establecido por la

relaciónde precedencia(y, j.

Por último, se establecela independencialógicade las propiedadesquecaracterizana las

reglasconsideradas.

Proposición4.8. Las propiedadesconsideradasen el teorema de caracterización4.8 son

lógicamenteindependientes,te., existenprocedimientosde asignacióndc costesparaproble-

masSFTC que no satisfacenexactamentecada una de ellas.

Demostración:

1. No minimizacióndel rango ponderado:Paratodo sistemaadmisiblede pesospositivo y

homogéneo,el correspondientevalor de Shapley(dual) ponderado(ver sección4.5) defi-

nido por el sistemade pesos(¿a(O,e,IV), {IV}) paratodoproblemaSF370,9 = <G,c, Y>,

verifica las propiedadesde monotonicidadconrespectoala funcióndecostey pertenencia

al corazón,pero no minimizael rangoponderadosobrela claseconsiderada.

2. No pertenenciaal corazón:Paratodo sistemaadmisiblede pesospositivo y homogéneo,el

procedimientode asignaciónde costesparaproblemasSF370 que se obtienerepartiendo

el costeglobal proporcionalmenteal pesode cadajugador, i.e.,

<p1(C,c,IV) — w~(G,c,N) c(IV), VI i EN, VI 92= <C,c,IV> E Y,
WN(a, e, IV>

minimizael rangomedio ponderado’
6y verifica la propiedadde monotonicidadconres-

pectoa la funciónde coste,pero no verifica la propiedadde pertenenciala corazon.

‘6sobrela clasede todoslos procedimientosde asignacióneficientes.
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3. No monotonicidadcon respectoa la funciónde coste: Paratodosistemaadmisiblede pe-

sos positivo y homogéneo,considéreseel procedimientode asignaciónde costesdefinido

como sigue:

Dado 9 6 Y’, sea .Ag(¿a(G,c,IV))= {A~X0,... ,Á~’(Q)(9)} la partición definida por el

tiempode finalizacióninducidapor la solución¿a(G,c, N)—igualitaria restringidade 9.

SeaC la subclasede problemasSETO compuestapor todosaquellosproblemasdel ae-

ropuertoparalos que le(O) 2= Ag(¿a(G,c,N))~=3, y tales que A~j(9)~ =2, para algún

1 <¿ < le(O).

Entonces,paratodoproblemaSF370,9 E C, seai el jugadoren máspequeño(con

respectoa ¿a(G,e, IV)) y j el jugadormásgrande.Es sencillodefinir unaperturbaciónde

la regla¿a—igualitariarestringidaquecoincidacon dicho procedimientofuerade £3 y difiera

en £3 transfiriendounacantidadlo suficientementepequeñadel jugador? al jugador j~

como paraquela únicapropiedadque se viole seala de monotonicidadconrespectoa la

funciónde coste.

Por ejemplo, parael sistemade pesos¿a(G,e,IV) 2= 1 E R¶,, defínase~,:Y—+UNcnh/t~i
¡N¡<co

comoel procedimientode asignaciónde costesen Y quecoincideconla regla igualitaria

restringidasobreY\ {Qo} y y’(Qo) 2= (1, 1’5, 2’5, 3), dondeQo es el problemadel aeropuerto

definidoporN={l,... ,4}, 1~.<2~<3-.<4,c1=1,c2=ca2=2yc4=3. U

4.5 Valoresde Shapleyponderadas:Un enfoquedinámico

En la secciónanterior se ha descritoun procesodinámico (repartoscasa—raíz)parala ob-

tención de cada nno de los elementosde la familia dc solucionesigualitariasrestringidas

ponderadas.Dicho procedimientose basaen la idea de quecadausuariopinta partede las

carreterasqueconectansu pueblo con la capital. En estasecciónproponemosun proceso

dinámico (repartosraíz—casa)basadoen la mismaidea, pero conun planteamientoduaL En

este caso, cada usuario pinta también parte de las carreteras que conectan su pueblo con la
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capital, pero el sentidoconsideradoes el opuesto. En primer lugar, se fijan exógenamente

puntosde suministrointermediosen el árbol de conexiónoriginal, de forma queel interés

de cadausuariose centra,en estanuevasituación,en ser conectadoal punto de suministro

intermediomáscercanoasu lugar de residencia.Qué fracciónde cadacarreteradel camino

queconectasupuebloconsucorrespondientecapital localpinta cadajugadordepende,por

un lado del hechode quecadajugadorempiezatrabajandoen la carreteraqueparte de su

capital local (vértice raíz local quele corresponde)y, por otro lado, al igual queen el caso

anterior, de su tasa de contribución. Se demuestra que el conjunto compuesto por todos

aquellos repartos obtenidos mediante este nuevo procedimiento coincide con el conjunto de

valores de Shapley (duales) ponderados (Kalai y Samet (1988)) del juego de coste asociado

al problemade conexión.

Definición 4.14. Sea 9 = <O, e,IV> un problemaSF370. Un reparto de costesraíz—casa

para 9 se define como el vector de repartode costes,x’T.5(9), que se obtienesiguiendoel

procedimiento que se describe a continuaczon:

El costequecada usuariodebeasumirse determinaen un númerofinito de etapasen

basea:

1. Una partición 8 = {O’,... , G”} de 9 en subproblemas (ver definición 4.4).

2. Un vector de tasas de contribución, -y e 1R~, asignadasa priori a cada uno de los

jugadores,admisible para cada mio de los elementosde la partición 3. Esto es,

9k — (‘YDicsk eW(Qk), VI le 2= 1,...

3. La partición consideradaen 1. determinalos puntosintermediosde suministro,i.e.,

paratodo i EN, el jugadori es asignado a la raíz local rk si i E Sk, le E {1,... ,p}.

En cadaetapacadajugadorcontribuyeacostearun determinadoarcodel caminoquele

conecta con el punto intermedio de suministro que le ha sido asignado, empezando a contribuir

al costedel arcoquepartede suraíz local.
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Claramente,el costequecadausuariodebeasumirvienedadopor

x. ~ ______________7t c~e>, VI i EN, (4.29)2 ~
MXttI’.JH

dondek(i) E {1,... ,p} es tal que i E Sk(I), ~k(i) — ~‘i ~ Sk(fl~ ~k(v(i) = F(j) fl S~1~ y

±y(Fk(Í,(j))= >3 ‘ye.
tEFk(1>

Ejemplo 4.6. Sea9 E Y el problemaSF370 definido en el ejemplo4.1. Parael vector de

tasas de contribución y = 1 E IR
10 y la partición trivial 8 2= {G}, obviamenteel reparto

raíz—casa,x~’8(9), coincideconel valor de Shapleydel juego de coste (IV, cQ).

Paralaparticiónno trivial 8 = {Ot,02, &~, O~}, definidaen ese mismoejemplo,se tiene:

1. Los jugadores.11, .h, .13, .14, y .15 empiezantrabajandoen el arco e
1. En la primera

jornada de trabajocadaunopintala quintapartede e1. En la segunda jornada J~ deja

de trabajar (4.8(9) 2= 4), .12, J4 y .15 trabajanene2y Ja trabajaen e3, sepinta e2 y

un tercio de e3. En la tercera jornada .12 deja de trabajar (48(9) 2= 1~g), .h trabaja

en e4, .13 en e3 y .15 en e5,se termina de pintare3 (4.8(9) = 14) y se pinta unanovena

parte de e4 y dos novenas partes de e5. En las jornadas cuarta y quinta dejan de pintar

.1~ y .h, respectivamente, y cada mio debe pagar x7’
8(9) 2= 7~ y x”8 (9) 2= 4~.

2. Los jugadores.1v, .1g, y Jío empiezan trabajando en el arco e
6. En la primera jornada

de trabajo cada uno pinta la tercerapartede e13. En la segunda jornada Je deja de

trabajar(0.8(9)— 14), .19 trabajaene9y ~ trabajaen e10,se pinta e10 y un tercio

de eg. En la tercerajornadaJío dejade trabajar(0~(9) 2= 34) y .19 acabade pintar

cg (4’~W) 2= 74).

3. Los jugadores.17 y Js pintan ey y e8, respectivamente: x7’
8(9) 2= x~”8(9) = 3.

La demostración de la coincidencia de la familia de soluciones definida previamente con

el conjunto de valores de Shapley (duales) ponderados se basa en el resultado establecido
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por Monderer et al. (1992) sobrela coincidenciadel corazónde un juego cóncavocon la

familia de valores de Shapley (duales) ponderados. En particular, se hace uso de aquellos

resultados del citado trabajo que estudian las propiedades de la aplicación t, definida sobre

el conjunto de sistemas de pesos del juego cóncavo (IV, y), que asigna a cada sistema de pesos

el correspondiente valor de Shapley (dual) ponderado del juego (Y, y). A continuación se

recuerda la definición de los valores de Shapley (duales) ponderados.

Definición 4.15 (Monderer et al.). Un sistemade pesos,¿a, es un par. (A, S), donde

A e JR’, A1 > 0, VI i E IV, y E 2= (8,,S2,... Sa>) es una partición ordenada del conjunto de

jugadores N.

Definición 4.16 (Monderer et al.). Dado un sistema de pesos, ¿a, se define el valor de

Shapley(dual) ponderadocomo la función lineal, ‘D”’ : O~ —* lfl’~, definida para cada juego

dual de unanimidad, %, como sigue:

Sea k = máx{j ¡Sj fl S # ~}, denótese5 = Sfl S¡%,. Entonces,

i ES,
i~S.

= (4.30)

La fracción siendo A(S) 2= >3 A1, representael pesorelativo del jugador i en la
A(S)’

coalición S.

Observación4.4. Por la proposición4.1 y la linealidaddel valor de Shapley,se obtienela

siguiente expresión:

~‘(cg) = >j c(eJ»Dt(u~~(J)), VI i E IV. (4.31)
jEN

Trivialmentedel lema4.3 se deduceque todo repartoraíz-casaperteneceal corazóndel



222 Capítulo4. Distribución del costede una red de conexión: Juegodel árbol fijo

juego de coste (Y, cg). Luego, como el conjuntode todoslos valoresde Shapley(duales)

ponderados coincide con el corazón del juego (Monderer et al. (1992)), entoncestodo re-

parto raíz—casaresultaser un valor de Shapley(dual) ponderado. Como se demuestraa

continuación el recíproco tambiénes cierto.

Teorema4.4. Sea9 = <O, c,IV> un problemaSFTC, entoncespara todo sistemade pesos
e.~,,«>Wfrg) es un reparto raíz—casa.

St

Demostración: Sea bW(cg) un valor de Shapley (dual) ponderadocualquiera, entonces

«iW(cg) E core(cg).

Si PW(cg) perteneceal interior relativo de core(CQ), entoncesel sistemade pesos¿aviene
u’

dadopor (A, {IV}) (ver Monderer et al. (1992)). En tal caso,se verifica

St.

2= >3ÁJk~c(ei)~ VI iEN.
jGP

1 e

St’

Entonces,«W(cc) — xT~S(9), donde(‘y,S) se definecomo 72= A y 8 = {G}.
e’

Si ~W(cg) perteneceaunade las facetasdel poliedro core(cg),entoncesdependiendodel St

e
tipo de facetade quese trate (ver proposición4.4), se distinguendos casos:

e’

Caso 1. Si $W(cg) pertenecea unafacetade tipo (II), sea u’

U’

u’

L = {i E IV/ «<2= O} G IV \ {i EN! i vérticehoja }.
u’

Entonces,el sistemadepesos¿a= (A, E) es tal queE = {L, IV\L} (verMondererel al. (1992) u’
e’

y el estudiopoliédricollevadoacaboen lasección4.3). Sedemostraráque DW(cQ) =
e

donde8 = {G} y y vienedadopor

ej
si i EL, U’

sii~L. u”

e’

e’

U’

e

U’

St
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En tal caso,de la expresión(4.29) del repartoraíz—casa,x~’8W), se deduce

8(9) 2=

Nótesequey(F(j)) > O VIj E IV, ya que

paratodo i E N \ L.

‘71
y(F(j)) c(e~), si i ~

si i E L.

{i E IV/ i vértice hoja } C IV\L y ‘y~ 2= A
1 >0,

SeanS1 = L y B2 = IV \ L, entoncesmáx{k/F(j) fl
3k # 0}

Luego,

F(j) 2= F(j) rl 52= {i E F(j) /‘yj 2= A
1 > 0} CE N\ L.

Así, para todo jugadorj E IV se verifica

— ‘y(F(j))2= ‘71

— 2, paratodo j E IV.

si i E L,

si i ~ L.

Luego,de la expresión(4.31) sededucebW(cg) — x’~
8(9)

Caso 2. Si .bW(cg)pertenecea unafacetade tipo (1), seaJ’ 2= ~ . . 3,4 la particióndel

conjuntode jugadoresIV asociadaa la particiónen subproblemasSQItW(cQ)) 2= {O’,... , GP}

inducida por «W(cg) (proposición 4.2). Se verifica (ver Monderer et al. (1992) y el es-

tudio poliédrico llevado a cabo en la sección 4.3) que el sistemade pesos¿a es tal que

S= {S,,, S~,,... , 84, dondeparatodo le 2= 1,... ,p, se tiene que:

2= {Lk,Sk\Lk}, si Lk 2= {i E 3k ¡«<(cg) 2= ~} # 0.
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Se demostraráque «‘“‘(cg) = x~~’8(9), donde8 = SQI””(cg)) es lapartición en subproble-

masinducidapor «‘“‘(cg) y -y viene dadopor

si tNcg) = O,

si «‘f(cg) > 0.

Entonces,el repartocasa—raíz,xY’8(9), viene dadopor
e’

e’

si «‘~‘(cg) 0,

si «‘~‘(cg) >0.

e.

u’

u’

e’

es

Veamos que«““(cg) coincidecon xi%S(G). Si j ~ Pj, entonces«‘~‘(u~(~)) —
u’0. En otro
u’

caso, cabedistinguir entredosposibilidades:
U’

(i) Si j ~ P~ rl Sk(I), entoncesF(j) C F(j) fl 8,, paraalgún ¿ < k(i). Luego, i ~
U’

U’y

por consiguiente,«‘~“ (u.~) 2=

(u) Sij E PiflSkc~), entoncesse debedistinguir,de nuevo,entredoscasos:

A. Si 8k(i) =8k(o, entoncesFtj)=FjflSk(~) § {i eN/A~ =‘yí} y, por tanto,

— ‘7(Fk(~)(i))

u’

e’

U’

e’

U’

u’

U”

u’

U’

B. Si 2= {Lk(i), 8k(i) \ Lk(I)}, entoncessiguiendoel mismorazonamientoqueen el

caso1, se tieneque:
U’

Si «‘~‘ (cg) = O (i.e., i E ==~ «‘r(~~) 2=0.

Si «‘~‘(cg) >0 «‘~‘(Ur(j)) 2=
X(FQJ)) —

224

St

St

u.

St

St

e’

ej
e’

e.

e’

e’

e’

e’

e’

U’

u’

e

U’

u’

e
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Luego,de la expresión (4.31) se deduce«‘“‘(ca) — x~’8(9). E

La coincidenciaentrela familia de repartosraíz—casay la familia de valoresde Shapley

(duales)ponderadosponede manifiestola relaciónen cierto ¡nododualexistenteentreambas

familiasde soluciones.Enparticular,tieneespecialinteréslarelaciónentreelvalorde Shapley

Qn = (1, jN})) y lasoluciónigualitariarestringidadeDuttay Ray(u> = 1): mientrasqueesta

~1tima trata de serlo mássolidariaposible, siempremanteniendounaconductaconsistente

consuspreferenciaspersonales,el valor de Shapleytiendeaacentuarlas diferencias.

4.6 Extensión del modelo: Juegodel árbol fijo con tasasde

participación

En estasecciónestudiamoslas posibilidadesqueofreceel considerarla formación de coali-

ciones con tasas de participaciónen el contexto que nos ocupa: Juegos del árbol fijo.

En el modelo presentadoen las seccionesanterioresno se han consideradoni el nivel

de rendimientode cadaunade las conexiones que componían la red, ni las necesidadesde

suministroespecíficasde cadauno de los usuarios.En estemodeloseasumeimplícitamente

que, o bienel coste involucradono dependedel nivel de uso que se hagade la conexión, o

bienlos costesvienendadosen funcióndel precio quecuestamantenerla red en condiciones

óptimasy losusuariosno se planteanlaposibilidaddemodificarel serviciode mantenimiento

de la red.

Basándonosen esteplanteamiento,proponemosy exploramosdiferentesextensionesdel

juego original, incorporandoal modelo la posibilidadde que los usuariosse planteenqué

nivel de uso van asolicitar. La primera de ellas, problemaSF370 con tasasde participación

y con pérdidas,extiendeun juego del árbol fijo a partir del problemaSETO que lo define.

La segunda,familia de t—extensiones,lo extiendea travésde la representacióndel juego en
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funciónde la basedejuegosdualesde unanimidad.Por último, consideramosdosextensiones

de caráctergeneral: la extensiónmultilineal (Owen (1972)) y la extensiónde Cornet (Cornet

(1975)). Paracadaunade ellas,se analizael comportamientodel corazóndel juegocontasas

de participaciónen relaciónconel corazóndel juego nítido.

La definición de problemaSF370con tasasde participacióny con pérdidas,quedenota-

remospor problemap—SFTC, generalizael conceptode problemaSF370apartirdel análisis

de las característicasdel tipo de situacionesquequierenserincorporadasal modelo.

Dado un problemaSF370, 9 = <O, c, IV>, supondremosque el coste asociadoa cada

conexión se corresponde con el costede mantenerdichaconexiónaplenorendimiento,de tal

maneraquesi unaciertaconexióne~ esrequeridapor el sistemaconun nivel de rendimiento

del ‘i’ por uno entonces,el coste de mantenimientovierte dado por una funciónmonótona

no decreciente,C~, definidasobreel intervalo [0,1], verificando las condicionesde contorno

Cg(O) = O y C1(1) 2= c(e~). Nos referiremosa la función 0 2= (Ci,... , Cn) como función de

costeextendido.

Teniendoencuentalas consecuenciasderivadasdequeel nivel de rendimientode laredno

seasuficienteparasatisfaceróptimamentetodaslas necesidadesde losusuarios,resultalógico

incorporaral modelounanuevafunciónde coste,d 2= (di,... , 4), definidasobreel intervalo

[0, 1] en E~,, que refleje lo que suponeparacadausuariola pérdida,en términos relativos,

de suministro, i.e., d~(’r) representael costequedebeasumirel usuario i, 2= 1,... , u, por

la pérdidadel i- por uno de suministro. Cadacampoescalard~ : [O,1] -~ 1R+ deberáser

monótonono decrecientey verificar di(O) 2= ~. A esta función la denominaremos función de

pérdida.

Así, unproblemap—SFTCvendrádadoporunatripletaQ 2= <9, C, d>, donde9 2= <0, c, IV>

esun problemaSF370y 5 y d son las funcionesde costeextendidoy de pérdida,respectiva-

mente.

Mientras queun problemaSF370generaun juego de costenítido, un problemap—SFTC
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generaráunjuegodecostecontasasdeparticipación(IV, cas). Enestecaso,dadaunacoalición

con tasasde participación,r E [O,l]’t r~ representael nivel de usorequeridopor el jugador

(usuario)~,~ 2= 1,... , n. El costec~(r) de unacoalición contasasde participaciónvendrá

dadopor el costenecesarioparasatisfacerlas peticionesdetodossusmiembros,y porel coste

de no conexiónde aquellosjugadoresqueparticipanen la coaliciónen un gradoestrictaanente

positivo (la coalición no se hacecargodel costepor no conexiónde aquellosjugadoresque

no se involucran en ella).

Definición 4.17. Paratodo problemap—SF37C, g = <g, £17, d>, se define el juego de coste

generadopor 9, como el juego con tasas de participación, (N,c4), cuyafuncióncaracterística

estádefinidapor

c~(r)=~éj(&(r))+ >3 d~(1—6í(r)), y re¡o,Ijn,
iEN icSop(r)

donde&i(r) = máx{rj/j E E(i)}, = 1,...n, SopQr) 2= {i E N/r1 > O} es el soportede

lacoalición contasasde participaciónr y ca(O) = O.

El juegoasí definidoextiendeel juegode costenítido (N,cg) asociadoal problemaSETO

9. Luego, cabe esperar que el corazón del juego con tasas de participación reduzca el del

juego nítido. Veamosqué ocurre si las funcionesde costeC~, = 1, ... , n son cóncavas,

condición que,por otra parte,resultanaturalexigir.

Proposición4.9. Sea<9, 6~, d> un problemap-SFTCtal queC1, i = 1,... , n, es unafunción

cóncava, entoncescore(cg)= core(c~).

Demostración:Veamosque severifica la igualdadprobandola doble inclusión. Paracom-

probarla inclusióncore(c~) c core(cg)se probaráque(IV, c~) extiendeeljuegonítido (Y, cg).

Seax
5 CE N unacoaliciónnítidano vacía,entonces

ój(xs)=O, VI ~
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6j(xs)=l, VI iESop(xS)~~S.

Luego,de las condicionesde contornoimpuestasalas funcionesC y d, sededucetrivialmente

quecj(x8) = cg(S), VI 8 C IV, y por consiguiente,core(c~)C core(cg).

En cuanto a la otra inclusión, core(eg) C core(c~c),considéreseel juego con tasasde

participación (Y, k) definido por

k(-r) =>3 6
2(r)c(e~), VI r E [O,1]~

iCN

Se probaráquecore(cg)~ core(k)§ core(c~).

Veamosquecore(k) G core(có): C~, i 2= 1, ... , u, es unafuncióncóncavaverificandolas

condicionesde contornoCf(O) = O y C~(l) = <ef), entonces,

Luego,paratodacoalicióncon tasasde participaciónr E [O,1]” se verifica

c~Qr) =>36í(r)c(e~)
icN

+ >3 di(1—3i(r))=>36~(r)c(e1).
ieSop(r) icN

Entonces,de la igualdadc~(IV) = k(N), se deducecore(k) ~ core(c~’).

Veamos quecore(cg)§ core(k): Seax un vectorde repartode costesen core(cg)cual-

quiera,entonces(ver lema4.3),

n

2= >3 ~4c(eg),

jcPi
VI ieIV,
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dondey’,... , yn pertenecenal simplexunidaden IRF(i), J 2= 1,... ,n, respectivamente.

Luego,paratodacoalicióncon tasasde participaciónr E [O1]~ se verifica

72

= >3r.>3v~c(e3) = >3c(e~) >3 ~ =
ieN i~N jQP~ jZnl iEF(j)

II n

<>3c(e3) >3 c5j(r)¡4 = >3c(ej)áj(r) =k(r).

Luego,x E core(k).

A continuaciónnoscentraremosen aquellasextensionesque se definenapartir del juego

de costeasociadoa un problemaSF370.

Dadoun problemaSF370 9, el juego de costeasociado,(IV, cQ), se puedeexpresar(ver

proposición 4.1) como

cg
iGN

Luego, diferentesextensionesde los juegosdualesde unanimidad,{(IV, i1)} SCN’ darán

lugar adiferentesextensionesdel juego (IV, cg) sin másquedefinir

ag(r) 2= >3 c(e2)ii~(~)(r), VI r E [O,1]”.
iEN

Las extensionesde los juegosdualesde unanimidadconlas que trabajaremossurgende

considerar que dichos juegos se corresponden con el operador lógico clásico “o”, i.e., u~(T) = 1

siysólosii1 ES ó i2 ES ó... ó it ES, siendol= {i1,... ,it}. Entalcaso,todooperador

de agregaciónquegeneralicela nociónde disyunciónde la lógicaclásicadefinirá unaposible

extensión. En el contextode la lógica difusa estos operadoresvienen dadospor conormas
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e.

u’triangulares.
u.

Definición 4.18. Se define una conorma triangular (t—conorma) como una función U’

~<: [O,1]2 —* [0,1] queverifica las siguientespropiedades:

(i) Comnutatividad.

(u) Asociatividad.

(iii) Monotonía.

(iv) Condiciónde contorno: ¡(x, 0) 2= z, VI x E [0,1].

Aplicandola asociatividad,se definerecursivamenter : [0,1]” —* [0,1] como

?Gti,... ,xn) 2= ~(r—’(x1,...,xni),xn) 2= ~(xi,r”
1(x

2,... ,ír,,)), VI x e [0,lfl.

Definición 4.19. Dado un juego del árbol fijo (IV,cg), se define su tg—extensióncomo el

juegocontasasde participación(IV, c~) dadopor

cb(r) 2= >3c(et)u~(1)(r), VI rE [0,1P
iGN

donde,paratodacoalición1 CE IV no vacía,el juego (IV, 4) es

VI r E [O,ir,

conrT =(ri)i~T y t=JT¡.

1. La extensiónmultilineal (Owen (1972)) del juego (IV, cg) es un caso particular de

Ejemplos

u

e’

u

u’

es’

U’

U’

u’

st

u’

U’

u.

es

u’

es

u’

u’

e’

e

U’

u’

u’

u’

u’

U’

u’

U’

U’

U’

ti

U’

u’

u’

U’

u’

e

U’

e’

St
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t—extensión. Se correspondeconla trextensiónasociadaa la t—conormaprobabilística,

«x,y) =1—(1—z)(1—y)=z+y—xv, VI (z,y) E [O,1]2.

En estecaso,

uF(j)(T) =1—’ fi (1—7’), VI rE [O,1f, VI ieN.
jCF(t)

2. La fr-extensión asociadaa la t—conormadel máximo es un caso particular de juego

asociadoaun problemap—SF37Cen el quelasfuncionesde costeextendidosonC~(x) =

c(e1)x,i = 1,... ,n, y la función de pérdidaes nula.

Precisamente,este último ejemplo (el que la t¡—extensióndefinida por el máximo sea

un juego generadopor un problemap—SFTC) ponede manifiestoque ninguna t¡-extensión

reduceel corazóndel juego nítido; ya queel máximoes la mínima t—conorma. Luego,para

todatrextensión, (IV, c¿), se verifica

VI rE[O,lfl,

y, por tanto,core(cg)C core(c~1á~<)C corec~.

Por último, ya sólo quedapor analizarlaextensiónde Cornet(1975) de unjuegodel árbol

fijo. Secomprobaráqueestaextensiónsí reduceel corazóndeljuegooriginal. Concretamente,

el corazóncontiene,alo sumo,aun único punto,el valorde Shapleydel juego del árbolfijo.

Definición 4.20 (Cornet (1975)). Dadoun juego TU (N,v) eOn, se define suextensión

de Cornetcomoel juegocontasasdeparticipación, (N,¿ay) e rIr, confuncióncaracterística:

¿av(r) >3 as(v)(Hr~)~, VI rE [O,lfl,
SCN
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dondes=ISj y

as(v) 2= >3(~1)stv(T), VI SGIV St

TCS St

St

es el dividendode la coalición 5, i.e., cantidadde quedisponela coalición5 para repartir e’

entre susmiembros’7. e’

St

e”
Quépartedel dividendo de la coalición3 recibeunacoalicióncon tasasde participación,

St

r, dependede la participaciónmedia15de los individuos de 3 en la coalición r.
ej
tú

Se compruebafácilmenteque la extensiónde Oornetde un juego del árbol fijo, (IV, cg),
u’

vienedadapor
st

u’

¿acgQr)= >3 c(eO [ >j (—1~~’ (JjIj ~~)“] , VI r e [O,1]~. (4.32) e’

leN SGF(i) JCS e’

es

Proposición4.10. Para todo juego del árbol fijo, (IV, cg), generado por un problema SFTC e’

se verifica que core(¿acg)~ {«‘(cg)}, donde«‘(cg) es el valor de Shapleydel juego (N,cg). u’

e’

St.
Demostración:En primer lugar, se demostraráquesi ~ E core(¿acg)entoncesp~ 2= «‘dcg)

U’

para todo vértice i queno seauna hoja del árbol, comprobandola desigualdaden ambos

sentidos. u’

e

Veamos que se verifica la desigualdad(pi =«‘j(cg), para todojugador i no residenteen e’

las hojas del árbol y paratodaimputación~oe core(¿acg).Sea‘-y(i) E [O,lfl la coalicióncon e’

tasasde participación(‘y~, 1), entoncesel costede dichacoaliciónen el juegoextendidoviene U’

U’
dadopor

u’

e

¿acg(’7(i)) =cg(IV)+’mi(’7), VI ‘ye[O,1], VI iE {j EN/¡F(j)¡ =2}, es

‘7E1 dividendo de una coalición 8’ C N no vadase correspondecon el coeficienteasociadoal juego de es

unanimidad,(N,us),en la expresióndel juego (N, y) en funciónde la base{(N,us)}scN. e’

‘8Calculadacomola mediageométrica. St’

e’

e-

e’

u’

e

St’
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dondem1 es una función, m~ : [0,1] —* Rfl, quese definecomo

m¿(y) =Z(
t=1

i/+14>3

k>1
>3

gEPCV1.
c(e~) VI ‘76 [0,1]

ysiendoV& = {j EN! IF(ñI =k}, k 1,... ,n.

Así, si ~ E core(¿acg)entonces,de las desigualdadesdel corazóncorrespondientesa las

coalicionesde la forma ‘7(i), sededuceque

VI ‘76 [0,1), VI iEN\Vi.

Tomandolímites se tieneque

pj>lñn m~(‘7

)

y—fi ‘7- 1 VI iEN\Vi.

Paracalcularestelímite se debeteneren cuentaque, reordenandolos términosdela suma

quedefinela funciónm1, se obtiene

C k—1$
1/-yr4.r)

k=2 t=0
>3

JCPÍflVk

VI ‘76 [0,1],

de donde,aplicandoel cálculocombinatorio,se deducequem~(1) 2= o . Entonces,calculando

el límite mediantela reglade L’Hñpital, y teniendoen cuentaque

dm ni

k=2
>3

j CPflVk

c(e1) = VI iEIV\V1,

‘71’

(4.33)



234 Capitulo 4. Distribución del costede una red de conexión; Juegodel árbol fijo

se tiene que

vi =«‘dcg), VI iEN\14.

Parademostrarladesigualdaden sentidocontrario,p~ =«‘~cg), VI i E N\Vi, se procede

de la mismaforma pero, considerandoahora,las desigualdadesdel corazóncorrespondientes

acoalicionesde la forma y(N\ {i}) 2= (11,7), donde~¡= (‘y,... «y) E [O,1]fl—1. Enestecaso,

paratodo jugadori & IV \ Vi el costede la coalición ‘-4N \ {i}) en el juego extendidoes:

¿acg(’7(N\ {i})) = cg(IV) + r~(’y), VI ‘y E [0,1],

donder~ es una función, r~ : [0,1] —* 111+, quesedefinecomo

71

r~(’y) =
C’~)>3

j@PjflV~

VI ieIV\Vi,

VI ‘yE [0,1],

Seaso E core(¿acg),entonces

y-4l 1 — ‘y
VIieIV\¼.

Siguiendolos mismospasosqueantesparael cálculo del límite, se compruebaque

(4.35)

Una vez probadala igualdadc,o~ = «‘1(cg) paratodojugador i no residenteen las hojas

del árbol y paratodaimputación~ E coreQocg),estamosen condicionesde probarquedicha

igualdadseda tambiénparaaquellosjugadoresqueresidenen las hojas.

(4.34)
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En primer lugar, se demostraráquepara todo i E Vi se verifica (p1 =c(e~) + «‘j* (cg),

siendoJ~ 2= ir(i). Paraello seguiremosel mismo razonamientodesarrolladoparaprobarla

desigualdad(4.35).

En este caso, para todo jugador i E ¾,el coste de la coalición -y(IV \ {i}) en el juego

extendido viene dado por

wcgQy(N\ {i})) 2= ‘y(cg(N) — c(e~)) + r~Qy), VI ‘7e[O,1],

donde la función r~ se define como en (4.34). Obsérvese que en este caso, las funciones r1 se

puedenexpresarcomo

r1(’y) 2=c(e1) +r1*(y), VI -ye [0,1],

Seaso e core(wcg),entonces

1—-y

de dondese deduce

~i =c(e1)+ «‘j*(cg), VI ¡EV1. (4.36)

Por otro lado, aplicandoel lema4.4, sededucela existencia de p~ =O, i e 14, tales que

VI ieV¡.

ViEV1,

p1=c(e1)+p1, VíEVj,
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mientrasque, de la coincidenciaya probaday de la eficienciade ~, se deduceque

>379:2= >3 (IF(j)¡—1)«’j(cg), (4.37)

dondeir(Vi) = {w(i) E IV!i eV1} es el conjuntode padresde los vértices hoja. Por tanto,

utilizando la desigualdad(4.36), se tiene que

E

En el casode quela extensiónde Cornetde todo juego dualdeunanimidadseaconvexa,

en cuyo casose verificaría que la extensiónde todo juego del árbol fijo también lo es, se

tendría (ver Aubin (1981)) que

core(wcg) 2= { Dwcg(N) } = { «‘(cg) }

dondeDwcg(N) es el gradientede wcq evaluadoen 1 IV.

4.7 Prenucléolomínimo cuadrático: Cálculo y propiedades

Concluimosestecapítuloconel estudiode laspropiedadesdel prenucléolomínimo cuadrático

comoprocedimientode asignaciónde costesparaproblemasFIO no necesariamenteestándar.

Se consideraráel casomásgeneralen el quedel vértice raíz puedeemanarmásde un arco,

ya queel prenucléolomínimo cuadráticono es en generaldescomponible.

SeaY~ el conjuntocompuestopor todosaquellosproblemasPTO verificandolas mismas

propiedadesqueun problemaestándar,con la posibleexcepciónde la propiedadreferentea

w
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quedel vértice raíz sólo puedepartir un arco. En lo quesigue,cadavez quenos refiramos

al prenucléolomínimo cuadráticonosestaremosrefiriendoal procedimientode asignaciónde

costes,A : F~ -4 U ~ IR71, queasignaacadaproblema9 = <O, e, IV> E Y. el prenucléolo
~N~<oo

mínimo cuadráticodel juego (N,cg), A(O,c,IV) E IR71.

A continuacióndeducimossuexpresiónen funcióndelos parámetrosquedefinenunjuego

del árbol fijo generadopor un problemaETC 9 E Y,.

Dado 9 = <G,c,N> e Y,, seaL
1(G) 2= {~ e IV ¡ ir(i) = r} el conjuntode vérticesque

componenla primeracapadel árbol. El prenucléolomínimo cuadráticodel juego del árbol

fijo (IV, cg) generadopor9 viene dado por:

Aí(cg) cQ(N)+1(( — f.)5=Z) >3f11t)~ VIi E Li(O), (4.38)
j!=i

c(e~

)

Aí(cg) = Aff(l) (cg) + 2k”” VI i ~ L1(O), (4.39)

dondef~ = ¡F(i)¡, paratodo i E IV.

Estudiemosalgunasde las propiedadesque se exigen a un mecanismode asignaciónde

costesparaproblemasETC.

Sea(p un procedimientode asignaciónde costesenY,. Se dice que~ verifica lapropiedad

de:

(i) Ordenaciónjusta con respectoa la relaciónde precedencia(Maschler et al. (1995)) si

paratodo9 E Y, se verifica quei -< j implica que(pj (O, e,IV) =(pj (O, e,N), paratodo

par de jugadoresi,j e IV.

(u) Simetríacon respectoa los costesindividualessi para todo 9 E Y, se verifica que

cg({i}) = cg({j}) implica que (p1(O,c,IV) 2= so~(O,c,IV), paratodo par de jugadores

i,j E IV.
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(iii) Ordenaciónjusta conrespectoa los costesindividualessi para todo 9 6 Y, se verifica

quecg({i}) =cg({j}) implicaque&p1(O,c,IV)=so1(G,c,N),paratodopardejugadores

t,j E IV.

(iv) Monotonicidadcon respectoa la función de coste (Mascliler et al. (1995), Sudhéltery

Potters(1995), Aadland y Rolpin (1998)) si y sólo si paratodo par de problemasen

Y., 9 = <O, c, IV> y 9’ = <O,c’, IV>, tales que8 =cse verifica

9V1(O,c’,N)=9VdO,c,N), VI tEN.

(y) Monotanicidaden coste (Gellekom y Potters(1997)) si y sólo si paratodopar de pro-

blernasen Y., 9 = <O,e, IV> y 9’ 2= <Q,e’, IV>, talesqueexistei E IV conc(e1) < c’(e1)

y c(ej) = c’(e~) paratodo j ~ i, se verifica

cpj(O,c,N)<9Vg(G,c’,IV), VI JEF(i).

(vi) Monotonicidadcoalicional (Sudhñltery Potters (1995)) si y sólo si paratodo par de

problemasen Y,, 9 = <G,c,IV> y 9’ 2= <O,c’,IV>, talesqueexisteun tronco T0 de O

conc(e1)=¿(e1), VI i EN \ T0 y c(e1) 2= c’(e1), VI i e ~‘0 \ {r}, se verifica

cp1(G,c,IV)=9V1(O,c’,IV), VI i « To.

(vii) Monotonicidadcon respectoal camino si y sólo si para

9 = <G,c,N> y 9> = <G,c’,IV>, talesqueexistej EN

c(e1) =d(e~), VI i E IV, se verifica

todo par de problemasen Y,,

con c(e~) 2= ¿(ef), VI i E P1 y

cp¿(G,c’,IV)=9V1(C,e, IV), VI i E ¾
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(viii) Pertenenciaal corazónsi y sólo si ~(G, e, IV) e core(cg), para todo problemaSETO

9 = <G,c,IV> eY,.

Proposición4.11. El prenucléolorn<nimo cuadráticoverifica las propiedades(i), (iv), (y)

y (vi).

Demostración: Sea 9 = <O, e,IV> e Y,, a continuacióncomprobaremosque A(G,c, IV)

verifica las condicionesestablecidasen las propiedades(i), (iv) y (vi).

(i) Ordenaciónjusta con resp~to a la relación de precedencia

:

Si j ~ i, entoncesde la expresión(4.39) de A(cg) sededuce

A1(O,c,N)= A1(G,c,N)+ >3 ~ =Aj(G,c,IV)
kePí
j-<k

(iv) Monotonicidadcon respectoa la función de coste

:

Sea9’ E Y, un problemaETC tal que 9’ = <0,8, IV> con ¿ =e. De la expresión

(4.39) se deducequeparaprobar>40, e, IV) =>40, e’, IV) es suficiente demostrarque

e,IV) =A1(O,e’, IV) paratodo vérticei e Li(O).

Teniendoen cuentaque2”~’ > z VI x E Z1, x> 1 se tieneque

A1(G,c,IV) 2=-.. >3(i — 2/~ ~)c(ej) + c(e±

)

fj N, ¿(e1) _
2~ 1)c(e,) + 211 — AdO, e’, IV),

geN

VI ieL1(O).

(y) Monotonicidad en coste

:

Sea9’ = <O,c’,IV> e Y. un problemaFTC tal queexiste i E IV conc(e1) < ¿(ef) y

c(e1) 2= c’(e~) paratodo j ~ i. Distinguiremosdos casos:
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— Si i eL1(O), entoncestrivialmentede (4.38) se deduceque

>~~(O, e, IV) < A¿(O,c’, IV).

Entonces,teniendoen cuentaque c(e~) 2= ¿(e),

tieneque

A5(G, e, IV) <z A~(O, e’, IV),

VI j e F(i) \ {i}, de (4.39) se

VI jeF(i).

— Si i ~ L1(0), entoncesde lapropiedadde monotonicidadconrespectoala función

coste, sededuce

VI JEIV.

En particular, Ar(i)(O, c, N) =>‘r(i>(O, e’, IV). Entonces,

c(e~) e(e1

)

A~(G,c,N)= Aff(40, e,IV) + jy—j- =>tir(i)(O,c’,N) + 2W’1

St

< A,r~j~ (0, e’, IV)
c’(e~

)

+ 2fi1 e’

e’

es

De donde,teniendoen cuenta(4.39),sesigue que

VI jeF(i).

(vi) Monotonicidad coalicional

.

Sea9’ E Y~ un problemaFTC tal que existe un tronco T0 de O con c(e~) =c’(e~),

VIiEIV\Toyc(eI)=¿(e~),VIiETo\{r}.
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Siguiendoel mismo razonamientoqueel desarrolladoen (iv), se tiene que

A1(G, c, IV) =>q(G,2, IV), VI icLi(G>

Entonces,

VI ieN.

o

Por el contrario,los siguientesejemplosmuestranque, en general,el restode las propie-

dadesno se verifican.

Ejemplo 4.7. Considéreseel problemaETC, 9 = <O, c, IV>, representadoen la siguiente

figura:

Se tieneque

17 7 7 7
— 1— 3— 2—).

5’ 10’ 10’ 10’ lO

241

r

>d0,c,N> 2= «‘(cg) 2=
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En particular, A40,e, IV) = > 2~% 2= As(O,c,IV) y cg({4}) = cg({5}). Luego, A no

verifica la propiedad(ji) de simetríacon respectoa los costesindividualesy, por tanto,

tampocoverifica la propiedad(iii) de ordenaciónjustaconrespectoa los costesindividuales.

El valor de Shapleyy la solución igualitaria restringidatampocolas verifican. Lo que

resultanatural,ya que los costesindividualesno tienenen cuentala estructuradel árbol.

Ejemplo 4.8. Considérenselos problemasETC, 9 y 9’, representadosa continuación:

c’(e~) = c(e1), VI i E P3 y c’(ej) =c(ej), VI j E N, sin embargo

A¡(G,c,N) = 21 <1220 20

Luego,el prenucléolomínimocuadráticono verifica la propiedad(vii) de monotonicidadcon

respectoal camino.

Por últimosemuestraun ejemploenel queel prenncléolomínimocuadráticono pertenece

r

9’ = <G,cÑIV>
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al corazóndel juego (propiedad(viii)).

Ejemplo 4.9. Considéreseel problemaSFTC,9 2= <0,c, IV>, representadoen la siguiente

figura:

De acuerdocon el prenucléolomínimo cuadrático,el jugador 1 debeasumir un coste

de >q(cg) = 25 > 1 2= cg ({ 11). Luego, el prenucléolomínimo cuadrático no es ni siquiera

individualmenteracional.

En estepmíto, cabepreguntarsesi el nucléolomínimo cuadráticoverifica la propiedadde

pertenenciaal corazón.No obstante,y peseaqueel corazónde un juegodelárbolfijo es muy

“grande”, el nucléolomínimo cuadráticotampocoperteneceen generalal corazóndel juego.

Se compruebaqueparael ejemplo4.9 A(cg) = (1, 6’3, 3’55, 713,9/3,4’55) y considerandola

coalición5 = {1,3,6}, se tieneque>3A~(cg) = 9’1 > cg(S).

La siguientetabla resumelos resultadosobtenidosanteriormente. Asimismo, también

recogequépropiedadesverifican el valor de Shapleyy la regla igualitariarestringida.

1

21

r
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Propiedad Prenucléolo

mínimo cuadrático

Solución igualitaria

restringida

Valor de

Shapley

Ordenación justa con respecto a

la relación de precedencia Si Si Si

Simetríaconrespectoa los costes

individuales No No No

Ordenación justa con respecto a

los costes individuales No No No

Monotonicidadconrespectoa la

funciónde coste Si Si Si

Monotonicidaden coste Si Si Si

Monotonicidadcoalicional Si Si Si

Monotonicidadconrespectoal

camino No No 5’

Pertenenciaal corazón No Si Si

4.8 Conclusiones

En estetrabajohemostratado de profundizaren el procesoque lleva a los usuariosde una

red de conexióna decantarsepor uno u otro repartoen el corazóndel juego, a travésde la

definición de la familia de solucionesigualitariasrestringidasponderadas.En cuantoa su

interpretacióndinámica,cabedestacarsu utilidad a la hora de ayudarnosa comprenderel

comportamientolocal de estassoluciones. En cuanto a su caracterizacióncomo reglas de

asignación de costes, centrándonos en la caracterización de la regla igualitaria restringida,

cabedestacarel hechode queenella quedanreflejadoslos interesesquemuevena los usuarios

cuandoeligenesta reglacomo mecanismode reparto.

En lo querespectaalasdiferentesextensionesdeunjuegodelárbol fijo quehemosconside-

rado,sedebehacernotarquecadaunade ellaspuededar lugaradiferentesinterpretaciones.

244
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Cuálde ellasesla másadecuadadependeráde la situaciónconcretadeque setrate.Por otro

lado, el hechode que el corazóndel juego original sólo se reduzcacuandose trabajacon la

extensiónde Cornet, ponede manifiestola robustezdel corazónde estetipo dejuegos.

Por último, del estudiodel prenucléoloy el nucléolo mínimoscuadráticos,se desprende

que, en este tipo de situaciones,en las queno parecerazonableque los usuariosacaben

seleccionandounapropuestade repartoqueno seautoimponga;estassolucionesno sedarán

comunmente.
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ApéndiceA

Proposición1. El valor en FP~ p~ definido en la demostraciónde la proposición 2.8 ved-

fi ca los axiomasde: (i) eficiencia, (u) juego inesencialu (iii) rnonotonicidadcon respectoa

las contribucionesmarginalesmedías.

Demostración:Recordemosque (p3(N,£9 vienedadoporel vector de pagosqueseobtiene

medianteel siguientealgoritmo:

PASO 1: Considéreseel conjuntoK = {j E N!¿j(ii) < iI({j}) }.

Si 1< 2= ~ entonces9V3Q5) :=r ¿(£9. Parar.

En otro caso,ir al pasosiguiente.

PASO 2: SeaJo EX tal que ej
0(75) 2= mínt1(£9.

jeK

Considéresela partición 5, T del conjuntodejugadoresIV dadapor

2= {iEN\K¡ci(£9<cj0(£9},

3 2= {iEIV!ci(£9=c40(79}

Si §1’ 2= ~, entoncesq,3(£9 :— 6(19. Parar.

En otro caso,ir al pasosiguiente.

PASO 3:

83

su JET,

4(79+6, si JES.

dondeb=£«{Jo})~EJ0(79>O, s=IS~ y t=}T~. Parar.

Comprobemosque, efectivamente,verifica estosaxiomas.
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(i) Eficiencia: e.
St

Sea(IV, £9 £ PE~ un juegodifusocualquiera.Si (p3Qi~ 2= C(i~), entonces,

es

>3~(£9 2= £J(N). U’

iEN es

e’

En otro caso, existeunapartición fi, S} de IV, y existe8 > O, tales que es
e’

>3~£9=>3%£9~-~4) +>3(¿~£9~i-6)=>3i(£9=75(N), u’
leN jeT jeS leN e’

e’

donde5= S¡ y t=t Tj. u’
U’

(u> Juegoinesencial: u’

Sea(IV, iii’), iii(r) 2= >3ajá, VI r E [O,1]”, un juego inesencialcualquiera.Entonces, es
leN es

es
flQd5)2=aj=iii({i}), VIieN. e’

ti

e
LuegoK2=~ y(p3(ii5)=¿(iii)2=a.

(iii) Monotonicidadconrespectoa las contribucionesmarginalesmedias: u’
u’

Sea(IV,£9 E unjuego difuso cualquiera,entonces:

Si (p3(75) ‘— ¿(£9, entoncespara todopar de jugadoresi,j e IV, cí(15) =c~(£9 implica e’

2= £~@) =¿719 2= Y}(£9. e’
e’

En otro caso,seani, j e IV , i # j dosjugadorescualesquiera.Supongamos,sinpérdida e..

de la generalidad,quec~(19 =c~(%5). Se debenconsiderarlas siguientessituaciones: e
e.

1. Los dosjugadorespertenecenal mismo elementode la partición { 5, T}
e”

2. iET,jES e’

3. i £S,JET u’
e’

Analicemoscadaunade ellas porseparado.

e’

u’

*
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1. Si i,j E T, entonces,

sd

~ =~4(£9.
Si i,j ES, entonces,

4(19= Ld19+¿=

2. Si i EX y j E 5, entonces,

= pft19.

4(7;) 2= ¿~(19
55
t

55
t =¿1(19+8=

3. Si i E S y j E T, entonces,

c~(£9 =cj~(£9> cj(£9.

Por hipótesisc5(7;) =c~(£9, en contradiccióncon la desigualdadanterior. Luego, la

soj(19.

situación3 no es factible.
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Apéndice13

En esteapéndicese estudianlas propiedadesesencialesdel corazónmínimo de un problema

de asignaciónde costes,definido en la sección2.5 del capítulo2.

Proposición2. Para todo problemade asignaciónde costes,(c, a) E CA”’, se verifico que

LC(c,a) es no vacío, convexoy compacto. Ademós,si el conjunto C(c,a) es no vacío,

entoncesLC(c,a) = C(c,a).

Demostración:En primerlugar, sedemostraráqueel corazónmiimo de todo problema

de asignaciónde costesen CA”’ es no vacio.

Dadoun problemade asignaciónde costes,(c, a) E CA””, sea O : IR”’ —~ IR, la función

definidacomo

6(p)=máx{c(z)—P(p,z>/zED(a)}, VI pEE”’.

O estábien definiday es unafunciónconvexaen IR”’, y por consiguientecontinua:

1>) Fijado pe ¡fl~, la funciónc-’P(p,.) escontinuaen ¡Hm, entoncesel supremoen

compacto,se alcanza.

(u) Paracadaz e D(a) la funciónde pago14.,z) eslineal en p, luegoc(z) — P(.,z), como

funciónde p, es convexaparatodo z E D(a), y por tanto el máximoenz es también

unafunciónconvexa.
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Considéreseel siguienteproblemade minimización:

mm
p e(p)

s.a.

p eH(c,a),

pi =o, = 1,... , ni.

La región factibledel problemaes compactay la funciónobjetivo es continua,entoncesel

problematienesolución. Seae suvalor óptimo, si p e H(c, a) es tal que Pi c(a~,O) —e

paraalgún 1 <i <ni, entoncesseverifica

c(a~,O) — e = ~ ~ ínf{9(p) /p EH(c,a) }.

Luego,calcularel ínfimo de la función O en H(c, cx) es equivalentea resolver el problema,

mm 9(p)
p

s.a.

p EH(c,a),

1m
al

Problemaque,obviamente,tiene solución. Luego,

LC(c,a) = { Po E H(c, cx) ¡e(po) —

= 1,... ,7’TI.

mm
peH(c,a)

La convexidaddel conjunto LC(c,a) se deducede la convexidaddel hipografode una
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funciónconvexa: LC(c,a) se puedeexpresarcomo intersecciónde dos conjuntosconvexos,

LC(c, a) = { p e IRm/0(p) =8 } fl H(c, a),

donde8 es el valor óptimo del problemaquedefine el corazónmínimo.

En cuantoa la compacidad,bastacon teneren cuentaque

1
LC(c,a) = 0—1(3) fl{p e H(c,a) /n =—(c(a~,O)—E), VIi = 1,... ,m.}.

O es continua y {8} es un cerrado,entonces9~1(3) es cerrado. Luego LC(c,cx) es cerrado

(por ser intersecciónde cerrados)y estácontenidoen un compacto. Por lo tanto,LC(c,a)

es compacto.

Por último, la coincidenciaentreLC(c, a) y C(c,a), en caso de serésteno vacío, es

consecuenciainmediatade la desigualdad0(p) =O, paratodop E H(c, a). E

La siguientedefinición hacereferenciaal conceptode soluciónparajuegos con tasasde

participación“equivalente” al corazónmínimo de un problemade asignaciónde costes.

fl,.fl.Z,JX.. 1 fl,.A’. ~ A,. ~ 1T~T Z’~ r r’rrz .1.’42..,.,.1’.’.... -
un juegu uun UU.~ab Ut ptLL uiiaipaiaiuii ~,Iv, ti) tr .1’’ , be UCtIIIC Cl u¿},íiiZOn

mínimo del juego, LC(£9, como el siguienteconjuntode preimputaciones

LC(£9 = ‘(x E PI(£9 / mm máx a(y,r) 2= máx e(x,r)l

Observación1. Dado un problemade asignaciónde costes, (c, a) E CA”’, sea (M, ~) el

juego de gananciasasociado,entoncesse verifica:

PO E LC(c,a) ~ a~ PO = (cvtpot,...,ampom)E LC(~Yc).
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ApéndiceO

En esteapéndicese danejemplosdejuegos de producciónlineal controladospor comitésen

los queno todoslosjuegosde control sonequilibrados. En el primerode ellos el corazóndel

juego de producciónlineal es no vacío; mientrasque,por el contrario,en el segmidode ellos,

el juegode producciónlineal es no equilibrado.

Ejemplo 1. Considéresela situacióndescritaen el ejemplo3.1 (pág. 121), con la salvedad

de que, en estecaso, cadaunode los recursosse encuentradisponibleen el mercadoen dos

lotes,B y B~, Iv 2=1,2.

• El control del lote Bf, consistenteen

simple (IV, u]), definido porMW(u{)

• El control del lote B?, consistenteen

(equilibrado)de unanimidadrespecto

2 unidadesde producto 1, viene dado

2= { {lj}, {2, 3} }. En dicho caso, C(u})

4 unidadesde producto 1, viene dado

de la coalición total, u? uN.

por el juego

por el juego

• El control del lote B~, consistenteen 4 unidadesde producto2, viene dado

simple (equilibrado)(N, z4), definido porMYI>(u’> — { {1 2}, {2, 3} 1•

• El control del lote B~, consistenteen 4 unidadesde producto2, vienedado

simple (N, u~), definido porMW(u~) 2= { {2}, {1, 3} }. En dicho caso,C(u3)

por el juego

por el juego

— 0.

El juegode producciónlineal controladopor comités(IV, y), vienedadopor:

v({i})=O, y iEIV,

v({1,2}) =8, v({1,3}) = 8, v({2,3}) 2=16,

v(IV) 2= 3.
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Verificándose,
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e’

C(v) = { x E IR3 / O =Xl <2 18}#0.
eN

Ejemplo 2. Parala mismasituacióndel ejemplo anterior, considérenselos siguientesjuegos

de control:

• El control del lote BI, consistenteen 2 unidadesde producto 1, viene dadopor el juego

simple (IV, uf), definidopor MW(u1) — { {1}, {2, 3} }. En dicho caso,C(ul) 2= 0.

• El control del lote B?, consistenteen 4 unidadesde producto 1, viene dadopor el juego

(equilibrado)de unanimidadrespectode la coalición 5 = {2, 3}, u? us.

• El control del lote B~, consistenteen 4 unidadesde producto2, viene dadopor el juego

simple (equilibrado)(IV, u~), definidopor MW(~4) 2= { {1, 2}, {2, 3} }.

• El control del lote B~, consistenteen 4 unidadesde producto2, viene dadopor el juego

simple (IV, ufl, definido por MVV(u2) — { {1}, {2, 3} }. En dicho caso, C(u~) 2=

El juego de producciónlineal controladopor comités(IV, y), vienedadopor:

v({1})r 8, v({i})=O, i2,3,

v({1,2})= 8, v({1,3})= 8, v({2, 3}) 2= v(IV) = 18.
es

ti

En cuyo caso,se verifica (71(v) 2=
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ApéndiceD

En esteapéndicesemuestraqueel asumirlacondición (iv) en el modeloSETO (cadavértice

estáocupadopor un único usuario)no es restrictivo.

Se comprobaráque dado un problemastandard tree enterprise (Granot et al., 1996),

6 = <G,c,IV,fN>, donde0 2= (VE), c : E —* 114 y IV se correspondencon los mismos

elementosqueen un problemaSETO, mientrasque fN : y \ {r} —* P(IV), es una función

queasiguaacadavértice del árbolel subconjuntodejugadoresqueresideen el mismo,existe

un problemaSETO,al que denotaremospor 9(8), tal que los juegosde costeasociadosa

ambosproblemascoinciden.

Dado £ = <0, c, IV, fN>, considéreseel problemaSETO 9(6) definido a partir de E

medianteel siguienteprocedimiento:

Paratodo vérticep E V \ {r}, sea e~, el arcode O que incide en dicho vértice, entonces

sustitúyasee~ por fN (p) arcos,el primerode ellos (el máscercanoal vérticeraíz) concoste

y el restocon costeO, y sitúeseacadauno de los miembrosde fN(p) en cadauno de

los nuevosvértices.

Ejemplo 4.10. Sea¿ 2= <0, c, IV, fN> el problema standardtree enterprisedefinido por

IV = {1, 2,3,4,5,6,71, el árbol O y la funciónde coste representadosa continuación:

r
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y fN(v1) 2= {1},fN(v2) 2= {2,3},fN(v3) 2= {4,5},fN(v4) = {6} y fN(v5) {7}.

El problemaSFTC 9(6) vienedadopor

Se compruebade forma inmediataque losjuegos de coste asociadosa ambosproblemas,

£ y 9(6), coinciden.

Del mismomodo, adaptandode forma naturalla definición de vectorde pesosadmisible

paraun problemastandardtreeenterprise,estoes,teniendoen cuentaque la únicarestricción

quedebeincorporarsees la necesariaparaimpedir queun arcose quedesin pintar, se tiene

que W(¿) 2= W(9(¿)), y para todo w admisible, las respectivassolucionesco—igualitarias

restringidascoinciden.

5

r
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