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La verdad científica se caracterizapor la exactitud y el rigor de sus previsiones.Pero
estasadmirablescualidadessonconquistadaspor la cienciaexperimentala cambio deman-
tenerseen cl plano de problemassecundarios, dejando intactas las tiltimas, las decisivas
cuestiones.De estarenuncia hace su virtud esencial,y no seríanecesariorecalcar que por
eso sólo merece aplausos. Pero la ciencia experimentales sólo una exigua porción de la
mentey el organismohumanos. Dondeella separa, no separa el hombre.

(.1. Ortega y Gasset. Qué esfilosofía. Obras, VII. Alianza Ed. Madrid, 1983, pág.
31<))

Sé lo que debohacer. Si hay 4qo que ver, tengo necesidaddc verlo. Así sabré, quizd.#,
sí estefantasma que soy para ini mismo, con este inundo que llevo en mi mirada, con la
CtCU<:ta y su magia, con el extraño sueño de la conciencia tiene verdaderamente4quna
solidez o no. Deseubrirésin duda lo que se oculta en mis actos, en esefondo ultimo en
que, sin mí, a mi pesar, sufro el sery al mismotiempo me adhiero a él. Sabrési tengo un
conocimientoy una voluntad suficientessobre el presentey el futuro, de modo que, sean
ellos comofueren, nunca experimentesu tiranía.

(Nl. Dloiukl. La Acción. Ensayo de una crítica de la vida y de una ciencia de la
prdctica B.A.C. Madrid 1996, pág 3.)
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Convenios y notaciones

En todo este trabalo con el término variedad proyectiva X indicaremosun subesquenna.
reducidoe irreducible (le un espacíoproyectivo complejo IP.

Supondremossiempreque la. inmersiéní(le la variedadproyectivaX en el espacioproyec-
tivo jpÁ es no degenerada.es decir, no existe ningún hiperpíanoH 1pNí del espacío
proyectivo ambienteH c w~. de modo que se tengala inclusión X c H G

Adoptaremosel conveniopor el quíe el espacioproyectivo~ es el esquemaasociadoal
espaciode direccionesde un C-espaciovectorial V de dimensiónAT + 1 y lo denotaremos
FN P(V).

Coherentementecon la elecciónanterior.G(n, N) deííotarála. grassmnanníana<le espacios
proye(:tivosde dmniensionu enFN = P(V) que es el esqtmemaasociadoalconjíníto de clases
de equivalencia<le vectoresdescomponiblesdel producto exterior Afl±í(V). Los puntos
dc unía gra.ssmna.niana.serandenotadoscon letras mínusculas,1 e C(n, N). mientras<tire
los esl)a.cioslinealesasociadosse denotaráncori mayúsculas,L = IP”.

El espaciotangentede Zariski aX en ;r se representarápor TX~.

EscribiremosSinq(X) para denotarel subeonjunto(le puntos singularesde la variedad
x.

El haz invertiible sobreX que producela imnersión de X en pN seráOx(1); <Dx(rn) el

productotensorial Ox(l)®m y Vx(—m) el haz dual de Ox(w.). es decir, Ox%m)
OxGrn)*.

Represemmtaremospor U el librado universalsobreJa grassníaanñanaG(n,N), es decir, el
fibrado vectorial sobre C(n, 2V) cuyafibra en cadapunto 1 e G(n.,N), U1. es el espacío
vectoria.lque a.l tomarel espacioproyectivode direccionmesproduceel espacioproyectivo
L IP’

1 c FN.

Sea E un ha.z sobre X, denotaremospor H’(F) el C-espaciovectorial de cohomología
í-esimnaH (X, E). prescindiendode escribir la variedadX. Denotaremospor h’(F) la
dimensiónde H1 (E) t:omno C-esíaciovectorial.

Adoptaremoshabitualmenteun punto de vista, clásico,en el que las variedadesseránlos

puntos <londe se anulaun conjunto (le polumomioshomogéneosen 1V + 1 variables. El
funetor t <lefinido en E19, 11.2.6.] permitirá pasarde estelenguajeclásico al lemígmiaje de
esquemas.

Por otro lado también adoptaremosen algunasocasionesun punto de vista analíticoen
el estuchode cuestionesrelativasavariedadeslisas. Lashabitualestransformacionestipo
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Capítulo O

Introducción

0.1 Enunciado del problema

Podennosenmpezarla introducción de esta nucínoriacon las siguientespalabrasde Zak
extravíasde la introducción a su libro Ta’ngeuts aud secantsof alqebralevarieties [52],
en las que se senalala recuperacióndel interéspor los teínasde la geometríaalgebraica.
inmmmersa:

During the last twenty years algebraicgeoínetryhasficen experiencuiga re-
mmnarkableshift of interest from developnientof abstracttheoriesto investiga-
(ion of concretepropertiesof projectivevarieties. Many probícínísof classical
algebra.i(: geoímietry concentratedaround the notions of linea.r systeímís,pro-
jections, (emnbetlded)tangentspaces.etc. By usinmg mnodern tecímniquesit has
la.tely becorriepossiblcto makeconsiderableprogresstowardsthe solution of
sonneof theseíroblems.

Emí particular, en estavueltaal esturdiode los teínasclásicosde la GeometríaAlgebraica
Proyectivaseenníareael problemaqueabordamosen estetrabajo. queesel deestablecer
resulta.dt.sde clasificaciónwnra.variedadesproyectivaslisa.s inmersasen un espacioproycc—
tivo de forímna no de”eneradacuyavariedaddual. subvariedaddel espacioproyectivo dual,
tiene diniensmonmenor que la. esperada.

Problema: Clasificar las variedadesproyectivas lisas X C 1pN mio degeneradascuya
variedaddual X~ c W~v* no es unahipersuperficie,es decir, dvm(X*) < 1V — 1.

La variedad dual X* c IPN* de una variedad X c TEN se define corno el conjunto de
hiperpíanostangentes(en el sentidode quecontienenel espaciotangenteproyectivo en
algúmm punto de X) a la variedadX. Esta variedad es uníahipersuperficiedel espacio

proyectivodiral parala nnayoría<le las variedades.y setrata.(le clasificar aoíuellosejemplos
de variedadeslisascmi quela (hiImmensióndela variedaddualesestrictamnentemenorcíne 1V —

1. A estasvariedadesla.sIiifinaremos variedadescon dual degeneradao, si denominamos
defectode X a la diferenciaN —1—— dim(X*), variedadesde defectoynsitivo. Observamos
qume c:on el térmuinova.rieda.d(mal degeneradano nos referimosa que la. variedaddual esté
conmtenída.en un hiperpianodel espacioproyectivo dual sino a qíne la dimensiónes menor
quela. esperada..

5



6 Capítulo O. Introducción

0.2 Antecedenteshistóricos
t.

Podernosempezarpor los trabajos(le Bertini y B. Segre [48] corno unaprumícrareferen—
cia. donde la variedad dual se demuiestracomo uní objeto interesante. La preocupacion

fruida.mmientalen ese muonientoera. encontrarunavariedadque i)a.rammmetrizarael conjímuto
cíe variedades<le urna cierta. dimensióny grado fijados en muí espacioproyectivo taímml>ién

l)re(lett~rminado. 1 a ide de Bertimmi. querecuperaB. Segre.. es asociara. cada.yariedad
x c su variedaddual X* c pN~ que es. en general. unahipersu.¡perficie(leí espacio
proyectivt>dual. Si fijamos la clase(el gra.dt <le la variedaddual) de X cii lugar del grado,
la. mayoríade las xamud roles cíe clase.s y dnnensiónnr en 1P’~ queda.ríammparainetrizadas

por un subeonjunto oh jo-, i>olimmomios hommiogéneosde gra<lt} s en 1V + 1 variai.>les.
El prol>lemaes entoncesestudiaraquellasvariedadesena dua.l no es una.líipersuperfieie.
Bertini proponeen tal casohacerla. signíienteconstrucción.Observa.primero qume el lugar —.

en queun híperpianogeneral It E Xt es tangentea. X es muí espacíolineal (le una cierta. —

dimensionA: (de modoquedimn(X*) — V — 1 — It) quedeimominamnioslugar de contactode e

X y el biperpíano H. Por tanto se puedeconstruir una ai>li(:aeitur a la correspoirdiente
grassííiannía.na:

‘y

U: tic >0 —+ G(Ic.N)
‘y

(•l>~~ asigna.a. cadahiperpianotangentegeneral (en el abierto U de X*) una. s.mbva.rieda.d
lineal <le dimensiónA: de IP’’ y de estemodo nímm pímto cnn la grassmmnanniana& (It .1V)

.

Podeniosentomicesconstrniir la variedaddual de la. inmmnersiómn<le Pliicker cíe 0(U) cmi sun
____ 1 itt i ‘y

correspondienteesí.acíoproye(:t.ivoG(tJ) <—~ IP’1’ dondeNI = ~ ~ )
e.

Si esta variedaddual es unahipersuperficieel proo<~o comnluíye; si no. su projumesta.es
repetir esteprocesoiterativamentehastaobtenerrina hipersupertncie.
Estosprunerosartículosdanhmga.raunalírica de trabajoen la que se estunolia.esteí>roeso
iterativo, conocidocomo serie de Bertini y seestudia.cuándoes un procesofinito, cuándo
iio lo es (precisión que parecedíne se escapéa. los autoresBertiul y B. Segre)...En este

e.

círculo (le ideasha trabajadoRogorrny se pueden(:o)nsuilta.r sus trabajos[43], [44], [45]
para.masinforunaciomíac:ercade estostenias.

‘y

Un segundocontextoen el que<:obra. interesel estudio (le las variecla.dttsproyectivascon
dual degeneradaesel que se<ho en llaníar conjeAura generalizadade la pwírza del lugar
de ramzjieacíón. Esta(:onjetlmraestable(:elo siguiemíte[42]:

Seaf X — Y ‘arta apheación prvpia entre X, variedad lisa de dímenstonu, e Y
variedad l¿sa de dimensión ni. de modo que todas las fibras tengan dzrnenszonu — tít.

‘y

EntO7U?C8
‘y

dinn(Y) — dinn({q E Y : j.~t (y) sinqú.la.v})= 1.

El resultado es ciert. i)a.ra. ‘1 ¿ = ni (cornjetura de la plíreza. del lugar de rannificación)
y para. it = nr + 1 [42]. [4], [50]. Emí el casosigumiemíte. u = tít + 2. Raíría.nujamny
Mlxunford establecenen [42] un ctmt.ra.ejemplt. Posteriormente,en el libro homenajea



0.3. Aproximacionesal problemade elasifio:aciórn 7

R.aíniaínuja.xn.[373,Mumford señalacómo> las variedadescon dual degeneradason también
un comnt.raejenn~>loa. esta.conjetiora.
En efecto. tomandola variedadde incidenciasiguiente:

1= {(x,H) : § c H} cxx pAt

y la í>roye~:cioii

p: 1 e

tenemosuna. al)licacion en las hipótesis<le la conjetura.El conjumntode puntosde pN* cm
los que la fibra de p es singular es justa.mnenntela varieda.d<lual X*. lo quemuestraque las
variedadescon dual degenerada,en las qire la dimensióncaemasde lo esperado,son un
contraejenií.ñoa dichaconjetura.

En estenxismmno trabajoMmnford, traspresentarlas variedadescon dual degemneradacorno
contraejenuplosa la coujetmtra generalizadade la pureza,aporta. el único ejemplode una
variedadcon dual degenerada.que (:ono)cIa. en aquiel momento, las grassmannianasde
rectasen un espacioproyectivo de dimensiónpar, con unaaproxiniaciónalgebraica
a tal hechoquerepro<lueiremnosen el capítulo 1. Peroen una.miota apie de págimiacomenta

(lite Beid le hasugeridoalgunosotrosejemplos,enconcretocierta.svariedadesregladas
(con algiunascondicionessobrela comparaciónentrela. olimensión(le la. fibra. y la. base)
comnt. otrasvariedadescon dual degenerada..

Estoshansido los primerospasosde esteproblemadc clasificación. Dc ahoraen adelante
nos centraremosen el estudiode las distintas manerasde afrontaresta cuestion. Pero
emntenndeniosconveníemítetermimnaresta seecronde antecedentesInistóricos citamndootros
au.mtorestino hantrabajadosobrevariedadesduales,abordando<listintos problemasreía.—
(:lomnadOscomn este objeto. Nícinnan, Hefez, Turrini, Pierre, Weynnany Zelevinsky,Ballico,
l-lohne. Zak...

0.3 Aproximaciones al problema de clasificación

La geometríadiferencial proyectiva es un primer puntodevista quese puedeadoptar
para abordareste problema.. En sim remnomubradoartículo [163Griffiths y Harris (lan re—
sultadIosde caracterizaciónde estasvariedades,presentándolascorno aquellasvariedades
para las que, en el punto gemíeral, cada cuádrica (le la segumudaformmna fundamentales
símígular. Aparecenlas grassníamnníianía.sde rectasen un espaciode dimensiónpar como
ejemniplosy se compruebaque la variedaddual del restode grassmanranases siempreuna
Inipersuperficie.Y adenniásse exponenciertascaracterizacionesde las variedadesregladas.
Estalíneaargumnemntalhasido seguidapor Landsberg[273,[283,queen susúltimostrabajos
caracterizaalgunasvariedades(munchosdelos ejemplos<le variedadescondímal degenerada)

por sun segumndaformníafundiamnentalenun puntogeneral,i.e...demuestra.resultadosdel tipo:
“si X es unavariedadde modoqueen el puntogeneralel sistemalimícal de cuádricasque
det<.~rnmimma la segundaformmía fumndamnentales el níisnno que el de ciertas variedades1’
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(alguna.sgra.ssmnanrnana.s,algunasirxnmnersionesde Segrede ciertos proWmctos ), entonces —.

X es isomnorla a Y’.

Otros autoreshan <lacio resultados<le clasificación desdeel estu<li<> <le la topologia y
de la teoría de adjunción. Así í>odeímoscita.r la. clasificación ole Lanteri y Struppade
variedadescon duxa.l degeneraday dimensiónnmmenoro igual íníe 7 [32]. La. ideaclavedestie
el px.mnto (le vistatopológicoesque la. topologíatic í.ína variedadcon olual deaenerm us~u.<da

b

fuertementereflejada.en la <le unasecciónhiperpíanageneral. los teoremnas(ipo Lefschetz
vanmna.sallá dt~ lo esperado[30], [31]. Esto Imacequede la fórmula dc la clasede La.nmdmnamm
[32] se puiedanextm’aer restrictivasconmdiciones.
La teoría.de adjuníciórm aporta. el crucial trabajo conjunto de los autoresBeltrannetti,
Faniay Somumese[3] en el que se presentanresultadosde c:lasifleaciónde variedades<le
defecto positiyo para. dimnemísióxm menor o igual que 10 y un te<reímma de estruictura<le
<Tichasvariedades.c:onsecuenciadel estudioole su mímorfisímno ‘nteji por el que la.s variedades
condí.ía.l degeneradasomi variedades(le Fano o fibracionessobrevariedades(le Fano. Estt

imímíestraque la clasifmcaciómí quebuso:anmosdebecenítrarsesobreto.lo en las varieola.oles<le
Fario comí dual <legenerada. ‘y

Firmalmnente,no en semmti<lo cronológico,en <los a.rtícul<ssobreestetemna. [7], [8], Fin pro>pone
otro tipo de técnicasparaaproximarsea estepr<}blt~ína ole clasificación. Los a.rgníínentos
cemítralesde estos trabajos de Fin se refiert.~n al estmndio de las variedadeslineales <le
<linmensiórí A: (los lugares<le contacto)en los o~í.íe el hiperpianogenneralole X es ta.nngente
a la variedadX . Parael estutlio <le la disposiciórm(le estoscspa.o.:ioslinealesen la varieda<i
X resultaun instrumentoa.<le<:uad< el fibrado normal al luga.r de contact.ogeneralL en
la variedadX denotadoAI¿/x. Hay varios hechos básicos que van iniponiendo fuertes

(:ondi(:ionessobredicho librado:

i) el luga.r de conta.ctoes 1.111 espaciolineal.
u) hay ímn bíperpíanotangente<luxe eS tangentea 1<) largo del luigar de contacto.
iii) se pnedeimesti.xdia.r las faxmmilias de espacioslineales<le dimensiónIt eii A. es decir.

el esqucimiadeHilbert <le IPk ‘s en X.

Estas ideas geoxmmétricasse w~meden ir tra.<luciendocmi iníformacionessotre dicho fibra.o.lo.
Fin ha estuoliaoioalgumíasde estastraduccionesy ha podido <lar teoremnasde anulaciómí
de o’:ohonmologíade 10)8 twisis del fibrado, así como un resultatio fundamentalsobre la
estructuradc la restricciónde estefibrado a ima rectacualquieraen

cl ji brado esunfibrado ‘uniforme de tipo de escisión(0. (3,0, -‘—1. —1. —1) donde
el n’órrt ero de ceros es igual o.l númerode ‘valores -1.

Con estaspropiedadesdel fibrado. Eimn estableceem [8] l¡r clasifica.eiómxde varicoladescín

quese tiene la igualdaddim(X) diii, (X*) cori la condiciómm adicional no < 2N/3. Estas
variedadessonobien inmnersiont’s<le Segrech’ ~ ~ IP”1 ~: j~2Tt.—i ola inmuersiómíde Pliicker
de la grassínanmiiana0(1,4) c IP~>, o la variedad espinorial S

4 c Wi5 de dimnensión 10
queparamnetrizalos espacioslinealesde dimnensión4 en una cuádricalisa de IP

9.

La commdicióim u < 2N/3 imo es, en principio>, una.coíidición demniasiadorestrictivaporquela

plausibilidadde la conjetuirade Hartsliornede interseccionescommipleta.s[18] (si u > 2N/3



0.4. Estructuira.<le la muenmoria 9

entoncesX es una.xntersecxonmcompleta)aconsgjaestaregióncomoadecuadaparaestable-
(ter resultados(le (tíasificaciónde variedadescomr dualdegenrerada.ya que las intersecciones
completastienemm defe<:to>cero.

Estostrabajosde Em y los estudios<leí fibrado JVL/X somr el pmmmmto cíe partida.de nuestra
immvestigacion.

El teoremna(le la.s tangenciasde Zak [52] se pueoleaplicar para.determnina.rla desigualdad

di.on(X*) =di’rtt(X)

lo que sugiereagrupar las variedadescon dual degeneradaen conjuntosS~, emm los oíue
din¿(X*) — dim(X) p dommdep tomnavaloresen los númerosnaturales.Em ima clasificado
el casop 0.

En í.imma conversaemonctmm el prt>fesor Zak duramite una. estanciasuya. cmi Madrid, sugirió
la posil>ilida.d <le demostra.rque eím el conjunto S~ sólo> hay variedadesregladaso see—
cionmesliíperplanasde las variedadesclasifit:ada.spor Eimm. Abordarnosesteproblemacomí
éxito o.’xtendiendoel estudiodel librado .~IL/x y adenitisobtenemosotros resultadosmuy
hmteresamítesde clasificaciónde variedadescon dual degenerada.

Estocletermmnnala estructura(le la. muennorma.

0.4 Estructura de la memoria

Comenzarnosenel capítulo primero olefiniendo>conprecisióntodoslos conceptosquevamm
a sernecesarios:variedad conormal, variedad dual, aplicacionesde Gauss, variedad con
dual degenerada,defecto, lugar de contacto...y presentandouníacolecciómíde ejemnplos(a
la íostre todoslos conocidos)(le variedadescoím dual degenerada.En estecapítulotodos
los resultadoshabían si<lt> establecidosanteriormente,salvo la. presermtacióngeomnétrica

quese haceen los ejemplos(1.23) y (1.26>.

El segundocapítulo estádedicadointegramnentea.l estudiodel objeto central de toda
estateoría,el librado normal al lugar de contactogeneral. Em lía construido,por medio
(le rinaseecionglobal del fibrado 9 (K¿~ ) (1), uní isomorflsmnoenítredicho librado normal,
A’$x. y el librado A’?/X(—l). Esto í)tmmrmite conocerla. restricciónde IVL/x a unía recta
generalole L. Observaremosquéconmdicionesinmmponeesteisormiorfismo. lo quenospernnmitirá
excluir ciertos librados sol)re el espacioproyectivo coniocandidatosaAI$X.

Emí el final de este capitulo. sección(2.5), y ¿Traciasa una tradimeciónsobreel librado de
ciertascondiciomíesgeométricassobreel lugar de contacto, seccmonm (2.4), mrosotros somos
capacesde establecerun teoremna(le estructínrade la. restricción cíe KL/X a un planmo
generalde L. Ademnás presemmtaímmosen el lemnia (2.20) imna mna.neramuy productiva de
extraer to~la. la informmmaciónde los resultadosde anulaciónde la cohomnología<leí librado

.AIL/x y sus (lifcremmtes twists .A4/x (a).
El capítulo termnimm comí una clasificaciónde los librados de rango nuemnor o igual que 10
sobreu.mn íilammo quepuedenser la restricciónma un piano generalde un librado AIpx.
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Todo este estuolio del fibrado ímorííía.l conducea resultadosde clasificación nuevos, cíe—
mn<>stra<loscii lts tres últímímos capítulos.

Emí los ca.í>ítrmlos a.mmteri<>resse conníenta.cómo se í.míeclení commstriíir variedadesde defecto *

positivo a través<le otros e;emmmplosconmocidos: tornandoseo:cmomíesLi perpíanaso iíacieíído
*el pmocbict.ode uíía. variedadcoím olefectopositivo y otra variedad,domíde el defecto>de la

primmiera es mmma.yor que la. díímíemmsíónm(le la. segummmda. Em el capítulo tercero estuclianmuos
cónioel libradoA/I¡x refleja.en sim estrrmctumracl Imechode quela varicoladX seael resumítado
<le efectua.runto <le estos írocesos.
Emr particular se caracterizanla.s variedadesregla.<lascoííío aqmméllasen las qmme el fibrado

A
1L/X escimídeconmrt suimíade libradosde lírica. Esteresimítadoesesencia.lmmmeníteel probado

por Em eíí [7, tlíímm. 4.1]. Simnplifica..ínos srm demnostraciómííor la. imíclusiómí de ciertas
caractermzaciomiesde los t~sl)acit)s lineales [43]. B.emnarca.íímossobretodo la estrmmetura.de
A1L/x a díferenmcia<leí trabajo (le Eimm o.iommde 1<> immoport.anmtees queel defectoes gramíde cmi
conípara.cíonm(:onm la dinnemísiónde la variedad.
Quedaíí tanmbiénmcaracterizadoslos fibrados ííormnales <le seccioííeshiperpíamíaso pro—
duetos,y denmostraniosalgrííít>s interesantesresumítadosde no extemmdibilida.oi. Es, desde
mmmmestropumítode vista, ¡.artíeul¡u.rníentesumgereííte(por la. imtilizac:ióíí que lía~:e<le nmíu.mchos
de l<>s resultatlosqueproba.íímospreviannerute)el resultadoen el qtm~ demmítstra.mmíosquie muía
extensión ole riuma. variedadcon dual degenmeratiaes uíecesaríamemíteuínma variedadcon dría.l
degeneraday los Ligares(le contactorespe<:tivosse rela..cíoímarr1.)or(lrie cl lugar <le comitacto
de la variedadole part.ila. es la so~o:ción hiperpíana.corresptmdiente<leí ~ de comítacto
de la extenmsíóuu.Notamosqueel reo:ípro o era. i>iemm cono<:i<lo.

El capitulo cuarto es.a imuestroemmtcnmder <‘1 quecomitieíie los resmmltadosmnmás iííteresamítes
de la mmmemííoria. En él extendemmmo>slos r o siultados<le clasificación de variedadescomr dua.l
degenera.1aal casocii qrme dim(X*) dm(X) + 1. Eím comícretodenííostrarmmosqume la.s
unícas variedadesco>íí esa igualda<l di díínensiommes.it = 2N/3 y defectopositivo son
ciertasvariedadesregla(iasy secciommeslíiperplana.sde las varie~1a.<leselasifica.da.spor Eimu.
Esta clasificaciónha aiia.rec.icl<> íu.rblica.<laen nuestrotrabamo [38].

Eíí la dermmostraciómíresulta fuímm<la.nnemmta.l el lermía (2.20) qume permmmitc plantear,graciasa
los teoreíííasole aíiula.eíóny a la f>rnía. del Lérrmmino primmmero de la sucesiórmespectra.lde
Beilinísomí del fibrado .AIi7¡~, una ecuaciómí diofá.rmtieaoíu.íe involumeraal ramigo del fibrado
normal y cxmyos coeficientesson ciertosnúmerosc>mbimxa.toríos.Umx poco<le teoríabásica
<le distribucióní de miúnicros primmmos Pernmmitira. comíclumir la mío existemícia<le soluciomies de
estaecuación. La idea central(le la denmmostraciómmesemmtoíícesobserva.r<lite las couídicionmes
sobreel fibrado]\L¡x serrala<lascnn los capítulosanmterioreslo dete.ruíuimuaneomplet.aííiemite,
imo existiendocnn la mna.yoríade las oeasiomres. Si cl librado íí< puedeexistir tampocolo
puedehacerla variedad. En otr<scasosdoíidela técmuica.mío es tan potemite., los cammoli<latos
mm fibra<lo ííormmral soíí uínacantidadíeíu.reña(lista. <leí capítulo 2) y se pumedemídesarrollar
ra.zonianííienítosa<l líoo: para<:la.sificar la posiblevarietiad. Somr frmmida.mmíemmtaleslas <:la.sifica—

<le las varic~ladesde Dcl Pezzo> [14]. [1.5]y Muka.i [35]. [36] para.(leterniiirmar la lista
ole varie(la<les<le defectopositivo y di írt(X) dím(X*) + 1.
Tanibiénseprueba.cii estecapítumiouní rcsmmlta.doole finitutí para.las teríía.s(N, ‘o.. A:), domíde
1V es la ~limmmeuísíómídel espaek>proy’ectivo amíibiente.u es la dirmmenmsióuiole la variela.dy A:
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el defrcto, de variedadespara lasque setiene la igualdad de dimensiones

dim(X) = dirn(X) +p

que no sean regladas, siempre con la hipótesis adicional n < 2N/3. Llamamos 8, al
conjunto de dichas variedades. Este resultado se demuestra de forma natural aplicando
cl mismo círculo de argumentosque en el casodim(Xj = dim(X) + 1.

Conio aplicación de estosresultadosde finitud presentamosel casop = 2, esdecir donde
dirn(X*) = dim(X) +2. En estepupo la clasificaciónno será completapero ilustrará el
funcionamiento de nuestrastécnicas,queproducen:

i) un teorema <le finitud obtenido de una familia de ecuacionesdiofánticas que elimina
casitodaslas posibilidadesde las temas (N, u, k) en

u) unos casosrestantes en los que las clasificacionesde las fibrados del capítulo 2
servirán para eliminar algunosde ellos.
En estegrupo 8.2 permanecenalgunasvariedadessobre lasque nuestrastécnicasnoapor-
tan resultadosclasificatorios. En el final del capítulo en cuestiónseñalaremoslas razones
que impiden en estasvariedadesconcluir con nuestrosargumentos.

En el capítulo quinto vamos a responder a algunascuestionespresentadasen el trabajo
de Beltrametti, Fania y Sommese[3]. En estearticulo se presenta un resultado central
sobre la estructura de las variedades con dual degenerada: son fibraciones cuyas fibras
son variedadesde Fano de defecto positivo. De alguna manera se está indicando que
los resultados de clasificación de variedadescon dual degeneradadeben centrarse en el
estudiode las variedadesde Fano con dual degenerada.
En estalineasepresentaotra agrupación de lasvariedadescondual degenerada,en función
del índice de Fano, Los grupos van a ser ahora variedadesdonde se tiene

def(X) = dim(X) — 2m

con rn un número natural.

Nosotros presentamosaproximaciones distintas, más geométricas,a los casosconocidos
m = 1 y rn = 2 y resultados de clasificación en el casovn = 3.
En los siguientes casosm > 4 Beltrametti, Fania y Sommesese preguntansobre la
existenciade ejemplos de variedadesde Fano con defecto positivo. En particular, se
cuestionanla posible existenciade dosvariedadesdondela dimensión, segúnlas cotasque
puedenestablecerdichos autores, seria máxima: dimensión 13 y k = 5 y dimensión 17
y k = 7. Podremos afirmar, usando adecuadamentelas clasificacionesdel capítulo dos,
la no existenciade las variedadesinvolucradas en estasdos preguntas e incluso afirmar
cotasmejores para susdimensiones.

Finalmentepodemosterminar estaintroducción presentandoalgunasposiblesperspecti-
vas que nuestrosresultadosde clasificaciónde variedadescon dual degeneraday nuestras
técnicassugieren.

131UU0TE0A
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0.5 Perspectivas *

e
La. mnmeta fínídamnenta.lenm est.e tennaes c<mcliiir umia clasifica.ciómm to>ta.l ole este tipo de
vamicdaoles.Parecemíatuiral penmsarqueno existen nnásejeiiiplt> qume los conocidos.

liii primer resultadoquees posibleconjeturarapartir tlel estmídiode lc>s ejemplosy <le los
resultados(le estructuiradcl fibra<lo o:omiormal esquedicholibrado es diagonal. Esto<luiere
<lecir quecl términio primnert) en la su<esiomí spectralde Beilinsomí sólo tieneelcímientosnno>
mmính.s cmi la. tliago>nal ]) + g O co>mí lo qmíc h suicesiójíespectralestaciomia.enm el lirinmier l>as3~>
y sc puedeestablecer<píe dielmo librado

‘y

Esteresmíltadopermííitiríaavanzarcii la cl msufi acicíl (le las vanieda.<lcscondualdegemmeraola..
Eím el caso>pa.rti(:tmlar (le la restrieciómíamí plamio, o cqtmivalentcnmientedefectoigmíal a clo>s,
la <liagt>uialit.lacl (leí librado coníornnalesequivalemítealsiguiemiteIn.~<:Imo geommíétrico.Fijannos
mmn plimito p geíicral cmi 1V y umía recta geimeral en un plaii<> gemiera.l tic comítactoquepasa

pon dicho> ptmnto. Por umí ladocoleeciona.ímmo>stoolos los lugaresde cojitacto quepasamípor
p, quees unavarie<la.dirreducibleen la grassnmíanniana..de planosy construiuiiosla fa.mmiilia
de recta.sí.or dicho pinito comitemmi<lascuí unno de estosplaimos. Por otro la.<l<> conístri.íimts
el esquemade Hilbert de rectas quepasamípor p en A. Si estasdos famímilias. cutre las

<íu.ie se (la unu claro comitenmido.soní iguales,se tieuie (lije el fubrado comiornial restriíigiolo a.
un plano generales (le la fornía, esperada.

‘y

~L/X I?~ =
0y2 (—1)(>h0%I/xKW §?y2 (l)d)/t.VKZ/\ W ~

Ení otro caso,debermaníexistir mnuícbasrectasenX qume pasamií~>r p qume mío tstán .:o>nteuiidas
cuí un plano de (:onmta<:to y en la nimisnia coniponeníteirrcduo:ible o}ume L. Estasitumaciénímío
ocurre en ningunmo>de los ejemnpltís.

Esto perníitiría. preguimítarnoss<>l>rc la informnaciómí geoníetrícaconitenuícla. cmii (ta(la umio
de los suníaíídosdel fll>rado jiorínmal. Posibicímiemiterelacioníada.(:omi la estructura.dc las
variedadescon dual degemíerada.quese describeen [3].

Enm el desarrollode nuestrainmvestigacicumtratamoscíe denmiostraruní teoreniasíuíiilar a.l dc
la. cara.cteriza.cmomide varie(la.desregladascmi térnmnimíos de su librado ííormnal que vemniría.
a <lecir <íue si X~¿/A. ~ (1)e” entomices1V es unía grassmmiamimmnaaia(le rectas. D.~ forímia
colateralapareceel i>roblemmia <le la.s caracteruza.cuomiesde bis grassmmmanmíia.nmas.Se podría.
tratar de prol.=mralgúmí resultaolo dcl tipo de los existemitespara la. caracterizaciómíde
espacioslinmeales. Esto es. dadaunía varie<lad lisa. X de olimneusión2n + 1 conteniendo
tantasgrassniamimíiaiíasdc rec:tasen W’~ comino si fnera bu. propia.0(1,u). <leniostrarcíne
X es 0(1, u.) o alguna.variedadcon muchosespacioslineales,por ejeníplo,una variedad

reglada.

Finainienteobservar<jiie exístemívariedades(:011 <lumal (legcniera.~laclistimmtas comm el muisnio
defecto y el mismo librado JVY/x pam el lugar de c.omxt.a.ct.o> general. Esto inolíca que
solanienteel librado íiornmal mío sirve parare(:u.iperarlii variecla.oi. Seríainíteresaiit.esaber
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qué informacionesadicionalessenecesitanpara poder determinar, en función del fibrado
normal, la variedad.
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Capítulo 1

Variedades con dual degenerada

Emí este prinmíen capítulo líacenios unma presentcmcíommde las olefluíiciones y notacionmes(le
los objetos <le estucho: espaciostangentesproyectivos ínnnersos,aplicacionesde Gauss,
variedadesde tangentes,variedadesduales...Dareíííosunanocíonmde dimensiónesperada

para la variedaddual a. unavariedad~)royectiva lisa, y enmtemmderennosconio variedadcon
dual <legenmeradaacíi.íella.variedadparala cual la dimnemisiómíde suí va.ricda<l duial es nmieiior
oiue la. dimmmemmsiómmesperada.
Definiirenio>sel Ligar <le comitactoentreuní hiperpíanota.íígemítegeneraly la varieda.dcomnoel
o:omijumíito <le puíítosde la variedademí los quedi<lmo liiperplarío es tangente.La linmeali<la.d
<leí lugar (le contactosuponeuna dc las característicasgeométricasmás sobresalientes
(le las variedadescon dual degenerada.Son por tamito variedadesbarridas por espaemos
linmeales.en el sentidode qume por el pumito generalpasaun espaciolinea.l dc contacto.
Terniinareímíosel (:apítuilo proporciomiandoníma. lista de ejemmmplosde variedadescon dual
degeuíerada.queva a recogertodoslas variedadesde estetipo> conocidas.

1.1 Aplicaciones de Gaussy variedades de tangentes

El concepto fundamentalen nuestroestudio <le la geometríainmersade una variedad
proyectiva1V en las (:ondicionesestablecidasen los prelimninmareses el de espacio tangente

proyectz’co o. 1V en un punto liso x 6 1V.
Eíí térníinosclásicos,es decir. consideramído1V conmio el comíjunnto de cerosde un comíjmníto
de polimiomnios Imonmuogéneosen 1V + 1-variables,esteespacioproyectivo va a ser:

Definición 1.1 Sea1V c 1pN una variedad proyectivade dimensiónn y seax (x0
iv) un punto liso de X. Tomamos{Fí, F,.} c C~0 Xy] generadoresdel ideal de
1V. Sc define ti espaciot.angcnt.eproyectivoinmersoa X en el punto :r (que denotaremos

Tx~) como el lugar de ceros determinadopor las ecuacioneslineales {z:L0 ¿[itt) 1V~ : =Dxi
O 1V. j 1

EsteespaciotamigemiteTx,~ es unu espacio~)royectivo <le clinuensiónu. Geométricamenteno
es Imiás <íuíe tonníar A el <onuplemnenitariode unasecciónhiperpianma.dc X quie mio pasa.por
a:. de nnanera.cíue A es unavarie(la(l afíní y el espaciotangenteafííí ení a: conípletadocon

15
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los correspommdíemmtespmmutosdel imifimuito es el cspao:iota.nmgeí’mte proyectivo imimnerso a 1V cmi
a:.
Usareniosa umentuloquelas direcciones<le esteespacíotangenteaUn estámígemieraclaspor
los vectorestangentesa arcos anabtí<os7(t) c 1V talesque (O) = e.

Otra. definición e(.llmivalente(le este cspa(mo <le corte nmniy geomímétrico,es la. siguiente.
Defininímos la. aí.>licacióui5 1V — fi } ((1, 1V) qu.ie asignaa eaolapunto p de1V fx}
la recta<jue lo imne <omm a:. est<> es 5(p) 1 comm 1 cl Piiiito cíe la grassmmmaiiiiianmaole rectas
<:orrespoiidienítea la rectaL queuna p ‘~

Podemiiostomnar almora la clausuracnn 0(1,1V) de la inmagen<le 5, y obteííemmmosmína sumb—

variedad(le la grassunamomiia.íiaS~ := S(X — { 4) C 0(1,1V).
Construminioscoimio es habitual la variedadole inmeideincia.:

1= {(q,l) : gEL, lc 54 c x 0(1,1V) 4’4,
con sums dos proyecciones.respectivaimiemmtePi y P2 —,

Entoncesdefinmimnosel espa.<iotangenteproyectiv< inímníerso<le 1V cnn a: conmio
4’

PuP
2~(Sx— 5(1V — {w})).

Y sepuedecomprobar<jíme las distinta.saproxunacionesal conceptode espacio tangente
proyectivo inmersoson ecímmivaientes [17].

Desdeel íunmto de vista del estudiode la geo>metríaproyectiva.dc la variedad A es iii—

teresantepregumutarsesobre la. disposición ole los’ espaciostanigemmtesproyectivos en los
diferentes puntos de 1V, es decir. conístrizir x’ anjahzar variedadesque para.ímietriceii los
espaciostangentes,o variedadesauxiliaresqueparametri(:enlcs espacioslinealesqueccní—
tienena <lidios espacicístangentesy nos permitan (iescril)ir estadisposición [52].
Desdeel pnnt.o ole vista ole geometría.oliferencial pro~yetix~u., interesael mo’ním~ento<le
dichosespacios.y aí.a.re<:eniímístruímieiítos(:<>mmio la.s fornías fnmmola.mmicnt.ales,[16], [273 qííc
nnidemm dichosímn<>vmíímienmtosde los espa.(:iost.a.íígeumtescuí olireecionesec~ncretas.

4’

Nuestrotrabajo va a untilizar el prinner emmfoqíme do.>íicie se pue(lemm establecerlas sigíuieíites
definicioímes:

Definición 1.2 Sea1V c IP’ variedadpropeetira cíe dzmensionn. definimosla a.plica(.mo.>im
de Gausscomo la apt~cacion‘y,~- : X — Sinq(X) e G(’ri. 1V) que asígna cocía vv.nto a: en
la parte no singular de la variedad 1V el punto de la g’ro.ssmannío.nacorrespondienteal
espaciotangenteproyectivo imtmersoen dicho punto Tx.r, esto es,

‘Yx X — Sinp(X) e 0%. 1V)
a: ¡—+ ‘yx(a:) = Tx1 ‘y.

Definición 1.3 Llamaremosvarmeda(ide tangentesa. la variedad1V y la denotamos1V.,~ a
la clausura en la. topología (le ZarisLí de la imagenen la =J’(assrr¿arottcittadc ¿ti aplzcacíón
de Gauss, Es decir.

4’

‘y.‘yx(X — Sing(X)) c 0(n. 1V).



1.1. Aplicacionesde Gaussy variedadesde tangentes 17

De esta mmíammera estanioscoleccionandotodos los espaciostammgenmtesproyectivos y sus
posici(>neslímite, considerandoloscomo subva.ríeda.d(le la grassmam’ulana0(n, 1V).

‘lanibiémí se í>uieden colecciomiartodos aquellosespacioslimícalesde umna cierta dimmiensiónm
fijaola Y cmi la. (:<)rresl)ondiemitegrassnia.nniamma.0(r, 1V) que(:ontiemmemmalgúmíespaciotangenmte
aX y suspo>sícioiieslímmte..

Definición 1.4 En o stos construccmonesdiremos que un espaciolineal L de dimensión‘e

con u _ r < 1V — 1 es tangentea X si ea:isteun punto a: c 1V de modo que Tx.x C L.

Definición 1.5 Llantamosvariedadconornmmalde orden r, ‘o. _ r =1V — 1 deX, yla
denotamoscomo a la siguientesubrariedaddel producto 1V x C(r, 1V):

P’Q = {(a:, 1): a: c 1V — Sing(1V), lE 0%. 1V), Tx~ c L} c X x 0%, 1V)

Definiciones 1.6 Definirnos la aplicación dc Gauss‘r-ésimna 91 : —+ 0%, 1V) como
la proyección de la variedad conormal r-ésima sobre la grassmannianade ‘e-planos del
espacioproyectivo jpN•

Definimos la variedadde r-espaciostangentesa 1V, quedenotamosXr*,
comola imagen de la aplicación de Gaussr-ésima, ir.,

La cleflmíieióíí de aplicaciómícíe Gaussr—ésimnaenmglobala definiciómí <le aplicaciónole Gauss
emm el casoparticular r = ‘a. En el otro extrenmoestá el caso r = 1V — 1. es decir. la
coleec:iómode liipcrplammostamigemotesa X, y sus posmemoneslímnite. Este último va. a. serel
ckjeto fu.mnmdamnemita.lde estu<liocnn nnuestrotrabajo. Se puedeconsultarel libro de Zak [52]
parammmas íníformmía.ción sobreaplicacionesde Gaussde otros órdenmes.

Si interpretamosla. gra.ssnnannianade hiperpianosde FA’, 0(1V — 1,1V), como el espacio

l)ro.yecti\’o címíal pA* po<lenios(lar las sigmuienítesdefiniciones:

Definiciones 1.7 Llamaremosvariedadconorumala 1V y la denotaremos‘Px a la variedad
conormal de orden 1V — 1.

Definimosla variedaddualde1V, queescribiremosX*, corno la variedad
de 1V — 1.-espaciostangentesa X.

Notaciones1.8 El diagrama de definición de la variedad dual con sus proyeccionesva
a ser:

{P2

1V~ cWA’~

Observación 1.9 El nombrede variedad conormal no es arbitrario. Responde,en el
caso de variedadeslisas, a que la variedad conormal tieneestructuradefibrado proyectivo;
osocíadoal fibrado conormal a la variedad 1V en FN. estoes,Px =
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Paracomívencerseíe la veraciola.<l de la ol)servacionanterior, y porque la.ssuicesionesexac-

tas qtme x’amm a. aparecerserámí útih.~s nmíás adelamíte,en comicreto~ demimost.rarun teoreíiía.
cíne extiende la ol.>serva.ciónaíiterior, escribiíiios el siguuienitecliagramna..válido para tinta.
variedadlisa 1V G =

‘y’

(1 0

.1- 1
O -+ O~(—l) —~

0x TX(—~1) —+ O

.1=~ .1. .1~
O e 0x (—1) —> O~ yV —> TlPNy(~l) —~ o (la)

.1~

1 1
(ji (1

4’

donde0x es el puíí—backPOP la. apíicacmóimde Gauss%x del fibrado umuversalU so>bre 4’

G(n.1V), es decir el fibraclo tal qume la fibra. sobrecadapumníto es el espaciovectorial cuyo 4’

espacioproyectivo cíe dirccci<>mícses el tangemítepm’oyectivo imíniienso cmi dielmo punto: 4’

4’

P(Cxr) Tx.~.

4’

Todaslas sacesíoníesexactasdel diagramnacontienenuínía interesanteinfornnacion:
4’.

La. puniera suicesióní líorizo>nmtal mnumestma.la relación emmtre el tangemíteproyectivo y el
tammgemnt.e ole Za.riski. cmi cada pinito a: E 1V sc tíenmela. <I<.~sc<>mmij>c>siciomi(le 0x,.’í cmi sumnía..
olirecta del esI)aciovectorial <jime describeel propio pumníto ir y el ta.ngemit.e<le Zariski crí
(li<:lmo pinito.

La sucesiómídual de la. suncesiómívertical (leí niedio pernunitever la. varie<la.d conoríiial
coimo el librado proyectivo asocía.cl<¿.1 fibradovectorialÑ$/~v (1). Al <balizarse tiemien la

immclusi&m de ~ (1) cmi Oy 2 V~<, estoríos permmmitever P(AQ/l~w (1)) como Imiperpíanos

gime comitienmemíalgúnm taíigemmtcproyectivo>.

La sucesiómí vertical fiííai es el pro<iíícto t ensorial por O,y (—1) dc la suicesión cíe
definición del Jibracloiiornnal deX en PA’. dlume imenmos(lcnc>ta.doÑx/s>v

Adcíimás se miií.íestra (jue el librado J\fxi;==~v(—1) es uní til.>ra.cio generadopc>r secciones
globales,í>or la. commml>osi(:ióni

® V e TW”~ xVl) e Ñy/p~v%l).

4’

1.2 Variedades con dual degenerada ‘y.
El prmmníer mnivaríamíte nmuniérmeoque podemmios estudiancmi la vamie(ladl dual X~ es sim di—
mmrensioíi Es uní pn oceso liabitumal cmi geomnetríaalgebrcuí<a tratar de i>mmsca.r ritm conicepto
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<le dimensiónesperada.cii est.eo:asopíra la. varieda<1 <Imnal a unavariedad lisa, es decir,
íímia dimmmemmsióim<íue se tienme para.la niayoría <le las situmaciomíese imítentarclasificar a.cíxmella.s
variedia(lescmi las qume mío se alcaíízadicha dinmemísmon.

Observareniosquela dinmenísióíiesperadava aser dim(X*) = N — 1, esdecir, la. variedad
dual es lial)itl.ialmnemite umia imípersuperficie<leí espacioproyectivo> dual, ~ nuestroobjetivo
es clasifica.r acímíellas variedadeslisas cuya variedaddímal tienme dimnensióníestrictamemite
imienmor cíne 1V — 1

Ca.lcumleímíosla <hmnemmsiómmde la. varieda.dcoííornnal.
Comíio la fibra por la primneraproyeecióíip~ : —+ 1V de uní punto genmerala: G 1V es el
comíjimmito de hiperpíamiostanigeintesa 1V en a:, entonces§>(x) es isomorfo a un espacio
linea.l <le diníenísiómí1V — 1 — n. el conjumito cíe los hiperpíanosde w”~’ queconítienmenadicho
espaciotamigemíteTx~.
Por tamíto la. diíiiensión de la. varieda.dconormííalverifica

dimQPx)=n+(N—n—1)=N—l. (ib)

Para la mayoría de las variedadeslisas la varieda~i dual X* es unía hipersuperficiedel
espacioproyectivo dual IFA>.
Pareceníatural pensarque ésta es la situa.ciómm nuás habitual: Un híperpiano tangente
general fi c X* lo es emí umí sólo punto, es decir la proyecciómíP2 es genéricannemiteunía
aplicación 1 a. 1. Si este íío es el caso, al imponer a uíi liij.>erplano la cc>mmdición de ser
tangenteemí uní punto, aímtoniáticanmentese obtiemme tangeíicia a. lo largo de toda unía
subva.rieda.dole dinmíensiónpositiva (o de mmnía cantidad finita. de puntos, aummqiie emí esta
segmimidaposibilidad taníbiémídi’m(X~) 1V — 1).

De alguna mímamíera. la.s variedadespara. las que su dua.l mío es una hipersuperfi(iesoíi
especiales.Podemímoscitar a Munmíford E3~] queseñala,retiriémídosea.l hechode queX sea
sienipreunía liií>ersui>erficie:

‘1 claimn t.líis is false, altliouíglm 1 feel sure it can omíly be false in very rare
o:icunistances.

Nuestroobjetivo es explicar lo muás exlíaustivamemmteposibleen (limé consistendichas ex-
tranas czrcunstancias señaladaspor Mumnford, presemmtarlos ejemplosconocidosde las
varieda<.iesparalas cíue dim(X*) < N — 1 y aportarresiilta(ioselasificatoriosparaestas
variedades.

En estecontextodefinimnos:

Definición 1.10 [¡n.a variedad proyectiva lisa 1V c pN tiene va.rieda.ddual degenerada
sí la dimensiónde su variedad dual es estrictamentemenor que1V — 1.

Definición 1.11 Llamamosdefectode 1V y lo denotamosdef(X) := A: a la diferencia
le =1V —1 — dím(Xt).

Hablaremosenítomucesindistintanímentede varieda<lescon dual degeneradao variedadesde
defectopositivo Ir > O.
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1.3 El lugar de contacto

Las vanmeola<les omm dual degeutena<la soíí varieola<lesen las que se tiemie que la fibra <le
la aplicaciónP2 del cliagramna(1.8) es de ~limnemisíóííposit.i~’a.. Estaní<senitomícesdiciemiclo

que cada. hiperpianio tamígente Ji E X~ lo es a. lo largo> ole nimia suíbvariedad(le X ole
cliníemisíónpositiva L11. Nos gustaríaestuncliaroficina sííbvarieda<l,de la <luíe, cnn primi<:i~)io.
sólocomiocenímosquesin diííiensióíí es mayoro igual quele, y exacta.uienteA: <:uan(iotoinaimios
II generalen

Definición 1.12 Sea1V G IPx variedad lisa, it un punto de Xt Definimos el lugar de
contacto<le 1V y H comola jibra sobre fi de p~ os dcc ir LH := rwFi (fi).

Pararecopilan immfornnía.ción acerca.(leí lugar cíe coíitact.o a. uín liiperpla.iio generales con-
venienterecorda.rel sn~uie.nteteoremasobre13. x u íedaddual. Suele ser <:onocidocomo
Teoremade bidualidad. Aportanios ta.níbiéíí uimmí prual:)a sencilla<le dicho teoreumiapara
mííejor eonipreuísióíidel temna, debidaa Nícinnamí [2>] [41]. <iue recogeideas <le C Segre
[49]. —

Teorema 1.13 Sea1V G W1v variedad proyectiva y la identzficacióncanónica entre IFA’

y , entonces,con esta 2dentzfi{~ac~on~. .~e tiene que PA’ Px~, lo que en particular
muestra la igualdad 1V 1V * —.

4Demostración
*Sea 1,. c X~ uní puiííto gemieral (fi £ A> — Sing(X*)) y seanlos siguientesdia.gra.nma.s:

14 1VcÑ~ F.c. 24 x** c
}I>2

x* ct>< A> CIPN*
Denmostraremnosqume la libra de fi paralas a.íilica.cioncsP2 y í4 <:.o>umcide. —

Toniamo>sla variedadsiguieiite —

i91) = {/~} x {/tiperplanos de (W~N)** W~VqmÍ.econtienena ‘x~.h } =: 0’ } ~

Si s = dita X~ se tiene quediro TZ. ñ 1V — 1 — s = dim “Px — d’im 1V’~ din,. ~>y1 (1~)

Por tamíto dir’ri. (p
t< (b) — dim py’(h) y, coíiic> TÁ,, eS lumia va.ric<la.d irre<liiciblc. será

smmficiemmtc í>rc>l>a.r olule pi;’ 1 (it) c {h} x 1%. ,,, es <lecir, que <lacio> (a:, it) c p§ (fi) gemíeral. a:
es u.ímí elenmientode 77,>, i .e.,a:r = 1> parato<io ~ £ ix~ .t..

Necesitanmiosahora el siguielite conmoeiclo leííía. que enumíciarenniossimm <lcmmiostraciomm[17.
pág. 176]:

4

Lema 1.14 Seaf : X —> Y una aplicación regular sobregectívade variedadesdefinidas
sobre un cuerpo 1< de característicaO. Entoncesea:iste U c Y abierto no vacío tal que
para todo p ele’rríe’nto de f— (U) (~ Sn~.(X) la o.plíea.ció’n. oIf~ es sobiegectíva. 4,
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Tomeumnosa: E ~ .h

Aíflicamíclo cl leníía. amíteriora P2, podemímostomar (:r, It) e 2A’ y mini arco (:r(t), h(t)) C Px
que tiemíde a (a:, Ii.), i.c., (a: (O), y(O)) = (a:, 1>.), comí It’ (O) a:.
Del lie(:lio <le quedicho arco estécontenidoen la variedadconmornímal. (x(t), h(t)) E “P~, se
tíenie

x(t)h(t) = O.

Podenmiosenítomícesderivarestaexpresiónparaobtener

d(x(t)h(t)) <=o = a:’(O)h(O) + a: (0)/i/(O) = O.

Ahora bien, a:’(O) E Tx. c H, por lo> quex’(O)h(O) O y. de estemodo,

x(O)h’(O) = a: a: = O,

comnio queríanmnosdemostrar.

Nótesequeel resultadodel lema(1.14) no es siemupreválido sobrecuerposdecaracterística

distimítade cero.
En efecto, sea 1V la curva planaafín de ecuacióny — a:~ = 0, 1V c A2, domíde A2 es
el plamio afíní sobre el cuerpo 1< de característicap. Sea Y Aí la recta <‘le ecumaemoní
a: = O. Defininmios la aplicaciómíf : 1V —+ Y comino la proyeccióncmi la segunda.coordenada
f (a:, y) y. Entomices,1V e Y son variedadeslisas, f es unaaplicaciónsobreyectiva,y sin
eníbargola. cliferemícial <le f. df

4. es uníaparatodo pumíto q de 1V.

Si el leimía. es falso. tanubiémí lo es el teoremímade bi<lumalidad.
En efecto.toníaniosel conocido ejemuplode unmía (:ómii(:a plana (le ecumaei~miyz = a:

2 sobre
mmmi cmíerpo (le característica.dos. To~las las rectastamigentesa dicha. cómmic:a pasanípor el

pumuto (1 : O : (ji). De este modo la curvadual es unarectay estoconntradi<:eel teorenníade
bidiíalidacl, puesla <lua.l de la recta es un único punto.
Resa.lt.amííostamímbiémí cmi este ejenmiplo cíiie las cónicasen característica2 somí el único caso
de las curvasque se líamí <lado emí llamímar curvas extrañas.i.e., curvasproyectivaslisas de
grado nmiayc>r o igual cíue dos, tal quetodas síms tangentespasanpor uní pumíto [19, pág.
312].

El estuidio(le variedadesdualescmi característicapositiva es, en este sentido,particular-
muientedifícil: trata dc determímimiarcondicionesparalas varie~la.descmi las cíi.me se verifica la

l.>idímalidad, comiocidascomo variedadesreflexivas[20].

Volviemído a.l (umerp(> <le los númerosconuplejos,cl teorennade bidualidad míos va a dar
emitomices la. imifo>rnnación que estábamimosbuiscamídoacercadel lugar de comitacto(le 1V comí
un hiperpíamioH E 1V* general.

Proposición 1.15 El lugar de contacto de una variedad proyectiva lisa 1V c WN y un

hiperpíano tangentegeneral U E X~ es un espaciolineal de dimensión1V — 1 — dim X~.

Demostracion.
R.ecorolamíiosque, por definición, el lugar de comitactoes
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4

es decir, cl eomíjmmtode pumnutos(le 1V cuíyo ta.ngeíitcestá.coííteniiclo cmi H.
Apli<:a.n<lo> el teorcímía<le bidimalidad, pocleniosiníterpretarL11 <orno el comíj umíto dc líiper—
planos<le (WN)** ~ <íuíe comítienena.i espacioliiiea.l Jx~.,~ íiíe es, por tamito, uní espacio
lineal de <linmnemisíoíi 1V — 1 — clin,.. 1V *

‘y
Observación 1.16 Como trabajando 1V variedad lisa, el ¿uestarnos con , <jan (le contacto
de 1V y JI, con U un punto de 1V% es el conjunto de pu’o tos (le la interseccion de dos
variedadeslisas en los que sus tangentes no se cortan transversalmente,por tanto L12 es
el conjunto de puntos singulares(le 1V A

Sing(1V O JI).

a menosqueH sea tanqentea 1V en todos los puntos de la intersecenon.

Podríaocurrir que unm liií>eri>lan<> JI fumera tangenitea 1V a lo largo <le t<>da suí iníterseccíomm
comí la variedad (siemudoestaiuítersec:cióíílisa.). Por ejemplo, si toííianíos la. suiperficie <le
Veronesem2(W

2) c IP’>. la. secciónhiperpla.ííagemuerícacorresi>ouidea umna conicaplanalisa.,
y cmi cl casode qile el Imiperpianmosea.tangemite,umna conmica. degemuerada,quePlicOle serumnía

recta.doble [17, pág196]. Emí lenguíaje cíe esquienmías,la seeciomísale mío reoluicída.

Y uímía vez coíío<:ido el lugar <le conítactopara.uíí líipcrpla.íio tanugemítegemieral, cmi el resto
<le los ca.sospoclenmuoscitar el resultadorecogidh>cii [3]. Lcííía. 0.8:

Proposición 1.17 Sea 1V c IFA lisa utoncescad hipe plano tangenteJi E 1V>’ es
tangentea 1V a lo ía’rgc> de ‘una ‘unión de espacioslineales (le dimensiónA:.

Podenmiosoi>servarquela proposiciónamiterior es unao=omise(:uieii<:ia.dírec:tadel teorcínade
bidualidad. ‘y
Buí efecto, lo>s pumnitoscmi oiume uin Imiperpíanio.>.11 es ta.íigcnmt.ca 1V somí los puimitos <leí comíjuiíito

P .1>2 u (Ji), quepor el teoreimiacíe l>idualidao.l es igual (por íííc<lio <le la idemitificacióíi caimonmica.
enutre IPAT y WM>’) al comíjumiuto pp7’ (U). Por tamíto, o.laola esta iolemítifio:ac:ióii, esta.íííos
bínseamidolos líiperplammos<le IF~* taíígemmtcsa 1V~ eíí el puIut<) U. Si U es umní pumnuto liso <le
X~ líenmuos ra.zoíía.doantescine comiformamímmmi espa(:io> liíícal de diniemismoniguía.l a.l defecto.
Si miO, lo <píe estannoslia<:iemn.lo> es tommmar l<s liiperplauios quíe c<>iítícmíeíi a mmii espacio

proyectivo cíe clíímiemísíómi ‘a qume es umia posiol:icmi lííiiite de espaciostamigemitesa l)i.iíitOs lisos
<le 1V>’ címamídodichospummtos tiemuclen a.l pu.nnto U. Por ta.nt.~ el luigar cíe coíitacto <le 1V y
U es unafaíiiilia <le espaciosliííeales <le diimíenmsióii le.
Si <íueremnosescribirlo fornialumieíitcú.. teíieííi<s la a.plica.cióíi <le Gaumss:

‘y: 1V>’ — Sing(1V>j ~ G(nt 1V)

y ~letiniíuos la. clausura.<le la. imagenT(1V>’) := ~‘(1V>’— Sing(X~)) c 0(n.>’, N). Emítoimees,

por el teorenmia<le 1.>idualidad.la varie<la.cl1V puede~ como la innageníí><r la. proyecciomí
enrresnnr~H imite rl e la variedad
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{(l. “in) : L c M} c T(X>’) x IFN>’*

lo <Inc pruebael resultado.

Podenioshacer<los observacionesa esterespecto:

i) Aluíffl l)ruicba en su trabajo [1] <jume si un hiperpíanoH es tangentea unía varieda.d
lisa 1V G IPx a lo largo de un espacioliiieal, eíítoncesel punto Ji. E 1V>’ es uní puinito liso
ole la variedad dual y la <linienísiómí de dicho espaciolinea.l da el defecto ole 1V. Por ta.mmto,
la. uniióní <le dichos espacioslinícalesde diíneímsiónle puedeser unma variedad<le dinmuciusión
sul)erior a le. pero cnn míimígúmí c:asolimícal.

u) La. cxisteíicia <le esí.acioslimicales de dirnemusién le comíteííidos emm la. variecla<.l 1V
resultaser la. característicageomnétricaíímásrelevantecíe las variedadesde defectopositivo
le > O. Dielmas variedadescontienemíunía gramí caíitidad de espacioslineales <le diímíensión
le, pasamucloal nneniosumnio por el pummtogenerala: de 1V; y de unmaneraquecuamídose inípomie
sobreel lii~)erplaíi<) gemíeralla. <:ondiciómi de tangenciaa 1V en unu puíito, a.utonuá.tieamnenítc
se ol>tiemie tamigenm<:iaa lo largode todo umm espaciolinmeal de dinmenusióníle.

Nuestrosresultadosde clasificaemonvan a serobtenmidosa través de un estundiocuidadoso
cíe la posiciómí de estosespacioslimueales de <hmmmenmsiónm le en 1V. Desarrollaremnosestoemm
los próximííoscapítulos,usandoel fibra.<lo normííal al lugarde contactogemíeralcmx 1V comíío
instruííieíit.o priíicipal de estudio de esta. configuración de espacioslimícales emm nuestra
variedad1V.

Ahoraes imiteresantepouxer algumuosejemplosdevariedadescondualesdegeneradasy otros
<time mío lo son queilustren las clefiniciomíesexl)lica.<la.sy mmíotivení paraínmícía.r uní trabajo de

elasifioaoióíi

1.4 Ejemplos

Ejemplo 1.18 SeaO G una curva lisa e irreducible. El defecto de O es cero.

Se tratade buscar.segúuíla. iíiterpretaciómiole (1.16), la dinmíenísión<le la partesuigular (le
una. seccíommImipemplana tanugentegeneral. Como en el casode curvasdicíma secciómmestá
formuadapor umna camutidadfinita <le punutos,su dímuiemisiómí es cero.

Ejemplo 1.19 Sea1V c IPx una interseccióncompletalisa. El defectodc 1V es cero.

Comímo semíalauímoscmi la ol>servaeión(1.9) se pumedeidemítifica.r la varie<la<l co>nm<>rnmíal ‘Px comí
el librado proyectivo P(I\/<rN( 1)).
Observamnosw~ el pulí baclepor la aplicaciónP2 del fibrado lineal Ox<—l) es el librado
tautológico l)ara P(Ñ/LlN (1)). Comno X es lumia iuítersecemonconmupletamío degemíerada,

el fibraolo Ñx/i.*N (—1) (<jue escindecomumo sumuma de librados <le línea) es anmuplio, lo que
<:on<:limye que P2 es finita o equíivalenitemnenteque 1V tiemie defecto cero, connio queríamos
<lemmíc>strar.
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Nos guistaría.hacernmíemmcióím aquí cíe la existemicia cíe otra demniostracióní<le este unmusnio
resultado.<lebida a 5. Ishii. comí métoclc>ssinmíplesy ciuíc resuiltabastanteiluistrativa [24].

Definición 1.20 lina terna (Y. P~(E), £) formada por una variedad proyectiva Y, un
fibrado proyectivo sobreY. Py(E)—~—+Y,y una inmersión definidapor el fibrado de lírica
E, Py(E) c 1V” fórman una varicolad regladasobreY si las flbra.s de p esta romersas
en IV” como espacioslinealespor la inmersión queproduce el fi brado de línea 1.

4=

Ejemplo 1.21 Sea ahora 1V c ¡pA’ una variedad ‘reglada. sobre una curva O lisa e mire-
ducibie:

4=

1V = P0(E)-WO. ‘y.

El defecto de 1V es mayor o igual queu — 2. ‘y
Fijamos puntosgemralesa: E X y 1>. E X>’ tangentea X en a:, esto es,Tx..~ G H. Como
la fibra p’ ‘p(x) E es umí espaciohímical <le clííiieíisíómm ‘ir — 1 comitenmiolo> en 1V y cínie
comítienea a:, estamío u sariímiíentecontenmida.cmi el espao:i< tangenteT~~y por tamítc~cii
E~ C Tx~ G JI; cs d <ir 1 hi~>erplaiio tamígemitegemíera.l contienea. unafibra..
Debemnosestudiarahorala iníterseo:ciómi1V fl JI. Se tienenlos doshechosbmí.sío:ossiguientes:

i) la inmehuisiónEx c 1V fl JI,
U la fibra geníera.l dep E IP~>í

mi) corta. a. .. , ,,, , en uní lnperplamk> f.~ = IP”<
2 c Ñ de la.

fibra., l)O’e ser la immnríersión1V c imo clegemiera.da..
Si ahorat<>nia.mííos el límmíito~ eím la fibra E~ <le dichí<>s fl Y, es olecir,

(1VnJI)—F~nF. := ir,

‘y’

obteniemosun espaciolinmeal ft = IP”~2.
Eíitommces ir C Sitj.9 (X n H) va. <íuíc cnn es<>s pumito>s el espaciotamigeníteestágeneradoíor
vectorestanigemitesaarcos amialíticosco>nitemíi<ioscuí U, p<>’e tamito A: > ‘ti — 2.
Más a<lclamite co>íiií>robareíiiosquesc tienie la. igmmalcla<l sieuíni)rc cpíe ‘n — 2 sea.positiv<.

4,

Señalemosunma. primniera mímamiera.cíe construir variedadesdedefectopositivo por mímeclio <le
<>tras variedades<le defectopositiv<í <:<>no<:i<ias.

Ejemplo 1.22 Sea 1V c IPN una variedad proyectiva con defecto positivo lex > 1. Si
tomamosuna secciónhíperpíanagenero.íY 1V 0 0 c O entoncesley — 1.

Para clenmuostraresta afírmmmacíóíi bastaasummníír la ííitcrpret.acíóím<le la obscrva.o=iómi(liC)
del lugar cíe conítaeto>L

11 para uííí hiperpíanioU E 1V>’ geíiera.lcomumo el luga.r singííla.rde la
interseccionde X y H. L,.1 = Sinq(X oH). Por tamíto, comoY esuna. secciómmhíiperplana
gemíeral<le 1V, Y = 1V 00, emutoncesel lugar <le <:onta.ctoL11,00 va. aserel lugar simígínlarde
la inutersección1V o O o U y así la. imíterse<:cíomiSing(Xo H) O O quees uííí espaciolinmeal
dc dimííensióímlex — 1. Concluninííc>semitonceschíe ley = lex — 1, conmio queríammiosdeumuostrar;
y a<lemíiásque los lugares<le contactogeneralesParaY soíí seccmoíieshiiperplamía.sl)O)~ O
de lungaresole comítactogeneralespara 1V.
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Ejemplo 1.23 Sea1V c IFN una variedadreglada.sobreuna variedadY lisa de dimenszon
ti;,:

X P~(E)—~4Y

Severfica A =u — 2am.

Fijaunmosconmosiemprea: E 1V geimeraly U E X~ generalconTx~ c JI. Comoemí el ejemmi~>lo
(1.21) la. fibra p—up(x) :~ es un esí>aciolimícal de olimmiensiómí n — ‘tu. que pasapor :r y
debeesta.remitoncesconteimicla en JI.
Píme<lo elegir ahoraun arcosanalíticosy1(t) eím Y cemítradosemm p(a:) tales qume susvectores
tamígeuitesgemieremíel espacioveo.toria.lTW(x). Esto <la. lugar a un fam’nilia.s unmiparamumétricas
{ F : i = 1 m.} de fibra.s (E = IFr>~~l) de tal mamieraqueen cadapumnto y cíe la fibra
so>brep(x) cualoinierelecciómíde arcosamialiticos cÚ(t) c F]I ceíitradoscmi y verifica quíe los
vectorestamígentesemm el o)rigcmm (a’Q’(O) soíí linealmeníteinídependientes.
El ImiperpíaimoJI corta a.l mniemmmbrogeíieral dc <adaumíia <le estasm—famnilias emm uímn espacio
limíeal 0~ cíe codimmíemisiómmmííenor o igua.l qume 1 cmi F/. La.s posi<:iommeslinmíite sobrela fibra
F~ cíe las faníilias 0 son un esl)acioslineales .1 de (:odimensiónmenono igual <íuc 1 cmi

Ex.
Conmocii el ejemplo (1.21) el lugar de contactodebec:ontenera la intersecciónfllmf! que
es unu espaciolineal <le cliníensión mnayor o igímal qume u — un — un. = u — 2m. Así se tiene
la desigualdaolle > u. — 2m.
Comuprobaremumosmásadelanteoíue se tiene la igualdad,siemprequeu — 2m sea.positivo.

Ejemplo 1.24 Oonsideramosahora la qrassmannianade rectasen un espacioproyectivo
de dimensiónpar, 0(1, 2r), inmersa en IPN con 1V = r(2r + 1) — 1 por la inmersión de
Píñeleer. Estasvariedadestienen defectoigual a dos.

Para.ver estovanmuosa interpretarloen los térmmminossiguiemítessgúnel trabajo deMuníford
[37].
SeaIP?r = P(V) comm y umní C—cspaciovectorial <le dinnemísión2r + 1, poclemnosentenderla
grassmmianímíianía0(1,2r) conmo> el comíjuíito de sumbespaciosvect<>rialesde V de dimímensióíí 2
(los denotanmuosT,4§ c V).
Así el espaciode llegada<le la imuníersión<le Pliicker es IFr(2r±í)u P(A

2V) y el espao:ío
proyectivo olua.l domm<le estáimunmiersala variedad díma.l es IP<rí2r±í)u)*— P(A2V*).
J<lemitiflca.ímmosel espaciovectorial A2 V>’ con las dos formasamítisinumétricasdeflníidassobre
V,A:VxV—~C.
Si <leniotamnoscomí i la imínníersióíí <le Pliicker, eíítonces,dado l4~2 G V, su imíinersión i(W

2)
estaracontenii<laenm unu luiperpíanoJI.4 (el Imiperpíanoaso<:iadoa la <los forma A E A

2 V*)
si y solaníentesi A(v, u;) = O para todaparejade vectoresy, u; E Wp
Quierenmios oh.utermíiinarcuándoTcs(í.2r)w

2 c JI,4. Paraestoha~y <lime ver cuamíclo> sc da la
incluisiómí diw2(T0(1. 2r)w2) C TIJA «~~‘W

Tomnenios { ‘uf, y2 } una. basepara VV2 y uíía deforníaciónídc VV2 por unmedio de ~í + cvi,
y2 + cv que <lamí unabasede W~ sumbespacio>(le V ¿ C[c] (domiole C[e] := C[x]/(a:

2)). De
estaformnía. W~ ~la.un vector tangemítet E TG(1,2r)w

2. Y entonucesdiw2 (t) E TIJA i(W2)



4’

26 __ __ Capítulo 1. Variedadescon dual degenerada

si y solaimientesi A%’i + ~< , 2 + col) = O y coíííc> e2 = O esto ocumrre si y solaimiemítesi
A(’v~. y

2) + A(ví, ~l) = 0.
Por tanto díw9(TO(1.2r)w2) c TH4 <LX’21 si y s(>laduiemitesi A(vl y2) + A%3 í# ) — O para
todapareja<, vi, £ V, es decir si y solaníemutesi VIS estáconmtenii(io en cl espacioamiulador
de la. iorm.na A (el subespacic~de l<>s vectoresy C V tales que A(v, u;) = O para. to<l<>
w e y).
De estaníamíeraH4 c 0(1, 2r)* si y solaimienítesí la. cliíiicnísión <leí espacioanmulador (le A
esmayor o iguma.l que dos.
Pero la dimniensiómí (le ducho espa.<:i(> amiulaolor es inil)a.r por<.íuíe el cleterníiimia.nitc de umía.
matriz antisinmétricadc orcíemí hnpa.res mmulo, asíen generalserá3.
Termimianmioscomí uín semicillo cálculo de la dimnensióní<le 0(1,2r) *

d;m(0(l2r)>’) =

= dirn(espaciode formas A t.q. dimn.(A’nn(A)) = 3)

= di’m(0(2, 2r)) + dinl(A
2(Ce2r2)) = }\T ¿,

conmio quermannoscleímí<>strar.

Propiedad general. Se nnuestra.en este ejeníplo la propiedadgeííeral<Iue configuraa
unmia varnedadcomnovarieclaoi comí dua.l degemueracia.: —

Seinipone la condición de tangenciaen un punto (que en este caso se traduceal lenguaje
algebraico en que la dimensión del espacio anulador sea mayor o %qual que 2) 2/ au-

tomáticamentese obtienentangenciasen mas puntos, en toda una variedad de dímension

positiva. (los siguientes menores. de orden impar, son automáticamentenulos).

Ejemplo 1.25 La variedad espino’eio.i S
4 que parametríza los espacios ljneaies de di—

menszon.4 en una cuádrica lisa de IF
9 es uno. variedad <le dimensión 10 que admite ‘una

mnmers’¿onen 1F15 y que tiene defecto.4.
*

Podemosreferir a. [33] y a [46] paraniás imíforínaciómí sobreestavariecla~l.

Tcrniimíannos los ejeniplos comí umnía segun<la.umuamiera. de construir va.rie<ladcsde defecto

positiv<> a. partir ole otras variecla.<lesdedefectopositiv> con<wídas.

Ejemplo 1.26 Tenemosuna variedad de defectopositivoXí c IFNI con dimensiónni y
defecto le

1. Tomamos1V2 c IF~ cotí dimensiónmí2 tal que le1 > ‘mí2, entoncesla inniersión
de Segre de 1V = x X2 en IFA’ tiene defecto le =le1 — u2.

Tommniammío>sun píímíto generala: = (a:í ,x2) cmi <.4 pr<><luí<:to 1V := 1V~ x 1V2. Fmi dielí<> pumito
el espaciotamígeuíte ~Tx es el espa<:io limícal gemíeradoíor la.s immmágeííes cnn IFA de los
respectivostamígenites,Tx1 .x~ y Tx2.~2.
Seair~ comí i = 1.2 la restricciómía 1V :

1Vu x X2 de la pr<)yeciónU. <le rl x WAI sobre

cl fa:tor corresponídiemítey JI uní hiíwrplaíío ta.ngeíítegemieral.
A diferencia<le los ejemploscíe las varie<ladesregladas,el líiperplanoH escogidoíío tíenme
necesariamentequecontenera la. fibra Wjí (i12) va cíiíe ésta.mío es linmeal.
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El líiperplanoJI corta a la fibra U~ ~(a:2),<inc es uní espaciolineal <le dimmiemísiónNi que
<:onticíie a rv2 1(x2), cmi uní espaciolimueal <le diníemísiórí N> — 1 <jíme llamnannosJIu . Como

es luma variedadcíe defectopositivo. si H~ es gemíeral emí Xj~ entotnoeses tamigentea lo
largo <le un =: L~.

Tomammí>sa.ií<>ra. ‘cm2 arcosaníalíticoscentradosen £2 de mímamiera.qume susvectorestaíígentes
generenel espaciovectoria.l T1V2 ~2. Aparecenentoncesn2 fazmmilias unil)aramnetricasde
fibras por w2 de ma.nertm<lite el espaciotangenteen un punto (Mu £2) c.leL1 estágenerado

por el 7k1 ~ y las dmreccíonestanoenítesa ar(:os contemnidoscmi esasfamilias.mi’

Para.<ada. unía cíe estasfa.u’ííilias, el lírperpiano H imíterseca.su elenmíemito genmeralen una
subvarieclad<le codiíííemusíouimuxemior o igual que 1. Por tamíto toímxamíd< el límmíite <le estas
suíbvarieda<lessobreL1 se observaque le > le~ — ‘cm2.
Comuprobareniosniás adíelantequese tienie la. igua.lda<l.

Po<lemííosrefo:rir a [3] paraotra pruebadistimitade estehecho,desdela. teoríadeadjunción.

Estaes la relacióncoíní>letade cjemn~>losde va.ríe<la.descomí dualdegeneradaconocidos.Se
lían presenita<loIo.s quu~ podenios~le<:irejemplosbásicos: las inmersionesde Plficker de las
grassmiia.níuia.mxa..sde recta.s0(1,2r), la. varieda<lespímuoríal54 C IP”>. variedadesregladas,y
las Ii)aniera.sde constníirminevasvariedadescoii dual degeneradaa través<le ellos, asaber,

po~ imíedio <le seccioneshiperpianasy p<>r medio de <le productos.

Desdela observaeio>ím(le estalista parecelógico que cualquier resultadode clasificación
debeaporta.rimístruníentosparare<:omíocerlos procesosde construcciómíseñaladosy llegar
al ejeníplo básico que subyace. Por últinío debeaportar resultadoscíe clasificación de
estosejemnpl<)sbásio.=os.

Est< es lo quíe vamosahaceren estetrabajo. estudiandociertoslibrados sobrelos luigares
decontactovamosa ver como podemoscaracterizar,en términosde dichoslibrados, los

procesosde :onmstruícciómíde nuevosejemníplos,y connopodeniosclasificarejemplosbásicos,
bien garantizando>lii mí<j posible existencia.del librado (por tanto la variedad mío puede
existir), biemí coíio:ieud< exactamenteel fibrado y tratando(le deterimijuiar la variecla<l.
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Capítulo 2

El fibrado normal al lugar de

contacto
Como sefíalamnoscmi el capítulo anterior, la propiedadgeométricamásreseñablede las
varieda<lescomí ~luial <legeneraclaes el hecho <le quepor el Inmuto gemieral de 1V íasa.iííí
espaciolimícal ole diíiicnsiómí le, que es a.<lemnásun lugar <le comíta.<:to.
Uní instrumemito míatiural para estudiar la posi<iómi dle esosespacioslínicales en 1V es el
fibrado norumial al Ligar cíe co)mitacto general.L, en la variedad1V, quedenotaremniosAIL/x.
El o.>bjetivo <leí capitulo que c<>memizanícses estuidiar dicho librado normual, amializando

primníerolas comísecuemíciasdel hechode serel lugardecontacto umí espaciolinea.l y después
las consecu.íenciasde la existenciade uní liiperplano tangemítea 1V a. 1<> largO) cíe L.
Las propiedaoles<juie se de<lucensobreel librado Ñ<x de los líe<:hos au’mterioresmíos mmm a

l)ermuuitir estudiarla estri.ucttírade la restricciómí <le <licho flbra<lc> a unía recta gemíeralde
L primiucro y a uní plano gemíeralde L despuésy dar resultadosclasificatoriossobredicho
fibraclo para ra.ngospequeños. Estosresultadosservirámí para clasificar variedadescon
dual <legenerada.
Abordaremosparaestoel estudiode la cohommmología.ole los librados.AIL¡x (a), a un núnmíero
emiter<), rec<rdamídoresultadosde Eimí y probanoloalgunmosresultadl<)smumevos.basadossobre
to<’l<> cuí asl)ectosgeouuiétri<:osasociados.

2.1 Restricciones sobre el librado normal al lugar de
contacto

Recordemumosla definicióuí de fibradio normual a. u.iuia subvariedadlisa Y de unía varieda.<llisa

x.
Definición 2.1 Sea X c ~A’ una variedad lisa y sea Y una subrariedad lisa de 1V,
llamaremosfibrado umorníalde Y en 1V al fibrado definido en la sucesiónexacta:

OeTY-’+TXj-*Ñy¡x~O

donde la primera aplicación es la diferencial de la inmersiónde Y en 1V.

29
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En nuestrocasola vaniosa utilizar para.la sulivaríedadde 1V determinadapor el espacio
limícal <le dimníenísióuí le, lFk = E c 1V. lugar <le c<>uitacto <le uuí liiperplauí<>gcuíeralU c 1V~ y
1V.

Observación 2.2 St tornamosX variedad con dual deqenerada,It e X~ un hiperpíano
tangentegeneral L el Lugar de contactodc X JI, p)odemosconstruir segúnla anterior
definición el fibrado normal al Lagar de contacto, que denotamosJVI¡x, por la. sucesion
ea:acta: —

e.

O—4TL--+TXL-->AIL¡x--+O. 4,
4,’

Las primerascomisecíieuiciassobre.NI¡x <leí lieclio <le qt.te E seauuí lugar de comitactose
deducen<le <lime E es limical. La varie<la<l X estácomítemuidaen = P(V) y el lugar ole
contactoE es F(W) con TV un subespaciovectorial VV c 1/ de dimensiónle + 1.
De estemnodo el libraolo míoruuial de E en IFA es el í>ro<luncto tenisorialY/Id’ ¼

Alt/uN = 1//Id’ ® O~(l)

Se tiemie emmt<jnccsla siguientesuícesióuíexactade libradlos ímormníales:

O ./VI/x —y Y/Id’ íx O~(1) —+ Ñx¡lrr.N r. —>‘ (2.a)

4,
Observación 2.3 Estudiandola sucesión(2.a). su dual y sus sucesioneslarqas de eolio-
mologlase obtiene: 4,

i) El Jibrado AfÉ/x (—1) es un subJibrado del librado trivial 1//VV ¼Oz. (tonnami<lo semí-
cillaníenteel producto<le la sucesiómíp<>~ O~.(—1)).

4) El fibrado N7¡x (1) es enerado por seccionesglobales(tomuía.uídola sucesiómídual<le
la sucesionde i)). ‘y’

Y los resultadosde anulación:
4’

iii) H0(AIr,¡x (o.)) = O paro. todo a. < —2 (comí la sucesiónlarga de colmomologia del
pro<luctode la sííccsióuí(2.o.) por Ob(o)).

iv) JIk(AIZ¡x(a.)) = O para todo a > —le + 1 (d:ouisedl.ienciadirco:ta del teorenmía<le
dualicla.<l ole Serre). —.

Estaspropieda<iesdel flbraolo uiormímal a.l luíga.r de co>uita.ctoestablecidascmi la observaemon
(2.3) se han de<’iucido como decíamosdcl hecho(le que L es umí esl)a.cio linea.l contenido
cmi nimia variedadproyectiva1V, dc la succsióuíexacta (2.a).

El segmimídohecho oíume debeniosutilizar es la. existencia<le nun hiperpíannotamigemite a. la
variedadX a lo largo de E. es <lecir. L es un lugar de contactogeneral. Reproducimos
los argunientosde Em [8] ímue extraeuicomísceueuícuasmmimuy iuíteresamítesde este fenómuíemí<.

Tommuamuíos U genmeralcmi X~ x’ sea a: generaleuí el Lugar dc contacto E = ¡pk dc 1V ~ JI
Tonmíamosla seccióuí s G JI0(Ox(1)) <Inc defiuie el Imiperpíanmo H. Euitonccscl morfismímo
que<letermuímnas.
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5 : 0x (—1.) ox,

factoriza. por el cua<lra<lo> del haz de i<Ieales <le L cmi 1V, esto es,

5 : 0x +1) —+

Por taníto s defiuíe tunía seccióuí global <le dicho haz, s E H0(1§x(1)). Toníanclo el cociente

ILx/I~ix. se pu.uedle c>uístruir p~’~ níe<lio de s una sección global <leí librado cíe potenícias

simuiétricas S2(IVp~ ) (1). que s<>l>re cadapunt<>esunía form’na cuadíráticacíe rango unáximumo.
Los <letalles cíe esta <Icumiostraciómí se pumedemí consultar en [8, thumí. 2.1]

Unía. <le las principales c<mísecuemmcias que tienme el Imechmo de que mini espacio vectorial venga
d(>ta.dio de uuuía. fc>ruuía biliuea.l simniétrica y mío degemierada es la ideuitifica.ción canmónica que
se estai>le<:eemítre <li<:ho espacio>vectoria.l y su espaciovectorial dual:

Teorema 2.4 ([8]) Sepuedeestablecerun isomofismosimétrico entre los fibradosIV’L/x
yA/Z/x(l), esto es:

Observación 2.5 El isomorfismodel teorema(2.4) va a serfundamentalpara nuestros
resultadosclastticatorios. y contieneuna doble información:

i) El propio isomorfismo.
u) El hechode queel isomoifismoes simétrico, es decir, vienedefinido por una secczon

global s £ H0(S2(AQx)(l)).

Para ilustrar el hecho <le que amubas iuifornna.eiomies. (2.5.i) y (2.5.ii). somí relevamítes pode—

rn<>s pomier un ejenmíplo <le ¡iii librado que verifica (2.5.i) pero para el quíe nimíg’umío> de
los isonnorfisnios que se pu.íedeuí establece entre .AIL¡x y ~I/.Y (1) verifican (2.5.ii) y que,

por tamito, mío podrá ser el fibra<lo normual al lugar cíe couítacto de tina varie<lad con <mal
degenera’la..

Antes dannos la siguiente cleflmuicióuí.

Definición 2.6 Un fibrado vectorial E sobre una variedad 1V se dice simple si no tiene
más endomorfismosque las ho’motecias,es decir, si h0(Eo E>’) = 1.

Ejemplo 2.7 El productotensorial delfibrado de 1-jórmasenelplano proyectivoy el dual
del tautológico, Q~

2 (1) es un ejemplo(le fibrado con ‘un único isomorfismo(salvoproducto
por un númerocomplejo no nulo) como en (2.4) y tal queh

0(S2(%
2(1))(1))= O.

Demostración.
El librado

9s2 (2) es isomímorfo a Q~í (1)>’ por el isommíorfismmmo hiabitumal de mnultiplica.cióuí [19,

pág. 127].
Por otro lado Q~

2 (1) es uín librado simímple [40]. Por tamíto, se tiene que

/í
0(QiL2(I) 0 (Q~

t=(í))~) h
0(Qw2(1) ‘¼ ~r42)) = 1
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Y con la habitual <lescommiposieióuicomnio sumnadirecta(le fon-mas siínétri<:asy altermíadas:

•9

1 = h<”(S2(Qr4l))(1)) + h0(7\(t=m
2(1))(i)). e.

Corno el librado A
2(Q2 (1))(1) es un haz imívertible trivial, se comícluiye ‘y

= O.
4’

conio dímieríanmios<lennostrar.

Esteejeniplo) lo po<leni<sgemneralizarole la. sígu.uiemítemuianíera.

*Lema 2.8 Sean un númeropar, entoncesel fibrado Afl/2 tlLu”¿ (n./2) =: £2~Q(n/2) es un
4”fibrado simple.
-7

Demostración..
Tonmannosla su(:esi<>ntipo Euler [40, pag. 73]:

4=,

(ji —~ .Qj’2±í(n/2+ 1) —+ O~t?’ —+ Qt2(n/2 + 1) —> O

( n±1
dloui(le di es el nuumnero <:o>mnbiuiatoriodi = /2 +

Haciemíclo el prc~duct< tens<>rial de esta su.mcesióuí por £2$Á(n/2) se obtieuic la sucesion
exa<:ta: 4”

4’

0 QflíI2+i(/

2 + 1) ¼Qúi
2(’n/2) ~~>.Q[YÁ(n/2)+<aí.. Qn/2(/2 + 1) ¼<(‘n/2) —+ O

Por la.s fórmmíulasde BoU. [40] se tiemie que

e
/¿0(9fl/2(;,/2+ 1) ¼Q#2(’n/2)) = ¡1 (Q~&fln/2 ±2)¼<(n/2 — 1))

Repitiendo<le forníía iteradaesteprocesocomí las sucesiomíescorresí>omidientestipo Euler
de genicraciórípor se:cio>níesglobalescíe lo>s fibraclo>s Q;(2+s(‘t¿/2 + s + 1) para.suicesuvos
valoresde 5 <>l)temiemuios c~mue : e

4’

ItO(Qfl/2(r?/2+1)¼g-~”/2 (n/2)) = hs(.Q~.,~Á±>’(.n./2+s±1) <iv~.~,<2(.n/2— s)) = ¡‘tI/2(Qfl/2) = 1. —

e’

Y de estaforníase concluyeaplicanmoloel isonmiorfismnolial)itu.ual entrelo>s fibradosQj2(n/2)* -7

~ £í<2(/2 + 1). 4’

e’

Observación 2.9 Para el fibrado del lema anterior Q#2(n/2) hemoscomprobadoque el

isomorfismo entre .Q?iLÁ(n/2)>’ y §42(n/2 + 1) es único (siempre salvo producto por un
númerocomplejo no nulo) y viene definido por el ‘rnoífismo de muítiplicac’¿on

¼‘Qn¡2 —+ o”
-7

-7

que es alternado cuandon/2 es impar.

e
*

e.

-7

4=”

-7
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Por tanto los librados del tipo §4ttt (2r + 1), domíde r es uní númeronatural, mío pume<len
ser el fibra<io> cirial al tibradlo miormmial a uíuí luga.r (le cc>íita<:to cmi uuía. va.rieola<l <le defecto

positivo.

Ucímios o:ommiproba.doen (2.7) que cl fibra<lo> £2~2(1) mmc> verificaba (2.5.ii) a.mmmiqmuc sí existía
umní isoumiorfisnio entre ~ (1) y Q~2(1)(—1). Sin emubargo,si tomamosla sunnadirecta.
<le <los co>pias de este librado, Qír2 (1) j; ~¼ (1), podemosgaramitizar la existemíciade uuí
isomorfismosimétrico,pímespodemostomarel isomorfismoqueí.erunutalos sumandos,es
decir, que su.m mímatriz en uuí pumíto a: <le ~2 es cíe la forímia

Al LI HO
Esteejemn~)lotemufa. quecumniplir todaslas propiedadesparaser el librado normal al lugar
<le o:omíta<:to porque,como vereniosmuías adelante,es el fibrado

1V’7~~ al luga.r de contacto

gemíeralL = IF2 <le la grassmamimiianacíe rccta.sen IP”.
Y ademímásdibservanmos<íue este tipo dc commstruccíoííse va a p<>der hacersieuuípre que
temigaunosumní numnníero par <le copias <leí librado Q~,

2 (1), es decir librados de la. forímía.
(:omi u umní miuníeronatural (corresponíderá,coimio se señalacmi la tabla final del

o.apítulo 3, a las grassmnanniamíasde rectas<le un espacioproyectivo <le dimensiónpar).

Simm eníbarg<>.cuí el casc>que tenganios una cantidadimpar de copiasdel librado Q~2 (1),
es decir, §2~,2(1)®

2r±i,vanuosa ver queno podemosconstruir unados fornía sinmétrica.

Ení efecto, cmi umí pímnito a: <le IP2 la matriz debetemíer el aspectosiguiente:( Ahí MI(2<+l) )
M(

2~+i) 1 M(2r±i)2 ... M2r<i(2r~i)

doui<le AA1 es unía muatriz 2 x 2 forníaolapor cerosy A.!> = con i # j contieneceros
cuí la ~liagomialprincipal y rumí miánnerocomplejoy su opuestocmi la otra diagomíal.

Emí estaseireumistamio:ia.ssc puedeafirímíar queel deterniinantc(le Al es miunlo.

Emí efecto, llaníamnosy1, al vector <jume tíemie por <:oc>rdena.daslas entradasde la columna
2i — i-ésimnay y.1>2 al vectorcíuc tiene por coordenadasla.s entradasde la colunmmnía2i—ésinía.,
y tomimamnosjimia. counbimía<:íónlimíea.l iamuala.claa O:

ó

2r-4-l,2

E \~v11 = O.

Dada la forníma de las matricesM1 estacomubinaciónlineal se convierteen dos:

2í 1-1

>1 ~~i’uiu= (ji
=1
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‘y2 -f-[
E >‘i2’Úi.2 = 0 4’

¡=1 —

la prímumera involucra solannentea las coordenia.ola.sparesy la segundaa la.s conrdeuiadas —,

inmípares. —

Fimíalmemítetenícumiosdos sistenía.sde ecuacionieslmo>umíogéuíeosde umiodo <itie para<:a.dma. mino
de ellos síu matriz cíe coeliciemíteses altermíaday <le ordemí immml)ar, por taníto coui soluciómí —,
uío trivial. —

4=

De esta.níamiera.el fibra<lo Q~9(1 )P2r±1 no es cauidida.topara.serel librado <luual al librtíolo
nc>rníal al lugar <le comítaeto<le umía variedad(:omi <mal degemoera<la.

Observannosqueestaííruebtí se puedegemícralízara lo>s librados<leí tipo
comí ‘«2 mmmi núnmíero imnj>ar. e”‘y
Resuumímiunoscuí la siguiemíteproposiciónlos cauididatosincluido>so excluidospara.ser libra<lo
normal de estaprimnieraseriecíe ejemuplos. —

-7

Proposición 2.10 Dado r un númeronatural:
ii Losfibrados Q~C(n/2)(í’»Ár verifican las dos cond’ício’rues dc (2.5).

4) Los fibrados S4.í2(n/2)(52r~í verifican la condición (2.54) pero no la condición
(2.5.u) cuandon/2 es un número impar. —.

Y por tanto los Jibuidos de u) no puedenser el fibrado dual al fibrado normal al lugar de
contactogeneralpara una variedad de defectopositivo.

El isomímorlismno<le (2.4) estárec>giemí<loimiforniaciómí proveimiemitedel hecho<le <jíme L es umí
Ligar <le contacto.es <lecir. queexisteuní liiperplamrnt.a.uigemnt.ea 1V a lo largo ole L. En la
síauuiemite vamímosaextraer >~‘ “ul’>’umi>is d:omíse<:uen<:masmmiuiy rcstri<tivasseccuon de forímía. SCmídiuící c’~c>

quue se <lcriva.ui de (2.4) y <le las c>bservaciones<le (2.3) y que va.uí a. l)ernmiitir re<lu.icir mumuelio
los posililes cami<li<’latos a. librados miorimiales al lugar <le cd>uítacto cmi uníavaric<lad c<>mi dual
degeníerada

4=

2.2 Estructura de la restricción a una recta general -
4’.

ToníamíxosU c X>’ general,L el lugar de <:omitacto <le 1V y H. así conmio el librado miormual
a dicho luga.r dc cou’ít.actoen la variedaol1V, J~fL¡x~

Sea. T mía recta (:.ont.enl(la. en L, ?í = T c L. Por el teoremade Crothemídieckla
restricción <leí librado miorma.l a T escimidle coríípletameuitecomnd simia directa de líaces
inívertibles, a saber: ‘y,

-7’

AfL¡x~a: = C)$fOx(af’) aT <aT < < a:a.flk.
‘y.

Definición 2.11 A la n — le-upla (af a~..4) se le denomínatipo de escisióndel fibrado

en la recta T.
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Conmio el librado AI/x es uní subfibra..<l<> cíe uní librado trivial, se tiene quepara.cualqimier

recta T c L los valoresa[ ~lesu tipo cíe eseisióuíverificamu a?” < O l)ara todo i.
Por otro lacio, tanibién paracadarecta’T G L. (2.3.ii) garauítizaque a[ + 1 =O paratodo
valor de i emítre 1 y ti — le.
Por tanto df’ c {—i, O} para todo i. Y conmio el isomorfismoole (2.4) se nuantiemieal
rest.riuigir el fibra~lo a cíual<p.íier recta ‘T c L, entomices la u — A’:—umpla (uf, . afl..4) esta
fc>rmmía<la. por ÉjÉ ceros y la mímisnía cantidad ole —1’s para toda recta T C L.

Definición 2.12 SeaE un fibra do vectorial sobre un espacioproyectivo Pk. Sedice que
E es un flbraolo umiiformníe si el tipo de escisiónde E en ‘T es constantepara toda recta
Tcr’.

Por tamito se tieneel siguientelema, clomíde el aparta<loiii) es rumí usodirecto de la. fórmnula
<le adjuímicióuí:

Lema 2.13 ([8]) De la construccióndel principio de la secciónpodemosdeducir:

í) El fibrado AíZ/x es un fibrado uniforme y su tipo de escisiónes, para toda recta T

en L, la n — le-upla (—1. —1,... — 1,0. 0,0) con rjk cerosy el mismo numerodc —l ‘s.
u) La di’rnensíón de 1V es congruentecon el defecto módulo 2 para que É~k sea un

numeroentero. Esto se conocehabitualmentecomo teorema de paridad.
iii) Si denotamoscomo Kx el haz invertibie canónico, se verzfica:

— “mo — le — 22

Apareo:ena<puí algunascomísecumemícuasgeouuíétricas:

Corolario 2.14 Sea1V una variedad reglada sobreuna curva, entonceslex = n — 2.

Dciii ostración.
Habíamosdeuííostra.docuí el ejenmíplo (1.21) oíume lex > ‘mr — 2. Como la variedades no
<lcgeuieraday el lugar <le comitacto se puedeiuíterpretar como la parte simígular de unía
seccióní Imiperpíamíase tiemie qume lex < ‘n. — 1. Finíalmumentecomíío la igríaldad lex = ti — 1
couitradíceel teoremnia<le paridadse tieuíe A:x = u — 2.

Corolario 2.15 Las superficiestienen defectocero.

De‘rnostra c~ón.
Couno le < dím(1V) — 1 entoncesle = O ó le = 1. concluimos por el teoremade paridad.

Existía una.pruebaamíteri<>ra la de Em del teorennade paridad,debidaa Landman.ba.sada
cuí fórnuumíastopológica.sde la. varie<la<l 1V. Tambiéní lían deumiostradopreviamemítequme las
superficiestienemí defectocero Griffitiís y Harris [16] y Marcímiomímía[34] (y por supuesto
el propio Em).

Existe unía abumidamíteliteratura de clasificación de librados umniformes. Po~leuuíoscitar
trabajosde Elencxvagj [9], [10]. [12]; Ellia [13]; Drezet [5], [6]... Nos apoyaremnoscuando

poolamosemí ella pam cleteruímiuíarconnipletamucuiteel librado no>rummal al lugar de conitacto.

Finalizanmiosestaseccmouícouí unmía observaciómísobrela estructuradel fibrado JV’yx.
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Proposición 2.16 El fibrado Al7/x se puededescomponercomo:

AlL/x = eh0(ÑF/V) tu E (1) OL(~l)(uxí

dondeE es unfibrado vectorial de modo queh0(F) = O y E F>’(—l) por un isomorfismo

Demostración.
Sabenuospor (2.3) quío Al¿

1~(1) es un librado gemíeradopor seccionesglobales. Del iso-
morfismmío <le (2.4) obtemíemnosqueAlL¡x es tui librado generadopor sec<:io’>níes globales.
Si “~<>(‘~

1Z/x) = (ji ~aproposicióuímío dice íia.<la.
Seas E JI0(Al7/x) unía seccióuímío u’íula. Dicha seco:u<>mi 5 determu’¡iuíaemítoncesrin umí<>rfisumío
imiyectiv<>

e’

o —~ o,~ — Alj>’/x.

Dmmalizandotenenmiosun niorfisurmo sobreyectivo

Por tamíto teníennosel sigmuienteclíagranma:

o —

se observa<ímue la sucesuonvertical es csciuídiday por tanto el librado AlL/x escinde

Alrjx = it Cm

couí uní hl>raolo sc>bre L.
Por otro la<lo por el isoímíorlisuuíode (2.4) se tiemie que

Alr/x =Al¿/x(l) 0<1) ¿tú’ 07(I).

Comno la <lesc<>mmíí>osic:iónícíe nur librado comosruma.<le librados imíclescomnponil>lcses única,
ent.on<:esse debetenmer la descouuíposmcmouí

Alr/x = OL(1) + 02 tBi Oi~

<loníde 02 es globaluuienteaemmera.~loy 02 ~M— 1).
b
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sin’métrico.
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Por tamito> estaunosde uiu.uev(> cuí las couioliciones<leí co>mmíienzo: si 0 mio tienme seccionesno
nitílas el proceso>limializa y si tiene secciomíesno miulas, podemositerar dicho procesohasta
llegar al imiomnemito cmi ~me

AlÉ/x = llh0(A”~y) (i4~ QL OL«l) L/X

y h0(F) = O.
Se tienefinalímíemíte qrme E F*(~ 1) por la unicidadde la clesconiposiciómíy
es summíctrícoporque es la restricción<leí isomnorfismode i>artida..

Pasamíio>scmi la próxinia seeciómí,aestudiarla. cohomnologíade l<s productos
fibraolo Al¿K por los hacesinvertiblesOL(a) comí a un númeroentero.

el isomnorlismno

tensorialesdel

2.3 La Cohomología del fibrado normal y sus twists

El librado queestamosestuudianolo,AQ/x. es un libraolo demudosobreun espacioproyec-
tivo dc diunensiómíA:. Parael estudiodc los libradosvectorialessobreuní espacioproyectivo
resulta.mííumy útil conod:er las dinienisionesdc los C-espaciosve(:torialesde cohomología<le
los olistimítos t~~

5t5u <le Al¿/x. es decir. h’(AQ1~(j)) comí (i,j) e N Y Z.

La. su.icesiouiesí>eetral(le Beilimísouí [40], <le ahora en a.dcla.íite BSS. es el instrumento
fundmumnental qine vamos a usar para traducir esta información dc la c<QLoníología del
librado cmi condicionesque permumitanestudiarla posibilidad de existemíciadel librado y
determmiinarloconnpleta.nuiemitecmi algumnías ocasiomíes.

Recorcianiosel teoremíma<le Beilimíson:

Teorema 2.17 (Beilinson) Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre }pk Entonces

hay ‘arma suc.:síonespectralEf”” cuyoprimer término es:

Ef” = H”(E(p)) ¼

que convergea
sm 1=0
.s’t izfr (ji

en, el sentidode que EW — O si p+q # O y de que ú>k EJ~ es el
a ‘una filtración de E.

Nos gustaríaemítoncesconocerel aspectode Ef”’ enel casoen que
cstu(liamidl(> seael libradlo eonormmíala umm lruga.r (le contactogeneral

hazgraduadoasociado

el librado queestamos
.AQx.

Observación 2.18 Aplicandoel teoremade dualidadde Serrepara calcular la dimenszon
obtenemos:

Preferimííosla palabratwist a su posible traducciémícomo ‘r’etorcnmuento cuandonos referimosa los
pr<>oluctostemisorialespor

0
5.k (a)
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‘y
ht(J\f7/X(j)) = hk~t(J\fL¡x(~) — le — 1)) = hM1(Al»/«—j — le))

por tanto el término ~ de la. ESSdel fibrado ~ tiene uro aspectobastantesimétrico.
De hecho. sí coleccionamosen un cuadradole x le los números correspondíentesa las
dimensionesUP(JV7/y (<a>)), con (p.q) E [O,A >< [—le,(ji] G Z Y 2, que oparecen.en Ef”’, se
tiene que dicho cuadrado permanece igual tras hacer la composiciónde la simetría con
respecto a la diagonalp + q = —A: y la simetría con respectoa la diagonalp + q = 0.

4=.

En uno de sus trabajos sobre variedadescouí olual degenerada..[8]. Eimí ha estudiado
las pnopiedadesde la. pr<>yecciómi de 1V — L desdeuuí luiga..r <le couítactogemieral L sobre
umn espaciolimmeal de dimnensiómí coníplennentaria..Para.extemícler a toda la variedad esta
aplieaci~rm lmay que efe<:tuar una explosiómí <le 1V a lo largo <leí lugar de couíta.ct.() (<jne

~jor el teorema.de paridadsiempretiene codimensióuímayor o igual que 2). Euí esta.
explosiómíaparece<le forumanaturalel fibrado~ coumio cl librado vectoria.l cuy<ij librado

proyectivoasocma<lo<‘la el clivis<r exeepciomia.l<le la. expl<»”iónn. Fui esteestucho,para.algu.mnía.s
varie<la<iesde defectopositivo, se pue<le dar umm resultado<le aumulaciórícíe la c.ohomnolc>gía
del librado uiornnal, apoyadocuí resultadosde relacióní <le las colmomnologías(le víírieda<les
birracionalnmienteequivalenítes.

*

El resultadoes el signiemite:

Teorema 2.19 ([83) Sea1V c IFA’ variedad proyectivalisa con dimensiónu y defectole.
tal que el haz invertible canónicoEj es O,,< (b), b un númeroentero y (le manera quese
da la desigualdad<‘t§~ < 0. Podemosqf’rmarú —

z) JI<’(J\f¿/x(a)) = O para todo a < 0. 4,
u) fJ’}AlZix(a)) — O para todo a > —le. —

in) H (Al
1¡Á-(~)) <~ si (1 < i < le y para todo o. >

~< JI’%f~ (a)) O si O < 1 < le y para todo a <

Esteteonemna<le Lumí nos <la, bajo cierta.scondiciones,la. a.umulacióuíde la colmonnc>lo>gíacíe
distintos twistsdcl fd>r md< comiorumal. Estáseñalanmoloque la BSS en estoscasdiss610 va a
teneruna.cantida.dpequeuía<le colunnuascon elementosno nulosen su correspondiemmte
térnuinmo EQ”. <‘jue uíccesa.rianiente.,por la siumetría.de Ef” señalada.cmi la observación
anterior, lía de correspomidera las d:<)luIumnia.s ecuitrales.

Nos gmustaríaseiía.la.rque el teorennade Fmi ta.l y comíío> estáescrito en [8] es inicorreeto

preseíita.mícloalgunmosprobleuuiascmi el caso(ti — 3le — 2)/2 = 0.
En efect<r en la. <lemostraciórí<liLe cmi el trabajo <le Em ~ propouielías’ unía. immiprecismoui
pues la anulacióndc lu.’(Al¿/x) se garantizapor sermenor o igua.l tino la. suma.de otras
dos cantida<les,<}uue no míecesarianícuitesoui ambasuíulas (comn la. míotad:ióni allí sugerida.,

lí
tm(OÑ (0.2)) mío es miecesa.rianieuitenulo) [8, lenínía.4.3].

De hecho la sec:d:ióíípor d<s iui~.>erpla.mmoscíe la va.rieda<lespínoría.lS
4 (colimo se pue<íe ver

en la lista del fina.l del <:apítiílo 3) tieuíe dimensión8, defecto2, y hí>(AIL¡s~) = 1.

El lema sigímiemmtese clemucistrará<:omno u.ímn instrriumientouíiímy útil pamatra.olucir estaimifon—
mnaemonen los resi.ilta.doscíe clasilicacuon:
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Lema 2.20 SeaE un fibrado vectorial sobre pk y P su polinomio de Hilbert, es decir
P(’m) = z§~>(—1)~hi(E(m)), entoncesse. sigue que:

rle(E) = Z(~l)i±Á (1) P(—lei-j)
j=O

donde’ rle (E) esel rango de E.

Deroostroción.
Por la <:ouivergemícia.<le la smmeesiómmespectra.l<le Beilinísomí de E, y del hechodc queEf’i% =

E~ ya címie en Ef’i~1 todaslas aph<:a.ciomiesson muulas, se tienme la siguienite igualdadpara
el rauigo <le E:

k As
rle(E) = >3 >3(~1)P±~rle(E~41).

p~O g=O

Com< cadatéinnimio de la sucesiómmespectra.lde Beilinsommse construye<leí anteriortouuíamí~1o
cohouuíologfa.,entomices:

>ZZ( l)~~”rk(E~’>) = As As>3 >3(~í)P+Qrle(E~”Q)
—p=(u g=O —p=O q=O

para.todo emíteropositivo j.
Aplicando recursivaniemmteestaigualdaddes<lej = 1 hastale + 1 y observan(l<)queen el
térmumiuio Ef” de la. sumcesiómmespectralde Beilimíson se tienela igualdad:

rle(Ef”) = (4) h”(E(p))

comm lo quese couícluyela. igualdad<leí enuno:iado.

Otra seimeillaprumeba<leí lennase puedehacertomuiandorestricciouíesconsecutiva.s(le E(’m)
a los difereumtessuubespacioslineales <le IFAs, esto es, IFk.í, Wk~2, ..., W» y calculandoel

poliuommmio de Hilbert por mííedio de las correspondiemítessucesionesexactas:

O E(a — i)Vs —* E(a)~ .~ — E(a)<~s-i 0.

La formnma de unsar estelema serácomívertir los resultados<le anulaeiómmde (2.19) en una
ecimacioní diofántica cine imívolmícra al rango del librado n<>rmal y a. umios <:iertos uíiiunmmeros
commíl>immatorios. Si podeuííosdemostrarla uíc> existeuíciaole solucionesde di<:ha ecruacion
estarenmiosammte la imuiposibilidad de existemíciadel librado qume tratamosde estudiar.

Profundizaremnosen la sigmmieímte secciónen las informuiaciomies geomnétrica.sacercade las
va.rieda.~lescon ~lua.l clegenera<la.que se j)luedemm extraer <le la cohomniología del librado
A

1L/x (y viceversa).
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*

2.4 Geometría y cohomología
e’

Enestaseccionívanmos,<‘mm primer lugan,aextenderlos resultados<le laproposiciómo(1.2) (leí —

tma.bajo [7] <inc penmitencouíoccrinformmia.ciómm sobreel nuiníero dc imiperpíamiostamígeuítes
a una cierta suíbvarmeo’la<l cerrada. <:o.>nexa y re<lií<:i<la. Y C 1V, a })a.rtir del miunuicro <le
seccionesglobales <le la restrícciou’i a dicha va.rie<ia.cl Y oíd librado nominal <le 1V cnn el

-7

espaciopr<)ye<.tivo ambiente. —

Ne<:esitammmosla siguiemitesdefinmiciommes:
a

Definición 2.21 Sea1V c 1pN una variedadproyectivalisa de dimensiónti e Y G X una
subvaríedadde 1V. Definimos la va.rie<lad c.le ta.ngeímtesa. 1V rela.tivo>s aY y la denotamos
T(Y.1V) a la colección de todoslos espaciostangentesproyectivosinmersosa 1V en algún.
punto y e Y, es decir,

T(YX) U Tx.1~
vGy

Definición 2.22 Sea Ay = {(‘í.y) : y e Y} G Y x 1V la diagonal relativa de Y en 1V.
En. las misma.scondicionesde la definición anteriorse define la ‘variedad de seca.mmtesa~ 1V
relativasa Y y se denota5(1>2 1V) a la colecciónde todas las rectassecantesa 1V, esto es,
rectasque unen ‘un punto de X y otro punto de Y, es decir,

S(YX)= J
(x“.0 eXx Y

donde< a:, ‘y > denoto, la ‘¡ceta que ‘iín.e :r con ‘t}.

El resumítadoqueamíumnciába.mmíosal imuicio <le la secciómíes el siguiente:

Proposición 2.23 Sea 1V c una variedadproyectiva lisa de dimensiónti e Y c 1V
una subvariedad, conexay cerrada. Son equivalentes:

í) dim(< T(Y.X) >) = ‘Y — s e’>

0~u) JÉ>(AlkUAIv(i)) = s

‘iii<) Alx¡yN y(—l) = O~. E) E, con E un fibrado de rango 1V — ti — s y h<
1(F>’) = 0.

Demostración.
Extraenmios<leí <liagramíma(la) la siguienmtesucesiomíexacta:

*

O cx Ox¼1/ —* Al~¡~x(—1) — O

Por tanto ./V>~
1~wv (—1) es t.ím’t librado generadopor seccionesglobales. Los argummnenmtosde

(2.16) dan la e<íu.íivalemiciaemítre u) y iii).

Seael espaciolimícal < T(Y. 1V) > el espaciode <hirecciomiesdcl espaci<i~vectoria.l 14/, es
decir P(VV) =< T(Y,1V) >c lF~ = P(V). Podemosescribir el siguientediagramína.:

a
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O

O -+

O -+ OxK’

>1>
O,,~ ®~ VV¿
Oy¼Y

1
Oy ¼Y/VV

--4

O

E

1
—* Alx/rN¿’d)~Y

¿
= Oy ¼Y/VV

Por tamíto el librado Alx/rN (—1) y

díne h11(Al$>...~(i) y) =N — dind< T(Y,1V) >).

esciní<lecomosunnadeE y OvOY/VV, lo quedeníuíestra

Comohayuníaaplicacióninuyectiva.Aj¡p~(l)~y ~+ Oy-¼Y>’entonceselespaciodc secciones

glol>ales <le A/)/
1~=>.(1) y se puedever comnoun subespacioU>’ de V~ queda unasucesiómí

es<:imidi<la:

«inc perunite<:omístrumir uumí diagramaconio el anterior,demnostramídola iuíclusiómí

<T(Y, X) >G P(leer(V -+ U))

y por tamíto> la. <lesigmnalcíadde <linicuisionmes

dim(< T(Y,1V) >) =N — h
11(Al4N(1)~Y).

Esto demmmuestrala. equivííleumcia.entre i) y Ii).

Aníalicemmíos las commsc<:umemícia.s<jíne tiene esta í>roposicióumsobre el uiúnmmero de seccionmes

globales del fibra<l< .NL¡~.
sigmuicuite [52]:

Para esto rec<rdamosel lenía de Terraeini. que alirnía lo

Lema 2.24 Sea 1V o IFN una variedad proyectiva lisa y sea Y o 1V una subvariedad
irreducible de dimensiónr. Entoncessetiene una de las siguientescondiciones:

i) dim(T(Y,1V)) = r + ti y dim(S(Y,1V)) = r + ti + 1;
‘4) T(Y,X) = 5(1(1V)

Estelenmase puedeal)lica.ren míuestrocasode fornmanmuy sinmíple. Tommmammmos1V, JI, L como
sieumprey estudiamosT(L. 1V): si severilica u) en el lema de Terracimmi,entoncesse tiene
la imíclusiómí

1V cS(L,X) =T(L,1V) cH

lo <jume couitraolíce<jite 1V sea mío degeuierada..

-+ O

-+0

Por taumtoestaníí<>semm cl (:aso i) y liemos demostrado:
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Lema 2.25 Sea1V c WN ‘variedad de defectopositivo y JI y L como siempre. entonces
se verzflca:

drrn(T(L. 1V)) = ti + le.

4’

Esta conclusiómídel lema <le Terra.cini tieuie comusecmuemíciass<>bre el númnerocíe s<w:ciouies
globalesdeAlL/x.

Lema 2.26 La d’¿men.siondel espacio de seccionesglobales del fibrado .A.Ir/x ven¿f’iea la
desigualdad

Demostración. r
e’De la sucesiónexacta: 4,,
MC

(ji —# Ñ~/í.~N(l)~L
0t”N-k -+ Alúx —+ 0 4’

seol>tiemie la <lesigimal<la.<i
4’

u
0(J\f* (1) L) =PV — le — 10>(AlL¡>y)

e’y commmo de la. proposiciómí (2.23) se tienie «une. h1>(AQ/T.N (I)~~) = PV — dnn(< T(L, PV) >),

emítonmees,apheaui<locl lemnia cíe Terracmmiu:

ht>(AlL/x) > di’rn(< T(L, 1V) >) — le =n + le — le = n (2¼

eommmoqueruanio>s<‘lemnuostra.r.

Corolario 2.27 Sí U0 (AlL/x) = ‘ti entonces T(L, 1V) es un espacio lineal de dimenszon
ti + le. e’

e’

Demostración.
Basta obsemva.rque en las hipótesisdel coro>lario las desiguualdao.lescíe (2.b) se convierteuí e’.

en igualdades.
e’

Observación 2.28 La coto. sobre el número de seccionesglobales es fina. Se alcanza,
como veremosmás adelante,en todos los ejemplosen los quedi”rn(X) = diín(1V>’), como
la inmersión de Pílicleer0(1,4) o W9, la variedad espinorial54 o W’5 y la inmersiónde
Segre W’ Y W~’ o t”’ ~. e”

Ademásen estoscasosse tiene un recíproco en cierto sentido. El primer dato que cono- —

cemosen estasvariedadeses que ti + le = PV — 1 y por tanto necesarna.me’ntela variedad e’

de tangentesa lo largo dc ‘u’n. lugar de contacto ha de ser lineal, pues está contenido en.
‘un hiperpiano, T(L, 1V) = ¡pn+k a posteriori obtenemosqueh0(Alr>/x) = ‘ti.

Podemnoslanzarla siguientepregunta:
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Pregunta: Sea 1V G WN una variedad de defectopositivo, h E 1V>’ un punto general y
L = K el lugar de contacto de 1V y H.

¿Síi’(L, X) asuro espaciolineal, esto es, T(L, X) = IFfl±k,entoncesneeesaríamente
h0(Alyx) =

¿Ydebe ser ti + le = —1?

2.5 Estructura de la restricción a un plano general

Hemniosestudiadoemm seccionesamíterioresla. restri(:eióndel librado muormmíal a mmm lungar cíe
contaet.<>a imna recta, damído interesantesresultadossobre(licho librado. Vanuos ahoraa
esti.mdiarla restriccióna un planogeneralE IP2 de L paralo quenecesitarnosquele > 2.
El objetivo fundamentalseráusardichadescripcióndc la. estructurade la restriccióuía. mmmi
planogeuíeralole Alr/x y los datosgeoniétricosy algebraicosreferidosadicho librado para
cliniinía.r uní gran número <le posibles variedadesde defecto l)ositivo, dada la. imposible
existemícia<leí librado AIíjx asociado.

Antes <le c:o>mmxeníza.resteestundionecesitauuioslas sigruientesdelimiiciommes:

Definiciones 2.29 ([40]) Una mónmadasobreIFAs es uro complejo:

0-~ A~2~+B=~+C -+ o

de fibrados vectorialessobreWk tal que la sucesiónesexactaen A y en O y tal que fin(a)
es un subfibrado de B.

El fibrado vectorial:

E = ker(b)/Im(a)

es la eoli<>mmiología.de la mónada.

Teorema 2.30 Sea 1V c una variedad de defectopositivo le > 2, h e uro hiper-
plano tangentegeneraly L cl lugar de contacto de X y JI. Sea E G L un plano general
en L, entoncesel fibrado AlL¡xIn tiene la siguienteestructura:

Al¿<~ = On(1) ~ .3; M ~)

dondeAl es la cohomologia de una mónadadel tipo:

De’mostrací.o’n
El isomu’iorlismno emítre .1~1r/x Alp~(—l) provenía de una secciónde S2(Al¿¡~)(l) de
ramígo muáximnio en cadapumíto. Por tanto la. restricción a E de esa seccióumreproduceel
msoumíorlismímogcímne miatura.lmnemmtetaumíbiénessinmétrico:

KL¡X<n =J\IL/X(1)L’?.
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‘yPor otro lado el librado Al¿~dues globalumentegeneradopor lo que razonamidocomo cuí
(2.16) se tieuíe que el fibrado esciuíclecomíío summma <le:

ORY’1) L/X eMe ®h”QV’Z/x lii)

Estum<iiaunosla BSS dcl fibrado Al, qume tiene en su primnier j)asO el sis’uiiente aspect<v

4=

•1

4,
‘y>

MC.

--4 (1

O

(ji
a CDh’QV41~fu)

—~0 1?

O

Y quepor tanto estacionaenelsegundopaso. Porla. convergenciadel teorennade Beilinson
se tieuie el resulta.d<u.

Podeumuosdar algimuia inforuuia.o:moui adíciouial de dicha nmmóna.da.

Proposición 2.31 La mónadadel teoremaanterior sepuede esc’ribmr:
eh

1 (N/ ~

O~( —

3j>h
1 (Kp~ ~ _____ 9 (1 )*h’ VE

1 .~ u)) 1’ , /?

es decir. W

4=

qq’

4,
MC

e’

(1)1101)(Al/y té — II)

1>
(Q~(l )‘Eh’ (AÍ¿¡,y té”” ml))>’ (—1)

e

4,
fi íSh’GV¿1~½y)

—‘-4

Demostración.
Por el t.ecjremanuiterior .1v! es la. c<)houuiolo>giacíe la mónada

~Y)

y .N’U(— 1) es isomorfo a Al pon la unicidad<le la descomposiciómí.

Estelibrado

4=

e’

4=

WC

MC

4=

4=

Al>’ (—1) es la cohomniologíade la. mmm<Sna<la.resmiltantede <bualizary mumítiplicar
tensorialunmentepor O,~(—1) la mnónadaamuterior:

4=’

•1
Mr

Oíd j79/0(ÑX u) -
1-—dQn(i)””~ (Ñp~. R&’1 )) ~ (—1) .22o$ (NL/A. Y)

Aplicamos la proposícióuí4 dc [23y el isouííorlismnoentreAl y >{>‘(— 1),

h : Al -+ M>’(—1)

extiemíclea un morlisnio cuitre la.sniómíadas,único salvo

JIom(§in(l)Oh<KL¡xH(”’l)), ORÓ~~í)’ ¡ix) — O
y salvo

*

4=

MC

MC

MC

MC

Mr

MC

‘y,
Chi (ff

fl’on¿(O~ ¿¡AY) QR(lrh(NL/.\.Y(~l))) = O.
4’

4’

4’

4’

O

O

f

•7
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Por tamíto> la exteuisioina. la. mííómmadaes imníca.
Lo mumisnio se i)u(u(lc. aplicar a h”’ lo que mmos l)ermnuite comm<:luír el cliagranuía.:

Ch’ (A1» iR)
0!?«1) (eh’ (AL/A. 1?) ~ Q2(1) E/A

1 1
Y se conchuyepor la. pr<>posici6ni5 dc [2] que iníclica. <íuue el isomnorfismnoH es siuriétrk:o.

Y euit<míces.p~~’ (2.10). se tiemie el siguicuitecorola.ri<.>.

Corolario 2.32 Como JI es un isomoifismo simétrico hí(AlZ¡xIu(~i)) es un número
por.

2.6 Clasificación hasta rango 10

El estudio<íuue liemmmos hecho> de la. restricciómía uum í>lammc> general(leí libra.<lo normualAlL/x

permmmite<lar imnuos resulta<losole clasilica.ciómmpara.ramígospequeñosqueserámílueg<> funída-
mmíeumtalespara.establecerresultadosde clasifleaciómíde variedadescomm dua.l degenera<la.

Notación 2.33 Para simplificar la.s’’notacionesentenderemosque el fibrado vectorial E
es la restricción del librado conormal al lugar de contactoL de PV y .11 (h general en 1V>’)
a ‘un piano general 1? c L, es decir:

E

La siguíemmteobservaciónes unía consecuenmema<lirecta del tipo de escisiónde E y de la
sucesmon:

O -+ E — E(1) -+ 0E)/2 ~ 0rk(E)/2(1) -+ O.

Observación2.34 Sí H
0(E) = O se tiene queh0(E(1)) < 3rk(E)/2

Por otro lado, si ]z0(E) = 0, en la sucesiónexactade evaluaciónde las secciomíesglobales:

O -+ K -+ H0(E(l)) ¼Ou E(l) —40

se observaqume h0(J’si) — h~ (K) = O.
Touuiamudo cuitouícesla sucesiónde restricciómí a T una. rectacmi E, T c E, se obtiene:

O -+ 1< —* Isi(1) —4 K(1)K —*0

lo qume imníplica

b.0(K(1)) =

Que vienie a decir cíne el mmúmerode — ls en el tipo de escisión<le K cmi T no dependede
la re<:taT, lo quepermite sacaralguinosinteresamítesresultados:
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*

Lerna 2.35 Si 110(E) = O se tiene que:
4=

i) Si h0(E(i)) = 3rk(E)/2 entoncesE = U~(1)®rk(E)/2 e’

u) Si h0(E(l)) = Srle(E/2) — 1 entoncesE apareceen ‘ana. suces’¿onexactade.í tipo:
4,’

(ji —í E -+

0<i>Srk(E) /2—i -+ 0&rk(JI)/2—2 (1) + O~~<l) -+ (ji *

Mr

Demostración. e’

Dc la sucesión(le evaluación<le secciomiesglobales
e’

O -+ 1< -+ H
0(E<l jI) ¼CI?-’> E(l) —+0 w

qq’obtenenmos
qq’
e’/0(1<) = It’ (1=7)= h0(K(—l)) = It~ (K(—i)) = 0.

Por tanto, para.cada rectaT c E. se tiemne que h0(K~
1~) = 0. De uuíodo que es mmmi

librado <le ramígo igual a rle(E)/2. y el tipo (le cscisu<>nveriflea:

i) nf < O para todo>
4=u) 2a = rle(E)/2

Portamíto 1< es ummniformmíecíe tip<) (—1, —1, —1, .... —“1) y cíe la cia.sili<:aciómí<le dichoslibrados e’

[it)] se conmchmyequees mmecesa.rmamnenteescimídidocomo sumímía<le hacesinventibles: e’

4=

E = (9( l)nL7(I<)/2

4=Entoncesla sucesiómoexacta<le evalima.cu>mmes:
e’

4=
O —* ()~%í1(W/ -+ HNE(í)) ¼O~ -+ E(l) -+ O

De uuío<i<> <lime J~i (E) = O y por tauíto la. BSS es, cmi sin prjuuíer térnmíino e’

O —>‘ 0 -+0
O -+ Q11(lj

t)~ -+ o
(ji —>‘ O —+(ji

couichuvén<loseel resumítadoi).

Para.ver u) bastamiotar queel librado K es ahoraiunif<>rmnie dc tipo (—2, — l,—l,..,—l)lo
ojíme a.pelanm<lode íiuevc> a. los resultadosdc clasilicaciómí (le librados umniformmíes [10]iumdio:a
queel librado 1=7es umio de l<>s sigumiemmtcs:

{ 01?(~í)’brk(E)/2—2 e O;~(—2) e’
1v = O ( i)Ctk(E)/’2”’3 El> %?

ComnoJIi (E) — 0. entomicesmíecesarma.ímncmíte1< clel>e sertotaluuíemítees<:imídido. Dua.hizand<> —

la sincesiómíy aplicamidoel is<)u’miomfisuuio emitre E y E” ( — 1) seconcluyeu).

Y ya estanmuoscnn coni<’iiciouies de (lar resultadosclasificatoriosparal<us fibraolos E de rango
uuienor o igual que lo.
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• Rango 2. Enm este caso) se aplica la clasilicaciónde librados umuiforniesy ofitenmenuos
olos í>osilulí<lades

(OpUl) ¿QnE = Vhdl)

Y conumo va señalamosel segund< caso mío es íosible, por t~i.nto necesaruanientecl librado

es escindí<lo.

• Ratigo 4. Emmto>uícespo<leuiios temíer:

b0(E)zz {1 E = 02—1) (fi Qn(l) e 0~
htm(E(l)) = 6 E = £2102

La segumídaposiblidicladno esválida, por tamíto

E = { ~uU’t (fi O~
£¼(1)02

• Rango 6. Emítoimeespodemmmostener:

I¿0(E) = {(‘ji

E = O~(—i)03 e 0V
E = O~(—1)®2 e Q~(l) e Q102

E = 0~(—l) ‘S Q~(i)02 + Or~
8 < h0(E(1)) < 9

Consideranmololas posibili<laclesválidas tenemnios:

O~(—1< e~
O~+1) eQ~(i)®2 +01?

E
1

Donde E3 aparececo>un< miucleo en la sucesmomí:

O -+ E~ -+ 0~ —÷ 021) $ 0(2) -+ 0.

Y hastadomícle estosmumétodosvan sirvienído obtenemoslos síguiemmtesresultados:

Rango 8. Donde se puedetener:

4
3

h
0(E) = 2

1
1
o

E = O<—1)~~ e 0V
E = 0~(~1)03 e Q~(l) e O~

E = O+—l)” +921< e 0V
E = 0~(—1) e Q~(1)®~ e O~

E = 02—1) e E
3 e 01?

10 < h
0(E(l)) < 12

Si h0(E) = 12 teuíeu’míosel librado Q~(1)®~.
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Si ¡¡0(E) = 11 tcnemmm<sel fibra.<lo «ríe aparececmi

O ~>1 O~~m 02(1)02 1 02(1) 0.

Si ¡¡<‘(E) = 1(ji temíennosdos pc>sibili<la<les

0 -+ E2 -+ O,#10 “>‘ 0~(2) ¿02(2) —÷0.

e’

(1 —> Ej -+ -4 0<3) có 0,41) —>0
4=-

Considerandolas posibilidadesválidas:

=1
• Rango 10. En est.ecasose tiene:

5

4
3

— 2
‘2

1
1
O

E = Ofl%l< e
E = Q(j)Ó>4 QL Q~(l) + o~j

E = O4—l)>~ ¿ Q
2(Jjt ¿

E = O,z¿—l< El) Qn(tY<
3

E = Oíd—1)<>~ QL 13 + 0V

E = 0,4—1)+ ~1 (1)~’ c0~
E = 0<—’h c>

12 < h0(E(1)) =15

Si h0(E(1)) = 15. entoncesE =

Si h0(E(1)) = 14. emítoníces

o -+ E.~ -+

0tu>4 —+ O~,(2) E) O~(1)~ —+ 0.

Si hoí(E(1)) = 13, entoncesdos j>osibh<lades:

O -+ -+ O~ —> 02(3) e 0(1)0>2 o.a II 2 -4

O —> Li —> ~ -+ 0 (1) ¿ 02(2)02 0.a 1? 2

Si h~(E(1)) = 12, entoncestres posibili<la.des:

4=

qq.
4=’

4=4

4=’

Mr

Q2(í)’i’
1 dc

o ( l)e2+Qu(l)*2eO~2

e~.

9/?(1)~
Mr

Mr

4=

Mr

4=>

4=

e’-

e’

4=

WC

4=

Mr.

e’

4=

Mr

vi

w
WC

4,

qq’
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—+ 2 -+ O~(l) 0’d4) -+ o.

O -+ -+ o$(~ -+ O~(2) (L> O~~(3) --> O.

o -+ E~
0ei2 —+ £2~(4) --* O.

Por tamít< sc tiene que

O~¿ 1<~ ¿~
1y Q2(i)e

2 QL o~
Oíd 1) Qn(i< ¿0~

E — Oíd 1< ¿ E
3 El’»

Oí¿ l§sE~¿02
E ¿ 1,2,6

Emm las l)róximuias seccionesutilizaremnosestas listas <le librados para. dar resultados<le
clasificaciómí<le variedadescon clua.l degemíerada.

La técnica <le clasificación de variedadescon dual degeneradaque vamos a desarrollar
a comítmmmiua.cíomíconsistirá primmiera.níeuítecmi fija.r ‘ti y le y por tanto el ramígo del librado
míormna.l y la (.limmmemisiómi (‘leí espacioproyectivo sobreel dlue se olelimme.

Con dichoselementosfijados podemosusar:

i) el hecho (le queestefibrado es uniformney conmocemossu tipo <le escisión;

u) si le > 2 las clasificacionesque líenmosestablecidohastarango 10 dc la restricción
dc a mmmi plamio geumeral;

iii) los teoremasde a.ni.mlacioimm de la cohomologfa.cte lo>s twists del librado comí—
tenidos cmi (2.19) y las con<liciones que establecenpor medio de (2.20) y <le la BSS

(idamítea.níieuíto<le unaecuacióndiofántica);

iv) consi<iera.cionesgeomniétricaspropias de las variedadescon dual degeneradatra-
ciucicla.s emí condicionmessc>brela. coliommmologíadel libra<lo I~

1px, commmo por ejeníplo (2.26);

e intenmta.rcstable<.erla. mmc) posibleexistenmciadel fibra.<lo en cmmestión (por tanto no existe
la variedad)o determuimíarlocomnpletammmemmtey trata.rde dar informímaciónadicionalsobre la.
posiblevarie<lacl.





Capítulo 3

Variedades regladas, secciones

hiperpíanas y productos

En el capítuloque commíemízammmosvamosa describirel librado míormna.l al lugar ole contacto
gemíera.l de varieoia.<’lcs con dual degeneradacomístruidasa través de otros ejemplos de
varíedaolescon <lefecto positivo, a saber.secciommeshiperpíanasgeneralesde varicolades
comm <lumal <legeníerada.,pro<.lu.u(to>s de variedaoles,uníade las (niales tiene defectopositivo y
mmíayorque la. dim’iíemísióníde la otra., o variedadesregladas.En particular caracterizaremmmos
totalmentelas variedadesregladascmi térnninosde sun librado normuial como las variedades
de <‘lefecto positivo y estrictamníenteuuía.yor que 1 cuyo librado AI¿/x escinmdetotalímíente
conmio summmma <le hacesimívertibles.
Finainnentel)<)clremnospresemitarla tabladetodoslos fil>ra.dosmuorunalesal luga.r cíe comitacto
de 1V y JI luiperpíauiotamígentegenueralpara. la lista de variedadescon dual degenerada
conocidos.

3.1 Caracterización de las variedades regladas

Como va sefíalábanmosal hablar de cómno deberíaser un resultado de clasilieaciómmde
varie<la.descomí dual (legeliera(la, éste debereconocerlas variedadesregla<las, que son
cjennplosquevan aaparecerparacuma.lquuierdimensi<Suiy defecto.
Este es el resuultaolocemmtral de esta.sección: caracterizarlas variedadesregla.da.scomno
aqumellasvariedadesde dual degeneradacuyo librado norníal al lungar de couítactoesciníde
conípletamnentecomo sunna<le lil>rados de línea, siempreemm el casode queel defectosea
muavor o iguma.l «míe <los, ya <íue el teorema<le Grotlíeno’hieckaseguraesta.escisiónícuí el caso
cíe librados sobreunía recta.
La cleumuostración<le este teoreumia es esencía.lmmmemitela propuestapor Einm emm su trabajo
[7]. Señalar íiíe la lmeummos siníplificado immtrocluciendo la caracterizaciómm<le los espacios
lineales [47], [43] comnio aqumellasvariedades«mme comntiemnenunma familia (le dimníemísión alta.
de espacioslineales. Queremnosacemítímarcl papelfuuídauímemntalemí la demmíostra.ciómmde la
estrmmctuíra<leí librado muormal al lugar <le contactogcnera.lA/’L¡x. en la línea <leí enfoque
escogiolo ínrm toda. la mmíemmm<>ria. El trabajo de Fin remmmarcamásbien que, si el defectode
la. variedades grandecmi commmmpara.ciommcomí su dimnensiómm. la variedadha. de ser reglada;

51
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basa<loen la estruictura<le los librados mmniformmiessobre iímm espaci<)proyectivo> de rammg<
muenor cjue la diuuíemísióuí del espacio. —

Teorema 3.1 Sea1V C WN una ‘variedad de defectopositivo le > 2, H c 1V>’ generaly L
el lugar de contactoentre 1V y JI. En estascondicionesson equivalentes:

§1 1V es una variedadreglada.
u) El fibrado .~~1L/x escindecompletamentecorno suma de fibrados de lírica, es dccii’’;

J”/L/X = OL(1)er>k/2
0(í>flk/2 ‘y

4=

Demostraeión.
Paraver la immiplicaciómm de i) a. u), recor<la.ímíosdel ejemmuplo (1.23) <.ju.íe el lumga.r de couitacto
genera.lL estácontenniclo cuí ruuia libra E, quees ¡mmm espaciolimíea.l <le dimníeuísiómí ti —

F = ~ Entomicesse tiemie la. sucesiónexacta:

e’

o-+ -+ iv< JVF/X -+0 e’.

quese puedeescribir:
“y‘

o -+ 0<1) -+ .AÍ<!~ -+ —+ 0 e’

‘4=
Como ¡¡u (0~(í)) (ji esta.sucesmones escimididacomí lo cumal: —

MC

.AfL/X = O~(i[ a—,n—k ~ O~”~ (Sa)

lo oíiue garantiza.la iuuiplicacióuí de i) a. u)

Anítes de díemnostrarla. iummplicacion de u) a i) vannosa. inmelumir aquuí el siguientecorolario,
comisecuemiciadirecta.<le la. igualolad (Sa).

Corolario 3.2 Si 1V esreglada sobre Y y di’rn(Y) = ‘¡‘ti entonces le = max{0,‘ti — 2m}.

Demostración.
Enmefecto,necor<ianiosqueAIníx es’ mmmi librado umnuiformumecuyo tipo <le escisiómíes ((ji, (ji li)
donídehay (vi — le)/2 cerosy el mnismnonúmerocíe umios. Entoncesí>or la. descon’iposmcion

diume semiala.. (3cm) se tienmeque n — ro. — le = (ti — le)/2 lo <jime comícluye<lume le = ti — 2m.
e’.

Deumiostramosla otra nuplicacion.

Tonmarnosx E L gemmera.l y vannosa estudia.rcl (~s<luuo’mmiUm <le Hilbert 7t <lime paraumietriza —

los espacioslineales5 <le dlmnnemisiomi le en A’ quepasanípor a:. Conno la. cohomologia<leí
librado mnornia.l de L cmi 1V verilica.:

MC

h
0(IV”L/x ¼I~)= lern qq’

4

t~m(ÑÍ/x ¿7. I~) = o

donde rn = ~jk, entonmeescl pumíto 1 correspondientea L cmi es mmmi pumnmt.o liso del
esquenmía<le Hill>ert 7-(~,. Tomnannosemítomícesla. únicacomponenmteirreducible <le Nr <jume
comítiemnea 1 y la denmotanmios~-~í(
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Comistruuimnosahorala sigimiemíteva.riedaddc inmcidencma:

1 := {(‘q.s) G 1V x h~: y El Ss El ÑJAX

Y la. <linmiemisiómí dep(I) será.. con y gemíeralemí la imuía.gemu:

din(p(I)) = lem + le — dim(§’ (y))

Ahora biení, la fibra generaldep es

p’(’q)={sc7+~.. z~cS}

es decir el c.ouijmmnto dh.~ espacioslinealesde oliníenísiómí A: (le la familia, que comitienena la
recta.que unme. .‘r e y.

Comímo para5 geumeraleum ~-~1i~el librado muormímal vuelve a escin<Iir de la muismnamanera, se
tiene «míe, si t~ C 5 euítomíces:

18(J’/s,’x ® I-~) = (le 1)¡¡m(J\I sJ?~)= O

Por tanto tenemosdirn(p(J)) = le(m + 1) — (le — 1)m = le + m..

La va.rie(ladp(I) es entomicesumía variedadde <limensiónle + m qime contieneumna familia
<le dimncnsiénm lem. (le le—plamios por uín pumuto. Tomnandoumna seccióuí hiperpíana.general
Al n p(J), «mme evite ax, £ ~ LUí, se tieneunavariedadde dimensionle + ni — 1, p(f) fl Al,
comí muía fanmuilia <le olimmíenísiómmlera (le A: — 1—plaui<>s. Comola. dimnemísiónde la gra.ssmnammnía.uma
G(le — 1, le + “m. — 1) es le’ni., emítoncespor la caracterización<le los espacioslimueales de [48]
se tiene quep(I) fl Al es limueal y por tamuto tambiénlo esp(I).

Finalmumemítet(>uimammios la sucesión

0 NLI~(I) —~ I\IL¡x J\I
2~íj¡xIc O

(jue se pumeoleescribir

o OdlVkn -+ 06i)~~» QL (Jtrn JV’P(u)/X<L -4 0

De esta.nnammeraAÍÁI>¡x L es trivial y comno por hipótesis la. diníenusiónde L es mnayor o
igual que 2 se tiene [40, thm. 2.3.2] «mme JV$fl/x es trivial.

Por tanto existe ummm espaciolimícal, p(l), dc dimensiónle + ni emm A’ <le umiodo <íue JV~(Í)/x
es trivial, y así X es regla<lapor [8, thnm. 1.7], ya quevi =2(le + ni) — 1 es e<juivalemítea.
vi — 2m — 1 > O y a le > 1.

Y se puede observaren genmeral, para. variedadesque comítienenespacioslineales cuyo
libradlo norumíal tiene unaestructuraespecial.el siguientecorolario.
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Corolario 3.3 SeaX c pH variedadlisa de dimensiónn que contieneun espaciolineal *

L c X de dimensiónk de modo que .A/LIx = ~ ED OL(1YE~fl y con n — 2m —1>0
entoncesX esuna variedadreglada.

Demostración. *

Bastaobservar que la construcciónque hemosrealizada en la demostración de u) a i) no
ha utilizado más que la escisióndel fibrado J’IL/X~

Una vez caracterizadaslas variedadesregladasen términos de su fibrado normal, conviene
distinguir en dicho librado los dosprocesosquehemosseñaladode construcciónde nuevos
ejemplos, esto es, las seccioneshiperpíanasy los productos.

*

3.2 Seccioneshiperpianas
e

En estasecciónvamos a ver cómo se construye el librado .Afqx en el casode la toma de a
seccioneshiperpianas de variedadesdo defectopositivo. Buscamosmanerasde reconocer u’
esteprocesoen el librado normal al lugar de contactogeneral, para encontrar la variedad e
básicaque produceel nuevo ejemplo, que será la que intentaremos clasificar, e

El resultado básico para estaprimera parte es la siguknte proposición que sirve para
e-establecercondicionessobre una variedad de dual degeneradapara poder ser ima sección

hiperpiana general de otra variedad de defectopositivo. *
e

Proposición 3.4 Sea X c pH y h E pH. un hiperpíano general. Denotamospor Y la
secciónhiperpiana X fl H = Y. Seah1 E X’ un hiperpiano tangentegeneral y L1 el lugar
de contactodeX yII~. YseaL=L1flH el lugar de contacto de Y yHflH1. Encst~ *

condicionessetiene el isomorfismo e-

.IVL1¡xJL rWL/Y e

Demostración.
Tomamosel diagraina siguiente:

O -* TY -* TP’ty 4 Ky1p~-i O

.1. 1 1’
0—TX~y-+ TPflv fifxjtIv~O

1 .1. 9

oY(’) ‘
9Y(1)

e¿
e,

Por tanto los isomorfismos:

KX/pN Iv !Zfiljqpn -l X~
1/p.H ft.±4fi4p~tU4
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mío>s I)eruuiiteui comicluir comí el <líagramna.sígumiemite:

0 —~ IV”¡jy ÑL/í»N-I — AIY/~t-HL -+ O

1’ 1’~
o —~ ÑL~/X 1» Aí~y¡p<n ~> (ji

<lume mní.uesstra.el isoniorfismo entreA’I¡Y y IVLi¡x~L.

Por tanto esta proposiciónmuiestra que el librado N~1y. en el casoen que Y es uuuma
sec<?iómi hiperpíana.(le otra varíe<la<i comí defecto positivo, es restricción de miii librado
sobreumní espacioproyectivo de <limemisiómmunía mmnmidadí mnayor a.l defectode Y que cunmiple
toolas las <‘:<ndicioníes <íue se le pume(lemi po>ner al libra.lo muorníal al luigar de couítactoole
lumia varue<la.<l comm defectopositivo.

Definición 3.5 Diremos queY c ~}V—ies extemudible(<le formíma. lisa) si existe1V G WN

(lisa) queno es un cono sobreY y un toiperplano~ = IF~’~’ c r de modo queY = 1V00.
En estascondicionesA’ es una exteuísiómm(lisa.) de Y.

Una vez establecidoel resumítadoparasecciomiesImiperpíauíasgemíerales,debemostratar de
establecermmmi recíproco, emí el sentido de ~)regumitarnoscomui(> somí las extemísioneslisas <le
variedadescon dumales<legenmeradas.Cuestionmarumossi a su vez dichas exteuísiomíestieuíen
defectopositivo y si los librados uuoruuíalessomm emutomicesexteuisiómí~leun librado sobreuní
espacioproyectivo ole dimnensiómí igua.l a.l defecto de la. variedadde partida a. umí espacío

proyectivo<le <limuiemision umnía. uumíi<la.<l mayor,conlascondicionmes<leí librado normalal lugar

Proposición 3.6 SeaY c WNi una variedad de defectopositivo lev, H e Y>’ un ¡¡‘iper-
piano tangentegeneral :~ L el lugar de contactoentre Y y H. Si existeuna extensiónlisa
1V c WN de Y de modo que 1V 1) 0 = Y. con O un híperpíano(le W1v entonces:

§1 kx = le~ + 1.
‘u) el Lagar de contactogeneralL es secciónpor O de un lugar de contactode 1V,
iii) el fibrado A/’L/x es la restricción de un Jibrado sobre 1pkv±i que cumple todas las

condicionesquese puedanponer al fibrado normal a un lugar de contactogeneralen una
variedad de dual degenerada.

Demostración.
Suponganmosí>rimníeramentequedef(1V) > 0.
Siguuiemí~loel razommammmiemmtode Holmmíe [21] tonmanmuosla proyecciómíH0 : WN>’ 0 -+

queasoemaa. cadaImiperpíanoH del espaciopA’ el hiperpíanode O resultamíte<le toma.r la
intersecciómíH fl O.
Afirmnammmosohume se tiemie unma a.1)licaci~n genméricanmíenteuno a unmio He: : 1V>’ Y>’.
En efecto.conmíprobenmoscmi primer huga.rquela inmuagemífl0(1V”) esta.conteni<lacmi Y>’. Sea
umní Iuiperpianmogemíeral h~ cmi Xt Conmo ley es positivo se tiene que el lugar de contacto
<le H1 y 1V es umní espaciolinmeal L1 de dinnensiómípositiva. Por tanto esteespaciocortaa
Y. comí lo «tic Hm es tamígeuítea 1V cmi un puuito y de Y y por tamuto H1 1? 0 es tamígentea
la variedadY emm el pummmto y.
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Veamumosahora<ímíc H0 A’>’ -+ Y~ es sobreyectiva..
TonmianmosH cmi Y>’ y por taníto H es tamígemutea. Y cmi algiímí puuíto y de Y (recordarqume
todoslos pmumitos de Y>’ sonm tangeumtcsa Y, .sí so>n iwumitos lisos, a lo largo de uuum espacio
liuical de dimmíemisión igua.l al <lefecto, y si soní singuilarescuí u.una luumiómí dc espao’:ioslineales
cíe olieha dinmíensióuí). Tomnanolo>el imiperpíauio H~ =< JI, T~.0 > se tiene la. auítcim’uíageum

buscada.
Venmmioslinalmímemite olume es geuierm<:a.mmicnmteiuiye<:.tiva.
Sea. It gcmmera.l emm Y>’ y L el luga.r <le eo.>uitacto<le H e Y. Supommganío>sla existenciacíe /11

y ½puumítosdc X~ cíe mumoclo <luJe se verilicíue H1 A O = “2 fl = JI. Por la proposiciómí

(2.23) sabenmosque:

dirn(< T(L, Y) >) = A’ — 1 — h<> (A14>’v ¡iji)) = dim(< T(L, A’) >) — 1,

por lo <íiíe se tienme«míe < ‘T(L, A’) >=< T(t, Y), Ty11 > paracualquierpumíto y <le L. Emí
cualquiercaso.comn<) vimumos emm párrafosanteriores,tanto

11u como 112 somí tauígeuítesa 1V
cuí algúmm i>1.mmíto pi e 7J~ de L. Po>r tanto

H~ < HTxyi >< JI Tx,>~, >> 112.

De estenmmoclo lmemmmos comprobadoque dí’mn(1V>’) = dí’mn(Y>’) y por tamito qume ley — lex — 1.
Y ademásque el luga.r <le eomitac:to genera.lcuí Y es la secciónImiperpíanade umí lugar <le

comutactoen 1V.
1~’

Sumpomígamnosahoraque lex = O.
Debenmuosevíta.r la 1)<)sii>ili(’la.<’l <‘le qume umuma secciómíIuiperpíana.lisa. de uuia va.rieda<l cu.mya.
variedadcluua.l es unma lmipersuperlicieteuígaolefecto> i><>siti~’<).
Tommmo el divisor sigumiemíte<le la variedadcomuormuía.l:

e’

24’ = {(y,JIi) c it: y El Y}

de modo que es un divisor del sistemmma. liumeal Ipt(Ox(1))l, <lomíde p está <lemíota.uí<lo el
pulí-baclepor la aplicaciónp’.
Alirníannos ~ie ‘Px y está contenmidoen cl sul>coujumnit>de l)uuuit<>s u. cíe ‘Px de mumodo <íue
la climnemísióndc py1p

2 (a) espositiva. Recor<lemimosque, commmo lex = 0, p~ es genmérícamnemite
umumo a uno.
En efecto.si tonmanuios(y, JIí) El P~ ~ se tiemie queH1 es tamigemitea 1V cmi cl pummtoy. Por
tanto

11m o O es tangenteaY en y. Conmo el defectodc Y es positivo H~ fl O es tangente
a Y a 1<> largo <le umnía subvariecla.<lL’ de dimumeuisiómípositiva, <le la cíne pocleuii>sescoger
un espaci<>linmeal L de dinuíensiónley. Pero conmio vínmuos amítes

‘y
<T(L,X) >< T(L,Y),Txy >

y por tanto H~ es tangentea A’ a lo largo de L. e’

Tomanmosla imageníor p
3 de

2x y~ í~me tiene dimeuisióuí:
e’

diru.(p
2(Px y)) = TV’ ““- 2 dini(pIi (E))
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con E un puíímto general(le la iníagemí. Por tanto, por lo señalaoloen el párrafoamíterior:

dim(p2(Px~y))=1V — 2— ley.

Por otro lado si u.mmm i>umíto ¡¡u <te A’>’ es tal qume el bmgar de contactode Hí y A’ tiene
dmnmemísióuíp<>sitiva, entoncesdicímo lugar decontactocorta aY y entoncesse tiene que

lt} 6p2(PX)y)

Fleginios entoncesuna curva & en p2(Px) que no toque a p2(’Px y). Esto lo podenmos
hacer, ya. quepodemoselegir uímí espaciolineal <le clinmíensión ley ±2quecorte a. lo mimas
emí í>i.uuítos a. p2CPx y) y eligiemí<lo umm huiperpíamio .íue no contemmgaa est<>spumntos,se tiene
uuuía seccmomm linmeal con uní espacio<le dinnuemísiónley + 1 <fue no toca a P2 (‘Px y). Y como
ley > 1 estaseccmommc>mmtiemíe umnía curva.

Entoncestenemosla. siguiemíteinterseccmon:

‘PxW flpy’(C) = O

lo que iuídica la. amímniaciómí<leí siguientel)ro(luctc) de imuterseccion:

pMOx(l)) .p~>(C) = O

Podemosaplicarla fórmunla <le proyección:

pi>’P2 í(0) . (O~(1)) = O

y obtenerumnía contradicción.

Corolario 3.7 Sea A’ c pN una variedad reglada de defectopositivo le > 2. Si Y es una
uxtensiónde 1V, entoncesY esuna variedadreglada de defectopositivo.

Demostración.
Basta observarquíe si un librado sobre iumm espacioproyectivo lFk con le > 2 restringe
un librado escindi<lo como simuna de librados de línea sobreuní plaumo de 1pk entomiceses
escimi<lido [4(ji,thmn. 2.3.2].

Podemímosaportar un teorema<le exteuídibilidadquese deduce(le estaproposuemon.

Proposición 3.8 SeaX C una variedad de defectopositivo y tal que el lugar de
contacto general verifica dirn(L) =2. Supongamosademasque h

0(.AIL/x)) = vi + a y
/$(KL/x(—l)) = O. EntoncesA’ no puedeser la secciónpor a ¡¡iperpíanos generalesde
x~ c ypNl-ú

Demostración.
Si existe tal 1V~, por la proposiciónaunterior, es una variedadde defectopositivo le~ —

kv + a.
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WC

Tomamos L11 el lugar (le couutactogeneral. Si h
0QMnjx,.ú—1)) # O euítomícespor (2.16) cl

librado nornial AQ,,¡x>, a.<lmmíite muía. <lesconmiposicioncomumo.>:

‘y
I’1L

4¡X. = <h~ ckF’vr Q~ (1),

por tanto el librado .ML/x(—1) = AILa/Xa(—i)~L teuí<lría secemoimesglobales.emm contra(lici~n e’

con la hipótesis.
De estaformmma sc tieuie la auiulacióuíh

0(AQ/x
0(—1..)) = O.

‘y>

Tomamosahorala sucesmon:
e’

O-+Ñ~ /X (—1) SJ\/L/X ~ÑLa1/Xq~ 0 e’

donde~ es ima seccionde A’a por uno ole los hiperpíanosquehuiahneuítel)ro<li.lcira.mi,
p<>r secciou’ícshiperpla.mía.ssucesivas,la variedadA’. —>

Toníamídola siucesiónlarga.de coli<>niologíapo(leníosafirnnar WC

h
0QML/X) =h0(.N’

1 —1/X,,

WC

Pero este razoníammiieíitosc puede iterar t<>nía.mído suicesivasseccioneshiperpíamiaspara
obtemíer:

WC

h~
1%/x) =b2(Ñ~) = vi + a 1

emm cc>mmtra.dicióncomí (2.26). WC

WC

Esto mmíuestra, mímiramudo a la tabla de librados miormímales del final ole la secciómí ciuie los
síguieuitesejemplossomí no extemídibles.

Ejemplo 3.9 La inmersiónde Plñeleerde la grassmannníana0(1,4) en y la variedad
espinorial>94 G son variedadesno extendibíesde forma lisa.

WC
P(>r otro lado tambiénse l)lmede ver su no extenmolibili<lacl <le foruuma. lisa. couumo consecuemicma.
dcl teoremade la.s tamígemicias<le Zak, ya <lime unía extemísmommsuiya <lebiera teumer <lefecto

a’
positivo y tina u.ummida.<l mmíayor.

WC

‘y>Estoen lo cíume respectaa las seccionesliiperpla.uias.Debenmosabor<lar tamímbiémíla cuiestiómí
WC

de los prodmuctosde variedadescomí dual degenerada,<lime era la otra muiamicra sc comistrumir
variedades<le cliua.l <iegemiera.<ia.a partir cíe otras con(>ci(las.

e’

e’

3.3 Productos de variedades con dual degenerada e’

e’.

Comemízamos<:.on un teínaque es una consecumencíageométrica.(le la proposición (2.16). e’

Comumo sefíalábanioscmi el ejemplo (1.26) cl luga.r cíe couítacto<le varie<iadescon duial cíe—
genera<laconstrumiclasc<mno í>ro<’lumctos estáentomicescontenidoen uumí espaciolineal. cíne e’

es umn lungar cíe comítactoa la lil>ra genmeral.
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Lerna 3.10 Sea1V c una variedad con dual degenerada,sea un hzperpíanotangente
11 generaly L el lugar de co>ntacto quedefine; sí existe un espacíolineal IVÍ de dimensión
m de modo que L c AL c A’ entoncesse tiene la descomposición

=
0(frm—k ~ p ~ QL(1

dondeP es un jibrado vectorial tal queP F>’(1).

Demostración.
De la sumeesiómíexacta

O —# Ñn/1u1%1) —> AIt¡x(—1) —> A%Í/XIL(—1) O

se pumede ver. toninamido la. sucesiónexacta larga de colmomnología, el espaciovectorial
JIO (NL/a’! (—1)) conmio umní sumbespacio<le dinuemísiómí ‘ni — le (le las secciomíesglobalesde

JV~L/X&l),

Se couícluuyeentoncesaplicamíclo la proposición(2.16).

Po<lemmiosahorades.:ribir la estructuradel librado mmormnalal luga.r <le contactc>,quepermuita
<lctermnimíarsi la. variedademm cuestiónpumedeserun producto>devariedadesunade las cuales
es unavtmríeda.<l de defcc:topositivo.

Teorema 3.11 Sea X c pN ‘ana variedad de defecto positivo A: de ‘¡nodo que A’ G
es la inmersión de Segre de un producto de una variedad lisa Y de dimensiónni y una
variedad E de defectopositivo leF con ni > leF. Sea h e A’>’ general y L el lugar de
contactodc A’ y JI: y sea L1 el lugar de contacto de HM < E > conE, donde< E >

simboliza el mínimo espacio lineal de jpA que contienea E. Entoncesse tiene:

= otra QLAIL1ffIL o QL(lr

Demostración.
Tomumamnosla. sucesiómí:

0 —> KL/Li J\IJ~/)< I”
1L

1/XK. — O

Conmo el fibradoA~L¡x esgeneradopor seeciomíesglobales.tambiéuílo esel librado .N”LÚxIL.
Dc esta mamíerala suucesmomm

O —í fik¡xK — Jv$~x~í. O

<umne s’e l)Uedle escribir

0 ‘—~ .AQ~Y —~ o

es eso:imídida.y se tiene que



60 Capítulo 3. Variedadesregladas,seccioneshiperpíanasy productos

‘y
KL/X!L = Of + fi/L

1/I.PL (3.b)

Alío.ra.. si muiuultiplicamuiostemísorialmnemítep<>r Vp (1) la. suicesionídual <le la su(:esiomiimuicial
‘y

(ji —4K¿/x~L(1) —*K¿/x(l) ~ QEtkC k WC

se tienie la descommípoí~’icióuí
WC

KZ1~(í) = Kr1/xL(1) < 0©kp—k

Dtualizamí<lo (3.b). nmultiplicandoí>>r
0L (1) y su.istitumyemícloen esta.ulítinmía fórmmiula. míos da

WC.AIÑ/x = Q(iÚkE—k( 1) lb’ AQ/¡HÍ 1
WC

Lo quecomícluyeque leE — le = un y la eseisiómí<leí emiumnmcia<lo.

Esto míos peruniteprol.ar la iguía.l<lad (leí ejemmmplo (1.24):

Corolario 3.12 SeaA’ c WN la inmersión de Segre de un productoY x E, dim(Y) = un, *

de tal maneraqueE c< E > es una variedad de defectopositivo le
1 entone.~esdef(1V) =

m.a.x{0,le1 — ‘m.} . WC

Observandcla <‘lemnostraciómídel teorema,la úimica hipótesisumecesariaes que el librado
mn.rmnal cíe la fibra. en A’ es trivial, por tanto, se tiene:

Corolario 3.13 SeaA’ unavariedad de defectopositivo (le modo que un lugar de contacto
generalL está contenido en. el lugar de contactoL> de uno. vomrieda..dY contenidaen. A’,
de modo que el fibrado .J\Iy/x es trivial. Entoncesse tiene:

.AIL/x = Qtd.tm< L). cliní(L ) JV~L1/1 r ~+
0L (1) ‘[)diin(L) di’n(L ) WC

WC

*

3.4 Ejemplos -

e’

Presenítammiosla ta.l>la cíe los fibrados <luiales a.l librado m’uonmmua.l a ummí Lugar de comítactocíe
unavariedadde defect.opositivo 1V y un luperpíanotamígemítegemíeral,~~1¿/X’ paratodos
los ejemímplos comiocidosde varie<ia<lesc:omí <lua.l oiegemíera.cla.

e’.

• Para las variedadesregla<la.sse tienme cl resultadoole escisiónícommio simníma. <le haces mmi—
vertiblesdemostrado.

WC
• Para los ejemplos0(1,4) G W~> y S.~ c se tonmía sun BSS, y usamíclo los resultados
de anulaciómm<le colmomnología<leí teorem’nma (2.19), se tienme <píe dicha. BSSsólo> tiemie cuí su
priníer térmumino umna. columnmna comm elenmentosmmo miunlos, í>or lo qíme Ef” = ~ y se puie(lC

L/X , +2determimíarcomuipleta.mmme.í’íteel libíado ~/\/>‘ , quees resl)ectivamiiemiteQ
1 >(1) y Q?.Á 2). e’

• Paralas gra.ssmuiamim’ima.nas0(1. 2r) c P
1 se puedelia<:er el sigtuienítera’zomia.níieuitoqume

conclumyeen <jume AQ/X = .%2 (1 yT
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Como L C5 lun plano en 0(1, 2r) emítomuces,interpreta.midolos puntosole la. grassmnanmmniamma
d:omno rectascmi W2’, <helio plammo. o se trata.del conjunto(le rectas<‘le un planocontenidoen
jp2r o se trata <leí commjunmto(le rectaspor un pumíto> eím mmmi espacioproyectivotridiníemusioníal
<le ?2.

Si se oliera el caso seguumudo,emmtomm(:esL estaríacontenidoen el espacíolineal de dimensión
2r — 1 <le la. grassn’íamíniana0(1, 2r) formnadopor las rectasquepasanípor mmi punt<>. Por
tanto cl librado .N7/~ tenidría2v 3 seccionmesgl(>bales limuealmenteindepemm<lientes.
De estafornía.. ai>liea.n<lo (3.1<)) se tendríala. escísiomí:

KL/X =

0tÁr—3 e Fe Qr(~l)
4Qr~S.

SiemídoE un librado de rango 2, <íue debeser9e2(1), (en otro casoK¿/x seriaescindido)

queno es un <:a’ídidatoválido.

Esto concLuyequme L está.formado por las rectas<le uní plauio.

Afirmumamnosoíue se tiemie ~~1¿/x= £4.2 (l)&n—2/2

En efecto, si tomanumosla. smibvariedad<le 0(1,2v) <lescritapor la.srectascommteníidasen uní
biperpíamiode W2V, 0(1, 2r — 1), esta.subvariedadsepuedever coni<~ el comíjumnto de ceros
de unía secciómí<leí librado cocieuiteuniversalpor lo que:

KG(12rm)/G(t2r) 0(1.2) &h2 (2)

To>mí’iamnos la. sucesmomí:

O —> Kc;(u.2)/c(i2ri) KG(i,2)/G(u.2r) X¿(’í,2.r~l)/G(l,2’r)k?(m,2) —4 0

~‘ por imíducciómm sobrey la I)odemnosescril)ir:

O ‘9r~(2§2r3 Aigx
2)/a(í2r) —+ Q~~2 (2) 0

queesescní<li<la., 1<) cíue concluyela igualdadcíe la alirmímacmon

• Para,calcularel librado conormmíalen el casode las seccionesluiperpianasde las varieda<les
ammterioresbastatoma.r la.s sucesuomíes

0 —~ K¡½x(a 1) ‘‘~ K¿ix(a) —~ K¿,,x(a+ l)~LnH ~0

y estudia.rla coliomología.<le los diferenítestwists del fibra<lo KZ/X(a + 1)~Lmn.
Euí ca.~la. casola BSS(lcternninarácompletamnemíteel librado.

Podemuiosresumiren uníatabla todosestosresultados:
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Variedad Dimensión Defecto K x
0(1, 2r) 2(2r — 1) 2 9!.p.2(1)4»2r 2

S4 10 4
$4011 9 3 %(2) ¿Q~ ~(l)

S4nHrjiH’ 8 2 Q~2QLQ 2(1)&2# Q~4 1)

Py(E) ‘a vi — 2dirn(Y) QL(~1)&)d?~n(Y) í

Y x F ‘ti = di”n(Y) + dím( E) k~ —‘— dirn(Y’) ~ rn( y~ KL~/P ~I >.1> 3 din,(Y)

A’ ¡u. 1 o?—A 2 (4< Q~(1)~>” k/2



Capítulo 4

Clasificación de variedades con

defecto cercano al máximo

Emí los capituilos qume quedanvannosa unostrarcorno el detalladoestudioquehemoshecho
cmi la.s pagimiasamíterioresacerca(leí librado normal ofreceresultadosclasifleatoriossobre
varie<ia.c’lesco>mí <lefecto p<>sitivo.

Inspira.d>scuí el teoremade las tangemíciasde Zak, resultamíaturalagruparlas variedades
<:on ~liualolegeuíerada.ení co’>míjmmntos (le variedadesdomíde se verifica la igualdadde diniemí—
siouíesdi’m.(X) = di’rn(X>’) — p, conp umn ntumneroentero. Dich<> teoremade las tangemícias
muestra.que p > O y Em ha clasilicado el casoextremo en que se tiene p = O, bajo la
hipótesisaoli<:ional de qume vi =2N/3. Poolemosdecir qmme estasvarie<ladestienmen deiteto
maximo.
Emí est.~ capítumio nosotroscla.silicamnoslas varie<ladescon dumal degeneradaque verifieamm
di”m(X) = di’ín(X>’) — 1, extemisiómí natural cíe los teorenníasde Eimí, ta.mbiémmbajo la
hipótesisadicional ‘n =2N/3. Llamnaremnosaestasvariedades,variedadescomí defectounía
uni(ia(l nnenior queel nuáxirno.
De la clasilic:a.ciónparap = 1 se observaque el mismníotipo cíe técnica.sse puedenaplicar
parael <asogemieral dizn(X>’) = dim(X) + p. Demostraremosresultadosde fiuíitmmd para.
los 1>osiblesvaloresde la terna(N, ui, le) emí cada.grupode variedadescomm dua.l degenerada
y mío rcgla.<la.scíe mnoolo qmme dinu(X) = dinn(X>’) + p.
Comnio> aplicaciónliresentareumuosel casop = 2 dondela clasificación<le libradosdel capítulo
2 permníit’.eexcluir muchasposibilidadesy determinarcomupletameníteotras. La <:lasificacnon
c~uc comicluimímos emí estecasomio seracomupletay ení el final del eapítmilo se presentanlas
razomíesque lo ínípi<len.

4.1 El teorema de las tangenciasde Zak

Recordauumosen este primer momentoel teoremade las tangenciasde Zak, que va a

l)ermíiitir agrupar las varie~la<les <le defectopositivo cíe forma natura.l emm ftmneiómu (le la.
<liferemicia cutre la. dimmíensiómm de la. varicolad dua.l y la. dimuíemmsiómí de la propia variedaol
di’m(X’>’) — dim(X) = p.

63
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‘y
Teorema 4.1 ([52]) Sea A’ c IP1 una variedad proyectiva lisa no degeneradade di-
unen.s’¿o’a n. Sea H un le-piano con N — 1 > le > n. y seaY = fi c A’ : Tx.~ El H}
el conjunto de puntos donde H es tangente a A’. En estas condiciones se tiene que
diun(Y) <le — vi.

Pooienmíosa.plica.r el teorema<le las tamígemuciasa U El 1V>’ Imiperpíaniotanugenítegeníerala
unna variedadA’ El ptV cíe defectopositivo k , se uímumestra.:

le < A’ — ‘n — 1

lo quees equivalenteal hecho

dirn(X>’) > c.iiro.(1V).

e-

Y dada.esta desigualda<l,resultamíatunra.l tratar <le clasificar el casoextremocmi el qume se —‘

tierme la igualdaddim(X>’) = dirn(1V). e’

Esteproblemalo abordóEm dandoel sigumiemíteresumítado<le cla.silicacióíi. bajo la hipótesis
adicioníal ‘o. =2N/3.

Teorema 4.2 ([8]) Sea A’ c
1PN una variedad proyectiva lisa no degeneradade di-

menszon vi, con vi < 2N/3, y di’ín(1V) = dí’rn(A’>’). EntoncesA’ es una de las siguientes
variedades:

í) La inmersiónde Segreik x lP”~ ~—> lP
2’Ñ~I.

‘Ii) La inmersión.de Pílicker 0(1,4) c~~> Fi. e-

iii) La variedad espinorial S.~ ‘—+

lWerece la pemía resalta.r <íue si A’>’ C5 unía variedadlisa emmtonces,por el teoreumía.<le
bidualidad, poclenmios aplica.r el teoreiuia <le las tammgen<:iasa. 1V>’ y obtemíer la igualdad
dim(X) = dim(X>’). Por tamutoestaclasificaciónmescouuipleta(salvola hipótesisvi < 2N/3)

para.las variedades<le <luma.l degemieradacomí varieda<ldu.ia.l lisa.

Sobre la hipótesis vi < 2N/3, (:a.be uuíenemonarcune estárelaciomíada.c:omí la. eomíjetmura <le
Ha.rtshornes<>l>re intersecciomíescoimípletas,a saber,

Conjetura de Hartshorne([18]) Sea X c ¡pN una variedadproyectiva lisa. Si vi >

2N/3 entoncesA’ es una interseccióncompíeta.

Po>r tanto, ole ser cierta la comíjetuira (le Hartslíorm¡e. comumo las interseccionmescomímpletas
tiemíendefecto>cero, tanto la. <:la.sificaciómi de Piní coimio la.s <lime preseí’mta.reniosahoraserían
comíuí>leta.s. e”

Emí las próximassc.co.’:iomíesexteuíderemnoslos trabajoscíe Elmí y estmn<liaremuiosvariedaolesen
las queseda la igumaldaddím(X>’) = dinn(X) + 1 ó cmi gcuiema.l cada.mino (le los gruposque
vamí dandolas igualdadesdi’rn(X>’) = dim(1V)+ p, comí p mmmi euíteropositivo.
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4.2 Variedades con defecto una unidad menor que el
máximo

Emm esta sec<:íómm clasiticanmoseornpletannenmtelas varie<la.des<londe se ola la igualdad de
dimnemisionesdi’m(X) = d’iní(A’>’) — 1 bajo la. hií>ótcsisadicic>miai vi =2N/3.

Coiuio liablareniosa uuiemiudo de ellos, resultarácómmmod< dar la siguiente<leflnícmonm:

Definición 4.3 Definimos el conjunto S~ corno la colecciónde todas las variedadescon
dual degeneradaverificandodim(X”) = dim(X) +1).

Comno el clefe<:to dc uuuma variedad1V es la. dimnensión<leí luugar de couítactoeuítre 1V y imn
liiperl)lauio tamugentegenmeral11 E A’>’, quees la parte simígumíar de umna secciónmhii>erpia.na
tammgent.egeumeral,entomicesle K ti — 1.
Por otro la.(lo, por el teorema.de paridadno se puededar la igual<la(l le = vi — 1 , comí lo
quese tiene:

Primera cota: le _ ‘vi — 2

Aplicauido estaprimnera.<:ota. a uníavariedadA’ de modo qume dini(X) = dim(X>’) — 1, es
decir le = A’ — mi. — 2, se obtiene:

Primera cota en S~: vi > 1<2.

Si se <la la icrual<lad vi = N/2 entoncesle = vi — 2.

La sigimieníteproíosieiómmes bien conocida[8] y se puede<leniostra.re(>n técumicasde teoría
de acijunciómí. Comí las herramientasdesarrolladascuí las secciomíesauiteriorestamumbiénse

l)tme<’Ie aportar unaprueba,cíe la siguientemanera:

Proposición 4.4 Si X es una variedad con defectopositivo y le = vi — 2 entoncesA’ es
una variedadreglada sobre una curva.

Demostracton.
Si A: > 2 enítomíces, por la clasificación de librados señalada.cuí el capítulo 2, el librado
A

1L/x, dondeL es el lugar de contactogeneral,es sumadirecta de imaces invertibles, con
lo queA’ es unavariedadregladasobreurna <:uírvapor la caracterizaciónde las variedades
regladasde (3.i).

Si le = 1 temíennosunavarie<lad<le dimensióntresqueconítienmeuna famnilia. (le dirnemismon
tresde rectas.
En efe<:to, si L es imnía rectade contactogemíeralel librado nuorumíal es

KL/x QL QL QL(1).

De estemno<lo la coliomnologíaes

h01(IVL/x) = 3

¡¡u (KL/x) = 0.
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Por tanto el punto correspondienteaL en el esquemade Hilbert de redascontenidasen X
esliso y, por los cálculosde cohomologíade arriba, X contieneuna familia dc dimensión
3 de rectas, parametrizadas por la única componente7< dcl esquemade Hilbert señalado
que contiene el punto correspondientea L. e-

En estascondicionesX veriñca una de las siguientesdos posibilidades [43j:
ei) contiene una familia de dimensión dos de planos de modo que la recta

paraxnetrizada por el punto general de 7< estácontenida en un plano de dicha familia e-

u> esuna cuádrica de it e

Como las hipersuperficiestienen defecto O, X estáen las condicionesde i).
SeaT una recta general en 71 y un plano S en dicha familia de modo que T c 5.
Tomamosla sucesión

O —* Kris .f’Ír,x .A4pcIr O
e.

y setieneque .Afs,x estrivial. Por tanto X es una variedad regladasobre una curva e-

Hemos demostradopor tanto: *

Lema 4.5 Si X c esuna variedadde defectopositivo tal quedim(X) = dim(X) —1

y n = N/2 entoncesX esuna variedadreglada sobreuna curva.

Comentemosbrevementeacercade la clasificaciónde variedadesregladasde codimensión

pequeña.

Observación4.6 Por el teoremade Bank /18] sabemosque para una variedad reglada
de dimensiónu la dimensión del espacioambienteN deberser N> 2n — 1. En caso
contrario Pic(X) ~ Z que nos da una contradicción.
Si setiene la :¿rnaldadN = 2» — 1 sepuedeprobar (ver¡26]) que La curva basedebeser
racional y, por el teorema del punto doble, que finalmente es la inmersión de Segre del
producto P’ x en el correspondienteproyectivoambientern—1.
Tambiénseha abordadoel casosiguiente,X de dimensiónu en y seha demostrado:

Si C es racional y la inmersión dc X no degenerada,entoncesX es una sección
hiperpiana de la inmersión de Segrede?’ x ‘-~

Sí C eselíptica Ionescuha construidoejemplosen todas dimensiones(22/
No seconocenejemplosdonde el génerode C seamayor que uno y seha conjeturadoque
dicho género estáacotadopor uno /23/ Se ha podido demostraren el caso en el que la
dimensiónde X es dos [29], tres /51/ y cuatro ¡.23/ y permaneceabiertaen el resto de las
dimensiones-

Podemosentonces,una vez coixientado el casoti = N/2, abordar el pasosiguiente en el
N41 altque u 2 que por corema de paridad esn.> 1 + ~. El teorema de Barth permite

concluir que el grupo de Picard de X estágeneradopor Ox(1), con lo cual podemos
aplicar (2.13.iii> para obtener que el haz invertible canónicode X es

Kx = Ox(—N12), e-.
*

*

u.
e
gr

*
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lo queimnj)Iica queA’ es mmn núnmíeropar.

Ademásdel resultadosobrecl ha.z invertible canmónmicotammmbiémm se puedeuíaplicar los re—
suiltadossobrela o:ohoíuíologíadel fibrado norumial dc (2.19).

Conuio la BSS (leí librado mío pumedetemíer todas suis columnumíasemí E§~ formuadaspor
<:eros,se pumeoledemuiostra.rla segumídacota [8]:

Segundacota: Sca A’ una variedad de defectopositivo y tal que J=~Y= Ox&) con 6 un
numeroentero, entonces:

vi—le
2

Lo quíe ai>licado a mmuestrocasoda

Segundacota en S~: vi > 2(N — 1)9.

Y viudo a. la líij>ótesis vi < 2N/3 estableceque:

2(N — 1)/3 =vi =2N/3

Por tanto fijada.N existeuníaumumeavi qume verifica las desigualdadesde arriba. Recordamído
qume A’ es uínm ninnero par p<>dem’uíos distinguir tres grupos dc variedades:

Primer grupo: A’ = 6r — 2, vi = 4r — 2, le = 2r — 2.
Segundogrupo: N = 6v + 2, vi = 4r ±1, le = 2r — 1.
Tercer grupo: A’ = Gv, vi = 4r, le = 2r —2.

con r uní eniterosumfmc:iemmtemenítegrandeparaqueel defecto<le la variedad,le, seaun entero

I)ositivo.

Y conmio describíamnmosa.l final del cal)ítulo segundotenemoslija<los el defecto le y la di—
mnemísmomívi,y por tanto el rangodel librado Demumostraumuosresultadosde clasificación
cmi cadaummo ole los grupos:

Teorema 4.7 Si A’ es una ‘variedad proyectiva lisa, A’ G WA, no degenerada,de di-
men.s’¿on‘n y defecto le, con la terna (N. vi. le) en el primer grupo, (A’ = Gv — 2, vi =

4r — 2,/u = 2r — 2), entoncesr < 3.

Dcmostr’ación.
Comnio>

vi—3k—2 4r—2—6v+6—2 —2v+2
_________________ _______ = —r ±1< 0 si r > 1,2 2 2

estanmosento>ímcesemm condich>uíesde aplicar (2.19) y afirmuar

H¼ÑZ¡x(a))=0 si 0< i < le a> = —r ±2

HI(g7/x(a))=0 sio<i<k

De esta formmía. la su<:esiómí espectral de Beilimusoní tiemne el primer térnuinmo EQ” con umna
úuíícacolumumímía mío nuula correspondientea. p = —y + 1.
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En consecueuiciaEf’0 = , es<lecin, la. sucesiómíespectralestaciomiaeuí el prinier paso
con lo <jume

A/7
1~ = Hrí(ÑZ/x(l — r)) %>Qr—u(r 1)

y por tanto

Rango (KZ/x) = 2v =(2<) (4.o.)

Lo <jume mni.uestra.que r < 3.

Y la ecuacióndiofáuítica <jume se señalabaen el fimíal del capítuilo 2 es la numeradacomimo
(4.a).

Teorema 4.8 En las mismascondicionesdel teoremaantenor.pero con la terna (N, vi, le)
en el segundogrupo (A’ = 6v + 2, ‘vi = 4r * 1. le = 2r — 1). se tiene que r < 2.

Demostra.cíón.
En las comídiciomíes<leí teoremimase verifica.

it — 3/u — 2

2

4r + 1 — Gr +3 — 2

2

e-’

9.

v+1=Osir=2
9*

comí lo queestanmosen couidicionescíe al)lica.r (2.19). Así

si O < í. < le

si O < i < le

a > n—3k — —v + 2
— 2

<~ < A -ji = —y — 1

Por tanto la sucesiónespectralde Beilinson temídria E§
0 comí únmca.níent.edos colunmiumas

comí eleníemítosmío míuulos com’respondmemit.esa. lo>s luigaresp = — r y p = — y + 1.
Por el lemuía (2.20) se tieuie la. icumaldad:

rle(Ñ¿¡x) = (2v 47
1) IP(—r) — P(—r + 1)¡

= 2’r + 2, se tiemie la desigumaldad2v + 2 =

o

Teorema 4.9 Si la terna (A’, ti. le) es (Gr. 4v, 2r — 2) con y un entero magor o ‘igual que
2, entoncesy < 4.

Demostración.
Como en los gruposanterioresse tiene la desigualdad

vi — 3k — 2
_________ = —-r + 2 =O si r > 2

2

y por tammto podeuumosa.plica.r toda la. immformnación de los teoreníasde Eimí sobrela colmo—

IV

e-

*

e-

e-

e-

J1>(Ñ¿¡~(a)) = o
Ht(g7/X(a)) = o

Couumo vk(ftZ¡x)

necesarmamimemmtc~r < 2.
C 2v— ~

ti por tamíto

r
9*

e-

e

9,

mmíología. de .Njx(a) recogidoscmi (2.19):
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HjAI¿/x(a))=O si0<i<k a>2=9=—r+3

H~(A¼x(o))= o si O < i < le a < k—n = _

Entomicesla BSS <leí fibrado ./VI/X tiene en su primuier téruumiumo sólo tres colummias comí
elen’iemito>smio nulos corresl)oímdlentesa los valoresp = —y. —r + 1, —r 4- 2.
De la. dualidad de Serre y el isomnorfisnio entre los fibrados AIL/x y AQX (1) se puede
comucluuir la igualdadP(—v) = P(—v+ 2).
Aplicamido finalmenteel leuuía (2.20)

2r ±2= (—1)72 (2v 2) P(—v) — ¿~2) P(—r + 1))

De esteumiodo si encontramosun divisor comnúngalos coeficientes(2v; 2) y (2r—2)

qume mío divida a. 2v + 2 estareniosamute unacomítradicciómí.
Podemniosutilizar umn teoremíma(le distribución de núnríeros primnos debido a Nagura [39]
por el que para todo ‘in > 25 existe un l)rimno q de muodo que ‘rn < q < (l.2)m. Es

una, simple eoummprobaeiómmver quepara r > 7 o r = 5 siempreexistemmv primmmo q tal que
r ±2=q < 2v — 2.
Esteq míos <la la comutradicción.
En efecto, 2v + 2 = 2(r + 1). por tamíto q no divide a 2r + 2. Sin eníbargo

(2v; 2) = (v—tI)v(r+l)...(2v---2) (2r—2) v(r+l)...(2r—2

)

r(v — 1)(r — 2)1 = (v—1)(v—2)...l

y por tanto q los divide.

En el casoy = 6 se puedever jue 3 haceel papelde q y por tanto y < 4.

Se trataría ahora de abordaren cadagrupo los casosrestammtes,damí<lo uumí resuuitadoque
los elasiflque.

Vamnios a miecesitarlas síguuieuites<lefiniciones:

Definiciones4.10 Una variedadproyectivalisa X diremos que es unavariedadde Fano
si Kx --iL con i un númeronatural y L un prado de línea amplio. Llamamosindice
de ‘una variedad de Fono al mayor entero tal que —iL con L amplio.

Diremos que es una variedad<le Del Pezzosi Kx = Vx(—(n — l)L)
dondevi es comosiemprela dimensiónde la variedad.

Diremos que es unavariedadde Mukai si Kx = OX(—(vi — 2)L).

Casosrestantesdel primer grupo.
En estegrumpo líenmuosdemostradoquey < 3 como el casoy = 1 da defectommulo debemos
estiudiarlos casos2 y 3.

• y = 2. Con lo cual (A’, vi, le) = (10.6,2) y Xx = Ox(—5).
Tenemosqueh<m(X, Ox(1)) = 11 + a con a un enteropositivo ya que 1V esno degenerada.
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Así podemmíos calcular el grado <le la. variedad comí el polinionuio ole Hilbert P del haz
imívertible 0x, para oi)temierque deg 1V = 6 + a..

Bastaobservar:
h~(1V. 0x (1)) = /n’(X, Xx ® 0x (6)) = O paratodo> í > O por el teoremnía<le a.nula.ciómm

de Kodaira, comm lo queP(l) = 11 + a.
/071V, Ox) = 1 y /0(1V, Ox) = fin—u (1V, O~(—5)) = O paratodo i > O por el teoremuma

cíe amiulación <le Koo.la.ira y por la dualidadcíe Serre. Por tauíto obtemmeunos<lume E(O) = 1.
/0(1V, 0x (t)) = fi” ‘ ‘(1V, Ox(t —5)) quees mítulo si t =5 y parato(l(> i. De estemodo

P(t) =0 con t = —1, —2, —3—-Ay —i.

Comí estosciatos poolenm<>sdetermuuinareommmpleta.mmmenteel juoliumomnio cíe Hill>ert (le 1V. El
gradoole la variedadX es 6! vecesel coeficienteprimicipal (i(~ (lidio polimíommíio E.
De estaformmía j>oclríannios conchuir qume la varie<la(’l 1V c jpiO) es la proyeccióm’u isomnorfa.de
ummma va.rmecIa~l <‘le Del Pezzode grado 6 + o.. que mío pucole existir segúuíla clasificacioSmí(le
Fujita [14]. [15] <le estasvariedades. e-

• r = 3. Con lo cual (A’. ‘vi. le) = (16,10,4) y Xx = Ox(—8).
Como /01(Ox(1)) = 17 + a. a umm emutero’> í.ositivo, podemoscalcula.rel gradc> <le A’ commío
cmi el apartadoamiterio>r, obtemuiemí<lodey A’ = 14 + 2a.
Así ten<lriammios qume 1V c jpib es la. proveccióuí msonmíorfa. ole u.mmía variedad <le Muuka.i comí
Píe 1V Z y g =8+ a.
Dicha. variedao’l mio pumecle existir por las clasiflca.cmouíescíe Muuka.i [35] y [36]. —‘

e-
Casosrestantes del segundogrupo, e-
Emm estesegummmclo grumpo temíeni<s (los posiblesvalorespara. el paramuietroy, y = 1,2, cjuc e-

ciebemniosaumalizar. e-

9*Observación 4.11 Corno n > ~(N — 1) podemosasegurarque 1V es linealnu.entenormal —

{52j.

• r = 1. Con lo cual (A’, n, le) = (8,5,1), Kx = O,j—4) y deg(1V) = 5.
Entomices,rej>itienido las cumentaspara el cómuiput.odel gra.d< c<>uuio cuí secei(>uiesamiteriores,
tenenmosuuiavarie<la<l de Del Pezzocíe gra.do 5.
Segu’mmm la. clasificaciómí <le Fh.ujita debe ser míecesa.rua.uuíeuít.euna secciómí hiperpíanmade la
inímiersiómí<le Pliicker (le la gra.ssmíía.nmíia.mía<le recta.s<le immm espacioproyectivo<le dumíemismomí
cuatro,0(1.4) c—* ~ e-

• r = 2. Con lo cual (A’, mi., le) = (14.9.3), Xx = Ox(7) y deg(1V) = 12.
Tenemosentonmeesumuma va.ruecla<lde Mukai eo>mí Pie 1V 2 y g = 7 qume es mmecesaria.uimeuite
[35],[36]numa secciómmhiperpiauíacíe la iumníersiónm de la. va.riecla.d54 euí rut

En consecuemicia.,estesegiun<logruj>o aportaojos variedadescíe defectopositivo qume son
seccioneshiperpla.uma.sde va.rie<ladesdc defectomnáximmmo clasificadaspor Fui. Esto era <le
esperar<la<la la siguuiemuteobservación,consecuiemicia<hireeta <leí hechoqueel (lefecto crí la
seccionliih)erl)lammacae lumia ummiiclad.

Observación 4.12 Las seccioneshiperpíanaslisas Y c WNt de una variedad 1V G
i/o defecto nos,t’,’,,o ‘u tul u’n e ,h.ni. ( Y 1 = d’i”m. ( Y * ‘~ — ‘nc’r’; fuita dimo (Y1 = di’m (Y 1 — (‘o -u— ‘11
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Casosrestantesdel tercer grupo. Emí estegrupo heuumosdemnuostrado<Ine r < 4.

• e = 2. Comm lo cumal teneumuos(A’, vi. le) = (12,8,2) y Xx = Ox(—6).
Ademniás. por la observacióuí(4.11) X es limiea.lníentc noruuial. Por tammto temmemmmos una
variedad<le Muukai de grado 10 y gémuero6, qume no puedeexistir, por la clasificaciómí de
dichasvarie<la<les.

• y = 3. Comí lo cual tenemos (A’, vi, le) = (18,12,4) y Xx = Ox+9) que vamnuos a
olenmostrar <íuue mío j)umede existir.
Couíuo ~ (—1) susí><>linonmmios de Chermí somí igumales:

c(I\I¿~x) = c(ÑL~x(—1))

<le lo quese comielu’ye que

cu = —4/¿ e2 = ch
2 e~ = (14 — 3c)h3

comí fi la. clasecíe la secciónimiperpianade L y e umí enterocualquiera..

Por otro lado <le (2.19) se tiene que el polinomio de Hilbert se anulaemm 0, P(0) = O, y

por tauíto íor el teorema<le Riemníann-R.oclí

e
4 = (91 — 14<: + (1/2)c

2)fi4

lo quuc impomie quío e seaun míñiuíero par.

La eomi<hiciómí cíne establece(2.20)

GP(—2) — SP(—3) = 8

se veritícaauit.oniá.ticaníemiteconm dichosvaloresde las ciases<le Chermí
Por (2.26) se tiemie que fil> (Ñr/x) =12 con lo cual, por la anuuiaciónole cohomologíaque
deterímijuma(2.19)

E(1) = fi”(NY/x(1)) = h0(JVI¡x) =12.

Y ca.leímla.ui<hoE( 1) por el te<)reuuiade Riemmíanmm—Rochse c~btienequee < 8.

Por otr<> lado e ~lebeser mumay<r o igual que 6 [11, cor. 2.12] y la igualdadse tiene cuiando
ÁÚÍx escindecomo sumaole hacesinvertibles. queno es el casoporqueX n<> es reglada.

Por tauito e = 8.

‘Tomanuios la mestriceióímde a umm plano proyectivo generalT de L y por el teoremna

de estructura.(2.30) y la clasificaciómm de los fibrados de rango 8 sobreIP2 del capítulo 2 se
tiemie

eQú2(í) eO~(—1)

ya queel í>olimiomio de Hilbert de la restricciómm~i/xiT vale:

P(O) = 2 P(—1) = —2 P(—2) = 2.
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Tornarnosahoralas sumeesiouíes

0 AQxj~u’(a — 1) —~ jV~,$~ ~.í(a’)—+ ~1Z¡x br(a) “ O e-

domide Al es un espaciohiuical <le dimmuemmsióíí 3 gemieral.tal que T c Al c L.
e-

Entomicesse tiemme:
hÉ>(Iv¿,,x ii(a)) = O paratodo a < —1 por<jumeIV¿¡~ !~¡ = <lomide Y es umnma seccmomm

Imiperpíanmagemicral cíe 1V y por tamuto umna. variedadole defectopositivo. Por <lualidad ole
Serve: e-

(a)) = O para tocl<> a > —3. e-

Por otro lado: e-
~ (Ñhx Al(a)) = O para todo a =—2 por la. aimumlaciémi de h~ (JVt/x~(a)) = O para

todo a < —2. e-’
Por dualidadde Serve:

h)(J\I¿¡xlxí(a)) = (1 paratodo o. > —1. e--
9,

Y fimialmemíte co)mo el pohinomiuio <le Hilbert cje la. restrieciómía Al verifica qume E(O) = 1,
ese tienemm<los posil>ili<la<les

b.0(AI/x ~ ~, fim (I\í$xúíi’í) O —
9.

fi0(A/7¡x]uuí) = 2, hu(Jv~7/XIAÍ) = 1. e-
9.4

9*

Por tammto, o biemm, el priumíer térmmmiuí< de la BSS (leí fibrado I<~~¡.y K sólo tienecmi su prumumer e-
térumimio elemmmemmtosmío minios cuí la <liagonial, c<>mí lo cumal Ef0 — El” y sc tiene: e-

e-

AÍL¡xIM = 9y3(l) O S’2~
3(2). 9*

O bien Ef’
0 tiemue el aspectosigiuieuíte e-

*1

0 —4 0 —* O —
O~~(—i) —* Q~

3(2) —> O — O
O —> 0 —~ %(l) —+

0 -4 0 -4 0 -4 0fit
2 e.,

0’

Ahora las sumeesionmes: e-
e-

0—> I\/L/x(a — 1) —~ .AfJ/x(a) —> .AQx ¡vr(a) —->0 e-
9,

y el mmmisu’no umuodo cíe garauitizarla amiumíaciómí(le diferentesC—espaciosvectoriales<le coho—
muío>logía mmíuíestra.mí:

e-
e-’

JVjx ~ QÁ1) E) §4(3).
PodemosImacer ahora umuma explosióuí (le 1V a lo la.rg<> <le L. Siguuiendolas nmotaciommes<le
Em [8. lenínma 4.2] clemiotamnosp : X <licíma explo>sióny 0x, (a, 6) el lía.z inuvertible e-.
p*O(a) 0 Ox~(—bE) (lomudle E es el divisor excepeiomual. 9.
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T<>mmíammios la suicesiónexacta

O ; 041,2) —> OXLt 1) ‘~ 0(1,1) > O

Comnio vi — 3<2 = O < 1 emítonces[8, lennmna4.2] se tiemme la anulaciónde H’(Ox,(1, 2)).
Por tamuto la sucesiómílargade colionioh>gíade la suicesmommde arriba mmos <la. la. olesigumaldad:

h0(Oxji 1)) =h0(OE(1,1)) = h0(.N7/x(1))
Y aquí temienmosla contradicciómíporqueh0(0x

1(1, 1)) es la dimnemísiónde los hiperpíanos
djume couítienmena L. por tanto 14. y simm cumbargoh

0(~1Z
1x(1)) = 1.5.

• y = 4. Comí lo cual tenem<s(A’, vi, le) = (24,16,6).
La mauíeradc razonmarcmi este caso es esencia.lmnenteigual al anterior, por tamíto no emm-
trarennosemí muchosdetallesdc esta~lemnostraciémi.
De nuevo el isomorfismo AI~ AIt<x(—1) y los resultadosacerca de la cohonmología
j>ernmitemm calcuula.r las clasesole Címermí (leí fibrad< comuormímal en fumícióuí de umní parámnetroy
obtener,comí la misma nota.ciómmde amítes.

1
e1 = —Sh e2 = ch

2 C~ = (30 — 4c)lO c
4 = (57 — Ye +

2

= (—297±41c —

1c2)fifl e
6 = 802 ~2370~17213(—e —c —e

2 3 2 6

Tambiénsabernos<jue c =( ) = 10 [11, coy 2.12] y la igumaldadimplica, queAQ~ escinde

corno sunna<le fil>raclos de límmea. Corno iV¿tx(1) estágeneradopor seccionesglobalese
<lebe ser 12.
fonmamnosla. restríeciómma. un plamio gemieral.

Comí los muismnmosargumníeuitosqueen el caso y = 3 poclemniosconcluir que

A%~ ir2 Ot O %(1)±O11~=(—1).

Tonuíamídolas distimítas sumeesionesde restricciónsepuedeestablecerque la restriccióna. i.muí
IP

0 geuiera.les

4(1) e 4(5)

Es fácil ver que no hay ningún fibrado vectorial sobreIP6 con las propiedadesrequeridas
y cuya restriccióuía es la. seniada<laemí

Podemosresumirnuestrosresultadosen el siguienteteorema

Teorema 4.13 SeaA’ c una variedad proyectiva compleja lisa y no degeneradade
dimensiónn e inmersaen FA’. Asumirnosquen =ÑA’, queel defectoespositivo le y que
di’m(X) = dim(X*) — 1, entoncesX debepertenecera uno de los siguientesgrupos de
variedades:

Ó) Variedadesregladassobre curvas de dimensiónvi en
(u) Seccionesbíperpíanasde la inmersión de Pliicker 0(1,4) c r ó de la variedad

espínorialSi G
1pi5
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La demnostraeiómmde este teoreimia. niumestra. cmi qumé semíticlo> el estuidio <leí fibra<lo NL/Y

produceresultados(le clasiticaciómí. Se trata de immupomier ctomidiciomíesa las va.rie~ladescon
<mal degeneradaparaqueel camudidatoa librado PILÁN <> mío exista(y por tanto no existe
la. variedíad), o haya uumma camitidací fiumita. de posil>ilidadles, <lcsamroll unido en estos casos
razomia.mmmmemmtosccl iíoc para<letermninarla varie<la.d O excluir su posublo existenucia..

Así la.s c<>nchicio>miesde anumlsíciónde colíomnmología..traducidascommuun mmto mnemmte en comm<li—
cm<>mies miumunerucaspon (2.20) mio> pernmniteníla existeumcia<le la mmíay<>mmi do lo>s ejeniplos.

En los casosrestauitesdel primmíer grupo (A’, vi. le) = (10,6.2) 5y (A’ n A:) = (16,10,4)
existemícamm<hidatosulumicos a~Z/x~ respectivanieniteQmj2 (1)12 y 9$ (2). Dichos canídidatos
pumedemíaparecerya. <íuue si touumaumiosla imumímersiómí <le phiicker <le la gra.ssmmua.nia.íia.0(1,4) G

y damosuna.inníersiómíde dicho lF~ en umn espacio)límueal <le ~liínemisióuí10, estammmiersíoui
degeneradaole 0(1.4) c<uumtiene plauuos E cuyo IV7

1~ es 9~2 (1 jet De igual mmiamiera, para
el segumidocauídidatoí>odeunostouumar umuma umímímersiómídegenerada,de la varie<ladespimiorial

emm

Emm los casosrestantesdel segumnmolo grumpo muos emiconítrannoscomm la.s restriccionesa vii
hiperpíamiogemíeralde los librados señaladosa.rriha.

Fiuíahnmuentemío hay posibilidad(le existencia.(le mmmx fibraoio candidatoaN/\~ en los casos
restanítesdel tercer grupo, e-

Estouumuestra<píe em’m los grupossiguuieuítessep<~Irtí. aplicarestamnismna.estrategia.,al níenmos
en lo cjume respectaa. la. ehimmíina.cíóní,por unmeoho (le... una. e<:uaciómm dioftíntica <le casi toohas
las posibilidades.

e-

e-’
4.3 Clasificación para un valor general de p

Damosahoraresultadospara.cadaconjunt.oSr,. Reproduciendoel tipo deargumentosque
sehanhechocuí la. secciómmanterior,debemnossercapacesde olemuiostrar<lume las í>o>sibihi<la.<les

í.a.ra. la pareja (A’. vi) emm uuio de estosgruposSi,., son finitas. sícumprequeestenmiostratamudo
con variedadesmío regladas.

e-”
Commuo 1V umo es unavaricoia.<l regla<la,el fibrado miormmial mio puiedeserescimídiolocon lo> quíe
rk(J”.IL¡x) > le, y por ta.nít.< a¡>headoa numestrocaso>se obtiem’me:

‘vi 0> 2(A’

Por otro> lado, inípouíemnosnuevamnenteque vi < 2N/3 comí lo cual tenemímos
-4

2A’/3 > vi > 2(N — p)/3

es decir, si represemítamnosen un plauio coor<lenmadolas l>ar~ias (A’. vi), los p<siblesvalores
de (A’, vi) para. variedadesemí S~, queno son reglada.sy con ‘vi < 2N/3 estánen la región
B comnpremidiclaemítre la.s rectasparalela.s‘u = 2A’/3 y 2(A’ — p)/3.

Para poder aplicar la iuiformuacióuí <le la colionniología <le (2.19) necesitaimuoscmi primímer
huígtur queel tui)ra.dlo himical canmonmicoseaniáltiplo> de la secciómíhmiperpíauia,lo <jume podeunmos
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garamutizar.p~ el te<>remima<le Ba.rth, si vi > i± N/2. La recta vi = i + A’/2 olivide a. la
regiómí B cmi dossumbregiomuesy la hipótesis <leí teoreuuiacíe Ba.rtlí se cummmmple para.todoslos
puínto>s<le la regiómí cmm <lume A’ =4p + 6.

Emí segumn<lolugar miecesitarnospara (2.19) quese de la desigualdad

vi — 3/u — 2
<o,

2 __

lo <jume se traoiuce cuí ‘a =3(1V — p — 1/3)/4. Esto se verifica siemprequeN > 9p ±3.

De esta mmmanerasu A’ 0> 9p + 3 estamoscuí condiciones<le aplicar (2.19) y se ticume la
anumiacióncíe cohomnología:

fi (.Ñ7¡x(a)) = O si a =a1 = (vi — 3k)/2

/É(AIZ/x(a)) = O si a =a2 = (le — vi)/2

Por tamit(> cmi estas<:ouicliciomies el térnuino Ef
0 de la BSS sólo Ptu(ude temíer clenmíemítos no

umulos cmi sus 2p colimnnuiascemitralesya oírme au — <12 = 3n — 2A’ + 2(p±1) =2(p + 1).
Pero le — 2p = A’ — 1 — vi — 3p 0> lA’ — 1 — 3p es positivo si A’ 0> 9p + 2 y por tanto hay
amiulaciómí<le todoslos elemuíemmt<>sdc algumnasde las eolummmmmas(leí térmimio> Ef0 de la. BSS.

Ahora podemnosaí>liear el lema (2.20) paraobtemmerigu.malcladesdel tipo:

lepar x~.cZ

vi — le = Zf~ (kti)x’u leimparx~ E Z

Por tamíto j)ara temuer umnacontradicciómícomo en la secciónanteriordebemmuosencontrarvii
ti’umuiníero primn(’> entre 4j + p + 1 y le en el caso le par y eumtre 2 + p± 1 y le en el caso le

immípar qume no divi<la. a. (vi — k)/2.
Conmo < ~ + p + 1 (respectivamenteÉfk < t~1±p± 1) sólo muecesitanuos,para
po<ler aplicar el resuultado<le distribuciómm(le primos (le Nagura, qrme 1.2(le/2+ p + 1) < le
(respectivamentel.2((le + 1)/2 + p + 1) < le). Y esto significa le > 3p ±3 (le > 3p + 6),
lo que ocurre sm u < A’ — 4p — 4 (vi < A’ — 4p — 7). Es decir. evamídoA’ > 12p + 12
(A’ > l2p + 21).

Lo ciume cjuecla.emutomicescheumuostradose resuimneen el siguuieumteteorenmía:

Teorema 4.14 Seap un entero positivo fijado y el conjunto S~ definido anteviomente.
Entoncesel conjunto de pares (A’, vi) covespondientesa variedadescon dual degenerada
~ c r~ de dimensiónu. en el conjuntoS~ queno son variedadesregladas es finito.

Para. ilu.mstra.r este teoremna.cíe finitumd
1)<>demosaplicar estastécnicasal caso p = 2. Em

estecas(.>, a(iemnases posibleaplicaralguimm<>s razonamiemitosparticularesquei)<~rnniten dar
resultados<le mmo existenciamnás allá. de umí numerousode las condicionmesqueimpomie el lemna
(2.20). Quíe<laráncuí estegrupo, a. diferemíciadecuandop = 0,1. algunasvarie<ladespara
la.s dlume mío l.><>(lremuios pnol¡mr su umo existemicia.
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Una de las diferenciasmásmiotablescomí loscascisy = 0,1 es la. auusenciade uuía.clasifica.<:iomí
de variedades1V tales <jue Xx = OxQÁ’n — 3)).

4.4 Variedades con defecto dos unidades menor que
el máximo

Comnemmzamnosreproclueiemi<lolos cálcumloscíe la priumieracota..
e-

Primera Cota: le < u — 2.
r

Que aplicadaa umuestrocaso> cmi el dlume le = A’ — vi — 3 da.: e-

Primera Cota para 82: vi> Ni’ e-

e-
Si se <la la igumalcla<l ‘o. = A’ — 1/2 emítomícesle = u — 2 y tetmíemmmospor la proposicióuí (4.4) e-

íuuia~ v¿..rmeda.dregladasol>re umuma. cumrva. *

El caso vi = A’/2 co>uitradiceel teonemuma.deparidad,por lo que la sigumiemíte posibilidaoles e-’

‘vi = A’ + 1/2, es decir le = u. —4. e-
9.

Y de igumal muiamiera.<lime cmi la seeciómíamiterior. t.a.mmibi~ui la. sigumieuíteprop<>siciómies couiocida e-
[32]. aunquemío>sotrosvamumosa. aportar u.umía. pruebaqume se basa.cuí la. cara.<:teriza.eiómide e-

Segrey Rogora(le varíe<la.clescomm mmmu.iclmos espa.cic>sliumeales. e-

e-
Proposición 4.15 Sea1V o una variedad de defectopositivo le = n — 4, entonces1V
es una de las siguientesvariedades: e-

i) ‘tina variedad reglada sobre una superficie, —

u) la zn.mcrs>.ónde Pílicleer de la grassmanniano.0(1.4) en 1Ff>. e-
iii) una seccionfliperpíanade u). e-

9,

Demostración. e-

Toníamosle — 1 secciomiesimiperpiamiasgeneralesde 1V y la. varieda<l Y qume co>nistruuimuios e-

tiene defecto 1 y diníemisiómí 5.

Si le = 1. vi = 5 exutomices temuenmosla variedadY <íume comitiene umnia famnihia irredumeibleole
dimensión6 <le rectas.ya <píe. tomumandoumí jgí de <.‘.omutac.t.o genmeralse tieiue

/0>(32 O~(l)&2) = 6

e
hi(

0W

2E33 (1<2) () e-

Por lo <lume el esqíuemmíade Hilbert <‘le rectascmi Y tiene umía. commij)omieuite irreducible71 círie
comítieneel punt<> correspomi<lieníteal

1pm elegi<lo comumo puuuito liso. Por tauíto se tienmen las
siguientesposibilidades[431: e-

i) Y contieneuna faunmilia de dimímensión2 <he espaciosproyectivosde dimmícmísiómí 3.
u) Y comítienmeuna famnilia uniparaunétrica.<le cuádricaslisas <le dimnemísióuí 4.

e-
9.

e-

e-’
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iii) Y es la secciónhiiper~)la.nade la mmímnersmommde Plticker dc la grassmanumiana0(1,4)
en

iv) 1V tiene codinnenísiónníenoro igumal que2.

P<udemnosexo:luir la j)05i1’)ili<ld.d iv) porque la.s variedades<le codimumemisiómí2 [8, t.limn. 3.4]
t.iemíemu <lefecto O.

Qumedaníentomicespor estudiarla.s posibilidadesi), u) y iii).

Si se da i) tomnamnosla sigumientesucesiónexactapara L un lugar de comítactogeneralde
X comutenid> cmi unu 11 = F<> de la. familia quecletermuinai):

O Alpxz -4 IVirjx —~ IV”M¡xkL -~ O

por tanto, el librado ÑAÍ/xir. es un librado trivial ele rango 2.
De esteunodola segundaclaseole Clíern del librado fi0iv/x~L verifica [11, cor. 2.121:

c2(NM/x) 0> 0.

Ahora bien, dados<los espacioslineales(le diuímemísión 3 en 1V. digamnosA’íí y 112 generales,
la imiterseeción<le clieho” espaciosdebeservacía.
En efécto.como la dim’m’ienmsióni cíe X es 5, si dicima climemisiómm es no vacíadebeser

2> dim.(Mí fl 112) =1.

Si din> (AJÁ O Ah) = 1 tendríanmiosunarectaT = Mu 0 112 de mímodo que paracadax E T
se verifica que Txr =< 11±,Mi2 >, en contradicción<on el teoreníade las tangemuciasde
Zak.
Si d¿nm(1Iuo112) = 2 emmtoncesla interseccíomues ummm plano M’u 0112 = T~2 = 1F2 Toníanmuos
unu tercer espaciotri<limuíemmsiomíal de la familia., qume denomninaniosAí~. Necesariamumente
A O MS es vii plano T13. Se tienme <lime T~3 # Tu2, por<jue en casocomutrariotodos los
espaciostridimnensiomíalesde la familia pasaríanpor mumí plano, lo qume c.ommtradiceel híecímo
(le <jume 1V es lisa.
Por tamíto .M\ 0 11% A Al3 es tumía rectaT123 = W~.
Por otro laolo es claro <jue 113 no estácontenidoen < Mu, M5 >= IP

4. Emí casocomitrarmo
to<la la familia deberíaesta.rcontenmidaen dicímo W~tm. Por tanto, para cadapunto x E Ti

23
se tieneque < Mu, Ah, 115 >Ci Txúc lo quíe da munevamnenteunacomítradicción.
Por tamito, j>o>deimi<>s encc>mmtrar<los espaciostri<limmíemísiomía.lesde la fanuilia queumo sc cortan,
ole mumodo quepor la fóruntula. <le autoimutersecemon:

c2(KAI/x) < o
De esteumuodo el librado .Nkí¡x es tal qume suí segnmmdaclasedeClíern es umula y la. restriecuomí
a umma rec:ta es trivial, se puedecouícluir entomices[11, cor 2.13] que el flbra<lo normunal
es trivial. Por tanto por el teorema de Em, tenemííosmumía variedadregladasobretina
suij)erfície.

Si ocurre iii) entoncestenemmuosuna familia. umuidimensionalde cuádricaslisas. ‘Tounemmmos
la rectade comitacto generalL y un pumutox generalemí L.
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e-
Tomamos la subvam-ie<la.dde X* fornuada í>or los hiperjÁanos de jpíV que couíí.iencíí cl e-

espaciotangentea. 1V en x. La <leuíota.u’um<usTZ< e-

To>mmmammuosla rcstricc:íóuía l<s pu.mnt<>s lisos ole TZr de la aphicaciónícíe Gauss<le la variedad —

dual e-

— sing(X*) 0(1V — 2, A’)

Y llamnamumosU a. la imumagenisomímorfa emm 0(1. A’) cíe ~yx*(T~3. sing(X*)).
Es decir estamoscoleccionami<lo los luigares ole comutacto cleterumuinadospor luiperpiauios
tamugentesgemieralesa 1V en e. Cadaummia~ cíe estasrectascíe c:onta.ctodetermuminanuíuí puunt.c>
dc 7-1 y por tantc> la recta. <le comítactogeneralcomuteumiemioloa a: estará<:ont.emiicla cmi u.mmía
<:umádricadc la. fa.mmiilia. e-
Uní sencillo cál<:u.ulo cíe diníemisionesdeteruuuimia<jume el pu.umitcu x estacomíten’íi<lo cmi unma camí— e-
tida.d finita ole <:umáolricasde la familia.
Y c:onío U es irreducible, la recta <le contactogemueralparauumu hiperpia.muotauígemíte a 1V
cuí ¿e estara.eonteni<iaen umuma uini<:a cumácírica.Q,. de la fa.mmíilia..

Comno < T(L, Q=<)>c < ‘T(L, A’) > cadaimiperpianmotamígemítea 1V cuí ir: contienmea.l p5 <lume
expandeQ . De estamuanmeraTx. =< Q.~ >= IP’>. Esto oeumrre parael j)lunto gemícral ole
L k> queda unu c.ontradiceiómmcoím el teoremna.<‘le las ta.uugemicias<le Zak.

Concluimos el teorema.observandoque las posiblesextensioneslisas (le las variedades
regladassobresumperficiessonmiecesarmannemutevariedadesregla<lasy la.sposil>lesextemisío>mxes
hisa.s<le umnia seccióuíhíj>erplamia<le la inniersiómícíe Pliic:ker <le la. grassí’miammia.uia0(1,4) eum
jp9 debemíser la propia.0(1,4), <jume es imiextemuclible de foruuía lisa.

Por tauít<> hemnuosclcníostra.o’io.vo>lviendo a la cla.sifica.cióumcuí 82:

Lema 4.16 SeaX c WÁv ‘una variedad de defectopositivotal quedim(X) = dínu(X
t)—2. e-’

e-
Entoncesse tiene:

e-
i) Si ‘vi = (A’ — l)/2 entoncesA’ es una variedad reglada sobre una curva, e-

u) Si vi = (A’ + i)/2 entonces1V es una variedad reglada sobreuna superficie, e-

Una vez estumdiaoloslos casosrecogidosenu el lema podeumiossumpomíer<lime vi =1 + ‘~ y por
tanto por el teoreníade Ba.rtií podenmícsc<nclulir cjume el librado camiónicoes:

= OxUn — A. — 2/2) = OxU(N ±i)/2).

Por lo qume necesariamumemuteA’ es uun umuimnero iu’uipar.
e-

Y miumevamnenteaplicamumosla BSS y las condiciouiesdc (2.19) partí la segumí<hm ceta.. —

Segundacota cuí 82: vi > 2(1V — 2)/3. e-

De nuevocomí la hipótesisvi < 2A’/3 temíenuos
e-’

2(1V — 2)9 =y < 2A’/3.

Por tamíto euí estecaso. fijada A’, existeuua lo nímás <los posiblesvaloresde vi <jume veríficamí
la.s igumal<lades. Ah>ra A’ es uumm emíteroimnpar, por tamíto pocl’umuos<listimígmuir los siguuiemites
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grupos<le variedadesy los valores que debemosconocerpara poder actuarcomo en el
casop = 1:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
o

o

6v—3 6v—3 6v—1 6v—1 &r+l
4r—2 4r—3 4v—2 4r—1 4v

le 2r—4 2r-—3 2r—2 2r—3 2r—2
(u— 3le)/2 —r+5 —r+3 —v+2 —v±4
(le—’n)/2 —r—-i —v —y —r—-1 ---r-—1

O(—3r + 2) O(—Sv + 2) O(—Sv ±1) (9(—3v ±1) (iY(—3r)

Cota r<G r<3 v<4 v<3 r<4

Domíde de muievo las cotas semualadasso>n consecumencia.de la a.plica.ciómu de teoremade
Naguira <le <listribuueiómm de míúmeros primnuos a la igumaldad emuteraque
(2.21)).
Los casosre~~ta.mítessouí:

Grupo 1

Kx Ox(—7)

Grupo 2 Grupo 4 Grupo 5

A$ = 0x+4) 1(5< = (9»—5)
(11,7,1)

1<x = Ox(—5)
(13,8.2)

Xx = 0x +6)

Xx = exUdO) 1(5< = Ox+7) Kx = Ox+8)
(17, 11,3)

Xx = ()xU8)
(19,12,4)

Xx = Ox(—9)

Xx = Ox(—13)
(23,15.5)

Xx = Ox(—ll)

(25.16,6)
Xx = 04—12)

(33,22,8)
Xx = 0x (—16)

Donole las ternasrepresentanlos valoresdc (A’, vi, X).

Utilizando las clasific~ucionesde las variedadesdc Del Pezzoy de Mukai ol)tenemnosla no
existemíciadc hasposibilidades:

Grupo 2 comí r = 2,3.
Grupo 3 con r = 2,3.
Grupo 4 con y = 2.

Y a.<iemásque necesarianienteel casocorrespomudiemíteal Grímpo 5 eouu y = 2, es decir
(A’, vi, le) = (13,8,2) y Xx = Ox(’%)’ se trata de uníasecciónpor dos Imiperpíanosde la
variedadespinorial 54 c
Emu los ea.sousrestamutesdc los Grupos4 y 5 observamnosque el ramigo> <leí librado norunal
al lugar cíe contacto gemueral es 8 ó 10 por lo que podemostratar de aplicar nuestra
clasificaciómí<le dichosfibra<los <le la secciómí 2.

Si cl ramugodel fil>rado AQ/x es 8 emutonces,al restringir a un plano geuieral.tenernoslas
posibilidadesseñaladasen el <:apítuho2 paradicha restricemomí.

propc>mue el lemna
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Podemosentomicescalcuuiar la.s clasesde Clmern y <>btener (ver apéndice<le cálcumios cmi
Maple) tres posiblidades. Con la uuotaciónE ía.ra. AIZ,¡x restringido al plano escogido
teneumios:

( 1— 4t + St2
e(E) = j1~ 4t + lOt2

4t + 12$

Estuudienuoscl caso(17. 11,3) (Grupo 4. r = 3).
ConmoAQ~~ esvn fibra.<lo de ramígo 8 sc>bre IP3 y cuyarestriccíómma umn plano genera.ltiemie

polinomniode Chermíemutrela.s
1>osibihida<lesdearril>a.. entoncessui . , inuponieuuolola c<>midic:iómi

.AILIx KL/x(—1) sobre las clases<le Chern.obteimenuo.~s:

t ±Sta — lot
3

c(E) = ±lOt2 — Nt3{ iEz~
+ 12$ — 22t3

Como vi — 3le/2 = 1 emitomucesse ticume, aplicamido(2.19),

fi> (J\Qx(1)) = O para i 0> 0.

Por tanto elvalor <le h0(K¿/x(1))comeidecon el valor <leí polinonmiode Hilbcrt. del librado

~ (1), y lo podemoscalcularpor el teoreuuía<le Rio’niann—R.ocii ya qume conoceumiossus
clasesde Clíern.
Erítomuc:es

e-

b1>QNIíx) = 15, 10,5

respectivamenteal tomumarc(E) conno1—4t±8t2—10t3.1—4t+10t2—-16t3,1 —4t±12t2 22t”.
Ahora tomnandola explosion<le 1V a lo largo <leí Lugar dc conta.<.to L se tieuie:

O ‘* OxjI.2) —+ OxL(l. 1) —‘> 061.1) —> O

Y í.or la anuuíacióndcl teorema(‘le Em [8] sc tiemuecjuue

fi0(O~(i 1)) = h0(Ñrrv) < J>O(Q~ (1, 1))

Ahora. bieuí otomno 1V es hneainíentcnormal por (4.11), 11 > 2(17 — l)/3. entonces
h0(Ox~(1, 1)) = 14. Por otro lado, por (2.26), fi~>(fi/L/x) =11 <jume es por tamíte, a.temídi-
emudoa las posibilidades<lúscrita.sarriba. 15. Obtemíemmmosumuma couitra<hio:ciónm.

e-

Estemímisnio t.ii)o de arguimnentospermnit.emmver la. umo existenciadel caso(1§, 12, 4). Para.
estavariedadse tiemie la igumaldad vi = 2(1V — 1)/3 y si mio fumera limícalmumente miormnal sería.
umía proyecciónde una. variedad de Semieri ~523. De la lista de dichas variedadesdese
concluyequeno puedeexistir.
Tommíamnos una, sección hiperpíamía.geuiera.l y temíenmuos ummma. variedad cíe <lefecto positivo
<le tipo (18, 11,3) y tanmubién linealuuíentemn>rma.l (<lada la amiulaciómí de fi’ (Ox)). Emm—
tomíces,paraeste ca.so (18,11,3).el único caiuíbio comí respeet..oal ejemploanterior es que
fitjOx( (1, 1)) = 15, <jue tm’u.mnbiéui n<>s <la unacouutradiccioum.
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El caso (23. 15, 5) tamíubiémulo podemnosexelumir.
En efecto,el fibracloAQ/’K tienerango 10. Emítoncesel polinomio cíe Chern<le la restricc.íomu
a. uumm planmo gemiera.l de dicho librado, (jue diemu<)tamuiosE, es:

t + 12$
t + 14$

{ 1 z ~ + ~e(E) = ~ +

Aplicamímos la.s comidiciomíesdcl msomnorfismuoIVY¡x K~p~ (1) cuí la restricciómua lun
gemíera.lpara(leteruminare3 y los teoremasde aumulaciómíde (2.19) y de umuevoel isomumorfismo

í>aradetermímimuare4 y e5 entonmees(ver apémídicede cuentascon Maple)

i ±12$ — 1Sf
1 + 21? — St’5

+ 14$ — 26t3+ 291’ — iTt5
c(E) íc$ — 34t3+ 410 — 251>

+ 18$ — 420+ 570 450

Por tamíto ole muvevopor el teoremacíe Riemamumu—R.ochse ticume querespectivaníemute

h0(J’IL/x) = 21,14,7,0

Lo ojíme da umía contradicciónpuestoque, por la sucesiémíde la explosiómu análogaa la de
arribase tiene h~>(A1/x) < 18 (de nuevo1V es hinealmentenornía) y por otro lado el lemna
(2.26) aseguracíue fi0(J\Ir/x) > 15. cmi couísecuíemícia21.

El caso(25. 16.6) se puedeaborda.rtamubiéna.sí. De miumevo X es liuícaimnentenormumalpumes
cmi caso>comutrarioseríaumía proyecciómíde uumía variedadde Severi.por tanto de la variedad
Euu o IP’6 [52]. Basta tomar una secciómí hiperpiana genmeral y tenernosuna varieola.d
(24,iS,5). Emiton<eslo uímuico qume varíacomí respectoal casoanteriores quíe en la sucesmon
ole la explosión la desigualdadque se comucluye es h0(Kpx) < 20. que tanmbiénola vuma
contradiccióuí

Y esto couíciuyela clasificaciómíqume po(lenuosestablecer.IResvumuimumosumuestrosresultados
en el síauienitcteorenía.½

Teorema4.17 SeaA’ o una variedadde defectopositivo y dimensiónn que verzfica
que di’m(X) = dim(X*) — 2 y vi =2A’/3, entoncesA’ es una de las siguientesvariedades:

i) Una variedadreglada sobre una curca.
u) tina variedadreglada sobreuna superficie.
iii.) Una secciónpor dos fliperpíanosde la variedad espinorial S

4 o
i’?< Una variedad de Fario de los tipos (15, 10,2) Xx = Ox(—7); (21,14,4) Kx =

Ox+1O); (27. 18,6) Xx = OxHl3); y (33, 22, 8) Xx = OxHlG).

Ternuinanmosel capítuuloexpresandolas dificultadesquenumestrastécnicasencuentranpara
dar umna clasificacióncommmpletaen S~. Lasvariedadesque mío podemumosclasificar estáncmi
cl primíxer grumpo. Aparecentres tipos de razones:
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e-
La priníera<lificultací comusisteen qume el míúmmíer< de columnmia.sconemitradasposibleuuíemite e-

no umulas cuí la BSS es gramm<le, cmi este caso5, por 1<> qume la. aplicación del lemmia (2.20) níc> 9.

es en ai)solutorestrictiva. e-

La segunda.dificulta.o’l provienedel hecho<le que,en algunoscasos,el rangodel librado
miorumíal es gramíde. por e~emuupio 12 ó 14, lo <jume nos imnposibihita umsa.r los resuultados<leí e-

caí>ítul<> 2.

Y la terceraproviemie del hecho de <jume vercíaderamnenítepumedaexistir umn candidatoa
librado muorunal ÑL/x. por ejemnpio> en ci caso (15,10,2). Emí este casoel librado t2~2 (2)~
verifica todas las propiedadespara ser AIt¡x y ademásticuxe un número adecuadode
secemomíesglobales.Si estees el <:a.s<> mío sabeumiosclescarta.rlaexistenícia.de dicímavariedad.
Parecequepoolría.ocumrrmr que la. grassmmía.nuímamía0(1,6) c se pume<la. proyectarhasta.
jpi5 de niamuera.que la proyccciómm es umía variedadsmgular <lime comitiene vn piauio Cii 511

I)art(~ no siuígumiar comí dicímo librado> uiorumial. Los razomuamumientosparapo<’ler exc:luir esta
posibilidad deberíam’m musar umsa.r <jume la va.rie<la<l está barrida por plauios ole este t.ip<> y
<¿omíclumir <le ahí su simígu.ula.rida.d.



Capítulo 5

Resultados de clasificación para

ciertas variedades de Fano
El trabajo<le Beltrammmetti,Faimiay Sonmmmnese[3] comutieuieunu resultadocemmtral en elestumdio
(le variedadescomu dual <legenerada:

Teorema 5.1 SeaA’ c IPx una variedad lisa conexay sea f : 1V —* Z el morfismo del
valor nefdc A’. Sea E unafibra general de f y ‘tu la dimensiónde 2’. Son equivalente~s:

í) el defectode E es estrictamentemayorqueni
u) A’ esuna variedadde defectopositivo
iii) se tiene la igualdaddef(X) = def(F) — uit > O

Esto uuivestra.citamiolo a los pr(>pios autores<leí teomeumíaanterior. <jume las variedadesde
Fano sonlos building bioclesen la generaciómídevariedadescon dual degenerada,es decir,
el nuorfisumionefdescribecadavariedadcon dualdegeneradac:omno unalibración en la cual
las fibras somí varieda<lesde Famno condual <legenerada.

Nos<>trosliemmu<s niostradocuí seccionesauíteriorescómmuo l)odemosdetermimiar.observando
si la va.ric<la<l puede o> mío ser imuma fibraciómí, o uiecesaria.meuitese trata de umnía

variedad <le Faumo. El Lemíma (3.10) señalaquesi el lugar dc contactoestacontemuidoen un
espaciolimícal de dimnemisiómí mmmayor, lo que necesariamnemuteocuirre si la variedad no es de
Lino. aparecenen el librado .Mr1x sumandosdirectosqueson libradosde línea triviales.

Euí el trabajo citado antes [3], en suu últinuo párrafo.se I)iantea.nulmía seriede cuiestiouues
sobre variedades<le Famio con duial degenerada.fun<lamnentalmnemiteeuu téruninoscíe stu
posibleexistencia.
Emm este capítul<> <laremnosrespuestasa algunasde esaspreguntas,<letermninan<lodinuemm-

smouuesmumaxiumíasparaciertos grumpos<le varicdaolesde Faumo.

5.1 Relación entre el índice de las variedadesde Fano
y el rango del fibrado normal al lugar de contacto

SeaA’ umna vanmedadde detectoposutuvo,por el teoremnade paridadpootenuosescribir

83
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le = vi — 2n¿.

Si X es unavariedadde [‘anuo mitomices

Kx = Ox(—r¿ — le — 2/2) = Ox+(n — un + 1)).

De estaníanerael ímíolice <le la variecla<l ole [‘anuoverifica

z(1V) =‘vi — ni + 1.

Así cuuan<lo~‘¿ = 1, esdecir A: = ‘o. — 2. ya hemosvisto cjue míecesariammuemíte1V debeser umía.
varie(la(l rcgla<la.sobre umuma curva, por lo qume umo hay variedadesde Famio cmi esegrumpo.

Cuandomvi = 2, es decir A: = vi — 4, ya. hemum<>sobservaclc>la clasificaciómíde estasvarie<laoles.
<jume somm varie<ladesreglada.ssobresuiperlicieso variedades<le Del Pczzo. La úmmica va.rieda<l
de Del Pezzo<jume aparecees la imímnersiómí <le Pliicker de la gra.ssuuianinuiauia.0(1, 4) cmi IP9 y
su secemonhiperplamma.

Cuamudoni. = 3, es oicc.ir le = vi — 6, ívi>demmíos obscrva.rlo sigímiemíte.
El librado nornía.lA/}jx tiene ramugo 6. por tauíto pc>clcmmuosestuidiar suí restrío’:cíón a.~ uumí
plaumo gemieraly recordarl<>s resumitados<leí capítulo 2.
Observandolos libradosposiblesde dichaclasificaciómíe imuiponiemudoia.s comudicionmessobre
el umúmímerode sec<iouiesglobales<le IVL/x y <‘le anmumiaciómí(le los teoremmma.sde Em. se obtiemie
queparalas variedadesde [‘ano, la dinuensiénde A’ veritica:

diun(1V) < 10

El librado .AI¿/x mío puedeser escindi<lo>, y el fibraclo E
3 tiemie exactaumíemíte8 secciouies

glol>ales, por tanto la. varíeola<l que lo j)udiera teumer comímo librado comiormmua.l mí<> pumede
extendera uimia variedad de cliniemusión superior (3.8).
El úmmieo librado <jume perumuitealcamizardimnemísiomuessumperioresa 8 es emmtomiccs:

0y2(—1) E>
9L’W) E> <1+

El único flbra<lo sobreIP” comí las conudicionesmíecesarma.sy cuya restricciómí a. mmmi planmo
gemíerades O>~2(—l) E> Q~

2(i)e2 @ es el libra.<i< Q~4(2).
Peroestelibrado no pue<~ecxten<lersea. IP’>.
Usan<lo la clasifica<:iómi de variedades<le Mukai sc concluíyeque:

e-

e-
Proposición 5.2 SeaA’ c IPN una variedad de defectopositivo le = n — 6 entoncesA’ es
una variedad de uno de los siguientes tipos:

i) Una variedad reglada sobreun.a variedad de dimensión3.
u) Un.a fi bración sobreuna curva cuyasfibras generalesson grassmannianas0(1,4) o

IP
9

iii) Una variedad de A’íukai, que necesariamenteserá5,, o IP’5 o una secciónpor uno
o por dos /miperplanosde diefia variedad.
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Paralos siguuiemutesvaloresde un no ha.y resultadosde clasificacióncomuocidos,fundamen-
talmuienteporquela Teoría <le Adjumnc:ióuí mío lía ofrecido resuuítadosenm esoscasos. Fui este
<‘omitexto el trabajo [3] teruíminmaconalgumíascuestiomuesa las quepodennmos<lar, comí niumestras
teemumeas.ciertasrespumestas.

5.2 Cotas para la dimensión de variedades de Fano
de defecto positivo en los índices siguientes

La última preguntaqume se ph mítea en el trabajo de BES se descomnponeen dos:

Pregunta 1: ¿Puue<leexistin umna variedadcíe Fanmo 1V condumal degenerada,dimumensión13
y olefecto5?

Pregunta 2: ¿,Puie<ic existir umnía varie<laci cíe [‘ano A’ coíu dlumal degenerada,(‘himnemusión 17
x~ defecto7’?

Quue se planteaen el contextomumás amumplio de sabersi, comí excepcióuíde la imínmíersiómí de
Piiickcr de las grassrnannianas0(1, 2r) G WM, existen variedadesde Fano comí defecto

1)OsitiXO y ni > 4.

En esta.sec:ciómupodenumosdar respímestamíegativaa las dos preguntasplanteadase inucluso
ir mmmi poco nímás lejos cmi la acotacióncíe dimemusionesquesc suigiere.

Para.respomíclera. la cuiestiónlurimnera supongamumoscjue efectivammíenmteexiste tal varíe<lad.
Emít<>míces al toníar tres secciomíeshiperpiamíasgeneralestenemosunmía variedad Y cíe <‘Ii—

mnemísiómí 10 y defecto 2.
El librado normuia.l a uní lugar <le contactogeuíeralL~ de la variedadY es entonces,segúmu
la clasiticaciómí del capítuulo2, excluyendocíue seaescindido (Y mío es reglada).tina de la.s
cuatro>p<>sii>ili<la.desqueallí se señalamí.
Comí los razomiammiiemmtosdel fimua.l de la secciómí4.4 se concluyecíueel fibra<lo> IV}jx restringido
a umí IP<’ generalcíe L es

Kjs¡xLÁ = 9 4(2) E> £2~4(4).

Y mío existeuuimugún librado sobreIP
0 cuí las comudiciomiesque debetener paraser librado

norumíala ummí lugar de contacto,<íue restrinja sobreIP4 el librado ~ (2) E>~ £?~4 (4).

La cumestiómísegtíndase puederespomíderdirectamumenteconio c<>misccuenciadel lema (2.20).
En efecto, conmo

vi—3le le—vi
______ —2 —5.

2 2
Emitomíceslas úmíica.sc<)lu.umnas<jume puue<lenteneremutra<lasmío muuula.s en emm el prmer térmímio
de la BSS <leí librado ~7/x correspondenap = —3, —4. Por tanto la ecumacióndiofántica
cjue se pluuutea.es

rk(J\I>s/x) = 10 = 35P(—4) — 35P(—3) = 70P(--4)
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86 Capítulo 5. Resultadosde clasificaciónpara ciertasvariedadesde Fano

Lo qume resulta.claraunemiteumía co>mitra.olicción.

Pero auímu podeuniosuuíejoraralgo la cota <íue sepumededa.r paraesta.svarie<lades.
Supongamnosqume temicnmosn= lG. le = 6.
De muruevo temíenmosmmmi librao’io dIc raumgo 10 sobreIP6. Estuuchia.mmmosla restric:<:iómí a u.umí planmo
y temiennoslas posibilidades<leí capítuulo2. Neccsariauuiemitela exteuísióuíde umímo (le estos
librados a mmmi F~ es:

.Af¡t/xL~.5 = §v<1) E> Q~;(4)

<lume muo sc pumedeextendera IP6 comí las cd>mu<lici<)nes <jume se tienen soi>reAQ
1,x.

e-
Tenmemnosentonces.resumnímemído,el siguient.eresultado:

9.

Teorema 5.3 SeaA’ c IPN una variedad dc defectopositivo:
9.

Si Xx = Ox(—vi+ 3) entoncesdi’m(X) < 12.

Si Xx = Ox(—’n + 4) entoncesdínu.(X) =15.

Y ademásen los casosextrenuos,a saber, dinn(1V) = 12, le = 4, Xx = Ox(—9) y
din¿(X) = 15 le — 5 y Xx =

0x (—11) podenmuoscletermuuimíar coum precisiómí el libra.<lo
muornua.i a. umn iuugar de comutact<ugemueral.querespectívaniemuteva a. ser

-4

‘4- — { &44(2) E> t (4)
JVL/X’ 9 (1) ‘Y 94(4)

Lo que nos da. ciertas iuíformacionesge<>nmétricassobreestasvariedades(dimnemísiómí <leí
aumíbieuíte.dc la.s faumuilias <le espacioslimueales emm su imuterior...) aumuiqumeno peruimitemí, comí
numestroscomuo<:mmmimemitos¡mo:tííales.aseguirarsu mío existemícia. e-.

*

9.5

e-
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Apéndice de cuentas con Maple

Conmo ilustracióndel tipo de cálculosquesehanhechocon el paqueteSehumbertdel Maple

presemitannuos<los sesiomíescíeMaple.

La primnera estuidia. la.s clases<‘le Clíermí de los librados de ramigo 8 candidatosa ser el
tibra<io comio>rmala uímí lugar <le comitactogemieral IV>x. El estudiose luace ole la. siguiente
mnauiera1

i) touuma la. lista. (le lapagimía46 y calcula lasclases<le Chuerncíe las posiblesrestrícciomíes
a umní plamio;

u) la rcstriceiómuavii espaci<>tri<limneuisiouialtienela terceraclasede Cheruídetermuimuada
por el isomniorlisnio dc (2.4);

iii) a.l llega.r a umní IP”’ se iniponemí ia.s oiiversa.s comídicionesciume hemno>s i<lo estudiamudo.
anulación de la c:olmonnologíay múmmíero de seccionesglobales, para deternuinmarla cuarta
clase<le Chermv

iv) esto deternuinmacovimpletarnemítela restricción al plano y linalmenute. amía.lizan<lo
las posiblesextensionesaespaciosproyectivosde dimensiónsuperiorde dicha restricciómí,

propo>rciomuaresuulta.<’los<le clasilicaciómí<le variedadesc<>uí defectopositivo cíne sc hauímusado

en el capítulo 5.

La seguuuídasesiómíhaceumí procesoparaleloparalos librados de rango 10.
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Sesión 1 de Maple
Fíbradosde rango 8



• with(schubert> : #SESION 1; FIBRADOS DE RANGO S#

e proj(2,h,all): #restriccián a un piano#

• 4calculo de las clases de Ghern para los fibrados posibles (lista del
capítulo 2)4

e su:bs(hri,chern(2*o+2~kÁtensor(dual(tangentbundle(Ph)),o(l))>+2*o<~l))>;

—4t+St
2

1

• subs(hrl,chern(4*(tensor(dual(tahígentbundle(Phfl,o(l>)) ));
2

1 — 4 t -4- 10 t

• ~
2

1 - 4 t + 10 t

• subs(tA3r0,tÁ40,tA5=0,expand((l~2*t+4*tA2)A2));
2

1 — 4 t + 12 U

• trestriccián a un espacio tridimensional#

• proj(3,h,all): 33:=buindle(8,c,Ph>:

• tel isomorfismo de (2.4) determina la tercera clase de Chern (impone

condiciones sobre las clases de Cbern lmpares)#

• C3:tsolve(subs(cJsz-4,hnl,Ll,chern<B3)-chern(tensor(dual(E3),o(~
1>)>> c3

12 14 ‘- 3 c2

• subs(c2=S,cS)
—lo

e subs(c2~l0,Gt;
-16

• subs(c2=12,C3);
—22

#sobre un espacio de dimensión 4#

proj (4,h,all)

• B4:4ouridle(S,c,Ph>:

• tía anulación del teorema 2.19 deteuaaina el polinomio de Hílbert en 0,
PKcu)rot



• #Riemann-Roch#

E(o) :rsubs(h=l,coeff(expand((tensor(B4,o(n))*todd(tangentbundle(Ph) ))) ,t”4

• E(S) :s~subs(nrO,P(n)) #se determina la cuarta clase de Ghern#

• solve(subs(cl=—4c2r8,c3=—lO,P(O)Yc4);

11

• solve(subs(dli—4,c2=lO,c3=—16,P(C)),c4);
1

• solve(súbs(cl=—4,c2=12,c3=—22,P(O)>,c4);
—5

• #P(l) es igual a la dimensión del espacio de secciones globales del
fibrado normal al lugar de contacto#

• P(l) :zzsubs(nrl,P(n)

• subs(cir—4,c2=S,c3rz-lO,c4=ll,P(l)>;

15

• subs(dli-4,c2=lO,c3r—16,c4rI,P(l));
1-o

• subs(clr-4c2=12c3=-22,c4zz-5,p(l)>;

5

• #solo es válida la primera opcion P(l)=15, ya que el númuuero de
secciones globales debe ser mayor o igual que 12#

• P(—2) :subs(n—2,P(n) )

• subs (dli-4, c2=8, c½—lO, c4=ll, P(-2)
o



Sesión 2 de Maple
Fubradosde rango 10.



wuith(schubert): #SESION 2: PIBRADOS DE PANGO 104

• proj (2h,all> : trestricción a un plano#

• tLista de librados del capítulo 24

• subs(hrl,chern(3*o±2*(tensor(dual(tangentbundle<Phfl,o(lfl)~t1B*o(~l)));
2

1 — ES t + 12 t

• ~
2

1 — 5 t + 14 t

• ~
2

1 - ES t + 14 t

• cubs(tA’3~s0,tA4sz0,tA5O,expand(<l.t)*(l..2*t+4*tA2)A2fl;

2
1 - 5 t + 16 t

• subs(tA3zz0,LA4=Q,tA5=0,tA6=O,tA2=0,tAS~0,expand(<1~~L+tA2)A3*(i~
2*t±4.>tA2)

2

1 — ES t + 16 t

• subr(tA3~~0,tA4=0,tA5=0,tA6=0,tAyt0,t>8=0,expand( (l~t±tA2)A2*(1~

3*tsS*tÁ2)
2

1 — ES U + 18 t

• subs(t4~3zz0t<~4r0,t>5=0tA6=0,tA~7t0,t~8r0expand( (l+L)*<l~2*t+4*tA2>A3));
2

1 — ES t + 18 t

• proj(3h,all): #restricción a un espacio tridimensional#

• B3:rbundle(l0c,ph):

• #e1 isomorfismo de 2.4 determina la tercera clase de Chern#

• CS:=solve(subs(cN~~5,h=l,tzl,chern(B3)~chern(tensor(dual(n3>o(

1)>>> c~3
12 :~ 30 — 4 c2

• subs(c2r12C3);

—18

• subs<c2=14,C3)

—26



• subs(c2=16,E23)
-34

• subs(c2rlR,G3)
—42

• proj (5,h,all) #sobre un espacio de dimensión 5#

• BB:rbundle(l0,c,Ph):

• #el teorema 2.19 garantiza que P(OhO#

• #Riemann-Roch#

P(n) :msubs(h=l,coeff(expand( (tensor<BB,o<n))*todd<tangentbundle<Ph) >1) ,t”5

• P(0):subs(n0,P<n)):

• #determinamos la cuarta y cgíinta clases de Ghemsn#

• solve(subs(cl=-ES,c2r12,c3r-18,P(0)Yc4);
24 + 1/7 cES

• solve(subs(cl~-5,c2l4,c½—26,P(0)hc4);
220/7 + 1/7 cES

• solve(subs(cl=—5,c2=16,c3r—34,P(0)),c4);
312/7 + 1/7 cES

• solve(subs(clt—ES,c2=18,c3=—42,P(Gfl,c4);
444/7 1- 1/7 cES

• C5:rsolve(subs(cisz-5,hl,t1,chern(BES)-chern<tensor(dual(BESho(~
1)>)) ,c5)

CES —8 c3 —3 c4 ±114—18 c2

• solve(cB=subs(c2=12,c3=-18,c4=24±cES/7,CES>);

—21

• solve(cES=subs(c2=14,c3=—25,c4zr220/’7±cES/7,GESfl;

—17

• solve(cESrsubs(c2=16,c3=—34,c4=3l2/7~u-c5/7G5>)
-25

• soive(c5=subs(c2~13c3=—42,c4=444/7~*c5/7,C5) )



45

• #P(l) es exactamenteel número de secciones del fibrado normal al lugar
de contacto#

• F(l) :=subs(n=l,P(n)

• subs(cl=—5,c2~zl2,c3rn’-l8,c4=24+c5/7,c5~—2l,P(l));
21

• subs(c½—5,c2~l4,c3=—26,c4=22O/7+c5/7,c5=—l’7,P(l));
14

• subs(clsz—ES,c2=l6,c3t--34,c4=3l2/7±cES/7,c5~—2ES,P(l));
y

• subs(clsz—5,c2zriS,c3r-.42,c4=444/7+cS/7,cESzz—45,P(i)>;
o

• #como dicho número debe ser mayor o igual que 15, la única opción
valida es la primera#

• P(—2):subs(n—2,P(nfl:

• subs(citz—5c2szl2,c3=—iS,c4=24±c5/7,c5z-’2i,P(~2)>;

o

U T


	AYUDA DE ACROBAT READER
	SALIR DE LA TESIS
	VARIEDADES DE DEFECTO POSITIVO. Resultados de clasificación de variedades con dual degenerada
	Agradecimientos
	Índice
	Convenios y notaciones
	Capítulo 0 Introducción
	0.1 Enunciado del problema
	0.2 Antecedentes históricos
	0.3 Aproximaciones al problema de clasificación
	0.4 Estructura de la memoria
	0.5 Perspectivas

	Capítulo 1 Variedades con dual degenerada
	1.1 Aplicaciones de Gauss y variedades de tangentes
	1.2 Variedades con dual degenerada
	1.3 El lugar de contacto
	1.4 Ejemplos

	Capítulo 2 El fibrado normal al lugar de contacto
	2.1 Restricciones sobre el librado normal al lugar de contacto
	2.2 Estructura de la restricción a una recta general
	2.3 La Cohomología del fibrado normal y sus twists
	2.4 Geometría y cohomología
	2.5 Estructura de la restricción a un plano general
	2.6 Clasificación hasta rango 10

	Capítulo 3 Variedades regladas, secciones hiperplanas y productos
	3.1 Caracterización de las variedades regladas
	3.2 Secciones hiperplanas
	3.3 Productos de variedades con dual degenerada
	3.4 Ejemplos

	Capítulo 4 Clasificación de variedades con defecto cercano al máximo
	4.1 El teorema de las tangencias de Zak
	4.2 Variedades con defecto una unidad menor que el máximo
	4.3 Clasificación para un valor general de p
	4.4 Variedades con defecto dos unidades menor que el máximo

	Capítulo 5 Resultados de clasificación para ciertas variedades de Fano
	5.1 Relación entre el índice de las variedades de Fano y el rango del fibrado normal al lugar de contacto
	5.2 Cotas para la dimensión de variedades de Fano de defecto positivo en los índices siguientes

	Bibliografía
	Apéndice de cuentas con Maple
	Sesión 1 de Maple. Fibrados de rango 8
	Sesión 2 de Maple. Fibrados de rango 10


	DDD: 
	DD: 
	dd: 


