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fa verdad cientifica se caracteriza por la ezactitud y el rigor de sus previsiones, Pero
estas admirebles cualidades son conquistadas por la ciencia ezperimental a cambio de man-
tenerse en ol plano de problemas secundarios, dejando intactas las tiltimas, las decisivas
cuestiones. De esta renuncie hace su virtud esencial, y no seria necesario recalear que por
eso solo merece aplousos. Pero lo ciencia experimental ¢s sélo una exigua porcion de la
mente y el orgunismo humanos. Donde ella se para, no se para el hombre.

(J. Ortega y Gassct. Qué es filosofia. Obras, VII. Alianza Ed. Madrid, 1983, pag.
310)

Sé lo que debo hacer. Si hay algo que ver, lengo necesidad de verlo. Asi sabré, quizds,
st este fantasma que soy para mi mismo, con cste mundo que llevo en mi mirada, con la
ciencie y su magia, con el cxiratio sueo de la conciencia tiene verdaderamente algunae
solidez 0 no. Descubriré sin dude lo gue se oculta en mis actos, en ese fondo dltimo en
que, sin mi, o mi pesar, sufro el ser y al mismo tiempo me adhiero a él. Sabré si tengo un
conocimicnio y una voluntad suficientes sobre el presente y el futuro, de modo que, sean
cllos como fueren, nunce ezperimente su lirania.

(M. Blondel. La Accidn. Ensayo de una critice de la vide y de unae ciencia de la
practice. B.A.C. Madrid 1996, pig 3.)
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Convenios y notaciones

En todo este trabajo con el término variedad proyectiva X indicaremos un subesquema
. . . . . . N
reducido e irreducible de un espacio proyectivo complejo [P

Supondremos siempre que la inmersion de la variedad proyectiva X en el espacio proyec-
. ; . . . ’ . N— .
tivo P es no degenerada, es decir, no existe ningun hiperplano H = P! del espacio

. . N . .. N
proyectivo ambiente H € P, de modo que se tenga la inclusion X ¢ H C P7.

Adoptaremos el convenio por el que el espacio proyectivo PV es el esquema asociado al
espacio de direcciones de un C-espacio vectorial V' de dimensién N 4+ 1 y lo denotaremos
PY = P(V).

Cohercntemente con la eleccidn anterior, G{n, N) denotara la grassmanniana de espacios
proyectivos de dimension n en PV = P(V) que es el esquema asociado al conjunto de clases
de equivalencia de vectores descomponibles del producto exterior A"*(V). Los puntos
de una grassmaniana seran denotados con letras minusculas, { € G{(n, N), mientras que
los espacios lineales asociados se denotardn con mayusculas, L = P".

El espacio tangente de Zariski a X en x se representara por TX,.

Escribiremos Sing{X) para denotar el subconjunto de puntos singulares de la variedad
X.

El haz invertible sobre X que produce la inmersién de X en PV serd Ox(1); Ox(m) el
producto tensorial Ox(1)¥™ yv Ox(—m)} el haz dual de Ox(m), es decir, Ox(—m) =
Ox(m)*.

Representaremos por U el fibrado universal sobre la grassmanniana G(n, N), es decir, el
fibrado vectorial sobre G(n, N) cuya fibra en cada punto I € G(n, N), U, es el espacio

vectorial que al tomar el espacio proyectivo de direcciones produce el espacio proyectivo
I = ]P;n. C ]P)f\

Sea F' un haz sobre X, denotaremos por HY(F) el C-espacio vectorial de cohomologia
i-ésiina H'(X, F'), prescindicudo de escribir la variedad X. Denotaremos por A'(F} la
dimension de H'(F) como C-espacio vectorial.

Adoptaremos habitualmente un punto de vista clasico, en el que las variedades serdn los
puntos donde se anula un conjunto de polinomios homogéneos en N + 1 variables. FEl

functor ¢ definido en [19, I1.2.6.] permitird pasar de este lenguaje clasico al lenguaje de
€S UeINAS,

Por otro lado también adoptaremos en algunas ocasiones un punto de vista analitico en
el estudio de cuestiones relativas a variedades lisas. Las habituales transformaciones tipo

3
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Capitulo 0

Introduccion

0.1 Enunciado del problema

Podemos empezar la introduccién de esta memoria con las siguientes palabras de Zak
oxtraidas de la introduccion a su libro Tungents and secants of algebraic varieties [52],
en las que se sefiala la recuperacion del interés por los temas de la geometria algebraica
inrmersa:

During the last twenty years algebraic geometry has been experiencing a re-
markable shift of interest from development of abstract theories to investiga-
tion of concrete properties of projective varieties. Many problems of classical
algebraic geometry concentrated around the notions of linear systems, pro-
jections, {embedded) tangent spaces, etc. By using modern techniques 1t has
lately become possible to make considerable progress towards the solution of
some of these problems.

En particular, en esta vuelta al estudio de los temas clasicos de la Geometria Algebraica
Proyectiva se enmarca el problema que abordamos en este trabajo, que es el de establecer
resultados de clasificacion para variedades proycctivas lisas ininersas en un espacio proyec-
tivo de forma no degenerada, enya variedad dual, subvariedad del espacio proyectivo dual,
tienc dimension menor que la esperada.

Problema: Clasificar las variedades proyectivas lisas X < PV no degeneradas cuya
variedad dual X* € PV* no es una hipersuperficie, es decir, dim(X*) < N — 1.

La variedad dual X* C PV de una variedad X C PV se define como el conjunto de
hiperplanos tangentes (en el sentido de que contienen el espacio tangente proyectivo en
algin punto de X} a la variedad X. Esta variedad es una hipersuperficie del espacio
provectivo dual para la mayoria de las variedades, v se trata de clasificar aquellos ejemplos
de variedades lisas en que la dimension de la variedad dual es estrictamente menor que N —
1. A estas variedades las lamaremos variedades con dual degenerada o, si denominamos
defecto de X ala diferencia N —1—dim(X*), variedades de defecto positivo. Observamos
que con el término variedad dual degenerada no nos referimos a que la variedad dual esté
contenida en un hiperplano del espacio proyectivo dual sino a que la dimensién es menor
que la esperada.
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0.2 Antecedentes historicos

Podemos empezar por los trabajos de Bertini y B. Segre [48] como una primera referen-
cia donde la variedad dual se demuestra como un objeto interesante. La preocupacion
fundammental en ese momento cra encontrar una variedad que parametrizara ¢l conjunto
de variedades de una cierta dimensién y grado fijados en un espacio proyectivo también
predeterminado. La idea de Bertini. que recupera B. Segre, es asociar a cada variedad
X C PV su variedad dual X* € P¥* que es, en general, una hipersuperficic del espacio
proyectivo dual. Si fijamos la clase (el grado de la variedad dual) de X en lugar del grado,
la mayoria de las variedades de clase s y dimension n en PV quedarfan parametrizadas
por un subconjunto de los polinomios homogéneos de grado s en N + 1 variables.

El problema es entonces estudiar agmellas variedades cuya dual no es una hipersuperficie,
Bertini propone en tal caso hacer la siguiente construceion. Observa primero gue el lugar
en que un hiperplano general h € X™* s tangente a X es un espacio lineal de una clerta
dimension & (de modo que dim(X*) = N — 1 — k) que denominamos lugar de contacto de
X y el hiperplano H. Por tanto sc puede construir una aplicacion a la corvespondiente
grassmanniana:

G:UCX* — Gk N)

que asigna a cada hiperplano tangente general (en el abierto {7 de X*) una subvariedad
. . ., N . .
lineal de dimensién & de PV v de este modo un punto en la grassmanniana G{ kN

Podemos entonces construir la variedad dual de la inmersion de Pliicker de G{U) en su

k+1

Si esta variedad dual es una hipersuperficie el proceso concluye; si no, su propuesta es
repetir este proceso iterativamente hasta obtener una hipersuperficie.

Estos primeros articulos dan lugar a nna linca de trabajo en la que se estudia este proceso
iterativo, conocido como serie de Bertini v se estudia cudndo es nn proceso finito, cudndo
no lo es (precisién que parece que se escapd a los autores Bertini y B. Segre)... En este
circulo de ideas ha trabajado Rogora y se pueden consultar sus trabajos [43], [44], [45]
para mas informacién acerca de estos temas.

. = ; N+ 1
correspondiente espacio proyectivo G(U} «— BPY donde M = (J + ) -1

Un segundo contexto en el que cobra interés el estudio de las variedades proyectivas con
dual degenerada es el que se dio en lamar conjetura generalizada de lo pureza del lugar
de ramificacion. Esta conjetura establece lo siguiente [42]:

Sea f X — Y una aplicacion propia entre X. varicdad hsa de dimension n, e Y
variedad lisa de dimension m, de modo que todas las fibras tengan dimension n —m.
Entonces:

dim(Y) —dim{{y € Y : [ 'y) singular}) = L,

El resultado es cierto para n = m (coujetura de la pureza del lugar de ramificacién)
y para n = m + 1 [42]. [4], [50]. En el caso siguiente, n = m + 2, Ramanujam y
Mumford establecen en [42] wn contracjemplo. Posteriornente, en el libro homenaje a
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Ramanujam, [37], Mumford sefiala cémo las variedades con dual degenerada son también
un contraejermplo a esta conjetura.
En efecto, tomando la variedad de incidencia signiente:

I:= {(SCH) creHYy X w PV

y la proyeccién

p: I — PV

tenemos una aplicacién en las hipétesis de la corjetura. El conjunto de puntos de PN en
los que la fibra de p es singular es justamente la variedad dual X*, lo que niuestra que las
variedades con dual degenerada, en las que la dimension cae més de lo esperado, son un
contraejemplo a dicha conjetura.

En este mismo trabajo Mumford, tras presentar las variedades con dual degenerada comno
contraejemplos a la conjetura generalizada de la pureza, aporta el finico cjemplo de una
variedad con dual degenerada que conocia en aquel momento, las grassmannianas de
rectas en un espacio proyectivo de dimensidn par, con una aproximacion algebraica
a tal hecho que reproduciremos en el capituto 1. Pero en una nota a pie de pagina comenta
que Reid le ha sugerido algunos otros ejemplos, en concreto clertas variedades regladas
(con algnnas condiciones sobre la comparacion entre la dimensién de la fibra y la base)
como otras variedades con dual degenerada.

Estos han sido los primeros pasos de este problema de clastficacién. De ahora en adelante
nos centraremos en el estudio de las distintas maneras de afrontar esta cuestién. Pero
entendemos conveniente terminar esta seccidn de antecedentes histoéricos citando otros
autores que han trabajado sobre variedades duales, abordando distintos problemas rela-
clonados con este objeto. Kleiman, Hefez, Turrini, Piene, Weyman y Zelevinsky, Ballico,
Holme, Zak...

0.3 Aproximaciones al problema de clasificacion

La geometria diferencial proyectiva es un primer punto de vista que se puede adoptar
para abordar este problema. En su renombrado articulo [16) Griffiths y Harris dan re-
sultados de caracterizacion de estas variedades, presentiandolas como aquellas variedades
para las que, en el punto general, cada cuddrica de la segunda forma fundamental es
singular. Aparecen las grassmannianas de rectas en un espacio de dimensién par como
ejemnplos y se comprueba que la variedad dual del resto de grassmanianas es siempre una
hipersuperficie. Y ademas se exponen ciertas caracterizaciones de las variedades regladas.
Esta linea argumental ha sido seguida por Landsberg [27], [28], que en sus 1iltimos trabajos
caracteriza algunas variedades {muchos de los ejemnplos de variedades con dual degenerada)
por su segunda forma fundamental en un punto general, i.e., demuestra resultados del tipo:
“si A es una variedad de modo que en ¢l punto general el sistema lineal de cuddricas que
determina la segunda forma fundamental es el mismo que el de ciertas variedades ¥
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(algunas grassinannianas, algunas inmersiones de Segre de ciertos productos...), enfonces
X es isomorfa a Y.

Otros autores han dado resultados de clasificacion desde el estudio de la topologia vy
de la teoria de adjuncién. Asi podemos citar la clasificacién de Lanteri y Struppa de
variedades con dual degenerada y dimensién menor o ignal que 7 [32]. La idea clave desde
el punto de vista topoldgico es que la topologia de una variedad con dual degenerada estd
fuertemente reflejada en la de una seccidn hiperplana general, los teovemas tipo Lefschiotz
van mas alla de lo esperado [30], [31]. Esto hace que de la férmula de la clase de Landman
(32] se puedan extraer restrictivas condiciones.

La teorfa de adjuncién aporta el crucial trabajo conjunto de los autores Beltrametti,
Fania y Sommese [3] en el que se presentan resultados de clasificacion de variedades de
defecto positivo para dimensién menor o ignal que 10 v un teorema de estructura de
dichas variedades, consecuencia del estudio de su morfismo nef, por el que las variedades
con dual degenerada son variedades de Fano o fibraciones sobre variedades de Fano. Esto
nruestra que la clasificacidén que buscamos debe centrarse sobre todo en las variedades de
Fano con dual degenerada.

Finalmente, no en sentido cronoldgico, en dos articulos sobre este tema [7], [8], Ein propone
otro tipo de téenicas para aproximarse a este problema de clasificacion. Los argumentos
centrales de estos trabajos de Ein se refieren al estudio de las variedades lineales de
dimension k (los lugares de contacto) en los que el hiperplano general de X ™ es tangente
a la variedad X. Para ¢l estudio de la disposicién de estos espacios lineales en la variedad
X resulta un instrumento adecuado el fibrado normal al lugar de contacto general L en
la variedad X denotado A, x. Hay varios hechos bésicos que van imponiendo fuertes
condiciones sobre dicho fibrado:

i) el lugar de contacto es un espacio lincal,

ii) hay un hiperplano tangente que es tangente a lo largo del lugar de contacto,

iil) se pueden estudiar las familias de espacios lineales de dimension k en X, es decir,
el esquema de Hilbert de B¥s en X.

Estas ideas geométricas se pueden ir traduciendo en informaciones sobre dicho fibrado.
Ein ha estudiado algunas de estas traducciones y ha podido dar teoremas de anulacion
de cohomologia de los twists del fibrado, asf como un resultado fundamental sobre la
estructura de la restriccion de este fibrado a una recta cualquiera en L

el fibrado NE/X es un fibrado uniforme de tipo de escision {0,0,0,....—1. =1, =1) donde
el ndmero de ceros es igual al nimere de valores -1.

Con estas propiedades del fibrado, Ein establece en [8] la clasificacién de variedades en
que se tiene la igualdad dim(X) = dim{X") con la condicién adicional n < 2N/3. Estas
variedades son o bien inmersiones de Segre de P! <P — P27 6 la inmersién de Phiicker
de la grassmanniana G(1,4) € P% o la variedad espinorial $; C P'® de dimensién 10
que parametriza los espacios lincales de dimension 4 en una cuddrica lisa de P’

La condicién n < 2N/3 1o es, en principio, una condicion demasiado restrictiva porque la
plausibilidad de la conjetura de Hartshorne de intersecciones completas [18] (si n > 2N/3
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entonces X es una intersecién completa) aconseja esta regién como adecuada para estable-
cer resultados de clasificacién de variedades con dual degenerada ya que las intersecciones
completas tienen defecto cero.

Estos trabajos de Ein y los estudios del fibrado N, x sou el punto de partida de nuestra
investigacion.

El teorema de las tangencias de Zak [52] se puede aplicar para determinar la desigualdad

dim (X"} > dim({X)

lo que sugiere agrupar las variedades con dual degenerada en conjuntos S, en los que
dim(X*) —dim{X) = p donde p toma valores en los nimeros naturales. Ein ha clasificado
cl caso p= 0.

En una conversacién con el profesor Zak durante una estancia suya en Madrid, sugirié
la posibilidad de demostrar que en el conjunto & sdélo hay variedades regladas o sec-
ciones hiperplanas de las variedades clasificadas por Ein. Abordamos este problema con
éxito extendiendo el estudio del fibrado Ay x v ademas obtenemos otros resulfados muy
interesantes de clasificacién de variedades con dual degenerada.

Esto determina la estructura de la memoria.

0.4 Estructura de la memoria

Comenzamos en el capitulo primero definiendo con precisién todos los conceptos que van
a ser necesarios: variedad conormal, variedad dual, aplicactones de Gauss, variedad con
dual degenerada, defecto, lugar de contacto... y presentando una coleccién de ejemplos (a
la postre todos los conocidos) de variedades con dual degenerada. En este capitulo todos
los resultados habian sido establecidos anteriormente, salvo la presentacion geométrica
que se hace en los ejemplos (1.23) v (1.26).

El segundo capitulo esta dedicado ntegramente al estudio del objeto central de toda
esta teorta, el fibrado normal al lugar de contacto general. Ein ha construido, por medio
de una seccion global del fibrado S%(N} sx)(1), un isomorfismo entre dicho fibrado normal,
Nisx. y el fibrado N} /x{(—1). Esto permite conocer la restriccidn de Ay x a una recta
general de L. Observaremos qué condiciones limpone este isomorfismo, lo que nos permitira
excluir ciertos fibrados sobre el espacio proyectivo como candidatos a N, /X

En el final de este capitulo, seccién (2.5), v gracias a una traduccidn sobre el fibrado de
ciertas condiclones geomeétricas sobre el lugar de contacto, seccién (2.4}, nosotros somos
capaces de establecer un teorema de estructura de la restriceién de N, r/x @ un plano
general de L. Ademads presentamos en el lema (2.20} una manera muy productiva de
extraer toda la informacién de los resultados de anulacién de la cohomologia del fibrado
J\/'L/X v sus diferentes tunsts NL/x(a).

El capitulo termina con una clasificacion de los fibrados de rango menor o igual que 10
sobre un plano que pueden ser la restriccion a un plano general de un fibrado A/, /X
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Todo este estudio del fibrado normal conduce a resultados de clasificacién nuevos, de-
mostrados en los tres nltimos capitulos.

En los capitulos anteriores se comenta cémo se pueden construir varicdades de defecto
positivo a traves de otros ejemplos conocidos: tomando secciones hiperplanas o haciendo
el producto de vna variedad con defecto positivo v otra variedad, donde ol defecto de la
primera es mayor que la dimension de la segunda. En el capitulo tercero estudiamos
cémo ¢l fibrado A /x refleja en su estructura el hecho de que la variedad X sea el resultado
de efectuar uno de estos procesos.

En particular se caracterizan las variedades regladas como aquéllas en las que el fibrado
Nix escinde como suma de fibrados de linea. Este resultado es esenciahinente el probado
por Ein en [7, thm. 4.1]. Simplificamos su demostracién por la inclusién de ciertas
caracterizaciones de los cspacios lineales [43]. Rewmarcamos sobre todo la estructura de
Nypsx a diferencia del trabajo de Ein donde lo importante es que el defecto es grande en
comparacion con la dimension de la variedad.

(Quedan tambicn caracterizados los fibrados normales de secciones hiperplanas o pro-
ductos, y demostramos algunos interesantes resultados de no extendibilidad. Es, desde
nuestro punto de vista, particularmente sngerente {por la utilizacion que hace de muchos
de los resultados que probamos previamente) el resultado en el que demostramos que una
extension de una variedad con dual degencrada es necesariamente nna variedad con dual
degenerada y los lugares de contacto respectivos se relacionan porque el lugar de contacto
de la variedad de partida es la seccién hiperplana correspondiente del lngar de contacto
de la extension. Notamos que el reciproco era bien conocido.

Il capitulo cuarto es, a nuestro entender, el que contiene los resultados méds interesantes
de la memoria. En él extendemos los resultados de clasificacién de variedades con dual
degenerada al caso en que dirmn{X*) = dim(X) + 1. En concreto demostramos que las
unicas variedades con esa ignaldad de dimensiones, n < 2N/3 y defecto positivo son
clertas variedades regladas v sceciones hiperplanas de las variedades clasificadas por Ein.
BEsta clasificacidn ha aparecido publicada en nuestro trabajo [38].

En la demostracion resulta fandamental el lema {2.20) que permite plantear, gracias a
los teoremas de anulacién y a la forma del término primero de la sucesién cspectral de
Beilinson del fibrado N}, v, una ecuacién diofintica que involucra al rango del fibrado
normal y cuyos coeficientes son clertos nameros combinatorios. Un poco de teoria bdsica
de distribucién de nimeros primos permitira concluir la no existencia de soluciones de
esta ecuacién. La idea central de la demostracion es entonces observar que las condiciones
sobre el fibrado Ny ;x seitaladas en los capitulos anteriores lo determinan completamente,
no existiendo en la mavoria de las ocasiones. Si el fibrado no puede existir tampoco lo
puede hacer la variedad. En otros casos donde la técnica no es tan potente, los candidatos
a fibrado normal son una cantidad peqguena {lista del capitulo 2) v se pueden desarrollar
razonamientos ad hoc para clasificar la posible variedad. Son fundamentales las clasifica-
ciones de las variedades de Del Pezzo [14]. [15] y Mukai [35]. [36] para determinar la lista
de variedades de defecto positivo y dim(X) = dim{X*) + 1.

También se prueba en cste capitulo un resultado de finitud para las ternas (N, n. k), donde
N es la dimension del espacio proyectivo ambicnte, n es la dimension de fa variedad y k&
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¢l defecto, de variedades para las que se ticne la igualdad de dimensiones

dim(X*) = dim(X) +p

que no sean regladas, siempre con la hipdtesis adicional n < 2N/3. Llamamos S, al
conjunto de dichas variedades. Este resultado se demuestra de forma natural aplicando
¢l mismo circulo de argumentos que en el caso dim(X*) = dim(X) + 1.

Como aplicacién de estos resultados de finitud presentamos ¢l caso p = 2, es decir donde
dim(X*) = dim(X) + 2. En este grupo la clasificacién no serd completa pero ilustrars el
funcionamicnto de nuestras técnicas, que producen:

i) un teorcma de finitud obtenido de una familia de ecuaciones diofanticas que elimina
casi todas las posibilidades de las ternas (N, n, k) en Sy;

ii) unos casos restantes en los que las clasificaciones de los fibrados del capitulo 2
serviran para eliminar algunos de ellos.
En este grupo S, permanecen algunas variedades sobre las que nuestras técnicas no apor-
tan resultados clasificatorios. En el final del capitulo en cuestién sefialaremos las razones
que impiden en estas variedades concluir con nuestros argurnentos.

En el capitulo quinto vamos a responder a algunas cucstiones presentadas en el trabajo
de Beltrametti, Fania y Sommese [3]. En este articulo se presenta un resultado central
sobre la estructura de las variedades con dual degenerada: son fibraciones cuyas fibras
son variedades de Fano de defecto positivo. De alguna manera se estd indicando que
los resultados de clasificacion de variedades con dual degenerada deben centrarse en el
estudio de las variedades de Fano con dual degenerada.

En csta linea se presenta otra agrupacién de las variedades con dual degenerada, en funcién
del indice de Fano. Los grupos van a ser ahora varicdades donde se ticne

def(X) = dim(X) — 2m
con 1 un nimero natural.

Nosotros presentamos aproximaciones distintas, mds geométricas, a los casos conocidos
m =1y m = 2 y resultados de clasificacion en el caso mm = 3.

En los siguientes casos m > 4 Beltrametti, Fania y Sommese se preguntan sobre la
cxistencia de ejemplos de variedades de Fano con dcfecto positivo. En particular, se
cuestionan la posible existencia de dos variedades donde la dimensidn, segin las cotas que
pueden establecer dichos autores, seria maxima: dimensién 13 y k = 5 y dimension 17
y k = 7. Podremos afirmar, usando adecuadamente las clasificaciones del capitulo dos,
la no existencia de las variedades involucradas en estas dos preguntas e incluso afirmar
cotas mejores para sus dimensiones.

Finalmente podemos terminar esta introduccién presentando algunas posibles perspecti-
vas que nuestros resultados de clasificacion de variedades con dual degenerada y nuestras
técnicas sugieren.

GIBLIOTEGA
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0.5 Perspectivas

La meta fundamental en este terna cs concluir una clasificacion total de cste tipo de
variedades. Parece natural peunsar que no existen mds ejemplo que los conocidos.

Un primer resultado que es posible conjeturar a partir del estudio de los cjemplos v de los
resultados de estructura del fibrado conormal, es que dicho fibrado es diagonal. Esto quicre
decir que el términe primero en la sucesion espectral de Beilinson sélo tiene elementos no
nulos en la diagonal p4-¢ = 0. con lo que la sucesion espectral estaciona en el primer paso
v se puede establecer que dicho fibrado es:

N x = B (000).

Este resultado permitiria avanzar en la clasificacién de las variedades con dual degenerada.
En cf caso particular de la restriccion a un plano, o equivalentemente defecto igual a dos,
la diagonalidad del fibrado conormal es equivalente al siguicnte hecho geomdétrico. Fijamos
un punto p general en X y una recta general en un plano general de contacto que pasa
por dicho punto. Por un lado coleccionamos todos los lugares de contacto que pasan por
P, que es una variedad irreducible en la grassmanniana de planos y construimos la familia
de rectas por dicho punto contenidas en uno de estos planos. Por otro lado construimos
el esquema de Hilbert de rectas que pasan por p en X. Si estas dos familias, entre las
que s¢ da un claro contenido, son iguales, se tienc que cl fibrado conormal restringido a
un plano general cs de la forma esperada

Nl = Opa(=1)PWVinxh?) @ 0 (1)8 NViix T2y gy O (= 1) NVExlp?),

En otro caso, deberian existir muchas rectas en X que pasan por g que no estan contenidas
en un plano de contacto v en la misma componente irreducible que L. Esta situacion no
ocurre en ninguno de los ejemplos.

Esto permitiria preguntarnos sobre la informacion geométrica contenida en cada uno
de los sumandos del fibrado normal. Posiblemente relacionada con la estructura de las
variedades con dual degencrada que se describe en {3).

En el desarrollo de nuestra investigacion tratamos de detnostrar un teorema similar al de
la caracterizacion de variedades regladas en términos de su fibrado normal que vendria
a decir que si Ny /X = Qup2{1)** entonces X es una grassmanniana de rectas. De forma
colateral aparcce el problema de las caracterizaciones de las grassmannianas. Se podria
tratar de probar algun resultado del tipo de los existentes para la caracterizacidn de
espacios lineales. Dsto es, dada nna variedad lisa X de dimensién 2n + 1 conteniendo
tantas grassmannianas de rectas en P*™' como si fuera la propia G(1,7n), demostrar que
X es G(1,n) o alguna variedad con muchos espacios lincales, por ejemplo, una variedad
reglada.

Finalmente observar que existen variedades con dual degenerada distintas con el mismo

defecto v el mismo fibrado Ny ;x para ol lugar de contacto general. Esto indica que
solamente el fibrado normal no sirve para recuperar la variedad. Serfa interesante saber
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qué informaciones adicionales se¢ necesitan para poder determinar, en funcién del fibrado
normal, la variedad.
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Capitulo 1

Variedades con dual degenerada

En este pritmer capitulo hacemos una presentacion de las definiciones v notaciones de
los objetos de estudio: cspacios tangentes proyectivos inmersos, aplicaciones de Gauss,
variedades de tangentes, variedades duales... Daremos una nocién de dirnensién esperada
para la variedad dual a una variedad proyectiva lisa vy entenderemos como variedad con
dual degenerada aquella variedad para la cual la dimnension de su variedad dual es menor
que la dimension esperada.

Definiremos el lugar de contacto entre un hiperplano tangente general y la variedad como el
conjunto de puntos de la vartedad en los que dicho hiperplano es tangente. La linealidad
del lugar de contacto supone una de las caracteristicas geométricas mas sobresalientes
de las variedades con dual degenerada. Son por tanto varicdades barridas por espacios
lineales, en el sentido de que por el punto general pasa un espacio lineal de contacto.
Terminaremos el capitulo proporcionando una lista de ejemplos de variedades con dual
degencrada, que va a recoger todos las variedades de este tipo conocidas.

1.1 Aplicaciones de Gauss y variedades de tangentes

El concepto findamental en nuestro estudio de la geometria inmersa de una variedad
proyectiva X en las condiciones establecidas en los preliminares es el de espacio tangente
proyectiwoe a X en un punto liso x € X.

En términos clasicos, es decir, considerando X como el conjunto de ceros de un conjunto
de polinomios homogéneos en N + 1-variables, este espacio proyectivo va a ser:

Definicién 1.1 Sea X C PV una variedad proyectiva de dimensidn n yseaxr = (xg:..:
ry) un punto liso de X. Tomamos {Fy, ..., F.} C C[Xy. ..., Xn] generadores del ideal de
X. Se define ¢l espacio tangente proyectivo inmerso a X en el punto x (que denotaremos
Tx») comeo el lugar de ceros determinado por las ecuaciones linegles {577 a—iﬂ—iﬂi—)Yt D4 =
0,..N. j=1,..r}L ‘

Este espacio tangente Ty , es un espacio proyectivo de dimeusion n. Geométricamente no
cs mas que tomar A el complementario de una seccién hiperplana de X que no pasa por
z, de manera que A s una variedad afin y el espacio tangente afin en z completado con
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los correspondientes pustos del infinito es ol espacio tangente proyectivo inmerso a X en
Usaremos a menudo que las direcciones de este espacio tangente afin cstan gencradas por
los vectores tangentes a arcos analiticos z{t) C X tales que 2(0) = r.

Otra definicion equivalente de este espacio, de corte muy geométrico, es la siguiente.
Definimos la aplicacidn S @ X — {&} — G{1. N} que asigna a cada punto p de X — {z}
la recta que lo une con 2, esto es S(p) = 1, con [ ¢l punto de la grassmanniana de rectas
correspondiente a la recta L que une p y .

Podemos tomar ahora la clausura en G(1, N) de la imagen de S, y obtenemos una sub-
variedad de la grassmanuniana S, := S(X — {z}) € G{1,N).

Construimos como cs habitnal la variedad de incidencia:

I={(qg.l): ge L, 1leS8}cP¥xG(,N)
con sus dos proyecciounes, respectivamente py v po.

Entonces definitmos el espacio tangente proyectivo inmerso de X en o como

Tx = p]pgl(Sm — S(X = {z})).

Y se puede comprobar que las distintas aproximaciones al concepto de espacio tangente
proyectivo inmerso son equivalentes [17].

Desde ¢l punto de vista del estudio de la geometria provectiva de la variedad X es in-
teresante preguntarse sobre la disposicion de los espacios tangentes provectivos en los
diterentes puntos de X, es decir, construir y analizar variedades que parametricen los
espacios tangentes, o variedades auxiliares que parametricen los espacios lincales que con-
ticnen a dichos espacios tangentes v nos permitan deseribir esta disposicion [52].

Desde ¢l punto de vista de geometria diferencial proyectiva, interesa el mowvimiento de
dichos espacios, v aparecen instrumentos como las formas fundamentales, [16], [27) que
miden dichos movimieutos de los espacios tangentes en direcciones concretas.

Nuestro trabajo va a utilizar el primer enfoque donde se pueden establecer las siguientes
definiciones:

Definicién 1.2 Sex X < PV variedad proyectiva de dimension n, definimos la aplicacion
de Gauss como la aplicacion vx + X — Sing(X) — G{n. N} que asigna cada punto x en
la parte no singular de la variedad X el punto de lo grassmanniana correspondicnte al
espacio tangente proyectivo inmerso en dicho punto Tx .., esto es,

vy o X - Sing{X) — G(n, N)
€ = yx(r) =Tx,

Definicion 1.3 Liamaremos variedad de tangentes a la variedad X y lo denotamos X)) a
la clovwsura en la topologia de Zariske de la imagen en la grassmanniana de la aplicacion

de Gauss, Es decir,

X' = yx (X — Sing(X)) € G{n, N).
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De esta manera estamos coleccionando todos los cspacios tangentes proyectivos y sus
posiciones limite, considerdndolos como subvariedad de la grassmanniana G(n, N).

También se pueden coleccionar todos aquellos espacios lineales de una clerta dimension
fijada r cn la correspondiente grassmanniana G(r, N) que contienen algin espacio tangente
a X y sus posiciones limite.

Definicion 1.4 En estas construcciones diremos gue un espacio lineal L de dimensidn r
conn <r <N —1 estangente a X si existe un punto x € X de modo que Tx, C L.

Definicién 1.5 Llamamos variedad conormal de orden », n < r < N —-1de X, y la
denotamos como Py, a la siguiente subvariedad del producto X x G(r, N):

Py=4{{zl): 1€ X~ Sing(X). le G(r.N), Tx, CL} C X xG(r,N)

Definiciones 1.6 Definimos la aplicacién de Gauss r-ésima ~% : Py — G(r,N) como
fa proyeccion de la variedad conormal r-ésima sobre la grassmanniana de r-planos del
espacio proyectivo [kl

Definimos la variedad de r-espacios tangentes a X, que denotamos X,
como la imagen de la aplicacién de Gauss r-ésima, i.e.,

X7 =75 (Px)-

La definicién de aplicacidon de Gauss r-ésima engloba la definicion de aplicacién de Gauss
en el caso particular r = n. En el otro extremo cstd el caso r = N — 1, es decir, la
coleccion de hiperplanos tangentes a X, v sus posiciones Hmite. Este iltimo va a ser el
objeto fundamental de estudio en nuestro trabajo. Se puede consultar el libro de Zak [52]
para mas informacion sobre aplicaciones de Gauss de otros érdenes.

Si interpretamos la grassmanniana de hiperplanos de BY, G(N — 1, N), como el espacio
proyectivo dual PY* podemos dar las siguientes definiciones:

Definiciones 1.7 Liamaremos variedad conormal a X y la denotaremos Px a la variedad
conormal de orden N — 1.

Definimos la variedad dual de X, que escribiremos X*, como la variedad
de N — 1-espacios tangentes o X.

Notaciones 1.8 El diagrama de definicion de la variedad dual con sus proyecciones va
a Ser:

7? 2o xopd
P2

X* c PV

Observacion 1.9 £l nombre de variedad conormal no es arbitrario. Responde, en el
caso de variedades lisas, a que la variedad conormal tiene estructura de fibrado proyectivo,
asociado al fibrado conormal a la variedad X en PV, esto es, Px = P(N;/PN(I)).
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Para convencerse de la veracidad de la observacién anterior, y porque las sucesiones exac-
tas que van a aparccer seran Utiles mas adelante, en concreto para demostrar un teorema
que extiende la observacion anterior, escribimos el siguiente diagrama, vélido para una
variedad lisa X ¢ PV = P(V):

0 0
l 1

0 — Ox(-1) — Gx — TX(-1) — 0
|= ! !

0 — Ox(~-1) — OxnV —  TPY|x(—-1) — 0 (1.a)

1 l

NX/E-N(—I) — X/P'N(_U — 0
l !
0 0

donde Gy es el pull-back por la aplicacion de Gauss vx del fibrado universal U/ sobre
G(n, N), es decir ¢l fibrado tal que la fibra sobre cada puuto es el cspacio vectorial cuvo
espacio proyectivo de direcciones es el tangente proyectivo inmerso en dicho punto:

P(Gx\"m) - TX.I'

Todas las sucesiones exactas del diagrama contienen una interesante informacion:

La primera sucesién horizontal muestra la relacion entre el tangente proyectivo y el
tangente de Zariskl. en cada punto r € X se tiene la descomposicion de Gy, en suma
directa del espacio vectorial que describe el propio punto z v ¢l tangente de Zariski cn
dicho punto.

La sucesion dual de la sucesién vertical de! medio permite ver la variedad conormal
como ¢l fibrado proyectivo asociado al fibrado vectorial A ¥ /BN (1). Al dualizar se ticnen la
inclusion de Ay o (L) en Ox &0 V", esto nos permite ver PN /W,N(l)) como hiperplanos

que contienen algin tangente provectivo.

La sucesion vertical final es el producto tensorial por Ox (1) de la sucesidn de
definicién del fibrado normal de X en P", que hemos denotado Ny SN -

Ademds se muestra que el fibrado A x2n(—1) es un fbrado generado por secciones
globales, por la composicion

Ox @V — TPY|x{~1) — Ny pr(—=1}.

1.2 Variedades con dual degenerada

El primer invariante numérico que podemos estudiar en la variedad dual X™ es su di-
mension. Es un proceso habitual en geometria algebraica tratar de buscar un concepto
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de dimension esperada, en este caso para la variedad dual a una variedad lisa, es decir,
una dimnensién que se tiene para la mayorfa de las situaciones e intentar clasificar aquellas
variedades en las que no se alcanza dicha dimension.

Observaremos que la dimension esperada va a ser dim{X*) = N — 1, es decir, la variedad
dual es habitualmente una hipersuperficie del espacio proyectivo dual, y nuestro objetivo
es clasificar aquellas variedades lisas cuya variedad dual tienc dimension estrictamente
menor que N — 1.

Calculemos la dimensién de la variedad conormal.

Como la fibra por la primera proyeccion p; : Px — X de un punto general z € X es el
conjunto de hiperplanos tangentes a X en z, entonces p; ](r) es isomorfo a un espacio
lincal de dimensién N — 1~ n, el conjunto de los hiperplanos de PV que contienen a dicho
espacio tangente Ty ..

Por tanto la dimensién de la variedad conormal verifica

dim(Px)=n+(N—-n—-1)=N~1. (1.b)

Para la mayoria de las variedades lisas la variedad dual X* es una hipersuperficie del
espacio proyectivo dual PV

Parece natural pensar que ésta es la situacion mds habitual: un hiperplano tangente
general A € X* lo es en un sélo punto, es decir la proyeccion p, es genéricamente una
aplicacién 1 a 1. Si este no es el caso, al imponer a un hiperplano la condicién de ser
tangente en un punto, automaticamente se obtiene tangencia a lo largo de toda una
subvariedad de dimensién positiva (o de una cantidad finita de puntos, aunque en esta
segunda posibilidad también dim(X*) = N — 1).

Dec alguna manera las variedades para las que su dual no es una hipersuperficie son
especiales. Podemos citar a Mwunford [37] que sefiala, refiriéndose al hecho de que X sea
siempre una hipersuperficie:

“T claim this is false, although T feel sure it can only be false in very rare
cicumstances.”

Nuestro objetivo es explicar lo mas exhaustivamente posible en qué consisten dichas ex-
tranas circunstancias senaladas por Mumford, presentar los ejemplos conocidos de las
variedades para las que dim(X*) < N — 1 y aportar resultados clasificatorios para estas
variedades.

En este contexto definimos:

Definicién 1.10 Una variedad proyectiva lisa X C PV tiene variedad dual degenerada
st la dimension de su variedad dual es estrictamente menor que N — 1.

Definicion 1.11 Liamamos defecto de X y lo denotamos def(X) =k a la diferencia
ki=N—1—dim(X").

Hablaremos entonces indistintamente de variedades con dual degencrada o variedades de
defecto positivo k > (.
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1.3 El lugar de contacto

Las variedades con dual degenerada son variedades en las que se tiene que la fibra de
la aplicacion p, del diagrama {1.8) cs de dimensién positiva. Estamos entonces diciendo
que cada hiperplano tangente o € X* lo es a lo largo de una subvariedad de X de
dimensién positiva Ly, Nos gustaria estudiar dicha subvariedad, de la que, en principio,
sOlo conocernos gue su dimension es mayor o igual que k, y exactamente b cuando tomamos
H general en X*.

Definicién 1.12 Sea X ¢ BY variedad lisa, h un punto de X*. Definimos el lugar de
contacto de X v H come la fibra sobre b de py, es decir Ly = pyps ().

Para recopilar informaciéon acerca del lugar de contacto a un hiperplano general es con-
veniente recordar ol siguiente teorcma sobre la variedad dual. Suele ser conocido como
Teorema de bidualidad. Aportamos también una prueba sencilla de dicho teorema para
mejor comprension del tema, debida a Kleiman [25], [41]. que recoge ideas de C. Segre
[49].

. . . . . o .. . N
Teorema 1.13 Sea X © PV variedad proyectiva y la identificacion candnica entre P’
y PN*entonces. con esta identificacion, se tiene que Px = Px-, lo que en particular
muestra la igualdad X = X',

Demostracion
Sea h € X* un punto general (h € X* — Sing(X™)} y sean los siguientes diagramas:

PX _.E’l_) X C }Py.’\’ PX’ _'_Di) X o [PN**
pa Pl
* N l* N*

X* CP X cP

Demostraremos que la fibra de h para las aplicaciones p; y p] coincide.
Tomamos la variedad siguiente

(pi*) (k) = {h} x {hiperplanos de (PY)™* = PV que contienen a Tx-p} =: {h} x T ).

Si s = dim X* sc tiene que dim Ty, = N —1—s = dim Px — dim X" = dim Py (h).
Por tanto dim (p*)" (k) = dim p;*(h) v, como T%. , es una variedad irreducible, serd
suficiente probar que py {(h) C {h} x T%. ., es decir, que dado {x, h}) € p;'(h) general, =
es un elemento de T%. ,, le., x -7 =} para fodo 7 € Tx- .

Necesitamos ahora el siguiente conocido lema que enunciarcmos sin demostracion {17,
pag. 176]:

Lema 1.14 Sea f : X — Y una aplicacién regular sobreyectiva de varicdades defindas
sobre un cuerpo K de caracteristica 0. Entonces existe U C Y abierto no vacio tal que
para todo p elemento de f~HUYN Sm{X) la aplicacion df, s sobreyectiva.
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Tomemos 7 € Tx- p

Aplicando el lema anterior a p,, podemos tomar (z, h) € Py y un arco (z(t), h(t)) C Px
que tiende a (x, h), Lo, (2(0), 4(0)) = (x, h), con K{0) =T.

Del hecho de que dicho arco esté contenido en la variedad conormal, (z(t), h(t)) € Px, sc
ticne

2()h(t) = 0.

Podemos entonces derivar esta expresion para obtener

d(z(t)h(£))]i=o = 2 (0)(0) + z(0)A'(0) = 0.
Ahora bien, z'(0) € Tx.. C H, por lo que 2'(0)R{0) = 0 y, de este modo,

(O () =x-7=0,
commo queriamos demostrar.

Nétese que el resultado del lema (1.14) no es siempre valido sobre cuerpos de caracteristica
distinta de cero.

En efecto, sea X la curva plana afin de ecuacion y — P = 0, X < A% donde A? es
el plano afin sobre el cuerpo K de caracteristica p. Sea ¥ ~ A?! la recta de ecuacion
x = 0. Definimos la aplicacion f : X — Y como la proycccién en la segunda coordenada
f{z,y) = y. Entonces, X e Y son variedades lisas, f es una aplicacién sobreyectiva, y sin
embargo la diferencial de f. df,, es nula para todo punto ¢ de X.

Si el lema es falso, también lo es el teorema de bidualidad.

En efecto, tomamos el conocido ejemplo de una cénica plana de ecuacién yz = 22 sobre
un cuerpo de caracteristica dos. Todas las rectas tangentes a dicha conica pasan por el
punto (1:0:0). De este modo la curva dual es una recta y esto contradice ¢l teorema de
bidualidad, pues la dual de la recta es un tinico punto.

Resaltamos también en cste ejernplo que las cénicas en caracteristica 2 son el Unico caso
de las curvas que se han dado en llamar curvas exrtrasias, i.e., curvas proyectivas lisas de
grado mayor o igual que dos, tal que todas sus tangentes pasan por un punto [19, pag.
312].

El estudio de variedades duales en caracteristica positiva es, en este sentido, particular-
mente dificil: trata de determinar condiciones para las variedades en las que se verifica la
bidualidad, conocidas como variedades reflexivas [20].

Volviendo al cuerpo de los nimeros complejos, el teorema de bidualidad nos va a dar
entonces la informacion que estabamos buscando acerca del lugar de contacto de X con
un hiperplano H € X~ general.

Proposicién 1.15 El lugar de contacto de una variedad proyectiva lisa X < PV y un
hiperplano tangente general h € X* es un espacio lineal de dimensién N — 1 — dim X7,

Demostracion.
Recordamos que, por definicion, el lugar de contacto es
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Ly = pipa~ ' (h),

es decir, el conjunto de puntos de X cuyo tangente estd contenido en H.

Aplicando el teorcma de bidualidad, podemos interpretar Ly como el conjunto de hiper-
planos de (IE"N 1 ~ PV que contienen al espacio lineal Ty« ;, que es, por tanto, un espacio
lineal de dimension N — 1 — dim X~.

Observacion 1.16 Como estamos trabajando con X variedad lisa, el lugar de contacto
de X y H, con h un punto de X*, es el conjunto de puntos de la interscecién de dos
vartedades lisas en los que sus tangentes no se cortan transversalmente, por tanto Ly es
el congunto de puntos singulares de X N H,

Ly = Sing(X N H),

a menos que H sea tangente a X en todos los puntos de la interseccion.

Podria ocurrir que un hiperplano H fuera tangente a X a lo largo de toda su interseccion
con la variedad (siendo esta interseccion lisa). Por ejemiplo, si tomamos la superficie de
Veronese 1;3(P?) < P, la seccién hiperplana genérica corresponde a una cénica plana lisa,
y en el caso de que ¢l hiperplano sea tangente, una cénica degenerada, que puede ser una
recta doble [17, pag 196]. En lenguaje de esquemas, la seccién sale no reducida.

Y una vez conocido el lugar de contacto para un hiperplano tangente gencral, en el resto
de los casos podemos citar el resultado recogido en [3], Lema 0.8:

Proposicién 1.17 Sea X C PV lisa, entonces cada hiperplano tangente h € X* es
tangente a X a lo largo de una union de espacios lineales de dimension k.

Podemos observar que la proposicion anterior es una consecuencia directa del teorema de
bidualidad.

En efecto, los puntos en gque un hiperplano H es tangente a X son los puntos del conjunto
mps (h), que por el teorema de bidualidad es igual (por medio de la identificacién candnica
entre PV v PV} al conjunto pipi~t(h). Por tanto, dada esta identificacién, estamos
buscando los hiperplanos de PY* tangentes a X* en el punto h. Si b es un punto liso de
X* hemos razonado antes que conforman un espacio lincal de dimension igual al defecto.
Si no, lo que estamos haciendo es tomar los hiperplanos que contienen a un espacio
provectivo de dimension n que es una posicion limite de espacios tangentes a puntos lisos
de X* cuando dichos puntos tienden al punto f. Por tanto el lugar de contacto de X y
H es una familia de espacios lineales de dimension &.

Si queremos escribirlo formalmente, tencmos la aplicacion de Gauss:

v X — Sing(X*) — G(n*, N)

y definimos la clausura de la imagen T{X™) := ~(X* — Sing(X*)) C G{n*, N). Entonces,
por el teorema de bidualidad, la variedad X puede verse como la imagen por la proyeccion

correspondiente de la variedad
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{({.m): L M} C T(X*) x PV

lo que prueba el resultado.

Podemos hacer dos observaciones a este respecto:

i) Aluffi prucba en su trabajo [1] que si un hiperplano H es tangente a una variedad
lisa X ¢ PV alo largo de un espacio lineal, entonces el punto o € X* es un punto liso
de la variedad dual y la dimension de dicho espacio lineal da el defecto de X. Por tanto,
la union de dichos espacios lineales de dimension & puede ser una variedad de dimension
superior a k, pero en ningun caso lineal.

ii) La existencia de espacios lineales de dimensién & contenidos en la variedad X
resulta ser la caracteristica geométrica mas relevante de las variedades de defecto positivo
# > 0. Dichas variedades contienen una gran cantidad de espacios liveales de dimension
k. pasando al menos uno por el punto general z de X; y de mancra que cuando se impone
sobre el hiperplano general la condicién de tangencia a X en un punto, automéaticamente
se obtience tangencia a lo largo de todo un espacio lineal de dimensién &.

Nuestros resultados de clasificacién van a ser obtenidos a través de un estudio cuidadoso
de la posicion de estos espacios lineales de dimensién £ en X. Desarrollaremos esto en
los préoximos capitulos, usando el fibrado normal al lugar de contacto general en X como
instrumento principal de estudio de esta configuracién de espacios lineales en nuestra
variedad X.

Ahora cs interesante poner algunos ejemplos de variedades con duales degeneradas y otros

que 1o lo son que ilustren las definiciones explicadas y motiven para iniciar un trabajo de
clasificacion.

1.4 Ejemplos
Ejemplo 1.18 Sea C C PV una curva lisa e irreducible. El defecto de C es cero.

Se trata de buscar, segiin la interpretacion de (1.16), la dimension de la parte singular de
una seccion hiperplana tangente general. Como en el caso de curvas dicha seccién esta
formada por una cantidad finita de puntos, su dimensién es cero.

Ejemplo 1.19 Sea X C P wuna interseccion completa lisa. El defecto de X es cero.

Como seflalamos en la observacién (1.9) se puede identificar la variedad conormal Px con
el fibrado proyectivo PN} /PN(I))'

Observamos que el pull back por la aplicacién py del fibradoe lineal Ox.{—1) es ¢l fibrado
tautoldgico para PN /p.N(l)). Como X e¢s una interseccién completa no degenerada,
el fibrado Ay uv(—1) (que escinde como suma de fibrados de linea) es amplio, lo que

concluye que py es finita o equivalentemente que X tiene defecto cero, como queriamos
demostrar.



7724 Capitulo 1. Variedades con dual degenerada

Nos gustarfa hacer mencién aqui de la existencia de otra demostracidén de este mismo
resultado, debida a S. Ishii, con métodos simples v que resulta bastaunte ilustrativa [24].

Definicion 1.20 Una terna (Y, P (E), £} formada por una varicdad proyectiva Y, un
fibrado proyectivo sobre Y, Py{E)-2-Y | y una inmersidn definida por el fibrado de linea
L, Py(E) C BY forman una variedad reglada sobre Y si las fibras de p estdn inmersas
en PN como espacios lineales por la inmersion que produce el fibrado de linea L.

Ejemplo 1.21 Sea chora X C PV una variedad reglada sobre una curva C lisa e irre-
ducible:

X = P{E) -0

El defecto de X es mayor o wgual que n — 2.

Fijamos puntos generales x € X v h € X* tangente a X on x, esto es, Ty, € H. Como
la fibra p~!p(x) = F, es un espacio lineal de dimensién n — 1 contenido en X y que
contiene a x, esta necesariamente contenida en ol espacio tangente Ty . v por tanto en H,
Fr CTx, C H;es decir, el hiperplano tangente general contiene a una fibra.
Debemos estudiar ahora la interseccion X N H. Se tienen los dos hechos basicos signientes:
i) la inclusion F, ¢ X N H,
ii} H corta a la fibra general de p, F, = P! en un hiperplano fy = P C F,dela
fibra, por ser la inmersion X < PV no degenerada.
Si ahora tomamos ¢l limite en la fibra F, de dichos f,’s, es decir,

XAH -ENF, = /.,

obtenemos un espacio lincal f, = P*™2.

Entonces f, C Sing(XX N H) ya que en esos puntos el espacio tangente esta generado por
vectores tangentes a arcos analiticos contenidos en H, y por tanto & > n — 2.

Mas adelante comprobaremos que se tiene la igualdad siempre que n — 2 sea positivo.

Senalemos una primera manera de construir variedades de defecto positivo por medio de
otras variedades de defecto positivo conocidas.

. N . . - .

Ejemplo 1.22 Sea X < PV wuna variedad proyectiva con defecto positivo kx > 1. i
.. . - A o

tomamos una seccion hiperplana general Y = X NG C G = Ventonces ky = kx — 1.

Para demostrar esta afirmacion basta aswmnir la interpretacion de la observacidn (1.16)
del lugar de contacto Ly para un hiperplano i € X* gencral como el lugar singular de la
interseccion de X v H, Ly = Sing{X N H). Por tanto, como Y es una seccidn hiperplana
general de X, Y = X NG, entonces el lugar de contacto Ly~ va a ser el lugar singular de
la interseccion X NG N H y asi la interseccidén Sing(X N H) NG que es nn espacio lineal
de dimension £y — 1. Concluimos entonces que ky = kx — 1, como queriamos demostrar;
v ademas que los lugares de contacto generales para Y son secciones hiperplanas por G
de lugares de contacto generales para X.
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Ejemplo 1.23 Sea X C PN una variedad reglada sobre una variedad Y lisa de dimension
"

X = P (B)- Y

Se verifica k > n — 2m.

Fijamos como siempre 2 € X general y h € X* general con Tx , € H. Como en el ejeruplo
(1.21) la fibra p~'p(z) := F, es un espacio lineal de dimensién n -— m que pasa por x y
debe estar entonces contenida en H.

Puedo elegir ahora m arcos analiticos y;(¢) en Y centrados en p(z) tales que sus vectores
tangentes generen el espacio vectorial TY, . Esto da lugar a m familias uniparamétricas
{F{: ¢ = 1..mn} de fibras (F" = PF"™") de tal mancra que en cada punto y de la fibra
sobre p(z) cualquier eleccién de arcos analiticos a'{t) € I} centrados en y verifica que los
vectores tangentes en el origen (o)’ (0) son lincalmente independicntes.

El hiperplano H corta al miembro general de cada una de estas m-familias en un espacio
lineal G de codimensién menor o igual que 1 en F}. Las posiciones limite sobre la fibra
F, de las familias G? son m espacios lineales f* de codimensién menor o igual que 1 en
E,.

Como en el ejemnplo (1.21) el lugar de contacto debe contener a la interseccion M-, ft que
es un espacio lineal de dimensién mayor o igual que n — m — m = n — 2m. Asi se tiene
la desigualdad & > n — 2m.

Comprobaremos mds adelante que se tiene la igualdad, siempre que 7 — 2m sca positivo.

Ejemplo 1.24 Consideramos ahora la grassmanniana de rectas en un espacio proyectivo
de dimension par, G(1,2r), inmersa en PY con N = r(2r + 1) — 1 por la inmersidn de
Pliicker. FEstas variedades tienen defecto igual a dos.

Para ver esto vamos a interpretarlo en los términos siguientes sgiin el trabajo de Mumford
[37].

Sea P = P{V) con V un C-espacio vectorial de dimensién 2r + 1, podemos entender la
grassmanniana G(1, 2r) como ¢l conjunto de subespacios vectoriales de V' de dimension 2
(los denotamos W, C V).

Asi ¢l espacio de llegada de la inmersién de Pliicker es P/ D=1 = P(A2 V) y el espacio
proyectivo dual donde estd inmersa la variedad dual cs PUZr+U-1% o pa2y#)
Identificamos el espacio vectorial A2 V* con las dos formas antisimétricas definidas sobre
V.A: V<V —=C.

Si denotamos con i la inmersion de Pliicker, entonces, dado Wy C V', su inmersion i{Wy)
estard contenida en un hiperplano H 4 (el hiperplano asociado a la dos forma A € A V™)
si y solamente si A(v, w) = 0 para toda pareja de vectores v, w € Wj,.

Queremos determinar cudndo Teqy 2w, C Ha. Para esto hay que ver cuando se da la
inclusion diy, (TG(1, 20)w,) € TH 4 iqwy)-

Tomemos {v;, w2} una base para W, y una deformacién de Wi por medio de v + ev],
vy + ev) que dan una base de W) subespacio de V & Cle] (donde Cle] := C[z]/(x?)). De
esta forma W) da un vector tangente t € TG(L,2r)w,. Y entonces diw,(t) € THaiw,)
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si y solamente si A(v, + ev),v2 + €vf)) = 0 y como €2 = 0 esto ocurre si v solainente si
A(vi,va) + Aluy, vh) = 0.

Por tanto diy, (TG(1, 2r)w, ) € TH 4w,y si v solamente st A(v}, vy) + Alvy, vh) = 0 para
toda pareja v], v5 € V| es decir si y solamente si Wo estd contenido en el espacio anulador
de la forma A (el subespacio de los vectores v € V tales que A(v,w) = 0 para todo
we V).

De esta manera H4 € G(1.2r)* s y solamente si la dimensidn del espacio anulador de A
es mayor o igual que dos.

Pero la dimension de dicho espacio anulador es impar porque el determinante de una
matriz antisimétrica de orden impar es nulo, asi en general serd 3.

Terminamos con un sencillo cdleulo de la dimensién de G(1, 2r)*:

dim(G(1,2r)") =
= dim(espacio de formas A t.q. dim{Ann(A)) = 3) =

= dim(G(2,2r)) + dim(A*{CT ) = N — 3,
como queriamos dernostrar,

Propiedad general. Se muestra en este ejemplo la propiedad general que configura a
una variedad como variedad con dual degenerada:

Se impone la condicion de tangencia en un punto {que en este caso se traduce al lenguaje
algebraico en que la dimension del espacio anulador sea mayor o iqual que 2) y au-
tomaticamente se obtienen tangencias en mdas puntos, en toda una variedad de dimension
positiva (los siguientes menores, de orden impar, son automdticamente nulos).

Ejemplo 1.25 La variedod espinoriol Sy que paremetriza los espacios hineales de di-
e - . . ( . . - .
mensién 4 en una cuddrica lisa de PY es una variedad de dimension 10 que admite una

mmersion en Py que tiene defecto 4.

Podemos referir a [33] v a [46] para mas informacion sobre esta variedad.
N

Terminamos los ejemplos con una segunda manera de construir variedades de defecto
positivo a partir de otrag variedades de defecto positivo conocidas.

. . oy - ‘J\\' . .y
Ejemplo 1.26 Tenemos una variedad de defecto positivo X, C P con dimension ny y
. N . ., . e
defecto k. Tomamos Xy, C P con dimension ny tal que k| > ng, entonces la inmersion
1 2 v { )
de Segre de X = X\ x Xy en P tiene defecto k > k) — no.
) 2

Tomamos un punto general @ = (z,z2) en ¢l producto X := X; x Xy. En dicho punto
¢l espacio tangente Ty, es ¢l espacio lincal generado por las Imdgenes en PY de los
respectivos tangentes, Tx, o, v T'x, 4.

Sea 7; con ¢ = 1,2 la restriccién a X = X, x X3 de la proyecion I1; de PY o PN sobre
el factor correspondicnte y H un hiperplano tangente general.

A diferencia de los ejemplos de las variedades regladas, ol hiperplano H escogido no tiene

necesariamente que contener a la fibra 7, !(x,). ya que ésta no es lineal.
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Fl hiperplano A corta a la fibra 115 (5}, que es un espacio lineal de dimensién Ny que
contiene a 7y '(x9), en un espacio lineal de dimension N, — 1 que Hamamos H;. Como
X, es una variedad de defecto positivo, si H, cs general en X[ entonces es tangente a lo
largo de un P¥ =: L,

Tomamos ahora n, arcos analiticos centrados en x, de manera que sus vectores tangentes
generen el espacio vectorial TXy,,. Aparecen entonces ny familias uniparamétricas de
fibras por m» de manera que el espacio tangente en un punto {y;, z,) de L, estd generado
por el Tx, 4, v las direcciones tangentes a arcos contenidos en esas familias.

Para cada una de estas familias, el hiperplanc H interseca su clemento general en unia
subvariedad de codimensién menor o igual que 1. Por tanto tomando el limite de estas
subvariedades sobre Ly se observa que k& > & — na.

Comprobaremos mas adelante que se tiene la igualdad.

Podemos referir a [3] para otra prueba distinta de este hecho, desde la teoria de adjuncion.

Esta s la relacién completa de e¢jemplos de variedades con dual degenerada conocidos. Se
han presentado los que podemos decir ejemplos bdsicos: las inmersiones de Pliicker de las
grassmannianas de rectas G(1, 2r), la variedad espinorial Sy ¢ P!, varicdades regladas, y
las mamneras de construir nuevas variedades con dual degenerada a través de ellos, a saber,
por medio de secciones hiperplanas y por medio de de productos.

Desde la observacion de esta lista parece logico que cualquier resultado de clasificacion
debe aportar instrumentos para reconocer los procesos de construccion senalados v llegar
al ejemplo basico que subyace. Por 1ltimo debe aportar resultados de clasificacién de
estos ejemplos basicos.

Esto es lo que vamos a hacer en este trabajo, estudiando ciertos fibrados sobre los lugares
de contacto vamos a ver ¢omo podemos caracterizar, en términos de dichos fibrados, los
procesos de construccion de nuevos ejemnplos, v coto podemos clasificar ejemplos basicos,
bien garantizando la no posible existencia del fibrado (por tanto la variedad no puede
existir}, bien conociendo exactamente ¢l fibrado v tratando de determinar la variedad.






Capitulo 2

El fibrado normal al lugar de
contacto

Como sefialamos en el capitulo anterior, la propiedad geométrica mds reseniable de las
variedades con dual degenerada es el hecho de que por el punto general de X pasa un
espacio linecal de dimensién &, que es ademas un lugar de contacto,

Un instrumento natural para estudiar la posicién de esos espacios lineales en X es el
fibrado normal al lugar de contacto general, L, en la variedad X, que denotaremos Np/x.
El objetivo del capitulo que comenzamos es estudiar dicho fibrado normal, analizando
primero las consecuencias del hecho de ser el lugar de contacto un espacio lineal y después
las consecuencias de la existencia de un hiperplano tangente a X a lo largo de L.

Las propiedades que se deducen sobre ¢l fibrado A7, x de los hechos anteriores nos van a
permitir estudiar la estructura de la restriccion de dicho fibrado a una recta gencral de
L primero vy a un plano general de L después v dar resultados clasificatorios sobre dicho
fibrado para rangos pequenos. Estos resultados servirdn para clasificar variedades con
dual degencrada.

Abordaremos para esto el estudio de la cohomologia de los fibrados Ay, x (a), @ un nimero
entero, recordando resultados de Ein y probando algunos resultados nuevos, basados sobre
todo en aspectos geométricos asociados.

2.1 Restricciones sobre el fibrado normal al lugar de
contacto

Recordemos la definicién de fibrado normal a una subvariedad lisa Y de una variedad lisa
X.

Definicién 2.1 Sea X ¢ PN una variedad lisa y sea Y una subvariedad lisa de X,
Hamaremos fibrado normal de Y en X «al fibrado definido en la sucesién exacta:

0—=TY - TX|y - Ny/x -0

donde lu primera aplicacion es la diferencial de la inmersion de Y en X.

29
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on nuestro caso la vamos a atilizar para la subvariedad de X determinada por el espacio
lineal de dimensién &, P* = L ¢ X. lugar de contacto de un hiperplano general b ¢ X* y
X.

Observacion 2.2 Si tomamos X wvarieded con dual degenerada, h € X* un hiperplano
tangente general y L el lugar de contacto de X y H, podemos construir segin la anterior
definicion el fibrado normal al lugar de contacto, que denotamos Npx, por la sucesion
cracta:

0 TL— TX|, — Nyyx — 0.

Lag primeras consecuencias sobre M x del hecho de que L sca un lugar de contacto se
deducen de que L es lineal. La variedad X estd contenida en PV = P(V) y el Ingar de
contacto L es P(W) con W un subespacio vectorial W < V de dimension £ + 1.

De este modo el fibrado normal de L en PV es el producto tensorial V/W s Op(1),

Nyjan =V/W 2 Or(1).

Se tiene entonces la siguiente sucesion exacta de fibrados normales:

0 — NL/X -— V/I/V [X Of,(l) — X/Lr:-."\"[L —r 0 (2@)

Observacidon 2.3 Estudiando la sucesion (2.a), su dual y sus sucesiones largas de coho-
mologia, se obtiene:

i) El fibrado Ny x(—1) es un subfibrado del fibrado trivial V/W & Oy, (tomando sen-
cillamente el producto de la sucesién por Qp{—1)).

i) Bl fibrado N7, (1) es generado por secciones globales (tomando la sucesion dual de
la sucesion de 1)),

Y los resultados de anulacion:

i) H'(Nypyx{a)) = 0 para todo o < —2 (con la sucesién larga de cohomologia del
producto de la sucesion (2.a) por O (a}).

iv) H¥(N, f;xla)) = 0 pare todo a = —k + 1 {consecuencia dirccta del teorema de
dualidad de Serre).

Estas propiedades del fibrado normal al lugar de contacto establecidas en la observacion
{2.3) s¢ han deducido como decfamnos del hecho de que L es un espacio lineal contenido
en una variedad proyectiva X, de la sucesién exacta (2.a).
El scgundo hecho que debemos utilizar es la existencia de un hiperplano tangente a la
varicdad X a lo largo de L. es decir, L es un lugar de contacto general. Reproducimos
los argumentos de Ein [8] que extraen consecuencias muy interesantes de cste fenomeno.

X k r
Tomarmos /o general en X* v sca x gencral en ¢l Ingar de contacto L = P¥ de X y H.
Tomamos la seccion s € H*(Ox (1)) que define ¢l hiperplano H. Entonces el morfismo
que determina s,
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s:O0x(—1) — Ox,

factoriza por ¢l cuadrado del haz de ideales de L en X, esto es,

: \ 2
Por tanto s define una seccion global de dicho haz, s € H*(Z7,x(1)). Tomando el cociente
i x /T 4 /x» 5e puede construir por medio de s una scccion global del fibrado de potencias

simétricas S*{NF /x (1), que sobre cada punto es una forma cuadratica de rango maximo.
Los detalles de esta demostracién se pueden consultar en [8, thin. 2.1}

Una de las principales consecuencias que tiene el hecho de gue un espacio vectorial venga
dotado de una forma bilineal simétrica y no degenerada es la identificacion candnica que
se establece entre dicho espacio vectorial y su espacio vectorial dual:

Teorema 2.4 ([8]) Se puede cstablecer un tsomofismo simétrico entre los fibrados Ny x
Yy NE/X(I), esto es:

NL/X = NE/X(l)

Observacion 2.5 FEl isomorfismo del teorema (2.4) va o ser fundamental para nuestros
resultados clasificatorios, y contiene una doble informacidn:

i) El propio isomorfismo.
i) El hecho de que el isomorfismo es simétrico, es decir, viene definido por una seccion
global s € HY(S*(N7,)(1)).

Para ilustrar el hecho de gque ambas informaciones, (2.5.1) v (2.5.1i), son relevantes pode-
mos poner un ejemplo de un fibrado que verifica (2.5.1) pero para el que ninguno de
los isomorfismos que se pueden establece entre Nz x y Ny, x(1) verifican (2.5.i1) y que,
por tanto, no podra ser el fibrado normal al lugar de contacto de una variedad con dual
degenerada.

Antes damos la siguiente definicion.

Definicién 2.6 Un fibrado vectorial E sobre una variedad X se dice simple si no tiene
mds endomorfismos que las homotecias, es decir, si h°(FE @ E*) = 1.

Ejemplo 2.7 El producto tensorial del fibrado de 1-formas en el plano proyectivo y el dual
del tautologico, Qp2(1), es un ejemplo de fibrado con un dnico isomorfismo (salvo producto
por un nimero complejo no nulo) como en (2.4) y tal que h®(S?(Qz2{1)){1)) = 0.

Demostracion.
El fibrado €2,2(2) es isomorfo a Qp2(1)* por el isomorfismo habitual de multiplicacién [19,
pag. 127}
Por otro lado Qp2(1) es un fibrado simple [40]. Por tanto, se tiene que

P Qpa (1) @ (e (1)) = AO(Qpa (1) @ 2p2(2)) = 1
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Y con la habitual descomposicion como suma directa de formas simétricas v alternadas:

L= RO(SH( (1)) + BN (2 (1))(1)).

Como el fibrado A*(€p2(1))(1) es un haz invertible trivial, se concluye
RS (a(1))(1)) = 0,

como queriamos demostrar.
Este cjemplo lo podemos gencralizar de la siguiente manera.
2
Lema 2.8 Sea n un mimero par, entonces el fibrado N** Qpn(n/2) = QI';/ (n/2) es un
fibrado simple.

Demostracion.
Tomamos la sucesion tipo Euler [40, pag. 73):

0— Q7 (n/24+1) - 02 /2 +1) -0
, . . n+1
donde o es el ntunero combinatorio o = .
n/2+1

. . .. /2 . < s
Haciendo el producto tensorial de esta sucesion por Qp-ﬁ (n/2) sc obtiene la sucesion
exacta:

0 — QN n/2 + 1) @ Q2 (n/2) — Qpn/2)5 = QP (n/2+ 1) 0 QM2 (m/2) — 0
Por las férmulas de Bott [40] se tiene que

RO (2 + 1) @ QP (n/2)) = RO (/2 + 2) 0 QP (nj2 — 1))

Repitiendo de forma iterada este proceso con las sucesiones correspondicutes tipo Euler
2+ .
de gencracion por secciones globales de los fibrados € Zfr. *(n/2 + s+ 1) para sucesivos

valores de s obtenemos que :
WO(E2 (n/2+ 1) QM2 (n/2)) = B (U2 ()24 5+ 1) 0 Q2 (n/2— 5)) = WVHOUP) = 1.
Y de esta forma se concluye aplicando el isomorfismo habitual entre los fibrados Q;./z(n /2)

y Qi (n/2+1).

Observacion 2.9 Pam el fibrado del lema anterior Q"’/ {n/2) hemos comprobado que el

2 :
isomorfismo entre SZEH (n/2)* y Q;/L (n/2 + 1) es unico (siempre salvo producto por un

numero complejo no nulo) y viene definido por el morfismo de multiplicacion
2 n/2
QM2 & Qi — Qo

que es alternado cuando n/2 es impar.
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Por tanto los fibrados del tipo Qﬁiﬁz (2r + 1), donde r es un nimero natural, no pueden
ser el fibrado dual al fibrado normal a un lugar de contacto en una variedad de defecto
positivo.

Hemos comprobado en (2.7) que el fibrado £2:2{1} no verificaba (2.5.11) aunque si cxistia
un isomorfismo entre Qp2{1) v Qp2(1)*(~1). Sin embargo, si tomamos la suma directa
de dos coplas de este fibrado, Qp:(1) @ Qp2(1), podemos garantizar la existencia de un
isomorfismo sirétrico, pues podemos tomar el isomorfismo que permmta los suinandos, es
decir, que su matriz en un punto z de P? es de la forma

00 0 1
oo -1 0
Mi=1lg | 4 9

1 0 0 0

Este ejemplo tenfa que cumplir todas las propiedades para ser el fibrado normal al lugar
de contacto porque, como veremos mas adelante, es el fibrado N7,y al lugar de contacto
general L = P? de la grassmanniana de rectas en P*.

Y ademds observanios que este tipo de construceidn se va a poder hacer siempre que
tengamos un niunero par de copias del fibrado €2(1), es decir fibrados de la forma
p2{1)*?, con 7 un nimero natural (corresponderd, como se sefiala en la tabla final del
capitulo 3, a las grassmannianas de rectas de un espacio proyvectivo de dimensién par).

Sin embargo, en el caso que tengamos una cantidad impar de copias del fibrado ,2(1),
es decir, Q2(1)% L vamos a ver gque no podemos construir una dos forma simétrica.

En efecto, en un punto x de P? la matriz debe tener el aspecto siguiente:

My My e Mygery
M= : '
AJ(QT‘-FL)I Aff(ﬁr‘-&—l)? iﬂVIZr—%I(inﬁrl)
donde M;; es una matriz 2 x 2 formada por ceros vy M,; = —Mj; con i # j contiene ceros

en la diagonal principal y un nlero complejo y su opuesto en la otra diagonal.
EEn estas circunstancias se puede afirmar que el determinante de M es nulo.
En efecto, Namamos vy, al vector que tiene por coordenadas las entradas de la columna

21— 1-ésima v vy al vector que tiene por coordenadas las entradas de la columua 2¢-ésima,
y tomamos una combinacion lineal igualada a

2r+1,2

Z )‘ijvij = 0.

i,j=1
Dada la forma de las matrices M;; esta combinacion linecal se convierte en dos:

2r41

Zz\wl—()

1=1
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2r+1

Z Ay =0

i=1
fa primera involucra solamente a las coordenadas pares v la segunda a las coordenadas
Impares.
Finalmente tenemos dos sistemas de ecuaciones homogéneos de modo que para cada uno
de ellos su matriz de coeficientes es alternada y de orden impar, por tanto con solucién
no trivial.

De esta manera el fibrado §.2{1)%#*! 1o es candidato para ser el fibrado dual al fibrado
& I
normal al lugar de contacto de una variedad con dual degenerada.
- . . 2 .
Observamos que esta prucba se puede generalizar a los fibrados del tipo Q82 /2) )02+
I I g I P
col n/2 un munero iepar.

Resumimos en la siguiente proposicién los candidatos incluidos o excluidos para ser fibrado
normal de esta primera serie de ejemplos.

Proposiciom 2.10 Dado v un ndmero natural:

. 2 oy . .o

i) Los fibrados Q% {n/2)%" gerifican las dos condiciones de (2.5).

.. -~ {2 T . [ - . P

ii) Los fibrados QL2 (n/2)%2%Y gerifican la condicion [2.5.i) pero no la condicién
(2.5.4i) cuando n/2 es un numero impar.
Y por tanto los fibrados de i1} no pueden ser ¢l fibrado dual al fibrado normal al lugar de
contacto general para una variedad de defecto positivo.

El isomorfisio de (2.4) estd recogiendo informacion proveuiente del hecho de que L es un
lugar de contacto, es decir, que existe un hiperplano tangente a X a lo lago de L. En la
signiente seccidn vamos a extraer de forma sencilla algunas consecuenclas muy restrictivas
que se derivan de {2.4) y de las observaciones de (2.3) y (ue van a permitir reducir mucho
los posibles candidatos a fibrados normales al lugar de contacto en una variedad con dual
degenerada.

2.2 Estructura de la restriccion a una recta general

Tomamos i € X* general, L el lugar de contacto de X v H. asi como el fibrado normal
a dicho hugar de contacto en la variedad X, Ny X

Sea T una recta contenida en L, P! = T < L. Por el teorema de Grothendieck la
restriceion del fibrado normal a T escinde completamente como suma divecta de haces
invertibles, a saber:

* ek T T T T
L/,-‘('T - 11;1:1 C)T({I-1 ) a, S Gy § L Gy o+

Definicién 2.11 A la n—k-upla (af,...,al_,) sc le denomina tipo de escision del fibrado
& S . 1
Nijx enlarecta T.



2.2, Estructura de la restriccidn a utia recta general 35

Como el fibrado N} sx ©s un subfibrado de un fibrado trivial, se tiene que para cualquier

recta T C L los valores o de su tipo de escisién verifican a] < 0 para todo i.

Por otro lado, también para cada recta T C L, (2.3.i1) garantiza que a! +1 > 0 para todo

valor de 7 entre 1 y n — k.

Por tanto ! € {—1,0} para todo i. Y como el isomorfismo de (2.4} se mantiene al

restringir el fibrado a cualquier recta T C L, entonces la n — k-upla (al,...,al_,) estd
noE ceros v la misma cantidad de —1's para toda recta T C L.

formada por

Definicién 2.12 Sea E un fibrado vectorial sobre un espacio proyectivo P*. Se dice que
E es un fibrado uniforme si el tipo de escision de E en T es constante para toda recta

T C P

Por tanto se tiene el siguiente lema, donde el apartado iii) es un uso directo de la férmula
de adjuncién:

Lema 2.13 ([8]) De la construccion del principio de la seccion podemos deducir:

i) El fibrado NE/X es un fibrado uniforme y su tipo de escision es, para toda recta T

en L, lan—k-upla (—1,—1,... — 1,0,...,0,0) con ";k ceros y el mismo niumero de —1's.
i1) La dimension de X es congruente con el defecto modulo 2 para que %ﬁ sea un
nimero entero. Esto se conoce habitualmente como teorema de paridad.
it1) Si denotamos como Kx el haz invertible candnico, se verifica:
—n—k—2
2 )

Aparccen aqui algunas consecuencias geométricas:

Kx

L= OL(

Corolario 2.14 Sea X wuno variedad reglada sobre una curva, entonces kx = n — 2.

Demostracion.
Habiamos demostrado en el ejemplo (1.21) que kx > n — 2. Como la variedad es no
degenerada y el lugar de contacto se puede interpretar como la parte singular de una
seccion hiperplana se tiene que kx < n — 1. Finalmente como la igualdad kx = n — 1
contradice ¢l teorema de paridad se tiene ky = n — 2.

Corolario 2.15 Las superficies tienen defecto cero.

Demostracion.
Como k < dim(X) — 1 entonces k =0 6 k = 1, concluimos por el teorema de paridad.

Existia una prueba anterior a la de Ein del teorema de paridad, debida a Landman, basada
en formulas topoldgicas de la variedad X. También han demostrado previamente que las
superficics tienen defecto cero Griffiths y Harris [16] y Marchionna [34] (y por supuesto
el propio Ein).

Existe una abundante literatura de clasificacién de fibrados uniformes. Podemos citar
trabajos de Elencwagj [9], [10]. [12]; Ellia [13]; Drezet [5], [6]... Nos apoyaremos cuando
podamos en ella para determinar completamente el fibrado normal al lugar de contacto.

Finalizamos csta seccidn con una observacion sobre la estructura del fibrado Ay /x.
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Proposicién 2.16 Fl fibrado Nf/x se puede descomponer como:

" SRO NV ) . RO(AT
NL/,\’ = OL L/X Q} .II’ (E OL(*l) ah )("\L/’,\')

donde F' es un fibrado vectorial de modo que h°(F) = 0 y F ~ F*(~1) por un isomorfismo
SiMeLrico.

Demostracién.
Sabemos por (2.3) que N} ,x(1) es un fibrado generado por secciones globales. Del iso-
morfismo de {2.4) obtenemos que A7 x es un fibrado generado por secciones globales.
Si HY(N},x) = 0 la proposicién no dice nada.
Sea s € HO(N /x) 1ma seccién no nula. Dicha seeeién s determina entonces un morfismo
inyectivo

() — OL @NE/I\'.

Dualizando tenemos un morfismo sobreyectivo

NL/X — (O — 0.

Por tanto tenemos el siguiente diagrama:

0
!

¢
Tl

|
0 — Nl — OF* — Nyx — 0

!
Oy

1
0

se observa que la sucesién vertical es escindida y por tanto el fibrado Ay x escinde
NL/X =0 50,

con (¢ un fibrado sobre L.
Por otro lado por el isomorfismo de (2.4) se tiene que

Nijx = N7 jx(1) = OL(1) @ Gi{1).

Como la descomposicién de un fibrado como suma de fibrados indescomponibles es inica,
entonces se debe tener la descomposiciéon

Nijx = 0L &Gy 0y,

donde G es globalmente generado y Gy ~ G3{—1).
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Por tanto estamos de nuevo en las condiciones del comienzo: si G5 no tiene secciones no
nulas el proceso finaliza y si tiene secciones no nulas, podemos iterar dicho proceso hasta
llegar al momento en que
RPN ) DU AT

* __ CULAX . TS _ HhL L_\'}

L/X —OL %?F‘\I?OL( 1) /
y W F) = 0.
Se tiene finalmente que F =~ F*(—1) por la unicidad de {a descomposicién y el isomorfismo
es simétrico porque es la restriccion del isomorfismo de partida.

Pasainos en la préxima seccion, a estudiar la cohomologia de los productos tensoriales del
fibrado N}, por los haces invertibles Oy (a} con a un nimero entero.

2.3 La Cohomologia del fibrado normal y sus twists

El fibrado que estamos estudiando, A} /x: 881D fibrado definido sobre un espacio proyec-
tivo de dimension &. Para el estudio de los fibrados vectoriales sobre un espacio proyectivo
resulta muy \til conocer las dimensiones de los C-espacios vectoriales de cohomologia de
los distintos twists' de NE/X, es decir, h*( f/x(j)) con (i,5) € N x Z.

La sucesion espectral de Beilinson [40], de ahora en adelante BSS, es el instrumento
ftundamental que vamos a usar para traducir esta informacién de la cohomologia del
fibrado en condiciones que permitan estudiar la posibilidad de existencia del fibrado v
determinarlo completamente en algunas ocasiones,

Recordamos el teorema de Beilinson:

Teorema 2.17 (Beilinson) Sea E un fibrado vectorial de rango v sobre P*. Entonces
hay una sucesion espectral EUY cuyo primer término es:

EYT = HY(E(p)) © Qpf (—p)

que converge a ;
i E s (= 0
E‘{n si i #£0

en el sentido de que B = 0 sip+q # 0y de que ©F_ EZPP es el haz graduado asociado

a una filtracidn de &,

Nos gustarfa entonces conocer el aspecto de £4*% en el caso en que el fibrado que estamos
estudiando sca el fibrado conormal a un lugar de contacto general A} X

Observacidn 2.18 Aplicando el teorema de dualidad de Serre para calcular la dimension
h' (N7, x(J)) obtenemos:

"Preferimos la palabra twist a su posible traduccion como retorcimiento cuando nos referimos a los
productos tensoriales por Opx (a)
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RN x (1)) = B (Wyx (=5 — k= 1)) = 57 rix{—=7 = k)
por tanto el término £V de la BSS del fibrado N, tiene un aspecto bastante simétrico.
De hecho, si coleccionamos en un cuadrado k x L los nameros correspondientes a las
dimensiones BP(N},x(q)). con (p.q) € [0,p] x |-k, 0] C Z x Z, que aparecen en E79, se
tiene que dicho cuadrado permanece igual tras hacer la composicion de la simetria con
respecto a la diagonal p-+ g = —k y la simetria con respecto o la diagonal p + q = Q.

En uno de sus trabajos sobre variedades con dual degenerada, [8]. Ein ha estudiado
las propiedades de la proyeccién de X — L desde un lugar de contacto general L sobre
un espacio lineal de dimensiéon complementaria. Para extender a toda la variedad esta
aplicacion hay que efectuar una explosidn de X a lo largo del lugar de contacto (que
por el teorema de paridad siempre tiene codimensién mayor o igual que 2). En esta
explosion aparece de forma natural el fibrado Nj/x como el fibrado vectorial cuyo fibrado
proyectivo asociado da el divisor excepcional de la explosidn. En este cstudio, para algunas
variedades de defecto positivo, se puede dar un resultado de anulacidu de la cohomologia
del fibrado norinal, apoyado en resultados de relacion de las cohomologias de variedades
birracionalmente equivalentes.

El resultado es el siguiente:
o

Teorema 2.19 ([8]) Sea X < PV variedad proyectiva lisa con dimension n y defecto k,
tal que el haz invertible canonico Ky e¢s Ox(b), b un nimero entero y de manera que se
da la desigualdad ﬂ:%‘——é < 0. Podemos afirmar:

i) HY{N7 x(a)) = 0 para todo a < 0.

) H*(NTx(a)) = 0 para todo a > —k.

iy, H’(Nj‘/)( (a)) =080 <i <k ypara todo a > L'zifﬁ

w) H'(Nf jx(a})) =0si0<i<hkypa

Este teorema de Ein nos da, bajo ciertas condiciones, la anulacién de la cohomologia de
distintos #wists del fibrado conormal. Esta senialando que la BSS en estos casos solo va a
tener una cantidad pequena de columnas con elementos wo nulos en su correspondiente
término BP9 que npecesariamente, por la simetria de EVY sefialada en la observacion
anterior, ha de corresponder a las columnas centrales.

Nos gustaria sefialar que el teorema de Ein tal v como cstd escrito en [8] es incorrecto
presentando algunos problemas en el caso (n — 3k — 2)/2 = 0.

En efecto, en la demostracion que en el trabajo de Ein se propone hay una imprecision
pues la anulacién de h*{N7 /x) e garantiza por ser menor o igual que la suma de otras
dos cantidades, qiic no necesariamente son ambas nulas {con la notacién alli sugerida,
RY{O4(0,2)) no es necesariamente nulo) [8, lemma 4.3].

De hecho la seccion por dos hiperplanos de la variedad espinorial 9y {como se puede ver
en la Hsta del final del capitnlo 3) tiene dimension 8, defecto 2, y h(N] ) = 1.

Fl lema siguiente se demostrard como un instrumento muy fitil para traducir esta infor-
macion en los resultados de clasificacion:
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Lema 2.20 Sea E un fibrado wvectorial sobre P* y P su polinomio de Hilbert, es decir
P{in) = Z?Zl,(—l)th(E(m)), entonces se sigue que:

k .
k(B = S () Pk )
=0 J
donde rk(E) es el rango de E.

Demaostracion.
Por la convergencia de la sucesidn espectral de Beilinson de £, y del hecho de que £, =
E, va que en ELY| todas las aplicaciones son nulas, se tiene la siguiente igualdad para
el rango de B

rk(E) = Z Z(—l)"“rk(E;’ifd-

—p=0g=0

Como cada término de la sucesion espectral de Beilinson sc construye del anterior tomando
cohomologia, entonces:

koK k&
Yo (ITER(ETL) = Y0 Y (- 1PTIrR(E])
—p=0g=0 —p=0q=0

para todo enterc positivo j.
Aplicando recursivamente esta igualdad desde j = 1 hasta & + 1 y observando que en el
término B de la sucesién espectral de Beilinson se tiene la igualdad:

1 s

k() = (£ ) i(E)

con lo que se concluye la igualdad del enunciado.

Otra sencilla prueba del lema se puede hacer tomando restricciones consecutivas de E{m)
a los diferentes subespacios lineales de P*, esto es, P*°1, P2 . PV y calculando el
polinomio de Hilbert por medjo de las correspondientes sucesiones exactas:

0— BEla— 1) — Ea)

pe — E(a)lpser — 0.

La forma de usar este lema serd convertir los resultados de anulacién de (2.19) en una
ecuacion diofantica que involucra al rango del fibrado normal y a unos ciertos nimeros
combinatorios. Si podemos demostrar la no existencia de soluciones de dicha ecuacion
estaremos ante la imposibilidad de existencia del fibrado que tratamos de estudiar.

Profundizaremos en la siguiente seccién en las informaciones geométricas acerca de las
variedades con dual degenerada que se pueden extraer de la cohomologia del fibrado
Nisx (v viceversa).
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2.4 Geometria y cohomologia

En esta seccion vamos, en priter lugar, a extender los resultados de la proposicidn (1.2) del
trabajo [7] que permiten conocer informacién sobre el niimero de hiperplanos tangentes
a una cicrta subvariedad cerrada, conexa y reducida Y € X, a partir del mimero de
sccciones globales de la restriccién a dicha variedad Y del fibrado normal de X en el
espacio proyectivo ambiente.

Necesitamos la siguientes definiciones:

Definicion 2.21 Sea X C PV una variedad proyectiva lisa de dimensionn ¢ Y C X una
subvariedad de X. Defintmos la variedad de tangentes a X relativos a Y y la denotamos
T{Y. X} ala coleccidn de todos los espacios tangentes proyectivos inmersos a X en algin
punto y € Y, es decir,

T(Y,X) = U TX.y-

yeY
Definicién 2.22 Sea Ay = {(y,y): y € Y} C Y x X la diagonal relativa de ¥ en X.
Fn las mismas condiciones de la definicion anterior se define la varedad de secantes a X

relativas a Y y se denota S{Y, X) a la coleccion de todas las rectas secantes a X, esto es,
rectas que unen un punto de X y otro punto de Y, es decir,

S(Y. X) = U < Ty >,

(ry)eX xY -Ay

donde < x,y > denote la vecta que une x con y.

El resultado que anunciabamos al inicio de la seccién es el siguiente:

Proposicién 2.23 Sea X C PV una variedad proyectiva lisa de dimensionn ¢ Y C X
una subvariedad, conexa y cerrada. Son equivalentes:

i) dim(<T(Y,X)>)=N—s
i) WA ol (1) = 5
iii) Nypuly(—1) = O @ F, con F un fibrado de rango N —n — sy RY(F*) = 0.

Demostracion.
Extraemos del diagrama (1.a) la siguiente sucesion exacta:

0 -Gy 2 Ox&V — X/P.N(kl) ()
Por tanto Ay pa (1) es un fibrado generado por secciones globales. Los argumentos de
(2.16) dan la equivalencia entre ii) y iii}.
Sea el espacio lineal < T(Y, X) > el espacio de direcciones del espacio vectorial W, es
decir P(W) =< T(Y, X) >C PY = P(V). Podemos escribir el siguiente diagrama:
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?
0 — GXI}-’ — Oy & W - F

0 — Gy

Yy OYXJV - Nx/PN(“‘]-)!Y — 0

Oy R VIW = Oy g V/W

(

Por tanto el fibrado Ay pv (—1)|y escinde como suma de F'y Oy @ V/W, lo que demuestra
que RON3 v (1)ly) = N — dim(< T(Y, X) >).

Como hay nna aplicacion inyectiva N /BN (1)]y — Oy ®V™* entonces el espacio de secciones
globales de N)"‘(/P,\v(l)
escindidar

y se puede ver como un subespacio " de V* que da una sucesion

que permite construir un diagrama como el anterior, demostrando la inclusion

< T{Y, X) >C P(ker(V — U))

y por tanto la desigualdad de dimensiones

dim(< T(Y,X) >) < N — h'( v (1)]y ).
Esto demuestra la equivalencia entre 1} y ii).

Analicemos las consecuencias que tiene esta proposicién sobre el nimero de secciones
globales del fibrado A, 1/x. Para esto recordamos el lema de Terracini, que afirma lo
siguiente [52]:

Lema 2.24 Sea X ¢ PV una variedad proyectiva lisa y sea Y C X una subvariedad
irreducible de dimension r. Entonces se tiene una de las siguientes condiciones:

O dim(TY, X))y=r+nydim(SY, X)) =r+n+1;

i) T(Y, X) = SY, X)

Este lema sc puede aplicar en nuestro caso de forma muy simple. Tomamos X, H, L como
siempre v estudiamos T'(L, X): si se verifica ii) en ¢l lema de Terracini, entonces se tiene
la inclusion

X CS(LX)=T(L.X)CH

lo gque contradice que X sea no degenerada.
Por tanto estamos en el caso i) y hemos demostrado:
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N . " .
Lema 2.25 Sea X C P" wvariedad de defecto positivo y H y L come siempre, entonces
se vertfica:

dim(T(L. X)) =n 1 k.

Esta conclusion del lema de Terracini tiene consecuencias sobre el numero de sceciones
globales de N, x.

Lema 2.26 La dimensidn del espacio de secciones globales del fibrado Nyx verifica la
desiqualdad

h(}(N’L/X) 2 T,

Demostracion.
De la sucesién exacta:

0= Ny pw (Dl = OFYF = Npyx — 0

se obtiene la desigualdad

RN o (D)) 2 N — k= BN x)

P

Y como de la proposicion (2.23) se tiene que A%( <o (E) = N = dim(< T(L, X} >),
entonces, aplicando el lema de Terracini:

R Nyx) = dim(<T(LX)>)—k>n+k—k=n (2.5)

como gueriamos demostrar.

Corolario 2.27 $i h°(Ny,x) = n entonces T(L, X) es un espacio lineal de dimensiin
n+ k.

Demostracion.
Basta observar que en las hipdtesis del corolario las desigualdades de (2.h) se convierten
en igualdades.

Observacién 2.28 La cota sobre el nidmero de secciones globales es fina. Se alcanza,
como veremos mds adelante, en todos los ejemplos en los que dim(X) = dim{X™), como
la inmersidn de Plicker G{1,4) ¢ P*, la variedad espinoriol Sy © P y la inmersion de
Segre P' x P*~1 ¢ Pl

Ademas en estos casos se tiene un reciproco en cierto sentido. El primer dato que cono-
cemos en estas variedades es que n+ k= N — 1 y por tanto necesariamente lo variedad
de tangentes a lo largo de un lugar de contacto ha de ser lineal, pues estd contenido en
un hiperplano, T(L, X) = P"** a posteriori obtenemos que h'(Np,x) = n.

Podemos lanzar la siguiente pregunta:
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Pregunta: Sea X C PN wna variedad de defecto positivo, h € X* un punto general y
L = P* ¢f lugar de coniacto de X y H.

281 T{L, X) es un espacio lineal, esto es, T(L, X) = P, entonces necesariamente
hO(NL/x) =n?

;Y debe serm+k=N—-17

2.5 Estructura de la restriccion a un plano general

Hemos estudiado en secciones anteriores la restriccién del fibrado normal a un lugar de
contacto a una recta, dando interesantes resultados sobre dicho fibrado. Vamos ahora a
estudiar la restriceién a un plano general R = P? de L para lo que necesitamos que k > 2.
El objetivo fundamental serd usar dicha descripeién de la estructura de la restriccion a un
plano general de N7, x v los datos geométricos y algebraicos referidos a dicho fibrado para
eliminar un gran nimero de posibles variedades de defecto positivo, dada la imposible
existencia del fibrado A, /x asociado.

Antes de comenzar este estudio necesitamos las siguientes definiciones:

Definiciones 2.29 ([40]) Una ménada sobre P* es un complejo:

0— AB-2C =0

de fibrados vectoriales sobre P* tal que la sucesion es exacta en A y en C y tal que Im(a]
es un subfibrado de B.
El fibrado vectorial:

E = ker(b)/Im{a)

es la cohomologia de la monada.

Teorema 2.30 Sea X C PV una variedad de defecto positivo k > 2, h € X* un hiper-
plano tangente general y L el lugar de contacto de X y H. Sea R C L un plano general
en L, entonces el fibrado NL/)(}R tiene la siguiente estructura:

* ) ) £') &i}ho N* -l
L/’X'R = (’)R(_l)mho(’\/’wx“{} Mo OR (N7 xlm)

donde M es la cohomologia de una ménada del tipo:

G._Bhl(.w; xR

Op(— 1) Voo _L,q ()@ Wiy xlal) 2, 0

Demostracion
Bl isomorfismo entre Apjx = Ay, (—1) provenia de una seccién de S*(N7,)(1) de
rango maximo en cada punto. Por tanto la restricciéon a R de esa seccion reproduce el
isomorfismo, que naturalmente también es simétrico:

Niixle = Neyx (Ve
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Por otro lado el fibrado A} /Xl & ¢s globalmente generado por lo que razonando como en
(2.16) se tiene que el fibrado escinde como suma de:

’:P'h ( L/\‘I‘\)

Fixlr = Or(-1)"" WD o A 0,

Estudiamos la BSS del fibrado A4, gue tienc en su primmer paso ol siguiente aspecto:
) 1 I 1 o I

| v . Y bRt (\]f (w)
OR(*‘U BhUNT clr) AN QR(I) NG R0y g ORI N7 xla
0 — 0 —> 0

Y que por tanto estaciona en el segundo paso. Por la convergencia del teorema de Beilinson
se ticne el resultado.

Podemos dar alguna informacién adicional de dicha moénada.

Proposicion 2.31 Lo monada del teorema anterior se puede escribir:

OR(_l)-(th(.f\f"Ef_‘(\R)_Lgﬁ(1)@&1(A;"Z/Xr;{(—]))_f’)‘_}ofgh WEixla)

es decir,

Op(- "W Vil Ly () Wi sint-b

BRI . oL 7)
L

Demastracicn.
Por el teorema anterior M es la cohomologia de 1a ménada

RYNT ¢ lR)

Op(—1)7" Virslel L0yt Wipxlel-1h gL o

y M*(=1) es isomorfo a M por la unicidad de la descomposicion.
Este fibrado M*(—=1) es la cohomologia de la monada resultante de dnalizar y multiplicar
tensorialmente por Op(—1} la mdnada anterior:

(1) N ) L G Ry 8 o i)

Aplicamos la proposicion 4 de {2] v el isomorfismo entre M y M*{(-1),
oM — MH{-1)
extiende a un morfismo entre las ménadas, 1inico salvo

HOTY?(QR(1)®h1{NEf,¥!H("1J), OR(—l}‘Lh N/ x ’ff))

v salvo

sh! ¢
Hom(OK Wiyl S)H(l)bh Vigainl ]))) = 0.
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Por tanto la extension a la ménada es 1inica.
Lo mistmo se puede aplicar a h™! lo que uos permite concluir el diagrama:

Op(— D) Viplsl L, Qp(1)™H Viyxialz) o i

| |
h! )
OR(_ )un’a (\/Lj\fﬁ)) _fr_) (QR(l)(ﬁh {’\/”.,(JR ) ( 1) Lt) O]U: (N7 xla.
Y se conchuye por la proposicion 5 de [2] que indica que el isomorfisio f es simétrico.

Y entouces, por (2.10), se tienc el siguiente corolario.

Corolario 2.32 Como H es un isomorfismo simétrico h' (N, x|r(—1)) es un nimero
par.

2.6 Clasificaciéon hasta rango 10

El estudio que hemos hecho de la restriccién a un plano general del fibrado normal Ny, x
permite dar unos resultados de clasificacidn para rangos pequenos que seran luego funda-
nientales para establecer resultados de clasificacion de variedades con dual degenerada.

Notacién 2.33 Para sonplificar las notaciones entenderemos que el fibrado vectorial E
es la restriccion del fibrado conormal al lugar de contacto L de X y H (h general en X*)
a un plano general B C L, es decir:

o *
La siguiente observacion es una consecuencia directa del tipo de escision de E y de la

sucesion:

00— E— E(1) > 0572 g 05P72(1) — 0.

Observacién 2.34 Si H(E) = 0 se tiene que h°(E(1)) < 3rk{E)/2

Por otro lado, si RY(E) = 0, en la sucesién exacta de evaluacién de las secciones globales:
0— K — H(E1) 2Ok = E(1) —0

se observa gue h%{K) = h1(K) = 0.

Tomando entonces la sucesién de restriccion a T una recta en R, T C R, se obtiene:

0— K —K(1) > K(U)ly -0

lo que implica

RO(K (1)) = hY(K(1)]+).

Que viene a decir que ¢l mimero de —1's en el tipo de escisién de K en T no depende de
la recta T, lo que permite sacar algunos interesantes resultados:



46 _(_Dagitulo 2. El fibrado normal al lugar de contacto

Lema 2.35 Si HY(E) = 0 se ticne gue:
i) Si BOE(L)) = 3rk(E)/2 entonces E = Qp(1)®rHE)/2
i) Si h(E(1)) = 3rk{£/2) — | entonces E aparcce en una sucesion exacta del tipo:
O — E . O;;;l;I'k(E)/Qfl - O;{{JPA(E)/‘.Z—?(I) & OR(E) — 0

Demostracion.
De la sucesion de evaluacion de sccciones globales
0K — HYEQ1) 20— E(1) =0

obtenemos

RUKY = h'(K) = RY(K (1)) = AL (K(~1)) = 0.

Por tanto, para cada recta T C R, se tiene que #*(K|y) = 0. De modo que K| es un
fibrado de rango igual a rk(F)/2, y el tipo de escision verifica:

i) al < 0 para todo i
i) Xal =rk(E)/2

Por tanto K es uniforme de tipo {(—1, =1, —1, .... —1) y de la clasificacién de dichos fibrados
[10] se concluye que es necesariamente escindido como suma de haces invertibles:

F — O“(*l)rk(ﬂ)/?'.
Entonces la sucesién exacta. de evaluacion es:

0 — Op(—1)*E2  gOE(1)) @ Op — E(1) — 0

De modo que AYE) = 0 y por tanto la BSS es, en su primer término:

0 — 0 — 1)
0 — g’zﬂ(l)&)rk(E)/‘z =0
0 — 0 — 0
concluyéndose ¢l resultado i).
Para ver i) basta notar que el fibrado K es ahora uniforme de tipo (-2, -1, -1,.., =1} lo

que apelando de nuevo a los resultados de clasificacion de fibrados uniformes [10] indica
que el fibrado K es uno de los siguientes:
Grk(E)/2-2
IS., L { O[{(*l)lr (F3/ jw O}ﬁ(*g)
= \Erk(E) /23
Op(—1yFreE=3 4 Qp

Como H'(K) = 0, entonces necesariamente KX debe ser totalmente escindido. Dualizando
la sucesion y aplicando el isomorfismo entre £ v E*(~1) se concluye ii).

Y ya estamos en condiciones de dar resultados clasificatorios para los fibrados £ de rango
menor o igual que 10.
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e Rango 2. En cste caso se aplica la clasificacion de fibrados uniformes y obtenemos
dos posibilidades

Or(-1) O
E:{ Qu(1) i

Y como va senalamos el segundo caso no es posible, por tanto necesariamente el fibrado
es escindido.

¢ Rango 4. Entonces podemos tener:

2 E = (’)R(gl)ﬁw & O%ag
W(E) = 1 B = Op(—~1) & Qp(l) & O
G BUE()) =6 E = Qg(1)%?

La segunda posiblididad no es vélida, por tauto

m={ O
Qg(1)¢

e Rango 6. Entonces podemos tener:

E = Og(- 1)*93 @ 0F°
E = Op(-1)** & Qg(1) 4 OF
E =0g(-1)®Qr(1 )Wd;o
0 8 < hO(E(1)) <9

Considerando las posibilidades validas tenemos:

W(E) =

Op(—1)% & OF
E={ Op(~1)® Qr(1)* ¢ Ox
E:i

Donde £y aparece como nicleo en la sucesion:

0— Eg, —_ O&PB - OH(I) & OR(Z) — (.

Y hasta dounde estos métodos van sirviendo obtenemos los siguientes resultados:
¢ Rango 8. Donde se pucde tencr:

E = Og(—-1)% & 0F*
E=Op(-1)% & Q1) & OFF
E=0p(—1)" 3 Qg((1)% o 0F?
E=0g(—1)& Qr(L)® ¢ Op
E=0p{-1)®E; @Oy

L0 10 < RY(E(1)) < 12

Si hP(E) = 12 tenemos el fibrado Qp(1)%4.

RY(E) =

— R G
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0 — E} — O — Ox(1)™ & 0g(1) — 0.

Si h(E) = 10 tenemos dos posibilidades

0 — B — 0" — Ogp(2) & Or(2) — 0.

0 — E2 — OF'"7 - Op(3) 2 Op(l) — 0
Considerando las posibilidades validas:

@R(_I)iiid \JFO}?:I
Or(—1)%2 & Qp(1)%? & OF°
k= OR(“'l) Oy @ Op
E:
Qp(1)*

D

s Rango 10. En este caso se tiene:

.

5 B = O(~1)%" @ OF’

4 E=0p(-1% e Qr(1) ¢ OF

3 B = Op(—1)% 0 Qp(1)™ & 0@*

2 E=0x B Qe & 0%2
hU(E) — 12 b= ((9“(1 )()2 L } & Od)’

1 E=0x-1¢ Q,g(l)“ & O

1 E=0p(~1) T E & Og

0 12 < hY(E(1) <15

Si hP(E(1)) = 15. entonces F = Qg(1)%7,
{

Si h°(E(1)) = 14, entonces

0 — E} — OFY — Op(2) 9 Op(1)™ — 0.

Si A E{1)) = 13, entonces dos posiblidades:

0 — Eé — (9}:“1\;:1?’ — Or(3) @ OR('I)@Q — ),

0— E2— OF3 — Op(1) & Op(2)® — 0.

Si h%(E(1)) = 12, entonces tres posibilidades:
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0 — E2 — 03" — Og(2) a3 Og(3) — 0.

0~ ES = O3 — Qpld) — 0.

Por tanto se tiene que

OR(*l)ai Q) Oi5
Orp(—1)% & Qp(1)%2 & OF°
Or(—1) @ Q}{(l)”’j/1 @ Ogr
Oa(—1)"? & By & OF?
Of{(_ﬁl) & EQI? B Og
E i=1,2,6

2

En las préoximas secciones utilizaremos estas listas de fibrados para dar resultados de
clasificacién de variedades con dual degenerada.

La técuica de clasificacién de variedades con dual degenerada que vamos a desarrollar
a continuacién consistird primeramente en fijar n v & y por tauto el rango del fibrado
normal y la dimensién del espacio provectivo sobre el que se define.

Con dichos elementos fijados podemos usar:
i) el hecho de que este fibrado es uniforme y conocemos su tipo de escision;

i) si & > 2 las clasificaciones que hemos establecido hasta rango 10 de la restriccién
de N} ,x aun plano general;

i) los teoremas de anulacidn de la cohomologia de los fwists del fibrado Ny con-
tenidos en (2.19) y las condiciones que establecen por medio de (2.20}) y de la BSS
(planteamiento de una ecuacién diofdntica);

iv} consideraciones geométricas propias de las variedades con dual degenerada tra-
ducidas en condiciones sobre la cohomologia del fibrado Ay x. como por ejemplo (2.26);

¢ intentar cstablecer la no posible existencia del fibrado en cuestion (por tanto no existe
la variedad) o determinarlo completamente y tratar de dar informacion adicional sobre la
posible variedad.






Capitulo 3

Variedades regladas, secciones
hiperplanas y productos

En el capitulo que comenzamos vamos a describir el fibrado normal al lugar de contacto
gencral de variedades con dual degenerada construidas a través de otros ¢jemplos de
variedades con defecto positivo, a saber, secciones hiperplanas generales de variedades
con dual degenerada, productos de variedades, una de las cuales tiene defecto positivo y
mayor que la dimensién de la otra, o variedades regladas. En particular caracterizaremos
totalmente las variedades regladas en términos de su fibrado normal como las varicdades
de defecto positivo y estrictamente mayor que 1 cuyo fibrado A} /x escinde totalmente
como suma de haces invertibles.

Finalmente podremos presentar la tabla de todos los fibrados normales al lugar de contacto
de X v H hiperplano tangentc general para la lista de variedades con dual degencrada
conocidos,

3.1 Caracterizaciéon de las variedades regladas

Como va senalabamos al hablar de cémo deberia ser un resultado de clasificacion de
variedades con dual degenerada, éste debe reconocer las variedades regladas, que son
ejemplos qque van a aparecer para cualquier dimensién y defecto.

Este es el resultado central de esta seccién: caracterizar las variedades regladas como
aquellas variedades de dual degenerada cuyo fibrado normal al lugar de contacto escinde
completamente como suma de fibrados de linea, siempre en el caso de que el defecto sea
mayor o igual que dos, ya que el teorema de Grothendieck asegura esta escisién en el caso
de fibrados sobre una recta.

La demostracién de este teorema es esencialmente la propuesta por Ein en su trabajo
(7). Sefialar que la hemos simplificado introduciendo la caracterizacién de los espacios
lineales [47], [43] como aquellas variedades que contienen una familia de dimensién alta
de espacios lineales. Queremnos acentuar el papel fundamental en la demostracién de la
estructura del fibrado normal al lugar de contacto gencral Ny x, en la linea del enfoque
escogido para toda la memoria. El trabajo de Ein remarca més bien que, si el defecto de
la. variedad es grande en comparacion con su dimensién, la variedad ha de ser reglada;

ol
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bhasado en la estructura de los fibrados uniformes sobre un espacio proyectivo de rango
menor que la dimensién del espacio.

Teorema 3.1 Sea X C PV una variedad de defecto positivo k > 2, H € X* general y L
el lugar de contacto entre X y H. Fn estas condiciones son equivalentes:

i) X es una varieded reglada.
i) El fibrado Np/x escinde completamente como suma de fibrados de linea, es decir,

Npjx = Op(1)Fm*2 ¢ O{fn_km.

Demostracion.
Para ver la implicacién de i) a ii), recordamos del ejemplo {1.23) que el lugar de contacto
general [ csta contenido en una fibra F', que es un espacio lineal de dimension n — m,
F =P""" Entonces se tiene la sucesiéon exacta:

0 Npyp = Niyx = Npjx — 0

que se puede escribir:

0 — OL(I):'Enfmfk s NL/X N Ori)m — 0

Como ht(O1(1)) = 0 esta sucesién es escindida con lo cual:

. din—m—=~% O ‘
Nix = 0p(1) o OF (3.a)
lo que garantiza la implicacion de 1) a ii).
Antes de demostrar la implicacién de ii} a 1) vamos a incluir aqui el siguiente corolario,
consccuencia directa de la igualdad {(3.a).

Corolario 3.2 Si X es reglada sobre Y y dim(Y) = m entonces k = maz{0,n — 2m}.

Demostracion.
En efecto, recordamos que Ay x es un fibrado uniforme cuyo tipo de escision es (0,0,...,1,1)
donde hay (n — k)/2 ceros y el mismo niimero de unos. Entonces por la descomposicion
que senala (3.a} se tiene que n —m — k = (n — k)/2 lo que concluye que k = n — 2m.

Demostramos la ofra implicacion.

Tomamos z € L general y vamos a estudiar el esquema de Hilbert H, que parametriza
los espacios lineales S de dimension k en X que pasaun por 2. Como la cohomologia del
fibrado normal de L en X verifica:

h,O(NL/X wL,) = km

P Npyx ©T0) =0
n—*k

donde m = %5%, entonces ¢l punto [ correspondiente a L en H, es un punto liso del

esquema de Hilbert H,. Tomamos entonces la inica componente irreducible de 'H, que
contiene a I v la denotamos HY.
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Construimos ahora la siguiente variedad de incidencia:

I={(y.s)e X xH2: yeS§seH}-LX

Y la dimension de p(I) serd, con y general en la imagen:

dim(p(1}) = km + &k — dim(p *(y))

Ahora bien, la fibra general de p es

pT gy ={seH): T C S}

es decir el conjunto de espacios lineales de dimensién & de la familia que conticnen a la
recta que une T e Y.

Como para S general en HY el fibrado normal vuelve a escindir de la misma manera, se
tiene que, s1 Ty C S entonces:

HO(Nsyx @ Tag) = (k — 1)

h (N/x @ Tey) = 0

Por tanto tenemos dim(p(l)) = k(m + 1) — (k ~ I)m =k + m.

La variedad p([)} es entonces una variedad de dimensién & -+ m que contiene una familia
de dimensién km de k-planos por un punto. Tomando una seccién hiperplana general
M Ovp(D), que evite a z. x ¢ M, se tiene una variedad de dimension &+ m — 1, p(f) N M,
con una familia de dimensién km de k—1-planos. Como la dimensién de la grassmanniana
G(k—1,k+m—1) es km, entonces por la caracterizacion de los espacios lineales de [48]
se tiene que p(f) N M es lineal y por tanto también lo es p([I).

Finalmente tomamos la sucesion

0 = Npjpin = Nopx ~— Nynyxle =0

que se puede escribir

(b — OL(I)EDm - O[(i)%m & O%m — Np(])/_x‘,g —

De esta manera Npy/x|e es trivial ¥ como por hipétesis la dimensién de L es mayor o
ignal gue 2 se tiene [40, thm. 2.3.2] que N,/ x es trivial,

Por tanto existe un espacio lineal, p(1). de dimensién & +m en X de modo que Ny, x
es trivial, y asi X es reglada por [8, thm. 1.7}, va que n < 2(k + m) — 1 es equivalente a
n—2m—-—1>0yak>1L

Y se puede observar en general, para variedades que contienen espacios lineales cuyo
fibrado normal tiene una estructura especial, el siguiente corolario.
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Corolario 3.3 Sea X C PV variedad lisa de dimension n que contienc un espacio lineal
L C X de dimension k de modo que Npjx = OF" & Op(1)®™ yeonn—-2m—-1>0
entonces X es una veriedad reglada.

Demostracion.
Basta observar que la construccién que hemos realizado en la demostracién de ii) a i) no
ha utilizado mds que la cscisién del fibrado My /x.

Una vez caracterizadas las variedades regladas en términos de su fibrado normal, conviene
distinguir en dicho fibrado los dos procesos que hemos sefialado de construccidén de nuevos
ejemplos, esto es, las secciones hiperplanas y los productos.

3.2 Secciones hiperplanas

En esta seccién vamos a ver cémo se construye el fibrado My x en el caso de la toma de
secciones hiperplanas de variedades de defecto positivo . Buscamos maneras de reconocer
este proceso en ¢l fibrado normnal al lugar de contacto general, para encontrar la variedad
bésica que produce el nuevo ¢jeruplo, que serd la que intentaremos clasificar.

El resultado bdsico para csta primera parte es la siguiente proposiciéon que sirve para
establecer condiciones sobre una variedad de dual degenerada para poder ser una secciéon
hiperplana general de otra variedad de defecto positivo.

Proposicién 3.4 Sea X C PV y h € PV* un hiperplano general. Denotamos por Y la
seccion hiperplana XNH =Y. Sea hy € X* un hiperplano tangente general y L; el lugar
de contacto de X y H,. Y sea L = Ly N H el lugar de contacto de Y y HN H,. En estas
condiciones se tiene el isomorfismo

Niyx|o = Nyy

Demeostracion.
Tomamos el diagrama siguiente:

t 0

|

0 - TY — TPy - Nypn-r — 0

| I b
0 — TX'Y -— TPNI)' — Nx/pNIY — 0
Oy(1) = Ov(1)

b

!
NX/PN Iyl——bNy/pN-l Nblﬂzvﬁlp,'—g""NL/?N—l

Por tanto los isomorfismos:
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(W11
o

nos permiiten concluir con el diagrama siguiente:

0 — N[,/v - .N‘L/ﬂmu} — NY/P-N—I!L — 0

g i

Lo NLI/I‘PN’L - x/pNin o 7 0

0 — NLI/X

que muestra el isomorfismo entre N,y vy Np, x|z

Por tanto esta proposicién muestra que el fibrado My, en el caso en que Y ¢s una
seccion hiperplana de otra variedad con defecto positivo, es restriccion de un fibrado
sobre un espacio proyectivo de dimensién una unidad mayor al defecto de ¥ que cumple
todas las condiciones que se le pueden poner al fibrado normal al lugar de contacto de
una variedad con defecto positivo.

Definicién 3.5 Diremos que Y C PV es extendible (de forma lisa) si eziste X ¢ PV
: - : N= N
(lisa) que no es un cono sobre Y y un hiperplano G = PY ™1 € PV de modo que Y = XNG.
En estas condiciones X es una extension (lisa) de Y.

Una vez establecido el resultado para secciones hiperplanas generales, debemos tratar de
establecer un reciproco, en el sentido de preguntarnos cémo son las extensiones lisas de
variedades con duales degeneradas. Cuestionarnos si a su vez dichas extensiones tienen
defecto positivo y si los fibrados normales son entonces extension de un fibrado sobre un
espacio proyectivo de dimensién igual al defecto de la variedad de partida a un espacio
proyectivo de dirmensién una unidad mayor, con las condiciones del fibrado normal al lugar
de contacto.

Proposicién 3.6 Sea Y C PN ! una variedad de defecto positivo ky, H € Y* un hiper-
plano tangente general y L el lugar de contacto entre Y y H. Si existe una extension lisa
X CPY de Y de modo que X NG =Y, con G un hiperplano de P entonces:

Z) .II\",X = kly + 1,

i) el lugar de contacto general I es seccion por G de un lugar de contacto de X,

wi) el fibrado N x es la restriccion de un fibrado sobre P* 1 que cumple todas las
condiciones que se puedan poner al fibrado normal a un lugar de contacto general en una
variedad de dual degenerada.

Demostracion.
Supongamos primeramente que def(X) > 0.
Signiendo ¢l razonamiento de Holme [21] tomamos la proyeccién Il : PY* — ¢ — PO-D*
que asocia a cada hiperplano H del espacio PV el hiperplano de G resultante de tomar la
interseccion H NG,
Afirmamos que se tiene una aplicacién genéricamente uno a uno g : X* — Y™
En efecto, comprobemos en primer lugar que la imagen T (X ™) esta contenida en Y*. Sea
un hiperplano general by cn X*. Como kx es positivo se tiene que el lugar de contacto
de Hy y X cs un espacio lineal L; de dimensién positiva. Por tanto este espacio corta a
Y, con lo que H, es tangente a X en un punto y de Y y por tanto H, NG es tangente a
la variedad Y en el punto y.
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Veamos ahora que Il @ X* - Y™* es sobreyectiva.

Tomamos H en Y™ y por tanto H es tangente a Y en algin punto y de Y {recordar que
todos los puntos de Y™ son tangentes a Y, si son puntos lisos, a lo largo de un espacio
lineal de dimension igual al defecto, y si son singulares en nuna union de espacios lineales
de dicha dimensién). Tomando el hiperplano Hy =< H,Tx, > se tiene la anteimagen
buscada.

Veamos finalmente que es genéricamente inyectiva.

Sea h general en Y y L el lugar de contacto de H e Y. Supongamos la existencia de h
y he puntos de X* de modo que se verifique H, NG = H, NG = H. Por la proposicién
(2.23) sabemos que:

dim(< T(L,Y) >)=N—1-h" v (1)) = dim(< T(L, X) >}~ 1,

por lo que se tiene que < T(L, X) »>=< T(L,Y), Tx, > para cualquicr punto y de L. En
cualquier caso, como vimos en parrafos anteriores, tanto H; como H, son tangentes a X
en algin punto y; e ¥ de L. Por tanto

H =< HTx, >=<HTx,, >= H,

De este modo hemos comprobado que dim(X™) = dim(Y™) y por tanto que by = ky — 1.
Y ademds que el lugar de contacto general en Y es la seccion hiperplana de un lugar de
contacto en X.

Supongainos ahora que kxy = 0.

Debemos evitar la posibilidad de que una seccién hiperplana lisa de una variedad cuya
variedad dual es una hipersuperficie tenga defecto positivo.

Tomo el divisor signiente de la variedad conormal:

Pxiy ={{y. H)CPx: ycY}

de modo que es un divisor del sistema lineal |pj(Ox(1})|, donde p} estd denotando el
pull-back por la aplicacion py.

Afirmamos que Pxly esta contenido en el subconjunto de puntos a de Px de modo que
la dimensién de p; " pa(a) es positiva. Recordemos que, como kx = 0, pa es genéricamente
uno a 1uno.

En efecto, si tomamos {y, H;) € Pxly se tiene que H; es tangente a X en cl punto y. Por
tanto H; NG es tangente a Y cn 3. Como el defecto de Y es positivo [, NG es tangente
a Y alo largo de una subvariedad L' de dimension positiva, de la que podemos escoger
un espacio lineal I de dimension ky. Pero como vimos antes

< T(L,X)>=<T(L,Y), Txy >,

y por tanto H, es tangente a X a lo largo de L.
Tomamos la imagen por p; de Px|y, que ticne dimension:

dim(ps(Px|y)) =N —2— dim(p;  (F))
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con F' un punto general de la imagen. Por tanto, por lo senalado en el parrafo anterior:

dim{pa(Px

Por otro lado si un punto iy de X* es tal que el lugar de contacto de H, y X tiene
dimensién positiva, entonces dicho lugar de contacto corta a Y y entonces se tiene que

v SN =2 ky.

hi € po(Pxly)

Elegimos entonces una curva C en po(Pyx ) que no toque a pa(Pxly). Esto lo podemos
hacer, ya que podemos elegir un espacio lineal de dimension &y + 2 que corte a lo mas
en puntos a pa(Px|y) v eligiendo un hiperplano que no contenga a estos puntos, se tiene
una seccidn lineal con un espacio de dimension ky + 1 que no toca a pa(Px|y). Y como
ky > 1 esta seccion contiene una curva.

Entonces tenemos la siguiente interseccion:

Pxly Np, H(C) =0

lo que indica la anulacién del siguiente producto de interseccién:

Pi(Ox(1)) -p;(C) =0

Podemos aplicar la férmula de proyeccidn:

prp; (C) - (Ox(1)) =0

y obtener una contradiceion.

Corolario 3.7 Sea X € PV una variedad reglada de defecto positivo k> 2. S1Y es una
extension de X, entonces Y es una variedod reglada de defecto positivo.

Demostracion.
Basta observar que si un fibrado sobre un espacio proyectivo P* con k > 2 restringe
un fibrado escindido como suma de fibrados de linea sobre un plano de P* entonces es
escindido {40, thm. 2.3.2],

Podemos aportar un teorcma de extendibilidad que se deduce de esta proposicion.

Proposicién 3.8 Sea X C PV una variedad de defecto positivo y tal que el lugar de
contacto general verifica dim{L) > 2. Supongamos ademas que h°(Np x)) = n+a y

(N x(—=1)) = 0. Entonces X no puede ser la seccidn por a hiperplanos generales de
X, C PV

Demostracion.
Si existe tal X,, por la proposicién anterior, es una variedad de defecto positivo & x, =
kx + a.
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Tomamos L, el lugar de contacto general. Si h%(AN,/x (~1)} # 0 entouces por (2.16) el
fibrado normal A, ,x, admite una descomposicién como:

Nigix, = O, & F© 0, (1),

por tanto el fibrado Ny x(~1) = Ny, ,x, (—1)] tendria secciones globales, en contradicion
con la hipétesis.
De esta forma sc ticne la anulacién h°(N, Lo/X.(—1)) = 0.

Tomamos ahora la sucesion:

0— N[,H/Xa(ﬁl) — NLG/XL: — N]‘u--l/xa—l — 0
donde X,_; es nna seccidn de X, por uno de los hiperplanos que finalmente produciran,
por sccciones hiperplanas sucesivas, la variedad X.
Tomando la sucesion larga de cohomologia podemos afirmar

h’u(NLu/Xn) S }JO(NLu—l//\'u—] )

Pero este razonamiento se puede iterar tomando sucesivas secciones hiperplanas para
obtener:

hU(NL“/Xﬂ) < h,D(NL/X) =nt+a-—1
en contradicién con (2.26).

Esto muestra, mirando a la tabla de fibrados normales del final de la seccidon que los
siguientes ejemplos son no extendibles.

. P . C . .. . © .
Ejemplo 3.9 La inmersion de Plicker de la grassmannniana G(1,4) en P? y la variedad
espinorial Sy C P son variedades no extendibles de forma lisa.

Por otro lado también se puede ver su no extendibilidad de forma lisa como consecuencia
del teorema de las tangencias de Zak, ya que una extension suya debiera tener defecto
positivo y una unidad mayor.

Esto en lo que respecta a las secciones hiperplanas. Debemos abordar también la cuestién
de los productos de variedades con dual degenerada, que era la otra manera se construir
variedades de dual degenerada a partir de otras conocidas.

3.3 Productos de variedades con dual degenerada

Comenzamos con wn lema gque es una consecuencia geométrica de la proposicion (2.16).
Como sentaldbamos en el ejemplo (1.26} ¢l lugar de contacto de variedades con dual de-
generada construldas cono productos estd entonces contenido en un espacio lineal, que
es un lugar de contacto a la fibra general.
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Lema 3.10 Seca X C PV wna variedad con dual degenerada, sea un hiperplano tangente
H general y L el lugar de contacto que define; si existe un espacio lineal M de dimensidn
m de modo que L C M C X entonces se tiene la descomposicion

-ML/X = OfTﬂ_k o F P OL(l)E—ﬂnuk
donde F es un fibrado vectorial tal que F ~ F*{1).

Demostracton.
De la sucesion exacta

0 _f’NL/M(‘l) “*NL/‘X(“I) -’JM:WXJL('U — 0

se puede ver. tomando la sucesion exacta larga de cohomologia, el espacio vectorial
HONG, /M(—l)) como un subespacio de dimensién m — k de las secciones globales de

Nryx{(—1).
Cmk ~ HD(NL/M(‘U) - HO(NL-/X(—U)'

Se concluye entonces aplicando la proposicion (2.16).

Podemnos ahora describir la estructura del fibrado normal al lugar de contacto, que permita
determinar si la variedad en cuestion puede ser un producto de variedades una de las cuales
es una variedad de defecto positivo.

Teorema 3.11 Sea X C PV una variedad de defecto positivo k de modo que X C PV
es la tnmersion de Segre de un producto de una variedad lisa Y de dimension m y una
variedad F de defecto positiwo kg con m > kp. Sea h € X* general y L el lugar de
contacto de X y H,; y sea Ly el lugar de contacto de HN < F > con F, donde < F >
simboliza el minimo espacio lineal de PN que contiene a F. Entonces se tiene:

Nijx = 07" &Ny el © O (1)

Demastracion.
Tomamos la sucesion:

0 _')NL/Ll _>NL-/X _>NL1/XiL — 0

Como el fibrado Np/x es generado por secciones globales, también lo es el fibrado Ny, sx|r-
De esta manera la sucesion

0—%./\1},1/}:'

L HNLI/)([L —“NF/X[L — [

que se puede escribir

00— Ny pl = Noyxle = OF™" — 0

es escindida y se tiene que
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rm '\:f-NL]/; '1 (3.3))

Ahora, si multiplicamos tensorialmente por Of.(l) la sucesién dual de la sucesion inicial

0 —>N51/X|L(1) — E/X(l) — OVkF-k _

sc ticne la descomposicion

Lix () =Ny x Ll @ Ok —h

Dualizando (3.6), multiplicando por Op (1} y sustituyendo en esta 1ltima férmula nos da

[ On—D« m

Niyx = OPF 8 1) 9 Ny

Lo que concluye que krp — k = mn y la escisién del enunciado.
Esto nos permite probar la igualdad del ejemplo (1.24):

Corolario 3.12 Sca X C PV la inmersion de Segre de un producto Y x F, dim(Y) = m,
de tal manera que F' C< F > es una variedad de defecto positivo kp entonces def(X) =
maz{0, kg — m}.

Observando la demostracion del teorema, la dnica hipotesis necesaria es que el fibrado
normal de la fibra en X es trivial, por tanto, se tiene:

Corolario 3.13 Sea X una variedad de defecto positivo de modo que un lugar de contacto
4 q 4

general L estd contenido en ¢l lugar de contacto I de wno variedad Y contenida en X,

de modo que el fibrado Ny, x es trivial. Entonces se tiene:

NL/X — O"ﬂ]im([ -dim{Ly) o NLI/‘} l[ OL( )_{:ndim(L)—dim(Ll}

3.4 Ejemplos

Presentamos la tabla de los fibrados duales al fibrado normal a un Iugar de contacto de
una variedad de defecto positive X y un hiperplano tangente general, N} /x» Dara todos
los ejemplos conocidos de variedades con dual degenerada.

e Para las variedades regladas se tiene el resultado de escisidn como sutna de haces in-
vertibles demostrado.

e Para los ejemplos G(1,4) € PY y Sy € P se toma su BSS, v usando los resultados
de anulacién de cohomologia del teorema (2.19), se tiene que dicha BSS sélo tiene en su
primer término una columna con elementos no nulos, por lo que £ = E¥4 y se puede
determinar completamente el fibrado A} /x> que es respectivamente Qe (1)®2 y Q§1(2)

e Para las grassmannianas G(1, 2 ) C PV se puede hacer ¢l signiente razonamiento que
7
concluye en que A7 /X = Qpa(1)57/2
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Como L es un plano en G{1, 2r) entonces, interpretando los puntos de la grassmannniana
como rectas en P27, dicho plano, o se trata del conjunto de rectas de un plano contenido en
P%" o se trata del conjunto de rectas por un punto en un espacio proyectivo tridimensional
de P*.

Si se diera el caso segundo, entonces L estarfa contenido en el espacio lineal de dimension
2r — 1 de la grassmanniana G{1, 2r) formado por las rectas que pasan por un punto. Por
tanto ¢l fibrado N7, tendria 2r — 3 secciones globales linealmente independientes,

De esta forma. aplicando (3.10) se tendria la escision:

— YR =3 oo Hidr—3
ix =007 R F @O (1)

Siendo I un fibrado de rango 2, que debe ser Qpz(1), (en otro caso N /x serfa escindido)
cue no es un candidato valido.

Esto conchive que L esta formado por las rectas de un plano.
3 ; o v 1 * — Gdn—2/2
Afirmamos que se tiene N, = Qpz(1)%7 22,

En efecto, s tomamos la subvariedad de G(1, 2r) descrita por las rectas contenidas en un
hiperplano de P*", G(1,2r — 1), esta subvariedad se puede ver como €] conjunto de ceros
de una seccion del fibrado cociente universal por lo que:

Nevor-1yaom)oas = Qp2{2)

Tomamos la sucesion:

00— N(_:(l.z)/a(L,:arA) - NG(1,2)/G{1,27-) s ArG['l.,Q*rﬁ]),/G(l_.Qr) Gy — 0

y por induceién sobre r la podemos escribir:
F2r—3
0 — 2 (2) — M;(l,z)/a(l.zr) — 252(2) = 0
que es escindida, lo que concluye la ignaldad de la afirmacién .

e Para calcular el fibrado conormal en el caso de las secciones hiperplanas de las variedades
anteriores basta tomar las sucesiones

0 “*NE/X(G —1) —"N’E/x(ﬂ') *"NE/X(Q‘F Diran — 0

y estudiar la cohomologia de los diferentes twists del fibrado A sxla+1)
En cada caso la BSS determinard completamente el fibrado.

LMH -

Podemos resumir en una tabla todos estos resultados:
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Variedad Dimension Defecto L X
G(1,2r) 2(2r — 1) 2 Qp2(1)T2—2
S, 10 4 (e (2)
S:NH 9 3 02:(2) & Qpa(1)
SyNnHNH 8 2 Opz & Qo2 (17 3 Ope{—1)
Py(E) n n — 2dim(Y) Op{-—-1)Edmi) g (f)}"fdfm(yy
Y= F  n= ditn(Y') + dim(F) | kp — dim(Y') ") Ni,eln @ O(}jdm’(ﬂ

X

1

1

T g 0, (1)




Capitulo 4

Clasificacion de variedades con
defecto cercano al maximo

En los capitulos que quedan vamos a mostrar como el detallado estudio que hemos hecho
en las pdginas anteriores acerca del fibrado normal ofrece resultados clasificatorios sobre
variedades con defecto positivo.

Inspirados en el teorema de las tangencias de Zak, resulta natural agrupar las variedades
con dual degenerada en conjuntos de variedades donde se verifica la igualdad de dimen-
siones dim (X} = dim(X*) — p, con p un nimero entero. Dicho teorema de las tangencias
mucstra que p > 0 v Ein ha clasificado el caso extremo en que se tiene p = 0, bajo la
hipétesis adicional de que n < 2N /3. Podemos decir que estas variedades tienen defecto
mdzximo.

En cste capitulo nosotros clasificamos las variedades con dual degenerada que verifican
dim(X) = dim(X*) — 1, extensién natural de los teoremas de Ein, también bajo la
hipétesis adicional n < 2N/3. Llamaremos a estas variedades, variedades con defecto una
unidad menor que el maximo.

De la clasificacién para p = 1 se observa que el mismo tipo de técnicas se pueden aplicar
para el caso general dim(X™) = dim(X) + p. Demostraremos resultados de finitud para
los posibles valores de la terna (N, n, k) en cada grupo de variedades con dual degenerada
y no regladas de modo que dim{X) = dim(X*} + p.

Como aplicacion presentaremos ¢l caso p = 2 donde la clasificacién de fibrados del capitulo
2 permite excluir muchas posibilidades y determinar completamente otras. La clasificacidn
que concluimos en este caso no serd completa y en el final del capitulo se presentan las
razones que lo impiden.

4.1 El teorema de las tangencias de Zak

Recordamos en este primer momento el teorema de las tangencias de Zak, que va a
permitir agrupar las variedades de defecto positivo de forma natural en funcién de la
diferencia entre la dimension de la variedad dual y la dimensién de la propia variedad
dim{X™) — dim(X) = p.

63
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v N . . . .
Teorema 4.1 ([52]) Sea X C PV una variedad proyectiva lisa no degenerada de di-
mension n. Sea H un k-plano con N =1 > k> nysecaY = {r € X : Ty, C H}
el conjunto de puntos donde H es tangente a X. FEn estas condiciones se tiene gue

dim(Y} <k —mn.

Podemos aplicar el tcorema de las tangencias a H € X* hiperplano tangente general a
o N - )
una variedad X C PV de defecto positivo k., se muestra:

E<N-n—1

lo que es equivalente al hecho

dim{X") > dim{X).

Y dada esta desigualdad, resulta natural tratar de clasificar el caso extremo en el que se
tiene la ignaldad dim(X*) = dim{X).

Este problema lo abordé Ein dando el siguiente resultado de clasificacién. bajo la hipdtesis
adicional n < 2N/3.

Teorema 4.2 ([8]) Sea X < PV una variedad proyectiva lisa no degenerada de di-
mension n, conn < 2N/3, y dim(X} = dim{X*). Entonces X es una de las siquientes
variedades:

i) La inmersion de Seqre P! x P71 < P21
‘e . .. - (

i) La inmersidén de Plicker G(1,4) «— P".
1) La variedad espinorial Sy« P,

Merece la pena resaltar que si X* es una variedad lisa entonces, por el teoremma de
bidualidad, podemos aplicar el teorema de las tangencias a X* y obtener la igualdad
dim(X) = dim{X™). Por tanto esta clasificacién es completa (salvo la hipdtesis n < 2N/3)
para las variedades de dual degencrada con variedad dual lisa.

Sobre la hipétesis n < 2N/3, cabe mencionar que estd relacionada con la conjetura de
Hartshorne sobre intersecciones completas, a saber,

Conjetura de Hartshorne([18]) Sea X < PV una wvericdad proyectiva lisa. Sin >
2N/3 entonces X es una interseccidn completa.

Por tanto, de ser cierta la conjetura de Hartshorne, conio las intersecciones completas
tienen defecto cero, tanto la clasificacion de Ein como las que presentaremos ahora serian
completas.

En las proximas secciones extendercmos los trabajos de Ein y estudiarcmos variedades en
las que se da la ignaldad dim{X™) = dim(X) +1 6 en general cada uno de los grupos que
van dando las igualdades dim(X*) = dimn( X} + p, con p un entero positivo.



4 2. Vanedados con defecto una umdad menor que el mammo 65

4.2 Variedades con defecto una unidad menor que el
maximo

En esta seccién clasificamos completamente las variedades donde se da la igualdad de

dimensiones dim(X) = dim(X*) — 1 bajo la hipétesis adicional n < 2N/3.

Como hablaremos a memudo de ellos, resultard cémodo dar la siguiente definicion:

Definicién 4.3 Definimos el conjunto S, como la coleccion de todas las variedades con
dual degenerada verificando dim(X™) = dim{X) + p.

Como el defecto de una variedad X es la dimension del Ingar de contacto entre X y un
hiperplano tangente general A € X*, que es la parte singular de una seccién hiperplana
tangente general, entonces £ <n — 1.

Por otro lado, por el teorema de paridad no se puede dar la igualdad £ =n— 1, con lo
que se tiene:

Primera cota: & <n — 2

Aplicando esta primera cota a una variedad X de modo que dim(X) = dim{X*} ~- 1, es
decir k = N — n — 2, se obtiene:

Primera cota en S;: n > N/2.
Si se da la igualdad n = N/2 entonces & =n — 2.

La siguiente proposicion es bien conocida (8] y se puede demostrar con técnicas de teoria
de adjuncién. Con las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores también se
puede aportar una prieha, de la siguiente manera:

Proposicién 4.4 5i X es una vartedad con defecto positivo y k = n — 2 entonces X es
una variedad reglada sobre una curva.

Demostracion.
Si & > 2 entonces, por la clasificacidn de fibrados senalada en el capitulo 2, el fibrado
N /x, donde L cs el lugar de contacto general, es suma directa de haces invertibles, con
lo que X es una variedad reglada sobre una curva por la caracterizacion de las variedades
regladas de (3.1).

Si & = 1 tenermos una variedad de dimensidn tres que contiene una familia de dimensién
tres de rectas.
En efecto, si L es nna recta de contacto general el fibrado normal es

Nijx = O & Or(l).

De este modo la cohomologia es

RY(Npix) =3

fll(NL/X) =
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Por tanto el punto correspondiente a L en ¢l esquema de Hilbert de rectas contenidas en X
es liso y, por los cdlculos de cohomologfa de arriba, X contiene una familia de dimensién
3 de rectas, parametrizadas por la finica componente H del esquema de Hilbert sciialado
que conticne el punto correspondiente a L.

En estas condiciones X verifica una de las siguientes dos posibilidades [43):

i) contiene una familia de dimensién dos de planos de modo que la recta
parametrizada por el punto general de M estd contenida en un plano de dicha familia
ii) es una cuadrica de P*.

Como las hipersuperficies tienen defecto 0, X est4 en las condiciones de i).
Sea T una recta general en H y un plano S en dicha familia de modo que T C S.
Tomamos la sucesién

0 — Nyys — Nyyx — Nyyx|r — 0
y se tiene que Ng/x es trivial. Por tanto X cs una variedad reglada sobre una curva [7).

Hemos demostrado por tanto:

Lema 4.5 Si X C P" es una variedad de defecto positivo tal que dim(X) = dim(X*)—1
y n = N/2 entonces X es una variedad reglada sobre una curva.

Comentemos brevemente acerca de la clasificacion de variedades regladas de codimensién
pequeiia.

Observacién 4.6 Por el teorema de Barth [18] sabemos que para ung variedad reglada
de dimension n la dimension del espacio ambiente N deber ser N > 2n — 1. En caso
contrario Pic(X) ~ Z que nos da una contradiccion.
Si se tiene lo igualdad N = 2n — 1 se puede probar (ver [26]) que le curva base debe ser
racional y, por el teorema del punto doble, que finalmente es la inmersion de Segre del
producto P! x P"! en el correspondiente proyectivo ambiente P*~,
Tamnbién se ha abordado el caso siguiente, X de dimensién n en P* y se ha demostrado:
8i C es racional y la inmersion de X no degenerada, cntonces X es una seccion
hiperplana de la inmersion de Segre de P! x P*~' — P21,
Si C es eliptica Ionescu ha construido ejemplos en todas dimensiones [22].
No se conocen ejemplos donde el género de C sea mayor que uno y se ha conjeturado que
dicho género estd acotado por uno [23]. Se ha podido demostrar en el caso en ¢l que la
dimension de X es dos [29], tres [51] y cuatro [23] y permanece abierta en el resto de las
dimensiones.

Podemos entonces, una vez comentado el caso n = N/2, abordar el paso siguicnte en el
que i > N—;—l-, que por ¢l teorema de paridad es e > 1+ -’g— El teorema de Barth permite
concluir que el grupo de Picard de X estd generado por Ox(1), con lo cual podemos
aplicar (2.13.iii) para obtener que el haz invertible canénico de X es

KX = OX("'N/z)v
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lo que implica que N es un numero par.

Ademds del resultado sobre el haz invertible candnico también se pueden aplicar los re-
sultados sobre la cohomologia del fibrado normal de (2.19).

Como la BSS del fibrado Ay, no puede tener todas sus columnas en E?" formadas por
ceros, se puede demostrar la segunda cota [8]:

Segunda cota: Sea X una variedad de defecto positivo y tal que Kx = Ox(b) con b un
nimero entero, entonces:

Lo que aplicado a nuestro caso da
Segunda cota en S;: n > 2(N —1)/3.

Y unido a la hipotesis n < 2N/3 establece que:

AN —1)/3<n<2N/3

Por tanto fijada N existe una nica n que verifica las desigualdades de arriba. Recordando
que N es un nimero par podemos distinguir tres grupos de variedades:

Primer grupo: N=6r -2, n=4r — 2, k = 2r — 2.
Segundo grupo: N =6r+2 n=4r+1, k=2r — 1.
Tercer grupo: N =06r,n=4r k=2r - 2.

con v un entero suficienteniente grande para que el detecto de la variedad, &, sea un entero
positivo.

Y como describiamos al final del capitulo segundo tenemos fijados el defecto k vy la di-
mensién rn, y por tanto el rango del fibrado A7 /x- Demostramos resultados de clasificacion
en cada uno de los grupos:

Teorema 4.7 Si X es una variedad proyectiva lisa. X C PV, no degenerada, de di-
mension n y defecto k. con la terna (N,n. k) en el primer grupo, (N = 6r — 2,n =
dr — 2,k = 2r — 2}, entonces r < 3.

Demostracion.
Como

n—3k—2 4dr—-2-6r46-2 2r+2
2 - 2 )
estamos entonces en condiciones de aplicar (2.19) y afirmar

= —r+1<0sir>1,

H(Nx(@) =0 si0<i<k a>25%=_—r42

H'(N7x(@) =0 si0<i<k a<i2=—y
De esta forma la sucesion espectral de Beilinson tiene el primer término E7Y con una
unica columna no nula correspondiente a p = —r + 1.
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En consecuencia E7Y = EP9, es decir, la sucesién espectral estaciona en el primer paso
con lo que

Nijy = H W (1 =) @ @ (r = 1)
vy por tanto
_ . 2r —2
Rango (N7;x)=2r > ( ) (4d.a)

r—1
Lo que muestra que r < 3.

Y la ecuacidn diofantica que se senalaba en el final del capitulo 2 es la numerada como
(4.a).

Teorema 4.8 En las mismas condiciones del teorema anterior, pero con la terna (N, n, k)
en el sequndo grupo (N =6r +2, n=4r + 1, k = 2r — 1), se tiene que r < 2.

Demaostracian.
En las condiciones del teorema se verifica

n~3k‘—2w4r+1—67'+3—~2
2 B 2

con lo que estatnos en condiciones de aplicar (2.19). Asi

=—r+1<{0s1y > 2

HY( E/,‘(((L)):O s10<i<k QZ#ZHT_FQ
Hl(NE/A(U‘)) =0 s10<i <k a < h-n —r =1

—_
Por tanto la sucesién espectral de Beilinson tendria EVY con dnicamente dos columnas
con elementos no nulos correspondientes a los lugares p = —-ry p = —r+ L
Por el lema (2.20) se tienc la igualdad:

. 2r—1
kN x) = (Y IPn) = P )
) ) 2r—1
Como rk(N} sx) = 2r 4+ 2, se tiene la desigualdad 2r + 2 = ( . ) v por tanto

necesariamente v < 2. 0

Teorema 4.9 Sila terna (N, n, k) es (6r.4r,2r — 2) con r un entero mayor o igual que
2, entonces r < 4.

Demostracion.

Como en los grupos anteriores se tiene la desigualdad
n-—3k—2 _
————2——:—T‘+2§032T22,

y por tanto podemos aplicar toda la informacién de los teoremas de Ein sobre la coho-
g * g . 9 10)-
mologia de N} y(a) recogidos en (2.19):
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Hi(NIf/x(a)):U si0<i<k a<it—_y_—1

Entonces la BSS del fibrado N} /x flene en su primer término sélo tres columnas con
elementos no nulos correspondientes a los valores p = —r, —r + 1, —r 4+ 2.

De la dualidad de Serre y el isomorfismo entre los fibrados Np/x v N, x(1) se puede
concluir la igualdad P{—r} = P(—r + 2).

Aplicando finalmente el lema (2.20)

% 42 = (=1)7(2 (QTT 2) P(—r) — (2?;"_“12) P(=r+1))

. . . .. 2r — 2 2r — 2
De este modo si encontramos un divisor comun g a los coeficientes - Yi o,

que no divida a 2r + 2 estaremos ante una contradiccidn.

Podernos utilizar un teorema de distribucién de nimeros primos debido a Nagura [39]
por el que para todo m > 25 existe un primo ¢ de modo que m < ¢ < (1.2)m. Es
una simple comprobacién ver que para v > 7 o r = 5 siempre existe un primo ¢ tal que
2 <g<2r—2.

BEste ¢ nos da la contradiccion.

En efecto, 2r + 2 = 2{r + 1). por tauto ¢ no divide a 2r + 2. Sin embargo

(QT — 2) _ (r—1Lrir+1)..(2r—=2)_ (Zfr — 2) N r{r+1)...(2r — 2)
T rir—1)(r—2)...1 r—1 (r—1){r—2).1

y por tanto ¢ los divide.

En el caso r = 6 se puede ver que 3 hace el papel de ¢ y por tanto r < 4.

Se trataria ahora de abordar en cada grupo los casos restantes, dando un resultado que
los clasifique.

Vamos a necesitar las siguientes definiciones:

Definiciones 4.10 Una variedad proyectiva lisa X diremos que es una variedad de Fano
st Ky ~ —iL con i un nimero natural y L un fibrado de linea amplio. Llamamos {ndice
de una variedad de Funo al mayor entero tal gue Kx ~ —iL con L amplio.

Diremos que es una vartedad de Del Pezzo st Kx = Ox(—(n — 1)L)
donde n es como siempre la dimension de la variedad.

Diremos que es una variedad de Mukai si Ky = Ox{—(n — 2)L).

Casos restantes del primer grupo.

En este grupo hemos demostrado que r < 3, como el caso r = 1 da defecto nulo debemos
estudiar los casos 2 ¥ 3.

e r =2 Con locual (N,n k)= (10,6,2) y Kx = Ox(-5).
Tenemos que h*(X, Ox (1)) = 11+ a con ¢ un entero positivo ya que X es no degenerada.
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Asi podemos calcular el gradeo de la variedad con el polinomio de Hilbert P del haz
invertible O, para obtener que deg X = 6 + a.

Basta observar:

P(X, Ox(1)) = h(X, Kx % Ox(6)) = 0 para todo i > 0 por el teorema de anulacién
de Kodaira, con lo que P(1) = 11 + a.

(X, 0x) =1y h{X,0x) = h" YX,Ox(~5)) = 0 para todo i > 0 por ¢l teorema
de anulacion de Kodaira y por la dualidad de Serre. Por tanto obtenemos que P(0) = 1.

RHX, Ox(=t)) = h"H(X, Ox(t —5)) que es nulo si t < 5y para todo 7. De este modo
Pty=0cont=—1,-2,-3, -4y —5.

Con estos datos podemos determinar completamente ¢l polinomio de Hilbert de X. El
grado de la variedad X es 6! veces ol coeficiente principal de dicho polinomio .

De esta forma podriamos conchuir que la variedad X < P es la proyeccién isomorfa de
una variedad de Del Pezzo de grado 6 + a. que no puede existir segtin la clasificacion de
Fujita [14], [15] de estas variedades.

o7 =3 Conlocual (N,n. k) =(16,10,4) v Kx = Ox(-8).

Como h*{Ox(1)) = 17 + a, a un entcro positivo, podemos calcular el grado de X como
en el apartado anterior, obteniendo deg X = 14 + 2a.

Asi tendrinmos que X C P'® es la proyeccion isomorfa de una variedad de Mukai con
Pic X ~Zvg=8+a.

Dicha variedad no puede existir por las clasificaciones de Mukai [35] v [36].

Casos restantes del segundo grupo.
En este segundo grupo tenemos dos posibles valores para el pardmetro v, r = 1,2, que
debemos analizar.

L 9 - .
Observacién 4.11 Como n > (N — 1) podemos asegurar que X es linealmente normal

[52].

er =1 Conlocual (N,nk)=1(8>51), Kx =O0x(-4) y deg(X) = 5.

Entonces, repiticndo las cuentas para el computo del grado como en secciones anteriores,
tenemos una varicdad de Del Pezzo de grado 5.

Segun la clasificacion de Fujita debe ser necesariamente una seccidn hiperplana de la
inmersion de Pliicker de la grassmanniana de rectas de un espacio provectivo de dimensién
cuatro, G(1,4) — P,

o 7 =2 Conlocual (N,n k)= (14,9.3), Kx = Ox(—7) y deg(X) = 12.
Tenemos entonces una variedad de Mukai con Pie X > Z y g = 7 que es necesariamente
[35], [36] una seccién hiperplana de la inmersién de la variedad Sy en P

En consecuencia, este segundo grupo aporta dos variedades de defecto positivo que son
secciones hiperplanas de variedades de defecto maximo clasificadas por Ein. Esto era de
esperar dada la siguiente observacion, consecuencia directa del hecho que el defecto en la
seccién hiperplana cae una unidad.

. . . . N— . - N
Observacién 4.12 Las secciones hiperplanas lisas Y C PV de una variedad X ¢ P/
de defecto positivo y tol que dim(X) = dim( X*)—p verificon dim(Y) = dim(Y*Y = (p-+ 1)
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Casos restantes del tercer grupo. En este grupo hemos demostrado que r < 4.

e r = 2. Con lo cual tenemos (N, n, k) = (12,8,2) v Kx = Ox{—6).

Ademads, por la observacion (4.11) X es linealmente normal. Por tanto tenemos una
variedad de Mukai de grado 10 y género 6, que no pucde existir, por la clasificacién de
dichas variedades.

e r = 3. Con lo cual tenemos (N,n, k) = (18,12,4) y Kx = Ox(—9) que vamos a
demostrar que no puede existir.
Como N, fx = Npix{—1) sus polinomios de Chern son iguales:

c(Nfx) = cNpx(—1))

de lo que se concluye que
¢ = —4h ¢y = ch® cy = (14 — 3e)n®

con h la clase de la seccion hiperplana de L y ¢ un entero cualquiera.

Por otro lado de (2.19) se ticne que el polinomio de Hilbert se annla en 0, P(0) = 0, vy
por tanto por el teorema de Riemann-Roch

ey = (91 ~ 1de + (1/2)c*)h*
lo que impone que ¢ sea un nimero par.

La condicion que establece (2.20)

6P(—2) —8P(-3) = 8§

se verifica automaticamente con dichos valores de las clases de Chern.
Por (2.26) sc tiene que h°(Np,x) > 12 con lo cual, por la anulacién de cohomologia que
determina (2.19)

P(1) = KON 5 (1)) = KON ) > 12.

Y calculando P(1) por el teorema de Riemann-Roch se obtiene que ¢ < 8.
Por otro lado ¢ debe ser mayor o igual que 6 [L1, cor. 2.12] y la igualdad se ticne cuando
N} x escinde como suma de haces invertibles, que no es el caso porque X no es reglada.

Por tanto ¢ = 8.

&*

Tomamos la restriccién de A ;x @ un plano proyectivo general T' de L y por el teorema

de estructura (2.30) y la clasificacién de los fibrados de rango 8 sobre P del capitulo 2 se
tiene

r/xlT =~ 0&2 & Qﬁff(l) = Oﬁ?zz(—l)

ya que el polinomio de Hilbert de la restriccion A/} x| vale:

PO)=2 P(-1)=-2 P(-2)=2
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Tomamos ahora las sucesiones

0 — N xlula = 1) = N7 g larla) = N xlr(a) — 0

donde M es un espacio lineal de dimension 3 general, tal que T C M C L.
Entonces se tiene:

hY(NY x|a(a)) = 0 para todo a < —1 porque N xI = Nipyy donde Y es una seccion
hiperplana general de X y por tanto una variedad de defecto positivo. Por dualidad de
Serve:

hz(NE/XJM (a)} = 0 para todo a > —3.
Por otro lado:

RN xlar{a)) = 0 para todo a < =2 por la anlacion de R (NG, lr(@)) = 0 para
todo a < —2.
Por dualidad de Serre:

R NT xlar(a)) = 0 para todo a > 1.
Y finalmente como el polinomio de Hilbert de la restriccién a M verifica que P(0) = 1,
se tienen dos posibilidades

WINT xla) = 1L, BN ) =0
h“(N}i/xlm) =2, h-l(N:/XiM) =1

Por tanto, o bien, ¢l primer término de la BSS del fibrado A/} / s |ar s6lo tiene en su primer

término elementos no nulos en la diagonal, con lo cual EfY = EP9 y se tienc:

Nipx I = Qs (1) © Q5s(2),

O bien EYY tiene el aspecto siguiente

Opa(—1)%% — 0 — 0 — 0
Om(—1) — Q5(2) — 0 — 0
0 — )] - Q]F‘” ( 1) — O[P‘S
0 - 0 - 0 - OF

Ahora las sucesiones:

0—= N xla—1) = N x(a) = Nxlala) = 0

y el mismo modo de garantizar la anulacion de diferentes C-espacios vectoriales de coho-
mologia muestran:

Ny = Q1) @ Q3 (3).

Podemos hacer ahora una explosién de X a lo largo de L. Siguiendo las notaciones de
Ein [8, lemma 4.2] denotamos p : X; — X dicha explosién y Oy, (a,b) el haz invertible
p*Ox{a) © Ox,(—bE) donde E es el divisor excepcional.
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Tomamos la sucesion exacta

0 Ox, (1,2) = Ox,(1,1) = Op(1,1) = 0

Como n — 3k/2 =0 < 1 entonces [8, lemma 4.2] se tiene la anulacién de H'(Ox, (1,2)).
Por tanto la sucesion larga de cohomologia de la sucesién de arriba nos da la designaldad:

R(Ox, (1,1)) = h°(Og(1,1)) = h°(N7, (1))

Y aqui tenemos la contradiccién porque h°(Oy, (1,1)) es la dimensién de los hiperplanos
que contienen a L, por tanto 14, y sin embargo h®{N} /x(1)) = 15.

o r = 4. Con lo cual tenemos (N, n, k) = (24, 16, 6).

La manera de razonar en este caso es esencialmente igual al anterior, por tanto no en-
traremos en nuichos detalles de esta demostracidn.

De nucve el isomorfismo N7, =~ Nyx{—1) y los resultados acerca de la cohomologia
permiten calcular las clases de Chern del fibrado conormal en funcién de un parametro y
obtener, con la misma notacion de antes,

. . 1
) = =bh ¢y =ch® cy={(30—4c)h? c¢;= (BT -9+ E<:2)ff*

3 50 802 17 5, 1.
o5 = (=297 +41¢ — 50‘2)11." cq = (TC - 2370 — —5(‘ + &¢ N pe
¢
También sabemos que ¢ > ( ;) =10 [11, cor 2.12] y la igualdad implica que Ny, x escinde

como suma de fibrados de linea. Como Afl*l (1} esta generado por seccionces globales ¢
debe ser 12.

Tomamos la restriceidon a un plano general.

Con los mismos argumentos que en el caso r = 3 podemos concluir que

Nl = O 0 Q2(1) & OF(-1).

Tomando las distintas sucesiones de restriccién se puede establecer que la restriceidén a un
P° general es

N = Q{1 & s (5) (x4).

Es facil ver que no hay ningin fibrado vectorial sobre P® con las propiedades requeridas
y cuya restriccidn a P es la senialada en {*¥).

Podemos resumir nuestros resultados en el siguiente teorema

g SV - . . .
Teorema 4.13 Sea X C P una variedad proyectiva compleja lisa y no degenerada de
dimension n e inmersa en BY . Asumimos que n < %N, que el defecto es positivo k y que

dim(X) = dim(X*) — 1, entonces X debe pertenccer a uno de los siguientes grupos de
variedades:

(1) Variedades regladas sobre curvas de dimension n en P*.

(1) Secciones hiperplanas de la inmersicn de Plicker G(1,4) C P* 6 de la variedad
espinorial 8y C P9,
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La demostracion de este teorema muestra en qué sentido el estudio del fibrado A, L/X
produce resultados de clasificacion. Se trata de imponer condiciones a las variedades con
dual degenerada para que el candidato a fibrado A7 /x © 10 exista (v por tanto no existe
la variedad), o haya una cantidad finita de posibilidades, desarrollando en estos casos
razonamicntos ad hoc para determinar la variedad o excluir su posible existencia.

Asi las condiciones de anulacion de cohomologia, traducidas convenientemente en condi-
ciones numéricas por (2.20) no permiten la existencia de la mayorfa de los ¢jemplos.

En los casos restantes del primer grupo (N,n k) = (10,6,2) y (N.n. k) = (16,10,4)
existen candidatos tinicos a N7 ¢, respectivamente Qg2(1)"? y 2,(2). Dichos candidatos
pueden apareccr ya que si tomamos la inmersion de pliicker de lag grassinaniana G(1,4) C

P? v damos una inmersién de dicho P? en un espacio lineal de dimensidn 10, esta inmersion
degenerada de G/(1,4) contienc planos L cuyo Ny es Qp2(1)%2. De igual manera, para
el segundo candidato podemos tomar una inmersion degenerada de la variedad espinorial

S, en P'E.

En los casos restantes del segundo grupo nos encontramos con las restricciones a un
hiperplano general de los fibrados sefialados arriba.

Finalmente no hay posibilidad de cxistencia de un fibrado candidato a N7 /x en los casos
restantes del tercer grupo.

Esto muestra que en los grupos siguientes se podrd aplicar esta misina estrategia, al menos
en lo que respecta a la eliminacion, por medio de una ecuacion diofantica de casi todas
las posibilidades.

4.3 Clasificacién para un valor general de p

Damos ahora yesultados para cada conjunto §,. Reproduciendo el tipo de argumentos que
se han hecho en la seccidn anterior, debemos ser capaces de demostrar que lag posibilidades
para la pareja (N, n) en uno de estos grupos S, son finitas. siempre que estemos tratando
con variedades no regladas.

Como X no es una variedad reglada, el fibrado normal no puede ser escindido con lo que
rk(NL /x) >k, ¥ por tanto aplicado a nuestro caso se obtiene:

n>2(N-p)/3

Por otro lado, imponemos nuevamente que n < 2N/3 con lo cual tenemos

2N/3 > n>2(N ~p)/3
es decir, si representamos en un plano coordenado las parejas (N, n), los posibles valores
de (N, n) para variedades en &, que no son regladas y con n < 2N/3 estdn en la region
B comprendida entre las rectas paralelas n = 2N/3 y 2(N — p}/3.
Para poder aplicar la informacion de la cohomologia de (2.19) necesitamos en primer
lugar que ¢l fibrado lineal canénico sea miultiplo de la seccién hiperplana, lo que podemnos
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garantizar, por el teorema de Barth, si n > 14 N/2. La recta n = 1 + N/2 divide a la
regién B en dos subregiones v la hipétesis del teorema de Barth se cumple para todos los
puntos de la region en que N > 4p + 6.

En segundo lugar necesitamos para (2.19) que se de la desigualdad
n—3k—2 <

2
lo que se traduce en n < 3(N — p — 1/3)/4. Esto se verifica siempre que N > 9p + 3.

0,

De esta manera si N > 9p + 3 estamos en condiciones de aplicar (2.19) y se tiene la
anulacion de cohomologia:

RNT x(a)) =0 si a>a;=(n—3k)/2
WNGx(a) =0 st a<ay=(k-n)/2.

Por tanto en estas condiciones el término EVY de la BSS solo puede tener clementos no
nulos en sus 2p columnas centrales ya que a; —ay = 3n — 2N +2(p+ 1) < 2(p+ 1).

Perok—2p=N-~1-n-3p> %N -~ 1 — 3p es positivo si N > 9p + 2 y por tanto hay
anulacién de todos los elementos de algunas de las columnas del término E7? de la BSS.

Ahora podemos aplicar cl lema (2.20) para obtener igualdades del tipo:

n—k:Zf_O(i‘)mi kparz; € Z
2
. P k :
n—k=3 o o )z kimparz; € Z
T2

Por tanto para tener una contradiccion como en la seccién anterior deberios encontrar un
nimero primo entre % +p—+1ykenel caso k par y entre k—;rl +p+1ykenelcasok
iinpar que no divida a {(n — k)/2.

Como % < % + p + 1 (respectivamente ”;k < %’i + p + 1) solo necesitamos, para
poder aplicar el resultado de distribucién de primos de Nagura, que 1.2(k/2+p+1) < k
(respectivamente 1.2((k +1)/2 + p+ 1) < k). Y esto significa k£ > 3p+ 3 (k > 3p + 6},
lo que ocurre sin < N —4p —4 (n < N —4p — 7). Es decir, cuando N > 12p + 12
(N > 12p 4+ 21).

Lo que queda enfonces demostrado se resume en el siguiente teoremna:

Teorema 4.14 Sea p un entero positivo fijado y el conjunto S, definido anteriomente.
Entonces el congunto de pares (N,n) corespondientes a variedades con dual degenerada
N . .. . . _

X C P de dimension n en el conjunto S, que no son variedades regladas es finito.

Para ilustrar este teorema de finitud podemos aplicar estas técnicas al caso p = 2. En
este caso, ademas es posible aplicar algnnos razonamientos particulares que permiten dar
resultados de no existencia mas alla de un mero uso de las condiciones que impone el lema
(2.20). Quedaran cn este grupo, a diferencia de cuando p = 0, 1, algunas variedades para
las que no podreinos probar su no existencia.
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Una de las diferencias més notables con los casos p = 0, 1 es la ausencia de una clasificacion
de variedades X tales que Ky = Ox(—{(n —3)).

4.4 Variedades con defecto dos unidades menor que
el maximo

Comenzamos reproduciendo los cdleulos de la primera cota.
Primera Cota: k < n - 2.

Que aplicada a nuestro caso en el que k = N - n — 3 da
Primera Cota para S;g: n > —\5-}1

Siose da la ignaldad n = N — 1/2 entonces & = n — 2 y tenemos por la proposicién (4.4}
una variedad reglada Sobr() una CUurva.

El caso n = N/2 contradice el teorema de paridad, por lo que la siguiente posibilidad es
n=N+1/2 esdecir k =n — 4.

Y de igual manera que en la scccidn anterior, también la siguiente proposicion es conocida
[32], aunque nosotros vamos a aportar una prueba que se basa en la caracterizacién de
Segre y Rogora de variedades con muchos espacios lineales.

Proposicién 4.15 Sea X C PV una variedad de defecto positivo bk =n — 4, entonces X
es una de las siguientes variedades:

1) una variedad reglada sobre una superficie,
i) la inmersidn de Plicker de la grassmanniana G(1.4) en P7,
1) una seccidn hiperplana de ii).

Demostraciin.
Tomamos k — 1 secciones hiperplanas generales de X v la variedad Y que construimos
tiene defecto 1 y dimensién 5

Si k=1, n=>5 entonces tenemos la variedad Y que conticne una familia irreducible de
dimensién 6 de rectas, va que, tomando un P! de contacto general se tiene

H(OF & Op (1)) = 6

WO @& 0 (1)%2) = 0

Por lo que el esquema de Hilbert de rectas en Y tiene una componente irreducible H que
contiene el punto correspondiente al P! elegido como punto liso. Por tanto se tienen las
siguientes posibilidades [43}:

i} Y contiene una familia de dimension 2 de espacios proyectivos de dimension 3.
ii) ¥ contiene una familia uniparamétrica de cuaddricas lisas de dimension 4.



4.4. Variedades con defecto dos unidades menor que el midximo 77

iii) ¥ es la seccién hiperplana de la inmersion de Plicker de la grassmanniana G(1, 4)
g
en P

1) X tiene codimensién menor o igual que 2.
Pademos excluir la posibilidad iv) porque las variedades de codimnension 2 [8, thm. 3.4|
tienen defecto ().
Quedan entonces por estudiar las posibilidades 1), ii) y ii1).

Si se da i) tomamos la siguiente sucesién exacta para L un lugar de contacto general de
X contenido en un M = P? de la familia que determina i):

0 — Ny = Nijx = Nayxle — 0

por tanto, el fibrado Ny x|r es un fibrado trivial de rango 2.
De este modo la segunda clase de Chern del fibrado Ny x|, verifica [11, cor. 2.12]:

CQ(NA.]/X) Z_ 0.

Ahora bien, dados dos espacios lineales de dimension 3 en X, digamos M, y M, gencrales,
ta interseccion de dichos espacios debe ser vacia.
En efecto, como la dimensién de X es 5, si dicha dimension es no vacia debe ser

2 > dim(M, N My) > 1.

Si dim (M, N M,) = 1 tendriamos una recta T = My N My de modo que para cada x ¢ T
se verifica que Tx . =< My, M, >, en contradiccién con el teorema de las tangencias de
Zak.

Sidim(M;N My} = 2 eutonces la interseccion es un plano MMM, =Ty = P?. Tomamos
un tercer espacio tridimensional de la familia, que denominamos M;. Necesariamente
My 0 M es un plano Ty, Se tiene que Ti3 # T1., porque en caso contrario todos los
espacios tridimensionales de la familia pasarian por un plano, lo que contradice el hecho
de que X es lisa.

Por tanto M, N M, M Ms es una recta Tiay = P

Por otro lado es claro que M; no esté contenido en < M), My >= P! En caso contrario
toda la familia deberia estar contenida en dicho P*. Por tanto, para cada punto z € Tias
se tiene que < M, My, M3 >C Tk, lo que da nuevamente una contradiceion.

Por tanto, podeinos encontrar dos espacios tridimensionales de la familia que no se cortan,
de modo que por la férmula de autointerseccidn:

co(Nuyx) < 0.

De este modo el fibrado Ay x es tal gue su segunda clase de Chern es nula y la restriccion
a una recta es trivial, se puede concluir entonces [11, cor 2.13] que el fibrado normal
es trivial. Por tanto por el teorema de Ein, tenemos una variedad reglada sobre una
superficie.

Si ocurre iii) entonces tenemos una familia unidimensional de cuddricas lisas. Tomemos
la recta de contacto general L y un punto x general en L.
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; . . . N .
Tomamos la subvariedad de X* formada por los hiperplanos de P gue contiencn e}
espacio tangente a X en z. La denotamos T

Tomamos la restriceién a los puntos lisos de T, de la aplicacion de Gauss de la variedad
dual

yx+ Ty, —sing(X") — G(N - 2, N)

Y Hamamos {7 a la imagen isomorfa en G(1, N) de v+ (T35, — sing(X*)).

Es decir estamos coleccionando los lugares de contacto determinados por hiperplanos
tangentes gencrales a X en z. Cada una de estas rectas de contacto determinan un punto
de ‘H v por tanto la recta de contacto general conteniendo a  estard contenida en una
cuadrica de la familia.

Un sencillo cdlenlo de dimensiones determina que el punto x esta contenido en una can-
tidad finita de cuddricas de la familia.

Y como {7 es irreducible. la recta de contacto general para un hiperplano tangente a X
en x estard contenida en una tnica cuadrica @, de la familia.

Como < T(L,Q,) >C< T(L, X) > cada hiperplano tangente a X en z contienc al P* que
expande (Q,. De esta manera Ty, =< (J, >= P*. Esto ocurre para ¢l punto gencral de
L lo que da una contradiceidon con el teorcma de las tangencias de Zak.

Concluimos el teorema observando que las posibles extensiones lisas de las variedades
regladas sobre superficies son necesariamente variedades regladas v las posibles extensiones
lisas de una seccién hiperplana de la inmersion de Pliicker de la grassmaniana G(1,4) en
P? deben ser la propia G(1,4), que es inextendible de forina lisa.

Por tanto hemos demostrado, volviendo a la clasificacion en S:

N . - . . .
Lema 4.16 Sea X C P una variedad de defecto positivo tal que dim(X) = dim(X*)—2.
Entonces se liene:

i) Sin= (N —1)/2 entonces X es una variedad reglada sobre una curva.
i) Simn = (N +1)/2 entonces X es una variedad reylada sobre una superficic.

. . ] . - Al .
Una vez estudiados los casos recogidos en el lema podemnos suponer que n > 14 = v por

tanto por el teorema de Barth podemos concluir que el fibrado candnico es:

Kx =0x(—n—k=2/2) = Ox(—(N +1}/2).
Por lo que necesariamente N ¢s un nimero impar.
Y nuevamente aplicamos la BSS v las condiciones de (2.19} para la segunda cota.
Segunda cota en Sy: n > 2(N — 2)/3.

De nuevo con la hipotesis n < 2N/3 tenemos

2(N —2)/3 <n <2N/S.

Por tanto en este caso, fijada N, existen a lo mds dos posibles valores de n que verifican
las igualdades. Ahora N es un entero impar, por tanto podemos distinguir los signientes
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erupos de variedades v los valores que debemos conocer para poder actuar como en ¢l
cago p = I:

 Grupo 1 Grupo 2 | Grupo 3 J Grupo 4 rGrupo 5

N 6r — 3 6r — 3 6r — 1 6r — 1 6r +1

n | 4r-2 Ar — 3 4r — 2 4y - 1 Ar

i o — 4 2r—3 | 2r—2 2r — 3 i — 2
(n —3k)/2 -7 +5 -7+ 3 -7+ 2 —r+4 —r+3
(k—~n)/2 —r —1 —r —r -7 =1 —r —1

Ky O(-3r+2) 1 O(=3r+2) | O(=3r+ 1) | O{-3r + 1) 8 O(-3r)
Cota r<g r<3 r <4 r<3 r <4

Donde de nuevo lag cotas sefialadas son consecuencia de la aplicacion de teorema de
Nagura de distribucidn de uimeros primos a la igualdad entera que propone el lema
(2.20).

Los casos restantes son:

Grupol [ Grupo2 | Grupo3 Grupo 4 l Grupo 5 |
(15.10,2) ©0.5.1) | (11.6.2) (11,7, 1) (13.8.2)

Kx =Ox(=T) | Kx = Ox(—4) | Kx = Ox(=5) | Kx = Ox(=5) | Kx = Ox(-6)
(21, 14. 4) (15,9.3) (17,10, 4) (17,11, 3) (19,12, 4)

Kx = Ox(-10) | Kx = Ox(-7) | Kx = Ox(=8) | Kx = Ox(~8) | Kx = Ox(-9)
(27.18,6) (23.15.5) (25,16, 6)

Kx = Ox(—13) Kx = Ox(—11) | Ky = Oy(~12)
(33.22.8) T

KX = OJ};(*IG) i

Donde las ternas representan los valores de (N, n, K).

Utilizando las clasificaciones de las variedades de Del Pezzo y de Mukal obtenemos la no
existencia de las posibilidades:

Grupo 2 con r = 2,3,

Grupo 3 con r =2, 3,

Grupo 4 con r = 2.
Y ademas que necesariamente el caso correspondiente al Grupo 5 con r = 2, es decir
(N,n k) = (13,8,2) y Kx = Ox(—6), se trata de una seccién por dos hiperplanocs de la
variedad espinorial §y C P*°.

En los casos restantes de los Grupos 4 y 5 obscrvamos que el rango del fibrado normal
al lugar de contacto general es 8 6 10 por lo que podemos tratar de aplicar nuestra
clasificacion de dichos fibrados de la seceién 2.

Si el rango del fibrado N} /x €s 8 entonces, al restringir a un plano general, tenemos las
posibilidades senaladas en el capitulo 2 para dicha restriccion.
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Podemos entonces calcular las clases de Chern y obtener (ver apéndice de caleulos en
Maple) tres posiblidades. Con la notacién E para N} sx restringido al plano escogido
tenenios:

1 — 4t + 8¢2
c(EY= {14t + 10t
1 — 4f + 12¢#7

Estudiemos el caso {17.11,3} (Grupo 4, r = 3).

Como N} /x esun fibrado de rango 8 sobre P* v cuya restriccion a un plano general tiene
sit polinomio de Chern entre las posibilidades de arriba, entonces, imponicndo la condicion
N} /x % Nipsx(-1) sobre las clases de Chern, obtenernos:

”

1 — 4t + 862 — 1088
c(E)={ 1 -4t + 10t — 1642
1 - 4f + 12¢2 — 293

Como n — 3k/2 = 1 entonces se tiene, aplicando (2.19),

W{NT/x (1)) = Oparai > 0.

Por tanto el valor de h®(N7} ,x(1}) coineide con el valor del polinomio de Hilbert del fibrado
I / + (1), ¥ lo podemos calcular por el teorema de Riemann-Roch ya que conocemos sus

clages de Chern.

Entonces

h”{N[_,/)() = 15, 105

respectivamente al tomar o £) como 1-48+8t2 - 1083, 1 —4¢+10¢2—16¢%, 1 4t +12¢% 2287,
Ahora tomando la explosion de X a lo largo del lugar de contacto L se tiene:

0— OXL(]-:?) — O}(L(l., }.] — 011(11) — 0

Y por la anulacién del teorema de Ein [8] se tiene que

hU(OF;(l, 1)) = hO(N[J/X) < }?-(](OXL(]., 1))

Ahora bien como X es linealmente normal por {4.11), 11 > 2(17 - 1)/3, entonces
%Oy, (1,1)) = 14. Por otro lado, por (2.26}, A°(Ny,x) = 11 que es por tanto, atendi-
endo a las posibilidades descritas arriba, 15. Obtenemos una contradiceion.

Este mismo tipo de argumentos permiten ver la no existencia del caso (19,12, 4). Para
esta variedad se tiene la igualdad n = 2(N — 1)/3 y si no fuera linealmente normal seria
una proyeccion de una variedad de Severt [52]. De la lista de dichas variedadesde se
concluyve que no puede existir.

Tomamos una seccién hiperplana gencral v tenerwos una variedad de defecto positivo
de tipo (18,11,3) y también linealmente normal (dada la anulacién de A'(Ox)). En-
tonces, para este caso (18,11, 3), el 1inico cambio con respecto al ejemplo anterior es que
Y Ox (1,1)) = 15, que también nos da una contradiccion.
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El caso (23,15,5) también lo podemos excluir.
En efecto, el fibrado N} /x Hiene rango 10. Entonces el polinomio de Chern de la restriccion
a un plano general de dicho fibrado, que denotamos E| es:

1 — 5t +12¢2
1 — 5t + 1442
1 — 5t + 1642
1 — 5¢ + 1842

e(E) =

. .. . . . 3
Aplicamos las condiciones del isomorfismo Np,x =~ N} / (1) en la restriccién a un P
general para determinar ¢z y los teoremas de anulacion de (2.19) y de nuevo el isomorfismo
para determinar ¢4 y ¢5 entonces (ver apéndice de cuentas con Maple)

1 —5¢ + 122 — 18#* + 21#* — 5t°
1 — 5t 4 1412 — 26¢% + 29¢1 — 17¢°
1 - 5¢ + 16t% — 341% + 41¢* — 25¢°
1 — 5¢+ 182 — 42¢% + 574 — 45¢4°

Por tanto de nuevo por el teorema de Riemann-Roch se tiene que respectivamente

o(E) =

hO{NLx) = 21,14,7,0.

Lo que da una contradiccion puesto que, por la sucesién de la explosion andloga a la de
arriba se ticne ANy x} < 18 (de nuevo X es linealmente norma} y por otro lado el lema
(2.26) ascgura que h°(Np;x) > 15, en consecuencia 21.

El caso (25, 16, 6) se puede abordar también asi. De nuevo X es linealmente normal pues
en ¢aso contrario seria una proyeccion de nna variedad de Severs, por tanto de la variedad
Eg C P [52]. Basta tomar una seccién hiperplana general v tenemos una variedad
(24,15,5). Entonces lo inico que varia con respecto al caso anterior es que en la sucesion
de la explosién la designaldad que se concluye es A°(NVp x) < 20, que también da una
contradiccion.

Y esto concluye la clasificacion que podemos establecer. Resumimos nuestros resultados
cn el siguiente teorema.

Teorema 4.17 Sea X C PV una variedad de defecto positivo y dimensidn n que verifica
que dim(X) = dim{X*) =2 yn < 2N/3, entonces X es una de las siguientes variedades:

i} Una variedad reglada sobre una curva.

it} Una variedad reglada sobre una superficie.

i) Una seccion por dos hiperplanos de la variedad espinorial Sy C P,

i) Una variedad de Fano de los tipos (15,10,2) Kx = Ox(=7),; (21,14,4) Kx =
Ox(—10); (27.18,6) Kx = Ox(=13); y (33,22,8) Ky = Ox(-16).

Terminamos ¢l capitulo expresando las dificultades que nuestras técnicas encuentran para
dar una clasificacion completa en S,. Las variedades que no podemos clasificar estdn en
el primer grupo. Aparecen tres tipos de razones:
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La primera dificultad consiste en que el ntinero de columnas con entradas posiblemente
no nulas en la BSS es grande, en este caso 5, por lo que la aplicacion del lema (2.20) no
es en absoluto restrictiva.

La segunda dificultad proviene del hecho de gue, en algynos casos, el rango del fibrado
normal es grande, por ejernplo 12 6 14, lo que nos imposibilita usar los resultados del
capitulo 2.

Y la tercera proviene del hecho de que verdaderamente pueda existir un candidato a
fibrado normal Ay x, por ejemplo en el caso (15,10, 2). En este caso el fibrado (p2(2)®1
verifica todas las propicdades para ser Ny, x v ademds tiene un mimero adecuado de
secciones globales. Si este ¢s el caso no sabemos descartar la existencia de dicha variedad.
Parece que podrfa ocurrir que la grassmanniana G(1,6) C P?° se pueda proyectar hasta
P de mancra que la proyeccidn es una variedad singular que contiene un plano en sn
parte no singular con dicho fibrado normal. Los razonamientos para poder excluir esta
posibilidad deberian usar usar que la variedad esta barrida por planos de este tipo y
concluir de ahi su singularidad.



Capitulo 5

Resultados de clasificacion para
ciertas variedades de Fano

El trabajo de Beltrametti, Fania y Sommese [3] contiene un resultado central en el estudio
de variedades con dual degenerada:

Teorema 5.1 Sea X < PV una variedad lisa coneza y sea f : X — Z el morfismo del
valor nef de X. Sea F una fibra general de f y m la dimensidn de Z. Son equivalentes:

i) el defecto de F' es estrictamente mayor que m
i) X es una variedad de defecto positivo
ii1) se tiene la igualdad de f(X) = def(F) —m > 0

Esto muecstra, citando a los propios autores del teorema anterior, que las variedades de
Fano son los building blocks en la generacién de variedades con dual degenerada, es decir,
el mortismo nef describe cada variedad con dual degenerada como una fibracion en la cual
las fibras son variedades de Fano con dual degenerada.

Nosotros hemos mostrado en sceciones anteriores como podemos determinar, observando
Ni /x. 81 la variedad puede o no ser nuna fibracion, o necesariamente se trata de una
variedad de Fano. El Lema (3.10) sciiala que si el lugar de contacto estd contenido en un
espacio lineal de dimensién mayor, lo que necesariamente ocurre si la variedad no es de
Fano, aparecen en el fibrado A}, x sumandos directos que son fibrados de linea triviales.

En el trabajo citado antes [3], en su 1ltimo pdrrafo, se plantean una serie de cuestiones
sobre variedades de Fano con dual degencrada, fundamentalmente en términos de su
posible existencia.

En este capitulo daremos respuestas a algunas de esas preguntas, determinando dimen-
slones maximas para ciertos grupos de variedades de Fano.

5.1 Relacidon entre el indice de las variedades de Fano
y el rango del fibrado normal al lugar de contacto

Sea X una variedad de defecto positivo, por el teorema de paridad podemos escribir

83
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E=n-—2m.

Si X es una variedad de Fano entonces

Kx =0x(-n—%t—2/2) =0x(—(n—m+1)}.

De esta manera ¢l indice de la variedad de Fano verifica

i(X)z2n—m-+1

Asi cuando m = 1, es decir & = n — 2, ya hemos visto que necesariamente X debe ser una
variedad reglada sobre una curva, por lo que no hay variedades de Fano en ese grupo.

Cuando m = 2, es decir k& = n— 4, va hemos observado la clasificacién dc estas variedades,
que son variedades regladas sobre superficies o variedades de Del Pezzo. La inica variedad
de Del Pezzo que aparece cs la inmersion de Pliicker de la grassmanniana G(1,4) en PV y
st seceidn hiperplana.

Cuando m = 3, es decir k = n - 6, podemos observar lo siguiente.

El fibrado normal Np,x tiene rango 6. por tanto podemos estudiar su restriccién a un
plano general v recordar los resultados del capitulo 2.

Observando los fibrados posibles de dicha clasificacidén e imponiendo las condiciones sobre
cl ndmero de secciones globales de My x v de anulacién de los teoremas de Ein. se obtiene
que para las variedades de Fano, la dimension de X verifica:

dim(X) < 10

El fibrado N}, no puede ser escindido, y el fibrado E tiene exactamente 8 secciones
L/ X I ;) :
globales, por tanto la variedad que lo pudiera tener como fibrade conormal no puede
extender a una variedad de dimension superior (3.8).

El tinico fibrado que permite alcanzar dimensiones superiores a 8 es entonces:

Op2(=1) & Q2 (1) & O,

El tnico fibrado sobre P* con las condiciones necesarias y cuya restriccién a un plano
general es Opz(—1) b Q52(1)%% 5 Opz es el fibrado Q2:(2).

Pero este fibrado no puede extenderse a P°.

Usando la clasificacién de variedades de Mukai se concluye que:

Proposicién 5.2 Sea X C PY wna variedad de defecto positivo k = n — 6 entonces X es
una variedad de uno de los siguientes tipos:

i) Una variedad reglada sobre una variedad de dimension 5.

i) Una fibracidn sobre una curva cuyas fibras generales son grassmannianas G(1,4) C
IPQ

. . . . - 15 ) o )

i) Una variedad de Mukas, que necesariamente serd S; C P o una seccidn por uno
o por dos hiperplanos de dicha variedad.
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Para los siguientes valores de 7n no hay resultados de clasificacion conocidos, fundamen-
talmente porque la Teoria de Adjuncién no ha ofrecido resultados en esos casos. En este
contexto el trabajo [3] termina con algunas cuestiones a las que podemos dar, con nuestras
técnicas, clertas respuestas.

5.2 Cotas para la dimensiéon de variedades de Fano
de defecto positivo en los indices siguientes

La altima pregunta que se plantea en el trabajo de BFS se descompone en dos:

Pregunta 1: ; Puede existir una variedad de Fano X con dual degencerada, dimension 13
y defecto 57

Pregunta 2: ;Pucde existir una variedad de Fano X con dual degenerada, dimensién 17
v defecto 77

Que se plantea en el contexto mas amplio de saber si, con excepeion de la inmersidn de
Pliicker de las grassmannianas G(1,2r) ¢ PM, existen variedades de Fano con defecto
positivo y m > 4,

En esta seccion podemos dar respuesta negativa a las dos preguntas planteadas e incluso
ir un poco mas lejos en la acotacion de dimensiones que se sugiere.

Para responder a la cuestion primera supongamos que efectivamente existe tal variedad.
Entonces al tomar tres secciones hiperplanas generales tenemos una variedad Y de di-
mension 10 y defecto 2.

El fibrado normal a un lugar de contacto general Ly de la variedad Y es entonces, segin
la clasificacion del capitulo 2, excluyendo que sea escindido (Y no cs reglada). una de las
cuatro posibilidades que alli se sefialan.

Cont los razonamientos del final de la seccidn 4.4 se concluye que el fibrado A, /x restringido
a un P! general de L es

J\[fohg,fl = Qp4(2) 67 Q]:S,H (4)

Y no existe ningin fibrado sobre P” en las condiciones que debe tener para ser fibrado
normal a un lugar de contacto, que restrinja sobre F* el fibrado Qp4(2) & Q3. (4).

La cuestion segunda se puede responder directamente como consecuencia del lema {2.20).
En efecto, como

n — 3k k—n
—=-2 =95
2 2
Entonces las finicas columnas que pueden tener entradas no nulas en en el prmer término
de la BSS del fibrado N} ;x corresponden a p = —3, —4. Por tanto la ecuacién diofantica

que se plantea es

rk(Ny x) = 10 = 35P(—4) — 35P(—3) = T0P(~4).
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Lo que resulta claramente una contradiccion.

Pero atin podemos mejorar algo la cota que se puede dar para estas variedades.
Supongamos que tenemos n = 16, k = 6.

De nucvo tenemos un fibrado de rango 10 sobre P°. Estudiamos la restriccién a un plano
y tenemos las posibilidades del capitulo 2. Necesariamente la extension de uno de estos
fibrados a un P° es:

®
L/X
que no se puede extender a P® con las condiciones que se tienen sobre A Ix-

Tenemos entonces, resumiendo, el siguiente resultado:

Teorema 5.3 Sea X C PV una variedad de defecto positivo:

Si Kx = Ox(—n+ 3) entonces dim{X) < 12.
St Ky = Ox(—n+4) entonces dim(X) < 15.

Y ademds en los casos extremos, a saber, dim{X) = 12, k = 4, Kx = Ox(-9) ¥
dim(X} = 15 k = by Ky = Ox(—11) podemos determinar con precision el fibrado
normal a un lugar de contacto general, que respectivamente va a ser

N {szw.:.(z) 4 5.(4)
LIX = 3 ¢ 7 O

SZ]’FEI(].) i{'} Q:P‘5(4)
Lo que nos da ciertas informaciones geométricas sobre estas varicdades (dimension del

ambiente, de las familias de espacios lineales en su interior...) aunque no permiten, con
nuestros conocimientos actuales, asegurar su no existencia.
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Apéndice de cuentas con Maple

Como ilustracién del tipo de calculos que se han hecho con el paquete Schubert del Maple
presentamos dos sesiones de Maple.

La primera estudia las clases de Chern de los fibrados de rango 8 candidatos a ser el
fibrado conormal a un lugar de contacto gencral N} /x- El estudio se hace de la siguiente
manera:

i) toma la lista de la pagina 46 y calcula las clases de Chern de las posibles restricciones
a un plano;

i) la restriccion a un espacio tridimensional tiene la tercera clase de Chern determinada
por el isomorfismo de (2.4);

ii1) al Hegar a un P? se imponen las diversas condiciones que hemos ido estudiando,
anwlacion de la cohomologia v namero de secciones globales, para determinar la cuarta
clase de Chern;

iv} esto determina completamente la restriccidon al plano y finalmente, analizando
las posibles extensiones a espacios proyectivos de dimension superior de dicha restriceion,
proporciona resultados de clasificacidn de variedades con defecto positivo que se han usado
en el capitulo 5,

La segunda sesién hace un proceso paralelo para los fibrados de rango 10.
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Sesién 1 de Maple

Fibrados de rango 8.



« with{gchubkert): #SESION 1: FIBRADCS DE RANGC 8%

« proj{2,h,all): #restriccidn a un plano#

« #cdlculo de las clases de Chern para los fibrados posibles (lista del
capitulo 2)#

« subs(h=1,chern(2*o+2* (tensor (dual {tangentbundle (Fh) ), o{1l) ) )+2*%c(-1}) ) ;
2
1 -4+t + 8¢t

» subs (h=1, chern{4* {tensor (dual {(tangentbundle(Ph)),o(l)))));
2
L -4t + 10 t

» gubs (t"3=0,t74=0,t"5=0, expand ( (1-t} * (1-t+t"2) * (1-2"C+4*E"2) ) ) ;
2
1 -4t+ 10 ¢t

« subs (£73=0,t74=0,t"5=0, expand { {1-2*t+4*£"2)"2) ) ;
2
1 -4t + 12 ¢

- #restriccidn a un espacic tridimensional#

« proj(3,h,all): B3:=bundle(8,c, Ph):

« #el isomorfismo de (2.4) determina la tercera clase de Chern (impcne
condliciones scbre las clases de Chern impares)#

» C3:=gsolve(subs{cl=-4,h=1,t=1, chern{B3)-chern{tensor (dual (B3},o(-
Iyyy),c3d;
3 := 14 - 3 2

» subs{c2=8,C3);

-10
« subs(c2=10,C3);

-16
¢« subs(e2=12,C3);

-22

» #coobre un espacic de dimensidn 4%

s proj{4,h,all):

« Bd:=bundle(8&,¢,Ph):

« #la anulacidn del teorema 2.19 determina el polincmio de Hilbert en 0,
P{0)=0%




+ #Riemann-Roch#

P(n) :=subs{h=1, coeff (expand( (tensor {B4,o{n}) *todd(tangentbundle(Ph)}}),t"4
1)

» P(0):=subs(n=0,P(n)): #se determina la cuarta clase de Chernt

« solve(subsi{cl=-4,c2=8,c3=-10,P(0) )., cd);
11

» solve(subs(cl=-4,c2=10,c3=-16,2(0)),cd);
1

« solve(subs(cl=-4,c2=12,c3=-22,2{(0)),c4);
-5

« #P(1) es igual a la dimensidn del espacio de secciones globales del
fibrade normal al lugar de contacto#

o P{l):=subs{n=1,P{n)):

» subs{cl=-4,c2=8,c3=-10,cd=11,P(1));

15
o subs{cl=-4,c2=10,c3=-16,cd=1,P(1));

10
+« subs(cl=-4,c2=12,c3=-22,c4=-5,P{1));

5

- #solo es valida la primera opcion P(1)=15, va gue el nimero de
secciones globales debe ser mayor o igual que 12#

¢« P(-2):=subs{n=-2,P(n)):

» subs{cl=-4,c2=8,¢c3=-10,cd=11,P(-2));
0



Sesion 2 de Maple

Fibrados de rango 10.



« with(schubert}: #SESION 2: FIBRADOS DE RANGO 10#

- proj{2,h,all): #restriccidn a un plano#

« #lista de fibrados del capitulo 2#

« subs(h=1,chern{3*o+2* (tensor {dual (tangentbundle{(Ph) ), c{l} ) 1+3*0{-1)));
2
1 -5t + 12 ¢

« subs{h=1, chern{c+td* (tensor{dual (tangentbundle{(Ph}),ocl(l) ) }+oi-1)));
2
1 -5t + 14 t

+ subs (£”3=0,t74=0,t"5=0,t"6=0,expand { {(1-£) 2% (1-t+£ 2} * {1-2%t+4*£"2)) ) ;
2
1 -5t + 14 ¢t

+ gubg (C73=0,t74=0, t"5=0, expand { (1-t)* (1-2*L+4*£"2) "2} ) ;
2
1 -5t+ 16 ¢

subs (£73=0,£74=0,c"5=0,£76=0,t"7=0,t"8=0, expand { {1-t+£"2) "3* (1-
SE+AEN2)) )

bo

2
1 -5t + 16 ¢t

subs (£73=0,£74=0, £"5=0, t76=0,t"7=0,t"8=0, expand ( {1-t+t"2)"2* (1-
LG22 ) ;

(o8}

2
1l -5t + 18 ¢

« subg(t73=0,t74=0,£"5=0,t"6=0,L"7=0, £"8=0, expand ( {1+t) * {1-2*t+4*£"2)1"3) ) ;
2
1 -5t + 18 t

» proej{3.h,all}: #restriccidn a un espacio tridimensional#

« B3:=bundle{l0,c,Ph):

« #el isomorfisme de 2.4 determina la tercera clase de Chern#

« C3:=solve(subs{cl=-5h=1,t=1,chern(B3)-chern{tensor (dual (B3},0{-
¥y, e3);

C3 := 30 - 4 2

« subs(c2=12,C3):
-18

» subs(c2=14,C3);
-26



e subs{c2=16,C3);

-34
« subs{c2=18,C3);
-42
» proji(5,h,all): #scbre un espacio de dimensién 5#

« B5:=pbundle(10,c,Ph):

« #el tecrema 2.19 garantiza que P(0)=0%#

+ #R1emann-Roch#

P{n):=subs{h=1, coeff (expand( (tensor (B5, ¢ (n} ) *todd (tangentbundle (Ph) )} ), "5
b

« P{0O):=subs(n=0,P{n)):

« #determinamos la cuarta y gquinta clases de Chern#

« solve{subs{cl=-5,¢2=12,c3=-18,P(0)},cd);
24 + 1/7 b

¢ solve(subs(cl=-5,c2=14,c3=-26,P(0)),cd);
220/7 + 177 5

» solve{subs(cl=-5,c2=16,c3=-34,P(0)),cd);
312/7 + 1/7 5

o solve(subs(cl=-5,c2=18,¢c3=-42,2(0)),cd);
444/7 + 1/7 <5

C5 = - 8 c3 - 3 c4 + 114 - 18 c2

« zolve{cS=subs (c2=12,c¢3=-18, cd4=24+c5/7,C5) };
-21

» solvel{ch=subs (c2=14,c3=-26,cd=220/7+c5/7,C58));
=17

» solve{cS=subs{c2=16,c3=-34,c4=312/7+c5/7,C5) ) ;
~25

« solve(cS=subs (c2=18,c3=-42,cd4=444/7+c5/7,C5));



-45

« #P(1) es exactamente el numero de seccicnes del fibrado ncormal al lugar
de contactod

e P{l}:=subs(n=1,P(nj}}:

« subs(cl=-5,02=12,¢3=-18,cd=24+c5/7,ch=-21,P(1});
21

» subs(cl=-5,c2=14,¢3=-26,cd=220/7+c5/7,¢cH=-17,P(1)};
14

e subs{cl=-5,c2=16,c3=-34,cd=312/7+c5/7,ch==-25,P{(1));
7

« subs{ci=-5,c2=18,c3=-42,c4=444/7+ch/7,cb=-45,P(1}};
0

o #como dicho nimero debe ser mayor o igual que 15, la unica opcidn
valida eg la primera#

+ P{-2):=subsin=-2,P(n})):

o gubs{cl=-5,cZ=12,c3=-18,cd=24+c5/7,ch=-21,P(-2}};
0
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