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INTRODUCCION v

INTRODUCCION.

Las Matematicas han ocupado a lo largo de la historia un lugar muy importante en
nuestra cultura, entre otras razones porque generan un modelo de pensamiento, porque fomentan
la capacidad de abstraccion de los individuos, son un instrumento de modelizacién de la
realidad, constituyen el lenguaje basico de la ciencia y la tecnologia, tienen una componente
ludica muy vinculada a los juegos tradicionales y porque su puesta en practica conlleva una
actividad creadora de belleza [Guzman, 1997], [Guzman, 1998b]. Todos estos argumentos
convierten a las Matematicas en una disciplina basica en el curriculum de todo individuo cuya

importancia ha sido fruto de una larga evolucion historica.

La importancia de las Matematicas en nuestra cultura ensalza de forma evidente la
ensefianza y aprendizaje de esta disciplina, repleta de dificultades tanto en su propia estructura
conceptual como en diferentes aspectos externos a la misma, entre los que podemos destacar la
actitud del individuo frente al quehacer matematico, el lenguaje propio de las Matematicas y la
necesidad de una estructura conceptual adecuada para enfrentarse a los contenidos de la misma

[Guzman, 1991].

Si a la relevancia de esta disciplina afadimos las dificultades que entrafia su ensefianza
y aprendizaje, podemos afirmar que cualquier estudio relacionado con la educacion matematica
se convierte en un proceso sumamente complicado tal y como podemos observar en la
evolucion que ha tenido la ensefanza de esta disciplina a lo largo de la historia, que ha ido
modificando desde sus propios contenidos hasta las metodologias pasando por los recursos

didacticos empleados [Boyer, 1968], [Debesse-Mialaret, 1973].

Si centramos nuestra atencion en la ultima mitad del siglo XX, nos encontramos con un
hecho relevante desde el punto de vista cultural y educativo, nos referimos a la puesta en escena
de las nuevas tecnologias. Efectivamente, durante las ultimas décadas la aparicion de los
ordenadores y su introduccion progresiva, en muchos casos fulminante, en todos los ambitos de
nuestra vida han generado numerosos cambios tanto en los procesos cotidianos de trabajo como

en los habitos. Desde el punto de vista educativo, esta revolucion tecnoldgica ha provocado
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numerosos cambios propiciados por las experiencias educativas y las investigaciones realizadas,
relacionadas con la introduccion y el uso de los ordenadores en el aula. En particular, la
introduccion de los ordenadores en la ensenanza de las Matematicas se ha manifestado por el
uso de diferentes tipos de programas: juegos, tutoriales, simuladores, micromundos e incluso
lenguajes de progamacion orientados a las Matematicas (LOGO, Function Machines,
HyperCard) [Kaput, 1992]. Inicialmente se trataba de programas de caracter muy general, pero
poco a poco con el vertiginoso avance informatico surgieron los primeros programas de calculo
algebraico (MACSYMA, REDUCE) que inicialmente solo se podian aplicar sobre grandes
equipos. Més adelante con la implantacion de los ordenadores personales, estos programas se
fueron desarrollando y en la década de los afos 80 surgieron los primeros sistemas de calculo
algebraico para PC’s: MAPLE, MATHEMATICA y DERIVE, que més tarde se han convertido
en los programas de calculo simbolico o célculo algebraico mas utilizados en la ensefianza y

aprendizaje de las Matematicas.

Las posibilidades didacticas que ofrecen estos programas han suscitado nuevos
enfoques metodologicas ya que proponen relativizar la importancia que la ensefianza tradicional
ha otorgado al aprendizaje de las destrezas y algoritmos de célculo, asi como una reforma del
curriculum actual. Estas nuevas visiones de la didactica de las matematicas han generado un
debate intenso entre dos posturas claramente diferenciadas, centradas en la introduccion o no de
los ordenadores en la ensefianza de las Matematicas. Pero a pesar de las ventajas que ofrecen
estos programas, como son la interactividad, el caracter dindmico, el almacenamiento de
informacion, los multiples sistemas de representacion grafico, algebraico, numérico,... sin
embargo también existen numerosos peligros como son la pérdida de destrezas basicas, la
pérdida del sentido de las operaciones, el hecho de confundir manipulaciéon matematica con
conocimiento matematico [Halmos, 1991], [Garcia, 1999], [Guzman, 1992]. Pero creemos
que la educacion matematica no debe mantenerse al margen de los avances tecnoldgicos, y
debemos saber aprovechar las posibilidades que nos ofrecen estos sistemas. Por ello, para
incorporar un sistema de calculo algebraico en los procesos de ensefanza aprendizaje de las
Matematicas es necesario realizar estudios detallados sobre las formas y modos de uso de este

nuevo material didactico.

En esta investigacion hemos realizado un estudio cualitativo del comportamiento de una
estrategia didactica que incorpora el uso del programa de calculo simbdlico DERIVE en la
enseflanza y aprendizaje de una de las areas de conocimientos de las Matematicas: el

ALGEBRA LINEAL.
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En el Capitulo I, presentamos el marco teorico de nuestra investigacion, analizando en
el apartado I.1. aspectos generales de la ensefianza de las Matematicas tales como la importancia
que tiene esta disciplina en nuestra cultura, la estructura conceptual de las Matematicas, las
dificultades de su ensefianza y aprendizaje, la evolucion historica de su ensefanza , el
curriculum basico en Matematicas y la resolucion de problemas. En el apartado 1.2 presentamos
los sistemas de calculo algebraico en el contexto de la ensefianza de las Matematicas, para ello
estudiamos primero de forma general el uso de los ordenadores en el aula analizando la
influencia de los ordenadores en la ensefianza de las Matematicas y una pequefia historia sobre
los tipos de programas que se han utilizado. También presentamos las caracteristicas del nuevo
medio computacional asi como los peligros que puede provocar la introduccion del ordenador
en el aula de Matematicas. En segundo lugar nos centramos en los programas de calculo
simbdlico, ofreciendo una descripcidén general de las caracteristicas de estos programas y las
formas de introducirlos en las Matematicas. Finalizamos presentando las caracteristicas del
sistema de calculo simbdlico que utilizaremos en nuestra investigacion: el programa DERIVE.
En el apartado 1.3. describimos brevemente el motivo por el cual centramos nuestra
investigacion en el algebra lineal, realizamos una breve historia de este area de conocimiento de
las Matematicas y un analisis de la importancia que tiene el algebra lineal en todos los niveles
educativos: primaria, secundaria y universidad. Y finalizamos analizando la manera de utilizar

los sistemas de célculo algebraico en la ensefianza del 4lgebra lineal.

Una vez expuesta la fundamentacion tedrica de nuestra investigacion, en el Capitulo 11
centramos nuestro trabajo en la definicion de la estrategia didactica que hemos utilizado en
nuestra experiencia educativa. Para ello en el apartado II.1 razonamos la necesidad de una nueva
estrategia didactica para la ensefianza de las Matematicas, y en particular del algebra lineal y a
continuacion en el apartado I1.2. definimos las caracteristicas basicas de nuestra estrategia, que
se fundamenta en cinco principios:

a) laintroduccion del programa de célculo simbdlico DERIVE,

b) el uso de una metodologia experimental basada en la adquisicién de aprendizajes

significativos,

c) el uso de la resolucion de problemas como nucleo de profundizacién de los

conceptos matematicos,

d) la potenciacion del aprendizaje colaborativo,

e) yelusode internet y el correo electronico.

Dado que la herramienta basica de nuestra estrategia es el programa DERIVE, después
de realizar la descripcion de las caracteristicas de nuestra estrategia hemos analizado las

caracteristicas que relacionan cada uno de los principios metodologicos con el uso de este
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programa, es decir, estudiamos la resolucion de problemas con DERIVE, la importancia del
aprendizaje colaborativo en el entorno de los ordenadores [Crook, 1999], la adquisicion de
aprendizajes significativos con DERIVE y la forma de usar Internet como complemento del
programa de calculo simbolico. En el apartado I1.3. estudiamos la importancia de las tareas de
enseflanza en nuestra estrategia didactica, en particular como deben ser las tareas de ensefianza
para promover la resolucidon de problemas, cuyos contenidos sean de algebra lineal y utilizando
el programa DERIVE. Finalizamos el capitulo describiendo formalmente nuestra estrategia
didactica en el apartado 1.4 y desarrollando de forma detallada el planteamiento didactico del
curso “Matematicas Il con DERIVE”. En este planteamiento didactico basado en la asignatura
“Matematicas II”, asignatura troncal de primer curso de la Licenciatura en Administracion y
Direccidén de Empresas de la Facultad de Econdémicas de la Universidad Auténoma de Madrid,
detallamos en primer lugar la forma de manejar DERIVE en el aula, lo que denominamos el
planteamiento didactico general y a continuacion un desarrollo didactico de todo el curso
(objetivos, contenidos, metodologia, temporalizacion y herramientas necesarias del programa

DERIVE).

En el Capitulo III, desarrollamos el disefio de nuestra investigacion, para ello en el
apartado II1.2 presentamos la finalidad de nuestra investigacion: el analisis de la influencia que
ejercen los programas de calculo simbdlico en el aprendizaje del algebra lineal, mediante el
estudio detallado de la estrategia didactica que hemos definido en el Capitulo II; en particular la
investigacion se ha centrado en el comportamiento de nuestra estrategia en torno a varias
cuestiones que consideramos basicas y que se detallan en dicho apartado. El modelo de
investigacion utilizado se basd en una experiencia piloto que describimos en el apartado I11.3.
A partir de esta prueba piloto y teniendo en cuenta la naturaleza de las cuestiones y de los datos
a recoger, la investigacion que hemos realizado se ha basado en un estudio cualitativo-
cuantitativo que se circunscribe en torno a un modelo de ESTUDIO DE CASOS
ETNOGRAFICO [Goetz-LeCompte, 1988]. La investivacion se desarrolld sobre un grupo de
alumnos que cursaba 1° de la Licenciatura de Administracion y Direccion de Empresas en la
Universidad Auténoma de Madrid , que desdoblamos en dos subgrupos A y B, en el primero de
ellos aplicamos la estrategia didactica que incorpora el uso de DERIVE y en el segundo usamos
una metodologia tradicional tal. El contextos educativo de la investigacion asi como el acceso al
campo se describen ampliamente en el apartado 1I1.4. En el apartado IIL.5. se describen las
caracteristicas y roles del investigador y en el apartado II1.6 hacemos una descripcion detalla de
la herramientas y estrategia de recogida de datos, con lo que tenemos totalmente definido el

disefio de la investigacion.
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En el Capitulo IV describimos los datos obtenidos con las diferentes herramientas de
recogida de datos propuesta en el disefio: encuestas, entrevistas, pruebas objetivas y notas de

campo.

En el Capitulo V una vez descrito el proceso general de andlisis realizado (apartado
V.1), desarrollamos en primer lugar en el apartado V.2. el que denominamos analisis “vertical”,
es decir, el analisis de cada uno de los casos o individuos que forman parte de nuestra
investigacion obteniendo una conclusiones finales para cada caso en torno a las cuestiones
iniciales planteadas en la investigacion. En segundo lugar en el apartado V.3. se desarrolla el
analisis “horizontal” o “longitudinal” de la investigacion, obteniendo las conclusiones finales de
cada cuestion. Para verificar estas conclusiones, en el apartado V.4. hemos desarrollado un
proceso de triangulacion de datos a partir de las conclusiones finales, de las conclusiones de las
notas de campo, de los datos cuantitativos de comparacién de ambos subgrupos y la entrevista
realizada con una observadora cualificada que presencid toda la experiencia educativa. Con este
proceso de triangulacion hemos obtenido unas conclusiones finales para cada una de las

cuestiones objeto de estudio.

A partir de las conclusiones finales obtenidas tras el proceso de triangulacion, en el
Capitulo VI elaboramos la conclusiones finales de nuestro estudio que ponen de manifiesto que
el programa de calculo simbolico DERIVE ofrece un sistema de notacion intermedio para el
estudio del algebra lineal, favoreciendo la interactividad, potenciando el protagonismo de los
alumnos, permitiendo reconocer los contenidos esenciales del programa y realizar con menos
esfuerzo numerosos calculos repetitivos y rutinario, circunstancias que han favorecido y
proporcionado unas situaciones de ensefianza que conducen a un aprendizaje del algebra lineal
caracterizado por las siguientes caracteristicas:

- es un aprendizaje por descubrimiento y activo que propicia la adquisicion de

aprendizajes significativos,

- esun aprendizaje colaborativo,

- un aprendizaje que permite una adecuada atencion a la diversidad,

- proporciona la posibilidad de utilizar varias estrategias en la resolucion de

problemas.

A la vista de los resultados en el apartado V1.2 proponemos algunas cuestiones abiertas

que pueden ser objeto de nuevas investigaciones.
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CAPITULOI: ’ ’
FUNDAMENTACION TEORICA

I.1. La ensenanza de las Matematicas.

Comprender la naturaleza de la ensefianza de las Matematicas requiere realizar una
revision general de los aspectos fundamentales que configuran esta disciplina. Por ello, en el
primer apartado (I.1.1) mostraremos las razones fundamentales bajo las cuales podemos
asegurar que las Matematicas han sido uno de los pilares basicos en el desarrollo cultural de la
humanidad; a esta relevancia cultural debemos afiadir su importancia en el desarrollo cognitivo
de los individuos (circunstancia que analizaremos en el apartado 1.1.2.). Aunque la propia
estructura conceptual de las Matematicas es la causa de una de las principales dificultades en la
ensefianza de esta disciplina, sin embargo existen otros elementos que forman parte de las
dificultades en la ensefanza y aprendizaje de esta materia, problematica que analizaremos en el
apartado 1.1.3.

La importancia cultural adquirida por las Matematicas ha hecho que sea una de las
disciplinas basicas del curriculum. Este hecho ha sido fruto de una larga evolucion historica que
comentaremos en el apartado I.1.4. A la vista de este desarrollo historico en la ensefanza de las
Matematicas, desembocamos en una cuestion muy importante, ;como es o como deberia ser el
curriculum basico en Matematicas?, pregunta que analizaremos en el apartado 1.1.5. Con este
estudio del curriculum, llegamos necesariamente a una de las tendencias didacticas que ha
adquirido mayor protagonismo en la ensefianza de las Matematicas a lo largo de los ultimos
afos: la resolucion de problemas (apartado 1.1.6); tendencia que formara parte del estudio de

nuestra tesis y que contextual izard parte de la estrategia didactica que proponemos.

1.1.1. Las Matematicas en nuestra cultura.

Las Matematicas han ocupado desde siempre un lugar muy importante en nuestra
cultura, y en especial en algunas épocas historicas. Asi por ejemplo, en la antigua Grecia el
pensamiento matematico estaba muy vinculado con los planteamientos filoséficos de grandes
pensadores: Pitagoras, Tales de Mileto, Arquimedes, Platon, Aristoteles,...; algunos pensadores

del imperio romano tenian como fuente de sabiduria las Matematicas; a mediados del s. XVII el
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matematico Descartes iniciador y precursor del Racionalismo y el idealismo moderno se

convierte en el padre del método cientifico; y recientemente las Matematicas han jugado un

papel decisivo en el desarrollo cientifico y tecnologico, configurandose como una de las

disciplinas fundamentales para la fisica, la quimica, la biologia, la economia... Por todo esto se

puede decir que las Matematicas han sido y son uno de los pilares indiscutibles de nuestra

cultura, configurando en gran medida el desarrollo cientifico y cultural de toda la humanidad.

Entre las razones que pueden justificar esta importancia podemos sefialar las siguientes

[Guzman, 1997]:

La matematica es una ciencia capaz de ayudarnos en la comprensiéon de muchos

aspectos del universo. De hecho, el nacimiento de las Matematicas como ciencia,

se puede atribuir a Pitagoras, creador de una escuela de pensamiento matematico
cuyo fundamento no era otro que la concepcion del universo como un COSMOS
ordenado, un mundo inteligible en numerosos aspectos a través del razonamiento
matematico. Para la comunidad pitagérica todo era explicable a través del namero:
"Grande, todopoderosa, todo perfeccionada y divina es la fuerza del numero,
comienzo y regidor de la vida divina y humana, participante de todo. Sin el numero
todo es confuso y oscuro... Porque nada de las cosas nos seria clara ni en su
mismo ser ni en sus relaciones mutuas, si no existiera el numero y su esencia. El es
quien armoniza en el alma las cosas con su percepcion haciéndolas cognoscibles y
congruentes unas con otras segun su naturaleza, proporcionandoles corporeidad"
(Filolao, pitagérico del siglo IV a.C.), y es que segin Pitagoras "todo en el
universo estad regido por el numero y mediante él llegamos a las raices y fuentes de
la naturaleza" conclusion a la que llego tras varios viajes a Mesopotamia y Egipto
de donde obtuvo por extrapolacion esta idea [Guzman, 1998c]. Podriamos decir
que el sentido del quehacer matematico ha sido un intento de aproximacioén hacia la
realidad, tanto de ese mundo perceptible por nuestros sentidos como de ese

universo conceptual que el propio matematico va estructurando.

La actividad matematica genera un modelo de pensamiento. Un estilo de

pensamiento que ha servido de soporte para numerosas teorias filosoficas, asi
podemos citar algunos ilustres filosofos de la historia que han sido a su vez
brillantes matematicos: Pitagoras, Aristoteles, Descartes, Russell,... Este modelo de
pensamiento matematico genera una serie de procesos mentales sobre los cuales el

matematico va cimentando todo un estilo de razonamiento logico de gran eficacia.
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e El quehacer matematico es una actividad creadora de belleza. Efectivamente, la

exploracion de la realidad a través de problemas matematicos responde en ocasiones
a un cierto placer estético, innato en esta disciplina. Es esa belleza intelectual que
segun afirmaba Platon "es unicamente asequible por los ojos del alma", belleza que
ha sido uno de los estimulos mds importantes en el quehacer matematico. En la
comunidad pitagorica este aspecto encamind al matematico hacia los aspectos mas
hondos del ser y hacia la contemplacion de la divinidad, que se presiente mas o

menos a través de la armonia intelectual del universo [Guzman, 1998b].

e [as Matematicas son un instrumento de modelizacion que ha permitido construir los

modelos matematicos de los que se han obtenido las leyes que intentan dar
explicaciones a numerosos fenomenos de la naturaleza, la economia, la fisica, la
biologia,... ocupando por tanto, un marco bdasico para el desarrollo de esas
disciplinas. Este proceso de matematizacion del entorno, tiene su origen en el
intento de acercar la realidad a nuestro entendimiento racional del mundo, con el fin
de ofrecer explicaciones de ese fendmeno o hecho observable. Para ello se recurre a
los procesos de abstraccion y simplificacion. Con las observaciones obtenidas se
intenta abstraer el comportamiento del fenémeno, para construir un modelo general
que simplifica en cierta medida el fenomeno observado. En esta situacion el
matematico configura y desarrolla el modelo que ha creado y luego mas tarde
comprueba que los resultados de sus construcciones se adaptan a la realizad que ha
estudiado. Segiin M. de Guzman [Guzman, 1998c] este proceso de acercamiento o
modelizacion se divide en tres etapas:

“1) la mente se acerca a la realidad con intencion matematizante,

2) el matematico desarrolla el propio modelo mental que ha creado,

3) la mente vuelve a la realidad de partida con los resultados que sus
construcciones le ofrecen, a veces realizadas sin pretension alguna de aplicacion a
la realidad y observa con sorpresa su adecuacion a ella, a veces perfecta”.

Esta misteriosa adecuacion de las Matematicas con la realidad a través del proceso
de modelizacion ha dejado perplejos a numerosos cientificos de todos los tiempos,
de los que merece la pena destacar el testimonio de A. Einstein artifice en buena
parte de los avances en fisica: “Aqui aparece un rompecabezas que ha perturbado
a los cientificos de todos los tiempos ;jcomo es posible que la matematica, un
producto del pensamiento humano, que es independiente de la experiencia, se
ajuste tan excelentemente a los objetos de la realidad fisica? ;jPuede la razon
humana sin experiencia descubrir con su puro pensar propiedades de las cosas

reales?” (A.Einstein. Sidelights of Relativity). Este proceso de modelizacion ha
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influido notablemente en numerosas disciplinas cientificas para la construccion de

teorias generales: en la economia, la fisica, la biologia, ... Estamos por tanto ante

un nuevo motivo de influencia real de las Matematicas en nuestra cultura.

Las Matematicas son el lenguaje basico del desarrollo de la ciencia y la tecnologia.

Sin necesidad de caer en posturas formalistas, podemos afirmar que el quehacer
matematico ha requerido de un lenguaje basico capaz de manipular razonamientos y
procesos mentales complejos a través de simbolos. Esta simbolizacién de los
objetos matematicos, que inicialmente tan s6lo requeria de conceptos como el
numero y la extension, se fue complicando y perfeccionando con el fin de obtener
un lenguaje capaz de traducir tareas mentales complejas, basadas en numerosas
ocasiones, en la determinacion y verificacion de las relaciones que guardan entre si
los simbolos creados. Este tipo de lenguaje, se ha utilizado en otras disciplinas, no
solo en Matematicas, ya que es un lenguaje preciso y riguroso necesario para el

desarrollo eficaz de la ciencia y la tecnologia.

Las Matematicas son una actividad profundamente lidica. El juego ha acompafiado

al hombre a lo largo de toda su historia formando parte de su cultura. Entre los
numerosos tipos de juegos que han integrado el bagaje ludico de la humanidad,
podemos sefalar la enorme importancia de los juegos matematicos, que han
ocupado desde siglos, una de esas parcelas ludicas propias de la actividad humana.
El papel desempefiado por el juego en el desarrollo de las Matematicas ha surgido
por medio de interrogantes planteados inicialmente de una manera ludica, pero que
posteriormente han necesitado o han desarrollado potentes herramientas
matematicas. Asi por ejemplo, en la ciudad alemana de Konigsberg a un individuo
se le ocurrié un dia una pregunta ;podria planearse un paseo que cruzase los siete
puentes sobre el rio Pregel, que unian las diversas zonas de la ciudad y la isla
situada en medio?. Esta pregunta llegé a oidos de Euler y de ella surgié una de las
ramas mas importantes de la matematica: la Topologia. En Francia, un jugador de
cartas en una de sus multiples partidas planted una pregunta ;cudl serd en cada
circunstancia concreta la apuesta adecuada para que los apostantes estén en igualdad
de condiciones?. Este jugador era el Caballero de Mére, y la pregunta fue sometida
al ingenio de Blas Pascal, que a su vez intercambid con su amigo Fermat. A partir
de las respuestas que se ofrecieron a esta pregunta se gestaron los inicios de la teoria
de las probabilidades [Guzman,1982]. Estos son algunos de los ejemplos ladicos a
partir de los cuales se han desarrollado teorias matematicas muy importantes,

circunstancia que nos obliga en cierta medida a reflexionar acerca de la importancia
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del juego en el desarrollo de esta ciencia, ya que, como acabamos de observar el
juego ha acompaiiado a muchos matematicos en sus investigaciones. Nuevamente
las Matematicas se incorporan a nuestra cultura: forman parte de los juegos

cotidianos.

Con este breve andlisis estamos en condiciones de afirmar que la presencia de las
Matemadticas en nuestra cultura, ha convertido esta disciplina en un elemento fundamental en el
curriculum de todo individuo. Pero ademas, las Matematicas son una disciplina fundamental
para el desarrollo cognitivo de la persona. Esta circunstancia serd la que trataremos en la

siguiente seccion, analizando la estructura conceptual de esta disciplina.

I.1.2. Estructura conceptual de las Matematicas.

Las Matematicas tienen una naturaleza especial y diferenciada con respecto al resto de
disciplinas que componen el curriculum. Uno de los elementos que configuran esta naturaleza
caracteristica es su propia estructura conceptual. Antes de presentar los elementos
conceptuales de esta area de conocimiento, es conveniente realizar un breve analisis que nos
ofrece una panoramica del funcionamiento de nuestro aparato mental respecto al quehacer
matematico.

Un buen analisis de esta estructura lo podemos encontrar en [Kaput, 1992]. En este
trabajo, J. Kaput afirma que nuestro aparato mental es limitado en procesamiento y trabajo
memoristico pero muy efectivo en la manipulacion de ideas y procesos complejos. Segun este
autor, la experiencia matematica tiene lugar en dos niveles:

I.- La estructura del conocimiento de grandes términos

II.- La experiencia organizada.

Estas dos entidades se relacionan de igual forma que lo hacen el pensamiento y el
lenguaje; por lo que, segiin estas relaciones podemos considerar dos grandes mundos o
entidades:

a) el mundo de las operaciones mentales (hipotético)

b) el mundo de las operaciones fisicas (observable)

Las relaciones entre estos dos mundos se traducen en dos tipos de operaciones mentales:
las proyecciones y las interpretaciones. Las PROYECCIONES surgen cuando se transfieren las

operaciones mentales sobre las operaciones fisicas, produciendo estructuras fisicas observables,
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o dicho de forma general se realiza "una cierta escritura". Por otro lado, el paso de las
operaciones fisicas a las operaciones mentales produce las INTERPRETACIONES. Tanto las
PROYECCIONES como las INTERPRETACIONES llevan asociados dos procesos
matematicos muy complejos: la simbolizacion de las cogniciones en el lenguaje matematico y la
abstraccion de los conceptos que nos permite obtener representaciones mentales de los

simbolos.

PROYECCION
simbolizacion
Operaciones Operaciones
MENTALES FISICAS
abstraccion
INTERPRETACIONE
COGNICIONES
ASOCIADAS A SISTEMAS DE
UN OBJETO NOTACION

MEDIOS O
SOPORTES
FISICOS

En el mundo de las operaciones mentales se sitian las COGNICIONES asociadas a un
objeto, y en el mundo de las operaciones fisicas se encuadrarian los SISTEMAS DE
NOTACION (sistemas de reglas que sirven para identificar o crear caracteres, para operar sobre
ellos y para determinar las relaciones que verifican). Pero ademas cabria afadir un tercer

elemento: el MEDIO o SOPORTE FISICO en el cual se representan estos objetos.

A partir de este planteamiento inicial, surgen dos tipos de relaciones entre estas
entidades que representan los tipos de operaciones realizables: las transformaciones y las
traducciones. En un sistema de notacion se pueden realizar TRANSFORMACIONES de unos
objetos en otros, de tal forma que las cogniciones asociadas a un elemento A se proyectan en un
sistema de notacion, en el que se pueden realizar transformaciones entre diversos objetos. Las
TRADUCCIONES de objetos mentales son operaciones que consisten en determinar o buscar
los equivalentes de un mismo objeto o elemento en varios sistemas de notacion, es decir, la
traduccion de un mismo elemento cognitivo entre distintos sistemas de notacion: un elemento

cognitivo A que en un sistema de notacion 1 se representa por el elemento Al, tiene un
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elemento equivalente A2 en otro sistema de notacion 2 que no es mas que la traduccion del

mismo elemento cognitivo en un sistema de representacion diferente. Las traducciones entre los

sistemas de notacidn provocan una integracion de las cogniciones (por ejemplo, la

representacion simbolica de una expresion algebraica y su representacion grafica). En los

sistemas tradicionales de notacion, existen dos tipos de notaciones, las NOTACIONES DE

PRESENTACION (grafos de coordenadas, tablas de datos, histogramas), y NOTACIONES DE

ACCION (sistemas algebraicos, ecuaciones o expresiones de transformaciones).

Elemento
cognitivo A

Sistema de Traduccidon Sistema de
notacion 1: notacion 2:
representacion representacion
de A: Al de A: A2

A partir de este planteamiento tedrico J. Kaput [Kaput, 1992] realiza una clasificacion

de la actividad matematica en cuatro tipos de operaciones:

1.

Transformaciones sintacticamente fuertes, realizadas en un sistema de notacidén

particular con o sin referencia a significados externos (MANIPULACION
SIMBOLICA)

Traducciones entre sistemas de notacion, incluyen la coordinacion de acciones a lo
largo de los sistemas de notacion (RELACIONES ENTRE GRAFOS Y
EXPRESIONES ALGEBRAICAS)

Construccion y comprobacion de modelos matematicos que se realizan para traducir

diferentes aspectos en sistemas de notacion.

Consolidaciéon o cristalizacién de relaciones v /o procesos entre objetos

conceptuales o entidades cognitivas que pueden entonces ser usadas en relaciones o

procesos que exigen un alto nivel de organizacion.

A partir de esta clasificacion de la actividad matematica, podemos decir que dicha

actividad viene determinada por la naturaleza intrinseca de esta disciplina, caracterizada por
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varios elementos fundamentales que determinan la estructura conceptual de las Matematicas.

Entre estos elementos fundamentales podemos destacar los siguientes:

El elevado grado de ABSTRACCION. Las Matematicas son una ciencia

ABSTRACTA, independiente de la conexion con el mundo fisico de nuestra
experiencia y de la existencia real y tangible de los objetos definidos. Por este
motivo dado que los objetos matematicos no tienen ninguna representacion material
y estan unicamente presentes en los sistemas de notacidn, cualquier acercamiento
que deseemos realizar a estos objetos matematicos necesita de una aproximacion
por medio de situaciones familiares, metaforas o analogias, que conllevan un
elevado grado de dificultad. Por otro lado, hay que tener en cuenta que la capacidad
de abstraccion que hace posible este tipo de razonamientos, estd presente en
estadios psicoevolutivos en los que se ha desarrollado el denominado pensamiento
formal [Piaget-Inhelder, 1975]. Esta terminologia se refiere al estilo de
pensamiento que permite al individuo ser capaz de razonar correctamente sobre
proposiciones, es decir, el tipo de pensamiento que le permite sacar consecuencias
necesarias de verdades posibles. Esta idea constituye el principio del pensamiento
hipotético-deductivo o pensamiento formal. El proceso de abstraccion que pueden
realizar aquellos alumnos que tienen desarrollado este tipo de pensamiento, requiere
realizar una transferencia del aprendizaje a situaciones familiares utilizando
analogias de la nueva situacion en otras ya conocidas sobre las que se aplica el
concepto abstracto. Aunque la abstraccion es un aspecto que intimida y aleja a los
alumnos, esto puede suceder segun afirma Calder6n [Calderon, 1986] “porque no
se les ha guiado o introducido a éstos de forma ordenada’. Una forma de acceder a
la abstraccidén segiin el propio Calderén es conseguir que el alumno sienta una
recompensa cuando se enfrenta a la abstraccion para que obtenga una visidon de la
belleza y de la utilidad que ofrece esa vision panoramica de la abstraccion, de tal

forma que el alumno no caiga en el desaliento.

La estructura JERAROUICA de sus contenidos. LLas Matematicas estan

JERARQUIZADAS, de tal forma que para construir nuevos conocimientos es
necesario apoyarse en otros previamente adquiridos. En este sentido la adquisicion
de habilidades manipulativas y el aprendizaje de automatismos basicos es
fundamental para ir cimentando la piramide conceptual que supone la ensefianza-

aprendizaje de las Matematicas.
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- El Razonamiento Inductivo, es otro estilo de pensamiento muy caracteristico en el
quehacer matematico; de hecho, todos los procesos de MODELIZACION surgen de
ese proceso inductivo, que se inicia con la observacion, manipulacion y analisis de
casos particulares y concretos, dando paso a CONJETURAS que marcan las
relaciones que puedan existir entre los casos particulares. La GENERALIZACION
de las regularidades u observaciones parten de esas conjeturas iniciales; que luego
hay que justificar o demostrar con un planteamiento légico. De hecho el proceso de
construccién empirica e inductiva ha sido histéricamente uno de los pilares
centrales en la construccidon del conocimiento matematico, que mas tarde, ha

desembocado en la formalizacion y estructuracion del mismo.

- El proceso de formalizacion y estructuracion del conocimiento ha sido posible

gracias al proceso deductivo. Este Razonamiento Deductivo, es un estilo de

pensamiento vinculado a la actividad matematica. Las propiedades matematicas se
pueden deducir "légicamente" partiendo de verdades primeras o axiomas iniciales
preestablecidos, aplicando las leyes de la 16gica. Nuevamente debemos sefalar que
para obtener este tipo de razonamiento es requisito imprescindible haber adquirido
el razonamiento formal, estadio psicoevolutivo del individuo que se suele adquirir a

partir de los 15-16 afios de edad.

- La INTUICION ESPACIAL, o capacidad para imaginarse y manipular

mentalmente los objetos, desarrollada fundamentalmente a través de la geometria,
se ha convertido en una habilidad basica en nuestra cultura. Efectivamente, hoy en
dia, la intuiciéon espacial resulta imprescindible para interpretar multitud de
reproducciones en perspectiva que suelen encontrarse en numerosos libros y

documentos impresos.

- Las Matematicas tienen un LENGUAJE PROPIOQ. El lenguaje matematico no esta

completamente formalizado ya que contiene sintagmas que agrupan expresiones del
lenguaje natural con simbolos propios del lenguaje simbolico. La notacion
simbdlica es lo que hace de las Matematicas un lenguaje conciso y sin
ambigiliedades, util para presentar informaciones en otros dominios y para efectuar
sobre ¢l manipulaciones de las que se obtienen nuevas informaciones. Este lenguaje
matematico es el elemento fundamental que guia las proyecciones e interpretaciones

que se realizan entre operaciones mentales y operaciones fisicas.
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- La actividad matematica lleva implicito el uso de la MEMORIA de maneras muy

diferentes.
1. la MEMORIA VISUAL, utilizada para recordar figuras y expresiones
formales
2. La MEMORIA SEMANTICA,; utilizada para recordar significados
3. La MEMORIA LITERAL, para recordar formulas y expresiones formales.

Todos estos elementos determinan una estructura conceptual especial: la estructura
conceptual de la actividad matematica. La complejidad de esta estructura conceptual es una de
las principales dificultades de la ensefianza-aprendizaje de las Matematicas, situacion que

analizaremos en el siguiente apartado.

I.1.3. Dificultades de la ensefianza-aprendizaje de las

Matematicas.

Los elementos que hemos citado en el apartado anterior configuran la estructura
conceptual del quehacer matematico, y son en si mismos, el origen de algunas de las causas que
provocan dificultades relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas,
podriamos afirmar que son las dificultades intrinsecas a la ensefianza-aprendizaje de esta
disciplina. Junto a estas dificultades existen otras dificultades de origen externo de entre los que

podemos destacar los siguientes:

A) La actitud_ante las Matemdticas. La actitud con la que cualquier persona se

enfrenta a una problema o una actividad de tipo matematico puede ser la causa de
una dificultad para la resolucion de dicho problema. Actitudes como el miedo al
fracaso, a la equivocacién, el miedo al ridiculo, el deseo de terminar pronto la
actividad, la ansiedad, la apatia, la pereza a iniciar la actividad,... son algunas de las
actitudes que pueden provocar una dificultad anadida al quehacer matematico
[Guzman, 1991]. En consecuencia, una buena metodologia debe favorecer una
actitud positiva hacia las Matematicas; actitud que se consigue si se DISFRUTA
trabajando con las Matematicas, si se tiene SEGURIDAD en la aplicacion de los
conocimientos y si se reconoce claramente la UTILIDAD de la misma. Esta
relacion entre la actitud hacia las Matematicas y la capacidad para desarrollarlas
qued6 plasmado en el Informe Cockroft [Cockroft, 1985] , segun el cual el

elevado rechazo que experimentan los alumnos ante el algebra es el origen de las
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B)

dificultades de su comprension, situacion que también se pone de manifiesto en
temas relacionados con conjuntos, teoria de matrices y operaciones algebraicas
basicas, contenidos que a su vez, originaban enormes dificultades de comprension
debido a la sensacion de inutilidad e inoperancia del alumnado con relacion a estos
conceptos. No podemos olvidar la importancia que tiene la CONFIANZA en si
mismo y la AUTOESTIMA que como se indica en este informe pueden afectar su
rendimiento en Matematicas (pag. 347, del informe Cockroft [Cockroft, 1985]).
Sobre la actitud del alumnado frente a las Matematicas, conviene sefalar la
existencia de un "estereotipo cultural" muy arraigado en nuestra sociedad, que
asigna a las Matematicas una dificultad y complejidad aprioristica innata; de tal
forma que en muchas ocasiones se genera una barrera adicional que posiblemente
incremente las dificultades propias de esta disciplina. Aunque las dificultades de la
Matematicas son evidentes y son un hecho que vamos a analizar en este apartado,
sin embargo, una actitud TEMEROSA ante cualquier disciplina, como es la actitud
que acabamos de sefialar, no hace otra cosa que distanciar al alumnado de los
contenidos de la misma. De esta forma este "estereotipo cultural" se convierte en un
justificante previo que dificulta la comprension de esta disciplina. Asi pues, una
actitud positiva y abierta ante las Matematicas es una postura previa que genera

enormes beneficios a la hora de enfrentarnos al quehacer matematico.

La dualidad entre lenguaje natural y lenguaje matemdtico. El lenguaje natural y

cotidiano tiene una gran riqueza y expresividad que nos permite transmitir
sentimientos, estados de animo,.... Esta ambigiiedad del lenguaje natural nos
facilita la representacidén de situaciones animicas y emocionales, circunstancia que
convierte a este lenguaje en un sistema de expresion claramente inapropiado para
las Matematicas, ya que esta disciplina requiere plantear y describir situaciones
claras, univocas, que signifiquen siempre lo mismo cualquiera que sea el contexto
en el que deban expresarse. Entre el lenguaje natural y el lenguaje matematico
formalizado, existe un lenguaje matematico intermedio, un lenguaje no formalizado,
que suele utilizarse para explicar y mostrar los hechos y situaciones propias de la
actividad matematica. Sin embargo existe un cierto solapamiento entre estos dos
lenguajes (lenguaje matematico no formalizado y el lenguaje natural) originado en
algunas circunstancias por la utilizacion de palabras que tienen un significado muy
variado en ambos lenguajes (por anillo, grupo, relacion,....). Una situacion mas
compleja se pone de manifiesto cuando se utilizan los conectores logicos. Asi por
ejemplo, el uso de la doble negacion en el lenguaje matematico equivale a una

afirmacion; sin embargo en el lenguaje natural (en castellano) suelen utilizarse
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negaciones sucesivas para imprimir un énfasis retérico a las expresiones.
Construcciones como "Ni tu ni tu madre sois ingleses", es una expresion aceptable
en lenguaje natural que no podria ser usada en lenguaje matematico, que
unicamente aceptaria en este contexto la expresion "Tu y tu madre NO sois

nen n_.nn

ingleses". Situaciones similares se pueden presentar cuando se utilizan "y" , "o", "o

n

bien... o bien" , "si ... entonces .." que tienen ciertas equivalencias con los
conectores 16gicos de matematicas. Estos hechos provocan ciertas dificultades en la
comprension del lenguaje matematico, precisamente por esa diversidad de matices
admisibles en el lenguaje natural al cual estamos tan acostumbrados, que no son
aceptables en el lenguaje matematico, sometido necesariamente a una precision

semantica y una construccion sintactica mas rigurosa [Guzman, 1991].

El conflicto _entre la intuicion del alumno y la légica del razonamiento

matemdtico. Es muy habitual que la intuicion nos arrastre a operar o razonar de
forma automatica siguiendo ciertos moldes previos, que en ocasiones nos conducen
a error. Estos moldes previos de nuestras formas pensamiento, y en particular de las
formas de pensamiento de los alumnos pueden ser equiparables a lo que se definen
como "surcos de la mente" en [Guzman, 1991]. Segun M. de Guzman, al igual
que nuestra percepcion sensorial estd influida por ciertos pardmetros que nos incitan
a percibir unas sensaciones antes que otras, en nuestra percepcion mental existen
ciertos "surcos" que nos encaminan a razonar de una forma y no de otra: son
predisposiciones mentales y cognitivas. En este sentido es muy habitual en el
alumnado una cierta tendencia a aplicar la linealidad en las operaciones, siguiendo

esquemas de la forma  f(x*y)=f(x)*f(y). Esta linealidad provoca una cierta

tendencia a que calculos del tipo J( f(x)-g(x))dx, sean resueltos de forma

"natural" mediante esta inclinacion hacia lo lineal efectuando J f(x)dx- J g(x)dx.

La existencia de desequilibrios entre el nivel de desarrollo mental del sujeto y el

nivel de abstraccion necesario para la comprension de un determinado concepto.

En el periodo de 11-12 a 14-15 afios, el nifio llega a desprenderse de lo concreto y
comienza a situar lo real en un conjunto de transformaciones posibles. A lo largo de
este periodo el individuo va transformado gradualmente un estilo de pensamiento
basado en operaciones concretas que afectan directamente a los objetos (el
denominado pensamiento concreto) hacia otro tipo de pensamiento que afecta a las
hipétesis y proposiciones (el pensamiento formal) [Piaget-Inhelder, 1975].

Partiendo de esta situacidn, es evidente que los diferentes niveles evolutivos de los
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adolescentes en el ambito cognitivo, pueden provocar en ellos numerosas
dificultades frente a los conceptos matematicos de caracter abstracto, que requieren
la existencia de un nivel de pensamiento formal suficiente. Asi, suele ser frecuente
que se pretendan ensefiar contenidos matematicos abstractos a jovenes que no han
consolidado el pensamiento formal. Esta incapacidad cognitiva del joven ante el
concepto que se le presenta es, sin duda, una barrera insalvable, que va generando
lagunas conceptuales desde las primeras edades del individuo, impidiendo de esta
forma su aprendizaje. Las metodologias, deben tener presente estas situaciones
psicologicas, teniendo muy en cuenta la ATENCION A LA DIVERSIDAD, y la

adecuacioén de los contenidos con los niveles de desarrollo cognitivo.

Estas dificultades externas de la ensefianza-aprendizaje de las Matematicas, plantean la
necesidad de estrategias didacticas adecuadas que tengan muy presente el grado de dificultad de

esta disciplina, asunto que trataremos en las secciones siguientes.

1.1.4. Evolucion historica de la enseianza de las Matematicas.

La importancia cultural de las Matematicas subrayada anteriormente, ha obligado a
incluirla en los ltimos siglos como asignatura, area o disciplina en las escuelas de primaria y
secundaria asi como en los primeros cursos de numerosos estudios universitarios. Pero la
situacidn actual ha sido el resultado de una maduracion historica fruto del proceso evolutivo que
ha sufrido el curriculum a lo largo de los siglos, condicionado enormemente por las CLAVES y
los RECURSOS EDUCATIVOS que presidian la concepcion educativa y cultural de cada

época.

Si realizamos un analisis historico de la evolucion que ha experimentado la ensefianza
de las Matematicas, podemos constatar la existencia de un enorme paralelismo evolutivo entre
el desarrollo de las Matematicas como disciplina y el avance cultural de la humanidad.
Partiendo de estas premisas iniciales, podemos sefialar cuatro periodos o épocas fundamentales
en torno a la ensefianza de las Matematicas [Alexandrov y otros, 1973]:

a) La aparicion de la matematica como ciencia teodrica (hasta siglo IV a.C.)

b) La matematica elemental (IV a.C. - XVII d.C.)

¢) la matematica superior (s. XVII - s. XVIII)

d) La matematica contemporanea (s. XIX-XX).
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a) La apariciéon de la matematica como ciencia tedrica (hasta el siglo IV a.C.).

”

A lo largo de este primer periodo, toman protagonismo las ideas pitagoricas: "e/
numero es la raiz y esencia de la realidad”. Aunque los pitagoricos heredaron
numerosas ideas y nociones egipcias y babildnicas , sin embargo, fueron ellos quienes
desarrollaron un estilo de pensamiento basado en el intento de explicar el universo por
medio de sus conocimientos aritméticos, geométricos, astrondémicos y musicales . El
estilo de enseflanza utilizado en este periodo estaba basado en la TRANSMISION
ORAL. Los maestros ensefiaban directamente a sus alumnos y discipulos, generando
diferentes escuelas. Segun [Debesse-Mialaret, 1973] “la pedagogia antigua serd un
contacto de maestro con alumno o discipulo. Los métodos empleados para educar a los
nifios estan en funcion de elementos diversos, de un determinado nivel técnico, del
numero de alumnos afectados y sobre todo, del fin que se proponia la educacion. Asi
para la educacion oriental la finalidad era formar escribas y para la homeérica,
guerreros”. Los materiales didacticos fueron muy diversos, desde las inscripciones
jeroglificas y las tablillas y papiros (Papiro de Ahmes y Papiro de Rhind) [Boyer,
1968] en los que se presentaban problemas a los alumnos, pasando por los manojos de
cuerdas para anudar de los persas y chinos [Smith, 1951] (utensilios de calculo),
finalizando con los guijarros utilizados por los antiguos griegos [Kline, 1974]. La
educacion durante esta época consistia fundamentalmente en transmitir todos los
conocimientos, técnicas y modos de vida a las generaciones de jovenes con el fin de
proporcionarles aquellos instrumentos culturales que les permitiesen la continuidad. En
este contexto, las Matemadticas formaban parte del legado cultural, cuyo objetivo
fundamental se centraba en satisfacer las necesidades del hombre para comprender y dar
explicaciones a los fendmenos que se producian a su alrededor. La ensefianza de las
Matematicas trataba de satisfacer las necesidades del hombre antiguo por comprender y
explicar los enigmas de su entorno real.

Maés adelante, y de forma progresiva fue apareciendo una doble vision de las
matematicas entre “ciencia natural” y “filosofia” dando lugar a varias consideraciones
de los hechos matematicos: Matematicas como ciencia o como arte, Matematicas como

herramienta o como filosofia y Matematicas como rutina o como fantasia.

b) La matematica elemental (IV a.C. - XVII)
Como acabamos de sefialar, en los inicios de este segundo periodo (1V a. C. al 1I. d.

C.) surgieron dos visiones de las Matematicas. Por un lado estaba la matematica como
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ciencia aplicada, como herramienta y por otro la concepcién de unas Matematicas
como arte, como filosofia, como ciencia en si misma. De esta forma la matematica fue
considerada unas veces mas como filosofia y otras predominé su caracter aplicado. En
la ensefianza elemental los alumnos se iniciaban en la aritmética y la geometria con una
introduccion a las cuatro operaciones basicas. En un nivel superior se profundizaba en
las cualidades estéticas y misticas de los numeros y figuras, estudiando musica y
astronomia. El tipo de metodologia se basaba generalmente en un aprendizaje teérico y
memoristico, sostenido por las relaciones humanas maestro-discipulo. Entre las
herramientas didacticas utilizadas podemos sefialar el uso de cajas de calculo (guijarros
con los que se hacian cuentas), tablas de cera de los romanos, tablas de arcilla de los
babilonios y el abaco griego. Segun [Smith, 1951] el abaco fue el principal material
didactico auxiliar que constaba basicamente de una bandeja cubierta de polvo o arena,
donde se podian hacer surcos o de un tablero con hendiduras talladas en los que se

representaban los numeros colocando piedras en las hendiduras.

A partir del siglo Il d.C. las Matematicas se desarrollaron vinculadas
principalmente a la astronomia: calculos astrondomicos. El centro de desarrollo se
desplaza a la India, Asia Central y los paises arabes, donde los matematicos eran en su

mayoria astronomos.

Durante la Edad Media, la ensefianza se ejercid fundamentalmente en los
monasterios. En este contexto escoldstico se concedid una escasa importancia a las
Matematicas, de tal forma que la aritmética de los niveles secundarios actuales se
asociaba con la teoria musical y con el estudio del calculo para fijar la fecha de Pascuay
las fiestas méviles [Debesse-Mialaret y otros, 1973]. El objetivo de la ensefianza de
las Matematicas fue favorecer la integraciéon del joven en su entorno. La expansion
comercial de esta época provoco la necesidad de incrementar las habilidades de calculo

de la poblacion, sin embargo, los contenidos educativos de esta disciplina no variaron.

En la Alta Edad Media se ensenaron dos tipos de Matematicas, de un lado la
impartida en las Iglesias y Centros Universitarios y por otro las Matematicas de los
negocios y el comercio [Boyer, 1968]. Analizando el sistema educativo de la Alta Edad
Media (s. XII-XIV) podemos observar la escasa importancia de las matematicas en
aquella época. La ensefianza giraba en torno a las universidades a las que se accedia
sabiendo leer, escribir y algunos rudimentos de latin [Debesse-Mialaret y otros
1973]; de hecho las facultades existentes eran las de Teologia, Medicina, Derecho y

Artes Liberales, estando las ciencias bajo la direccion de la Teologia. La metodologia
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utilizada estaba dominada por las ideas de Santo Tomas, segun el cual, Ia
conceptualizacion se realiza mejor, mas facil y mas econdmicamente si los sentidos son
estimulados por palabras habladas o escritas que representen tales objetos, en vez de ser
estimulados por objetos fisicos o reales. El razonamiento de esta didactica estaba basado
en que son simbolos de contenido inteligible, por lo que se hace innecesario utilizar otro
tipo de recursos. Por otro lado en los niveles elementales la metodologia predominante
era la repetitiva y memoristica. La pizarra sustituyo al tablero de arcilla, pero se siguio
utilizando el dbaco para la ensefianza del sistema de numeracion y para realizar algunas

operaciones de calculo [Smith, 1951].

Un cuarto momento de este periodo tuvo lugar durante el Renacimiento. En esta
etapa se producen dos hechos muy relevantes e influyentes en las perspectivas y
métodos del movimiento pedagogico renacentista:

1) la invencion de la imprenta y el descubrimiento y difusion de

manuscritos antiguos

i) y el protagonismo del humanismo, fundamentalmente en Ila

educacion.

A pesar de estos acontecimientos fundamentales, la ensefianza de las
Matematicas seguia sin tener una importancia relevante. La metodologia de ensefianza
fundamental dejo de ser dialéctica y verbal y empezo a basarse en el contacto directo
con las cosas y en la experiencia personal con la realidad. De esta forma Rabelais insiste
en el método intuitivo basado en el contacto directo con las cosas y Montaigne afirma
que debia procurarse que el nifio examinase todo para que adquiriese una sana
curiosidad por conocer las cosas de su entorno. Es muy probable que las Matematicas se
ensefiaran utilizando métodos intuitivos ya que en este periodo floreci6 la idea de que
todas las cosas medibles pueden ser representadas matematicamente. Se produce un
cambio de actitud del hombre ante la naturaleza, traducida en una profunda indagacion
de sus misterios. Sin embargo esta actitud no tuvo reflejos en los métodos de

investigacion.

¢) La matematica superior (s. XVII - s. XVIII)

En el tercer periodo, aparece la matematica como ciencia moderna. La contribucion
de las Matematicas al desarrollo del método cientifico (que comienza a utilizarse
durante la primera mitad del siglo XVIII) fue vital para que esta disciplina fuese
considerada cada vez mas necesaria. Durante el Racionalismo, el Empirismo y la
Ilustracion, la ensefanza de las Matematicas adquirié un enorme interés, no s6lo por ser

el soporte del método cientifico, sino porque ademas se la consider6 como una forma de
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descubrir, describir y comprender los fenomenos naturales. También cobro especial
significacion la sistematizacion del algebra, que contribuy6 a que esta disciplina fuese
considerada un medio para desarrollar el razonamiento de los alumnos.

En esta época la metodologia empleada se basé principalmente en los métodos
racionales de aprendizaje basados en la propia investigacion y el descubrimiento. Asi
Comenio desarrollé el método intuitivo en su Diddctica Magna ilustrando los conceptos
con sus representaciones graficas o reales; por otro lado Rousseau concibi6 a un alumno
inmerso en la naturaleza para que sus ideas fuesen extraidas con el contacto directo con
los hechos naturales y no de las palabras de un maestro. Esta metodologia fue apoyada
por las herramientas didacticas. Segun [Smith, 1951] “la primera mejora importante
de los antiguos instrumentos de cdlculo fue hecha por Napier en 1617. En su
Rabdologia expuso la configuracion de un sistema de varillas ordenadas para
multiplicar”. Otra contribucidon muy importante fueron las primeras calculadoras
mecanicas, consistentes en unos discos giratorios, uno para cada valor de posicion de las
cifras (creadas por Pascal en 1642, y posteriormente perfeccionadas por Leibnitz); y a
mediados del siglo XVII, Adam cred la primera regla de calculo deslizante en espiral.
En definitiva el objetivo de la ensefianza de las Matematicas a lo largo de este periodo
obedecia a una preocupacion por investigar y descubrir. La Matematica fue considerada
como un medio de desarrollo y aplicacion del método cientifico que permitiria el

conocimiento sistematico de algunos enigmas de la naturaleza.

d) La matematica contemporanea (s. XIX-XX).

A partir del siglo XIX, con la revolucién industrial como telén de fondo, aumento
considerablemente el interés por las Matematicas como ciencia. A comienzos del siglo
XIX Europa tenian una linea de pensamiento y accién homogéneo, sin embargo, tras las
Guerras Napoleodnicas, se inicidé un proceso de diversificacion educativa a lo largo de
numerosos paises europeos. El origen de este proceso de divergencia fue consecuencia
del nacimiento de diferentes enfoques y concepciones de las Matematicas y su
ensenanza. Entre las aportaciones educativas de algunos de los educadores mas destacas

de estos inicios del siglo XIX podemos citar las protagonizadas por:

e Giovanno Enrico Pestalozzi, quien considerd que el objetivo fundamental

de la ensefianza era conseguir que los alumnos adquiriesen claridad
cognitiva a partir de la EXPERIENCIA o de la INTUICION. Segin esta
vision, la forma, el nimero y el nombre eran los elementos fundamentales

de la intuicion y de la actividad cognitiva general. Asi, las Matematicas se
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convierten en un medio para desarrollar esa claridad cognitiva,

fundamentalmente a través de la aritmética y de la geometria.

John Friedrich Herbart, plante6 que la finalidad de la educacion era

promover intereses ricos y profundos, mas que la ensefianza de
conocimientos especificos. Esta importancia de los intereses éticos y del
conocimiento propugnada por Herbart, le llevaron a clasificar las disciplinas
escolares en dos grandes bloques: disciplinas historicas y disciplinas
cientificas. Sin embargo, esta division de las materias, no debia suponer un
estudio aislado de las mismas, sino que debian realizarse estudios conjuntos
mediante practicas que relacionasen unas disciplinas con otras. Por todo
esto Herbart creyd que a través de la ensefanza de las Matematicas se
desarrollaba el interés por la observacion de hechos ligados a leyes

generales.

Augusto Comte, concibi6 la educacion como el medio para llevar al

hombre desde la infancia o edad Teleolégica a la madurez o edad
Positiva. Consider6 las Matematicas como base de todas las ciencias,
creyendo que la ensefianza de esta disciplina permitiria al hombre

comprender y dominar la naturaleza.

Rousseau. al fundamentar su idea de hombre como un ser individual, con

unos intereses y capacidades propias, motivo la utilizacion de métodos

activos, dinamicos y lidicos en sus planteamientos didacticos.

En Francia las Matematicas de nivel superior tuvieron una gran importancia en

las academias y las escuelas militares por su aplicacion en el analisis y en la

construccion de mecanismos para la guerra asi como por su contribucion al desarrollo

de los procesos de pensamiento [Boyer, 1968], [Debesse-Mialaret y otros, 1974].

De hecho podemos destacar la concepcion de las Matematicas que tenian dos de los

grandes lideres de la revolucidn:

Laplace, pensaba que la esencia de las Matematicas era solamente una caja de
herramientas, de tal forma que para aplicarlas era necesario saberlas manejar con
extraordinaria habilidad.

Lagrange opinaba que las Matematicas eran un arte sublime que tenian razon propia
de existir, ya que su conocimiento llevaria al desarrollo y perfeccion del ser

humano.
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A partir de esta diversidad de ideas y fundamentalmente a partir de las ideas de
Rousseau sobre el nifio como un ser individual, con unos intereses y capacidades
propias, se fueron creando diversos métodos cuyo elemento bésico era el caracter activo
de la ensefianza de las Matematicas. En ocasiones, el juego se introduce como una
actividad libre en la que el nifio entra en relacion concreta con el mundo. Es por tanto,
en el siglo XIX cuando se introduce una ensefianza formal y sistemadtica de las

Matematicas.

Entre las herramientas didacticas més novedosas de esta época merece la pena
sefialar los juegos educativos disefiados por Fro€bel: pelotas de tela, volimenes
geométricos de madera, cubos descomponibles y también hay que destacar el desarrollo

y perfeccionamiento de las reglas de calculo por A. Manheim.

A mediados del siglo XX (1950-1960) se extendio6 por todo el mundo el afan de
reformar la organizacion de la matematica en todos los niveles. Los progresos
cientificos y tecnologicos obligaron a examinar el tipo de matematica que debian
ensefarse a los alumnos para afrontar sus futuras necesidades. Las primeras reformas
iniciales propiciaron un convencimiento generalizado de que hacia falta una reforma
integral surgida a partir de la estructuracion de los nuevos programas y los nuevos
métodos de ensefianza. En la mayoria de los paises, la reforma se orientd principalmente
hacia los contenidos, dejando de lado la nueva metodologia de ensefianza necesaria para
presentar estas innovaciones. Se produjo una crisis en los sistemas educativos
tradicionales tanto en la metodologia y como en sus contenidos. Hasta el momento, el
ciudadano medio europeo no habia necesitado para desenvolverse en su entorno una
excesiva cultura matemadtica, le bastaba con el manejo correcto de las cuatro
operaciones fundamentales y la resolucion de los problemas reales surgidos en la
compra-venta diaria y el presupuesto familiar. Pero a medida que la tecnificacion fue
invadiendo todos los aspectos de la vida, el individuo iba necesitando conceptos
matematicos mas profundos. Por estos motivos, en la década de 1950-1960 una serie de
investigadores se plantearon como objetivo el promover una renovacion en la ensefianza
de las Matematicas. De esta forma, se propuso una reforma que abarcaba tanto a los
contenidos como a los métodos tradicionales, considerando adecuada la incorporacion
de las nuevas tendencias Matematicas ("Matematica Moderna") a los planes de estudio.
La consolidacion de esta reforma tuvo lugar en la mayoria de los paises occidentales en
la década de los 60 y en Espafia a partir de 1970. El término "Matematica Moderna" se

utilizé para denominar una fase en la evolucion de esta disciplina, fase iniciada hace
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unos 150 afios como consecuencia de una revision de la matematica imperante hasta
entonces y con el intento de superar los errores de las logicas existentes. El gran
movimiento reformista que daria lugar a la llamada "Matematica Moderna", se planteo
ordenar los conocimientos matematicos y simplificarlos, debido a la extrema
complejidad a la que habian llegado las Matematicas, sin que ello afectara a la esencia
de la ciencia. De esta manera, se concluy6 que las matematicas no eran algo real sino un
juego formal, consistente en sacar consecuencias logicas de un sistema de axiomas
coherente en su conjunto y fijado de antemano, que no tenian por qué ser

necesariamente verdaderas.

La teoria de conjuntos ofrecid una base adecuada para el estudio de los tipos de
razonamientos aplicables a la comprension de determinados fendémenos, permitiendo asi
unificar las diversas teorias existentes hasta entonces. Con esta biisqueda de relaciones
estructurales, surgieron las estructuras algebraicas, las estructuras de orden y las
estructuras topolédgicas. Todas ellas fueron elaboradas y estructuradas por la llamada
escuela bourbakista, que fue la responsable de dotar a las Matematicas de una estructura
fuertemente axiomatica. Esta evolucion ha unificado una ciencia que se hallaba muy
dispersa, dandole una nueva vitalidad al sacarle del estancamiento y asfixia en la que se

hallaba sumida.

Actualmente desde el punto de vista de los CONTENIDOS, las Matematicas se ensefian
para facilitar a los alumnos la comprension de conceptos y procesos abstractos de su entorno, a
la vez que les permitan expresar matematicamente las realidades circundantes. También se tiene
como objetivo el proporcionar una herramienta de calculo, analisis y relacion con los contenidos

de otras disciplinas.

Respecto a los METODOS han surgido movimientos alternativos en la ensefianza de las
Matematicas ocasionados en parte por el fracaso de la ensefanza tradicional que predomina
todavia en la inmensa mayoria de los libros de texto. Una de las razones por las que esta
enseflanza expositiva tradicional no logra que los alumnos comprendan las Matemadticas, radica
en la concepcion estética del conocimiento matematico vigente atin en los libros de texto. Se
proporcionan conocimientos acabados, se ensefian ‘“verdades matematicas” que los alumnos
deben saber reproducir. Sin embargo esta concepcidén de la transmisién de conocimiento es
contraria tanto a la génesis del conocimiento matematico como al proceso de aprendizaje del
propio alumno. Es por ello que la psicologia actual sostiene que el aprendizaje es un proceso
activo que exige del alumno la puesta en marcha de los esquemas de conocimientos que

permiten asimilar los nuevos contenidos, asimilando activamente las nuevas ideas. Ademas la
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ensefianza tradicional no trabaja sobre las ideas previas de los alumnos y genera en el mejor de
los casos dos tipos de conocimientos: un conocimiento espontaneo Util para solucionar
problemas cotidianos y entender el mundo que les rodea y otro conocimiento académico, ajeno
a sus propias ideas pero util para resolver los problemas escolares de manera mecanica. Por otro
lado la ensefianza tradicional tampoco fomenta las habilidades del pensamiento hipotético-
deductivo, ni desarrolla estrategias de pensamiento formal.

Es por ello que es necesario ahondar en esta metodologia, circunstancia que nos hace

plantearnos cual puede ser el curriculum basico en Matematicas.

1.1.5. El curriculum basico en Matematicas.

A la vista de la evolucion que ha experimentado la ensefianza de las Matematicas se nos
plantea un interrogante muy importante en nuestro estudio
JCudl es el tipo de matemdtica que ha de ser ensefiada en la escuela?.
A partir de esta cuestion han surgido dos tendencias, por un lado estan aquellos que
abogan por un conocimiento tedrico de las Matematicas, es decir, un conocimiento de la
matematica pura y por otro aquellos que predican un conocimiento practico de la matematica,

una matematica aplicada, considerada como herramienta para otras disciplinas.

Como acabamos de comentar, desde el punto de vista de los contenidos, las
Matematicas se ensefian para facilitar a los alumnos la comprension de conceptos y procesos
abstractos de su entorno, a la vez que les permiten expresar matematicamente las realidades
circundantes. También es un objetivo muy importante, el proporcionar al individuo una

herramienta de célculo, analisis y relacion con los contenidos de otras asignaturas.

Respecto de la metodologia, podemos decir que estan apareciendo movimientos
alternativos en la ensefanza de las Matematicas provocados fundamentalmente por el fracaso de
la ensefianza tradicional de la cual ya hemos hablado en el apartado anterior. El fracaso de la
enseflanza expositiva tradicional que hemos sefialado anteriormente que radica en una
concepcion estatica de las Matematicas. El alumno recibe unos conocimientos terminados que
unicamente ha de reproducir, se trata de un tipo de transmision del saber que como bien hemos
sefialado, es contraria tanto al origen historico del conocimiento como a los mecanismos de
aprendizaje. En esta linea de pensamiento, el matematico Henri Lebesgue [Lebesgue y otros,
1983] afirmaba que "ningun descubrimiento matemdtico ha sido realizado mediante un

esfuerzo de logica deductiva, sino que ha sido siempre el resultado de un trabajo creador de la
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imaginacion, una vez hecho el descubrimiento, la logica ejerce su control, y es ella quien
decide, en ultimo término si se trata realmente de un descubrimiento y no de una ilusion; asi
pues, su papel aun siendo importante, no pase de ser secundario". También hay que sefialar las
ideas que introdujeron psicologos como Piaget [Piaget y otros, 1978] o Bruner [Bruner,
1979], enfatizando la importancia que tienen las metodologias en las que el alumno debe
activar sus esquemas de conocimiento para asimilar la realidad, es decir, incorporar activamente
las nuevas ideas con ayuda de los conocimientos ya adquiridos. La ensefianza tradicional
estatica, no fomenta las habilidades del pensamiento hipotético-deductivo, ni desarrolla
estrategias de pensamiento formal. Segun algunas teorias una alternativa frente a este tipo de
ensefianza tradicional se basa en un método de ensefianza basado en la investigacion activa, en
el cual el alumno elabora su propio conocimiento mediante el llamado aprendizaje por
descubrimiento. De esta forma, se evita un aprendizaje mecanico y se fomentan las habilidades
del pensamiento formal. Pero existen otras tendencias segun las cuales esta estrategia, aunque es
ventajosa, no resulta suficiente para obtener un aprendizaje adecuado. Seglin estas ideas, la
ensefianza por descubrimiento por si sola no es suficiente, ya que se trata de un "inductivismo
ingenuo" segun el cual, el conocimiento avanza por simple exposicion ante los datos correctos.
Estd comprobado que los individuos no abandonan las ideas erréneas por observaciones
contradictorias, se necesita una explicacion alternativa, porque el pensamiento formal no sélo
depende de la estructura o forma de las operaciones implicadas sino también de su contenido
[Pozo, 1987]. Es decir, una persona puede disponer de un pensamiento formal sin que eso le
asegure la comprension de los conceptos implicados en un problema para el que carece de las
ideas adecuadas. Una posible alternativa a la insuficiencia del aprendizaje por descubrimiento
consistiria en la necesidad de exponer a los alumnos ntcleos conceptuales basicos, pero no de
un modo pasivo sino induciendo un aprendizaje significativo [Ausubel-Novack-Hanesian,
1978]. No se trata de un retorno a la ensefianza tradicional, unicamente se defiende una
estrategia expositiva apoyada en que el trabajo cientifico requiere unas habilidades intelectuales
y creativas ajenas a la mayor parte de los alumnos. Muchos conceptos centrales de las
Matemadticas son dificiles de descubrir, por lo que puede ser conveniente que, en algunos
momentos, el profesor proporcione una solucidn a algunos de los problemas que se plantean,
siempre después de que el alumno haya intentado resolverlos. Se produce por tanto un cambio
progresivo de la ensefianza expositiva y pasiva a la enseflanza activa dirigida hacia la
investigacion.

Actualmente el proceso de innovacion educativa permanece vigente. La cantidad de
algoritmos computacionales que se deben o no ensefiar y aprender en la escuela y en general en
el curriculum de Matematicas son algunas de las cuestiones que forman parte de los diversos
interrogantes educativos presentes en la ensefianza de las Matematicas. Las Matematicas

contienen tanto aspectos conceptuales como aspectos computacionales, por lo que el equilibrio
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que debe mantenerse entre ambos y la necesidad de dedicar mas o menos tiempo en las tareas de

calculo entra dentro de la dialéctica actual.

Las Matematicas deben contribuir a formar ciudadanos que utilicen el pensamiento
logico, ejerciten la critica intelectual, tengan capacidad de analisis y de sintesis, se expresen sin
ambigiliedades e incoherencias, posean habitos de estudio y concentracion, estén dispuestos a
abordar la resolucion de un problema con tenacidad y confianza en si mismos, con
discernimiento suficiente para diferencial lo esencial de lo superfluo: objetivos que deberian ser

logrados en conjunto en todas las asignaturas.

Sin embargo se puede decir que actualmente existe un cierto fracaso en la ensefianza de
las Matematicas [Grupo Anaga, 1993], [Neira, 1999], [Alamo y otros, 1993]. Entre las
causas de este fracaso podriamos citar varias:

1) La comprensividad, caracteristica innovadora que pretende acercar la ensefianza a
todos, circunstancia que a veces puede producir grupos muy heterogéneos de
ensefianza, en especial el impacto de la comprensividad en el area de Matematicas
puede tener una significacion especial, dada la diversidad de niveles en éste area de
conocimientos, circunstancia que requiere una adecuada atencion a la diversidad.

2) Existe una escasa relacion entre las Matematicas que se estudian y las vivencias del
contexto del alumno.

3) La escasa preparacion pedagogica de algunos profesores de Matematicas.

4) El excesivo numero de alumnos por aula.

5) Inadecuada organizacion escolar, horarios densos, mala distribucidon de materias.

6) Las Matematicas se le presentan al alumno de manera deductiva, como algo ya

hecho, sin una justificacion adecuada de su estudio.

Esta situacién requiere un nuevo planteamiento no solo en el método sino quizas
también en los contenidos, porque una ensefianza adecuada de las Matematicas requiere que el

alumno descubra el interés por un cierto contenido, o la importancia de cierto teorema.

El proceso de aprendizaje de las Matematicas ha de ir de lo concreto a lo abstracto
partiendo de un paralelismo entre el mundo real y el mundo de las ideas, que finalmente
desemboca en el mundo real. Por eso no deberia prestarse una excesiva atencion a los procesos
de calculo que pueden convertir a las Matematicas en un conjunto de habilidades
computacionales, permitiendo de esta forma aumentar la atencion en otros conceptos superiores.

Esta situacion puede verse favorecida con una adecuada introduccion de las nuevas tecnologias
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y en particular de los ordenadores, y de los sistemas de calculo algebraico en la ensefianza de las

Matematicas.

Partiendo de la base de que el quehacer matematico debe tener un mayor protagonismo
en el curriculum béasico de las Matematicas, sin eliminar totalmente los calculos rutinarios, que
en ciertas etapas son claramente necesarios; es indudable que los sistemas computacionales, y
en especial los sistemas de calculo algebraico tienen y deben de jugar un papel fundamental en
los procesos de enseflanza y aprendizaje de las Matematicas. Por este motivo, nuestra tesis se
enmarca en la investigacion educativa de una estrategia didactica que incorpore estas nuevas
tecnologias al quehacer matematico para que el alumno descubra las Matematicas, que se
entusiasme por una disciplina que es considerada aburrida en general, pero que es el alma de los

procesos logico-deductivos del intelecto humano.

1.1.6. La resolucion de problemas en la ensefianza y aprendizaje

de las Matematicas.

Si hay un elemento fundamental que ha distinguido de forma especial la actividad
matematica a lo largo de toda su existencia, este es sin duda el planteamiento y la resolucion de
situaciones problematicas. La presencia de los problemas en la historia de las Matematicas ha
estado presente desde sus inicios, asi podemos encontrar numerosos vestigios de problemas
matematicos en las antiguas tablillas babildnicas y los papiros egipcios. Pero los aspectos que
se han transmitido en torno a los problemas matematicos han sido fundamentalmente sus
soluciones, dando menor importancia a las formas de resolverlos. A pesar de todo, la resolucion
de problemas, es decir, el interés por las formas de abordar y resolver una situacioén
problematica no ha sido un invento de nuestro siglo; ya en tiempos de Aristételes o Pappus (300
d.C.), el maestro proponia a sus discipulos situaciones problematicas que el alumno debia
intentar resolver. Arquimedes en "EI Método" muestra algunas ideas de sus formas de hacer
Matematicas. Posteriormente en el siglo XVII Descartes y Leibnitz se interesaron enormemente
en el método matematico, de hecho Descartes nos ha legado unas notas incompletas que
establecen el método cientifico: "Reglas para la direccion del ingenio", normas que anotd para
uso propio estableciendo un método de resolucion de problemas generales. De igual forma,
Leibnitz escribio en "Formas de pensar" algunas ideas acerca del modo de manejar el
pensamiento ante los problemas, llegando incluso a afirmar que "las formas de la invencion son
mas importantes que los resultados”. Pero ha sido en nuestro siglo con la aparicion del libro de

G. Polya "How to solve it" [Polya, 1945] cuando se plantaron las semillas del movimiento de
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resolucion de problemas que florecié definitivamente en 1980 cuando el “1980 NCTM
Yearbook" [NCTM, 1980] recomendd que "la resolucion de problemas fuese el principal
objetivo de la enserianza de las Matematicas en la década de los 80". Pero la importancia de la
resolucion de problemas trascendid a esa década. Asi en 1985 la ATM (Association of Teachers
of Mathematics) establecié que la habilidad en resolucidon de problemas es el corazén de las
Matemadticas y deberia reemplazar a la aritmética rutinaria como objetivo principal en la
educacién primaria; del mismo modo el NCSM (National Council of Supervisors of
Mathematics) situd la resolucidon de problemas como una de las 12 componentes esenciales de la

enseflanza de las Matematicas para el siglo XXI.

La relevancia adquirida por la resolucion de problemas estd motivada, en parte, porque
actualmente se esta dando mas importancia a los procesos que a los conceptos. Efectivamente,
los métodos del pensamiento (procesos) son mas importantes y dan mayor consistencia y vigor a
nuestro conocimiento matematico que los meros conceptos que generan un conocimiento
concreto y estatico. En este sentido, podemos afirmar que en las Matematicas el METODO tiene
mas importancia que el RESULTADO, de hecho los teoremas son importantes en la medida en

que sirven para resolver otras situaciones.

Por otro lado, si se pretende dotar a los alumnos de un aprendizaje en el que se permita
una asimilacion de informacion basdndose en los esquemas propios del alumno, (es decir un
aprendizaje significativo, en lugar de un aprendizaje memoristico en el que las asociaciones que
se adquieren no son relacionables con las estructuras cognitivas [Ausubel-Novak-Hanesian,
1976]) podemos optar asi entre un aprendizaje por recepcién o bien un aprendizaje por
descubrimiento. Bruner era partidario a ultranza del aprendizaje por descubrimiento [Bruner,
1960] mientras que Ausubel sefialaba que el descubrimiento no era el inico modo de aprender y
que el aprendizaje por recepcion también podia ser significativo [Ausubel, 1963]. Estos dos
estilos de aprendizaje se pueden situar en paralelo con dos tipos de prioridades educativas:
aprender Unicamente conceptos o bien aprender conceptos, procedimientos y estrategias. Si
nuestra eleccion educativa parte de que los alumnos no so6lo deben aprender conceptos, sino
procedimientos y estrategias generales entonces nos inclinaremos hacia el aprendizaje por
descubrimiento en el que la resolucion de problemas juega un papel fundamental [Carrillo,
1994]. En este contexto, debemos sefialar que la resolucion de problemas es una de las
estrategias recomendables para la adquisicion de aprendizajes significativos. Ademads, debemos

destacar que "el saber matemdtico es mucho mds un saber de método que de contenido"

[Guzman, 1991].
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Desde que G. Polya plante6 su plan para resolver problemas:
1. comprender el problema
2. concebir un plan
3. ejecutar un plan
4. examinar la solucion obtenida
se han elaborado otros planes o métodos con fases mas refinadas, fundamentalmente en lo
referido al segundo paso: la estrategia de resolucion escogida. Entre los autores mas destacados
que han desarrollado estrategias de resolucion de problemas podemos citar:
e SCHOENFELD [Schoenfeld, 1985] que en su libro "Mathematical Problem
Solving" (1985) plante6 como estrategias fundamentales:
- dibuja un diagrama del problema si es posible
- si hay un parametro entero, intenta un argumento inductivo
- considera argumentaciones por contradiccion o contraposicion
- considera un problema con menos variables

- intenta establecer submetas.

e BRANSFORD Y STEIN [Bransford-Stein, 1986] con su método IDEAL de
resolucion de problemas:
I = identificacién de problema
D = definir el problema
E = exploracion de analisis alternativos
A = actuar conforme a un plan
L = logros alcanzados
introdujeron como estrategias en su fase de exploracion
- razonar alainversa
- descomponer el problema en partes

- analizar casos particulares

e KRULICK Y RUDWICK [Krulick-Rudwick, 1987] plantean como estrategias a

seleccionar:

reconocimiento de figuras

trabajar hacia atras

- ensayo error

- simulacién y experimentacion
- reduccion del problema

- divide y venceras

- deduccion logica
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e  GUZMAN [Guzman, 1991] introduce un esquema muy similar
1. Familiarizate con el problema
2. Busqueda de estrategias
3. Llevar adelante la estrategia
4. Revisar el problema y sacar consecuencias
incluyendo en su segundo paso (busqueda de estrategias) algunas de las principales
estrategias del quehacer matematico:
- empieza por lo facil
- experimenta
- hazte un esquema, una figura, un diagrama
- escoge un lenguaje adecuado, una notacion apropiada
- busca un problema semejante
- induccion
- supongamos el problema resuelto

- supongamos que no es cierto...

Como puede observarse, todos los planteamientos incluyen numerosas heuristicas que
pueden facilitar la resolucion, sin embargo no se puede esperar que una maestria en heuristicas
reemplace el conocimiento de la materia, es decir encontrar una heuristica apropiada no es

condicidn suficiente para resolver un problema pero es condicidon necesaria.

La eleccion de una metodologia basada en la resolucion de problemas ha de permitir a
los alumnos la asimilacién y transferencia de conceptos y el desarrollo de estrategias de
pensamiento [Bautista, 1987]. Estos dos procesos cognitivos (asimilaciéon y transferencia)
estan implicitos en la resolucion de problemas, pues los alumnos en primer lugar tienen que
entender los conceptos y principios contenidos en el enunciado para luego poderlos resolver.
Por ello para que el alumno comprenda los datos e informaciones que se introducen en las
situaciones problematicas debe ser capaz de dotarles de significado para lo cual tiene que
relacionarlos con sus experiencias y conocimientos previos: es la asimilacion. Posteriormente el
alumno tiene que llegar a unas metas desconocidas a partir de unos conceptos, principios
facilitados en el enunciado o previamente y que el alumno debe ser capaz de transferir. Asi pues
una estrategia didactica de este tipo requiere plantearse cuatro objetivos fundamentales:

1. Que los alumnos ASIMILEN unas informaciones, conceptos y principios.

2. Que sean capaces de TRANSFERIRLOS para solucionar problemas
globales

3. Que los alumnos ANALICEN Y SINTETICEN situaciones problematicas
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4. Que los alumnos ADQUIERAN Y DESARROLLEN estrategias de

resolucion de problemas.

Bajo estos objetivos, ha de quedar muy claro lo que se entiende por situacion
problematica. Una situacion problematica ha de estar basada fundamentalmente en el contexto
de aprendizaje del alumno, porque ha de hacerle reflexionar y debe estar relacionada con los
intereses, las motivaciones y el contexto sociocultural del mismo. En consecuencia, una
situacidon problematica ha de ser un planteamiento que proporciona una informaciéon contextual
izada con el ambiente del alumno solicitindole de forma suficientemente motivadora una
solucion al problema. Bajo esta perspectiva lo que pudiera ser una situacion problemadtica para
un grupo determinado de alumnos, puede dejar de serlo para otros, bien porque los contenidos
que maneja son de un nivel muy diferente o bien porque no esta enfocado hacia los centros de

interés del grupo.

Una metodologia de este tipo requiere un clima abierto y creador, en el que se
establezcan multiples emisores de informacion: el profesor, el propio problema y los alumnos.
El proceso cognitivo de la resolucion de problemas se inicia con la situacion problematica que
despierta el interés del alumno. Este problema debe contener una informacion que debe ser
asimilada y analizada previamente y codificada en la memoria a corto plazo. Posteriormente el
alumno debe recuperar de su memoria a largo plazo una serie de datos para proyectarlos o
transferirlos en el problema en cuestion en la memoria a corto plazo. A continuacion se
ejecutara el plan de resolucion disefiado que debera ser posteriormente verificado. Por tanto la
estrategia didactica consta de cuatro fases que son la base de las situaciones problematicas ante

las que se debe enfrentar el alumno:

1. Comprension (asimilacidon y analisis)

2. Planificacion (transferencia y sintesis)
3. Ejecucion
4. Verificacion.

El término resolucion de problemas no resulta extrafio a casi nadie en el entorno de la
educacion matematica, pero sin embargo existe una gran variedad de significados sobre su uso.
Seglin estudios realizados [Carrillo-Contreras, 1998] existen rasgos caracteristicos en las
concepciones de un profesor sobre resolucion de problemas, y de hecho se han constatado
cuatro tendencias didacticas sobre el uso de la resolucion de problemas en el aula: tendencia
investigativa, tendencia espontaneista, tendencia tecnoldgica y tendencia racional. Este hecho

nos plantea la necesidad, no sélo de considerar la metodologia en la resolucion de problemas,
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sino profundizar en el tipo de enfoque practico que debemos realizar en nuestra aplicacion

practica, a la hora de considerar una alternativa metodolégica.

El auge que tienen actualmente los métodos de resolucion de problemas en la
ensefianza de las Matematicas es evidente. Mediante este método podemos intentar interesar al
alumno, motivar su aprendizaje, ayudarle en la comprension, retencion y transferencia de los
conceptos y relaciones semanticas, ya que, este uso de situaciones problematicas favorece la
comprension del proceso de matematizacion , la construccion de modelos y la aficion por la

matematica.

Nuestra estrategia didactica utilizard la RESOLUCION DE PROBLEMAS como uno de
los ejes vertebradores de la misma, ya que consideramos que las metodologias basadas
resolucion de problemas puede favorecer enormemente cuatro aspectos fundamentales en la
ensefianza de las Matematicas mediante el uso de programas de célculo simbdlico:

1. Motivacion del alumno.

2. Su creatividad.

3. Mejora de sus métodos de razonamiento

4. Obtencion de un conocimiento relacional que sustente con mas vigor los conceptos,

hechos y principios matematicos a adquirir.

A la vista de la evolucion educativa que han experimentado la ensefianza de las
Matematicas, y a la vista de la implantacion de las nuevas tecnologias en todos los aspectos
educativos y culturales, es necesario hacer una reflexion sobre la relevancia de una revision de
las estrategias de ensefianza de las Matematicas y la importancia que estas nuevas herramientas
tecnologicas estan adquiriendo en nuestra cultura actual. Por eso en esta investigacion vamos a
analizar uno de los tipos de programas que mds estdn influyendo en la ensefianza de las
Matemadticas: los sistemas de calculo algebraico, programas que fundamentardn parte de la

estrategia didactica que plantearemos en el capitulo II.
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I.2. Los sistemas de calculo algebraico y la ensefianza

de las Matematicas.

Para analizar la relacion que guardan las finalidades de la ensefianza de las Matematicas
con las nuevas herramientas tecnologicas, es necesario realizar un pequeio andlisis que nos
permita comparar y relacionar las finalidades propias de la ensefianza de las Matematicas con
los avances informaticos surgidos a partir de 1950, estudiando la influencia que han ejercido las
nuevas tecnologias en el panorama de la ensefianza de las Matematicas. La aparicion de estas
nuevas herramientas didacticas ha proporcionado un nuevo ambito de investigacion didactica
encaminado a estudiar y analizar las metodologias que surgen de una manera natural con el uso
de estos nuevos medios. Se trata de estrategias didacticas que pueden ofrecernos nuevas
posibilidades en los procesos de ensefanza-aprendizaje. Por este motivo, en el primer apartado
de esta seccidon analizamos la influencia que han ejercicio los ordenadores en la ensefianza de
las Matematicas. A continuacién nos centramos en los programas informaticos de mayor
utilizacién en procesos de ensefianza-aprendizaje de contenido matematico. Estos analisis nos
brindan una excelente oportunidad para establecer las caracteristicas educativas basicas de este
medio computacional, asi como para sefialar los peligros y desventajas que se nos pueden
presentar con el uso de este tipo de herramientas didacticas. A partir de esta vision general de
las nuevas tecnologias dirigimos nuestro estudio hacia aquellos programas que han alcanzado
mayor difusién en los ultimos afios: los sistemas de célculo algebraico. Entre todos estos
sistemas centramos nuestra atencion en DERIVE, uno de los sistemas de calculo algebraico mas
utilizado. Este sistema de célculo algebraico es precisamente el programa a partir del cual
disefiamos la estrategia didactica que hemos empleado en la experiencia didactica, estrategia
que detallaremos mas adelante en el capitulo Il y que es el elemento central del estudio de la

presente tesis.

1.2.1. Influencia de los ordenadores en la enseiianza de las

Matematicas.

La aparicion de los ordenadores en la segunda mitad de nuestro siglo ha ocasionado una
revolucion tecnologica que, sin lugar a dudas, se ha introducido en todos los aspectos de nuestra
cultura. Pero ademas, este influjo de los ordenadores comienza a sentirse fuertemente en
muchas areas de nuestro entorno inmediato, procesos de datos de los bancos, organizacion y

planificacion de las empresas, robotizacion de los procesos de produccion, automatizacion de
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bibliotecas, manipulacion y control de navegacion aérea,... La influencia del ordenador también
estd presente en la investigacion de la matematica fundamental como puede comprobarse con la
demostracion del teorema de los cuatro colores, demostracion que no hubiera sido posible sin el
uso del ordenador. También en las aplicaciones de la matematica la influencia del ordenador
esta siendo muy fuerte, sobre todo por su capacidad de resolucion numérica sobre problemas
extraordinariamente complicados cuya solucion hubiera resultado irrealizable hace afios
[Guzman, 1994]. La ensefianza no ha quedado ajena a esta influencia, de ahi que las
posibilidades didacticas que ofrece el ordenador estén suscitando nuevos enfoques
metodologicos. De hecho las nuevas tecnologias abren nuevas posibilidades educativas que
relativizan la importancia de ciertas destrezas muy arraigadas en la educacion tradicional,
abriendo campos de actuacion antes insospechados [Luelmo, 2000]. En la ensefianza de las
Matematicas esta revolucion informatica ha venido acompafiada de numerosas experiencias
didacticas, de multiples manifestaciones y formas de uso, todas ellas basadas en la introduccion
del ordenador en la ensefianza y aprendizaje de las mismas. Una posible clasificacion de las
diferentes formas de uso que han ofrecido los ordenadores en su corta existencia puede
encontrarse en [Kaput, 1992]. Segun J. Kaput las formas basicas de uso de los ordenadores se

pueden clasificar en torno a los siguientes tipos de aplicaciones:

e JUEGOS DE ORDENADOR. Las Matematicas tienen un elevado componente

ludico, circunstancia que ha motivado en numerosas ocasiones la utilizacion del
juego como un elemento dinamizador de los procesos de ensefianza y aprendizaje.
En este contexto los programas de ordenador han desarrollado dos tipos basicos de
juegos: los juegos de la primera ensefianza con algun tipo de contenido particular
(llamados por ello juegos de contenido) y otros juegos con un contenido mas
general, encaminados a desarrollar estrategias de resolucion de problemas (juegos
de proceso) [Corbalan,1997]. Algunos de estos juegos de ordenador fueron
GREEN GLOBS [Dugdale, 1982], cuyo objetivo era la traduccion entre
ecuaciones algebraicas y sus representaciones graficas; GUESS MY RULE
[Barclay,1985] cuyo objetivo curricular era ensefiar el comportamiento de un
conjunto dado de funciones o clases de funciones, basadas en datos graficos o

Nnumericos.

e TUTORIALES DE ORDENADOR. Programas que simulan una relacion tutorial

profesor-alumno a través del ordenador, para unos contenidos predeterminados.

[Carbonell, 1970], [Anderson, 1988], [Anderson y otros, 1985], [Derry,
1989], [Dugdale-Kibbey, 1977] La evolucion de estos tutoriales generd los

sistemas de enseflanza asistida por ordenador (Computer Assisted Instruction, CAI)
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[Fernandez Gonzalez, 1986]. Estos sistemas estan basados en la ensefianza de
contenidos matematicos a través de manipulaciones guiadas sintacticamente por el
propio programa. Adoptaron el sistema tradicional de notacion y la pedagogia de la
ensefianza tradicional, transfiriendo estos estilos al medio computacional y
utilizando la capacidad de interaccion de los ordenadores. Quizés por este motivo,
el ordenador no se introdujo verdaderamente en el contexto educativo, sino que tan
so6lo se convirtid en un recurso didactico que realizaba por mera transferencia

mediatica, los mismos esquemas didacticos tradicionales.

SIMULACIONES Y MICROMUNDOS. Son programas que simulan situaciones

reales a través de modelos matematicos, y permiten observar y estudiar dichos
modelos simulados a través del ordenador [Bautista, 1986]. Estas simulaciones son
pequeiios contextos reales o micromundos que permiten descubrir propiedades de
mundos reales en algunas ocasiones no observables (estudios astronomicos,
estudios de microbiologia,...). Se han desarrollado dos tipos fundamentales de
simulaciones:
a) simulaciones que se ejecutan en paralelo con el sistema que modela
(estudio de un péndulo y su funcionamiento simulado)
b) simulaciones que no permiten la comparacion. Este segundo tipo de
simulacion se suele utilizar cuando las escalas temporales y espaciales no
permiten un chequeo directo de la simulacion (un ejemplo de este tipo de

simulaciones es el estudio de los movimientos planetarios).

HERRAMIENTAS DE COMPUTACION. Se suelen distinguir dos tipos de

herramientas de computacion: las de propésito general y las de proposito
especifico. Las herramientas mas utilizadas en educacion matematica tienden a ser
mas generales aunque sus usos especificos pueden variar ampliamente. Entre este
tipo de programas se encuentran numerosas utilidades graficas, programas de
estadistica y manipuladores simbolicos, que en ocasiones se pueden adaptar para
propositos més particulares. Para utilizar este tipo de herramientas genéricas en
contextos educativos, es necesario que el profesor invierta un esfuerzo especial, ya
que es preciso efectuar adaptaciones metodoldgicas sobre cada uno de los contextos

educativos en los que se quieran utilizar.

LENGUAJES DE PROGRAMACION. Los lenguajes de programacion utilizados

mas frecuentemente en la ensefianza han sido los denominados “lenguajes de alto

nivel”. Este tipo de lenguajes permiten elaborar programas utilizando lenguajes
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accesibles y cercanos al usuario, sin necesidad de tener que dominar el codigo y los
procesos que emplea la maquina para realizar sus operaciones, es decir, se trata de
lenguajes cercanos al usuario tanto a escala sintactica como a escala semantica.
Entre los lenguajes de programacion de propodsito general mas utilizados fueron
LOGO, BASIC , FORTRAN y PASCAL. El uso de estos lenguajes de
programacion en la ensefianza de las Matematicas tuvo un fuerte impulso en los
anos 1960. Se consideraba que las habilidades cognitivas generales de los alumnos
surgian como resultado de actividades de programacion apropiadas (habilidades de
disefio, resolucién de problemas,...). Por ello el aprendizaje consistia en la
adquisicion de técnicas de programacion por medio de estos lenguajes, de tal forma
que aprender las particularidades de un lenguaje era subsidiario al aprendizaje de
habilidades mas generales de pensamiento. La programacion se convirtid asi en un
medio de aprendizaje matematico. Merece la pena resaltar el enorme auge que
adquirid, sobre todo en la ensefianza primaria, el uso del lenguaje LOGO [Papert,
1982]. Este lenguaje fue utilizado en la etapa infantil como medio de ensefianza-
aprendizaje de las Matematicas debido fundamentalmente a su sencillez. Con unas
pocas ordenes se podian manipular numerosos conceptos geométricos. Sin embargo,

poco a poco, esta practica de uso de la programacion fue cayendo en desuso.

Este impacto tecnologico también ha influido en la investigacion matematica [Pérez,
1996]. Efectivamente, los ordenadores no sélo han proporcionado una nueva herramienta en la
investigacion matematica sino que, ademas han hecho surgir nuevas areas de investigacion. De
esta manera, podemos citar trabajos relacionados con la blsqueda de grupos esporadicos, la
factorizacion de enteros muy grandes, el estudio de puntos racionales sobre curvas elipticas,...
topicos que forman parte de una larga lista de campos en los que la investigacion matematica no
hubiera sido posible sin la ayuda de los ordenadores. Esta aplicacion de los ordenadores en la
investigacion matematica ofrece numerosas posibilidades, asi por ejemplo, los ordenadores se
pueden utilizar para realizar demostraciones, que sin la ayuda de los mismos, resultarian muy
costosas; permiten introducir un elevado grado de experimentacion, elemento muy importante
en el desarrollo de esta disciplina (basta citar a Euler en su comentario acerca de la necesidad de
observacidon en Matematicas: “los problemas de numeros que conocemos han sido generalmente
descubiertos por observaciones que luego han sido confirmadas por demostraciones™). En esta
misma linea, el uso de métodos iterativos en la resolucién de ecuaciones lineales no resultaba
muy recomendable debido al elevado nimero de operaciones que se debian de realizar, sin
embargo, con los ordenadores se ha proporcionado un nuevo impulso al uso de estos métodos.
De hecho, recientemente, gracias a la capacidad de los ordenadores, se han conseguido mostrar

los conjuntos de Mandelbrot y las curvas fractales. Otro elemento muy interesante que ha sido
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relanzado por los ordenadores es el uso de algoritmos, utilizados ya desde Euclides hace 2000
afios (algoritmo de Euclides). Asi pues, esta nueva herramienta ha proporcionado no solo
mejoras de calculo que hacen posible una investigacion matematica mas llevadera, sino

que ademas ha introducido nuevos 4mbitos de investigacion.

Los problemas intrinsecos a la educacion matematica no se resuelven de forma
automatica con el uso de nuevas herramientas didacticas, de hecho “la naturaleza de la
herramienta no explica o justifica su resultado, mds bien el uso que se ha hecho del
instrumento; mas que el medio o herramienta en si, son los contextos y el uso de los recursos
quienes determinan el efecto que estos causan sobre el pensamiento de quienes los utilizan”
[Bautista, 1994]. Asi pues, no basta con proporcionar a los alumnos un ordenador dotado de un
determinado programa para tener garantizada una educacion matematica éptima. Debemos tener
muy en cuenta los tipos de conocimiento que se pretenden transmitir asi como sus formas de
transmision; asi pues es necesario considerar con detenimiento las posibilidades y las
restricciones educativas que nos proporcionan el uso de los ordenadores en el aula. Es indudable
que los ordenadores han cambiado y cambiaran la visiéon de las Matematicas; por ejemplo
podemos afirmar que los aspectos experimentales de las Matematicas adquieren un
protagonismo superior, debido a la rapidez de céalculo del ordenador. Este hecho supone que los
estudiantes adquieran habilidades en torno a la observacion, la exploracion, la intuicion
matematica y la comprobacion de hipétesis. Pero también es necesario asegurar que las
actividades tradicionales tales como la generalizacion y la abstraccion no se vean
perjudicadas por un uso desmesurado de las habilidades anteriores. Necesitamos en
consecuencia un punto de equilibrio entre las Matematicas formales y las Matematicas

experimentales.

Otro elemento que cabe considerar al respecto, es el cambio experimentado o que se
puede producir en las relaciones entre profesor y alumno. Los ordenadores pueden afectar al
comportamiento de los estudiantes, ya que crean nuevas relaciones entre el propio estudiante, el
conocimiento, el ordenador y el profesor. La actividad matematica del estudiante frente al
ordenador le permite obtener un aprendizaje mas autéonomo, ya que se puede enfrentar a los

fendmenos matematicos de una forma mas directa.

La actividad matematica también puede verse mejorada por la aparicion de los nuevos
sistemas de representacion propios de las nuevas tecnologias [Bautista, 1994]. En este
sentido el ordenador permite manipular sistemas graficos y algebraicos de forma indistinta
ofreciendo la posibilidad de representar los objetos y procesos matematicos en diferentes

sistemas de representacion, circunstancia que puede facilitar una mayor profundidad en la
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comprension de los contenidos matematicos; ademas, todas estas posibilidades provocan un
pensamiento activo en Matematicas, objetivo que no es una tarea facil de lograr, pero que con
la ayuda de los ordenadores podemos facilitar proponiendo actividades mas amplias y profundas

para los estudiantes de Matematicas.

Por otro lado, los profesores que utilicen el ordenador dentro de sus tareas necesitan
adquirir nuevos conocimientos y habilidades para utilizar el hardware y software existente, que
debe irse adaptando con las nuevas mejoras tecnologicas, de tal forma que su situacion

respecto al control del aula se modifique, sacrificando de esta forma su tradicional seguridad.

La influencia que estas nuevas tecnologias estan ejerciendo sobre la metodologia y
didactica de las Matematicas, asi como en el curriculum de Matematicas ofrece numerosos

interrogantes, entre los que podriamos destacar:

e ;Coémo se puede utilizar el ordenador para ensefiar conceptos abstractos?
[Halmos,1991]

e ,cuales son los principios que deberian guiar el disefio o eleccion de sistemas de
notacion para el aprendizaje de las Matematicas? [Kaput, 1992].

e ;debe disefiarse un nuevo curriculum en Matematicas para introducir las nuevas
tecnologias?

e el uso del ordenador disminuye las habilidades computacionales de los alumnos?

e ;como podemos controlar el pensamiento conjetural a través del ordenador?
[Halmos,1991]

e ,como afectan las diferentes tecnologias respecto a la relacion entre conocimiento
procedimiental (procedimientos) y conceptual (conceptos), especialmente cuando el

conocimiento procedimental es suplido por el ordenador? [Kaput, 1992]

En todo este entramado de cuestiones e interrogantes provocado por la introduccion de
los ordenadores en la ensefianza de las Matemadticas existen numerosas opiniones que contestan
parcialmente a estas preguntas y que podriamos agrupar en dos grandes tendencias en torno al

tema:

1) Por un lado se encuentran los que piensan que la introduccién de los ordenadores
de la ensefianza de las Matematicas es claramente nociva. Asi [Truesdell, 1984]
afirma que “el ordenador esta causando danios posiblemente irreparables puesto

que:
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- el ordenador es incapaz de proponerse un rigor propio,

- la matematica es la ciencia de los infinitos, mientras que la
computacion es esencialmente finita,

- los ordenadores comportan poder y abusos de poder,

- las teorias clasicas usaban modelos inductivos y deductivos y la
computacion utiliza modelos flotantes.

- Por lo tanto, la introduccion del ordenador en la enserianza ha de
evitar caer en numerosos errores, puesto que, Si Ho Se prevén,
pueden provocar daros irreparables en la cultura matemdtica. Asi
pues los ordenadores ponen en peligro el pensamiento, el idioma,
la ciencia y la supervivencia humana, y como cualquier otra

herramienta peligrosa, deberian ser puestos bajo control estricto”

2) Por otro lado, podemos encontrar opiniones que son partidarias del uso de los

ordenadores en la ensefianza de las Matematicas, teniendo presente los
problemas que se pueden provocar con el uso de las nuevas tecnologias en la
ensefianza de esta disciplina. Son favorables a esta introduccion porque “la
riqueza del pensamiento matematico no se fundamenta en las soluciones
cristalizadas, sino en los procesos de pensamiento a los que esas soluciones han
conducido” [Guzman, 1992], y los ordenadores pueden permitirnos primar los
procesos de pensamiento frente a los conocimientos estaticos ya construidos,
facilitindonos una vision mas "cristalina" de nuestros procesos de pensamiento.
Toda herramienta didactica requiere una utilizacion adecuada, es decir, debe
adaptarse a las necesidades educativas, y los ordenadores no son una excepcion, ya
que su simple utilizacion no garantiza el éxito de la labor educativa pues como bien
afirma R.W. Hamming “el uso inteligente de los ordenadores en Matematicas es
una herramienta que puede ayudarnos en nuestros procesos de pensamiento, pero
no reemplazarlos”. Asi pues, podemos sumarnos a estas opiniones, sefialando que
“los programas de ordenador pueden mejorar la calidad de nuestra ensefianza, a la
vez que generan enormes posibilidades para reemplazar buena ensefianza por

mala, por lo que deben usarse con juicio” [Halmos, 1991].

Ante este panorama general de opinion muy extendido en la comunidad matematica

internacional, nuestra postura se enmarca dentro del segundo bloque de opinion. Creemos que

una disciplina que es complicada en su propia esencia requiere emplear el mayor nimero de

técnicas y herramientas auxiliares para facilitar y acercar su aprendizaje. Las Matematicas

deben formar parte de la comunidad, no deben ser propiedad exclusiva de un grupo de
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privilegiados, porque como bien decia Napoledn Bonaparte "El avance y perfeccionamiento de
las Matematicas estan estrechamente relacionados con la prosperidad de la nacion". En
consecuencia, bajo un punto de vista pragmatico, la ensefianza de las Matematicas debe
acercarse cuanto sea posible al entorno de cualquier persona. Por otro lado, la intervencion de
las Matematicas en la formacion del razonamiento 16gico y la capacidad de abstraccion de todos
los individuos son otra razén de peso para acercar esta disciplina al mayor nimero de personas.
Ademas, si tenemos en cuenta los argumentos de la comunidad pitagdrica, que consideraban las
Matematicas como la esencia de la naturaleza, y conseguimos transmitir esa belleza y armonia
intrinseca al propio quehacer matematico, habremos encontrado sin duda otro motivo para
ensalzar la humanidad de las Matematicas. En este sentido, los ordenadores y muy
especialmente los programas de calculo simbolico, desarrollados en torno a las nuevas
tecnologias, son otra herramienta que favorece la comprension de conceptos sumamente
complejos, nos acerca al interior de los teoremas y resultados clasicos, gracias a sus enormes
posibilidades, entre las que merece la pena destacar las multiples representaciones de los objetos
matematicos. Como cualquier herramienta didactica, la introduccidon debe realizarse de una
forma adecuada, porque una herramienta bien utilizada, puede mejorar la ensefianza y el
aprendizaje de nuestros alumnos, incrementando su motivacion e interés por disciplinas que a
priori pueden resultar poco atrayentes. Por ello, nuestra tesis se centra en este aspecto y pretende
profundizar en lo que puede ser una estrategia didactica adecuada para la ensefianza de las

Matematicas, en particular, de la ensefianza del Algebra Lineal.

Nuestra investigacion se basa en esta ultima vision optimista, que pretende incorporar
plenamente las posibilidades que brindan los ordenadores en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas, no s6lo en los aspectos INSTRUCTIVOS (aprendizaje de rutinas, calculos,...) sino
también en los procesos FORMATIVOS (andlisis, reflexién, razonamientos inductivos,
deductivos, socializacion,...) es decir dimensiones y procesos que unicamente se aprenden con
la vivencia y la experimentacion y esto es lo que pretendemos con la ayuda de las herramientas
informaticas. Conscientes de los errores didacticos que estos nuevos materiales pueden
provocar, en la presente tesis estudiaremos estos errores o peligros para diseflar una estrategia
didactica mediante la cual, seamos capaces de incorporar plenamente el ordenador en el aula de
Matematicas. De hecho, la investigacion de campo pretende desvelar de qué forma este disefio

metodoldgico afecta a los procesos de ensefianza-aprendizaje.

En el apartado 1.2.4 analizamos esos peligros que son el argumento fundamental de
Truesdell y todos aquellos que se muestran contrarios al uso de los ordenadores en la ensefianza,
utilizando dichos argumentos como elemento fundamental de una vision fatalista sobre la

incorporacion de las nuevas tecnologias en la ensefianza de las Matematicas.



38 1.2. LOS SISTEMAS DE CALCULO ALGEBRAICO Y LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS

1.2.2. Breve historia del software utilizado en la enseinanza de las
Matematicas.

Desde los afios 50 se han venido elaborando numerosos programas de ordenador en el
contexto de la ensefianza de las Matematicas. Los primeros programas de aplicacion matematica
fueron desarrollados sobre grandes ordenadores, y se disefiaron para ejecutar rutinas
especializadas de calculos concretos, dando lugar a las denominadas librerias cientificas. De
este tipo fueron programas como SSP (Scientific Subroutine Package) o bien IMS (International
and Statistic Library). Mas tarde, se empezaron a utilizar paquetes estadisticos (BMDP, SPSS,
SPS, NASTRAN,...) que facilitaban los innumerables calculos rutinarios vinculados al estudio

completo de problemas relacionados con la estadistica [Amillo-Guadalupe, 1991].

En la década de los 60, comenzaron a surgir los lenguajes de programacion de
proposito general como BASIC, PASCAL y FORTRAN que permitieron desarrollar toda una
metodologia matematica muy vinculada a la programacion. Como ya hemos comentado en el
apartado anterior, se creia que las habilidades cognitivas de los alumnos en torno a las
Matematicas se podian desarrollar por medio de actividades de programacion adecuadas. Con la
aparicion de LOGO en el escenario educativo, el auge de los aspectos educativos de la
programacidon en la ensefianza de las Matematicas promovieron el uso mas generalizado de este
tipo de lenguajes. Pero a pesar de las enormes posibilidades que ofrecia LOGO,
fundamentalmente por su facilidad de manejo, este tipo de programas cay6 en desuso en la

educacion matematica.

También debemos sefalar la importancia que adquirid el uso de la inteligencia artificial
en el contexto del aprendizaje tecnologico. El uso de la Inteligencia Artificial en la educacion
matematica tiene sus origenes en los afios 50 y 60, con los sistemas de ensefianza asistida por
ordenador (CAI, Computer Aided Instruction). Estos sistemas iniciales consistian en una serie
de paginas electronicas movibles que contenian comentarios almacenados, asociados a las
respuestas elegidas. En otros programas, la variable central era la cantidad de tiempo empleado
en utilizar este material, se trataba de MAQUINAS CON RESPUESTA ALMACENADA. Mas
tarde surgid un estilo mas avanzado que incluia RAMIFICACIONES DE RESPUESTA
ALMACENADA, de tal forma que, dependiendo de la respuesta del alumno, el programa

ofrecia una variedad de esquemas alternativos. En los afios 70 los nuevos sistemas de
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ensefianza asistida por ordenador ofrecian un nuevo aspecto, ya que las respuestas y los
problemas se podrian GENERAR desde el ordenador segin como fuesen los datos de entrada
del estudiante. En los afios 80, se disefiaron TUTORES para ensefiar tareas programadas.
Lenguajes de programacion como LISP permitieron desarrollar estos nuevos tutoriales que
convertian al ordenador en un tutor en continuo didlogo con el estudiante. Los tltimos indicios
sobre esta modalidad de programas tienden a incorporar en estos sistemas, estrategias de
enseflanza basadas en hipdtesis de observacion sobre el aprendizaje del estudiante, incluyendo
el aprendizaje del conocimiento heuristico. Actualmente estos sistemas tienden a crear mas que
tutores, ENTRENADORES, es decir soportes de instruccion sobre materias concretas. Los
sistemas de ensefianza asistida por ordenador no se impusieron en la ensefianza de las
Matematicas de manera global, dado el grado de especializacidon y contextualizacién necesaria

para el programa [Kaput, 1992].

Cuando realmente se produjo un auténtico avance en el uso de las nuevas tecnologia en
el ambito de la ensefianza de las Matematicas, fue con la aparicion de los paquetes de calculo
simbolico, que surgieron a finales de los afios 60. Entre los paquetes simbolicos mas
importantes que aparecieron por aquel entonces podemos citar MACSYMA (1970, desarrollado
en la M.LT., Massachussets Institute of Technology), REDUCE (1978, de Antony Heard,
Randon Corporation), PC-2 (1966, George Collin), FORMAC (1966, Knuth Bohon, Alemania),
ALTRAN (1966, Bell Company), SMP (1980, S. Wolfram), MUMATH/MUSIMP (1979).
Estos sistemas de calculo, realizaban procesos simbolicos tales como el calculo de derivadas
parciales, la diferenciacidn, la integracion, la resolucidon de sistemas lineales,.... ofreciendo
como respuesta las expresiones simbolicas solucion del problema, aunque también ofrecian las
tradicionales respuestas numéricas utilizando la denominada aritmética aproximada. Estos
primeros programas requerian grandes ordenadores, su ejecucion era lenta y tenian un entorno
de trabajo sumamente complicado. Pero estas posibilidades de calculo simbdlico fueron
desarrollandose incluyendo entornos de trabajo mas sencillos y con mayores posibilidades

graficas.

El impulso de los ordenadores personales en la década de los 80 y la aparicidon de
sistemas de calculo simbolico para PC’s provocaron una expansion didéctica en el uso de este
tipo de programas en el aula. Esta situacion permitié que los primeros manipuladores simbolicos
se desarrollasen en este entorno y que surgieran nuevos programas de calculo simbolico para
PC's. De esta forma, la evolucion de SMP dio lugar a MATHEMATICA (1980, S. Wolfram et
al), del mismo modo DERIVE (Software House, 1984) aparecio como evolucion del programa

MUMATH. Otros programas de calculo simboélico que vieron la luz por aquella época fueron
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MAPLE (Waterloo Maple Software, Universidad de Waterlo), MACSYMA (Macsyma Inc.) ,
MATLAB (The MathWorks Inc). (en la direccion de internet
lhttp://symbolicnet.mcs.kent.edu/SN/www-sites.htmI#A1.1|

Se puede obtener un listado parcial de los principales sistemas actuales de calculo algebraico).

También se han desarrollado otro tipo de programas basado en el calculo aproximado,
los denominados programas de CALCULO NUMERICO. Programas que ofrecian enormes
posibilidades numéricas, con un entorno disefiado exclusivamente para la programacion

cientifica (EUREKA, MATHCAD,...)

Junto a los sistemas de calculo simbdlico, y de forma paralela, aparecieron unos
sistemas  computacionales enmarcados en contextos geométricos, que potenciaron la
importancia que ha tenido la Geometria en los nuevos curricula. Algunos de estos programas
son: Geometric Supposer (Schwartz & Yerushalmi, 1985), Geodraw (Bell, 1987) que permite la
construccion de objetos geométricos, Cabri-Géométre [Laborde, 1990] sistema de exploracion
geométrica de caracter dinamico, Geometer Sketchpad [Klotz, 1991] muy similar a Cabri y
recientemente se ha lanzado al mercado el sistema de geometria dindmica Cinderella (Richter-

Berbert, 1999).

Nuestra tesis se centrard en el uso de un sistema de calculo simbdlico, que ofrece
numerosas posibilidades en el ambito educativo, favorecedoras de una ensefianza mas
interactiva y que puede facilitar la adquisicidon de aprendizajes significativos en una disciplina
intrinsecamente abstracta. A continuacion analizamos algunas de las nuevas caracteristicas que

ofrece este nuevo medio computacional.

I.2.3. Caracteristicas que ofrece el nuevo medio computacional.

Los ordenadores y todo el conjunto de programas orientados a la ensefianza de las
Matematicas ofrecen nuevas posibilidades educativas que distinguen a estas nuevas tecnologias
de los sistemas tradicionales de ensefianza. El nuevo medio computacional posee ciertas
caracteristicas que pueden aportar avances importantes en lo referente a la enseflanza y
aprendizaje de las Matematicas. Entre las caracteristicas mas importantes que ofrece este medio

computacional podemos destacar las siguientes:


http://symbolicnet.mcs.kent.edu/www-sites.html#A1.1
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(b)

Permiten mantener MULTIPLES REPRESENTACIONES de diferentes sistemas de

notacién y, en consecuencia, la posibilidad de efectuar transformaciones entre
diferentes objetos cognitivos de un mismo sistema de notacion asi como
traducciones de un mismo objeto cognitivo entre diferentes sistemas de notacion,
como por ejemplo las traducciones entre sistemas de notacion graficos, mas
intuitivos y cercanos al usuario, y los sistemas de notacion formal de mayor grado
de abstraccion. De esta forma, se puede facilitar la construccion de SISTEMAS DE
NOTACION INTERMEDIOS entre los sistemas de notacion de la matematica
formal y los sistemas de notacidn cercanos e intuitivos. Asi, las cogniciones
asociadas a los objetos matematicos formales (nuestro pensamiento matematico)
tendran un reflejo en las cogniciones generadas por estos sistemas intermedios (el
ordenador y el software utilizado), pudiendo evitar de esta forma los graves
problemas que suscitan las relaciones entre el lenguaje matematico y el lenguaje

natural [Kaput, 1992].

El medio computacional es un MEDIO DINAMICO que permite una transmision

continua de los estados y procesos intermedios que tienen lugar en un

procedimiento global. En los ordenadores es posible efectuar cambios e instancias
de nivel inferior sobre estructuras jerarquicas superiores, de tal forma que dichos
cambios se transmiten dindmicamente y de forma automatica sobre todas las
instancias de nivel superior [Kaput, 1992]. Esta caracteristica difiere enormemente
del tradicional medio estatico que requiere incluir varias instancias del elemento
para intentar representar la variacion y dinamismo del mismo. En este sentido esta
posibilidad de percibir el dinamismo a través de la evolucidon de los estados
intermedios es una caracteristica cognitiva que puede verse favorecida por este
nuevo atributo que ofrece el medio computacional. Un ejemplo muy grafico de este
aspecto, lo ofrecen los sistemas de geometria dinamica como Cabri Géométre
[Laborde, 1990] o Geometer Sketchpad [Klotz, 1991]. Estos programas ofrecen la
posibilidad de realizar construcciones geométricas de manera jerarquica, de tal
forma que unas construcciones se van superponiendo a otras y de forma
dependiente, de manera que una modificacion de parametros en una construccion de
nivel superior, afecta de forma dinamica a todas las construcciones dependientes de
ella; son las denominadas construcciones geométricas jerarquizadas. Otro ejemplo
muy grafico del dinamismo del medio computacional lo ofrecen las
representaciones de curvas paramétricas en sistemas de calculo simbdlico como

MAPLE o DERIVE.
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(c) Los ordenadores son un MEDIO INTERACTIVO, de tal forma que ante la

actuacion del usuario sobre un objeto determinado el sistema provoca una respuesta
inmediata en forma de mensaje o bien ejecutando la orden que el usuario ha
solicitado, ofreciendo interesantes posibilidades didacticas que reunen la
visualizacion grafica con la interactividad inherente al proceso de ensefianza
aprendizaje [Torres-Jiménez, 1994]. Este sistema de respuesta de los ordenadores
esta disefiado bajo una serie de pautas que orientan al usuario en sus diversas
acciones. La interactividad proporcionada por el medio computacional introduce
por un lado, una estructura logica de la informacion, es decir, un conjunto de
instrucciones y reglas que el disefiador del sistema ha previsto para ofrecer un
determinado sistema de respuesta por defecto, es decir, las pautas que debe seguir el
usuario para realizar sus acciones. Estas estructuras logicas, llamadas en ocasiones
CS-estructuras (constraint-support structures) [Kaput, 1992], pueden darse también
en medios no electronicos ya que se pueden definir en cualquier entorno en el que
se pueda elaborar un contexto de aprendizaje especifico. Las pautas que generan los
sistemas de respuesta se podrian clasificar en tres niveles:

- Al nivel de objetos: reglas que determinan cuales son los objetos
permisibles, es decir, los elementos reconocidos por el sistema.

- A nivel de acciones: determinando las acciones permitidas, que
suelen estar proporcionadas externamente por instrucciones
habladas o escritas.

- En un tercer nivel estarian las posibles traducciones entre sistemas
de notacidon. En este nivel, los ordenadores ofrecen la posibilidad de
ayudar a vencer los problemas cognitivos surgidos de la sobrecarga
de manipulaciones generadas por actividades de traduccion [Kaput,

1992].

(d) Numerosos programas matematicos (y muy especialmente los sistemas de calculo

algebraico) permiten GRABAR Y RECUPERAR PROCEDIMIENTOS, es decir, se

pueden construir, guardar o recuperar construcciones genéricas de objetos y los
procedimientos que los manipulan. Esto puede permitirnos introducir claves que
permiten una observacion mas detallada de los procesos de aprendizaje de los
alumnos, de tal forma que se pueden detectar los errores de una manera mas
inmediata. En los sistemas de calculo algebraico, los procesos de grabacion y
recuperacion de procedimientos se traducen en los llamados programas de
UTILIDADES o LIBRERIAS. Estos ficheros de utilidades contienen pequefios

programas que resuelven cuestiones y problemas relacionadas con un tema
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(e)

®

especifico o una rama determinada de las Matematicas (ecuaciones diferenciales de
primer orden, transformada de Laplace, ...). Gracias a estos ficheros de utilidades se
pueden disefiar nuevos programas que complementan al NUCLEO BASICO de
operaciones del programa, segun las necesidades de cada usuario. Este aspecto
ofrece una perspectiva didactica muy importante, ya que tan solo requiere del
usuario un estudio que se reduce al nucleo basico, permitiendo de esta forma que la
didactica pueda ir incorporando aquellas herramientas que se vayan considerando
imprescindicibles a medida que se va avanzando en el desarrollo de los contenidos

de un curso concreto.

Los ordenadores son un excelente medio de ALMACENAMIENTO DE

INFORMACION a través de multiples sistemas de manipulacion, entre los que

podemos destacar los sistemas hipertexto e hipermedia. El almacenamiento de
informacion a través de los sistemas HIPERTEXTO ha sido posible gracias al
lenguaje HTML (Hyper Tex Markup Language). Este sistema de informacion
permite estructurar la informacion gracias a la incorporacion de los llamados
HIPERENLACES, textos seleccionados que permiten acceder a otros documentos o
bien a referencias dentro del mismo documento que estan relacionados con el
contenido elegido. Estos vinculos permiten mejorar la estructura y presentacion de
cualquier tipo de informacion. Por otro lado, debemos subrayar el enorme
protagonismo que ha tenido este sistema en el desarrollo de Internet, porque ademas
de ser el elemento fundamental del desarrollo de las paginas WEB, es la
herramienta fundamental que ha incorporado la posibilidad de tejer una enorme
telarafia de informacion interdependiente construyendo el entramado de la actual
telaraia mundial: WORLD WIDE WEB. Ademds de este método de
almacenamiento de gran eficacia, debemos afiadir las posibilidades que ofrecen
muchos programas matemadticos para almacenar el trabajo realizado por alumnos o
investigadores. En particular, los sistemas de célculo simbodlico permiten
entremezclar comentarios de texto, manipulaciones simbdlicas y representaciones
graficas, generando lo que suelen denominarse HOJAS DE TRABAJO
(worksheets). Estas hojas de trabajo pueden modificarse, grabarse y recuperarse
segin las necesidades del usuario, convirtiéndose asi en un sistema de
almacenamiento que puede resultar muy versatil a la hora de incorporar estos

sistemas de calculo algebraico en el aula de Matematicas.

Los ordenadores ofrecen un entorno adecuado para el APRENDIZAJE

COLABORATIVO. Segin [Crook, 1999], "la colaboracion es un estado de
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participacion social que, en un momento dado, es mads o menos activa y cuenta con
mds o menos recursos". El entorno de colaboracion al que se refiere Crook
proporciona una vision distinta del aprendizaje basado en lo que los psicologos
denominan el caracter social de la cognicion, caracteristica que ha llamado la
atencion hacia los procesos de interaccion social, en lo que se refiere al cambio
cognitivo. En este sentido introduciremos el punto de vista del APRENDIZAJE
COLABORATIVO en las nuevas tecnologias, en el supuesto de que el ordenador
pueda reforzar la experiencia social del aprendizaje y de la ensefanza en vez de
eliminarla. Bajo las ideas de Crook, nosotros integramos el uso del ordenador en
nuestra estrategia didactica, ya que compartimos la idea que resalta el papel que
pueden jugar los ordenadores para facilitar unas condiciones adecuadas para la
colaboracion eficaz y, en consecuencia, reforzar la dimension social de la
educacién. Utilizaremos los procesos de interaccion del ordenador situdndonos en
un modelo computacional y constructivista del aprendizaje. La idea fundamental del
aprendizaje colaborativo se basa en dos elementos claves: por un lado se encuentra
el intento de poner de manifiesto tanto la forma como el grado de la elevada
PREOCUPACION de los colaboradores por construir la base comun, puesto que, en
esas interacciones colaborativas esta la primera finalidad de cualquier colaboracion.
Por otro lado debe existir cierta SENSIBILIDAD a la forma en que la estructura de
una tarea colaborativa proporciona distintas oportunidades de crear ese

conocimiento compartido.

Son un excelente MEDIO DE COMUNICACION, basta citar dos de los elementos
basicos de la comunicacion actual: LAS REDES LOCALES e INTERNET. Las

posibilidades que ofrecieron en principio las redes locales para compartir
informacioén y programas, intercambiar documentos, bases de datos, ... han sido
superadas por la red de redes: INTERNET. La telarafia mundial (terminologia
empleada en algunas ocasiones para referirse a Internet) ofrece servicios que pueden
habilitar nuevas vias de mejora educativa en todas sus disciplinas y en especial en el
campo de las Matematicas. Entre los servicios que ofrece Internet con mayor
aplicacion educativa se encuentran: el correo electronico y las paginas web. Las
paginas web ofrecen un entorno 6ptimo para mostrar de forma visual los contenidos
de cualquier materia, posibilitando la construccidon de cursos en los que se
desarrollen de manera puntual los temarios de las diferentes disciplinas; también
nos brindan la posibilidad de realizar trabajo interactivo sobre problemas o
ejercicios planteados en las propias paginas web. Por otro lado, el correo electronico

ofrece la posibilidad de disefar tutorias de caracter cuasi-interactivo y no sujetas a
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horarios: las dudas que se resuelven en el momento en que surgen constituyen una
de las mejores ayudas que se pueden ofrecer a los alumnos. En este sentido la
tutoria complementaria que ofrece el correo electronico puede permitirnos avanzar

en esta linea de atencioén individualizada y cuasi-interactiva.

Estas caracteristicas computacionales brindan enormes oportunidades a todos los que
creemos que estos materiales didacticos deben formar parte de nuestras metodologias; porque
las operaciones mentales relacionadas con el uso y aprendizaje de las Matematicas
(interpretaciones y proyecciones bdsicamente) pueden encontrar en estos nuevos medios
computacionales un excelente vehiculo de visualizacidon y experimentacion. Procesos tales
como la simbolizacién y la abstraccién, pueden ser manipulados a través de programas
matematicos de ordenador. En este sentido, los sistemas de célculo algebraico merecen una

atencion especial por sus altas prestaciones tanto en el &mbito grafico como simbolico.

Estas caracteristicas mencionadas anteriormente, pueden permitirnos disefiar estrategias
de ensefianza-aprendizaje en el campo de las Matematicas, sumamente atractivas. Uno de los
objetivos de esta tesis se centra en el disefio de una estrategia de ensefianza-aprendizaje que
incorpore estos sistemas computacionales, objetivo que describiremos con mayor profundidad
en el capitulo IL

Sin embargo, para disefiar esta estrategia didactica, debemos de ser conscientes de las
desventajas y peligros que se nos pueden presentar al introducir los ordenadores en nuestras
propuestas metodoldgicas dentro del aula de Matematicas. Por ello, en el siguiente apartado

analizaremos de forma detallada estos peligros, para poder evitarlos en la medida de lo posible.

1.2.4. Peligros de la introduccion del ordenador en la ensefianza

de las Matematicas.

La presencia de las Matematicas en nuestra cultura es un hecho incuestionable, que
como hemos comentado anteriormente se ha convertido en numerosas ocasiones en uno de los
pilares centrales del pensamiento. La influencia de las Matematicas sobre la cultura a llegado a
ser, en algunos momentos de la historia, un eje central y absoluto del pensamiento y del
desarrollo cognitivo. Este grado de absolutizacion de las Matematicas frente a la ciencia se
muestra de forma evidente en el pensamiento de Kant, que llego6 a afirmar que "en cada una de
las disciplinas de la naturaleza se puede encontrar tanto de auténtica ciencia cuanto se

encuentra en ella de matematica". Pero este grado de matematizacion de la ciencia debe
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considerarse en su justa medida, y nunca en términos tan absolutos. De forma similar
deberiamos considerar el grado de introduccion de los ordenadores en la ensefianza de las
Matematicas. Este proceso de introduccion debe producirse con cierta cautela, porque una
introduccion inadecuada de los ordenadores puede llevarnos a caer en numerosos peligros,
algunos de los cuales forman parte de las argumentaciones en las que se basan sus detractores
[Truesdell, 1984]. Ante este planteamiento debemos sefialar que "si la introduccion del
ordenador en el aprendizaje de la matematica no se planifica adecuadamente, podemos incurrir
en la responsabilidad colectiva de dejarnos arrastrar por un espejismo y gastar grandes sumas
de dinero en la introduccion indiscriminada de un costoso instrumental con el que no se sabe
bien qué hacer y que, por el uso que se da, mas valdria, desde el punto de vista educativo, que
nunca se hubiese introducido en las escuelas y centros de ensefianza" [Guzman, 1992]. Esta
reflexion nos pone en guardia respecto a una posible introduccion indiscriminada del ordenador
en la ensefianza. Por ello, es necesario reflexionar sobre el papel y el sentido de esta nueva

tecnologia, para que no se ponga en peligro el quehacer matematico.

Entre los peligros que pueden plantearse con una introduccion inadecuada de los

ordenadores en la ensefianza de las Matematicas, podemos destacar los siguientes:

1. La posibilidad de perder el sentido de las operaciones que realiza el ordenador de

forma automatica: comprimiendo los procesos con el fin de ganar tiempo y dando
mas importancia a los resultados. De esta forma se anula y evita la posibilidad de
poder experimentar y vivir la belleza del quehacer matematico, que, al igual que los
sentimientos y valores, s6lo se conoce cuando se vive. En este sentido, también se
corre el peligro de dejar de considerar la aritmética como una destreza basica.

[Guzman, 1992].

2. Esta pérdida del sentido operativo puede provocar una pérdida de destrezas basicas.

Los ejercicios de calculo que suelen llevarse a cabo en un curso de Matematicas,
permiten el desarrollo de capacidades mentales que podrian verse mermadas con el
uso de estas herramientas [Garcia, 1999], atrofiando algunas capacidades humanas

[Guzman, 1992].

3. Confundir manipulacién mateméatica con conocimiento matemadtico, situacion muy

comin cuando se adquiere un aprendizaje memoristico de las Matematicas
consistente en el almacenamiento de algoritmos, definiciones y teoremas en vez de

una construccion de las Matematicas para la resolucion de problemas [Guzman,
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1992]. Los ordenadores ofrecen éxito en la manipulacion, pero no ofrecen garantias

de la comprension de los objetos manipulados.

4. Llegar a tener la conviccion de que el ordenador lo resuelve todo sin tener en cuenta

las limitaciones del medio, asi como los fallos que se podrian generar. En este
sentido puede ser muy interesante el analisis de errores, ya que nos pueden conducir
a descubrir elementos educativos muy interesantes [Amillo-Guadalupe, 1991].
Esta concepcion de un ordenador todopoderoso que provoca una fe ciega en la

maquina [Garcia, 1999], favorece también la pérdida del sentido critico, muy

necesaria en el quehacer matematico.

5. La inmediatez de las respuestas proporcionadas por el ordenador, debe ser

debidamente temporalizadas en los procesos de ensefianza, ya que la automatizacion

de ciertos conceptos en un momento inadecuado puede provocar graves problemas
en el aprendizaje de los mismos. Ademas, esta inmediatez hace que se pierda el
sentido de la dificultad del problema ya que da la sensacion de que el ordenador
hace todo igual de rapido ante los ojos del usuario [Garcia, 1999]. Aunque esta
inmediatez puede permitirnos chequear propiedades o resultados de una manera
répida, sin embargo puede provocar que se ponga mas énfasis en los resultados que
en las resoluciones. Asimismo el uso de los ordenadores para omitir los aspectos
predictivos, impide al alumno encontrarse con esas dificultades necesarias a la hora

de resolver un problema [Halmos, 1991].

6. Podriamos citar algunos peligros fisioldgicos que son poco conocidos. Entre ellos se

puede hablar de la pérdida de agudeza visual, problemas articulares (provocados
por los teclados) y lesiones de columna. A pesar de todo, estos problemas fisicos
provocados por el ordenador no son generados en si mismos por la introduccién de
estos en la ensefianza, son problemas que surgen por el uso e introduccion del

ordenador en nuestra vida cotidiana [Gonzalez, 1995].

7. También podriamos citar el peligro psicolégico caracterizado por la

infodependencia. Los ordenadores pueden provocar tal dependencia, que los

alumnos se encuentren incapaces de resolver problemas sin la maquina, tendiendo a
autolimitarse y plantear la resolucion de problemas en funcion de las herramientas
disponibles, pudiéndose bloquear si no tienen la maquina delante [Gonzalez,

1995].
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Hemos senalado algunos de los peligros que comporta la introduccion de los
ordenadores en la ensefianza de las Matematicas, lo cual obliga a efectuar una investigacion
educativa encaminada a minimizar estos riesgos. Estos peligros pueden ser minimizados
utilizando metodologias adecuadas que no limitan su uso, ya que segun afirma [Kaput, 1992]
"la mayoria de las limitaciones del uso de los ordenadores en la enserianza en las décadas
entrantes seran probablemente debidas mas que a las limitaciones tecnologicas, a la falta de
imaginacion humana y al impacto de los viejos habitos y las estructuras sociales". Asi pues,
esta falta de imaginacion con la que los ensefiantes hacemos uso de las nuevas tecnologias debe

superarse, sacando partido a la oferta actual de programas educativos.

La introduccion de los ordenadores en la ensefianza, se enmarca en el contexto de las
relaciones entre tecnologia educativa e innovacidon educativa. En esta interaccion entre
tecnologia e innovacion educativa existen perspectivas discordantes que hacen primar una sobre
otra. Teniendo en cuenta que la tecnologia no es tan solo un conjunto de procesos y
procedimientos basados en las nuevas tecnologias, sino que conforma un modo de pensar,
podemos considerar dos tendencias contrapuestas: por un lado se encuentra la postura de
aquellos que plantean la tecnologia educativa como eje nuclear de las transformaciones y
reformas escolares y educativas; y por otro lado existe otra tendencia protagonizada por los que
piensan que es prioritaria la perspectiva de innovacion para pensar sobre la tecnologia educativa
y su integracion escolar y curricular [Escudero, 1995]. En nuestro caso podriamos hablar de
dos posiciones entre la innovacion de la ensefianza de las Matematicas y la introduccién de los

ordenadores:

1) Introducir los ordenadores para reformar la ensefianza de las Matematicas, o bien

2) Reformar la ensefianza de las Matematicas para introducir los ordenadores.

Como puede observase son dos perspectivas con objetivos muy diferentes. El
racionalismo econdmico muy vinculado a la segunda postura, asi como la vision tecnologica de
la ensefianza, y en particular de la ensefianza de las Matematicas esta lejos de nuestro objetivo
educativo: somos conscientes del peligro que supone pensar educativamente bajo la primacia,
los valores y criterios de la cultura tecnoldgica. Nuestra vision de reforma o innovacion se
encuentra encuadrada en la primera perspectiva, que pretende la introduccion de programas de
orientacion matematica para efectuar una reforma de la ensefianza de las Matematicas, es decir

la tecnologia educativa al servicio de la innovacion.
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En el siguiente apartado vamos a presentar uno de los grupos de programas matematicos
mas difundidos y utilizados en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas: se trata de los

sistemas de calculo algebraico o sistemas de célculo simbdlico.

I.2.5. Los sistemas de calculo algebraico.

Como acabamos de ver el ordenador es el elemento central del proceso de revolucion
tecnologica que estamos experimentando en los ultimos tiempos. Uno de los avances
relacionados con esta revolucion esta protagonizado por el desarrollo espectacular de nuevos
programas de ordenador, un software que se especializa en las diversas areas de conocimiento.
Este disefio vertiginoso de nuevos programas también podemos observarle en el campo de los
programas de contenido matematico. El principal grupo de programas de contenidos matematico
ha recibido denominaciones diversas, se les ha denominado como asistentes matematicos,
sistemas de matematica simbolica (Symbolic Mathematical Systems) o sistemas de calculo
algebraico (Computer Algebra Systems). Nosotros utilizaremos la ultima terminologia
SISTEMAS DE CALCULO ALGEBRAICO, porque quizas es una de las nomenclaturas de
mayor difusion, aunque como bien se afirma en [Hogdson-Muller, 1992] esta ultima
terminologia puede resultar confusa pues estos sistemas realizan operaciones simbdlicas no solo
operaciones algebraicas. A pesar de ello, nosotros utilizaremos mas frecuentemente esta
nomenclatura y en ocasiones utilizaremos las siglas CAS (Computer Algebra Systems) para

referirnos a este tipo de programas.

Los sistemas de computo algebraico (CAS) hacen referencia tanto a las calculadoras
como a los ordenadores personales que llevan integradas tres capacidades manipulativas

fundamentales [Hodgson-Muller, 1992]:

1) la capacidad numérica
2) la capacidad grafica

3) la capacidad simbolica.

La capacidad numérica ha sido siempre una de las caracteristicas basicas que nos han
ofrecido los ordenadores y las calculadoras. Esta capacidad permite la posibilidad de efectuar
célculos con lo que se denomina la aritmética decimal. Por ejemplo, si introducimos al sistema
los datos 1/2 + 1/3 obtenemos como solucion el valor aproximado 0'8333333.... con un nimero

de digitos de aproximacidén que suele venir determinado por el nimero de digitos que puede
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contener el visor de las calculadoras o bien es un numero que se puede seleccionar previamente
(niimero de digitos de aproximacion). Pero los sistemas de computo algebraico tienen la
posibilidad de mejorar esta aritmética decimal sustituyéndola por una aritmética racional,
llamada en algunas ocasiones aritmética exacta. Asi, en el ejemplo anterior, al introducir
1/2+1/3 el sistema de computo algebraico devolveria el niimero racional 5/6. Estos sistemas
también permiten, mediante ciertas opciones, efectuar calculos con aritmética aproximada. El
calculo simbdlico de estos sistemas nos permite, no solo trabajar con aritmética exacta, sino que
también permite efectuar otros calculos mas complejos. La posibilidad de realizar calculos con

aritmética exacta es sin duda, uno de los grandes avances de los sistemas de computo

algebraico: es la denominada capacidad simbolica de los CAS.
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Figura 1. Algunas posibilidades del programa DERIVE: representaciones graficas,

calculos con aritmética exacta, cdlculo de derivadas parciales,...

Con la manipulacion simbolica de expresiones algebraicas podemos efectuar operaciones tales
como el calculo de derivadas, el calculo de primitivas, el calculo de limites, la factorizacion de

polinomios, la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales,... operaciones que definen

esta nueva capacidad simbolica propia de estos sistemas.

La tercera capacidad de los CAS es la capacidad grafica. La posibilidad de realizar
representaciones graficas en el plano y en el espacio constituyen una faceta con elevadas

posibilidades didacticas. Esta es una de las caracteristicas que, a priori, puede producir cambios
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mas radicales en la ensenanza de las Matematicas tanto en sus niveles de secundaria como en

los primeros cursos de universidad [Hodgson-Muller, 1992].

Existen numerosas calculadoras que incorporan estos sistemas de célculo algebraico.
Entre las calculadoras mas populares se encuentran las que han sido desarrolladas por Texas
Instruments. Sus modelos mas comercializados son TI-85, TI-86 y TI-92. Todos estos modelos
incorporan el calculo simboélico en su tratamiento. Recientemente se ha lanzado al mercado el
modelo TI-89 y la calculadora TI-92-Plus con mayores posibilidades graficas y de calculo.
Otras calculadoras como Casio CFX-9970 son capaces de realizar calculos algebraicos pero no
se aproximan a los modelos mas potentes de la Texas Instuments (TI-89 y TI-92-Plus). Este tipo
de calculadoras simbdlicas puede convertirse en una herramienta muy innovadora para la
enseflanza de las Matematicas en Secundaria y en la ensefianza universitaria, ya que ofrece un
elevado grado de portabilidad. La posibilidad de impartir en cualquier aula, practicas de
Matematicas con este tipo de calculadoras, no resulta demasiado complicado ni costoso.
Ademas, estas calculadoras simbolicas, a pesar de su reducido tamafo, ofrecen una buena
resolucion grafica, es mas, la mayor parte de estos modelos suele ofrecer la posibilidad de

conectarse a ordenadores personales.

Entre los programas de célculo simbolico mas utilizados en la actualidad podemos

destacar los siguientesﬂ.

MACSYMA (Macsyma, Inc., EE.UU.)

MAPLE (Waterloo Maple Software, Univ. de Waterloo, Canadd)

DERIVE (Soft Warehouse, Inc.; Texas Instruments , EE.UU.)

MATHEMATICA (Wolfram Research, Inc., EE.UU.)

MuPAD (Multi Processing Algebra Data Toool; University of Paderborn, Alemania)
MATLAB (The MathWorks, Inc.)

AXIOM (Numerical Algorithms Group)

REDUCE Computer Algebra System (Rand)

Mathcad (MathSoft, Inc.)

Expressionist (Waterloo Maple Software)

Estos sistemas de célculo simbdlico tienen cada vez mayor difusion y ofrecen nuevas

posibilidades educativas, situacion que debe obligar a replantear la ensefianza tanto desde el

' Ya habiamos comentado que se puede encontrar una lista bastante actualizada de los sistemas de
computo algebraico actuales en la direccion de internet http://symbolicnet.mcs.kent.edu/SN/www-
sites.html#A1.1
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punto de vista de los contenidos como desde el punto de vista metodologico [Garcia, 1999]. La
aparicion de los CAS surgio después de que se desarrollaran numerosos proyectos informaticos
(EDGE, MICROCALL, PHASER, MIME, CALM, APL, MACO), pero todos ellos dedicaban
mas tiempo a la parte informdtica a las propias Matematicas; ademas requerian una cierta
formacion informatica para su manipulacion. Mas tarde fueron evolucionando tanto en sus
propias capacidades numéricas como en sus entornos de usuario. Con la aparicion de los PC’s 'y
de los sistemas operativos MS-DOS; WINDOWS, esta evolucion fue confluyendo de tal forma
que, hoy en dia las diferencias entre los diferentes CAS existentes en el mercado suelen ser
minimas. Esta escasez de diferencias se debe a que la filosofia intrinseca de estos sistemas esta
basada en la manipulacion simbolica. Generalmente estas diferencias minimas, se suelen
encontrar en el entorno de trabajo del programa y en los requisitos de hardware imprescindibles

para que los programas funcionen correctamente.

Desde el punto de vista de numerosos autores [Hodson-Muller, 1992], [Garcia,
1999], [Guzman, 1991], [Leinbach, 1991], [Llorens, 1993], [Landay, 1999], [Pérez,
1996], [Salter-Gilligan, 1991], [Kutzler, 1999] estos sistemas van a provocar enormes
cambios en la ensefanza y aprendizaje de las Matematicas. Desde el punto de vista de la
enseflanza los cambios se estan produciendo en dos niveles:

- porun lado en los contenidos que se deben ensefar,

- yen segundo lugar en el aspecto metodoldgico.

Estos cambios se deben fundamentalmente a que los sistemas de calculo algebraico permiten
orientar la ensefianza hacia una metodologia constructivista [Roanes, 1991]. Pero, sin duda,
uno de los cambios mas importantes es el que se refiere a la SIMPLIFICACION DE LAS
RUTINAS DE CALCULO; manipulaciones matematicas muy comunes que pueden perder su

RAZON DE SER en beneficio de una mayor abstraccion de los conceptos matematicos.

Los sistemas de calculo algebraico constituyen una herramienta muy potente para
realizar operaciones simbolicas, ya que nos permiten manipular objetos no numeéricos y operar y
realizar transformaciones con simbolos. Este aspecto nos brinda la posibilidad de concretar esa
simbolizacidén obtenida en el proceso de manipulacion algebraica tradicional. Las posibilidades

que nos ofrecen estos sistemas deben ser organizados y estructurados de forma adecuada. Esto
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quiere decir que no debemos caer en la ingenuidad de creer que Gnicamente con la utilizacion de
estos sistemas se puedan evitar los errores o peligros que el mundo computacional puede
provocar en la ensefianza de las Matematicas. Asi por ejemplo, tratar de evitar que los alumnos
pierdan el sentido de las operaciones que realiza al utilizar un sistema de calculo algebraico, no
es una tarea que pueda ser evitada con el SIMPLE USO de este tipo de sistema. Por tanto, es
necesario introducir una PLANIFICACION, un método sistematico de trabajo para intentar
evitar este y otros peligros; ya que todos los peligros que habiamos citado en apartados
anteriores pueden surgir de forma espontanea si hacemos un MAL USO de la herramienta. Los
CAS son en definitiva una herramienta didactica, un material que requiere una
METODOLOGIA ADECUADA. Sera esa didactica basada en las caracteristicas del medio y no
el propio medio, la que nos permitira utilizar las caracteristicas potenciales de la herramienta,
evitando también de esta forma los peligros que su uso puede comportar en la ensehanza-

aprendizaje de las Matematicas.
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1.2.6. Introduccion de los sistemas de calculo algebraico en la

ensenanza de las Matematicas.

La decision de introducir las nuevas tecnologias en el aula deberia de ser
fundamentalmente una decision que se guiase por "objetivos educativos" [Kaput, 1992]; sin
embargo la implantacion de las nuevas tecnologias en el aula estd vinculada en numerosas
ocasiones a factores de caracter totalmente distinto. Asi pues, si partimos de unos objetivos
estrictamente educativos, como planteamiento metodoloégico inicial, seria imprescindible
determinar si las nuevas tecnologias pueden ayudarnos a realizar mejor nuestra labor desde ese
punto de vista educativo, pues de lo contrario, estariamos introduciendo una herramienta que no
obedece al espiritu mismo de la educacidn, enmascarando su uso con objetivos

pseudoeducativos.

La aparicion de los sistemas de calculo algebraico y su introduccion en la ensefianza de
las Matematicas ha suscitado numerosas cuestiones ¢ interrogantes educativos, y ademas han
modificado la visidn inicial de las Matematicas en las que los ejemplos eran lo marginal y las
pruebas y los teoremas lo real; de tal forma que “el entendimiento abstracto es como una vision
de la tierra desde un satélite mientras que los ejemplos muestran que la tierra estd bajo
nuestros pies” [Landay, 1999]. Una de estas cuestiones esta relacionada con la posible
eliminacion secuencial de numerosas rutinas algebraicas meramente mecanicas, del curriculum
de Matematicas; tareas que, segiin [Hodgson-Muller, 1992], [Pérez, 1996] pierden su razon
de ser cuando se hace uso de estos sistemas de calculo algebraico. Esta idea obliga a plantearnos
una cuestion esencial ;como establecemos el ntimero de algoritmos que son minimamente
necesarios para el quehacer matematico de cada etapa y nivel educativo?, es decir “;donde
establecer la frontera entre las Matemdticas y las viejas recetas minimamente necesarias?"
[Amillo-Guadalupe, 1991]. Hasta ahora se han realizado numerosos estudios y experiencias
sobre los efectos positivos y negativos, sobre la viabilidad de una incorporacion sistematica de
los CAS en la labor docente, pero no se ha llegado a conclusiones unanimes [Pérez, 1996]. Al
introducir los CAS en el aula, los profesores de Matematicas deben de afiadir a sus decisiones
previas (lo que debe ensefiarse y como hacerlo), la forma en la que, de una manera responsable,
se pueden introducir estas nuevas herramientas en el contexto de la educacion. Efectivamente, la
decision de incluir CAS en el aula de Matematicas, supone nuevas implicaciones para los
estudiantes, para los profesores y para el propio curriculum [Hodgson-Muller, 1992].

Analicemos estas implicaciones en cada uno de estos colectivos:
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)

2)

3)

Para los estudiantes esta introduccion ofrece la posibilidad de representar los
conceptos matematicos de varias formas o modos complementarios (numérico,
grafico y simbolico) permitiendo de esta forma, que el alumno pueda manipular un
mismo concepto mediante diferentes sistemas de representacion. Este hecho ofrece
al estudiante una mejora del aprendizaje de los conceptos abstractos, al ofrecerle

diferentes formalizaciones o visiones de una misma abstraccion.

Para el profesor, estos sistemas no s6lo ejercen un papel destacado por su utilidad
inmediata en la mejora de calculos numéricos, graficos y simbolicos, sino que,
ademas, el uso de estos programas ofrece nuevas visiones de la ensefianza de las
Matematicas. Estas posibilidades y mejoras son una auténtica revolucidon educativa.
En este sentido Young (1986) sefiald que "estamos viviendo una revolucion en
Matematicas tal y como ocurrio con la introduccion de la numeracion ardabiga en
Europa o la invencion del calculo. Estas revoluciones tuvieron caracteristicas
comunes: problemas complejos se volvieron fdciles y accesibles no solo para la
élite intelectual sino que para multitud de personas sin talento matemdatico". Por
otro lado los sistemas de calculos algebraico facilitan las computaciones y los
ejemplos que favorecen la investigacion, ya que brindan al profesor la oportunidad
de expandir sus capacidades de investigacion comprobando conjeturas que puede

proporcionar inicialmente un ejemplo [Landay, 1999].

Esta revolucion se refiere en parte al uso de los sistemas de computo algebraico, ya
que estos sistemas permiten desarrollar conceptos y procesos con ejemplos
complicados, estimulando la exploracién y la btsqueda de patrones, las
generalizaciones y los contrajemplos. Si para abordar ciertos problemas de la
ciencia y de la técnica se estan utilizando estos sistemas, parece adecuado que los
estudiantes de bachillerato con orientacion hacia ramas cientifico-técnicas y los
estudiantes universitarios relacionados con este tipo de estudios se familiaricen con

un software matematico de estas caracteristicas. Esto provoca un debate curricular,

ya que pueden existir contenidos meramente algoritmicos y rutinarios que podrian
ser eliminados o bien tratarse de forma distinta, ampliando las posibilidades

aplicativas de una disciplina tan abstracta.

Una vez analizadas las implicaciones que provoca la integracion de los CAS en la

educacion matematica para estudiantes, profesores y el propio curriculum, vamos a mostrar

algunas de las formas de integrar estos sistemas informaticos en el aula de Matematicas.

Presentamos una breve descripcion de esas formas de uso de estas herramientas didacticas:
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1)

2)

3)

Utilizando el sistema como una parte de las clases como MEDIO DE

PRESENTACION DE CONCEPTOS. Este tipo de uso requiere facilidades de

proyeccidon que permitan a los estudiantes ver lo que aparecen en la pantalla del
ordenador. El aspecto central de una integracion adecuada de los CAS como
modelo de introduccion requiere una evolucion del papel que ha de jugar el profesor
en el aula. El profesor debe facilitar contextos apropiados de interaccion entre el
estudiante, la maquina y el concepto matemadtico. Una de las razones por las que los
videos y peliculas han jugado un pequefio papel en el aula de Matematicas se debe
fundamentalmente a que las Matematicas se comprenden mejor cuando se hacen
que cuando se ven. Los CAS proporcionan un contexto activo que requiere una
intervencion constante. Asi estos sistemas obligan a replantear los sistemas
tradicionales de exposicion. En este tipo de usos, es claro que el profesor debe
realizar un enorme esfuerzo sacrificando la seguridad que le proporciona el

tratamiento tradicional de las Matematicas. [Hodsgon-Muller, 1992].

Utilizando el sistema como herramienta incorporada en un sistema de enseflanza

asistida con ordenador. Este tipo de uso, aunque minoritario, trata de utilizar la
filosofia de los sistemas de ensefianza asistida por ordenador, en los que el
ordenador se convierte en el elemento central del proceso, incorporando ademas de
una fuente de datos y un entorno adecuado para que el alumno manipule los
contenidos matematicos con un sistema de calculo simbolico. Un ejemplo de este
tipo lo podemos encontrar en XCOURSE, sistema de ensefianza de algebra asistida
con ordenador utilizado en la Universidad de Alcala desarrollado con el sistema

Xwindows y utilizando Mapple [Llovet y otros, 1991].

Esta tecnologia puede utilizarse en sesiones de laboratorio, en los denominados

Laboratorios de Matematicas. Un laboratorio de Matematicas conlleva varios tipos

de actividades: observacion de fendomenos, identificacion de algunos principios
importantes, experimentacion con los objetos de la investigacion, explicacion de los
comportamientos observados y analisis de los fenomenos. Estas actividades se
pueden realizar de forma apropiada con un programa de célculo simbolico, ya que
permite conducir facilmente los experimentos, modificar los datos y repetir
experimentos con pequefios cambios. Asi los estudiantes pueden hacer hipotesis
sobre ellos. Sin embargo este tipo de Laboratorios suelen ser experiencias ligadas a
clases principales en las que se introducen los conceptos [Leinbach, 1991].

Experiencias de este tipo se estan realizando en numerosas universidades de todo el
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mundo: [Auer-Muller, 1990] (Univ. de Brick, Alemania), [Villen, 1991], [Mifiano,
1991], [Garcia y otros, 1994] (Univ. Politécnica de Madrid), [Benitez y otros,
1996-a], [Benitez y otros, 1996-b] (Universidad de Cadiz), [Watkins, 1992]
(University of Plymouth), [Salter-Gilligan, 1991] (Franciscan University of
Steubenville, Steubenville, OH, EE.UU.), [Monaghan, 1993] (University of Leeds,
UK), [Llorens, 1993] (Universidad Politécnica de Valencia), [Rebolo, 1992]
(Universidad Catolica de Petropolis, Brasil), [Sullivan, 1990] (Universidad de
Valparaiso), [Child-Leinbach, 1990] (Universitty of Pittsbourgh). Las actividades
de estos laboratorios de Matematicas no son meras aplicaciones de las actividades
propuestas con lapiz y papel. Este tipo de actividades potencian varios elementos
importantes del quehacer matematico [Hodson-Muller, 1992]:

e la exploracién de conceptos matematicos mediante el descubrimiento de

conjeturas y su posterior demostracion.

e ¢l razonamiento inductivo

e la interrelacion entre diferentes sistemas de representacion: algebraica,

grafica, numérica,..

e la resolucién de problemas complejos que consumirian mucho tiempo si no

se utilizase esta tecnologia.

En las practicas que se realizan en los laboratorios se suelen proponer diversos tipos de
experimentos algunos de introduccion al tipo de programa que se utiliza y otros centrados en la
resolucion de problemas que permiten un tipo de aprendizaje por descubrimiento y con los que
se pueden obtener aprendizajes significativos. Sin embargo como ya hemos comentado, suelen
ser laboratorios complementarios a otras asignaturas mas teodricas en las que se utilizan
metodologias tradicionales. Se trata por tanto de practicas que complementan con el uso de un
programa de calculo simbolico, la formacién de los alumnos en todos aquellos topicos en los

que se puede hacer una aportacion positiva a los procesos de ensefianza-aprendizaje.

4) Que los alumnos tengan un ACCESO INDIVIDUAL A LOS SISTEMAS DE
COMPUTO ALGEBRAICO. De esta forma el alumno utiliza el CAS como una

calculadora potente [LaTorre, 1990], integrando las tres capacidades simbolica,
numérica y grafica y asi podra realizar célculos laboriosos, lo cual puede ir
eliminando de la ensefianza el aprendizaje de ciertas técnicas rutinarias de calculo.
El uso de los CAS como calculadora simbolica tiene por objeto liberar al alumno de
la realizacion de calculos rutinarios, que comiinmente conllevan mucho tiempo
permitiéndole experimentar y descubrir de forma autéonoma los hechos y principios

del quehacer matematico. Sin embargo introducir de esta forma los CAS requiere
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dos etapas de aprendizaje: una primera fase en la que es necesario que el alumno se
enfrente por si mismo, sin el uso de estos sistemas, a los calculos iniciales que en un
principio pueden considerarse como destrezas basicas, y en una segunda fase,
cuando la rutina de calculo ha dejado de ser un elemento esencial, el alumno podra
utiliza estos sistemas permitiéndole enfocar todo su esfuerzo a destrezas superiores.
De esta forma los algoritmos y rutinas estudiados en la fase inicial, se pueden
desarrollar por medio de estos sistemas para la resolucion de problemas superiores.
B. Buchberger presentaba esta idea en 1993 [Buchberger, 1993], enunciandola
como el principio de la caja blanca/caja negra (white box/black box). Segun el
punto de vista de Buchberger es basico que en un estadio inicial (en la fase de
aprendizaje), el sistema deba utilizarse como CAJA BLANCA ya que de lo
contrario seria desastroso, y utilizar el sistema de calculo algebraico como CAJA
NEGRA en la fase de aplicacion del conocimiento, es decir, en el momento en que
estamos resolviendo problemas, en los que el algoritmo o rutina resuelto por el
sistema no es mas que un subproblema del problema principal. Es evidente que este
tipo de uso requiere una inversion en equipos muy importante, por lo que las
experiencias didacticas en este sentido se limitan al uso de calculadoras que
incorporan sistemas de calculo simbolico aunque tienen menos resolucion grafica
que los ordenadores. Seria deseable poder utilizar terminales de ordenador en los
que trabajar de esta manera. Nuestra experiencia didactica se integra en este tipo de
uso ya que incorpora totalmente el uso del programa de calculo simbélico en el aula

y se convierte de esta forma en una calculadora simbdlica para uso del alumno.

Esta introduccidn tecnoldgica en el aula de Matematicas va a provocar un serio impacto
sobre el curriculum. Efectivamente, si deseamos integrar estos sistemas computacionales en la
enseflanza de las Matematicas es necesario plantear cambios sustanciales en el disefio de los
cursos tradicionales de Matemadticas. Una decisidon encaminada a la integracion tecnoldgica de
estos sistemas se puede plantear en diferentes grados, segun como sean los grupos y niveles
educativos. La implantacion de los sistemas de calculo algebraico requiere la realizacion de un
estudio previo mediante el cual el nuevo disefio metodoldgico sea capaz de nivelar las
habilidades manipulativas basicas y los conceptos y principios necesarios en el nivel educativo
correspondiente con el uso de esta nueva herramienta simbolica. Esta nivelacion, de dificil
implantacion, deberia permitir el uso de los CAS en aquellos dominios en los que su uso sea
relevante para el alumno a fin de adquirir habilidades intelectuales apropiadas a su contexto

educativo.
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En la ensefianza secundaria los cambios requeridos para la implementacion de estos
sistemas requieren una enorme inversion de tiempo, aunque una vez realizada se pueden aplicar
de forma universal; sin embargo los cambios que se necesitan para introducir CAS en la
ensefianza universitaria tienden a localizarse en cursos o secciones de un curso, situacion que
provoca una enorme variedad de adaptaciones e implementaciones. Como el objetivo
fundamental de la ensefianza de las Matematicas es la resolucion de problemas, el uso de los
CAS deben facilitar la consecucion de los siguientes fines [Fernandez, 1996]:

a) Reconocer, seleccionar y saber aplicar estrategias y técnicas como la analogia y la

particularizacion.

b) Reconocer, plantear y resolver problemas a partir de situaciones dentro y fuera de
las Matematicas
¢) Aplicar el proceso de formulacion de modelos matematicos o situaciones practicas,

relacionadas con los contenidos curriculares.

Los sistemas de calculo algebraico ofrecen una ventaja indudable: reducen el tiempo
empleado en los calculos y las rutinas algebraicas que, en muchas ocasiones, son meros calculos
repetitivos que no aportan nada a los alumnos. Esta reduccion del tiempo que el alumno emplea
en estas rutinas, podemos dedicarla a dar mas énfasis a los procesos mentales de orden superior,
que por otro lado se adaptan mucho mas a un estilo de ensefanza basado en la resolucion de
problemas, es decir, un estilo de ensefianza que se base mas en el constructivismo. Sin embargo,
el uso de este tipo de programas puede descentrar la atencion del alumno, puesto que puede
provocar que el alumno dirija su atencidén hacia los modos de operar del ordenador,
desenfocando su atencion de los procesos matematicos subyacentes. Es por ello muy necesaria
la minimizaciéon de los tiempos que deben emplearse en el aprendizaje del programa. La
implementacion de esta introduccion tecnologica requiere muchos recursos humanos, y mucho
tiempo de preparacidn, ya que se necesitan actividades apropiadas, materiales adaptados y una
adecuada formacion tecnoldgica del profesorado.

Existe una corriente de opinidén extendida entre numerosos profesores que es contraria
al uso de esos sistemas de calculo simbodlico en el aula. Segin estas ideas, el uso de estos
sistemas puede provocar una pérdida de destrezas basicas en los alumnos, e incluso puede llegar
a ser un obstaculo para el desarrollo de capacidades como la abstraccion y el razonamiento
logico. Este grupo de opinion desarrolla sus clases dedicando gran parte del tiempo a la
ensefianza de algoritmos y a la realizacion de ejercicios "tipo" con una respuesta mas o menos
inmediata, elaborados para practicar el algoritmo que se esta explicando en ese contexto. De
esta manera, nos enfrentamos con una idea cognitivista de la enseflanza. Pero esta insistencia
desmesurada en la adquisicion de destrezas algoritmicas se enfrenta con varios inconvenientes:

- los algoritmos, cuando no se utilizan frecuentemente se olvidan,
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muchos algoritmos pueden construirse sobre estos sistemas, ofreciendo una mayor
rapidez y exactitud,
el empleo de algoritmos rutinarios, no facilita en numerosas ocasiones el

aprendizaje de conceptos, procesos y modelos matematicos.

Esta situacion, muy frecuente en las aulas, obliga a reflexionar sobre el sentido del

quehacer matematico cargado de fuertes dosis de experimentacioén y razonamiento. El potencial

que ofrecen los CAS puede permitir niveles crecientes de pensamiento formal y una adecuada

conceptualizacion matematica. Esta linea de actuacidn se inscribe en la corriente de ensefianza

experimental de las Matematicas, apoyada en las tesis constructivistas y que conecta con la linea

metodoldgica de resolucion de problemas [Pérez, 1996].

Las principales ventajas del uso de CAS en la ensefianza de las Matematicas se pueden

concretar en los siguientes aspectos:

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

Permiten una utilizacion experimental de las Matematicas

Las capacidades graficas de estos sistemas facilitan la integracion de las diversas
imagenes conceptuales, que son en ocasiones un obstaculo para el aprendizaje.
Permite dedicar menos tiempo a la realizacion de calculos rutinarios concediendo de
esta forma mayor importancia y tiempo a la reflexion y al analisis de los resultados;
enfocando asi los problemas de una manera distinta. También se facilita el
tratamiento de problemas de modelizacion.

Ayuda a progresar hacia niveles superiores del pensamiento formal, favoreciendo la
interiorizacioén de conceptos y procedimientos.

Facilitan el desbloqueo del estudiante en la resolucion de problemas, en la medida
que les permiten experimentar con rapidez y seguridad.

Permiten un trabajo mas auténomo del estudiante, adecuado a su ritmo de trabajo y
sus posibilidades.

Facilita la aparicion de contextos de trabajo colectivo, muy adecuados para el
aprendizaje cooperativo o colaborativo.

Propician la investigacion y el descubrimiento.

Dado su caracter interactivo provocan una retroalimentacion inmediata.

10) Puede mejorar la actitud hacia las Matematicas, incidiendo positivamente en la

motivacion.

Pero estos sistemas simbolicos no son la panacea de la ensefianza matematica: tan solo

son un medio que puede contribuir muy positivamente en los procesos de ensefianza-

aprendizaje. Ademas, no debemos olvidarnos de algunos inconvenientes que pueden surgir con
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el uso inadecuado de estas tecnologias. Entre tales inconvenientes podemos destacar los

siguientes:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Riesgo a que el alumno se centre més en la problematica del PROGRAMA que en
los propios problemas matematicos, convirtiendo el asistente matematico en el

centro: actitud tecnocentrista. Esta actitud puede convertirse en una barrera

adicional en la ensefianza de las Matematicas, ya que puede suceder que se dedique
demasiado tiempo all aprendizaje del programa, reduciendo el tiempo empleado en
hacer Matematicas. Esta dificultad se puede superar si seleccionamos un programa
que se acomode a los contenidos del curso, de tal forma que no resulte complicado
su uso, introduciendo actividades practicas que tengan instrucciones detalladas

acerca del manejo del programa.

Una posible pérdida de destrezas bdsicas, ya que los ejercicios de calculo que

permiten el desarrollo de ciertas capacidades mentales se verian mermado con el
uso de estas herramientas. Ademas puede ocurrir que los alumnos pierdan el interés
por las técnicas basicas del calculo y otras técnicas algoritmicas basicas. Es
necesario tener en cuenta este hecho para que los alumnos no tengan una
dependencia desmesurada al ordenador, disefiando actividades que no atiendan

exclusivamente al uso de los algoritmos habituales.

Que el alumno adquiera una confianza ciega en la maquina, favoreciendo la pérdida

del sentido critico. Para evitar este problema, conviene resaltar los fallos que

provocan los ordenadores exigiendo diferentes procedimientos de resolucion.

Que el alumno sea incapaz de valorar la dificultad de los problemas ya que percibe

que el ordenador hace todo igual de rapido.

La necesidad de seleccionar diferentes tipos de problemas y de actividades que se
adapten a los objetivos docentes y aprovechen las capacidades de los CAS, obligan

a invertir mucho tiempo en el disefio de las mismas.

La actual formacién del profesorado exige por un lado cursos de actualizacion

permanente y por otro lado una adecuada motivacion, situaciones que no son muy
bien recibidas por toda la clase docente, ya que su formacion con frecuencia no es la

mas adecuada.
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7)

8)

Actualmente existe una falta de infraestructura, es decir, no existen suficientes aulas

de informatica y equipos que permitan disefiar una adecuada introduccion de CAS
en la enseflanza y aprendizaje de las Matematicas. Esta dificultad es subsanable con
adecuadas inversiones en la ensefianza, todo ello depende de las decisiones politicas

y educativas de los gobernantes.

Otra dificultad a considerar es el elevado numero de alumnos, que puede impedir

una buena organizacion de este tipo de actividades.

Para resolver estas dificultades e intentar evitar al maximo los peligros e inconvenientes

que el uso de los CAS en la ensefianza de las Matematicas, debemos por un lado aprovechar

todas sus caracteristicas y tener en cuenta varias cuestiones de interés:

1)

2)

3)

4)

Minimizar en la medida de lo posible las barreras adicionales que puedan ocasionar
el uso de este tipo de programas. Una de las soluciones fundamentales seria utilizar

un solo programa, con el fin de que el alumno se familiarice y profundice con el

mismo y asi no descentra su atencion de los contenidos matematicos con el
aprendizaje de varios programas.

La nueva herramienta computacional debe de ser introducida de la manera mas
atractiva posible con la finalidad de iniciar un aprendizaje con el mayor grado de
interés y motivacion.

Utilizar el ordenador cuando sea necesario y para desarrollar los objetivos
educativos propuestos, disefiando previamente las practicas a realizar, eligiendo con
sumo detalle los problemas que se vayan a plantear.

A la hora de disenar las practicas, se debe intentar reflexionar sobre las dificultades
y el comportamiento que pueden tener los alumnos a la hora de poner en practica las

actividades preparadas.

Actualmente existen numerosos proyectos de investigacion dedicados al estudio de loa

sistemas de calculo simbdlico en la educacion Matematica. Algunos de estos proyectos de

investigacion son los siguientes:

1)

2)

3)

El Proyecto sueco AMD (Analysis of the role of the Computer in
Mathematics Teaching) [Bjork, 1987].

El Instituto de Investigacion para la Computacion simbolica del Johannes
Kepler University, Linz, Austria.

El Computers in Teaching Initiative Centre for Mathematics and Statistics

(desarrollo de hojas de trabajo de clase para usar con DERIVE) de la
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Universidad de Birmingham, Reino Unido. Para mas informacion se pueden

ver las Maths & Stats newsletter publicadas por el CTI Centre.

4) Cooperacion Europea sobre el uso de los ordenadores en matematicas
[Dechamps, 1988]
5) Sin duda el proyecto mas importante lo compone el National Science

Foundation (U.S.A.) que incorpora un conjunto de proyectos de diferentes
universidades dirigidos especificamente a la integracion de los sistemas de
calculos simbdlico en el curriculum de célculo. Algunas de las Universidad o
centros educativos que estan incorporados a esta fundacidén son: Rolling
College (Florida) , Rensselaer Polytechnical Institute (New York);
University of Rhode Island (Kingston); University of Illinois (Illinois),
University of lowa (Iowa); Iowa State University (Iowa); Nazareth College
Rochester (New York); Duke University Durham (NC), Purdue University
(West Lafayette, IN), Bowdoin College (Brunswick, ME), University of
Michigan (Dearborn, MI), University of Pittsburgh (Pennsylvania).

Poner en marcha una didactica basada en CAS debe tener en cuenta estas cuestiones
iniciales que acabamos de analizar, lo cual obliga en primer lugar a elegir el programa concreto
de calculo simboélico que mejor se adapte a las caracteristicas de nuestra implementacion. La
segunda cuestion consiste en adaptar el programa de calculo simboélico a las necesidades de
nuestro curso, es decir, elaborar una estrategia didactica basada en una serie de principios
generales que se concrete en un conjunto de tareas o actividades para el alumno. En tercer lugar,
estas tareas deberan estar adaptadas a los contenidos de la materia que el profesor debera
impartir.

Entre los programas de calculo simbdlico que mejor pueden adaptarse a las
caracteristicas de nuestra implementacion, se encuentra el programa DERIVE. En el siguiente
apartado analizaremos las caracteristicas de este programa y justificaremos los motivos por los
cuales consideramos que DERIVE es el programa de célculo simbdlico que mejor se adapta a

los objetivos de nuestra investigacion.

1.2.7. El sistema de calculo algebraico que utilizaremos:

DERIVE.

DERIVE es uno de los numerosos sistemas de calculo algebraico existentes en el

mercado (Mathematica, Mapple, DERIVE, Matlab, Macsyma, Aljabr, Axiom Expressionist,
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Form, GNU-Calc, Reduce,...). Como acabamos de ver en el apartado anterior los CAS tienen

numerosas ventajas educativas que nos pueden permitir introducir los ordenadores en el aula

con el fin de mejorar la calidad educativa y el aprendizaje de nuestros alumnos. En este sentido

DERIVE es un programa que puede permitirnos utilizar adecuadamente todas las ventajas

educativas que hemos enumerado en la seccion anterior.

Los criterios que han motivado la eleccion de este programa se han basado

fundamentalmente en dos ideas basicas:

En primer lugar, el sistema de célculo algebraico elegido, no debe suponer un
obstaculo inicial para el alumno, es decir que debe ser un programa sencillo en su
manipulacién de tal forma que pueda utilizarse de facilmente por los alumnos sin
necesidad de invertir demasiado tiempo en el estudio de su manejo.

En segundo lugar el programa debe tener cierta experiencia previa en el ambito
internacional, en cuanto a su implantacion en las metodologias del aula de

Matematicas.

Partiendo de las ideas anteriores podemos exponer un conjunto de motivos que

fundamentan nuestra eleccion basados en caracteristicas, a nuestro juicio, fundamentales
[Chumillas, 1992], [Amillo-Guadalupe, 1991], [Ortega-Sanz-Vazquez, 1998], [Llorens,
1993], [Salter-Gilligan,1991]; [Kutzler, 1999], [Rebolo, 1992]:

1)

2)

3)

DERIVE tiene un entorno de trabajo muy sencillo, ya que permite ejecutar los

comandos via menus o a través de la edicion de comandos de facil manipulacion y

con una sintaxis muy parecida a la utilizada en el lenguaje matematico.

El aprendizaje del programa es facil, no ofrece una complejidad excesiva. Asi, en

un corto espacio de tiempo, podemos aprender a utilizar los elementos basicos del
programa, sin necesidad de invertir muchas horas en la lectura del manual.
Podiamos incluso afirmar que la sencillez de su entorno de trabajo facilita que en
muchas ocasiones se pueda producir un aprendizaje autodidacta del programa,

realizando tan s6lo manipulaciones y pruebas a iniciativa del propio usuario.

Su portabilidad y pocos requerimientos de hardware. Es un programa que (en la

version 3.13) cabe en un diskette y requiere tan solo 512K de memoria RAM y una
CPU del tipo 8088 en adelante; siendo por tanto ejecutable en la mayoria de los

PC's existentes actualmente.
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4) La efectividad demostrada del programa. En algunos de los estudios comparativos

que se han realizado, las comparaciones entre los sistemas DERIVE, MAPLE y
MATHEMATICA han mostrado unos resultados sumamente positivos para
DERIVE. Asi en [Simon, 1990] tras la ejecucion de 20 problemas generales,
resueltos de forma 6ptima por las empresas suministradoras de estos sistemas, los
tiempos de resolucion que obtuvo DERIVE(version 3.13) con relacion a MAPLE y
MATHEMATICA fueron muy competitivos; y se puede decir que considerando los
pocos requerimientos de hardware, DERIVE es una excelente herramienta para la
ensefianza de las Matematicas. Del mismo modo en [Wester,1994] se hace una
revision de seis sistema (Axiom, DERIVE, Macsyma, Maple, Mathematica y
Reduce) y aunque de todos ellos el mejor era Maple, podemos comprobar que
nuevamente DERIVE se comportaba de forma extraordinaria si tenemos en cuenta
sus reducidas dimensiones. Recientemente en [Hervas et al, 2000] se vuelve a
realizar una comparativa entre los programas DERIVE 3.01, Maple V (Rel 3) y
Mathematica (Version 2.2.3). Entre las conclusiones mas significativas del estudio
destacan por un lado que DERIVE presenta un porcentaje de errores nulo; de tal
forma que el sistema DERIVE esta disefiado para mostrar la no-existencia de
solucion de un ejercicio antes que ofrecer una solucién errénea, al menos asi se ha
podido constatar en la comparacién que se ha hecho con Maple y Mathematica,
circunstancia que convierte nuevamente a DERIVE un programa adecuado para la
experiencia didactica que pretendemos realizar. Asi pues, podemos afirmar que la
relacion prestaciones y requisitos fisicos convierten a DERIVE en el mejor

programa de calculo simbolico de los existentes en el mercado [Rebolo, 1992].

Por otro lado DERIVE es un programa que est4 suscitando experiencias didacticas muy
variadas en diferentes campos de la matematica. Se ha utilizado como simulador del lenguaje
de la tortuga [Lechner et al, 1997], también se utiliza como herramienta capaz de facilitar la
experimentacion de los principales conceptos del calculo, es decir, en la ensefianza del calculo
con ayuda del asistente matematico [Watkins, 1992], [Leinbach, 1991], [Llorens, 1993],
[Monaghan, 1993]; en la ensefianza del algebra lineal [Chumillas, 1991], [Llorens, 1993],
[Salter-Gilligan, 1991], [Auer-Muller, 1990]; como herramienta experimental en laboratorios
de Matematicas [Villén, 1991], [Mifiano, 1991], [Benitez y otros, 1996], [Leinbach, 1991];
en geometria analitica [Aspetsberger,1992]; y en numerosas areas de las Matematicas. Ademas
este sistema de calculo algebraico se ha venido implantando en numerosos centros educativos
de todo el mundo. Asi en 1991 el Ministerio de Educacion de Austria equip6 todas las escuelas
de secundaria del pais con DERIVE; en 1992, el Ministerio de Educacion de Francia incorpord

DERIVE en la lista de software recomendado para las escuela; en 1993 las autoridades
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educativas del sur de Tirol (Italia) equiparon a todas las escuelas alemanas con DERIVE; en
1995 la ciudad de Hamburgo (Alemania) equip6 todas sus escuelas con DERIVE; en 1997, el
Ministerio de Educacion de Eslovenia incorporo el programa en las escuelas de secundaria; en
el mismo afio el Ministerio de Educaciéon de los Emiratos Arabes adquirié este sistema para
todas las escuelas; en 1998 el Ministerio de Educacion de Bélgica recomendd a todas las
escuelas el uso de DERIVE para la ensefianza de las Matematicas; en ese mismo aflo todas las
escuelas de secundaria de Estocolmo (Suecia) fueron equipadas con DERIVE. Pero no s6lo se
ha incorporado a la ensefanza secundaria, también existen numerosas universidades que han
incorporado el programa a sus experiencias educativas, entre otros centros podemos destacar:
University of Linz (Institute for Industrial Mathematics, Austria), University of Vienna
Computational Mathematic (Austria), Universidad de Paderborn (Alemania), Liverpool John
Moores University (Gran Bretafia), North Carolina University (EE UU), University of South
Carolina (EE.UU.), California State University (EE.UU.), National Tsing Hua University
(Taiwan), University of Guelph (Canadd), Jackson State University (EE.UU.), University of
Cincinnati (EE.UU.), Gettysburg College (EE.UU.), University of Portland (EE.UU.), Portland
State University (EE.UU.), University of Northern Colorado (EE.UU.), St. Joseph's University
(Philadelphia, EE.,UU.), Salisbury State University (EE.UU.), Dawson College (Montreal,
Canada), Southwetern Oklahoma University (EE.UU.), Universidad Politécnica de Madrid,
Universidad Politécnica de Valencia,.Universidad de Cadiz, Universidad Auténoma de Madrid,
Universidad Complutense de Madrid,....

Este sistema fue disefiado en 1985 por Softwarechouse en Honolulu [DERIVE, 1990] y
proviene de la evolucion de uno de los primeros sistemas de calculo algebraico disefiados para
PC's: MUMATH. DERIVE, junto con Maple y Mathematica forman parte del grupo de
programas de calculo simbdlico mas comercializados actualmente. Recientemente DERIVE ha
sido adquirido y anexionado a los producto de Texas Instruments en agosto del afio 2000. De
hecho el 6 de agosto de 2000 la empresa Texas Instruments lanzé un comunicado en la red
indicando dicha circunstancia. Después de las colaboraciones mantenidas entre Texas
Instruments Soft Warehouse con la incorporacion de la tecnologia CAS en las calculadoras TI-
89 y TI-92 para la educacion matematica, se ha producido una fusién que puede ser muy
fructifera segun palabras de los maximos responsables de ambas compaiiias, de hecho segin
palabras de Dave Stoutemyer, presidente y co-fundador de Soft Warehouse “la fuerte presencia
de las calculadoras TI en el mercado de la tecnologia educativa permitira a DERIVE

enriquecerse de ese potencial”

El sistema DERIVE proporciona al usuario tres formatos de trabajo en forma de

ventanas:
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a) VENTANA DE ALGEBRA; utilizada para introducir y manipular expresiones
algebraicas

b) VENTANA 2D, que nos permite elaborar graficas de funciones de una variable y
curvas planas.

c¢) VENTANA 3D, utilizada para realizar representar superficies en el espacio

tridimensional y graficas de funciones de dos variables.

#1:

#2: — (x - 2-x-y) 3;
dx

#3: Z2.x - Z-y

#1: — (x - 2-x-y)

e
e L
ST
ST
_t\“‘h e,

#5: - Z2-x

3
#o: x - 3F-x + 2

COMMAND : Center Eye Focal Grids Hide Length Options Plot Quit Transfer
Window aXes Zoom
Enter option

Figura 3. Ejemplo de los formatos de trabajo que permite utilizar DERIVE:

1. ventana de dlgebra, 2. ventana 2D, 3. ventana 3D.

Gracias a estos contextos, DERIVE facilita la realizacidon de operaciones matematicas:
basta con introducir cierta expresion o un conjunto de expresiones, aplicar sobre ésta un
comando y automaticamente se obtendrdn nuevas expresiones o representaciones graficas en
dos o tres dimensiones, en funcion del tipo de la expresion utilizada y del tipo de operacidon que
deseemos realizar con ella. Los tres contextos de trabajo llevan asociados una barra de ments
que permite aplicar una serie de comandos bésicos. Este sistema de matematica computacional
disefiado en Hawai permite realizar computaciones simbolicas y numéricas, y ademas facilita

las representaciones graficas en 2 y 3 dimensiones.
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DERIVE se comercializa en dos formatos, uno que funciona bajo Windows (a partir de
las versiones 4.xx) y otro que funciona bajo MS-DOS. Dentro de las versiones para MS-DOS
existian dos tipos de programa por un lado las versiones estandar DERIVE-Classic y la version
extendida DERIVE-XM (eXtended Memory version) que utilizaban la memoria extendida del
sistema operativo. En la version 4.xx de DERIVE, estas dos formas de uso vienen combinadas
de tal forma que el mismo programa detecta qué sistema puede soportar el equipo de tal forma
que, si nuestro PC tiene 612K de memoria y utiliza un procesador inferior al 386 entonces
ejecuta la version DERIVE "Classic" que funciona con 16 bits. Si por el contrario lo estamos
ejecutando en un procesador 386 o superior con 2MB o0 més de memoria extendida, el programa
se ejecutard automaticamente en el modo de 36bits (DERIVE XM). A pesar de que actualmente
ya se estd comercializando la version 5.03 que incluye numerosas novedades como es la
posibilidad de incluir graficas, comentarios y textos, y otros ficheros en los denominados
documentos de trabajo (ficheros .dfw) nosotros utilizaremos la versién DERIVE 3.13 Classic
que funciona bajo formato MS-DOS y que requiere una memoria de 512K. Aunque, puede
considerarse una versidon un poco anticuada, hemos creido conveniente utilizar esta version por
su elevada PORTABILIDAD, caracteristica que hemos expuesto anteriormente. Nuestro
objetivo no es utilizar un sistema de calculo simbdlico MUY POTENTE, pues en ese caso
estariamos utilizando criterios de eficiencia en cuyo caso nos tendriamos que haber decantado
por la ultima version que estd basada en el sistema WINDOWS, o incluso haber optado por
otros programas mas eficientes pero mas complejos en cuanto a su aprendizaje. La idea de
nuestra eleccion ya dijimos que se basaba en criterios centrados en la facilidad de aprendizaje y
la portabilidad (cabe en un diskette), caracteristicas que cumple sobradamente la version 3.13

que acabamos de exponer.

Una vez motivada la eleccion de DERIVE como el sistema de computo algebraico a
utilizar, y comentadas sus caracteristicas generales, es necesario comentar las capacidades y
ventajas que tiene el sistema respecto de todas las caracteristicas que habiamos enumerado de

forma general para los sistemas de computo algebraico y los ordenadores.

El quehacer matematico requiere dos operaciones fundamentales: INTERPRE-
TACIONES y PROYECCIONES, éstas operaciones se traducen en las actividades de
simbolizacién y abstraccion. Un sistema de célculo simbodlico como DERIVE, permite utilizar
multiples sistemas de representacion (algebraico, numérico y grafico), posibilidades que pueden
facilitar y favorecer la realizacion de este tipo de actividades mentales propias del quehacer
matematico. Efectivamente, cuantos mas sistemas de representacion utiliza un alumno para dar
significado a los hechos y conceptos matematicos que manipula, mayor es el grado de fijacion

de significados en torno a los conceptos que se manipulan, es mas, podriamos afirmar que con el
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uso de diferentes sistemas de notacion o de representacion para un mismo objeto cognitivo,
mayor es el conocimiento que se adquiere de ese objeto cognitivo, en este caso un objeto
matematico. Para traducir un mensaje o concepto de un sistema de representacion (FUENTE) a
otro sistema (DESTINO) se necesita realizar un analisis de los aspectos relevantes que
constituyen ese objeto, asi como sus relaciones, y establecer la correspondencia entre cada uno
de los elementos constitutivos del objeto o hecho a representar con los elementos que
constituyen el sistema de representacion de destino [Bautista, 1994]. Esta traduccion de un
mismo concepto entre diferentes sistemas de representacion permite que se establezca una
"conversacion interna" entre las diferentes representaciones del mismo hecho. Esta utilizacion
de los sistemas de representacion, proporcionados por el medio computacional, ofrece
situaciones que favorecen el aprendizaje, ya que se utilizan sistemas basicos para desarrollar el
pensamiento asi como para interpretar, entender y relacionarse con el contexto social, fisico y
cultural. DERIVE sirve de soporte para la representacion de los hechos y principios
matematicos a través de sus tres entornos de trabajo: algebraico, bidimensional y tridimensional;
utilizando en el entorno algebraico sus dos posible representaciones simbolica y numérica. Asi
pues, un concepto que se muestra en diferentes enfoques admite un aprendizaje mas globalizado
y profundo del mismo, por ello creemos que DERIVE puede servir como herramienta adecuada

para potenciar estos procesos de simbolizacion y abstraccion.

Por otro lado, recordemos que los sistemas de memoria que se utilizan en Matematicas
(memorias visual, semantica y literal) se pueden potenciar con el uso de este programa
(nuevamente debemos considerar las tres opciones de representacion del programa: algebraica,
bidimensional y tridimensional). Cuando un alumno utiliza la memoria visual, estd empleando
una técnica que consiste en recordar ciertas figuras o el aspecto de las expresiones formales
asociadas a un concepto o entidad matemadtica. Habitualmente, cuando utiliza como soporte el
lapiz y papel, la memoria visual obtiene grandes resultados si se utilizan sistemas de
NOTACION similares. Utilizando DERIVE; el sistema de notacién que se asociara con el
proceso o concepto, sera de caracter intermedio entre el sistema formal y abstracto, y el sistema
de notacion CERCANO al alumno. En ocasiones puede llegar a conseguirse que DERIVE sea
ese sistema de notacion CERCANO; que le permite asociar visualmente la operatividad
simbolica con la propia operatividad del programa. Del mismo modo la memoria semantica y la
memoria literal pueden verse favorecidas por este sistema intermedio: el que utiliza el propio
lenguaje del programa. La forma de introducir expresiones en DERIVE; asi como el sistema de
simplificacion empleado por el programa, muy cercano a la matematica formal, obliga al
alumno a ir interpretando los procesos del programa, asociados todos ellos a procesos

matematicos formales pero quizas mas manipulables por el alumno, ya que se trata de procesos
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tangibles visualmente en la pantalla, y que pueden manejarse a través del teclado mediante los

comandos del sistema.

Habiamos comentado también que la RESOLUCION DE PROBLEMAS es un sistema
metodologico a través del cual se pueden obtener aprendizajes significativos, es decir,
aprendizajes que el alumno va construyendo a partir de sus conocimientos previos, motivado
por un objetivo claro: la situacidén problematica, como elemento que debe motivar e incitar a la
investigacion y experimentacion del alumno. En la ensefianza tradicional, la resolucion de
problemas, puede reducirse en numerosas ocasiones a la resolucion de SITUACIONES
PROBLEMATICAS TIPO, en cuyo caso, bajo nuestro punto de vista, convertimos la
matematica en un conjunto de PROCEDIMIENTOS que los alumnos han de “almacenar”, pero
que podrian ser realizados perfectamente por una computadora. Inducir al alumno a la
investigacion y la experimentacion es una tarea que podemos facilitar con el uso de DERIVE,
porque nos permite, en un corto espacio de tiempo, resolver rutinas algebraicas no
trascendentales para nuestro problema, pero que nos ofrecen resultados y experiencias sobre las
cuales el alumno puede inducir, intuir, deducir y conjeturar sus propios resultados. En este
sentido los CAS son herramientas muy utiles para la EXPERIMENTACION vy para facilitar la
adquisicion aprendizajes significativos, basados en la investigacion y observacion del alumno.
Este uso experimental de las Matematicas, tanto en el ambito de operaciones algebraicas como
en el ambito de representaciones graficas, es una ventaja accesible con DERIVE, circunstancia
que en metodologias tradicionales no es posible, por el elevado tiempo que deberiamos invertir
en las mismas. El programa deberia utilizarse para que dediquemos menos tiempo en aquellos
calculos que consideremos rutinarios orientando nuestro tiempo a la realizacion de tareas de
investigacion, de analisis de resultados, y en definitiva a la resolucion de problemas. Esto nos

puede llevar a progresar en niveles superiores del pensamiento formal.

Por otro lado, cuando el alumno experimenta y manipula una situaciéon matematica,
desconocida inicialmente para ¢l y por tanto problematica, el uso de DERIVE le va a permitir
obtener una cierta AUTONOMIA incitandoles, aunque sélo sea por curiosidad, a estudiar el
planteamiento de la situacion problematica incluso la busqueda de soluciones. Asimismo, el uso
de los ordenadores en un contexto de aula, puede potenciar un aprendizaje colaborativo en el
trabajo en grupo, y una relaciéon de comunicacion con el compafiero. Efectivamente esa
experimentacion de las Matemadticas por medio del sistema de computo algebraico y ayudado
por el grupo de compafieros nos permite ir comparando observaciones, conjeturando,
discrepando, en definitiva construyendo Matematicas. El estudio de este aprendizaje
colaborativo debe ser un elemento que debemos considerar en nuestro estudio ya que DERIVE

puede propiciar contextos de aprendizaje colaborativo con unas caracteristicas muy especiales.
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Ademas, habria que afiadir que el uso de DERIVE, primero por su caracter novedoso, y en
segundo lugar por ser una herramienta que incita al trabajo individual o colectivo fuera del aula,
puede crear el contexto adecuado para mejorar la actitud del alumno ante las Matematicas,
incidiendo nuevamente de forma positiva en su propio aprendizaje y en la ensefianza de esta

disciplina.

Asi pues, el uso de estas nuevas tecnologias nos permite presentar los conceptos y los
principios matematicos utilizando varios enfoques o entornos (algebraico, numérico y grafico),
ofreciéndonos de esta forma un tratamiento de los temas con multiples perspectivas que facilitan
una percepcion mas global de los contenidos. Hay que afadir que con estos sistemas de calculo
algebraico podemos ofrecer una panoramica mas amplia de las Matematicas, ya que el concepto
se puede construir y aplicar de una manera inmediata. También hay que destacar que gracias a
esta facilidad en la manipulacidon algebraica, los estudiantes pueden acceder a problemas que
anteriormente estaban reservados tnicamente a niveles superiores [Quesada, 1994]. Aunque,
estos sistemas pueden estimular a los estudiantes en el quehacer matematico y les pueden
facilitar los procesos de aprendizaje de las Matematicas sin embargo es necesario destacar muy
especialmente, el papel fundamental que juega la necesaria interaccion entre programa, profesor
y alumnos. Este trinomio es el verdadero protagonista de la actuacion educativa y de los
procesos de aprendizaje, en cuyas relaciones se concretan algunas de las ventajas de este
programa. Son ventajas que sera necesario investigar y optimizar al maximo si deseamos unos

aprendizajes Optimos para nuestros estudiantes.

Tal como comentamos en el apartado anterior, todos estos contextos y situaciones, no
son posibles sin un esquema metodologico claro sobre el cual vayamos introduciendo el
programa DERIVE en el aula. Es por tanto necesario, desarrollar una estrategia didactica sobre
la cual podamos implementar, con la ayuda de DERIVE, tareas de ensefianza aprendizaje de la
disciplina objeto de nuestro estudio: el algebra lineal. Para ello necesitamos profundizar en las
peculiaridades de este campo de las Matematicas, asi como ofrecer un estudio del significado y
las implicaciones que conlleva una metodologia educativa centrada en las tareas de ensefianza

basadas en DERIVE.

En algunos estudios realizados sobre el uso de DERIVE para el desarrollo de
asignaturas de Matematicas [Mifano, 1991] se ha llegado a la conclusion de que DERIVE es
una herramienta adecuada para desarrollar un programa de practicas de Matematicas en el
ambito universitario, de tal forma que el uso autébnomo del programa por parte del estudiante

fuera del plan de précticas y el incremento de la motivacion han sido algunos de los factores que
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han incidido de una manera mas positiva en el rendimiento de los estudiantes a lo largo del

curso.

Una vez que hemos situado la ensefianza de las Matematicas en el contexto de las
nuevas tecnologias, y muy en particular en el contexto de los programas de célculo algebraico,
vamos a analizar el campo de las Matematicas en el que centraremos el estudio de nuestra tesis:
el algebra lineal. De esta forma podremos seleccionar y proponer las tareas de ensefianza para el
algebra lineal con el uso de DERIVE y de esta forma fijar las pautas de las tareas que

configuran nuestra estrategia.
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I.3. La ensefianza del Algebra Lineal.

1.3.1. Eleccion del campo de las Matematicas objeto de nuestro

estudio: el algebra lineal.

La “algebraizacion” de las Matematicas, es decir, la influencia de las ideas y los métodos
del algebra en las Matematicas son algunas de las caracteristicas que configuran la matematica
actual. Esta moda algebraica es un hecho facilmente observable si se comparan textos de
Matematicas de afios anteriores a la segunda guerra mundial, con los textos que aparecen a partir de
los afios sesenta. Aunque para muchos autores esta envoltura algebraica tiene un grave
inconveniente cuando se usa en exceso (sobrecarga del formalismo que obscurece el contenido), sin
embargo el algebra es desde la antigliedad una de las partes esenciales de las Matematicas, al igual
que lo es la geometria: “el dlgebra no es otra cosa que la geometria escrita en simbolos, y la
geometria es sencillamente algebra expresada en figuras” (Sofia Germain, siglo XIX). Ademaés lo
que si parece ser aceptado universalmente es que la naturaleza de los objetos matematicos es un
hecho secundario, no importa mucho la forma en se presenten los resultados matematicos, ya sea
como un teorema de geometria pura o en forma de teorema algebraico: lo importante son las
relaciones. Por ello el algebra se ha definido como la ciencia de las operaciones algebraicas,
efectuadas sobre los elementos de los distintos conjuntos utilizados en Matematicas. Una de las
ramas mas importantes del algebra moderna y que mas aplicaciones encuentra en otras parcelas de
la ciencia como la fisica, la estadistica, la ingenieria, el analisis numérico, las ciencias sociales,... es
el ALGEBRA LINEAL [Guzman, 1994]. El motivo de su desarrollo fue el tratamiento de las
ecuaciones lineales, y su principal creacion es el espacio vectorial. Nuestra investigacion se centra
en la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal porque, a nuestro juicio, es un area de especial
interés en el ambito de los sistemas de célculo algebraico debido fundamentalmente a cinco

razones:

1) Esunarama de las Matematicas con un elevado grado de abstraccidn, ya que es uno de
los pilares del lenguaje algebraico, lo cual provoca un elemento de especial dificultad

para el estudiante: obstaculo del formalismo [Sierspinska-Dreyfus-Hillel, 1999]..

2) La ensefanza-aprendizaje del algebra lineal esta frecuentemente asociada con procesos
de aprendizaje memoristico que ofrecen una pobre vision de estos contenidos, lo cual

obliga a realizar una fuerte revision de su concepcion, encaminada a ofrecer una vision
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mas global y mas profunda de la misma. Ademas, es muy frecuente que los conceptos
del algebra lineal se adquieran como formas sin contenido, es decir, un conjunto de
relaciones simbolicas vacias de significado. De ahi, que los problemas algebraicos a
veces carezcan del sentido necesario para la adquisicion de un aprendizaje

significativo.

3) Se han realizado numerosas experiencias didacticas encaminadas a mejorar la
ensefianza del cdlculo mediante el uso del ordenador con sistemas de calculo
algebraico, pero sin embargo, en este contexto, existen menos estudios y trabajos

relacionados con el algebra lineal.

4) El algebra lineal es uno de los primeros contextos matematicos con los cuales se
enfrenta cualquier alumno (en algunos casos es la unica experiencia matematica de
toda su vida), circunstancia que configura esta parte de las Matematicas como uno de

los elementos y pilares basicos en la formacion matematica de todo individuo.

5) Una de las asignaturas basicas de la mayor parte de las Ingenierias y de las
Licenciaturas de las ciencias aplicadas, suele estar basada en contenidos de algebra
lineal. Efectivamente, los contenidos basicos del algebra lineal son el cimiento de

una buena formacion matematica para cualquier ingeniero o cientifico.

Estas razones han motivado nuestra eleccion, que ofrece un reto muy importante a la hora
de disefiar una cuidadosa estrategia didactica, dada la trascendencia de sus contenidos y la
dificultad de los mismos. Efectivamente, el algebra lineal es una disciplina que basa gran parte de
su contenido en la forma de las expresiones aritméticas, expresiones simbolicas que mediatizan un
conocimiento mas abstracto. Se trata por tanto de una disciplina que goza de un elevado grado de
abstraccion, en la que existe una cierta mediacién semiotica del conocimiento de tal forma que
podemos afirmar que "los signos representan objetos que son signos" [Sierspinska-Dreyfus-
Hillen, 1999]. En consecuencia un conocimiento teérico adecuado del algebra lineal esta
fuertemente ligado a la identificacion de esos objetos abstractos bajo diferentes representaciones
simbolicas, por lo que es muy importante saber distinguir entre aquellos objetos que pueden tener
representaciones similares. Ese formalismo presente en el algebra lineal es quizas el causante de un
obstaculo muy frecuente que causa una de las principales dificultades para la ensefianza y
aprendizaje de esta area de conocimiento. La utilizacion de los sistemas de célculo simbdlico en
esta disciplina puede acercar y facilitar la ensefianza y aprendizaje de sus contenidos, ya que

podremos presentar los conceptos a través de la multiplicidad de representaciones que ofrecen
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dichos sistemas; por otro lado la experimentacion nos a va proporcionar un mayor acercamiento a

dichos conceptos.

1.3.2. Breve historia del algebra lineal.

El Algebra Lineal es un area de conocimiento entroncada en uno de los grandes bloques
teméticos de las Matematicas: EL ALGEBRA. El algebra lineal se centra en el estudio de las
estructuras de los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales y multilineales entre espacios
vectoriales. Pero sin lugar a dudas, el corazon del algebra lineal lo ocupa el estudio de los vectores
y las matrices. El estudio de vectores comenzo esencialmente con el trabajo del gran matematico
irlandés Sir William Hamilton (1805-1865). Su deseo de encontrar una forma para representar
ciertos objetos en el plano y el espacio lo llevo a descubrir lo que el llamé cuaterniones. Esta
nocion condujo al desarrollo de lo que ahora se llaman vectores. Mientras Hamilton vivio y durante
el resto del siglo XIX hubo un debate considerable sobre la utilidad de los cuaterniones y vectores.
A finales del siglo XIX el gran fisico inglés Lord Kelvin escribié que los cuaterniones, “aun
cuando son bellamente ingeniosos, han sido un mal peculiar para todos aquellos que los han
manejado de alguna manera y, los vectores... nunca han sido de la menor utilidad para ninguna
criatura”. Pero Kelvin estaba equivocado. Hoy casi todas las ramas de la fisica clasica y moderna
se representan mediante el lenguaje de vectores. Los vectores también se usan cada vez con mas

frecuencia en las ciencias bioldgicas y sociales.

Historicamente las primeras teorias del Algebra Lineal estaban relacionadas con las
ecuaciones lineales, en temas relacionados con la resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales.
A raiz de las investigaciones enmarcadas en torno a los sistemas de ecuaciones lineales surgio el
concepto de DETERMINANTE. Los determinantes aparecieron en la literatura matematica antes
que las matrices, a pesar de que el término MATRIZ fuera usado por primera vez por Joseph
Sylvester, cuya intencidon era que su significado fuese “madre de los determinantes”. Algunos
grandes matematicos de los siglos XVIII y XIX ayudaron a desarrollar las propiedades de los
determinantes. Pero la mayoria de los historiadores creen que la teoria de los determinantes tuvo su
origen en el matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), quien junto a Newton, fue
el coinventor del calculo. Leibniz us6 los determinantes en 1693 en referencia a los sistemas de
ecuaciones lineales simultdneos. Leibniz considerd sistemas de tres ecuaciones lineales con 2
incdgnitas, elimind las incdgnitas y obtuvo un determinante al que llamé el resultante del sistema.
Sin embargo, algunos piensan que un matematico japonés Seki Koéwa hizo lo mismo casi 10 afios

antes. Pero el contribuyente mas prolifico a la teoria de determinantes fue el matematico francés
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy escribié una memoria de 84 paginas en 1812, que
contenia la primera prueba del teorema det AB = det A det B. En 1840 demostro la propiedad de
Laplace y en 1840 defini6 la ecuacion caracteristica de la matriz A como la ecuacion polinomial
det(A-AI)=0. Pero la utilizacion profunda de la teoria de determinantes en la resolucion de sistemas

de ecuaciones lineales fue debida a James Sylvester (1814-1897).

En 1750 se obtiene la REGLA DE CRAMER para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con una peculiaridad especial: el nimero de ecuaciones lineales debia coincidir con el nimero de
incognitas. En 1849 se planted el método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con coeficientes numéricos, método mas simple que el anterior. Como resultado del estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales y sus determinantes surgid el concepto de matriz. Fue en 1877 con
la nocion de rango de matriz propuesta por G. Frobenius, cuando se consiguieron explicitar las
condiciones de compatibilidad de los sistemas de ecuaciones lineales asi como la determinacion de
estos sistemas. Herman Grassmann (1809-1877) introdujo los conceptos de subespacio,
generadores, dimension y suma, asi como las féormulas para los cambios de coordenadas. El
concepto y el nombre de matriz fueron introducidos por James Sylvester, y curiosamente mas tarde
como hemos comentado la nociéon de determinante. La construccion de la teoria general de los
sistemas de ecuaciones lineales culmind a finales del siglo XIX. Fue precisamente en 1888
cuando Peano defini6 de forma axiomatica una estructura que relacionaba toda la teoria de
matrices, determinantes y el estudio de sistemas de ecuaciones: la estructura algebraica de espacio
vectorial sobre el cuerpo de los niumeros reales. Después del proceso de axiomatizacion de Peano,
centrado en los espacios vectoriales reales, el matematico aleman Otto Toplitz (1881-1940)
generalizd los principales teoremas y resultados de los espacios vectoriales reales sobre los
espacios vectoriales generales en cuerpos cualesquiera, dando lugar a lo que hoy se conoce con el
nombre de algebra lineal y que estd basada en la estructura de espacio vectorial.[Enciclopedia,

1993].

Si bien en los siglos XVIII y XIX como hemos comentado el contenido principal del
algebra lineal lo constituian los sistemas de ecuaciones lineales y la teoria de los determinantes, la
posicion central en el siglo XX fue ocupada por el concepto de espacio vectorial y las nociones de

transformacion lineal y de funcion lineal, bilineal y polinial en un espacio vectorial.
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Actualmente, un espacio vectorial o lineal sobre un cuerpo K cualquiera se define como
el conjunto de elementos V (denominados vectores), en el que se definen dos operaciones:
- Una operacion interna, llamada SUMA DE VECTORES
+:VxV o>V
- Y una operacion externa, llamada PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN
VECTOR (el escalar es un elemento del cuerpo K)
.o VxK =SV

que satisfacen las siguientes propiedades:

a) Respecto de la SUMA DE VECTORES, se cumple que para cualesquiera vectores
u,v,weV
a.1) Propiedad conmutativa: u+v=v+u
a.2) Propiedad asociativa: (u+v)+w=u+(v+w)
a.3) Existencia de elemento neutro: existe un vector 0e 'V tal que u+0=0+u=0
a.4) Elemento opuesto: todo vector u tiene un opuesto -ueV tales que u+(-u)=0
b) Respecto del PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR, se cumple que
para cualesquiera u,ve V y cualesquiera escalares o, K se verifican:
b.1) Propiedad distributiva respecto de la suma de vectores: o(u+v)=ou+ov
b.2) Propiedad distributiva respecto de la suma de escalares : (o+p)u=cu+fu
b.3) Propiedad pseudiasociativa: (of)u=c(Pu)

b.4) Existencia de elemento unidad: existe un elemento 1€ K tal que 1u=u.

Cuando los cuerpos conmutativos que generaban estas nuevas estructuras algebraicas
fueron abandonados en beneficio de cuerpos no necesariamente conmutativos o de anillos, se llegd

a la nocion de modulo, que generaliza la teoria de los espacios vectoriales.

El proceso de axiomatizacion al que fueron sometidos los contenidos del algebra lineal
permitieron identificar relaciones muy valiosas entre los estudios de calculo matricial y la
estructura de espacio vectorial y sus aplicaciones, generando en este proceso de intercambio, como
en todo proceso de axiomatizacion, un sustento matematico muy consolidado pero a la vez, con un

grado de abstraccion bastante elevado.

Actualmente esta rama de las Matematicas se ha convertido en una de las principales

aplicaciones del dlgebra en las diversas ramas de la Matematica y de la Fisica.
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1.3.3. El algebra lineal en el curriculum espafiol de la ensefianza

primaria y secundaria.

La importancia de las Matematicas en el curriculo espafiol actual es un hecho comprobable
en el desarrollo curricular de las dos etapas de ensefianza preuniversitarias: Educacion Primaria y

Educacion Secundaria (Ensefianza Secundaria Obligatoria y Bachillerato)

En la etapa inicial de formacién de los alumnos (Primaria), las Matematicas adquieren tres
aspectos cualitativos muy importantes: formativo, funcional e instrumental. Dado que en estos
primeros afos los conceptos y procedimientos Matematicos, por su grado de formalizacion,
abstraccion y complejidad, escapan a las posibilidades de comprension de los alumnos, en esta
etapa el punto de partida del proceso de construccién de conocimiento matematico ha de basarse en
la experiencia practica y cotidiana que poseen los nifios y nifias de esta edad. A partir de las
relaciones entre las propiedades de los objetos tangibles, de las operaciones que se realizan de
forma intuitiva y en definitiva a partir de la realidad y experiencia concreta del alumno, se iran
adquiriendo las primeras experiencias matematicas. Inicialmente estas experiencias matematicas
son de caracter intuitivo, muy ligadas a la manipulacion de objetos concretos y a la actuacion sobre
situaciones particulares. Pero este tipo de experiencias van a ser el punto de partida de la

abstraccion y de la formalizacion.

Aunque los alumnos en este estadio educativo pueden no llegar a comprender plenamente
algunos conceptos y procedimientos matematicos, sin embargo, éstos pueden cumplir plenamente
las funciones que exige la etapa. El dominio funcional de estrategias basicas de computo, de
calculo mental, de estimacion de resultados y medidas, y el uso de la calculadora constituirdn los
procedimientos basicos que deberan adquirir los alumnos en este estadio educativo. También
deberan ser capaces de valorar y comprender positivamente el uso del conocimiento matematico

para la resolucion de problemas concretos.

En el campo del algebra lineal, podemos observar que no existen contenidos especificos de
esta drea de conocimiento, ya que se trata una etapa de fundamentacion, con cuatro grandes

bloques tematicos [MEC, 1992-a]:

1. Numeros y operaciones. En este bloque se estudian los numeros naturales,
fraccionarios y decimales, las relaciones entre estos conjuntos de niimeros, su
aplicacion en actividades de contar, medir, ordenar y las operaciones de suma, resta,

multiplicacion y division. También se estudian en este bloque los niumeros positivos y
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negativos, numeros cardinales y ordinales, la numeracion romana y el sistema de
numeracion decimal.

2. La medida. Se estudian las unidades de medida no convencionales, observandose la
necesidad de utilizar unidades de medida convencionales del sistema métrico decimal.
También se estudiaran unidades de medida de tiempo, monetarias y de medida de
angulos.

3. Formas geométricas y situaciéon en el espacio. Se adquieren los principales conceptos
geométricos de paralelismo y perpendicularidad. Se estudian las figuras planas y los
cuerpos geométricos mdas importantes. También se adquieren conocimientos y
destrezas para la representacion de puntos en sistemas de coordenadas cartesianas, y el
reconocimiento de planos, mapas y escalas graficas.

4. Organizacion de la informacion. En este ultimo bloque temadtico los alumnos se
iniciardn en la representacioén grafica de funciones, en la interpretacion de graficas
estadisticas como los bloques de barras, pictogramas y también estudian la media

aritmética y moda de experimentos aleatorios.

Como puede observarse, el bloque que guarda mayor relacion con el algebra lineal es el
primero, dedicado a los nimeros y operaciones. En el curriculo oficial de Primaria, el MEC
establece como contenidos conceptuales de este bloque: “9. Correspondencia entre lenguaje verbal
representacion grdfica y notacion numérica” por otro lado entre los contenidos procedimentales
podemos encontrar “8. Representacion matemdtica de una situacion utilizando sucesivamente
diferentes lenguajes (verbal, grafico y numérico) estableciendo correspondencia entre los
mismos”. Estos dos contenidos muestran los principios del algebra, como area dedicada al estudio
de las expresiones algebraicas, sistema de representacion simbolica fundamental en las

Matematicas, sentandose asi las bases de los futuros contenidos especificos del algebra lineal.

En el transcurso de la E.S.O., los alumnos prosiguen el proceso de construccion del
conocimiento matematico que ha alcanzado cotas de desarrollo considerables al término de la
Educacion Primaria. Se introducen nuevas relaciones, conceptos y procedimientos, ampliando el
campo de reflexion matematica; se introducen nuevos algoritmos y se incrementa la complejidad
de algoritmos conocidos y sobre todo se profundizan las nociones y procedimientos matematicos
introducidos en el transcurso de la Educacion primaria. El proceso de construccion del
conocimiento matematico que parte desde las experiencias matematicas intuitivas propias de la
Educacion Primaria hasta el conocimiento altamente estructurado ha de pasar por unas etapas
intermedias de abstraccion, simbolizacion y formalizacion a lo largo de la E.S.O. Este proceso es
posible gracias a las nuevas capacidades cognitivas que van apareciendo al inicio de la

adolescencia. Sin embargo no debemos olvidar que los aspectos mas abstractos, formales y
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deductivos del mismo siguen estando a menudo fuera de las posibilidades de comprension de los
alumnos incluso en los ultimos tramos de la E.S.O. El objetivo fundamental de esta etapa debe ser
que todos los alumnos adquieran los conocimientos necesarios para desenvolverse como
ciudadanos capaces de ejercer sus derechos y deberes en una sociedad que incorpora cada vez mas
a su funcionamiento, a sus actividades y a su lenguaje ciertos aspectos matematicos, conocimientos
que se consideran imprescindibles para satisfacer las necesidades matematicas habituales de un
ciudadano adulto en la sociedad actual y futura. No obstante el desarrollo de conocimientos debe
garantizar en toda circunstancia un ajuste adecuado con las opciones profesionales o académicas
que se ofertan al término de la E.S.O. Asi pues la Educacion Secundaria Obligatoria desde el punto
de vista de las Matematicas han de desempenar de forma equilibrada e inseparable:

(a) Un papel FORMATIVO baésico de las capacidades intelectuales, reforzando el
uso del razonamiento empirico-inductivo en paralelo con el uso del
razonamiento deductivo tanto en lo que concierne a la adquisiciéon de conceptos
y procedimientos como a sus aplicaciones asi como la resolucion de problemas
y la realizacion de investigaciones;

(b) Un papel APLICADO y FUNCIONAL que posibilite al alumno sus
conocimiento fuera del ambito escolar, donde debe tomar decisiones.

(© y un papel INSTRUMENTAL, en cuanto a que se convierten en el armazon a

través del cual se formalizan conocimientos de otras materias.

Este triple papel debe desarrollarse bajo las hipdtesis de que la educacion matematica tiene
como protagonista fundamental el proceso de construcciéon empirica e inductiva del conocimiento

matematico.

Asi pues partiendo de estas consideraciones, que encuadran una vision constructivista del
conocimiento matematico, y de las funciones educativas que se tienen en cuenta en la educacion
obligatoria, podemos decir que la educacion matematica en la educacidon secundaria se fundamenta
en tres PRINCIPIOS BASICOS [MEC, 1992-b]:

1) Que las Matematicas se han de presentar a los alumnos y alumnas como un
cuerpo doctrinal fruto de la evolucion presente y futura, lo cual obliga a resaltar
enormemente sus aspectos inductivos y constructivos del conocimiento, y no
solo sus aspectos deductivos.

2) Que es necesario relacionar los contenidos matematicos con la experiencia
propia de los alumnos, contextualizando a través de la resolucion de problemas
la experiencia inmediata del alumno.

3) La ensefianza y aprendizaje de las matematicas ha de tener tres objetivos

basicos:
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i. establecer destrezas cognitivas generales: PAPEL FORMATIVO.
ii. aplicacion FUNCIONAL en la vida cotidiana.
iii. valor INSTRUMENTAL.

Asi pues en el transcurso de la E.S.O., los alumnos prosiguen un proceso de construccion
del conocimiento matematico que ha alcanzado ya niveles considerables de desarrollo al finalizar la
educacién primaria. En especial en estos afios el desarrollo cognitivo de los alumnos les va
conduciendo a la posibilidad de realizar razonamientos de tipo formal, lo cual va asegurando
niveles intermedios de abstraccion, simbolizacion y formalizacién. En este nuevo escenario de
capacidades, el curriculum bésico de la E.S.O. en el area de Matematicas, incluye contenidos mas
generales entre los que deben destacarse los procedimiento o modos de saber hacer. Dentro de estos
contenidos fundamentales el uso de los diferentes lenguajes matematicos y en especial del lenguaje
algebraico se convierte en uno de los contenidos claves del area. Si centramos nuestra atencion en
el algebra lineal, podemos observar como uno de sus objetivos generales es la construccidon de unas
bases solidas para los principales conceptos de éste area de conocimiento, en particular al que se
refiere a “la incorporacion al lenguaje y modos de argumentacion habituales de las distintas
formas de expresion matematica (algebraica)”. Asi pues el lenguaje algebraico se convierte en uno
de los contenidos conceptuales basicos del bloque dedicado a “I. Numeros y operaciones:
significados, estrategias y simbolizacion”. En cuanto a los procedimientos relacionados con el
algebra lineal, también dentro de este bloque tematico, debemos sefialar tres procedimientos muy
importantes:

“l. Interpretacion y utilizaciéon de los numeros, las operaciones y el lenguaje algebraico en
diferentes contextos, eligiendo la notacion mas adecuada para cada caso. .....

....4. Formulacion verbal de problemas numéricos y algebraicos. ....

...14. Resolucion de ecuaciones de primer gado por transformacion algebraica y de otras

ecuaciones por métodos numeéricos y grdficos”.

En el cuarto curso de la E.S.O. los alumnos pueden elegir entre dos opciones que en
general comparten la mayor parte de sus contenidos en el area de Matematicas, aunque difieren en
los enfoques: la denominada Opcion A tiene un caracter mas terminal, por lo que limita la
utilizacién de representaciones simbolicas, a diferencia de lo que sucede con la Opcidon B que
proporciona mas importancia a los aspectos formales asignando asi mayor peso al uso de los
lenguajes simbolicos. Por este motivo la posibilidad de utilizar expresiones simbolicas se amplia
con el manejo de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas, lo que lleva consigo la posibilidad
de enfrentarse a problemas que requieren destrezas de resolucion algebraica. También, dentro de la
Opcion B se encuentra la resolucion algebraica de las ecuaciones de segundo grado. Con todo este

pequeiio resumen, podemos observar que en la E.S.O. se prepara el sustento algebraico basico que
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va a permitir al alumno enfrentarse con el lenguaje algebraico propio del algebra lineal,
permitiéndole por un lado resolver problemas de la vida cotidiana por medio de la simbolizacion a
través de ecuaciones de primer grado, sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas y en
algunos casos de ecuaciones de segundo grado. Si revisamos los dos ciclos de esta etapa educativa,
observamos que en el primer ciclo los aprendizajes relacionados con la utilizacion del lenguaje
algebraico van encaminados a iniciar a los alumnos en la interpretacion de relaciones sencillas
expresadas mediante tablas, dedicando el segundo ciclo a las destrezas relacionadas con las
transformaciones de expresiones algebraicas sencillas y a la simbolizacion de relaciones

cuantitativas variadas [MEC, 1993]

El Bachillerato, segiin la LOGSE, “proporcionard a los alumnos una madurez intelectual
y humana, asi como los conocimientos y habilidades que les permitan desemperiar sus funciones
sociales con responsabilidad y competencia. Asimismo, les capacitard para acceder a la formacion
profesional de grado superior y a los estudios universitarios”. Se trata por tanto de una etapa con
una finalidad doble: por un lado completar una formacién general a los individuos que la cursan y
por otro la finalidad de orientar y preparar a los alumnos para los estudios superiores. Dentro de
estas finalidades generales del Bachillerato, si observamos las capacidades que pretende desarrollar
en las que puede intervenir el area de Matematicas podemos sefialar tres:

“... ¢) analizar y valorar criticamente las realidades del mundo contempordaneo y los
antecedentes y factores que influyen en él. d) Comprender los elementos fundamentales de la
investigacion del método cientifico .... g) Dominar los conocimientos cientificos y tecnologicos

fundamentales y las habilidades basicas propias de la modalidad...”.

La organizacidn de esta etapa en tres tipos de materias: comunes, propias de modalidad y
optativas, permiten una formacion mas especializada; preparando y orientando al alumno hacia sus
estudios posteriores o bien hacia la actividad profesional. Esta especializacion propia del
Bachillerato se plasma en cuatro grandes modalidades:

- Artes

- Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

- Humanidades y Ciencias Sociales

- Tecnologia.

Modalidades que permiten atender a una diversidad de intereses, capacidades y actitudes que
poseen los jovenes de estas edades. Las Matematicas se incorporan al bloque de materias propias
de modalidad, contribuyendo por tanto a obtener una formacién mas especifica. Este area de
conocimiento estd presente Unicamente en las modalidades de Ciencias de la Naturaleza y de la
Salud, Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales, aunque de forma diferenciada en cuanto a

contenidos y profundidad segun las diferentes necesidades de cada modalidad.
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En la modalidad de Ciencias Naturales y de la Salud, existe una asignatura de
“Matematicas” en primer curso, y en segundo se ofrece la asignatura “Matematicas II” para las dos

opciones Ciencias o Ingenieria y Ciencias de la Salud.

En la modalidad de Tecnologia se oferta la asignatura “Matematicas I’ en primer curso y la

asignatura “Matematicas II” en segundo curso de la Opcion 2: Ciencias o Ingenieria.

Por ultimo en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales la asignatura
“Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales” se oferta en la Opcion 2: Ciencias sociales y en
segundo curso Unicamente aparece la asignatura “Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11

como una optativa especifica de la Opcidn 3: Administracion y Gestion.

Estas tres modalidades del Bachillerato en las que aparece la asignatura de Matematicas
tendran que atender la triple finalidad formativa, orientadora y preparatoria en relacion a las bases
Matematicas necesarias en cada modalidad. Al finalizar la E.S.O. los alumnos han adquirido cierto
grado de pensamiento abstracto formal, capacidad que deberan consolidar en el Bachillerato. En
este sentido las Matematicas son una de las materias que contribuiran de forma decisiva en la

consolidacion de esta capacidad fundamental del individuo.

Si analizamos los contenidos de algebra lineal presentes en las diferentes asignaturas

podemos observar lo siguiente:

e En la asignatura “Matematicas” de primer curso en las modalidades de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud y de Tecnologia, la parte dedicada a contenidos de algebra
lineal esté situada en el bloque dedicado a ARITMETICA Y ALGEBRA, y en concreto
en un capitulo dedicado a los sistemas de ecuaciones lineales y el método de Gauss. En
este capitulo se realiza un repaso de las ecuaciones, inecuaciones y sistemas de
ecuaciones lineales; centrando la atencion sobre los sistemas de tres ecuaciones. Para
resolver estos sistemas se utilizan los tres métodos de igualacidén, reduccion y
sustitucion, poniendo mas énfasis en el método de reduccion o de Gauss.

e En la asignatura “Matematicas aplicadas a las ciencias sociales” de la modalidad de
Humanidades y Ciencias sociales, la parte dedicada a algebra lineal se encuentra en el
bloque dedicado a ALGEBRA, y en particular en un capitulo dedicado a los sistemas
de ecuaciones lineales y el método de Gauss. En este capitulo se realiza un repaso a los
sistemas de ecuaciones lineales de dos y tres ecuaciones y su generalizacidon a otros
sistemas. El método de resolucion que se aplica es el de reduccion o de Gauss. En este
tema se profundiza mds que en la asignatura ‘“Matematicas” de 1° de las otras

modalidades porque pueden ser las ultimas matematicas que estudien los alumnos en la
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modalidad ya que en el curso siguiente pueden elegir la 2* Opcion de Humanidades en

la que no se ofrecen asignaturas de Matematicas.

1.3.5. El algebra lineal en la Universidad espaiiola.

El estudio del algebra lineal hace tan s6lo unos treinta y cinco afios estaba confinado en las
Licenciaturas de Matematicas y Fisicas, y en aquellas que necesitaban conocimientos de la teoria
de matrices para trabajar en areas técnicas como Estadistica Multivariada. Hoy en dia el algebra
lineal esta presente en numerosos estudios universitarios, debido fundamentalmente al aumento
general de las aplicaciones Matematicas en areas que por tradiciéon no son de tipo técnico y por las
aplicaciones originadas por la aparicion de los computadores de alta velocidad. Aplicar la
multiplicacion de matrices en temas el contagio de una enfermedad, el modelo insumo-productor
de Leontieff en la economia, la teoria de graficas, la aproximacion por minimos cuadrados o
modelos de crecimiento de poblacion son algunos de los multiples ejemplos que ilustras las
numerosas aplicaciones que ofrece el algebra lineal en diferentes areas de conocimiento. Esta
influencia del algebra lineal en otros campos de estudio ha obligado a que sea una de las materias
presente en los programas de numerosos estudios universitarios de las universidades espafiolas. Si
analizamos los Reales Decretos por los que se establecen los titulos oficiales universitarios
podemos observar la presencia de asignaturas de ALGEBRA en las que existen contenidos basicos
de algebra lineal y también asignaturas propias de ALGEBRA LINEAL, como asignaturas
TRONCALES en numerosos estudios universitarios. En el cuadro que se adjunta podemos
observar los titulos universitarios en los existen contenidos de algebra lineal (aparece algebra lineal

como descriptor general de una asignatura), asi como los créditos de cada asignatura:

TITULO ASIGNATURA/ CREDITOS

UNIVERSITARIO | Contenidos

Diplomado en Estadistica ALGEBRA/ 6al2
Algebra. Espacios vectoriales afines y euclideos. Calculo Matricial.
Aplicaciones.

Diplomado en Ciencias | MATEMATICAS/ 6

Empresariales Algebra Lineal, Célculo Diferencial e integral.

Diplomado en Optica y|MATEMATICAS/ 9

Optometria Calculo diferencial e integral. Ecuaciones Diferenciales. Algebra. Calculo
Numérico y estadistica aplicada.

Arquitecto MATEMATICAS I/ 15
Geometria métrica, proyectiva, analitica y dlgebra I y I

Arquitecto técnico FUNDAMENTOS MATEMATICOS/ 15
Algebra. Geometria

Ingeniero Técnico | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

Aeronautico Algebra Lineal. Calculo. Ecuaciones Diferenciales. Fundamentos de
estadistica. Variable Compleja. Geometria

Ingeniero Técnico Agricola FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra Lineal. Célculo Infinitesimal. Integracion

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

Construcciones Civiles Algebra lineal, calculo infinitesimal, integracion, ecuaciones diferenciales,
estadistica, geometria.




Algebra Lineal. Célculo.
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Ingeniero Técnico en Diseilo | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 6
Industrial Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Calculo Integral. Ecuaciones

diferenciales

Ingeniero Técnico Forestal FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién.  Ecuaciones
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA/ Algebra. | 18

Informatica de Gestion Anélisis matematico. Matematica Discreta. Métodos Numéricos (6 Algebra)

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INFORMATICA/ 18

Informatica de Sistemas Algebra. Anélisis matematico. Matematica Discreta. Métodos Numéricos | (6 Algebra)

Ingeniero Técnico en Obras | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 9

Publicas Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Ecuaciones Diferenciales.
estadistica. Integracion. Métodos Numérico. Geometria.

Ingeniero Técnico de Minas | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 9
Algebra lineal. Calculo Infinitesimal. Integracion.  Ecuaciones
Diferenciales. Métodos Numéricos. Estadistica

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

Sistemas electronicos Analisis vectorial. Funciones de variable compleja. Analisis de Fourier.
Ecuaciones en derivadas parciales. Matematica Discreta. Andlisis
Numérico

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

sistemas de telecomunicacion | Analisis vectorial. Funciones de variable compleja. Analisis de Fourier.
Ecuaciones en derivadas parciales. Matematica Discreta. Analisis
Numérico

Ingeniero técnico en sonido ¢ | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

imagen. Analisis vectorial. Funciones de variable compleja. Analisis de Fourier.
Ecuaciones en derivadas parciales. Matematica Discreta. Analisis
Numérico

Ingeniero Técnico en | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 9

Topografia Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracion. Métodos Numéricos.
Ecuaciones Diferenciales. Estadistica

Ingeniero Aeronautico FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 15
Algebra Lineal. Célculo. Geometria. Ecuaciones Diferenciales. Variable
Compleja. Fundamentos de la Estadistica.

Ingeniero Agrénomo FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién. Ecuaciones
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos.

Ingeniero de  Caminos, | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

Canales y Puertos Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracion. Ecuaciones
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos

Ingeniero Gedlogo FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién. Ecuaciones
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos.

Ingeniero Industrial FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA 12
Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién. Ecuaciones
diferenciales. Métodos Numéricos. Estadistica

Ingeniero en Informatica FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 18
Algebra. Analisis Matematico. Matematica Discreta. Métodos Numéricos | (6 Algebra)

Ingeniero de Minas FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién. Ecuaciones | (6 Algebra Lin.)
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos

Ingeniero de Montes FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12
Algebra Lineal. Calculo Infinitesimal. Integracién. Ecuaciones
Diferenciales. Estadistica. Métodos Numéricos

Ingeniero Quimico FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 6

(3 Algebra Lin.)

Ingeniero de | FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA/ 12

Telecomunicaciones Analisis vectorial. Funciones de Variable Compleja. Analisis de Fourier.
Ecuaciones en Derivadas Parciales

Licenciado en | MATEMATICAS/ 12

Administracion y Direccion | Elementos basicos del algebra lineal y calculo diferencial e integral.

de Empresas. Matematicas de las operaciones financieras.

Licenciado en Biologia MATEMATICAS/ 4
Célculo. Algebra Lineal. Ecuaciones Diferenciales

Licenciado en Econdémicas MATEMATICAS/ 12
Elementos basicos de algebra lineal y calculo diferencial e integral.
Programacion matematica.

Licenciado en Farmacia MATEMATICA APLICADA/ 5

Principios béasicos de Matematicas, biometria y estadistica aplicados a las
ciencias farmacéuticas
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Licenciado en Fisicas METODOS MATEMATICOS/ 18 a 27
Calculo con una y varias variables; analisis vectorial, algebra lineal,
espacio y aplicaciones lineales, matrices, determinantes, valores y vectores
propios. Grupos ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, geometria
lineal. Curva y superficies diferenciales. Ecuaciones diferenciales
ordinarias, funciones de variable compleja, funciones especiales, series de
Fourier, Transformadas integrales, y una introduccion a las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales.

(en los planes de estudios suele aparece la asignatura ALGEBRA LINEAL
con 7 créditos)

Licenciado en Geologia MATEMATICAS/ 5a9
Calculo, algebra , geometria y estadistica.

Licenciado en Quimica MATEMATICAS/ 12
Algebra Lineal y Célculo

Licenciado en Matematicas ALGEBRA Y GEOMETRIA. 12a20

Algebra Lineal y Multilineal. Geometria afin y proyectiva. Elementos de
Geometria diferencial y topologia.

Licenciado en Veterinaria MATEMATICAS./ 5
Principios basicos de Biometria y estadistica aplicados a las ciencias
veterinarias

Como podemos observar el algebra lineal es una materia presente en los primeros cursos de
casi todas las ingenierias y en primeros cursos de Licenciaturas de Ciencias, Ciencias de la
Naturaleza y la Salud y Ciencias sociales. Esta presencia generalizada del algebra lineal ha sido una
de las razones que nos han motivado para elegir el algebra lineal como area de conocimiento sobre

la cual centrar la investigacion educativa de la presente tesis.

1.3.6. La ensefianza del algebra lineal mediante sistemas de calculo

algebraico.

La necesidad de cambios significativos en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas
es una evidencia suscrita por numerosos autores y organizaciones como MAA (Mathematical
American Association) y NCTM (National Councir for Teacher of Mathematics). Si enfocamos
nuestra atencion sobre el algebra lineal, podemos observar que la pedagogia utilizada actualmente
en la ensefianza del algebra y en particular del algebra lineal genera un elevado porcentaje de
suspensos que ronda el 50% [Hodgson, 1997]. Entre los motivos de este fracaso podemos destacar

fundamentalmente los siguientes:

a) la escasa participacion activa del alumnado, ya que la ensefianza se centra en adquirir

habilidades de manipulacion y computacién que reducen la motivacion del alumnado

sobre las Matematicas.

b) se utiliza un aprendizaje memoristico, basado en la memorizaciéon de una serie de
rutinas de repeticion, un conjunto de recetas algoritmicas de aplicacion automatica.

Pero con este tipo de aprendizaje la retencion de las habilidades manipulativas y de
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d)

computacion es muy escasa, ya que los estudiantes carecen del conocimiento
conceptual necesario para reconstruir la formula una vez que esta es olvidada. Los
estudiantes que adquieren un aprendizaje de este tipo no tienen la habilidad y el manejo
suficientes para resolver problemas vinculados a los algoritmos ensefiados, ya que,
obtienen una vision parcial e inconexa de las Matematicas y del algebra lineal,

reduciéndola a un conjunto de algoritmos y procedimientos.

el obstaculo del formalismo intrinseco a la propia disciplina. La comprension de las

estructuras algebraicas, y en nuestro caso de las estructuras de espacio vectorial y
subespacio vectorial, requiere emplear notaciones que representan objetos matematicos
pertenecientes a una estructura simbolica. Este grado de abstraccion obliga a manipular
simbolos que representan simbolos, lo cual supone un grave obsticulo para el

aprendizaje de las citadas estructuras.

Los alumnos tienen dificultades en utilizar de forma indistinta los dos tipos de
razonamientos existentes en el algebra lineal. Existen dos modos fundamentales de
razonamiento en el algebra lineal muy enraizados con el desarrollo historico de este
campo de las matematicas: por un lado el denominado pensamiento analitico
(caracterizado por razonamientos que tienen que ver con la aritmetizacion del espacio,
es decir el paso de la geometria sintética a la geometria analitica en R"); y por otro lado
el pensamiento sintético, cuyos razonamientos hacen referencia a un tipo de
pensamiento mas general que tiene que ver con el proceso que tuvo lugar con la
desarimetizacion del espacio cuando los vectores perdieron las coordenadas que los
ataban al dominio de los ntimeros y los espacios aritméticos R" no fueron mas que un
ejemplo entre otros de espacios vectoriales generales [Sierspinska, 1996]. Los
alumnos suelen tender hacia un pensamiento sintético cuando se supone deberian hacer
una demostracion de tipo analitico y de la misma forma hacen un pensamiento analitico
cuando se espera una demostracidn sintética. /qué clase de problemas se resuelven con
uno u otro razonamientos?. Estas divergencias aumentan cuando las explicaciones del
profesor se cifien sobre un pensamiento que no es el que los alumnos esperaban en el

contexto de esas explicaciones.

El algebra lineal es una disciplina matematica que permite construir modelos matematicos

de numerosas situaciones problematicas cercanas, pero la situacion de fracaso anteriormente

comentada relativa al algebra lineal, provoca en el alumnado una sensacion de falta de utilidad y

aplicacion; es mas, con ese estilo de ensefianza el alumno adquiere una vision del algebra lineal

basada en la memorizacion de algoritmos, definiciones y teoremas.
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Los sistemas de calculo algebraico son una herramienta didactica que puede facilitar un
nuevo estilo de comprension de los conceptos y métodos del algebra lineal, ya que nos puede
permitir modificar esas pautas educativas que son claramente erroneas, y modificando la didactica

de las matematicas en torno a varios objetivos basicos:

1. Cuando se introducen los sistemas de calculos algebraico en el aula se trivializan
numerosos calculos aritméticos, graficos y algebraicos pero permiten plantear
problemas mas complejos y mas cercanos a la realidad, [Kutzler,1999] es decir
que esa trivializacion de la operativa permitird mejorar la cercania a la realidad sin
necesidad de tener que plantear los tipicos problemas en cierta medida “irreales” que

ajustan las soluciones para que los calculos no se compliquen.

2. Utilizar los sistemas de calculo algebraico para que el alumno pueda construir su
propio conocimiento matematico con la experimentacion. Se trata del
descubrimiento propuesto por B. Buchberger en su denominada espiral de
descubrimiento matematico que consta de tres fases:

a) una fase de EXPERIMENTACION en la que se aplican los algoritmos
conocidos para generar EJEMPLOS y CONJETURAS a partir de las
observaciones de los ejemplos;

b) una fase de EXACTIFICACION en la que las conjeturas se convierten en
nuevos teoremas y resultados que son probados e implementados de forma
algoritmica

¢) y una tercera fase de APLICACION en la que los nuevos algoritmos se
aplican sobre datos reales o ficticios de tal forma que permiten resolver
problemas [Kutzler, 1999].

Se trata por tanto de centrar la atencion del alumno en el proceso de modelizacion
matematica, mediante la aplicacion directa de los contenidos en problemas del mundo
real utilizando una metodologia basada en la resolucién de problemas, para lo cual

es necesario introducir algunos heuristicos y estrategias de resolucion de problemas.

3. Utilizar la tecnologia como parte integral de la implementacién de los objetivos
educativos. En esta linea tiene sentido comentar la analogia que han hecho varios
autores entre la construccion del conocimiento matematico y los desplazamientos que
pueden realizar las personas. Si una persona necesita recorrer una larga distancia
utiliza un vehiculo porque de otra forma la distancia le ocuparia todo su tiempo, es

decir utiliza la tecnologia para desplazarse, aunque debe saber manejar perfectamente
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la tecnologia asi como el recorrido que realiza. Lo mismo sucede cuando un individuo
estd aprendiendo matematicas y desea resolver un problema. El uso de la tecnologia en
su aprendizaje le permite realizar con mayor fiabilidad los calculos y resolver mejor los
problemas que se le proponen, aunque debe conocer el manejo del programa que utiliza
asi como el conjunto de etapas por las que tiene que pasar para resolver el problema.
Este simil utilizado por J. Kaput [Kaput, 1992] y por F. Demana [Demana, 1990]
nos permite deducir que las nuevas tecnologias deben formar parte integral de los
métodos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y en especial del algebra

lineal.

4. Mejorar el entendimiento conceptual del algebra lineal por medio de
aproximaciones graficas y algebraicas de los conceptos y los problemas, o bien
mediante el uso de diferentes sistemas de notacion para un mismo concepto algebraico.
En este sentido la visualizacion permite adquirir la capacidad de establecer relaciones

graficas y algebraicas entre los diferentes conceptos y principios del algebra lineal.

5. Para el aprendizaje de un topico matematico los alumnos deben de interrumpir
continuamente su concentracidon con numerosos calculos intermedios, realizando un
zig-zag en su aprendizaje de tal forma que realiza procesos de niveles inferiores para ir
construyendo o realizando procesos de niveles superiores [Kutzler, 1999]. Estos
cambios de nivel, en ocasiones les impiden percibir y asimilar con claridad la
construccidén que esta realizando. Con el uso de los sistemas de calculo algebraico el
proceso de aprendizaje puede ser conducido de manera que esos calculos intermedios
pierden importancia y el alumno se concentra completamente en las habilidades de

nivel superior [Guzman, 1992].

6. Activar en los estudiantes el aprendizaje del algebra via el aprendizaje colaborativo

propiciado por el uso de los ordenadores [Crook, 1999].

Las manipulaciones algebraicas rutinarias tienen cierta importancia en el aprendizaje del
Algebra Lineal, pero no son un eje fundamental de la disciplina. Por eso una ESTRATEGIA
DIDACTICA que implemente la introduccién de los sistemas de célculo algebraico en la
enseflanza y aprendizaje del algebra lineal debe tener en cuenta este aspecto; de tal forma que en un
primer estadio educativo el uso de los sistemas computacionales deben permitirnos consolidar esos
primeros procesos rutinarios para luego automatizarlos en un estadio superior, con el fin de

aplicarlos en problemas de un orden superior. En [Murakami-Hata, 1997] se plantea una idea muy
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similar, de tal forma que para la introduccion de CAS en una metodologia de las Matematicas

debemos saber separar claramente dos tipos de contenidos:

- los CONTENIDOS ESENCIALES (no reemplazables por el ordenador)
-y los CONTENIDOS NO ESENCIALES, necesarios como herramienta en la

comprension de otros contenidos y que si pueden ser reemplazados por el ordenador.

Asi segin esta clasificacion de contenidos, la estrategia didactica a seguir para la

enseflanza-aprendizaje de un contenido matematico A pasaria por dos etapas:

a) Una primera etapa basada en un CURSO BASICO, en el que se introducen con cierta
metodologia los conceptos y principios fundamentales de A, de tal forma que los CAS
no son admisibles para desarrollar las partes esenciales de A, pues segin [Murakami-
Hata,1997] el uso del ordenador puede impedir que se comprenda profundamente el
concepto A, aunque si se pueden utilizar CAS con ciertos conceptos B, no esenciales

para la comprension de A.

b) Una segunda etapa que consistiria en un CURSO APLICADO, en el que se permitiria

clarificar el contenido A mediante la resolucion de problemas complicados,
relacionando A con otros contenidos. De esta forma se consigue profundizar en el
contenido. En esta parte se pueden utilizar los CAS no so6lo para esas partes B no

esenciales para A sino que también para las partes esenciales de A.

Un método muy similar al anterior es el denominado método del andamiaje (scaffolding
method) propuesto por B. Kutzler [Kutzler, 1999]. Seglin este método el sistema de calculo
algebraico hace de soporte para realizar habilidades de nivel inferior o calculos inferiores, de tal
forma que si en una actividad matematica para la comprension de un topico B es necesario un
topico A, en un primer paso el alumno debe dominar el topico A, en un segundo estadio para
aprender el topico B podremos utilizar la calculadora algebraica para resolver aquellos
subproblemas de B en los que interviene A, en el tercer paso se combinarian las habilidades de A 'y

B sin el uso de la tecnologia. Este andamiaje, permite actuar en dos niveles:

- Un nivel de automatizacién de calculos, ya que permite que el alumno se concentre
en destrezas de orden superior, dejando los célculos rutinarios para el sistema de

célculo algebraico.
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- Un nivel de compensacion, ya que permite que alumnos con deficiencias en
habilidades inferiores puedan comprender o llegar a entender habilidades nuevas
basadas en estas. De esta forma el sistema de calculo algebraico act@ia como

herramienta de compensacion de los posibles desfases del alumno.

Como hemos comentado anteriormente, uno de los problemas o peligros que se han
planteado respecto a la introduccién de CAS en la ensefianza estd relacionada con la posible
pérdida de habilidades manipulativas y de computacion. Sin embargo, en algunos estudios sobre el
mantenimiento de estas habilidades en practicas y laboratorios de primeros cursos de universidad
[Hodgson, 1997] se ha concluido que estas habilidades se mantienen, a pesar de que el ordenador
sea utilizado como herramienta de exploracion y para la resolucion de problemas matematicos. Este
miedo general a la pérdida de habilidades instrumentales puede ser soslayado si tenemos en cuenta
que se han realizado investigaciones que han aportado que el uso de calculadoras no empeora los
resultados [Meissner, 1992]. También se han realizado otros estudios en los que se ha puesto de
manifiesto que el uso de la calculadora grafica puede ayudar a mejorar la ejecucion y el nivel de
comprension de estudiantes de precalculo y calculo aunque se mantengan los contenidos
tradicionales, sin detrimento aparente de las habilidades algoritmicas de los alumnos [Quesada,

1993], [Quesada-Maxwell, 1994].

El uso de los CAS, y en particular de DERIVE, en la ensefianza y aprendizaje del algebra
lineal, proporciona algunas ventajas indiscutibles [Auer-Muller, 1990], [LaTorre, 1990],
[Kutzler, 1999]:

1) Ofrece un contexto comodo para realizar calculos repetitivos vinculados al desarrollo
de algoritmos matriciales, lo cual permite a los alumnos que se concentren en los

conceptos, dejando al ordenador la parte operativa.

2) El uso de una aritmética exacta o racional es enormemente beneficiosa para el algebra
lineal elemental. De hecho es muy frecuente observar como los alumnos estan

acostumbrados a utilizar la calculadora para realizar numerosos calculos aproximados.

3) Enfocar el esfuerzo de los estudiantes en un trabajo de exploraciéon y descubrimiento.
El uso de los CAS en el Algebra Lineal permite que las tareas y actividades que se
plantean no tengan el caracter de “introduccion sobre manejos automaticos” y permiten
disefar actividades encaminadas a la construccion del conocimiento a través de la

exploracion, experimentacion e investigacion de ejemplos escogidos adecuadamente
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4)

5)

6)

7)
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para que, con la manipulacion del programa y el trabajo dirigido del profesor el alumno

sea capaz de descubrir y conjeturar relaciones y propiedades basicas del algebra lineal.

Considerar aplicaciones del algebra lineal mas complejas, mas reales y a la vez mas
interesantes para el alumno. Como los calculos rutinarios pueden quedar relegados al
propio sistema, el alumno no se preocupa de la dimension de los datos del problema ni
a la revision de las operaciones que realiza, se centra en el planteamiento y exploracién
del problema. Esta circunstancia nos va a permitir con problemas mas reales y mas
cercanos al alumno, no solo por el tipo de datos que se manipulan sino que también por

las dimensiones del problema que se plantea.

Las operaciones efectuadas con los CAS tienen nombres muy similares a las
operaciones algebraicas que implementan, por lo que la mayoria de los estudiantes
aprenden rapidamente los procedimientos. Esta semejanza de lenguajes puede
permitirnos efectuar una transferencia de significados entre el lenguaje formal, el
lenguaje del CAS y el lenguaje natural del alumno, convirtiéndose de esta forma el
CAS en un instrumento de lenguaje intermedio, manipulado por el propio alumno, y en
consecuencia mas cercano. Este hecho no equivale a que el CAS propicie un lenguaje
menos formal, ya que como sabemos los sistemas informaticos tienen un elevado grado

de rigidez en sus construcciones sintacticas.

La manipulacion simbolica permite que los alumnos examinen sin errores numerosas
instancias de propiedades generales y teoremas, evitando la frustracion que generan los

errores algebraicos.

El uso de los sistemas de célculo algebraico incrementa la importancia del profesorado
en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Efectivamente, con el uso de este tipo de
programas el profesor se convierte en el acompafiante y director indiscutible del
proceso de descubrimiento que realizan los alumnos. De esta manera la tecnologia se
convierte en un catalizador para que los profesores enfoquen y mejoren sus métodos de
enseflanza. De hecho el profesor debe ser un complemento de la idea que demandd
Freudenthal “no debemos enseiiar a los estudiantes algo que no hayan descubierto por
si mismos” , ya que los alumnos en ocasiones requieren algunas orientaciones y

directrices que guien esos descubrimientos, apoyos que son realizados por el profesor.

Estos beneficios que ofrecen los CAS en la ensefianza del algebra lineal deben ser

introducidos utilizando actividades practicas que conduzcan adecuadamente la ensefianza y
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aprendizaje de la misma. Entre las secuencias de actividades que se proponen a este respecto
[Chumillas,1991] destaca tres tipos de actividades con DERIVE:
a) actividades de manipulacion, para que el alumno se familiarice con el programa
b) resolucidén de problemas que requieran relacionar conocimientos tedricos de algebra
lineal.
¢) actividades que permitan sumergirse en la teoria, de tal forma que se puedan trabajar

las Matematicas de forma experimental.

Una de las actividades para las cuales el uso de CAS puede resultar altamente productivo,
es en las llamadas actividades de exploracion y descubrimiento. Con este tipo de actividades los
estudiantes toman parte del aprendizaje, de tal forma que se les pueden ofrecer actividades en las
que descubran o al menos conjeturen el comportamiento general de los objetos matriciales o
vectoriales presentados. De esta forma el alumno podria explorar el funcionamiento del algebra
lineal, conjeturando propiedades y teoremas [LaTorre, 1990] en lo que seria una auténtica
actividad constructiva y creativa de la matematica. La idea de este trabajo experimental consiste
en que el alumno descubra inductivamente reglas o teoremas, asistido por el sistema de computo
algebraico. Segun este método las reglas, relaciones y teoremas se ensefian y aprenden de abajo
arriba, y no como en la forma tradicional deductiva (de arriba abajo). Este tipo de trabajo de
exploracion y descubrimiento partird de cierta actividad problematica sobre la cual efectuaremos
algunas manipulaciones y céalculos en el ordenador. La observacion del comportamiento de estos
calculos ofrecerd ciertas reglas o pautas de las que, el alumno puede conjeturar una hipdtesis
general, que mediante el ordenador podremos comprobar. Estas reglas asi obtenidas, pueden ser
luego verificadas sin el uso del ordenador, obteniendo de esta forma todo un estudio exploratorio e
inductivo que, evidentemente, sin el uso del ordenador y del sistema de computo algebraico no

hubiera sido posible.

En nuestra ESTRATEGIA DIDACTICA debemos considerar asimismo una metodologia
basada en la resolucion de problemas ya que los CAS ofrecen un contexto muy adecuado para
incorporar este modelo de ensefianza-aprendizaje. [Murakami-Hata, 1997] plantea un posible
modelo de resolucion de problemas cuando se incorpora un CAS al proceso de ensefianza-
aprendizaje, que tiene en cuenta la clasificacion de los contenidos en esenciales y no esenciales tal
y como hemos comentado anteriormente. Segun este modelo se plantea el siguiente esquema:

1. Planteamiento del problema
Comprension del problema.

Planteamiento de una estrategia basica y formulaciones Matematicas.

Célculos numéricos y operaciones algebraicas

wok wN

Imagenes graficas y simulacion



94 I.3. LA ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL.

6. Una solucion del problema

7. Validacion de la solucion.

En este modelo el programa DERIVE se podria incorporar en los pasos 4) y 5) ya que no
son partes esenciales en la resolucion del problema. Esta estrategia permite que el estudiante
verifique rapidamente la comprension del problema, su estrategia y su formulacion; que utilice
varias estrategias de resolucion e intente compararlas y por ultimo que resuelva mas problemas en
el mismo tiempo, lo cual puede ofrecerle diferentes visiones de un mismo contenido o situacion

matematica.

Pero la problematica fundamental de la ensefianza-aprendizaje del algebra lineal quizas se
centra en el formalismo algebraico. Este obstaculo del formalismo surge en los estudiantes porque
manipulan las expresiones algebraicas a nivel de FORMA sin tener en cuenta que esta expresiones
representan un OBJETO mas alla de la propia expresion [Sierspinska-Dreyfus-Hillel, 1999].
Ante esta problematica los CAS pueden introducirse usando multiples representaciones de los
conceptos algebraicos (objetos matematicos). El aprendizaje de los conceptos algebraicos por
medio de la percepcion de los mismos como invariante asociado a sus multiples representaciones es
un planteamiento pedagogico que es accesible con el uso de sistemas de célculo algebraico; ya que
se pueden disefiar tareas de ensefianza-aprendizaje que permitan percibir estos hechos y eviten en

parte este obstaculo formal intrinseco al algebra lineal.

En definitiva, los CAS pueden mejorar la ensefianza-aprendizaje en los cursos
introductorios de algebra lineal utilizando una metodologia basada en la resolucion de problemas,
con actividades de cardcter experimental que tenga en cuenta una clasificacion de los contenidos en
esenciales y no esenciales y aprovechando los diversos sistemas de notaciéon que ofrecen dichos
sistemas. Esto ofrece enormes beneficios que permiten una pedagogia de las Matematicas mas
tutorial, donde el profesor guia al alumno para obtener un conocimiento mds profundo y

significativo de los conceptos que trata de ensefiar.

Por eso en nuestro contexto, a pesar de los problemas que la introducciéon de las nuevas
tecnologias pueden provocar en la ensefianza y aprendizaje de las Matemadticas, teniendo en cuenta
las numerosas ventajas y caracteristicas que facilita el uso de estos sistemas podemos afirmar que,
los sistemas de calculo algebraico no son buenos o malos, dependen de su uso. En esta
investigacion estudiaremos una estrategia didactica que pretende incorporar de forma integra estos
sistemas de calculo algebraico con el fin de mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje del

algebra lineal.
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CAPITULO II:
UNA ESTRATEGIA DIDACTICA PARA
LLA ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL

I1.1. Necesidad de una nueva estrategia didactica
para la ensefianza de las Matematicas.

En el capitulo anterior hemos realizado un analisis extenso de las principales
caracteristicas educativas asociadas al uso de los ordenadores en la ensefianza de las
Matematicas. También hemos analizado de los principales peligros y dificultades que puede
provocar el uso de este medio tecnoldgico en la ensefianza de las Matematicas, en especial nos
hemos centrado en un tipo de programas muy utilizado actualmente en el aula de Matematicas:
los sistemas de calculo simbolico. Tal como hemos sefialado en el apartado 1.3. este tipo de
programas ofrece numerosas ventajas educativas que debemos explotar para intentar mejorar los
procesos de ensefianza-aprendizaje en un area de conocimiento que, por su propia estructura,

resulta bastante compleja tanto en su ensefianza como en su aprendizaje.

La introduccion de los sistemas de célculo algebraico y en particular la introduccion de
DERIVE en el aula de Matematicas debe tener en cuenta una serie de ideas fundamentales,
mediante las cuales se pueden obtener las mayores ventajas y se puedan evitar los peligros que
ya hemos comentado. Entre las ideas principales que debemos considerar se encuentran las

siguientes:
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ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS.

1) Para introducir los sistemas de calculo simbolico en la ensefianza del algebra lineal

se admiten en general dos formas de uso complementarias:

a)

b)

Utilizando el CAS como HERRAMIENTA EXPERIMENTAL. Mediante
este uso, el sistema de calculo algebraico permite construir y elaborar
conjeturas, lanzar hipotesis y utilizar una exploracion inductiva de los
hechos matematicos. El algebra lineal contiene numerosas propiedades y
resultados que pueden introducirse a través de la experimentacion, asi por
ejemplo, la experimentacién y el manejo de vectores y matrices concretas
puede permitir obtener resultados generalizables a través del
establecimiento inicial de hipoétesis y el planteamiento de conjeturas, que
mas tarde deberan demostrarse de forma general, pero que inicialmente
proporcionan al alumno la posibilidad de saborear las caracteristicas del

descubrimiento matematico.

Utilizar el sistema de calculo simbolico como HERRAMIENTA
AUXILIAR. Este uso nos permite por un lado, evitar aquellas tareas
rutinarias que en muchas ocasiones nos impiden profundizar en los procesos
del quehacer matematico y por otro lado también nos facilita la
comprobacion de hipdtesis y la demostracion de propiedades de una manera
efectiva. En este sentido, los problemas y demostraciones en algebra lineal
contienen numerosos calculos rutinarios que se pueden realizar de forma
automatica con el uso de DERIVE. También encontramos largas
demostraciones y comprobaciones que en numerosas ocasiones oscurecen el
objetivo final de las conjeturas y resultados que se pretenden demostrar. Por
este motivo, el uso AUXILIAR de DERIVE complementa de forma

evidente el desarrollo experimental del dlgebra lineal.

2) El sistema computacional no debe convertirse en un simple MEDIO DE

3)

TRANSFERENCIA, que realice un papel similar al que desempafiaban otros

recursos didacticos por simple transferencia medidtica, utilizando unicamente la

capacidad de interaccion y dinamica de los ordenadores; de tal forma que las

actividades que antes se realizaban, por ejemplo, con lapiz y papel ahora se realicen

con el sistema de calculo algebraico.

El nuevo sistema no debe ser una BARRERA ADICIONAL para el aprendizaje del

algebra lineal. Por ello el contexto en el que se introduzcan los sistemas de calculo
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4)

algebraico han de contar con instructores que proporcionen respuestas inmediatas a
los estudiantes sobre cualquier cuestion relacionada con el uso del programa de
calculo simbolico utilizado; y por otro lado debemos usar un programa que sea
sencillo en su aprendizaje. Esta doble vertiente: INSTRUCTORES CERCANOS y
SENCILLEZ DEL PROGRAMA, ha sido uno de los elementos que ha motivado la
eleccion del programa DERIVE (uno de los programas mas difundidos en la
didactica de las Matematicas). Efectivamente, al elegir el programa de calculo
simbdlico DERIVE hemos considerado que se trata de uno de los programas mas
sencillos de todos los que existen en el mercado; con esta facilidad de aprendizaje
se reducen al minimo las posibles dificultades con las que pueden encontrarse los
alumnos. Se trata de facilitar al alumno un material didactico que no suponga un
esfuerzo adicional, es decir, que no requiera un estudio previo muy complejo;
situacion que desvirtuaria enormemente la ensefianza de los contenidos de algebra
lineal que deseamos motivar, al desenfocar los objetivos reales del aula,
centrandolos en el estudio de un programa aplicado a un conjunto contenidos

relacionados con el algebra lineal.

El uso de los sistemas de calculo algebraico en el aula pueden permitirnos la
construccion de SISTEMAS DE NOTACION INTERMEDIOS que faciliten la
comprension de los sistemas matematicos formales, acercando de esta forma los
conceptos mediante cogniciones de objetos accesibles y manipulables y por tanto
mas intuitivos. Los sistemas de calculo algebraico ofrecen esta posibilidad porque
utilizan un lenguaje muy cercano al lenguaje formal, y por otro lado utilizan una
sintaxis especial. Sintaxis a la que debemos ceflimos para elaborar nuestras
estrategias en la resolucion de problemas o para resolver las cuestiones que se
plantean. Esto provoca que el alumno se vaya acostumbrando a una terminologia
especifica que se traduce en una serie de operaciones formales de aplicacion directa.
Por otro lado, estos sistemas permiten utilizar de una forma simultanea multiples
representaciones de una misma entidad algebraica asi como los razonamientos en
paralelo y en profundidad que proporcionan estos sistemas (Cap. 2° de [Bautista,
1994]). Este hecho permite que el alumno pueda visualizar una expresion
algebraica, su representacion grafica y a la vez el proceso simbolico de resolucion.
Segtn [Duval, 1998] “el conocimiento comienza cuando un sujeto es capaz de
identificar un objeto a través de sus diferentes representaciones, y cuantas mas
representaciones del mismo se tengan mayor es el conocimiento del objeto, asi
como la posibilidad de traducir entre diferentes representaciones el objeto en

cuestion”. Asi pues, esta posibilidad que brindan los CAS y en particular DERIVE
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nos puede facilitar a los alumnos un aprendizaje que tiene en cuenta diferentes
visiones del mismo objeto sobre diferentes lenguajes matematicos (algebraico,
geométrico, analitico,...), y sin lugar a dudas, esta vision multiple de un mismo
objeto matematico, nos conduce hacia una vision mas global y completa del objeto
algebraico que estamos manipulando, ya que el objeto matematico se convierte en el

invariante de multiples sistemas de notacion.

Un aspecto que debemos considerar enormemente positivo, desde el punto de vista
educativo, es la posibilidad de  SIMPLIFICAR NUMEROSAS TAREAS
RUTINARIAS, de caracter muy frecuente en los calculos matematicos y en
particular en el algebra lineal. Cuando se libera al alumno de procesos automaticos
de célculo se les brinda la posibilidad de intentar profundizar con mas detalle en el
concepto que se estd manipulando. Esto quiere decir que podemos incitar al alumno
a introducirse en el fondo de los procesos matematicos, de tal forma que el bosque
de las operaciones no nuble el fundamento de las mismas. Por otro lado, esto no
quiere decir que todo pueda ser automatizado, pues en ese caso segin el nivel que
estemos trabajando, se pueden perder conceptos que pueden ser fundamentales para
el alumno en su proceso de desarrollo. Se trataria fundamentalmente de incitar al
alumno a la investigacion y a la exploracion matematica con la ayuda de estos
sistemas, al permitirles evitar los célculos intermedios rutinarios que resultan
innecesarios. Este uso del calculo simbolico en la ensefianza de las matematicas

permite trivializar el célculo enfocando al alumno en tareas menos rutinarias

[Kutzler, 1999].

La RESOLUCION DE PROBLEMAS es un elemento intrinseco a la propia
actividad matematica. Efectivamente, los matematicos de todos los tiempos han
sabido bien que su trabajo consiste en resolver problemas, de hecho las Matematicas
se han creados, en muchas ocasiones, pensando en problemas curiosos y atractivos,
capaces de llamar la atencion a sectores grandes de la poblaciéon. Han sido
problemas que no tenian inicialmente una aplicacidon practica inmediata. Asi por
ejemplo en el documento més antiguo que se conoce, el papiro de Rhind (siglo
XVII a.C) debido al escriba Ahmes en Egipto, aparece el siguiente problema: “Siete
personas poseen cada una siete gatos, cada uno de los cuales ha comido siete
ratones, cada uno de los cuales ha comido siete espigas de trigo, cada una de las
cuales poseia siete granos, se desea saber el numero de gatos, ratones, espigas y
granos”. Este problema en aquella época con un sistema de numeracion precario

como el egipcio precario, resultaba dificil, no era un problema practico pero



II. UNA ESTRATEGIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL 929

interes6 durante siglos, como entretenimiento curioso o como test para probar la
habilidad de calculo de las personas [Santalo y otros, 1994, pags.98-110]. Por
ello, debemos considerar una metodologia basada en la resolucion de problemas, ya
que es un medio de aprendizaje y refuerzo de los contenidos que se van
introduciendo. Este tipo de metodologias basadas en la resolucidon activa de
problemas proporcionan el método mas conveniente para aprender Matematicas y
aplicar esta disciplina a diferentes contextos de nuestro entorno. En numerosas
ocasiones la resolucion de problemas no se trata de manera adecuada ya que se
suele centrar fundamentalmente en un conjunto de practicas de calculo, anulando
des de las etapas fundamentales de la resolucion de problemas que consisten en la
traduccién de realidades en modelos matematicos y la conversion posterior de los
resultados obtenidos en el célculo al modelo inicial. Esta manera de plantear la
resolucion de problemas impide un desarrollo de habilidades en los alumnos que
reducen sus resoluciones a meras practicas algoritmicas que pueden reservarse al
calculo simbolico [Kutzler, 1999]. El origen de las mismas proviene, en general, de
unos planteamientos metodologicos inadecuados y, especialmente, de la falta de
motivacion. Efectivamente, las didacticas repetitivas basadas en el aprendizaje de
algoritmos matematicos suelen dejar indefensos a los alumnos cuando se tienen que
enfrentar a verdaderas situaciones problematicas, que se salen de los denominados
“problemas tipo” empleados para “memorizar” procesos y algoritmos de resolucion.
Los planteamientos metodoldgicos deben considerar un desarrollo vy
perfeccionamiento de las heuristicas que utilizan los alumnos, que junto a los
contenidos propios del algebra lineal les permitan desarrollar la creatividad y
habilidades necesarias propia de la resolucidon de problemas. Otro de los agravantes
del aprendizaje matematico es la posible falta de motivacidon de los alumnos. Esta
desmotivacion esta causada por un lado por la lejania contextual de los enunciados
y por otro por el elevado numero de calculos “rutinarios” necesarios para la
resolucion de los mismos. En este contexto de desmotivacion ante la resolucion de
situaciones problematicas, el uso de la tecnologia y en particular de los CAS
permitirian al alumno dedicar un tiempo suficiente para elegir aquellos modelos
matematico que mas se adaptan a la realidad que se pretende estudiar y también
permiten centrar la atencion en la interpretacion de los resultados obtenidos. Por
estos motivos una metodologia basada en la resolucion de problemas, puede ser un
complemento ideal para introducir los sistemas de calculo algebraico en la

ensefnanza del algebra lineal.
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7) Por tultimo esta introduccion debe POTENCIAR LAS CARACTERISTICAS que
dotan  al SISTEMA  INFORMATICO de una  PLASTICIDAD
REPRESENTACIONAL [Kaput, 1992] (es un medio interactivo y dinamico).
Estas dos caracteristicas son fundamentales, pues permiten que el alumno tenga un
cierto DIALOGO con el sistema, al ir recibiendo respuestas continuas del sistema
de célculo algebraico respecto a los datos y comandos que el alumno va
introduciendo. Esta interactividad debe provocar un aumento de motivacion por
parte del alumno, ya que el sistema proporciona respuestas inmediatas a los datos
que se van introduciendo convirtiéndose asi en un método de trabajo activo. Por
otro lado, el dinamismo en el que se sumerge un aprendizaje basado en este tipo de
sistemas obliga de forma inconsciente al usuario (en este caso al alumno), a
explorar diversas realidades, a conjeturar, a realizar hipotesis generales y poderlas
comprobar con ejemplos concretos, situaciones que pueden conducir sin lugar a

dudas a mejoras educativas evidentes.

Pero conseguir agrupar estas ideas no es una tarea facil de conseguir, como bien sefiala
[Kaput, 1992] “la mayoria de las limitaciones del uso de los ordenadores en la ensefianza en
las décadas entrantes seran probablemente debidas menos a las limitaciones tecnologicas que a
un resultado de la imaginacion humana y al impacto de los viejos habitos y las estructuras
sociales”. Asi pues, es necesario encontrar un planteamiento que haga realmente eficaz el
recurso informatico para el aprendizaje matematico. Este avance tecnologico nos obliga a
buscar nuevas estrategias didacticas: no se puede seguir enseiiando matematicas de la misma
forma, ignorando la existencia de estas herramientas, ya que estos nuevos recursos
tecnologicos pueden aumentar las posibilidades de ensefianza y aprendizaje. En consecuencia, la
estrategia didactica que debemos considerar deberd tener en cuenta las numerosas ideas que
hemos senalado tanto en el capitulo I como en el inicio de esta seccion, y que podriamos

resumir de la siguiente forma:

a) APROVECHAR LAS CARACTERISTICAS DEL NUEVO MEDIO
COMPUTACIONAL

- Permitir la creacién de sistemas multiples de representacion.

- Utilizar el dinamismo del sistema que permite la transmision continua de los
estados y procesos intermedios.

- Aprovechar la interactividad que ofrece el nuevo medio computacional,

ofreciendo respuestas y operaciones continuas ante la accioén del usuario.
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b)

c)

Utilizar el almacenamiento y captura de procedimientos generales,
especializados en calculos concretos. En los sistemas de calculo algebraico
esto se traduce en los archivos de utilidades adjuntos al programa mediante
los cuales se obtienen procedimientos genéricos de resolucion: son los
archivos denominados cominmente como programas de utilidades o librerias.
Utilizar las posibilidades que ofrecen los ordenadores en el terreno de la
comunicacion, fundamentalmente nos centramos en el sistema hipertexto de
Internet y en las HOJAS DE TRABAJO que admiten los sistemas de calculo
algebraico.

Aprovechar la posibilidad que brindan los ordenadores para estimular el
denominado APRENDIZAJE COLABORATIVO [Crook, 1999]. Este tipo
de aprendizaje es posible gracias a la interconexion entre los alumnos

estimulada por la proximidad en el uso del medio computacional.

EVITAR CAER EN LOS PELIGROS QUE PUEDE OCASIONAR
INTRODUCIR LOS SISTEMAS DE CALCULO ALGEBRAICO EN LA
EDUCACION MATEMATICA. Los peligros méas importantes que podemos

resaltar son:

Se puede caer en el error de perder el sentido de las operaciones que se
realizan, al realizar de forma automatica todos los calculos.

Pérdida de destrezas bdésicas, por un uso anticipado de los sistemas para
célculos que deben considerarse fundamentales y basicos para el estadio
evolutivo del alumno.

Confundir manipulacion matematica con conocimiento matematico

Llegar a la conviccion de que el ordenador lo resuelve todo, sin tener en
cuenta que somos nosotros los que debemos introducir los datos y en segundo
lugar interpretar los resultados, que en ocasiones son datos imposibles.

Que se pierda el sentido de la dificultad, por la propia inmediatez de las
respuestas que proporciona el sistema y porque de la sensacion que todos los

problemas se resuelven “igual de rapido”.

OTRAS CONSIDERACIONES DIDACTICAS:

Los sistemas de célculo algebraico permiten la utilizacion de una ensefianza
EXPERIMENTAL E INDUCTIVA, es decir una metodologia activa en la que

el alumno tome mayor protagonismo en los procesos de aprendizaje.
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- Utilizar una metodologia basada en la RESOLUCION DE PROBLEMAS:
para que el quehacer matematico no sea un conjunto de algoritmos inconexos
y se transforme en un conjunto de técnicas y herramientas que nos permiten
resolver situaciones problematicas reales.

- Los sistemas de calculo algebraico son proclives a introducir una didactica
basada en el descubrimiento guiado de los conceptos y hechos matematicos,
de tal forma que con ayuda de los contenidos previos del alumno y con una
adecuada direccion por parte del profesor, los alumnos pueden adquirir con
ayuda de este material didactico APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS.

- El sistema de célculo algebraico no debe ser una BARRERA ADICIONAL
para la ensefanza aprendizaje de las Matematicas, situacion que se resuelve
eligiendo un sistema sencillo de manejo y con la maxima portabilidad posible,

para que el alumno pueda realizar sus practicas fuera del aula.

Estas ideas constituyen las bases metodologicas de nuestra estrategia didactica y
justifican en parte las cuestiones y propositos que pretendemos investigar que se explicitan en el
capitulo 3. Una vez que tenemos caracterizadas las bases de nuestra estrategia, en el siguiente
apartado vamos a caracterizar y fundamentar los elementos fundamentales que configuran la

estrategia didactica que pretendemos investigar.
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I1.2. Caracteristicas fundamentales de nuestra

estrategia.

Las posibilidades educativas que ofrecen los sistemas de calculo algebraico en la
ensefianza del algebra lineal, tal y como acabamos de analizar en el apartado anterior, nos
obligan a plantear una metodologia distinta a la que hemos venido desarrollando en el aula de
Matematicas. El uso de DERIVE como herramienta experimental y auxiliar, la simplicidad de
su manejo, su manera de representar los objetos matematicos, las posibilidades de utilizarlo
como herramienta auxiliar en la resolucion de problemas, la simplificacion de las tareas
rutinarias en el ambito del algebra lineal, su interactividad y dinamismo y el contexto de trabajo
colaborativo que nos brinda son algunas de las ideas que deben centrar el desarrollo de nuestra
metodologia. Asi pues, podemos decir que las caracteristicas basicas o elementos basicos que
nos serviran de base para disefiar la nueva estrategia didactica que deseamos elaborar y que

sustentan dicha estrategia didactica son los siguientes:

1) La MANIPULACION DE MULTIPLES SISTEMAS DE
REPRESENTACION nos permite obtener una vision multiple de los
conceptos que se introducen en el dmbito del dlgebra lineal, permitiendo que
los alumnos adquieran las abstracciones propias de los hechos y principios
matematicos como los INVARIANTES de sus multiples representaciones
[Kaput, 1992]. En este sentido DERIVE puede convertirse en un sistema de
notacion intermedio, capaz de reducir la barrera del formalismo, dificultad
muy ligada a las manipulaciones simbolicas del algebra lineal [Sierpinska-

Dreyfus-Hillel, 1999].

2) La introduccién del sistema de calculo simbdlico DERIVE como
herramienta de trabajo en las clases de algebra lineal puede permitirnos
PRESCINDIR DEL ESFUERZO RUTINARIO, dedicado
fundamentalmente al desarrollo de operaciones relacionadas con contenidos
que NO son ESENCIALES para la comprension de los conceptos que se van
introduciendo. Esta forma de utilizar el programa tnicamente en operaciones
no esenciales, nos obliga a tener claramente diferenciados los conceptos que
pueden ser manipulados con el programa y el momento en el que se pueden

manipular de aquellos otros conceptos esenciales que no deben ser
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desarrollados por medio del sistema de calculo simbolico. En consecuencia,
debemos efectuar una clasificacion de los contenidos y usos del sistema para
que la manipulacion de DERIVE no interfiera en la resolucion de aquellas
rutinas o procesos que consideremos ESENCIALES en el contexto educativo
particular en el cual estemos trabajando en cada momento [Murakami-Hata,
1997], [Kutzler, 1999].

La construccion de los contenidos matematicos a través de la
EXPERIMENTACION es un elemento muy positivo para la adquisicion de
los contenidos propios del algebra lineal. En este sentido merece la pena
senalar una de las ideas sobre el descubrimiento matematico propuesto por
B. Buchberger en la denominada “espiral de creatividad de Buchberger”. En
esta espiral podemos encontrar tres fases [Heugl-Kliger-Lechner, 1996]:

i. Una primera fase de experimentacion en la que se aplican los

algoritmos y resultados conocidos para generar ejemplos a partir de
los cuales, y a través de la observacidn, se obtienen conjeturas.

ii. Una segunda fase llamada fase de comprobacion se comprueban las

conjeturas convirtiéndose de esta forma en teoremas que pueden
ser utilizados e implementados en forma de algoritmos.

iii. y una tercera fase de aplicacidn en la que estos resultados se aplican

sobre datos reales o ficticios produciendo nuevamente nuevos

ejemplos
NUEVO EJEMPLO
EJEMPLO observacion
aplicacion
ALGORITMO
NUEVO ALGORITMO CONJETURAS
implementacién@ TEOREMAS demostracion

espiral de creatividad de Buchberger

Esta construccion del conocimiento a través de la experimentacion ha sido
ademas la pauta fundamental que ha guiado el descubrimiento en
Matematicas. Por tanto seria deseable que los alumnos fuesen capaces de

construir su conocimiento del algebra lineal de una manera similar. El uso
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del programa de célculo simbolico DERIVE puede estimular este tipo de
aprendizaje ya que permite al alumno realizar numerosos calculos
algebraicos que no son fundamentales para la comprension del concepto que
se estéd introduciendo, permitiéndole de esta forma centrarse en las fases de
comprobacion y aplicacion. De esta manera con el manejo del programa y
con la direccion del profesor el alumno podra adquirir aprendizajes
significativos basandose en este proceso inductivo de experimentacion, que
por otro lado ha proporcionado numerosos resultados historicos a lo largo de

la historia de las Matematicas.

4) Un proceso de aprendizaje que favorece el PROTAGONISMO DEL
ALUMNO, ofrece numerosas ventajas respecto a aquellos en los que el
alumno se convierte en un mero receptor de informaciéon. En este sentido
merece la pena sefialar las ideas de Freudenthal en las que afirma “no
deberiamos ensefiar a los estudiantes algo que no han descubierto por si
mismos” [Freudenthal, 1979]. Asi, el uso de DERIVE puede proporcionar
este tipo de aprendizajes, primero porque al usar el sistema de célculo
simbolico en la ejecucion de tareas rutinarias no esenciales, se permite al
alumno centrar sus esfuerzos en procesos de pensamiento mas generales y
abstractos, potenciando su creatividad y capacidad de razonamiento, y en
segundo lugar porque el uso de DERIVE en rutinas no esenciales de la
resolucion de problemas dota al alumno de una AUTONOMIA que le

impide tener una excesiva dependencia del sistema.

5) La INTERACTIVIDAD Y DINAMISMO del medio computacional es una
caracteristica que debemos tener muy en cuenta en nuestra estrategia [Kaput,
1992], puesto que ofrece respuestas mas inmediatas al usuario, circunstancia
que favorece por un lado la deteccion inmediata de errores y por otro la
investigacion y observacion de los hechos y principios matematicos.
Ademas, esta interactividad y dinamismo provoca elevados indices de

MOTIVACION y PARTICIPACION activa por parte del estudiante.

6) Otro elemento a considerar es la SENCILLEZ DE MANEJO. Cuando
utilizamos un material didactico para manipular y entender mejor ciertos
conceptos matematicos, el manejo del material debe ser lo més simple
posible, con el objeto de no descentrar la atencion del usuario hacia el uso

del material. En este sentido el sistema de calculo algebraico no debe
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convertirse en una BARRERA ADICIONAL para la ensefianza-aprendizaje
del algebra lineal. Por otro lado, tampoco tiene sentido usar una herramienta
didactica que contenga las mismas connotaciones que otras herramientas, es
decir, DERIVE no debe convertirse en un sistema en el que se transfiera de

forma mediatica los usos de otros medios didacticos.

7) En la actualidad parece estar claramente demostrado que las relaciones que
se establecen entre los alumnos y entre alumno y profesor en una situacion
de ensefianza-aprendizaje influyen enormemente en la adquisicion de
aprendizajes por parte del alumno. Una dialéctica de colaboracion entre los
alumnos y alumnos y profesor como una relacién de colaboraciéon entre
iguales potencia una mejora en el rendimiento académico de los estudiantes
asi como un incremento en las aspiraciones de los mismos [Chang-
Lederman, 1994], [Franklin, 1995], [Johnson, 1990]. En este contexto
de colaboracion, el ordenador brinda a los usuarios, elementos de trabajo
muy interesantes en cuanto a lo que se refiera a la relacion DIALECTICA
entre los propios usuarios y la COMUNICACION entre profesores y
alumnos, caracteristicas que proporcionan un excelente contexto para el

aprendizaje colaborativo [Crook, 1999].

8) Es muy importante que aprovechemos esta tecnologia para generar en los
alumnos una AUTONOMIA COGNITIVA que disminuya las posibles

dependencias entre profesores y alumnos.

Estos elementos fundamentales del medio computacional sirven de justificacion a la
estrategia didactica que vamos a disefiar, estrategia que pretende incorporar el sistema de
calculo simbolico DERIVE en los procesos de ensefianza aprendizaje del algebra lineal de tal
forma que podamos conseguir una metodologia que retina una serie de condiciones que
consideramos son vitales dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de los contenidos del
algebra lineal. La educacion, tal como afirmaba Giovanno Enrico PESTALOZZI, creemos que
tiene como objetivo fundamental “conseguir que los alumnos adquieran claridad cognitiva a

i

partir de la experiencia y la intuicion”; si ademas tenemos en cuenta la importancia que tienen
las Matematicas para el individuo como disciplina que ayuda a madurar y a desarrollar su
pensamiento 16gico-formal por medio de los procesos de simbolizacion y abstraccion, entonces
podemos afirmar que el enfoque educativo méas adecuado para llevar adelante una ensefianza
activa que introduzca este tipo de programas en la ensefianza de las Matematicas es el enfoque

constructivista. Este punto de vista es vital para el disefio de nuestra metodologia, ya que nos
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obliga a utilizar una metodologia activa, basada en la exploracion, la investigacion, la
induccion, la observacion,... en definitiva un tipo de didactica mediante la cual podemos
introducir los diferentes contenidos del algebra lineal de una manera gradual y basandonos en la
propia experiencia del alumno. De este forma el alumno adquiere una visiéon dindmica del
algebra lineal a partir de una serie de TAREAS ESPECIFICAS con las cuales el propio alumno
descubre:

a) con la ayuda del profesor,

b) con el programa de calculo simbdlico,

C) Yy con sus conocimientos previos,
El conjunto de contenidos y hechos fundamentales de esta disciplina. Se trata por tanto de una
metodologia activa, basada en la adquisicion de aprendizajes significativos, con ayuda del CAS.
Los sistemas de célculo algebraico nos van a permitir potenciar esta metodologia activa, basada
en la exploracion y la investigacion, porque nos van a facilitar la eliminaciéon de numerosos
célculos rutinarios en los que el alumno invierte normalmente buena parte de su tiempo y de su
esfuerzo, encaminando este ahorro de calculo hacia una participacion activa en la que el alumno
adquiere un auténtico protagonismo durante el proceso de aprendizaje. Si a esta perspectiva
educativa le afladimos las caracteristicas fundamentales que acabamos de sefalar anteriormente
propias del medio computacional, podemos extraer CINCO ARGUMENTOS O PRINCIPIOS

BASICOS que configuran los pilares de nuestra estrategia didactica:

A) LA INTRODUCCION DEL PROGRAMA DE CALCULO SIMBOLICO DERIVE.

B) EL USO DE UNA METODOLOGIA EXPERIMENTAL BASADA EN LA
ADQUISICION DE APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS.

C) EL USO DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO NUCLEO DE
PROFUNDIZACION DE LOS CONCEPTOS MATEMATICOS.

D) LA POTENCIACION DEL APRENDIZAJE COLABORATIVO

E) EL USO DE USO DE INTERNET: PAGINA WEB Y CORREO ELECTRONICO

Las caracteristicas basicas de estos cinco principios basicos de nuestra estrategia

didactica pasamos a enumerarlas a continuacion:

A) LA INTRODUCCION DEL PROGRAMA DE CALCULO SIMBOLICO
DERIVE.

DERIVE es uno de los programas mas difundidos para la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas y del algebra lineal. Los motivos por los cuales hemos elegido este PROGRAMA y

no otro, estan basados en criterios relacionados con:
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- su facilidad de aprendizaje,

- su potencia de calculo y efectividad,

- su portabilidad

- lasencillez de su entorno

- por los “ambientes de ensefianza” y de “colaboracion” que pueden suscitar en
el aula

- ypor los “tipos de tareas” que pueden desarrollar los alumnos.

Todos estos criterios han sido establecidos previamente, con el fin de elegir un sistema
que se adapte con el mayor nimero de garantias a los objetivos educativos y a las caracteristicas
de los sistemas de calculo algebraico. Por eso la introduccion en nuestra estrategia, de este
sistema de calculo algebraico puede constituir un elemento muy positivo para conseguir un

rendimiento eficaz que justifica los argumentos didacticos que acabamos de considerar ya que:

1. El sistema de calculo simbdlico nos puede permitir realizar
REPRESENTACIONES MULTIPLES de los problemas y cuestiones de
algebra lineal (representacion grafica y representacion algebraica)
incrementando de esta forma la flexibilidad de los estudiantes en la
aproximacion a la resolucion del problema o la exploracion e investigacion
de las cuestiones propuestas. Ademas DERIVE nos puede facilitar la
construccion de un sistema de notacion intermedio entre el sistema de
notacion formal algebraico y nuestra representacion intuitiva del algebra

lineal, acercando al estudiante ese grado de abstraccion.

2. DERIVE es un programa de calculo simbolico eficiente [Wester, 1994],
[Hervas y otros, 2000] permitiendo realizar calculos algebraicos que
reducen el esfuerzo que los alumnos emplean en los calculos rutinarios. Sin
embargo, este uso de DERIVE debe ser dosificado de una manera adecuada
de tal forma que el alumno so6lo pueda utilizar el programa para desarrollar
calculos que no forman parte de los contenidos esenciales que se estan
desarrollando para, de esta forma, no caer en el peligro de convertir el
algebra lineal en un conjunto de automatismos sin sentido [Murakami-

Hata, 1997], [Kutzler, 1999].

3. El programa DERIVE ofrece un entorno de trabajo muy adecuado para
experimentar, explorar e investigar las cuestiones fundamentales del

algebra lineal. La potencia de céalculo simbdlico del programa permite
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reducir esos calculos rutinarios, que a su vez facilitan la concentracion del
alumno en las caracteristicas que cumplen los datos de un determinado
problema, observaciones que conducen al alumno a la construccion de

conjeturas que con el propio programa es facil de verificar.

4. El uso de DERIVE en actividades de caracter exploratorio y experimental
del algebra lineal proporcional al alumnado un fuerte grado de
protagonismo, ya que le permite ir construyendo con la ayuda del programa
su propio conocimiento, adquiriendo de esta forma una serie de
experiencias matematicas que por un lado irdn afianzando sus métodos de
razonamiento y formas de planteamiento de cara a la resolucién de
cuestiones y problemas en el algebra lineal. Esta actividad y protagonismo
proporcionado por el uso de DERIVE ird generando ciertos grados de
autonomia cognitiva en el alumnado, que en ocasiones le proporcionara las
respuestas necesarias para trabajar con cierta independencia en las

actividades matematicas que puedan surgir.

5. La utilizacion del ordenador, de forma individual y en grupo puede ser un
elemento de MOTIVACION para el aprendizaje, ya que el uso del
ordenador introduce por un lado elementos novedosos, y también puede
permitir desarrollar un APRENDIZAJE COLABORATIVO, aumentando

de esta forma las relaciones de comunicacion en el aula.

6. El aprendizaje del programa DERIVE es sencillo, y no supone una barrera
adicional para el aprendizaje del algebra lineal, ademds ofrece Se trata en
definitiva, de un programa de calculo simboélico que permite manipular los

conceptos algebraicos sin demasiado esfuerzo adicional.

7. Los problemas a plantear pueden contener datos reales, ya que las rutinas
algebraicas pueden ser ejecutadas por el propio sistema, acercando de esta
forma el algebra lineal a situaciones reales. Asimismo, esta posibilidad de
simplificar los procesos rutinarios puede permitirnos desarrollar multiples
estrategias de RESOLUCION DE PROBLEMAS; ya que los procesos no

se veran entorpecidos por las rutinas de calculo.
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8. Los errores o limitaciones de los programas de calculo simbdlico, pueden
ser utilizados como elementos didacticos a través de los cuales podremos
evitar caer en la concepcion erréonea "el ordenador lo resuelve todo",
obligando de esta forma a verificar razonadamente los datos obtenidos por
el ordenador. Ademas este analisis de errores ird acentuando en cierta
medida la autonomia cognitiva del alumno, dado que el alumno ira
adquiriendo suficiente madurez para enfrentarse con autonomia a los
problemas, reconociendo los errores que pueden desprenderse del uso del

programa.

Asi pues el programa DERIVE se perfila como una herramienta didactica capaz de
provocar los cauces que permitan organizar plenamente la actividad del alumnado,
convirtiéndose de esta forma en un excelente medio para la ensefianza aprendizaje del algebra
lineal, circunstancia que configura los elementos centrales de las cuestiones objeto de nuestra

investigacion.

B) UNA METODOLOGIA EXPERIMENTAL PARA LA ADQUISICION DE
APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS.

Actualmente existen dos tendencias basicas que dominan el panorama de la ensefianza
de las Matematicas: “una que defiende la ensefianza directa: una determinacion muy explicita
de lo que se quiere que aprendan los estudiantes, una exposicion muy clara de la informacion
que corresponde, una considerable ejercitacion y practica en esa precisa informacion y una
evaluacion para esa misma informacion, y otra alternativa que defiende que, antes de
enfrentarse con nuevas ideas, el estudiante debe de proveerse de la experiencia adecuada para
que cualquier término o concepto nuevo se corresponda con algo que ya forma parte de su
experiencia personal. Experiencia que se refiere a experiencia concreta, suficiente juego y
exploracion para que el estudiante haya construido, creado, una representacion mental
razonablemente fuerte que se convierta en la base del conjunto de herramientas con las que
pensar” [Davis, 1990, pags. 93-94]. Consideramos que la postura mas adecuada es la que
potencia una experimentacion del alumno, sobre la base de unos conocimientos previos. A
través de esa experimentacion guiada el alumno puede descubrir de forma significativa los
conceptos, ya que asimila el nuevo conocimiento relaciondndolo con algun aspecto relevante ya
existente de la estructura cognitiva del individuo, es decir adquiere lo que se denomina un
aprendizaje significativo [Ausubel-Novak-Hanessian, 1987], [Ausubel-Robinson, 1969].

El grado de significacién dependerd de la extension de la idea y las ya existentes en la estructura
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cognitiva, ya que el aprendizaje puede ser no significativo o de significacion nula siempre que
no sea posible relacionar el resultado con un conocimiento preexistente. En realidad esta
significacion del aprendizaje se podria comparar con las ideas de [Skemp, 1989] entre
“comprension instrumental” y “comprension relacional”. La comprension instrumental de un
concepto cuantitativo consistird en disponer sélo de una coleccion de reglas (posiblemente
memorizadas) para llegar a las respuestas de una limitada clase de problemas. La comprension
relacional por el contrario consistird en disponer de un esquema apropiado o conjunto de
estructuras conceptuales suficientes para resolver una clase de problemas mas amplia. Segin
Ausubel, para lograr el nivel de significacion Optimo se propone la ensefianza por
descubrimiento en oposicién a la ensefianza receptiva. En la ensefianza por descubrimiento lo
que debe de aprenderse no se presenta de forma final sino que debe ser descubierto por el
estudiante, es decir, “se refiere a la situacion en la cual el material a aprender no se presenta
al estudiante en su forma final (como se hace en la ensenianza receptiva) sino que requiere
emprender cierta clase de actividad mental (refundir, reorganizar o transformar el material
dado) antes de incorporar el resultado final a la estructura cognitiva” [Ausubel-Robinson,
1969]. Aunque no debemos identificar enseflanza por descubrimiento con aprendizaje
significativo ni ensefianza repetitiva con aprendizaje memoristico, sin embargo para la
enseflanza y aprendizaje de las Matemadtica y en particular del algebra lineal, la experimentacién
debe ocupar un papel preponderante en los procesos de ensefianza aprendizaje. Uno de los
motivos de esta importancia proviene de la forma en la que se ha construido el conocimiento
matematico. La construccion del conocimiento matematico ha sido una consecuencia directa de
la experimentacion y de la observacion de los procesos realizados por numerosos matematicos a
lo largo de la historia. Efectivamente, tras numerosas experimentaciones e indagaciones
concretas, el matematico es capaz de conjeturar en unos casos o de intuir en otros los
comportamientos generales de los elementos que constituyen la esencia del quehacer
matematico: los hechos y principios matematicos. Solamente después de este proceso previo de
manipulacién “concreta” el matematico es capaz de poner en marcha los potentes mecanismos
de la logica para deducir a partir de los “principios ya establecidos y demostrados” una
demostracion formal de las conjeturas e intuiciones descubiertas. La especial trascendencia que
para la educacion matematica tiene el proceso, tanto histérico como personal, de construccion
empirica e inductiva del conocimiento matematico, y no s6lo formal y deductiva, incita a
resaltar dicho proceso de construccion. Aunque la formalizacion y estructuracion del
conocimiento matematico proporcionan una vision de problemas complejos, sin embargo el
sistema deductivo no debe ser el punto de partida, sino mas bien un punto de llegada en ese
largo proceso de aproximacion a la realidad [MEC, 1992-b] Si analizamos este proceso
obtenemos varias de las claves que configuran una metodologia experimental basada en la

adquisicion de aprendizajes significativos. El primer elemento que configura esta metodologia
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es la “experimentacion matematica” es decir, la manipulacion concreta de los objetos
matematico, uno de los elementos centrales del quehacer matematica. El segundo elemento a
tener en cuenta es la existencia de los “principios previamente establecidos”, los que podemos
denominar “conocimientos previos” a partir de los cuales se debe construir el conocimiento
matematico de forma significativa. Con la incorporacion del sistema DERIVE en el aula de
algebra lineal, los alumnos podran experimentar sobre la base de sus conocimientos previos la
posibilidad de descubrir relaciones y propiedades sin la dificultad que entrafia tener que realizar
célculos rutinarios intermedios, desarrollando asi de una manera significativa los contenidos
esenciales que se van introduciendo. Utilizando DERIVE de esta manera se profundiza en el
proceso de experimentacion y el alumno puede centrar sus esfuerzos en la fase de modelizacion
y aplicacion, dejando para el ordenador los calculos algebraicos no esenciales. Con este
programa el estudiante ademds de conseguir un aprendizaje mas activo, descubriendo y
construyendo su propio conocimiento, podrd ademas verificar rapida y eficazmente sus
resultados. Estamos por tanto, favoreciendo la adquisicion de aprendizajes significativos por
medio de una metodologia experimental basada en el descubrimiento del conocimiento

matematico con la asistencia del programa DERIVE.

C) EL USO DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO NUCLEO DE
PROFUNDIZACION DE LOS CONCEPTOS MATEMATICOS

Las estrategias didacticas basadas en la resolucion de problemas han tenido un fuerte
auge en los ultimos afios, de hecho organismos e instituciones educativas (N.C.T.M., 1981;
N.C.S.M., 1978) propusieron como objetivo prioritario de la educacion matematica que los
alumnos adquieran y desarrollen estrategias para resolver problemas, ya que la sociedad actual
requiere una mayor maduracidén cognitiva: Se requieren mentes mas hechas mas que mentes

llenas de contenidos del curriculo.

Las estrategias de este tipo permiten que los alumnos consigan varios objetivos:
e ASIMILAR unas informaciones, conceptos y principios
e Ser capaces de TRANSFERIRLAS para solucionar problemas mas globales
e ANALIZAR Y SINTETIZAR situaciones problematicas
e ADQUIRIR Y DESARROLLAR estrategias de resolucion de problemas.
[Bautista, 1987]
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Son estrategias que hacen reflexionar al alumno, impidiendo el tradicional
APRENDIZAJE MEMORISTICO; ya que la necesidad de transferencia, andlisis y sintesis
obliga a relacionar los conceptos matematicos de una manera no artificial e inconexa.

La resolucion de problemas se convierte asi en un instrumento metodologico de suma
importancia. La reflexion que se lleva a cabo durante la resolucion de problemas ayuda, sin

duda, a la construccion de conceptos y a establecer relaciones entre ellos.

Ademas de estas ventajas, la resolucion de problemas permite abordar algunas

caracteristicas educativas importantes tales como:

- Permiten elevar el grado de MOTIVACION del alumno, planteando
situaciones problematicas de contenido cercano y de interés para el alumno

que susciten en ellos un trabajo creativo

- Permiten una ATENCION A LA DIVERSIDAD, ya que se pueden proponer
problemas con diferentes niveles de dificultad, de acuerdo con el nivel de
cada alumno. De hecho este tipo de estrategias permiten introducir variables

educativas capaces de detectar el talento especial en matematicas [Guzman,

1998].

- Facilita las RELACIONES DE COMUNICACION, con multiples emisores y

receptores de informacion [Bautista, 1987]

- Las estrategias basadas en la resolucion de problemas pueden facilitar el
APRENDIZAJE COLABORATIVO, instrumento que facilita las relaciones
de comunicacion entre alumnos, contenidos y profesor. Ademas, este tipo de
aprendizaje puede verse muy favorecido con la introduccion de los

ordenadores en el aula [Crook, 1999]

- La resolucion de problemas, permite que los alumnos obtengan un
CONOCIMIENTO RELACIONAL, de tal forma que la estructura del
conocimiento matematico que se adquiere permite anclarse en relaciones
implicitas entre los conceptos y las situaciones problematicas a resolver,
conocimiento que es bien sabido resulta mas duradero que el mero

conocimiento memoristico [Guzman, 1991].
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Por otro lado el uso de DERIVE en la resolucion de problemas es un elemento que
puede incidir muy positivamente en los procesos de MOTIVACION, ASIMILACION vy
TRANSFERENCIA DE CONTENIDOS.

En cuanto a la MOTIVACION ya hemos comentado que el uso de los ordenadores en
si mismo es una variable que estimula inicialmente al alumnado; si a esto unimos la utilizacion
del ordenador para resolver problemas de algebra lineal, entonces el grado de motivacion se
puede multiplicar por dos. Efectivamente, el uso de DERIVE le permitira al alumno procesar y
representar la informacion que se plantea en el problema de una forma comoda, permitiendo que
el alumno dedique su atencion al sentido de los datos y a I analisis de los resultados. Ademas, el
alumno puede ejecutar con gran rapidez sus ideas, experimentando y manipulando con eficacia

sus ideas, y recibiendo en todo momento numerosas respuestas interactivas a través del sistema.

Todo ello genera un contexto que proporciona elementos para incrementar la motivacion.

Los proceso de ASIMILACION de informaciones, conceptos y principios matematicos
también se pueden ver favorecidos directamente por el uso de DERIVE. La capacidad de
almacenamiento de DERIVE asi como sus posibilidades graficas y algebraicas ofrecen unas
magnificas ventajas para que el alumno asimile los contenidos involucrados en los problemas

que se plantean.

Por ultimo, debemos sefalar que DERIVE también permite generar un contexto

adecuado para realizar las generalizaciones, es decir, para TRANSFERIR aquellas ideas e

intuiciones que surgen con la experimentacion y manipulacion de problemas concretos, hacia

situaciones mas complejas y generales.

Entre las estrategias de resolucion de problemas y las caracteristicas propias del medio
computacional existen grandes confluencias didacticas ente las que merece la pena destacar las

siguientes:

1) Una de las grandes ventajas que tienen los ordenadores es su posibilidad de realizar
MULTIPLES REPRESENTACIONES de una misma situacidén; en concreto se
pueden mostrar expresiones algebraicas y sus representaciones graficas que en
numerosas ocasiones facilitan la asimilacién y transferencia de conceptos
matematicos. Esta multiplicidad de representacion conecta directamente con la idea
de encontrar diversas estrategias de resolucion, ya que posibilitan obtener diferentes

enfoques de una misma situacion problematica.
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2) Ya que la riqueza del pensamiento matematico no se fundamenta en las soluciones,
sino en los PROCESOS DE PENSAMIENTO que han conducido a esas soluciones;
con la resolucion de problemas obtenemos un enfoque claro hacia los procesos mas
que hacia los conceptos. Por otro lado, la ensefianza rutinaria de las matematicas, ha
obligado a realizar numerosas operaciones tediosas que impiden captar la
importancia del proceso, ocultando en cierta forma con la operativa el contenido
esencial del proceso matematico. En este sentido, los ordenadores pueden facilitar
que esas operaciones tediosas se realicen de forma instantdnea, garantizando asi,
que la vision de los CONTENIDOS no sea ensombrecida por la operativa. De esta
forma, el ordenador se convierte en un medio didactico muy apropiado para la
RESOLUCION DE PROBLEMAS, ya que se convierte en una herramienta de
EXPLORACION MATEMATICA.

3) LA COMPROBACION DE HIPOTESIS puede ser considerada como una de las
fases o etapas que integran la resolucion de problemas. Efectivamente, toda
estrategia de resolucion de problemas consta de cuatro fases fundamentales:
comprension, planificacion, ejecucion y verificacion. La comprobacion de hipdtesis
se puede incluir dentro de la verificacion: después de plantear una hipdtesis de
resolucion y haber obtenido una posible solucion, es necesario comprobar que la
hipotesis o la solucion que hemos propuesto es la solucion correcta del problema.
Esta etapa que es una mera comprobacion de relaciones, puede ser realizada de
forma automatica por el sistema de calculo algebraico permitiendo de esta forma

completar el ciclo de la estrategia resolutiva.

4) LA INTUICION MATEMATICA, es un elemento fundamental del quehacer
matematico que se va adquiriendo a medida que nuestro aprendizaje matematico va
aumentando. Enfocar y resolver un problema de forma intuitiva es quizas una de las
posibles salidas ante situaciones problematicas adversas. Esa exploracion formal de
lo que nuestra intuicidon matematica nos sugiere ha sido a lo largo de la historia un
elemento central para el descubrimiento de grandes relaciones en numerosos
matematicos. Esta capacidad matematica, no se adquiere mas que con la
RESOLUCION DE PROBLEMAS, no hay otra forma, pues no es fruto de un
aprendizaje sino que surge de la experiencia y en numerosas ocasiones de
capacidades extraordinarias que poseen y han poseido algunos matematicos
privilegiados. Sin embargo es una baza que no debemos eliminar sino que mas bien
debemos intentar potenciarla. En este sentido los sistemas de célculo algebraico son

un excelente medio para la exploracion matematica y por tanto para la investigacion
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e indagacion de las situaciones que la intuicion en algunas ocasiones propone.
Relaciones entre diversas disciplinas, analogias y relaciones innatas que permiten

encontrar la solucion a problemas o situaciones en ocasiones muy complicadas.

D) LA POTENCIACION DEL APRENDIZAJE COLABORATIVO

Por regla general, los ordenadores no se contemplan como objetos que contribuyan a la
calidad “social” de nuestra vida. Sin embargo, segin afirma Crook [Crook, 1999] “los
ambientes educativos son necesariamente ricos en experiencias organizadas en el plano
social”’. Esta idea, lleva implicita la concepcion del aprendizaje como un aprendizaje
“colaborativo”. Existen opiniones que afirman que los ordenadores pueden ejercer una
influencia negativa en el desarrollo social de los alumnos [Boden, 1981], [Brod, 1984],
[Papert, 1982]. Una de ellas tiene que ver con la posible interpretacion mecanicista de la
actividad humana, y en particular de las matematicas, difuminando las diferencias que hay entre
nosotros mismos y las maquinas. Esto conlleva una visién mecanicista del aprendizaje, lo que
puede provocar en los alumnos la generacion de mundos socialmente aislados. Sin embargo,
estos temores segin Crook [Crook, 1992] son exagerados, pues muchos de ellos dependen de
una vision particular del ordenador dedicada a la programacion. Pero la actual generacion de
usuarios encuentra los ordenadores como una forma mas afin a la concepcion de las
herramientas sociables. Este miedo al “pensamiento en aislamiento” es muy habitual en los
comentarios criticos sobre la forma en que se ha desplegado la tecnologia educativa. Sin
embargo [Crook, 1999] considera que los ordenadores nos exigen considerar con mayor
detenimiento el caracter y el alcance de la “colaboracion” tal como puede organizarse en la
educacién y, en particular, juzgar hasta qué punto la energia social que pueda percibirse en las
clases supone un tipo de interaccion de gran significacion para el aprendizaje y desarrollo

cognitivo.

E) EL USO DE INTERNET: PAGINAS WEB Y CORREO ELECTRONICO.

Las posibilidades que ofrece Internet en cuanto a la comunicacidon estan basadas
fundamentalmente en el uso de paginas hipertexto (paginas web) y el correo electrénico. Son

dos de las utilidades mas difundidas y con mayores posibilidades educativas.

Las paginas web son un excelente instrumento mediador que permite estructurar la

informacion en torno a ideas fundamentales, facilitando una rapida accesibilidad del alumnado a
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documentos que intercalan textos, dibujos y figuras variadas. La estructuracion de estas paginas
disefiadas en el lenguaje HTML (HyperText Markup Language) hacen posible que los alumnos
accedan a través de la red de una amplia informacion referente a problemas, explicaciones de
contenidos, cuestiones y ejercicios. En ocasiones también se pueden ejecutar programas
interactivos (a través de applets) escritos en lenguaje Java, que pueden servir de apoyo didactico

adicional.

Por otro lado, consideramos que el correo electronico, es un medio muy eficaz para
ofrecer una tutoria interactiva. Suele ser un problema habitual en los alumnos que las dudas no
sean resueltas en el momento adecuado. Tener la posibilidad de utilizar el correo electronico
para preguntar dudas, y cuestiones, puede acortar ese espacio de duda que suelen tener los
alumnos. Asimismo, suele ser frecuente que existan numerosas dudas que se REPITEN
numerosas veces, y este hecho puede permitirnos construir en las paginas web, lugares
denominados comunmente FAQ (FREQUENTLY ASKED QUESTIONS), que nuevamente
permitiran a los alumnos responder mas rapidamente las dudas y cuestiones que les surjan.
Ademas, creemos que el uso del correo electronico, puede ser un instrumento muy valido para
potenciar una comunicacion no soélo entre profesor y alumno, sino que entre los propios

alumnos, potenciando asi lo que puede considerarse un APRENDIZAJE COLABORATIVO.

En particular el uso de paginas web para el desarrollo de un curso de algebra lineal que
incorpora un sistema de calculo algebraico como DERIVE, se convierte en una herramienta
didactica auxiliar, ya que permite a los alumnos mantener toda su atencioén en el trabajo
experimental proporcionado por el programa. Esta circunstancia se hace posible porque los
alumnos pueden acceder a los contenidos tedricos expuestos en el aula mediante la consulta de
los documentos html contenidos en la web, pudiendo de esta manera utilizar de forma
simultinea el programa DERIVE o bien la pagina web que les facilita la informacidon necesaria
en cada momento para desarrollar las practicas y problemas propuestos en el aula. Ademas, la
elevada estructuracion del contenido permite que los alumnos sean capaces de obtener una

estructuracion de los contenidos de algebra lineal que se vayan a impartir.

El uso de las paginas web y el correo electronico se pueden considerar de esta forma
ARGUMENTOS GENERALES de nuestra estrategia, pero tienen un caracter particular cuando
se consideran de forma simultdnea con los sistemas de célculo algebraico. Estos dos medios
auxiliares de la estrategia didactica que pretendemos desarrollar se convierten por un lado en un
SISTEMA GRAFICO E INTERACTIVO sobre el que se pueden encontrar los documentos que
muestran las explicaciones y contenidos de algebra lineal que se vayan desarrollando, también

son un excelente medio que nos permitird hacer accesibles para los alumnos, extensas
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colecciones de ejercicios de manipulacion, cuestiones y problemas centrados en los contenidos

que se van impartiendo en cada momento.

Una vez descritos los principios metodologicos de nuestra estrategia didactica, vamos a
analizar la relacion que guardan dichos principios con la introduccion del programa de célculo

simbolico DERIVE.

I1.2.1. Resolucion de problemas con el uso de DERIVE.

El término resolucion de problemas puede tener varias interpretaciones, y de hecho en
general se pueden establecer diferentes criterios para clasificar esta terminologia, nosotros
elegimos la terminologia utilizada por [Orton, 1990] segtn el cual la resolucion de problemas
se concibe como la generadora de una proceso a través del cual quien aprende combina
elementos de procedimiento, reglas, técnicas, destrezas y conceptos previamente adquiridos,
para dar soluciones a una situacidon nueva, que en general suele denominarse situacion
problematica. Asi pues una situacidén problematica se podria definir como una tarea que tiene
tres caracteristicas fundamentales:

1) La tarea provoca en el receptor o persona que se enfrenta a ella un deseo o

necesidad por encontrar solucion.

2) el procedimiento para encontrar la soluciéon no es a priori un procedimiento

accesible para la persona

3) la persona que intenta resolver hace varios intentos

La resolucion de problemas no es una novedad de nuestros tiempos, de hecho
numerosos matematicos han sabido reconocer a lo largo de la historia que el elemento central
del quehacer matematico es justamente la resolucion de problemas. Ya hemos citado
anteriormente la presencia de la resolucién de problemas en la historia de las matemadticas, en
particular en documentos tan antiguos como el papiro de Rhind (s. XVII a. C.). Con estos
vestigios podemos afirmar que las Matematicas parecen haber encauzado sus ideas a través de la
resolucion de situaciones problemadticas, es mas, las Matemadticas sirven para entender y tratar
los problemas de la vida practica. A pesar de que este topico es fundamental en las Matematicas,
una cuestion relacionada con la resolucion de problemas que surge de forma inmediata cuando
intentamos formular una metodologia de este estilo podria ser la siguiente

;para ensefiar Matematicas hay que empezar resolviendo problemas y a la vista de las

necesidades motivadas por el propio problema introducir la teoria necesaria para resolverlo, o
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bien, comenzar directamente con a introduccion de las estructuras abstractas que permitiran al
alumno resolver problemas y luego resolverlos?.

La contestacion a esta pregunta plantea dos opciones metodoldgicas bien distintas una que pasa
de la teoria a la practica y otra que va de la practica a la teoria.

En la década de los afios 60 y 70, la metodologia propuesta por la matematica moderna
planted que los problemas que podian interesar a los alumnos durante su periodo escolar
dejarian de tener vigencia al terminar sus estudios por lo que seria mejor preparar a los alumnos
en sus facultades de deduccidon y logica introduciéndole en las modernas estructuras matematica
a partir de las cuales el alumno podria encontrar la soluciéon a cualquier problema por
adaptacion, es decir se estimd que lo fundamental era ensefar a aprender. Sin embargo, tal
como ha quedado patente esta experiencia fue un fracaso ya que la transferencia de los
conocimientos abstractos a los problemas reales y concretos no era en absoluto fécil ni
inmediato [Santalé y otros, 1994]. Este tipo de ensefianza formalista y abstracta puede
provocar que la matematica sea un conjunto de definiciones y teoremas que el alumno aprende
de memoria sin entender su significado, asi se pierde la utilidad de las Matematicas,
convirtiéndose en una falsa matematica de algoritmos y definiciones. Sin embargo al iniciarse
la década de los 80 el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de USA
recomendd que “la solucion de problemas sea el principal objetivo de la enserianza de las
matematicas en la escuela”. El protagonismo de la resolucion en la educacion matematica
adquiri6 mucha importancia de hecho en el IV Congreso Internacional de Educacion
Matematica (Berkeley, 1980) se dedico un capitulo entero a la importancia de la resolucion de
problemas en la educacién matematica lo mismo sucedi6 en el V Congreso Internacional sobre
Educacion Matemadticas (Adelaide, 1984, Australia) y en el VI Congreso Internacional sobre

Educacion Matematica (Budapest, 1988).

La importancia de la resolucidon de problemas en el aprendizaje de las Matematicas es
una circunstancia admitida de manera global entre toda la comunidad matematica. Y es que para
aprender Matemadticas no se puede prescindir de los fines que esta persigue, porque el
conocimiento de las finalidades tiene importancia tangible e inmediata en el aprendizaje. Es
bien sabido que se aprende mucho mejor y mas rapido si se hace buscando algo. Esto se aplica
particularmente a la matematica y este hecho pasa a formar parte de la experiencia personal
directa de quienes despliegan una actividad matematica prolongada. La presencia de una meta
mas o menos definida ilumina el camino a seguir, aviva el interés y permite valorar los distintos
aspectos de la disciplina destacando lo primero y relegando lo secundario al lugar que le
corresponda. Por tanto es muy importante en el planteamiento de la resolucion de problemas

HACER COMPRENDER LAS METAS hacerlas cercanas. Estas ideas quedan patentes en las
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palabras pronunciadas por A.P. Calderén en una conferencia en la que reflexiona sobre el

aprendizaje y ensefianza de las Matematicas:

“..resulta claro que mas importante que acumular informacion es interiorizarse de
métodos y saber qué proposito tienen, es decir saber donde parten y adonde llevan.
JPero como se estudian o aprenden los métodos? Los métodos son herramienta de
trabajo y asi como es prdcticamente imposible aprender un oficio solo estudiando
catalogos o exposiciones tampoco es posible aprender matemdtica como observador
pasivo. Por eso la resolucion de problemas es un ejercicio tan importante. Vale mucho
mas ser capaz de resolver problemas no triviales que hacer acopio en la memoria de
enunciado, teoremas y demostraciones. Ademas la resolucion de problemas nos hace
palpar el poder de nuestra imaginacion que, controlado por el razonamiento riguroso,
nos hace descubrir realidades cuya existencia no sospechabamos. Ahondando mas en el
problema del aprendizaje de métodos, una de las técnicas de dominar es estudiar el
enunciado e intentar por uno mismo su resolucion. Si esto no se logra después de
haberlo intentado seriamente, buscar indicios, en libros, a través del profesor, e
intentar sucesivamente hasta lograrlo. Aunque es un método de estudio mas lento sin
duda es mas fructifero que el meramente receptivo, ya que brinda el placer intelectual
que deparan los juegos de ingenio y nos da, al menos en parte, la satisfaccion del acto
creador: nos hace sentir que estos enunciados, aunque descubiertos por otros, son en
parte nuestro. El profesor tiene una mision muy importante a este respecto pues debe
tener cautela al proponer problemas a sus alumnos no deben ser ni demasiado ficiles
ni demasiado dificiles, pues pueden impedir que estos avancen y provoquen el
desaliento.” [Calderon, 1986]

Una de las razones de la importancia de la resolucion de problemas es el valor que
otorga la sociedad a los procesos de informacion unido al enorme crecimiento del conocimiento
que ahogaria un curriculum que se orientara fundamentalmente a la informaciéon [Carrillo,
1994]. Ademas la resolucion de problemas no es una necesidad que haya surgido por el
crecimiento del conocimiento, se trata de una auténtica opcion metodologica. Efectivamente, si
pretendemos que el aprendizaje de nuestros alumnos sea un aprendizaje significativo, en el
sentido de que los esquemas propios se acomoden para hacer posible la asimilacion de la nueva
informacion, en lugar de un aprendizaje memoristico, en el que las asociaciones que se
adquieren no son relacionables de manera sustancial con la estructura cognitiva [Ausubel-
Novak-Hanesian, 1976] tenemos la posibilidad de optar por un aprendizaje por recepcion o un
aprendizaje por descubrimiento [Bruner, 1960]. Pero si pensamos que el alumno no s6lo debe
aprender conceptos, sino procedimientos y estrategias generales, actitudes y valores, no
tendremos mds remedio que inclinarnos hacia el aprendizaje por descubrimiento en el que la
resolucion de problemas juega un papel esencial. Por otro lado los avances en Psicologia de la
Educacioén, sobre los pilares del aprendizaje significativo y la psicologia constructivista, han
empujado a la resolucion de problemas a situarse como una de las estrategias recomendables
para procura la construccion de conocimiento significativo por parte de los alumnos. Ademas
debemos afiadir mas razones sustentadas en la propia concepcioén de la matemadtica: “El saber

matemdtico es mucho mas que un saber de método que de contenido... La Matematica como
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conocimiento a encontrar, no como ensenianza a impartir.... La Matematica es una verdadera

ciencia experimental” [Guzman, 1985].

Con el uso de DERIVE, la resolucion de problemas puede adquirir una mayor
importancia dentro de las metodologias que incluyen el uso de estos programas. Teniendo en
cuenta que para resolver un problema podemos distinguir cuatro etapas fundamentales:

1) Una primera etapa que consiste en elegir el MODELO MATEMATICO que nos
puede permitir resolver el problema, es decir asociar al problema real un modelo
matematico que puede hacernos llegar a su resolucion.

2) Una segunda etapa consistente en APLICAR LOS ALGORITMOS propios del
modelo matematico para obtener las soluciones del modelo.

3) Una tercera etapa que consiste en TRASLADAR LOS RESULTADOS del modelo
matematico al modelo real, es decir traducir el lenguaje matematico al lenguaje del
modelo real.

4) Y una cuarta etapa que consiste en VERIFICAR LAS SOLUCION, es decir,
comprobar que los datos obtenidos cumplen las condiciones que requeria el
problema, ya que en caso contrario seria necesario replantear el problema para
encontrar posibles errores o por el contrario plantear otro modelo con el cual
resolver el problema.

Podemos afirmar que el uso de un programa de calculo simbolico como DERIVE permite
simplificar numerosos calculos que resultan de la segunda etapa, calculos que con frecuencia
ocupan la mayor parte del tiempo [Kutzler, 1999]. Actualmente la resolucion de problemas se
trata a medias, ya que el mayor énfasis se sitia en la segunda etapa, en el calculo y su ejecucion
con lapiz y papel, de tal forma que la resolucion se convierte en su conjunto en una practica de
habilidades de calculo. De esta manera la capacidad de traducir realidades en modelos
matematicos y su conversion posterior a la realidad ocupan poco tiempo en el aula impidiendo
de esta manera un desarrollo aconsejable de esta habilidad; provocando asi un cierto temor entre
los alumnos para realizar este tipo de ejercicios. Una consecuencia inmediata es que los
alumnos creen que los problemas estan reservados a los alumnos mas dotados. Con el empleo
de DERIVE podemos dedicar un tiempo suficiente para ensefiar la eleccion de los modelos y su
posterior traduccion, asi mismo permitimos a los alumnos experimentar en la resolucién de
problemas de manera que lleguen al convencimiento de que son capaces de resolver problemas.
Esta falta de tiempo que plantean los métodos tradicionales para aplicar la resolucion de
problemas seria un argumento que perderia toda su razon de ser.

Por otro lado con el uso de DERIVE los problemas que se pueden plantear pueden ser

problemas mas cercanos al alumno y mas cercanos a la realidad, sin que sea necesario plantear
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los tipicos problemas de resultado exacto y casi inventado, favoreciendo asi un acercamiento del
algebra lineal al alumno y a la vida real, por su aplicabilidad y utilidad.

Pero ademas debemos tener en cuenta las relaciones de comunicacion que suscita una
metodologia basada en resolucion de problemas y mas en concreto cuando los calculos no son el
elemento central. El debate entre los alumnos para buscar las soluciones o los modos de resolver
asi como las diferentes maneras por las que se puede llegar al resultado pueden provocar
situaciones de enriquecimiento mutuo entre los alumnos y como no entre alumnos y profesor.
Esta disparidad de métodos que puede surgir permitird que los estudiantes relacionen los
conceptos previos, e incrementen su comprension de los aspectos matemadticos que rodean el

problema.

I1.2.2. Los sistemas de calculo algebraico y el aprendizaje

colaborativo.

De las tres perspectivas psicologicas mas generales sobre el aprendizaje y la cognicion:
teoria computacional de la cognicion, el constructivismo y la teoria sociocultural, segtin [Crook,
1999] la tercera perspectiva, la sociocultural, es la mas adecuada para tratar algunos de los
problemas relacionados con la implementacion del aprendizaje por ordenador, sobre todo los
relacionados con la vision educativa relacionada con el contexto social de la actividad
educativa. Segun la teoria sociocultural de la cognicion, el aprendizaje es una experiencia
fundamentalmente social que estimula la evaluacion de todos los recursos educativos nuevos en
relacion con sus posibilidades de enriquecer los contextos interpersonales del aprendizaje. Esta
“teoria cultural” aplicada a la cognicion, suele referirse a un cuerpo de ideas inspirado por el
movimiento socio histérico soviético de los afios treinta (VYGOTSKY, LURIA Y
LEONTIEV). La perspectiva cultural de esta psicologia, se distingue claramente de otras
visiones psicologicas de fundamentacidn bioldgica, por su orientacion clara hacia las practicas y
artificios que constituyen la cultura. Si para los bidlogos la “cultura” es el medio en el que se
sustenta el material viviente, para los psicologos culturales la “cultura” constituye el MEDIO
para la actividad humana. La importancia de la cultura en la cognicidon y aprendizaje humanos
se basa en la interaccidon necesaria entre el pensador y su medio, es decir, su contacto con una
cultura de recursos materiales y sociales que apoya en todas partes su actividad cognitiva. Asi
pues, los atributos cognitivos de un individuo son fundamentalmente el resultado de su
compromiso con la cultura, “el objetivo basico del enfoque sociocultural de la mente consiste en
crear una descripcion de los procesos mentales que reconozca la relacion esencial entre estos

procesos y sus marcos culturales, historicos e institucionales” [Wertsch, 1991].
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Con esta vision se observa la importancia de los elementos mediadores en los procesos
de cognicion y aprendizaje. Efectivamente, una realizacion caracteristica de los humanos
consiste en haber desarrollado herramientas configuradas de forma material y simbolica,
herramientas que VYGOTSKY distinguia en herramientas técnicas y herramientas psicologicas
(notaciones, diagramas, sefiales verbales,...). La mediacion que llevan a cabo estas clases de
herramientas define los problemas que se engloban en el campo de la psicologia cognitiva.
Entre los elementos mediadores que se han estudiado en este campo de la psicologia podemos
sefialar el interés que en su dia mostr6 VYGOTSKY por la capacidad humana de inventar
sistemas simbolicos completos, como en las Matematicas. La importancia de la adopcién de
sistemas simbolicos nos sitiia en una posicion de constante interpretacion del mundo, en vez de
situacidon de respuesta. Estos nos hacen experimentar el mundo de maneras determinadas
leyéndolo de un modo que refleje nuestra propia historia, caracteristica fundamental del
contacto con esos sistemas de mediacidon. Sin embargo a pesar de estas ideas que orientan el uso
de los ordenadores utilizando la visidon sociocultural del aprendizaje, consideramos que las
colaboraciones que proporcionan el contacto de los alumnos con el ordenador no son el
elemento central del aprendizaje, sino que son uno de los multiples factores que proporcionan al
alumno un aprendizaje adecuado cuando se enfrenta a un conjunto de conceptos. Por ello,
situamos nuestra estrategia en el contexto de la teoria constructivista del aprendizaje apoyada
por las colaboraciones que brinda este medio computacional. Podemos decir que se trataria de
una vision que toma como fundamento la construccion del conocimiento por el propio individuo
pero apoyando esta construccion por medio de las multiples colaboraciones que recibe del
entorno social, muy en especial del entorno y contexto ofrecido por el ordenador y los

programas de célculo simbolico.

I1.2.3. La adquisicion de aprendizajes significativos con ayuda de

DERIVE.

El aprendizaje es un tema que ha suscitado numerosas investigaciones y posturas. Asi
por ejemplo para Vygotski el aprendizaje es una condicion necesaria para que se produzca el
desarrollo que necesita el individuo a partir de la relacion con los otros. Esta relacion social es la
que segun Vygotski posibilita al individuo situaciones del individuo, diferenciando dos tipos de
aprendizaje un aprendizaje por si mismo y un aprendizaje que se puede desarrollar en un marco
social adecuado denominado desarrollo potencial. Asi pues el aprendizaje de un individuo para

Vygotski, no depende solo de su nivel evolutivo como afirmaba Piaget, sino que también de lo
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que puede hacer con la ayuda de otros, porque las interacciones entre iguales y entre alumno y
profesor son muy importantes en el proceso social del aprendizaje. Un término muy importante
en la teoria del aprendizaje segiin Vygotski es la denominada ZONA DE DESARROLLO
POTENCIAL (zona de desarrollo proximo ZDP), que indica la distancia que hay entre el nivel
actual de desarrollo del individuo (determinado por la capacidad de resolver independiente un
problema) y el nivel de desarrollo potencial (determinado a través de la resolucion de un
problema bajo la guia de un experto o en colaboracion con otro compafiero mas capaz). La
importancia de la colaboracion en el aprendizaje es un tema que hemos considerado en el
apartado anterior, que junto a la introduccion del ordenador en el aula puede crear contextos
colaborativos muy positivos para la consecucion de aprendizajes, en la linea marcada por
Vygotski. Pero existe otro tipo de aprendizaje que es el que nos ocupa en este apartado que fue
introducido basicamente por Ausubel. Segiin este investigador el aprendizaje puede ser
aprendizaje receptivo y aprendizaje por descubrimiento. El aprendizaje receptivo estd
caracterizado porque el alumno recibe el contenido que luego ha de interiorizar de forma que
posteriormente sea recuperable, por el contrario el aprendizaje por descubrimiento fuerza al
alumno a descubrir el material por si mismo antes de incorporarlo a su estructura cognitiva. En
estos dos tipos de aprendizaje podemos encontrar dos estilos de aprendizaje, un aprendizaje
mecanicista o un aprendizaje significativo. Decimos que un aprendizaje es mecanico cuando la
tarea de aprendizaje consta de asociaciones puramente arbitrarias, por el contrario diremos que
el aprendizaje es significativo cuando las tareas estan relacionadas entre si y el sujeto aprende a
partir de estas relaciones. Segiin Ausubel el aprendizaje significativo constituye un proceso
mediante el cual se asimila un nuevo conocimiento relacionandolo con algin aspecto relevante
ya existente en la estructura cognitiva del sujeto, de esta forma, si se intenta que el sujeto
adquiera conceptos que no es capaz de relacionar con sus contenidos previos, es decir con el
conocimiento que estd dentro de su estructura cognitiva, entonces sélo podra aprender dichos
conceptos de forma memoristica. Aunque los dos tipos de aprendizajes receptivo y por
descubrimiento, pueden ser significativos, sin embargo el aprendizaje receptivo tiene una
tendencia mayor para convertirse en memoristico y no significativo ya que en este tipo de
aprendizaje se presenta al alumno el contenido total a aprender como un producto
completamente elaborado y terminado, y su inica mision es incorporar el material de modo que
luego pueda reproducirlo, situacién que en la mayoria de los casos se realiza de forma
memoristica. Por eso parece globalmente aceptado que el aprendizaje por descubrimiento es un
estilo que permite al estudiante construir de forma activa su propio conocimiento, realizando
actividades mentales mediante las cuales el alumno incorpore los resultados a su estructura
cognitiva, con la direccion del profesorado. Sin embargo, un aprendizaje por descubrimiento
con una estrategia didactica poco elaborada puede generar aprendizajes memoristicos. Para que

el aprendizaje sea verdaderamente significativo la disposicion de los contenidos debe ser
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gradual, y debe tener unas actividades que realmente susciten el interés y la motivacion del
alumno [Nortes, 1993].

Si deseamos que los alumnos adquieran un aprendizaje significativo en el contexto de
las Matematicas, y muy en especial en el Algebra Lineal, debemos de tener muy en cuenta la
estructura de la materia que estamos tratando, y los conocimientos previos del alumno, de tal
forma que no se debe forzar a un alumno a asimilar nuevos conceptos, si éstos no estan
relacionados con el conocimiento que estd dentro de su propia estructura cognitiva. En este
sentido, la UNESCO (1973) recomendaba en la ensefianza de las matematicas varios aspectos
que merece la pena destacar:

1) La ensefianza se basa en la investigacion y en el descubrimiento,

recomendandose el aprendizaje de las matematicas bajo el lema “aprender

haciendo”
2) Trabajar en equipo con grupos pequefios
3) Iniciacion al aprendizaje mediante varios tipos de situaciones problematicas:

familiares, artificiales, abstraccion progresiva, aplicaciones a otros campos...

Actualmente el aprendizaje de las Matematicas en las aulas suele ser un aprendizaje
receptivo y en consecuencia mayormente de cardcter memoristico, enmarcado en un proceso de
ensefianza que ha “borrado” todo el camino tortuoso de conjeturas, generalizaciones, pruebas,
fallos, comunicacion,.... que ha caracterizado el proceso de creacion del conocimiento
matematico, y de hecho el conocimiento matematico que se obtiene se puede decir que es un
“conocimiento ya hecho y establecido”. Segun [Lampert, 1990] la cultura matematica escolar
viene caracterizada por varios aspectos muy significativos:

- “hacer matematicas” significa seguir las reglas dadas por el profesor

- “conocer matematicas” significa aplicar las reglas correctas cuando el
profesor pregunta y

- “la verdad matematica” es determinada cuando la respuesta es ratificada por
el profesor.

Estos aspectos se podrian extender en primeros cursos de universidad en los que se
observa un conocimiento matematico fundamentalmente memoristico, sin capacidad para
resolver problemas diferentes a los planteados previamente en la escuela y sin relacionar el
conocimiento anterior con el que se va adquiriendo, circunstancia que se incrementa cuando el
alumno comienza a tener problemas de calculo elemental, requisitos previos que en ocasiones se

convierten en barreras infranqueables.
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Si centramos nuestra atencion sobre el aprendizaje del algebra lineal en el contexto de la
utilizacion de sistemas de célculo algebraico podemos observar varias caracteristicas al
respecto:

1* El sistema de calculo algebraico es una herramienta idonea para ejercitar la
experimentacion matematica de nuevas situaciones en las que el alumno podra invertir la mayor
parte de sus esfuerzos en observar, conjeturar, comprobar resultados,... dejando en un terreno
secundario el conjunto de calculos algebraicos.

2% Con los sistemas de calculo algebraico se pueden plantear situaciones problematicas
mas cercanas a la realidad, y por tanto que pueden provocar mayor motivacion al alumnado.

3 La velocidad de célculo de los sistemas de calculo algebraico permiten incorporar
actividades de descubrimiento e investigacion en el aula para introducir nuevos conceptos y
principios, circunstancia que facilita impartir los programas establecidos.

4* Los sistemas de calculo algebraico pueden servir como herramienta compensatoria de
aquellos alumnos con deficiencias en sus procesos de calculo, ya que el CAS ejerce el papel de
“andamio” sobre el cual el alumno puede sustentarse para continuar sus procesos de aprendizaje
en contenidos que utilizan calculos previos no fundamentales para la comprension de los nuevos
conceptos. Es el papel que segiin Kutzler [Kutzler, 1999] incorpora en su “scaffolding method”

(método del andamiaje).

Estas caracteristicas nos sitlian ante las puertas de un uso continuado del descubrimiento
y la investigacion en el aula de algebra lineal, y generan situaciones de ensefianza para que el
alumno de una respuesta personal construyendo conocimientos que aparecen como exigencias
del medio y no del mero deseo del profesor. Este tipo de situaciones de ensefianza provocadas
por el uso de los CAS (con una estrategia didactica adecuada) son proclives a la adquisicion de
aprendizajes significativos, circunstancia por la que consideramos que el uso de este tipo de
sistemas informaticos puede resultar altamente provecho para la ensefianza y aprendizaje del

algebra lineal.

I1.2.4. Internet y DERIVE.

Los cursos interactivos en INTERNET son un hecho que comienza a tomar una especial
importancia en el mundo educativo. En el campo de las Matematicas, existen muchas
experiencias educativas en esta linea. Las posibilidades que brinda INTERNET de realizar
“applets” programados en lenguaje JAVA o JAVASCRIPT, introducen numerosas novedades
en el terreno educativo que brindan enorme interactividad. También existen algunos cursos que

utilizan de forma interactiva sistemas de calculo simboélico, que previamente deben de estar
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instalados en el ordenador de consulta. También es frecuente encontrar los contenidos y
materiales didacticos colgados en las paginas web, sirviendo de esta manera internet como
banco de informacion de las diferentes asignaturas. Aunque este tipo de usos de internet es un
soporte en el que se puede facilitar el aprendizaje de las Matematicas de una manera interactiva,
sin embargo consideramos que deben ser utilizados de forma complementaria a las clases
habituales. Las relaciones de comunicacion entre profesor y alumnos y entre los propios
alumnos, son elementos fundamentales en el proceso de ensefanza y aprendizaje. El profesor es
una figura fundamental en el aprendizaje por descubrimiento, ya que es el encargado de dirigir
estos descubrimientos, de tratar las descompensaciones entre alumnos con una adecuada
atencion a la diversidad tanto de los alumnos avanzados como de los alumnos mas retrasados,
en definitiva es una figura fundamental en el aprendizaje del alumno. Por otro lado la dimensién
social del aprendizaje es un elemento que se desvanece con un contacto exclusivo con el
ordenador, la posibilidad de realizar colaboraciones con iguales es un factor negativo para este
tipo de aprendizaje solitario. Sin embargo INTERNET es un elemento complementario, que
puede facilitar al alumno por un lado adquirir gran cantidad de informacion sobre los contenidos
que esta estudiando. Un elemento de comunicaciéon muy interesante que ofrece internet es el
manejo del correo electronico. Esta utilidad se puede convertir en un nuevo canal de
comunicacion a través del cual canalizar las dudas que el alumno puede obtener en su proceso
de aprendizaje. Nuevamente consideramos que vuelve a ser un medio didactico complementario

a las clases presenciales.

A pesar de que, como ya hemos comentado, existen cursos interactivos de algebra lineal
que integran el manejo de programas de calculo simbdlico, hemos considerado que no era el
elemento central de nuestra investigacion y nuestra investigacion pretende fundamentalmente,
estudiar el comportamiento de una estrategia que incorpora el uso de CAS como herramienta
principal, siendo INTERNET una herramienta auxiliar. Sin embargo, el estudio de una
herramienta interactiva de esas caracteristicas que incorpora a la vez internet con CAS puede

formar parte de la tematica central de investigaciones futuras.
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I1.3. Tareas de enseiianza: la base de una estrategia

didactica.

Toda practica de ensefianza se puede entender como una serie de actividades formales
establecidas por el profesor de una manera ordenada y debidamente secuencializada. De esta
forma podriamos decir que las tareas de ensefianza son un conjunto de actividades y
operaciones estructuradas para favorecer determinados procesos de aprendizaje. Asi pues, el
conjunto de actividades desarrolladas por el profesor en el aula configura un contexto
especifico que propicia un determinado proceso de aprendizaje y no otro; es decir, las tareas de
enseflanza no son mas que esas actividades disenadas por el profesor que configuran una

metodologia especifica [Gimeno, 1988].

Segin este concepto Sanchez-Hipola [Sanchez Hipola, 1995] realiza una
clasificacion de las tareas académicas seglin los procesos de aprendizaje mas predominantes:

a) Tareas de MEMORIA, en las que se espera que los alumnos reconozcan o
reproduzcan una informacion previamente adquirida.

b) Tareas de PROCEDIMIENTO O RUTINA, con las que los alumnos aplican una
formula o algoritmo que les lleva a una determinada respuesta.

¢) Tareas de COMPRENSION, requeridas para que los alumnos reconozcan la
informacion, apliquen conocimientos a situaciones nuevas y extraigan
consecuencias.

d) Tareas de OPINION, bajo las cuales los alumnos muestran sus reacciones
personales y preferencias sobre cierto contenido especifico.

e) Tareas de DESCUBRIMIENTO, resultado de una exploracién y descubrimiento

realizado por el propio alumno.

Como puede observarse, existe un estrecho vinculo entre los CONTENIDOS, los
PROCESOS DE APRENDIZAJE y las TAREAS DE ENSENANZA; por este motivo, la
formulacion de tareas provoca un aprendizaje consecuente para alcanzar unos determinados
objetivos. En consecuencia, el disefio de las tareas de ensefianza proporciona el marco
metodologico en el cual debe centrarse el disefio del profesor. Aunque las tareas son
fundamentalmente mediadoras de los procesos de ensefianza y aprendizaje, también debemos
considerarlas como esquemas practicos para la socializacion de los alumnos y para el control y

gobierno de la clase [Sanchez-Hipola, 1995], porque la forma de realizar las tareas configura
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un ambiente educativo de socializacion. Asi pues las tareas de ensefianza se convierten en el
punto de referencia basico del proceso educativo. La comunicacion entre teoria y practica se
puede observar mediante la relacion entre tareas y sus dimensiones. La importancia de la
eleccion de tareas de ensefianza estimulantes y adecuadas, asi como su secuenciacion y
presentacion es vital para definir, a veces de forma implicita un tipo de estrategia didactica. En
consecuencia, vamos a analizar qué tipo de tareas de ensefianza son las mas adecuadas para
trabajar cada uno de los elementos fundamentales que configuran el marco metodoldégico que

hemos planteado en el apartado anterior.

I1.3.1. Tareas de ensefianza para la resolucion de problemas.

Como acabamos de sefialar en el apartado 11.2.1 uno de los procesos que tiene una
actividad predominante en el aprendizaje por descubrimiento es la resolucion de problemas, en
la relacion que se marca entre los conocimientos que tienen los alumnos y la manera particular
de resolver una situacion problematica. En la resolucion de problemas matematicos segun
[Resnick-Ford, 1990] podemos considerar por un lado las ESTRUCTURAS
MATEMATICAS que poseen los individuos y por otro lado las ESTRATEGIAS que poseen
para acceder a su conocimiento, detectar las relaciones entre los diversos contenidos y elegir
entre aquellas relaciones disponibles. Estos autores consideran tres aspectos basicos en la
ESTRATEGIA DE RESOLUCION:

1) Representacion del problema

2) Interrelacion del entorno de una tarea con el conocimiento de un individuo y

3) El andlisis de problemas y exploraciones de las estructuras del conocimiento para

asociar a una tarea la informacion que inicialmente pudiera no haberse relacionado

con la misma.

La importancia de la resolucién de problemas en la adquisicion del conocimiento
matematico es un tema aceptado mundialmente, asi por ejemplo segun [Balacheff, 1990] “los
problemas a resolver son la fuente real del conocimiento y de la resolucion de problemas es
también el criterio para la adquisicion de problemas” en este mismo sentido [Vergnaud,
1990] considera que los problemas son la esencia de las Matematicas “el significado de las
Matematicas viene esencialmente de los problemas a resolver, no de las definiciones y las
formulas”. Partiendo de esta importancia y de la significaciéon que ofrece la resolucion de
problemas en la construccidon del conocimiento matematico a través del descubrimiento,
debemos senalar que uno de los principales factores que influyen para que la resolucion de

problemas permita a los alumnos adquirir aprendizajes significativos, reside en la eleccion del
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tipo de problemas que se plantean, y en el grado de motivacion que susciten en el alumnado.
Los problemas rutinarios que aparecen normalmente en los libros de texto suelen denominarse
ejercicios, y no se deben considerar como auténticos problemas, aunque su practica es
importante como una manera de promover la aplicacion de los conceptos y teoremas y su
retencion en la memoria. Por lo tanto para introducir la resolucion de problemas hay que tener
muy claro lo que se entiende por situacion problematica. Una situacion problematica “es una
situacion que implica un objetivo o proposito que hay que conseguir, existen obstdaculos para
alcanzar ese proposito, y requiere deliberacion, ya que quien lo afronta no conoce ningun
algoritmo para resolverlo. La situacion es habitualmente cuantitativa o requiere técnicas
matemdticas para su resolucion” [Grupo Cero, 1987], asi pues un buen problema sera aquel
que:
- Representa un DESAFIO a las capacidades deseables en Matematicas.
- No deja BLOQUEADO de entrada a quien lo ha de resolver, es decir, que
esté a la altura de las posibilidades de aquel a quien se le propone
- Tiene INTERES por si mismo, independientemente de su relacién con
otras materias o su utilidad practica
- ESTIMULA a quien lo intenta resolver el deseo de proponerlo a otras
personas

- No es un problema de TRAMPA.

Estas ideas perfilan las caracteristicas basicas que deben tener los problemas que
propongamos cuando utilicemos la resoluciéon de problemas como metodologia para estimular
en parte ese aprendizaje por descubrimiento. De esta forma los alumnos que se enfrenten a los
problemas, observaran que se produce en ellos una serie de estimulos y capacidades muy
beneficiosas en el terreno de la maduracion personal:

. Se desarrolla un deseo por resolver el problema, es decir
aceptar el reto que representa esa resolucion, aunque en
ocasiones no se logre, pero se considera la posibilidad de
resolverlo, se obtiene asi un estimulo a la CREATIVIDAD
del individuo.

. Se estimula el ENTUSIASMO y la PERSEVERANCIA
para no dejar el problema al menor obstaculo perdiendo la
esperanza por resolverle.

. Se obtiene una visién mas global de las Matematicas, con
mayor apertura a las nuevas ideas, con mayor dinamismo,
y por tanto una FLEXIBILIDAD en los criterios para

poder elegir o desechar una u otra estrategia de
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resolucion, eligiendo el camino que considera que
considera puede conducir a la solucion, incluso en algunas
ocasiones utilizando diversas alternativas para resolver un

mismo problema.

Asi pues necesitamos generar tareas que tengan un contenido problematico en el
sentido indicado anteriormente, de tal forma que tenga en cuenta esas caracteristicas basicas
que acabamos de enumerar::

1) REPRESENTA UN DESAFIO

2) NO DEJA BLOQUEADO INICIALMENTE

3) TIENE INTERES EN Si MISMO

4) ESTIMULE A QUIEN LO RESUELVA

5) NO SE TRATA DE UN PROBLEMA TRAMPA

Partiendo de estos condicionantes caracteristicos que deben tener los enunciados de los
problemas, el profesor deberd elaborar una coleccion de problemas para cubrir los distintos
intereses de los alumnos, y luego dejar que por si solos o en grupo, en clase o en casa, intenten
la solucion. En este camino hacia el descubrimiento y a la investigacion en el que se adentra el
alumno al resolver un problema, el papel del profesor ha de ser discreto, pudiendo en ocasiones
orientar y dar pautas para encontrar uno de los caminos, incidiendo en los nuevos
conocimientos que se van obteniendo y como no, intentando generalizar si es posible al
finalizar su resolucion. De esta manera, al terminar el problema podemos decir que el alumno
ha adquirido y practicado destrezas totalmente nuevas, pero enraizadas en las técnicas y
conocimientos previos que posee, es decir, ha adquirido un aprendizaje significativo. El
aprendizaje que proporciona una metodologia de este tipo, se trata de un aprendizaje que se
relaciona directamente con los conocimientos previos del alumno, adquiriendo asi un
conocimiento relacional de la matematica, muy diferente del conocimiento acumulativo que en
ocasiones se ha pretendido transmitir: “cuando se concibe el conocimiento matematico como
mero cumulo de definiciones y teoremas desarraigados de la motivacion real que propicio su
origen, se estd cayendo en el grave peligro de amontonar ideas inertes que engendran en la
mayor parte de los que se inician en la matemdtica, perplejidad, frustracion y sensacion de

esterilidad y huera pedanteria” [Guzman-Rubio, 1990].

Una metodologia basada en le resolucion de problemas tiene ciertas particularidades
especiales [Santalo y otros, 1994]:
1. Exige mas tiempo que los métodos tradicionales, de tal forma que para su

aplicacion generalizada habria que construir programas mas reducidos o bien
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utilizar sistemas de calculo algebraico como DERIVE, de manera que se
facilitase la fase operativa de la resolucion de problemas.

La dedicacion del profesor es mayor, ya que el profesor debe elegir
problemas apropiados para los alumnos, facilitando ademas unos problemas
que atiendan la diversidad de alumnado, de tal forma que se puedan encontrar
problemas de nivel normal y otros de grado mas avanzado para alumnos
aventajados. Ademas el profesor debe actuar como guia en el proceso de
resolucion aceptando posibles caminos de solucidon que surgen por iniciativa
propia del alumnado, diferentes a los que el profesor hubiera previsto,
caminos que son en ocasiones imaginativos € ingeniosos y que pueden
resultar sorprendentes para el profesorado.

El planteamiento del problema debe ser una fase muy importante en la
metodologia, quizas la mas importante, ya que la fase de resolucion en
ocasiones resulta ser meramente operativa, y en el caso de utilizar un CAS se
convierte en un elemento trivial para el alumno.

La resolucion de problemas favorece la aparicion de colaboraciones en el
trabajo de equipo, es mas, el intercambio de ideas y dudas que surge a lo
largo de la resolucion suele ser enriquecedor para el aprendizaje.

Se debe procurar intentar obtener posibles generalizaciones a las
resoluciones de problemas, de tal forma que por analogia o por vinculacion,
el alumno pueda obtener resultados globales.

El profesor no debe caer en el error de intentar ensefiar métodos de
resolucion de problemas ya que cada problema ofrece diferentes
posibilidades, pero si debe insistir en el uso de HERRAMIENTAS
HEURISTICAS. Entre las heuristicas més destacadas podemos citar las
siguientes: la analogia con otros problemas que ya se saben resolver, la
particularizacién partiendo de algin caso particular que ya se sabe resolver,
la descomposicion del problema en subproblemas mas sencillos y la
generalizacidn para extender las conclusiones obtenidas.

El profesor debe saber motivar a los alumnos, debe saber ilusionarlos en la
busqueda de las soluciones. A este respecto merece la pena citar la opinion de
Polya respecto la motivacion: “La mejor motivacion es el interés del
estudiante en su propio trabajo. Pero hay otras motivaciones que no deberian
olvidarse. Recomendaré un pequerio truco practico. Antes de que los
estudiantes hagan el problema déjeles adivinar o conjeturar el resultado o
una parte del resultado. El muchacho que expresa una opinion queda

comprometido, su prestigio y su propia estimacion dependen un poco de lo
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que ocurra, estara impaciente por saber si su conjetura resulta ser buena o
no, de modo que estara activamente interesado en su trabajo y en el trabajo
del resto de la clase”. Sin embargo la motivacion puede generar un estado de
ansiedad en el alumno que puede resultar perjudicial ocasionando una
competitividad excesiva, ademas esta ansiedad puede impedir que el alumno
tenga la serenidad necesaria para replantear caminos erréneos.

El contenido de los problemas debe ser un contenido abierto, de tal forma
que el alumno NO considere que “hacer matematicas” se convierte en una
aplicacion de “recetas” que tiene archivadas en su memoria o que acaba de
aprender en clase; pues de esta manera convertiriamos a los alumnos en
meros autdmatas imperfectos, ya que este tipo de tareas debe ser reservadas al

ordenador que realiza estos procesos mejor y mas rapido.

En estas consideraciones observamos la importancia que pueden tener los CAS y en

particular el programa DERIVE para agilizar y hacer posible una metodologia de estas

caracteristicas. Pero la importancia de la introduccion este tipo de programas en una

metodologia basada en la R.P. adquiere un protagonismo superior si tenemos en cuenta que los

CAS pueden permitir al alumno eliminar o al menor reducir dos obstaculos basicos que suelen

producirse en la R.P.:

a)

El obsticulo de la AUTOMATIZACION: La rutina en la resolucién de
problemas puede producir ciertos estragos en la formacion de los alumnos,
derivados de la rigidez mental que ello conlleva, uno de ellos porque suele
quedar arrastrado a calcular de forma automatica todo aunque no haya nada
que calcular, en otros casos porque la operativa que conlleva la resolucién del
problema le impide obtener una visidon global de la estrategia que sigue. Uno
de los ejemplos tipicos de este bloque se plantea en el problema siguiente “En
un barco hay 20 cabras y 15 vacas ¢cudl es la edad del capitdn?”. En algunos
tests realizados se observo que un 75% de los encuestados respondi6é que 35
afos sin experimentar sobre la contestacién. Otro ejemplo tipico es aquel en
el que se pide al alumno resolver un problema que tiene muchisimos calculos,
de tal forma que una vez realizados le obligan al alumno a tener que retomar
todo el problema porque ha perdido la vision de lo que pretendia resolver.
Los CAS pueden permitir eliminar este obstaculo, pues trivializan numerosos
calculos algebraicos y permiten que el alumno mantenga en todo momento el

rumbo de lo que intentaba buscar. Esta circunstancia hace que el alumno
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piense mas en los procesos que en la operativa, evitando asi realizar

operaciones que no son necesarias.

b) Un segundo obstaculo para la resolucion de problemas esta ocasionado por
las PROPIAS LIMITACIONES DE LA MENTE HUMANA, en concreto por
ciertas limitaciones en el tratamiento de la informacion. Este obstaculo es
debido a tres factores [Peralta, 1995]:

1) El razonamiento humano sélo puede trabajar en un proceso de
manera SECUENCIAL, lo que impide que pueda tratar de resolver
problemas en los que seria necesario un proceso simultaneo, es
decir utilizando diferentes caminos a la vez a no ser que se tratasen
estos caminos de forma individual.

2) Nuestra memoria a corto plazo tiene una CAPACIDAD
RESTRINGIDA lo que dificulta asimismo el abordar de golpe un
problema en el que hay que considerar de golpe numerosos datos y
situaciones.

3) Aunque nuestra memoria a largo plazo tiene una capacidad casi
ilimitada, sin embargo existe una cierta limitacion para relacionar
algiin hecho que tenemos acumulado en la misma con los aspectos
del problema que se esta resolviendo.

Estas deficiencias pueden ser complementadas con las capacidades que
ofrecen los CAS, en especial en lo que se refiere al segundo aspecto
relacionado con el manejo de numerosos datos, ya que al liberar la memoria
a corto plazo de estos datos y de los calculos relacionados con estos datos, se

permite obtener una vision mas general del problema.

Asi pues, podemos concluir afirmando que las tareas de ensefianza para la resolucién
de problemas estimulan un aprendizaje por descubrimiento, que con la ayuda del profesor y el
programa de calculo simbolico DERIVE pueden potenciar la adquisiciéon de aprendizajes
significativos, asi como otras caracteristicas beneficiosas para la maduracion del alumno tales
como: la creatividad, la perseverancia, la autonomia cognitiva y la flexibilidad. En especial, el
uso de DERIVE puede permitir utilizar esta metodologia sin tener que reducir los temarios,
centrar la atencion del alumno en procesos cognitivos de orden superior y no meramente

rutinarios, y adquirir mayor motivacion en el aprendizaje de las Matematicas.
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La estrategia que definimos en la siguiente seccion contiene algunas tareas de
ensefianza basadas en la resolucion de problemas. Estas tareas se presentan en dos momentos

de la estrategia:

a) Para presentar algunos conceptos, mediante tareas que denominaremos “ejemplos
para investigar” en los que el alumno tiene que experimentar sobre ejemplos y
datos concretos para intentar obtener conclusiones a partir de las cuales podamos
obtener una generalizacion que nos permite introducir de forma tedrica una

definicion o bien un resultado tedrico.

b) Para relacionar los diferentes elementos teéricos y resolver problemas de modelos
de la vida real; estos los denominaremos “problemas fin de capitulo”. Estos
problemas tienen tres grados de dificultad, que se adaptan a los niveles de los
estudiantes, procurando que los alumnos no se desanimen al enfrentarse al

problema y al menos sepan resolver algunos de los que se plantean.

I1.3.2. Tareas de ensefianza para el algebra lineal.

La ensefianza del algebra lineal esta sufriendo en los ultimos afios un proceso de
reforma, un ejemplo muy claro podemos observarlo en EE.UU., donde existen actualmente dos
tendencias de reforma de los cursos de algebra lineal [Sierpinska-Dreyfus-Hillel, 1999]:

a) una primera tendencia que pretende ilustrar las ideas abstractas del algebra
lineal por medio de aplicaciones,
b) y una segunda tendencia que utiliza la geometria vectorial como recurso

intuitivo de los conceptos basicos del algebra lineal.

Una didactica para la ensefianza el algebra lineal que evite el obstaculo del formalismo
ha de centrarse en la nocion de objeto matematico. Los objetos matematicos son creados a
través de las actividades de tratamiento y de interpretacion de representaciones entre los
diversos signos. En esta didactica se pretenden fijar las nociones generales de espacios
vectoriales, transformaciones lineales por medio de intuiciones geométricas usando un CAS no
como herramienta para resolver problemas sino como base conceptual. Se pretende que los
alumnos vean los objetos de conocimiento no como realidades principales independientes no
como los contenidos de representaciones mentales del sujeto sino que como los invariantes en

la referencia de varias representaciones, es decir, reconocer un objeto matematico en algebra



136 I1.3. TAREAS DE ENSENANZA: LA BASE DE UNA ESTRATEGIA DIDACTICA

lineal al menos en dos representaciones diferentes [Sierpinska-Dreyfus-Hillel, 1999].
Efectivamente, cuando un sujeto es capaz de identificar un objeto a través de sus diferentes
representaciones mayor es su conocimiento del objeto, asi como la posibilidad de traducir entre
diferentes representaciones el objeto en cuestion. Asi pues, es necesario considerar las
dimensiones que tienen en cuenta diferentes conceptos del mismo objeto, en diferentes
lenguajes matematicas (algebraico, geométrico,...). En el contexto de los CAS, su
multiplicidad de representaciones permiten manejar los objetos de varias formas sin un trabajo
excesivo [Duval, 1998]. Esta vision multiple de los objetos a través de diferentes sistemas de
representacion nos plantea la necesidad de intentar mostrar a los alumnos tareas de ensefianza
en las que se manipulen diferente lenguajes y sistemas de representacion sobre el mismo objeto
que tratamos de introducir. Uno de los lenguajes mas visuales para representar los objetos
forma parte de la geometria. Un método para introducir nociones basicas de algebra por medio

de la geometria, propone un planteamiento didactico a tres niveles [Samper, 1996]:

a) INTRODUCCION DEL CONCEPTO: por manipulacién fisica de objetos
usando conceptos previos sencillos.

b) CONCEPTUALIZACION DEL CONCEPTO; con representaciones graficas
de las situaciones manipuladas

c) SIMBOLIZACION DEL CONCEPTO, con una manipulacion simbélica de

las técnicas y relaciones

En esta misma linea Pérez [Pérez, 1992] afirma que el aprendizaje de la matematica
puede ser incentivada con ideas geométricas, en particular considera muy interesante incluir la
geometria en la ensefianza del algebra lineal y propone algunos ejemplos de como introducir la
Regla de Cramer mediante la geometria vectorial. En [Child-Leinbach, 1996] podemos
encontrar algunas tareas que proponen introducir los conceptos de autovector y autovalor de
manera geométrica a fin de evitar el aprendizaje que suele ser frecuente por parte de los
alumnos de estos conceptos: un aprendizaje memoristico. Asi pues, el uso de la geometria para
introducir los conceptos de dlgebra lineal es una posible estrategia que puede formar parte del

repertorio de tareas de ensefanza.

Por otro lado si consideramos los enfoques en los que se suelen presentar los
contenidos de algebra lineal podemos observar dos tendencias nuevamente, por un lado una
tendencia que inicia los cursos introduciendo los sistemas de ecuaciones lineales, los vectores y
las matrices, continuando con los espacios vectoriales, transformaciones lineales y los
conceptos relacionados con la diagonalizacion [Grossman, 1995]. Una segunda opcion parte

de la introducciéon de la estructura de espacio vectorial a partir de los vectores, e ir
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construyendo a partir de ella el estudio de las transformaciones lineales, las matrices como una
representacion de las transformaciones lineales, el determinante, los sistemas y la
diagonalizacion [Barbolla-Sanz, 1998]. Dedicar el primer capitulo a sistemas lineales
presenta la ventaja de acercar al alumno en la génesis de conceptos abstractos que debe conocer
posteriormente, dandole la oportunidad de participar en cierta manera en su elaboracion,
ademas este planteamiento puede resultar mas gratificante y atractivo para el alumno pues le
resulta mas facil operar y calcular que abstraer y comprender. Sin embargo si se desea
estructurar un curso basico de algebra lineal quizas sea mas conveniente iniciar el estudio del
algebra lineal por los espacios vectoriales pues, como Hankel ya habia previsto, los numeros
reales, es decir, la recta real, deben considerarse como una “estructura intelectual” y no como
magnitudes intuitivamente heredadas de la geometria euclidea. Por otro lado, si tenemos en
cuenta que vamos a utilizar un CAS en el desarrollo de las tareas del algebra lineal, el calculo
relacionado con la resolucion de sistemas y en general todos los calculos rutinarios dejan de ser
importantes adquiriendo una mayor importancia la comprension de las estructuras conceptuales

que soportan el algebra lineal.

Ante estas dos panoramicas sobre la introduccion de los conceptos de algebra lineal
relacionadas con:
. materias que introducen conceptos: geometria vectorial
versus aplicaciones del algebra lineal

° ordenacion de los contenidos.

Nuestra postura se define en la linea de introducir los conceptos del algebra lineal
utilizando el mayor numero de sistemas de representacion, bien a través de geometria vectorial
o bien de otras materias de las matematicas ordenando los contenidos de forma que se
introduzca la estructura de espacio vectorial a partir de los vectores y sus propiedades y a partir
de ahi ir construyendo todas las herramientas propias de esta disciplina. A partir de esta vision
de la ensefianza del algebra lineal, las tareas que consideramos pueden ser adecuadas para esta
orientacién metodologica, deben potenciar por un lado que el alumno descubra los objetos
matematicos del algebra lineal que se van introduciendo en diferentes sistemas de
representacion: geométrico, analitico, aplicativo; porque de esta forma puede obtener una
visién multidimensional de los objetos y asi comprender el concepto como el invariante de
varios sistemas de representacion. Por esta circunstancia, DERIVE se convierte en una

herramienta muy adecuada pues facilita esa multiplicidad de sistemas de representacion.
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11.3.3. Las tareas de ensenanza de los sistemas de calculo

algebraico y en particular con DERIVE.

Si se pretende introducir un sistema de calculo algebraico como DERIVE en la
ensefianza del algebra lineal, existen algunos calculos rutinarios que pueden realizarse de una
manera automatica tales como las operaciones de matrices, el cdlculo de determinantes, el
célculo de inversas, esto motiva la necesidad de introducir tareas de ensefianza que no se basen
en el aprendizaje de calculos rutinarios, que por otro lado en ciertas etapas pueden ser
importantes, pero que no son esenciales para una comprension de los contenidos basicos del
algebra lineal. Segun [Kutzler, 1999] esta trivializacion de los procesos de calculos, producida
por el uso de un CAS, permite plantear tareas que se centren bien en la experimentacion y en la
resolucion de problemas. Un ejemplo de como usar CAS en el algebra lineal se puede observar
con un problema planteado por Patrick Sullivan [Sullivan, 1996]. El problema esta relacionado
con la electrdnica, en concreto con un circuito de puente de Wheatstone tal como se muestra en

la figura
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la resolucion se estudia con un sistema de 7 ecuaciones con 12 incognitas tal como aparece en
la imagen, en el que las variables son:

V: potencia

i1, Iy, I3, 4, 15, I Intensidad

Ry, Ry, R3, Ry, Rs resistencia
Suponiendo que en el problema nos dan como datos el valor de Ry, R,, R3, Ry, Rs (resistencia)
el sistema se convierte en un sistema lineal, de tal forma que podemos ir modificando valores
de las resistencias para obtener diferentes intensidades o potencias en el circuito. Con este
problema podemos observar como el alumno puede centrarse mas en el modelo que en la
propia resolucion del sistema, de tal forma que se pueden hacer estudios de lo que sucede con

el modelo electronico cuando se producen variaciones de alguna de las variables.
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Esta forma de utilizar los CAS en el algebra lineal, obliga a proponer tareas de
ensefianza aprendizaje muy diferentes a las que se venian planteando anteriormente. Por un
lado debemos considerar tareas con las que el alumno se familiarice con el uso del programa,
de tal forma que sea capaz de utilizar de forma fluida tanto el programa como el sistema de
notacion que emplea. Estas tareas, aunque no tienen un interés especial para el algebra lineal
sin embargo sirven para que el alumno sepa utilizar los comandos del programa para resolver
problemas mecanicos del algebra lineal. Un segundo tipo de tareas serian las que utilizan el
CAS para experimentar o bien para descubrir el significado de los conceptos que se introducen
o bien para intentar obtener relaciones entre los contenidos del algebra lineal. Por tltimo
tendriamos tareas que facilitasen la resolucién de situaciones problematicas en las que el
alumno tiene que relacionar muchos conceptos. Siguiendo un esquema similar al que acabamos
de describir, V. Chumillas propone tres tipos de actividades o tareas a realizar con DERIVE

para el algebra lineal [Chumillas, 1992]:

TAREAS TIPO A.

En estas tareas el alumno debera resolver problemas sencillos y directos combinando
algunas de las operaciones que hace DERIVE con los conceptos, hechos y principios que se
van introduciendo. Este tipo de tareas sirve para que el alumno tome contacto con el ordenador
y sepa qué tipo de problemas puede resolver DERIVE, por ejemplo:

- resolver un sistema de ecuaciones lineales que depende de un parametro y
hacer su discusion e interpretar las soluciones

- estudiar la independencia lineal de un sistema de vectores, estudiar el rango
de la matriz cuyas filas estan formadas por dichos vectores, la solucién del
sistema de ecuaciones homogéneo.

- calcular el rango de una matriz directamente.

TAREAS TIPO B.

Son actividades que empiezan a tener mayor interés didactico ya que en este tipo de
tareas el alumno debe resolver un problema combinando varias de las operaciones que realiza
DERIVE con algunos conocimientos teoricos:

- estudiar si una matriz es diagonalizable.
- realizar demostraciones constructivas a partir de un ejemplo
- extraer una base de un sistema de generadores

- ampliar una base
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TAREAS TIPO C
Son actividades en las que el alumno se debe “sumergir” en la teoria estudiada, se pone
en disposicion de manejar objetos matematicos y debe tratar de llegar a trabajar con las

matematicas de manera experimental.

El uso de CAS es una caracteristica que suele estar presente cada vez con mayor
frecuencia en los libros de texto, a modo de ejemplo podemos observar como en [Grossman,
1995] se introducen todos los conceptos teoricos de algebra lineal por medio del uso de
calculadores graficas como la TI-85 y la Casio fx-7700 GB, y también un estudio detallado con

MATLAB: De hecho incorpora mas de 230 problemas opcionales para MATLAB.
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I1.4. Nuestra estrategia didactica.

En el apartado anterior hemos indicado cuales son los principios metodologicos en los

que se basa nuestra estrategia didactica:

A)
B)

0

D)
E)

LA INTRODUCCION DEL PROGRAMA DE CALCULO SIMBOLICO DERIVE.
EL USO DE UNA METODOLOGIA EXPERIMENTAL BASADA EN LA
ADQUISICION DE APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS.

EL USO DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO NUCLEO DE
PROFUNDIZACION DE LOS CONCEPTOS MATEMATICOS.

POTENCIACION DEL APRENDIZAJE COLABORATIVO

USO DE INTERNET: PAGINA WEB Y CORREO ELECTRONICO

Estos principios determinan las lineas generales a partir de las cuales elaboraremos

nuestra estrategia didactica. Se tratara de una estrategia didactica que permita agrupar la

virtudes de dichos principios y muy en especial la incorporacién del programa de calculo

simbolico DERIVE en el aula. La importancia que adquiere el uso del programa de calculo

simbolico DERIVE en nuestra estrategia didactica, le convierte en el principal instrumento de

mediacion cognitiva de nuestra estrategia, pero este papel preponderante que adquiere el

programa necesita complementarse con los otro cuatro principios metodologicos restantes para

perfilar un estilo de ensenanza-aprendizaje particular. Habitualmente se han venido utilizando

diversos métodos para introducir DERIVE en el aula de Matematicas y en especial del algebra

lineal, entre los que podemos destacar:

1)

Una primera forma o método de introduccion del CAS en el aula, consiste en la
utilizaciéon del  programa como una HERRAMIENTA AUXILIAR en los
denominados LABORATORIOS DE ALGEBRA LINEAL. Este tipo de
laboratorios se convierten en un anexo de las clases tedricas en las que se mantiene
una ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal sin DERIVE. El Laboratorio de
practicas pretende ofrecer las ventajas del uso de los sistemas de calculo simbolico
con practicas especialmente disefiadas para ilustrar los conceptos y principios
impartidos en las clases habituales. Este tipo de uso de los CAS ha sido muy
utilizada en numerosas universidades entre las que podemos citar: Universidad
Politécnica de Madrid [Villén, 1991], [Mifano, 1991], [Garcia y otros, 1994],

Universidad Politécnica de Valencia [Llorens, 1993], Universidad de Brick
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(Alemania) [Auer-Muller, 1990], University of Plymouth [Watkins, 1992],... En
este tipo de integracion, las tareas de ensefianza-aprendizaje de algebra lineal que se
suelen disenar difieren enormemente de las planteadas en las clases tedricas ya que
son tareas de caracter practico que ilustran los contenidos tedricos de las clases

habituales.

2) Una segunda alternativa consiste en integrar completamente el programa DERIVE
dentro de las tareas de ensefianza-aprendizaje, de tal forma que los conceptos,
principios y relaciones de algebra lineal se van introduciendo de forma simultanea
con el programa DERIVE. Esta forma de integrar los programas de calculo
algebraico obliga a construir actividades renovadas en las que el ordenador se
convierte en el medio didactico principal de todo el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Este hecho no obstaculiza que exista algun tipo de interaccion distinta
utilizando el sistema clasico de exposicion de los contenidos basicos. Este estilo ha
sido desarrollado con diferentes sistemas de célculo algebraico y en diferentes areas
de Matematicas en numerosos centros educativos de todo el mundo: Vanderbilt
University [Brown-Porta-Uhl, 1990], University of Pittsburg [Beatrous-96],
Franciscan University of Steubenville (EE.UU.) [Salter-Gilligan, 1991],
University of Plymouth,...

3) Una tercera alternativa consistiria en desarrollar un nuevo curriculum del algebra
lineal utilizando sistemas de coémputo algebraico como DERIVE, basados en la
resolucion de problemas [Hogdson, 1997] . Esta introduccion obligaria a modificar
el curriculum actual. Los objetivos de esta alternativa consistirian en:

- centrar la atencioén en la modelizacion matematica de problemas del mundo
real

- elevar las habilidades de resolucion de problemas de los estudiantes por
medio de instrucciones heuristicas y estrategias diversas

- mejorar el entendimiento conceptual por medio de aproximaciones graficas y
analiticas de los conceptos y de los problemas

- utilizar la tecnologia como una parte integral de la implementacion de los

objetivos anteriores

Nosotros utilizaremos el segundo estilo de integracion de DERIVE en nuestras tareas de
ensefianza-aprendizaje. Pero como hemos manifestado anteriormente, introducir los sistemas de
calculo simbdlico requiere una reflexion previa sobre las tareas que deseamos realizar puesto

que han de basarse en los principios metodologicos que hemos expuesto, para asi tener una
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vision clara de aquellas tareas que puedan ser realizadas con el programa de célculo simbolico.
Tal como hemos comentado en el apartado I1.2 Murakami y Hata [Murakami-Hata, 1997]
afirman que para entender un tépico matematico (contenidos esenciales) es necesario invertir un
primer esfuerzo en resolver los ejercicios a mano, aunque pueden existir calculos y topicos que
son auxiliares (contenidos no esenciales) que pueden ser realizados con CAS. Esta circunstancia
nos plantea la necesidad de efectuar una clasificacion previa de los contenidos matematicos que
vamos manipular a lo largo del desarrollo de una cierta unidad didactica en CONTENIDOS
ESENCIALES y CONTENIDOS NO ESENCIALES. Recordemos que los contenidos
esenciales, son aquellos contenidos que no deben ejecutarse por medio del ordenador en el
momento de ser introducidos ya que son esenciales e irremplazables por el calculo automatico
de rutinas del ordenador. Por otro lado los contenidos no esenciales, son aquellos que son
necesarios como herramienta para la comprension de otros contenidos y que por tanto pueden
ser reemplazados por el ordenador. Teniendo en cuenta esta clasificacion previa de los
contenidos que se van a ir introduciendo y considerando los principios metodologicos expuestos

anteriormente, proponemos cuatro tipos de TAREAS :

1) ACTIVIDADES DE INTRODUCCION TEORICO-PRACTICAS.

Si nuestro objetivo es introducir principios y conceptos fundamentales de un cierto
contenido "A" que consideramos esencial, podemos utilizar DERIVE para intentar explorar
mediante ejemplos los elementos fundamentales de ese contenido, siempre y cuando los
calculos que realicemos con el programa sean totalmente auxiliares para comprender el
contenido “A”. De esta forma el alumno utilizard4 DERIVE s6lo como herramienta de
experimentacion, no como herramienta resolutiva. A este tipo de investigaciones que
desarrollaran los alumnos con el uso del programa de calculo simboélico, afiadimos algunos
elementos adicionales como son:

1) la presentacion con TRASPARENCIAS de los resimenes y
conclusiones a los que pretendiamos llegar con estas actividades de
introduccion y

2) proporcionar a los alumnos una PAGINA WEB a la que pueden
acceder para revisar los desarrollos tedrico-practicos presentados en
clase, material que proporciona la alumno la libertad de no tener que
estar “tomando apuntes” y centrar su atencion en las investigaciones
que realiza y las explicaciones del profesor. Ademas el alumno puede
acceder en cualquier momento a los contenidos tedricos que se han

ido exponiendo.
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Sin embargo pueden existir ciertos topicos y conceptos "B" que no son esenciales para
"A" con los que podriamos utilizar DERIVE como herramienta resolutiva. De esta forma
introduciremos la manipulacion mediante DERIVE de los conceptos no esenciales "B" para

facilitar la comprension del contenido "A".

Siguiendo esta metodologia se introduciran los conceptos y resultados fundamentales
mediante la exploracion e investigacion de los alumnos. Asi, el programa de calculo simbélico
se convierte en una herramienta didactica de uso directo en la exposicidn tedrica, de tal forma
que el alumno materializa los conceptos y estructuras algebraicas por medio del programa. Junto
a estas actividades se irdn incluyendo breves resefias teoricas acerca del uso del programa. En
algunos casos, se pueden introducir reglas o principios que se pueden comprobar
experimentalmente con el uso del propio programa. En estas ocasiones, la regla o principio "A"
considerado esencial, se puede manipular con el ordenador, ya que el objetivo de la actividad
consistira en tratar de forma experimental el resultado. Estas actividades permiten conseguir dos
objetivos:

a) El reconocimiento de las estructuras y relaciones basicas del algebra
lineal a nivel abstracto,

b) y el aprendizaje de dichos conceptos y estructuras con DERIVE.

Ademas de estas actividades pretendemos que, los alumnos descubran el valor de la
experimentacion matematica. Estas tareas de introduccion parten de ciertos conocimientos
previos que se supone poseen los alumnos que comienzan estos estudios, o bien de los
conocimientos previos expuestos en temas anteriores a los cuales el alumno puede acceder en
cualquier momento a través de la pagina web. A partir de estas premisas, con la ayuda de
DERIVE para realizar calculos rutinarios y con las introducciones que el profesor ird
exponiendo para guiar las exploraciones e investigaciones que se proponen, los alumnos seran
capaces de obtener aprendizajes que le permitiran obtener una comprension significativa de los
contenidos del algebra lineal. Por otro lado, la posibilidad de trabajar en grupo, en particular con
los compafieros de su entorno y muy en especial con el compafero de pupitre, se facilitaran un
conjunto de colaboraciones, que actuardn como elementos mediadores del aprendizaje,
potenciando la adquisicién de aprendizajes colaborativos. La manipulacion de DERIVE centra
la atencion del alumno, pero esta actividad puede ser apoyada de forma interactiva por las
paginas web que contienen los desarrollos tedricos desarrollados en clases anteriores que
pueden ser de gran utilidad para la realizacion efectiva de las investigaciones y exploraciones

que se van proponiendo.
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2) EJERCICIOS DE MANIPULACION

Con estos ejercicios se propone al alumno la resolucion, con la ayuda del programa de
calculo simbolico, de ejercicios de simple manipulacion y relacion de conceptos. Estas tareas
sirven para adquirir soltura en la manipulacion del programa DERIVE sobre los contenidos NO
ESENCIALES que se estan manejando. Ademads, estas tareas permiten consolidar los procesos
rutinarios y estrategias especificas del algebra lineal. Con estos ejercicios de asentamiento los
alumnos iran adquiriendo las destrezas basicas que les permitirdn enfrentarse mas adelante con
problemas de algebra lineal. Estos ejercicios se plantearan en dos momentos diferenciados a lo
largo del proceso de ensefianza-aprendizaje:

a) primero se plantearan los ejercicios de manipulacion de clase, que se
propondran inmediatamente después de que los alumnos hayan explorado
ciertas propiedades, contenidos o principios. y que serviran para que
consoliden esos contenidos que el propio alumno ha investigado y explorado
en las actividades de introduccion.

b) en segundo lugar, al finalizar cada uno de los apartados de los que consta
cada capitulo del curso, los alumnos tendran la posibilidad de reforzar las

técnicas y procesos basicos que se han realizado en clase.

Este conjunto de ejercicios de manipulacion se proponen como actividades de refuerzo
que los alumnos realizaran de forma individual o en grupo fuera de los horarios de clase. Con el
fin de facilitarles el trabajo en grupo se disponen de varias horas semanales reservadas para este
grupo de alumnos en las aulas de informatica (el mismo aula en el que se imparten las clases).
Estos ejercicios de manipulacion no tendran que entregarse de forma obligatoria, seran un
trabajo voluntario en el que los alumnos se enfrentaran solos o con el grupo habitual de trabajo,
al programa, con el fin de adquirir soltura no solo en las técnicas basicas del algebra lineal sino
en el manejo del propio programa. Debemos senalar la importancia del material auxiliar que los
alumnos tienen disponibles en la pagina web disefiada a tal efecto. También es importante
sefalar que los alumnos pueden usar el correo electronico para preguntar aquellas dudas que
puedan surgirles en estos ejercicios sencillos de manipulacion. La realizacion en grupo de este
tipo de ejercicios, proporciona un “aprendizaje entre iguales” que se puede convertir en un
elemento de elevado interés, dado su caracter abierto, facilitando el trabajo cooperativo de los

ejercicios de manipulacion que se van planteando.

3) RESOLUCION DE PROBLEMAS.
Este tipo de actividades esta formado por una coleccion de problemas que contienen

situaciones cercanas a la realidad, o bien situaciones problematicas con datos complejos y
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dificilmente manipulables con las técnicas habituales de lapiz y papel. Se pretende que los
alumnos intenten utilizar diversas estrategias de resolucion. Estos problemas tendran diversos
niveles de complejidad adaptados a los diferentes niveles de aprendizaje de los alumnos. De esta
forma, los conceptos algebraicos se convierten en entidades que facilitan la resolucion de
problemas reales, permitiendo profundizar al alumno en las estructuras y relaciones expuestas.
En este tipo de actividades, el uso de DERIVE esta permitido no sélo para los contenidos no
esenciales para "A" sino que también, es posible usarlo sobre sus partes esenciales, ya que los
célculos generados por los problemas de algebra lineal pueden enturbiar el proceso de
resolucion. Para utilizar diversas estrategias de resolucion se plantearan algunos ejemplos de
resolucion de problemas mediante DERIVE, incluyendo en los ejemplos, los limites y errores

que puede provocarnos el programa.

Los problemas propuestos, seran accesibles desde las paginas web y deberan ser
resueltos y entregados en una hoja de trabajo de DERIVE, incluyendo en el fichero, los
comentarios que permitan comprender los pasos realizados para la resolucidn. Estos ficheros se

enviaran por correo electronico.

La resolucion de problemas se convierte con este tipo de actividades, en el centro de
atencion del alumno. Los problemas propuestos deben promover la capacidad creativa de los
alumnos, situacion que se vera favorecida por el uso del programa DERIVE, porque los calculos
y procesos algebraicos intermedios dejan de ser una dificultad anadida para el alumno,
liberando la atencion del alumno de los calculos rutinarios pudiéndose embarcar asi, en la
busqueda de soluciones por medio de la exploracion. DERIVE ademas de facilitar este tipo de
actividad, permite generar las denominadas “hojas de trabajo” o “ficheros de trabajo” con lo que
el alumno puede ir comentando sus intentos y busquedas de solucién, de tal forma que todos sus
procesos y planteamientos intermedios puedan ser revisados posteriormente por el profesor.
Esto permitira observar las lagunas y destrezas que tienen cada uno de los alumnos.

Como se ha comentado anteriormente, para acceder a los enunciados de los problemas,
el alumno podra visitar la pagina web que contiene un enlace de problemas propuestos en cada
capitulo. Una vez entregados todos los problemas, los alumnos podran disponer de una de las

posibles soluciones en las paginas web.

Nuevamente, se deja abierta la posibilidad de trabajar de forma cooperativa estos
problemas, habilitando a tal efecto, ciertas horas en el aula de informatica para este grupo

experimental.
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4) CUESTIONES TEORICAS

La necesidad de obtener un grado de abstraccion suficiente en los contenidos y
principios algebraicos introducidos, asi como la necesidad de evitar una excesiva dependencia
del ordenador, requiere plantear cuestiones tedricas en las que el uso del programa DERIVE no
es fundamental para su resolucion. Son cuestiones con calculos rutinarios minimos que permiten
al estudiante mostrar el grado de conocimiento e interrelacion conceptual que ha conseguido en

su fase de aprendizaje. Se les propondran dos tipos de cuestiones teoricas:

a) cuestiones teoricas de resolucion individual. Seran aquellas cuestiones a las cuales
el alumno puede acceder en las paginas web disefiadas para este cometido, en la
propia pagina web podran obtener la solucion a las cuestiones, mediante enlaces

adecuados.

b) Cuestiones tedricas de resolucion en clase. Se propondran cuestiones tedricas que el
alumno debera resolver en el espacio de clase. De esta forma conseguiremos dos
objetivos: por un lado forzar al alumno a realizar un estudio progresivo de la
materia y por otro a comprobar el grado de comprension de la materia. Obteniendo

asi una pequefia evaluacion tedrica de la asimilacion de los conceptos.

Como se trata de cuestiones teoricas, el uso de DERIVE no resulta fundamental como
ya hemos comentado; sin embargo, no se les prohibe el uso del programa, aunque si se les
solicita que entreguen un archivo de trabajo en el que estén contenidos los calculos y
manipulaciones simbdlicas que han tenido que realizar con DERIVE para contestar a cada una

de las cuestiones tedricas.

Estas cuestiones teoricas son de tipo TEST con varias respuestas validas. El grado de
abstraccion de las cuestiones pueden forzar al alumno a utilizar DERIVE como herramienta
experimental con la que comprueban las conclusiones a las que el alumno llega. También puede
facilitarles el trabajo como mero comprobador de resultados. Plantear cuestiones tedricas de tipo
TEST, tiene sentido si lo que se desea es profundizar en los razonamiento tedricos mas que en la
operativa que da lugar a dichos razonamientos, ya que las diferentes respuestas contienen
ademas del Verdadero o Falso de cierta afirmacion inicial, el razonamiento de la respuesta. De
esta forma el alumno tiene que detectar no solo la verdad o falsedad del planteamiento inicial
sino que ademas el razonamiento correcto asociado a su afirmacion, circunstancia que obliga a

poseer un conocimiento amplio de la materia interrelacionando unos contenidos con otros.
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Las cuestiones tedricas son de RESOLUCION INDIVIDUAL vy se plantearan en dos
momentos a lo largo del proceso de ensefianza-aprendizaje. En un primer momento, al finalizar
cada capitulo el alumno podra enfrentarse con cuestiones de este tipo contenidos en la pagina
web. En dicha pégina, el alumno tiene una coleccion de cuestiones teoricas a las que se puede
enfrentar, pudiendo contrastar de forma automatica la soluciéon de las mismas que también se
encuentra disponible en dicha pagina de manera interactiva. Esta interactividad de trabajo se
convierte en un instrumento muy util para que el alumno medite y reflexione sobre sus propios
procesos de pensamiento. En un segundo momento, el alumno debera enfrentarse en el aula a
las cuestiones propuestas de fin de capitulo, nuevamente de forma individual, y ahora sin
obtener la respuesta de forma interactiva sino que después de la revision por parte del profesor

del cuestionario realizado.

Acabamos de concretar las actividades basicas que perfilan los elementos
fundamentales de nuestra estrategia didactica. Como ha podido observarse el uso de DERIVE se

convierte asi en el eje central de todo el desarrollo metodologico.

Para completar la definicion de esta estrategia didéctica, una vez perfilados los
principios metodologicos y el tipo de tareas de ensefianza que la concretan, en el siguiente
apartado vamos a describir con todo detalle el planteamiento y la programacion didactica del

curso.
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I1.5. Planteamiento Didactico del curso:

“Matematicas Il con DERIVE”

I1.5.1. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL CURSO

ANTECEDENTES

En el apartado anterior hemos definido la estrategia didactica que centra el estudio de la
presente tesis. En dicha estrategia hemos podido observar la importancia que adquiere el sistema
de calculo algebraico DERIVE, que se convierte en el eje central de nuestra metodologia. En
este apartado vamos a disefiar las diferentes tareas que concretan la metodologia de la estrategia
didactica que hemos planteado en el apartado anterior, sobre un curso basico de Algebra Lineal.
Este curso se enmarca en la asignatura “Matematicas II”, asignatura troncal impartida en el
primer curso de la Licenciatura de Administracion y Direccion de Empresas en la Universidad

Autdénoma de Madrid.

El desarrollo didactico del curso se dividira en tres grandes bloques tematicos

fundamentales:

IL. CURSO INTRODUCTORIO DE DERIVE
Antes de comenzar a exponer los contenidos propios de la asignatura "Matematicas 11"

cuyos aspectos centrales estan basados en el algebra lineal, es necesario dedicar un par de
sesiones (en total 4 horas) a introducir a los alumnos en el programa. Este curso se centrard en
las herramientas basicas necesarias para trabajar con DERIVE.

- filosofia del uso de los comandos

- manejo de ventanas graficas y ventana de algebra

- operaciones algebraicas basicas.

CURSO INTRODUCTORIO DE INTERNET: NAVEGACION Y CORREQO
ELECTRONICO

Aunque uno de los requisitos solicitados a los alumnos para acceder a este grupo

experimental ha sido el manejo a nivel de usuario de Windows 95 o superior, del navegador
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Netscape 4.5 o superior y del correo electronico, sin embargo, es conveniente dedicar al menos
una sesion (dos horas) para repasar los elementos fundamentales necesarios para manejar estas
dos herramientas didacticas: el manejo de la pagina web del curso y del correo electronico para

enviar problemas resueltos y consultar dudas.

CURSO "MATEMATICAS II CON DERIVE"

El objetivo central del curso consiste en dotar al alumno de las herramientas fundamentales
que le permitan manejar e interpretar los principales elementos del algebra lineal de cara a
analizar y resolver modelos econémicos lineales y a la resolucion de problemas relacionados
con la programacion lineal.

Los contenidos de este curso de ALGEBRA LINEAL son los siguientes:

1. Espacios vectoriales.

Aplicaciones lineales y Matrices.

Traza y Determinante.

Sistemas de Ecuaciones Lineales.
Autovalores y autovectores. Diagonalizacion.

Formas cuadraticas.

N kWb

Programacion lineal.

Para incorporar el programa DERIVE totalmente en el aula, las clases se iniciardn poniendo

el sistema en disposicion de albergar dos tipos de documentos:

- un primer documento en el que introduciremos el que denominamos GUION-TEORICO de
la sesion,

-y un segundo documento de trabajo del alumno, que se utilizara para que el alumno
experimente, desarrolle y resuelva las diferentes cuestiones experimentales y de
investigacion que se vayan planteando en el guidn-tedrico: serda el espacio que

denominaremos HOJA DE TRABAJO DEL ALUMNO.

Para poder visualizar estos dos tipos de informacion, desplegaremos en el sistema dos ventanas
de ALGEBRA (denominacion empleada en DERIVE para las ventanas que se emplean para
manipular expresiones). La disposicién que utilizaremos habitualmente para mostrar estas dos
ventanas sera en forma horizontal, desdoblando la pantalla del ordenador en dos partes, de tal
forma que en la ventana superior incluiremos el archivo de DERIVE que contiene el GUION-
TEORICO de la sesion y en la ventana inferior dejaremos una ventana de algebra en blanco

donde albergaremos nuestra HOJA DE TRABAIJO.
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El GUION-TEORICO sera un fichero .MTH (elaborado previamente por el profesor)
con el que se van introduciendo los diferentes conceptos por medio de actividades de
exploracion, investigacion y comprobacion, y en el que se plantean preguntas y cuestiones al
alumno para que éste intente descubrir, con ayuda de DERIVE diferentes propiedades y
relaciones entre los conceptos, o bien para visualizar los conceptos de una manera clara. Estas
exploraciones e investigaciones seran dirigidas continuamente por el profesorado. Con este tipo
de trabajo el alumno ird DESCUBRIENDO y ASIMILANDO lo diferentes conceptos basicos

del algebra lineal. También contiene los ejercicios de manipulacidon de cada apartado.

La HOJA DE TRABAIJO sera el espacio reservado para que el alumno manipule las
expresiones algebraicas que considere oportunas para explorar, investigar, comprobar o dibujar
las cuestiones o situaciones que se van planteando en el GUION-TEORICO. En ocasiones
también se utilizard esta segunda ventana para cargar los enunciados de algunos ejercicios de
manipulaciéon con el fin de que el alumno tenga a su disposicion los datos numéricos de los
mismos y no tenga que teclear demasiados datos y no sea necesario tener que recurrir a ninguna
fuente externa al programa. Al finalizar una sesion o un bloque de contenidos el alumno podra
guardar su HOJA DE TRABAJO en un fichero de DERIVE que luego podra manipular si lo

desea fuera del ambito de la clase.

Con la manipulacién que realiza el alumno en estos dos entornos de trabajo de DERIVE
obtendremos un triple objetivo:

1) Que el alumno incorpore DERIVE como herramienta esencial de la asignatura.

2) Que el alumno utilice DERIVE como herramienta de exploracion del alumno.

3) Que el alumno se familiarice con la terminologia y el sistema de notacion que utiliza el

programa.

Asi pues al inicio de cada bloque procederemos de la siguiente forma:

1) Primero cargaremos el programa DERIVE.

2) A continuacién dividiremos la ventana inicial en dos de forma horizontal mediante la

secuencia de comandos WINDOW-SPLIT-horizontal-13, obteniendo una pantalla

similar a la siguiente:
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COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove mole Uindow approX
Enter option

obsérvese que de esta forma tendremos dos ventanas de algebra disponibles. En
ocasiones puede resultar mas interesante abrir dos ventanas de algebra una encima de

otra, por solapamiento, mediante WINDOW-OPEN -Algebra.

3) Para iniciar cada uno de los subapartados de un capitulo cargaremos en una de las dos
ventanas (preferentemente la ventana 1), el fichero que contiene el GUION-TEORICO
correspondiente. Los ficheros encargados del desarrollo tedrico se nombraran de la
siguiente forma X-Y-teor, donde X indica el ntimero de capitulo ¢ Y indica el
subapartado del capitulo X. Por ejemplo si deseamos introducir en la ventana 1 el
apartado 1 del capitulo 1, cargaremos en la ventana 1 el archivo 1-1-TEOR.MTH,
aplicando la siguiente: nos situamos en la ventana 1 y aplicamos la secuencia de
comandos

TRANSFER-LOAD-DERIVE —a:1-1-teor y obtendremos la pantalla
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“1 : ":::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::"
#e:

#3:

(' "CONCEPTO DE VECTOR COMD SEGMENTO ORIENTADD"

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove molUe Window approX

Enter optiom

en la que observamos como se ha cargado en la ventana 1, el desarrollo del apartado 1-

1 del tema 1, en concreto del subapartado dedicado a vectores y operaciones con

vectores.

Una vez cargado el desarrollo didactico del subapartado correspondiente, el alumno
podra realizar los calculos o exploraciones que considere necesarios en la ventana 2, aunque
también podra incluir en esta HOJA DE TRABAJO las anotaciones u observaciones que
considere pertinentes para su estudio posterior. Hay que tener en cuenta que todas las
definiciones de funciones y de vectores que se introducen en la memoria del programa con el
GUION DE TRABAIJO en la ventana 1, y en cualquier otra ventana de algebra que se desee

desplegar, en especial en la ventana 2 de trabajo.

Como puede observarse toda la exposicidon tendrd como instrumento basico el programa
DERIVE gracias a la cual el alumno tendra acceso simultaneo al desarrollo teérico y a una hoja

de trabajo donde desarrollar calculos experimentales.

En los desarrollos didacticos, se introduciran dos tipos basicos de contenidos:
- contenidos de manipulacién del programa DERIVE
- contenidos propios de la asignatura MATEMATICAS II.
Permitiendo de esta forma que el alumno adquiera soltura con el programa de forma paralela al

aprendizaje de los contenidos de algebra lineal.
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Tal como hemos comentado anteriormente, nuestra metodologia pretende introducir
TOTALMENTE el programa DERIVE en la exposicion didactica del tema; sin embargo este
hecho no debe conducirnos a la eliminacion de aquellos procesos manipulativos que
consideramos esenciales para el aprendizaje de un determinado concepto, es decir, no podemos
automatizar con DERIVE ciertas operaciones o procesos que son fundamentales para
comprender el concepto que intentamos introducir. Por ello debemos tener cuidado en no
mostrar toda la potencia del programa hasta que no sea estrictamente necesaria y conveniente.
Un ejemplo claro: no podemos ensefiar como desarrollar un determinante, si previamente
ofrecemos al alumno el comando que permite automatizar este calculo pues el alumno puede
caer en la tentacion de utilizar el automatismo y no preocuparse de entender los procesos
intermedios necesarios para obtener el determinante. Esta circunstancia la tendremos que tener
en cuenta, al menos inicialmente, momento en el que el concepto de determinante es esencial,
mas adelante cuando ya se ha manipulado y se ha dominado minimamente la operativa entonces
podremos automatizar su calculo. Esta forma de manejar el programa sélo en ciertos contextos,
nos obliga a revisar los objetivos de cada capitulo clasificando los contenidos en

a) contenidos no esenciales

b) contenidos esenciales

Mediante esta clasificacion previa, tendremos las pautas didacticas para introducir de forma
secuencial las posibilidades que ofrece DERIVE. Asi pues podremos utilizar DERIVE para
aquellos contenidos que consideramos no esenciales, y no podremos utilizarlo en los contenidos
que hemos clasificado como esenciales. Este estudio y clasificacion de los contenidos de la

asignatura lo realizaremos en el apartado siguiente.

APOYOS DIDACTICOS POR INTERNET

Como acabamos de comentar en el apartado B, las exposiciones didacticas estaran
desarrolladas en una pagina web de acceso restringido para los alumnos del curso. Esta pagina
web, desarrolla de forma complementaria cuatro apartados fundamentales de nuestro curso:

- Los contenidos del curso: apartado en el que se encuentran resumidas todas las

exposiciones didacticas realizadas en clase por capitulo y apartados; material que
permitira a los alumnos repasar los conceptos asi como obtener un material con el
cual estudiar los contenidos de la asignatura. Son los apuntes del curso que van a
permitir que el alumno centre en clase toda su atencion a las ideas que se estan

exponiendo sin perder demasiado tiempo en “tomar apuntes”, tiempo que en
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ocasiones resulta perjudicial para el alumno, ya que pierde su concentracion en las
explicaciones y detalles que expone el profesor.

- Los ejercicios de manipulacion: material didactico en el que podemos encontrar un

conjunto de ejercicios basicos que permitiran al alumno practicar con DERIVE de
todas las técnicas que se han desarrollado. Estos ejercicios serviran al alumno para
desarrollar las habilidades minimas imprescindibles para utilizar los hechos y
principios mostrados con ayuda del programa. Estos ejercicios deberan ser
realizados por los alumnos al finalizar cada seccion de forma individual.

- Los problemas de capitulo: conjunto de problemas propuestos para que los alumnos

intenten resolverlos con ayuda del programa DERIVE en un fichero de trabajo del
programa. Estos ficheros seran remitidos a través del correo electronico para su
posterior evaluacion por parte del profesor.

- Las cuestiones del capitulo: conjunto de cuestiones tedricas que le permitiran al

alumno interrelacionar los conceptos de forma teodrica. Se facilitan las respuestas a
las cuestiones dentro de la propia pagina web a través de un enlace creado para cada
cuestion. Son cuestiones que facilitarin una correccion interactiva de los

fundamentos tedricos de la asignatura.

La pagina web que hemos desarrollado se puede consultar en el CD adjunto a esta

memoria, en particular se puede acceder a ella desde el menu principal.

En el siguiente apartado ofrecemos las programaciones didacticas de cada uno de los

temas que conforman el curso en cuestion.

11.5.2. PROGRAMACION DIDACTICA DEL CURSO
“MATEMATICAS II CON DERIVE”.

A lo largo de este apartado vamos a desarrollar las programaciones didacticas de cada
uno de los capitulos que forman parte de este curso, teniendo en cuenta la estrategia didactica
que acabamos de considerar. En cada capitulo realizaremos una EXPOSICION DIDACTICA

del mismo en la que incluiremos los siguientes apartados:
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- Objetivos del capitulo.
- Contenidos del capitulo
- Temporalizaciones.
- Programacion didactica de cada uno de los apartados del capitulo, que contiene:
- Objetivos.
- Contenidos.
- Metodologia
- Temporalizacion
- Herramientas necesarias del programa DERIVE.

Los contenidos de cada apartado se clasificaran en contenidos esenciales y no esenciales
de acuerdo con los principios metodologicos que hemos citado en nuestra estrategia.

En el ANEXO I se pueden encontrar los GUIONES DE TRABAIJO de cada uno de los
capitulos y apartados que configuran todo el curso. Estos ficheros también se pueden encontrar
en el CD anexo al presente trabajo, para ejecutar de forma directa sobre DERIVE.

Los capitulos que componen el curso son los siguientes:

e Capitulo 1: Espacios vectoriales

e Capitulo 2: Matrices y aplicaciones lineales.

e Capitulo 3: Traza y determinante.

e Capitulo 4: Sistemas de ecuaciones lineales.

e (Capitulo 5: Autovalores y autovectores. Diagonalizacion
e Capitulo 6: Formas cuadréaticas.

e Capitulo 7: Programacion lineal.

11.5.2.1. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA I:
ESPACIOS VECTORIALES.

Objetivos del tema:

- Obtener una vision abstracta del concepto de vector como elemento de una estructura
algebraica capaz de representar un conjunto de datos.

- Determinar cuando un conjunto de vectores es l.d. o Li.

- Obtener las ecuaciones paramétricas y cartesianas de un subespacio vectorial.

- Obtener la base y la dimension de un subespacio vectorial

- Determinar cuando un subconjunto de un espacio vectorial tiene o no estructura de

subespacio vectorial.
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Contenidos del capitulo:

- L1. Concepto de vector.

- L2. Estructura de espacio vectorial

- L3. Subespacios vectoriales.

- L4. Sistemas de generadores.

- L5. Dependencia e independencia lineal.
- L6. Base y dimension de un subespacio vectorial
Temporalizaciones:

- Apartado I.1: 2 horas

- Apartado 1.2: 2 horas

- Apartado 1.3: 2 horas

- Apartado 1.4: 2 horas

- Apartado 1.5: 2 horas

- Apartado 1.6: 1'5 horas

Metodologia:

En cada uno de los apartados de los que consta este tema realizaremos una clasificacion
de los contenidos, dividiéndolos en contenidos esenciales y contenidos no esenciales ya que
como hemos comentado en nuestra estrategia, unicamente podremos utilizar el programa de
calculo simbdlico en aquellos contenidos que no son esenciales para cada apartado. Por otro
lado debemos tener en cuenta que los ejemplos que se proponen para la investigacion de los
alumnos pretenden que el alumno experimente por medio del programa DERIVE e intente
obtener conclusiones personales acerca de las cuestiones de investigacion que se le van
planteando. Esta experimentacion que realiza el alumno en el tema dedicado a espacios
vectoriales resulta muy interesante sobre todo si se efectia utilizando los sistemas de notacion
algebraico y grafico que permiten representar, con ayuda de DERIVE, los vectores y
subespacios vectoriales que trabajamos a lo largo del capitulo. Por otro lado junto a estas
experimentaciones del alumno no debemos eliminar las posibles colaboraciones que puedan
plantearse entre los alumnos, ya que son cooperaciones de trabajo que pueden favorecer el
aprendizaje de los diversos contenidos que se pretenden introducir. Junto a estos ejemplos para
investigar, plantearemos ejercicios de manipulacion con los que el alumno puede asentar las
principales técnicas que se utilizan para trabajar con los espacios vectoriales, principalmente la
técnica de eliminacion de pardmetros para la obtencidn de las ecuaciones cartesianas de un
subespacio y la obtencién de las ecuaciones paramétricas de un subespacio aprovechando la
posibilidad que ofrece DERIVE de resolver de forma parametrizada los sistemas de ecuaciones
compatibles indeterminados. Pasamos a continuacion a detallar las programaciones didactica de

cada uno de los apartados de los que consta este primer capitulo. Al finalizar los diversos
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apartados se ofrecen diferentes problemas para que el alumno los resuelva aplicando las técnicas

que se han empleado.

Programacion diddctica del apartado I.1. CONCEPTO DE VECTOR.
OBJETIVOS:

1) Que el alumno adquiera una vision global del concepto de vector en sus diversas
concepceiones: como segmento orientado, como vector libre del plano o del espacio
y fundamentalmente como un conjunto agrupado de datos.

2) Que el alumno domine las operaciones de suma y diferencia de vectores, producto
de un escalar por un vector y producto escalar entre vectores, asi como de los
modelos reales que se pueden presentar.

3) Obtener la idea grafica de las operaciones suma y diferencia de vectores y producto

de un escalar por un vector para vectores del plano y del espacio.

CONTENIDOS:
Contenidos no esenciales:
- saber dibujar un segmento orientado,
- situar un punto en los ejes cartesianos,
- obtener el modulo de un vector,
- obtener las componentes de un vector,
- operaciones con vectores: suma de vectores y producto de un escalar por un
vector,
- producto escalar de vectores.
Contenidos esenciales:
- concepto de vector libre,
- posibles definiciones de vector libre,
- concepto de vector ortogonal,
- concepto de vector como conjunto de datos.
METODOLOGIA:

En el contexto general de manipulacion de ventanas que hemos comentado en el
planteamiento general, nos situaremos en la ventana 1 (f1) y cargaremos con TRANSFER-
LOAD-DERIVE, a:I-1-TEOR.MTH., situandonos a continuacién en la primera expresion de
este fichero. Debemos tener presente cuales son los contenidos esenciales y los contenidos no
esenciales del apartado con el fin de utilizar DERIVE unicamente para los célculos relacionados
con los contenidos no esenciales. Esta clasificacion de contenidos es fundamental en nuestra

propuesta metodolégica ya que nos permitira no automatizar un concepto que estamos
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introduciendo antes de que el alumno lo asimile. Por otro lado debemos dejar un tiempo
suficiente en los ejemplos que planteamos para investigar, tiempos en los que el alumno podra
experimentar con el programa para descubrir los conceptos que se pretenden introducir.
También es importante respetar los posibles comentarios que puedan surgir entre los alumnos en
las investigaciones porque esas colaboraciones pueden potenciar el aprendizaje de los
contenidos. Pasamos a continuacion a comentar detalladamente las experiencias que se

proponen en este apartado.

La primera experiencia consiste en APRENDER A DIBUJAR SEGMENTOS
ORIENTADOS EN DERIVE. Con ello se consigue que el alumno visualice dos de los
elementos fundamentales de todo segmento orientado: punto origen y punto final. Nos
reducimos a dibujar vectores en el plano. Se trata de un contenido no esencial del programa y
por tanto podemos utilizar el programa DERIVE para efectuar esa representacion. Una vez
dominada esta técnica dibujando varios segmentos, se introducen los conceptos de

MODULO

DIRECCION

SENTIDO
del segmento que hemos dibujado y se dan sus correspondientes definiciones. (Se utilizara el

encerado si es preciso)

A continuacion se les propone dibujar segmentos orientados (vectores) situados en el
plano que tengan el mismo modulo, direccién y sentido respecto de un vector dado inicialmente.
Con esto el alumno descubrird la relacion que han de cumplir aquellos vectores que tomen
origenes distintos y tengan el mismo modulo y direccion que el segmento inicial.

Para generalizar el concepto de segmento orientado, y construir el concepto de vector
libre se les plantea que elijan un vector que represente a todos (guiar la eleccion para que sea el

vector de origen en el (0,0)).

Después de esta practica se puede introducir de forma TEORICA (bien a través de la
pagina web, o bien en la pizarra) la definicion de VECTOR LIBRE. Introduciendo la necesidad
de utilizar un representante de todos los vectores, a partir del vector que tiene por coordenadas

las denotadas tnicamente por el extremo final.

Para fijar todos estos conceptos se plantean los ejercicios de manipulacion I-1, I-2, [-3 y
I-4. Estos ejercicios se podran realizar en la ventana 2 que tenemos reservada para trabajar,

dejando la ventana 1, para observar y recordar los conceptos si es necesario revisarlos.
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El segundo bloque de contenidos se centra en las OPERACIONES CON VECTORES.
Como las operaciones que se introducen son sumas, diferencias y productos, no existe ningiin
inconveniente didactico para utilizar DERIVE, ya que se trata de operaciones no esenciales.
Estas operaciones se pueden introducir utilizando vectores genéricos de dimension dos y tres
para luego utilizarla sobre vectores concretos, ya que se trata de operaciones no esenciales para

la comprension de la operativa de las mismas.

En este apartado es necesario introducir como novedades de uso del programa:

- la suma de vectores utv

el producto de un escalar por un vector owv

la forma de introducir letras griegas ALT-a = o; ALT-b=P3

el producto escalar de vectores u.v
Es conveniente poner ejemplos de dimension 2 y obtener la relacion GRAFICA de las
operaciones suma, diferencia y producto por escalares de estos vectores.

Realizar algunos ejercicios relacionados con el mismo: EJERCICIOS 1-5, 1-6, 1-7

Se les propone un conjunto de ejercicios de manipulacion de esta seccion I-1 que
podran encontrar en la pagina web, para que los resuelvan por si mismos. Si consideramos
apropiado podriamos introducir alguno de ellos en el aula para aquellos alumnos que estén mas
avanzados, como medida de atencion a la diversidad.

TEMPORALIZACION.

Esta seccion deberia realizarse en 2 horas aproximadamente.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE.

Los procedimientos del programa que debemos introducir que forman parte de los
contenidos no esenciales del apartado son los siguientes:
- edicidn de vectores.

- definicion de vectores por medio de variables
- suma y diferencia de vectores
- producto escalar de vectores

- producto de un escalar por un vector.

Programacion diddctica del apartado 1.2. ESTRUCTURA DE ESPACIO

VECTORIAL
OBJETIVOS:

1) Que el alumno sea capaz de determinar cuando un conjunto en el que se definen dos

operaciones una externa y otra interna, tiene estructura de espacio vectorial
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2) Identificar el concepto de VECTOR como un ELEMENTO de un ESPACIO

VECTORIAL.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- propiedades de la suma de vectores
- propiedades del producto de un escalar por un vector.
- definicion de la estructura de espacio vectorial

- algunas propiedades basicas de los espacios vectoriales

Contenidos no esenciales (con las que utilizar DERIVE):

- suma de vectores
- producto de un escalar por un vector

- resolucidon de ecuaciones vectoriales

METODOLOGIA:

Consideramos como contenidos no esenciales de este apartado la suma de vectores y el

producto de un escalar por un vector porque son operaciones conocidas previamente por el

alumno de cursos anteriores y que ademas, se han repasado en el apartado anterior. Son ademas,

operaciones que unicamente utilizan la suma de numeros reales componente a componente, o el

producto de un numero real por cada una de las componentes de un vector. También

consideramos como contenidos no esenciales la resolucion de ecuaciones vectoriales.

Para introducir la estructura de espacio vectorial vamos a proponer tres experimentos

con los que los alumnos podran investigar y obtener conclusiones propias relacionadas con el

concepto fundamental de espacio vectorial. Los ejemplos a investigar son los siguientes:

L.

A partir de tres vectores concretos (de dimension 2) definidos en DERIVE, los
alumnos intentardn comprobar las propiedades asociativa y conmutativa. De las
observaciones podran conjeturar que estas propiedades se cumplen de forma
genérica, y podran intentar formularlas de manera general. Para la existencia de
elemento neutro, les planteamos que intenten obtener el vector que satisface la
propiedad de ser NEUTRO para la suma. Se les plantea un vector de dimension 4
para que intenten obtener para esa dimension el elemento neutro. Tras estas
experiencias y con preguntas guiadas deben llegar a la conclusiéon de que el
elemento neutro es tnico y deducir cudl es el proceso de construccion del mismo.
Para la propiedad de existencia de elemento opuesto de todo vector, nuevamente se
les invita a construir los elementos opuestos de los tres vectores indicados. A
continuacion deberan deducir el método de construccion del elemento opuesto, para
asi obtener la forma genérica de su construccion. Al finalizar estas cuatro

propiedades, que han sido en su mayoria conjeturadas por el alumno sobre casos
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concretos (proceso constructivo), se exponen las propiedades que tienen la suma de
vectores de forma general. Obsérvese que tomamos como referencia minima las
propiedades que cumplen los nimeros reales respecto a la suma que se pueden
extender facilmente con un poco de experimentacion a los vectores n-dimensionales
y de forma mas general a los espacios vectoriales.

2. En el segundo ejemplo se estudian las propiedades del producto de un escalar por
un vector. Utilizamos la misma metodologia que antes, que consiste en comprobar
ciertas relaciones sobre vectores concretos sobre las cuales el alumno puede deducir
que existe una conjetura (propiedad en este caso) que se verifica de forma general,
observando el proceso y las condiciones que se requieren. Al finalizar se invita a los
alumnos a que formulen las propiedades genéricas del producto de escalares por
vectores. Nuevamente a partir de sus conocimientos de las propiedades del producto
y suma de numeros reales el alumno puede ser capaz de ampliar estas propiedades
al conjunto de los elementos de un espacio vectorial.

3. Por ultimo tras ofrecer estos dos bloques de propiedades se introduce de manera
FORMAL la estructura de espacio vectorial, asi como el concepto de VECTOR
como ELEMENTO DE UN ESPACIO VECTORIAL, insistiendo que no siempre
ha de tener la forma habitual que se presenta en los espacios vectoriales reales R".
Esta introduccion formal de la estructura es el proceso final al que los alumnos
pueden haber llegado de manera significativa partiendo de los dos experimentos que
se han propuesto, bien a partir de su propia manipulacion del programa o bien con
los comentarios y colaboraciones que pueden surgir entre los compafieros respecto a

los contenidos que se estan manejando.

Una vez formulada la estructura de espacio vectorial, se introducen cinco propiedades
adicionales que cumplen los espacios vectoriales. Para estudiarlas se ofrecen vectores genéricos
de R* (aunque puede tomarse cualquier espacio n-dimensional real) y se les plantean varios
interrogantes relacionados con el comportamiento que han de tener los vectores cuando se
cumplen ciertas condiciones:

(Cuadl es la relacidon que guardan los vectores v y w si se verifica que ut+v=u+w?

(Cuanto vale en general el producto de a*0 si 0 es el elemento neutro?

(Se puede asegurar que para cualquier vector v el producto Ov=0 (0 es un escalar y 0 es

el vector nulo?

(Se puede garantizar que para cualquier vector v (-1)v=-v?

(S se verifica que av=0, se puede deducir algo de a.? ;y de v?
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Se pretende que los alumnos investiguen las propiedades que cumplen los vectores
primero de manera concreta sobre vectores de cuatro componentes, para intentar generalizarla

mas adelante sobre vectores n-dimensionales y por ultimo sobre cualquier vector.

Con estos apartados anteriores, el alumno habrd manipulado los elementos
fundamentales de los espacios vectoriales (sus propiedades), y estara en condiciones de intentar
demostrar que un conjunto, como es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que
3, es un espacio vectorial, con ayuda de DERIVE. También debera demostrar que el conjunto de
los polinomios de grado igual a 3 no es un espacio vectorial.

El guidn de trabajo que contiene esta metodologia se encuentra en el fichero

[-2-TEOR.MTH.

TEMPORALIZACION.

Se prevé que la realizacién de esta unidad, supondrd aproximadamente 2 horas.
Debemos intentar que sea exactamente ese tiempo, aunque es un apartado que debe quedar
suficientemente claro para los alumnos pues es uno de los pilares sobre los que se sustenta toda
la asignatura. Si hubiera necesidad de repetir experimentos o plantear otros nuevos para fijar
mejor las ideas, no debemos tener problemas en insistir en ello.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Los comandos fundamentales que vamos a utilizar en este apartado se relacionan con la

representacion grafica de vectores en el plano. También manejaremos las operaciones entre

vectores introducidas ya en el apartado anterior.

Programacion diddctica del apartado 1.3.

SUBESPACIOS VECTORIALES
OBJETIVOS:

1) Que el alumno sepa determinar cuando un subconjunto de un espacio vectorial tiene
0 no estructura de subespacio vectorial.

2) Obtener las ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial a partir de sus
ecuaciones cartesianas.

3) Saber determinar las ecuaciones cartesianas de la interseccion de subespacios y de
la suma de subespacios.

4) Interpretar cuando la suma de dos subespacios es una suma directa.

5) Interpretar graficamente en R* y en R’ la interseccion y la suma de subespacios

vectoriales.
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CONTENIDOS.
Contenidos esenciales:
- concepto de subespacio vectorial,
- caracterizacion operativa de subespacios vectoriales,
- obtener la parametrizacion de un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales,
- interseccion de subespacios vectoriales,
- union de subespacios vectoriales,
- suma de subespacios vectoriales,
- suma directa de subespacios vectoriales,
- subespacios suplementarios.
Contenidos no esenciales:
- suma de vectores,
- producto de un escalar por un vector,
- resolver un sistema homogéneo de ecuaciones lineales,
- desarrollar ecuaciones vectoriales,
- representacion grafica de rectas en el plano.
METODOLOGIA:

Obsérvese que los contenidos no esenciales de este apartado, nuevamente son las
operaciones con vectores, operaciones que DERIVE realiza de forma automatica y que el
alumno debe de dominar ya de apartados anteriores y de cursos anteriores. También nos
basamos en representaciones graficas de rectas en el plano, técnica que el alumno debe saber
dominar claramente de cursos anteriores y que DERIVE lo unico que hace es automatizar los
calculos para no perder el tiempo en operaciones ya conocidas y dominadas previamente.

Para motivar el concepto de subespacio vectorial, planteamos algunos ejemplos de
subconjuntos de un espacio vectorial que no cumplen las propiedades de espacio vectorial, en
unos casos porque la suma de vectores da como resultado un vector que no estd en el
subconjunto, y en otros casos porque el vector nulo no pertenece al subconjunto, esto lo deben
demostrar los alumnos sobre un ejemplo concreto comprobando una a una las propiedades de
los espacios vectoriales vistas en la seccion anterior. Dado que esta comprobacion resulta muy
laboriosa, se les propone si podrian encontrar algunas caracteristicas minimas a partir de las
cuales se pudiera determinar de una forma operativa si un subconjunto es o no un subespacio
vectorial. Por este motivo, se introduce la caracterizacion de subespacio vectorial. Esta
caracterizacion se manipula en varios ejemplos con DERIVE para determinar si ciertos
subconjuntos son o0 no subespacios vectoriales. Entre las dos alternativas de resolucion que se
ofrecen con DERIVE, una de ellas se basa en encontrar una parametrizacion de las ecuaciones

cartesianas que caracterizan al subconjunto, ya que a partir de ésta, es facil comprobar la
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condicion necesaria y suficiente que ha de cumplir el subconjunto para ser subespacio vectorial.
Se muestran algunos subespacios sencillos como es el subespacio total y el subespacio nulo.

Una vez conocida la caracteristica que cumplen los subespacios vectoriales se plantean
algunas operaciones entre subespacios vectoriales.

En este caso la metodologia utilizada es la contraria, primero definimos la operacion y
luego procedemos a resolver ejemplos con DERIVE. El método fundamental que se propone
para calcular la interseccidén de subespacios vectoriales es la resolucion del sistema formado por
sus ecuaciones cartesianas. Esta resolucidon de sistemas consideramos que es un contenido no
esencial para comprender el proceso de obtencion de la interseccion, ya que se trata de encontrar
aquellos vectores que cumplen TODAS las condiciones (ecuaciones implicitas) que se definen
los subespacios. Nuevamente en este caso DERIVE se convierte en una herramienta auxiliar que
facilita unos céalculos que no son esenciales para comprender el concepto de la operacion que
estamos manejando. A continuacion se plantean ejemplos complejos para la obtencion de la
interseccidn, pues todavia es pronto para obtener una base o un sistema de generadores del
subespacio, esto se realizard mas adelante cuando se hayan introducido dichos conceptos.
También se muestra el significado grafico de la interseccion de subespacios vectoriales con
ejemplos de subespacios vectoriales en R y R’. Esta idea grafica permite que se estudien
posiciones relativas de rectas en el plano, posiciones relativas de planos en el espacio,
posiciones relativas de recta y plano en el espacio o bien posiciones relativas de rectas en el
espacio. Se concluye demostrando de manera formal que la interseccion de subespacios
vectoriales es un subespacio vectorial. Obsérvese que la introduccion con DERIVE de dos
sistemas de representacion del mismo concepto: OPERACION DE INTERSECCION, de una
manera algebraica (por medio de sus ecuaciones cartesianas) y de una manera grafica (por
medio de las representaciones de los mismos) puede facilitar al alumno la comprension de la
operacion, aunque no debe reducirse dicha operacion a los ejemplos visuales que se muestran
para facilitar la comprension. Tampoco deben de considerarse los ejemplos graficos un objetivo
del apartado, tan solo una ilustracion, es decir, el alumno debe tener claro que el objetivo no es
saber cual es la posicion relativa de las rectas y planos en el espacio, sino comprender cudl es el
significado de que dos rectas se corten en el plano o que dos planos se corten en el espacio o que

una recta y un plano se corten en el espacio.

La segunda operacion que se introduce es la unién de subespacios vectoriales. Se
plantean algunos ejemplos de subespacios mediante los que los alumnos pueden comprobar que
la unién de subespacios no es un subespacio vectorial. Se intenta obtener una representacion
grafica de la operacion unicamente en el plano, estudiando la union de subespacios de
dimension uno. El alumno podra descubrir por si mismo que la unién de subconjuntos en

general no mantiene la estructura de espacio vectorial. A partir de este resultado se le propone al
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alumno que se plantee la posibilidad de buscar una operacion que permita AGRUPAR
subespacios de tal forma que el resultado final sea un subespacio vectorial. Por eso, con el
objeto de definir una operacion entre subespacios que permita AGRUPAR dos subespacios
vectoriales (objetivo que perseguiamos al estudiar la unién de subespacios), se introduce la
nocién de suma de subespacios vectoriales. Se muestran ejemplos graficos en R% y se

manipulan vectores para obtener la nocion abstracta de esta operacion.

Por ultimo, se completa el apartado, introduciendo la suma directa de subespacios,
como una sintesis de la suma de subespacios con interseccion nula. Esta idea se manipulara
también de forma grafica en R? y permitira introducir el concepto de subespacio suplementario.
A continuacion se introduce el método mediante el cual se puede obtener el subespacio

suplementario a un subespacio dado.

Debemos de tener nuevamente en cuenta que los ejemplos de investigacion asi como los
gjercicios que se proponen deben ser realizados por los alumnos guiados por el profesor o
apoyados por las colaboraciones que mantienen entre si los alumnos. Hay que respetar este
estilo de trabajo ya que facilitara el aprendizaje de contenidos. También debemos sugerir a los
alumnos que consulten la pagina web en la que se encuentran los contenidos de temas
anteriores, sobre todo cuando surjan dudas de los apartados anteriores.

El guion de trabajo de este apartado se puede obtener en el fichero 1-3-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para exponer este apartado se requieren 2 horas, dada la extension del mismo. Por
supuesto es necesario asentar estos conceptos realizando ejercicios de manipulacion del
capitulo.

HERRAMIENTAS DE DERIVE NECESARIAS:
- saber definir vectores,
- realizar operaciones con vectores,
- resolver sistemas de ecuaciones lineales,
- interpretar las soluciones paramétricas de sistemas lineales resueltos,
- representar rectas en el plano,
- saber definir vectores genéricos de una dimension determinada,

- conocer la escritura de o, y B en DERIVE .
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Programacion diddctica del apartado 1.4.

SISTEMAS DE GENERADORES

OBJETIVOS:

1) Entender y manipular la combinacion lineal de vectores.

2) Determinar el subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores
expresandolo tanto con sus ecuaciones paramétricas como Sus ecuaciones
cartesianas.

3) Obtener un sistema de generadores de un subespacio vectorial expresado en
ecuaciones paramétricas y ecuaciones cartesianas.

4) Asimilar que los subespacios no estan generados de forma unica.

CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:

- combinacion lineal de un conjunto de vectores,

sistema de generadores de un subespacio vectorial,

subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores,

propiedades fundamentales de los sistemas de generadores,
Contenidos no esenciales:
- obtener las ecuaciones cartesianas de un subespacio a partir de las
ecuaciones paramétricas,
- resolucidn de sistemas lineales,
- representacion de vectores en el plano.
METODOLOGIA:

La obtencién de las ecuaciones cartesianas de un subespacio a partir de sus ecuaciones
paramétricas se convierte en este apartado en un contenido no esencial, ya que es una técnica
que debe de haber asimilado el alumno en el apartado anterior, puesto que se trata de una
operacidon bastante rutinaria y que en este apartado consideramos no esencial. Realmente el
proceso que realizamos con DERIVE es un mero proceso de eliminacion de parametros en el
que hay que entender unicamente la mecénica a seguir, perdiendo importancia la resolucion de
ecuaciones y la sustitucion de variables que se realiza de manera automatica. En cuanto a la
resolucion de sistemas nuevamente consideramos que es un contenido no esencial puesto que el
alumno debe de conocer las técnicas basicas de resolucion de sistemas (reduccion, sustitucion e
igualacion) de cursos anteriores, y que ahora automatizamos para eliminar esos calculos
repetitivos. Por ltimo la representacion de vectores es un contenido no esencial, ya que es una

técnica que debe dominar de apartados anteriores.
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Para introducir el concepto de COMBINACION LINEAL de un conjunto de vectores
partimos de dos vectores del plano, y sugerimos a los alumnos que realicen una representacion
grafica de los mismos. A continuacion se les sugiere que vayan construyendo y representando
los vectores que se pueden obtener a partir de los dos vectores iniciales u y v mediante
operaciones del tipo (a u + b v) siendo a y b dos nimeros reales cualesquiera. Después de
representar varios de estos vectores, se les plantea la siguiente cuestion: ;podemos construir
cualquier vector del plano utilizando esta técnica?. En el ejemplo, estamos considerando las
infinitas combinaciones lineales de dos vectores de diferente direccion en el plano, por lo que
partiendo de esta manipulacion podemos introducir el concepto de combinacion lineal de un

conjunto de vectores.

La técnica que se puede deducir a partir de este procedimiento, consiste en intentar
determinar si un determinado vector se puede expresar como combinacién lineal de un conjunto
de vectores dados inicialmente; técnica que repetimos en algunos ejercicios de manipulacion

para conseguir su consolidacidén conceptual y manipulativa.

Partiendo de esta idea: "un vector estd generado por una combinacion lineal de ciertos
vectores" se plantea la posibilidad de encontrar un conjunto de vectores a partir de los cuales se
pueda generar con sus "infinitas combinaciones lineales" un determinado subespacio vectorial.
Para ello, se les propone a los alumnos un ejemplo sencillo que consiste en representar todos los
vectores proporcionales a un vector del plano, y deducir qué subespacio genera dicho vector. La
conclusion a la que llegaran los alumnos es que se trata de una recta que pasa por el origen y
toma la direccion del vector. De esta forma podemos afirmar que dicho vector genera la recta,
situacion grafica que nos permite generalizar el concepto mediante la introduccion del conjunto
de las combinaciones lineales de un conjunto de vectores dados L{uy,uy,...,u,} . Podemos
demostrar FORMALMENTE que este conjunto es un subespacio vectorial. La construccion de
este conjunto, nos sugiere una nueva técnica: la obtencion del subespacio vectorial generado a
partir de un conjunto de vectores. Se plantean varios ejercicios de este tipo que el alumno debe
intentar resolver con DERIVE; construyendo tanto las ecuaciones paramétricas como las
ecuaciones cartesianas del subespacio generado. Se trata por tanto de que el alumno obtenga el
procedimiento genérico para construir las ecuaciones paramétricas que definen un subespacio
vectorial y a partir de ellas, obtener sus ecuaciones cartesianas que son Unicas y definen de
manera univoca el subespacio. Este ultimo proceso: paso de ecuaciones paramétrica a
ecuaciones cartesianas, es una técnica que consideramos NO ESENCIAL para la comprension
de la representacion de subespacios: se trata de la eliminacion de parametros. La eliminacion de
parametros se puede realizar de forma secuencial con DERIVE aplicando en repetidas ocasiones

el comando MANAGE-SUBSTITUTE (comando que deberemos comentar previamente al
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alumno, ya que no se ha introducido en el curso basico inicial) para ir sustituyendo variables y
asi ir eliminandolas.

Una vez dominada esta técnica, nos podemos plantear el proceso inverso; es decir, dado
un subespacio vectorial ;se puede determinar un sistema de generadores del mismo?. La técnica
consiste en construir las ecuaciones paramétricas del subespacio a partir de las ecuaciones
cartesianas. Este proceso se puede realizar de forma automatica con DERIVE sin mas que
resolver el sistema compatible indeterminado formado por las ecuaciones cartesianas y a
continuacion interpretar el resultado que se obtiene. En este sentido debemos senalar que los
indicadores @1, @2,....@n que utiliza DERIVE son los pardmetros del sistema solucion, a
partir de los cuales es muy facil obtener un sistema de generadores. Se realizan varios ejercicios

de manipulacién relacionados con esta técnica.

Por tultimo estudiamos dos propiedades fundamentales para entender el concepto de
sistema de generadores

a) En primer lugar presentamos a los alumnos sistemas de generadores
distintos de un mismo subespacio invitandoles a que experimenten con
este tipo de ejemplos en torno a la siguiente pregunta ;puedes obtener
alguna conclusion de esta experiencia sobre el nimero de sistemas de
generadores que tiene un subespacio vectorial?. De esta pregunta
concluiran que los subespacios vectoriales admiten infinitos sistemas de
generadores.

b) La siguiente propiedad es mas sofisticada, ya que les mostramos a los
alumnos diferentes sistemas de generadores. Estos sistemas de
generadores tienen la caracteristica de que unos estan contenidos en
otros, es decir unos son subconjuntos de otros. Bajo estos
planteamientos, se les propone a los alumnos que comprueben si estos
sistemas de generadores generan el mismo subespacio vectorial. Ante
esta hecho, se les sugiere que investiguen las razones por las que se
verifica esta circunstancia, es decir que descubran los motivos por los
que sistemas de generadores formados por subconjuntos de vectores de
otros sistemas de generadores generan el mismo subespacio. Se les
intentard guiar para que lleguen a la segunda propiedad: un sistema de
generadores construido a partir de los vectores de otro sistema de
generadores al que anadimos un vector que es combinacién lineal de los
anteriores genera el mismo subespacio vectorial. Propiedad que nos
muestra un método de construccion de un sistema de generadores

equivalente a uno.
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Al acabar el apartado se les plantea la necesidad de encontrar un sistema de generadores
formado por un minimo de vectores, cuestion que se responde en el apartado siguiente con los
conceptos de dependencia e independencia lineal.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:

I-4-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se plantea realizar esta unidad didactica en 2h. es decir en una sesion habitual de clase.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- Introducir la manipulacion de la secuencia de comandos MANAGE-
SUBSTITUTE,
- manejar la técnica de eliminaciéon de parametros para un sistema de

ecuaciones parametrizado.

Programacion diddctica del apartado 1.5.

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES
OBJETIVOS:

1) Saber determinar cuando un conjunto de vectores es linealmente dependiente o
linealmente independiente.

2) Entender las propiedades que cumplen algunos conjuntos especiales de vectores:
los que contienen al vector nulo, los que son unitarios no nulos, y los unitarios
nulos.

3) Comprender las caracteristicas que tienen los sistemas de generadores que son
linealmente independientes.

4) Distinguir las propiedades que tienen los sistemas de generadores que son
linealmente dependientes.

5) Obtener el rango de un conjunto de vectores.

6) Determinar las relaciones que guardan subconjuntos de vectores de un conjunto
LD.6L.L

CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- concepto de dependencia e independencia lineal de vectores,
- caracterizacion operativa para determinar la dependencia e independencia

lineal de vectores,
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- propiedades fundamentales de ciertos conjuntos de vectores respecto de la
dependencia e independencia lineal,

- rango de un conjunto de vectores,

- relaciones entre sistemas de generadores Li. y l.d.

Contenidos no esenciales:

- resolucion de ecuaciones vectoriales,

- obtenciéon de las ecuaciones cartesianas de un subespacio vectorial a partir
de sus ecuaciones paramétricas.

METODOLOGIA:

Nuevamente consideramos como contenido no esencial la obtencién de ecuaciones
cartesianas de un subespacio a partir de sus ecuaciones paramétricas, ya que la técnica de
eliminacion de parametros es un proceso rutinario que se puede automatizar con DERIVE,
aunque es un proceso que el alumno debe comprender pues debe realizar el proceso de manera
secuencial, ya que no hemos definido ninguna funcién que permita obtener de forma automatica
las ecuaciones cartesianas a partir de las ecuaciones paramétricas: el alumno debe comprender

perfectamente el proceso de obtencion.

Para introducir el concepto de dependencia e independencia lineal planteamos un par
de ejemplos a investigar. Los conocimientos previos necesarios para investigar estos ejemplos
se deducen del concepto de combinacion lineal de vectores. En particular, les preguntamos si un
vector se puede expresar como combinacion lineal de ciertos vectores dados inicialmente. En el
primer ejemplo las conclusiones que obtengan los alumnos les deben sugerir la necesidad de
introducir algiin concepto nuevo: el concepto de dependencia. Por otro lado en el segundo
ejemplo, se obtendra como resultado que ninglin vector se puede expresar como combinacion
lineal de los restantes, idea que nos permite introducir el concepto de INDEPENDENCIA
LINEAL. Obsérvese que en estos dos ejemplos de investigacion el profesor debe conducir a los
alumnos en sus investigaciones y debe propiciar la busqueda, proporcionandoles un tiempo
suficiente para que puedan indagar y pensar de manera individual o bien de forma cooperativa
con sus compaieros de pupitre. Debemos indicar que es importante tanto el proceso de
descubrimiento individual como el proceso de colaboracién que se establece entre los alumnos
para llegar a la solucion de estas pequefias investigaciones. Una vez que hayan descubierto en su
mayoria las ideas intuitivas de estos dos ejemplos, procederemos a definir los conceptos de
manera forma.

Una vez definidos formalmente estos conceptos, resulta necesario encontrar alguna
caracterizacion de los mismos que sea mas operativa y automatica. Para ello, se les plantea a los
alumnos que reflexionen sobre la dependencia que tenia el primer conjunto de vectores, para

sean capaces de deducir en cierta medida la caracterizacion operativa de los conjuntos L.D. Del
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mismo modo, a partir del segundo ejemplo en el que tenemos un conjunto L.I., se les invita a los
alumnos a que hagan una deduccion similar a la anterior. Esto nos conduce a la caracterizacion
operativa de los conjuntos L.I.

A partir de estas caracterizaciones, se propone la resolucion con DERIVE de algunos
ejemplos relacionados con el estudio de la dependencia o independencia lineal de un conjunto
de vectores. A continuacion se proponen varios ejercicios de manipulacion para que los alumnos
manejen estas caracterizaciones.

Las operaciones realizadas con DERIVE para determinar las caracteristicas de estos
conjuntos de vectores permiten que el alumno se centre mas en lo que se desea resolver que en
los tediosos célculos a los que le conduciria una resoluciéon manual de los mismos; en particular

la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneos.

A continuacién se introducen las principales propiedades de los conjuntos L.I. y L.D. a
partir de ciertos interrogantes y ejemplos iniciales que puedan conducir a los alumnos a una
deduccion o induccién auténoma de las propiedades. Las propiedades que se introducen estan
relacionadas con la dependencia o independencia lineal de conjuntos unitarios no nulos,
conjuntos unitarios nulos, conjuntos que contienen al vector nulo, subconjuntos de conjuntos
L.I., conjuntos generados a partir de conjuntos L.D. y subconjuntos de conjuntos L.D.

Una vez que los alumnos se han familiarizado con los conceptos de dependencia e
independencia lineal, tanto con los ejemplos de investigacion como con los ejercicios de
manipulacioén realizados, es necesario motivar la importancia del concepto de RANGO. Para
ello los alumnos tendran que analizar el comportamiento de los subconjuntos de conjuntos LIy
LD, sobre los ejemplos anteriores. Con este analisis podremos llegar a una conclusion: existe un
nimero maximo de vectores que puede ser L.I. en un espacio vectorial. A este nimero lo
definiremos como el RANGO de ese conjunto de vectores. Se les plantea un ejemplo para que
obtengan de forma efectiva el calculo del rango mediante DERIVE. A continuaciéon se

proponen un par de ejercicios de manipulacion.

Para finalizar, se plantea un ejemplo mediante el cual se pueda establecer la relacién
entre conjuntos L.I. con sistemas de generadores, en particular, intentaremos obtener un método
para calcular el minimo de vectores necesario para generar un subespacio vectorial. Para ello
primero tomaremos un conjunto de vectores sobre el cual debemos calcular el rango, extrayendo
de ¢l un subconjunto que genere el mismo subespacio, de tal forma que con esta construccion el
alumno pueda investigar las relaciones que existen entre estos conceptos. También se les invita

a trabajar sobre un ejemplo en el que hemos indicado de una manera mas explicita esta relacion.
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Al finalizar el apartado, se les sugiere a los alumnos que realicen los ejercicios de

manipulacion que se encuentran en la WEB, sobre los contenidos de este apartado.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: I-5-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para desarrollar este tema se plantea una sesion de 2h.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

No hay ninguna herramienta NUEVA que deba ser introducida. Unicamente
indicar que los vectores que se DEFINEN en la hoja guién de DERIVE, son
todos distintos y siguen la notacion ul, u2,.... u22,.... para que nunca se
solapen las definiciones de los mismos y de esta manera los alumnos
puedan utilizar las definiciones contenidas en el GUION DE TRABAJO.
También hay que sugerirles a los alumnos que en sus manipulaciones con
DERIVE no editen vectores con el mismo nombre que los definidos
previamente, debido a los errores de solapamiento que se puedan producir.
Debemos por tanto proponerles que nombren los nuevos vectores que

pudieran utilizar de la forma wl,w2,..... wl4...

Programacion diddctica del apartado 1.6. BASE Y DIMENSION DE UN

ESPACIO VECTORIAL

OBJETIVOS:

1) Obtener una base y la dimension de un subespacio vectorial cualquiera.

2) Saber calcular las coordenadas de un vector de un espacio vectorial en diversas

bases del mismo.

3) Diferenciar claramente COMPONENTES y COORDENADAS de un vector.

4) Construir una base de un espacio vectorial mediante la prolongacion de la base de

un subespacio vectorial del mismo.

5) Distinguir cuando una base es ortogonal u ortonormal.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

base de un subespacio vectorial,

dimensién de un subespacio vectorial,

coordenadas de un vector en una base determinada,

relacidon entre la dimensién de un subespacio y el nimero de ecuaciones
cartesianas no redundantes que lo definen,

prolongacién de una base,
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- bases ortonormales y ortogonales.

Contenidos no esenciales:

resolucion de ecuaciones vectoriales,
- obtener las ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial a partir de
sus ecuaciones cartesianas,
- obtener las ecuaciones cartesianas de un subespacio vectorial a partir de sus
ecuaciones paramétricas,
- calcular el médulo de un vector,
- construccidon de un vector unitario,
- caracterizacion de los vectores ortogonales a partir del producto escalar.
METODOLOGIA:

En este apartado consideraremos como contenidos no esenciales dos técnicas basicas
vistas en el apartado anterior:

- la obtencion de ecuaciones cartesianas a partir de las ecuaciones
paramétricas de un subespacios,

-y la obtencion de las ecuaciones paramétricas a partir de las ecuaciones
cartesianas.

Son técnicas que consideramos no esenciales para la comprension del concepto de base
de un subespacio vectorial, pues son procesos repetitivos que los alumnos deben de dominar. En
cuanto al calculo del modulo de un vector es un proceso sencillo que tan s6lo requiere utilizar el
comando “ABS” y que por otro lado es fundamental para construir vectores unitarios: la
obtencion de un vector unitario a partir de un vector dado, es un proceso que tan solo requiere
multiplicar el vector en cuestion por el inverso del modulo del mismo. Consideramos
nuevamente que es un contenido no esencial porque el proceso que utilizamos para
automatizarlo, por un lado requiere que el alumno entienda el proceso que esté realizando y en
consecuencia que entienda el procedimiento: “v * 1/abs(v)” y por otro lado porque es un
proceso que debe dominar de cursos anteriores. En cuanto a la caracterizacion de vectores
ortogonales, basta considerar la operacion producto escalar, operaciéon que se ha manipulado
suficientemente en el apartado 1 de este capitulo para determinar cuando dos vectores son

perpendiculares u ortogonales.

Para introducir el concepto de BASE de un subespacio vectorial, hacemos un breve
recordatorio de la parte final del apartado anterior en la que concluimos con la existencia de
sistemas de generadores L.I. que contienen menos vectores que cualquier otro sistema de
generadores. Este hecho nos permite introducir un ejemplo para que los alumnos comparen dos

combinaciones lineales: por un lado la combinacion lineal necesaria para obtener un vector de
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un sistema de generadores L.I. de un subespacio W y por otro lado la combinacion lineal
necesaria para obtener un vector de un sistema de generadores L.D. del mismo subespacio. En
este ejemplo debemos intentar que el alumno descubra e investigue por si mismo las relaciones
que se pretenden obtener, insistiendo en la necesidad de guiar su proceso de descubrimiento
ayudandole en sus manipulaciones con DERIVE y por otro lado propiciando un clima de
colaboracion entre alumnos e incluso entre alumnos y profesor. Este hecho facilitara a los
alumnos la adquisicion del concepto de base de una manera significativa, ya que podra
relacionar los conceptos de independencia lineal con los sistemas de generadores. La unicidad
de representacion que proporciona un sistema de generadores linealmente independiente sugiere
la necesidad de definir estos sistemas de generadores como una BASE del subespacio vectorial.
Una vez definido el concepto de base, estamos en disposicion de poder presentar de forma
paralela el concepto de COORDENADA para lo cual se proponen ejercicios en los que el
alumno debe obtener la base de un subespacio y las coordenadas de un vector en dicha base. A
continuacion se plantean algunos ejercicios de manipulacion para que el alumno afiance las

técnicas de DERIVE de manipulacidn de estos conceptos.

Con estos ejemplos se puede observar que todas las bases tienen el mismo nimero de
elementos, propiedad que forma parte del teorema de la base y que nos permite definir el

concepto de dimension del subespacio vectorial

Una de las bases fundamentales de todo ESPACIO VECTORIAL son las llamadas
bases candnicas. Se propone un ejemplo de base canénica en R’. De este ejemplo el alumno
debe deducir que las COMPONENTES de un vector cualquiera y sus COORDENADAS en la

base candnica coinciden. Se generaliza para espacios vectoriales R"

Para mostrar la relacidon existente entre las ecuaciones cartesianas de un subespacio
vectorial y su dimensidn se propone al alumno que investigue la relacidon que puede existir entre
la dimensiéon de un subespacio de R’ definido por tres ecuaciones cartesianas (una de ellas
redundante). Sobre el ejemplo el alumno debe deducir el significado de ecuacion redundante y
conjeturar la relacion entre ntimero de ecuaciones no redundantes y la dimension del

subespacio.

Otra herramienta muy interesante relacionada con las bases, consiste en poder construir
una base del espacio vectorial total a partir de la base de un subespacio suyo. Para ello se
plantea un ejemplo sobre el cual el alumno debe deducir el método para prolongar la base, a

partir de la eleccion de vectores que no estan en el subespacio y sean L.I. entre si.



176 1L.5. PLANTEAMIENTO DIDACTICO DEL CURSO:
“MATEMATICAS I CON DERIVE”

Para finalizar se introducen los conceptos de bases ortonormales y bases ortogonales y
se plantea un ejemplo para que los alumnos estudien la manera de comprobar cuando una base
es ortonormal u ortogonal y como se puede construir a partir de una base ortogonal otra que es
ortonormal.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:1-6-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Este apartado podria impartirse en 1h 30 ya que es en su mayor parte de manipulacion.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

No se requiere ninguna herramienta adicional de DERIVE salvo las ya manejadas hasta
ahora de resolucion de sistema, eliminacion de pardmetros de un sistema con MANAGE

SUBSTITUTE vy las definiciones de vectores.

11.5.2.2. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA 2:
MATRICES Y APLICACIONES LINEALES.

Objetivos del tema:

- Determinar cuando una aplicacion entre espacios vectoriales es una aplicacion lineal.

- Identificar la relacion biunivoca entre aplicaciones lineales y matrices.

- Manejar las operaciones fundamentales de matrices: suma, producto por escalares, producto
de matrices e inversa de una matriz.

- Calcular la aplicacion lineal que resulta de operar una o varias aplicaciones lineales
utilizando operaciones con matrices.

- Identificar los principales tipos de matrices: simétricas, diagonales, antisimétricas,
ortogonales, idempotentes, unipotentes y nilpotentes.

Contenidos:

- IL1. Introduccién al concepto de matriz.
- 1L.2. Aplicaciones lineales.

- IL.3. Relacién entre matrices y aplicaciones lineales.

- IL.4. Rango de una matriz.

- IL.5. Operaciones con matrices y aplicaciones lineales.
- IL.6. Aplicacion inversa y matriz inversa.

- IL7. Tipos de matrices.
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Temporalizacion:

Apartado II.1: 30 minutos.
Apartado I1.2: 3 horas

Apartado I1.3: 2 horas

Apartado 11.4: 45 minutos
Apartado I1.5: 1 hora 15 minutos
Apartado I1.6: 2 horas

Apartado 7: 1 hora
Metodologia:

Tal como hemos comentado en nuestra estrategia didactica, el uso de DERIVE en el
aula se reducira al manejo de aquellos contenidos que consideramos que no son esenciales para
la comprension de los contenidos fundamentales del capitulo; por ello en cada uno de los
apartados realizaremos una clasificacion de los contenidos en contenidos esenciales y
contenidos no esenciales. En este tema resulta muy util el uso de DERIVE ya que se reduce
enormemente el tiempo de calculo de operaciones entre matrices como la suma y el producto y
que por otro lado suelen ser muy frecuentes en los problemas que requieren modelizacion
matricial. Sin embargo el alumno debera invertir cierto tiempo en la definicion y manejo de
matrices por medio del programa, pero esta notacion que utiliza el programa para manejar las
matrices, es a su vez un elemento importante pues facilita la comprension de los principales
elementos de una matriz: las filas y columnas. Para estudiar la relacion entre aplicaciones
lineales y matrices utilizaremos un procedimiento general con DERIVE que nos permite obtener
la matriz asociada a una aplicacién lineal de manera casi automatica. Los ejemplos para
investigar servirdn nuevamente para que los alumnos usen el programa para descubrir e
investigar las propiedades, relaciones o conceptos que se van introduciendo respecto a las
matrices y aplicaciones lineales. Estas cuestiones que los alumnos van investigando se basaran
en contenidos que previamente los alumnos deben de manejar, para que con la ayuda del
profesor y posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre los alumnos puedan
encontrar y obtener las respuestas adecuadas a cada una de las cuestiones que van proponiendo.
Por otro lado los ejercicios de manipulacidn servirdn nuevamente para consolidar las principales
técnicas en el manejo de matrices y aplicaciones lineales que se van introduciendo. Los
problemas propuestos tendran diversos niveles de dificultad algunos de ellos versan sobre las
principales técnicas del tema, otros son problemas reales en los que el alumno debe identificar
los datos con estructuras matriciales para realizar un proceso de modelizacion del problema
sobre la base del modelo matricial y otros son de un nivel superior que pretende que el alumno

investigue sobre diferentes propiedades de las matrices.
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Pasamos a continuacion a detallar la programacion didéctica de cada uno de los siete

apartados de los que consta este segundo capitulo.

Programacion_diddctica del apartado II.1. INTRODUCCION AL

CONCEPTO DE MATRIZ
OBJETIVOS:

1) Identificar los elementos fundamentales de una matriz: filas, columnas, elementos

ajj, vector fila, vector columna.

2) Manipular estos elementos fundamentales con DERIVE, a través del dominio de los

comandos basicos para definir matrices, extraer vectores fila, extraer vectores
columna y extraer elemento a;;.

3) Identificar el orden de una matriz cualquiera.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- estructura de una matriz: filas, columnas y elementos,
- vectores fila y vectores columna,
- orden de una matriz.
Contenidos no esenciales:
- comandos basicos de DERIVE para definir matrices,
- comandos bésicos de DERIVE para extraer vectores fila, vectores columna
y elementos de una matriz dada.

METODOLOGIA:

Como el objetivo fundamental del tema es familiarizarse con la estructura de matriz y
los elementos fundamentales de las matrices: filas, columnas y elementos, comenzamos
introduciendo la forma que tiene DERIVE para introducir los datos de una matriz. Se exponen
los dos procedimientos basicos:

- Utilizando el comando DECLARE-MATRIX , procedimiento que nos servird para
introducir el concepto de ORDEN de una matriz (nimero de filas, nimero de columnas) ya
que para utilizar este comando es necesario conocer el orden de la matriz que se desea
editar. Del mismo modo podemos introducir el concepto de ELEMENTO a;; de una matriz,
ya que una vez indicado el ORDEN de la matriz que deseamos introducir, DERIVE nos va
solicitando los valores de cada uno de los elementos que componen la misma.

- Utilizando la edicion de expresiones de la forma [vectorl,vector2,...,vector3], es decir

considerando la matriz como un vector de vectores fila. De esta forma introducimos de
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forma implicita el concepto de vector fila, ya que por este procedimiento debemos ir

introduciendo las filas de la matriz.

Una vez introducidos estos procedimientos se les propone a los alumnos que

introduzcan en DERIVE varias matrices utilizando los dos métodos.

A continuacion se sefala la importancia que va a tener en DERIVE la posibilidad de dar
nombre a una matriz, mediante el procedimiento  nombre-matriz := matriz. Este
procedimiento nos puede servir para identificar una matriz con un nombre, de tal forma que en
cierta medida abstraemos el concepto de matriz a un identificador de la misma, proceso que
puede facilitar la abstraccion del concepto de matriz mediante la manipulacion algebraica de la
variable que la representa. Se les propone a los alumnos que den nombre a las matrices editadas

anteriormente.

El siguiente paso es ir manipulando los distintos elementos de una matriz haciendo uso
de los comandos que tiene DERIVE para extraer las filas, columnas y elementos de una matriz.
Al finalizar estas manipulaciones con DERIVE, se les propone a los alumnos que ejerciten estos
comandos sobre un ejercicio concreto basado en las matrices que ellos han introducido

previamente.

Para finalizar se les propone que intenten aplicar estas estructuras matricial y vectorial
para expresar de forma matricial los sistemas de ecuaciones lineales, estructura que nos va a

servir mas adelante en el tema 4 para manipular conceptualmente los sistemas.

En este apartado hay que tener en cuenta que el proceso de definicién de matrices, al
igual que el proceso de definicion de vectores con el programa DERIVE, va a facilitar la
comprension de los elementos de los que se compone una matriz: las filas, las columnas, y su
dimensién. La identificacion de los elementos de una matriz identificando fila y columna va a
familiarizar al alumno tanto a la simbolizacion que utiliza DERIVE para representar estos
objetos como en la comprension del objeto matematico y su propia estructura.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:

[I-1-TEOR.MTH.

TEMPORALIZACION:
Este apartado se puede hacer facilmente en 30 minutos.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- comando DECLARE-MATRIX para editar matrices a partir de su orden y del

conocimiento previo de los elementos de la misma
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- edicion de matrices mediante AUTHOR de expresiones de la forma [vectorl,...,vectorn],

- comando ELEMENT(Matriz,Num-fila) para obtener una fila de la Matriz dada,

- comando ELEMENT(Matriz',Num-col)" para obtener una columna de la Matriz dada,

- comando Matriz!Fila para extraer una fila de la Matriz dada,

- comando Matriz'\Col para extraer una columna de la Matriz dada,

- comando ELEMENT(Matriz,i,j) para extraer el elemento Matriz;j,

- comando Matrizlilj para extraer el elemento Matriz;; .

Programacion diddctica del apartado 11.2. APLICACIONES LINEALES

OBJETIVOS:

1) Determinar cuando una aplicacién entre espacios vectoriales es una aplicacién

lineal.

2) Manipular las principales operaciones entre aplicaciones lineales: suma, producto,

composicion, inversa.

3) Calcular los subespacios nucleo e imagen de una aplicacion lineal

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

concepto de aplicacion lineal,

suma de aplicaciones lineales,

producto de un escalar por una aplicacion lineal.,
producto de aplicaciones lineales,

composicidn de aplicaciones lineales,

inversa de una aplicacion lineal,

nucleo de una aplicacion lineal,

imagen de una aplicacién lineal.

Contenidos no esenciales:

resolucidon de ecuaciones vectoriales,

eliminacion de los pardmetros de un sistema de ecuaciones,

operaciones algebraicas relacionadas con los conceptos de las operaciones
suma, producto, producto de escalar por aplicaciéon, composicion e inversa
de aplicaciones lineales,

definicion en DERIVE de aplicaciones lineales.
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METODOLOGIA:

Uno de los contenidos no esenciales de este apartado es nuevamente la resolucion de
sistemas de ecuaciones, herramienta de calculo que ya hemos automatizado en apartados
anteriores y que no interfiere en nada la comprension de los principales procedimientos de este
apartado: las relaciones entre matrices y aplicaciones lineales. También consideramos como
contenido no esencial la eliminacion de parametros de sistemas lineales, técnica que ya hemos
empleado con mucha persistencia a lo largo de todo el capitulo primero para obtener las
ecuaciones cartesianas de un subespacio a partir de sus ecuaciones paramétricas. Por ultimo el
manejo algebraico de aplicaciones también va a ser un contenido no esencial, ya que si
consideramos las aplicaciones como funciones vectoriales, DERIVE proporciona con relativa
facilidad (una vez que se tiene dominada la definicién de las aplicaciones lineales) la imagen de

cualquier vector a partir de la aplicacion lineal.

Comenzamos este apartado mostrando algunas APLICACIONES entre espacios
vectoriales. Se les propone a los alumnos que comparen las imagenes de ciertos vectores con
aplicaciones que no son lineales y con aplicaciones lineales para que intenten descubrir que
solamente con las aplicaciones lineales se verifica que la imagen de la suma de dos vectores es
la suma de las imagenes y que la imagen del producto de un escalar por un vector es el producto
del escalar por la imagen del vector. Tras esta indagacion de la propiedad de linealidad que
tienen las aplicaciones lineales definimos formalmente el concepto, y también introducimos la
caracterizacion operativa de las aplicaciones lineales, procedimiento que nos permite determinar
de una manera rapida cuando una aplicacion es o no lineal. Se plantean varios ejercicios para
que los alumnos clasifiquen un conjunto de aplicaciones en lineales y no lineales. Es muy
interesante que se familiaricen con la forma de definir las aplicaciones lineales con DERIVE,
también deben determinar claramente cuales son los espacios vectoriales inicial y final de las
aplicaciones lineales que definen. Se finaliza este primer concepto estudiando dos aplicaciones
lineales muy sencillas: la aplicacion identidad y la aplicacion nula.

Para estudiar las operaciones entre aplicaciones lineales, planteamos tres ejemplos de
aplicaciones lineales, explicaremos la definicion de la operacion a realizar, y dejaremos que
DERIVE realice los calculos para obtener la aplicacion resultante. Se plantea a los alumnos que
investiguen con los estos ejemplos si la suma y producto de aplicaciones lineales vuelve a ser
una aplicacion lineal. Finalizaremos como conclusidn con la formalizacion de estas propiedades
y con una demostracion formal (si procede) de ambas propiedades.

Para introducir la composicién, primero dejamos al alumno que descubra qué
condiciones deben tener dos aplicaciones lineales para que se puedan componer y en qué orden
se pueden componer; también se les invita a que estudien si la composicion de dos aplicaciones

(cuando se puede efectuar la composicion) da como resultado una aplicacion lineal, siempre
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sobre ejemplos concretos para que al finalizar la investigacion los alumnos hagan el esfuerzo de
generalizar las propiedades que han ido obteniendo.

Respecto de la aplicacion inversa, el alumno debera descubrir sobre los ejemplos
planteados al efecto que no siempre existe la inversa de una aplicacion lineal, y que en los casos
en los que la aplicacion lineal esta definida sobre espacios vectoriales de diferente dimension
podemos encontrar aplicaciones lineales inversas por la izquierda y por la derecha. Sin embargo
nos centraremos en el estudio de la inversa de aplicaciones lineales definidas sobre los mismos
espacios vectoriales inicial y final, observando que en caso de existir esta aplicacion inversa es
Unica y lineal.

En estas cuestiones que el alumno tiene que investigar, debemos dejar el tiempo
suficiente para que el alumno intente descubrir de forma auténoma los resultados, aunque el
profesor puede ir encaminando y guiando a los alumnos hacia las rutas adecuadas de resolucion.
Ademas nuevamente, debemos apoyar las colaboraciones que se realizan entre los compaiieros,
que sin duda van a ayudar en algunos momentos al alumno a enfrentarse con el contenido, bien
porque no recuerda alguna técnica de apartados anteriores y que preguntara con mayor facilidad
a sus compafieros, o bien porque las ideas iniciales puede compartirlas con sus compaferos para
contrastar los resultados.

Para finalizar este ntcleo basico, estudiamos de manera practica qué sucede con los
conjuntos L.I. y L.D. respecto de las aplicaciones lineales. El alumno podra descubrir con la
ayuda de DERIVE que los conjuntos L.I. se pueden transformar en conjunto L.D. (sus
imagenes) y sin embargo los conjuntos L.D. siempre se transforman en conjuntos L.D..

El ultimo apartado de esta seccion esta basado en el estudio del nicleo y la imagen de
una aplicacion lineal. Para estudiar estos conceptos comenzaremos analizando sobre ejemplos
concretos el significado del ntcleo y la imagen de una aplicacion lineal. A partir de estos
ejemplos el alumno podra ir intuyendo el significado de estos subespacios pudiendo comprobar
que el nucleo es un subespacio vectorial del espacio de partida y que la imagen es un subespacio
vectorial del espacio de llegada. Se les proponen varios ejemplos para que manipulen y calculen
estos subespacios.

Por ultimo se les muestra una relacion muy importante que cumplen estos subespacios y
es la llamada FORMULA DE LAS DIMENSIONES:; resultado que pueden comprobar los
ejemplos realizados anteriormente.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: II-2-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se propone realizar este apartado en aproximadamente 3 h. , es decir, en

aproximadamente 1 clase y media.
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HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- Manipular adecuadamente la secuencia de comandos MANAGE-SUBSTITUTE para
realizar eliminacion de variables en sistemas de ecuaciones.

- Manipular adecuadamente el simbolo subindice que se obtiene con ALT-V para definir de
forma adecuada las aplicaciones lineales, en DERIVE aparece el simbolo flecha.

- Definicion de las aplicaciones lineales con el método habitual

Nombre aplicacion(U) := [----- relacidn entre componentes de u --- |

Programacion diddctica del apartado I1.3.

RELACION ENTRE MATRICES Y APLICACIONES LINEALES
OBJETIVOS:

1) Establecer la relacion biunivoca existente entre matrices y aplicaciones lineales
cuando nos referimos a unas bases para el espacio inicial y final de la aplicacion
lineal.

2) Obtener la matriz asociada a una aplicacion lineal f:R">R™ respecto ciertas bases
B;de R"y B, de R".

3) Obtener la aplicacion lineal que tiene por matriz asociada respecto de las bases B;
de R"y B, de R™ a cierta matriz A.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- procedimiento de obtenciéon de la matriz asociada a una aplicacion lineal
respecto de ciertas bases,

- procedimiento de obtencion de la aplicacion lineal que tiene por matriz asociada
respecto de ciertas bases una matriz dada,

- relaciones entre la matriz asociada a una aplicacidn lineal respecto de las bases
candnicas y la expresion de la aplicacion lineal.

Contenidos no esenciales:

- definir una aplicacién lineal con DERIVE,
- obtener la imagen de un vector mediante el uso de DERIVE,
- multiplicar una matriz por un vector con DERIVE.
METODOLOGIA:
Podemos observar que los contenidos no esenciales son procedimientos propios de
DERIVE tales como el procedimiento especial de definicion de una aplicacion lineal, el calculo

de la imagen de un vector por esa aplicacion lineal o el producto de una matriz por un vector,
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rutinas de calculo que no son fundamentales para entender la relacion entre matrices y
aplicaciones lineales, pero que nos sirven de forma auxiliar para establecer dichas relaciones.

Dado que el tema tiene un contenido altamente procedimental, es decir, trata de
establecer el procedimiento de calculo para obtener matrices asociadas o aplicaciones lineales
segun los datos iniciales, la didactica que emplearemos consistira en plantear sobre un ejemplo
concreto ambos procedimientos, para que los alumnos, con ciertas sugerencias y ayudas sean
capaces de obtener las ideas fundamentales que sustentan estos procedimientos para poderlas
transferir sobre otros problemas. A continuacién se les pedira que intenten extrapolar ambos
procedimientos sobre ejercicios concretos, para asentar estos métodos de calculo. En particular
para obtener la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de determinadas bases B, de R"
y B, de R™. (si f:R">R™), se les sugiere que en primer lugar obtengan sobre un vector concreto
w las COORDENADAS DE LA IMAGEN DE DICHO VECTOR en la base del espacio final; a
continuacion se les propone un método alternativo que consiste en intentar calcular lo mismo
pero a partir de las imagenes de los vectores de la base B; y las coordenadas que tiene el vector
w en la base B;. Aplicando ahora la propiedad de linealidad, se puede llegar a obtener una
relacion operativa que es expresable de forma matricial. Por ultimo se invita a los alumnos a
que obtengan una conclusion para que puedan extraer el método general utilizando la misma
aplicacion lineal pero con bases distintas.

Para finalizar establecemos el procedimiento de construccion y se les sugiere que
desarrollen esta técnica sobre un ejercicio manipulativo. También se hace hincapié en lo que se
entiende por MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL, cuando no se citan

explicitamente las bases.

El segundo bloque de tareas, estdn encaminadas a obtener el procedimiento de
construccidon de la aplicacion lineal si se conoce la matriz asociada a la aplicacién incognita
respecto de ciertas bases dadas. Nuevamente, comenzamos con un ejemplo concreto sobre el
que investigamos, sugiriéndoles varios pasos para la reconstruccion de la aplicacion lineal. Esto
les puede llevar a obtener la aplicacion lineal y el procedimiento genérico. Al finalizar el
apartado se proponen varios ejercicios sobre los cuales el alumno practicara los procedimientos
obtenidos.

Para enfatizar la relacidén biunivoca entre aplicaciones lineales y matrices, se plantean
gjercicios en los que se efectian ambos pasos sobre una misma aplicacion lineal, de tal forma
que puedan comprobar el proceso de ida y vuelta.

Como conclusiones finales, citar nuevamente que las matrices son un instrumento que
sirve para manipular de forma operativa las aplicaciones lineales, sobre todo si hablamos sobre
matrices asociadas respecto de las bases canodnicas. Esto nos va a servir en el apartado siguiente

para construir mediante las operaciones de matrices, las correspondientes operaciones de
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aplicaciones lineales, utilidad que tiene una importancia especial en la obtencion (si existe) de la
inversa de una aplicacion lineal.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: II-3-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para desarrollar este apartado, se tiene programado realizar en 2 horas, es decir una
sesion de clase.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

No se van a utilizar técnicas especificas de DERIVE salvo las introducidas sobre todo
en el apartado 2.2, es decir lo que se refiere definir aplicaciones lineales en el programa. Las
operaciones mas habituales serdn la definicidon de matrices, definicidén de vectores, calculo de la

imagen de un vector por una aplicacién lineal y producto de una matriz por un vector 1.

Programacion diddctica del apartado I1.4. RANGO DE UNA MATRIZ .
OBJETIVOS:

1) Adquirir un procedimiento de calculo para obtener el rango de una matriz.

2) Obtener un método alternativo para calcular el subespacio imagen de una aplicacion

lineal a través de su matriz asociada.

3) Distinguir entre lo que se denominan matrices regulares o singulares y matrices no

singulares, en funcion del rango.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:

- concepto de rango de una matriz cualquiera,

- relacion entre el rango de una matriz y la dimension del subespacio imagen
de una aplicacion lineal que tiene por matriz asociada la matriz dada,

- sistema de generadores del subespacio imagen de una aplicacion lineal
mediante la matriz asociada a la misma.

Contenidos no esenciales:

- calculo para la obtencion de la matriz asociada a una aplicacion lineal,
- determinar la dependencia o independencia lineal de vectores columna.
METODOLOGIA:

Obsérvese que en este apartado consideramos como contenidos no esenciales los
célculos rutinarios necesarios para obtener la matriz asociada a una aplicacion lineal. Podemos
decir que no son esenciales porque aunque es un procedimiento que se ha introducido en el
apartado anterior, el proceso de obtencion no esta totalmente automatizado en DERIVE y el

alumno tiene que saber en todo momento qué pasos estd realizando para obtener la matriz
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asociada. Por otro lado consideramos en este apartado que podemos automatizar la
determinacion de la dependencia o independencia lineal de vectores, con el uso de DERIVE,
para establecer la conexion de estos conceptos con el rango de un conjunto de vectores; en
realidad esta automatizacion tan solo consiste en resolver un sistema de ecuaciones lineales,
resultado de la ecuacion vectorial que caracteriza cuando un conjunto de vectores es Li. o 1.d.

Para el estudio de este apartado comenzamos con el ejemplo de una aplicacion lineal,
sobre la cual se les pide calcular la matriz asociada respecto de las bases canodnicas y el
subespacio imagen, intentando obtener una relacion entre el subespacio imagen obtenido y los
vectores columna de la matriz asociada.

Una vez que se experimenta con este ejemplo se plantea un ejercicio mediante el cual se
pide obtener el subespacio imagen de una aplicacidn lineal a partir de su matriz asociada.

El concepto de rango de una matriz se obtiene intentando obtener primero la dimensioén
del subespacio imagen, relacionando este hecho con el nimero de vectores columna linealmente
independientes de la matriz asociada. La coincidencia de estos nimeros nos permite motivar la
definicion del RANGO como el méximo numero de vectores columna linealmente
independientes, es decir lo que seria el nimero minimo de vectores que debe tener un sistema de
generadores del subespacio imagen. A raiz de esta definicion se introduce la clasificacion entre
matrices singulares o regulares y matrices no singulares. Recordemos que en todo el proceso de
introduccion de contenidos hay que dejar tiempo suficiente a los alumnos para que
experimenten e intenten llegar ellos mismos a sus propias conclusiones, a veces de forma
individual y en ocasiones como consecuencia de la cooperacion que existira entre los
compaifieros en este proceso de descubrimiento y construccion de contenidos. De esta manera
pondremos en practica dos de los principios basicos de nuestra estrategia: obtencion de
aprendizajes significativos con ayuda de la colaboracion entre alumnos.

Para finalizar se plantean algunos ejercicios de manipulacion relacionados con el
calculo del rango y del subespacio imagen.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:

[I-4-TEOR.MTH.

TEMPORALIZACION:

Se propone realizar este apartado en aproximadamente 45 minutos.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- definicion de matrices,

- definicion de aplicaciones lineales,

- resolver ecuaciones vectoriales.
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Programacion _diddctica _del _apartado I1.5. OPERACIONES CON

MATRICES Y APLICACIONES LINEALES

OBJETIVOS:

1) Dominar las operaciones fundamentales de matrices: suma, producto, producto de

un escalar por una matriz, producto de Kronecker.

2) Obtener la aplicacion lineal asociada a las operaciones de aplicaciones lineales:

suma, producto de un escalar por una aplicacion lineal y composicion de matrices a

través de las operaciones correspondientes de sus matrices asociadas.

3) Conocer las principales propiedades de estas operaciones.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

Definicion de la suma de matrices y suma de aplicaciones lineales.
Principales propiedades de la suma de matrices. y suma de aplicaciones
lineales.

Relaciones entre las operaciones suma de matrices y suma de aplicaciones
lineales.

Definicion de la operacion producto de un escalar por una matriz y producto
de un escalar por una aplicacion lineal.

Propiedades del producto de un escalar con una matriz.

Definicion de la composicion de aplicaciones lineales.

Operacion matricial asociada a la composicion de aplicaciones lineales en el
campo de sus matrices asociadas: producto de matrices.

Propiedades del producto de matrices.

Obtencion de la composicién de dos aplicaciones lineales a través del
producto de sus matrices asociadas.

Definicion del producto de Kronecker de dos matrices.

Propiedades del producto de Kronecker.

Contenidos no esenciales:

Operaciones entre aplicaciones lineales.

Independencia lineal de vectores.

Matriz asociada a una aplicacion lineal respecto bases canonicas
Producto de una matriz por un vector.

Célculo del rango de una matriz .

Producto de Kronecker de matrices.
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METODOLOGIA:

Consideramos como contenidos no esenciales las operaciones entre aplicaciones
lineales, ya que no es fundamental para los contenidos del apartado saber operar aplicaciones
lineales que por otro lado son operaciones rutinarias También consideraremos como contenidos
esenciales operaciones como el producto de una matriz por un vector, y el producto de
Kronecker de matrices, se trata nuevamente de operaciones que no son fundamentales para
desarrollar los contenidos del tema, aunque respecto al producto de Kronecker el alumno debe
saber como realizarlo lo mas importantes es conocer las propiedades que tiene, y dado que se
trata de una operacidon muy sencilla pero tediosa en su ejecucion, para comprobar propiedades
de este producto es interesante utilizar un procedimiento que efectia de forma automatica ese
célculo. Otro contenido que consideramos que no es fundamental para desarrollar las
propiedades de estas operaciones entre matrices y aplicaciones lineales es la obtencion de la
matriz asociada a una matriz, procedimiento que nuevamente volvemos a comentar, no esta
totalmente automatizado, obligando de esta forma al alumno a saberlo realizar paso a paso
dejando a DERIVE los célculos rutinarios para la obtencion de los resultados finales.
Igualmente se considera un contenido no esencial la independencia lineal de vectores, que es un
contenido del tema 1 asi como la obtencion del rango de una matriz que hemos considerado en
el apartado anterior.

Este apartado es sumamente operativo, por lo que en cada una de las operaciones se
planteard un esquema similar. Comenzamos introduciendo la suma de matrices y aplicaciones
lineales. Para ello se plantea un ejemplo a investigar que consiste en una serie de aplicaciones
lineales sobre las cuales se deben de investigar varias cuestiones: obtencion de sus matrices
asociadas, determinar los casos en los que sea posible obtener una aplicacion suma, y comparar
las matrices asociadas a la aplicacion suma y las matrices asociadas a las aplicaciones sumando.
Con ello se consigue determinar claramente cuando dos aplicaciones lineales son sumables, y
determinar como se debe definir la suma de matrices. Sobre el ejemplo, se plantean
conclusiones formales que se muestran al finalizar el estudio. A continuacion se les propone a
los alumnos un ejercicio de comprobacion relacionado con las propiedades bésicas de la suma
de matrices: asociativa, conmutativa, existencia de elemento neutro y existencia de un elemento
opuesto para cada matriz todo ello realizado sobre matrices constantes. Al finalizar el estudio se
efectiia nuevamente el proceso de generalizacion. De igual forma, introducimos el producto de
un escalar por una matriz. Primero estudiando la aplicacion lineal que se obtiene al multiplicar
un escalar por una aplicacion lineal y luego estudiando la relaciéon que guardan sus matrices
asociadas. Una vez definida de forma natural esta operacion, se les plantean ejemplos concretos
de matrices sobre las cuales los alumnos deberan comprobar las principales propiedades del
producto de un escalar por una matriz: distributiva de la suma de escalares respecto del

producto, distributiva de la suma de matrices respecto del producto por escalar,
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pseudoasociativa y existencia del elemento neutro. Con estos dos bloques de propiedades,
estamos en disposicion de proponer a los alumnos si el conjunto de las matrices de orden 2x2
tienen estructura de espacio vectorial, y si es asi se les propone que intenten construir una base
de este espacio vectorial, asi como el calculo de su dimensiéon. Una vez investigada esta
estructura, los alumnos podran obtener combinaciones lineales entre matrices, o determinar si
un conjunto de matrices de cierto orden es o no linealmente independientes.

Para la composicion de aplicaciones lineales, planteamos un ejemplo con el que
construimos la aplicacion composicion e intentamos obtener la relacion que guardan las
matrices asociadas. Para ello, tan solo tenemos en cuenta el orden de aplicacién de las
aplicaciones en el proceso de composicion, traduciendo este proceso a su expresion matricial,
asi obtenemos un orden definido con el cual construir la operacidon producto de matrices. Una
vez definido el producto de dos matrices, se proponen ejemplos para obtener la aplicacion
composicion de dos matrices, utilizando la matriz asociada a la composicion, es decir operando
correctamente con el producto las matrices asociadas a las aplicaciones lineales iniciales. Se
estudian asimismo las propiedades del producto de matrices sobre ejemplos concretos, a partir
de los cuales se pueden extraer generalizaciones automaticas.

La ultima operacion que trabajamos es el Producto de Kronecker entre matrices,
operacion que no guarda ninguna relacion con una operacion entre aplicaciones lineales. Una
vez definida esta operacion se proponen algunos ejemplos para que comprueben algunas de las
propiedades que cumple este producto. Dada la sencillez del producto de Kronecker, una vez
que se ha introducido, se les propone utilizar un fichero de utilidades de DERIVE que lo calcula
de forma automatica sin necesidad de ir realizando productos de escalares por matrices.

El guiodn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:1I-5-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se propone realizar este apartado en aproximadamente 1 h. 15 m.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Recordar la forma de cargar ficheros de utilidades de DERIVE.
- Uso del fichero Kronecker.mth para automatizar el célculo del producto de
Kronecker.

- Aprender a realizar suma de matrices, producto de escalar por matriz y producto de

matrices en DERIVE.

- Definir aplicaciones lineales en DERIVE.
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Programacion diddctica del apartado 11.6.

MATRIZ INVERSA. APLICACION LINEAL INVERSA
OBJETIVOS:

1) Determinar cuando una matriz tiene inversa.

2) Calcular la inversa de una matriz utilizando el método de GAUSS-JORDAN.

3) Obtener la aplicacion lineal inversa de una aplicacion lineal, a partir de la matriz

inversa de su matriz asociada.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Aplicacién lineal inversa.
- Matriz asociada a una aplicacion lineal inversa. Definicidn.
- Condicion de invertibilidad de una matriz.
- M¢étodo algebraico de calculo de la inversa de una matriz.
- Propiedades fundamentales de las matrices inversas.
- Método de Gauss-Jordan del calculo de la inversa.
Contenidos no esenciales:
- Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con DERIVE.
- Producto de matrices.
- Composicién de aplicaciones lineales.
- Rango de una matriz.
METODOLOGIA:

Obsérvese que consideramos como contenidos no esenciales la resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales, ya que el célculo de soluciones que realizamos con DERIVE no
interfiere en el calculo de la inversa. También consideramos como contenidos no esenciales de
este apartado tanto el producto de matrices, que podemos hacer de forma automatica con
DERIVE, y que nos sirve para construir paso a paso el método de Gauss-Jordan, y también la
composicion de aplicaciones lineales. Por ultimo consideramos que el céalculo del rango de una
matriz es un contenido suficientemente utilizado en apartados anteriores y que por tanto se
puede considerar como un contenido no esencial pudiendo utilizarse por tanto el comando de

DERIVE que calcula de forma directa el rango de una matriz constante.

Para introducir los contenidos esenciales del tema, comenzamos planteando el concepto
de aplicacion lineal inversa a partir de un ejemplo en el que se muestran dos aplicaciones
lineales sobre las cuales, se les sugiere a los alumnos que efectuen la composicion en los dos
ordenes posibles. Con la obtencion de la aplicacion lineal obtenida (aplicacion identidad) se

motiva la introduccién del concepto de aplicacion lineal inversa. A partir de esta definicion se
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propone a los alumnos que investiguen la relacion que guardan las matrices asociadas a dos
aplicaciones lineales tales que una es inversa de la otra (y viceversa). Esto nos conduce a la
definicion del concepto de matriz inversa.

Para estudiar la condicion de invertibilidad de una matriz, se plantea como ejemplo una
matriz que tiene inversa, sobre el cual introducimos un método algebraico para obtener la
posible inversa. El método consiste en definir una matriz de incognitas y plantear la ecuacion
matricial que ha de verificar dicha matriz, dando lugar a un sistema de ecuaciones lineales que
se puede resolver de forma directa con DERIVE. En los casos en los que el sistema tiene
solucion, entonces, existe inversa y en los que no hay solucion decimos que no hay inversa.
Ante este hecho, se motiva la necesidad de obtener una CONDICION DE INVERTIBILIDAD
que permita, sin necesidad de efectuar estos calculos, si una matriz tiene o no inversa. Para ello
se orienta a los alumnos para que investiguen los rangos de matrices con inversa y matrices sin
inversa. Con este estudio guiado, los alumnos deben llegar a la conclusién de que la condicidén
de invertibilidad de una matriz es que el rango de la matriz sea completo, es decir, para que una
matriz tenga inversa esta matriz debe ser una matriz no singular.

Una vez introducida la condicion, se propone estudiar las propiedades de las matrices
inversas mediante la exploracion de ejemplos concretos. Las propiedades que pretendemos
introducir de esta forma son la unicidad de la inversa, y la equivalencia de la inversa del
producto de dos matrices. Después de obtener estos resultados se proponen algunos ejercicios

de manipulacion.

Para introducir al alumno en el proceso de Gauss-Jordan, se plantea un ejemplo dirigido
con el que el alumno consiga obtener mediante sucesivas transformaciones la matriz identidad.
Estas transformaciones denominadas transformaciones de Gauss-Jordan equivalen a multiplicar
la matriz inicial por sucesivas matrices que contienen los datos de la transformacidn que se esta
realizando. En este proceso las transformaciones se planteardn en forma matricial, es decir, el
alumno debe identificar la transformacién que produce una matriz cuando se multiplica por otra,
de tal forma que el alumno sea capaz de ir construyendo las matrices adecuadas (operando
siempre por filas y por tanto premultiplicando las matrices obtenidas), de tal forma que al
finalizar el proceso, pueda agrupar todas las transformaciones obtenidas mediante un producto
ordenado. Para que los alumnos consigan entender bien el proceso de Gauss-Jordan deberan
entender muy bien el significado real de premultiplicar una matriz por otra, identificdndolo con
la realizacién de transformaciones por filas. En este proceso experimental de observacidn, es
muy importante que en el primer ejemplo se provoquen situaciones de colaboracion entre los
compafieros, ya que en esas pequefias discusiones de resultados se podran obtener las
conclusiones fundamentales con las que el alumno podra deducir de forma significativa los

resultados que le conducen al proceso de Gauss-Jordan. A continuacion se les proponen algunos
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gjercicios para que practiquen con este método que por un lado les permite obtener la matriz
inversa y por otro les permite manipular y obtener el significado del producto como
transformacion de matrices es decir, como una composicion en definitiva de aplicaciones
lineales.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: II-6-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para llevar a cabo este tema se sugiere utilizar aproximadamente 2 h.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Algunas de las herramientas que emplearemos son conocidas de apartados anteriores:

- definir una aplicacién lineal en DERIVE.

- sumar y multiplicar matrices

- sumar aplicaciones lineales

- célculo del rango de una matriz.

- definir matrices, en especial la matriz identidad de un cierto orden.

Los nuevos procedimientos que deberemos considerar son los siguientes:

- definir una matriz genérica de un orden determinado

- resolver sistemas de ecuaciones generados por ecuaciones matriciales

Programacion diddctica del apartado 11.7. TIPOS DE MATRICES.
OBJETIVOS:

1) Identificar los principales tipos de matrices.
2) Conocer y manipular las principales propiedades que tienen asociadas los diferentes
tipos de matrices.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Matrices triangulares. Propiedades.
- Matrices Traspuestas. Propiedades.
- Matrices simétricas. Propiedades.
- Matrices antisimétricas. Propiedades.
- Matrices ortogonales. Propiedades.
- Matrices idempotentes. Propiedades.
- Matrices nilpotentes. Propiedades.

- Matrices unipotentes. Propiedades.



II. UNA ESTRATEGIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL 193

Contenidos no esenciales:

- Producto de Matrices.
- Inversa de una matriz.
METODOLOGIA:

Dado que este apartado se basa en la comprobacion de propiedades de las matrices
utilizaremos los procesos de calculo de producto de matrices y de calculo de la inversa de una
matriz como contenidos no esenciales, que facilitardn la comprobacion de muchas de las
propiedades que cumplen los diferentes tipos de matrices que vamos a estudiar.

Para cada uno de los tipos de matrices se plantea una metodologia similar que consiste
en:

1°) Introducir la definicion del tipo de matriz.

2°) Definir o reconocer de entre ciertas matrices cuales se ajustan al tipo de matriz que
se estd estudiando.

3°) Sobre matrices concretas de cada tipo, comprobar las principales propiedades que
cumple cada tipo de matrices.

Con este método, se obliga al alumno a insistir en los conceptos y propiedades mas que
en la propia operativa que es necesaria para reconocer cierta matriz. Nuevamente a partir de los
contenidos previos y la experimentacion que realiza cada alumno con el programa DERIVE es
posible efectuar una comprobacion y estudio de las diferentes propiedades de los tipos de
matrices que se estudian en este apartado. No obstante, insistiremos también en demostraciones
formales de las diferentes propiedades, muchas de ellas las expondremos en la pizarra y otras se
dejaran propuestas a los alumnos para que las intenten por si mismos.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: 1I-7-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para llevar a cabo este tema se sugiere utilizar aproximadamente 1 hora.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- Definicion de matrices en DERIVE.

- Producto de Matrices.

- Introducir la operacion de TRASPOSICION DE MATRICES en DERIVE (uso del

acento grave A").

- Calculo de la inversa de una matriz.
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11.5.2.3. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA III:
TRAZA Y DETERMINANTE DE UNA MATRIZ.

Objetivos del tema:

- Calcular correctamente la traza de una matriz y conocer las principales propiedades de la
traza.

- Calcular el determinante de una matriz de orden 2 o de orden 3 a partir de las formulas
asociadas.

- Calcular el determinante de una matriz cuadrada de orden n desarrollando por los adjuntos
de una fila o columna.

- Calcular la inversa de una matriz utilizando determinantes.

- Calcular el rango de una matriz a partir de determinantes.

- Conocer las propiedades fundamentales de los determinantes.

- Establecer la relacion entre los determinantes y la dependencia e independencia lineal de
vectores.

Contenidos:

- III.1. Traza de una matriz.
- III.2. Determinante de una matriz.

- IIL3. Propiedades de los determinantes.

- IIL4. Aplicaciones de los determinantes: rango e inversa.
Temporalizacion:

Apartado III.1: 30 minutos

Apartado II1.2: 1 hora 30 minutos.

Apartado II1.3: 1 hora

Apartado II1.4: 1 hora

TOTAL 4 horas, es decir 2 sesiones.

Metodologia:

En la estrategia didactica que hemos propuesto, hemos reducido el uso del programa de
calculo simbolico DERIVE al conjunto de contenidos que consideramos no esenciales para el
desarrollo de los contenidos basicos del capitulo; por ello en cada uno de los apartados hemos
realizado una clasificacién de los contenidos en contenidos esenciales y contenidos no
esenciales. Este tema es especialmente conflictivo a la hora de realizar esta clasificacion, porque
los contenidos inicialmente esenciales pudieran parecer que son contenidos de mero calculo, en
particular el calculo de la traza y el calculo del determinante de una matriz cuadrada. Respecto
al célculo de la traza, como veremos en el apartado 1, no es una operacion que requiera una
destreza especial por parte del alumno ya que se reduce a la suma de los elementos de la

diagonal principal, por tanto, una vez introducida la operacion, es suficiente realizar unos pocos
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ejemplos y a continuacion introducir directamente la funcion que ejecuta en DERIVE de forma
automatica el calculo de la traza de cualquier matriz cuadrada, para asi centrar luego la atencion
del alumno en las propiedades que tiene esta operacidn con respecto a las principales
operaciones con matrices: suma, producto, traspuesta. En cuanto a los determinantes, para
introducir la operacion iniciamos el segundo apartado dando la definicion formal de
determinante, a partir de la cual deducimos las reglas tipicas para obtener el determinante de
matrices de orden dos y de orden 3. Ambos procesos los automatizamos de forma casi
inmediata, pero utilizando las posibilidades que brinda DERIVE para programar sendas
funciones que calculan determinantes de matrices de orden 2 y orden 3, es decir, una
implementacion de dichas reglas. Siguiendo esa dinamica de programacion de funciones, y a
partir de la definicién general del célculo de determinantes, se les propone a los alumnos que
programen funciones para calcular determinantes de matrices de orden 4, regla que no suele
ensefarse pero que existe y que puede implementarse de manera automatica con DERIVE.
Dado que, el objetivo de la operacion es conocer el fundamento de la misma, y manejar las
reglas de calculo de los determinantes de matrices de orden 2 y orden 3, efectuamos una serie de
ejercicios que pretenden refrescar estos procedimientos que por otro lado, ya han sido
manipulados en cursos anteriores. Para dar el salto al método general y mas operativo, al menos
con lapiz y papel, se presenta el desarrollo de un determinante por los adjuntos de una linea.
Este método lo introduciremos secuencialmente para matrices de orden cuatro y orden cinco,
programando funciones que calculan utilizando este procedimiento determinantes de matrices
de los ordenes indicados. Nuevamente, la operativa no es el elemento fundamental, sino el
procedimiento que permite al alumno calcular determinantes siguiendo una directriz genérica y
no una regla memoristica. Por este motivo, una vez que el alumno domina el proceso, y no
antes, se introduce la funcion que calcula el determinante de una matriz cualquiera en DERIVE,
eso ocurrira en los ultimos apartados. Los ejemplos para investigar servirdn para que los
alumnos usen el programa para descubrir e investigar las propiedades, relaciones o conceptos
que se van introduciendo respecto a la traza y determinante de la suma, el producto de matrices
y otras operaciones, asi como las relaciones que guardan estas operaciones con respecto a los
diferentes tipos de matrices. Todas las cuestiones que los alumnos van investigando se basaran
en contenidos que previamente los alumnos deben de manejar, para que con la ayuda del
profesor y posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre los alumnos
encuentren y obtengan la respuestas adecuada a las cuestiones que se proponen. Por otro lado
los ejercicios de manipulacion serviran nuevamente para consolidar las principales técnicas en
el manejo de matrices y aplicaciones lineales que se van introduciendo. Los problemas
propuestos tendran diversos niveles de dificultad algunos de ellos versan sobre las principales
técnicas del tema, otros son problemas en los que la experimentacion y el proceso de induccion

serviran al alumno para obtener propiedades de matrices n-ésimas, o para resolver ecuaciones
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matriciales. En este tipo de problemas, las funciones DET o TRACE no son fundamentales y ni
siquiera funcionan para resolver las situaciones problematicas que se plantean, ya que se trata
fundamentalmente de razonamiento inductivos en los que el alumno debe tener muy claro el
concepto o la generacion del concepto de determinante y de traza para obtener las posibles vias
de solucion.

Pasamos a continuacion a detallar la programacion didéctica de cada uno de los cuatro

apartados de los que consta este tercer capitulo.

Programacion diddactica del apartado II1.1. TRAZA DE UNA MATRIZ
OBJETIVOS:

1) Obtener la traza una matriz cualquiera.
2) Conocer las principales propiedades de la traza de matrices respecto a las
operaciones fundamentales entre matrices.
CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Concepto de la traza de una matriz.

- Principales propiedades de la traza de una matriz respecto de las
operaciones bdsicas entre matrices: suma, producto por escalar, inversa,
producto, producto de Kronecker e inversa.

Contenidos no esenciales:

- Comandos basicos de DERIVE para definir matrices.

- Comando TRACE para obtener la traza de una matriz.

METODOLOGIA:

Obsérvese que consideramos como contenido no ESENCIAL el comando que calcula la
traza de una matriz, porque consideramos que es una operacion que tan solo requiere efectuar la
suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz en cuestion, y no se trata por tanto
de un obstaculo para comprender el concepto o la operacion traza; ya que lo fundamental es
razonar sobre la base de esta definicion para extrapolar propiedades que tiene la traza de una
matriz respecto a las diferentes operaciones que realizamos con matrices.

Iniciaremos por tanto este apartado definiendo el concepto de la traza de una matriz.
Dado que se trata de un concepto cuyo calculo unicamente requiere sumas, introducimos a
continuacion la funcion predefinida en DERIVE que calcula la traza de una matriz: TRACE.
Obsérvese que se trata de un célculo que no impide el reconocimiento del concepto, ya que la
manipulacidon del mismo de forma automatica con DERIVE lo tinico que nos facilita es realizar

las sumas correspondientes de forma automatica.
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Una vez definido el concepto intentamos que los alumnos descubran la relacion que
guardan la traza con la igualdad de matrices, ya que puede darse que las trazas de dos matrices
sean iguales y sin embargo no sean matrices idénticas, pero por el contrario siempre que dos
matrices son idénticas sus trazas coinciden.

Para terminar plantearemos al alumno que a partir de ejemplos concretos intente deducir
las principales propiedades que cumple la traza de una matriz respecto de las operaciones de
suma de matrices, producto de un escalar por una matriz, producto de matrices y producto de
Kronecker.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: III-1-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Este apartado se puede hacer facilmente en 30 minutos
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Utilizaremos la definicidon habitual de matrices y la operacion TRACE que calcula la

traza de una matriz cuadrada cualquiera.

Programacion diddctica del apartado 111.2. DETERMINANTE DE UNA

MATRIZ
OBJETIVOS:

1) Utilizar de forma fluida la regla para el calculo de determinantes de matrices de
orden 2 y orden 3.
2) Saber calcular el determinante de matrices de un orden cualquiera por medio del
desarrollo de los adjuntos de una linea
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Determinante de una matriz de orden 2.
- Regla de Sarrus para el calculo del determinante de una matriz de orden 3.
- Desarrollo de un determinante por los adjuntos de una linea.
- Menor complementario de un elemento.
- Adjunto de un elemento.
Contenidos no esenciales:

- Productos y sumas de niimeros reales.

METODOLOGIA:
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Este apartado esta lleno de procedimientos, y aunque DERIVE nos proporciona una
funcién (la funcion DET) que calcula de forma automatica el determinante de una matriz
cuadrada, sea esta numérica o con valores paramétricos, nos centraremos en los métodos de
calculo de determinantes para que el alumno practique a lo largo de este tema el calculo de
determinantes usando los procedimientos mas generales. Como el calculo de determinantes es el
contenido esencial del apartado, es evidente que el uso de DERIVE debe ser unicamente
auxiliar para realizar las sumas y operaciones necesarias para obtener el calculo: no debemos
facilitar al alumno la funcidon que calcula directamente el determinante de cualquier matriz
cuadrada.

Partiendo de estas premisas iniciales, expondremos la DEFINICION general de
determinantes y deduciremos de forma teorica la formula de determinantes de orden 2. Tras
realizar unos cuantos ejercicios con la regla, les propondremos a los alumnos que programen en
DERIVE una funcién, llamada DETERMINANTE 2(Matriz), que calcule el determinante de
cualquier matriz de orden 2. Con ello dejariamos completamente automatizado el proceso para
este tipo de matrices.

El mismo proceso metodoldgico realizaremos con las matrices de orden 3. Primero
deduciremos la REGLA DE SARRUS a partir de la definicion de forma tedrica. Propondremos
a los alumnos unos cuantos ejercicios para que calculen determinantes aplicando esta regla con
la ayuda de DERIVE (en lo que respecta a las sumas y productos que tengan que efectuar) y
después les propondremos a los alumnos que programen una funcién en DERIVE, que
llamaremos REGLA SARRUS(Matriz), que nos calcule el determinante de cualquier matriz de

orden 3. Con esto tendriamos automatizado el proceso para las matrices de orden 3.

Para introducir el calculo de determinantes por los adjuntos de una linea (fila o
columna), introduciremos previamente los conceptos de MENOR COMPLEMENTARIO Y
ADJUNTO O COFACTOR de un elemento.

La metodologia que utilizaremos con estos dos conceptos consistird primero en definir
el significado, y luego calcular algunos menores complementarios y adjuntos usando la funcion
de DERIVE DELETE _ELEMENT(M,i), funcién que nos permite borrar una fila i-ésima de
cierta matriz M. Dado que se trata de un proceso automatico, les propondremos a los alumnos
que traten de definir un procedimiento para calcular menores complementarios de matrices de
orden 2 y de orden 3. Lo mismo efectuaremos para el adjunto de matrices de orden 2 y orden 3.
Para generalizar el proceso de menor complementario y adjunto, necesitariamos el determinante
de una matriz de orden superior. Como no deseamos introducir la funciéon DET, consideraremos
una funcioén indefinida DETERMINANTE(M) que deje indicado el proceso que debemos

realizar sobre una matriz cualquiera, de tal forma que asi podamos definir un procedimiento
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genérico para MENOR COMPLEMENTARIO y en consecuencia también para el ADJUNTO
de un elemento de una matriz de un orden cualquiera.

Una vez automatizado el calculo de ADJUNTOS; introduciremos el desarrollo de un
determinante por los adjuntos de una linea, proceso que nos permitira indicar de forma
automatica (con las funciones ya definidas previamente), los calculos que tenemos que realizar
de manera secuencial para calcular el determinante de cualquier matriz cuadrada.

Como acabamos de observar el contenido esencial del apartado (el céalculo de
determinantes), estd repleto de procedimientos que permiten simplificar su calculo si lo que se
desea es dotar al alumno de las técnicas necesarias para calcular un determinante a lapiz y papel,
entendiendo el significado del procedimiento. De todos estos métodos el alumno debera
dominar la regla de los determinantes de orden dos y la Regla de Sarrus para el céalculo de
determinantes de matrices cuadradas de orden tres, métodos que por otro lado el alumno ya
conoce del curso anterior. Ademas el alumno debera ser capaz de deducir el mejor
procedimiento para calcular determinantes de orden superior utilizando la regla que desarrolla
un determinante por los adjuntos de una linea, ya que habrd programado en DERIVE los
procesos previos requeridos para efectuar estos calculos. Aunque inicialmente puede resultar
costoso para el alumno programar en DERIVE (ya que se trata de un lenguaje funcional) sin
embargo una vez que haya programado unas cuantas veces rapidamente entendera la filosofia
que utiliza el programa en términos de programacion de funciones: consiste unicamente en
definir procedimientos sobre la base de funciones previamente definidas.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:1II-2-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se prevé impartir este apartado en 1 hora 30 minutos.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
Funciones DELETE_ELEMENT(M,i) y traspuesta de una matriz A’

También es necesario recordar la forma de DEFINIR funciones en DERIVE, y por tanto
de PROGRAMAR en DERIVE.

Recordar la forma de manejar los FICHERO DE UTILIDADES.
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Programacion_diddctica_del apartado I11.3. PROPIEDADES DE LOS

DETERMINANTES.
OBJETIVOS:

1) Dominar las principales propiedades de los determinantes con el fin de facilitar el

calculo de los mismos.

2) Relacionar el célculo de determinantes con la dependencia e independencia lineal de

vectores.

3) Conocer las propiedades de los determinantes de algunos tipos especiales de

matrices.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Propiedades fundamentales de los determinantes.
- Determinantes y dependencia e independencia lineal.
- Determinantes de matrices triangulares, ortogonales, antisimétricas,
idempotentes, unipotentes y nilpotentes.

Contenidos no esenciales:

- Célculo de determinantes de orden 2 (DETERMINANTE 2).

- Célculo de determinantes de orden 3 (REGLA SARRUSY).

- Construccion de matrices con vectores fila o vectores columna.
METODOLOGIA:

Obsérvese que en este apartado el calculo de determinantes de matrices de orden 2 y
orden 3 se convierte en un contenido no esencial, ya que la operativa de sus célculos pasa a ser
secundaria ante los contenidos del apartado que tratan de examinar las principales propiedades
que tienen los determinantes.

El método que utilizaremos para introducir las 9 propiedades fundamentales de los
determinantes consiste en la introduccion de ejemplos de matrices sobre las cuales el alumno
debe calcular sus determinantes, y a partir de la estructura de las matrices y los resultados
obtenidos se les pedird a los alumnos que intenten conjeturar las propiedades que se verifican.
Se les invitara a que experimenten su conjetura con cada una de las propiedades.

Para la relaciéon entre determinantes y dependencia e independencia lineal plantearemos
algunos ejemplos sobre los cuales podremos aplicar una de las propiedades de determinantes de
las que se deduce la relacion directa entre estos conceptos y el valor del determinante de la
matriz

Por ultimo para estudiar el determinante de las matrices triangulares, ortogonales,
antisimétricas, idempotente, unipotentes y nilpotentes, les propondremos a los alumnos matrices

de cada uno de estos tipos antes citados para que estudien sus determinantes y traten de obtener
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las propiedades por experimentacion y observacion. En algunos casos realizaremos la
demostracion formal en la pizarra.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:1II-3-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se espera realizar este apartado en 1 h.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Necesitaremos saber cargar un fichero (en particular el fichero DETERM.MTH) como
fichero de utilidades, y recordar el significado de las funciones definidas en dicho fichero que
nos sirven para calcular determinantes de orden 2, orden 3 y el calculo de adjuntos de

elementos.

Programacion_diddactica del apartado III.4. APLICACIONES DE LOS

DETERMINANTES.
OBJETIVOS:

1) Calcular el rango de una matriz cualquiera con el uso de determinantes.
2) Obtener la matriz inversa de una matriz invertible, con el uso de determinantes.
3) Obtener por induccion, el determinante n-ésimo de una matriz n-ésima.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Rango de una matriz cuadrada.
- Rango de una matriz no cuadrada de rango completo.
- Teorema del Rango.
- Adjunta de una matriz.
- Regla de la Inversa por determinantes.
Contenidos no esenciales:
- Calculo de determinantes de orden 2, orden 3 y adjuntos de elementos,
utilizando para ello las funciones DETERMINANTE 2,
REGLA_SARRUS, ADJUNTO_3, ADJUNTO 4 y ADJUNTO definidas
en el fichero de utilidades DETERM.MTH.
- Funcion VECTOR y DIMENSION.
METODOLOGIA:
Observemos que consideramos como contenidos no esenciales para este apartado los
procedimientos de calculo de determinantes de matrices de orden 2 y de orden 3, asi como el
calculo de los adjuntos de un elemento. Se trata de procedimientos que ya hemos manipulado

bastante en apartados anteriores y que no son esenciales para estudiar las dos aplicaciones
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fundamentales de los determinantes: el calculo de rangos y el calculo de la inversa. Para el
calculo de rangos analizamos las propiedades que tienen los vectores fila o vectores columna de
una matriz respecto a su dependencia e independencia lineal y la relacion que pueden guardar
con los determinantes. En el caso del calculo de la inversa establecemos tan solo un
procedimiento de célculo de la inversa basado en el determinante de la matriz de adjuntos: la
matriz adjunta.

Con el fin de formular algunas de las aplicaciones del calculo de determinantes, en este
apartado nos centraremos en dos aplicaciones fundamentales: el calculo del rango de una matriz
cualquiera y el célculo de la inversa de matrices cuadradas.

Para el calculo del rango de una matriz, iremos proponiendo al alumno tres situaciones.
La primera que relacione determinante con el rango cuando la matriz es cuadrada. De esta
relacion se obtendran una serie de condiciones de manera experimental sobre ejemplos
concretos. La segunda situacion es que relacione el determinante con el rango de una matriz de
rango completo. Nuevamente deberd manipular matrices no cuadradas de rango completo sobre
las que deducira la relacién entre rango y determinante. Para motivar el teorema del rango
consideraremos matrices con mas filas que columnas sobre las cuales estudiaremos el maximo
numero de vectores Li. por medio del calculo de determinantes. Por ultimo introduciremos la
técnica habitual de célculo de rango como el orden del mayor determinante no nulo de una
submatriz de la matriz considerada.

Para estudiar la inversa, recordaremos que tenemos definidas funciones que calculaban
los adjuntos de elementos para matrices de orden 2 y orden 3 y dejaba indicado el proceso para
matrices de un orden cualquiera. Por otro lado se les introducira en las funciones VECTOR vy
DIMENSION, con el fin de que puedan programar en DERIVE una funcién que calcule la
ADJUNTA de matrices de orden 2 , orden 3 y de un orden cualquiera. Con esto conseguiremos
automatizar el proceso de calculo de la adjunta de una matriz cualquiera y por otro lado que el
alumno entienda perfectamente el procedimiento de calculo. Obsérvese que para matrices de
orden 5, este procedimiento deja indicado el calculo de ciertos determinantes.

No hemos introducido la funcién predefinida en DERIVE que calcula la ADJUNTA;
porque creemos que es un concepto esencial en el apartado que debe de manipular el alumnos
de forma correcta.

Siempre debemos introducir los conceptos de manera constructiva, de tal forma que el
alumno sea capaz de ir descubriendo procedimientos y propiedades por medio de la observacion
experimental de los datos que va manipulando con DERIVE.

El guiodn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: III-4-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se calcula 1 h. Para el desarrollo del apartado.
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HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Funciones predefinidas DIMENSION; VECTOR.
- Uso de las funciones definidas en el fichero DETERM.MTH : ADJUNTO 3,
ADJUNTO_ 4, REGLA SARRUS, y ADJUNTO.

11.5.2.4. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA 1IV:
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Objetivos del tema:
- Reconocer los sistemas de ecuaciones lineales y representarlos en forma matricial y forma
vectorial
- Formular sistemas de ecuaciones lineales como solucion a problemas concretos.
- Discutir la existencia de soluciones de un sistema.
- Conocer las caracteristicas de las soluciones de los sistemas de ecuaciones homogéneos y
no homogéneos.
- Resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante diferentes métodos: Regla de Cramer,
Gauss-Jordan.
Conceptos:
- IV.1. Generalidades de sistemas de ecuaciones lineales.
- IV.2. Existencia de soluciones.
- IV.3. Propiedades de las soluciones de sistemas homogéneos.
- IV.4. Sistemas equivalentes.
- IV.5. Métodos de resolucion
Temporalizacion:
Apartado IV.1:30 minutos.
Apartado IV.2: 1 h. 30 minutos.
Apartado IV.3: 1 hora.
Apartado IV.4: 30 minutos.
Apartado IV.5: 30 minutos.
TOTAL: 4 horas (2 sesiones)
Metodologia:
El uso del programa de calculo simbolico DERIVE esta limitado en nuestra estrategia al
calculo de aquellos contenidos que consideramos previamente como contenidos no esenciales
para el desarrollo del capitulo o apartado que estamos trabajando, de acuerdo con las directrices

que formulamos en nuestra estrategia didactica. En este capitulo centrado en el estudio de los
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sistemas de ecuaciones lineales, parece un poco contradictorio estudiar los sistemas lineales con
DERIVE cuando en apartados anteriores ya hemos usado la resoluciéon de sistemas de
ecuaciones lineales por medio del programa. Sin embargo, debemos sefialar que cuando hemos
utilizado DERIVE para resolver en capitulos anteriores los sistemas lineales que iban
apareciendo, hemos supuesto que el alumno ya conocia previamente las técnicas basicas de
resolucion de sistemas (reduccion, sustitucion e igualacion) que serian las técnicas que hubieran
tenido que utilizar en el caso de tener que resolverlos a mano, por tanto, el usar DERIVE en
aquellas situaciones no resulta contradictorio, pues se trataba de calculos que no eran esenciales
para el desarrollo de los contenidos que alli se introducian. Sin embargo, en este tema que ahora

comenzamos, debemos estudiar dos elementos fundamentales de los sistemas lineales:

a) En primer lugar el estudio de la COMPATIBILIDAD o
INCOMPATIBILIDAD del sistema, es decir lo que se denomina la
DISCUSION DEL SISTEMA. Para ello utilizaremos el Teorema de
Rouché-Frobenius basado en la comparacién de los rangos de las
matrices de coeficientes y matriz ampliada del sistema; siendo por
tanto necesario introducir previamente las tres formas fundamentales
de notacién de los sistemas: forma matricial, en forma de ecuaciones,
y en forma vectorial.

b) En segundo lugar estudiaremos algunas formas de RESOLVER
SISTEMAS, en particular hablaremos del método de Gauss y la Regla
de Cramer, que inicialmente pueden no tener sentido al utilizar el
sistema DERIVE, pero sin embargo pueden ser reglas que
complementen la resolucion para casos en los que existen parametros

en las matrices de coeficientes o en la ampliada.

Debemos senalar que en esta parte del curso el calculo de determinantes y el calculo de
rangos de matrices constantes se considera que deben ser técnicas o procedimientos dominados
por el alumno y por tanto se pueden considerar que no son esenciales para el desarrollo del tema
en cuestion: sistemas de ecuaciones. De hecho, utilizaremos calculos de determinantes y de
rangos para discutir sistemas, calculos que de realizarse a mano, empafiarian el proceso de
discusion que pretendemos introducir. Es por ello que se introduciran las funciones predefinidas
DET y RANK que calculan el determinante de una matriz cualquiera y el rango de una matriz
constante respectivamente.

Nuevamente, la operativa no es el elemento fundamental, sino el procedimiento que
permite al alumno DISCUTIR sistemas utilizando una directriz clara con la que pueda realizar

un razonamiento de discusion para sistemas en los que pueden aparecer parametros. Los
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ejemplos para investigar serviran para que los alumnos usen el programa para descubrir e
investigar las propiedades, relaciones o conceptos que se van introduciendo respecto a los
sistemas de ecuaciones lineales. Todas las cuestiones que los alumnos van investigando se
basaran en contenidos que previamente los alumnos deben saber manejar, para que con la ayuda
del profesor y posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre los alumnos,
encuentren y obtengan la respuestas adecuadas a las cuestiones que se proponen. Por otro lado
los ejercicios de manipulacion serviran nuevamente para consolidar las principales técnicas en
el manejo de matrices y aplicaciones lineales que se van introduciendo. Los problemas
propuestos tendran diversos niveles de dificultad algunos de ellos versan fundamentalmente
sobre la FORMULACION de sistemas de ecuaciones lineales para resolver problemas de
situaciones reales, en otros casos para discutir sistemas en funcién de parametros.

Pasamos a continuacion a detallar la programacion didactica de cada uno de los cinco

apartados de los que consta este cuarto capitulo.

Programacion _diddctica_del _apartado 1IV.1. GENERALIDADES DE

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
OBJETIVOS:

1) Reconocer cuando un conjunto de ecuaciones forma un sistema lineal respecto de
ciertas variables.
2) Formular sistemas de ecuaciones lineales.
3) Representar los sistemas de ecuaciones lineales en forma estandar, en forma
matricial y en forma vectorial
4) Dominar el concepto de solucién de un sistema lineal.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Definicion de sistema de ecuaciones lineales.
- Solucidn de un sistema de ecuaciones lineales.
- Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes.
Contenidos no esenciales:
- Comandos basicos de DERIVE para definir matrices.
- Multiplicar matrices en DERIVE.
METODOLOGIA:
Observemos que los contenidos no esenciales para este apartado se basan por un lado en
la definicion de matrices propia del programa, que es por tanto una operacion meramente

manipulativa, y en segundo lugar el producto de matrices. Este producto es una técnica de
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calculos que tedricamente debe ser dominada claramente por el alumno a estas alturas del curso,
ya que el producto de matrices es una operacion que ya han utilizado en cursos anteriores y que
nuevamente ha manipulado en buena parte de este curso.

Comenzamos el apartado, planteando el concepto de sistema de ecuaciones lineales
proponiendo algunos ejercicios para reconocer cuando un sistema de ecuaciones es lineal
respecto a cierto conjunto de variables.

El siguiente concepto a manipular son las diferentes representaciones que ofrecen los
sistemas de ecuaciones lineales. A través de un ejemplo, mostramos como un sistema de
ecuaciones lineales se puede representar en forma de ecuaciones (forma estandar) de forma
matricial y de forma vectorial. Una vez que se han mostrado estas representaciones se les
plantea a los alumnos que construyan las formas matricial y vectorial de ciertos sistemas
propuestos.

El tercer concepto de este apartado de generalidades es el concepto de soluciéon de un
sistema. Para ello definimos el concepto y planteamos algunos ejemplos para que los alumnos
determinen, con la ayuda de DERIVE, si ciertos vectores son solucion de un conjunto de
sistemas dado.

Para introducir la nociéon de sistemas equivalentes, aprovecharemos las ventajas que
ofrece DERIVE para comprobar que cierto vector es solucion de un sistema utilizando la forma
matricial del sistema. Para ello les propondremos varios sistemas equivalentes en forma
matricial y un vector solucion para que determinen si el vector dado es solucion de los sistemas
indicados, ademas deberan intentar deducir el motivo por el cual ese vector es solucion de todos
los sistemas planteados. Tras este sencillo ejercicio de investigacion, podran descubrir cual es el
significado de sistema equivalente que se les muestra al finalizar el ejercicio.

Para finalizar el apartado se les proponen algunos problemas para formular sistemas
lineales que resuelven algunos problemas concretos, y se comentan las ideas basicas de la
formulacion.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:IV-1-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para realizar esta unidad se tiene previsto emplear aproximadamente unos 30 minutos.
Se trata de un apartado muy sencillo, que tinicamente pretende familiarizar a los alumnos con la
manipulacion de sistemas en DERIVE.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
Utilizaremos la definicion habitual de matrices y las definiciones de sistemas como

vector de ecuaciones.
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Programacion _diddctica _del _apartado IV.2. EXISTENCIA DE

SOLUCIONES.
OBJETIVOS:

1) Estudiar la existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales mediante la

aplicacion del Teorema de Rouché-Frobenius.
CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Teorema de Rouché-Frobenius en sus dos versiones.

Contenidos no esenciales:

- Comandos basicos de DERIVE para definir matrices.

- Calculo de DETERMINANTES (funcion DET de DERIVE).

- Calculo de RANGOS de matrices (funcion RANK de DERIVE).
METODOLOGIA:

Para manejar con mayor soltura el Teorema de Rouché-Frobenius consideraremos como
contenidos no esenciales el calculo de determinantes y de rangos introduciendo dos funciones
que automatizan su céalculos: la funcion DET que permite obtener el determinante de una matriz
cuadrada de cualquier orden, y la funcion RANK contenida en un fichero de utilidades que
permite obtener el rango de una matriz constante. Ambos procesos consideramos que no son
esenciales para entender el Teorema de Rouché-Frobenius, es mas, si tuviésemos que aplicarlo
utilizando los calculos habituales es posible que el conjunto de calculos que se tienen que
realizar enturbiara la comprension correcta del Teorema.

Para introducirnos en el Teorema de Rouché-Frobenius, iniciamos el estudio de la
existencia de soluciones estudiando graficamente el significado de los diferentes tipos de
sistemas COMPATIBLES DETERMINADOS, COMPATIBLES INDETERMINADOS e
INCOMPATIBLES. A través de esta vision grafica de la existencia de sistemas por medio de
los sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incognitas, introducimos la clasificacién de los
sistemas en funcidon del nimero de soluciones. Profundizamos en la existencia de soluciones,
planteando los citados sistemas en su forma vectorial, e intentando extraer las caracteristicas que
tienen los sistemas cuando son compatibles e incompatibles. Estas caracteristicas se relacionan
de forma directa con los rangos de las matrices de coeficientes y matriz ampliada del sistema. A
partir de estos ejemplos y con el estudio de algunos otros sistemas concluiremos planteando el
Teorema de Rouché-Frobenius que analiza la compatibilidad de los sistemas comparando los
rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada.

Para favorecer este estudio, introduciremos a los alumnos en el manejo de dos funciones
de DERIVE que efectuan de forma automatica el calculo de determinantes: la funcion DET y la

funciéon RANK, definida en el fichero de utilidades VECTOR.MTH, que calcula el rango de
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matrices constantes. Obsérvese que el estudio de determinantes y de rangos, es un elemento de
calculo no esencial para la comprension de los conceptos relacionados con la compatibilidad e
incompatibilidad de sistemas, pero que nos facilita este estudio. Realizaremos por tanto
ejercicios sobre sistemas utilizando estas dos funciones.

En un segundo paso, estudiamos la relacion entre la compatibilidad e incompatibilidad
de sistemas con la pertenencia o no del vector de términos independientes a la imagen de la
aplicacion lineal que tiene por matriz asociada respecto de las bases canonicas a la matriz de
coeficientes del sistema. A partir de este analisis con varios ejemplos llegaremos a la segunda
caracterizacion del Teorema de Rouché, relacionando la compatibilidad con la pertenencia del
vector de términos independientes con la imagen de la citada aplicacion lineal.

El guidn de trabajo de este apartado se encuentra en el fichero:

IV-2-TEOR.MTH.

TEMPORALIZACION:

Este apartado tenemos previsto realizarle en 1 h. 30 minutos.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Utilizaremos las funciones:

DET(A) que calcula el determinante de la matriz A, funcion que forma parte del

NUCLEO BASICO del programa DERIVE.

RANK(A) que calcula el rango de una matriz A constante (sin términos
variables). Esta funcion esta definida en el fichero de utilidades VECTOR.MTH, por lo

tanto para su uso, es necesario cargar previamente dicho fichero.

Programacion_diddctica_del _apartado IV.3. PROPIEDADES DE LAS
SOLUCIONES DE __LOS_SISTEMAS HOMOGENEOS Y _NO

HOMOGENEOS
OBJETIVOS:

1) Reconocer que el conjunto de soluciones de un sistema homogéneo tiene estructura
de espacio vectorial.
2) Reconocer que el conjunto de soluciones de un sistema no homogéneo tiene
estructura de espacio afin.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:

- El subespacio vectorial de las soluciones de un sistema homogéneo.
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- Estructura de las soluciones de un sistema no homogéneo. Sistema
homogéneo asociado.

Contenidos no esenciales:

- Comandos basicos de DERIVE para definir matrices y sistemas.
- Resolucion de sistemas con el comando SOLVE.
METODOLOGIA:

Consideraremos que la resolucién de sistemas usando SOLVE es un contenido no
esencial; ya que para estudiar las caracteristicas de las soluciones utilizaremos DERIVE para
extraerlas previamente y ver sus caracteristicas y compararlas. Aunque posteriormente
utilizaremos otros métodos para resolver sistemas, consideramos que este procedimiento no es
esencial para comprender el objetivo de este apartado que se centra en el estudio de las
propiedades que tienen las soluciones de los sistemas.

Para estudiar las soluciones de los sistemas homogéneos planteamos un ejemplo de un
sistema homogéneo que se resuelve con el comando SOLVE de DERIVE. A partir de las
soluciones obtenidas se pretende intentar estudiar qué estructura tienen. Por medio de unos
cuantos ejemplos adecuados, se puede conducir a los alumnos para que deduzcan que la suma
de dos soluciones de un sistema homogéneo vuelve a ser solucion de dicho sistema, y lo mismo
sucede con el producto de un escalar por un vector solucion del sistema homogéneo, ya que
vuelve a ser solucion del sistema homogéneo. De esta forma podemos llegar a demostrar que
cualquier combinacion lineal de soluciones de un sistema homogéneo vuelve a ser solucion de
dicho sistema, con lo cual obtenemos que las soluciones de los sistemas homogéneos tienen
estructura de subespacio vectorial.

Para estudiar las soluciones de los sistemas no homogéneos primero estudiamos sus
soluciones y las comparamos con las obtenidas de sus sistemas homogéneos asociados. Los
alumnos relacionaran estos conjuntos de soluciones, y deberan llegar a una conclusion: para
resolver un sistema no homogéneo tan sélo es necesario encontrar una solucion particular del
sistema y la solucidon general del sistema homogéneo asociado. Al llegar a esta conclusién
comprobamos las propiedades fundamentales de estas soluciones, entre las cuales la mas
importante es que la diferencia de dos soluciones de un sistema no homogéneo es solucion del
sistema homogéneo asociado.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:IV-3-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Para realizar el estudio de este apartado, tenemos previsto emplear aproximadamente 1
hora.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Comando SOLVE para resolver sistemas.
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Programacion diddctica del apartado 1V.4. SISTEMAS

EQUIVALENTES
OBJETIVOS:

1) Obtener sistemas equivalentes minimos de sistemas compatibles indeterminados.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:
- Sistemas lineales equivalentes.
- Construccidn de sistemas equivalentes minimos.

Contenidos no esenciales:

- Comandos basicos de DERIVE para definir matrices.

- Calculo del rango de una matriz con RANK.

- Célculo de determinantes con DET.
METODOLOGIA:

Iniciamos el apartado planteando un par de sistemas equivalentes con la caracteristica
de que uno tiene menos ecuaciones que otro, para intentar deducir qué caracteristica tienen los
sistemas equivalentes minimos. Una vez planteado el ejemplo, se propone al alumno que intente
obtener sistemas equivalentes minimos; en primer lugar de sistemas homogéneos y luego de
sistemas no homogéneos. Este es un tema eminentemente manipulativo. En alguna ocasion
puede ser necesario el uso de las funciones RANK y DET, para el estudio de rangos de matrices
de coeficientes.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: IV-4-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Este apartado esta previsto realizarlo en 30 minutos
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Utilizaremos nuevamente el comando SOLVE y las funciones RANK y DET.

Programacion diddctica del apartado IV.5. METODOS DE

RESOLUCION
OBJETIVOS:

1) Resolver sistemas de ecuaciones lineales por cuatro métodos distintos: comando

soLve, método de Gauss-Jordan, Regla de Cramer, calculo de inversas.
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CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Regla de Cramer y Método de la inversa para resolver sistemas compatibles
determinados.
- M¢étodo de Gauss-Jordan para construir sistemas equivalentes.
Contenidos no esenciales:
- Célculo de la inversa de una matriz.
- Comando SOLVE para resolucion de sistemas.
- Uso de la funcion ROW_REDUCE que implementa método Gauss-Jordan.
METODOLOGIA:

Consideraremos como contenidos no esenciales algunos procesos rutinarios que ya
hemos empleado en apartados anteriores como es el calculo de la INVERSA, el uso del
comando SOLVE y el uso de una funcion que implemente el proceso de Gauss-Jordan:
ROW_REDUCE. Creemos que estos contenidos no son esenciales para el proceso de resolucion
de sistemas que pretende ser mas que nada un conjunto de procedimientos para resolver, sobre
todo centrado en el método de Cramer.

Comenzamos mostrando sobre el ejemplo de un sistema compatible determinado la forma
de resolver estos sistemas utilizando los siguientes métodos:

- usando funciéon SOLVE,

- utilizando la Regla de Cramer,

- utilizando la Inversa de la matriz de coeficientes,

- método de Gauss-Jordan, implementado en la funcion ROW_REDUCE..

A continuacion planteamos algunos ejemplos de sistemas compatibles determinados para
practicar.

Para aplicar estos cuatro métodos en sistemas compatibles indeterminados, encontramos un
problema con la Regla de Cramer y con el método de la inversa, problema que se solucion
construyendo sistemas equivalentes minimos con el menor nimero de incégnitas, es decir
sistemas compatibles determinados con parametros de los sistemas compatibles indeterminados
iniciales. Con lo cual obtenemos métodos para resolver cualquier sistema compatible.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:IV-5-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Este apartado se pretende impartir en unos 30 minutos.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
Utilizaremos la funcion ROW_REDUCE, funcién que se encuentra en el NUCLEO.
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11.5.2.5. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA V:
AUTOVALORES. AUTOVECTORES.
DIAGONALIZACION.

Objetivos del tema:

- Dominar las técnicas basicas del calculo de autovalores y autovectores de matrices.

- Determinar si una matriz es diagonalizable y en caso de serlo obtener una matriz

diagonal semejante a ella.

- Conocer las propiedades basicas de los autovalores y autovectores de matrices.

- Conocer la relacion entre autovalores y autovectores de matrices y de aplicaciones

lineales.

- Formular y resolver problemas cuyo modelo sea la potencia n-€sima de una matriz

diagonalizable.
Contenidos:

- V.1. Autovalores y autovectores.

- V.2. Propiedades de los autovalores.

- V.3. Propiedades de los autovectores.

- V.4. Diagonalizacién de matrices.

- V.5. Aplicaciones.

Temporalizacion:

Apartado V.1: 1 hora.

Apartado V.2: 1 hora.

Apartado V.3: 1 hora.

Apartado V.4: 2 horas y media.

Apartado V.5: 1 hora y media.

TOTAL: 7 horas.
Metodologia:

Con la estrategia que hemos planteado, incorporamos el uso del programa de célculo
simbolico DERIVE para desarrollar aquellos contenidos que consideramos previamente como
contenidos no esenciales, es decir que no son fundamentales para comprender los contenidos
denominados esenciales del capitulo o apartado que estemos trabajando. Asi pues en cada
apartado considerando esta clasificacidén en contenidos esenciales y no esenciales, procederemos
a introducir los contenidos del capitulo de tal forma que potenciemos la experimentacion del
alumno, para que de forma significativa pueda construir su propio conocimiento, guiado en
parte por el profesor y ayudado generalmente por las colaboraciones que se producen en su
entorno de trabajo y que debemos favorecer. En particular en el tema que nos ocupa es

importante que tengan claro el proceso de calculo de los autovalores y los autovectores de una
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matriz, pues podemos caer en el peligro de automatizar este proceso de tal forma que el alumno
se aprenda solo la funcion que realiza los calculos sin entender los resultados que dicha funcion
produce, es decir que no sepa realmente lo que esta calculando. Por ello en los primeros
apartados del capitulo utilizaremos la caracterizacion de autovalores y autovectores en funcion
de la resolucion de la ecuacion caracteristica, sin introducir la funcion que calcula de forma
directa los autovalores; 1o mismo ocurrira con los autovectores, que los calcularemos en funcion
de cada autovalor y por la caracterizacidon operativa que los define. Sin embargo en el apartado
de diagonalizacién, utilizaremos funciones que automatizan estos calculos para que el alumno
centre su atencion en el proceso de diagonalizacidon, aunque en ocasiones estas funciones no
proporcionan la informacién suficiente para diagonalizar, bien porque necesitamos saber el
orden de multiplicidad de un autovalor o bien porque estamos estudiando la diagonalizacién de
una matriz en funcidén de algunos parametros. Por tanto en este tema debemos insistir muy
especialmente en los procesos de cédlculo para que su aprendizaje sea efectivo, aunque en
ocasiones se puedan automatizar. Los ejemplos para investigar serviran para que los alumnos
usen el programa para descubrir e investigar las propiedades, relaciones o conceptos que se van
introduciendo respecto a la diagonalizacion de matrices. Todas las cuestiones que los alumnos
van investigando se basaran en contenidos que los alumnos deben de manejar previamente, para
que con la ayuda del profesor y posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre
los alumnos encuentren y obtengan la respuestas adecuada a las cuestiones que se proponen. Por
otro lado los ejercicios de manipulacion servirdn nuevamente para consolidar las principales
técnicas en el manejo de matrices y aplicaciones lineales que se van introduciendo. Los
problemas propuestos tendran diversos niveles de dificultad algunos de ellos versan
fundamentalmente sobre los procesos basicos de calculo de autovalores y autovectores, otros
sobre la diagonalizacion de matrices en funcion de parametros y algunos dedicados ya a las
aplicaciones sobre todo basadas en modelos que requieren el calculo de una potencia k-ésima de
una matriz.

Pasamos a continuacion a detallar la programacion didactica de cada uno de los cinco

apartados de los que consta este quinto capitulo.

Programacion diddactica del apartado V.1. AUTOVALORES Y

AUTOVECTORES.
OBJETIVOS:

- Entender el significado de subespacio invariante por una aplicacion lineal.

- Comprender el concepto de autovalor y autovector de una aplicacion lineal.
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- Diferenciar los conceptos de autovalor y autovector de una matriz y de una aplicacion
lineal.
- Calcular los autovalores y autovectores de una matriz.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Subespacio invariante de una aplicacion lineal.
- Autovalores y autovectores de una aplicacion lineal.
- Autovalores y autovectores de una matriz.
- Relacién entre los autovalores y autovectores de una aplicacion lineal y una matriz.
- Polinomio caracteristico de una matriz.
- Ecuacion caracteristica de una matriz.
Contenidos no esenciales:
- Célculo de determinantes.
- Calculo de las raices de un polinomio.
- Obtencion de la imagen de un vector por una aplicacion lineal.
- Definicion de aplicaciones lineales en DERIVE.
METODOLOGIA:

En este apartado consideramos como contenidos no esenciales el calculos de
determinantes y el calculo de las raices de un polinomio ya que son procesos que deben ser
suficientemente dominados por los alumnos y que ademas no son fundamentales para
comprender los contenidos del apartado, con relacion al calculo de autovalores y de subespacios
invariantes. Por otro lado también consideramos como contenidos no esenciales la obtencion de
la imagen de un vector por una aplicacion lineal, que evidentemente tampoco interfiere para la
comprension de los contenidos que estamos desarrollando.

Iniciamos el tema con un ejercicio sobre el cual los alumnos deben investigar acerca del
concepto de subespacio invariante. Para ello se les plantea una aplicacion lineal y un par de
subespacios vectoriales. El alumno debe de calcular las imdgenes de varios vectores de dichos
subespacios y representarlos. Utilizando las representaciones graficas de estas imagenes el
alumno podra descubrir que los subespacios que se han propuesto son subespacios invariantes.
Los ejemplos propuestos seran de subespacios de R para que los alumnos obtengan una buena
visualizacion del concepto de invarianza. A partir de este concepto se les plantea la pregunta de
(como obtener subespacios invariantes?. Para ello se introduce el concepto de autovalor y
autovector de una aplicacion lineal. Por medio de varios ejemplos los alumnos comprueban
cuando un numero real y un vector son autovalor y autovector respectivamente, de una
aplicacion lineal; comprobando de forma experimental la relacion que guardan los subespacios
invariantes de una aplicacion lineal con los autovalores y autovectores de dicha aplicacion

lineal. La siguiente cuestion que se les plantea a los alumnos es que intenten obtener los



II. UNA ESTRATEGIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL 215

autovalores y autovectores de una cierta aplicacion lineal, con lo que obtendrian
automaticamente los subespacios invariantes de la misma. Para introducir el método operativo,
les sugerimos que calculen la matriz asociada a cierta aplicacion lineal respecto de ciertas bases
para que comprueben la relacion que hay entre los autovalores y autovectores de la matriz
(datos que se les facilitan) con ciertos valores y vectores respecto de la matriz asociada.
Nuevamente mediante un proceso de observacion y experimentacion, los alumnos podran
descubrir que existe cierta relacion entre dichos valores. A los valores y vectores de la matriz
asociada de cierta aplicacidon lineal en cierta base y los autovalores y autovectores de la
aplicacion lineal los definimos como autovalores y autovectores de la matriz asociada. A
continuacion se plantea la proposicidén que relaciona autovalores y autovectores de una matriz
con los de la aplicacion lineal de la cual proceden (respecto de cierta base). Para finalizar
obtenemos un método operativo para calcular autovalores y autovectores de una matriz sin mas
que aplicar ciertos procedimientos en DERIVE: para el calculo de autovalores, en particular
basta resolver la ecuacion caracteristica; ecuacién que se obtiene como resultado de igualar a
cero el determinante de la matriz (A-AId) . La edicion de esta ecuacion en DERIVE resulta
sumamente sencilla y es la que les servirda para calcular el polinomio caracteristico y en
consecuencia los autovalores de dicha matriz. Por otro lado, para el calculo de los autovectores
de una matriz, basta con resolver un sistema homogéneo que se plantea en DERIVE editando
para cada autovalor A el sistema homogéneo (4-A identity matrix(n))=0 (donde n es la
dimension de la matriz A y 0 es un vector nulo de dimension n).
Se finaliza el estudio de este apartado realizando varios ejercicios con los que el alumno
se familiarice con el calculo de autovalores y autovectores con DERIVE.
El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: V-1-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:
Para desarrollar este apartado se precisa aproximadamente de 1 hora.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Representacion grafica de vectores en el plano. PLOT.
- Célculo de raices de un polinomio, con el comando FACTOR-RADICAL.
- Resolucion de ecuaciones con el comando SOLVE

- Resolucion de sistemas homogéneos de ecuaciones lineales.

Programacion diddctica del apartado

V.2. PROPIEDADES DE LOS AUTOVALORES.
OBJETIVOS:

- Dominar la relacion que guardan el producto de autovalores de una matriz con el

determinante de la misma y la suma de los autovalores con la traza de la matriz.
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- Conocer las principales propiedades que tienen los autovalores respecto de las
operaciones con matrices: producto por un escalar, potenciacion, inversa, traspuesta
- Conocer las caracteristicas de los autovalores de las matrices triangulares, ortogonales,
idempotentes, nilpotentes y unipotentes.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Relacioén entre los autovalores y el determinante de una matriz.
- Relacioén entre los autovalores y la traza de una matriz.
- Autovalores de una matriz y su traspuesta.
- Autovalores de una matriz y su inversa.
- Autovalores de una matriz y una potencia n-ésima suya.
- Autovalores de una matriz y la matriz producto de un escalar por ella misma.
- Autovalores de matrices triangulares.
- Autovalores de matrices ortogonales.
- Autovalores de matrices idempotente, nilpotente y unipotentes.
Contenidos no esenciales:
- Célculo de autovalores de una matriz con la formula del determinante.
METODOLOGIA:

Consideramos como contenido no esencial el calculo de los autovalores utilizando la
formula de determinantes, proceso que se puede automatizar facilmente con DERIVE y que no
interfiere para la comprension de las propiedades que deseamos obtener.

Se trata de un apartado es sumamente operativo, en el que basicamente utilizaremos el
programa para comprobar las propiedades que cumplen los autovalores de diferentes tipos de
matrices y de las principales operaciones con matrices. Para introducir cada una de las
propiedades sugeriremos ejemplos de comprobacion para que se observen las relaciones que
guardan los autovalores de una matriz, el determinante y la traza. El alumno debera
experimentar con numerosos ejemplos e intentar deducir a partir de esos experimentos qué
relacion guardan y porqué se verifica la relacion, intentando formalizar algin tipo de
demostracion.

Utilizaremos un procedimiento similar para estudiar las propiedades de los autovalores
de una matriz y las operaciones de trasposicidn, inversa, potencia n-ésima y producto por un
escalar, con un método de experimentacion e induccion.

Por ultimo con los tipos de matrices, tras realizar la experimentacion con matrices
ortogonales, triangulares, idempotentes, nilpotentes y unipotentes, el alumno debera establecer
la relacion que guardan y demostrar formalmente de manera general porqué se cumplen las
propiedades que puede haber conjeturado, en un proceso de construccion del conocimiento

sobre la base de la experimentacion y la deduccion final.
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El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: V-2-TEOR.MTH:
TEMPORALIZACION:
Se pretende impartir el tema en 1 hora aproximadamente.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Calculo de determinantes: funcion DET.
- Célculo de la traza de una matriz: funcion TRACE.
- Calculo de la potencia n-ésima de una matriz: A”n.
- Calculo de la inversa de una matriz: A”(-1).

- Trasposicién de matrices: A’

Programacion diddctica del apartado

V.3. PROPIEDADES DE LOS AUTOVECTORES.
OBJETIVOS:

- Conocer las relaciones que guardan autovectores de una matriz y su inversa, una
potencia n-ésima suya y el producto de un escalar por dicha matriz.

- Conocer la diferencia que hay entre los autovectores de una matriz y su traspuesta.

- Establecer la relacion entre independencia lineal y autovectores de autovalores distintos.

- Conocer las propiedades de los autovectores de diferentes tipos de matrices.

- Calcular los 6rdenes de multiplicidad aritmético y geométrico de un autovalor.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Autovectores de una matriz y su inversa.

- Autovectores de una matriz y una potencia n-ésima suya.

- Autovectores de una matriz y su traspuesta.

- Autovectores de una matriz y el producto de un escalar por dicha matriz.

- Autovectores de matrices ortogonales.

- Autovectores e independencia lineal.

- Autovectores de matrices idempotentes.

- Ordenes de multiplicidad aritmético y geométrico de un autovalor.

- Dimension del subespacio de autovectores.

Contenidos no esenciales:

- Célculo de autovalores con la funcion EIGENVALUES.

- Calculo de autovectores por resolucion de sistemas homogéneos.
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METODOLOGIA:

Para agilizar el calculo de autovalores vamos a introducir una funciéon de DERIVE que
calcula autovalores de forma automatica ya que consideramos que el calculo de autovalores no
es un contenido esencial para estudiar las propiedades de los autovectores de una matriz.

Utilizamos una metodologia similar a la que hemos desarrollado en el apartado anterior,
es decir, estudiaremos las propiedades que cumplen los autovectores mediante la
experimentacion. Para ello se les plantearan a los alumnos ejemplos concretos sobre los cuales
deberan estudiar las relaciones que guardan los autovectores, de tal forma que ellos mismos
sean capaces de observar y deducir las propiedades que guardan los autovectores de las matrices
respecto de las operaciones que se realizan sobre ellas. Hay que puntualizar que en la operacion
de trasposicion no existe ninguna relacion entre autovectores de una matriz y su traspuesta,
situacidn atipica respecto del resto de operaciones, y diferente también de la que guardan
autovalores de una matriz y su traspuesta. Para agilizar cdlculos en este apartado se introduce la
funcion EIGENVALUES que calcula directamente los autovalores de una matriz. Esta funcién
forma parte del NUCLEO BASICO del programa.

Para el estudio de las propiedades de autovectores de matrices ortogonales e
idempotentes, se les sugerira a los alumnos que ademas de realizar experimentos sobre matrices
ortogonales e idempotentes concretas, que efectien demostraciones formales de las conjeturas
que se puedan obtener.

Por ultimo se introducen los conceptos de dimension del subespacio de autovectores de
una matriz para cierto autovalor y los conceptos de orden de multiplicidad aritmético y
geométrico de un autovalor y se plantean algunos ejemplos sobre los cuales podran calcular
dichos ordenes de multiplicidad. Se incide bastante en que la funcion EIGENVALUES a veces
no suele resultar eficaz para calcular el orden de multiplicidad aritmético de un autovalor,
teniendo que calcular en esos casos las raices del polinomio caracteristico.

El guidn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:V-3-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se realizara aproximadamente en 1h. (junto con el apartado anterior) .
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Se introducen las funcion EIGENVALUES para el calculo de los autovalores distintos
de una matriz. También se emplean las funciones DET y solve. Asi como la funcion RANK

para el calculo del orden de multiplicidad geométrica de un autovalor.
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Programacion diddctica del apartado

V.4.DIAGONALIZACION DE MATRICES,
OBJETIVOS:

- Que el alumno sea capaz de determinar si una matriz es o no diagonalizable y en caso
de serlo sepa obtener la matriz diagonal semejante a la dada.
- Que el alumno sea capaz de obtener los valores que ha de tener un pardmetro o
conjuntos de pardmetros de una matriz paramétrica para que €sta sea diagonalizable.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Concepto de semejanza de matrices.
- Condicioén suficiente de diagonalizacion.
- Condicidn necesaria y suficiente de diagonalizacion.
- Diagonalizacion de matrices simétricas, idempotentes y nilpotentes.
- Diagonalizacion de matrices ortogonales.
Contenidos no esenciales:
- Célculo de autovalores y autovectores de una matriz.
- Calculo de los ordenes de multiplicidad geométrica y aritmética de un autovalor.
METODOLOGIA:

Para motivar la diagonalizacion se plantea una aplicacion lineal para la cual los
alumnos deben obtener la matriz asociada respecto de dos bases distintas. Observaran que
respecto de una de las bases la matriz asociada es una matriz DIAGONAL. A continuacion se
les pregunta acerca de la relacion que pueden guardar estas dos matrices. Esta relacién nos
permitira introducir el concepto de SEMEJANZA DE MATRICES: dos matrices A y D son
semejantes si existe una matriz P no singular tales que A=P.D.P"'. A partir de este concepto,
surge de forma natural la necesidad de introducir un procedimiento para determinar si una
matriz A admite una matriz semejante que sea diagonal, incitando de esta manera hacia la
busqueda previa de condiciones que nos permitan garantizar este hecho. Para ello se proponen
varios ejemplos para que los alumnos intenten relacionar el calculo de autovalores y
autovectores de una matriz con la matriz diagonal y matriz de paso, de tal forma que con una
orientaciéon adecuada los alumnos podran descubrir o al menos intuir cual es el proceso de
diagonalizacién de matrices mediante el calculo de autovalores y autovectores. Una de las
conclusiones a las que se debe llegar es que para que una matriz sea diagonalizable debe existe
una base de autovectores, que por otro lado configura precisamente la matriz de paso. A
continuacion, planteamos las condiciones de diagonalizacion de matrices. Primero comenzamos

con el caso mas sencillo: cuando todos los autovalores son distintos. Tras experimentar con
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varios ejemplos los alumnos descubriran que las matrices con todos sus autovalores distintos
son siempre diagonalizables. Se les sugiere que intenten demostrar formalmente el por qué de
esta condicion suficiente. Bastara que recuerden la relacion de independencia lineal que tienen
los autovectores de autovalores asociados a autovalores distintos. Finalizaremos los contenidos
teoricos del capitulo con el estudio de la condiciéon necesaria y suficiente de diagonalizacion.
Tras realizar varios ejercicios relacionados con la diagonalizacion de matrices numéricas,
plantearemos algunos problemas encaminados a obtener la diagonalizacién de matrices
paramétricas. Para finalizar se estudia la diagonalizacion de algunas matrices concretas en
particular las matrices simétricas, ortogonales, idempotentes y nilpotentes. Para las matrices
ortogonales estudiamos ademds la posibilidad de encontrar una matriz de paso no singular
ademas ORTOGONAL. El procedimiento de construccidn de esta matriz ortogonal consistird en
obtener una base de autovectores unitarios.
El guidn de trabajo de este apartado puede encontrarse en el fichero: V-5-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:
Este apartado se espera desarrollar en 2 horas y media.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:.

- Célculo de determinantes (DET).

- Calculo del rango de matrices numéricas (RANK).

- Resolucion de sistemas homogéneos (SOLVE).

- Resolucion de ecuaciones polinomiales (solve).

- Matriz traspuesta e inversa A* A™(-1).

- Modulo de un vector ABS(u).

- Producto de matrices.

- Autovalores de una matriz (EIGENVALUES).

Programacion diddctica del apartado

V.5. APLICACIONES.
OBJETIVOS:

- Calcular la potencia n-ésima de una matriz.

- Formular problemas en base al calculo de la potencia n-ésima de una matriz.
CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Célculo de la potencia n-ésima de una matriz.

- Formulacion de problemas matriciales que tienen que ver con la potencia n-ésima de

una matriz.
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Contenidos no esenciales:

- Proceso de diagonalizacion de una matriz.

- Calculo de productos matriciales.

- Célculo de limites de los elementos de una matriz.
METODOLOGIA:

Este apartado es eminentemente practico por lo que tras plantear el problema del calculo
de la potencia n-¢sima de una matriz, (operacion que no se puede desarrollar directamente con
DERIVE efectuando A”n), sugerimos al alumno que intente obtener un método para calcular la
potencia n-ésima de A si A es diagonalizable. Una vez que los alumnos hayan intentado obtener
el procedimiento de calculo, introduciremos si es necesario el método ilustrandolo con un
ejemplo concreto. Tras realizar algunos ejemplos numéricos de calculos de potencias n-ésimas,
se plantean dos problemas generales sobre los cuales el alumno deberd en primer lugar
FORMULAR el problema de manera matricial y a continuacion RESOLVER, utilizando un
proceso de calculo de potencia n-ésima.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:

V-5-TEOR.MTH.

TEMPORALIZACION:
Se espera realizar en 1 h. 30 minutos.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Todas las utilizadas en el capitulo: DET, SOLVE, EIGENVALUES, calculo de

inversas.

11.5.2.6. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA VI:
FORMAS CUADRATICAS.

Objetivos del tema:

- Entender el significado de una forma cuadratica asi como sus diferentes tipos.

- Saber clasificar una forma cuadratica con y sin parametros.

- Manegjar el criterio que establece las condiciones suficientes de segundo orden para
clasificar puntos criticos de funciones de varias variables, usando formas
cuadraticas.

Contenidos:

- VIL1. Introduccidn a las formas cuadraticas.



222 IL5. PLANTEAMIENTO DIDACTICO DEL CURSO:
“MATEMATICAS I CON DERIVE”

- VI.2. Clasificacion de formas cuadraticas.
Temporalizacion:
Apartado 1: 1 h.
Apartado 2: 3h.
TOTAL: 4 h. (2 sesiones)

Metodologia
Tal como venimos sefialando en las metodologias de los capitulos anteriores nuestra

estrategia didactica propone el uso del programa de calculo simbolico DERIVE para el
desarrollo y calculo de aquellos contenidos que consideramos previamente como contenidos no
esenciales, es decir que no son fundamentales para comprender los contenidos denominados
esenciales del capitulo o apartado que estemos trabajando. Asi pues en cada apartado
considerando esta clasificacion en contenidos esenciales y no esenciales, procederemos a
introducir los contenidos del capitulo de tal forma que potenciemos la experimentacion del
alumno, para que de forma significativa pueda construir su propio conocimiento, guiado en
parte por el profesor y ayudado generalmente por las colaboraciones que se producen en su
entorno de trabajo y que debemos favorecer. El tema que nos ocupa es uno de los temas de
aplicacion directa de todos los contenidos desarrollados hasta ahora, en particular del tema 5 en
el que se desarrollo todo el célculo de autovalores y autovectores, y se convierte en un tema
auxiliar para la clasificacion de formas cuadraticas. En el proceso de aprendizaje el alumno va a
poder experimentar con los conocimientos y procesos adquiridos hasta ahora para aplicarlos en
el contenido fundamental del tema que es la clasificacion de formas cuadraticas, con y sin
parametros. En este proceso de experimentacion e investigacion, el profesor debe actuar como
mediador en el proceso de aprendizaje, en el sentido de que debe dirigir los procesos de
experimentacion e investigacion que se van proponiendo, y debe estimular la adquisicion de
aprendizajes significativos. Asimismo es muy importante que se favorezcan ambientes de
colaboracion, ofreciendo el tiempo suficiente para que esas colaboraciones entre alumnos
puedan ejercer el desarrollo y estimulo suficiente en el proceso de aprendizaje. En este sentido
los ejemplos para investigar serviran para que los alumnos usen el programa para descubrir e
investigar las propiedades, relaciones o conceptos que se van introduciendo respecto a la
clasificacion de formas cuadraticas. Todas las cuestiones que los alumnos van investigando se
basaran en contenidos que previamente los alumnos deben de manejar, para que con la ayuda
del profesor y posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre los alumnos
encuentren y obtengan la respuestas adecuada a las cuestiones que se proponen. Por otro lado
los ejercicios de manipulacion serviran nuevamente para consolidar las principales técnicas en
el manejo de matrices y aplicaciones lineales que se van introduciendo. Los problemas
propuestos tendran diversos niveles de dificultad algunos de ellos versan fundamentalmente

sobre los procesos basicos de obtencidn y clasificacion de formas cuadraticas a partir de su
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matriz simétrica asociada, y en otros casos para clasificar formas cuadraticas que contienen
parametros.
Pasamos a continuacion a detallar la programacion didactica de los dos apartados de los

que consta este sexto capitulo.

Programacion diddctica del apartado

VI.1. INTRODUCCION A LAS FORMAS CUADRATICAS.
OBJETIVOS:

-  Entender el significado de forma cuadratica.

- Saber representar una forma cuadratica en forma polindmica y forma matricial.

- Obtener la matriz simétrica asociada a una forma cuadratica.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Concepto de forma cuadratica.

- Formas polindmica y matricial de una forma cuadratica.

- Forma canoénica de una forma cuadratica.

- Matriz asociada a una forma cuadratica.

Contenidos no esenciales:

- Calculo del gradiente de una funcion de varias variables.

- Multiplicacion de matrices.

METODOLOGIA:

Comenzamos definiendo el concepto de polinomio cuadrdtico y mostramos algunos
ejemplos para que los alumnos sepan determinar cuando un polinomio es cuadratico en ciertas
variables. A continuaciéon se define una forma cuadratica como una aplicacion de R" en R
definida por un polinomio cuadratico.

Las formas cuadraticas se pueden expresar de dos formas: forma polinémica y forma
matricial, por lo que estudiaremos por medio de ejemplos la manera de obtener a partir de la
forma polinémica la forma matricial y viceversa. De entre todas las formas matriciales
asociadas a las formas cuadraticas, se propone a los alumnos que intenten obtener si es posible
una forma matricial que tenga como matriz asociada una matriz simétrica. Se estudia la unicidad
de esta matriz que se denominara la matriz asociada a la forma cuadratica. Para realizar este
calculo automatico se programa una funcion basada en el célculo del gradiente, que nos
automatice el calculo de la matriz asociada a la forma cuadratica.

El guion de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero:VI-1-TEOR.MTH.
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TEMPORALIZACION:

Se pretende impartir en 1h.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Definicion de funciones de varias variables.

Célculo del gradiente de una funcion con GRAD(f,variables).

Programar funciones en DERIVE. Se programa en particular la funcion
MATRIZ_SIMETRICA (forma cuadrética) que nos la matriz asociada a una forma
cuadratica dada.

Definicidon de matrices fila y matrices columna.

Producto de matrices.

Programacion diddctica del apartado

VI.2. CLASIFICACION DE FORMAS CUADRATICAS.

OBJETIVOS:

Conocer el significado de los diferentes tipos de formas cuadraticas.

Clasificar cualquier forma cuadratica en funcion de los criterios de autovalores y
menores principales.

Conocer las principales propiedades de las formas cuadraticas.

Aplicar las condiciones de segundo orden de Optimo local para clasificar puntos

criticos mediante el uso de formas cuadraticas.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

Diferentes tipos de formas cuadraticas.

Forma canonica de una forma cuadratica. Método de complecidon de cuadrados.
Criterio de los menores principales.

Criterio de los autovalores.

Criterio mixto de clasificacion para matrices de orden 2.

Criterio mixto de clasificacion para matrices de orden 3.

Propiedades de las formas cuadraticas respecto a las operaciones suma producto por
escalar.

Condiciones de segundo orden de 6ptimo local.

Contenidos no esenciales:

(se consideran como conocimientos previos impartidos en la asignatura Matematicas I).

Dibujar graficas de funciones de 2 variables.

Célculo de los puntos criticos de una funcion de varias variables.
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- Calculo del gradiente de una funcion de varias variables.

- Célculo de la matriz hessiana de una funcion de varias variables.

- Calculo de determinantes.

- Calculo de autovalores.

METODOLOGIA:

Para entender el significado geométrico de la clasificacion de formas cuadraticas,
planteamos varias formas cuadraticas de dos variables, sobre las cuales efectuaremos sus
representaciones graficas, y a partir de ellas observaremos las caracteristicas geométricas que
tienen las formas cuadraticas definidas positivas, definidas negativas, semidefinidas positivas,
semidefinidas negativas e indefinidas. Una vez vista la idea geométrica de la clasificacion de
formas cuadréticas, planteamos su definicion formal.

Dado que las formas cuadraticas pueden tener varias variables y no siempre son
representables, es deseable introducir algin método analitico que nos permita efectuar la
clasificacion de las mismas. Para ello se plantea que los alumnos intenten primero expresar
ciertas formas cuadraticas como suma de cuadrados (método de complecion de cuadrados) y
con esta expresion intentar obtener la clasificacion. Como no siempre es posible realizar este
tipo de clasificaciones necesitamos algiin método mas operativo para lo cual, introducimos el
concepto de menores principales de una matriz. Efectuamos algunos ejercicios de clasificacion
de formas cuadraticas utilizando este criterio, teniendo muy en cuenta que dicho criterio se
aplica tnica y exclusivamente sobre matrices simétricas.

Como el criterio de los menores principales nos proporciona unicamente condiciones
suficiente para clasificar las formas cuadraticas semidefinidas o indefinidas, se plantea la
necesidad de obtener un criterio mas potente que subsane esta deficiencia. Por ello se introduce
el criterio de los autovalores con el cual se obtienen condiciones necesarias y suficientes. Se
ofrecen nuevamente varios ejercicios para que los alumnos clasifiquen la forma cuadratica
utilizando este criterio.

A continuacion presentamos problemas de clasificacion de formas cuadraticas con
parametros, sobre los cuales el alumno debe efectuar la clasificacion de dichas formas en
funcion de los pardmetros. Estos problemas se realizan de forma guiada y pueden favorecer el
trabajo en parejas con el fin de obtener las diferentes vias de solucion.

Se finaliza con una aplicacion de las formas cuadréaticas: las condiciones suficientes de
primer orden para clasificar los puntos criticos de una funcion de varias variables. Planteamos
inicialmente ejemplos de funciones de 2 variables con los cuales se pueda visualizar el caracter
de los puntos criticos que vamos estudiando. Hay que sefialar que el calculo de gradientes se
puede automatizar con la funcion GRAD asimismo el calculo de la matriz HESSIANA de la
funcién. Conviene distinguir el método de construccion de la matriz asociada a una forma

cuadratica a través de la HESSIANA de dicha forma, con la clasificacion de los puntos criticos
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de una funcion por medio de la HESSIANA de dicha funcion. En el primer caso, la HESSIANA
se aplica sobre la forma cuadratica para obtener una matriz, en el segundo caso la HESSIANA
obtenida en cada punto critico que deseemos clasificar es la matriz simétrica de cierta forma
cuadratica, que nos sirve para clasificar el punto.

El guiodn de trabajo de este apartado se puede encontrar en el fichero: VI-2-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se pretende impartir en 3 horas.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- Calculo de gradientes: GRAD.

- Célculo de autovalores: EIGENVALUES.

- Calculo de determinantes: DET.

- Calculo de rangos de matrices numéricas: RANK.

- Definicion de funciones de varias variables.

- Representacion grafica de funciones de varias variables.

11.5.2.7. EXPOSICION DIDACTICA DEL TEMA VII:
PROGRAMACION LINEAL.

Objetivos del tema:

- Determinar cuando un conjunto del plano es un conjunto convexo.
- Determinar si una funcién definida en un conjunto convexo es concava o convexa.

- Formular problemas de programacion lineal.
- Resolver graficamente problemas de programacion lineal con 2 variables de
decision.

Contenidos:

- VIL1. Conjuntos convexos.

- VIL2. Funciones concavas y convexas.

- VIL3. Formulacion y resolucion grafica de problemas de programacion lineal.
Temporalizacion:

Apartado VIL1: 1 hora.

Apartado VIL2: 2 horas.

Apartado VIL3: 2 horas.

TOTAL: 5 horas (2 sesiones y media)
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Metodologia

El uso del programa de calculo simbolico DERIVE esta limitado en nuestra
metodologia para aplicar sobre los contenidos que hemos denominado contenidos no esenciales
en cada capitulo o en cada apartado. Por ello, en cada uno de los apartados de este capitulo
efectuamos una clasificacion inicial de los contenidos en esenciales y no esenciales. En
concreto, este capitulo séptimo esta dedicado fundamentalmente a la aplicacion directa de todos
los conceptos de espacios vectoriales vistos a lo largo del curso asi como de ciertos contenidos
de célculos diferencial que los alumnos deberian de conocer de la asignatura Matematicas I.
Esta aplicaciéon directa tiene que ver con la concavidad y convexidad de funciones, y muy
especialmente con la resolucién de los denominados programas lineales. Para obtener los
procedimientos generales de aplicacidon y siguiendo las pautas marcadas por nuestra estrategia
didactica los alumnos deberan investigar y experimentar con el programa DERIVE en los
denominados ejemplos para investigar que se proponen al introducir cualquier concepto, para
que con ayuda de sus contenidos previos (en este capitulo todos los contenidos de capitulos
anteriores), con las indicaciones del profesor y con ayuda de las colaboraciones entre
compafieros puedan adquirir un aprendizaje significativo de los contenidos de un tema de
aplicacion directa como es la programacion lineal. Por ello los problemas que se proponen para
investigar y luego mas tarde los ejercicios de manipulacion de los resultados obtenidos deben
favorecer la colaboracion entre compaifieros y la asimilacion lenta de los contenidos. En este
proceso de experimentacion e investigacion, el profesor debe actuar como mediador en el
proceso de aprendizaje, en el sentido de que debe dirigir los procesos de experimentacion e
investigacion que se van proponiendo, y debe estimular la adquisicion de aprendizajes
significativos. Todas las cuestiones que los alumnos van investigando se basaran en contenidos
que previamente los alumnos deben de manejar, para que con la ayuda del profesor y
posiblemente de las colaboraciones que se pueden realizar entre los alumnos encuentren y
obtengan la respuestas adecuada a las cuestiones que se proponen. Los problemas propuestos
son problemas que pretenden que el alumno construya modelos vinculados con la programacién
lineal para resolver las situaciones problematicas que se plantean, intentando encontrar una

resolucion grafica de las mismas.

A continuacion pasamos a detallar la programacion didactica de los tres apartados de los

que consta este capitulo séptimo.
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Programacion diddctica del apartado

VII.1. CONJUNTOS CONVEXOS.
OBJETIVOS:

- Identificar cuando un conjunto de R* es un conjunto convexo.

- Conocer las propiedades de los conjuntos convexos respecto a la unién e

interseccidon de conjuntos.

- Identificar para conjuntos de R" sencillos y utilizando la definicién cuando un

conjunto es convexo.

- Saber calcular puntos extremos de conjuntos convexos de R*

- Entender el significado de las combinaciones lineales convexas.

CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Concepto de conjunto convexo.

- Propiedades de los conjuntos convexos.

- Combinaciones lineales convexas.

- Concepto de punto extremo de un convexo.

Contenidos no esenciales:

- Representacion grafica de poligonales en el plano.

- Representacion grafica de curvas en el plano.

- Representacion de segmentos en el plano.

- Realizar combinaciones lineales con el programa.

METODOLOGIA:

Consideramos que la representacion grafica de poligonales en el espacio, la
representacion de curvas en el plano y la representacion de segmentos en el plano son
contenidos no esenciales para la comprension de los conceptos fundamentales del apartado tales
como son el concepto de conjunto convexo, sus principales propiedades y el concepto de
combinacion lineal convexa. También consideramos que la realizaciéon mediante DERIVE de
ciertas combinaciones lineales pueden favorecer la comprension de las denominadas
combinaciones lineales convexas, haciendo variaciones de combinaciones lineales de vectores
del plano con escalares que sumen 1 y vayan oscilando en diversas escalas de valores. En
concreto, para introducir el concepto de conjunto convexo presentamos numerosos ejemplos de
conjuntos del plano sobre los cuales se plantean diversas practicas de representacion del propio
conjunto asi como de segmentos que unen puntos del conjunto para determinar de manera
grafica y operativa la visualizacion del concepto de conjunto convexo en el plano. Extendemos
esta idea por definicion a conjuntos convexos de cualquier espacio n-dimensional planteando a

continuacion ejercicios de manipulacion sobre los que los alumnos puedan estudiar de manera
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grafica qué conjuntos son convexos. Una vez que se reconozcan los conjuntos convexos en el
plano se propone la necesidad de encontrar algin procedimiento analitico mediante el cual
podamos extender la nocion de convexidad a conjuntos de R". Por ello se plantea la definicion
general de conjunto convexo y se proponen algunos ejemplos para estudiar la convexidad de
subconjuntos de R*. A propésito de esta definicion general se plantean conjuntos muy utilizados
definidos por combinaciones lineales de variables, son los hiperplanos y los recintos limitados
por hiperplanos en el espacio n-dimensional.

Para estudiar las propiedades de la interseccion y uniéon de conjuntos convexos se
plantean varios ejemplos de conjuntos del plano sobre los cuales los alumnos determinardn su
union e interseccion y estudiaran de forma gréafica si son o no convexos. Luego estas intuiciones
geométricas se generalizardn a las propiedades que garantizan que la interseccion de convexos
siempre es un convexo y que la unidon de convexos no siempre lo es.

A continuacidon definimos el concepto de combinacién lineal convexa y de punto
extremo de un convexo. Hacemos algunos ejemplos de calculo de puntos extremos y damos la
definicién formal de punto extremo.

El guiodn de trabajo de este apartado puede encontrarse en el fichero:VII-1-TEOR.MTH.
TEMPORALIZACION:

Se pretende realizar en 1 hora.

HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

- Se utiliza la representacion grafica de curvas en el plano.

- Se manejan las técnicas para dibujar poligonales en el plano, definir los puntos y

luego representarlos.

- Se recuerda la forma de dibujar segmentos en el plano.

Programacion diddctica del apartado

VIL2. FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS.
OBJETIVOS:

- Identificar cuando una funcidén es convexa, concava, estrictamente concava o
estrictamente convexa de forma grafica.
- Determinar la clasificacion de este tipo de funciones aplicando criterios que dan
condiciones suficientes y necesarias y suficientes.
CONTENIDOS:
Contenidos esenciales:
- Funciones concavas y convexas.

- Funciones estrictamente concavas y estrictamente convexas.
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- Propiedades de las funciones concavas y convexas respecto al cambio signo y la

suma.

- Condicion necesaria de concavidad y convexidad de funciones en conjuntos

convexos. Los conjuntos Ay y €.

- Condicion necesaria y suficiente de segundo orden de concavidad y convexidad de

funciones.

Contenidos no esenciales:

- Representacion grafica de curvas en el plano.

METODOLOGIA:

Consideramos que la representacion grafica de curvas en el plano no es un contenido
esencial del apartado, que por otro lado es una técnica que deben dominar los alumnos de los
cursos precedentes. Por otro lado este contenido puede favorecer la comprension de conceptos
con el de funcidon convexa, funcién concava en un determinado recinto, o las condiciones
necesarias de concavidad y convexidad analizando ejemplos graficos concretos y observando la
relacion grafica que existe entre dichos conceptos y las graficas correspondientes.

Para introducir el concepto de funciéon concava y convexa sobre un conjunto M
convexo, se plantea a los alumnos que representen ciertas curvas sobre ciertos conjuntos y que
estudien la posicion que ocupan las tangentes a la curva en dicho conjunto, a partir de esta idea
grafica podemos determinar cuando funciones del plano son concavas, convexas, estrictamente
concavas o estrictamente convexas. Se realizaran varios ejemplos de funciones de una variable
sobre intervalos reales, encaminadas a fijar estos conceptos. Luego generalizamos con una
definicién formal estos conceptos por medio del uso de combinaciones lineales convexas de
puntos de la grafica. Estudiamos las propiedades de estas funciones, respecto al cambio de
signo, suma y combinaciones lineales positivas sobre ejemplos graficos.

Debido a la dificultad de aplicar este concepto para determinar la concavidad o
convexidad de funciones introducimos primero una condicidn necesaria para funciones no
necesariamente diferenciables. Estudiamos la condicion de forma grafica sobre funciones de una
variables.

Y por ultimo introducimos condiciones necesarias y suficientes de concavidad y
convexidad de funciones clasificando la forma cuadratica de su matriz hessiana. Efectuamos
algunos ejemplos de funciones de dos variables.

TEMPORALIZACION:
Se pretende impartir en 2 horas.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:
- Representacion grafica de funciones de una variable.
- Representacion grafica de segmentos y de poligonales.

- Representacion grafica de funciones de dos variables.
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- Calculo de la matriz Hessiana de una funcion de varias variables.

Programacion diddctica del apartado
VIL3. FORMULACION Y RESOLUCION GRAFICA DE PROBLEMAS

DE PROGRAMACION LINEAL.
OBJETIVOS:

- Formular problemas de programacion lineal.

- Identificar los elementos basicos de los problemas de programacion lineal.
CONTENIDOS:

Contenidos esenciales:

- Identificar los elementos fundamental de un problema de programacién lineal:

incognitas, funcién objetivo, conjunto factible, restricciones y soluciones optimas.

- Formulacion de problemas de programacion lineal.

- M¢étodo grafico de resolucidon de problemas de programacion lineal.

- Teorema fundamental de la programacion lineal.

Contenidos no esenciales:

- Curvas de nivel de una funcién de dos variables.

- Representacion grafica de conjuntos convexos lineales.

METODOLOGIA:

En este apartado consideramos que la representacion grafica de las curvas de nivel de
funciones de dos variables no es una técnica basica para la comprension de los contenidos del
apartado y que por el contrario pueden ser muy representativos para la comprensién de los
mismos. Por otro lado se trata de una técnica que los alumnos deben dominar del primer
cuatrimestre. También debemos observar que la representacion grafica de conjuntos convexos
lineales no es el elemento basico del apartado y puede considerarse nuevamente como un
contenido esencial.

Desarrollamos el capitulo utilizando ejemplos concretos sobre los cuales debemos
realizar por un lado la FORMULACION DEL PROBLEMA, como un problema de
programacion lineal: identificando claramente en cada ejemplo los elementos basicos:

- variables de decision

- funcién objetivo

- conjunto factible

- restricciones

- soluciones Optimas.

y en segundo lugar RESOLVEMOS EL PROBLEMA utilizando las técnicas de resolucion
grafica: representando el conjunto lineal y barriendo el conjunto factible con las curvas de nivel

de la funcion objetivo.
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A través de la realizacion de varios ejemplos los alumnos descubriran el procedimiento
grafico para formular y resolver cualquier problema de programacion lineal que contenga 2
variables de decision.

Enunciaremos el teorema de Weierstrass y comprobaremos como se verifica sobre
ciertos ejemplos concretos.

A continuacion definiremos lo que se entiende por programa convexo para enunciar la
propiedad que tienen todos los programas lineales: los Optimos de existir son todos globales y
son o bien uno o varios, formando siempre un conjunto convexo.

TEMPORALIZACION:

Se pretende impartir en 2 horas.
HERRAMIENTAS NECESARIAS DE DERIVE:

Representacion grafica de funciones de una variable.

Resolucion de ecuaciones lineales.

Funcion VECTOR para generar un conjunto de varias curvas de nivel a la vez.

En este apartado hemos descrito con detalle la programacién de la asignatura utilizando
nuestra estrategia didactica (con el uso de DERIVE). En el apartado siguiente damos una
descripcion general de la metodologia que emplearemos con el subgrupo que no utilizara

DERIVE.
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I1.6. Metodologia tradicional del curso

“Matematicas II”.

La metodologia tradicional empleada en los cursos de “Matematicas II” suele basarse en
métodos expositivos en los que el profesor expone los principales contenidos del curso,
ilustrando los diferentes conceptos con numerosos ejemplos para que los alumnos puedan
comprender en base a situaciones concretas los resultados generales que se van exponiendo.
Aunque este tipo de metodologias expositivas, pueden generar aprendizajes significativos, sin
embargo existen dificultades afiadidas que pueden impedir la consecucion de este tipo de
aprendizajes.

Las principales dificultades que generan este tipo de metodologias sobre un programa

de algebra lineal basica, se basan en tres situaciones claramente perjudiciales para el alumnado:

. por un lado, el profesorado debe realizar numerosas operaciones de calculo
rutinario en el encerado, que ilustren de manera concreta los numerosos

procedimientos que contiene el algebra lineal.

. en segundo lugar, no es facil determinar cuando un proceso meramente

mecanico ha sido comprendido y asimilado por el alumnado

. y por ultimo, la necesidad de realizar demostraciones generales de algunos
resultados de algebra lineal, resultan muy complicadas para el alumno pues
suelen utilizar razonamiento deductivos que en general suelen ser poco

atractivos para el aprendizaje.

Estas dificultades pueden provocar que el alumno utilice un aprendizaje memoristico
que impide relacionar los diferentes conceptos que se van introduciendo. Una posible solucion
para evitar este tipo de situaciones es el que proponemos a continuacion, que sera utilizado en
nuestra experiencia didactica sobre el grupo que no incorpora DERIVE en su didactica. Las

ideas fundamentales de esta metodologia son las siguientes:

. Las exposiciones didacticas deben de intentar proporcionar una vision
constructivista del aprendizaje, partiendo de ejemplos concretos e intentando

inducir y generalizar desde el encerado los conceptos y resultados bésicos, a
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partir de posibles preguntas realizadas al los alumnos o bien en base a

observaciones y comentarios que se realizan sobre ejemplos bien escogidos.

. Al terminar cada capitulo se proponen hojas de problemas que contengan
varios tipos de actividades: por un lado actividades manipulativas, en las que
los alumnos tnicamente deben de transferir procedimientos generales sobre
ejemplos particulares y por otro lado problemas en los que el alumno o bien
debe de construir un modelo del algebra lineal (matricial, vectorial) que
permita resolver el problema o bien tenga que relacionar diferentes técnicas

para obtener la solucion.

. También al terminar cada capitulo se sugieren cuestiones teoricas que los
alumnos deberan resolver de forma individual y que permitiran detectar los

errores de comprension mas generales.

Con esta metodologia se puede llegar a conseguir que los alumnos obtengan
aprendizajes significativos en base a los cuales sean capaces de transferir las principales
técnicas del algebra lineal para resolver problemas generales y en particular de contenido

economico.

En este capitulo hemos expuesto los principios basicos de la estrategia didactica que
hemos empleado, y hemos elaborado una programacion didactica completa de todo el curso
utilizando la estrategia didactica descrita en los apartados iniciales del capitulo. En el capitulo
siguiente vamos a desarrollar el disefio de la investigacion que hemos realizado basandonos en
esta estrategia didactica concreta, que es precisamente la que hemos aplicado paso a paso y de
forma muy fiel a lo largo de toda la experiencia educativa. Este tipo de didactica nos va a

permitir analizar la experiencia educativa.
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CAPITULO III:
DISENO DE LA INVESTIGACION
EDUCATIVA.

I11.1. Introduccion.

Los sistemas de calculo algebraico (CAS) constituyen una familia de programas que
ofrecen grandes posibilidades en el terreno educativo, en particular en el contexto de la
enseflanza-aprendizaje de las Matematicas. Para conocer las ventajas e inconvenientes de la
introduccion de este tipo de programas en la ensefanza-aprendizaje de las Matematicas,
necesitamos realizar un analisis pormenorizado con el que podamos obtener conclusiones o
indicaciones que nos sefialen cuales son las formas mas ventajosas para introducir estas nuevas

tecnologias en el aula de Matematicas.

Como ya indicabamos en el capitulo I, estos sistemas tienen ciertos riesgos (pueden
hacer que el alumno pierda el sentido de las operaciones que realiza, pueden confundir
manipulacion matematica con conocimiento matematico,.pueden reducir las habilidades de
calculo elemental..) pero a la vez gozan de cualidades muy importantes (admiten sistemas
multiples de representacion, son un medio dinamico, ofrecen mucha interactividad,...). A la
vista de estos dos conjuntos de caracteristicas positivas y negativas hemos elaborado una
estrategia didactica (descrita ampliamente a lo largo del capitulo II) para obtener el maximo
beneficio educativo, que es el objetivo fundamental de nuestra estrategia. La estrategia que
hemos implementado intenta incorporar varios paradigmas educativos: resolucion de problemas,
aprendizaje colaborativo, la adquisicion de aprendizajes significativos por medio de la
investigacion y la experimentacion con ayuda del sistema de calculo simbolico DERIVE
principalmente y el uso de INTERNET y el CORREO ELECTRONICO. Al plantear esta

estrategia estamos suponiendo de forma tedrica que dicha estrategia provoca un conjunto de
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caracteristicas educativas que seria necesario contrastar de forma experimental. El estudio del
comportamiento de la estrategia didactica que hemos planteado es precisamente el fundamento

de la investigacion educativa que desarrollamos en la presente tesis.

Asi pues, el elemento central de nuestra investigacion se basa en el estudio del
comportamiento de nuestra estrategia didactica en la practica educativa, que constituye a su vez
el eje fundamental en torno al cual giran la FINALIDAD y CUESTIONES de la investigacion
educativa objeto de la presente tesis. Para analizar las caracteristicas educativas de la estrategia,
necesitamos definir un modelo de investigacion apropiado a las caracteristicas que se pretenden
analizar. Por este motivo a lo largo de este capitulo vamos a definir el disefio de investigacién
educativo que seguiremos para comprobar las virtudes y defectos de nuestra estrategia. Para
perfilar este disefio comenzaremos definiendo la finalidad y cuestiones de la investigacion.
Después describiremos el modelo de disefio mas adecuado a nuestras finalidades: el estudio
etnografico de casos. En el apartado I11.4 describimos las caracteristicas de los participantes, el
escenario y contexto de la investigacion. Y finalizamos mostrando el conjunto de herramientas y

estrategias de recogida de datos (apartado 111.6).
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II1.2. Finalidad y cuestiones de la investigacion.

Para incorporar una nueva herramienta didactica en los procesos de ensefianza-
aprendizaje de cualquier disciplina es muy importante introducir elementos metodologicos que
contemplen el manejo de este nuevo medio didactico. No es suficiente incorporar estos medios
de cualquier manera, ya que influyen enormemente en los procesos de ensefianza que realizan
los profesores y por otro lado en los aprendizajes que adquieren los alumnos. Una didactica que
incorpora una nueva herramienta debe guiarse basicamente en objetivos educativos, ya que la
eleccion e introduccion de cualquier material didactico novedoso debe incorporarse de forma
adecuada en el estilo educativo que deseamos conseguir, pero no debe modificarlo
sustancialmente, es decir, la herramienta debe estar al servicio de la educaciéon y no al revés. Si
nos centramos en la introduccién de un sistema de calculo algebraico como DERIVE en la

enseflanza-aprendizaje del algebra lineal, debemos establecer dos elementos fundamentales:

a) por un lado elaborar una estrategia didactica inicial que incorpora este nuevo medio
tecnologico sobre la base de la cual se realicen los procesos de ensefianza y aprendizaje

(estrategia didactica que hemos desarrollado ampliamente en el capitulo II).

b) y en segundo lugar debemos contrastar de forma experimental dicha estrategia, es decir,
realizar un estudio que contraste la experiencia educativa de dicha estrategia tanto en
los profesores como en los alumnos, que en definitiva son los protagonistas de los

procesos de ensefianza-aprendizaje.

Teniendo en cuenta el segundo aspecto, consideramos que es necesario y fundamental investigar
con detenimiento el comportamiento del uso de DERIVE en el contexto de la estrategia

educativa que hemos desarrollado.

En este contexto, la investigacion de esta tesis tiene como finalidad el andlisis de la
influencia que ejercen los programas de cdlculo simbélico en el aprendizaje del dlgebra
lineal, mediante el estudio detallado de una estrategia diddctica que incorpora totalmente el
uso de un programa de cdlculo simbolico como DERIVE en la enseiianza y aprendizaje de
esta disciplina; de tal forma que aproveche las caracteristicas que brindan estos sistemas de
cdalculo algebraico y evite los peligros en los que podemos caer utilizando estas nuevas

tecnologias.
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Por consiguiente analizaremos los procesos de aprendizaje que son suscitados por el uso
de nuestra estrategia didactica que incorpora totalmente la manipulaciéon del ordenador dentro
del aula de 4lgebra lineal a través del programa de célculo simbolico DERIVE. Se trata de una
estrategia que pretende potenciar la adquisicion de aprendizajes significativos por medio de la
exploracion matematica que proporciona el manejo de este programa. Otro elemento importante
de nuestra estrategia es el uso de la experimentacidn para desarrollar una metodologia basada en
la resolucion de problemas, que permite desarrollar un aprendizaje por descubrimiento de los
contenidos, hechos, principios y procedimientos centrales del algebra lineal. Por otro lado
también debemos sefialar la importancia que puede adquirir el ordenador de cara al trabajo en
grupo. Efectivamente, el ordenador puede facilitar la aparicion de situaciones de colaboracién
entre los propios alumnos y entre los alumnos y el profesor, provocando de esta forma la
adquisicion de los denominados aprendizajes colaborativos [Crook, 1999]. Estos tres
paradigmas (aprendizaje colaborativo, resolucion de problemas y adquisicion de aprendizajes
significativos) pueden ser potenciados por el uso del sistema de calculo simbolico DERIVE y el
apoyo adicional de INTERNET. Por eso nuestro estudio debera analizar minuciosamente las
situaciones de ensefianza que se produzcan en este contexto educativo, para obtener de esta

manera las caracteristicas educativas de nuestra estrategia.

Un analisis exhaustivo de esta estrategia requiere plantear inicialmente unos elementos
basicos de observacion que nos pueden informar de manera detallada del comportamiento de la
estrategia en el aula. Para ello, hemos considerado algunas cuestiones previas que pueden
permitirnos elaborar unas primeras pautas de observacion acerca de la introduccion de
DERIVE. Estas cuestiones que planteamos a priori en nuestra investigacion se relacionan muy
estrechamente con las caracteristicas de la estrategia que hemos disefiado. Los interrogantes y
cuestiones que hemos planteado en torno a NUESTRA ESTRATEGIA DIDACTICA son los

siguientes:

1) El sistema de calculo algebraico DERIVE, como elemento central de nuestra
estrategia, ;permite construir un SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO, entre
los sistemas de notacion del algebra lineal y los sistemas de notacion mas
familiares e intuitivos para el alumno?. Se trata de analizar si el estilo de notacion,
el lenguaje propio que utiliza el programa actia a modo de puente entre el lenguaje
formal del algebra lineal que es el que pretendemos que comprendan los alumnos y

el lenguaje cercano e intuitivo que utilizan los alumnos.
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2)

3)

4)

)

6)

(Cuadl es el grado de INTERACTIVIDAD que suscita esta estrategia entre alumnos
y profesores, entre alumnos y medio didactico y entre los propios alumnos?. Con
esta cuestion pretendemos analizar el grado de interactividad que se suscita entre el
profesor y el alumno y entre los alumnos si existe un estimulo-respuesta en torno al
uso de la estrategia que hemos planteado en los aspectos comunicativos del aula.
También resulta de interés analizar como es la interactividad que provoca el uso de
DERIVE, es decir, si las respuestas que se reciben los alumnos obedecen a las

preguntas que van formulando cuando introducen los datos.

Este tipo de estrategia didactica /favorece el PROTAGONISMO y la
AUTOCREACION del alumno frente al medio tecnologico, evitando que el
alumno sea un mero USUARIO del sistema?. En esta cuestion se trata de estudiar
cual es el grado de protagonismo del alumno en el proceso de aprendizaje, si la
estrategia favorece la aparicion de iniciativas de los alumnos para investigar, o
resolver problemas estimulando asi la capacidad creativa a la hora de resolver

cuestiones o resolver problemas.

Las pautas que hemos marcado en nuestra estrategia relacionadas con el modo de
utilizacion de DERIVE ;evitan que el ordenador se utilice para desarrollar
conceptos y principios que consideramos como CONTENIDOS ESENCIALES,
propiciando asi un uso adecuado de las rutinas algebraicas que el sistema puede
automatizar? Se trata de analizar si el modo de uso del programa DERIVE no es un
uso indiscriminado y permite que los alumnos centren su atencion en los
contenidos importantes que se van introduciendo, y no se convierte en una

herramienta que procesa de forma automatica los resultados que se manejan.

El manejo del programa de calculo simbdlico DERIVE, ;permite prescindir del
ESFUERZO RUTINARIO dedicado a desarrollar operaciones algebraicas y de

calculo mecanico?

Las formas de manejo del sistema DERIVE que hemos considerado en nuestra
estrategia didactica jconvierten al ordenador en una auténtica HERRAMIENTA
DE EXPERIMENTACION?. En esta cuestion pretendemos analizar si
efectivamente la forma de uso del programa DERIVE permite que el alumno

experimente los conceptos, hechos y principios del algebra lineal.
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)
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Nuestra estrategia didactica, jestimula a los alumnos hacia la adquisicion de
APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS sobre aquellos contenidos del algebra lineal
que vamos introduciendo?. El objetivo de esta cuestion consistiria en analizar si los
aprendizajes que obtienen los alumnos con este tipo de estrategia se sustentan de
manera significativa en sus conocimientos previos, estudiando el grado de

significacion de dichos aprendizajes.

Este tipo de manipulacion del programa DERIVE, ;favorece el DESARROLLO
DE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS?.

El manejo de un programa de calculo simbolico como DERIVE, ;genera
BARRERAS ADICIONALES para el aprendizaje de los conceptos matematicos?.
Se trata de analizar si DERIVE supone un obstaculo para que los alumnos aprendan
los conceptos matematicos que se van introduciendo o si por el contrario es una
herramienta sencilla de manejo y de aprendizaje que no supone un obstaculo para el

aprendizaje.

Una didéctica guiada por esta estrategia ;jgenera AUTONOMIA COGNITIVA en
los alumnos, permitiéndoles e incitandoles a indagar situaciones planteadas desde
el propio individuo anulando asi, ciertas dependencias que existen entre los

alumnos y otros expertos o maestros?

La estrategia didactica que hemos propuesto, ;favorece la RELACION
DIALECTICA entre los usuarios, es decir permite establecer una dialéctica entre

los alumnos, alumnos y profesores? ;Como es ese tipo de dialéctica?

Nuestra estrategia didactica, ;favorece un APRENDIZAJE COLABORATIVO
entre los alumnos?. Se trataria de analizar si los ordenadores provocan situaciones
de colaboraciéon que generan o suscitan un tipo de aprendizaje, denominado

aprendizaje colaborativo.

La estrategia didactica que hemos desarrollado en el aula ;favorece una adecuada

ATENCION A LA DIVERSIDAD oftreciendo varios niveles de aprendizaje?

Nuestra estrategia didactica, jaumenta el grado de MOTIVACION ante el algebra

lineal?.
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El estudio detallado de estas cuestiones y finalidades que hemos planteado ha sido considerado
de una manera aprioristica, situacion que no impide que a lo largo del trabajo de campo o bien
en el curso del proceso de analisis de datos, puedan surgir nuevas cuestiones o categorias que
tomen la forma de cuestiones emergentes en el proceso de investigacion. El conjunto de
cuestiones y fines de nuestra investigacion conforman un proyecto ambicioso que puede llenar
un vacio en el ambito educativo en torno a la forma de introducir los CAS en la ensefianza y

aprendizaje del algebra lineal.

Para dar respuesta a todas las cuestiones de nuestra investigacion necesitaremos
recopilar un conjunto de datos que sobrepasan enormemente las expectativas de una
investigacion experimental, dado el caracter cualitativo de muchas de las cuestiones que hemos

planteado.

En el capitulo I hemos efectuado un analisis pormenorizado de las diferentes visiones que
existen en la actualidad con relacién a la incorporacion de los CAS en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas y en particular del algebra lineal. Entre las corrientes de opinién
mas generalizadas acerca del uso del ordenador, consideramos que las mas positivas para los
procesos de ensefianza y aprendizaje son aquellas que consideran adecuado el uso de los
ordenadores en estos procesos. Partiendo de todas las cualidades de los ordenadores y teniendo
en cuenta las posibles dificultades que puede provocar un uso indiscriminado de los mismos, se
han desarrollado numerosas experiencias educativas en todo el mundo (ver apartado 1.2.6 pag.
57), sin embargo el tipo de metodologia que planteamos en esta investigacion se trata de una
estrategia innovadora porque trata de incorporar el ordenador y en concreto el CAS como una
herramienta central del aula, conjugando tres paradigmas muy importantes en las metodologias
activas de Matematicas: la resolucion de problemas, la adquisicion de aprendizajes
significativos mediante los procesos de descubrimiento y de experimentacion y por ultimo el
aprovechamiento de las colaboraciones que provoca el uso del ordenador tanto al nivel de
alumnos como al nivel de profesores y alumnos. Asi pues, una vez determinada la finalidad y
las cuestiones de nuestra investigacion en el siguiente apartado presentaremos un modelo de

investigacion con el que podemos dar respuesta a las cuestiones que hemos planteado.
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I11.3. Modelo de investigacion que utilizaremos.

I11.3.1. PRUEBA PILOTO.

Antes de presentar el disefio del modelo de investigacion que vamos a utilizar,
conviene describir el estudio piloto que realizamos para estudiar el comportamiento de
DERIVE. El contexto de dicha experiencia se situaba en un conjunto de practicas de
Laboratorio de célculo diferencial y algebra lineal con DERIVE. Se trataba de manipular con
DERIVE los principales contenidos de las asignaturas Matematicas I y Matematicas II
(asignaturas troncales de las Licenciaturas en Economicas y Adm. y Dir. de Empresas). Fueron
unas practicas que tenian como base un conjunto de caracteristicas muy similares a las que
hemos implantado en la experiencia educativa que analizamos en la presente tesis. El estudio
piloto del que hablamos (toda la documentacién se puede consultar en el ANEXO IV), fue
desarrollado en el curso 1998-99 con alumnos que cursaban primer curso de las Licenciaturas
en Econdmicas y Administracion y Direccién de empresas de la Universidad Autonoma de
Madrid. Los objetivos del citado curso fueron dos:

1. Desarrollar mediante el programa de calculo simbolico DERIVE los contenidos
fundamentales de las asignaturas Matemdticas I y Matematicas II, ambas
asignaturas troncales de las Licenciaturas en Economicas y Administracién y
Direccidon de Empresas.

2. Motivar mediante la RESOLUCION DE PROBLEMAS; la utilizacién de este
programa para desarrollar estrategias de resolucion de problemas, comiinmente

empleadas en el calculo diferencial y el algebra lineal.

Los contenidos del curso, abarcaron temas de célculo diferencial y de algebra lineal, por
lo que se trataba de un curso mas amplio en contenidos del que pretendemos realizar en nuestra
investigacion , ademas se trataba de un pequefio curso de 8 horas de duracion en el que tan solo
se efectuaban practicas y experimentos de los principales contenidos de ambas asignaturas. Por
tanto se trataba de una experiencia didactica que no utilizaba la estrategia didactica que hemos
desarrollado en el capitulo II.

La finalidad de la prueba piloto fue similar a la que hemos planteado en esta

investigacion: estudiar la influencia que ejercen los programas de calculo simbdlico en la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas, de la que deducimos varias cuestiones a analizar:
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Estudiar si la introduccion de DERIVE mediante la metodologia empleada en el curso:

10.

11.

12.

13.

14.

Permite construir un Sistema de Notacion Intermedio, entre los sistemas de notacion
de la matematica formal y los sistemas de notacion mas familiares e intuitivos.
Admite un grado aceptable de interactividad entre el usuario y el programa.
Favorece que el alumno sea PROTAGONISTA y CREADOR frente al medio
tecnoldgico y no un mero USUARIO:

Evita la utilizacion del ordenador para ejecutar la resolucion de rutinas
ESENCIALES para el desarrollo de conceptos y principios.

Permite prescindir del ESFUERZO RUTINARIO dedicado a desarrollar
operaciones algebraicas y de calculo.

Convierte al ordenador en una HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION.
FAVORECE EL APRENDIZAJE de los contenidos matematicos de calculo
diferencial y algebra lineal introducidos en la précticas.

Favorece el DESARROLLO DE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS.

Aumenta ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS..

No genera BARRERAS ADICIONALES para el aprendizaje de los conceptos
matematicos.

Genera AUTONOMIA COGNITIVA para los alumnos, permitiéndole e incitandole
a indagar situaciones planteadas desde el propio individuo anulando asi ciertas
dependencias que existen entre los alumnos y otros expertos o maestros.

Favorece la RELACION DIALECTICA entre los usuarios.

Permite la ATENCION A LA DIVERSIDAD: ofreciendo varios niveles de
aprendizaje.

Aumenta el grado de MOTIVACION ante las matematicas.

Podemos observar que son las mismas cuestiones que las que hemos propuesto en esta

investigacion pero en un contexto totalmente distinto:

El curso se convierte en un LABORATORIO DE MATEMATICAS, a
diferencia de lo que hemos planteado en la investigacion.

El ntimero de horas del curso es reducido: 8 horas.

Los contenidos del curso trataban no sélo de algebra lineal sino que también

de calculo diferencial.

El curso por tanto, se plante6 con caracteristicas diferentes a las que pretendemos

analizar en nuestra experiencia educativa principal y estuvo dirigida a 5 grupos de unos 40
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alumnos. Los alumnos que participaron en el curso lo hicieron de forma voluntaria con el fin de

REFORZAR los contenidos adquiridos previamente en las clases tradicionales.

En esta Prueba Piloto hicimos un estudio cualitativo y cuantitativo de los datos que se
fueron recogiendo a lo largo del curso. Las herramientas de recogida de datos que empleamos
en este estudio y que permitieron elaborar las conclusiones de la prueba piloto fueron:

a) Una ENCUESTA INICIAL, en la que se recogieron aspectos de caracter
individual relacionados con las actitudes personales de los alumnos frente a
las Matematicas, frente a los ordenadores y frente al trabajo en grupo, sobre
los conocimientos iniciales en Matematicas, en Informatica. Al iniciar el
curso, ademas de realizar esta encuesta también se realiz6 una prueba
objetiva para medir el grado de habilidad computacional de los alumnos
asistentes al curso.

b) PRUEBAS OBJETIVAS. Se plantearon dos tipos de pruebas objetivas:

a) unos ejercicios finales al acabar las sesiones 2% y 3*

b) y prueba final de resolucion de problemas.
Con estas pruebas se pretendia valorar el rendimiento de los alumnos en el
curso asi como las estrategias de resolucion de problemas, la autonomia
cognitiva que habian adquirido el alumno, el grado de experimentacion y el
uso de DERIVE como sistema de notacion intermedio.

c) Una ENCUESTA FINAL en la que se recabd informacion acerca de la
opinion de los alumnos en torno a la organizacion del curso, el profesorado,

la actitud frente al uso de DERIVE, el trabajo en grupo.

d) Las NOTAS DE CAMPO , observaciones de investigador de la prueba
realizada.
e) ENCUESTAS FINALES DE VERIFICACION, que sirvieron para triangular

los datos obtenidos de las pruebas anteriores y contrastarlas con las
entrevistas realizadas con un pequefio grupo de alumnos del total que
hicieron la experiencia.
El modelo de investigacion que se disefid tuvo, como acabamos de comentar, dos
dimensiones:

1) Una dimension CUALITATIVA: Elegimos el método cualitativo basado en
el estudio de casos (grupos de alumnos) para poder confrontar las
tendencias asi como el comportamiento de los alumnos ante este disefio
metodologico.

2) Y wuna dimension CUANTITATIVA: que permitid6 -confrontar

cuantitativamente los resultados obtenidos con los cinco grupos.
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Después de un analisis exhaustivo de todos los datos obtenidos con este disefio de

investigacion obtuvimos las siguientes conclusiones:

La ensefianza y aprendizaje de las Matematicas mediante programas de calculo

simbolico como DERIVE ofrece enormes posibilidades a la hora de disefiar tareas de ensefianza

dado que este tipo de programas

1.

Ofrecen un grado de interactividad muy adecuado entre los usuarios, dado que
permite la elaboracioén de hojas de trabajo en las que el usuario demanda al sistema
mediante expresiones la realizacion de calculos rutinarios, no esenciales para el
desarrollo de los contenidos que estemos trabajando en ese momento.

Permite que el grado de protagonismo de los alumnos frente al programa dependa
del grado de conocimiento teorico de los contenidos matematicos conocidos. De tal
forma que sin una adecuada formacion base, es dificil que el alumno sea capaz de
desarrollar problemas y cuestiones relacionadas con el tema, aunque utilicen un
programa de este tipo.

La introduccion de conceptos matematicos con DERIVE puede ser complementada
con adecuadas practicas de experimentacion, que han de ser muy bien elegidas para
que se produzca un equilibrio entre la curiosidad suscitada y capacidad del alumno
para resolver esa curiosidad.

La eliminacioén de numerosas rutinas de calculo mediante el programa debe tener en
consideracion dos aspectos:

a. nunca deben utilizarse en el ordenador aquellas rutinas que no sean
totalmente comprendidas por el usuario, de tal forma que permitan una
adecuada interpretacion de resultados.

b. cuando los célculos necesarios no sean esenciales para el desarrollo de un
contenido, el uso de DERIVE resulta altamente beneficioso pues permite
vislumbrar mas claramente los procesos y estrategias de resolucion
empleadas en ejercicios y problemas.

Para que DERIVE permita aumentar las estrategias de resoluciéon de problemas, han
de plantearse previamente las mismas con ejemplos suficientemente claros.
Trabajar con DERIVE en grupo ofrece elementos afadidos que facilitan el
aprendizaje y ademds favorecen la creacion de ambientes de ensefianza muy
motivadores para el alumnado.

La atencidon a la diversidad es posible disenarla con este tipo de programas,
elaborando tareas gradualmente complicadas, tales que no aburran a los mas

adelantados y no provoquen el rechazo de los menos avanzados.
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Esta prueba piloto orient6 eficazmente la investigacion desarrollada en la presente tesis.
De hecho las finalidades y cuestiones de la investigacion fueron idénticas ya que consideramos
que eran elementos fundamentales para estudiar en el nuevo contexto educativo que
proponiamos.

Teniendo en cuenta los resultados que obtuvimos en la prueba piloto, vamos a disenar el
modelo de investigacion de esta tesis siguiendo las pautas generales que hemos sefialado en la
prueba piloto, adaptando la recogida de datos al nuevo contexto y el analisis general de los datos
obtenidos. En el siguiente apartado realizamos el modelo general de investigacion sobre el que

vamos a trabajar en adelante.

I11.3.2. MODELO DE INVESTIGACION.

La naturaleza de la finalidad objeto de nuestro estudio asi como las cuestiones que
hemos formulado en el apartado II1.2, nos obligan a realizar una recogida y elaboracion de datos
de caracter cualitativo y cuantitativo. Esta doble dimension requiere un estudio mixto en el cual
el analisis objetivo de caracter cuantitativo se convierte en un suplemento muy eficaz para el
estudio cualitativo de las cuestiones de nuestra investigacion. Se trata por tanto de una

investigacion educativa mixta de caracter cualitativo y cuantitativo, que pasamos a comentar:

La DIMENSION CUALITATIVA de esta investigacion pretende dar respuesta a las
cuestiones iniciales sefialadas en los objetivos que son de naturaleza interna a los sujetos y
requieren una interpretacion adecuada de los mismos. Tal como hemos sefialado en el capitulo
anterior, para desarrollar nuestra estrategia didactica hemos disefiado una serie de tareas de
ensefianza dirigidas por cinco principios basicos:

- la adquisicion de aprendizajes significativos

- el uso de la resolucion de problemas

- lapotenciacion de las colaboraciones entre alumnos y entre alumnos y profesor

- la integracion del sistema de calculo simbdlico DERIVE como herramienta

didéctica central del aula

-y la utilizacién de dos herramientas tecnologicas auxiliares: el uso de internet y el

correo electronico.

Las actividades que hemos propuesto, dirigidas por estos principios, nos proporcionan
datos que, junto con otras herramientas de recogida de datos auxiliares, nos permiten ir

construyendo de forma INDUCTIVA las categorias y proposiciones tedricas presentes en la
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poblacion objeto de nuestro estudio. A partir de la recogida de datos se van generando los
constructos y categorias que nos ofrecen las caracteristicas que delimitan las conclusiones de
nuestra investigacion. Estos datos constituyen la fuente de nuestra evidencia, por lo que
podemos afirmar que estamos ante un proceso de investigacion GENERATIVO [Goetz-
LeCompte, 1988]. Por otro lado, el descubrimiento de los constructos analiticos surge a partir
de las sucesivas observaciones de los datos a medida que se van recogiendo a lo largo de la
investigacion. Por este motivo vamos construyendo poco a poco los analisis e interpretaciones

de la investigacion en un proceso CONSTRUCTIVO.

Para analizar el comportamiento de nuestra estrategia didactica utilizamos como
muestra la de un grupo de alumnos que han cursado 1° en la Licenciatura de Administracion y
Direccion de Empresas en la Universidad Auténoma de Madrid. Sobre este grupo de alumnos se
ha impartido un curso bésico de algebra lineal con aplicacion directa en tres nicleos basicos: la
diagonalizacion, la clasificacion de formas cuadraticas y la programacion lineal. Para obtener
datos cualitativos y cuantitativos suficientemente representativos, asi como una comparativa
entre la estrategia didactica que proponemos y la estrategia didactica expositiva convencional,

dividimos este grupo en dos subgrupos:

- Un primer subgrupo A, en el que se utilizd6 una metodologia basada en nuestra
estrategia didactica, incorporando el programa de célculo simbdlico DERIVE y

guiada por los principios metodologicos que ya hemos expuesto en el capitulo II.

- Un segundo subgrupo B, con el que empleamos una metodologia clasica, en la que
no se incorporan las nuevas tecnologias y la metodologia esta basada en el método

expositivo tradicional (ver apartado I1.6).

A partir de este desdoblamiento pudimos obtener datos de caracter CUANTITATIVO,
que nos permitieron confrontar los resultados obtenidos en los dos grupos, protagonistas del
estudio realizado. Esta dimension cuantitativa de la investigacion, nos permitié comparar los
subgrupos en dos niveles:

a) analizando el resultado de las dos estrategias, fundamentalmente la del
subgrupo A que incorpora el programa de calculo simbdlico DERIVE y la
del subgrupo B que no utiliza dicho programa de calculo simbélico y utiliza
una estrategia didactica tradicional de caracter expositivo.

b) comparando los datos obtenidos en las calificaciones finales entre ambos

subgrupos.
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Asi pues la DIMENSION CUANTITATIVA nos sirvié para dar respuesta a los aspectos
instructivos de los procesos de ensefianza desencadenados, permitiendo confrontar
cuantitativamente los resultados de rendimiento académico obtenidos en los dos subgrupos del

estudio.

Este planteamiento inicial ha necesitado realizar un estudio pormenorizado de las
situaciones de ensefanza del subgrupo que utiliza DERIVE, un subgrupo que por su caracter
reducido nos oblig6 a analizar con sumo detalle los procesos de pensamiento de los individuos.
Por todo esto consideramos que el ESTUDIO DE CASOS era el modelo de investigacion mas
adecuado para realizar un analisis intensivo y profundo de grupos reducidos de alumnos
[Goetz-LeCompte, 1988], [Gil-Rodriguez, 1993] ya que nos permitiria confrontar las

tendencias y los comportamientos de los alumnos ante nuestra estrategia didactica.

El ESTUDIO DE CASOS que realizamos en el SUBGRUPO A, requeria un estudio
pormenorizado de los individuos, intentando obtener de cada uno de ellos sus comportamientos
de cara al algebra lineal, y de cara al modelo metodoldgico que empleamos. Fué muy
importante observar las actitudes del alumnado frente al sistema de célculo simbolico DERIVE,
frente a sus compaieros y frente al PROFESOR, puesto que estas actitudes condicionaban
enormemente sus aprendizajes (es bien conocida la influencia de la actitud en el aprendizaje del
individuo, por ejemplo ver [Cockcroft, 1983]). Otros aspectos que tuvimos que observar fueron
las relaciones de comunicacion que se desarrollaron en el aula entre los alumnos y el profesor y
entre los propios alumnos ya que estas relaciones son fundamentales de cara a los aprendizajes
colaborativos. Todos estos elementos objeto de observacion y analisis NO nos obligaron a
realizar analisis interno de muchos casos; de hecho, inicialmente consideramos que el nimero
de alumnos objeto de estudio en este subgrupo podria oscilar entre un minimo de 10 alumnos
hasta un maximo de 36 alumnos. Esta limitacion de alumnos, se debia fundamentalmente a dos

motivos:

- el primero por la limitacion del nimero de plazas y de equipos informaticos que
tienen las aulas de informatica,

-y el segundo porque la ensefianza experimental con un numero mayor de alumnos
no podria ser abordable con un solo profesor, en los términos con los que se deseaba

realizar la investigacion.

Para analizar las cuestiones planteadas en nuestra investigacion tuvimos que planificar
una recogida de datos que abarcase no solo los puntos de vista relacionados con el propio

conocimiento matematico, ya que también debiamos incorporar observaciones empiricas
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realizadas sobre el terreno asi como las opiniones, sensaciones y estados de animo del
alumnado. Junto a este modelo cualitativo, incluimos un estudio cuantitativo de caracter
comparativo. Esta comparativa entre los dos subgrupos que centraban la investigacion consistio
en el analisis de aspectos de caracter académico: los resultados obtenidos en los examenes

finales y las pruebas intermedias que se realizaron.

Se trataba de un ESTUDIO DE CASOS MULTIPLES ya que pretendiamos estudiar el
comportamiento de la estrategia didactica sefialada sobre cada uno de los alumnos que
componen el subgrupo A [Gil-Rodriguez, 1993]. Elegimos un estudio de casos multiples
porque las evidencias que presentaban cada uno de los individuos que componian este subgrupo
principal proporcionaban una comparativa mas general y unas conclusiones mas firmes al
basarse en la REPLICACION (posibilidad que facilita un disefio para contestar y contrastar las
respuestas que se obtienen de forma parcial con cada caso que se analiza). Efectivamente,
atendiendo a la seleccion de cada caso, si ésta seleccion se realiza para obtener unos resultados
similares estariamos ante los que se denomina una REPLICACION LITERAL, por el contrario
si se producen resultados contrarios pero por razones predecibles estariamos considerando la

REPLICACION TEORICA [Gil-Rodriguez, 1993].

Por otro lado, cuando se opta por un disefio de estudio de casos multiple, el mismo
puede implicar una o varias unidades de analisis, es decir, podemos considerar si la finalidad de
nuestra investigacion se puede realizar de forma global o considerando en ella varias sub-
unidades cuya peculiaridad exija un tratamiento diferenciado. En  concreto nosotros
consideramos importante estudiar el comportamiento de la estrategia didactica que hemos
planteado bajo la perspectiva de diversos puntos de vista o UNIDADES DE ANALISIS,

plasmadas en cada una de las cuestiones que hemos sefialado en el apartado anterior.

La investigacion cualitativa debe considerar una VARIEDAD de casos de tal forma que
permita esa REPLICACION (literal o tedrica) de la que hemos hablado, ademas los casos
seleccionados deben guardar un cierto EQUILIBRIO para que las caracteristicas de unos casos

Se compensen con otros.

Para validar los resultados de la investigacion tuvimos en cuenta dos técnicas basicas

utilizadas en los estudios cualitativos:

a) la TRIANGULACION DE DATOS: contrastando y analizando todos los
datos por medio de diversas herramientas: encuestas, pruebas objetivas,

entrevistas y examenes que realizaremos a cada uno de los participantes.
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b) y la TRIANGULACION DE INVESTIGADORES: mediante el analisis
comparativo del investigador de campo, un observador cualificado, que
presencio todas las sesiones del trabajo del subgrupo A, y dos observadores
externos que completaron las interpretaciones realizadas por el investigador

de campo.

Este estudio de casos multiples asi como el andlisis comparativo de los subgrupos sobre
los cuales se ha impartido la misma asignatura utilizando dos estrategias didactica distintas, ha
requerido un trabajo de campo que se ha desarrollado a lo largo del segundo cuatrimestre del
curso 1999-2000 (febrero a mayo de 2000). En este trabajo de campo obtuvimos los datos que
nos han permitido analizar e interpretar las diferentes caracteristicas de las cuestiones

planteadas.

El investigador que realiz6 el trabajo de campo y la investigacidon en este caso ha
coincidido con el profesor que ha impartido las clases de ambos subgrupos. Consideramos que
esta situacion era adecuada porque permitia minimizar el niimero de sesgos que pudiera
contener nuestra investigacion en lo que se refiere a la variable PROFESORADO. Asi de esta
forma podemos afirmar que no ha sido un elemento decisivo de la estrategia didactica objeto de
estudio ya que es el mismo profesor el que imparte clase a ambos subgrupos. Por otro lado, la
coincidencia de la figura del investigador no es significativa en nuestro estudio, ya que los

resultados se centran basicamente en los alumnos.

En el siguiente apartado vamos a analizar las caracteristicas de los participantes de

la investigacion asi como el escenario educativo de la misma.
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I11.4. Participantes o sujetos del estudio, escenario y
contexto de la investigacion.

Para situar adecuadamente nuestra investigacion necesitamos analizar el entorno fisico,
los participantes y en definitiva el contexto de nuestra investigacion en lo que se refiere a tres
aspectos fundamentales:

- Ladescripcion del ESCENARIO EDUCATIVO.

- Las caracteristicas de los PARTICIPANTES en la investigacion.

- El'modo de acceso al CAMPO.

I11.4.1. ESCENARIO DE LA INVESTIGACION.

Nuestra investigacion tuvo lugar en tres locales de la Universidad Auténoma de Madrid:

1) AULA DEL SUBGRUPO A:

Se trata de un aula de Informatica situada en la Facultad de Ciencias de la
Universidad Auténoma de Madrid. En concreto hablamos del Aula 2 de Informatica de
la Facultad de Ciencias ubicada en el modulo C-XI, 4* Planta. Este aula estaba dotada
con 20 ordenadores Pentium II, con Windows-NT como sistema operativo. Todos los
ordenadores estaban conectados a la Red de la Universidad Auténoma de Madrid, y a
Internet, permitiendo utilizar a todos los alumnos que tuvieran una cuenta de acceso los
servicios basicos de Internet asi como del programa DERIVE 4.11 (la cuenta se
proporciona de forma gratuita a todos los alumnos matriculados en la Universidad
Autonoma). Los puestos estaban distribuidos en dos bloques separados por un pasillo
central. En cada bloque existian 5 mesas alargadas con 2 ordenadores por mesa. En la
parte frontal del aula habia una pizarra blanca (tipo velleda), sobre la cual se podian
realizar proyecciones de equipos de retroproyeccion y a la vez efectuar explicaciones
concretas. Podemos decir que este fue el escenario fisico fundamental de la
investigacion, ya que en ¢l se encontrara el grupo experimental con el que utilizaremos

la estrategia didactica objeto de nuestra investigacion.

Puesto 17 |Puesto 18 Puesto 19 Puesto 20

Puesto 13 Puesto 14 Puesto 15 Puesto 16

Puesto 9 Puesto 10 Pasillo Puesto 11 Puesto 12

Puesto 5 Puesto 6 Puesto 7 Puesto 8

Puesto 1 Puesto2 Puesto 3 Puesto 4
PIZARRA

PLANO DEL AULA DE INFORMATICA C-2-X1
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Fotografia 1:AULA DE INFORMATICA C-2-XI (vista de uno de los laterales)

Fotografia 2:AULA DE INFORMATICA C-2-XI (vista del lateral contiguo al anterior)

Como puede observarse en las fotografias 1, 2, 3 y 4 la distribucion de los ordenadores,
sillas y espacios en el aula proporcionaban un entorno apropiado para que los alumnos hicieran
un trabajo en grupo, fundamentalmente en parejas de trabajo en torno a cada terminal. No
obstante si el nimero de alumno hubiera sido superior esta misma disposicion hubiera permitido

distribuir comodamente 2 alumnos por terminal.
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del aula, bloque izquierdo)

También es importante sefialar que la orientacion de las mesas en este aula de
informatica facilita la exposicion de contenidos bien a través de equipos de
retroproyeccion o bien mediante el uso de la pizarra y el rotulador, sin necesidad de que
el alumno tenga que adoptar posturas diferentes a las habituales. Esta disposicion nos
pudo permitir introducir exposiciones tedricas y observaciones a lo largo de las clases,

mientras que los alumnos iban trabajando en sus ordenadores.

Fotografia 4: AULA DE INFORMATICA C-2-XI (Vista desde parte anterior del

aula, bloque derecho)
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2) AULA DEL SUBGRUPO B:

Se trataba de un aula con una capacidad para unos 200 alumnos situada en la Facultad de
Ciencias Economica y Empresariales de la Universidad Auténoma, Modulo E-XIV aula 102.
Como puede observarse en el plano se trata de un aula rectangular con dos partes bien
diferenciadas y separadas por dos columnas. En una de las partes encontramos dos bloques de
pupitres separados por un pasillo central, lugar en el cual se solia situar la mayor parte del
alumnado ubicandose frente a la pizarra. En la otra parte, encontramos un bloque de pupitres,
con una menor visibilidad de la pizarra a causa de las columnas que se encuentran en medio.

Los pupitres de la clase eran pupitres multiples situados a lo largo de cada fila.

PIZARRA Salida
tarima del profesor

pupitre pupitre n pupitre
pupitre pupitre pupitre
pupitre o pupitre pupitre
pupitre cz pupitre ] pupitre
pupitre g pupitre pupitre
pupitre O pupitre pupitre
pupitre pupitre pupitre

Plano del aula 102. Modulo E-XIV. Facultad de Economicas
En la siguiente fotografia se puede observar el escenario en el cual se impartid el curso

utilizando la metodologia tradicional.

e
___N.,,,,..w.vw'u**"

Fotografia 4: AULA Modulo XIV Aula 102
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Este tipo de aulas, provoca tres clases de problemas:

- por un lado la disposicion de los alumnos en pupitres multiples aunque favorece la
comunicacion entre los alumnos, en general suele generar demasiados comentarios
ajenos a los contenidos de la clase,

- en segundo lugar impiden la participacion activa de los alumnos en los trabajos
practicos propuestos en la pizarra, ya que para que un alumno pueda salir del
pupitre obliga a desplazar toda la fila de alumnos si el alumno se encuentra ubicado
en el centro

-y por ultimo suelen existir problemas de visibilidad para los alumnos que se ubican
en las ultimas filas por la elevada distancia que puede existir cuando hay un numero

excesivo de alumnos.

3) EL DESPACHO DEL PROFESOR:
Este es un escenario auxiliar en el cual se realizaron la entrevistas personales y se
impartieron las tutorias con cada uno de los alumnos del curso. El despacho esta situado en la

Facultad de Ciencias Economicas y Empresariales de la Universidad Auténoma de Madrid,

Modulo 11T, despacho 206.

Fotografia 6: DESPACHO DEL DESPACHO.
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I11.4.2. PARTICIPANTES Y CONTEXTO EDUCATIVO DE LA
INVESTIGACION.

Los participantes de la investigacion formaban parte de uno de los cuatro grupos de primer
curso de la Licenciatura en Administracion y Direccion de Empresas, de la Universidad
Autéonoma de Madrid. La asignatura objeto de estudio "Matematicas II" centra sus contenidos
en el Algebra lineal, con el fin de aplicarlas de forma directa en la Programacion Lineal. Se trata
de un conjunto de contenidos muy similares a los de otras licenciaturas en las cuales se pretende
dotar a los alumnos de los principales conceptos, procedimientos y herramientas basicas del
algebra lineal. El grupo de alumnos al que se dirigié la investigacion estaba formado
inicialmente por unos 180 alumnos matriculados (se puede consultar la lista de alumnos
matriculados en esta asignatura en el ANEXO II), de los cuales la asistencia media de alumnos a
clase en los ultimos afios ha sido de unos 90 alumnos. La asignatura "Matematicas 11", que
centra nuestra investigacion, es una asignatura troncal de 6 créditos que se imparte dos dias a la
semana (Lunes y Jueves) de 16,30 a 18,30. Por tanto, nos enfrentamos con el estudio de un
grupo de unos 90 alumnos, que afrontan su segundo semestre de universidad. Nuestra intencion
era dividir este grupo inicial en dos subgrupos con un mismo profesor, circunstancia que ya
hemos comentado en el apartado II1.3.2. Este hecho nos obligd a que los subgrupos tuvieran dos
horarios distintos y no solapados como se muestra a continuacion en la caracterizacion de los

subgrupos:

e El primer subgrupo, que llamaremos en adelante SUBGRUPO A, fue el subgrupo en
el cual desarrollamos la estrategia didactica que hemos planteado en el capitulo II, que
incorpora el sistema de calculo simbolico DERIVE en la ensefianza y aprendizaje del
algebra lineal. Este primer subgrupo tenia un niumero de plazas limitado: un total de 36
plazas. El motivo fundamental de esta limitacion en el nimero de alumnos, se baso en
dos razones:

1) Un estudio de casos NO requiere un elevado niimero de participantes. Para
realizar la investigacion objeto de estudio, basta un grupo reducido para
poder obtener unos constructos analiticos relacionados con el tema de la
investigacion: introduccion de los sistemas de calculo simbolico mediante el
uso del ordenador en el algebra lineal.

2) Las aulas de informatica, en las que se realizaron las exposiciones
didacticas tienen 18 ordenadores disponibles, por lo cual considerando que

nuestra estrategia didactica pretende potenciar el aprendizaje colaborativo
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se planted la posibilidad de que existiera un maximo de 2 alumnos por
ordenador, en cuyo caso el nimero maximo de alumnos seria de 36.
Como el horario del grupo de tarde de esta licenciatura era de 16,30-20,30 ; las clases de
este subgrupo A debian de ofrecerse por la tarde y en horario que no impidiera a los
alumnos que eligieran este subgrupo, la asistencia al resto de asignaturas, por lo que las
clases de este SUBGRUPO A de "Matematicas II" tuvieron lugar en las aulas de
informatica de 14,30-16,30.

e Un segundo subgrupo, que llamaremos en adelante SUBGRUPO B, caracterizado
porque en ¢l se utilizé una metodologia tradicional en la que no se incorpord el sistema
de calculo simbolico en el aula. Este grupo estuvo formado por el resto de alumnos
(aproximadamente unos 54 alumnos). La metodologia tradicional a la que nos
referimos se basa en exposiciones teoricas en la pizarra, que contienen ejemplos, y
desarrollos tedricos basados en los ejemplos expuestos (esta metodologia se expuso en
el apartado 11.6).

Como se ha comentado anteriormente, el horario de clases de este

SUBGRUPO B fue los Lunes y Jueves de 16,30 a 18,30.

El primer problema con el que nos enfrentamos en el TRABAJO DE CAMPO consistio en
realizar el desdoblamiento del todo el grupo en los dos subgrupos: SUBGRUPO A (con
DERIVE) y el SUBGRUPO B (sin DERIVE). Decimos problema, porque era fundamental
realizar una seleccion correcta que no introdujera posibles sesgos en nuestro estudio.

La seleccion de los alumnos que formarian parte del subgrupo A, subgrupo que centra
nuestra investigacion, fue una SELECCION BASADA EN CRITERIOS en la cual
incorporamos como elemento fundamental la VOLUNTARIEDAD DEL ALUMNO para
incorporarse a esta experiencia educativa. Esta voluntariedad del alumnado en la eleccion de
subgrupo nos permitiria afrontar la investigacién con alumnos que habrian elegido sin ningin
tipo de coaccion la forma en la cual deseaban desarrollar sus aprendizajes. Ademas de la
voluntariedad en la seleccion consideramos importante introducir algunos criterios adicionales
con los que se facilitase la creacion del subgrupo A.

Un primer criterio inicial se baso en el horario de clases del subgrupo A. Aunque las clases
en la Universidad no exigen la presencia fisica del alumno, sin embargo nuestra investigacion
exigia poder contar con la presencia de todos los alumnos que eligiesen esta didactica. Por ello,
un primer criterio “externo” de seleccion fue que los alumnos pudieran asistir a las clases, que
como hemos comentado se desarrollaron los lunes y jueves de 14,30 a 16,30.

Ademas, consideramos que era necesario establecer previamente unos criterios adicionales

que permitieran realizar la seleccion si fuese necesaria, es decir en el caso de que el nimero de
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alumnos que eligiese este subgrupo superase el nimero de plazas fijado para este subgrupo (36
alumnos).
Los tres criterios fundamentales que se plantearon inicialmente para fundamentar la

seleccion, estuvieron centrados en el manejo de ordenadores y fueron los siguientes:

a) ESTAR MATRICULADO POR PRIMERA VEZ EN LA ASIGNATURA.

Consideramos muy importante que los alumnos que formasen parte del SUBGRUPO A,
(grupo fundamental de la investigacion cualitativa), y que tuvieran aqui su primer contacto con
la asignatura, porque ello nos podria evitar algunos sesgos, derivados de los conocimientos
previos o experiencias previas sobre algebra lineal que tuviesen los alumnos. Considerabamos

que podria ser importante que los contenidos fuesen nuevos para el alumno.

b) CONOCIMIENTOS PREVIOS DE INFORMATICA.

El nivel de conocimientos exigido seria el manejo del sistema operativo WINDOWS-95 o
similares a nivel de USUARIO, es decir manejo de ficheros, carpetas y ventanas. Consideramos
que este criterio era secundario en la seleccion pues unicamente pretendia elegir alumnos que
tuvieran un minimo de conocimientos informaticos para reducir el tiempo que tendriamos que
dedicar a la ensenanza de las herramientas auxiliares de cardcter informatico que ibamos a
emplear. Aunque uno de nuestros objetivos era determinar si el sistema de célculo algebraico
supone una BARRERA ADICIONAL para la ensefianza del algebra lineal, la seleccion de
participantes con unos conocimientos previos de informatica no implicaba el conocimiento del
programa, por todo ello esto no afectaba al objetivo planteado que basicamente pretendia
estudiar si el programa de calculo simbdlico requiere un esfuerzo adicional por parte del
alumno, al tener que aprender un programa complejo ademdas de contenidos propios del

programa.

¢) CONOCIMIENTOS PREVIOS DE INTERNET.

Los conocimientos exigidos consistian en el manejo basico de un navegador como
NETSCAPE 4.5 y de un gestor de correo electronico, a nivel de usuario. Aunque no se trataba
de un criterio fundamental, consideramos que estos conocimientos previos facilitarian mas
tiempo a las clases reales de algebra lineal. Dado que el manejo de Internet y el correo
electronico no son fundamentales en el estudio, sin embargo tener ciertas ideas iniciales si
proporcionarian algunas facilidades en la docencia. No obstante lo consideramos como el tltimo

criterio de seleccion a emplear.

Estos tres criterios consideramos que serian suficientes para establecer la seleccion

necesaria que nos permitiera constituir los subgrupos A y B. Otro aspecto que debiamos de
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prever era la manera de evitar que los alumnos pudieran cambiar de subgrupo una vez realizada
la eleccion de subgrupo. Para ello, dentro de la voluntariedad de eleccion de subgrupo (con las
limitaciones existentes en cuanto a los criterios para el subgrupo A), sefialamos que la eleccion
que realizase el alumno debia ser definitiva, circunstancia que deberia hacerse formal con la
firma por parte de cada alumno de la eleccion escogida. El motivo fundamental de esta rigidez
en la eleccion estaba basado en dos aspectos: la evaluacion de cada subgrupo iba a ser diferente
y la metodologia empleada en cada subgrupo también seria diferente. Ademas con esta rigidez
se pretendia evitar la existencia de posibles trasiegos de alumnos de un subgrupo a otro por
mero capricho. Por ello, la eleccidn realizada se formalizé en un documento mediante la firma
de cada alumno. Con esto conseguiamos formalizar en cierta forma la seleccidn realizada por

cada alumno incluyendo los criterios y métodos de evaluacion.

Para establecer la seleccion de subgrupos elaboramos una encuesta escrita a partir de la
cual, ademas de solicitar los datos personales de los alumnos, se incluyeron algunas cuestiones
relacionadas con los criterios de seleccion: conocimientos previos sobre WINDOWS, Internet.
En la encuesta también aparecian algunas cuestiones relacionadas con la trayectoria educativa
de los alumnos en los Ultimos afios.

Esta encuesta nos proporciond datos de los alumnos que nos sirvieron posteriormente
para obtener algunas caracteristicas iniciales de ambos subgrupos, realizando asi una
diagramacion inicial bastante fiable.

El modelo de encuesta asi como los datos y resultados obtenidos de dicha encuesta se

pueden ver en el ANEXO V.

111.4.3. ACCESO AL CAMPO

Para realizar el estudio objeto de nuestra investigacion necesitdbamos obtener un
permiso del Departamento de Analisis Econdémico: Economia Cuantitativa (Universidad
Autéonoma de Madrid) responsable de la asignatura, que nos permitiera realizar la investigacion
en los términos que habiamos planteado, desdoblando el grupo asignado al profesor-
investigador, perteneciente al Departamento, y realizando el proceso de seleccion sobre el grupo
asignado. Para tal efecto se presentd un proyecto de investigacion (véase ANEXO III) que el

Departamento aprobd totalmente al iniciarse el curso 1999-2000.

El acceso al campo, tuvo lugar el primer dia de clase del segundo cuatrimestre: 21 de
Febrero de 2000 a las 16’30 h. En esta primera clase, se presento6 el programa de la asignatura y

la bibliografia basica. A continuacion, expusimos la investigacion educativa que iba tener lugar



260 I11.4. PARTICIPANTES O SUJETOS DEL ESTUDIO, ESCENARIO Y CONTEXTO
DE LA INVESTIGACION

en este grupo, explicando las dos ESTRATEGIAS DIDACTICAS alternativas que se pondrian
en practica en cada uno de los dos SUBGRUPOS. Una vez expuestas las DIDACTICAS, y
solucionadas las dudas existentes, se hizo mucho hincapié en la necesidad de elegir un subgrupo
u otro, de tal forma que las elecciones deberian ser definitivas ya que un alumno que eligiese el
SUBGRUPO A no podria examinarse con el SUBGRUPO B y viceversa. Tras haber informado
suficientemente a los alumnos se les pas6 una encuesta (ver ANEXO V), en la que los alumnos
pudieron responder a ciertas cuestiones generales relacionadas con el nivel del alumnado en
Matematicas, sus conocimientos informaticos y otros datos generales; asi como la formalizacion

de la eleccion del subgrupo en el cual deseaban inscribirse para ser evaluados.

Como acabamos de comentar en el apartado anterior, la encuesta inicial tenia por objeto
realizar una recogida de datos para que los alumnos eligiesen el tipo de metodologia que
deseaban realizar en la asignatura Matematicas II. En dicha encuesta se recogieron datos
generales relacionados con cuatro aspectos importantes:

e Los conocimientos de informatica e internet .
¢ El historial académico de cada alumno.

e Laactitud general ante las Matematicas.

e Motivos de la eleccién de metodologia.

Como inicialmente se desconocia el grado de interés que podria suscitar la metodologia
que utilizaba DERIVE (Subgrupo A), y ante la existencia de un nimero de plazas limitado para

realizar esta experiencia educativa (36 plazas) se plantearon varios criterios para elegir el

subgrupo:

1. La primera de ellas era el horario. El subgrupo experimental A tendria clase los
Lunes y Jueves de 14:30 a 16:30 en el Aula de Informatica, mientras que el
subgrupo B, tendria clase los Lunes y Jueves de 16:30 a 18:30.

2. Se solicitaba que los alumnos estuviesen matriculados por primera vez en la
asignatura.

3. También se solicitaba que existieran unos minimos conocimientos de Windows, a
nivel de usuario.

4. Por ultimo se pedian pequefios conocimientos de Internet y manejo de un programa

de correo electronico.

La encuesta se realizo sobre una muestra de 78 alumnos, de los que un total de 16

alumnos eligio el subgrupo experimental A y un total de 62 alumnos eligieron el subgrupo B.

A pesar de que inicialmente se plantearon criterios para seleccionar a un maximo de 36

alumnos en el subgrupo A, no hizo falta utilizarlos ya que el nimero de alumnos que solicitaron
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formar parte del grupo fue muy inferior a las plazas ofertadas: tan solo 16. Por tanto podemos
decir que la eleccion de subgrupo fue totalmente libre sin ningun tipo de criterio selectivo. El
unico elemento selectivo, aunque de forma indirecta, fue el horario, motivo por el cual 20
alumnos no eligieron este subgrupo (los resultados de esta encuesta inicial se pueden consultar
en el ANEXO V). A pesar de esta restriccion de horario, si hubiésemos conseguido ofertar un
horario adecuado a todos los que estaban interesados en esta metodologia, podemos afirmar que
tampoco hubiera sido necesario un criterio de seleccion pues el numero de alumnos que
hubieran elegido este tipo de didactica hubiera sido exactamente igual al numero de plazas

existentes: 36.

El resumen de datos de esta encuesta la desarrollamos con mas detalle en el capitulo IV

dedicado a la recogida de datos (apartado IV.1).
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II1.5. Experiencia del investigador v sus roles en la

Investigacion.

Como acabamos de comentar en apartados anteriores, la investigacion se basa en el analisis e
interpretacion del comportamiento de una estrategia didactica que incorpora el uso del programa
de calculo simbdlico DERIVE como medio didactico para la ensefianza y aprendizaje del
algebra lineal. El estudio cualitativo y cuantitativo se ha centrado en un grupo de alumnos
dividido en dos subgrupos: uno que ha utilizado una metodologia que incorpora el programa de
calculo simbdlico DERIVE y otro que ha utilizado una metodologia tradicional. La docencia de
ambos subgrupos fue realizada por un mismo profesor, circunstancia que nos permitié eliminar
ciertas variables adicionales que podrian haberse generado si cada subgrupo hubiera tenido
profesores distintos. Asimismo, se da la circunstancia de que el investigador fue unico y
coincidente con la figura del profesor. Dado que la figura central de nuestro estudio eran los
alumnos, la situacion en la que se encontraba el profesor-investigador ha permitido que éste
realice un estudio muy completo del comportamiento de todo el grupo de alumnos; por otro lado
las técnicas necesarias de vagabundeo, realizadas habitualmente por los investigadores que son
externos al escenario educativo no fueron necesarias: el investigador formaba parte del
escenario ya que era el profesor, y por tanto uno de los protagonistas de la experiencia

educativa.

También debemos tener en cuenta la formacion previa del investigador-profesor. Se trata de un
profesor Licenciado en CC. Matematicas en la especialidad de CC. de la Computacion, lo cual
presupone un conocimiento afladido respecto al de otros profesores de Matematicas: su
especialidad estd totalmente vinculada al uso de los ordenadores, asi como al manejo de
numerosos programas. Asi pues podemos considerar que existia a priori una predisposicion
positiva del profesor-investigador a la incorporacion de las nuevas tecnologias en el dmbito

educativo, por su propia formacion inicial.

Por otro lado el profesor-investigador forma parte del profesorado del Departamento de
Analisis Econdmico: Economia Cuantitativa (Universidad Autonoma de Madrid), Departamento
al cual corresponde la docencia del grupo de alumnos sobre el cual se realizaria la
investigacion, en concreto se trata del Grupo 1-A-4 de la Licenciatura en Administracion y
Direccion de Empresas. La asignatura Matematicas 11, sobre la cual se realizé la investigacion

educativa, ha sido impartida por el profesor-investigador durante los tltimos 8 afios, por lo que
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podemos afirmar que existe un conocimiento previo de la asignatura y de la problematica de la
misma suficientemente probada y fundamentada; circunstancia que permite justificar el tipo de

metodologia utilizada en el desarrollo de la asignatura.

Seglin las caracteristicas que hemos detallado del investigador podemos afirmar que asume un
rol de PARTICIPANTE OBSERVADOR, ya que forma parte del proceso educativo (profesor
de la asignatura) realizando las actividades que le corresponden, es decir exponiendo y
dirigiendo el desarrollo de la clase, y ademds observando la conducta de los participantes de la

investigacion.
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II1.6. Herramientas y estrategias de recogida de datos.

I11.6.1. DESCRIPCION GENERAL DE LAS HERRAMIENTAS Y

ESTRATEGIAS DE RECOGIDA DE DATOS

Las herramientas y estrategias de recogida de datos que hemos considerado para realizar

nuestra investigacion se pueden dividir en dos tipos grandes bloques:

A) Recogida de Datos relacionados exclusivamente con el ALGEBRA LINEAL.

B)

En este bloque de datos incluimos todas las pruebas objetivas, resoluciones de
problemas, cuestiones, y examenes que los alumnos han ido entregando y
realizando a lo largo del curso y que sirven para estudiar el grado de comprension
de los temas, las estrategias de resolucion utilizadas, el grado de comprension del
programa. Los modelos de estas pruebas se pueden encontrar en el ANEXO VI
(problemas propuestos), el ANEXO VII (cuestiones propuestas) y el ANEXO VIII

(examenes propuestos).

Recogida de Datos Generales. En este bloque de datos incluiremos aquellos datos
que pueden resultar importantes para la investigacion que no guardan relacion con
los contenidos de algebra lineal que se han impartido en el curso, y que nos
mostraran los principales indicadores de las cuestiones planteadas en la
investigacion relacionadas con la MOTIVACION, el INTERES suscitado, el grado
de satisfaccion del mismo, el grado de aceptacion del programa por parte de los
alumnos, las relaciones dialécticas con los compaiieros,... La obtencion de estos
datos generales a partir de:

- ENTREVISTAS PERSONALES y ENCUESTAS realizadas con

los participantes del SUBGRUPO A,
- las NOTAS DE CAMPO realizadas por el investigador
- y la ENTREVISTA realizada con el observador cualificado.

Todas las pruebas realizadas para recoger los datos generales que comentamos

en este apartado se pueden consultar en los ANEXOS IX (entrevista inicial), X
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(diario de campo), XI (entrevista intermedia), XII (encuesta final), XIII (entrevista

final) y XIV (entrevista con el observador cualificado).

Para la obtencion de estos dos tipos de datos: por un lado los datos objetivos
relacionados con el algebra lineal y por otro lado el conjunto de datos subjetivos de caracter mas

general, hemos disefiado las siguientes técnicas de recogida de datos:

a) ENCUESTA INICIAL. Esta encuesta es la que nos ha servido para seleccionar los
participantes de cada SUBGRUPO, ademés con ella hemos obtenido datos
generales relacionados con los estudios realizados, conocimientos generales sobre
ordenadores, y expectativas para la elecciéon del SUBGRUPO A (se puede ver el
modelo de la encuesta inicial en el ANEXO V).

b) ENTREVISTA INICIAL. La entrevista inicial ha sido realizada de forma
individualizada con cada uno de los alumnos-participantes en la experiencia
educativa del SUBGRUPO A. En esta entrevista hemos intentado obtener las ideas
que tenian los alumnos sobre diversos aspectos de caracter individual, una vez que
habian realizado algunas sesiones con la nueva didactica, con el fin de obtener datos
relacionados con:

e ACTITUDES PERSONALES:
e Frente a las Matematicas y en especial frente al Algebra Lineal,
e Frente a los ordenadores,
e Frente al trabajo en grupo.
e EXPECTATIVAS PROFESIONALES.
e CONOCIMIENTOS INICIALES EN MATEMATICAS:
e (alificaciones iniciales en Matematicas,
e (alificaciones obtenidas en Febrero de la asignatura Matematicas 1.
e EXPECTATIVAS DEL CURSO:
e ;Qué es lo que mas te gusta del curso?
e Ritmos del curso: ;Vamos demasiado rapido, muy despacio?
e Grado de interés suscitado por el curso
e ;Algo que hechas en falta?
e ;Hay algin tema que quieras plantear?

(EI modelo de la entrevista inicial se puede consultar en el ANEXO IX).
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c) DIARIO DE CAMPO.

En este diario, el investigador-profesor ha recogido las anotaciones diarias de sus

observaciones realizadas a lo largo de las clases, sobre la base del siguiente grupo

de registros:

(como es el ambiente de la clase general?

(Has estado comodo impartiendo la clase hoy?

(El guion de trabajo ha resultado demasiado tedrico o por el contrario
demasiado practico? ;jPercepcion?

(Has notado actitudes negativas en la clase respecto al curso?

(Has notado actitudes positivas en la clase respecto al curso?

(Has visto a algun alumno que se haya descolgado demasiado del ritmo de
toda la clase?

(Has observado si algiin alumno se ha aburrido porque ibamos demasiado
despacio?

(Has percibido qué alumnos son los mas aventajados y que merecen una
atencion especial?

(Has percibido qué alumnos son los mas retrasados que merezcan una
atencion especial?

(La presencia del observador cualificado, te ha motivado, te ha hecho sentir
mal, has encontrado algiin obstaculo por su presencia?

(Cual es la disposicion de los alumnos, empiezan a formar subgrupos?
(mantienen la distribucidn inicial de los espacios? anotar la disposicion,
observar incidencias

(como son las dudas que se plantean, son de CONCEPTOS
MATEMATICOS o del modo de uso del PROGRAMA?

(se percibe motivacion en los alumnos a la hora de resolver los ejercicios?
(se observa que los alumnos tengan prisa a la hora de finalizar la clase?
(hay que avisarles que la clase ha terminado?

;como es el trabajo con DERIVE? ;se entiende, existe dificultad en su
comprension? jcudles han sido las dudas mas significativas que has
observado sobre el uso del programa?

(Existe autonomia cognitiva o una excesiva dependencia del programa? Pon
los ejemplos que corroboren una u otra afirmacion.

(Se piensan los procesos o por el contrario existe un cierto automatismo?

Incluye ejemplos que corroboren una u otra afirmacion.
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e (Cualquier otra observacion que merezca ser considerada puede suscitar un
nuevo punto de anotacion a este guidn, y deberd anotarse.

Para efectuar la recogida de datos y elaborar este diario de campo hemos

elaborado una ficha diaria en la que ibamos anotando los aspectos mas

importantes del desarrollo de la clase que se pueden consultar en el ANEXO X.

d) PROBLEMAS DE CAPITULO ENTREGADOS.
Al finalizar cada capitulo se les ha propuesto a los alumnos que entregasen una
coleccion de problemas fin de capitulo. Con este trabajo se pretendia fomentar
el habito al trabajo constante asi como la posibilidad de realizar el trabajo en
grupo. De las resoluciones de estos problemas hemos extraido por un lado los
procedimientos erroneos mas habituales entre los alumnos, las caracteristicas
individuales relacionadas con la resolucion de problemas y el grado de dominio
del alumno respecto al sistema de calculo simbodlico (para obtener la coleccion
de problemas propuesto al final de cada capitulo se puede consultar el ANEXO

VI).

e) RESOLUCION DE CUESTIONES. PRUEBA OBJETIVA TEORICA
Estas cuestiones teoricas se proponian en el AULA al finalizar cada capitulo y
se han utilizado para medir de forma objetiva el grado de comprensidn tedrica y
su capacidad para relacionar los conceptos. Las cuestiones han sido muy
similares a las que luego se han propuesto en el examen final por lo que han
servido como ensayo para que el alumno adquiera un método de estudio basado
fundamentalmente en la relacién de conceptos y el reconocimiento y
comprension de razonamientos correctos en el ambito del algebra lineal.
Permitian un seguimiento del alumnado en cuanto al su grado de comprension
tedrico de los contenidos. También servian para que el profesor introdujera en
su metodologia las correcciones necesarias para evitar los errores que cometian
frecuentemente los alumnos, insistiendo mas en algunos aspectos tedricos que
en otros e incidiendo en ciertas relaciones que pudieran no haber quedado claras
(para obtener la coleccion de cuestiones propuestas al final de cada capitulo se

puede consultar el ANEXO VII).

f) TUTORIAS A TRAVES DE LA RED.
El objetivo de estas tutorias fue establecer una relacion dialéctica entre
profesor-alumno lo mas 4agil posible, sin depender de horarios. Para ello se

facilito la direccion de correo a todos los alumnos.
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EXAMEN FINAL.

La prueba final estuvo formada por dos partes:

eUna parte tedrica formada por 10 cuestiones tipo test de caracter tedrico similares a las

desarrolladas a lo largo del curso, que permitieron medir el grado de comprension
tedrica y capacidad de relacion tedrica de los conceptos fundamentales del algebra
lineal y la programacion lineal. Para esta parte aunque inicialmente no se permitio
utilizar el programa de célculo simbdlico DERIVE (los célculos que debian
efectuarse seran sencillos y de caracter muy teodrico), sin embargo mas adelante se
permitio el uso del programa en las cuestiones teéricas siempre y cuando el alumno
incluyera como anexo, un fichero de las operaciones realizadas con DERIVE para

contestar estas cuestiones.

ela segunda parte fue de caracter practico, constd de 4 problemas, que los alumnos

h)

resolvieron en una HOJA DE TRABAJO de DERIVE, incluyendo los comentarios
correspondientes, los pasos de su resolucion, e indicando claramente las soluciones
y argumentos de sus razonamientos. El enunciado de los problemas se facilitdé en
una hoja escrita y los alumnos debian resolverlos tal como hemos sefialado
generando un fichero por cada problema que los alumnos entregaron en un disquete.
El examen tuvo lugar en el mismo aula en el que se desarrollaron las clases. Esta
prueba ademas de ser un elemento de mediciéon fundamental para la evaluacién
global de curso tiene un elevado grado de homogeneidad con las pruebas realizadas
por el SUBGRUPO B: de hecho la parte teorica fue la misma, solamente fue distinta
la parte practica, ya que los problemas para el subgrupo B eran mas sencillos de
manipular.

(para obtener las cuestiones y problemas planteados en el examen final se puede

consultar el ANEXO VIII).

ENTREVISTA INTERMEDIA

Esta entrevista se realiz6 de forma individual con cada uno de los alumnos. Con esta
entrevista pretendiamos obtener informacion relacionada con las opiniones que
tenian los alumnos respecto a varios aspectos:

- la marcha del curso,

- laactitud de los alumnos frente al uso de DERIVE en el Algebra Lineal,

- los elementos que favorecen el trabajo en grupo y
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- algunas cuestiones que trataban de evaluar el estado animico de los
participantes, el grado de motivacion frente a la asignatura.
(para obtener el esquema de las entrevistas intermedias se puede consultar el

ANEXO XI).

i) ENCUESTA FINAL
Esta encuesta se realiz6é de forma individual y se pretendia obtener una evaluacion
del curso, con cardcter previo a la realizacion del examen. En dicha encuesta
recogimos las opiniones y valoraciones de los alumnos respecto a la didéctica
empleada y respecto al uso de DERIVE, se trato de una evaluacion general del
sistema didactico empleado (para obtener el modelo de encuesta que se pasé a los

alumnos se puede consultar el ANEXO XII).

j)  ENTREVISTA FINAL DE VERIFICACION.
Una vez finalizado el curso, realizado el examen y calificados los alumnos, se
realizaron entrevistas individualizadas con cada uno de los alumnos participantes en
la experiencia didactica con el fin de verificar en la medida de lo posible los
constructos y categorias obtenidos previamente a lo largo de la investigacion. Al
realizar esta entrevista con posterioridad a la evaluacion de los alumnos, podemos
decir que las opiniones del alumno gozaban posiblemente de mayor objetividad, al
no sentirse en cierta medida sometido a la presion previa del examen. Los alumnos
aprobados nos facilitaron datos muy objetivos, ya que el hecho de haber superado el
examen les posibilitaba situarse en una posicion desvinculada totalmente con el
profesor-investigador (para obtener el modelo de entrevista final se puede consultar

el ANEXO XIII).

111.6.2. INFORMACION QUE PROPORCIONAN LAS
HERRAMIENTAS Y ESTRATEGIAS DE RECOGIDA DE DATOS

Las herramientas y estrategias de recogida de datos que acabamos de exponer de forma
general, fueron disefladas para obtener los datos suficientes con los que pudiéramos dar
respuesta a las cuestiones planteadas inicialmente en nuestra investigacion, una vez realizado el
analisis pormenorizado de los mismos. Para facilitar el analisis de los datos, consideramos que
seria muy util elaborar previamente la informaciéon que podia facilitar cada prueba respecto a

cada una de las cuestiones planteadas en la investigacion:



270

I11.6. HERRAMIENTAS Y ESTRATEGIAS DE RECOGIDA DE DATOS

a) ENCUESTA INICIAL.

La encuesta inicial nos sirvio para realizar la SELECCION de los participantes,
ofreciéndonos el perfil inicial de los alumnos que iban a realizar esta experiencia. Nos
permitid obtener el GRADO DE MOTIVACION inicial de los alumnos frente al
ordenador y frente a las Matematicas en general. Esta encuesta inicial también resulto
de utilidad para obtener una visidon global de las calificaciones iniciales que habian
obtenido los alumnos en MATEMATICAS, asi como para obtener algunas relaciones
entre MOTIVACION PREVIA con CALIFICACIONES PREVIAS. Otro elemento muy
importante del cual se pudo obtener informacion fue el relacionado con el grado de
interés inicial por los ordenadores, es decir la predisposicion y preparacion para usar
ordenadores. Esta informacion resultdé interesante para introducir algunos datos
relacionados con el estudio de la cuestion en la que se planteaba si el programa

DERIVE suponia o no una barrera adicional para la ensefianza de las Matematicas.

b) ENTREVISTA INICIAL

Con la entrevista INICIAL pudimos obtener informacion relacionada con las siguientes

cuestiones:

- GRADO DE MOTIVACION INICIAL: algunas de las preguntas de la encuesta
estaban intimamente relacionadas con los conocimientos iniciales en Matematicas
asi como con la actitud inicial frente a las Matematicas, elementos importantes a la
hora de valorar la motivacion que el programa DERIVE pudiera suscitar entre los
alumnos. Sobre esta cuestion también resultdé muy interesante observar y analizar
las contestaciones a una de las preguntas de la entrevista /te has aburrido en las
explicaciones?. Otra pregunta de la entrevista que tiene que ver con la cuestion es la
siguiente /estd suscitando algun interés particular este tipo de estudio por las
matematicas?, que podia afiadirnos mas valoraciones sobre este tema.

-  (DERIVE GENERA BARRERAS ADICIONALES?: al obtenerse una actitud
inicial frente a los ordenadores, es decir, acerca de sus conocimientos previos en
ordenadores se podria obtener una vision inicial de la predisposicion de los alumnos
para aprender con ayuda del ordenador. Asimismo se les pregunt6 si después de
dos meses de curso encontraban alguna dificultad con el manejo o el aprendizaje del
programa DERIVE, es decir, si resultaba un programa fécil o dificil de manipular.
Estas valoraciones nuevamente nos permitieron obtener una vision subjetiva
individualizada del grado de complejidad del programa para el alumnado.

- (DERIVE COMO HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION MATEMATICA?

Se obtuvo una vision personal de cada alumno relacionada con la experimentacion
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en matematicas, en particular de la opinion que tenian los alumnos sobre la
experimentacion que ofrecia el programa al usuario.

- SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO: En algunas cuestiones de la entrevista
se les preguntd si visualizaban los contenidos y abstracciones matematicas con
DERIVE, si conseguian manipular mejor los conceptos a través del sistema de
notacion DERIVE.

- FAVORECE APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO: se obtuvieron las opiniones de
los alumnos acerca de los aprendizajes de los alumnos, es decir, las caracteristicas
del tipo de aprendizaje que ofrecia DERIVE: permitia que los conceptos quedasen
bien asentados o por el contrario si el aprendizaje consistia en la memorizaciéon de
un conjunto rutinas y procesos a memorizar.

- GRADO DE INTERACTIVIDAD: Con estas entrevistas se pudo obtener una
vision subjetiva de cada alumno acerca de la dinamica del curso, el ambiente de
clase, es decir se obtuvo una valoracion inicial de las relaciones de comunicacion
que pudiera estar suscitando la estrategia entre alumnos, profesor y programa.

- FAVORECE PROTAGONISMO Y AUTOCREACION: una de las cuestiones de la
entrevista fue la siguiente: “cuando se sugiere realizar un ejemplo para investigar,
Jte encuentras perdido? jte cuesta mucho trabajo reaccionar?”. Cuestion que nos
facilito las visiones personales y subjetivas acerca del grado de protagonismo que
tenian los alumnos en el aula con el uso del programa.

- (FAVORECE LA RELACION DIALECTICA ENTRE USUARIOS: en la
entrevista se les preguntd a los alumnos que indicaran su opinidon acerca de la
relacion dialéctica que existia en el aula entre los alumnos, para determinar si la
dindmica propiciada por el uso de DERIVE favorecia la intercomunicacion entre
alumnos.

- (FAVORECE EL APRENDIZAJE COLABORATIVO? En la entrevista también se
pregunt6 acerca del trabajo en grupo, de la existencia o no de cierta predisposicion
por el trabajo en grupo, si el trabajo en grupo que se realizo en clase favorecio a
juicio de cada alumno sus propios aprendizajes, si comprendi® mejor los
contenidos, si se entablo cierta relacion de trabajo con los companeros del entorno y
si esta relacion fue favorecida por el uso de DERIVE. También se plantearon
cuestiones que nos proporcionaron informacién relacionada con el tipo de trabajo
realizado fuera de clase, es decir si se reunian los alumnos fuera del ambito de la
clase para resolver problemas, resolver dudas...

- ATENCION A LA DIVERSIDAD: Se intentaba saber si el alumno se habia
aburrido en clase (en cuyo caso estariamos hablando de posibles alumnos

aventajados que no encontraban actividades apropiadas a su nivel) o descubrir si el
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alumno se habia encontrado perdido en algunas explicaciones (para determinar si
existian alumnos retrasados). Estas dos preguntas trataban de encontrar los alumnos
que requerian un trato especial bien por tener un nivel superior a la media o bien por

estar mas retrasados que la media.

¢) DIARIO DE CAMPO
En el DIARIO DE CAMPO se intentaron recoger las observaciones del
INVESTIGADOR DE CAMPO a lo largo de las sesiones, sobre la base de un conjunto de

registros que facilitasen la observacion de investigador. Estos registros pretendian dar respuesta

a las siguientes cuestiones:

GRADO INTERACTIVIDAD ALUMNO-PROFESOR-MEDIO. Esta cuestion se
podia observar estudiando algunas de los registros habituales en el campo como
son: ;Como ha sido el ambiente de clase en general? ;Has estado comodo
impartiendo la clase? jel guion de trabajo ha resultado demasiado tedrico,
practico? jHas notado ACTITUDES NEGATIVAS en la clase respecto al curso?
JHas notado ACTITUDES POSITIVAS en la clase respecto al curso?

ATENCION A LA DIVERSIDAD: Informacién sobre esta cuestion se podia
obtener a partir de los registros de campo: Jhas percibido qué alumnos son los mas
retrasados y merecen una atencion especial? ;jhas observado que algun alumno se
haya descolgado demasiado del ritmo de la clase? ;has percibido si algun alumno
se ha aburrido porque ibamos demasiado despacio?

GRADO DE MOTIVACION En los registros previos de observacion de este
DIARIO DE CAMPO existian varias cuestiones que hacian referencia a la
motivacion en concreto: ;Se percibe MOTIVACION en los alumnos a la hora de
resolver los ejercicios y tareas planteadas?. También respecto a la motivacion un
elemento que podria ofrecer informacion fue el control de asistencia a clase que se
realizd de forma exhaustiva y facilité un dato objetivo relacionado al menos con el
interés del alumno por la asignatura.

GENERA BARRERAS ADICIONALES: Esta cuestion pudo analizar observando
particularmente en uno de los registros cuya pregunta es ;Como es el trabajo con
DERIVE? ;Se entiende, existe dificultad en su comprension? ;Cudles han sido las
dudas mas significativas que has observado sobre el uso del programa? También
habria que hacer referencia a un registro que intentaba obtener informacidn respecto
al tipo de dudas que tenian los alumnos: jcomo son las dudas que se plantean, son
de CONCEPTOS MATEMATICOS o de modo de uso del PROGRAMA?
AUTONOMIA COGNITIVA. Los registros de campo que podrian facilitar

informacion respecto a esta cuestidn eran: /Jexiste autonomia cognitiva o una
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excesiva dependencia del programa? pon ejemplos que corroboren una u otra
afirmacion.

- FAVORECE PROTAGONISMO Y AUTOCREACION. Uno de los registros de
las anotaciones de campo contenia la siguiente pregunta: jse piensa en los procesos
o por el contrario existe un cierto automatismo? incluye ejemplos que corroboren
una u otra afirmacion. Con las observaciones a este registro se pudieron obtener
caracteristicas relacionadas con el protagonismo y autocreacion del alumnado.

- FAVORECE EL APRENDIZAJE COLABORATIVO: Respecto a este aspecto en
el diario de campo se anotaron las disposiciones que tenian los alumnos de cara a
las colaboraciones y sobre la participacion de los mismos en actividades
colaborativas de aprendizaje.

- FAVORECE RELACION DIALECTICA ENTRE USUARIOS: Para el estudio de
esta cuestion en el diario de campo fuimos anotando las observaciones realizadas en
torno a los agrupamientos que realizaban los alumnos, fundamentalmente en la
disposicion de sus ubicaciones en clase.

Debemos sefialar que las contestaciones del diario de campo fueron observaciones del

investigador-profesor

d) PROBLEMAS DE CAPITULO ENTREGADOS

Con estas pruebas de caracter obligatorio e individual, se pretendian obtener datos
objetivos muy vinculados a los contenidos del algebra lineal, en particular los datos que
se pudieron extraer de estas resoluciones podrian contestar perfectamente a las

siguientes cuestiones:

- SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO: Habia que observar los
planteamientos y resoluciones realizados por los alumnos, ya que en ellos se
podrian obtener trazas que permitieran vislumbrar la posible existencia de un
sistema intermedio, el utilizado en el proceso de resolucion. Los planteamientos e
interpretaciones de resultados son la Matemadtica abstracta, y los procesos
intermedios forman parte de la traduccion operativa que el alumno realizara con la
ayuda de DERIVE entre aquellos conceptos y las operaciones asociadas.

- FAVORECE PROTAGONISMO Y AUTOCREACION. Debiamos observar si los
alumnos planteaban resoluciones originales. Otro elemento muy importante a tener
en cuenta seria si los alumnos utilizaban diferentes estrategias en su resolucion. Por
ultimo también resultaba interesante observar como eran las interpretaciones de los

alumnos ante los resultados obtenidos en las operaciones.
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EVITA USAR EL ORDENADOR PARA RESOLVER RUTINAS ESENCIALES.
Se trataria de observar si en los problemas entregados los elementos esenciales de
cada capitulo eran tratados de forma correcta o bien si el alumno los automatizaba
con DERIVE. Por ejemplo si pedimos calcular un determinante usando
propiedades, observar si el alumno se reducia a aplicar la funcion que calcula el
DETERMINANTE en DERIVE (det(A)) o bien aplicaba propiedades de
determinante y los algoritmos iniciales para el calculo de determinantes.
PRESCINDE DE ESFUERZOS RUTINARIOS. Observando el grado de
complejidad del problema y las posibilidades que ofrece el programa al alumno en
su resolucion. Se trataria de establecer observaciones sobre las operaciones que se
realizan y resultados obtenidos.

HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION. Se trataria de observar las veces que
el alumno utiliza el programa DERIVE como herramienta de experimentacioén para
resolver ciertos problemas, si es que se utiliza de esta manera.

FAVORECE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS. Observar en
las resoluciones si existen para un mismo alumno y un mismo problema mas de una
alternativa de resolucion. Y también observar las diferentes formas de resolver un
mismo problema entre alumnos distintos.

(GENERA BARRERAS ADICIONALES?  Observar las resoluciones de
problemas si existen algunas operaciones que no sean bien entendidas, que se crea
que realizan una operacion cuando de hecho efectian otra, es decir si se entiende
bien el uso del programa y sus diversas operaciones.

GENERA AUTONOMIA COGNITIVA. Observar en las resoluciones el grado de
dependencia que existe entre el alumno y los resultados que se van obteniendo en
los pasos intermedios, es decir si el alumno se sorprende cuando surge algin dato
inesperado o si trata de darle alguna explicacion o buscarsela.

ATENCION A LA DIVERSIDAD. Estudiar cuales son los problemas que realiza la
mayor parte de los alumnos y si existen alumnos aventajados que realicen todos.
Los problemas que se plantean son algunos faciles otros dificiles y otros
complicados, en esta baremacidn, observar cual es la distribucion de problemas bien
resueltos.

GRADO DE MOTIVACION: En la resolucion de los problemas es conveniente
observar la forma de resolver, si se puede entresacar cierta motivacion por su
resolucion. Y sobre todo, a la hora de plantear las soluciones, anotar las preguntas

que surgen después de haberse dado la solucion del problema.
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e) RESOLUCION DE CUESTIONES TEORICAS.

Las cuestiones tedricas se debian resolver de forma individual sin DERIVE, y

permitirian estudiar las siguientes cuestiones:

- FAVORECE UN SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO: Estudiando la
relacion entre calificaciones de alumnos en problemas y cuestiones teoricas que son
de caracter objetivo para estudiar el grado de cumplimiento de esta cuestion.

- EVITA USAR EL ORDENADOR PARA RESOLVER RUTINAS ESENCIALES:
con esta prueba de forma clara se puede observar si lo que es esencial de forma
tedrica ha sido comprendido ya que no se realizan con DERIVE.

- FAVORECE UN APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO. Estudiar los resultados
obtenidos pues los aprendizajes con DERIVE seran significativos, si han generado
una estructura tedrica que permita al alumno enfrentarse con situaciones generales
de forma autébnoma.

- GENERA AUTONOMIA COGNITIVA. Nuevamente medir relacion entre
calificaciones y en algunos casos las contestaciones realizadas de forma autéonoma
sin el ordenador, para medir el grado de independencia cognitiva el alumno respecto

de la maquina.

f) TUTORIAS POR CORREO ELECTRONICO.

Los datos obtenidos con esta estrategia o herramienta nos permitiran dar contestaciones

a las siguientes cuestiones:

- RELACION DIALECTICA ENTRE USUARIOS. favorece la relacion entre
profesor-alumno, al facilitarse la comunicacion entre los mismos. Estudiar las
cuestiones o preguntas suscitadas en las tutorias.

Con el analisis de las dudas de contenidos matematico o del programa que se puedan

plantear, podemos obtener informacion que conteste también a las siguientes cuestiones:

- DERIVE PERMITE UN SISTEMA NOTACION INTEMEDIO: el analisis de
dudas, nos permitird observar cual es el lenguaje utilizado en su expresion
simbdlica, si es meramente matematica o si DERIVE actiia de puente entre sus
ideas y la teoria matematica de algebra lineal.

- HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION: analizar en las dudas si el alumno se
plantea la herramienta DERIVE como un elemento de experimentacién o no,
anotando los elementos concretos que corroboran dichas afirmaciones.

- GENERA BARRERAS ADICIONALES: sobre las dudas planteadas analizar si

existen problemas en la comprension del programa que impidan visualizar los
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contenidos matematico o no. Anotar hechos concretos para luego afirmar o negar
los datos.

AUTONOMIA COGNITIVA: analizando las dudas también podemos obtener
informacion sobre el grado de dependencia que existe entre el alumno y el
programa, analizando si el programa le lleva o no a plantearse dudas que no son
existentes, a observar las interpretaciones que realiza el alumno a la vista de los

datos que va obteniendo.

g) EXAMEN FINAL
Este examen, constard de dos partes una parte teérica (CUESTIONES TEORICAS) y

una parte practica (PROBLEMAS) mediante las cuales podremos realizar una

evaluacion objetiva final INDIVIDUALIZADA de los conocimientos y aprendizajes

adquiridos por los alumnos; asimismo podremos obtener otras informaciones

relacionadas con el manejo de DERIVE:

CUESTIONES TEORICAS:

Como las cuestiones teodricas son comunes a ambos SUBGRUPOS, Ila

informacion obtenida nos puede ofrecer datos en cuanto a las cuestiones:

LA ESTRATEGIA EVITA USAR EL ORDENADOR PARA RESOLVER
RUTINAS ESENCIALES. Efectuaremos una pequeiia comparativa entre resultados
obtenidos por los alumnos de ambos subgrupos para corroborar si el saber utilizar
DERIVE en el desarrollo tedrico ha supuesto alguna diferencia significativa en los
resultados.

GENERA AUTONOMIA COGNITIVA: Realizando una comparativa entre los
resultados de cada alumno en las cuestiones teoricas y en los problemas podemos
detectar si existe dependencia o no del uso del programa.

GENERA BARRERAS ADICIONALES. Nuevamente con una comparativa entre
los resultados de cada alumno entre cuestiones tedricas y los problemas podemos
obtener informacidon sobre la posible intromision del programa DERIVE en la

comprension de los contenidos tedricos.

PROBLEMAS

Para los problemas las observaciones son mas amplias pues aportan ademas de la

informacion objetiva de calificacion, los procesos intermedios que utilizan los alumnos

en su resolucidn, circunstancia que nos permitird obtener datos para contestar a las

siguientes cuestiones:
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- DERIVE PERMITE UN SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO: Con el
analisis de los procesos realizados en cada problema podemos obtener informacion
relacionada con esta cuestion, pues podemos ver si el alumno ha asimilado DERIVE
con sistema de notacion intermedio o como mera herramienta de calculo.

- FAVORECE PROTAGONISMO Y AUTOCREACION. Nuevamente analizando
los procesos realizados y las conclusiones obtenidas podemos ver el grado de
originalidad en la construccién de soluciones, asi como la creatividad de cada
alumno a la hora de resolver los problemas.

- PERMITE PRESCINDIR DEL ESFUERZO RUTINARIO. Podemos observar la
relacidon entre operaciones necesarias para resolver el problema y la facilidad o
dificultad del alumno para perderse entre las operaciones, situaciones muy
habituales cuando se resuelven problemas complejos de forma manual. ;ha tenido
claro el alumno desde el primer momento el objetivo de la resolucién?

- HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION. Ha utilizado el ordenador como una
herramienta de experimentacion mientras resolvia problemas. Puede suceder que el
alumno se haya perdido en cierto momento y haya optado por realizar pruebas con
el programa para situarse en el problema.

- FAVORECE DESARROLLO DE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS. Considerar en el analisis de los datos si un mismo alumno ha
resuelto un mismo problemas de mas de una forma y por otro lado analizar si un
mismo problema ha sido resuelto de mas de una forma por alumnos distintos.

- GENERA BARRERAS ADICIONALES. En el proceso de resolucion analizar si
han surgido algunos problemas o errores por mala interpretacion de los resultados,
generados por el propio programa o por el contrario si se han interpretado los
resultados intermedios de forma correcta.

- AUTONOMIA COGNITIVA. Observar si el alumno ha sabido interpretar los
resultados de los procesos intermedios reconduciendo los mismos hacia los
objetivos que se habia planteado inicialmente o por el contrario si los resultados le
han llevado y arrastrado a provocar errores que inicialmente quizds no hubiera
provocado.

- ATENCION A LA DIVERSIDAD. Los problemas estaran clasificados en dos
bloques: asequibles para todos y dificiles. Analizar seglin esta clasificacion previa a
juicio del profesor, cuales han sido los resultados de cada uno de los alumnos,

efectuando comparativas del historial previo de cada uno.
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h) ENTREVISTA INTERMEDIA

Antes de finalizar el curso y como continuacion a la encuesta inicial, pretendemos ir
corroborando los datos que obtuvimos entonces y otros nuevos que deseamos obtener
para contestar a todas las cuestiones de nuestra investigacion, una vez que el alumno

ha superado todo el curso a falta de la evaluacion del examen final.

i) ENCUESTA FINAL
Una vez terminada la exposicion de las clases, el ultimo dia pasaremos a los alumnos
una encuesta escrita en la que se les pide una pequefia evaluacion del curso antes del

examen final.

j)  ENTREVISTA FINAL DE VERIFICACION
Una vez realizado el examen FINAL y una vez corregidos los examenes, pretendemos
nuevamente verificar con los alumnos, nuevamente TODAS LAS CUESTIONES de

nuestra investigacion, teniendo en cuenta que ya han sido evaluados nuevamente.

k) ENCUESTA REALIZADA AL OBSERVADOR CUALIFICADO
Una vez terminada la exposicion de las clases, el ultimo dia pasaremos al observador
cualificado una encuesta escrita en la que se les solicitard informacion relacionada con

TODAS LAS CUESTIONES de nuestra investigacion.

Con el analisis que hemos realizado de las estrategias de recogida de datos propuestas,
podemos decir que las cuestiones de la investigacion planteadas de forma inicial se pueden ir

contestando de acuerdo a las siguientes herramientas y estrategias de datos:

1. DERIVE COMO SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO
- Entrevista inicial
- Problemas de capitulo
- Cuestiones tedricas
- Tutorias por correo electrénico
- Problemas examen final
- Entrevista intermedia
- Entrevista final de verificacion

- Encuesta realizada al observador cualificado
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2. GRADO DE INTERACTIVIDAD ALUMNO-PROFESOR-MEDIO

Entrevista inicial

Diario de campo

Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

3. PROTAGONISMO Y AUTOCREACION

Entrevista inicial

Diario de campo

Ejercicios de capitulo
Problemas de capitulo
Problemas examen final
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

4. EVITAR EL USO DEL ORDENADOR PARA RUTINAS ESENCIALES

Ejercicios de capitulo

Problemas de capitulo
Cuestiones tedricas

Cuestiones tedricas examen final
Entrevista intermedia

Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

5. PRESCINDIR DEL ESFUERZO RUTINARIO

Problemas de capitulo
Problemas examen final
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

6. EL ORDENADOR COMO HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION
MATEMATICA

Entrevista inicial

Problemas de capitulo
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Tutorias por correo electrénico
Problemas de examen final
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

7. (FAVORECE EL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO?

Entrevista inicial

Problemas de capitulo
Cuestiones teoricas

Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacidon

Encuesta realizada al observador cualificado

8. (FAVORECE EL DESARROLLO DE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS?

Problemas de capitulo
Problemas de examen final
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

9. APRENDER MATEMATICAS CON DERIVE ;GENERA BARRERAS
ADICIONALES ?

Encuesta inicial

Entrevista inicial

Diario de campo

Ejercicios de capitulo

Problemas de capitulo

Tutorias por correo electronico
Cuestiones teoricas examen final
Problemas examen final
Entrevista intermedia

Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado
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10. ;GENERA AUTONOMIiA COGNITIVA?

11. ;FAVORECE RELACION DIALECTICA ENTRE USUARIOS?

Diario de campo

Problemas de capitulo
Cuestiones tedricas

Tutorias por correo electrénico
Cuestiones teoricas examen final
Problemas examen final
Entrevista intermedia

Entrevista final de verificacién

Encuesta realizada al observador cualificado

Entrevista inicial

Diario de campo

Tutorias por correo electronico
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

12. (FAVORECE EL APRENDIZAJE COLABORATIVO?

Entrevista inicial

Diario de campo

Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado

13. ;FAVORECE UNA ATENCION A LA DIVERSIDAD?

Entrevista inicial

Diario de campo

Ejercicios de capitulo
Problemas de capitulo
Problemas examen final
Entrevista intermedia
Entrevista final de verificacion

Encuesta realizada al observador cualificado
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14. ;CUAL ES EL GRADO DE MOTIVACION HACIA LAS MATEMATICAS
SUSCITADO POR DERIVE?
- Encuesta inicial
- Entrevista inicial
- Diario de campo
- Problemas de capitulo
- Entrevista intermedia
- Entrevista final de verificacion

- Encuesta realizada al observador cualificado.
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CAPITULO1V:
RECOGIDA DE DATOS.

En este capitulo describiremos los datos obtenidos con las diferentes herramientas de
recogida de datos que expusimos en el capitulo III. Se trata por tanto de un capitulo meramente
descriptivo, cuyo unico objetivo es mostrar los resultados que se han ido obteniendo en los
diferentes momentos de la investigacion. Estas descripciones son por tanto resumenes de las
pruebas recogidas, que ilustran y sirven de base para el anélisis que efectuamos en el siguiente
capitulo siguiente. Efectuamos por tanto una descripcidon exhaustiva de los datos que se han ido

obteniendo en las diferentes herramientas de recogida de datos.

IV.1. Descripcion de los datos obtenidos en la

ENCUESTA INICIAL.

Como hemos comentado en capitulos anteriores la ENCUESTA INICIAL (el modelo de
encuesta asi como los resultados de esta prueba se pueden encontrar en el ANEXO V) ha
servido para :

- seleccionar a los alumnos que formarian parte de la investigacion educativa en el

SUBGRUPO A.
-y para obtener datos generales de los alumnos en varios aspectos: sus conocimientos

de informatica e internet, su historial académico, la actitud ante las Matematicas.

Como inicialmente se desconocia el grado de interés que podria suscitar la metodologia
que propusimos para el SUBGRUPO A (con DERIVE) y ademas el numero de plazas para este
subgrupo era limitado (36 plazas) se plantearon previamente varias condiciones para la eleccion

del subgrupo:
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1. La primera de ellas fue el horario, ya que este grupo experimental (subgrupo
A) tendria clases los Lunes y Jueves de 14:30 a 16:30 en el Aula de
Informatica, mientras que el subgrupo B, tendria clase los Lunes y Jueves de
16:30 a 18:30 en el aula habitual.

2. La segunda condicion fue que los alumnos estuviesen matriculados por
primera vez en la asignatura.

3. La tercera condicion que los alumnos tuviesen unos conocimientos minimos
de Windows, al menos a nivel de usuario.

4, La ultima condicion fue que los alumnos tuvieran ciertos conocimientos de
Internet, en particular el manejo de un navegador y de un programa de correo

electronico.

La encuesta se realizoé sobre una muestra de 78 alumnos (los alumnos que asistieron el
primer dia de clase), de los cuales
16 alumnos eligieron el SUBGRUPO Ay
62 alumnos eligieron el SUBGRUPO B.

Esta circunstancia nos obligd a eliminar cualquier criterio de seleccion para el
SUBGRUPO A dado que el nimero de solicitudes, de forma sorprendente, fue inferior al
numero de plazas ofertadas. Por tanto podemos decir que la eleccion ha sido totalmente libre, no
ha existido ninglin tipo de criterio selectivo salvo el HORARIO; motivo por el cual 20 alumnos
no eligieron este subgrupo, que por otro lado, aunque hubieran elegido el subgrupo A tampoco
hubiera sido necesario el criterio de seleccion pues en ninglin caso se superaba el nimero de

plazas ofertado.

Los resultados de la encuesta se resumieron en dos cuadros, uno para el SUBGRUPO A

y otro para los alumnos que eligieron el SUBGRUPO B, tal como se muestra a continuacion
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RESUMEN DE OBSERVACIONES DE LA ENCUESTA INICIAL

SUBGRUPO A SUBGRUPO B

Numero: Porcentaje sobre los que Porcentaje sobre el total|Numero: Porcentaje sobre los que Porcentaje sobre el total

Frecuencia eligen subgrupo A de alumnos Frecuencia eligen subgrupo B de alumnos
DATOS GENERALES
Numero de alumnos 16 100 % 20,51 % 62 100,00 % 79,49 %
Alumnos que repiten la asignatura 2 12,5% 2,56 % 6 9,68 % 7,69 %
Alumnos que cursan la asignatura por primera vez 14 87,5% 17,95 % 56 90,32 % 71,79 %
Mujeres que eligen subgrupo A 4 25% 5,13 % 32 51,61 % 41,03 %
Hombres que eligen subgrupo A 12 75 % 15,38 % 30 48,39 % 38,46 %
CONOCIMIENTOS EN INFORMATICA E INTERNET:
Alumnos que manejan windows 16 100 % 20,51 % 42 67,74 % 53,85%
Alumnos que manejan Navegadores 16 100 % 20,51 % 23 37,10 % 29,49 %
Alumnos que usan correo electrénico 14 87.5% 17,95 % 26 41,94 % 33,33 %
IAlumnos que tienen cuenta de correo electonico 15 93,75 % 19,23 % 41 66,13 % 52,56 %
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ACTITUD ANTE LAS MATEMATICAS

Les gusta por algun motivo
No les gusta por algun motivo
Motivos por los que gustan las Matematicas:
* Herramienta para el futuro, necesarias para carrera
* Siempre me han gustado y me parecen practicas
* Son la ciencia que subyace a la creacion nada
se concibe sin ellas
* El conocimiento analitico geométrico es fundamental
" Interesantes te ayudan a pensar y razonar
* Interés general por las ciencias
* Son aplicables a otros estudios
* Son entretenidas y Uutiles
* Son necesarias para estudio, importantes carrera
* Me gustan, son interesantes
* Son esenciales para el progreso
* Siempre he preferido los nimeros
* Por su dificultad y capacidad de abstraccion

* Me gustan sirven para relajarse

* No dan motivos

Numero

Porcentaje
sobre subg.A

13 81,25%
3 18,75 %

25%
12,5%

6,25 %
6,25 %
18,75 %
6,25 %

- W = A

Porcentaje
sobre total

16,67 %
3,85%

5,13 %
2,56 %

1,28 %
1,28 %
3,85%
1,28 %

Numero

Porcentaje
sobre subg.B

56
6

a4 a8 a8 s mom oW A

N
w

90,32 %
9,68 %

6,45 %
4,84 %
12,90 %
12,90 %
1,61 %
1,61 %
1,61%
1,61%
37,10 %

Porcentaje
sobre total

71,79 %
7,69 %

5,13%
3,85 %
10,26 %
10,26 %
1,28 %
1,28 %
1,28 %
1,28 %
29,49 %
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i Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje

MOTIVOS DE LA ELECCION DEL SUBGRUPO A Numero sobre subg.A sobre total Numero sobre subg.B sobre total
* Probar una nueva metodologia, nueva forma de

aprender matematicas 5 31,25 % 6,41 %
* Me gustan la informatica unida a las matematicas 3 18,75 % 3,85%
* Me gusta trabajar con ordenadores 2 12,5% 2,56 %
* Me parece ameno, educativo e interesante 2 12,5% 2,56 %
* Se supone que tratara problemas mas reales 1 6,25 % 1,28 %
MOTIVOS DE LA ELECCION DEL SUBGRUPO B
* Por el horario 20 32,26 % 25,64 %
* Por el horario y por no dominar el ordenador 10 16,13 % 12,82 %
* Por el horario y por no conocer DERIVE 3 4,84 % 3,85%
* Problemas con los ordenadores, no saben internet

o windows 7 11,29 % 8,97 %
* Prefiere metodologia tradicional 7 11,29 % 8,97 %
* No me gustan los ordenadores 2 3,23% 2,56 %
* No me convence el método A 1 1,61% 1,28 %
* Puede ser complicado estudiar con ordenador 2 3,23 % 2,56 %
* No contestan 9 14,52 % 11,54 %

Numero Subgrupo A Total Numero Subgrupo B Total

HISTORIAL ACADEMICO DE ESTOS ALUMNOS
/Acceso a la Universidad por Selectividad 16 100 % 20,51 % 57 91,94 % 73,08 %
Acceso a la Universidad por PAU 0% 0,00 % 3,23% 2,56 %
Acceso a la Universidad por Traslado 0% 0,00 % 4,84 % 3,85%
Procedentes del COU 13 81,25% 16,67 % 43 69,35 % 55,13 %
Procedente del Bachillerato LOGSE 3 18,75 % 3,85% 12 19,35% 15,38 %
Procedentes de OTROS estudios 0 0% 0,00 % 7 11,29 % 8,97 %
Calificacion media de acceso 6,73 6,93
Nota Media en Matematicas ultimos afios 6,96 6,69
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A continuacion vamos a realizar un pequefio estudio de las caracteristicas de cada uno de los

subgrupos que se han formado.

Resumen de datos del SUBGRUPO A.

Los alumnos que eligieron el subgrupo A fueron un total de 16, lo que supone un 20,5%
respecto al total de alumnos que realizaron la encuesta. Un porcentaje realmente sorprendente,
dado que se trataba de una experiencia educativa que inicialmente parecia ofrecer elementos
atractivos a los alumnos.

De estos alumnos 14 cursaban la asignatura por primera vez y 2 eran alumnos
repetidores, y por tanto conocedores de la metodologia tradicional. Por otro lado el porcentaje
de mujeres respecto al de hombre es claramente de 1 a 3, de tal forma que de los alumnos que
eligieron esta metodologia fue de un 25% de mujeres y un 75 % de hombres, es decir que el
grupo estaba formado por 12 alumnos y 4 alumnas, dato que puede resultar significativo si
tenemos en cuenta que el porcentaje de mujeres respecto al grupo total es del 46 %.

En cuanto a los conocimientos en informatica se puede afirmar que todos tienen
conocimientos en Windows a nivel de usuario, manejan Navegadores y correo electronico.

El historial académico general de estos alumnos es el siguiente: la forma de acceso a la
universidad ha sido a través de la selectividad (100%) de ellos 13 han estudiado COU y 3 han
realizado el Bachillerato LOGSE. La nota media de acceso de todos ellos ha sido de 6,73 y la
nota media en Matematicas en los tltimos afios de 6,96. Se trata por tanto de un grupo normal
en cuanto a las calificaciones se refiere.

Uno de los elementos que nos resultdé muy importante fue la actitud hacia las
Matematicas. De los alumnos que eligieron este subgrupo, 13 (un 81,25%) afirmaron en sus
contestaciones que les gustaban las Matematicas. Los motivos que dieron fueron variados: como
herramienta para el futuro, necesaria para la carrera (25%), porque es una asignatura practica
(12%), porque las Matematicas ayudan a pensar y razonar (18,7%) y por otros motivos mas
especificos (3%). Por el contrario hubo 3 alumnos que dijeron claramente que no les gustaban
las Matematicas (18%).

Uno de los bloques de preguntas mas importantes fue el relacionado con los motivos de
eleccion del subgrupo. Las respuestas se agruparon de cinco motivos fundamentales:

- por probar una metodologia nueva, y una nueva forma de aprender
matematicas, esta respuesta la dieron 5 alumnos (31,25%)

- porque “me gusta mucho la informatica, y resulta interesante usar un
programa en matemadticas” , respuesta que dieron 3 alumnos (18,75%)

- porque “me gustan la informatica unida a las matemdticas” , respuesta

formulada por 2 alumnos (12,5%)
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- porque “me gusta trabajar con ordenadores” , respuesta dada por 2 alumnos
(12,5%)
- porque “me parece ameno, educativo e interesante”, respuesta dada por 1
alumno (6,25%)
- porque “se supone que tratard problema mas reales” , 1 alumno (6,25%).
Todas estas argumentaciones de eleccion, obedecen a un interés y una motivacion
inicial bastante importante por parte de los alumnos. Las expectativas de la novedad unidas al
mundo informatico puede decirse que han sido las que han generado el interés de los alumnos

por su eleccidon de subgrupo.

Resumen de datos para SUBGRUPO B.

Los alumnos que eligieron este subgrupo fueron 62 es decir un 79,5% del total de
alumnos encuestados. Esta cifra resultd sorprendente, y la pregunta que surge de forma
inmediata es la siguiente ;cOmo es posible que la oferta de una metodologia nueva basada en los
ordenadores, presente tan poco interés?. Quizas sobre este grupo de eleccion habria que eliminar
a aquellos alumnos que no eligieron el subgrupo por problemas de horario (20 alumnos) lo cual
significaria que potencialmente hubieran sido 42 los alumnos que habrian dicho un no rotundo
al la metodologia es decir un 53%, porcentaje un poco menos escandaloso que el anterior.

De estos 62 alumnos 56 cursaban la asignatura por primera vez y 6 eran alumnos
repetidores. Por otro lado el porcentaje de mujeres del grupo es de un 52% sobre un 48% de
hombres, es decir 32 mujeres y 30 hombres.

En cuanto a los conocimientos en informdtica los alumnos que manejan windows (42
alumnos) representaban un 67% del grupo, los alumnos que manejan navegadores (23 alumnos)
un 37% del grupo y los alumnos que manejan correo electronico (26 alumnos) un 42 % del
grupo. Parece que aunque no se impusieron criterios de seleccion a nivel de conocimientos
informaticos para formar parte del subgrupo A, los propios alumnos fueron los que se
autoseleccionaron, prueba de ello es que las respuestas que motivan la eleccion del subgrupo B
y no el subgrupo A se fundamentaron en no dominar los ordenadores, o tener problemas con los
ordenadores.

El historial académico de estos alumnos hay que sefialar que en su mayoria proceden
del COU (70,5%) aunque existen algunos alumnos que han realizado Bachillerato LOGSE
(19,7%) y un porcentaje minimo proceden de otros estudios (9,84%). La calificacion media de
acceso ha sido de un 6,93, y en cuanto ala nota media en matematicas los tltimos afios es de un

6,7. Se trata de un grupo medio.
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En cuanto los motivos de eleccion de este subgrupo se podria englobar en los siguientes

bloques:

porque “no me cuadra el horario” (20 alumnos) representa un 32,3% de este
grupo

porque “el horario no me va y no domino los ordenadores” (10 alumnos) que
representa un 16,1% sobre el grupo.

Porque “el horario no me viene bien y tengo problemas con los ordenadores”
(3 alumnos) un 4,84% del grupo.

Porque “tengo problemas con los ordenadores y no se manejar internet o
windows” (7 alumnos) un 11,3% sobre el grupo.

Porque “prefiero la metodologia tradicional” (7 alumnos) un 11,3%.

Porque “no me gustan los ordenadores” (2 alumnos) un 3,23 %.

Porque “no me convence el método del subgrupo A” (1 alumno) un 1,61%
Porque “puede ser complicado estudiar con ordenador” (2 alumnos) un 3,25%

No contestaron el motivo (9 alumnos) un 14,5%.

CONCLUSIONES GENERALES DE LA ENCUESTA INICIAL:

De los datos que hemos comentado de ambos subgrupos podemos extraer varias

conclusiones:

Respecto a los MOTIVOS POR LOS CUALES SE ELIGE UN
SUBGRUPO U OTRO, volvemos a recalcar el pequefio nimero de alumnos
que eligieron el subgrupo (16 alumnos, 20% del total). Si tenemos en cuenta
que estos alumnos conocian o dominaban los ordenadores, y afladimos que un
numero elevado de alumnos tenian problemas con el horario (20 alumnos, un
23% del total) se puede decir que alrededor de un 43% de los alumnos
hubiesen elegido este subgrupo, dato que en todo caso no era esperable, ya que
se pensaba que existirian problemas en la seleccion de alumnos, motivo por el
cual se plantearon previamente los criterios de seleccion. Por otro lado
observando que la mayor parte de los alumnos que no eligieron este subgrupo
alegaron que tenian o bien problemas con el ordenador, o que no les gustaban
los ordenadores, podemos afirmar que el motivo fundamental por el cual se
realiza la eleccion del subgrupo experimental es por el manejo, a nivel de

usuario, de windows y en general de los ordenadores.
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- Si analizamos la ACTITUD DE LOS ALUMNOS FRENTE A LAS
MATEMATICAS observamos que en el subgrupo A, el porcentaje de
alumnos a los que no les gustan las matematicas es del 18%, y en el subgrupo
B del 9,8% casi la mitad, sin embargo podria llevarnos a decir que puede que
los alumnos a los que no les gusta las Matematicas hayan encontrado mas

atractiva esta metodologia.

- Resulta significativo que el porcentaje de alumnas que han elegido el
subgrupo A respecto del total es de un 5% mientras que las que eligen el
subgrupo B respecto del total es de un 41%; y en los alumnos los que eligen el
subgrupo A representan un 15% y los que eligen el subgrupo B un 38%,
aunque el total de alumnos en el grupo es de un 54% y el de alumnas un 46%.
Esto parece indicar que los alumnos tienen una tendencia mayor que las
alumnas para seleccionar una nueva metodologia basada en los
ordenadores. Esta tendencia se hace significativa cuando comparamos la
proporcion de alumnos de hombre y mujeres en cada subgrupo, ya que en el
subgrupo A hay un 25% de mujeres frente a un 75% de hombres; mientras que

en el subgrupo B hay un 52% de mujeres y un 46% de hombre.
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I1V.2. Descripcion de los datos obtenidos en la entrevista

inicial.

Una vez iniciado el curso experimental, y después de haber obtenido unos primeros
datos generales del alumnado, consideramos necesario (tal como comentamos en el apartado
II1.6.2) realizar una entrevista inicial con los alumnos que formaban parte de este SUBGRUPO
A, con el fin de obtener mas datos relacionados con varios aspectos que consideramos
fundamentales para nuestra investigacion, una vez desarrolladas algunas clases con la nueva
estrategia didactica para
e obtener informacién relacionada con el grado de motivacidn inicial de los alumnos respecto
al curso, en especial sobre la ACTITUD INICIAL ante las Matematicas, la motivacion que
suscita la estrategia y en especial el programa DERIVE en el estudio de las Matematicas,

e analizar si DERIVE ha sido inicialmente complejo en su aprendizaje,

e determinar si se obtienen indicios de un uso EXPERIMENTAL del programa,

e analizar si DERIVE ayuda a visualizar los diferentes conceptos,

e observar las caracteristicas del tipo de aprendizaje que van adquiriendo los alumnos de cara
a determinar las significatividad del mismo

e observar si la estrategia favorece el protagonismo y la autocreacioén

e analizar el tipo de relaciones de comuniaciéon que se empiezan a dar entre los alumnos

e observar si existen aprendizajes colaborativos,

e determinar si se tratan de forma adecuada los diversos niveles de aprendizaje que pueden
darse en el aula, en parte para determinar qué alumnos estdn mas aventajados y cuales mas

retrasados.

Todos estos elementos se concretaron en un esquema de entrevista inicial, modelo de
entrevista inicial que se puede consultar en el ANEXO IX.

La entrevista se realizo a 11 de los 16 alumnos que formaban parte del grupo experimental,
entre el 28 de Marzo y el 11 de Abril de 2000, es decir, cuando se llevaba aproximadamente un
mes y medio de clase. Se realizo solo a 11 de los 16 alumnos por diferentes motivos: uno de
los alumnos se dio de baja por problemas familiares y con otros 4 alumnos resultd imposible
concertar una cita por incompatibilidad de horarios. A pesar de este primer problema inicial, los
datos obtenidos nos permitieron ir estudiando cada uno de los casos de forma particular asi
como ir obteniendo datos mas generalizables a todo el grupo experimental. Las 11 entrevistas

se realizaron en el despacho III-206 y duraron una media de una hora cada una. Todas ellas
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fueron grabadas en audio, y posteriormente se transcribieron para facilitar el analisis de datos.
En el ANEXO IX se puede consultar a modo de ejemplo una de estas transcripciones, aunque

en el CD adjunto a esta tesis se puede tener acceso a todas las entrevistas iniciales realizadas.

Las primeras impresiones que hemos obtenido de estas entrevistas en cada uno de los casos

respecto de algunas de las cuestiones de la investigacion son las siguientes:

Caso 1. Antonio Cuellar (entrevista realizada el 4 de abril de 2000)

DATOS GENERALES: Se trata de un alumno repetidor que se ha matriculado muchas
veces en esta asignatura pero no se ha presentado. Hizo COU, accede a la Universidad por
Selectividad. Le gustan en general las Matematicas aunque tiene ciertos problemas con el
algebra lineal, en concreto con los vectores. Tiene cierta repulsa inicial al trabajo en grupo.

CUESTION 1: El alumno considera que el utilizar DERIVE le ha obligado a intentar
ver las cosas de forma diferente a como se hace con lapiz y papel y estructurar el pensamiento
en base a la forma de introducir los datos con DERIVE. Por otro lado parece que el alumno no
ha tenido problemas en trasladar los procesos que realizaba habitualmente con lapiz y papel a
DERIVE. También es interesante sefialar que al enfrentarse a los problemas con DERIVE se
fija mas en los pasos que tiene que dar, mucho mas que cuando lo hacia con lapiz y papel . Los
cual nos indica que para este caso parece que DERIVE si esta actuando como sistema de
notacion intermedio.

CUESTION 2: La interactividad que tiene el alumno con el profesor es muy superior a
las clases habituales primero por el nimero de alumnos que es reducido y segundo porque la
estrategia didactica facilita una mayor interacion. En cuanto a la interactividad entre alumnos el
alumno ha realizado un trabajo en equipo con su compaiiero de pupitre Jorge, y se ha reducido
a €l. Respecto a la interactividad con DERIVE, el alumno considera que es un programa rapido
ofrece respuestas rapidas.

CUESTION 3: Segun el alumno el ordenador le ha obligado a estar controlando la
situacion de aprendizaje constantemente, y DERIVE facilita este protagonismo porque ofrece la
posibilidad de probar, hacer calculos. En cuanto a la capacidad creativa, el alumno considera
que la estrategia estimula al alumno para que cree o construya caminos de solucidon de
ejercicios y de problemas o de las cuestiones de investigacion que se iban planteando.

CUESTION 9: Aunque el alumno parece tener algunos problemas al introducir los datos
con el comando autor, sin embargo considera que es un programa sencillo de aprendizaje.

CUESTION 11: Ha tenido relacion fundamentalmente con su compaiiero de pupitre.
CUESTION 12: Aunque inicialmente no le gustaba el trabajo en grupo, la experiencia

con esta didactica le ha permitido adquirir numerosas experiencias de colaboracion que le han
ayudado a entender conceptos.

Caso 2: J. Revuelta: entrevista realizada el 4 de abril de 2000)

DATOS GENERALES: Alumno que procede del Bachillerato LOGSE, con nota de
acceso de 8,4 y una calificacion alta en Matematicas los Gltimos afios. Le gustan bastante las
matematicas, y también los ordenadores. Le gusta sobre todo el trabajo individual, no le atrae
el trabajo en grupo.
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CUESTION 2: La relacién de comunicacion de este se ha centrado a su compaiiero de
pupitre, con el que ha tenido una interactividad muy grande.

CUESTION 3: Le gusta el tipo de didactica empleada pues le hace pensar, y le obliga a
ir construyendo con ayuda del ordenador, pues el ordenador por si mismo no hace nada. Lo
cual indica que tiene cierto grado de protagonismo, ademas el alumno afirma que afirma que
realiza ejercicios en casa. Se observa que el programa le motiva y estimula para crear
soluciones.

CUESTION 7: Segiin el alumno el tipo de aprendizaje es constructivo, obliga al alumno
a ir pensando sobre lo que va haciendo descubriendo con ayuda del ordenador los contenidos.
Hay indicios para afirmar que sus aprendizajes son significativos.

CUESTION 8: El programa le ha facilitado ensayar varios caminos para la resolucién
de problemas y cuestiones que se iban planteando.

CUESTION 9: Segun el alumno DERIVE es un programa bastante sencillo y facil de
manejar.

CUESTION 10: El alumno considera que el tipo de exposicién le obliga a pensar y
estimula su autonomia cognitiva, el uso del ordenador le obliga a entender perfectamente lo que
esta haciendo, aunque considera que este tipo de trabajo le obliga a trabajar mas fuera del aula.

CUESTION 11: El alumno ha limitado su relacién de clase a Antonio su compaifiero de
pupitre.

CUESTION 12: El tipo de trabajo en grupo que se propone en esta estrategia didactica
le ha facilitado la colaboracion con su compafiero de pupitre para realizar ejercicios y
desarrollar los contenidos de clase.

CUESTION 14: Al alumno se le han pasado las clases rapidamente, se ha encontrado

muy motivado.

Caso 3: S. Rosado: entrevista realizado el 29 de marzo de 2000.

DATOS GENERALES: Alumno matriculado por primera vez en Matematicas II. Hizo
EGB, BUP y COU. Tiene calificaciones buenas en matematicas. La nota de acceso fue de
6,52.Y le gustan las Matematicas.

CUESTION 2: Le ha gustado la posibilidad de trabajar de forma colaborativa con los
compaifieros del entorno, en ese sentido esta interactividad es positiva, sobre todo con Juan Pa.
Considera que al haber pocos alumnos en clase la interactividad con el profesor ha sido mejor.

CUESTION 3: Considera que la estrategia didactica fuerza al alumno a pensar,
considera importante el hecho de adquirir protagonismo en la resolucion de los problemas,
ademas cree que esto desarrolla la capacidad creativa del alumno.

CUESTION 4: Segin el alumno DERIVE facilita al alumno la comprension de
contenidos y ademas de centrar al alumno en los contenidos mas esenciales.
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CUESTION 5: Al manejar el ordenador se consigue que los calculos pasen a un
segundo plano ayudando a mejorar el conocimiento y a profundizar en los conceptos, por lo
que efectivamente, el alumno considera que DERIVE permite eliminar el esfuerzo rutinario.

CUESTION 6: El uso de DERIVE le permite observar las propiedades y experimentar
mas con las matematicas.

CUESTION 7: La exposicion de contenidos a juicio del alumno es la mejor, pues se
van introduciendo los contenidos paso a paso, obligando al alumno a hacerlo con el ordenador,
de tal forma que el alumno se pude centrar en el proceso mas que en la operativa que es cosa
del programa.

CUESTION 8: Segiin el alumno, los problemas son dificiles, hay que pensar mucho.

CUESTION 9: El alumno considera que DERIVE es un programa sencillo de aprender
y de manejar, que no dificulta la comprensién de contenidos.

CUESTION 12: El alumno considera que el trabajo en grupo ha sido positivo, el tener
una persona al lado le ha estimulado para realizar los ejercicios, también el ordenador le ha
estimulado en cierta medida.

CUESTION 13: El alumno no se ha aburrido en clase en general ni se ha encontrado
perdido y en general ha tenido la sensacién de haber aprendido siempre algo. Indica que la

estrategia didactica ha considerado adecuadamente su nivel de conocimientos.

CUESTION 14: El alumno se ha encontrado motivado en las clases, no se ha aburrido
en las clases se le han pasado volando.

Caso 4: D. Rubiano: no hizo entrevista inicial.

Caso 5: J.P. Trigo: entrevista inicial realizada el 28 de marzo.

DATOS GENERALES: Alumno matriculado por primera vez en la asignatura
Matematicas II. Hizo EGB; BUP y Bachillerato LOGSE. Saca un 6,25 en Selectividad. Aunque
le gustan las matematicas, sin embargo en los Gltimos afios siempre las ha llevado raspando.

CUESTION 1: El alumno considera que tiene un problema en la visualizacién, no
visualiza los conceptos con DERIVE. No est4 acostumbrado a estudiar con ordenador, prefiere
el método de lapiz y papel. Por eso parece que DERIVE no ha actuado como sistema de
notacion intermedio.

CUESTION 2.: Considera que el profesor va un poco rapido en la explicacion de la
asignatura, a veces esta haciendo una practica y rapidamente cambia, aunque su relacion con el
profesor es buena. Le gusta el trabajo en grupo que de hecho le estd ayudando, tiene
interactividad con los compaiieros.

CUESTION 3: El alumno manipula los contenidos a veces si saber lo que manipula, por
lo que da la impresion que no tiene protagonismo en su proceso de aprendizaje tiene cierta
dependencia del programa. Por supuesto tampoco existe autocreacion.

CUESTION 4: Con el ordenador no visualiza los conceptos, no los comprende, por lo
que no entiende suficientemente los contenidos esenciales. Sobre todo ha tenido problemas con
el tema de espacios vectoriales, no ha llegado a visualizar los vectores. Cree que el trabajo con
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el ordenador es muy mecanico y que no le ha permitido de momento entender bien los
contenidos.

CUESTION 6: Le gusta realizar experimentos con DERIVE, el poder comprobar por si
mismo lo que va explicando el profesor.

CUESTION 7: Parece que el aprendizaje que estd adquiriendo el alumno es mas que
nada memoristico, tiene ciertos problemas con DERIVE, a nivel de comprension de contenidos
no de manipulacién. Quizas el problema es que la estrategia didactica le obliga a pensar y a
construir el conocimiento, y no se lo dan todo hecho.

CUESTION 9: Con el ordenador el alumno afirma no ser capaz de visualizar los
conceptos, por lo que da la impresion de que DERIVE se estds convirtiendo en una barrera
adicional para este caso.

CUESTION 10: El alumno parece ser mas un usuario de DERIVE, dependiente del
programa. No ha adquirido autonomia cognitiva suficiente para intentar por si mismo
investigaciones. El alumno sabe manipularlo pero no sabe realmente qué manipula.

CUESTION 11: La relacion dialéctica con sus compaiieros estd siendo muy positiva,
pues le sirve de apoyo para el aprendizaje, aunque cree que este tipo de trabajo le puede generar
cierta dependencia del compafiero.

CUESTION 12: El trabajo en grupo parece que puede generar aprendizajes
colaborativos, de cooperacion entre los compaieros.

CUESTION 13: Este alumno parece ser uno de los que se encuentran en el nivel inferior
del grupo, de hecho parece que va un poco a remolque, las clases le parece que van a un ritmo
muy rapido y tarda tiempo en asimilar los procesos.

CUESTION 14: No se ha aburrido en clase y aunque este tipo de estudio le resulta
complejo, sin embargo se encuentra motivado, de hecho afirma estar satisfecho de la eleccion de

subgrupo.

Caso 6: S. Santos: no hizo la entrevista inicial.

Caso 7: E. Sanz: no hizo la entrevista inicial.

Caso 8: A. Perpiiia: no hizo la entrevista inicial.

Caso 9: L. Tarno: entrevista realizada el 11 de abril de 2000

DATOS GENERALES: Se matricula por primera vez en la asignatura Matematicas II.
Hizo los estudios secundarios en el Liceo Francés. Empezd Agrénomos pero lo tuvo que
abandonar no aprob¢ las asignaturas suficientes entre ellas las Matematicas. No tiene especial
aficion por los ordenadores.

CUESTION 1: Segin el alumno el paso del lenguaje escrito al del ordenador requiere
cierta aclimatacion pero no resulta complicada, pero tiene que cambiar el estilo de lenguaje y
adaptarse al utilizado por DERIVE. Inicialmente parece que puede ser mas dificil este sistema
de notacion. De hecho afirma que no sabria decir si los procesos mentales de matematicas
DERIVE los favorece o no.
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CUESTION 2: Considera que el profesor complica un poco cosas que inicialmente son
sencillas por el lenguaje que utiliza, no parece que exista una empatia inicial positiva hacia el
profesor. Respecto a la interactividad con los alumnos, tiene especial relacion con su compaiiera
de pupitre Laura, considera que el ambiente de la clase es positivo.

CUESTION 4: Considera que el algebra lineal es fundamental, pero cree que DERIVE
no estd siendo fundamental para el aprendizaje de lo esencial, lo considera como un
complemento, porque los conceptos ya los conocia de antes. Por otro lado afirma que no sabria
si DERIVE favorece la abstraccion.

CUESTION 7: Considera que como los contenidos los conocia de antes, DERIVE no le
aporta nada nuevo, no sabe si el aprendizaje es significativo.

CUESTION 9: No es un programa complejo, solo requiere cierta costumbre.
CUESTION 11: La relacion dialéctica que hay en clase es muy buena, en parte por el
reducido nimero de personas y también por el hecho de usar el ordenador que obliga a no

perder el tiempo.

CUESTION 12: Considera que estudiar en grupo es fundamental, y por eso cree que
hasta ahora este tipo de dindmica es positiva para el aprendizaje.

CUESTION 14: El hecho de usar el ordenador le motiva para estudiar las Matematicas.

Caso 10: L. Rubio: entrevista realizada el 11 de abril de 2000.

DATOS GENERALES: Alumna matriculada por primera vez en la asignatura
Matematicas II. Hizo EGB; BUP y COU. Nota de Selectividad 6,88. La calificaciéon media en
Matematicas es de Notable. Le gustan las matematicas. Sin embargo esta asustada en este curso
porque el primer test teérico le ha salido mal, tiene miedos con DERIVE, aunque le gustan
inicialmente los ordenadores, y de hecho estaba habituada a trabajar con ellos en el S.E.K.

CUESTION 1: Parece que inicialmente el programa DERIVE le oscurecia los conceptos
por su sistema de notacion, aunque luego estudiandolos de nuevo en casa parece entenderlos.

CUESTION 3: Le gusta el tipo de aprendizaje por descubrimiento, al que estaba
acostumbrado en el colegio S.E.K. por lo que parece que el protagonismo es una caracteristica

de esta estrategia.

CUESTION 5. El programa DERIVE no es complicado aunque considera que hubiera
sido mejor el de entorno WINDOWS.

CUESTION 6: La alumna tiene una actitud positiva hacia la experimentacién en
matematicas.

CUESTION 7: Al acabar las clases tiene siempre la sensacion de haber aprendido algo
nuevo.

CUESTION 8: Los problemas eran en general dificiles.

CUESTION 9: El programa DERIVE no resulta un programa complejo, sus dificultades
son sobre todo de manipulacion.
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CUESTION 11: El ambiente del curso estid siendo positivo, y ademés la relacion
dialéctica con los compaiieros favorece elaprendizaje.

CUESTION 12: El trabajo en grupo esta favoreciendo la apariciéon de situaciones de
colaboracion entre los alumnos que potencian el aprendizaje.

CUESTION 13: La alumna no se ha aburrido en las clases ni se ha encontrado perdida,
y los ejemplos de investigacion eran asequibles, lo cual indica que el nivel de la clase ha sido

adecuado para sus conocimientos.

CUESTION 14: El curso parece que estd motivando, fundamentalmente porque las
clases se le pasan rapido y porque el estudio de las matematicas con DERIVE es interesante.

Caso 11: J.I.Gomez: entrevista realizada el 5 de abril de 2000.

DATOS GENERALES: Alumno matriculado en otras ocasiones en la asignatura
Matematicas II. Hizo EGB, BUP y COU. Lleva en la Universidad desde el afio 1993 en que
ingresd con 7,6 en la Selectividad. La calificacion media en Matematicas ha sido buena. Le
gustan las Matematicas y sobre todo los ordenadores.

CUESTION 1: El programa DERIVE ha servido al alumno para visualizar algunos
conceptos de aplicaciones lineales que no entendia

CUESTION 2: La interactividad con los alumnos de clase se ha centrado con la pareja
de clase, se siente mayor entre los alumnos, pero el ambiente generado por la didactica ha sido
bueno. Ademas el poder realizar los ejercicios de manera conjunta le ha ayudado a aprender el
manejo del programa y a resolver algunas dudas que iban surgiendo. Respecto a la ineractividad
con el profesor le parece positiva, muy cercano al alumno, la propia didactica lo ofrece.

CUESTION 4: El alumno considera que con DERIVE se comprenden mejor los
principales contenidos de la asignatura, al menos lo que llevan, sobre todo porque facilita
experimentar y manejar muchos ejemplos.

CUESTION 5: Segun el alumno el programa DERIVE no resulta complejo de estudiar
lo cual permite eliminar rapidamente el calculo rutinario, asi se puede dedicar el 90% a las
Matematicas sin perder el tiempo en el calculo.

CUESTION 6: El alumno considera que el programa y la didactica facilita la
experimentacion, facilita la realizacion de muchos ejercicios y no perder el tiempo en el calculo
rutinario, y centrarse en los procesos.

CUESTION 7: El alumno cree que la teoria aunque se imparte de una manera menos
estructurada y mas intuitiva, resulta mas facil coger la teoria y ponerla en compartimentos.
Ademas le ha facilitado entender conceptos de aplicaciones lineales que nunca entendi6 en afios
anteriores y ahora ha conseguido comprender. Le parece que la didactica ha favorecido un
aprendizaje significativo.

CUESTION 9: Con DERIVE no se pierde nada de tiempo en su estudio es muy facil de
aprender y de manejar segun el alumno.

CUESTION 10: Segn el alumno el programa le facilita tener cierta independencia a la
hora de realizar ejercicios y ejemplos lo cual le potencia cierta autonomia.

CUESTION 11: La didéactica del curso ayuda a que los alumnos se interrelacionen, ha
hablado de un conocimiento compartido.
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CUESTION 12: El trabajo que se desarrolla en grupo aunque inicialmente no le
resultaba atrayente por malas experiencias, sin embargo esta forma de trabajar le ha estimulado,
le hecho de contrastar los datos con su pareja de pupitre le ha estimulado bastante, nuevamente
ha hablado del conocimiento compartido, un aprendizaje colaborativo.

CUESTION 13: Aunque intuye casi siempre las metas de los ejercicios y ejemplos que
se proponen sin embargo no se encuentra aburrido en clase, le resulta muy atrayente la forma de
presentar la asignatura esto le ha obligado a ir a clase, cosa que no hubiera hecho en el grupo
tradicional. Sobre los problemas considera que hay varios niveles.

CUESTION 14: A pesar de su interés inicial por las matematicas, el poder utilizar el
ordenador para aprender Matematicas le parece muy motivador. Le ha gustado mucho la
experimentacion matematica que se hace con DERIVE.

Tiene totalmente claro que la eleccion de subgrupo ha sido positiva.

Caso 12: S. Rua: no realizo la entrevista inicial.

DATOS GENERALES. Alumno matriculado por primera vez en Matemadticas II. Sus
estudios anteriores fueron EGB, BUP y COU. Nota de acceso a la universidad 6,75 en
Selectividad. La nota media en Matematicas es de Sobresaliente. Le gustan las matematicas y
los ordenadores.

Caso 13: M. Verdu: entrevista inicial realizada el 3 de abril de 2000.

DATOS GENERALES: Alumna matriculada por primera vez en Matematicas II. Hizo
EGB, BUP y COU. La nota de acceso a la universidad es de 6,56. La calificacion media en
Matematicas los ultimos afios Bien. Le gustan inicialmente las matematicas. También le gustan
los ordenadores.

CUESTION 1: La alumna afirma entender los procesos que se exponen con DERIVE
aunque inicialmente no tiene que repetirlos varias veces, puede tener alguna dificultad con la
notacion de DERIVE.

CUESITON 2: El ambiente generado en el curso es bueno, quizas porque hay poca
gente. De hecho la interactividad con la gente es muy positiva. Tiene mas comunicacion con el
profesor mas cercana.

CUESTION 4: Derive a juicio de la alumna esta ayudando a comprender los contenidos
esenciales del algebra lineal. Considera que es muy 1util, y la estrategia didactica empleada muy
positiva, se ven mejor las cosas.

CUESTION 5. El programa DERIVE segun la alumna es muy util pues se ahorra todo
el calculo rutinario y se enfoca en lo realmente importante.

CUESTION 6: La experimentacion que se estd llevando segin la alumna es muy
positiva, la posibilidad de investigar con DERIVE es muy positivo, el hecho de que no sea muy
mecanico.

CUESTION 7: La didéctica empleada es buena, segin la alumna es mejor pensar antes
sobre los resultados que no te los den todo hechos. Le motiva el hecho tener que descubrir y
experimentar.

CUESTION 8: El hecho de que existan problemas mas dificiles a veces no la motivan
pues no sabe por donde pillarlos.
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CUESTION 9: Segun la alumna el programa es facil de manejar, no encuentra
dificultades en su manejo y aprendizaje.

CUESTION 10: El hecho de poder manipular las cosas de forma auténoma es positivo
para la alumna, pues asi permite que cuando se plantean problemas un poco distintos no se
sienta muy perdida.

CUESTION 11: Le gusta mucho la relacion con el profesor, pues le resuelve las dudas
répidamente, también la relacién con los compafieros que es muy positiva.

CUESTION 12: El trabajo en grupo le estd estimulando para trabajar, porque se
explican cosas mutuamente, comparan errores estan obteniendo confianza para preguntar dudas,
cosa que a veces con el profesor no se atreven, y ademas quedan entre compafieros para hacer
problemas. Se observa colaboraciones en el aprendizaje.

CUESTION 13: La dinamica del curso algunos dias es un poco mas rapida, pero en
general no se ha aburrido en clase, solo algun dia por cansancio no por la forma de presentar la
asignatura. Lo que si nota es que de una sesidén a otra se avanza bastante, no se puede faltar a
clase.

CUESTION 14: Las matematicas la aburrian un poco en el cuatrimestre pasado, pero

ahora no se aburre en clase, le gusta mucho la forma de presentar los contenidos y esto la
motiva. Ademas afirma con rotundidad que elegiria el subgrupo A nuevamente.

Caso 14: J.Sanz: entrevista realizada el 3 de abril de 2000.

DATOS GENERALES: Alumna matriculada por primera vez en Matematicas II. Hizo
EGB, BUP y COU: Nota de Selectividad: 6,57. La calificacion media en Matematicas ha sido
de Notable. No le gustan mucho las matematicas pero si los ordenadores.

CUESTION 2: Le gusta el trabajo en grupo y de hecho el tipo de trabajo en grupo de
clase le gusta le ayuda a entender. Se entiende muy bien con M.Verdl y con S.Rua. pero en
general el ambiente de clase es muy bueno. La interactividad con el profesor es normal.

CUESTION 3: Afirma que en la resolucion de problemas encuentra que ha obtenido
cierto protagonismo pero no mucho pues no los ha sabido hacer. Cree que tiene lagunas de
conocimientos tedricos.

CUESTION 4: No ve muy complicados los conceptos que se han impartido hasta ahora.
Considera que DERIVE permite ver los contenidos fundamentales al menos inicialmente.

CUESTION 6: NO le gusta mucho la experimentacién prefiere que le expliquen
primero como hacer las cosas y luego aplicarlas mas que investigar, considera que asi se pierde
menos tiempo.

CUESTION 7: A pesar de que no le gusta mucho la experimentacién considera que esta
aprendiendo mas que en Matematicas I que no aprendid nada. No es muy propensa al
aprendizaje por descubrimiento.

CUESTION 8: Los problemas son un poco dificiles para esta alumna.

CUESTION 9: La alumna considera que DERIVE es un programa facil de manipular y
ayuda a realizar los procesos.
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CUESTION 11: Tiene buena predisposicién al trabajo en grupo, y de hecho prefiere
este tipo de trabajo al trabajo individual. La estrategia que se ha planteado potencia este tipo de
trabajo y la relacion con los compaiieros que de hecho ayuda. El ambiente de la clase considera
que es positivo.

CUESTION 12: Tiene actitud positiva hacia el trabajo en grupo, ademas la metodologia
seguida favorece las colaboraciones entre alumnos, que ayudan a entender los contenidos seglin
la alumna. De hecho ha potenciado que los alumnos queden fuera de clase para realizar
problemas y ejercicios.

CUESTION 13: El ritmo de la clase considera que es normal, es una dindmica buena.
aunque a veces resultan las clases largas pero por lo intensas que son. En algin momento afirma
haberse aburrido.

CUESTION 14: Le gusta trabajar con ordenadores. Le parece un curso entretenido, y el
hecho de no tener que estar tomando apuntes sefiala que es muy importante. Se cansa el tener
que estar haciendo siempre cosas de matematicas.

Caso 15: Cristina Sevilla: se realizo la entrevista pero parte de ella se borro
accidentalemente.

DATOS GENERALES: Tan solo podemos sefialar algunos datos obtenidos de la
entrevista inicial: Matriculada por primera vez en matematicas I, hace EGB, BUP y COU. Nota
de Selectividad 6,37. Y tiene una calificacion media en Matematicas de Bien. No le gustan
mucho las matematicas.

Caso 16: R. Laulhe: causé baja por enfermedad de un familiar.
No consideramos ningun dato.

Estas ideas generales que hemos sefialado en cada uno de los casos respecto a las
diferentes cuestiones de la investigacion, seran analizadas en el siguiente capitulo extrayendo
las citas textuales de las entrevistas que avalen las observaciones que se han formulado
anteriormente y que junto a las de otras entrevistas permitiran convertirlas en caracteristicas

generalizadas de la estrategia didactica.
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I1V.3. Descripcion de los datos obtenidos del DIARIO
DE CAMPO.

Las observaciones del profesor-investigador en el escenario de la investigacion
educativa son necesaria para establecer los aspectos mas significativos que ha observado el
investigador participante de cara a incluirlas como elemento de contraste con el resto de
pruebas recogidas de entrevistas y pruebas objetivas. Para facilitar la recogida de observaciones
se propuso un modelo o registro basico de observaciones que el investigador debia ir anotando
al finalizar cada una de las sesiones del curso. El modelo de registro utilizado se puede consultar
en el ANEXO X, y en ¢l se pretendian recoger informaciones relacionadas con varios aspectos
significativos:

- las circunstancias docentes del profesor: temas impartidos, tiempo empleado

- ambiente del curso, comodidad al impartir la clase

- importancia del GUION de trabajo en la didactica impartida,

- actitudes negativas y positivas que se han observado,

- observacidn sobre posibles alumnos retrasados o aventajados para la atencidén

especial

- agrupamientos de los alumnos

- tipos de dudas que han planteado los alumnos

- dificultades que se han presentado sobre DERIVE

- observaciones acerca de la autonomia cognitiva

- alumnos que hayan faltado, registro de firmas

- otras observaciones.

Todos estos aspectos fueron anotados en cada sesion construyendo lo que denominamos
el diario de campo. Aunque en el ANEXO X podemos observar a modo de ejemplo las
anotaciones recogidas en una de las sesiones, en el CD adjunto se pueden consultar la totalidad

de notas de campo recogidas en cada una de las sesiones en las que tuvo lugar el curso.

Para tratar este conjunto de datos realizamos un resumen de datos que exponemos a
continuaciéon que ha servido para realizar posteriormente el andlisis que se presenta en el

capitulo V.
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RESUMEN DE ASISTENCIAS DE ALUMNOS A CLASES:

Alumno Numero Numero Fechas de los dias que ha
clases que ha|clases que | faltado
asistido ha faltado

Caso 1: A. Cuéllar 27 1 3-may

Caso 2: J. Revuelto 26 2 28 Feb, 2 Mar

Caso 3: S. Rosado 24 4 21 Mar, 11 Abr, 8 y 9 May

Caso 4: D. Rubiano 19 9 28-Feb, 16-Mar, 23-Mar, 27-Mar, 11
Ab, 13 Ab, 25 Ab, 25 May, 29 May

Caso 5: J.P. Trigo 26 2 3,9 Mayo

Caso 6: S. Santos 28 0

Caso 7: E. Sanz 28 0

Caso 8: A. Perpina 28 0

Caso 9: L. Tarno 23 5 15 Marzo, 13 Abr;
3,9, 30 Mayo

Caso 10: L. Rubio 27 1 3 Mayo

Caso 11: J.I. Gomez 15 14 23,24, 28 Feb; 2 Marzo; 13 Abr;
4,9,16, 18,22,25,29,30 Mayo

Caso 12: S. Ruaa 21 7 13, 15, 13, 17 Marzo, 13,25 Abr;
22 May

Caso 13: M. Verdua 28 0

Caso 14:J. Sanz 26 2 9,22 May

Caso 15: C. Sevilla 23 5 5, 10, 25 Abr;
9,30 Mayo

Caso 16: R. Sanchez 8 20 28 Feb; 2,6,13, 22 Mar;
5,10,11,13,25 Abril
BAJA a partir 30 Marzo

Si ordenamos los datos anteriores por nimero de asistencias obtenemos la siguiente tabla:

Numero asistencias Numero alumnos Alumnos

28 (100 %) 4 (25%) Caso 6: S. Santos
Caso 13: M. Verda
Caso 8: A. Perpifia
Caso 7: E. Sanz

27 (96,42%) 2 (12,5%) Caso 1: A. Cuéllar
Caso 10: L. Rubio
26 (92,85%) 3 (18,75%) Caso 2: J. Revuelto

Caso 5: J.P. Trigo
Caso 14:J. Sanz

24 (85,71%) 1 (6,25%) Caso 3: S. Rosado

23 (82,14%) 2 (12,5 %) Caso 9: L. Tarno
Caso 15: C. Sevilla

21 (75%) 1 (6,25%) Caso 12: S. Raa

19 (67,85%) 1 (6,25%) Caso 4: D. Rubiano

15 (53,57%) 1 (6,25%) Caso 11: J.I. Gomez

8 (28,57 %) 1 (6,25%) Caso 16: R. Sanchez




304

IV.3. DATOS OBTENIDOS DEL DIARIO DE CAMPO

Datos que se desprenden interesantes respecto a las asistencias:

La totalidad de los alumnos que han seguido la asignatura ha sido un 93,75% ya que tan

solo 1 alumno (6,25%) ha abandonado por motivos personales.

Ese 93,75% ha asistido a mas de un 53,57% de clase es decir a mas de 15 de las 18

clases, de hecho

un 72,22 % (13) de los alumnos ha asistido a mas del 75% de las clases (21).

Estos indicadores nos muestran que el grado de asistencia ha sido muy elevado sobre

todo si tenemos en cuenta la asistencia de alumnos del subgrupo B, que asistian en media unos

70 alumnos de los 140 matriculados.

Otras informaciones que podemos extraer de la recogida de datos son las siguientes:

1. PLANIFICACION DE TEMAS IMPARTIDOS EN LAS DIFERENTES
SESIONES:

1* Sesion. 23 Febrero: Introduccion al programa DERIVE.

2% Sesion. 24 Febrero: Introduccion al programa DERIVE. Manejo de paginas
web y correo electronico

3% Sesion. 28 Febrero: Tema 1: Concepto de vector. Operaciones con vectores.
Se inicia estructura espacio vectorial.

4% Sesion. 2 Marzo: TEMA 1. Estructura de espacio vectorial. Paso de
ecuaciones paramétricas a cartesianas con DERIVE. Paso de ecuaciones
cartesianas a paramétricas con DERIVE.

5* Sesion. 6 Marzo: TEMA 1: Sistemas de generadores. Introduccion al
concepto de dependencia e independencia lineal.

6" Sesion. 13 Marzo: TEMA 1. Repaso de construccion de sistemas de
generadores y subespacio generado por un conjunto de vectores. Dependencia e
independencia de vectores. Propiedades.

7* Sesion. 15 Marzo: TEMA 1. Dependencia e independencia lineal. Rango de
un conjunto de vectores.

8" Sesion. 16 Marzo: TEMA 1. Base de un subespacio vectorial. Dimension de
un subespacio. Relacion entre numero ecuaciones cartesianas y la dimension
del subespacio.

9% Sesion. 20 Marzo: TEMA 1. Suma de subespacios. Ampliacion de una base.
TEMA 2: Introduccién a las matrices y conceptos de DERIVE para matrices.
10* Sesion. 21 Marzo: TEMA 2. Concepto de aplicacion lineal y
caracterizacion. Manejo de aplicaciones lineales en DERIVE. Propiedades de
las aplicaciones lineales respecto a la suma, producto, composicion y producto
por escalares.

11* Sesion. 23 Marzo: TEMA 2. Propiedades de aplicaciones lineales.
Transformaciones de conjuntos L.D. y L.I. por aplicaciones lineales. Nucleo e
Imagen de una aplicacion lineal. Se inicia el proceso de obtencion de la matriz
asociada a una aplicacion lineal.

12* Sesion. 27 Marzo: TEMA 2. Matriz asociada a una aplicacién lineal.
Aplicacién asociada a una matriz.

13* Sesion. 30 Marzo: TEMA 2. Matriz asociada a una aplicacién lineal.
Aplicacién asociada a una matriz.

14 Sesion. 5 Abril: TEMA 2. Operaciones con aplicaciones lineales.
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15* Sesion. 10 Abril: TEMA 2. Aplicacion lineal inversa y matriz inversa.
Tipos de matrices: matrices triangulares, matrices traspuestas

16® Sesion. 11 Abril: TEMA 2. Tipos de matrices y sus propiedades. TEMA 3.
Traza de una matriz. Calculo de determinantes de orden 2 y orden 3.
Programacion en DERIVE.

17% Sesion. 13 de Abril: TEMA 3. Calculo de determinantes. Propiedades de los
determinantes.

18* Sesion. 25 de Abril: TEMA 3. Aplicaciones de los determinantes: calculo
de inversa y rango. TEMA 4: Introduccion a sistemas.

19* Sesién. 3 de Mayo. TEMA 4. Se introducen sistemas, existencia de
soluciones y propiedades de las soluciones.

20? Sesion. 4 de Mayo TEMA 4. Regla de Cramer. Método de Gauss-Jordan.
Formas de resolver sistemas en DERIVE.

217 Sesion. 8 de Mayo: TEMA 4. Métodos de resolucion de sistema. TEMA 5.
Introduccion a los autovalores y autovectores de una aplicacion lineal y su
matriz asociada.

22* Sesion. 9 de Mayo: TEMA 5. Propiedades de autovalores y autovectores.
23* Sesion. 16 de Mayo: TEMA 5: Repaso de los conceptos de autovalor y
autovector. Diagonalizacion de matrices: condicion suficientes y necesaria y
suficiente de diagonalizacion.

24* Sesion. 18 de Mayo. TEMA 5. Diagonalizacion de matrices simétrica y
ortogonales. Célculo de la potencia n-ésima de matrices diagonalizables.
Problemas. TEMA 6. Polinomio cuadratico y forma cuadratica: conceptos.

25* Sesion. 22 de Mayo. TEMA 6. Clasificacion de formas cuadraticas. Criterio
de los menores principales.

26" Sesion. 25 de Mayo. TEMA 6. Criterio de los autovalores para clasificar
formas cuadraticas. Problemas de clasificacion de formas cuadraticas con
parametros. TEMA 7. Introduccion a conjuntos convexos y funciones cdncavas
y convexas.

27* Sesion. 29 Mayo. TEMA 7. Funciones concavas y convexas y algunos
criterios de clasificacion. Se han repasado contenidos de Matematicas I:
derivadas parciales. Clasificacion de puntos criticos.

28" Sesion. 30 Mayo. TEMA 7. Resolucion grafica de problemas de
programacion lineal.

29" Sesion. 1 de Junio: Se planted de forma opcional para resolver dudas.

Como podemos observar se han impartido un total de 58 horas, para desarrollar
todo el temario. En general se ha dedicado mucho més tiempo en las primeras
sesiones porque el alumno tenia que habituarse al manejo de DERIVE y a la
dindmica de la propia clase, luego las clases han sido mds llevaderas y sencillas.

2. AMBIENTE GENERAL DE LAS CLASES:

1* Sesion: Los alumnos estaban a la expectativa, atentos a las explicaciones y a
veces perdidos, comienzan a agruparse en parejas de trabajo.

2% Sesion. Se perciben ciertos miedos por el desconocimiento de manejo de
correo electronico y paginas web. Se pretendieron explicar los manejos
fundamentales. Ha funcionado la colaboracion entre alumnos: unos explicaban
a otros los contenidos.

3% Sesion. Se han notado ciertos retrasos en algunos alumnos al empezar ya con
los contenidos matematicos.

4* Sesion. Clase complicada, ha sido costoso para todos el captar los
contenidos: conceptos subespacio vectorial. Las colaboraciones entre los
alumnos continuan funcionando sobre todo cuando hay muchas dudas ye |
profesor no puede atender a todos.
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5* Sesion. Ambiente participativo. Se observa bastante motivacion sobre todo
en la primera hora.

6" Sesion. Se notan dos niveles en el aula: alumnos aventajados y alumnos
retrasados, hemos tenidos que mandar tareas diferentes a cada alumno. Los
alumnos se observa que hablan de temas ajenos a las matematicas.

7* Sesion. Ambiente participativo. Buen trabajo en grupo. Se han buscado
varias estrategias para resolver problemas.

8" Sesion. Ambiente muy participativo en los subgrupos. Mucha colaboracion
en las parejas de trabajo.

9% Sesion. Muchas dudas, ambiente participativo.

10* Sesion. Mucha participacion de los alumnos.

11* Sesion. La primera parte ha sido compleja, habia mucho revuelo, en la
segunda parte al tratarse de materia nueva el ambiente mejora.

12?2 Sesion. Hay inquietud sobre como sera el examen. Menos participacion que
otras sesiones.

13? Sesion. Ambiente muy relajado.

14? Sesion. Ambiente mas dinamico, los alumnos participaron bastante.

15% Sesion. Existen ciertos temores respecto al tipo de examen.

16* Sesion. Ambiente participativo, con ciertas dudas en la programacion en
DERIVE.

17* Sesiébn Ambiente participativo. Mucho interés co la programacion de
funciones de menores.

18 Sesion. Pocos alumnos ambiente relajado.

19? Sesion. Ambiente muy distendido y dinamico.

20* Sesion. Participacion y ambiente relajado. Participan bastante Daniel,
Sebastian y Sergio.

21* Sesion. Ambiente agradable y participativo.

22% Sesion. Ambiente agradable y participativo. Muchos comentarios en los
grupos de trabajo.

23* Sesion. Ambiente muy participativo y agradable.

24* Sesion. Ambiente muy participativo. Los problemas motivan bastante.

25* Sesion. Trabajo mas indivicualizado que en otras ocasiones.

26" Sesion. Ambiente participativo.

27* Sesion. Ambiente distendido.

28* Sesion. Ambiente participativo con mucha colaboracion entre alumnos.

Como conclusiones podemos afirmar que el ambiente que ha habido a lo largo de las
sesiones ha sido bastante participativo, muy relajado por parte de los alumnos, se
observa bastante motivacion y colaboracién entre los alumnos. El aprendizaje
colaborativo es un hecho indiscutible los alumnos se explican los conceptos y procesos
con su lenguaje.

GRADO DE COMODIDAD DEL PROFESOR EN EL. AULA IMPARTIENDO
LA CLASE:

Sobre este aspecto podemos decir que se han dado varias caracteristicas:

El profesor ha vivido a lo largo del curso bastante tension para conseguir
completar el temario propuesto, dado que en esta estrategia didactica el ritmo lo
marcan los alumnos de una manera mas acentuada que en las clases
tradicionales. En la mayoria de las clases la programacion inicial ha sido
incumplida, motivo por el cual se tuvieron que proponer algunas clases
adicionales para completar el temario en concreto fueron 4 clases.
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En la parte inicial del curso ha habido momentos en los que ha sentido cierta
tension porque no era capaz de resolver de forma individualizada todas las
dudas que iban surgiendo, en este sentido el aprendizaje colaborativo a ayudado
enormemente a resolver estas pequenas dudas.

El profesor se ha ido sintiendo cada vez mas comodo una vez superada la
presion del programa y que observaba la participacion de los alumnos, asi como
la posibilidad de tratar directamente con ellos sus dudas. En la parte final sobre
todo, se ha sentido muy cémodo y a gusto con el aula.

La parte final del curso ha sido muy gratificante pues los alumnos ya
dominaban el programa y se ha podido dedicar mas a buscar diferentes
estrategias en la resolucion de problemas, y a motivar en procesos
constructivos, que los alumnos ya eran capaces de resolver.

4. CARACTERISTICAS DELG UION DE TRABAJO:

Las caracteristicas mas generales que hemos observado del guion de trabajo utilizado en
nuestra estrategia didactica, en base a las observaciones del profesor, son las siguientes:

Es un elemento fundamental para la didactica que permite al alumno estar
atento al profesor a sus explicaciones o comentarios sin tener que estar tomando
notas y ademas las hojas de trabajo le sirven al alumno como apuntes de trabajo
que luego puede revisar en casa.

Se trata también de un elemento bésico para el tratamiento de la diversidad
dado que permite tener planteados una serie de ejercicios que se pueden
proponer a los alumnos mas aventajados mientras el profesor resuelve dudas a
los alumnos que estan mas rezagados.

El guion de trabajo también facilita a los alumnos cierta autonomia en su
trabajo ya que le permite ir a su propio ritmo, dentro de una pauta general
marcada por el grupo.

Es un elemento que se convierte en el eje que vertebra de manera practica la
estrategia didactica ya que permite tener ocupados a todos los alumnos en todo
momento, permitiéndoles avanzar o pararse segin sus propias capacidades. Es
un elemento muy operativo.

5. ACTITUDES POSITIVAS Y NEGATIVAS DEL CURSO

Mostramos a continuacion una tabla en la que se contienen las actitudes positiva y
negativas observadas a lo largo de las 28 sesiones del curso:

Sesion | CIRCUNSTANCIAS CIRCUNSTANCIAS
NEGATIVAS POSITIVAS
1 Ninguna Atencion del alumnado las 2 horas.
2 Ninguna Atencion de los alumnos.
Actitud receptiva de los alumnos
Disposicion al aprendizaje
3 Nerviosismo en los alumnos por | Colaboracion en las parejas de trabajo
el manejo del programa
4 Ninguna Motivacion de los alumnos
Colaboracion en los grupos de trabajo
5 Ninguna Colaboracién entre alumnos
6 Ninguna Colaboracion entre los alumnos
Ambiente relajado.




308

IV.3. DATOS OBTENIDOS DEL DIARIO DE CAMPO

7 Ninguna Participacion de los alumnos
8 Ninguna Participacion de los alumnos.
9 Ninguna Interes del alumnado por resolver dudas
10 Muestras de cansancio Colaboracion en las parejas de trabjo
11 Alboroto inicial Colaboracion de los alumnos mas
aventajados con los mas retrasados
12 Recelo a la forma de evaluar Interés en resolver dudas.
13 Miedos al examen. Interes general y motivacion.
14 Conexiones con Internet ajenas | Mucha colaboracion en las parejas de
a los contenidos trabajo.
Agilidad con el manejo del programa.
15 Ninguna Motivacion para resolver ejercicios.
16 Ninguna Motivacion y participacion del alumnado
17 Ninguna Interés del alumnado
Colaboracion de parejas de trabajo
18 Ninguna Interés del alumnado
19 Ninguna Interés del alumnado
20 Desmotivacion de L.Tarno Participacion activa de Sebastian, S.Rua 'y
Daniel.
21 Conexiones a internet ajenas a la | Ambiente proclive para resolver dudas
clase
22 Ninguna Grado de libertad para resolver dudas
23 Conexiones a internet ajenas a la|Los alumnos aventajados ayudan a sus
clase S. Santos compaifieros rezagados.
24 Ninguna Colaboracion entre los alumnos
Participacion de los alumnos.
25 Ninguna Motivacion de los alumnos.
26 Ninguna Participacion de los alumnos.
27 Ninguna Participacion de los alumnos.
28 Ninguna Participacion de los alumnos.

De este cuadro podremos desprender como resumen las siguientes caracteristicas:

a)

b)

Las circunstancias y actitudes negativas que se han observado a lo largo del curso
han sido minimas, Unicamente se han limitado a algunas conexiones a internet
ajenas a la clase que realizaron algunos alumnos de forma esporadica y ciertos

recelos por el tipo de examen a realizar.

En cuanto a las circunstancias y actitudes positivas podemos sefialar las siguientes:
e Se ha observado mucha colaboracion entre los alumnos en sus grupos de trabajo
ayudandose unos a otros en resolver dudas del programa o de contenidos

matematicos.

e Bastante participacion de los alumnos en las preguntas y cuestiones que se

proponian en el aula.

e Se observa bastante motivacion e interés de los alumnos en los contenidos y en
la manipulacion con DERIVE de estos contenidos.

6. ALUMNOS RETRASADOS-DESTACADOS:

Para observar este elemento significativo elaboramos la siguiente tabla para determinar

si a lo largo de las sesiones se ha podido determinar claramente la existencia de alumnos

retrasados y aventajados en todo el grupo:
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Num. Sesioén

ALUMNOS RETRASADOS /
CON RITMO LENTO

ALUMNOS AVENTAJADOS

1 No se observa No se observa
A.Cuéllar, C. Sevillay No se observa
J. Sanz no manejan bien
ordenadores
3 J. P. Trigo, E. Sanz y No se observa
R. Sanchez
4 J. P.Trigo, C. Sevilla, E. Sanz y | S. Rosado, D. Rubiano y S. Rua
J. Sanz
5 C. Sevilla, J.P. Trigo, E. Sanz y | S. Santos
L. Rubioy J.I. Gomez
6 C. Sevilla, J.P. Trigo y J.I|S. Santos
Gomez
7 No se observa No se observa
8 C. Sevilla, E. Sanz y R.|No seobserva
Sanchez
9 C. Sevilla No se observa
10 C. Sevillay A. Perpifia D. Rubiano y S. Santos
11 C. Sevilla, R. Sanchez y A.|S. Rosado
Cuellar
12 C. Sevilla, A. Perpiia, A.|S. Rosado, J.I. Gomez
Cuéllar
13 L. Rubio, S. Rua, S. Rosado y J.I. Gémez
14 E. Sanz, L. Rubio y J.P.Trigo | --
15 No se observa No se observa
16 L. Rubio, E. Sanzy J.P. Trigo | No se observa
17 E. Sanz, L. Rubio y J.P. Trigo | No se observa
18 E. Sanz, L. Rubio No se observa
19 C. Sevilla, E. Sanz No se observa
20 C. Sevilla, L. Rubio, E. Sanz No se observa
21 C. Sevilla, E. Sanz y J. Sanz No se observa
22 E. Sanz No se observa
23 C. Sevilla, J. Sanz S. Rua, S. Rosado y J. Revuelta
24 C. Sevilla, J. Sanz S. Rua
25 C. Sevilla, E. Sanz S. Rua
26 C. Sevilla, J. Sanz, J.P. Trigo y | No se observa
E. Sanz
27 C. Sevilla, J. Sanz, J.P. Trigo No se observa
28 C. Sevilla, No se observa

De esta tabla podemos hacer una division del subgrupo en cuatro niveles:

NIVEL DE ALUMNOS MAS RETRASADOS:
- R. Sanchez (fue baja el 30 marzo)
- C. Sevilla

- J.Sanz

- J.P. Trigo

- E.Sanz

NIVEL DE ALUMNO GRADO MEDIO INFERIOR
- L. Rubio

- A. Perpiiia
- A. Cuéllar
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NIVEL DE ALUMNOS GRADO MEDIO
- D. Rubiano

- L. Tarno

- M. Verda

- J. Revuelto

- S. Santos

- J.I. Goémez

NIVEL SUPERIOR

- S.Rosado

- S.Rua

7. PRESENCIA DEL OBSERVADOR CUALIFICADO:

El observador cualificado ha asistido a 14 de las 28 sesiones, y no ha supuesto ningun
obstaculo para el desarrollo normal de las sesiones, ha actuado correctamente como observador.
En ocasiones ha realizado preguntas de caracter individual sobre el funcionamiento del
programa, adoptando la posicion como si se tratara de un alumno mas.

8. AGRUPAMIENTOS DE LOS ALUMNOS:

Analizando la evolucion de los agrupamientos de los alumnos podemos decir que la clase
tiene varios subgrupos claramente diferenciados (no incluimos el alumno R. Sanchez, ya
que fue baja en marzo) formados en general por parejas pero que en dos casos han sido
unitarios formados por alumnos que solian sentarse generalmente solos:

Subgrupo 1: A. Cuéllar y J. Revuelta

Subgrupo 2: E. Sanz y A. Perpina

Subgrupo 3. C. Sevilla

Subgrupo 4: L. Tarno y L. Rubio

Subgrupo 5: M. Verdq, J. Sanz

Subgrupo 6: S. Rta

Subgrupo 7: S. Rosado, D. Rubiano, J.P. Trigo
Subgrupo 8: J.I. Gomez y S Santos

A su vez estos subgrupos que eran los mas habituales solian establecer vinculos entre
ellos en funcion de las posiciones que ocupaban, de tal forma que podemos construir los
siguientes GRUPOS GLOBALES de la clase:

GRUPO 1: Subgrupo 1 (A. Cuéllar y J. Revuelta) y
Subgrupo 2 (E. Sanz y A Perpifid)

GRUPO 2: Subgrupo 3 (C. Sevilla),
Subgrupo 7 (S. Rosado, D. Rubiano y J.P. Trigo)
Subgrupo

GRUPO 3: Subgrupo 4 (L. Tarno y L. Rubio)

GRUPO 4: Subgrupo 5 (M. Verdu y J. Sanz) y
Subgrupo 6 (S. Rua)

GRUPO 5: Subgrupo 8 (J.I. Gémez y S. Santos)
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9. CARACTERISTICAS DE LAS DUDAS DE LOS ALUMNOS (DE CONCEPTOS
O DEL PROGRAMA)

Consideramos en la siguiente tabla las dudas mas frecuentes que han tenido los alumnos en cada
una de las sesiones:

Sesion | DUDAS DE DERIVE DUDAS ALGEBRA LINEAL
1 Manejo del programa Ninguna
2 Manejo del programa Ninguna
3 Cémo dibujar vectores Ninguna
4 Ninguna Paso ecuaciones cartesianas a paramétricas y
viceversa
5 Comando Subespacio en el que no se podian eliminar todos
MANAGE-SUBSTITUTE los parametros: espacio total
6 Paso cartesianas a | sistemas de generadores
paramétricas
7 Resolver sistemas con | Concepto de dependencia e independencia lineal
DERIVE
8 Ninguna Calculo del rango de un conjunto de vectores
9 Ninguna Paso ecuaciones cartesianas a paramétricas.
Determinar cuando un sistema es redundante.
10 Forma de definir aplicaciones | Ninguna
lineales en DERIVE
11 Definir aplicaciones lineales | Célculo de las coordenadas de un vector.
en DERIVE Paso de ecuaciones cartesianas a paramétricas
12 Ninguna Calculo coordenadas de un vector en una base
Obtencion de las componentes de un vector si se
saben las coordenadas en una base.
13 Ninguna Matriz asociada a una aplicacion lineal
14 Ninguna Matriz asociada a una aplicacion lineal
15 Ninguna Demostraciones formales de propiedades de
algunos tipos de matrices
16 Ninguna Permutaciones de un conjunto.
Construccion del calculo de determinantes.
17 Programacion en DERIVE Ninguna
18 Ninguna Célculo de la inversa por Gauss-Jordan
19 Ninguna Existencia de soluciones de un sistema.
20 Ninguna Sobre equivalencia de sistemas lineales
21 Formula de obtencién de|Ninguna
autovalores (a-b*identity...)
22 Ninguna Concepto de autovector y obtencion
23 Ninguna Orden de multiplicidad de autovalores
24 Ninguna Planteamiento de problemas con matrices n-
€simas
25 Ninguna Aplicacion criterio de menores principales para
clasificar f. cuadraticas
26 Ninguna Clasificacion de f. cuadraticas con parametros
27 Ninguna Derivadas parciales. Punto critico f.v.variables
Condicion necesaria f. convexas
28 Ninguna Curvas de nivel

Se puede observar que a medida que ha ido avanzando el curso las dudas se han
centrado mas en contenidos matematicos de algebra lineal que en el manejo del programa
DERIVE.
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DIFICULTADES QUE SE HAN PRESENTADO EN LOS CONTENIDOS.

e Hubo problemas para que los alumnos entendieran la forma de definir
aplicaciones lineales con DERIVE.

e Ha habido dificultades con la obtencion de la matriz asociada a una aplicacion
lineal y la aplicacion asociada a una matriz el dia que se introduce el proceso.

MOTIVACION DE LOS ALUMNOS ANTE LOS EJERCICIOS Y TAREAS
PROPUESTAS:

Presentamos a continuaciéon una tabla en la que se muestra la evolucion de la
motivacion a la vista de las observaciones de campo a lo largo de las sesiones:

Sesion COMO HA SIDO LA MOTIVACION DE LOS ALUMNOS ANTE
EJERCICIOS Y TAREAS PROPUESTAS

1 Interés por el programa DERIVE

2 Interés por el programa.

3 Mucho interés por la hoja de trabajo y por realizar todos los ejercicios.

4 Interés y motivacion para aprender los procedimientos con DERIVE

5 Mucha motivacion, atencion en las explicaciones y concentracion en la
resolucion de las actividades que se plantean.

6 Mucha motivacion, algunos alumnos después de clase han reservado los
ordenadores para seguir trabajando

7 Mucha participacion en los grupos de trabajo, bastante motivacion ante
este tipo de trabajo en grupo.

8 Mucha participacion en clase.

9 Mucha participacion en clase

10 Bastante atencion durante las dos horas.

11 Se observa que no levantan cabeza del monitor, estan concentrados.

12 Mucha motivacion en la elaboracion de las hojas de trabajo.

13 Desanimo por los problemas que son complejos.

14 Muy motivados, estan continuamente tomando notas en las hojas de
trabajo.

15 Muy motivados, no dan un ejercicio por terminado hasta que no lo hacen
por si mismos, estructuran muy bien sus hojas de trabajo.

16 Realizan muchos comentarios sobre el uso y realizacion de las tareas que
se plantean en grupos de trabajo.

17 Se quedan los alumnos después de terminar la clase.

18 No se valora.

19 Muy motivados, sobre todo al trabajo en grupo.

20 Los alumnos estan centrados en las tareas que se les encomiendan

21 Muy motivados en la resolucion de los ejercicios.

22 Motivacion alta para resolver ejercicios que son novedosos.

23 Se observa que anotan constantemente datos en sus hojas de trabajo.

24 Anotan las observaciones en sus hojas de trabajo, se observa mucha
atencion.

25 Complementan bastante sus resoluciones en las hojas de trabajo, se les
ve concentrados y motivados en la clase.

26 Complementan bastante sus resoluciones en las hojas de trabajo, se les
ve concentrados y motivados en la clase.

27 Complementan bastante sus resoluciones en las hojas de trabajo, se les
ve concentrados y motivados en la clase.

28 Complementan bastante sus resoluciones en las hojas de trabajo, se les
ve concentrados y motivados en la clase.
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A la vista de esta tabla podemos decir que de forma global en las notas de campo se ha
observado mucha motivacion por parte de los alumnos en las aulas, por varios motivos,
por sus grupos de trabajo, por la resolucion de los ejercicios, porque han quedado
después de clase para continuar realizando actividades que quedasen propuestas y por el
trabajo en grupo.

GRADO DE COMPRENSION DEL PROGRAMA DERIVE. PRINCIPALES
DUDAS.

En la siguiente tabla se muestra la evolucidén de la comprension del programa DERIVE
a lo largo del programa, segun las observaciones realizadas en el campo:

Sesion GRADO DE COMPRENSION DEL POGRAMA DERIVE Y DUDAS
MAS FRECUENTES

1 No se puede valorar
No se puede valorar

3 Comando OPTIONS-INPUT para que los nombres de variable sean de
tipo palabra
Dibujo de vectores en el plano CONNECTED, tienen problemas en
dibujar con coordenadas rectangulares o polares

4 Solapamiento de variables al nombrar una misma variable con el mismo
nombre.
Uso de los comandos TRANSFER-CLEAR-ALL y TRANFER-CLEAR-
EXPRESSIONS.

5 Proceso de eliminacion de parametros para transformar ecuaciones
paramétricas en cartesianas.

6 Resolucion de sistemas con DERIVE. Problemas en definir vectores, se
usa “="en vez de “:="

7 No hay dudas significativas

8 No hay dudas significativas

9 Notacion para referirnos a las componentes de un vector “alt-v”” alv

10 Forma de definir las aplicaciones lineales en DERIVE

11 No hay dudas significativas.

12 No hay dudas significativas.

13 No hay dudas significativas

14 No hay dudas significativas

15 No hay dudas significativas

16 Programacion de funciones.

17 No hay dudas significativas

18 No hay dudas significativas

19 No hay dudas significativas

20 No hay dudas significativas

21 Ha habido dudas en el significado de la funcion ROW REDUCE

22 No hay dudas significativas

23 No hay dudas significativas

24 No hay dudas significativas

25 Algunos problemas en solapamiento de variables

26 No hay dudas significativas

27 No hay dudas significativas

28 No hay dudas significativas
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Podriamos concluir afirmando que las dudas que ha provocado DERIVE han estado
centradas en los comandos nuevos que se iban introduciendo o en las formas de definir
los nuevos conceptos como aplicaciones lineales o matrices. Pero no a medida que ha
ido avanzando el curso se observa que no ha habido dudas importantes.

EXISTE AUTONOMIA COGNITIVA O DEPENDENCIA DEL PROGRAMA.

En la siguiente tabla mostramos la observaciones del observador de campo a lo largo de
las sesiones respecto a la autonomia cognitiva o dependencia que tenian los alumnos del
programa:

Sesion (AUTONOMIA COGNITIVA O DEPENDENCIA DEL
PROGRAMA?

1 No se puede valorar

2 No se puede valorar

3 No se entiende todavia la filosofia del programa y surgen resultados
inesperados, hay todavia cierta dependencia del progama

4 El programa permite que los alumnos experimenten los resultados,
indicio de cierta autonomia

5 No hay un dominio del programa en algunos alumnos que les permita
actuar de una forma autébnoma, aunque algunos otro si que experimentan
por su cuenta los resultados y los problemas.

6 Los alumnos comienzan a experimentar de forma auténoma con el
programa en los ejercicios de investigacion y los que se van proponiendo

7 Se comienzan a pensar en estrategias de resolucion de problemas con
ayuda de DERIVE.

8 Se utilizan varias estrategias de resolucion de problemas con DERIVE.

9 Se realiza bastante experimentacion con el programa.

10 No podemos realizar valoraciones hoy

11 No podemos realizar valoraciones: estaban los alumnos un poco
despistados.

12 Se nota hoy cierta dependencia, quizas no se entendia bien la teoria.

13 No parecen depender demasiado del programa, experimentan bastante.

14 Saben repetir los procesos en casos diferentes y experimentan los
resultados con DERIVE

15 En ocasiones tienen problemas para interrelacionar conceptos, lo que les
provoca ciertos errores

16 Se observa cierta autonomia en la realizacion de los problemas.

17 Los alumnos realizan bastantes descubrimientos por si solos lo cual
indica que estan adquiriendo un cierto grado de autonomia

18 No podemos valorar

19 No podemos valorar

20 Tienen dominio del programa lo que les permite experimentar

21 Se cuestionan los resultados que ofrece DERIVE y los alumnos
experimentan sobre estos

22 Se realizan los ejercicios con soltura se maneja bien DERIVE.

23 Se piensan numerosas estrategias, DERIVE es una herramienta que les
permite centrarse en la problematica mas que en los calculos.

24 Se realiza mucha experimentacion

25 La clasificacion de las formas cuadraticas se ha realizado con mucha
autonomia, gracias a la ayuda de DERIVE en la resolucién de los
calculos.
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26 Las graficas del programa estimulan mucho a los alumnos

27 Han tenido cierta dependencia porque no dominaban los contenidos del
trimestre pasado.

28 La visualizacion de grafica les ha permitido a los alumnos tomar
decisiones sobre resolucion de problemas.

Podemos concluir que los alumnos han obtenido bastante autonomia cognitiva seglin las
observaciones del profesor con ayuda del programa DERIVE, pues este programa les ha
permitido realizar numerosas experimentaciones matematicas, intentar pensar sobre
diversas estrategias.

SE PIENSA EN LOS PROCESOS O SE REALIZAN DE FORMA
AUTOMATICA

A continuacion se muestra una tabla en la que se muestran las observaciones realizadas
por el observador de campo respecto a los procesos que realizan los alumnos: existe
automatismo en los procesos o se reflexionan y manejan con comprension:

Sesion GRADO DE MANEJO DE LOS PROCESOS
Jautomatica/con comprension?

1 No se puede valorar.

2 No se puede valorar

3 No se puede valorar, los procesos eran meramente manipulativos

4 Se ha aprendido de forma mecanica el proceso de paso de ecuaciones
paramétricas a cartesianas.

5 Nuevamente parece que estan intentando memorizar el proceso de paso
de ecuaciones paramétricas a cartesianas.

6 Se ha pensado mas en procesos, se empieza a entender la operativa de
DERIVE

7 Se vuelve a pensar mas en procesos que en calculos automaticos

8 Se vuelve a pensar mas en procesos que en calculos automaticos

9 No se puede valorar

10 No se puede evaluar

11 Con el célculo de la matriz asociada a una aplicacion lineal ha habido
una actitud inicial de intentar aprender el automatismo, luego cuando se
han ido comprendiendo los pasos parece que se ha optado por pensar
mas en los procesos.

12 La clase se ha centrado mas en automatismos.

13 Parece que se piensa mas en los procesos que en los automatismos.

14 Parece que se piensa mas en procesos.

15 Cuando se plantean ejercicios se piensa bastante en procesos.

16 Se piensa mas en los procesos.

17 La programacién en DERIVE ha permitido que los alumnos se centren
mas en el procedimiento que en el propio automatismo que calcula

18 No podemos valorar

19 No podemos valorar

20 No podemos valorar

21 No podemos valorar

22 No podemos valorar

23 En el célculo del polinomio caracteristico algunos alumnos han optado
por aprender el comando CHARPOLY que lo calcula directamenten en
vez de entender el proceso
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24 Se ha pensado bastante en procesos, los calculos de hoy eran muy
repetitivos.

25 No se realizan operaciones a lo tonto, se suele interpretar el resultado

26 Se piensa bastante en los procesos y su relacion con los resultados
matematicos.

27 No podemos valorar

28 No podemos valorar

Podemos afirmar que con las notas de campo no hemos podido determinar si
efectivamente los alumnos pensaban mas en el proceso o en el automatismo.

OTROS ELEMENTOS IMPORTANTES:

Al iniciar el curso los alumnos parecen mostrar su satisfaccion por el programa
ya que consideran que parece un programa sencillo.

En la parte final del curso surgié cierta intranquilidad sobre el examen porque
no se podia usar DERIVE en las cuestiones teoricas, se les ofrece la posibilidad
de usarlo siempre y cuando indiquen para qué se ha usado

La comunicacion con los alumnos ha sido muy fluida, posibilitada por la
rapidez de calculo del ordenador que facilitaba explicar las dudas de forma
répida y porque el grupo era reducido.
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I1V.4. Descripcion de los datos obtenidos de los

PROBLEMAS ENTREGADOS.

Tal como comentamos en el capitulo anterior, apartado I11.6.1., al finalizar el desarrollo
de cada capitulo se les proponia a los alumnos una coleccion de problemas fin de capitulo. Con
este tipo de trabajo se pretendia de fomentar la resolucion de problemas como método para
cimentar los conocimientos de algebra lineal. Los enunciados de estos problemas los alumnos
podian obtenerlos de la pagina web (en el ANEXO VI se puede consultar la coleccion de

problemas propuestos en cada capitulo).

Dentro de los datos que hemos obtenido de estos problemas, podemos destacar en primer
lugar un conjunto de observaciones cualitativas de cada uno de los problemas. Estas
observaciones se pueden consultar en el CD de la tesis sobre cada uno de los casos de la
investigacion, aunque a modo de ejemplo se pueden consultar en el ANEXO VI. En segundo
lugar podemos observar el conjunto de calificaciones obtenidas por los alumnos en los seis

capitulos en los que se propusieron problemas:
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ENTREGADOS

RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS

SUBGRUPO-A DERIVE

TEMA 1
Num. Obijetivo del Problema
1 Modelo vectorial con combinaciones lineales
2 Manejar polinomios de grado 4 como vectores dim. 5
3 Calculo de vectores ortogonales
4 Obtencidn base,calculo coordeinadas, coord. Cartesianas
5 Interseccion y suma de subespacios
6 Modelo vectorial sobre combinaciones lineales
7 Modelo vectorial sobre comb. Lineal convexa econ.
8 Modelo vectorial sobre realidad econémica
9 Obtener base de un s.g. Y ecuaciones cart. De base
10 Dimension subespacios en funcion parametros
Media

NE: No entrega la hoja de problemas

CASOS

Solo de
entregadas
Pun C-1C-2C-3C-4C5C-6C-7 C-8 C-9 C-10 C-11 C-12 C-13 C-14 c-15 Media Desv

-—

e I e N . I T Y N N

1 1] 1]05 0 O 1 1 0,7 1 0,1 0 0| 0,78]| 0,37
0/0,1] 0O 0O 0 O 0 0 0 0| 01 0 0| 0,02]| 0,04
0/0,2/02 0] 0 O 0 0 0 0| 01 0 0| 0,04| 0,08
0,9/ 04/05/ 0101 0 0,5 05 0,5 1 0,3 0 0| 0,47]| 0,27
0,1/05 0/ 0/01] O 0,5 05 04 1 0,3 0 0f 03] 03
05 1 1/06/0,7 0 0 0] 05 1 0,7 0 0| 0,67]| 0,37
1 0 O] O 0 O 1 1 1 1 0 0 0| 0,42] 0,51
0 1/07/03]0,7 0 0 0 1 1 0,5 0 0| 0,53]| 0,38
10,4/0,6/04 0 O 0,8 0.8 0 0| 0,3 0 0| 0,44| 0,33
0,6/06/03/02 0 O 0 0 0 0| 04 0 0| 0,24]| 0,24
51/52/43/21/16] 0 3,8 3,8 41 6| 2,8 0 0| 3,89| 1,26
NE NE NE Med Desv

TOTAL
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RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS
OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS

SUBGRUPO-A Soélo de
TEMA 2 CASOS entregado
Num. Objetivo del Problema c-1 ¢c2 ¢c3 c4 ¢c5 ¢c6 c7 ¢c8 c9 ¢c10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 ¢c-15 Med Desv
1 Modelo matricial de productos de un almacen 0,4 04/ 04| 0,2/ 02| 04 04 04| 04| 04| 04 of 04| 04| 03| 0,2|0,35 0,12
2 Modelo matricial de una ley econdémica 0,4 03] 0,2 0 0| 0,1 0,1 0/l 0,2 0,1 0.1 0] 0,3 0ol 0,1 0,1/0,11] 0,1
3 Modelo matricial de unas calificaciones 0,4 04| 0,2/ 04| 04 04 0 0] 0,2 0 0 0] 04 0 0 0/ 0,17] 0,19
4 Investigar y experimentar si se cumple un producto 0.4 0] 0,2 0 0/ 0,2] 0,1 0/l 01 03] 0,3 0/ 0,1 0,1 01 0/0,11] 0,11
de matrices

5 Manipulacién: matriz asociada a una aplicacion lineal 1 0,7l 0,3] 0,2 0,1 0] 0,5 0/l 0,2| 0,3] 0,3 0 1 0,3] 0,1 0,1]0,29]| 0,28

y método de Gauss Jordan. Relacionar inversa

6 Obtener una aplicacion lineal por las imagenes de 0,4/ 04| 04| 01 0 0| 0,1 0 0 0 0 0of 04 0 0 0| 0,11 0,16

vectores

7 Matriz asociada a una aplicacion lineal. Nucleo e imag 1 0,2 0,6/ 0,6/ 0,6 0] 0,5 0 0/ 0,3] 0,3 0 1 0,2 0,2 0/0,32] 0,3

Relacionar operaciones con matrices y con aplic. Lin.

8 Matriz asociada respecto bases 1 1 0,2 0,2| 0,1 0,1 0,2 0] 0,2] 0,2] 0,2 0] 0,6 1 0,1 0] 0,29] 0,33

9 Calculo rangos, método Gauss-Jordan. 0,8 0,8/ 0,6 0/ 0,3 0] 0,2 0 0| 0,3] 0,3 0| 0,7 0,3] 0,3 0| 0,27] 0,27

10 Ecuaciones matriciales 0,6 0] 0,2 0 0 0 0 0/l 0,2| 0,3] 0,3 0/l 0,6/ 0,1 0,3 0/ 0,14]| 0,18

11 Demostrar una relacion entre matrices por induccion 0,6 0 0 0 0 0] 0,5 0] 0,6/ 0,6/ 0,6 0] 0,6/ 04| 0,2 0| 0,25| 0,28

12 Demostrar una relacién de matrices idempotentes 1 0| 0,2 0 0 0 1 0o/ 0,1 0,3] 0,3 0 1 0,1 0.1 0] 0,22| 0,34

13 Procesos basicos de matrices y aplicaciones lineales 1 0,2 0,6 0 0 0 0 0] 0,2 0 0 0/l 0,7 0,3] 0,3 0] 0,16] 0,23
usando parametros

14 Independencia lineal de matrices 1 0] 01 0 0 0 0 0 0 0] 0,7 1 1 0| 0,2] 0,38

Media 44| 42| 1,7/ 1,7| 1,2| 36| 04| 24 31 31 0| 85 42 31 04 3| 2,14

NE: No entrega la hoja de problema NE Med Desv

TOTAL
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ENTREGADOS

RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS

SUBGRUPO-A DERIVE

TEMA 3
n® Obijetivo del Problema
1 Investigar y experimentar con determinantes
2 Investigacion y experimentacién para disponer en una
matriz 1y -1 para que de determinante maximo
3 Investigacién y experimentacion para disponer en una
matriz 1 y O para que de determinante maximo
4 Ecuacion de determinantes n-ésimos: induccion
5 Calculo de rangos una matriz de orden 4x6
valores constantes
6 Ecuacion con un determinante n-ésino: induccion
7 Determinar valores de un parametro para los que una
matriz tiene inversa
8 Determinante Vandermonde genérico
9 Obtener nucleo e imagen a partir de aplicacion lineal
10 Calcular valores de un parametro para que unos
vectores sean l.i
11 Aplicacion lineal paramétrica: determinar cuando tiene
inversa segun ese parametro
12 Determinante n-ésimo porinduccion

Media
NE: No entrega hoja de problemas

Sélo de
CASOS entregado
Punt c-1 ¢c-2 ¢-3 c-4 ¢c-5 ¢c-6 ¢c-7 ¢c-8 ¢c-9 c¢-10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 c-15 Med Desv
0,5/ 0/0,4/0,1 0/0,1/0,1/0,1| 0,1 0 0 0| 0,3 0,1 0,1 0| 0,09| 0,12
0,5 0| 0/0,1 0/0,1/0,2/0,1 0,1 0 0 o/ 0,5 0,4 0,1 0,1/ 0,09| 0,13
0,5 0| 0/0,1] 0/0,1/0,2|0,5 0,5 0 0 o 0,4/ 0,1 0,1/ 0,1/ 0,13| 0,18
1 0/0,2/0,2/0,2] 0/0,2| O 0 1 1 0 1 0 0l 0,2/0,25 0,4
1 0/0,1/0,6/ 0({0,2/0,2/0,1 0,1 0,4 0,4 0| 0,5/ 0,2 0,2| 0,6/0,23| 0,21
1 0/0,4/0,3] Of 0] Of O 0| 0,7 0,7 0 1 0,1 0,1 0| 0,21| 0,34
0,5/ 0/0,2/0,5/0,4/0,5/ 0| O 0 0 0 0| 0,5/ 0,5/ 0,5/ 0,5/ 0,23| 0,24
0/0,3/0,5/0,1/0,1/0,3| O 0 0 0 o/ 0,3] 0,3] 0,3] 0,1/0,14| 0,16
0/0,1/0,4/0,3/0,4) 0Of O 0 0 0 0| 0,8 0 0 0| 0,13] 0,24
0/0,3| 0/0,6/0,6/ 0/{0,1] 0,1 0 0 0| 0,4/ 0,3] 0,3] 0,6/0,21| 0,24
1 0/0,2/0,5/0,3] 0/0,5 O 0 0 0 0 1 0,5| 0,5/ 0,5/ 0,25| 0,31
1 0/0,1/0,2] 0/{0,2] 1 O 0 0 0 0 11 0,3 0| 0,2(0,19| 0,35
02,3/ 3,5/1,9/2,3/2,7/0,9] 09| 21 21 0| 7,7] 2,5 2,2| 2,9 2,13| 1,76
NE Med Desv

TOTAL




IV. RECOGIDA DE DATOS. 321

RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS
SUBGRUPO-A DERIVE

Solo de
TEMA 4 CASOS entregado
Num. Objetivo del Problema Punt c-1 ¢-2 ¢-3 ¢4 ¢c-5 ¢c6 ¢c7 c-8 c-9 c¢-10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 ¢c-15 Med Desv
1 Modelo econémico con un sistema 3 ecuaciones 1 1] 1 1] 0/0,8 0/ O 1 1 1 0 1 1 0/ 0,8/0,87] 0,3
2 Estudio de la compatibilidad de un sistema de 1 1/04/04, 0/0,7] 0/ 0] 0,3 0 0 0 1 0,2 0| 0,7/0,43| 0,38
ecuaciones con un parametro
3 Discutir un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas 1 1/02 1] 0/0,8 0/ O 0 0 0 0 1 0,3 0/ 0,8/ 0,46| 0,45
con un parametro
4 Discusion de un sistema en funciéon de un parametro 1 0/ 0/{0,8 0/0,8 0f O 0| 0,6/ 0,6 0| 04| 0,1 0/ 0,8/ 0,37| 0,36
con calculo de soluciones
5 Discutir sistema de 3 cuaciones con 3 incognitas 10,7 0/04 0 0 0o O 0l 04| 04 0 1 01 0 0] 0,27] 0,34
con 2 parametros
6 Formulacion de sistema de 3 3cuacione 3 incognitas 1 0] 1/ 1 0]0,3] 0/ 0] 0,3 1 1 0] 0,2 0 0] 0,4/0,47| 0,44
con numeros naturales
7 Modelo econdmico matriz deinputs vector salidas 1 1] 1/05 0 0 0o O 1 0 0 0 1 1 0 0l 0,5 0,5
8 Formulacion de un sistema de 6 ecuaciones con 6 1 1/08 1/ 0/0,8) 0/ O 0 0 0 0 0 1 0| 0,8/ 0,49| 0,48
incognitas
9 Discutir un sistema en funcion de 2 parametros 1 0] 0f O0f 0] 0 0o O 0 0 0 0] 0,6/ 0,3 0 0/ 0,08 0,19
10 Formulacién de sistemas que resuelven problemas 1 0/ 1/05 0/0,5 04 0/0,25 1 1 0 1/ 0,25 0f 05055 04
sencillos
5,7/ 5,4/6,6] 04,7 0 0 285 4 4 0| 7,2/14,25 0| 48 4,5 1,94

NE. No entrega NE NE NE NE Med Desv
TOTAL
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ENTREGADOS

RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS
SUBGRUPO-A DERIVE

Solo de
TEMA 5 CASOS entregadas
Num. Objetivo del Problema Punt c-1 c-2 c-3c4c-5¢c6c¢c7c8 c9 c¢c10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 ¢c-15 Med Desv
1 Obtener los valores incégnita de una matriz partiendo 1 O 1] 1 0] 0] 0/0,3] 0,3 0 0 0 1 0,1 0 0/ 0,62| 0,43
de los conceptos de autovalores y autovectores
se construye un sistema 9 ec. Con 9 incognitas.
2 Obtener dos incognitas de una matriz a partir del 1 0] 1] 1 0] 0] 0] 1 1 0 0 0 0 0 0 0/ 0,67| 0,52
un autovalor y un autovector de la matriz
3 Demostrar que dos matrices de orden 3 no son seme- 1 0/0,2] 0/ Of 0Ol 0f{0,2] 0,2 0 0 0| 0,3] 0,2 0 0/0,18/ 0.1
jantes aunque tengan el mismo polinomio caracteristico
4 Determinar si dos matrices constantes son 1 0]0,7/0,1] O] 0] 0j0,4 04 0 0 0 1 0,1 0 0/ 0,45| 0,35
diagonalizables: procedimiento
5 Relacionar concepto de diagonalizaciéon con matriz 11 0] 0f 0] 0] 0/ 0] O 0 0 0 0 1 0,1 0 0/0,18] 04
de paso.
6 Obtener autovalores en funcién de parametros, y 1 0]0,9/0,7] 0| 0] 0}0,7] 0,7 0 0 0 1 0,1 0 0/0,68| 0,31
determinar valor del parametro para condiciones
7 Modelizacion en el que hay que calcular una 1 0] 0/0,3] 0/ Ol Of O 0 0 0 0 1 0,6 0 0] 0,32| 0,41
potencia k-ésima por diagonalizacion
8 Modelizacion para calcular una potencia k-ésima 1 0] 0/0,2] 0] 0 0] O 0 0 0 0 1 0,8 0 0/0,33| 0,45
por diagonalizacion
9 Problema de modelizacion. Potencia k-ésima por 11 0] 0f 0] 0] 0/ 0] O 0 0 0 0 1 0,8 0 0| 0,3] 0,47
diagonalizacion y el calculo de limites
10 Estudiar para qué valores de un parametro una matriz 1 0]0,4] 0 O] 0 0] O 0 0 0 0/ 0,2] 01 0 0/ 0,07| 0,08
es diagonalizable 0/3,9/3,3] 0] 0] 0/2,6] 2,6 0 0 0| 7,5 29 0 0| 3,8 1,88

NE NE NE NE NE NE NE NE NE Med Desv
NE: No entrega TOTAL
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RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS
SUBGRUPO-A DERIVE

Sélo de
TEMA 6 CASOS entregado
Num. Objetivo del Problema Puntuacion c-1 c2 c3c4c5cb6c7c8 c9 c10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 c-15 Med Desv
1 Clasificar una forma cuadratica en funcién de un 105 1 0/ 0] 0]0,1]0,3] 0,3 0 0 0 1 04| 04 0] 0,5]/0,33
parametro
2 Clasificacion de una forma cuadratica en funcién 1 0 1 0/ 0] 0}j0,1]0,2] 0,2 0 0 0l 0,9 06| 0,6 0/ 0,45| 0,38
de 2 parametros
3 Clasificacion de una forma cuadratica orden 3 en 1,5/0,8/0,2] 0| 0| 0/{0,1/0,2] 0,2 0 0 0] 1,2 05 0,5 0/0,46| 0,38
funcién de 2 parametros
4 Clasificacion de una forma cuadratica en orden 3 1 1]05 0/ 0] 0j0,1]0,2] 0,2 0 0 0 1 0,1 0.1 0] 0,4| 0,39
en funcién de 1 parametro
5 Clasificacion de una forma cuadratica orden 3 en 1,5 1 1] 0| 0| 0/{0,1/0,8 0,8 0 0 0/ 0,8/ 0,5 0,5 0/0,69| 0,3
en funcién de 2 parametros
6 Clasficacién de una forma cuadratica orden 4n en 2| 0/1,2] 0] 0/ 0/0,3]0,4| 04 0 0 0 0/l 0,3] 0,3 0/ 0,36| 0,37
funcion de 2 parametros
7 Calcular valores de un paraametro para que una 1 1] 1 0] 0] 0j0, 1] 1 1 0 0 0 1 0,3] 0,3 0/0,71] 04
forma cuadratica sea definida positiva
8 Determinar si una forma cuadratica puede ser 1 1 0 0/ 0] 0j0,4/0,2] 0,2 0 0 0 1 0,1 0.1 0/0,38| 04
definida negativa para cierto valor paramétrico
10{5,3/5,9 0 0/ 0[1,3/3,3] 3,3 0 0 0] 6,9 28 28 0| 3,95| 1,88

NE NE NE NE NE NE NE Med Des
NE: no entrega TOTAL
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ENTREGADOS

RESUMEN DE CALIFICACIONES OBJETIVAS OBTENIDAS EN PROBLEMAS PROPUESTOS
SUBGRUPO-A DERIVE

Media Dev.Tipica

3,42 2,68
4,48 1,31
3,23 2,25
0,95 1,05
1,63 1,75
1,27 1,57
1,87 1,66
2,66 1,02
2,17 1,81
2,17 1,81
0,68 1,67
7,30 0,84
3,24 0,77
1,35 1,51
1,35 2,03

Estas tablas seran empleadas en el capitulo siguiente para analizar los datos y extraer las

conclusiones pertinentes.
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IV.5. Descripcion ’de los datos obtenidos de las
CUESTIONES TEORICAS ENTREGADAS.

En el capitulo III, apartado III.6.1., al finalizar el desarrollo de cada capitulo se les
plantearon a los alumnos una serie de cuestiones tedricas que realizaban en el aula con el fin de
medir de forma objetiva el grado de comprension tedrica y su capacidad para relacionar los
contenidos que se iban introduciendo. Los enunciados de estas cuestiones se pueden consultar

en el ANEXO VIIL.

Los datos que hemos obtenido de estas cuestiones, se pueden dividir en dos tipos, por un
lado las observaciones cualitativas de cada una de las cuestiones, que se entregaron resueltas en
un fichero de DERIVE, con los calculos realizados en cada una de ellas. Estas observaciones se
pueden consultar en el CD de la tesis sobre cada uno de los casos de la investigacion, aunque a
modo de ejemplo se pueden consultar en el ANEXO XVII. En segundo lugar podemos observar
el conjunto de calificaciones obtenidas por los alumnos en los siete capitulos en los que se

propusieron las cuestiones teoricas:
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TEORICAS ENTREGADAS
CUESTIONES TEORICAS DEL TEMA 1 Solo de lo
entregado
CASOS
Num. Objetivo de la cuestion. Puntc-1 ¢2 ¢3 ¢4 ¢5 ¢c6 c¢c7 ¢c8 ¢9 c¢10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 c-14 c-15 Med Desv
1 Comprender qué significa que la dimension de un
subespacio sea 2.
Relacionar el numero de ecuaciones no redundantes
con la dimension de un subespacio 0,91
2 Determinar su 4 vectores no nulos son I.d. O L.i.
Deducir que un conjunto de vector L.i. No puede
expresar de dos formas distintas un mismo vector 0,56
3 Deducir que en R”2 tres vectores son siempre I.d. 1,01
4a Saber que un conjunto de tres vectores l.i. En R*3 es
una base 0,51
4b Relacionar num. Ecuaciones no redundantes con
la dimension de un subespacio 0,51
4c Saber que 4 vectores de R*3 no nulos no tienen porqué
ser Li. Pueden ser |.d. 0,51
4d Tres vectores no pueden ser l.i. Si generan de dos
formas distintas un mismo vector 0,46




IV. RECOGIDA DE DATOS.

CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES

327

DEL TEMA 2 Solo de lo
CASOS entregado
Num. Objetivo de la cuestion. Puntc-1 ¢c2 ¢3 ¢4 ¢c5 ¢c6 c¢c7 c-8 ¢c9 c-10 c-11 ¢-12 c-13 c-14 c-15 Med Desv
1 Utilizar correctamente la féormula de las dimensiones 25 25 0] 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0] 25 25 0]1,43] 1,34
para relacionar dimension del nucleo y la imagen
con la dimension del espacio de partida
2 Relacionar coordenadas en la base final de los vectore
de la base inicial de una aplicacion lineal con la
columnas de una matriz 25 25 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,5| 0,96
3 Deducir que si una matriz es no singular entonces
los vectores columna de ella forman una base
pero no tiene que ver con la traza 2,5 25 25 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 25| 25 0| 1,43| 1,34
4 Saber obtener la matriz asociada a una a.lineal
conocidas las imagenes de la base, asi como
deducir la dimension de la imagen a partir del rango 25 0 0l 1,5 0 0 0 0 0 0 0 0] 2,5 25 0] 0,93]| 1,21
7,5 2,5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 7,5 7,5 0| 4,29| 3,45
NE NE NE NE NE NE NE NE NE 'Med Desv
NE: no entrega hoja de cuestiones TOTAL
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TEORICAS ENTREGADAS

CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES
DEL TEMA 3

Num. Objetivo de la cuestion.

1 Calcular determinantes haciendo ceros.
No afirmar que un enunciado es cierto en general
por el hecho de que se cumpla en un caso particular

2 No vincular que la traza de una matriz sea nula con
que sea o no singular

3 Calcular determinantes usando propiedades

4 Relacion entre matrices invertibles, determinante y
rango

NE: no entrega

2,5
2,5

2,5
10

Puntuacion c-1

Sélo de lo

entregado

c2 c3 c4 ¢c5 ¢c6 c7 c8 c9 c-10 ¢c-11 ¢c-12 c-13 c-14 c-15 Med Desv

0] 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0,42| 1,02
2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 25 2,5 0 0| 1,25| 1,37
2,5/ 1,25 0 0 0 1,25 0 0 0 2,5/ 1,25/ 1,25 0| 1,67| 0,65
2,5 2,5 0 0 0 2,5 0 0 0 25| 25| 2,5 0| 25 0
7,5| 6,25 0 0 0 3,75 0 0 0 7,5| 6,25| 3,75 0| 5,83 1,71
NE NE NE NE NE NE NE NE NE [Med Desv

TOTAL
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CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES

DEL TEMA 4

Num. Objetivo de la cuestion.

1 Saber que un sistema que tiene igual numero de
ecuaciones que incognitas es compatible siempre que
su rango sea completo.

Sin embargo si el sistema tiene mas ecuaciones que
incognitas puede ser incompatible

2 Determinar para qué valores de un parametro un
subconjunto definido por ec. Cart. Es sub. Vectorial y
Relacionar la dimensién de un subespacio con el
numero de ecuaciones no redundantes

3 Aplicar el Teorema de Rouché para discutir un sistema

4 Determinar si un sistema paramétrico es compatible
determinado.

NE: no entrega

2,5

2,5
2,5

2,5
10

Puntuacion c-1
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Solo de lo

entregado

c2 ¢c3 ¢4 ¢c5 ¢c6 c7 c8 c9 c-10 c-11 ¢c-12 ¢c-13 ¢c-14 c-15 Med Desv
01,25 0 0 0 0[1,25 0 0 2,5/ 1,25/ 1,25 0] 1,25| 0,79

0] 1,25 0 0 0 0] 1,25 0 0 0 0 0 0]/ 0,42| 0,65

0| 2,5 0 0 0 0 0 0 0 25 25 0 0] 1,25| 1,37

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,5 0| 2,5 0] 0,83| 1,29

0 5 0 0 0 0| 2,5 0 0 7,5| 3,75| 3,75 0| 3,75 2,5
NE NE NE NE NE NE NE NE NE [Med Desv

TOTAL
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TEORICAS ENTREGADAS

CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES

DEL TEMA 5

Num. Objetivo de la cuestion.

1 Saber que la simetria de una matriz no es condicion
necesaria para la diagonalizacion, es suficiente.
Saber que si una matriz tiene sus autovalores distintos
es diagonalizable
Saber que si una matriz es diagonalizable sus
autovectores son L.i.

2 Saber la relacion entre orden de multipliciad de un
autovalor y dimension del subespacio de autovectores
Calcular la dimensién de un subespacio de autovect.

3 Relacionar autovalores de una matriz A y la matriz
kA

4 Relacion entre matrices simétricas y diagonalizables
Deducir que si un enunciado es falso en un caso
particular entonces es falso en general

NE: no entrega

2,5

2,5

2,5

2,5
10

Puntuacion c-1

Sélo de lo

entregado

c2 ¢c3 c4 ¢c5 ¢c6 c7 c8 c9 c-10 ¢c-11 c-12 c-13 c-14 c-15 Med Desv

25| 25 0 0 0 01,25 0 0 0 0| 2,5/ 2,5/1,25 0| 1,56| 1,11
0| 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 2,5/ 2,5/1,25 0| 1,09 1,24
1,25 0 0 0 0 01,25 0 0 0 0[ 1,25/ 1,25| 2,5 0| 0,94| 0,88
250 25 0 0 0 01,25 0 0 0 01,25 2,5 2,5 0| 1,56 1,11
6,25 7,5 0 0 0 0[3,75 0 0 0 0| 7,5/8,75| 7,5 0| 5,16 3,5
NE NE NE NE NE NE NE NE |Med Desv
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CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES

TEMA 6

Num. Obijetivo de la cuestion.

1 Deducir que si una matriz de orden 3 es invertible
no tiene autovalores nulos, y por tanto no puede ser
semidefinida.

2 Deducir que si una f.c. Es s.d.p. Y su matriz asociada
es no nula entonces el sistema homogeneo Ax=0 es
compatible indeterminado

3 Saber que para aplicar los criterios de menores
principales y de autovalores la matriz que define
la forma cuadratica tiene que ser la matriz asociada
es decir ser simétrica

4 Deducir a partir del determinante de la matriz y la
traza los posibles valores que puedes tener sus
autovalores para obtener cierta clasificacion de la
f.c. Que tuviese por matriz asociada a la citada matriz

NE: no entrega

2,5

2,5

2,5

2,5
10

Puntuacion c-1
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Sélo de lo

entregado

c2 ¢c-3 ¢4 ¢c5 ¢c6 c7 c8 c9 c-10 c-11 c-12 ¢c-13 c-14 c-15 Med Desv

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,5 0 0 0| 0,5/ 1,12

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,5 0| 1,25 0]/ 0,75| 1,12

0 0 0 0 0 0] 1,25 0 0 0 0 0| 2,5 0]/ 0,75| 1,12

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,25 0 0 0] 0,25| 0,56

0 0 0 0 0 011,25 0 0 0 6,25 0| 3,75 0] 2,25| 2,71
NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE [Med Desv

TOTAL
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CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES
DEL TEMA 7

Num. Obijetivo de la cuestion. Puntuacionc-1 c¢c-2 ¢-3 ¢4 ¢5 ¢c6 c¢c7 c-8 c-9 c-10 c-11 c-12 c-13 c-14 c-15

1 Saber que un subconjunto de un convexo no tiene

porqué ser convexo 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 Dado un problema de programacién lineal con un

parametro, resolver de forma grafica el problema para

distintos valores del parametro 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 Reconocer cuando un conjunto es convexo y

que la interseccidn de convexos es convexo 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 Resolver un problema de programacion lineal 2,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

de forma gréfica

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE NE

No entreg6 ningun alumno las cuestiones
por problemas de tiempo, el examen estaba muy préximo
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RESUMEN DE CALIFICACIONES OBTENIDAS EN LAS CUESTIONES TEORICAS

Solo de lo entregado

Media 5,10 2,00 2,33 1,50 2,75 0,75 0,00 2,06 4,32

Media Todal: indica la media considerando como 0 las cuestiones no entregadas

Media : indica la media de las calificaciones de las hojas entregadas.

Estas tablas, asi como las observaciones cualitativas realizadas en las cuestiones

sirvieron para analizar los datos en el capitulo V.
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IV.6. Descripcion de los datos obtenidos de la
ENTREVISTA INTERMEDIA.

La entrevista INTERMEDIA fue realizada a los alumnos cuando quedaban algunos dias
para terminar el curso. En esta entrevista se pretendian obtener datos mas relevantes que nos
permitieran contestar a las diferentes cuestiones de la investigacion, sin embargo Uinicamente
pudimos realizar la entrevista a 12 de los 15 alumnos que continuaban en la experiencia

educativa. En concreto realizamos las entrevistas a los siguientes alumnos:

—

Antonio Cuéllar
Juan Pablo Trigo
Jorge Revuelta
Maria Verdu
Daniel Rubiano
Sebastian Rosado
Jessica Sanz

Sergio Rua

O 0 9 O W b~ WD

Sergio Santos
10 Laura Rubio
11 Cristina Sevilla

12 Antonio Perpifia

No se pudieron concertar entrevistas con los alumnos L.Tarno, J.I. Gomez y E. Sanz. El
modelo de la entrevista inicial se puede consultar en el ANEXO XI y dado que el contenido de
las entrevistas resulta muy complejo de resumir, ya que requiere un tratamiento analiticos,
unicamente podemos afadir que las transcripciones de TODAS las entrevistas intermedias se
puede consultar en el CD adjunto a esta memoria. También se puede consultar a modo de

ejemplo la transcripcion de una de las entrevistas intermedias realizadas en el ANEXO XI.
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datos obtenidos de la

ENCUESTA FINAL.

El ultimo dia de clase en concreto el 30 de Mayo de 2000, se realizo en el aula una

encuesta ano6nima (el modelo se puede consultar en el ANEXO XII) con el que se pretendia

realizar una evaluacion del profesor y el material didactico utilizado. La encuesta se realizo

sobre 12 de los 15 alumnos de la experiencia, dado que ese ultimo dia no asistieron todos los

alumnos. Las encuestas realizadas se pueden consultar también en el ANEXO XII y un resumen

de dichos resultados lo ofrecemos con la siguiente tabla:

RESUMEN DE DATOS OBTENIDOS EN LA ENCUESTA FINAL

CUESTIONES:
Puntuaciones Media Desv. Tipica
1. El Profesor explica con claridad: 50 3| 5 4 3 3,83 0,83
4/ 3] 3| 3
2. El profesor se preocupa por el aprendizaje 5| 5 5 5 5 4,58 0,51
de sus alumnos 5 4| 4 4
3. Suele destacar las cosas que considera 5 5 5 5 4 4,50 0,52
importantes 4, 4| 4] 4
4. Contribuye a hacer interesante la asignatura 50 5 5 4 4 4,17 0,83
5 3 4 3
5. Sus clases estan bien preparadas 5 4] 5 5 5 4,58 0,51
5 4] 4 4
6. El profesor parece dominar la asignatura y 50 5 5 5 4 4,50 0,67
estar al corriente de los progresos 4, 5 4 3
7. Ha informado sobre el programa y el plan 5 5 5 5 4 4,33 0,65
de trabajo de la asignatura 4, 4] 4 3
8. En lineas generales se ha ajustado al plan de 5 5 5 4 4 4,25 0,62
trabajo previsto 4| 5| 4] 3
9. Ha informado sobre los criterios y actividades 5 5 4 5 4 4,17 0,58
de evaluacion de la materia que imparte 4) 4| 4] 3
10. El profesor tiene una actitud receptiva ante 5 5 5 5 4 4,50 0,67
las preguntas o sugerencias de los alumnos 5 4 4 4
11. Fomenta la participacién de los alumnos 5 4] 4 5 4 3,83 0,94
en clase 4] 3| 4] 2
12. El profesor esta disponible para ser 5 5 5 4 4,27 0,79
consultado en horas de tutoria 4, 3| 4 3
13. Los conceptos tedricos se complementan 5 5 5 5 5 4,58 0,51
adecuadamente con ejemplos, comentarios, 5 4| 4 4
14. La bibliografia y/o el material de lectura 5 2 5 4 5 4,25 0,97
indicados son utiles para el estudio de la asig 5 4 5 3
15. En general, el trabajo llevado a cabo por 5 5 5 § 4 4,50 0,52
5 4] 4 4

el profesor ha sido satisfactorio
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A la vista de los resultados obtenidos podemos realizar las siguientes observaciones

relacionadas con las caracteristicas del profesorado, estableciendo los siguientes porcentajes

minimos entre los que se podria incluir cada uno de los caracteres que se citan:

El profesor explicaba con claridad:
60%
El profesor se preocupaba por el aprendizaje de sus alumnos
81,4%
El profesor solia destacar las cosas que considera importantes
80,4 %
El profesor contribuia a hacer interesante la asignatura:
66,8%
Las clases estaban bien preparadas
81,4%
El profesor parecia dominar la asignatura y estar al corriente de los progresos
76,6%
El profesor informé adecuadamente de los criterios y actividades de evaluacion
73,6%
El profesor se ha ajustado al plan de trabajo previsto:
72,6%
El profesor ha informado sobre criterios y actividades de evaluacion
71,8%
El profesor tiene una actitud receptiva ante las preguntas de los alumnos
78,6%
El profesor foment6 la participacion de los alumnos
57,8%
El profesor estaba disponible para consultarle dudas
69,6%
El profesor complement6 adecuadamente los contenidos con ejemplos
81,4%
La bibliografia y el material indicados por el profesor fueron utiles para el estudio
65,6%
La valoracidn general del profesor ha sido satisfactoria:

79,6%

Datos que nos sugieren una buena actuacion del profesorado.
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IV.8. Descripcion de los datos obtenidos del EXAMEN
FINAL.

El dia 1 de junio de 2000 se realizé el examen final de los dos SUBGRUPOS A y B (el modelo
de examen de ambos subgrupos se puede consultar en el ANEXO XV), y los datos que pudimos

obtener de estos han sido los siguientes:

Del SUBGRUPO A: realizamos un analisis cualitativo de las contestaciones realizadas y
obtuvimos como resultado el siguiente conjunto de observaciones:
e observaciones realizadas de las cuestiones teodricas de cada uno de los casos (se
puede consultar en el ANEXO XV)
e observaciones de los problemas de este subgrupo (se puede consultar en el ANEXO

XV)

Las calificaciones obtenidas por ambos subgrupos nos permitieron elaborar un cuadro
de puntuaciones obtenidas en cada uno de los dos subgrupos (se pueden consultar ambas en el

ANEXO XV) de las que podemos extraer las siguientes tablas comparativas:

e Respecto de las CUESTIONES TEORICAS: Dado que ambos subgrupos
realizaron el mismo examen tedricos mostramos a continuacion el cuadro

comparativo de los resultados obtenidos en cada una de las cuestiones:

SUBGRUPO A SUBGRUPO B

Media | Varianza | Desviaci | Mediana | Moda Media | Varianza | Desviac | Mediana | Moda
Calificaciones |5,03 |4,73 2,18 4,5 3,5 5,46 3,23 1,8 55 5
NUM. ALUM | 15 79
CUESTIONES | Media | Varianza | Desviaci | Median | Moda | Media | Varianza | Desvia | Mediana | Moda
Cuestion 1 0,53 |0,23 0,48 0,5 1 0,71 |0,21 0,46 1 1
Cuestion 2 0,7 0,14 0,37 1 1 0,72 0,09 0,31 0,5 1
Cuestion 3 0,53 |0,16 0,4 0,5 0,5 0,65 |0,15 0,39 0,75 1
Cuestion 4 0.4 0,26 0,51 0 0 0,37 (0,23 0,48 0 0
Cuestion 5 0.4 0,19 0,43 0,5 0 041 |0,11 0,33 0,5 0,5
Cuestion 6 0,3 0,21 0,46 0 0 0,5 0,25 0,5 0,5 0
Cuestion 7 0,33 |0,24 0,49 0 0 0,45 (0,25 0,5 0 0
Cuestion 8 0,6 0,26 0,51 1 1 0,66 |0,23 0,48 1 1
Cuestion 9 0,67 |0,24 0,49 1 1 0,51 |[0,25 0,5 1 1
Cuestion 10 0,57 0,10 0,32 0,5 0,5 0,51 |[0,14 0,38 0,5 0,5
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e Respecto de los PROBLEMAS, mostramos a continuaciéon las puntuaciones
obtenidas en los problemas realizados en uno y otro subgrupo, en este caso debemos

sefialar que ambos subgrupos realizaron dos examenes practicos distintos:

SUBGRUPO A. PROBLEMAS

Media | Varianza | Desviaci | Mediana | Moda
Calificaciones 5,9 4,62 2,15 6,1 --
PROBLEMAS | Nota | Media | Varianza | Desviaci | Median | Moda

max.

1-A 0,6 0,4 0,1 0,2 0,4 0,6
1-B 0,7 0,5 0,1 0,3 0,7 0,7
1-C 0,4 0,2 0 0,2 0,4 0.4
1-D 0,6 0,3 0,1 0,3 0,6 0,6
1-E 0,6 0,1 0 0,2 0 0
1-F 0,1 0 0 0 0 0
2-A 0,6 0,5 0 0,2 0,6 0,6
2-B 0,1 0,1 0 0 0,1 0,1
2-C 0,4 0,4 0 0,1 0,4 0.4
2-D 0,1 0,1 0 0 0,1 0,1
2-E 0,8 0,4 0,1 0,3 0,2 0,8
2-F 0,5 0,2 0 0,2 0,2 0
3-A 1 0,5 0,1 0,3 0,4 0,7
3-B 0,8 0,6 0,1 0,3 0,8 0,8
3-C 0,2 0,1 0 0,1 0,1 0,2
3-D 1 0,5 0,2 0.4 0,6 1
4-A 0,5 0,7 0,2 0,4 1 1
4-B 1 0,3 0 0,2 0,4 0,5

SUBGRUPO B. PROBLEMAS

Media | Varianza | Desviaci | Mediana | Moda
Calificaciones 6,04 6,04 2,45 6.10 4,1
PROBLEMAS | Nota | Media | Varianza | Desviaci | Median | Moda

max.

1-A 1,5 1,15 |0,34 0,58 1,5 1,5
1-B 2 1,02 0,48 0,7 1 0
2-A 2,5 1,55 |0,89 0,95 1,7 2,5
2-B 2 1,18 |0,6 0,77 1,2 2
2-C 2 1,14 | 0,64 0,8 1,2 2
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IV.9. Descripcion de los datos obtenidos de la

ENTREVISTA FINAL.

La entrevista FINAL fue realizada a los alumnos en el mes de octubre, una vez que ya
se habian realizado los examenes de septiembre y habia pasado cierto tiempo de la finalizacion
de la experiencia educativa. A pesar de que la asignatura fue suspendida por 2 alumnas que
formaron parte de la experiencia educativa, sin embargo no se presentaron al examen de
septiembre y perdi totalmente el contacto con ellas. No pude realizar la entrevista final que
pretendia verifican los datos que se habian ido elaborando en base a las entrevista anteriores y
las pruebas objetivas que se habian realizado (problemas, cuestiones y examen). Asi pues
unicamente pudimos realizar la entrevista final a 13 de los 15 alumnos que continuaban en la
experiencia educativa. En concreto realizamos las entrevistas a los siguientes alumnos:

13 A. Cuéllar

14 J. P. Trigo

15 J. Revuelta

16 M. Verda

17 D. Rubiano

18 S. Rosado

19 E. Sanz

20 S.Rua

21 S. Santos

22 L. Rubio

23 L. Tarno

24 A. Perpina

25 J.I. Gomez

Como acabamos de comentar, no pudimos concertar entrevista con las alumnas C.
Sevilla y J. Sanz que fueron precisamente las que suspendieron la asignatura. El modelo de la
entrevista final se puede consultar en el ANEXO XIII y dado que el contenido de las entrevistas
resulta muy complejo de resumir, ya que requiere un estudio analitico que realizaremos en el
capitulo V, tnicamente podemos sefalar que las transcripciones de TODAS las entrevistas
finales se pueden consultar en el CD adjunto a esta memoria. También se puede consultar a
modo de ejemplo la transcripcion de una de las entrevistas intermedias realizadas en el ANEXO

XIII.



340  IV.10. DESCRIPCION DE LOS DATOS OBTENIDOS DE LA ENTREVISTA CON LA
OBSERVADORA CUALIFICADA.

IV.10. Descripcion de los datos obtenidos de la

ENTREVISTA CON LA OBSERVADORA
CUALIFICADA.

A lo largo de toda la experiencia didactica, estuvo presente una observadora cualificada,
Catedratica del Departamento de Analisis Econdmico: Economia Cuantitativa, que ha impartido
docencia en dicha asignatura a lo largo de los ultimos 15 afios. La presencia de la observadora
no entorpecid nada la marcha del curso, los alumnos llegaron a pensar que era una alumna. A lo

largo de esta experiencia se sentd en la ultima fila del aula.

La entrevista se realizé el mes de Octubre de 2001, después de haber pasado un afio de
la experiencia didactica. El modelo de entrevista que se planteo inicialmente (se puede consultar
en el ANEXO X1V, parte 1) no se siguid al pie de la letra, sirvido Gnicamente de guia de la

entrevista de la que se puede consultar toda la transcripcion de la misma en el ANEXO XIV;

parte 2.

El analisis de datos de esta entrevista se desarrolla en el capitulo V.
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IV.11. Datos obtenidos de las TUTORIAS A
EJERCICIOS DE MANIPULACION.

1. TUTORIAS REALIZADAS POR INTERNET

Como ya comentamos en el capitulo III, se propusieron unas tutorias por Internet, de las que
esperabamos obtener datos que sirvieran para afadir al conjunto total de datos obtenidos por
otros medios, sin embargo tan sélo recibi una consulta por e-mail relacionada con el calculo de
la matriz asociada a una aplicacion lineal. Esta circunstancia es sintoma de dos posibles
situaciones: o bien los alumnos resolvian todas sus dudas en clase o bien resolvian sus dudas
entre ellos, circunstancias que en todo caso son buenos indicadores de la estrategia didactica,
pues en el primer caso, muestrarian un elevado grado de interactividad en el aula y en el

segundo caso serian indicativo de que existe mucha colaboracidn entre los alumnos.

2. EJERCICIOS DE MANIPULACION.

Los alumnos tan solo entregaron dos ejercicios de manipulacion, por lo que el conjunto de
datos que esperabamos recoger con estos ejercicios ha sido inexistente. Nuevamente podriamos
conjeturar posibles causas que han motivado este hecho. Se me ocurren dos causas:

a) que los alumnos no tuviesen tiempo material de realizar todos los ejercicios de
manipulacion

b) que los alumnos no considerasen importantes estos ejercicios ya que eran
manipulaciones similares a las realizadas en clase y se centrasen en los

problemas propuestos.

En ambos casos la circunstancia que motiva esta inexistencia de datos es perfectamente

asumible.
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CAPITULO V:
ANALISIS DE LOS DATOS.

V.1. Descripcion general del proceso de analisis

realizado.

Una vez realizado el proceso de organizacion de datos tal como hemos comentado a lo
largo del capitulo anterior, nos enfrentamos al analisis de datos. Este andlisis es el que nos ha
permitido obtener las conclusiones finales a partir de las cuales hemos elaborado el informe
final de la investigacion. Los datos recogidos en la investigacion se pueden clasificar en tres

grandes grupos:

DATOS OBTENIDOS POR OBSERVACIONES DEL INVESTIGADOR:
- Notas de campo

DATOS OBTENIDOS DIRECTAMENTE DE LOS ALUMNOS.

A) DATOS OBTENIDOS DE ENTREVISTAS
- encuesta inicial de seleccion
- entrevista inicial de toma de contacto y obtencion de primeras impresiones
- entrevista intermedia, para profundizar las cuestiones de la investigacion
- entrevista final, para verificar las impresiones y datos que se fueron
obteniendo en las pruebas iniciales

B) DATOS OBTENIDOS DE PRUEBAS OBJETIVAS
- observaciones de los problemas entregados por los alumnos
- observaciones de las cuestiones tedricas entregadas por los alumnos
- observaciones del examen final

DATOS OBTENIDOS DE UN OBSERVADOR EXTERNO
- Entrevista realizada a la observadora cualificada que presencio todo el curso
experimental.
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Estos bloques de datos nos han permitido realizar dos tipos de analisis: un analisis
vertical y un analisis horizontal o longitudinal. El analisis vertical se ha realizado considerando
en cada caso las diferentes cuestiones de la investigacion, mientras que el analisis horizontal o
longitudinal se ha desarrollado analizando cada una de las cuestiones sobre todos los casos. Para
facilitar la interpretacion y la lectura de este capitulo vamos a describir como ha sido el proceso

general que hemos tenido en cuenta en cada uno de estos dos tipos de analisis.

A)ANALISIS VERTICAL DE LOS CASOS

Con el ANALISIS VERTICAL hemos analizado por separado cada uno de los casos
(alumnos) objeto de la investigacion, a partir de los datos cualitativos obtenidos tanto de las
entrevistas realizadas a los alumnos como de las pruebas objetivas entregadas por los mismos.
Este analisis vertical nos ha proporcionado unas “CONCLUSIONES FINALES DE CADA
CASO”, es decir unas conclusiones particularizadas sobre cada uno de los participantes en la
investigacion. Para poder elaborar las “conclusiones finales de cada caso” hemos disefiado un
proceso secuencial de andlisis con el fin de extraer la informacion significativa y agruparla en
torno a las cuestiones iniciales de la investigacion. Este analisis secuencial lo hemos realizado
en primer lugar sobre los datos objetivos (problemas, cuestiones y examen final) y hemos
obtenido una “sintesis de datos objetivos™ para cada caso. De la misma forma hemos sometido
el andlisis secuencial sobre los datos subjetivos (encuesta inicial, entrevista inicial, entrevista
intermedia) y hemos conseguido elaborar lo que hemos denominado la “sintesis de datos
subjetivos”. Agrupando estas dos sintesis obtuvimos las denominadas “CONCLUSIONES
PARCIALES DE CADA CASO”. A continuacion con el analisis de los datos obtenidos de la
entrevista final resultdé la denominada “sintesis de la entrevista final” que nos ha permitido
contrastar y verificar los datos que habiamos obtenido en las conclusiones parciales. A partir de

esta verificacion y contraste hemos podido elaborar las conclusiones finales de cada caso.

Como hemos podido observar el proceso de ANALISIS VERTICAL estd basado
principalmente en un ANALISIS SECUENCIAL DE DATOS. Este analisis secuencial, es un
proceso de analisis cualitativo que parte de un conjunto de datos textuales, con los que
extraemos los elementos o unidades significativas para la investigacion. Estos elementos
significativos deben ser codificados y categorizados con el fin de obtener una sintesis de datos,
que no es mas que un conjunto de precategorias justificadas por un conjunto de unidades

significativas que manifiestan los atributos y caracteres propios de esta categorizacion. Como
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acabamos de observar este proceso requiere distinguir un conjunto de fases analiticas que

describimos a continuacion:

1. Separaciéon de las unidades significativas. El proceso ha consistido en separar el

conjunto de frases o parrafos que ofrecen una caracteristica o atributo significativo para las
cuestiones iniciales de nuestro proceso de investigacion. Estas unidades textuales las hemos
definido como unidades significativas o elementos significativos. Este proceso de separacion ha
sido un proceso minucioso que nos ha obligado a leer una y otra vez los datos elaborados

previamente.

2. Precategorizacion y codificacion de las unidades significativas.

A medida que realizdbamos la separacion de unidades significativas, era necesario
efectuar dos procesos muy importantes a saber:

- en primer lugar indicar la PRECATEGORIA que generaba esta unidad,

- yen segundo lugar realizar la CODIFICACION que nos permitiera localizar
adecuadamente cada elemento significativo en el conjunto de datos, es decir
localizar la cita textual dentro de todos los datos a través de un codigo
concreto.

Se trataba por tanto de establecer un conjunto de precategorias en funcioén de los atributos o
aspectos significativos que proporcionaban cada una de las unidades significativas obtenidas y

realizar una codificacion adecuada de las unidades significativas.

3. Sintetizar los elementos significativos. A partir del conjunto de elementos

significativos etiquetados con un CODIGO y un ATRIBUTO caracteristico, necesitamos
formular una sintesis de cada elemento significativo asi como una clasificacion de cada uno de

ellos conforme a la subcategoria a la cual se referian.

4.Agrupar las precategorias segun las categorias iniciales o categorias emergentes. A

partir de estos elementos significativos y sus atributos fundamentales hemos tenido que realizar
una analisis de las “precategorias” obtenidas en esta primera aproximacion para poderlas
encuadrar dentro de las cuestiones iniciales de la investigacidon, para que nos permitieran
contestar a las diferentes cuestiones planteadas inicialmente. También han surgido ciertas
precategorias que no contestaban a estas cuestiones iniciales y que han configurado las

denominadas categorias emergentes.

5. Analisis individualizado de categorias. A través del estudio pormenorizado de las

sintesis recogidas en cada una de las categorias, hemos analizado cada uno de los
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ELEMENTOS O UNIDADES SIGNIFICATIVAS que habiamos agrupado en cada categoria,
para obtener asi una descripcion parcial de cada una de las cuestiones iniciales o bien obtener
caracteristicas descriptivas no previstas de la investigacion a modo de categorias emergentes.
Estos elementos o unidades significativos nos han permitido estructurar cada una de las
cuestiones, elaborando un resumen, un conjunto de conclusiones para cada cuestion, en el que
hemos incluido las unidades significativas que refutan cada una de las conclusiones citadas,
consiguiendo de esta manera la sintesis de datos, producto final de este proceso secuencial de

analisis.

Para obtener una vision mas grafica del proceso podemos considerar el siguiente

esquema:

DATOS INICIALES
A ANALIZAR

1. Separar unidades de
significado

2. Precategorizaciéon
y codificacion

3. Sintetizar la
precategorizacion

!

4. Agrupar las
PRECATEGORIAS en:
- INICIALES

- emergentes

!

5. Analisis individual
de categorias

!

SINTESIS DE LOS
DATOS

ANALISIS
SECUENCIAL DE
DATOS
CUALITATIVOS
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El ANALISIS SECUENCIAL DE DATOS CUALITATIVOS ha sido un esquema de
analisis que se ha utilizado en varias ocasiones a lo largo del analisis vertical. Este esquema de

analisis se ha realizado en las cinco etapas que describimos a continuacion:

ETAPA A: Sintesis de datos de las pruebas objetivas.

A partir de las observaciones elaboradas por el investigador sobre la base de los
problemas y cuestiones entregados por los alumnos y del examen final, y tras realizar sobre
estas observaciones el proceso de anélisis secuencial de datos, obtuvimos una clasificacién de
las diferentes unidades significativas que aparecieron en estas observaciones en las diferentes
precategorias que consideramos importantes. El resultado final fue lo que denominamos la

sintesis de datos de las pruebas objetivas para cada uno de los casos de la investigacion.

ETAPA B: Sintesis de los datos subjetivos.

Una vez transcritas sobre el papel las entrevistas realizadas a los alumnos y después de
varias lecturas detalladas de las mismas (encuesta inicial, entrevista inicial y entrevista
intermedia) hemos obtenido un conjunto de ELEMENTOS O UNIDADES SIGNIFICATIVAS
que una vez agrupados han ido definiendo el conjunto de subcategorias que han ofrecido una

respuesta clara a las cuestiones iniciales de nuestra investigacion.

ETAPA C: Cuadro de conclusiones parciales del caso.

A partir de la sintesis de los datos de pruebas objetivas realizada en la etapa A y de la
sintesis de los datos subjetivos realizadas en la etapa B, y mediante un proceso de agrupamiento
y sintesis de las diferentes precategorias obtenidas conseguimos obtener un cuadro de
conclusiones parciales del caso que contestaban inicialmente a cada una de las cuestiones de la

investigacion.

ETAPA D: Sintesis de datos de la entrevista final.
A partir de los datos obtenidos en la entrevista final, y realizando nuevamente un
proceso de analisis secuencial de datos hemos podido obtener la sintesis de datos de la

entrevista final que nos ha servido para completar el analisis en la siguiente etapa.

ETAPA E: Verificacion de datos: conclusiones finales del caso.

Con la sintesis de datos de la entrevista final y las conclusiones parciales del caso
mediante un proceso de contraste de cada una de las unidades significativas hemos podido
elaborar unas conclusiones finales de cada caso. Este contraste nos ha permitido VERIFICAR
los datos obtenidos en las conclusiones parciales, pudiendo de esta forma elaborar para cada

cuestion unas CONCLUSIONES FINALES DEL CASO.
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B) ANALISIS HORIZONTAL O TRANSVERSAL.

Las conclusiones finales de cada caso nos han proporcionado una vision individualizada

de la investigacion, es decir, una vision centrada en las cuestiones formuladas en nuestra

investigacion desde la perspectiva de cada caso. Para obtener unas conclusiones comparadas y

contrastadas de cada una de las cuestiones y poder asi, formular unas conclusiones definitivas

de la investigacion ha sido necesario realizar un analisis horizontal o transversal de cada una de

las cuestiones. Esta comparativa ha facilitado el contraste y la triangulacion de los datos

cualitativos obtenidos de:

a)
b)

¢)

d)

las conclusiones finales de cada caso a partir del analisis vertical,

los datos obtenidos en las notas de campo,

los datos cuantitativos obtenidos de las pruebas objetivas realizadas a los
subgrupos A y B

y de la entrevista realizada a la observadora cualificada.

Para realizar este ANALISIS HORIZONTAL hemos realizado los siguientes analisis

previos:

A partir de las CONCLUSIONES FINALES DE CADA CASO
hemos elaborado para cada CUESTION objeto de estudio, unas
CONCLUSIONES PARCIALES DE CADA CUESTION utilizando

unicamente los datos cualitativos de las entrevistas y pruebas objetivas.

Considerando los datos cuantitativos obtenidos de las evaluaciones
y valoraciones de las diferentes pruebas objetivas, y teniendo en cuenta los
contenidos que se han ido evaluando en cada una de las pruebas
(cuestiones tedricas entregadas, problemas entregados y examen final)
hemos elaborado un CUADRO RESUMEN DE PRUEBAS
OBJETIVAS tanto para el subgrupo A (con DERIVE) como para el
subgrupo B (sin DERIVE).

Con las notas de campo elaboradas por el investigador a lo largo de
la investigacion, y considerando las cuestiones de la investigacion

elaboramos unas SINTESIS DE NOTAS DE CAMPO.

Por ultimo a partir de la encuesta realizada a la observadora
cualificada hemos realizado unas CONCLUSIONES DE LA
ENTREVISTA CON LA OBSERVADORA CUALIFICADA, que
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contiene elementos significativos que nos permitan contrastar cada

cuestion.

5. La ultima fase del analisis horizontal constituye el denominado
proceso de TRIANGULACION DE DATOS, que tiene en cuenta todos
los datos obtenidos anteriormente

e Conclusiones parciales de cada cuestion.
e Resumen de las Notas de Campo
e (alificaciones y observaciones de las pruebas
objetivas realizadas a los SUBGRUPOS A (con
DERIVE) y SUBGRUPO B( sin DERIVE)
e Encuesta realizada a la observadora cualificada
y de esta forma obtenemos las CONCLUSIONES FINALES DE LA
INVESTIGACION.

Un posible esquema del proceso de ANALISIS DE DATOS seria el siguiente:
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V.2. Analisis vertical de casos.

Como acabamos de comentar en el apartado anterior, con el ANALISIS VERTICAL
DE DATOS intentdbamos obtener unas conclusiones finales para cada unos de los casos que
han intervenido en la investigacion. Estas conclusiones nos han servido de soporte para elaborar
las “CONCLUSIONES PARCIALES DE CADA CUESTION” informacién a partir de la cual

hemos podido obtener las conclusiones de la investigacion.

Para realizar este ANALISIS VERTICAL, hemos tomado como base las transcripciones
de las entrevistas realizadas a lo largo de la investigacion, asi como de las observaciones y
evaluaciones de las diferentes pruebas objetivas realizadas (cuestiones tedricas, problemas
propuestos y examen final). A partir de estas prueba hemos ido extrayendo los ELEMENTOS
SIGNIFICATIVOS que nos han permitido obtener conclusiones en cada uno de los casos. Las
etapas en las que hemos dividido este analisis vertical de casos coincidentes con las fases del

analisis secuencial de datos descrito en el apartado anterior, son las siguientes:

1. SEPARACION DE LAS UNIDADES DE SIGNIFICADO.

A partir de las transcripciones de las encuestas iniciales, entrevistas iniciales e
intermedias realizadas a los alumnos y los datos de las pruebas objetivas realizadas por cada uno
de los alumnos separamos los elementos que consideramos significativos en cada una de las
pruebas para cada una de las cuestiones previas de la investigacion, es decir, realizamos una

separacion de los datos en unidades tematicas conforme a las cuestiones de la investigacion.-+

2. CATEGORIZACION Y CODIFICACION DE DATOS.

Para obtener y separar de una forma ordenada las unidades significativas de las pruebas
que hemos sefialado, ha sido necesario realizar una CATEGORIZACION Y CODIFICACION
de los datos, de tal forma que a partir de las caracteristicas que iban aportando cada una de las
unidades significativas se pudiera establecer un conjunto de precategorias para el analisis. La
codificacion ha servido para etiquetar las unidades significativas conforme a unos criterios
generales que nos permitieran localizar de forma automatica cualquier codigo en el conjunto de
datos y por otro lado para utilizar los c6digos como representantes de la unidad en el proceso de

analisis.
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3. SINTESIS Y AGRUPAMIENTO DE UNIDADES DE SIGNIFICADO
CONFORME A LA CATEGORIZACION PREVIA

A partir de las unidades significativas obtenidas de los diferentes conjuntos de datos

efectuamos una sintesis y agrupamiento de las unidades en funcion de los significados que

aportaban cada uno de ellos a las diferentes precategorias establecidas previamente. Esto nos

permitio obtener un conjunto de bloques de significado, perfectamente referenciados de acuerdo

a nuestra codificacion.

4. AGRUPAMIENTO DE UNIDADES DE SIGNIFICADO EN TORNO A LAS
CUESTIONES INICIALES.

A partir de los bloques de significado obtenidos (precategorias) y teniendo en cuenta las
cuestiones iniciales de la investigacion, agrupamos cada uno de estos bloques en torno a cada
una de las cuestiones antes comentadas. Dado que han existido bloques que no se podian
incorporar en las cuestiones iniciales, consideramos nuevas cuestiones emergentes que podrian

ser contestadas por estos bloques de significado.

5. ANALISIS INDIVIDUALIZADO DE CUESTIONES. PARA CADA CASO

Los bloques de unidades significativas de cada una de las cuestiones de la investigacion
nos permitieron, para cada caso concreto, realizar un estudio de la cuestion en torno a ciertos
ASPECTOS CARACTERISTICOS O ATRIBUTOS perfilados por las diferentes unidades de
significado.

6. ELABORACION DE LAS CONCLUSIONES PARCIALES DEL CASO
Una vez analizados los aspectos y atributos de cada cuestion con los datos antes

mencionados establecimos las conclusiones parciales de cada caso.

7. VERIFICACION DE DATOS.

A partir de la codificacion, categorizacidon y agrupamiento en unidades de significado de
los datos proporcionados por la ENTREVISTA FINAL, que contiene opiniones y valoraciones
posteriores a la realizacion del examen, hemos conseguido elementos significativos suficientes

que nos ha permitido verificar las conclusiones parciales de cada caso y asi elaborar las

CONCLUSIONES FINALES DE CADA CASO:
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V.2.1. CODIFICACION DE ELEMENTOS

SIGNIFICATIVOS

Antes de pasar a analizar cada uno de los casos, y dado que las UNIDADES O
ELEMENTOS SIGNIFICATIVOS que respaldan cada conclusion requieren de cierta

sistematica de referencia, es decir de una cierta CODIFICACION; pasamos a continuaciéon a

describir brevemente como ha sido la codificacion que hemos utilizado en el anélisis.

a) CODIFICACION DE LOS DATOS

PRUEBA
DATOS

CODIGO
GENERAL

CODIGOS PARTICULARES

I11. Encuesta
inicial

ENCINI

La encuesta inicial se pasod a la mayor parte de los
alumnos, por lo que un primer codigo particular
hacia referencia a cada alumno (caso) segun la
codificacidon que indicaremos a continuacion para los
alumnos. En segundo lugar dado que la encuesta
inicial estaba dividida en una serie de items (en total
12) el segundo codigo particular que identificaba
totalmente a la unidad significativa seria el nimero
de item. Asi pues el esquema general de codificacion
de elementos significativos obtenidos de la encuesta
inicial ha sido el siguiente: [ENCINI-caso-item]
Ejemplo:

[ENCINI-casol-12]  se refiere al item 12 de la
encuesta inicial pasada al caso 1

Entrevista inicial

ENTINI

Nuevamente en la entrevista inicial el primer codigo
particular ha sido el caso. El segundo tiene que ver
con la numeracion de la unidad significativa. Como
en la entrevista inicial no habia numeracion, en el
proceso de separacion de unidades de significado
tuvimos que ir numerando estas unidades. De esta
forma el esquema general de codificacion para los
elementos significativos obtenidos de la entrevista
inicial ha sido el siguiente:

[ENTINI-caso-item]

Ejemplo:

[ENTINI-casol-7] se refiere a la entrevista inicial
pasada al caso 1, y el elemento significativo 7.

Entrevista intermedia

ENTINT

El primer codigo particular vuelve a ser el caso o
alumno. En cuanto al segundo codigo de esta prueba,
se identifico con la numeracion de los items que tenia
la entrevista: 1.1, 1.2, 1.3,......... 14.5,G.1, G.2,..G.5,
por tanto para referirnos a una unidad significativa de
la entrevista intermedia utilizamos el esquema:
[ENTINT-caso-item]

Ejemplo

[ENTINT-caso3-12.1] se refiere a la pregunta 12.1
de la entrevista intermedia realizada al caso 3.
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Entrevista final ENTFIN En la entrevista habia items numerados de la forma
1.1.... 144....
Por tanto haremos el esquema general para referirnos
a una unidad significativa de la entrevista final utiliza
el siguiente esquema:
[ENTFIN-caso-item]|

Iv. Ejemplo:
[ENTFI-caso10-1.7] se refiere a la pregunta 1.7 de la
entrevista final realizada al caso 10

Problemas PROB Como los problemas propuestos estaban numerados
entregados por 1.1,1.2... al igual que los resumenes de
observaciones realizadas a los mismos, entonces las
referencias a estas observaciones las hemos
codificado utilizando el esquema:
[PROB-caso-problema]

Ejemplo:

[PROB-caso5-11.6]

se refiere a una observacion realizada del problema
11.6 del caso 5.

Cuestiones CUES Como las cuestiones propuestas estaban numeradas
entregadas por L1, 12,.. entonces los resumenes de
observaciones realizadas de las cuestiones entregadas
por los alumnos utilizaron la misma numeracion. De
esta forma el esquema para referenciar una unidad
significativa de las cuestiones entregadas utilizo el
siguiente esquema:

[CUES-caso-cuestion]

Ejemplo:

[CUES-caso03-1V.5]

se refiere a la cuestion teodrica IV.5 realizada por el
caso 3.

Examen final EXFIN Las observaciones realizadas de los examenes finales
se podian referenciar en cada caso haciendo uso de la
numeracion que tenian los problemas o bien las
cuestiones por lo que para problemas utilizaremos
prob-numero 'y para cuestiones cues-numero
[EXFIN-caso-(prob-niimero/cues-niimero)]
Ejemplo:

[EXFIN-caso5-probl1.2] se refiere al problema 1.2
del examen final realizado por el caso 5.
[EXFIN-caso3-cuesl] se refiere a la cuestion 1 del
examen final realizado por el caso 3.
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b) CODIFICACION DE LOS CASOS:

Nombre del alumno Identificador del caso
1.Antonio Cuellar Hervas caso-1
2. Jorge Revuelta Oca caso-2
3. Sebastian Rosado caso-3
4. Daniel Rubiano caso-4
5. Juan Pablo Trigo caso-5
6. Sergio Santos caso-6
7. Eduardo Sanz caso-7
8. Antoni Perpifia caso-8
9. Luis Tarno caso-9
10. Laura Rubio caso-10
11. José Ivanoff Gomez caso-11
12. Sergio Rua caso-12
13 Maria Verda caso-13
14. Jessica Sanz caso-14
15. Cristina Sevilla caso-15
16. Ricardo Sanchez caso 16

Con esta CODIFICACION, cualquier unidad significativa del texto ha podido ser
localizada facilmente, permitiendo de esta forma utilizar la codificacion del elemento
significativo sin necesidad de incluir integramente su texto a lo largo de todo el analisis. Esto
nos ha facilitado el andlisis y a su vez la localizacion textual de aquellas unidades que

confirmaban un ASPECTO o ATRIBUTO.

Asi por ejemplo si tenemos la cita textual

“..los ejercicios de manipulacion los repites tantas veces entonces parece que como el

>

concepto teorico lo estas aplicando sucesivas veces...’

referida a la respuesta dada por el caso-1 en la entrevista intermedia, pregunta 4.7; entonces su

codificacion seria:

“..los ejercicios de manipulacion los repites tantas veces entonces parece que como el

concepto teorico lo estas aplicando sucesivas veces...” [ENTIN-caso1-4.7]

y de esta manera cualquier referencia en el analisis al codigo [ENTIN-caso1-4.7] nos permite
por un lado localizar exactamente la cita textual a la cual se refiere y por otro lado nos permite
citar todas las unidades significativas que confirman cierto ATRIBUTO sin necesidad de incluir
todo el texto. En el anexo XVI podemos encontrar a modo de ejemplo una codificacion de las

unidades significativas de un caso. No obstante, en el CD-ROM adjunto a esta investigacion
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podremos encontrar todas las unidades significativas que han servido de base para elaborar la

investigacion.

Debemos senalar también que en las pruebas objetivas (problemas resueltos, cuestiones

entregadas y examen final) hemos realizado unas observaciones previas al analisis. Estas

observaciones realizadas por el investigador han servido como dato para completar el analisis,

es decir no hemos trabajado con el texto exacto de la prueba objetiva sino que hemos usado las

observaciones realizadas previamente durante el proceso de evaluacion de las pruebas.

Hacemos a continuacion una tabla rapida de acceso

PRUEBA

CODIGO

Items

Encuesta inicial

[ENCINI-caso-item]

segiin numeracion

Entrevista inicial

[ENTINI-caso-item]

segin numeracion

Entrevista intermedia

[ENTIT-caso-item]

l.1al 1.4;2.1al23,3.1al 3.6,4.1al 4.7,
5.1.al 5.6, 6.1 al 6.5,7.1al 7.3,8.1al 8.2,
9.1al 9.5,10.1 al 10.3,11.1 al 11.4, 12.1
al 12.3, 13.1 al 134, 14.1 al 145, g.1,

g2,83,g4

Entrevista final

[ENTINI-caso-item]

1.1al1.8,2.1al28,3.1al3.6,4.1a.4.12,
5.1a.53,6.1al64, 7.1al7.2,8.1al 84,
9.1al9.5,10.1al104,11.1al11.4,12.1al
12.3,13.1al 13.6, 14.1 al 14.4, general

Notas de campo

[NOTC-dia]

23-feb, 24-feb, 28-feb, 2-mar, 6-mar, 9-
mar, 13-mar, 15-mar, 16-mar, 20-mar, 21-
mar, 23-mar, 27-mar, 30-mar, 5-ab, 10-abr,
11-abr, 13-abr, 25-abr, 8-may, 9-may, 16-
may, 17-may, 21-may, 24-may, 28-may,
30-may, 1-jun

Problemas entregados

[PROB-caso-proble]

1.1 al 1.10, 2.1 al 2.14, 3.1 al 3.12, 4.1 al
4.10,5.1 al 5.10, 6.1 al 6.8

Cuestiones entregadas

[CUES-caso-cuestio]

1.1 al 1.4, 2.1 al 2.4, 3.1 al 3.4, 4.1 al 44,
5.1al54,6.1al64y 7.1a.74

Examen final

[EXFIN-caso-cue/pr]

cuestiones:

cuesl,cues2,....,cues10

problemas:

probl.a, probl.b, probl.c, probl.d, probl.e,
probl.f;

prob2.a, prob2.b, prob2.c, prob2.d, prob2.e,
prob2.f;

prob3.a, prob3.b, prob3.c, prob3.d, prob4.a,
prob4.b
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V.2.2. PRECATEGORIAS DE LA INVESTIGACION.

a) PROBLEMAS Y CUESTIONES PROPUESTOS Y
EXAMEN FINAL.

En el proceso de analisis y separacion de unidades significativas de las pruebas

objetivas pudimos generar basicamente un conjunto de precategorias en torno a las cuales

agrupariamos los elementos significativos marcados. Las precategorias que utilizamos para

estas pruebas fueron las siguientes:

1.

Errores y dificultades conceptuales que se deducen de las pruebas
objetivas. Dentro de esta precategoria efectuamos una nueva
clasificacion en funcidon del tema al que se refiriese ese error
conceptual.

Conceptos y procedimientos que parece dominar. Dentro de esta
precategoria nuevamente efectuamos una nueva clasificacion de los
conceptos dominados entre los siete capitulos del temario.
Dificultades del manejo del programa. Incluyendo aqui los
elementos que consideramos significativos para indicar cuales
habian sido los errores mas tipicos en el uso del programa DERIVE.
Grado de utilizacion de DERIVE en las cuestiones teoricas. En
esta precategoria agrupamos los elementos significativos que
indicaban si el alumno habia utilizado DERIVE en las cuestiones

tedricas.

b) ENCUESTA INICIAL, ENTREVISTAS INICIAL E
INTERMEDIA.

En el proceso de

categorizacion de los datos obtenidos de las entrevistas inicial e

intermedia asi como de la encuesta inicial consideramos que las caracteristicas que tenian el

conjunto de elementos significativos nos permitian elaborar un conjunto de precategorias que

ofrecian respuestas a las diferentes cuestiones iniciales propuestas en la investigacion y que

nosotros definimos de la siguiente forma:

1
2
3.
4

Sistema de notacion intermedio
Interactividad
Protagonismo y autocreacion.

Desarrollo de contenidos esenciales.
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5. Esfuerzo Rutinario

6. Herramienta de experimentacion

7. Aprendizajes significativos

8. Estrategias de resolucion de problemas
9. Barreras adicionales

10. Autonomia cognitiva.

11. Relacién dialéctica

12. Aprendizaje colaborativo.

13. Atencion a la diversidad

14. Motivacién

Asimismo consideramos que habia un conjunto de tematicas que se escapaban a esta

primera clasificacion establecida inicialmente en la investigacion relacionada con:

15. Dinamica del curso.
16. Expectativas del curso.
17. Trayectoria educativa.

V.2.3. ANALISIS DE CADA CASO

A partir de la codificacion comentada en el apartado V.2.1. y de la categorizacion del apartado
V:2.2. procedimos a desarrollar las cinco etapas del analisis vertical con cada uno de los casos
de la investigacion. A modo de ejemplo vamos a desarrollar de forma resumida el proceso de

analisis seguido con uno de los casos, en particular con el caso 12 (S. Ruaa).

A) ELABORACION DE LA SINTESIS DE PRUEBAS OBJETIVAS.

A partir de las cuestiones tedricas entregadas por el caso 12, realizamos una distribucion
de las diferentes unidades significativas entre los temas y las precategorias iniciales (ver
apartado V.2.2) y teniendo en cuenta la codificacion general comentada en el apartado V.2.1.
realizamos una sintesis de las tres pruebas analizadas cuestiones tedricas, problemas propuestos
y examen final (en el ANEXO XVII se pueden consultar a modo de ejemplo las sintesis
realizadas para esta tres pruebas para el caso 12) , y a partir de estas tres sintesis elaboramos un

cuadro resumen sintético de las observaciones de datos y pruebas objetivas
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PRECATEGORIAS

OBSERVACIONES SIGNIFICATIVAS

CONCLUSIONES

Errores y
dificultades conceptuales

TEMA 1.

No ha sabido manejar polinomios de grado menor que 4 como vectores de un
espacio vectorial [PROB-caso12-1.2]

No ha sabido calcular los vectores ortogonales a un subespacio vectorial [PROB-
casol12-1.3]

TEMA 3

Ha generalizado a partir de un resultado concreto [PROB-caso12-3.1]

En un problema con vectores paramétrico en el que intervenian los conceptos de
independencia lineal le han faltado casos para determinar cuando esos vectores eran l.i.
nuevamente ha tenido problemas con rangos [PROB-caso12-3.10]

Ha tenido ciertos problemas para obtener el rango de una matriz 4x6 le han faltado
estudiar menores [PROB-caso12-3.5]

No ha sabido calcular el determinante de Vandermonde usando propiedades de
determinante y utilizé directamente la funciéon DET [PROB-caso12-3.8]

TEMA 4
No ha sabido determinar para qué valores de un parametro un subconjunto definido
por ecuaciones cartesianas es un subespacio vectorial [CUES-caso12-4.2]

No ha hecho un tratamiento adecuacion en la discusion de un sistema con dos
parametros, por un problema de distincion de casos en el estudio de los rangos [PROB-
caso12-4.9]

Discute mal un sistema de 4 ecuaciones con 3 incognitas pues como la matriz de
coeficientes es de orden 4x3 y la ampliada de 4x4 primero estudia el rango de la matriz de
coeficientes, y lo hace mal, hace una mala distincion de casos [PROB-caso12-4.4]

No ha sabido aplicar el teorema de Rouche para determinar si un sistema es
compatible indeterminaro [CUES-caso12-4.5]

TEMA 5
No ha sabido determinar que si una matriz A es diagonalizable entonces k.A

TEMA 1

No ha sabido menejar espacios vectoriales con el
de los polinomios de grado menor o igual que 4
[PROB-caso12-1.2]

No ha sabido calcular vectores ortogonales a un
subespacio vectorial dado [PROB-caso12-1.3]

TEMA 3
Ha tenido ciertos problemas con el calculo de
rangos [PROB-caso12-3.10], [PROB-caso12-3.5]

Tampoco ha sabido calcular el determinante de
Vandermonde usando propiedades y ha usado
directamente la funcion DER [PROB-caso12-3.8]

TEMA 4.

Ha tenido ciertos problemas en la discusion de
sistemas de ecuaciones con parametros [PROB-
casol12-4.9], [PROB-caso12-4.4], [CUES-casol2-
4.5]
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también lo es [CUES-caso12-5.3]
No ha sabido determinar cuando un conjunto de autovectores de una matriz
pueden formar base del espacio total [CUES-caso12-cues-6]

Procedimientos y
conceptos que parece
dominar

TEMA 1

Entiende el concepto de dimension de un subespacio vectorial [CUES-caso12-1.1]

Sabe relacionar el nimero de ecuaciones no redundantes con la dimension de un
subespacio [CUES-caso12-1.1-b]

Sabe relacionar el nimero de ecuaciones no redundantes de un subespacio con la
dimension del mismo [CUES-caso12-1.4-b]

Sabe obtener la base de un susbespacio vectorial a partir de las ecuaciones
cartesianas [PROB-caso12-1.4]

Sabe determinar cuando un vector pertenece a un subespacio vectorial [PROB-
casol2-1.4-b]

Sabe obtener una base de un subespacio vectorial a partir de un sistema de generadores, asi
como las ecuaciones cartesianas del mismo [PROB-caso12-1.9]

Sabe discutir la dimension de un subespacio vectorial en funcidon de parametros
[PROB-caso12-1.10]

Sabe determinar la dimension de un subespacio vectorial obteniendo una base de
dicho subespacio asi como mediante la relacion entre dimension y numero de ecuaciones no
redundantes [EXFIN-caso12-cues-1]

Sabe obtener una base de un subespacio vectorial del cual se tiene un sistema de
generadores [EXFIN-casol12-probl-a]

Sabe obtener las ecuaciones cartesianas de un subespacio vectorial del cual se tiene
un sistema de generadores [EXFIN-caso12-probl-b]

Sabe obtener una base de un subespacio vectorial del que se tienen sus ecuaciones
cartesianas [EXFIN-caso12-probl-c]

Sabe determinar si cuatro vectores no nulos son li. o ld [CUES-caso12-1.2]

Sabe deducir que en R? tres vectores son siempre 1.d. [CUES-caso12-1.3]

Sabe que un conjunto de tres vectores Li. en R’ es una base de R* [CUES-caso12-
1.4-a]

Sabe que 4 vectores de R? no nulos no tienen porqué ser 1.i. pueden ser 1.d. [CUES-
casol2-1.4-c]

No ha sabido deducir que un conjunto de vectores Li. no puede expresar de dos
formas distintas un mismo vector [CUES-caso12-1.2-b]

TEMA 1

Domina todo los conceptos relacionados con
subespacios  vectoriales: dimensiéon de un
subespacio vectorial [CUES-casol2-1.1], calculo
de la dimension de un s.v. usando el niimero de
ecuaciones no redundantes [CUES-caso12-1.4-b],
[EXFIN-casol2-cues-1], la base de un susbespacio
vectorial a partir de sus ecuaciones cartesianas
[PROB-caso12-1.4], [EXFIN-casol2-probl-c] o a
partir de un sistema de generadores [PROB-
casol2-1.9], [EXFIN-casol2-probl-b], o las
ecuaciones cartesianas de un subespacio a partir de
un sistema de generadores [EXFIN-casol2-probl-
b].

Domina los conceptos de dependencia e
independencia lineal de vectores [CUES-casol2-
1.2], [CUES-caso12-1.3], [CUES-casol2-1.4-a],
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Sabe que tres vectores no pueden ser Li. si generan de dos formas distintas un
mismo vector, cuestion que se contradice con el no haber completado la cuestion 2 [CUES-
casol2-1.4-d]

Sabe estudiar la independencia lineal de tres vectores que contienen un parametro
[EXFIN-caso12-cues-2]

Sabe calcular perfectamente la interseccion entre subespacios vectoriales [PROB-
casol2-1.5]

Sabe obtener una base del subespacio interseccion de dos subespacios vectoriales
[EXFIN-caso12-probl-d]

Sabe calcular perfectamente la suma entre subespacios vectoriales [PROB-caso12-
1.5-b]

No entiende claramente el concepto de suma directa de subespacios [PROB-
casol2-1.5-c]

Sabe deducir si el espacio total se puede obtener como suma directa de los
subespacios vectoriales anteriores [EXFIN-caso12-probl-f]

Sabe obtener las ecuaciones cartesianas del subespacio suma de dos subespacios
vectoriales [EXFIN-casol2-probl-e]

TEMA 2

Sabe utilizar correctamente la formula de las dimensiones para relacionar la
dimension del nacleo y la imagen [CUES-caso12-2.1]

Sabe determinar el nicleo e imagen de una aplicacion lineal a partir de la matriz
asociada y de la formula de las dimensiones [PROB-caso12-2.7-b]

Sabe obtener la dimension de la imagen y el nucleo de una aplicacion lineal en
funcién de distintos valores del parametro que define cierta aplicacion lineal [EXFIN-
casol2-prob2-f]

Sabe obtener perfectamente el niicleo e imagen de una aplicacion lineal [PROB-
caso12-3.9]

Sabe determinar si una matriz constante tiene inversa [EXFIN-caso12-prob2-b]
Sabe estudiar para qué valores de cierta matriz cuadrada paramétrica tiene inversa
[EXFIN-caso12-prob2-d]

[CUES-caso12-1.4-c], [CUES-caso12-1.2-b],
[CUES-caso12-1.4-d], [EXFIN-caso12-cues-2]

Sabe obtener la interseccion entre subespacios
vectoriales [PROB-casol2-1.5], [EXFIN-casol2-
probl-d]

Sabe calcular
subespacios  vectoriales
[EXFIN-casol12-probl-e]

perfectamente la suma de
[PROB-caso12-1.5-b],

Y aunque al principio tuvo errores con el concepto
de suma directa [PROB-caso12-1.5-c] parece haber
dominado finalmente el concepto [EXFIN-casol2-
prob1-f]

TEMA 2

Sabe obtener perfectamente el nicleo e imagen de
una aplicacion lineal [PROB-caso12-2.7-b], aplicar
la formula de las dimensiones, [PROB-caso12-3.9]
[CUES-caso12-2.1], [EXFIN-caso12-prob2-f]

Domina las condiciones de invertibilidad de una
matriz [CUES-casol12-2.3], , [EXFIN-casol2-
prob2-b], [EXFIN-caso12-prob2-d]
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Sabe obtener la aplicacion lineal inversa a partir de la matriz inversa [PROB-
casol2-2.5-c]

Sabe deducir que si una matriz es no singular entonces los vectores columna de
ella forman una base pero no tiene que ver con la traza [CUES-caso12-2.3]

No ha sabido relacionar las coordenadas en la base final de los vectores imagen de
la base inicial de una aplicacion lineal con las columnas de la matriz [CUES-caso12-2.2]

No ha realizado procesos basicos de matrices como el calculo de la matriz
asociada, calculo de la inversa en funcion de parametros, era una aplicacion lineal con
parametros [PROB-cas012-2.13]

No ha calculado bien la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de bases
distintas de la candnica por un error de despiste pues se le ha olvidado calcular una de las
columnas, sin embargo el proceso del resto esta perfecto [PROB-caso12-2.8]

Sabe obtener la matriz asociada a una aplicacién lineal conocidas las imagenes de
la base, asi como deducir la dimension de la imagen a partir del rango de la matriz [CUES-
casol2-2.4]

Sabe calcular la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de bases distintas
de las canonicas [PROB-caso12-2.5]

Sabe calcular la matriz asociada de una aplicacion lineal respecto de las bases
canonicas [PROB-caso12-2.7]

Sabe obtener la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de bases distintas
de la candnica [EXFIN-caso12-prob2-a]

Sabe calcular la matriz asociada a una aplicacion lineal con un parametro respecto
de las bases canonicas [EXFIN-caso12-prob2-c]

Domina el proceso de gauss-Jordan para calculo de inversas [PROB-caso12-2.9-b]

Sabe aplicar el método de Gauss-Jordan para obtener la inversa de una matriz
[PROB-caso12-2.5-b]

Sabe calcular la inversa de una matriz constante usando Gauss-Jordan y ademas
utilizando muy pocos casos en este caso tan solo 4 pasos [EXFIN-caso12-prob2-¢]

Sabe obtener una aplicacion lineal a partir de las imagenes de ciertos vectores
[PROB-cas012-2.6]

Sabe identificar las caracteristicas de una aplicacion lineal, de tal forma que se
permita deducir que la imagen de cierto vector no puede ser uno dado [EXFIN-caso12-
cues-3]

Aunque en alglin problema no ha sabido obtener la
matriz asociada [CUES-casol2-2.2], [PROB-
caso12-2.13], [PROB-caso12-2.8], sin embargo se
observa que luego ha sido un proceso que domina
[CUES-caso12-2.4], [PROB-casol12-2.5], [PROB-
casol12-2.7], [EXFIN-casol2-prob2-a], [EXFIN-
casol2-prob2-c].

Domina el método de Gauss para el calculo de la
inversa [PROB-caso12-2.9-b], [PROB-caso12-2.5-
b], [EXFIN-caso12-prob2-¢]

Sabe obtener una aplicacion lineal a partir de la
imagenes de una base [PROB-casol2-2.6] y en
general las caracteristicas de una aplicacion lineal
[EXFIN-caso12-cues-3]
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TEMA 3

Sabe la relacion entre matrices invertibles, determinantes y rango [CUES-caso12-
3.4]

Sabe determinar las condiciones que debe cumplir un parametro de cierta matriz
para tener inversa [PROB-caso12-3.7]

Sabe determinar perfectamente cuando una ecuacion paramétrica tiene inversa
[PROB-caso12-3.11]

Sabe que la traza de una matriz no tiene nada que ver con el hecho de que dicha
matriz sea o no singular [PROB-caso12-3.2]

Sabe calcular determinantes usando propiedades [CUES-caso12-3.3]

Sabe deducir que el determinante de una matriz obtenida por combinaciones
lineales de columnas de otra tiene el mismo determinante [EXFIN-caso12-cues-4]

TEMA 4

Sabe que un sistema que tiene igual nimero de ecuaciones que de incognitas es
compatible siempre que su rango sea completo pero que también puede ser incompatible
[CUES-caso12-4.1]

Sabe aplicar el teorema de Rouche para discutir un sistema teérico [CUES-caso12-
4.3]

Sabe determinar la compatiblidad de un sistema que depende de parametros
[CUES-caso12-4.4]

Sabe discutir un sistema de ecuaciones con un parametro [PROB-caso12-4.2]

Ha sabido discutir un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas con un parametro
[PROB-caso12-4.3]

Sabe discutir perfectamente un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas con 2
parametros [PROB-caso12-4.5-b]

Sabe discutir un sistema en funcion de los distintos valores de cierto parametro a
[EXFIN-caso12-prob4-a]

TEMA 5

Sabe que la simetria de una matriz no es condicion necesaria para la
diagonalizacion, y que si una matriz tiene autovalores distintos es diagonalizable [CUES-
casol2-5.1]

Sabe la relacidon que existe entre matrices simétricas y matrices diagonalizables

TEMA 3

Entiende las condiciones fundamental de
invertibilidad

usando  determinantes [CUES-caso12-3.4],

[PROB-caso12-3.7], [PROB-caso12-3.11]

Parece conocer las principales propiedades de los
determinantes  [CUES-caso12-3.3], [ESXFIN-
casol2-cues-4]

TEMA 4

Parece dominar perfectamente el Teorema de
Rouche, para la discusion de sistemas [CUES-
casol2-4.1], [CUES-casol2-4.3], incluso 1la
discusion con parametros [CUES-casol12-4.4],
[PROB-caso12-4.2], [PROB-caso12-4.3], [PROB-
caso12-4.5-b], [ [EXFIN-caso12-prob4-a]

TEMA 5

Relaciona perfectamente las diferentes condiciones
de diagonalizacion: para matrices simétricas
[CUES-caso12-5.1], [CUES-caso12-5.4], cuando
los autovalores se repiten [CUES-caso12-5.2],
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[CUES-caso12-5.4]

Sabe relacionar entre el orden de multiplicidad de un autovalor y la dimension del
subespacio de autovectores [CUES-caso12-5.2]

Sabe que la relacion que hay entre los autovalores de una matriz A y kA [CUES-
casol2-5.3-b]

No ha hecho un problema que pretendia conocer ciertos valores incdgnita de una
matriz a partir de los conceptos de autovalor y autovector [PROB-caso12-5.2]

Ha sabido obtener los valores incdgnita de una matriz sabiendo que se conocen
ciertos autovalores y autovectores, en definitiva el problema se reduce a resolver un sistema
de 9 ecuaciones con 9 incognitas [PROB-caso12-5.1]

Sabe relacionar determinante, traza, autovalores y dimension del subespacio de
autovectores de cierta matriz [EXFIN-caso12-cues-7]

Sabe relaciona el concepto de diagonalizacion de una matriz con la matriz de paso
de dicho proceso de diagonalizacién [PROB-caso12-5.5]

Sabe estudiar si dos matrices son diagonalizables [PROB-caso12-5.4]

Ha sabido obtener los autovalores de una matriz paramétrica y determinar los
valores que ha de tomar dicho parametro para cumplir ciertas condiciones relacionadas con
la diagonalizacion [PROB-caso12-5.6]

Ha tenido problemas para determinar para qué valores de ciertos parametros ay b
cierta matriz es diagonalizable, su error ha venido fundamentalmente por un error que le ha
provocado derive ya que al resolver un sistema no ha tenido en cuenta que era un sistema
no lineal que con SOLVE daba soluciones erroneas [EXFIN-caso12-prob3-a]

No ha hecho un tratamiento exhaustivo del estudio de los valores que tiene que
tomar un parametro para que una matriz sea diagonalizable [PROB-caso12-5.10]

Sabe diagonalizar una matriz constante de orden 3 [EXFIN-caso12-prob3-b]

TEMA 6

Sabe deducir que si una matriz de orden 3 es invertible entonces no tiene
autovalores nulos y por tanto no puede ser semidefinida [CUES-caso12-6.1]

Sabe deducir que si una forma cuadratica es s.d.p. y su matriz asociada es no nula
entonces el sistema homogéneo Ax=0 es compatible indeterminado [CUES-cas012-6.2]

Sabe relacionar las formas cuadraticas que tienen por matrices asociadas a una
matriz A y su inversa, asi como el caracter de las mismas [EXFIN-caso12-cues8]

Sabe obtener la forma cuadratica a partir de su matriz simétrica asociada [EXFIN-
casol2-prob3-c]

Aunque no ha hecho un problema que pretencia
resolver un problema usando conceptos de
autovalor y autovectore [PROB-casol2-5.2], sin
embargo parece que entiende dichos conceptos
autovalor y autovector y sabe aplicarlos para
resolver problemas en los que hay incognitas de la
matriz [PROB-caso12-5.1]

Sabe relacionar los conceptos de determinante,
traza, autovalores y dimension de subespacio de
autovectores [EXFIN-caso12-cues-7]

Sabe determinar cuando una matriz constante es
diagonalizable [PROB-caso12-5.4], [PROB-
casol2-5.5], incluso estudiar cuando una matriz
con parametros es diagonalizable [PROB-caso12-
5.6], aunque en ocasiones ha tenido problemas para
el estudio de casos exhaustivo [PROB-casol2-
5.10] incluso en el examen tuvo ciertos problemas
para estas clasificaciones [EXFIN-caso12-prob3-a]

>

Sabe diagonalizar matrices constantes [EXFIN-
casol2-prob3-b]

TEMA 6

Maneja basicamente las principales condiciones de
clasificacion de las formas cuadraticas [CUES-
casol2-6.1], [CUES-casol12-6.2], relacionar el
caracter de formas cuadraticas con una matriz A y
su inversa [EXFIN-casol2-cues§] .
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Ha aplicado mal el criterio de los menores, pues lo hace sobre una matriz que no es
la simétrica [CUES-cas012-6.3]

No ha sabido deducir a partir del determinante de la matriz y la traza los posibles
valores que pueden tener sus autovalores a fin de clasificarla [CUES-caso12-6.4]

No ha hecho un problema que pretendia obtener la clasificacion una forma
cuadratica de orden 4 en funcion de 2 pardmetros [PROB-caso12-6.6]

Ha sabido clasificar una forma cuadratica en funcion de un parametro [PROB-
casol2-6.1]

Sabe clasificar una forma cuadratica en funcion de 2 parametros [PROB-caso12-
6.2]

Nuevamente sabe clasificar una forma cuadratica en funcion de 2 parametros
[PROB-cas012-6.3]

Sabe clasificar una forma cuadratica en funcidon de un parametro (3 variables)
[PROB-caso12-6.4]

Sabe clasificar una forma cuadratica de orden 3 en funcién de 2 pardmetros pero le
falta alguna distincion de casos [PROB-caso12-6.5]

Ha sabido calcular los valores que debe tener un parametro para que una forma
cuadratica sea definida positiva [PROB-caso12-6.7]

ha sabido determinar si una forma cuadratica puede ser definida negativa para
cierto valor de un pardmetro [PROB-caso12-6.8]

TEMA 7

Sabe identificar cuando un conjunto del plano es un conjunto convexo utilizando
la definicién [EXFIN-caso12-cues9]

Sabe resolver graficamente un programa lineal y aplicar el teorema de Weierstrass
[EXFIN-caso12-cues10]

MODELOS
Plantea y resuelve perfectamente un modelo vectorial que se basaba en el uso de
combinaciones lineales para obtener mezclas de ciertos materiales [PROB-caso12-1.1]

Sabe obtener la forma cuadratica a partir de su
forma matricial [EXFIN-caso12-prob3-c]

Ha cometido al principio algunos errores en la
clasificacion de formas cuadraticas en la aplicacion
del criterio de menores pero para una matriz no
simétrica [CUES-caso12-6.3], en la clasificacién en
funcién de 2 parametro [PROB-caso12-6.6] o
deducir a partir de la matriz y de la traza
informacion de los autovalores para clasificar la
forma cuadratica [CUES-caso12-6.4], pero sin
embargo en general podemos decir que parece
dominar la clasificacion de formas cuadraticas en
funcion de parametros [PROB-caso12-6.1], [prob-
CASO12-6.2], ' PROB-caso12-6.3], [PROB-
casol12-6.4], [PROB-caso12-6.5], [PROB-caso12-
6.7], [PROB-cas012-6.8]

TEMA 7

Sabe identificar por definicién cuando un conjunto
es convexo [EXFIN-casol2-cues9]

Sabe resolver graficamente un programa lineal
[EXFIN-caso12-cues10]

MODELOS

Plantea y resuelve problemas utilizando modelos
vectoriales [PROB-casol12-1.1], [PROB-casol2-




366

V.2. ANALISIS VERTICAL DE DATOS

Plantea y resuelve perfectamente un modelo vectorial basado en combinaciones
lineales [PROB-caso12-1.6]

Plantea y resuelve perfectamente un modelo vectorial sobre combinaciones
lineales convexas para una aplicacion econémica [PROB-caso12-1.7]

Plantea y resuelve perfectamente un modelo vectorial sobre un problema
economico [PROB-caso12-1.8]

Ha sabido plantear y resolver perfectamente un problema de modelizacion
matricial basado en aplicaciones lineales [PROB-caso12-2.2]

ha sabido plantear y resolver nuevamente un problema de modelizacién matricial
basado en el estudio de calificaciones de ciertos alumnos [PROB-caso12-2.3]

Ha sabido plantear y resolver perfectamente problemas de modelizacion matricial
[PROB-caso12-2.1],

Ha sabido plantear y resolver perfectamente un modelo econdmico basado en
sistemas de ecuaciones lineales [PROB-caso12-4.1]

Sabe formular un sistema que pretende obtener propiedades de numeros naturales
[PROB-caso12-4.6]

Sabe formular un sistema de ecuaciones que resuelve un problema econémico
sobre matrices de inputs [PROB-caso12-4.7]

Ha sabido formular y resolver un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas que
modeliza un problema de reservas de hoteles de seis agencias de viajes [PROB-caso12-4.8]

Sabe formular perfectamente sistemas que modelizan situaciones realez [PROB-

caso12-4.9]

Sabe formular y resolver perfectamente un sistema de ecuaciones que modeliza un
problema concreto [EXFIN-caso12-prob4-b]

Ha realizado bien la modelizacion de un problema en el que interviene el calculo
de la potencia k-ésima de una matriz usando diagonalizacion [PROB-caso12-5.7] y
también la resolucion.

Modelizacion de un problema en el que interviene la potencia k-ésima de una
matriz [PROB-caso12-5.8]

Efectta perfectamente la modelizacion y resolucion de un problema en el que
interviene potencia k-ésima de una matriz asi como el paso al limte [PROB-cas012-5.9]

EXPERIMENTACION

No ha sabido resolver un problema de experimentacion e investigacion sobre
propiedades de matrices [PROB-caso12-2.4]

Ha sabido resolver un problema de ecuaciones matriciales, manejando
perfectamente derive [PROB-caso12-2.10]

1.6], [PROB-caso12-1.7], [PROB-caso12-1.8]

Plantea y resuelve bien problemas utilizando
modelos matriciales [PROB-caso12-2.2], [PROB-
casol12-2.3], [PROB-caso12-2.1]

Plantea y resuelve bien problemas que utilizan
sistemas de ecuaciones lineales [PROB-casol2-
4.1, [PROB-casol12-4.6], [PROB-casol2-4.7],
[PROB-caso12-4.8], [PROB-caso12-4.9], [EXFIN-
caso12-prob4-b]

Ha sabido modelizar y resolver problemas en los
que intervenia el calculo de la potencia k-ésima de
una matriz diagonalizable [PROB-casol12-5.7],
[PROB-caso12-5.8], [PROB-caso12-5.9]

EXPERIMENTACION>

Ha utilizado la experimentacion para resolver
problemas variados sobre propiedades de matrices
[PROB-caso12-2.4], [PROB-caso12-2.10], [PROB-
casol2-2.12], para la independencia lineal [PROB-
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Ha planteado perfectamente y resuelto las condiciones de ciertos valores para que
una matriz tuviese ciertas propiedades [PROB-caso12-2.12]

Ha sabido plantear bien un estudio de independencia lineal de vectores a partir de
una ecuacion vectorial , concepto de independencia lineal [PROB-caso12-2.14]

Ha sabido experimenta e investigar para obtener solucion de un problema con
determinantes [PROB-caso12-3.1]

Sabe experimentar e investigar las propiedades que tiene que tener una matriz para
que el determinante sea maximo [PROB-caso12-3.2]

Sabe experimentar e investigar para disponer en una matriz 0 y 1 para que su
determinante sea minimo [PROB-caso12-3.3]

INDUCCION

Ha utilizado muy bien un razonamiento inductivo para resolver una ecuacioén que
igualaba matrices y potencias n-ésimas [PROB-caso12-2.11]

Sabe utilizar un proceso de induccidn para resolver un determinante n-€simo
[PROB-caso12-3.4]

Problema de experimentacion e induccidn para resolver una ecuacion en la que
interviene un determinante n-ésimo [PROB-caso12-3.6]

Ha sabido calcular un determinante n-é€simo utilizando un proceso inductivo
[PROB-caso12-3.12]

caso12-2.14], sobre determinantes [PROB-caso12-
3.1], [PROB-caso12-3.2], [PROB-cas012-3.3]

INDUCCION

Utilizé razonamientos inductivos de forma
correcta en problemas de calculo de determinantes
n-ésimo [PROB-caso12-3.4], [PROB-caso12-3.6],
[PROB-caso12-3.12] y en ecuaciones matriciales
con potencias n-ésimas [PROB-caso12-2.11]
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Dificultades con derive

Ha tenido un error de solapamiento de variables que le ha provocado un error en el
problema [PROB-caso12-2.9-a]

Tiene un problema de solapamiento de variables en la discusion de un sistema en
funcién de parametros, el solapamiento le viene en el pardmetro que debid tener
previamente definido [PROB-caso12-4.5]

Ha tenido problemas para determinar para qué valores de ciertos parametros ay b
cierta matriz es diagonalizable, su error ha venido fundamentalmente por un error que le ha
provocado derive ya que al resolver un sistema no ha tenido en cuenta que era un sistema
no lineal que con SOLVE daba soluciones erroneas [EXFIN-caso12-prob3-a]

Sus principales dificultades con derive han venido
ocasionadas por SOLAPAMIENTO DE
VARIABLES; es decir usar variables previamente
definidas con otros valores [PROB-caso12-2.9-a],
[PROB-caso12-4.5] o en el uso de SOLVE para
resolver sistemas de ecuaciones [EXFIN-casol2-
prob3-a] que en realidad eran sistemas no lineales,
obteniendo soluciones incorrectas.

(Uso de DERIVE en Para resolver la cuestion 1, plantea una matriz y estudia una submatriz de orden 3 | Ha usado DERIVE en calculos rutinarios como el
cuestiones? de la que deduce con el determinante que tiene rango 3, con derive [EXFIN-casol2-cuesl- | calculo de determinantes [EXFIN-casol2-cuesl-b]
b] [EXFIN-casol2-cues6-b] y en la resolucion de un
En la cuestion 2, plantea las ecuaciones cartesianas del subespacio y obtiene sus sistema lineal [EXFIN-caso12-cues2-b]
ecuaciones paramétricas con derive [EXFIN-casol12-cues2-b]
En la cuestion 6 comprueba si los autovectores dados son li. utilizando
determinantes con derive [EXFIN-caso12-cues6-b]
PUNTUACIONES CUESTIONES ENTREGADAS: La misma tabla
Temal |Tema2 |Tema3 |Tema |Tema5 |Tema6 |Tema?7 |Media |Media
total
9 7,5 7,5 7,5 7,5 6,25 0
PROBLEMAS ENTREGADOS
Temal |[Tema2 |Tema3 |Tema4 |Tema5 |Tema 6 |Tema7 |Media |Media
total
6 8,5 7,7 7,2 7,5 6,0 no hay
EXAMEN FINAL
Teoria |8 Proble |[9,7 MEDIA | SOB
m
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B) ELABORACION DE LA SINTESIS DE PRUEBAS SUBJETIVAS.

El analisis de datos de las transcripciones de las entrevistas inicial e intermedia y de la
encuesta inicial se realizé teniendo en cuenta la codificacion y la precategorizacion realizada
para los datos subjetivos que hemos comentado en el apartado V.2.2. Mediante la clasificacion y
agrupamiento de las unidades significativas en torno a las diferentes precategorias pudimos

construir la sintesis de las pruebas subjetivas que mostramos a continuacién:

1. SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO.

Con conocimientos de windows-95, maneja internet pero no el correo electronico [ENCINI-caso12-2]

Siempre le han gustado las matematicas, y elige el subgrupo porque le gustan la informatica y las
matematicas [ENCINI-casol1-4]

“Cuando ha resuelto problemas con derive ;has notado un estilo distingo en la forma de resolver problemas,
es decir, la manera de plantear los problemas y resolverlos ha generado en ti un cierto estilo de pensamiento
matematico diferentes al que tenias? — si, un poco mas, te preocupas menos por el calculo numérico y te preocupas
mas por la resolucion tedrica” [ENTINT-caso12-1.1]

“crees que hay mas acercamiento a la teoria utilizando el ordenador que con lapiz y papel? — evidentemente
con el ordenador, pero también se pierde calculo numérico” [ENTINT-caso12-1.1-b]

“Cuando has intentado resolver cuestiones tedricas, sin el uso de derive, has encontrado alguna dificultad
especial? — yo no pero porque yo ya habia visto otro aflo esta asignatura, pero yo creo que si hubiese ido de nuevo si
que hubiese notado alguna dificultad, al no poder utilizar el ordenador y poder hacer ejercicios” [ENTINT-caso12-
1.2]

“A la hora de resolver un problema con derive, ;has tenido que plantearte el problema previamente con
lapiz y papel...? —pues bastantes, previamente con lapiz y papel, otros ya directamente ...- te ha costado un poco el
razonar con derive, el hacer un planteamiento y luego ponerte ya a la discusion? - si “ [ENTINT-caso12-1.3]

“;crees que derive te ha permitido construir un lenguaje, un sistema de notacion mas cercano al algebra
lineal? — yo creo que mas que nada ha sido una herramienta de trabajo” [ENTINT-caso12-1.4]

“Cuando has intentado resolver un problema o ejercicio con derive, has tenido la sensacion de que hubiera
sido mas sencillo resolverlo con lapiz y papel,....? — he tenido la sensacion que con lapiz y papel a veces se podia
realizar igualmente” [ENTINT-caso12-9.4]

“ti que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber, supongo que habras contrastado
con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en otro ;qué sensacion o percepcion tiene ta al respecto? — yo
estoy muy contento de este grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho peor la parte practica y para nosotros
la parte tedrica” [ENTINT-caso12-g.10]

2. INTERACTIVIDAD.
“En el desarrollo de las clases ¢como ha sido tu comunicacion con el profesor? — mas cercana, y he
encontrado respuesta rapida a tus dudas” [ENTINT-caso12-2.1]

“En el trabajo que has realizado con derive el programa te ha proporcionado respuesta rdapida a los
procesos manipulativos o dudas que te pudieran surgir? ... — a veces he dudado, en algiun error o alguna respuesta
que me ha salido, que no me convencia” [ENTINT-caso12-2.2]

“Ly entre los alumnos y el profesor tu crees que hay mas uniéon? — si, mas cercania- pero por el nimero de
alumnos o quizas también ha influido que haya también un entorno, un estilo de aprendizaje distinto al habitual...-
hombre por las dos cosas, pero yo creo que sobre todo por el niimero de alumnos” [ENTINT-caso12-11.4-b]

3. PROTAGONISMO Y AUTOCREACION.

“En los ejemplos de manipulacion que se han realizado en clase, te has sentido dirigido por el programa o
por el contrario te has sentido director de tus procesos? — yo creo que me he sentido protagonista” [ENTINT-caso12-
3.1]
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“En los ejemplos para investigar, que se han realizado en clase, te has sentido perdido, has encontrado
cierto protagonismo en la bisqueda de soluciones...- en general si!” [ENTINT-caso12-3.2]

“Cuando el profesor daba una posible solucion a los ejemplos a investigar, te has sentido un mero usuario
de los procesos que se comentaban o los has asimilado e interiorizado..- intentaba contrastarlo, de lo que iba haciendo
con lo que se iba comentando “ [ENTINT-caso12-3.3]

“Cuando se han planteado ejercicios te has encontrado perdido o por el contrario has sabido realizar los
procesos que se habian aprendido anteriormente...- los he sabido hacer.” [ENTINT-caso12-3.4]

“En la resolucion de problemas, has encontrado algin protagonismo o capacidad creativa a la hora de
resolverlos o por el contrario te has sentido perdido...- en general los he visto bastante faciles, pero habia alguno que
habia que preparar algo el tema” [ENTINT-caso12-3.5]

“En la resolucion de cuestiones teoricas, has encontrado alguna dificultad por no utilizar derive, has sentido
dependencia del programa...- no sentia mucha necesidad” [ENTINT-caso12-3.5b]

4. CONTENIDOS ESENCIALES.

“Cuando ha resuelto problemas con derive ;has notado un estilo distingo en la forma de resolver problemas,
es decir, la manera de plantear los problemas y resolverlos ha generado en ti un cierto estilo de pensamiento
matematico diferentes al que tenias? — si, un poco mas, te preocupas menos por el calculo numérico y te preocupas
mas por la resolucion tedrica” [ENTINT-caso12-1.1]

“crees que hay mas acercamiento a la teoria utilizando el ordenador que con lapiz y papel? — evidentemente
con el ordenador, pero también se pierde calculo numérico” [ENTINT-caso12-1.1-b]

“Cuando has intentado resolver cuestiones tedricas, sin el uso de derive, has encontrado alguna dificultad
especial? — yo no pero porque yo ya habia visto otro aflo esta asignatura, pero yo creo que si hubiese ido de nuevo si
que hubiese notado alguna dificultad, al no poder utilizar el ordenador y poder hacer ejercicios” [ENTINT-caso12-
1.2]

“Del tema 1 de espacios vectoriales /cuales crees que son los contenidos esenciales? — no sé que decir”
[ENTINT-caso12-4.1]

“y del tema 2 de matrices y aplicaciones lineales? — la resolucion de aplicaciones lineales” [ENTINT-
casol12-4.2]

“1y del tema 3 de determinantes y traza? — saber hacer determinantes” [ENTINT-caso12-4.3]
“ly del tema 4 de sistemas lineales? — pues también resolucion de sistemas” [ENTINT-caso12-4.4]

“1y del tema 5 de diagonalizacion, autovalores y autovectores? .- saber qué es diagonalizar y como... y
autovalores y autovectores” [ENTINT-caso12-4.5]

“y del tema 6 que estamos dando sobre formas cuadraticas? — las propiedades” [ENTINIT-caso12-4.6]
“tu crees que ha sido mas practico o mas tedrico el curso? — mas practico” [ENTINT-caso12-g.7]

“tt crees que le ha faltado algo mas de fundamenta algo mas la teoria, ver algunas cosas mas... — no tal
como esta ha sido bien” [ENTINT-caso12-g.8]

“cuando en las cuestiones tedricas .. al ser mas practico el curso de lo normal, puede existir algiin problema
para resolver por lo que ti has percibido a mano.. ..- o sea resolver las cuestiones tedricas sin derive... yo creo que si
que se pierde bastante, parece que no pero si se pierde mucho. Yo creo que se pierde bastante, por ejemplo al resolver
un determinante o algo de esto, como la gente esta acostumbrada a resolverlo con ordenador pues igual ya no se
acuerda... no se” [ENTINT-caso12-g.9]

“ti que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber, supongo que habras contrastado
con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en otro ;qué sensacion o percepcion tiene ta al respecto? — yo
estoy muy contento de este grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho peor la parte practica y para nosotros
la parte teorica” [ENTINT-caso12-g.10]

5. _ESFUERZO RUTINARIO.
“Cuando te has puesto a realizar ejercicios de manipulacion con derive, has entendido el proceso que se
pretendia conocer? — no me ha costado trabajo” [ENTINT-caso12-5.1]
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“resolver problemas, ;crees que derive te ha ayudado a encontrar la resolucion de manera efectiva, o quizas
hubiera sido mas facil hacerla con lapiz y papel? — casi siempre es mas facil con derive, pues te evitas todo el
calculo” [ENTINT-caso12-5.2]

“...en cuestiones teoricas, has tenido mucha dificultad en resolverlas sin derive, o existian demasiados
calculos...- si, creo que sin practica te quedas un poco..” [ENTINT-caso12-5.3]

“Sabrias calcular un determinante de orde 3 sin derive — si” [ENTINT-caso12-5.4]

“Sabrias resolver un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas sin derive -. si” [ENTINT-caso12-5.5]
“;crees que derive permite prescindir de los célculos rutinarios y te permite orientar mejor tus esfuerzos
hacia la investigacion y el razonamiento? ...- evidentemente” [ENTINT-caso12-5.6]

“cuando en las cuestiones tedricas .. al ser mas practico el curso de lo normal, puede existir algiin problema
para resolver por lo que tu has percibido a mano.. ..- o sea resolver las cuestiones tedricas sin derive... yo creo que si
que se pierde bastante, parece que no pero si se pierde mucho. Yo creo que se pierde bastante, por ejemplo al resolver
un determinante o algo de esto, como la gente esta acostumbrada a resolverlo con ordenador pues igual ya no se
acuerda... no se” [ENTINT-caso12-g.9]

6. _HERRAMIENTA DE EXPERIMENTACION
“Cuando se han planteado en clase ejemplos para investigar, cual ha sido tu actitud: has esperado a que te
dieran la solucién, has experimentado con derive...- siempre me he puesto a investigar” [ENTINT-caso12-6.1]

“has conseguido llegar a descubrir las cuestiones que se planteaban en los ejemplos de investigacion? ....-
creo que casi siempre las he entendido y conseguido bastante bien” [ENTINT-caso12-6.2]

“En los problemas planteados, cuando has tenido que resolverlos, ;has encontrado rapidamente la estrategia
de resolucion o por el contrario has tenido que experimentar con el problema para descubrir por donde podrian ir las
soluciones ...- en general siempre los sabia hacer, salvo a lo mejor un ejercicio o dos por capitulo que eran mas
complicados” [ENTINT-caso12-6.3]

“icrees que la experimentacion que has realizado en el curso te ha ayudado a entender mejor los contenidos
que se trataban de impartir...- si por supuesto..- si no se hubieran hecho,, posiblemente hubieras entendido mas
profundamente... ;como lo valorarias mas profundamente o cual seria tu percepcion de los conceptos? ...- yo sobre
todo el poder ver con las graficas que hemos visto y evitar los calculos y todo esto, te centras en la parte tedrica y
entiendes mejor el contenido” [ENTINT-caso12-6.4]

“icrees que el uso de derive facilita que el algebra lineal sea una disciplina experimental...? — si, sin duda-
(,qué percepcion tenias tu del algebra lineal como algo experimental? ...- teérica” [ENTINT-caso12-6.5]

“tu crees que ha sido mas practico o mas tedrico el curso? — mas practico” [ENTINT-caso12-g.7]
7. _APRENDIZAJES SIGNIFICATIVOS.

“Cuando has terminado un capitulo, tienes la sensacion de haber entendido bien los contenidos — he
entendido todo” [ENTINT-caso12-7.1]

“Trabajar los contenidos mediante la investigacion y el descubrimiento crees que te ha facilitado entender
mejor los contenidos o por el contrario han dispersado tu atenciéon? — no ha sido mucho mejor claro” [ENTINT-
casol2-7.2]

8. ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS.

“Cuando has resuelto los problemas de fin de capitulo, ;has utilizado mas de una estrategia de
resolucion....- hombre sobre todo cuando no estaba seguro del resultado buscaba mas, cuando no llega a la respuesta
buscaba otros caminos” [ENTINT-caso12-7.3]

“;crees que los problemas planteados podrian tener varios caminos de resolucion? — si, si “ [ENTINT-
casol12-8.2]

“Cuando se ha planteado alguna cuestion en clase, o un problema ;has observado si se pedian diferentes
puntos de vista para resolver la cuestion ...? — que habia muchas formas “ [ENTINT-caso12-8.3]

9.  BARRERAS ADICIONALES
“Una vez que hemos concluido casi como valorarias el programa derive, una herramienta sencilla o
compleja en su manipulacién? — una herramienta sencilla” [ENTINT-caso12-9.1]
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“Si alglin compafiero te pregunta sobre el programa, se lo aconsejarias para estudiar algebra lineal? ...- si, si
porque es sencillo” [ENTINT-caso12-9.2]

“;cuales son tus principales problemas con la manipulacion del programa derive? ...- me ha parecido
sencillo” [ENTINT-cas012.-9.3]

“Cuando has intentado resolver un problema o ejercicio con derive, has tenido la sensacion de que hubiera
sido mas sencillo resolverlo con lapiz y papel,....? — he tenido la sensacion que con lapiz y papel a veces se podia
realizar igualmente” [ENTINT-caso12-9.4]

“Cuando has intentado resolver un problema o ejercicio con derive, te has sentido engafiado por el
programa por los resultados que te daban y que quizas no sabias interpretar? ...- normalmente no he tenido problemas
con es0” [ENTINT-cas012-9.5]

“cuando en las cuestiones tedricas .. al ser mas practico el curso de lo normal, puede existir algiin problema
para resolver por lo que ti has percibido a mano.. ..- o sea resolver las cuestiones tedricas sin derive... yo creo que si
que se pierde bastante, parece que no pero si se pierde mucho. Yo creo que se pierde bastante, por ejemplo al resolver
un determinante o algo de esto, como la gente esta acostumbrada a resolverlo con ordenador pues igual ya no se
acuerda... no se” [ENTINT-caso12-g.9]

10. AUTONOMIA COGNITIVA.
“Los ejemplos de investigacion que se planteaban en el desarrollo de las clases, te han resultado
inabordables o por el contrario eran muy faciles...- eran asequibles” [ENTINT-caso12-10.1]

“...has tenido la sensacion de que eras duefio de la situacion o por el contrario que derive te estaba
dominando? ...- si totalmente. “ [ENTINT-caso12-10.2]

“Cuando te pones a resolver problemas y ejercicios, consideras que tienes una suficiente autonomia para
desarrollarlos...- ha afiadido mas autonomia, porque no te queda la duda de si estaré haciendo mal el calculo, si
llevaré un error y lo voy arrastrando, sabes que lo tienes bien” [ENTINT-CASO12-10.3]

“Cuando te pongas a resolver problemas de examen, tu crees que vas a sentir ese grado de autonomia...- si,

si” [ENTINT-caso12-10.3-b]

11. RELACION DIALECTICA.
“;,como ha sido tu relacion personal con los compaiieros de clase? — limitada” [ENTINT-caso12-11.1]

“¢has conseguido establecer un lazo de amistad mayor con algunos compaiieros de clase a lo largo de este
curso? ...- si, con Maria y Jessica y Juan Pablo” [ENTINT-caso12-11.2]

“;como ha sido tu relacion personal con el profesor? .- buena” [ENTINT-caso12-11.3]

“;Crees que el ambiente propiciado por este tipo de estrategia ha favorecido las relaciones dialécticas entre
los alumnos? ...- si hombre, al ser una clase tan pequefia pues la gente siempre se une mucho mas...- o sea que has
sentido mas unidn que en otras clases a lo mejor? ..- si, ademas como se pueden hacer ejercicios en comun, porque
hay personas que hacen unas otras hacen otro, esta bien” [ENTINT-caso12-11.4]

“Ly entre los alumnos y el profesor tu crees que hay mas uniéon? — si, mas cercania- pero por el nimero de
alumnos o quizas también ha influido que haya también un entorno, un estilo de aprendizaje distinto al habitual...-
hombre por las dos cosas, pero yo creo que sobre todo por el niimero de alumnos” [ENTINT-caso12-11.4-b]

12. APRENDIZAJE COLABORATIVO

“El trabajo de grupo que se ha desarrollado en clase ;crees que te ha ayudado a aprender mejor los
conceptos de algebra lineal? - ... hombre en mi caso yo creo que no me ha ayudado mucho, pero yo creo que si que
ayuda bastante” [ENTINT-caso12-12.1]

“La resolucion de cuestiones, ejercicios y problemas en parejas de trabajo, ha sido favorecida por el
ambiente que proporcionaba el ordenador en la clase? ...- pues al ser un aula tan limitada de alumnos y ser distinto
con respecto a otros grupos, pues se favorece mas la relacion...- habéis utilizado el mail y estas cosas entre
vosotros...? —si” [ENTINT-caso12-12.2]

“;crees que las colaboraciones que habéis tenido los compaiieros de tu entorno, ha incrementado por un
lado tus relaciones personales con dichos compaiieros? ...- si, sin duda” [ENTINT-CASO12-12.3]
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“Has quedado con los compaiieros para resolver problemas , ;como ha sido la experiencia positiva o
negativa? — si, resolviamos problemas entre nosotros y resolviamos las dudas, ha sido una experiencia positiva de
colaboracion” [ENTINT-caso12-12.3][

13. ATENCION A LA DIVERSIDAD.
... te has aburrido en algin momento? — hay alguna que no me ha gustado mucho, pero no me he aburrido
“[ENTINT-caso12-13.1]

“El ritmo de la clase ;como te ha parecido? - hombre bueno para llevar la asignatura pero rapido en ningin
caso” [ENTINT-caso12-13.2]

“;te has encontrado perdido en alguna ocasiéon? — no, en ninguna” [ENTINT-caso12-13.3]

“Los problemas propuestos te han resultado todos inabordables o has conseguido resolver alguno? — he
resuelto casi todos- cuando has encontrado tus soluciones con las que se colgaban en la web ;has comprobado que
eran las que t hacias mas o menos? — si” [ENTINT-caso12-13.4]

“Los problemas propuestos han suscitado en ti interés especial por su resolucion...? — si, ha habido algunos
que me han picado bastante en su resolucion..” [ENTINT-caso12-13.5]

14. MOTIVACION

Con conocimientos de windows-95, maneja internet pero no el correo electronico [ENCINI-caso12-2]

Sus ultimos estudios fueron el COU, nota de acceso a la universidad 6,75 (selectividad). Su calificacion
media en matematicas en los Gltimos afios fue de sobresaliente. [ENCINI-caso12-3]

Siempre le han gustado las matematicas, y elige el subgrupo porque le gustan la informatica y las
matematicas [ENCINI-casol1-4]

“te ha parecido interesante el algebra lineal? cuentame un poquillo como te ha parecido...- si creo que se ha
hecho muy interesante, yo creo que si se hubiese dado la clase estricta me hubiese aburrido mucho mas, en este
aspecto seguro” [ENTINT-caso12-13.6]

“ese gusanillo por resolver las cosas lo has tenido alguna otra vez? — si en cursos anteriores “ [ENTINT-
caso12-13.6-b]

“En una valoracion general, ;ha aumentado con este curso tu interés por las matematicas? — hombre no ha
descendido porque ya me gustaban — te ha motivado el ordenador para estudiar matematicas — si,. si” [ENTINT-
casol2-14.5]

“;cuantas horas has dedicado mas o menos a la semana, en media? — yo creo que cinco o seis” [ENTINT-
casol12-14.5-b]

“Si tuvieras que dar una valoracion global del curso indica la nota que le pondrias en todo- creo que un 7”
[ENTINT-caso12-gl.]

“;qué es lo que mas te ha gustado del curso? — lo que mas el llevar la asignatura bastante al dia, por los
problemas que habia que hacer al final de cada capitulo, se lleva bien, sino igual se va dejando, igual te parece que lo
llevas bien y lo voy dejando, asi lo ibas haciendo” [ENTINT-caso12-g.2]

“;qué es lo que menos te ha gustado del curso? — seguro que hay algo pero no se me ocurre? “ [ENTINT-
casol2-g.3]

“¢volverias a elegir este grupo experimental si te dieran nuevamente a elegir? — si, sobre todo por eso, por
evitarme el calculo numérico, no depender de hacer mal un problema porque te has confundido en un signo o lo que
sea” [ENTINT-caso12-g.5]

“tu crees que ha sido mas practico o mas tedrico el curso? — mas practico” [ENTINT-caso12-g.7]

“ti que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber, supongo que habras contrastado
con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en otro ;qué sensacion o percepcion tiene ta al respecto? — yo
estoy muy contento de este grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho peor la parte practica y para nosotros
la parte tedrica” [ENTINT-caso12-g.10]

“yo le intentaria convencer que se impartiese pero igual que en vez de ser todas las clases con ordenador
que fuese alguna, una al mes o dos, de resolver a mano- le ha faltado un poco resolver con lapiz y papel — si, el hacer
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a mano, las cuestiones tedricas sobre todo...- afiadir alguna clase con encerado. Pero bueno ti en particular no la has
necesitado, venias bien preparado no? — si” [ENTINT-caso12-g.11]

15. DINAMICA DEL CURSO

“Si tuvieras que dar una valoracion global del curso indica la nota que le pondrias en todo- creo que un 7”
[ENTINT-caso12-gl.]

“;volverias a elegir este grupo experimental si te dieran nuevamente a elegir? — si, sobre todo por eso, por
evitarme el calculo numérico, no depender de hacer mal un problema porque te has confundido en un signo o lo que
sea” [ENTINT-caso12-g.5]

“;crees que ha habido alguna laguna, que hayas echado en falta, asi a nivel de matematicas? — hombre si,
pero no es aplicado a la carrera, por ejemplo de geometria... o de formas cuadraticas también hay alguna cosa”
[ENTINT-caso12-g.6]

“;qué es lo que mas te ha gustado del curso? — lo que mas el llevar la asignatura bastante al dia, por los
problemas que habia que hacer al final de cada capitulo, se lleva bien, sino igual se va dejando, igual te parece que lo
llevas bien y lo voy dejando, asi lo ibas haciendo” [ENTINT-caso12-g.2]

“tt crees que le ha faltado algo mas de fundamenta algo mas la teoria, ver algunas cosas mas... — no tal
como esta ha sido bien” [ENTINT-caso12-g.8]

“t que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber, supongo que habras contrastado
con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en otro ;qué sensacion o percepcion tiene ti al respecto? — yo
estoy muy contento de este grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho peor la parte practica y para nosotros
la parte teorica” [ENTINT-caso12-g.10]

“yo le intentaria convencer que se impartiese pero igual que en vez de ser todas las clases con ordenador
que fuese alguna, una al mes o dos, de resolver a mano- le ha faltado un poco resolver con lapiz y papel — si, el hacer
a mano, las cuestiones tedricas sobre todo...- ailadir alguna clase con encerado. Pero bueno tu en particular no la has
necesitado, venias bien preparado no? — si” [ENTINT-caso12-g.11]

16. EXPECTATIVAS DEL CURSO
“;qué nota esperas sacar en la asignatura? — notable sobresaliente” [ENTINT-caso12-g.4]

17. TRAYECTORIA EDUCATIVA
Matriculado por primera vez en Matematicas II [ENCINI-caso12-1]

Con conocimientos de windows-95, maneja internet pero no el correo electronico [ENCINI-caso12-2]

Sus ultimos estudios fueron el COU, nota de acceso a la universidad 6,75 (selectividad). Su calificacion
media en matematicas en los Gltimos afios fue de sobresaliente. [ENCINI-caso12-3]

C) ELABORACION DE LAS CONCLUSIONES PARCIALES DEL CASO 12.

A partir de la sintesis de pruebas objetivas y subjetivas pudimos elaborar un cuadro de
conclusiones parciales del caso en el que se muestran por columnas las categorias, los elementos
significativos que definen cada categoria y las conclusiones que se pueden establecer partiendo
de los elementos significativos encuadrados para cada categoria. Mostramos a modo de ejemplo
el cuadro obtenido para la categoria relacionada con la primera cuestion, el resto del cuadro se

puede consultar en el ANEXO XVII, punto 4:
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SINTESIS DE CATEGORIAS CASO

CATEGORIA ELEMENTOS SIGNIFICATIVOS CONCLUSIONES
1.Sistema de Notacion Con conocimientos de windows-95, maneja internet pero no el correo electronico | El alumno tiene buena predisposicion al uso de los ordenadores, ya que
Intermedio [ENCINI-caso12-2] tiene conocimientos previos de windows e internet [ENCINI-caso12-2]. y

Siempre le han gustado las matematicas, y elige el subgrupo porque le gustan la
informatica y las matematicas [ENCINI-caso11-4]

“Cuando ha resuelto problemas con derive ;has notado un estilo distingo en la
forma de resolver problemas, es decir, la manera de plantear los problemas y resolverlos ha
generado en ti un cierto estilo de pensamiento matematico diferentes al que tenias? — si, un
poco mas, te preocupas menos por el calculo numérico y te preocupas mas por la resolucion
tedrica” [ENTINT-caso12-1.1]

“crees que hay mas acercamiento a la teoria utilizando el ordenador que con lapiz
y papel? — evidentemente con el ordenador, pero también se pierde calculo numérico”
[ENTINT-caso12-1.1-b]

“Cuando has intentado resolver cuestiones teoricas, sin el uso de derive, has
encontrado alguna dificultad especial? — yo no pero porque yo ya habia visto otro aflo esta
asignatura, pero yo creo que si hubiese ido de nuevo si que hubiese notado alguna
dificultad, al no poder utilizar el ordenador y poder hacer ejercicios” [ENTINT-caso12-1.2]

“A la hora de resolver un problema con derive, ;has tenido que plantearte el
problema previamente con lapiz y papel...? —pues bastantes, previamente con lapiz y papel,
otros ya directamente ...- te ha costado un poco el razonar con derive, el hacer un
planteamiento y luego ponerte ya a la discusion? - si “ [ENTINT-caso12-1.3]

“crees que derive te ha permitido construir un lenguaje, un sistema de notacion
mas cercano al algebra lineal? — yo creo que mas que nada ha sido una herramienta de
trabajo” [ENTINT-caso12-1.4]

“Cuando has intentado resolver un problema o ejercicio con derive, has tenido la
sensacion de que hubiera sido mas sencillo resolverlo con lapiz y papel,....? — he tenido la
sensacion que con lapiz y papel a veces se podia realizar igualmente” [ENTINT-caso12-9.4]

“ti que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber,
supongo que habras contrastado con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en
otro ;qué sensacion o percepcion tiene tu al respecto? — yo estoy muy contento de este
grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho peor la parte practica y para nosotros la
parte tedrica” [ENTINT-caso12-g.10]

también tiene predisposicion adecuada hacia las matematicas [ENCINI-
casol1-4]

En la resolucion de problemas el alumno afirma que el uso de derive
permite que el alumno se preocupe menos por el calculo y mas por la
resolucion tedrica [ENTINIT-caso12-1.2]

El alumno considera que los conocimientos tedricos se acercan mas usando
el ordenador que usando lapiz y papel, aunque se pierde habilidad de calculo
[ENTINIT-caso12-1.1b]

El alumno afirma que personalmente no ha encontrado dificultades para
resolver las cuestiones teoricas sin el uso de derive, aunque afirma que otros
pueden tener esa dificultad [ENTINT-caso12-1.2]

El alumno se ha planteado algunos problemas previamente con lapiz y papel
y otros de forma directa, porque le costaba razonar con derive directamente
[ENTINT-caso12-1.3]

Mas que un sistema de notacion intermedio, el alumno afirma que derive ha
sido una herramienta de trabajo [ENTINT-caso12-1.4]

Cuando ha resuelto problemas o ejercicios con derive, considera que se
podrian haber realizado igualmente con lapiz y papel [ENTINT-caso12-9.4]

El alumno afirma que con derive se acerca mas el alumno a la parte practica
pero se complica la parte tedrica, justo al revés de lo que sucede en la clase
tradicional [ENTINT-caso12-g.10]
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A partir de este cuadro y analizando las conclusiones pudimos obtener las
CONCLUSIONES PARCIALES del caso 12 que se pueden revisar en el ANEXO XVII
punto 5.

D) ELABORACION DE LA SINTESIS DE DATOS DE LA ENTREVISTA
FINAL.

El proceso de construccion de la sintesis de datos de la entrevista final siguié el mismo

esquema de andlisis secuencial que el resto de datos. Los elementos significativos que se

encontraron en la entrevista final se agruparon en la diferentes categorias. Los resultados se

pueden consultar en el ANEXO XVII punto 6.

E) VERIFICACION DE DATOS Y CONSTRUCCION DE LAS
CONCLUSIONES FINALES DEL CASO.

Para finalizar este analisis vertical procedimos a verificar las conclusiones parciales con
el conjunto de datos obtenidos en la entrevista final. Para realizar esta verificacion, elaboramos
para cada cuestion, cuatro bloques de datos que contenian:

- los elementos significativos de las conclusiones parciales.
- los elementos significativos de la entrevista final
- las conclusiones parciales
-y las conclusiones de la entrevista final
y elaboramos a partir de ellas una conclusion final. A modo de ejemplo podemos presentar

como presentamos los datos relacionados con el caso 12 y la cuestion 1:

1. SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO.

ELEMENTOS SIGNIFICATIVOS DE LAS CONCLUSIONES PARCIALES

Con conocimientos de windows-95, maneja internet pero no el correo electronico [ENCINI-
casol2-2]

Siempre le han gustado las matematicas, y elige el subgrupo porque le gustan la informatica y las
matematicas [ENCINI-casol1-4]

“Cuando ha resuelto problemas con derive ;has notado un estilo distingo en la forma de resolver
problemas, es decir, la manera de plantear los problemas y resolverlos ha generado en ti un cierto estilo
de pensamiento matematico diferentes al que tenias? — si, un poco mas, te preocupas menos por el calculo
numérico y te preocupas mas por la resolucion tedrica” [ENTINT-caso12-1.1]

“crees que hay mas acercamiento a la teoria utilizando el ordenador que con lapiz y papel? —
evidentemente con el ordenador, pero también se pierde calculo numérico” [ENTINT-caso12-1.1-b]

“Cuando has intentado resolver cuestiones tedricas, sin el uso de derive, has encontrado alguna
dificultad especial? — yo no pero porque yo ya habia visto otro afio esta asignatura, pero yo creo que si
hubiese ido de nuevo si que hubiese notado alguna dificultad, al no poder utilizar el ordenador y poder
hacer ejercicios” [ENTINT-caso12-1.2]

“A la hora de resolver un problema con derive, ;has tenido que plantearte el problema
previamente con lapiz y papel...? —pues bastantes, previamente con lapiz y papel, otros ya directamente
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...- te ha costado un poco el razonar con derive, el hacer un planteamiento y luego ponerte ya a la
discusion? - si “ [ENTINT-caso12-1.3]

“;crees que derive te ha permitido construir un lenguaje, un sistema de notaciéon mas cercano al
algebra lineal? — yo creo que mas que nada ha sido una herramienta de trabajo” [ENTINT-caso12-1.4]

“Cuando has intentado resolver un problema o ejercicio con derive, has tenido la sensacion de
que hubiera sido mas sencillo resolverlo con lapiz y papel,....? — he tenido la sensacion que con lapiz y
papel a veces se podia realizar igualmente” [ENTINT-caso12-9.4]

“ti que has tenido contacto con el otro grupo experimental, solo por saber, supongo que habras
contrastado con otra gente las ideas de como se daba en un lado y en otro ;qué sensacion o percepcion
tiene tu al respecto? — yo estoy muy contento de este grupo, pero vamos yo creo que para ellos es mucho
peor la parte practica y para nosotros la parte teorica” [ENTINT-caso12-g.10]

ELEMENTOS SIGNIFICATIVOS DE LA ENTREVISTA FINAL

“Cuando se introdujeron los conceptos tedricos con los ejemplos a investigar, te costaba entender
lo que se pedia en Matematicas con derive ..? — no, no me costaba nada, y me ayudaba con seguridad a
buscar” [ENTFIN-caso12-1.1]

“A la hora de realizar ejercicios de manipulacion, la forma de introducir los datos en derive te
servia para asimilar los procesos rutinarios del dlgebra lineal ...? — si, creo que si” [ENTFIN-caso12-1.2]

“;sabrias realizar esos mismos procesos con lapiz y papel? — si, claro pero porque ya lo he hecho
antes, sino no sabria con seguridad” [ENTFIN-caso12-1.2b]

“En la resolucion de problemas ;has tenido que poner en marcha algun tipo especial de
razonamiento que no habias empleado hasta ahora? — en principio en casi todos muy bien, pero en
algunos igual tenia que hacerlo primero en lapiz y papel y luego en derive” [ENTFIN-caso12-1.3]

“Cuando realizaste el examen final,, ;tuviste la sensacion de que derive te proporcionaba un
estilo de notacion distinto al que venias empleando?...- no, que va, muy parecido... no tuve que plantear
ningln problema con lapiz y papel” [ENTFIN-caso12-1.4]

“Cuando tienes que realizar cualquier practica de matematicas II con derive ;sabrias realizarla
facilmente con lapiz y papel? — si, tenia la sensacion de que si” [ENTFIN-caso12-1.5]

“Y al revés, si resuelves un problema o cuestion con lapiz y papel ;tienes algiin problema en
realizarla en derive? — si, el programa derive era muy sencillo...” [ENTFIN-caso12-1.6]

“De las dos formas de notacion, derive o 1apiz y papel, cual te resulta mas comoda? — el
programa ayuda mucho , y es mas comodo pues es mucho mas rapido y evita repasar operaciones...”
[ENTFIN-caso12-1.7]

“;cudl crees que es mejor para entender conceptos uno u otro? — la teoria yo creo que es mejor
evidentemente con una clase con pizarra y lapiz y papel, pero los problemas y las practicas se ve mucho
mejor con derive- o sea que tu crees que la parte teorica es mejor introducirla con el método tradicional? —
si” [ENTFIN-caso12-1.7-b]

“;crees que derive proporciona un sistema de notacion intermedio entre tus ideas y las ideas que
el profesor trata de transmitir? ...- si” [ENTFIN-caso12-1.8]

CONCLUSIONES PARCIALES:

El alumno tiene buena predisposicion al uso de los ordenadores, ya que tiene conocimientos
previos de windows e internet [ENCINI-casol2-2]. y también tiene predisposicion adecuada hacia las
matematicas [ENCINI-casol1-4]

En Ia resolucion de problemas el alumno afirma que el uso de derive permite que el alumno se
preocupe menos por el calculo y mas por la resolucion tedrica [ENTINIT-caso12-1.2]

El alumno considera que los conocimientos teoéricos se acercan mas usando el ordenador que
usando lapiz y papel, aunque se pierde habilidad de calculo [ENTINIT-caso12-1.1b]

El alumno afirma que personalmente no ha encontrado dificultades para resolver las cuestiones
tedricas sin el uso de derive, aunque afirma que otros pueden tener esa dificultad [ENTINT-caso12-1.2]

El alumno se ha planteado algunos problemas previamente con lapiz y papel y otros de forma
directa, porque le costaba razonar con derive directamente [ENTINT-caso12-1.3]

Més que un sistema de notacidon intermedio, el alumno afirma que derive ha sido una
herramienta de trabajo [ENTINT-caso12-1.4]

Cuando ha resuelto problemas o ejercicios con derive, considera que se podrian haber realizado
igualmente con lapiz y papel [ENTINT-caso12-9.4]

El alumno afirma que con derive se acerca mas el alumno a la parte practica pero se complica la parte
teorica, justo al revés de lo que sucede en la clase tradicional [ENTINT-caso12-g.10]
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CONCLUSIONES DE LA ENTREVISTA FINAL.

El alumno afirma que no le costaba entender los que se pedia con los ejemplos a investigar, y que
derive le ayudaba a buscar lo que se pedia [ENTFIN-caso12-1.1]

La forma de introducir los datos en derive le ha servido para entender y asimilar los procesos de
algebra lineal que se iban introduciendo [ENTFIN-caso12-1.2]

Los procesos que ha realizado con derive los sabria realizar con lapiz y papel pero quizas por el ya
los habia hecho antes, de otra forma quizas no sabria con seguridad [ENTFIN-caso12-1.2b]

Las practicas que ha hecho en derive, el alumno afirma que no tiene problemas en hacerlas a lapiz y
papel [ENTFIN-caso12-.15]

Para resolver problemas en casi todos ha empleado directamente derive, pero en algunos necesito
previamente plantearlos en lapiz y papel [ENTFIN-caso12-1.3]

El alumno afirma que en el examen final no encontr6 ningun estilo de notacion distinto al que venia
empleando y que ademas no tuvo que plantear ningun problema con lapiz y papel [ENTFIN-caso12-1.4]

Sabe trasladar facilmente problemas realizado en lapiz y papel a derive pues afirma que es muy
sencillo [ENTFIN-caso12-1.6]

Derive es un programa mucho mas comodo que el lapiz y papel pues es muy rapico y evita las
operaciones [ENTFIN-caso12-1.7]

El alumno afirma que la teoria se entiende mejor con pizarra y lapiz y papel mejor que con derive,
por el contrario los problemas se entienden mejor con derive que con lapiz y papel [ENTFIN-casol2-
1.7.b]

El alumno afirma que derive proporciona un sistema de notacion intermedio entre las ideas del
alumno y las que el profesor pretende transmitir [ENTFIN-caso12-1.8]

asi pues contrastando conclusiones parciales y conclusiones de la entrevista final elaboramos la

conclusion final de esta cuestion para el caso 12:

1. SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO
Para analizar esta cuestion debemos observar varios aspectos:

1) El alumno tiene buena predisposicion al uso de los ordenadores, ya que tiene
conocimientos previos de windows e internet [ENCINI-caso12-2]. y también tiene
predisposicion adecuada hacia las matematicas [ENCINI-casol1-4] por tanto el
nuevo sistema de notacion que puede ofrecer el programa no resulta en principio un
elemento distante.

2) El trabajo que ha desarrollado en derive en la resolucion de problemas le ha
permitido preocuparse menos por el calculo y prestar mas atencion a la resolucion
tedrica [ENTINT-casol12-1.2], por otro lado en las cuestiones tedricas no ha
encontrado ningun tipo de dificultad para realizarlas sin derive [ENTINT-caso12-
1.2], en los ejemplos a investigar derive le ha ayudado en general a buscar lo que se
pedia [ENTFIN-caso12-1.3] y en el examen final no ha encontrado dificultades de
manejo y de hecho no tuvo que plantear previamente problemas con lapiz y papel
[ENTFIN-caso12-1.4]. Estas caracteristicas del uso de derive en las diferentes
actividades nos muestran que el sistema de notacion empleado por derive ha
quedado integrado totalmente en el quehacer matematico del alumno.

3) Si comparamos el sistema de notacion empleado por derive y el sistema de
notacion tradicional observamos que segun el alumno los conocimientos tedricos
se acercaban mas con el ordenador que usando lapiz y papel pero se pierde
habilidad de calculo [ENTINI-caso12-1.1.b]; sin embargo a pesar de esa cercania el
alumno considera que la teoria se entiende mejor con pizarra y lapiz y papel que
con derive; por otro lado observamos que en los problemas a veces el alumno ha
tenido que plantearlos previamente con lapiz y papel [ENTINT-casol12-1.3] sin
embargo derive ha permitido que se comprendieran mejor los problemas que con
lapiz y papel [ENTFIN-caso12-1.7.b] porque la rapidez de calculo, y la eliminacion
de operaciones hacen mas coémoda la resolucion de problemas con derive
[ENTFIN-caso12-1.7]. No obstante se observa que el alumno sabia transferir las
practicas hechas con derive a lapiz y papel [ENTFIN-casol12-1.2.b] [ENTFIN-
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casol2-1.5] y viceversa problemas hechos a lapiz y papel pasarlos a derive
[ENTFIN-caso12-1.6]

4) Segun el alumno derive ha sido una herramienta de trabajo que inicialmente no la
ha considerado como un sistema de notacién intermedio [ENTINT-casol12-1.4],
pero que mas tarde si parece considerarle como intermediario ente los conceptos y
el alumno [ENTFIN-caso12-1.8]; es mas la propia forma de introducir los datos en
derive le ha servido al alumno par entender y asimilar los procesos de algebra lineal
[ENTFIN-caso12-1.2], aunque quizas este sistema era mas complicado en la teoria
que en la practica [ENTINT-caso12-g.10]

Estas caracteristicas nos permiten afirmar que derive ha sido sobre todo un
sistema de notacion intermedio basico sobre todo en la resolucion de problemas, ya que
en la introduccion de conceptos teoricos parece que el sistema tradicional tenia cierta
preeminencia y ofrecia mejores condiciones para el aprendizaje.

En el ANEXO XVII punto 8§ se pueden consultar las conclusiones finales del caso 12
y en el CD-ROM se puede revisar la verificacion del resto de cuestiones, asi como el analisis

vertical realizado para el resto de casos.
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V.3. Analisis transversal de la investigacion.

Una vez realizado el analisis de cada uno de los casos a través de las diferentes
herramientas de recogida de datos que teniamos disefiadas, debemos realizar una analisis
minucioso de cada una de las cuestiones de nuestra investigacion. Para efectuar este analisis
transversal de la investigacién, vamos a tener en cuenta varios grupos de datos mediante los
cuales podremos efectuar un proceso de triangulacion de datos y por tanto una verificacion de
las conclusiones de esta investigacion. Con el andlisis vertical que hemos realizado sobre cada
uno de los casos, teniendo en cuenta las diferentes pruebas objetivas (examenes, cuestiones y
problemas) y las entrevistas realizadas, hemos llegado a unas conclusiones en cada caso; y en
particular a unas conclusiones particulares sobre cada una de las cuestiones objeto de estudio.
Pues bien, con estas conclusiones podemos realizar un analisis transversal de cada cuestion para
asi elaborar unas conclusiones parciales para cada una de ellas. A este andlisis transversal
vamos a afiadirle tres analisis complementarios que nos van a permitir realizar una verificacion
de las conclusiones parciales, para obtener las conclusiones finales de la investigacion. Los

analisis complementarios que vamos a considerar son los siguientes:

1. Analisis de las notas de campo realizadas por el investigador.

2. Analisis de los datos cuantitativos de las calificaciones obtenidas por los alumnos
en el subgrupo A y las calificaciones obtenidas en el subgrupo B.

3. Analisis de los datos aportados por la observadora cualificada sobre las diferentes

cuestiones de la investigacion.

Asi pues en nuestro analisis transversal vamos a realizar el siguiente proceso:

1°) Estudiar cada cuestién mediante una comparativa de los datos cualitativos obtenidos
en el estudio de cada uno de los casos.

2°) Estudiar los datos que aportan las notas de campo a cada una de las cuestiones
objeto de la investigacion.

3°) Estudiar los datos que nos aportan los datos cuantitativos obtenidos de las diferentes
pruebas objetivas.

4°) Estudiar los datos que aporta la encuesta realizada por la observadora cualificada a
cada una de las cuestiones.

5°) Efectuar una proceso de triangulacion de datos con los cuatro analisis de datos

anteriores:
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analisis de las cuestiones por casos

analisis de las notas de campo

analisis de los datos cuantitativos

analisis de la encuesta de la observadora cualificada

para elaborar asi unas conclusiones finales de la investigacion.

V.3.1. ANALISIS COMPARATIVO DE LOS CASOS PARA
CADA UNA DE LAS CUESTIONES DE LA INVESTIGACION.

Para realizar el analisis comparativo de los casos para cada una de las cuestiones de la

investigacion vamos a elaborar en cada cuestion:

a)

b)

un estudio de cada cuestidn intentando determinar que caracteres o atributos
pueden ser significativos para contestar dicha cuestion. Estos ATRIBUTOS
seran caracteristicas importantes que puede tener la cuestion de cara a los
datos que se han recogido. Cada atributo a su vez puede tener diferentes
perfiles que podran  analizarse estudiando los ASPECTOS
CARACTERISTICOS de los mismos,

un resumen de los datos obtenidos con cada uno de los casos,

y a partir de este resumen realizaremos un cuadro esquematico o tabla en el
que se recogen los diferentes aspectos o atributos que perfilan cada una de
las cuestiones. En esta tabla situaremos en las FILAS los ATRIBUTOS y
ASPECTOS CARACTERISTICOS de cada atributo, obtenidos en la
recogida de datos; en las COLUMNAS marcaremos con una cruz los casos
en los que se da el aspecto caracteristico reseiiado. De esta forma podremos
analizar para cada atributo cuales son los aspectos caracteristicos que se
verifican de una manera mas global en los casos estudiados, para obtener de

esta manera las conclusiones parciales de cada cuestion.
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CUESTION 1: Sistema de notacion intermedio.

JEl sistema de cdlculo algebraico DERIVE; permite construir un SISTEMA DE
NOTACION INTERMEDIO, entre los sistemas de notacion del dlgebra lineal y los sistemas
de notacion mds familiares e intuitivos?

Se trataba de descubrir si DERIVE ofrecia al alumno un sistema de notacion diferente al
sistema que tradicionalmente venian empleando que utilizaba el soporte del lapiz y papel. Se
trata de obtener las relaciones entre uno y otros sistemas y su proximidad o lejania al concepto
que realmente se trata de manejar.

Teniendo en cuenta los aspectos que consideramos en el marco teodrico (capitulo I)
relacionados con el aprendizaje por descubrimiento y los aspectos relacionados con el uso de
CAS para ofrecer multiples sistemas de representacion, algunos de los atributos que nos pueden
acercar al comportamiento o estudio de esta cuestion pueden ser los siguientes:

1.1.;La investigacion con DERIVE sugerida en los ejemplos a
investigar propuestos a los alumnos, les ayuda a descubrir con mas
facilidad el concepto?

1.2.;La INTRODUCCION DE DATOS permite VISUALIZAR de una
manera mas clara los contenidos?

1.3.;.La INTRODUCCION DE DATOS permite ASIMILAR LOS
PROCESOS manipulativos del algebra lineal?

1.4. ;DERIVE proporciona un estilo especial en la RESOLUCION DE
PROBLEMAS?

1.5.;Resulta imprescindible el uso de DERIVE para contestar a las
cuestiones teoricas?

1.6.La transferencia de procesos o conceptos de lapiz y papel a
DERIVE ;resulta sencilla?

1.7.La transferencia de procesos o conceptos de DERIVE a lapiz y
papel ;resulta sencilla?

1.8.;Cual de los dos sistemas es mas COMODO para estudiar algebra
lineal?

1.9. (Cual de los dos sistemas de notacion es MEJOR para comprender
los conceptos?

1.10. Complementariedad del sistema de notacion usado por
DERIVE y el de LAPIZY PAPEL

1.11. DERIVE ;sistema de notacion final o sistema de notacion

intermedio?
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1.12.  Valoracion sobre la cuestion, es decir, a juicio del alumno
(DERIVE proporciona un sistema de notacion intermedio?
1.13.  ;Cuales son los inconvenientes que se exponen sobre el uso de

DERIVE?

Una vez planteados los atributos fundamentales sobre los que centramos nuestro analisis
en esta primera cuestion, recopilamos el conjunto de unidades significativas y los aspectos
caracteristicos que mostraban estos elementos a partir de los datos recogidos. Para ello
consideramos sobre cada uno de los atributos los elementos caracteristicos que podrian
contestarlos, teniendo en cuenta que en algunos casos podemos no haber obtenido informacién
sobre cada uno de los atributos. El conjunto de datos y agrupamiento que realizamos (se puede
consultar en el ANEXO XVIII punto 1), nos permitié elaborar la siguiente tabla en la que se
recogen los aspectos caracteristicos de cada uno de los atributos que configuran esta primera

cuestion:

CUESTION 1: SISTEMA DE NOTACION INTERMEDIO

Aspectos caracteristicos de cada atributo CONTESTACIONES EN CASO

ATRIBUTOS ASPECTOS
CARACTERISTICOS

1.1. ;DERIVE ayuda Si, ?yuda. a df:scu.b'rir los conceptos
a descubrir los m,edlante. m\./estlgz.lcnon
Si, permite investigar en los conceptos
conceptos con la tedricos convirtiendo el ordenador en
investigacion? herramienta
No esti claro que favorezca la
abstraccion y el andlisis
No, pues entendia previamente los
conceptos tedricos pero luego se
atascaba

1.2. ;La Introduccion||Si> pues obliga a  entender
de datos  permite gelt'fectamente el significado de los
atos
VISUALIZAR los Si, pues el sistema de notacién
contenidos? generaba un cierto habito de uso, un
esquema mental que obliga a pensar
como se hace con derive
Si, pues motiva y estimula la
comprension
No, pues presenta problemas en la
visualizaciéon
No pues ha tenido dificultades por la
falta de costumbre y porque ofrece
visién distinta
No, porque ya habia realizado todas las
practicas con lipiz y papel

1.3. ;La introduccién||Si> 1a propia introduccion de datos

de datos  permite permite entenderlos y comprender los
métodos

asimilar los procesos Si, aunque inicialmente ha provocado
manipulativos? errores que luego desaparecieron
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1.4. ;Derive
proporciona un estilo
especial en la
resolucion de
problemas?

ATRIBUTO

1.5. ;Resulta
imprescindible el uso
de derive para
contestar a las

cuestiones teoricas?

1.6 ;Resulta sencilla
la transferencia de

[procesos o conceptos

1.7. ;Resulta sencilla
la transferencia de
[procesos o conceptos
de derive a lapiz y

\papel?

1.8. ;Cudal de los dos
sistemas es mds

comodo para estudiar

el algebra lineal?

V.3. ANALISIS TRANSVERSAL DE LA INVESTIGACION.

Si, DERIVE se convierte en
HERRAMIENTA de busqueda de
soluciones que sustituye al lapiz y
papel

Si, DERIVE no requiere replantear
previamente con lipiz y papel

Si, pues con DERIVE las operaciones
pasan a un segundo plano y se puede
estar mas atento al planteamiento

Si, pues DERIVE obliga a un cambio
en la forma de pensar sobre los
problemas

Si, pues el estilo de notacién es muy
distinto y requiere entender
previamente incluso a veces enfocar
previamente con ldpiz y papel

No, el sistema de notacion es similar al
de lapiz y papel para resolver
problemas

No, el sistema de notacion es distinto lo
cual obliga a un estilo distinto en la
resolucién pero un planteamiento
similar

ASPECTOS CARACTERISTICOS

No, no ha sido fundamental, no ha tenido
dificultades a resolverlas sin DERIVE

DERIVE ayudaba a realizar algunas
operaciones intermedias, pero no es
fundamental

DERIVE es necesario , encontraba

indefenso al principio

Habia que entender bien los contenidos
para manejar derive, aunque una vez
dominado no tenia problemas en traducir
contenidos de un sistema en otro

Si, resultaba sencilla

Resulta mas comodo trasladar procesos
de lapiz y papel a derive, permitiendo
ahorrar tiempo

No pues derive es un sistema de notacion
mas lejano al lapiz y papel

Al principio tenia dificultades luego una
vez dominado no habia problemas

Resulta mas compleja la transferencia de
derive a lapiz y papel que al revés

Si, resulta sencilla

Existe alguna dificultad por falta de
practica en el calculo

Resulta mas sencillo de derive a lapiz y
papel que al revés

Al principio resultaba mas comodo lapiz
y papel pues derive obligaba a entender
previamente el contenido, por falta de
costumbre, luego es mas comodo derive

Derive es mas comodo por el ahorro de
operaciones

Derive es mas comodo porque es mas
cercano
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ATmiBToS HI

Se aprende mejor la teoria con derive
porque se tiene que saber exactamente lo
1.9. ¢ Cuadal de los dos que se esta haciendo no se puede divagar
Se aprende mejor la teoria con derive
sistemas de notacion [Jporque se evitan operaciones y procesos
. intermedios
es mejor para Derive porque motiva y estimula la
comprension
Derive porque es una buena herramienta
para investigar los conceptos tedricos
mejor que la pizarra
Derive pues permite que los conceptos
queden machacados”
Derive pues permite tantear y obtener las
ideas de forma aproximada
Son sistemas de notacion
complementarios
Derive pues se centra mas en contenidos
que en métodos
Derive NO ayuda a entender a la primera
los conceptos
Con lapiz y papel porque derive ofrece
problemas de visualizacién
con lapiz y papel porque surgen
problemas por falta de costumbre del
sistema de notacion
es mejor el sistema tradicional

comprender los

conceptos?

Derive es mejor para problemas

1.10. Derive y Lapiz y |JHan sid.(? complemer}tarios porque la
papel ;son sistemas ylncul?mor'l. con el S}stema tradlgonal
., impedia utilizar con mas soltura derive
de notacion Son complementarios, pues con lapiz y
complementarios? papel se favorece la comprension y el
planteamiento de procesos y con derive
los célculos
Son complementarios y derive permite
ahorrar tiempo de célculo

1.11. e La La interpretacion de resultados en derive
en ocasiones resultd compleja, podria
interpretacion de los |ftener dificultades

resultados era dificil

o facil?

1.12. ;Cudl es la Derive es un sistema de notacion
intermedio
valoracion sobre si Mas que sistema de notacion intermedio
. . es una herramienta de calculo

de”vePVOPO"ClOna Un @ Derive es una mezcla entre sistema de
. ., notacion intermedio y herramienta de

sistema de notacion calculo

Inicialmente como herramienta de trabajo

y luego mas como sistema de notacion

intermedio?

1.13. ; Qué La mecanica puede provocar que los
conceptos se adquieran de forma
inconvenientes se mecdnica
El uso del programa puede distraer al
observan con el alumno de la comprensiéon de los
. ., conceptos tedricos al centrar su atencion
sistema de notacion en el manejo del programa
Ha oscurecido en ocasiones los
contenidos desorientando el aprendizaje

de derive?
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ESTUDIO GRAFICO DE LA CUESTION 1

Con estos datos hemos realizado el siguiente analisis grafico:
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A la vista del resumen (ver ANEXO XVIII), del cuadro de resumen anterior y este
primera cuestion, podemos realizar las siguientes afirmaciones:
general la investigacion, ya que en algunos casos hemos observado que el programa

1.1. El sistema de notacion que emplea DERIVE no podemos asegurar que facilite en

grafico con el que analizamos cada una de los atributos que informan de las caracteristicas de la
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facilitaba el descubrimiento; sin embargo en otros casos los alumnos consideraban que

no era un sistema de notacion que facilitase los procesos de investigacion.

1.2. Tampoco esta muy claro que DERIVE haya facilitado la VISUALIZACION de los
contenidos, pues en algunos casos se observa que si ha ayudado a entender
perfectamente pero en otros casos observamos problemas en visualizacion de conceptos

a través del ordenador, quizas por la falta de costumbre del medio.

1.3. Parece claro que la forma de INTRODUCIR los datos con derive si ha facilitado la
asimilacioén de los procesos rutinarios y la comprension de los métodos, aunque para
ciertos casos se han generado errores que con el aprendizaje del programa se han ido

subsanando.

1.4. DERIVE proporciona en general, un estilo especial en la resolucion de problemas por
multiples razones:

- DERIVE se convierte en una HERRAMIENTA DE BUSQUEDA
DE SOLUCIONES que sustituye al lapiz y papel,

- no requiere replantear previamente con lapiz y papel las
OPERACIONES PASAN A UN SEGUNDO PLANO, y se puede
estar mas atento al planteamiento

- DERIVE obliga a un cambio e la FORMA DE PENSAR sobre los
problemas y una cierta aclimatacion al nuevo sistema el estilo de
notacion es muy distinto

- se requiere entender previamente incluso a veces enfocar
previamente con lapiz y papel

A pesar de esto en algunos casos se considera que el sistema de notacion de DERIVE es

similar al de 1apiz y papel para resolver problemas.

1.5. Aunque en general no se considera un instrumento imprescindible para resolver las
cuestiones tedricas, sin embargo en otros casos DERIVE ayudaba a realizar algunas

operaciones intermedias, solo en dos casos se consideraba como fundamental.

1.6