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Introduccion

Un problema clasico en el estudio de la fisica, que se remonta al siglo diecinueve
con H. Poincaré, es el problema de los n-cuerpos. Fijados n planetas moviéndose
en el espacio, como para cada uno de ellos existen tres coordenadas que nos dan
su posicion y otras tres que nos dan su velocidad, el sistema formado por esos n
cuerpos queda determinado por un total de 6n variables. La evolucion de este sistema
estd gobernada por las leyes de Newton. Leyes que se expresan como una ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden, y que determinan completamente el futuro y
evolucién pasada de cada uno de los planetas siempre que se fije una condicién inicial.

Para saber como se comportan, tanto los n-cuerpos con respecto al tiempo, como
otros sistemas de la fisica, se hace necesario entender una ecuacion del tipo

2= (21, ..., 2) = X(z1,...,2) = X(2), (1)

donde X : R¥ — R* es una funcién diferenciable y 2’ designa la derivada de z con
respecto al tiempo .

Dado un 2z = (21,...,2) en R* por la teorfa elemental de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, sabemos que (1) tiene una tnica solucién local por z, es decir, una
aplicacién ¢ +— ¢, (t) definida entorno a t = 0 que verifica

% p: = X(p:(t) v 9:(0) =2z
t

Problema general de la dindmica continua. El principal propésito de la dinamica
continua es saber como evoluciona un sistema de la forma (1) a lo largo del tiempo
fujada una condicion inicial. Es decir, si la funcion X es vista como un campo vectorial
diferenciable en R¥, se quiere saber como es la solucién t — ,(t) de X cuando t
varia empezando desde un punto z en R*. Por dindmica continua estamos entendiendo
el estudio de los flujos de los campos vectoriales, en contraposicion al estudio de las
iteraciones de aplicaciones del que se ocupa la dinamica discreta.

Paso de lo real a lo complejo. Los sistemas en la forma (1) més sencillos de
analizar estan definidos cuando el campo X es polinomico. Podemos ver las variables
21, .- ., 2k que los definen como complejas y, asi, considerarlos como campos vectoriales
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holomorfos en C*. Esto supone un cambio sobre X, pues, si interpretamos ahora el
tiempo ¢ como una variable compleja, el flujo ¢ de X en torno a un z de C* viene
dado en este caso por la aplicacién holomorfa ¢(t, z) := ¢,(t), donde t — @,(t) es la
solucién local de X por z. Soluciéon que puede extenderse por continuacién analitica
a lo largo de caminos en C a su dominio méximo de definicién €2, en el sentido de
Riemann (ver capitulo 1). La aplicacién ¢, : Q, — C? se llama solucién de X por z y
su imagen C, trayectoria. No obstante, podemos recuperar siempre la dinamica real
de X, sin més que restringirnos de nuevo a R*. De ahora en adelante, consideraremos
campos de vectores holomorfos en CF.

Campos completos. Tomemos un campo vectorial holomorfo X en C*. Cuando la
solucién de X por todo z es entera (es decir, definida para todo tiempo ¢ de C) su
flujo holomorfo ¢ : C x C¥ — CF tiene la siguiente propiedad: fijado cualquier ¢ de
C, la aplicacién ¢(t, -) define un automorfismo (holomorfo) de C* que satisface

p(t,-) o p(s,-) = ot (s, ) = @(t +5,),

para todo t y s en C. Es decir, X da lugar a una accién del grupo (C,+) en C*
por automorfismos holomorfos. Estos campos se llaman completos y son interesantes
desde muchos puntos de vista. Veamos sélo cuatro de ellos:

e 1.- Automorfismos de C*. Para estudiar el grupo de automorfismos holomorfos de
C* los campos vectoriales holomorfos completos son una herramienta indispensable
([And90],[AL92],[ForR093],[R099]). Por ejemplo, sabemos que si k > 2, este grupo
tiene dimension infinita (ver [AL92]). Por tanto, describir un elemento suyo cualquiera
y sus correspondientes iterados puede ser complicado. Sin embargo, si f es de la forma
©(1,-), donde ¢ es el flujo holomorfo de un campo de vectores completo en CF, el
automorfismo f es facil de iterar. Pues dado cualquier p € C* la propiedad de grupo
implica que

o(1,)"(p) = ¢(n,p) = f"(p).

Es natural en dindmica discreta preguntarse qué automorfismos de C* son de la forma
©(1,-) para un flujo holomorfo ¢ de un campo completo ([BF95],[F96],[LMnRO00]).

e 2.- Aproximacién de campos vectoriales. Una pregunta que surge en muchas
ocasiones cuando se estudia la aproximacién de aplicaciones por automorfismos holo-
morfos de C* es si dado un campo vectorial holomorfo X en C* existe una sucesién X;
de campos holomorfos completos que converge (uniformemente) a X en los compactos
de C*¥ (ver [BF95], [For95], [For96]). De un tal X se dice que puede aprozimarse por
campos completos. Por ejemplo, sabemos que todas las aplicaciones F : C¥ — B
de Fatou-Bieberbach, es decir, aplicaciones que son biholomorfismo de C* sobre un
subconjunto propio B C CF, que se conocen, pueden aproximarse por una sucesion
de automorfismos F; holomorfos de C* (ver ejemplos en [RoRd88]). Dada una apli-
cacién F' de Fatou-Bieberbach, si tomamos el campo X levantado por F' del campo
constante en C*¥, como las trayectorias del campo constante no estan contenidas en B,
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X no es completo. Sin embargo, podemos utilizar los automorfismos F}; para levantar
el campo constante, y asi obtener una sucesién de campos completos X; que converge
a X.

Si consideramos el espacio ®(C?) de los campos vectoriales holomorfos en C? con
la topologia dada por la convergencia uniforme en los compactos de C2, los primeros
resultados que se han obtenido prueban que el conjunto de campos que pueden ser
aprorimados por campos vectoriales holomorfos completos estd contenido en el com-
plementario de un abierto denso de R(C?) ([For95], [BF95],[R099]). Es decir, los cam-
pos completos en C? forman un subconjunto “pequeiio” de R(C?). Este fenémeno
contrasta con la situacion que se da para campos reales diferenciables, que siem-
pre pueden modificarse fuera de cualquier compacto para ser completos. Si nos fi-
jamos ahora sélo en el conjunto de los campos polinémicos en C?, e introducimos
una topologia adecuada en este conjunto, podemos preguntarnos si la propiedad de ser
completo es no genérica.

e 3.- Trayectorias de campos hamiltonianos que explotan a tiempo finito.
Para un campo vectorial X es importante estudiar cuantas de sus trayectorias ex-
plotan a tiempo real finito. O, lo que es lo mismo, cuéntas de sus trayectorias tienen
la propiedad de que la solucién que las define no esta acotada en tiempo real finito
positivo. Por ejemplo, si el campo X representa el sistema de los n—cuerpos, estas
trayectorias dan lugar a puntos donde el sistema colisiona y que es importante en-
tender (ver [SaXi95]). Para un campo holomorfo hamiltoniano X de C?, es decir, un
campo

OH 0 0H O

822 821 + 821 8227

con H una funcién entera en C?, cabe destacar de este analisis que la propiedad
de que exista un conjunto denso de puntos en C? para los cuales la trayectoria de
X por cada uno de ellos explote a tiempo finito es genérica en el espacio de los
campos hamiltonianos ([FG94],[FG96], [FGI6b]). Entendiendo ahora el tiempo como
variable compleja, como hemos dicho anteriormente que se hara en esta memoria, una
pregunta natural que se desprende de este estudio es si existe un resultado andlogo
para las trayectorias que explotan a tiempo (complejo) finito de campos polindmicos
hamiltonianos.

e 4.- Teoria global de foliaciones. Las foliaciones definidas en C* (y, en general
en variedades de Stein) dadas por campos vectoriales completos tienen hojas con la
topologia intrinseca mas sencilla posible: planos C y cilindros C*. En dimension dos,
esta propiedad tiene consecuencias en muchos casos sobre la geometria global de este
tipo de foliaciones. Destacamos la ezistencia de primera integral meromorfa si la hoja
genérica de la foliacion (en el sentido de la capacidad logaritmica) es biholomorfa a C*
([Suz78al,[Suz78b]). Este hecho hace posible a M. Suzuki clasificar en ([Suz77)), salvo
conjugacién por un automorfismo holomorfo de C?, los siguientes campos vectoriales
holomorfos:
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1) Los campos vectoriales holomorfos completos en C? que tienen por flujo ¢ una
aplicacién tal que ¢(t, ) es algebraica para todo t € C.

2) Los campos vectoriales holomorfos completos en C? con trayectorias propias.
Recordemos que una trayectoria de X es propia cuando tiene la topologia ex-
trinseca mas sencilla posible, a saber: la inducida por la topologia usual de C?.
En este caso, como la inclusién i : C, — C? es propia, la clausura topoldgica
C, en C? define una curva analitica de dimensién (pura) uno. Cabe destacar
que cuando X es un campo vectorial holomorfo (no necesariamente polinémico)
completo en una variedad de Stein (en particular, C¥) sabemos por M. Suzuki
([Suz78b]) que todas sus trayectorias biholomorfas a C* son propias.

No se conocen campos vectoriales holomorfos completos que no estén en esta clasi-
ficacion. Este punto de vista clasico de M. Suzuki se ha recuperado recientemente
aplicandose al estudio de campos vectoriales polinémicos completos en C2, como
puede verse en los trabajos de M. Brunella ([Bru98], [Bru04]), D. Cerveau, B.-A
Scardua ([CS]) y J.-C. Rebelo ([Reb03]). Es el punto de vista que nosotros hemos
aplicado en esta tesis, y que ha dado lugar a resultados en parte recogidos en [Bus03],
[Bus].

Restricciones. A lo largo de esta memoria haremos dos restricciones:

a) Por una parte, estudiaremos campos vectoriales polinémicos en C? (caso k = 2).
Aunque esta simplificaciéon implica que no se puede relacionar directamente el
modelo con el problema de los n-cuerpos, las ideas y técnicas matemaéticas
que se desarrollan son lo suficientemente ricas como para que se respondan
muchas preguntas de mecénica celeste que se reducen a un problema de campos
vectoriales en C? (ver [Smi97)).

b) Los campos que consideraremos tendran como mucho singularidades o ceros
aislados.

Un campo X que verifica a) y b) define una foliacién Fx por curvas en C? con
un nimero finito de singularidades (los ceros de X) que extiende a CP? = C2U Ly,
(ver capitulo 1 de esta memoria y [GMOBS89]). Como cada trayectoria C, de X
estd contenida en una hoja £ de Fx, esta compactificacion de Fx nos permite estudiar
los puntos de C, cercanos al infinito (su conjunto limite).

Resumen de los resultados de esta memoria.

En el capitulo 1 introducimos los conceptos y definiciones de caracter general que
se utilizaran a lo largo de toda la memoria.

En el capitulo 2 analizamos el flujo de un campo vectorial polinémico X sobre
sus trayectorias en puntos de la recta del infinito (L.). Cuando L. es invariante
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por la foliacién Fx inducida por X (caso general), estas trayectorias no son més
que separatrices de esta foliacion por puntos singulares en L.,. Haciendo un célculo
explicito del indice local de Fx en estos puntos, podemos concluir que las tunicas
singularidades no degeneradas que una foliacion Fx en CP? inducida por un campo
vectorial polinomico X completo de grado > 2 puede presentar en Lo, son las de tipo
Poincaré—Dulac y los puntos de silla—nodo. Lo que nos permite demostrar los dos
resultados de no genericidad sobre los que nos hemos preguntado anteriormente:

e Para un campo vectorial polinémico en C? de grado > 2, tanto la propiedad de
que no tenga ninguna trayectoria completa en ningun punto de Lo, como la propiedad
de no ser completo son genéricas en el conjunto de todos los campos vectoriales
polinémicos en C? de grado > 2.

o Fxiste un abierto demso W del espacio de los campos vectoriales polinomicos
hamiltonianos en C? de grado m > 2 tal que, para cada Xg en W, hay un denso de
puntos en C? con trayectorias que explotan a tiempo (complejo) finito.

En el capitulo 3 nos fijamos en las trayectorias propias de un campo vectorial
polinémico X sobre las que es completo. Supongamos que X es completo en una
trayectoria propia C,. Entonces, su conjunto limite lim (C,) es, o bien un conjunto
de a lo més dos puntos, y por el Teorema de Chow C es una curva algebraica, o bien
contiene la recta del infinito L.,. En funcion de estas dos situaciones, diremos que la
trayectoria C', o la correspondiente solucién entera ¢, es algebraica o transcendente,
respectivamente. En lo que sigue, transcendente significard propio y no algebraico.
La principal contribucién de este capitulo y de toda la memoria es la clasificacion
de los campos vectoriales polindmicos en C? que son completos sobre una trayectoria
transcendente, mediante el resultado que enunciamos a continuacién (el enunciado
mas preciso aparece en el capitulo 3):

o Sea C, una trayectoria transcendente de un campo vectorial polinomico X en
C2. Si X es completo en C, existen dos casos:

I) C. es biholomorfa a C* y, salvo un automorfismo polinémico de C?, tenemos las
dos siguientes posibilidades:

i) Eziste una recta algebraica invariante por X, y entonces X es uno de los siguientes
campos:

i.1) )
AT Ep + [a(z)y + b(x)] ==
donde a(x), b(x) € Clz] y A € C*.

ol f(a") + ) - =yl F2") 4 6] 5
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con m,n € N*, f(z) € z-Clz], a, B € C tales que f/a € Q" y am — fn € C*.

i.3)

0

sty [T mlaly £ pl)]S +aT) 0
ox oy

para m,n, ¢ € N*, a € C*, p(z) € Clz] de grado < ¢ tal que p(0) # 0, T =

taty + 2p/(2), § = (2" (x'y + p(x))") con f(z) € =~ Clz], y donde

¢

[nap'(z) +mp(x)]S + azp'(z) € 2 - Cla, y).

En particular, X es completo.

i1) No existe una recta algebraica invariante por X, y entonces para cierta aplicacion
racional H se tiene que

0 9,
* _ .k . ti,m N
H'X =u {a(v)uau + At (v" = s) 61}}’

donde a(v) € Clv], t e N, n,r e N*, k€ Z, y s, A\ € C*.

II) C, es biholomorfa a C y, salvo un automorfismo holomorfo de C?, eriste una
funcion entera nunca nula f tal que X es de la forma

0

Fw) 5
La demostracién de este resultado se basa en una combinacién del estudio hecho
por M. Brunella en [Bru98] de las foliaciones algebraicas en C? con hojas que tienen
un final propio y transcendente, que nos garantiza la existencia de un polinomio P de
tipo C o C* tal que la foliaciéon Fx se puede estudiar de modo especialmente sencillo
respecto a P, con algunos métodos transcendentes, concretamente, una version del

Teorema de Borel debida a E. Andersén ([And00]).

Ya que toda trayectoria transcendente sobre la que X es completo define una hoja
entera transcendente de la foliacion Fy, nuestro resultado puede considerarse como
una version afin en C? para este tipo particular de trayectorias de la clasificacion de
M. McQuillan en [Mc@Q)] de las foliaciones en superficies proyectivas con hojas enteras
transcendentes.

Como aplicacion, podemos discutir el problema que fue nuestra motivaciéon inicial
y que explicamos a continuacién. Dos campos vectoriales polinémicos en C? con ceros
aislados, que no son colineales, dejan de ser independientes en los puntos de la va-
riedad algebraica (de codimension mayor o igual que uno) definida por los ceros del
determinante de la matriz 2 x 2 cuyas entradas son sus componentes. Asi, todo campo
vectorial polinémico esta determinado, salvo multiplicaciéon por un nimero complejo
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distinto de cero, por una trayectoria transcendente C,. Podemos prequntarnos, de esta
manera, si el que X sea completo sobre una trayectoria transcendente C, implica que
X sea completo. Sobre esta pregunta damos una respuesta completa para un tipo de
trayectorias: las trayectorias singulares. Veamos brevemente cuéles son. Consideremos
una trayectoria transcendente C, sobre la que X es completo. Como C, es una curva
analitica, ésta no puede acumularse en puntos regulares de X. Por tanto, el hecho de
que X sea completo en C, garantiza que C. \ C, sea, o bien un punto p, con X (p) = 0,
o vacio. Decimos entonces que la trayectoria C, (o que la solucién ¢,) es singular si su
clausura en C? contiene ceros del campo, y no singular si no contiene. Demostramos
en este capitulo que todo campo vectorial polinémico X en C? que es completo sobre
una trayectoria C, transcendente y singular es completo, dando, ademds, su forma
explicita, salvo automorfismo polinémico de C2.

En el capitulo 4 estudiamos los ceros de campos polinémicos completos en C2.
Como los ceros de un campo vectorial holomorfo completo X en una variedad de
dimensién dos tienen orden uno (ver [Reb00, Lemme 6.1]), es natural preguntarse
cuantos pueden ser en nimero. Existen ejemplos de campos completos con dos ceros
(ver el ejemplo de [AR99, p.219]). Sin embargo, ninguno de ellos esta definido en
C2. Los tnicos campos vectoriales holomorfos completos en C? conocidos son los de
la clasificacion de M. Suzuki en [Suz77|, que hemos visto anteriormente, y ninguno
tiene mas de un cero. Por eso, recientemente, J.-P Rosay y P. Ahern han propuesto la
siguiente pregunta ([Ro99], [AR99]): Si X es un campo vectorial holomorfo completo
en C2, stiene X como mucho un cero? En este capitulo contestamos afirmativamente
a esta pregunta para el caso polinémico, probando que todo campo vectorial polinomico
en C? completo con singularidades aisladas tiene como mdxzimo un cero. Utilizando
el trabajo de E. Andersén y J.-C. Rebelo sobre campos completos ([And00], [Reb00]),
junto con algunos resultados del capitulo 3, clasificamos todos los campos vectoriales
polinomicos completos con un cero que no es de tipo Poincaré—Dulac.

En el capitulo 5 establecemos condiciones necesarias y suficientes para que una
aplicaciéon polinémica F' = (Fy,..., F,) : C* — C" tal que el determinante de su
matriz jacobiana es constante sea invertible. La condicién para F' de tener el determi-
nante de su matriz jacobiana constante se llama condicion jacobiana, y equivale a su
inyectividad local. Siguiendo las ideas de P. Nousiainen y M. E. Sweedler (ver [NS83]),
asociamos a una tal F' una n-upla de campos vectoriales polinémicos 8%“1’ N T
C", que nos permiten dar el siguiente criterio de invertibilidad:

e Si FF = (Fy,...,F,) : C" — C" es una aplicacion polinomica que verifica la
condicion jacobiana, F es invertible si y solo si los campos aiFi son completos.
Finalmente, aplicando este ultimo resultado, podemos reformular la Conjetura

Jacobiana en términos de la propiedad de ser completo con el resultado siguiente:

e La Conjetura Jacobiana es verdadera si y solo si cada base Xi,...,X, sobre
Clz1y ..., 2] del espacio Npo(C™) de campos vectoriales polindmicos en C" que es

17



conmutativa, es completa, es decir, X; es completo para todo i.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran los conceptos y resultados de cardcter general que
seran utilizados a lo largo de la memoria.

1.1. Campos vectoriales holomorfos

De aqui en adelante, C sera el cuerpo de los nimeros complejos y C", con n > 1, el
espacio vectorial complejo {z = (21,...,2,) | 21,...,2, € C}.

Para cada z en C", consideremos la base canénica {-2 ... =21 del espacio tan-
) 0z1) ) Oz
n

gente T,C" de C" en z, que por definicién es el espacio vectorial {z} x C".

Definicién 1.1.1. (Campo vectorial holomorfo) Un campo vectorial (o de vec-
tores) holomorfo X en un abierto U de C", es una aplicacion holomorfa que a cada
punto z de U le asocia un vector tangente X (z) de T,C". En térmimos analiticos, X
estd definido por

) )
X=(P,....P)=P,—+--+ P, —, 1.1
(Pr,...,P) 1021+ - 9 (1.1)

para Py, ..., P, funciones holomorfas en U.

Fijemos un abierto U de C™ y una aplicacién holomorfa ¢ : U — C". La aplicacion
® es un biholomorfismo sobre su imagen si y sélo si @ : U — ®(U) es biyectiva. En
este caso, diremos que U y ®(U) son biholomorfos, y designaremos a esta relacién
con la notaciéon U ~ ®(U). Si, ademds, ®(U) = U, llamaremos a ¢ automorfismo de

U.

Definiciones 1.1.1. 5i X es un campo vectorial holomorfo en U, que analiticamente
se expresa como en (1.1),
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i) las funciones Py,..., P, son las componentes de X, y sus ceros comunes los
puntos singulares o singularidades de X .

ii) Si cada componente de X es un polinomio complejo en las variables zy, . .., zn,
diremos que X es un campo vectorial polinomico en U.

iii) Si ® es un biholomorfismo de U sobre su imagen ®(U) =V, designaremos por
®,. X al campo vectorial holomorfo en V' definido por

B, X (2) = D10 (X (07(2))).

Si o es el flujo de X, el flujo de ®,X es ® o p o ®7 1, del que diremos ser
conjugado por ® de . Iqgualmente, si'Y es un campo vectorial holomorfo en V,
y ¢ es su flujo, entonces ®*Y es el campo vectorial holomorfo en U definido por

DY (2) 1= (D)o (Y (0(2)). (1.2)

que tiene por flujo el conjugado por ®~1 del flujo ¢ de Y, a saber: ®~Lopo ®.

Dado un campo holomorfo X en un abierto U de C? como en (1.1), designaremos
a P,y P, por Py @, respectivamente. Asociado a X tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

dz
d_tl = P(Zl,ZQ)
(1.3)
dz
d_t2 = Q(21, 22)

Teorema 1.1.1. (Teorema de existencia y unicidad) Para el sistema de ecua-
ciones diferenciales (1.3) definido por X se verifica:

i) Ezistencia de solucion: para cualquier z € U existe un disco D, de centro 0 y
radio r, > 0, y una funcién holomorfa ¢, : D,, — U tal que p,(0) = z y

@, = X(p(t)) = (P(p:(t)), Q(p:(t))), paracadaten D,.,.

t

dt
Diremos que una tal @, es solucion local de X por z.

i) Unicidad: si existe otra solucion local @, : D, — U de X por z, entonces ¢, y
@', coinciden en D, N1, .

Demostracion. Ver en [Hil76, Capitulo 1]. O
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Observacién 1.1.1. Si z no es un punto singular de X, la solucion local ¢, de

X por z, que es una inmersion del disco D,, sobre su imagen, puede verse como

parametrizacién local de una superficie de Riemann abierta de U cuya diferencial
o) 0 __

transforma el campo 5 en ;. en un campo holomorfo ¢., 5 = X|,.n,) sobre esta

: ot
superficie.

El teorema 1.1.1 nos permite definir una aplicacién continua ¢ en un entorno
abierto V' de {0} x U en C x U de la forma

VCcCxU -2 C?

(t,2) — p(t, 2) := (). (1.4)

¢ es holomorfa en la variable ¢ por serlo cada ¢,(t). Pero, ademas, como tenemos
una familia de campos holomorfos {¢,, %}Zey, parametrizados por un abierto U (ver
observacién 1.1.1), la funcién ¢ es holomorfa en la variable z [Hil76], y por tanto,
holomorfa en todo V. Vemos que ¢ satisface las dos siguientes propiedades:

» 0(0,z) =z paratodo zen U, y

w o(t,p(s,2)) = @(t + s, z), donde quiera que ambos miembros estén definidos.

Llamaremos a ¢ flujo (holomorfo) del campo X.

Para un campo vectorial holomorfo X en U fijemos un punto z € U no singular de
X ylasolucién local ., : D, — U de X por z. Hemos visto en la observacién 1.1.1 que
v, “puede verse parametrizando” una superficie de Riemann abierta de U. Veamos
con mas detalle como es dicha superficie. Al extender ¢, por prolongaciéon analitica
a lo largo de caminos en C partiendo del punto ¢ = 0 a su méximo dominio de
definicién €2, puede suceder que la nueva funcién sea multivaluada. En ese caso, en
vez de restringirnos a un conjunto menor, podemos entender €2, al modo de Riemann,
[For96, p. 127]: el dominio €2, serd la superficie de Riemann abierta y conexa para la
que existe una inmersion holomorfa 7, : 2, — C tal que la solucion local ¢, extiende
por prolongacién analitica a una aplicaciéon holomorfa ¢, : 2, — C? que satisface

0 =5 ¥ Dene) () = X(elt)

El campo % es el levantado por m, del campo constante en C.

Definicién 1.1.2. (Solucién y trayectoria) Para un campo vectorial holomorfo X
en U, llamaremos a la aplicacion o, : Q, — C? solucion de X por z, y a su imagen
C, = ¢.(Q2,) trayectoria (compleja) de X por z
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Observacién 1.1.2. Si z no es una singularidad de X, la correspondiente trayectoria
O, que se llama no trivial, tiene estructura de superficie de Riemann inmersa en C2,
[For96, p. 126].

Observacién 1.1.3. En variedades complejas M en general se pueden definir también
campos vectoriales holomorfos. Basta definir un campo X en M como una seccién
global del fibrado tangente. El campo X en cada carta de M tiene una expresion
analitica de la forma (1.1) y las definiciones de trayectoria y solucién son las naturales.

1.2. Singularidades de curvas holomorfas

Una curva holomorfa en una variedad compleja M de dimension 2 es una subva-
riedad analitica en M definida localmente por los ceros de una funciéon holomorfa.
En esta memoria utilizaremos algunos resultados sobre singularidades de curvas que
aplicaremos al estudio de campos vectoriales.

Resolucién de singularidades para curvas, [LNS97, Capitulo I]. La explosién
de una variedad compleja de dimensién dos M en un punto p es la variedad compleja
M que se obtiene reemplazando en M el punto p por el CP! de direcciones pasando por
ese punto. A continuacién, detallamos esta construccién para el caso en que M = C?
y p es el origen de coordenadas.

Consideremos dos copias U y V de C? con coordenadas (t,z) y (s,y) respectiva-
mente, y el biholomorfismo

U\{t=0} 2 V\{s=0}.

(t,z) = (1/t,tx) = (s,y).

Si identificamos U y V' mediante ®, obtenemos una nueva variedad C2. La aplicacion
holomorfa 7 : C* — C2, definida por 7(t,z) = (z,tz) en U y 7(s,y) = (sy,y) en V,
verifica: (a) es propia, (b) 771(0) = D es una subvariedad compleja de C2 biholomorfa
a CP', y (c) 7 restringida a C?\ D es un biholomorfismo sobre C2\ {0}. El par formado
por C? y la proyeccién « es la explosién de C? en el origen, y la subvariedad de C2
definida por 771(0) = D se llama divisor excepcional de esta explosién. Para una
variedad compleja de dimensién dos M, la explosién M de M en un punto arbitrario
p € M se hace efectuando la construccién anterior en una carta local en p de M.
Podemos iterar el proceso de explosion de la manera siguiente: comenzamos con la
variedad M y el punto py = p. Si hacemos la explosiéon de M en py, obtenemos
la variedad M; = M con proyeccién m = 7 v divisor excepcional D; = 7 (po).
Seguidamente, fijamos un p; en D, y hacemos la explosion de M; en p;, obteniendo
la variedad M, = M, y la proyeccién s con divisor excepcional Ds. Inductivamente,
repitiendo el proceso hasta n > 1 explosiones, obtenemos la variedad M, con una
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aplicacion propia " = m, om,_10---0om : M, — M y divisor excepcional definido
inductivamente por:

D'=D,, D*=Dy,Un, (D)~ DyUDy,...,
D"=D,Ur, (D"')~D,UD, U---UDy,

que se llama sucesion de explosiones en p. En este caso D™ es un grafo de ciclos
proyectivos

Llamaremos sucesion de explosiones en un subconjunto finito B de M, a la com-
posicién de un nimero finito de sucesiones de explosiones en puntos de B. Definimos
su divisor excepcional como la unién de los divisores excepcionales de cada una de
las sucesiones. Dada una curva holomorfa C' en M y un subconjunto finito B de C,
para cualquier sucesién 7 de explosiones en B, tenemos que (7)1 (C) = D" U C,,
donde D™ N C),, es una cantidad finita de puntos. La curva C,, se llama transformada
estricta de C' (por ©"). Asociada al conjunto de singularidades de C, que designamos
por Sing (C), tenemos la siguiente sucesién de explosiones.

Teorema 1.2.1. (Resolucién de singularidades para curvas) Para toda curva
holomorfa C en una superficie compleja M existe una sucesion de explosiones en
Sing (C), 7" : M, — M, con divisor excepcional D" = Dy U --- U D, tal que
la transformada estricta C,, de C wverifica: 1) no es singular, 2) corta a cada D;
transversalmente y 3) D™ N C,, no contiene ningun punto de D; N D; con i # j. Esta
sucesion de explosiones es conocida como la resolucion de las singularidades de C, y
su transformada estricta C,, es la normalizacion o desingularizacion de C'.

Este teorema nos permite parametrizar las ramas de una curva:

Corolario 1.2.1. (Existencia de ramas y parametrizacién) Sea C' una curva
holomorfa en una superficie compleja M. Dado q € C, existen curvas holomorfas
Ci,...,Cy C M, que llamaremos ramas de C' en q, de forma que, para todo j =
1,...,m, se cumple: a) ¢ € C;, b) hay un entorno U de q en M tal que CNU C
CiU---UCy, y c) existe un homeomorfismo v; : D — C;NU, con v;(0) = q, tal que
restringido a D* es un biholomorfismo sobre C; \ {q}.

Parametrizacién de Puiseux, [MMS80]. Las parametrizaciones 7; de las ramas
C; pueden elegirse minimales de forma que se cumpla la siguiente propiedad: si «; es
otra parametrizacion de C}, existe una aplicacién u : D — D tal que o; = yjou. A
esta y; la llamamos Parametrizacion de Puiseuz de C; (o de C; NU).

1.3. Singularidades de campos vectoriales

Supondremos en este apartado que X es un campo vectorial holomorfo definido en
un abierto U de C? y que p es un punto en U.
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Singularidades aisladas o ceros de campos vectoriales, [LINS97]. Decimos que
p es una singularidad aislada o un cero (aislado) de X si p es el inico punto singular
de X en un entorno de p en U. Consideremos un germen irreducible > en p de curva
analitica. Un tal X esta definido en un entorno V' C U de p por una ecuaciéon reducida

{F =0}, donde FF€ O(V) y F(p) =0.

Definicién 1.3.1. Diremos que ¥ es una separatriz de X por p si DF, X (p) = 0
para todo p de X.

La existencia de separatriz en dimension dos es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 1.3.1. (Teorema de Camacho-Sad, [CS82]) Si X es un campo vectorial
holomorfo en un abierto U de C? y p es una singularidad aislada de X, entonces existe
stempre una separatriz 2 de X por p.

Singularidades no degeneradas. Sea p una singularidad aislada de X. Por defini-
cidn, los autovalores de la singularidad son los autovalores de la parte lineal DX, de
X en p. Si los dos autovalores no son ambos cero, decimos que p es no degenerada.
Si, ademas, al menos uno de ellos es cero, llamamos a p silla—nodo. En este caso, la
direccion fuerte es la definida por el autovector no nulo y la direccion débil la dada
por el autovector nulo.

En la siguiente proposiciéon hemos resumido los resultados sobre separatrices de un
campo vectorial holomorfo X por una singularidad no degenerada p que utilizaremos.

Proposicién 1.3.1. Sea p una singularidad no degenerada de X con autovalores A
y . Tenemos dos casos.

i) Sip es un silla—nodo, entonces existen como minimo una separatriz de X por p,
y como mdzimo dos separatrices de X por p. En el primer caso, la separatriz es
lisa (no singular) y tangente a la direccion fuerte, mientras que en el sequndo
caso ambas separatrices son lisas y tangentes respectivamente a las direcciones
fuerte y débil.

ii) Sip no es un silla—nodo existen dos posibilidades:

ii.1) Cuando N\/p € QF (se dice que p es resonante) entonces, o es dicritica
(es decir, existen infinitas separatrices de X por p) o es de tipo Poincaré—
Dulac: después de un cambio holomorfo de coordenadas ¢ en un entorno
dep en U, . X estd definido por un campo de forma:

x% + (ny + x”)%, donden € N*.

i1.2) Cuando N\/p ¢ QF, entonces X tiene dos tnicas separatrices por p que,
ademds, son lisas y transversales en p.
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Demostracion. Para i)y ii.2) ver pp. 518-521 en [MMS0]. Para #i.1) ver [Arn80]. [

Las singularidades que verifican i) 6 ii.1) se llaman singularidades simples.

Multiplicidad de un campo con respecto a una separatriz, [CNS84]|. Sea
p una singularidad aislada de X y ¥ una separatriz de X por p. Si B es una bola
suficientemente pequena, entonces BN es homeomorfo a un disco de dimensién dos.
Tal homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, tomando la parametrizacién de
Puiseux de BN. Estamos en la siguiente situacion: tenemos un disco D = BNX y el
campo vectorial X|p definido por la restriccién de X a ID con una tnica singularidad en
ID. Si consideramos X|p como campo vectorial real, el grado topolégico de la aplicacion
de Gauss:

Xp
: 871“ (p) - Sl)
[ X
donde ||.|| es la norma euclidea en R? y S!(p) es una circunferencia de radio r > 0

suficientemente pequeinio, es el indice topoldgico de Xp en p. Tanto en St como en
St(p) escogemos la orientacién dada por un campo en el disco que es normal en su
frontera y apunta hacia afuera.

Definicién 1.3.2. Sean X, ¥, B, D = BNX y p € D como antes. Se define la

multiplicidad de X en p con respecto a X como el indice topoldgico de Xpp en p.
Designaremos a este indice por ind,(X, ).

Este indice puede darse en términos de la parametrizacion de Puiseux de 3:
Proposicién 1.3.2. Consideremos la parametrizacion de Puiseuxr v : 1D — XN B de

SN B y el campo v*X en D que se expresa analiticamente por f(t)2, con f € O(D).

: ot
Si el desarrollo en serie de potencias de f es ijm a;t’, con a,, # 0, se tiene que
ind,(X,X) =m.

Demostracion. Ver en [CNS84, Proposition 3. O

La multiplicidad de X en p con respecto a ¥ es un invarinte analitico (local):

Teorema 1.3.2. Dado cualquier biholomorfismo h : B — h(B) C C?, con h(p) = ¢/,
si tomamos h, X se verifica que ind,(X,X) = indy (h. X, h(X)).

Demostracion. Ver en [CNS84, Theorem B]. O
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1.4. Foliaciones holomorfas en CP?

Geometria de CP?. El plano proyectivo complejo es el espacio de rectas en C* que
pasan por el origen. Si consideramos en C?\ (0,0,0) la accién de C* definida por
Mg, 1, T2) = (A20, Az1, A22), el cociente de C3\ (0,0,0) médulo esta accién (con la
topologia cociente) es el plano proyectivo complejo CP?. Las clases de equivalencia
se llaman puntos proyectivos y se designaran por [z : 27 : 23]. Consideremos los tres
abiertos

Ui={[z0:21:2),2:#0} para i=0,1,2;

y los homeomorfismos ¢ : C* — U; definidos por
Go(21,22) = [L: 211 20), d1(yn,2) = [y1:1:9p] ¥y do(wi,wa) = [wr twy: 1.
Como ¢, o, d3'h1 v ¢y pe son biholomorfismos,

{(Ui, &7 ") }ico,1.2

es un atlas holomorfo que define una estructura de variedad compleja compacta para
CP?. Llamaremos a cada (U;, ¢; ) carta afin de CP? y a cada {z = 0} = CP*\ U}
recta del infinito de CP? con respecto a la carta afin (U;, ¢; ).

Para todo entero n € Z y subindices i, j € {0, 1,2}, definimos las funciones
i
Ui N Uj — C
2\
inj[ZO D21 2] = (Z_Z) . (1.5)
Si en cada abierto (U; NU;) x C identificamos
([20 210 22, A) ~ ([20 1 21 1 22]5 (ijl20 © 21 0 22) M),

como las funciones G verifican la condicién de cociclo en U; N U; N Uy, dada por la
relacion (jj = (5 - (J., obtenemos un fibrado vectorial complejo de dimensién uno que
designaremos por O(n), resultado de tomar el espacio

Jwixc)/ ~
a partir de dichas identificaciones.
Foliaciones inducidas por campos vectoriales polinémicos, [GMOBS89].
Supondremos en este apartado que X es un campo vectorial polinémico en C? con

singularidades aisladas. Llamamos grado de un campo vectorial polinémico al maximo
de los grados de sus componentes.
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Si identificamos C? con la carta afin (U, ¢y ') de CP?, el campo X se expresa en
coordenadas como

0 0
X = P(z, 22)8_ + Q (2, 22)8
21 29

Sea m el grado de X. Utilizando los cambios de coordenadas ¢; ¢y v ¢5 ¢y podemos
extender X a las otras dos cartas afines como

(1.6)

1 < i 0 = 0 .
—y" R y2) 5 "Gi(y2) 1.
1 <; U1 l( >y2)ay1 + ;yl Gl(y2)8y2 en <U1,¢1 ), y ( 7)

(Z m H_IQ w2, —|—ZUJ1 i) en (Ug,qb;l). (18)

o 892

Donde P; y Q; son las componentes homogéneas de grado ¢ de P y (), respectiva-
mente, Gi(y2) = [Qi(1,y2) — 12 P5(1, y2)], vy Hi(yo) = [Pi(w2, 1) — waQi(w2, 1)].

Por tanto, X define un campo vectorial (holomorfo en CP*\ L), que viene dado
en cada carta afin por (1.6), (1.7) y (1.8). De estas ecuaciones concluimos que el polo
de X alo largo de la recta del infinito L., de CPP? con respecto a (Up, ¢y ') se comporta
de la siguiente forma:

i) Si G, vy Hp, son idénticamente nulos, el polo es de orden m — 2.

ii) Si Gy, 6 Hp, no son idénticamente nulos, el polo es de orden m — 1.

Eliminando el polo de X multiplicando respectivamente (1.7) y (1.8) por y¢ y
w, para d = m — 1 6 m — 2 segiin el orden del polo de X, tenemos en cada carta
afin (Us, ¢; ') un campo vectorial polinémico X; con singularidades aisladas. Ademés,
como en cada una de las intersecciones U; NU; (con ¢ # j) estos campos verifican que
X; = C{le j, para d como en (1.5), podemos verlos definiendo una seccién holomorfa

global Fx del producto tensorial del fibrado tangente TCP? de CP? con el fibrado
O(d). Motivados por este hecho, definimos:

Definicién 1.4.1. (Foliacién en CP? definida por X) Dado un campo vectorial
polinémico X en C? de grado m vy con singularidades aisladas, la foliacion holomorfa
Fx en CP? definida por X es la seccion global de TCP* @ O(d), dada en cada carta
afin por:

" X(]:X GTLU(),

n X = yil(¢fl¢o)*X en Uy, y
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u X2 = wil(cﬁ;lcﬁo)*X en U2.

Donde d=m —1 6 m — 2 es el orden del polo de X en L.

Observaciéon 1.4.1. Para cualquier par de escalares o y  no nulos, podriamos haber
eliminado, igualmente, el polo de X multiplicando respectivamente por ay{ y Sw{
las ecuaciones (1.7) y (1.8), obteniendo como seccién, en ese caso, una de la forma
AFx con A € C*. Para eliminar esta ambigiiedad, consideramos Fx definida de forma
unica, como en la definicién 1.4.1, salvo multiplicacién por escalares.

Definicién 1.4.2. El conjunto Sing (Fx) de puntos singulares o singularidades de la
foliacion Fx es la variedad algebraica de CP* dada en cada carta afin (U, ;") por
las singularidades de X;.

Observacién 1.4.2. Todos las propiedades sobre singularides aisladas para un cam-
po X que hemos visto en la seccién 1.3 no dependen de si multiplicamos o no X por
un escalar. Como dos campos X e Y definen la misma foliacién si y sélo si X = \Y,
con A € C* (ver observacién 1.4.1), estos resultados también son vélidos para Fx si
los enunciamos para cualquier campo que representa a esta foliacién en un entorno de
una singularidad aislada. Podemos decir, por ejemplo, singularidad de tipo Poincaré—
Dulac de Fx, separatriz de Fx por una singularidad no degenerada de Fx, o hablar
de multiplicidad de Fx con respecto a una separatriz > en p, que denotaremos por
anp(f X, E) .

Definicién 1.4.3. Las hojas L de la foliacion Fx son las subvariedades analiticas
conexas inmersas en CP? que en cada carta afin (U;, ;") corresponden con una
trayectoria de X;.

La definicién de foliacién en CP? se generaliza a una variedad compleja M de
dimension dos de la siguiente manera:

Definicién 1.4.4. Una foliacion holomorfa singular F en M esta definida por un
recubrimiento abierto {U,};er de M y campos vectoriales holomorfos X; en cada U;
con a lo mas singularidades aisladas tales que, en cada interseccion no vacia U; N U;
los campos X; y X; coinciden salvo por multiplicacion por una funcion holomorfa
nunca nula. El conjunto singular Sing (F) es el conjunto discreto que en cada U,
viene dado por los ceros de X;.

Resolucién de singularidades de una foliacién [LNS97]. Consideremos una
foliacién holomorfa Fx en CP? definida por X. Tomemos un p € Sing (Fx), que
supondremos sin pérdida de generalidad que estd en Uy. Sea 7 : CP* — CP? la
explosién de CP? en p, con divisor excepcional D = 77%(p) ~ CP'. El levantado de
X por la restriccién de 771 (Up \ {p}), como un simple cdlculo demuestra, extiende a
un campo holomorfo que se anula sobre D con multiplicidad ¢, > 0, que llamamos
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7*X. En cada una de las dos cartas U y V de 7= !(Up) que recubren a D podemos
dividir 7*X por 2 e y*, respectivamente, para asi obtener un campo de vectores
holomorfo con singularides aisladas en cada uno de estos abiertos. Estos dos campos
difieren en el producto por una funcién holomorfa nunca nula en U N V. Por tanto se

~ ~ 92
obtiene una foliacién Fx en CP .

Teorema 1.4.1. (Resolucién de Fyx, [Sei68]) Dado cualquier singularidad p € CP?
de Fx, existe una sucesion de explosiones " : M, — CP? en p tal que la foliacion
(7™)*Fx tiene sélo singularidades simples sobre (7™)~!(p).

1.5. Algunos resultados para polinomios

Designaremos el anillo de polinomios en las variables 21,25 ..., 2, con coeficientes en
C por Clzy, ..., z,). Llamaremos a una aplicacién

F=(F,...,F,):C"—C™,

polindmica si todas sus componentes Fi, ..., F,, son polinomios.

Un hecho bien conocido es el siguiente tipo de Teorema de Sard para polinomios:

Teorema 1.5.1. Sea P € Clzy, ..., 2,|. Eziste un conjunto finito B C C que tiene la
propiedad de que P restringido a C*\ P71 (B) define una fibracién topolégicamente
trivial sobre C\ B.

Demostracion. Ver en [Bro83]. O

Definiciones 1.5.1. El conjunto mds pequeno Bp que tiene la propiedad del teore-
ma 1.5.1 es el conjunto de valores atipicos de P. Si i es un valor atipico de P se dice
que la fibra P71 (u) es atipica o no genérica. En caso contrario, diremos que la fibra
es tipica o genérica.

Observaciones 1.5.1. Como todas las fibras genéricas de P son homeomorfas a la
misma superficie de Riemann, estd justificado que digamos la fibra genérica de P.
El conjunto Bp contiene a los valores criticos de P, pero, en general, puede contener
otros valores que son los wvalores criticos en el infinito (ver [Suz74)).

Existe otra nocién de fibra genérica para un polinomio que tiene en cuenta la
estructura holomorfa de sus fibras (ver definicién 1.5.4). Necesitamos antes algunas
definiciones.

Funciones subarménicas y plurisubarmoénicas. Subconjuntos de capacidad
cero en C". Convenimos en llamar dominio a todo subconjunto abierto y conexo de

Ccn.
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Definicién 1.5.1. Se dice que una funcion u definida en un dominio 2 de C es sub-
armonica si i) —oo < u(z) < oo para todo z € S, ii) u es semicontinua superiormente,

iii) para todo D,(a) C

1 [7 -
u(a) < %/ u(a +re) do,

—T

y 1) ninguna de las integrales de iii) es —o0.

Las propiedades i) y i) implican que u estd acotada superiormente en cada com-
pacto K C €. Por tanto, todas las integrales de iii) siempre existen y son < co.

Ejemplos 1. Para toda funcién holomorfa f definida en un dominio {2 de C y no
idénticamente nula, las funciones log | f|, log™ | f| = max (0,log f) v | f|P (0 < p < o0)
son subarménicas [Rud88, p. 382].

Las funciones plurisubarmonicas fueron introducidas por K. Oka, y son la exten-
sién natural a varias variables de las funciones subarmonicas.

Definicién 1.5.2. Se dice que una funcion u definida en un dominio 2 de C" es
plurisubarmdnica si i) u es semicontinua superiormente, y i) para todo dominio W
de C y toda funcion holomorfa ¢ : W — €, la composicion u o ¢ es subarmonica o
idénticamente igual a —oo.

Ejemplos 2. De los Ejemplos 1 se deduce que toda funciéon holomorfa f definida en
un dominio 2 de C", y no idénticamente nula, define las funciones plurisubarménicas:

log |f|, log™ | f] ¥ [fIP (0 < p < o0).

Definicién 1.5.3. (Subconjuntos de capacidad cero, [Nis62]) Diremos que un
subconjunto S de C" es de capacidad cero, si podemos tomar una familia numerable
{S,} de subconjuntos de C* tales que S =J,, Sn y, para cada S,, existe una funcion
plurisubarmdnica u,, definida en un dominio de U, C C" tal que i) u, no es idéntica-
mente igual a —oo en U, yii) S, C {x € U, | un(z) = —oc0}. Si S no es de capacidad
cero, diremos que tiene capacidad positiva.

Funcion racional de tipo S. El tipo de una funcion meromorfa, que fue introducido
por T. Nishino en [Nis68], [Nis69], [Nis70], [Nis73] y [Nis75], es la generalizacién para
una funciéon meromorfa de lo que es la fibra genérica para un polinomio. Nosotros
estamos interesados en funciones racionales de C", es decir, funciones cociente F' =
P/@Q de dos polinomios Py @ de Cl[z, ..., 2,| que dan lugar en

Ey=C"\{P=Q =0}

a una funcién meromorfa que extiende como funcién racional de CP" a CP'. Identifi-
caremos un polinomio P con la funcién racional que trivialmente define en Ey = C™.

Tomemos una funcién racional F : C* — CP' y una variedad de Stein S conexa
en C" de dimensién n — 1, definimos:
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Definicién 1.5.4. Diremos que F es de tipo S, si existe un subconjunto E de C" de
capacidad positiva formado por componentes de fibras de F' en Ey que son biholomor-

fas a S.

1.5.1. Resultados clasicos en dimension dos

Destacamos algunos resultados para polinomios en dos variables.

Teorema 1.5.2. (Teorema de Suzuki-Abhyankar-Moh, [Suz74] [AMT75])

Si P : C* — C es un polinomio irreducible tal que la curva algebraica definida por
{P =0} en C? es no singular y simplemente coneza, entonces, para todo \ distinto de
cero, la curva en C? definida por {P = \} es irreducible, no singular y simplemente
coneza. Ademds, existe un automorfismo polindmico de C? tal que P o ® = x.

Este resultado admite una generalizacién debida a V.-Y. Lin y a M.-G Zaidenberg
y que también utilizaremos.

Teorema 1.5.3. (Teorema de Lin-Zaidenberg, [ZL83])

Si P :C?* — C es un polinomio tal que la curva algebraica definida por {P = 0} en
C? es simplemente conexa (no necesariamente lisa e irreducible), entonces existe un
automorfismo polinémico ® de C? tal que Po® es de una de las dos formas siguientes:

1) ™y " T, (2% — ay’), conm,n €N, (k,{)=1, ya; €C*, ¢

2) x%q(y), donde k € N y q(y) € Cly].

Sobre la factorizacién de un polinomio destacamos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.4. (Teorema de factorizacién de Stein, [Ste58])

Para cualquier funcion racional F : C* — CP' no constante existe una aplicacion
holomorfa h : CP' — CP' y una funcién racional R : C*> — CP' tales que F se
factoriza como F'= ho R. Ademds, R no puede factorizarse de esta manera para un
h de grado distinto de uno. La funcion R se dice que es primitiva.

Observacién 1.5.1. El Teorema de Stein admite una formulacién afin cuando F
es un polinomio. En ese caso h y R son polinomios en una y dos variables, respecti-
vamente, y R estd determinado de forma tnica salvo composicién por una aplicacion

lineal de C.

La relacién que hay entre el tipo de un polinomio y su fibra genérica queda reflejada
en la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.5.1. Si P es un polinomio en C? con fibra genérica biholomorfa a
una superficie de Riemann S entonces es primitivo y de tipo S.

Demostracion. Es obvio que P es primitivo, pues de no serlo, la fibra genérica de P no
serfa conexa y S lo es. Para ver que es de tipo S es suficiente probar que el conjunto
P~Y(Bp), con Bp el conjunto de valores atipicos de P (ver definiciones 1.5.1), tiene
capacidad cero. Ya que el complementario de un conjunto de capacidad cero tiene
capacidad positiva. Si Bp = {\1,..., A}, entonces

P~ (Bp) = {(P = A1)+ (P — \,) = 0}.

Tomemos entornos abiertos disjuntos V; en C de cada \s. Como P es continua, pode-
mos consider la familia finita {U,,} de dominios de C? formada por todas las compo-
nentes conexas de los P~1(V;). Si definimos

u=1og|(P—Ay)--- (P =\,

esta funcion es plurisubarmonica en cada U, (ver ejemplo 2) y toma el valor —oo
exactamente en los puntos de P~!(Bp). Por tanto P~(Bp) tiene capacidad cero, y
la proposicién queda demostrada. [

El teorema 1.5.2 afirma en particular que todo polinomio P en C? irreducible que
tiene una fibra no singular y simplemente conexa es de tipo C. Para una funcion
racional en C? de tipo C*, M. Suzuki ha generalizado un resultado de H. Saito en
[Sai72] con el siguiente teorema.

Teorema 1.5.5. (Teorema de Saito—Suzuki, [Suz77, pp. 528-529])

Si F : C? — CP' es una funcién racional primitiva de tipo C*, existe un automorfismo
polindmico ® de C? tal que F o ® = ho G, donde h es una funcidn racional de CP!
de grado uno y G es de la forma

G = a"(z"y + p(x))", (1.9)

con m,n € Z*, { € N y p(z) un polinomio en Clz| de grado < ¢ —1 con término
independiente p(0) #0 si £ >0, ¢ p(x) =0 si £ = 0.

1.6. Campos vectoriales holomorfos completos.

Consideramos un campo vectorial holomorfo X en una variedad analitica M. Defini-
mos la propiedad mas importante que va a ser estudiada en esta memoria.

Definicién 1.6.1. Dada una trayectoria C, de X, diremos que X es completo en
(o sobre) C, si la solucion ¢, : Q, — C, de X es entera, es decir, estd definida en
Q. =C. El campo X es completo, cuando para cada z en M, X es completo en C.,.
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Si X es un campo vectorial holomorfo completo en M, su flujo ¢, que localmente se
expresa por (1.4), estd definido en todo Cx M y da lugar a una accién del grupo (C, +)
en M por automorfismos holomorfos. Ademas, se observa que, reciprocamente, toda
accion ¢ : Cx M — M de (C,+) en M por automorfismos holomorfos, esta asociada
a un campo vectorial holomorfo

X(z)=—| ot 2),

t=0

de flujo ¢, que es completo. Por tanto, existe una correspondencia biunivoca entre
campos vectoriales holomorfos completos en M y acciones del grupo (C,+) en M por
automorfismos holomorfos.

Proposicién 1.6.1. Las trayectorias C, sobre las que un campo vectorial holomorfo
X en M es completo son biholomorfas, o a un plano C, o a un plano perforado
C*:=C\ {0}, o a un toro complejo T.

Demostracion. Tomemos una trayectoria C, de X por z sobre la que X es completo.
El subconjunto
G.={teClep(t z) =z}

de C es un subgrupo discreto del grupo aditivo (C,+), por tanto, un reticulo en C
de la forma Za+7Z 3 con ay 3 en C. Como dados cualesquiera dos puntos x y x’ en
C., existen valores ty y t, en C tales que p(tg, 2) =y ¢(ty, 2) = 2/, la operacién en
C, definida por
T4 2 = @(to, p(ty, 2)) = p(to + ty, 2),

dota de una estructura de grupo de Lie a C,. Respecto de esta operaciéon la solucién
¢, : (C,+) — (C,,+) es un homomorfismo de grupos de Lie. Como el nicleo de este
homomorfismo es G, la aplicacion ¢, induce de forma natural un biholomorfismo
entre C/G, y C. (ver [FaKr80]), y asi, C, es biholomorfa a un plano C, a un plano
perforado C* := C \ {0}, o a un toro complejo, si el rango de G, es cero, uno o dos,
respectivamente. O

Atendiendo a las tres posibilidades que existen para una trayectoria sobre la que
un campo vectorial holomorfo puede ser completo, segiin la proposicién 1.6.1, diremos
que C, es de tipo C, C* o T, cuando C, sea biholomorfa a C, C* oT, respectivamente.

Campos completos en variedades de Stein. Cuando M es una variedad de Stein
(en particular C?), el campo X sélo puede tener trayectorias de tipo C o de tipo C*,
ya que M no contiene subvariedades analiticas compactas distintas de puntos. Las
trayectorias de tipo C* son especiales:

Teorema 1.6.1. (M. Suzuki, [Suz77, p.518] [Suz78b, p.86]) Sea X un campo
vectorial holomorfo en una variedad de Stein M. Entonces, toda trayectoria C, de
tipo C* de X es tal que su clausura C, en M es una curva analitica en M (Asi,
C.\ C. consiste en un sélo punto o es vacio).
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Ademas, existe genericidad del tipo de trayectorias:

Proposicién 1.6.2. (M. Suzuki, [Suz78b, p.55]) Para todo campo vectorial holo-
morfo completo en una variedad de Stein M existe un subconjunto E C M de capaci-
dad cero tal que ¢,(E) = E para todo z en E, y tal que todas las trayectorias de X
en C*\ E son o bien de tipo C, o bien de tipo C*.

Campos completos en superficies de Riemann. Cuando M es una variedad
analitica conexa de dimension uno, es decir, una superficie de Riemann, se pueden
dar facilmente todos los flujos holomorfos sobre ella. Aparecen en este estudio las
siguientes familias:

Proposicién 1.6.3. Si X es un campo de vectores holomorfo completo en una su-
perficie de Riemann M, salvo un biholomorfismo de M, X y M son como sigue:

1)

9 , .0 )
)\z& 6 Az EP en CP".
2)
a 0
)\& (0] )\Z& GH(C.
3)
0 .
AZ& en C*.
4) 5
)\5 en 7.
Con A\ € C.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema de uniformizacion de Riemann, el recubri-
dor universal M de M , salvo automorfismo, es el plano C, el disco D o la esfera de
Riemann CP'. Como dada la solucién ¢, : C — M de X por un z € M no sin-
gular de X podemos levantar ¢, (por prolongacién analitica) como solucién entera
0, :C— M de 7 X que verifica

TOo Y, = Pz,

7 X es completo en M. Se trata de estudiar qué flujos hay sobre M y cuales pueden
conmutar con un subgrupo discreto de automorfismos. Nos remitimos para una de-
mostracién detallada de esta proposicién a [LMnR00, p.179]. Nosotros haremos un
resumen. Observamos primero que M 1o es D, pues en caso contrario, la solucién ¢,
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seria una funcion entera acotada, y por el Teorema de Liouville seria constante. Por
tanto, M es C o CP'. Si M es compacta tenemos dos posibilidades por el Teorema de
Riemann-Roch. La primera es que M sea un toro 7'y X no tenga ceros, lo que nos
lleva a que X sea un campo constante como 4). La segunda posibilidad es que M sea
CP'. En cuyo caso X tiene un cero doble o dos ceros simples, que pueden llevarse,
respectivamente, a 0 6 a 0 e co por un automorfismo de CP!, para asi obtener un X
como 1). Si M no es compacta entonces M es C o C*. Aplicando un automorfismo
adecuado obtenemos las otras familias. O]
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Capitulo 2

Trayectorias completas en el
infinito de un campo polinémico

En este capitulo estudiamos las posibles singulariades no degeneradas de una foliacién
Fx en el infinito cuando X es un campo vectorial polinémico completo, analizando
sus trayectorias en puntos préximos al infinito. Este estudio nos permite demostrar
que la propiedad de que un campo polinémico no tenga ninguna trayectoria com-
pleta en algin punto de L., y la propiedad de no ser completo son genéricas en el
conjunto de todos los campos vectoriales polindmicos de grado mayor o igual a dos.
Analizamos también las trayectorias de campos hamiltonianos que explotan a tiem-
po finito, probando que existe un abierto denso del espacio de los campos vectoriales
polinémicos hamiltonianos en C? de grado mayor o igual que dos para el que cualquier
campo hamiltoniano tiene un denso de puntos en C? con trayectorias que explotan a
tiempo finito. Parte de los resultados de este capitulo han sido publicados en [Bus03].

2.1. Trayectorias en el infinito.

En este capitulo analizaremos las trayectorias de un campo polinémico X en puntos
cercanos a L.,. Para precisar qué entenderemos por puntos de una trayectoria C',
préximos al infinito, tomamos la foliacién Fx inducida por X en CP?, y estudiamos
su conjunto limite:

Definicién 2.1.1. Dada una trayectoria C, de X, definimos su conjunto limite
lim (C.,) en CP* de la siguiente manera: si L es la hoja de la foliacion Fx restringida
a C? que define C,, y {K;}2, es una sucesidon creciente de conjuntos compactos de
L que la recubren, entonces

lim (C.) = ﬁ L\ K, , (2.1)
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donde L\ K; designa la clausura de £\ K; en CP?

Observacién 2.1.1. El conjunto lim (C,) son los puntos de la frontera de C, en CP?.

Una propiedad importante de una trayectoria no trivial es la siguiente:

Proposicién 2.1.1. Toda trayectoria C, no trivial de X no estd acotada.

Demostracion. Argumentemos por contradiccion, suponiendo que la trayectoria C,
estd acotada. Sea ¢, : D, — (. la prolongacién analitica de la solucion local de X
por z en el disco D, C C de mayor radio r posible. Observamos que r es finito, pues si
r =00, ¢, : C— C, serfa una funcién entera acotada, y por el Teorema de Liouville
serfa constante, lo que contradice el hecho de que X (z) # 0. Por otra parte, como C,
estd acotada, por el teorema de existencia y unicidad (ver teorema 1.1.1), obtenemos
un R > 0 tal que para todo z’ € C, la solucién local de X por 2’ estd definida en
todo t € Dg. Aplicando esto a los puntos ¢,(t;) = 2/, con t; cerca de la frontera de
D,., obtenemos que ¢, puede extenderse a un disco més grande D, con € > 0, lo que
contradice nuestra elecciéon de r (para mas detalles ver [GMOB89, p.134]). O

Observacién 2.1.2. Consecuencia inmediata de la proposicién 2.1.1 es que el con-
junto lim (C.) de toda trayectoria no trivial C, contiene siempre puntos de L. Esta
es la razon principal por la que muchas de las propiedades globales de las trayectorias
de X estan determinadas por su comportamiento local en algtin entorno de L., como
se ve en [GMOBB89] .

En la siguiente proposicién vemos con mas detalle cémo es el lim (C,) cuando L,
es una hoja de Fx (caso genérico, ver capitulo 1).

Proposiciéon 2.1.2. Sea C, una trayectoria no trivial de un campo vectorial polinomi-
co X en C2. Si Ly, es invariante por Fx, entonces existen sélo dos posibilidades para
su conjunto limite.

i) O bien lim (C,) N Ly C Sing (Fx), o bien
i) lim (C,) N Lo = L.

Demostracion. Acabamos de ver en la observacion 2.1.2 que lim (C,) contiene siempre
puntos de Ls. Si hay un punto p de lim (C,) en L, que no es singular de Fy,
probaremos que Lo, C lim (C,). Si tomamos un g en L, \ Sing (Fx), y unimos p con
¢ por un camino continuo

a:[0,1] — Ly \ Sing (Fx)
tal que a(0) = p y a(l) = g, podemos elegir una particién

O=to<ti <...<t,=1,
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de [0,1] y unas cartas locales (U;, ¢), 0 < i < n, de CP? tales que alt;, ;1] C U, y de
modo que el campo que represente a Fx en esas coordenadas sea el campo horizontal
en ¢(U;) (teorema de caja de flujo local, ver [GMOBS89, p.12]). De esta manera, se
sigue que a(ty) € lim (C,), y repitiendo el mismo argumento, ¢ € lim (C,). Como
este razonamiento es valido para cualquier ¢ en L, \ Sing (Fx), hemos demostrado
que Lo \ Sing (Fx) C lim (C,). Finalmente, obtenemos lim (C,) N Lo, = Lo (ver
observacién 2.1.1). ]

Nos ocuparemos del siguiente tipo de trayectorias.

Definicién 2.1.2. (Trayectoria en un punto de L) Un germen ¥ de curva
analitica e irreducible se dice que es una trayectoria de X enp € Lo, sip € Xy X
es tangente a ¥\ {p}.

Observacién 2.1.3. Toda separatriz > de Fx por un punto p de Sing (Fx) en Ly,
y distinta de ésta, define una trayectoria de X en p € L.

Superficie de Riemann dada por una trayectoria en un punto del infinito.
Tomemos una trayectoria ¥ de X en p € Ly,. Si extendemos 3\ {p} por continuacion
analitica, obtenemos una trayectoria C, de X. Podemos dotar a £ = C, U {p} de
una estructura de superficie de Riemann de la forma siguiente: para 2z’ en C, sabemos
que existe una unica solucion local ¢, : D, — U, de X por 2z’ que parametriza a
un entorno U, de 2’ en C, (ver teorema 1.1.1). Definimos la carta local en 2’ como
(U, ¢.'). Para el punto p, la parametrizacién de Puiseux v : D — ¥ de un entorno
U, de p en ¥ nos define la carta local en p como (U,,y~!). Por tanto, el atlas

A={(U,,¢."), 2 € C. U U,y ")
define una estructura de superficie de Riemann en L.

Esta sencilla construccién permite considerar la restriccion de X a C, como un
campo vectorial holomorfo definido en £ \ {p}. Analizamos su extensién a p en el
siguiente lema.

Lema 2.1.1. Dado un campo vectorial polinomico X en C%, si L es la superficie de
Riemann definida por una trayectoria ¥ de X en un punto p € L., X define un
campo meromorfo en L.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supondremos que p = [0 : 1 : 0]. Tomemos
la parametrizacién v : D — X de un entorno U, de p en ¥, que asumiremos se escribe
en la carta (Up, ¢;') como (t) = (y1(t),y2(t)), con y1(t) e y2(t) en O(D). En este
caso 7 es biyectiva, holomorfa y +'(t) # 0 si t # 0. Consideremos un ¢ # 0. Como el
espacio tangente a X en 7y(t) estd generado por 7/(t) y X \ {p} es invariante por X,
podemos escribir

(67 00). X (4(£)) = f(t) - Y(t), con f(t) € C.
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De esta manera,
V(1 60). X = f(t)%, (2.2)
y la extension de X en £\ {p} al punto p viene definida por
9
ot
Teniendo en cuenta que (¢ '¢g).X es igual a (1.7), f(¢) viene dado por

X(p) = f(0)

m

_m ’ ;ylmi(t) Pi(1>y2(t))> si y,l(t> #0,0 (23)

1 " ‘
— o 2 (8) Gilya(t)), siy(t) # 0. (2.4)
y" () ya(t) Z:; ’
Siendo (2.3) y (2.4) iguales cuando ¥} (t)-y5(t) # 0. Si ahora sustituimos los desarrollos
en serie de potencias de y;(t) e y2(t) en (2.3) y (2.4), respectivamente, vemos que f(¢)
es una funcién holomorfa en D* que tiene un cero, un polo o un valor regular en ¢ = 0,
y por tanto, X define un campo meromorfo en L. O

Apliquemos el andlisis del lema 2.1.1 al caso en que X es completo sobre £\ {p}.

Proposicién 2.1.3. Si tomamos una trayectoria 3 de un campo vectorial polinomico
X enp € Ly tal que X es completo en L\{p} entonces, la restriccion de X a L\ {p},
o0 bien extiende a p con un cero de orden 1 y L\ {p} es de tipo C*, o bien extiende a
p con un cero de orden 2 y L\ {p} es de tipo C.

Demostracién. Como X es completo en £\ {p}, v puesto que C? es una variedad
de Stein, C, = L\ {p} es biholomorfa a C o a C* (ver proposicién 1.6.1). Ahora
utilizamos la proposicion 1.6.3. Si C, es de tipo C, sabemos que la restriccién de X
sobre ella corresponde al campo

)\2, con A € C"y p=oc.
0z

Tomando el cambio p(z) = 1/z = w, este campo se expresa en un entorno de p como
0 0
A=) = =,
4 < 87;) ow
que vemos extiende a p con un cero de orden 2. Si por el contrario C es de tipo C*,

la restriccion de X sobre ella corresponde al campo

)\zg, con \eC*yp=0,
0z

que claramente extiende a p con un cero de orden 1. Il
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Definicién 2.1.3. Sea X un campo vectorial polinémico en C?, ¥ una trayectoria
de X enp € Lo, y L la superficie de Riemann definida por X. Diremos que X es
completa si X en L\ {p} es completo.

Tenemos la siguiente propiedad geométrica de la foliacién Fx.

Corolario 2.1.1. Si X es un campo vectorial polinémico completo en C? de grado
m > 2, la linea del infinito Lo, es invariante por Fx.

Demostracion. Supongamos que L., no es invariante por Fx. Entonces el polo de
X a lo largo de L., es de orden m — 2, y tanto G,, como H,, de (1.7) y (1.8),
respectivamente, son idénticamente nulas. Fijada la carta afin (U, ¢;'), podemos
tomar un punto p en U; N Ly, de coordenadas (0, ) tal que P,,(1, «) sea distinto de
cero. De no ser esto posible, tanto P,, como G,, serian idénticamente nulos y el grado
de X seria < m, contradiciendo nuestra hipotesis. Por otra parte, como p no esté en
Sing (Fx), existe una solucién local del campo X; que representa a Fx en Uj por
p. Ademds, ya que P, (1,«a) es distinto de cero, dicha solucién es transversal a Lo,
en p. Sea Y la trayectoria de X en p € L. definida por esta solucién local y £ la
correspondiente superficie de Riemann. Si suponemos que X esta parametrizada por
v(t) = (y1(t),y2(t)), segin (2.3), obtenemos que

1 i _
ordy (—m . Zyl (t)Pz(L?h(t))) =

=0

(2.5)
P,(1,«) B
O?”do (m) =14+ (1 - m) O’I“do yl(t> < 0.

Concluimos que el campo X en £\ {p} extiende a p con un polo, lo que es imposible
por por la proposicién 2.1.3. O

Observaciones 2.1.1. Destacamos:

a) Todo campo vectorial polindmico completo X de grado > 2 en C?* tiene un polo de
orden m — 1 a lo largo de L.

Basta ver que, como Fx deja invariante L., (ver corolario 2.1.1), G, y H,, no son
idénticamente nulos (ver Capitulo 1), y asi el polo de X en L, es de orden m — 1. El
conjunto de singularidades de Fx en L, esta definido en cada carta por:

Sing (Fx) NU; = {(0,a) € Loo | Gu(a) =0} en <U1>¢;1>7 y

Sing (Fx) N Uz = {(0,3) € Lo | Hin(B) = 0} en (U, 657).

Globalmente, Sing (Fx) N Lo puede reescribirse como los puntos [0 : 21 : z5] € CP!
tales que:

ZlQm(Z'l, 22) — ZQPm(Zl, Zg) =0. (26)
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b) Todo campo vectorial polinomico completo X tal que Fx no deja invariante Lo, €s
maltiplo del campo radial, es decir, de la forma:

0 0
A — —_— Ae Cr.
(zl o2 + 29 8,22) , con A €
Al ser X necesariamente de grado uno, la condicién Gy = H; = 0 implica que P, = A\z;
y Q1 = Azo, para A € C*.

c) Las tnicas trayectorias completas en el infinito que tiene un campo vectorial
polinomico X de grado m > 2 son aquellas definidas por separatrices de la foliacion
Fx por puntos en L.

d) Toda separatriz ¥ # Lo de Fx por un punto p de Ly, tal que X\ {p} estd contenida
en una trayectoria C, de X de tipo C define una trayectoria en el infinito completa,
que estd contenida en una curva racional.

Es suficiente observar que en este caso £ es isomorfa analiticamente a CP', y por
el Teorema de Chow, algebraica. Ademads, ya que el campo X restringido a £\ {p}
extiende a p con un cero de orden 2 (Riemann-Roch), X en £\ {p} es completo (ver
proposicion 2.1.3).

Indice de trayectorias completas en el infinito. Dada una trayectoria > de X
por un punto p de L., hemos visto en la proposicién 1.3.2 y la observacién 1.4.1 como
se calcula la multiplicidad de Fx en p con respecto a 3, ind,(Fx,X). Supongamos
que ¥(t) = (y1(t),y=2(t)) es la parametrizacién de X y llamemos al orden ordyy,(t) el
orden de contacto de ¥ con L., en p. Si ¥ es completa, podemos saber cuanto vale
ind,(Fx,X).

Proposicién 2.1.4. Si X es un campo vectorial polinémico en C* de grado m > 2,
Y es una trayectoria completa de X en un punto p en Lo, y o es el orden de contacto
de > con Ly en p, entonces

ind,(Fx,X)—o(m—1)=14d2.

Demostracion. Sabemos que Y es una separatriz (# Ls,) de Fx por p € Sing(Fx)
(ver c¢) de observaciones 2.1.1). Sin pérdida de generalidad, supondremos que p =
[0:1:0]. Tomemos el campo X; que representa Fx en Uy, v(t) = (y1(t), y2(t)) la
parametrizacién de X y

. 0
VX1 = g(t)a-

Sabemos que ordy g(t) es igual a ind,(Fx,X) (ver proposicién 1.3.2). Ya que el polo
de X a lo largo de L, es de orden m — 1 (ver a) en observaciones 2.1.1), X; =
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Y ¢y do). X . Explicitamente, segiin las ecuaciones (2.3) y (2.4),

0

1 X0 = g0) g = )

ot

y por lo tanto,

indy,(Fx,X) — (m—1)o = ordy f(t).

El mismo argumento hecho en la demostracion de la proposiciéon 2.1.3 prueba que
ordy f =106 2. O

2.2. Singularidades no degeneradas en el infinito.

En esta seccion estudiamos las posibles singularidades no degeneradas de una foliacién
Fx en el infinito cuando X es completo. Veamos primero que existen ejemplos de
foliaciones Fx con este tipo de singularidades que dan lugar a trayectorias completas
en el infinito.

Ejemplo 1. Tomemos un campo de la forma

0 0
X=zn——214+2)—.
! 821 2( 1) 822
Este campo es completo (ver proposicion 3.4.1). El representante X; de Fx, en la
carta afin (U, ¢;') es
! Oy Yz
El punto p = (0,0) € Sing (Fx) N Ly N U; es un silla-nodo con autovalores A = 0
y = —1, tal que Lo, NU; = {y; = 0} define la direccién fuerte. Por otra parte, la
recta {y2 = 0} es la separatriz de Fy por p tangente a la direccién débil que, ademés,
define una trayectoria completa de X por p.

En el siguiente Teorema demostramos que la tinica posibilidad para una trayectoria
completa de X por una singularidad no degenerada de Fx en el infinito es ser como
en el Ejemplo 1, a saber: un silla-nodo con direccién fuerte definida por la recta del
infinito L.

Teorema 2.2.1. Sea X un campo vectorial polindmico en C* de grado m > 2. Si ¥
es una trayectoria completa de X en una singularidad p no degenerada de Fx en Ly,
entonces p es un silla-nodo y L, define la direccion fuerte.

Demostracion. Por comodidad, podemos suponer que p estd en la carta afin (U, ¢; ")
y que sus coordenadas son p = (0, ). Tomemos X; como representante de Fx en
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Uy. Por el corolario 2.1.1, Ly, que tiene a {y; = 0} por ecuacién en esta carta,
es invariante por Fx, y de ahi resulta que X; = y" *(¢140).X. Reescribamos el
jacobiano de X; en p como

(8 S0 e

Estudiamos los siguientes casos:

e Caso detJ, = 0. Probemos que A\ = 0. Si A no fuese cero, al ser det.J, = 0,
necesariamente ¢ = 0 y p seria un silla-nodo. Como L, define la separatriz de Fx
por p que es tangente a la direccién débil, sabemos entonces que existe una separatriz
> de Fx por p tangente a la direccion fuerte, transversal a L., en p, y que define la
tunica trayectoria de X en p (ver i) de proposicién 1.3.1). Si consideramos el indice
de Fx en p con respecto a >, como X es completa, aplicando la proposicién 2.1.4
sabemos que
indy(Fx,X) >1+o(m—1),

pero, un sencillo calculo demuestra que

()
y1(t)

ind,(Fx,T) = ordy ( A+ 51 () P (L (8)) + -+ ymt)Po])

(2.8)

= ordy (518) =1<1l+o(m—1),

y de ahi una contradiccién. Concluimos asi que A es cero. Hemos demostrado que p
es un silla—nodo tal que L., define la direccion fuerte.

e Caso det J, # 0. Primero observamos que A/u estd en Q. De no ser asi, existiria
siempre una separatriz ¥ distinta de L., que define la inica trayectoria de X en p (ver
#i.2) en proposicién 1.3.1), y para la cual ind,(Fx, %) es como en (2.8). Lo que con-
tradice, aplicando de nuevo la proposicion 2.1.4, el que por hipotesis ¥ sea completa.
Ademas, p no es dicritica. De otra forma, el indice de cualquier otra separatriz X de
Fx por p distinta de L, es como (2.8), y esto impide la existencia de una trayectoria
completa de X por p. Finalmente, por la proposicién 1.3.1, tenemos que p es de tipo
Poincaré-Dulac, y como existe una tnica separatriz por p que corresponde con L,
no existe trayectoria de X en p. Por tanto, este caso no tiene lugar. O

Para un campo polinémico completo tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.2. Si X es un campo vectorial polindmico completo en C* de grado
m > 2, y p es una singularidad no degenerada de Fx en L., con primer jet no nulo
entonces,

i) o bien p es un silla-nodo y Lo, define la direccion fuerte,
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ii) o bien p es de tipo Poincaré—Dulac y Ly, define la inica separatriz por p.

Demostracion. Se sigue directamente de la demostracion del teorema 2.2.1. Vemos
que el primer caso analizado (det .J, = 0) corresponde con 7) y el segundo (det J, # 0)
con ii). O

2.3. La propiedad de ser completo es no genérica

El conjunto R(C?) de los campos vectoriales holomorfos en C? tiene la topologia
definida por la convergencia uniforme en los subconjuntos compactos de C2. Se dice
que un campo X de 8(C?) puede ser aproximado por campos vectoriales holomorfos
completos si existe una sucesién {X;} de campos vectoriales holomorfos completos
en C? que convergen a X uniformemente en los compactos de C?. Sabemos, por
un resultado de G. Buzzard y J.-E Fornaess [BF95, Theorem 4.4, que el conjunto
de campos de R(C?) que pueden ser aproximados por campos vectoriales holomorfos
completos estd contenido en el complementario de un abierto denso de X(C?). Estamos
interesados en estudiar si existe una version polinémica de este resultado. Lo primero
serd definir una topologia adecuada para nuestro estudio.

Definicién 2.3.1. Identifiquemos (Uy, ¢y ") con C2. Para todo m > 0, A,, es el
conjunto de foliaciones Fx definidas por campos polinomicos vectoriales X de grado
m con singularidades aisladas.

Observacién 2.3.1. Debido a que dos foliaciones Fx y Fy son iguales si y sélo si
X =AY para un escalar A en C* (ver observaciéon 1.4.1 ), A, esta bien definido.

Como todo campo vectorial polinémico de grado cero o uno es completo, nos
ocuparemos de los campos vectoriales polindmicos de grado m > 2. Podemos dotar
a cada conjunto A4, de una topologia de la siguiente manera: un entorno de Fx en
A, estd formado por las foliaciones inducidas por campos vectoriales polinémicos
X de grado m con singularidades aisladas cuyas componentes son polinomios que
tienen coeficientes cercanos a los de X, salvo multiplicacién por escalares. Es decir,
si consideramos el espacio lineal complejo de campos polinémicos X de grado < m,
que tiene dimension

(m+1)(m+2)=N+1,

podemos identificar el conjunto A4,, con un abierto denso y conexo del espacio proyec-
tivo complejo CPY (wver [Za01]). De ahi, concluimos que A,, puede ser equipado con
la topologia inducida y una medida de Lebesgue natural.

La definicién de A,,, nos permite descomponer el espacio A de todas las foliaciones
definidas por campos polinémicos en C? de grado m > 2 en una unién disjunta
Um22 A, vy definir una topologia en él de forma natural. Un subconjunto U de A es
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abierto si y sélo si U N A, es abierto en A,,. Ademas, A hereda una medida natural
de Lebesgue: un conjunto U de A tiene medida cero si y solo si U N A4, tiene medida
cero en A,,. Definimos los siguientes subconjuntos de A,,.

Definicién 2.3.2. Para cada m > 2, definimos:

1) el subconjunto T,, de A,, de foliaciones Fx definidas por campos vectoriales
polinomicos X de grado m con alguna trayectoria completa en algin punto de

L.

2) el subconjunto C,, de A,, de foliaciones Fx definidas por campos vectoriales
polinomicos completos X de grado m.

Observaciones 2.3.1. Destacamos que:

a) los conjuntos 7., y C,, estdn bien definidos. Porque tanto la propiedad de que un
campo polinémico tenga una trayectoria completa en el infinito, como la propiedad
de ser completo, se conservan al multiplicar por escalares. Obviamente, se cumple que

AOZC():’]E].

Ademas, si un elemento Fx de C,, verifica que X define una trayectoria en algin
punto en el infinito, Fx estd también en T,,.

b) Para todo m > 1 tenemos que T,, N C,, # 0.

Por ejemplo, todos los campos de la forma

0
X (m) — ZIE)_zl + [am(21)22 + by (21)]

con m > 1,

Dz’
con a,,(21) v bm(z1) polinomios de grado m — 1 en Clz;] tales que
am(z1)22 + bm<21> g 21 C[Zﬂ,

son completos (ver proposicién 3.4.1) y tales que la recta {z; = 0} define una trayec-
toria completa para todos los X™ por p =[0:0: 1]. Es decir,

Fxm € T, NC,, para todo m > 1.

c) Para todo m > 1 tenemos que Cy, & Ty,

Por ejemplo, tomemos los campos de la forma

0 0
m — — —
Y B, + [am(21)22 + bm(zl>]8227

con m > 1,
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donde a,,(21) y bm(21) son polinomios en C[z;] de grado m — 1 . Cada Y™ es com-
pleto y todas sus trayectorias son de tipo C y no algebraicas (ver proposicién 3.4.1).
Si tuviera una trayectoria completa ¥ en algun punto p de L, por d) de obser-
vaciones 2.1.1, X3 \ {p} estaria contenida en una curva algebraica racional que es
invariante por X, lo cual es imposible. Luego,

Fym) €Cm Yy Fyomy € T, para cada m > 1.

Nuestro primer resultado de no genericidad es el siguiente:

Teorema 2.3.1. Para todo m > 2, existe un subconjunto L,, abierto denso de A,,
de modo que toda Fx en ZL,, es tal que el campo X que la define tiene exactamente

m + 1 trayectorias ¥q,...,% 41 distintas por puntos del infinito, que ademas no son
completas y corresponden respectivamente a m + 1 puntos py,...,pme1 distintos en
L.

Demostracion. Fijemos un m > 2. Definamos el conjunto Z,, como el subconjunto de
foliaciones Fx de A,, que tienen m + 1 singularidades distintas en L., que son no
degeneradas y no resonantes.

Sea

0 0
X = P(Zl, 22)8—21 + Q(Zla 22)8_22

un campo polinémico tal que Fx estd en Z,,. Si py, ..., Pmy1 son las m + 1 singulari-
dades de Fx en L, para cada i € {1,...,n} suponemos que p; esta en la carta U; y
sus coordenadas son (0, ;). El hecho de que cada p; sea no degerado y no resonante,
de acuerdo con (2.7), s6lo depende de la parte homogénea de grado m de X y es
equivalente a que para todo «a; se cumpla

Pm(l, Oéi> . G/(Oéi) 7é 0 y

_ngl,az) ¢ Q.
G'(ai)
Obviamente, ambas condiciones son abiertas y densas en A,,. Sabemos, segun la
proposicién 1.3.1, que por cada p; existe una unica separatriz 3; # Lo, de Fx, y que,
ademas, las 3; definen m + 1 trayectorias ¥; de X en los puntos p; € L., que no
pueden ser completas por el teorema 2.2.1. Luego, Z,, es un conjunto que cumple las
condiciones del enunciado y el teorema queda demostrado. O]

Teorema 2.3.2. El conjunto de foliaciones definidas por campos vectoriales polinémi-
cos de grado m > 2 en C? con alguna trayectoria completa en algin punto de Lo, ¥y
el conjunto de foliaciones definidas por campos vectoriales polinomicos completos de
grado m > 2 en C? estdn contenidos en el complementario de un abierto denso del
espacio A de todas las foliaciones definidas por campos vectoriales polindmicos en C?
de grado > 2.
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Demostracion. Si definimos

donde Z,, es el abierto denso de A,, que obtenemos por el teorema 2.3.1, como los
conjuntos C,, y 7,, estan contenidos en el complementario de Z,, en A,, para cada
m > 2, entonces U es el abierto buscado. O

La observacién 2.3.1 y la topologia de A justifican la siguente definicién.

Definicién 2.3.3. Diremos que una propiedad P es genérica en el conjunto de todos
los campos vectoriales polinémicos de C* de grado > 2 , si existe un subconjunto F
del espacio A de medida cero, tal que toda foliacion Fx de A\ E verifica P.

Teorema 2.3.3. La propiedad de que un campo vectorial polinémico en C? de grado
> 2 no tenga ninguna trayectoria completa en ningun punto de Lo, y la propiedad de
que un campo polinémico vectorial en C? de grado > 2 no sea completo son genéricas
en el conjunto de todos los campos vectoriales polinémicos en C? de grado > 2.

Demostracién. Si E = A\ U, donde

U= Uzm

m>2

es como en la demostracion del teorema 2.3.2, para cada m > 2 el conjunto
EnNA, =A,\17,

es complementario de un abierto denso en A,,, y por tanto de medida cero en A,,.
Concluimos que E es de medida cero en A, y segin el teorema 2.3.1 se sigue el
resultado. [

2.4. Trayectorias que explotan a tiempo finito de
campos hamiltonianos.

Nos ocuparemos en esta seccién de un caso particular de campos holomorfos, a saber:
los campos vectoriales holomorfos hamiltonianos en C2. Recordemos su definicién.

Definicién 2.4.1. (Campo hamiltoniano) Diremos que un campo holomorfo X
en C? es hamiltoniano si existe una funcion holomorfa H en C? tal que

OH 0 0H O

82’2 82’1 * 8_21822 ’
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Para un campo hamiltoniano X tenemos que dH(X) vale idénticamente cero.
Esto significa que todas sus trayectorias estan contenidas en las curvas {H = A}
de nivel de H, y asi H es una primera integral holomorfa de X. Sea Xy el campo
holomorfo hamiltoniano asociado a H. Ya que H esta determinada de forma tnica
salvo adicién de un escalar, podemos identificar el conjunto de los campos holomorfos
hamiltonianos con el espacio de funciones holomorfas de C? con la topologia dada
por la convergencia uniforme en compactos. En [FG96] y [FG94], J.-E. Fornaess y S.
Grellier estudian para un campo holomorfo hamiltoniano X de C? las trayectorias C,
de X tales que la solucion ¢, que las define no esta acotada en tiempo real positivo,
probando que la propiedad de que exista un conjunto denso de puntos z en C? para
los cuales la trayectoria C', sea de este tipo es genérica en el espacio de los campos
hamiltonianos.

Estamos interesados en estudiar si existe un resultado analogo al de J.-E. Fornaess
y S. Grellier para campos polindémicos. Los campos polinémicos hamiltonianos de
grado cero (constantes) y de grado uno (lineales) no tienen ninguna trayectoria que
explote a tiempo finito, porque son, trivialmente, completos. Por esto, prescindiremos
en nuestro andlisis de ellos, y consideraremos el conjunto de campos polinémicos
hamiltonianos de grado > 2. Lo primero es dotar a este conjunto de una topologia.
Igual que en el caso holomorfo, el polinomio H que define Xy esta determinado de
forma tnica salvo adicion de un escalar. Por eso, fijado un m natural > 3, podemos
identificar el conjunto de campos hamiltonianos polinémicos de grado < m — 1 con
el espacio vectorial complejo C|z1, 22],, de polinomios de grado < m. Si T, es la
topologia de Clz1, 23], y tomamos para todo par 3 < k < ¢ las inclusiones naturales

ikt Clza, 2o)k — Clz1, 22)4,

obtenemos un sistema inductivo dirigido de espacios topoldgicos cuyo limite nos define
una topologia T para el conjunto de polinomios de grado > 3, al que designaremos
por Cl[zy, 22)%, y por tanto, también, para el conjunto de campos polinémicos hamil-
tonianos de grado m > 2. Asi, tenemos que un conjunto U de Clz, 22]3 esta en T, si
su interseccién con cada C|zy, Zﬂk esta en Ty. Definimos las trayectorias que vamos a
analizar.

Definicién 2.4.2. Sea X un campo vectorial holomorfo en C?, y consideremos un
punto z en C2. Diremos que la trayectoria C, de X por z explota a tiempo finito, si
la solucion ¢, : Q, — C, C C? no estd acotada en algin disco perforado de radio
positivo D, C €, .

Nuestro resultado es el siguiente.

Proposicién 2.4.1. Ezxiste un abierto denso W del espacio de los campos vectoriales
polindmicos hamiltonianos en C? de grado m > 2 tal que, para cada Xg en W, hay
un denso de puntos en C? con trayectorias que explotan en tiempo finito.
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Demostracion. Probaremos primero que para todo m > 3 existe un conjunto abierto
denso W,,, de C[z, 2], tal que, para cada H € W,,, Xy tiene un denso de puntos
con trayectorias que explotan en tiempo finito.

Definimos el conjunto W, de polinomios H de Clzy, 23], cuya componente ho-
mogénea H,, de grado m verifica que H,, = 0 tiene m raices pi,...,pn en CP'
distintas.

Claramente, W,, es un abierto denso de C[z1, 25],,,. Para cada H en W,,,, la foliacién
Fx,, estd determinada por la clausura proyectiva Cy en CP? de las curvas de nivel
{H = A}. Sabemos, por (2.6), que las singularidades de Fx,, en L, son los puntos
[0: 21 : 2o tales que

Hp, H,,
21 8821 + 29 88Z2 = 0. (29)
Por la identidad de Euler, (2.9) es igual a mH,, = 0, y asi obtenemos que estos puntos
son exactamente py, . .., P,. Supondremos, ademds, que todos ellos estan en L, (| U;
y que sus coordenadas son (0, ;) para cada i € {1,...,m}. De acuerdo con (2.7), el

jacobiano en p; del campo X representante de la foliaciéon Fy,, en U; viene dado por

%Z;n (1,6%) 0

(m—1)H,—1 (1, o) maaggl (1, o)

Como estamos suponiendo que cada p; es una raiz de multiplicidad uno de {H,, = 0}
vemos que

0H,,
8—22 (1, O[Z‘) 7é 0.

Por tanto, Fx, tiene una singularidad no degenerada en p;, que es dicritica, pues
todas las curvas C'\ pasan por él. Cada rama > de C en p; define una separatriz de
Fx, por p; distinta de Lo, y por tanto, una trayectoria L de Xy en p; € Lo,. Por el
teorema 2.2.1 (ver ecuacién (2.8)), se verifica que

ind,(Fx,,2)=1<1+o(m—1).
Esto implica que Xg en £\ {p} extiende a p con un polo de orden
k=1—0(m—1)<0.

Concluimos que la norma de X no esta acotada en D*, y L explota en tiempo finito.
Si definimos, para cada ¢ > 3, el conjunto

Ay = U W,

k>¢

w=J wn=J A

m>3 >3

tenemos que
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Al ser AN Clzy, 23] un elemento de Ty, sabemos que W estd en T'. Si U es un abierto
no vacio de T, es obvio que W NU # (). Concluimos que W es denso, y la proposicién
queda demostrada. Il
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Capitulo 3

Campos polinémicos completos en
trayectorias transcendentes.

En este capitulo clasificamos los campos vectoriales polinémicos en C? que son com-
pletos sobre una trayectoria transcendente (es decir, propia y no algebraica). Como
aplicacion mas importante de este resultado demostramos que si un campo vectorial
polinémico X en C? es completo sobre una trayectoria transcendente y singular (es
decir, con ceros de X en su clausura), X es completo. Los resultados de este capitulo
han sido publicados en [Bus].

3.1. Introducciéon

Establezcamos el tipo de trayectorias y de campos vectoriales que vamos a estudiar.
Con respecto a las trayectorias, estamos interesados en analizar aquellas que desde un
punto de vista extrinseco tienen la topologia mas sencilla posible, a saber: la inducida
por la topologia usual en C2.

Definicién 3.1.1. Si X es un campo vectorial holomorfo en C? y C, es una trayec-
toria de X, diremos que
1) C, es propia si su clausura C, en C? define una curva analitica de dimension
(pura) uno en C?. O, equivalentemente, si la inclusion i : C, — C? es propia.

2) la solucion ¢, : Q, — C, asociada a C, es propia si la trayectoria C, es propia.

3) una hoja L de la foliacion Fx es propia si la trayectoria C, de X que la define
es propia.

Ejemplo 2. Toda trayectoria de tipo C* de un campo vectorial completo en C?
sabemos que es propia en el sentido de la definicién 3.1.1 (ver teorema 1.6.1).
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Una propiedad importante de las trayectorias propias es que no pueden acumularse
en puntos regulares del campo.

Proposicién 3.1.1. Si C, es una trayectoria propia

C,=C.U(Sing(X)NnC,).

Demostracion. Si existe un 2’ en C, \ C, tal que 2’ ¢ Sing (X), fijado un punto p de
C, \ Sing (X), uniendo 2’ con p por un camino continuo

a:[0,1] — C, \ Sing (X)
tal que a(0) = 2’ y a(1) = p, podemos elegir una particiéon
O=to<ti<...<t,=1

de [0,1], y unas cartas locales (U;, ), 0 < i < n, de C? tales que alt;, t;11] C Uj,
y de modo que el campo ¢,X en cada una de esas cartas sea el campo horizontal
(teorema de caja de flujo local, ver [GMOBS9, p.12]). Luego, a(t;) € C., y repitiendo
el mismo argumento, p € C',. Como este razonamiento es valido para cualquier p en
C. \ Sing (X), hemos demostrado que C,/ \ Sing (X) C C.. Por tanto, C, = C,., y
de ahi una contradiccion. O]

Observacién 3.1.1. Sabemos que un campo polinémico X en C? define una foliacién
por curvas en C? con singularidades aisladas que extiende a una foliacién Fx de
CP?* (ver capitulo 2). Designaremos también a esta foliacién en C? por Fx, aunque,
estrictamente hablando, ésta corresponda con la restriccién de Fx a C2. Para cada
trayectoria C, de X hemos definido su conjunto limite lim (C,), y cuando C, es propia,
tenemos que lim (C,) N Ly, 0 estd formado por un subconjunto finito de puntos en
L, o coincide con L, (ver definicién 2.1.1 y proposicién 2.1.2). Estas dos situaciones
implican, respectivamente, que C, sea algebraica o transcendente. Este hecho motiva
las siguientes definiciones.

Definiciones 3.1.1. Sea C, una trayectoria propia de un campo vectorial polinomico
X en C2. Diremos que C, es transcendente (resp. algebraica) si lim (C,) N Lo, = Loy
(resp. silim (C,)N Lo es una cantidad finita de puntos). La correspondiente solucion
. : Q, — C, serd algebraica o transcendente, si C, es algebraica o transcendente,
respectivamente.

Observaciéon 3.1.2. En lo que sigue, transcendente significard propio y no algebraico.

Enunciado de los resultados principales.

La principal contribucién de este capitulo es la clasificacion de los campos vectoriales
polinomicos que son completos sobre una trayectoria transcendente, y que es conse-
cuencia de los dos siguientes teoremas.
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Teorema 3.1.1. Consideremos una trayectoria transcendente C, de un campo vecto-
rial polindmico X en C? con ceros aislados, que es biholomorfa a C*. Si X es completo

en C,, salvo un automorfismo polinomico del plano, tenemos las dos siguientes posi-
bilidades:

i) Eziste una recta algebraica invariante por X, y entonces X es uno de los siguientes
campos:

i1)
0 0
)\x% + [a(x)y+b(x)]a—y,
donde a(x), b(z) € Clz] y A € C*.
i.2)
zln f(z™y )+a]%—y[mf($ (0 )+5]a—y7
con m,n € N*, f(z) € z-Clz], a, B € C tales que f/a € Q" y am — fn € C*.

i.3)

nT + m(z* T a
x[ns+a1ﬁ+{_”+ (a'y + p(a))] S + T}a%

ox
para m,n,l € N*, a € C*, p(x) € Clz| de grado < ¢ tal que p(0) # 0, T =
laty + xp/(z), S = fla™(xY + p(z))") con f(2) € z- C[z], y donde

zt

[nap' () +mp(2)]S + azp'(x) € 2° - Cla, y].
En particular, X es completo en todos los casos.

i1) No existe una recta algebraica invariante por X, y entonces para una aplicacion
racional H definida como en (3.12) (ver Seccion 1.3 de este capitulo)

H*X =¥ {a(v)ua3 + Avf(v"™ — s)rg}

U ov

donde a(v) € Clv], t e N, n,r e N*, k€ Z, y s, A\ € C*.
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Teorema 3.1.2. Consideremos una trayectoria transcendente C', de un campo vecto-
rial polindmico X en C? con ceros aislados, que es biholomorfa a C. Si X es completo
en C,, existe un automorfismo analitico ® de C? tal que

X = f(y) o

siendo f una funcion entera y nunca nula.

3.2. Preliminares

En esta seccion daremos las definiciones, resumiremos los conceptos y enunciaremos
los resultados que seran necesarios para la demostracién de nuestros teoremas.

3.2.1. Hojas propias de una foliacion algebraica
Finales transcendentes y algebraicos

Consideremos un campo polinémico X en C2, y la foliacién Fyx inducida por él en C2.
Si £ es una hoja de la foliacién Fy, intrinsecamente, la topologia de £ es la de una
superficie de Riemann inmersa en C2. Empezamos nuestro estudio de £ fijandonos,
solamente, en algunas de sus partes.

Definicién 3.2.1. Un final aislado y plano ¥ de una hoja L de Fx es una sub-
superficie de Riemann con borde de L que es difeomorfa a S' x [0, +00).

Observacion 3.2.1. Como puede verse en [Tsub9], si tenemos en cuenta la estructura
holomorfa de 3, existe un tinico r € [0, 1) verificando que 3 es biholomorfo al conjunto
A, = {z,r < |z| <1} (ver figura 3.1). De ahora en adelante, nos referiremos a los
finales aislados y planos de £, simplemente, como finales. Si r es cero diremos que el
final ¥ es parabdlico. En caso contrario, se dice que X es hiperbolico. La hoja L es de
tipo topolégico finito si tiene una cantidad finita de finales.

Definicién 3.2.2. El final ¥ es propio si la inclusion i : X — C? define una inmer-
s10M propia.

Observaciéon 3.2.2. Un final ¥ de una hoja es propio si tiene la topologia extrinseca
mds sencilla posible, es decir, la inducida por la topologia usual de C2. Para un tal
Y. podemos definir su conjunto limite lim (X) andlogamente a como se hizo para una
trayectoria de X en (2.1). Basta tomar una sucesion creciente de conjuntos compactos
{K;}2, de ¥ que lo recubren, y definir

lim (3) = ﬁ >\ K,
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A, 2

Figura 3.1: Representacion holomorfa de un final ¥ aislado y plano.

donde ¥\ K; designa la clausura de ¥\ K; en CP?. Ademas, es posible saber cémo
son los puntos de lim (X) N Ly, por el mismo andlisis hecho en la proposicién 2.1.2.

Definicién 3.2.3. Dado un final ¥ propio de una hoja L de Fx, silim (X) N Lo no
es vacio, este conjunto, o bien se reduce a un unico punto p de L., que, ademds, es
una singularidad de Fx cuando Lo es una hoja de esta foliacion, o por el contrario
es todo Lo,. Decimos que X es algebraico o transcendente, respectivamente.

Foliaciones P—completas

Sea P : C?> — C un polinomio complejo, entonces:

Definicién 3.2.4. La foliacion Fx es P—completa si existe un conjunto finito Q de
C tal que para todot € C\ Q :

1) la fibra P71(t) es transversal a Fx, y

2) hay un entorno abierto U; de t en C tal que P : P~Y(U;) — U, es una fibracion
holomorfa y la restriccion de Fx a P~Y(U,) define una trivializacion de esta
fibracion: existe un biholomorfismo de P~1(Uy) sobre Uy x P~Y(t) que transforma
la foliacion Fx p-1w,) en la foliacion horizontal y la fibracién Pp-1q,) en la
fibracion vertical.

Observacién 3.2.3. Consideremos una foliacién Fx que es P—completa. Sea ty(€ Q)
un valor para el que la correspondiente fibra P~*(to) y Fx no son transversales en un
punto p de C2. Como Q es finito, podemos elegir un abierto Uy, de C que contiene a
to v a ningiin otro valor de Q. Tomemos ahora la foliacién cuyas hojas vienen dadas
por los niveles del polinomio P y cuyo conjunto singular tiene codimensién > 2.
Esta foliacién estd definida, salvo multiplicacién por un nimero complejo distinto de
cero, por la uno forma polinémica n resultado de eliminar el conjunto de ceros de
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dimension uno de la diferencial dP. Vemos que la contraccién de n con X define una
curva algebraica

{n(X) =0}
que pasa por p y se proyecta por P sobre un subconjunto de Q. Por la eleccién de
Uy, , esto sélo es posible si

{n(X) =0} N P~} (Uy) C P~ (to).

Por tanto, el conjunto de puntos en C? tales que P no es transversal a Fx es una curva
algebraica (quizd con mds de una componente conexa) contenida en P~'(Q). Hemos
probado que Q estd formado por el conjunto Bp de valores atipicos de P, entorno
a los cuales P no define una fibracion (topoldgica) trivial (ver defininiciones 1.5.1),
y los valores de C donde algunas de las componentes de la correspondiente fibra son
invariantes por Fx, y que notaremos por Tp. Como Fx y P son tangentes en los ceros
del campo X, se verifica que

P(Sing (Fx)) C Tp.

Asi, por cada cero p de X pasa una curva algebraica invariante por X, que es una
componente de P~'(P(p)). Si t es valor critico de P, la fibra P~!(t) puede tener
varias componentes (irreducibles), unas pueden ser invariantes por X, y otras no (ver
figura 3.2). Vemos también, consecuencia inmediata de 2) de la definicién 3.2.4, que
todas las fibras de P definidas por los valores de C\ Q, son biholomorfas a la misma
superficie de Riemann S . Ademds, Bp y Tp no son necesariamente disjuntos (ver
lema 3.4.11 y ejemplo [Bru98, p.1245]) .

Ejemplo 3. Tomemos un campo X de la forma

X = a@)% + [b(x)y + C<x)]0£y’ (3.1)

donde a(z), b(z) y ¢(x) € C[z]. La foliacién Fx es z—completa. Como B, = (), por la
observacion 3.2.3, tenemos que

Q =17, ={x € Cl|a(z) =0}.
Si tomamos un zy € C\ Q, la ecuacién:
2(t) = a(z(t)), =(0) =z

tiene solucién local z : D, — C en un disco de radio suficientemente pequenio en el
que supondremos define un biholomorfismo sobre su imagen. Obtenemos para cada
(x0,y) una ecuacién



Foliacion dada por P Foliacion dada porx

T~ componente no Fy——invariante

de PXQ)

componente Fy——invariante

de P(Q)

Figura 3.2: Estructura de P71(Q).

que tiene por solucién y(t) en D, como se verd explicitamente en la demostracion de
la proposicién 3.4.1, la funcién

t
y(t) = {y+/ c(a:(z))e[fzb(w(s))dS]dZ} ol b (s))ds

Cada t € D, — (z(t),y(t)) define una solucién local (distinta) del campo X por
(x0,y). Identificando z(D,) con el disco D,(z), y expresando ¢ como funcién de z,
definimos el automorfismo

t(zx) B .
(2,) —> (x {y+ / c(a(z)) eV b<x<8>>ds]dz} ol >b(x<s>>ds>

de {(z,y)|x € D,(z9)} que transforma los discos horizontales D, (z¢) x {y} en las
hojas de la foliacion Fy, preservando las lineas verticales.

Holonomia global de Fy entorno a P~(Q)
Sea P un polinomio de fibra genérica S y Fx una foliacién P—completa. Si tomamos

el fibrado £ = C?\ P7(Q) con proyeccion P : E — C\ Q y fibra § vemos que se
cumplen las dos siguientes propiedades:
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a) para todo p € E, la fibra de P sobre el valor P(p) es transversal a la hoja £,
de Fx que pasa por p.

b) Para cada hoja £ de Fx, P: LN E — C\ Q es una cubierta holomorfa.

Estas dos condiciones nos dicen que la restriccion a E de Fx es transversal a E en
el sentido clasico de foliacién transversal a un fibrado (ver capitulo 5 de [CLN85]).
Podemos definir entonces en cada abierto P~!(U;), donde t € C\ Q y U; C C, una
identificacién canodnica entre las fibras de P a través de las hojas de Fx, que nos
permite calcular la monodromia h., de P a lo largo de cualquier camino v en C\ Q
mediante las trivializaciones de Fx. Explicitamente, h, estda definida de la forma
siguiente (ver [CLN85, Capitulos 4 y 5]): para cada ty # t; € C\ Q y cualquier
camino v : [ = [0,1] — C\ Q con v(0) =ty y v(1) = t;, dado un punto p en P~1(ty),
si £, es la hoja de Fx que contiene a p, como

P:L,NnE—C\Q
define una cubierta holomorfa, existe un tinico camino 7, : [ — £, tal que
W(O0)=p y Po=1.

Consideremos el biholomorfismo h., : P7'(ty) — P~*(¢;) dado por h.(p) = 7,(1). Se
verifica
hs = h,

para todo camino ¢ : I — C\ Q hométopo a v en C\ Q por una homotopia relativa
a los extremos. Definimos la representacién (aplicacién de monodromia) del grupo
fundamental 71 (C \ Q, %) en el grupo de automorfismos de S, Aut(S), siguiente:

R o1 (C\ Q,tg) — Aut(S) ~ Aut(P~'(ty))
SIS 11
Como el extremo final de la curva 7, sélo depende de la clase de homotopia de v,

se tiene que h.(p) sdlo depende en su definicién de la clase de homotopia de 7.
Podemos escribir h., = hj,. Se cumple que

(hp) ™" = bt ¥ By = hpyy 0 by
para todo [7],[d] € m(C\ Q,tp), y por tanto, h' es homomorfismo de grupos.

Dados ty,t; € C\ Q, cualquier camino o : I — C\ Q con a(0) =ty y al) = t;
induce un isomorfismo de grupos

o h(m (C\ Q,t)) — A" (m(C\ Q, 1))
hto ] — hg o h' [7] © ha-1

De esta manera podemos definir sin ambigiiedad (salvo conjugacién):
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infiito
Figura 3.3: Final ¥ en el infinito con respecto a P.

Definicién 3.2.5. Si Fx es una foliacion P-completa, la holonomia global de Fx
en torno a P_l(Q) o la monodromia de P en torno a Q es cualquier subgrupo de

Aut(S) de la forma hf(m(C\ Q,t)), cont € C\ Q.

Final en el infinito con respecto a P

Tomemos v : I = [0,1] — C\ Q un ciclo (camino cerrado cuya imagen es difeomorfa a
un circulo) en C\ Q. La regién no acotada (resp. acotada) en C determinada por (1)
se llama exterior (resp. interior) de v y sera designada por I'" (resp. I'"). Diremos que
v rodea a Q si Q C I'". La monodromia h., que define un tal 7y se llama monodromia
en el infinito (de P con respecto a Fx ). Como se vera méas tarde, la existencia de un
final propio y transcendente en una hoja de Fx tiene consecuencias sobre su geometria
global, expresadas en términos de la propiedad de ser P—completa. La forma natural
de construir una hoja de Fx con este tipo de final es la siguiente: supongamos que la
monodromia en el infinito tiene un punto p periddico de periodo d > 1. Entonces, la
hoja £, de Fx que pasa por p tiene un final

Y=PC\T)NL,

que es propio, y de tal forma que P : ¥ — C\ '~ define una cubierta finita de grado
d sobre I'". Diremos que ¥ estd en el infinito con respecto a P (ver figura 3.3).

Observacion 3.2.4. Si 4 es un ciclo en C que rodea a Q y tal que I't C f*, como
v v 4 son hométopos en C \ Q , las monodromias h, y hs; son conjugadas por un
elemento de Aut(S). Esto implica que hs; tiene un punto periédico, de periodo d,
y por construccién, ¥ = P~H(C\ T7)N L, es un final de £, que contiene a X y

61



que estd también en el infinito con respecto a P. Como estos dos finales 3 y 3 son
parabdlicos (es decir, con r = 0 segun la observacién 3.2.1), son biholomorfos a un
disco perforado. Esta sencilla razén demuestra que > y )y pueden considerarse como
el mismo final de L.

Resultados de M. Brunella

Podemos ahora enunciar los resultados principales de [Bru98|.

Teorema 3.2.1. (Brunella, [Bru98]) Sea Fx una foliacion en C? definida por
un campo polinomico X con una hoja L que tiene un final propio y transcendente.
Entonces existe un polinomio complejo P : C* — C, cuya fibra genérica es biholomorfa
a C o C*, tal que Fx es P—completa. Ademds, el final ¥ estd en el infinito con
respecto a P o (no excluyente) Fx es conjugada de la foliacion definida por un campo
de vectores constante por un automorfismo holomorfo de C2.

Observacién 3.2.5. La fibra genérica del polinomio P del teorema 3.2.1 es irre-
ducible. Por tanto, P es primitivo en el sentido de Stein (ver teorema 1.5.4). Un hecho
que utilizaremos repetidas veces a lo largo de esta memoria es el que la propiedad
de que una foliacién Fx sea P—completa es invariante por cambios de coordenadas
polinémicos: si una foliacion Fx es P—completa y ® es un automorfismo polinomico
de C* entonces ®*Fx = Fgp-x es (P o ®)-completa.

Foliacién P—completa con P de tipo C. Sea Fx una foliacién P—completa con
P un polinomio de fibra genérica biholomorfa a C. Sabemos que después de un auto-
morfismo polindmico P se escribe como P = x (ver teorema 1.5.2). Este hecho, como
estd indicado en [Bru98, pp. 1230], determina completamente Fx.

Lema 3.2.1. Toda foliacién Fx en C? que es x—completa (siendo x una coordenada
en C?) estd generada por un campo de la forma

a(x)% + [b(z)y + c(x)](%, con a(x), b(z) y ¢(x) en Clz].

Demostracion. Supongamos que

X = A% —{—B(% con A, B € Clz,y].
De acuerdo con la definicién 3.2.4, Fx es transversal a todas las rectas {z = t},
con t ¢ Q. Por tanto, A(z,y) es de la forma a(z) y Q = {z | a(z) = 0}. Ademés,
para todo t € C\ Q existe un disco D,.(t) en C de centro t y radio r > 0 tal que
Fx restringido a D,.(f) x C define una trivializacion de la fibracion vertical en D,.(¢).
Asi, es posible definir un automorfismo analitico de D, (t) x C que transforma las
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hojas de Fx en discos horizontales D,.(¢) x {y}, preservando las rectas verticales. En
particular, esto significa que X puede extenderse a una foliacién de CP' x CP' que
deja invariante la recta CP' x {00} (wer [Bru98, pp. 1230]). Tomando coordenadas
(x,v) = ¢(z,y) = (z,1/y), el campo vectorial ¢* X estd definido por

0 9 0
— —v° Bz, 1/v)—.
afa) o~ 02 Bl 1 /)
Como {v = 0} es invariante, B tiene que ser un polinomio de grado menor o igual a
uno en la y, y X es como en (3.1). O

Observacién 3.2.6. El caso de un polinomio P con fibra genérica biholomorfa a C*
es mas delicado porque existen una cantidad infinita de polinomios con fibra genérica
biholomorfa a C* que no son equivalentes por un automorfismo polinémico de C?
(ver teorema 1.5.5), y por tanto, esencialmemente distintos. En la siguiente seccién
daremos una forma explicita para este tipo de foliaciones.

Corolario 3.2.1. (Brunella, [Bru98]) Sea Fx una foliacién en C?, definida por
un campo polinomico, que posee una hoja L que es propia y de tipo topoldgico finito.
St todos los finales de L son transcendentes entonces L es isomorfa analiticamente a
C y Fx es conjugada por un automorfismo holomorfo a la foliacion definida por un
campo de vectores constante.

3.2.2. Teoria de Nevanlinna y aplicaciones

La Teoria de Nevanlinna es la teoria que estudia la distribucién de los valores de una
funciéon meromorfa. Fue iniciada por los hermanos Frithiof y Rolf Nevanlinna en los
anos 20, y ha tenido un amplio desarrollo hasta el momento presente.

La funcién caracteristica y la férmula de Poisson-Jensen ([Hil76])

Explicamos ahora el punto de partida de la teoria de Nevanlinna: la formula de
Poisson-Jensen, y su reformulacion en términos de la funcion caracteristica.

Supongamos que f es una funcién meromorfa en un disco DD, cerrado de radio r > 0
y centro 0, que no tiene ni ceros ni polos en z = 0 6 |z| = r. Designaremos sus ceros
por as,...,a;, siendo |a,| = l, y sus polos por by, ..., by, siendo |bg| = ps, teniendo
en cuenta sus multiplicidades. Para cada nimero complejo a en D}, introducimos la
siguiente transformacion de Mobius:

r(z —a)
Qlza,r) = —5——.
Observamos que Q(z;a,r) transforma la circunferencia |z| = r en la circunferencia

unitaria |w| = 1; y el interior (exterior) del primer circulo en el interior (exterior) del
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segundo circulo. Queremos definir una funcién holomorfa H en D, tal que su médulo
coincida con el de f sobre la circunferencia |z| = r. Utilizando las transformaciones de
Mobius anteriores vemos que la siguiente funcion satisface las condiciones deseadas:

H(z) = f(2) [ ] [Q(z1 a0, 7)) " ] Q(2:0,7). (32)
a=1 =1

Ademads, como H(z) no toma los valores oo y 0, podemos considerar una determi-
nacion del logaritmo y definir la funcién holomorfa en D, dada por L(z) = log H(2).
Expresando L como suma de su parte real e imaginaria, es decir,

L(z) = log |H(2)| + iarg H(z),

obtenemos que

T t— =z

log H(z) = —log H(0) + LA: wdt
(3.3)

s t— =z

1 H(t
- logH(0)+—/ arg H(t) )
[t|=r

ya que sumando miembro a miembro las dos ecuaciones (3.3), y despejando log H (z),
se obtiene la féormula integral de Cauchy

1 log |H(t  arg H (t
gt = g [ lelOL i,
270 Jy=r t—=z

Debido a que |H(z)| = |f(2)| en |z| = r, de (3.3) ¥ (3.2), concluimos que

T t— =z

log f(z) = —log H(0) + i/ log |/ (] dt
[t|=r
J k
+ Zlog@(z; Aoy T) — Zlog@(z; b, r).
a=1 B=1

Igualando ahora las partes reales de ambos miembros de (3.4), tenemos la formula
de Poisson-Jensen :

[0}

1 [ , J r k T
1 / log| £(re®) d0 = log |F(0)] + 3 log - — 3 log (3.5)
271— 0 a1 6 ,321 pﬁ
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Definimos ahora algunas funciones que nos permitiran reformular (3.5). Para cada
nimero ¢t > 0, notaremos el ntimero max {0,1logt} por log™ t. Definimos entonces la
funcion de proximidad de f como

1 2 )
re€[0,00) = m(r, f) = %/ log™ | f(re®)| db. (3.6)
0
Puesto que se verifica
1
log [t| = log™ |t| — log™ — (3.7)

i

el miembro izquierdo de (3.5) es igual a
1 2m ]
o | Yosl e do = mlr. £) — m (r1/5).
0

Para reescribir (3.5), primero definimos la funcién n(s, f), cuyo valor en cada s > 0
es el niimero de veces, con multiplicidad, que la funciéon f hace un polo en D,. Ya que
los by, ..., b estan tomados segiin su multiplicidad, la funcion contadora:

r€[0,00) — N(r, f) = /Orn(s,f)%, (3.8)

se expresa integrando de forma explicita como

k
N(r.f) =7 log

T
=

De la misma forma se tiene que

N(r1/f) =) log .
p=1 “

y entonces (3.5) se puede escribir como

Observacién 3.2.7. Supongamos que el desarrollo de Laurent de f en el origen es
f(z) = anz™+ ..., con m € Z. Notaremos al primer coeficiente no nulo de esta serie

por cs. Hasta el momento, sélo hemos analizado el caso de una f meromorfa en D,
tal que f(0) # 0, 00. Observamos que en caso de que f tenga un cero o un polo en el
origen, basta aplicar el estudio anterior a la funcién f/z™ para obtener una férmula
andloga a (3.9) (ver [Lan87, pag. 162]).
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Ahora introducimos la funciéon protagonista de esta teoria. Supongamos que f es
meromorfa en todo C. Entonces

T(r, f)=m(r, f)+ N(r, ), (3.10)

estd definida para todo r > 0, y se llama funcidn caracteristica. La funcién T'(r, f) es
continua y creciente. Ademas,

lim T'(r, f) = oo,
r—00
a menos que f sea constante, en cuyo caso permanece acotada. La funcion carac-

teristica mide la afinidad de f al valor co. Obtenemos entonces de (3.9) y de la
observacion 3.2.7 el siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. (Férmula de Poisson-Jensen). Para toda funcién meromorfa f
en C se verifica que T (r,1/f) —T(r, f) = log |cy|.

Notaciones 3.2.1. Segun la notacién clasica de M. Landau, para dos funciones reales
A(r) y B(r) positivas se dice que:
e A(r) es o—pequena de B(r), y se escribe A(r) = o(B(r)), cuando B(r) no es idénti-
camente cero y
A(r)
0
0 B(r)

=0,y

e A(r) es o—grande de B(r), y se escribe A(r) = O(B(r)), cuando existen un ry € R
y una constante c¢ positiva tales que

A(r) < e¢B(r), paratodo r > ry.

Observacién 3.2.8. Como S. Lang en [Lan87], nosotros escribiremos 0gze y Oepe
cuando las estimaciones de Landau sean genéricas, es decir, sean validas fuera de un
conjunto de medida de Lebesgue finita.

Enunciamos algunas propiedades bésicas de la funcién caracteristica:

Teorema 3.2.3. Sean f y g dos funciones meromorfas en C. Se cumple que:

i) T(r, fg) <T(r,f)+T(r,g) + O(),
i) T(r, f+9) <T(r,f) +T(r,g) + O(1), y
i) T(r,kf)="T(r, f)+ O(1) para k€ C*.

i) T(r, f4) =dT(r, f) para d € N*.
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Demostracion. Para i), ii) y iv) ver [Tsub9, Teorema V.2|, iii) es consecuencia in-
mediata de la definicién de funcién caracteristica. O

La estimacion mas importante que utilizaremos viene dada en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. (Derivacién logaritmica [Lan87, p.169]). Sea f una funcién
meromorfa en C y no constante, entonces se verifica que

m(r, [/ f) = 0cxe(T(r, f)).

Observacién 3.2.9. Cuando f es una funcién entera y sin ceros, como la funcion
f'/f no tiene polos, entonces N(r, f'/f) =0, y por tanto

T(r, f')f) =m(r, f')f) = 0cac(T(r, [)).

Funciones enteras ligadas por una relaciéon lineal. Sobre un Teorema de
Andersén-Borel ([And00])

Recordemos que el Teorema de Picard nos dice que cada funcién entera no constante
de una variable compleja toma todos los valores excepto a lo mas uno de ellos. Dicho
teorema es equivalente al siguiente enunciado: si dos funciones enteras y sin ceros f; y
f2 satisfacen una relacion lineal del tipo f1+ fo = 1, estas funciones son necesariamente
constantes. El problema de ver cémo estédn ligadas una familia finita {f1,..., fn}
de funciones enteras y sin ceros que satisfacen una relaciéon lineal homogénea del
tipo fi + -+ + fn = 0, se remonta al estudio hecho por M. Borel en [Bor87], quien
generalizo el Teorema de Picard con su resultado:

Teorema 3.2.5. (Borel, [Bor87]) Se consideran n funciones fi,..., f, enteras sin
ceros que satisfacen la relacion

fit fotF fu=0.

Sea la relacion de equivalencia en {1,... ,n} dada por i ~ j si existe una constante
¢ (necesariamente distinta de cero) tal que f; = cf;, y sea S el conjunto de clases de
equivalencia. Entonces

Y fi=o.

i€s
Sin < 2 entonces hay una unica clase de equivalencia.

E. Andersén interpreta este resultado de M. Borel de la forma siguiente.

Teorema 3.2.6. (Andersén, [And00] ). Sean f, fi,...,f. funciones enteras de una
variable compleja que satisfacen
S fi=f

St fi,..., fn no tienen ceros, entonces se verifica uno de los dos casos:
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1. T(r,fi) = Ocze(T(r, f) + 1) para todo i.

2. Eziste algin I C {1,...,n} tal que Yier f; = 0.

3.3. Foliacion P—completa con P de tipo C*

Para una foliacion Fx que es P—completa con P de fibra genérica biholomorfa a C,
segin se ha visto en el lema 3.2.1 y como estd indicado en [Bru98], es el hecho de
que P esté determinado de forma tnica salvo un automorfismo polinémico el que nos
permite saber como es Fx. Sin embargo, cuando P tiene fibra genérica biholomorfa
a C*, nada se dice en [Bru98] acerca de la forma explicita que ha de tener Fx. Como
indicabamos en la observacion 3.2.6, la razén de que este caso sea mas delicado de
tratar es la existencia de infinitos polinomios con fibra genérica biholomorfa a C*
no equivalentes por un automorfismo polinémico. En esta secciéon hemos desarrollado
una forma normal en términos de los polinomios de Saito—Suzuki para una foliacion
de este tipo, que nos permitira formular explicitamente el teorema 3.2.1 sobre las
foliaciones con una hoja con un final propio transcendente.

Forma normal

Consideremos una foliacion Fx que es P—completa con P de fibra genérica biholo-
morfa a C*. Como el polinomio sabemos que es primitivo y de tipo C* (ver proposi-
ci6n 1.5.1), podemos aplicar el teorema 1.5.5 y suponer que P se escribe como

P = a™(zy + p(z))", (3.11)

con m,n € N*, { € Ny p(z) un polinomio en C[z]| de grado < ¢ —1 con término
independiente p(0) # 0 si £ > 0, 6 p(x) =0si £ = 0.

Observacién 3.3.1. Para todo k # 0, la fibra de P sobre k es una curva algebraica
irreducible y, por tanto, conexa. Sin embargo, la fibra de P sobre 0, que llamaremos
fibra singular de P, esta formada por dos componentes. Una siempre es biholomorfa a
C (la recta {z = 0}), y la otra biholomorfa a C* si £ > 0 (la curva {z‘y + p(z) = 0}),
oaCsifl =0 (larecta {y = 0}). P no define una fibracién trivial alrededor del 0,
ya que en caso contrario todas las fibras de P en un entorno de 0 no serian conexas,
lo que contradice lo dicho anteriormente. Asi, 0 es un valor critico de P. De hecho,
0 es el tinico valor critico de P: para cada punto (x,y) de C*\ P~%(0), la 1-forma
dP(z,y), que viene dada por

2" @y + p<x>>n_1 Al(m + nl)z'y + mp(z) + nzp'(z)]dz + na+dy}

nunca se anula.
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Tomemos la aplicacién racional H de C?\ {u = 0} a C?\ {z = 0} definida por

H: {x = (3.12)

y = uf(nKer) [U _ ump(un)]

Proposicién 3.3.1. Sea Fx una foliacion P—completa con P como en (3.11). En-
tonces, la foliacion levantada H*Fx por la aplicacion racional H definida como en
(3.12) estd generada por un campo vectorial de la forma

a(v)u((% + C(U)%, con a(v), c¢(v) € Clv]. (3.13)

Antes de demostrar esta proposicion, explicaremos por qué hemos elegido este
cambio H. Si designamos a la linea horizontal C x {v} por L,, H esta definida de
acuerdo a las dos siguientes relaciones polinémicas:

v
r=u" y ay+px)=—

para que la imagen inversa por H de una fibra P~!(k) cualquiera de P sobre un valor
k # 0 venga dada por la familia de n rectas horizontales perforadas:

Ley N0, 6a)}5 -+ Ly \ (0, &an) 1

donde &i, para j = 1,...,n, son las raices enésimas de k (ver figura 3.4). Por otra
parte, como DH(,,) es un isomorfismo lineal para todo (u,v) € C*\ {u = 0} podemos
definir el campo vectorial holomorfo H*X en C? \ {u = 0} resultado de levantar X
por H, es decir,

H* X (u,v) = DHI;%U’U) (X (H(u,v))).

Este campo visto como campo racional en C? tiene a lo mds un cero o un polo
de codimensién uno en la recta {u = 0}. Si eliminamos este posible polo o cero
multiplicando H*X por la potencia entera s de u conveniente, obtenemos un campo
vectorial polinémico con singularidades aisladas de la forma

u®- H*X, con s € Z,

que genera la foliacion H*Fx. De esta manera podemos preguntarnos cémo se com-
porta H*Fx con respecto a la foliacion horizontal.

Demostracién de la proposicién 3.3.1. Definamos el conjunto finito de valores
Q,={teC|t"e Q},
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Figura 3.4: Cambio racional H.

donde Q es el conjunto asociado a P en la definicién de foliacién P—completa (ver
definicién 3.2.4). Después del lema 3.2.1, es suficiente probar que H*Fx es una fo-
liacién v—completa (con respecto a Q,) que deja invariante el eje de coordenadas
{u = 0}.

Dado t € Q,, ya que 0 estd siempre en Q (ver observacién 3.3.1) y como para
todo k # 0 existe siempre un disco D, (k) de centro k y radio r > 0 suficientemente

pequerio para que la imagen inversa de K = P~}(D,(k)) por H conste de n cilindros
disjuntos

Cit, = (u x D (&) \ {u =0} para ' = Uryji=1,...,n,

podemos asumir que t es una raiz n—ésima de k, digamos &,. Por otra parte, uti-
lizando que Fx es P—completa, supondremos que para ese mismo D, (k) existe un
biholomorfismo

0: K — D,.(k) x P~'(k),

que transforma las hojas de la foliacién Fx en discos horizontales D, (k) x {p}, con p €
P~Y(k), y que lleva la fibracién P : K — D,(k) en la fibracién vertical. Identificamos
asi Ky D,(k) x P~'(k). Al ser H submersién, la aplicacién

H: HY(D,(k) x {p}) — D.(k) x {p}

es una cubierta finita para cualquier p € P~!(k). De ahi que su restriccién a cada
componente conexa C de H1(ID,(k) x {p}) defina un biholomorfismo del conjunto C
en D, (k) x {p}. Concluimos que cada uno de los cilindros C}j, estd foliado por discos
que estan contenidos en las hojas de H*Fx y cortan transversalmente a cada recta
horizontal L, en un tnico punto (ver figura 3.5).
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Q Dk

Figura 3.5: Seccién de los cilindros Cjy.

Construimos ahora un automorfismo S de C'; que transforma las hojas de H*Fx
en discos verticales {u} x D,/(t), preservando las rectas horizontales. Tomemos la
aplicacion h(u,v) que a cada punto (u,v) asocia h,(u), donde h, es la holonomia a lo
largo de un camino 7y : I — D, (t) que conecta v con &, (ver observacién 3.3.1). Basta
definir S como el inverso de S™!(u,v) = (h(u,v),v), para obtener el automorfismo
deseado.

El siguiente paso es definir un automorfismo de CxU ({0} x D,/ (¢)) con las mismas
propiedades que tiene S con respecto a H*Fx y L, en Cy, y tal que, ademés, deje
fijo el disco {0} x D,.(¢). Para ello, observamos que si restringimos S a cada L,, con
v € Dy (t), tenemos un automorfismo S, de L, \ {(0,v)} = C* x {v}. Por el Teorema
Grande de Picard, S, puede extenderse a un automorfismo de CP' x {v} de una de
las dos tinicas maneras posibles: como (a,u®,v), con « =16 —1, y a, € C*. Por otra
parte, al ser S holomorfo, la asignacion

D (t) > v S, € Aut(CP' x {v}) ~ Aut(CP")

define una familia continua de automorfismos de CP'. Pero como la condicién de tener
cero o polo en un punto es cerrada en Aut((CIP’l), por continuidad, concluimos que
a =16 —1 para todo v € D,(t), y por tanto, S es de la forma

S(u,v) = (a(v)u®, v),
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para la funcién a(v) = a, holomorfa en D,.(t) y o« = 1 6 —1. Esto demuestra que S
extiende como automorfismo de CP* x D, (t).

e Sia =1, S5 es el automorfismo que estabamos buscando, es decir, envia las hojas
de H*Fyx en discos verticales {u} x D,.(t) preservando las rectas horizontales, y fija

{0} X ]D)T/(t)
e Si a = —1, basta tomar S(1/u,v).

Hemos probado que H*Fy verifica la propiedad 2) de la definicién 3.2.4 y deja
invariante {u = 0}. Claramente H*Fy es transversal en C? \ {u = 0} a v = ¢ con
t € Q,. De ahi que también 1) de la definicién 3.2.4 se verifique, y la proposicién
quede demostrada.

Ejemplos explicitos de foliaciones P—completas con un polinomio P de
fibra genérica biholomorfa a C*

Tomemos un polinomio P = 2™ (z'y + p(x)) en la forma (3.11) con m € N* y n = 1.
Como para este caso la aplicacién (3.12) es un biholomorfismo de C? \ {u = 0} en
C?\ {z = 0}, dado el campo
Y = 0 b 0 dond b C
= a(v)u% + (U)a_y’ onde a(v), b(v) € C[v],

podemos calcular el campo racional H,Y . Eliminando el polo o cero de codimensién
uno de H,Y alo largo de {x = 0}, obtenemos un campo holomorfo X, y un argumento
andlogo al hecho en la demostracién de la proposicién anterior prueba que, ya que Fy
es v—completa, Fx es P—completa. Explicitamente, Fx esta definida por el campo
x® - H,Y, donde H.Y viene dado por

1 0

. a(t)z
| @) -t @) — (m+ 0t 1| o) )
g1 xmtt
—a™[(m + O)zty + xp'(z) + mp(x)]a
:m<t>%+{ [(m + 02ty + ions+2+ p(x)] <t)+b(t)}a%’

donde t = P = 2™ (z'y + p(r)) y s es el orden de H.Y a lo largo de {x = 0}.

Reformulacién del Teorema de Brunella

La proposicién 3.3.1 junto con el lema 3.2.1 implican que el teorema 3.2.1 puede
enunciarse del siguiente modo:
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Teorema 3.3.1. Consideremos una una foliacion Fx en C* definida por un campo
vectorial polinomico X tal que una de sus hojas L posee un final propio y transcen-
dente. Entonces, salvo un automorfismo polindmico de C2, existen las dos tnicas
siguientes posibilidades para Fx :

a) que esté definida por

X = a(m){% + [b(z)y + C(x)]%u

donde a(x), b(x) y c(z) € Clz|, o bien que

b) para una aplicacion racional H definida como (3.12) la foliacion levantada
H*Fx esté generada por un campo de la forma

a(v)u— + c(v)(%,

con a(v), c(v) € Clv].

3.4. Trayectorias transcendentes

En esta seccion nos ocuparemos de la demostracion de los dos resultados principales
de este capitulo (teoremas 3.1.1 y 3.1.2). Sea X un campo vectorial polinémico en
C?, entonces

Lema 3.4.1. Si C, es una trayectoria transcendente sobre la que X es completo,
existe un final de C, que es transcendente y propio.

Demostracion. Como X es completo en C,, tenemos que C, es biholomorfa a C o a
C* (wer proposicion 1.6.1). Si C, es de tipo C, es suficiente tomar un disco D, en C,
y definir el final propio como C, \ D,. Cuando C, es de tipo C*, esta trayectoria tiene
dos finales propios: C, \ D, y D, \ {0}, y como C, es transcendente, uno de los dos ha
de ser transcendente: en caso contrario, por el Teorema de Chow, C, seria algebraica,
lo que contradice nuestra hipdtesis. O]

Proposiciéon 3.4.1. Sea C, una trayectoria transcendente sobre la que X es completo.
St Fx es P—completa con P de fibra genérica biholomorfa a C, existen un automor-
fismo polinémico ® de C?, polinomios b(x), c(x) € Clz], A € C*, y N € {0,1} tales
que

x =22 L4 )y + ofa)] 2

- 3 (3.14)

En particular, X es completo.
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Demostracion. Sabemos que X es como (3.1) después de un automorfismo polinémico
® de C? (ver lema 3.2.1). Ademds, el conjunto Q (= 7,) definido como

{k € C|z = k es invariante por Fy}

coincide en este caso con el conjunto de ceros {a(z) = 0} (ver observacién 3.2.3).
Por tanto, si Q tuviese mas de un punto, tomando la solucién ® 1o ¢, : C — C de
®* X la funcién entera P o o, no tomaria al menos dos valores (los valores de Q), y
por el Teorema de Picard seria constante, lo que es una contradicciéon. Por tanto, o
bien Q se reduce a un unico punto, que podemos asumir que es el 0, o es vacio. De
ahf que a(z) = A2 con A € C* y N € N. Finalmente, ya que ®*X es completo sobre
®~1(C,), N es 0 6 1 (ver proposicién 1.6.3). Veamos que X es completo. El sistema
de ecuaciones que define X viene dado por

(3.15)
y'(t) = b(x(t)y(t) + c(z(t)).

Fijado cualquier (z,y) en C?, calculamos la solucién local de X por este punto inte-
grando (3.15). De la primera ecuacién obtenemos que

(3.16)

At+x, si N =0,
o(t) = rer si N = 1.

Sustituyendo el valor de z(t) obtenido en (3.16) en la segunda ecuacién de (3.15)
resulta una ecuacion que puede resolverse por cuadraturas, es decir, por integracion
explicita. Tomando y = uw, esta ecuacion se reescribe como

(uwv) = wv' +v'v = b(x(t))uv + c(z(t)).
Si imponemos que v' = b(z(t))v, tenemos que

v(t) = el b(x(s))ds y u'v=c(z(t)).

Por tanto,

u(t) = p+ / c(z(2)) e~/ ba()ds] dz, con pue€C,

y el flujo de X esta definido por

o(t,z,y) = (x(t), {y+ / t c(x(z))eUzb(z(s))ds]dz}eftb(m(s))ds). (3.17)

De esta manera, tenemos que X es completo. ]
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3.4.1. Trayectorias biholomorfas a C*

Demostracién del Teorema 3.1.1.

Después del Lemma 3.4.1, supondremos que ¥ = C, \ D, es un final transcendente de
C., que es propio. El teorema 3.2.1 implica entonces que existe un polinomio P con
fibra genérica biholomorfa a C o a C* tal que la foliacién Fx es P—completa.

Si P tiene fibra genérica biholomorfa a C, X esta definido por (3.14) como conse-
cuencia de la proposicién 3.4.1. Si N fuese 0, el flujo de X estarfa definido por (3.17)
con z(t) = At + x, es decir,

t
o(t,z,y) = <)\t + z, {y + / c(z+x) e[ bstads] dz} e b(Ser)ds) . (3.18)

Y como z(t) no es periédica, todas las trayectorias de X serian biholomorfas a C, lo
que es imposible. De ahi que N =1 y que X sea como en i.1) del teorema 3.1.1.

Supongamos que P tiene fibra genérica biholomorfa a C*. De ahora en adelante,
asumiremos que P es de la forma (3.11), es decir, P se escribe como

P =a"(z'y +p(z))",

con m,n € N* ¢/ € Ny p(z) un polinomio en Clz]| de grado < ¢ —1 con término
independiente p(0) # 0 si £ > 0, 6 p(z) = 0 si £ = 0. Analizamos su conjunto Q en el
siguiente lema.

Lema 3.4.2. FExiste s € C tal que P restringido a C, define una cubierta finita
ramificada sobre C\ {s}. Ademds, Q = {0, s}.

Demostracion. Recordemos de la observacion 3.3.1 los dos siguientes hechos:

1. el valor 0, que estda en Q, es el Unico valor critico de P,y

2. cada fibra de P sobre un valor distinto de 0 tiene sélo una componente conexa.

De esta forma, si existe un valor distinto de 0 que estd en Q, la correspondiente fibra
debe ser invariante por Fx (ver observacién 3.2.3). Como estamos suponiendo que C,
es biholomorfa a C*; Fx no puede ser conjugada por un automorfismo holomorfo a
la foliacién definida por un campo de vectores constante. Luego, por el teorema 3.2.1
el final ¥ debe estar en el infinito con respecto a P, y de esta manera, existe un
ciclo v en C que rodea a Q tal que P restringido a ¥ es una cubierta sobre I'". Por
otra parte, como sabemos que el otro final D, \ {0} de C, debe ser algebraico (ver
corolario 3.2.1), P restringido a C, define una cubierta finita ramificada sobre P(C).
En particular, tenemos que C, corta a cada fibra de P en un ntimero finito de puntos.

75



Ademas, al ser P oy, funcién entera, su imagen Pop,(C) = P(C,) es entonces igual
a C 6 C\{s}, con s € C, aplicando el Teorema de Picard. Estudiemos estos dos casos.

e Si P(C,) = C, tenemos que Q = {0}. Por la observacién 3.2.4 vemos que
P:C,\ P !0) —C*

es una cubierta holomorfa. Ademas, P~'(0) N C, es un conjunto no vacio de puntos
que contiene los posibles puntos de ramificacion de P : C, — C. Sin embargo, ya
que C, es biholomorfa a C* e interseca a la fibra P~!(0) en al menos un punto, el
conjunto C, \ P71(0) es hiperbdlico (es decir, su recubridor universal es un disco D) y
no puede cubrir a C*, contradiccién. Concluimos entonces que P(C,) = C\ {s} para
algtiin s € C.

e Sea P(C,) = C\ {s} para s € C. Existen dos posibilidades:
a) cuando s es 0, entonces C, N P~1(k) # ), para cada k € C*, y Q = {0}.

b) Si por el contrario s es distinto de 0, C, N P~1(k) # () para cada k # s, y por
tanto Q@ C {0, s}. Ahora, si s no perteneciese a Q existiria un ciclo 7y que rodea
a Q verificando s € I't. Pero esto implicarfa que P restringido a C, toma el
valor s (ver observaciéon 3.2.4). De ahi que Q = {0, s}.

Analicemos las dos posibilidades que se desprenden del lema 3.4.2.

a) Caso Q = {0}. Tenemos que P(C,) =C*y

C.CC2\ P7(0) = C2\ ({z = 0} U {a'y + p(z) = 0}).

Consideremos ahora la siguiente aplicaciéon polinémica de C? en C2:

R: {“ -7 (3.19)

v =2y + p(z).

Esta aplicacién define un automorfismo de C?\ {z = 0} en C?\ {u = 0}, cuya inversa

viene dada por
r=u
R
{y =u"‘lv = p(u)].

Este cambio de coordenadas racional, nos permite definir el campo holomorfo R, X en
C?\ {u = 0}. Resaltemos el hecho de que R,X como campo racional en C? presenta
a lo més un polo a lo largo de la recta {u = 0}. Por otra parte, como la trayectoria
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R(C,) estéd contenida en C? \ {uv = 0}, R,X es completo sobre R(C,). Tomemos A
y B polinomios de Laurent en Clu,v,u™!,v™!] tales que

0 0
R.X =uA— +vB —, 3.20
o v v (3:20)
y escribamos explicitamente sus componentes como
A=Y aper Aaguv’
(3.21)

B — Z(a,ﬁ)e} Baﬁ uavﬁ.

Sea H el grupo multiplicativo generado por el conjunto de monomios de A y B
que aparecen en (3.21), es decir,

H=< u’|(,3) €TUJ >.

El grupo H es isomorfo al reticulo aditivo de Z x Z generado por los pares (a, 3) €
I'U J que aparecen en (3.21) mediante el monomorfismo de grupos

H- L zxz
uv? — (a, B).

Proposicién 3.4.2. FEl reticulo 'H tiene rango uno.

Demostracion. Obviamente el rango de ‘H es < 2. Descartemos primero que el rango
de 'H sea cero. Si esto ocurriese, implicaria que A y B son constantes, y por tanto,
(3.20) se expresaria como

R.X = )\uﬁ—i—/wg, para Ay pu en C.
ou ov

Dada F' = u™*v?, se verifica que

dF = £ (Audv — pdu).
uv
Por tanto, R, X (F) = 0 en C?\{uv = 0}, y se obtiene asi que F es una primera integral
holomorfa multivaluada de R,X. Existe en este caso un nivel de F' que contiene a
R(C,). Por tanto, como por hipétesis C, es propia, R(C,) es propiay A\/u € Q* (ver
lema 3.4.7). Pero esto implica que C, es algebraica, y por tanto, una contradiccion,
pues estamos suponiendo que C, es transcendente.

Supongamos que el rango de ‘H es dos y lleguemos a una contradiccion. Tomemos
la trayectoria R(C.) de R, X, que asumiremos parametrizada por C > t — (u(t),v(t)),
y consideremos las funciones siguientes
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(3.22)

Como R(C,) esté contenida en C?\ {uv = 0} = C* x C*, cada funcién (entera)
u®(t)v®(t) no tiene ceros. Ademds, podemos elegir siempre un t, € C de tal forma
que el correspondiente punto (ug,v) := (u(to), v(ty)) en C, verifique

D Aagugvg £0 y

(c,B)El’

Z Bagug Uo

(a,8)€J’

(3.23)

para todos los subconjuntos no vacios I’ C I y J' C J. En caso contrario, R(C)
estaria contenida en las curvas algebraicas definidas por las correspondientes ecua-
ciones (3.23) una vez eliminado el polo. Lo que contradiria la no algebricidad de
R(C.). Por tanto, utilizando el teorema 3.2.6 con las funciones u; = A,gu®v® (resp.
u; = Bogu®vP) y f = A (resp. f = B), y como el caso 2 de este teorema no se presenta
por (3.23), obtenemos las estimaciones

T(r, Aapu®v?) =

Lema 3.4.3. Para las funciones u®v” anteriores se verifican las siquientes estima-
clones:
T(r, u®v?) =0eze(T(r,u)) + O(1) si (a,B) € 1,y

| (3.25)
T(r,u®v?) =0uee(T(r,v)) + O(1) si (a,B) € J.

Demostracion. De acuerdo con el teorema 3.2.4 y la propiedad iii) del teorema 3.2.3,
las ecuaciones (3.24) se reescriben como

T(r, Aapu®v®) = T(r,u*v”) + O(1)

= Ocze(T(r,u)) + O(1) para cada (a, 3) € I,y
T(r, Bagu®v?) = T(r,u*v”) + O(1)

= 0cwe(T(r,v)) + O(1) para cada («, ) € J.

(3.26)
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Tomamos funciones C,C’, D, D', F, F’ tales que C,C", F, F' son O(1), y D,D’ son
Ocwe(T(r,1)). Si sustituimos C, D, F'y C', D', F' en la primera y segunda ecuacién de
(3.26), respectivamente, despejando T'(r, u®v”) obtenemos:

T(r,u“v®) =D +F - C si(a,p)€l,y

T(r,u*v?) =D+ F' - C" si(a,p) € J (3:27)
Como (F—C)=0(1)y (F' —C") = O(1), de (3.27) se deduce (3.25). O
Observacién 3.4.1. Si definimos la funcion
T(r) =mazx{T(r,u); T(r,v)},
las estimaciones (3.25) del lema anterior implican
T(r,u®v®) = 0epe(T(r)) + O(1) para (o, 3) € AUB. (3.28)

Tomemos un elemento u®v® de H\ {0}. Por definicién, u®v? puede escribirse como
uavﬁ — (ua1vﬁ1) L (uakvﬂk)7

con k > 0, y donde los u®v” son tales que (o, 3;) 6 (—ay, —f3;) pertenecen a A|J B
para 1 <1 < k. Podemos reordenar entonces el conjunto

{(a1, B1); - -+, (o, Br) }

para que los h primeros y los inversos de los k — h restantes estén en A(JB. Por
tanto, de la propiedad ¢) del teorema 3.2.3 y del teorema 3.2.2 obtenemos:

T(r,u®v®) < T(r,u®vP?) + - 4+ T(r,u™ ")
é 7"(7,.7 ualvﬂl) 4+ -+ T(r’ uahvﬁh)—|— (329)
+ T(T, ,u/fathl,U*/thLl) 4+t T(T, u*aszﬁk) + O(l).

Aplicando ahora la estimacién (3.28) a la desigualdad (3.29) resulta que
T(r,u*v?) = 0cpe(T(r)) + O(1) para todo u*v’ € H. (3.30)

Por otra parte, como por hipdtesis el rango de ‘H es dos, existen d; y dy en Z* tales
que u® y v® pertenecen a H. Aplicando el teorema 3.2.2 (si d; 6 do son menores que
cero), la propiedad iv) del teorema 3.2.3 y (3.30) se cumple que

T(r,u) = 0cze(T(1)) + O(1) y T(r,v) = 0eze(T(r)) + O(1). (3.31)

Por consiguiente,
T(r) = oee(T(r)) + O(1). (3.32)
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Pero esta estimacion (3.32) implica que T'(r) es constante. De no ser asi, podriamos
escribir T'(r) = A + B con funciones A = 0.,..(T(r)) y B = O(1), obteniendo la
siguiente contradiccion

= lm L) _ g A+ B)

M Ty T ey =0

Luego T'(r) es constante. Finalmente, si T'(r) es constante, u(t) y v(¢) también lo son.
Contradiccion, y el rango de H es uno. n

Lema 3.4.4. Existen polinomios fi y fo en Clz,271], al menos uno de ellos no
constante, y existen p,q € Z tales que las ecuaciones (3.21) se reescriben como

A= fi(uPv?) y B = fo(uPv?). (3.33)

Demostracion. Fijemos un uPv? € H. Todos los puntos de H estdn en una recta de
la forma {py — gz = 0} con p y ¢ en Z (ver proposicién 3.4.2). Podemos suponer
ademds que p vy ¢ son primos entre si. Por tanto, si u*v® € H, como pS — ga = 0,
necesariamente existe un 6 € Z tal que a = dp y el lema se demuestra una vez que
vemos

ag a\ @ 2\
u’ = utvr = (uw) = (uw) = (uPv?)°.
[

Lema 3.4.5. Eziste un k € C* tal que p fi(w) + q fa(w) =k, con w = uPv? como en
(3.33).

Demostracion. Dada la trayectoria t — (u(t),v(t)), se cumple que

w@ﬁwo+qﬁwn=u%q0ﬁ§+q%>:wa

Por tanto, como w(t) = u(t)Pv(t)? es una solucién entera del campo completo en C
dado por

w p Aw) + 4 folw)] 5 -

necesariamente p fi(w) 4+ q fo(w) = k, con k € C. Por dltimo, k # 0, pues en caso
contrario w’ = 0 y entonces R(C) es algebraica. ]

Supondremos que existen nimeros complejos «, 0 tales que ap — B¢ € C* y un
f € C[z, 27" (sin término independiente) que verifica

filuhv?) = qf (@) +a y fo(uv?) = —pf(uv?) = 5.
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Luego (3.20) se escribe como

R.X = u[gf(uPv?) + a] % —v[pf(uPv?) + G % (3.34)

Distinguimos dos casos segin la expresion del cambio de coordenadas racional R
(ver (3.19)):

e Caso ¢ = 0. Entonces R es la identidad. De acuerdo con (3.34), como X es holomorfo
y tiene ceros aislados en C? podemos tomar m =p, n =qen N, a, 3 € C*, y f(z) un
polinomio en z - C[z] de forma que

X = aln fz"") + ) 5 = ylm £ + 5] 5 (3.35)

Noétese ademés que si m 6 n fuese cero, un cambio lineal en C? nos transformaria X
en un campo de la forma i.1) del teorema 3.1.1. Podemos suponer que m y n estéan
en N*. Consideremos la 1-forma w dual de X:

w=ix(dr Ndy) = z[n f(z™y") + o] dy + y[m f(z™y") + 8] dz.

Si f(2) = 29(2) ¥ h(z) = [ g(s)ds, para

F = yaP/o e (1/0)hGmy")

se verifica que
dFF  w
d(logF) = — = —.
(log F') = — w
Se concluye entonces que X (F) =0 en C?\ {xy = 0}, y por tanto, F es una primera
integral holomorfa multivaluada de X. Asi, C, esta contenida en un nivel de F', pero

como por hipétesis esta trayectoria es propia, tenemos que §/a € Q* (ver lema 3.4.7).

e Caso £ > 0. Obtenemos X empujando (3.34) mediante R, es decir, X es igual a

1 0 zlqf (27 (z'y + p(x))") + a 5.36)
- _ 3.36
@) L) ety ple)pf ety +p(@)) +

Como X es holomorfo, podemos tomar p,q € N*, un polinomio f(z) € z-Clz] y
B = 0. Por tanto, para m = p, n = ¢, S = f(a™(z'y + p(x))") y T = b’y + zp/(v),
(3.36) esta definido por

— (3.37)

a&gj {_[nTij(:cZerp(x))]SJraT} )

znS+al—+ o
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Ya que X no puede ser racional, una simple inspeccion de la segunda componente de
(3.37) nos asegura que z* debe dividir a [nxp'(z) — mp(x)]S + azp’(z). Al igual que
antes sabemos que

es una primera integral holomorfa multivaluada de X y a € C*.

Lema 3.4.6. Los campos X como i.1), i.2) 6 i.3) del teorema 3.1.1 son completos.

Demostracion. Si X es como i.1) ya sabemos que es completo (ver proposicién 3.4.1).
El flujo de un campo X como i.2) se obtiene integrando el sistema

Ccll_f = 2()[n f)™y(&)") +
d (3.38)
d_i = —y()[m f(z(t)™y(t)") + B].

Tomando w = z™y", cada solucién de (3.38) por (z,y) define una solucién de la
ecuacién w' = vw en C con la condicién inicial w(0) = 2™y", donde v = am — fn €
C*. Por tanto,

w(t) = w(0) e’ (3.39)

y el flujo de X estd definido en C? por
o(t, x,y) = (x el Hondlemy™ b ds 1y o= [HB+m ey ) d8> . (3.40)

De ahi que X sea completo.

Por otra parte, un X como i.3) tiene por flujo en C? \ {z = 0} el conjugado por
R_l = (U, u—f(,u - p(u))) = (ZE, y)
del flujo del campo
0 0
uln fa0) 4 a) = — ol f(ue")] 5
es decir,
o(t,r,y)=R'o <u ol Hotnflumon s g e JHmflumqon e”]}d8> ) (3.41)
Observemos ahora la segunda componente de X. Al desarrollar explicitamente el
polinomio
S = f(z"(a'y +p(a))"),
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vemos que no tiene térmimos constantes (ya que f no tiene término independiente),
y los términos en los que aparece la variable y son del tipo #*y", con k > ¢ + 1y
h > 0. Por eso, si restringimos X a {x = 0}, obtenemos el campo

0
aly—,
Y By
que es completo por la proposicion 1.6.3. Hemos demostrado entonces que como ¢
estd definido en C x C?\ {x = 0} y X sobre {z = 0} es completo, ¢ extiende a C* y
X es completo. [

Lema 3.4.7. Si un campo X de la forma (3.35) tiene una trayectoria C, (propia)
transcendente y biholomorfa a C*, entonces todas las trayectorias de X son propias y

Bja € Q.

Demostracion. Sabemos que todo campo X de la forma (3.35) es completo (véase
demostracién lema 3.4.6). Como C, es biholomorfa a C*, la solucién que esta trayec-
toria define es periddica y se escribe, para cierta condicién inicial, como (3.40). Pero,
de acuerdo con (3.39), se sigue entonces que todas las deméds soluciones de X son
peridédicas. Hemos demostrado que todas las trayectorias de X son de tipo C*, y por
tanto, propias (ver teorema 1.6.1). Ahora basta aplicar la clasificacién de M. Suzuki
de los campos vectoriales holomorfos completos con todas sus trayectorias propias
(ver [Suz77, Théoréme 4]) para obtener que §/a € Q*. O

Hasta aqui hemos probado que si C, es de tipo C* y Q = {0} (caso a)), X deja
invariante la recta {x = 0}, y es como en los casos i.1), i.2) 6 i.3) del teorema 3.1.1.

b) Caso Q = {0,s}. Recordamos que P estd definido por (3.11). Ademds, sabemos
que en este caso la fibra P71(s) es invariante por Fy.

Proposiciéon 3.4.3. La trayectoria C, interseca a todas las componentes simplemente
conexas de la fibra singular de P.

Demostracion. Supongamos que C', no corta a una componente simplemente conexa
de la fibra singular de P. Podemos suponer que esta componente es {x = 0} (ver
observacién 3.3.1).

Lema 3.4.8. La aplicacion H definida por (3.12) que nos da la forma normal H*Fy
de Fx (ver proposicion 3.3.1) verifica que n = 1.

Demostracion. Consideremos la unién disjunta £, U - -- U Ly de trayectorias de H* X
dadas por H1(C,). Como C, N{z = 0} = (), primero veremos que H*X es completo
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en cada L;. Para ello, tomemos la parametrizacion ¢, (t) = (z(t),y(t)) de C,. Ya que
podemos escribir x(t) = e9® para g una funcién entera, cada L; es de la forma

{u(t) = ¢ e9t)/n

v(t) =&™ eI/ [2() y(t) + p(x(t))], con & = eXimV=ln g e {0,...,n—1}.

Por tanto, (u'(t),v'(t)) = H*X(u(t),v(t)). Cada L; es una curva entera que evita a
lo mas una recta horizontal, pero como las n rectas

(PoH) (s) ={v=se¥™V=Umt conje{0,...,n—1}
son invariantes por H*Fy, y por tanto disjuntas con L;, tenemos que n = 1. Il

La foliacion H*Fx es v—completa y deja invariante la recta {u = 0}. Por otra
parte, {v = s} es la tnica recta horizontal invariante por H*Fx. Podemos asumir
entonces que H*Fy estd generada por un campo vectorial Y de la forma

0 e,
a(v)u Em + Av — s) 50’

donde a(v) € C[v] verifica a(s) # 0, A € C* y r > 0.
Lema 3.4.9. Existen a(v) € Clv], con a(s) # 0, y A € C* tal que

—_— 9 d
H'X = a(v)u% + AMv — s)% (3.42)

Demostracion. Salvo una traslacién, podemos suponer

. 9, .0 o
Y = a(v)u% + v 55 OB a(v) = a(v + s).

Sabemos que H*X = u*Y, para k € Z. Demostremos que k = 0 y r = 1. Escribamos

0 0
HX =uA—+vB—
ou ov
para Ay B polinomios de Laurent definidos por A = a(v)u* y B = Au*v"~1. Tomemos
la trayectoria de H*X definida por H~!(C,). Como esta trayectoria estd contenida
en C%\ {uv = 0}, podemos aplicar los lemas 3.4.2 y 3.4.5, para concluir que existen
P,q € Z (no iguales a cero al mismo tiempo) y ¢ € C* tal que
pa(v)u® + g iFo T =€
Sin embargo, utilizando que a(0) # 0 (observemos que g # 0), esto es s6lo posible
cuando k =0y r =1. O
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Por tanto, como
0 0
X =H, —+Av—35)=—,
{a(v)uau + A(v 8)8 }
podemos calcular explicitamente X, que es igual a

1 0

lu™p(u) — u™p' (u) — (m+ v 1 (343)

um-l—ﬁ-‘rl um—l—ﬁ

donde u = x y v = 2™(xy + p(x)). Si observamos la segunda componente de (3.43)
vemos que es de la forma

sz — 22 U(z,y)

, con U € Clz,y].

Pero como m + ¢ + 1 > 1, esta componente no es un polinomio, lo que es una
contradiccién. Asi obtenemos que C, corta a todas las componentes simplemente
conexas de la fibra singular de P. O]

Lema 3.4.10. No existen rectas tnvartantes por X.

Demostracion. Toda recta £ que es invariante por X, o es una componente de la
fibra singular de P, o es transversal a toda fibra de P distinta de la fibra singular.
En el primer caso, por lo que hemos visto en la proposicién 3.4.3, £ debe intersecar
a C,, lo que es contradictorio, ya que diferentes trayectorias de X no tienen puntos
en comuin. En el segundo caso P : £L — C\ {s} define una cubierta ramificada de
grado finito (ver lema 3.4.2), lo que es contradictorio, pues al ser £ de tipo C, una
tal cubierta tiene que estar definida por un polinomio, que obviamente toma todos
los valores (teorema fundamental del dlgebra). O

Aplicando la proposicién 3.3.1 a X, vemos que H*X puede escribirse como i) del
enunciado del teorema 3.1.1. Luego la demostracién de este teorema queda terminada.

3.4.2. Trayectorias biholomorfas a C

Demostraciéon del Teorema 3.1.2. De acuerdo con el corolario 3.2.1 existe un
automorfismo analitico ® de C? tal que ®*X es de la forma

0

f(I,y)%,
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siendo f una funcién holomorfa nunca nula (pues a priori sabemos que X tiene a lo
més singularidades aisladas). En particular, todas las trayectorias de X son biholo-
morfas a C. Queremos probar que f es una funcién de una variable y, y que, por
tanto, ®*X (o, equivalentemente X) es un campo completo.

Sean Y, P, Q como al inicio de la demostracion del teorema 3.1.1. Si P tiene
fibra genérica biholomorfa a C, sabemos que X es completo (ver proposicién 3.4.1),
y as{ @*X ha de ser de la forma f(y) .

Si P es un polinomio con fibra genérica biholomorfa a C*, supondremos que esta es-
crito en la forma (3.11). Destacamos el siguiente hecho:

Lema 3.4.11. (Brunella, [Bru98, p.1245]) La fibra singular de P tiene una com-
ponente transversal a Fx, que corta a C,, y otra que es invariante por Fx. Todas las
demds fibras de P son transversales a Fx.

Consideremos la aplicacién racional H definida en (3.12), entonces:

Lema 3.4.12. Euzisten a(v) € Clv] y A € C* tales que
. 0
H*X =a(v)u— + A—. (3.44)

Demostracion. Como todas las trayectorias de X son biholomorfas a C, de acuerdo
con el lema 3.4.11, sabemos que la componente de la fibra singular de P que es
invariante por Fx es la recta {x = 0}. Si ahora aplicamos la proposicién 3.3.1, vemos
que H*X es de la forma

uk - {a(v)u% + )\(%} , con \ € C".
Demostremos que k£ = 1. Ya que toda trayectoria £; de H*X que esta contenida
en H~1(C,) interseca a cada recta horizontal en un tinico punto, la correspondiente
solucién entera ¢ : t — (u(t),v(t)) verifica que v(t) es inyectiva, obteniéndose entonces
que
v(t)=p0t+~ con g€ C"y~eC.

Si consideramos la proyeccién m de C? sobre el eje v, podemos proyectar la restriccién
del campo vectorial H*X sobre £; a un campo vectorial en {u = 0} ~ C que es
completo y no singular. Aplicando la regla de la cadena tenemos que

(7 01), % =, [uk(t) : {a(v(t))u(t)% + A%H (v)

= (roy)(0) =5
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y de esta forma

PN et 2 = 2

I} ov ov
De lo cual se deduce que u*(t) = 3/), y en consecuencia k = 0, ya que u(t) no puede
ser constante. O

Por tltimo, como H*X es completo (ver proposicién 3.4.1), H,(H*X) = X es
completo en C? \ {z = 0}. Pero esto implica ®*X es de la forma f(y) .

3.4.3. Comentarios finales del teorema 3.1.1.

Breve esquema de su demostraciéon. Tras aplicar el teorema 3.2.1 y saber que
existe un polinomio P con fibra genérica biholomorfa a C o a C* tal que Fx es P—
completa (ver definicién 3.2.4), los dos casos de este teorema aparecen al analizar
como se comporta la trayectoria C, con respecto a P. Lo primero que vemos es que
uno puede considerar P, después de un automorfismo polinémico, o igual a = si P
tiene fibra genérica biholomorfa a C (ver teorema 1.5.2), o igual a 2™ (z‘y + p(z))"
en la forma (3.11) si P tiene fibra genérica biholomorfa a C* (ver teorema 1.5.5).
Cuando P es igual a z, C, evita a lo més una fibra y el campo X es como en i.1). Sin
embargo, cuando P tiene fibra genérica biholomorfa a C* puede ocurrir que o bien C',
evite a las componentes simplemente conexas de la fibra de P sobre cero, y entonces
X es como i.2), i.3), 0 en caso contrario, que la trayectoria C, interseque a todas las
componentes simplemente conexas de Py el campo X sea como ii).

Sobre los casos 7). Por otra parte, vemos que todos los campos de i) son completos,
su flujo (global) transforma las fibras de P en fibras de P, y estdn incluidos en la
clasificaciéon de campos completos polinémicos dada por Brunella en [Bru04]. Desta-
camos también que los campos de i.3) estan relacionados con los de i.2) en el sentido
siguiente: fijada la aplicacién birregular

R(z,y) = (z,2"y + p(x)),

donde p(z) es un polinomio de grado < ¢(> 0) con término independiente distinto de
cero, todo campo de i.3) es de la forma R.Y', para un campo polinémico Y degenerado
(con singularidades no aisladas) en la forma i.2), pero con § = 0, es decir, para Y
igual a

ol (") + ) - = ylm ) 5

con a € Z*, m,n € N*| y f(z) € z- C[z].

Reformulacién. Como los campos vectoriales X de ¢.2) y i.3) pueden reescribirse
en funcién de la aplicacién racional H definida por (3.12), podemos reformular el
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teorema 3.1.1 teniendo en cuenta para la foliacion Fx la propiedad de ser P—completa
en vez de la existencia de una recta invariante.

Teorema 3.4.1. (Reformulacién del teorema 3.1.1) Consideremos una trayec-
toria transcendente C, de un campo vectorial polindmico X en C? con ceros aislados,
que es biholomorfa a C*. Si X es completo en C,, salvo un automorfismo polinomico
del plano, tenemos los dos siguientes casos:

a) Existe un polinomio P de fibra genérica biholomorfa a C tal que la foliacion Fx
es P—completa, y entonces X es igual a

Ax % + [a(z)y + b(x)] %,
donde a(x), b(x) € Clz] y A € C*.

b) Eziste un polinomio P de fibra genérica biholomorfa a C* tal que la foliacion Fy
es P—completa, y para la aplicacion racional H dada por (3.12) (ver seccion 1.3)
tenemos las dos siguientes posibilidades para H*X .

b.1)

0 0
ug- + [am/n — ﬁ]v%,
con m,n € N*, f(z) € z-Clz], a, 8 € C tales que am — Bn € C*, y donde
BlaeQ* sil=006pF=0st>0.

H*X =[f(v")+ a/n]

b.2)

0 0
* _ k. ti,m r
H*X =u {a(v)u—au + A" (v" — s) _81)}

donde a(v) € Clv], t e N, n,r e N*, k € Z, y s, A € C*,

3.5. Aplicaciones

En esta seccién estudiamos algunas aplicaciones de nuestros resultados principales.

3.5.1. Trayectorias transcendentes singulares

Discutiremos ahora una aplicacion que fue la motivacién inicial de nuestro estudio.
Una propiedad caracteristica de un campo vectorial polinémico con singularidades
aisladas es que una cualquiera de sus trayectorias transcendentes lo determina, salvo
multiplicaciéon por un escalar. Precisemos esta propiedad.
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Proposiciéon 3.5.1. Sea C. una trayectoria transcendente de un campo vectorial
polinémico X en C? con a lo mds singularidades aisladas. Si'Y es un campo vectorial
polinomico distinto de X que es tangente a C,, entonces X = \Y para un \ € C*.

Demostracion. El lugar geométrico de los puntos de C? donde X e Y son colineales es
la variedad algebraica de codimension > 1 definida por el conjunto de ceros dado por
el determinante de la matriz cuyas entradas son las componentes de ambos campos.
Como esta variedad debe contener a los puntos de C,, que como conjunto es no
algebraico, esto sélo es posible si existe un A € C* tal que X = \Y. O]

Sea X un campo polindmico en C2. Consideremos una trayectoria C, transcen-
dente de X. Motivados por la propiedad anterior nos hacemos la siguiente pregunta:

Pregunta 1. ; Si X es completo sobre C,, es X completo?

Estudiaremos esta pregunta para el siguiente tipo de trayectorias.

Definiciéon 3.5.1. Consideremos una trayectoria transcendente C, de un campo vec-
torial polinémico en C%. Decimos que C,, o equivalentemente, que la correspondiente
solucion ¢, : Q, — C, es singular, si la clausura C, en C? contiene ceros de X .

Observacién 3.5.1. Recordamos que C,\ C, est4 formado por los puntos que ademaés
de estar en C, son ceros de X (ver proposicién 3.1.1). Es importante destacar que
el que C, sea singular no implica que la curva analitica C, sea singular (aunque el
reciproco es siempre cierto). Si X es completo sobre una trayectoria singular C,, como
C? es una variedad de Stein, C, \ C, es un unico cero de X. Ademds, en este caso C,
es de tipo C*.

Corolario 3.5.1. Consideremos una trayectoria C, transcendente y singular de un
campo vectorial polinémico X en C?. Si X es completo sobre C,, entonces X es
completo. Ademds, salvo un automorfismo polinomico, tenemos que X es uno de los
stguientes campos:

1)

AT (’% + [a(z)y + b(x)] (,%,

donde a(x), b(x) € Clz], A € C* y a(0) # 0.

2)
ol f(a") + 0] =yl ")+ 6] 5

conm,n € N*, f(z) € z-Clz], a, 8 € C tales que /o € Q- y am — n € C*.
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3)

x[nSJroz](%Jr{—[nT+m($y+p(x))]5+aT}%7

para m,n, ¢ € N*, o € C*, p(z) € Clz] de grado < ¢ tal que p(0) # 0, T =
taty + 2p/(z), S = (e (x'y + p(x))") con [(z) € = Clz], y donde

xt

[nap'(z) +mp(x)]S + azp'(z) € 2 - Cla, y).

Demostracion. Demostramos primero que cuando C, es una trayectoria singular el
caso ii) del teorema 3.1.1 (esto es, que no existe ninguna recta invariante por X) no
puede ocurrir. Si este caso se presentara, salvo un automorfismo polinémico de C2,
el cero {p} = C. \ C. de X estarfa contenido en la fibra regular P~1(s) de P (ver
demostracién del lema 3.4.2). Por otra parte, para la submersién H de C? \ {u = 0}
en C? \ {z = 0} definida por (3.12), como p € {r = 0}, cada punto de H!(p) es
un cero de H*X contenido en C*\ {u = 0}. De hecho todos los ceros de H*X en
C?\ {u = 0} son aislados. Pero, como sabemos que H*X es de la forma:

u® - {a(v)u% + b(v)%} ;

por la proposicién 3.3.1, sus tnicos ceros estan sobre la recta {u = 0}, lo que es contra-
dictorio. Esto demuestra que tan sélo i) del teorema 3.1.1 tiene lugar. Las restriciones:
a(0) # 0 en el caso i.1) y f/a € Q en el caso i.2) son consecuencia inmediata del
hecho de que C, es singular, y que por tanto el cero p de X esté contenido en C,. [

Si resolvemos las ecuaciones que aparecen en el corolario anterior como se vio
en (3.17), (3.40) y (3.41), podemos clasificar las soluciones enteras singulares de un
campo vectorial polinémico.

Corolario 3.5.2. Sea f : C — C? una inmersion holomorfa y no inyectiva de C en
C? cuya imagen estd contenida en una curva transcendente. Si f define una solucion
singular de un campo vectorial polinomico, existe un automorfismo polinomico ¢ de
C? tal que p o f es una de las siguientes curvas:

a) t
(O./ €At, {5 + / b(Oz 6)‘2) e_fz a(ae*)ds dz} efta(aeks)ds)
donde a($)7 b(£) - C[Z]} )\704,&(0) c C* y /6 c C

b)

(A ol Hoknf Nt ey ds. e*ft{ﬁerf[/\mu”e”]}ds)

1

donde A, € C*, mn e N, o, e Cconv=am—0pmeC yf/lacQ,y
siendo f(z) un polinomio en z - Clz].
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G ( Aol Hatnfimureyds ) o= [Hmd N e} ds)

donde m,n, € N*, \,u,a € C*, v = am, f(z) € z-Clz|, y G es la aplicacion
definida por (x, 2~ [y — p(z)]), con p(x) € Clx] de grado < £ € N* y p(0) # 0.

Observacién 3.5.2. Para una trayectoria no singular C, de X de tipo C, el teore-
ma 3.1.2 da una respuesta afirmativa a la pregunta 1. Si C, es de tipo C*, sin embargo,
todo lo que podemos decir es que si existe una recta invariante por X (lo cual sucede
como hemos visto cuando C, es singular) la respuesta a la pregunta 1 es también
afirmativa. Por eso proponemos la siguiente conjetura.

Conjetura 1. Si X es un campo vectorial polindmico en C? que es completo sobre
una trayectoria transcendente C,, X es completo.

3.5.2. Un resultado de tipo Lin-Zaidenberg

Un resultado importante en la teoria de curvas algebraicas del plano afin es el
Teorema de Lin-Zaidenberg, [ZL83] (ver teorema 1.5.3). Para una curva algebraica
plana, irreducible y singular, dicho resultado nos dice que si esta curva es simplemente
conexa, entonces es de la forma

{2 —ay* =0}, con (k,{)=1 y acC

después de un automorfismo polinémico. Del teorema 3.1.1 concluimos:

Corolario 3.5.3. Sea C una curva transcendente e irreducible en C* que es singular
y simplemente conezxa. Supongamos que eziste una solucion entera singular de un
campo vectorial polindmico en C* x C* que esta contenida en C. Entonces, después de
un automorfismo polindmico, C es de la forma C = {y“z? "@™V") = a}, con a € C*,
m,n € N*, h(z) € C[z], o, 5 € C tales que B/a € Q* y am — pn € C*.
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Capitulo 4

Campos con un cero que no es de
tipo Poincaré-Dulac

En este capitulo demostramos que un campo vectorial polinémico X en C? comple-
to, con singularidades aisladas, tiene como méaximo un cero. Utilizando este hecho
y algunos resultados del capitulo anterior clasificamos todos los campos vectoriales
polinémicos completos con un cero que no es de tipo Poincaré—Dulac.

4.1. Introduccion

Consideremos un campo vectorial holomorfo X en una variedad analitica compleja
M con un cero en p € M. Recordemos que el orden de X en p es el orden del primer
jet no nulo de X en p, o, equivalentemente, el grado mas pequeno de los monomios
que aparecen en el desarrollo de Taylor de X entorno a p. Al estudiar el flujo de X,
podemos hacernos la siguiente pregunta: el hecho de que X sea completo, jimpone
alguna restriccién sobre el orden de X en p? La respuesta a esta pregunta fue dada
por Julio C. Rebelo.

Teorema 4.1.1. (Rebelo, [Reb96]) Sea M una a variedad analitica compleja de
dimension dos. Si X es un campo vectorial holomorfo completo en M con un cero p
en algun punto p € M, entonces el orden de X en p es a lo mds dos.

Este resultado ha sido generalizado para campos que son Rt completos:

Teorema 4.1.2. (Ahern—Rosay, [AR99]) Sea M una a variedad analitica comple-
ja de dimension dos. Si X es un campo vectorial holomorfo R completo en M con
un cero en algun punto p € M, entonces el orden de X en p es a lo mds dos. Si el
orden de X en p es dos entonces existe una esfera de Riemann inmersa X en M tal
quep € X y X es tangente a 2.
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Cuando M es una variedad de Stein entonces el Teorema de Rebelo se enuncia:

Teorema 4.1.3. Sea M una variedad de Stein de dimension dos. Si X es un campo
vectorial holomorfo completo en M, con un cero en algun punto p € M, entonces el
orden de X en p es uno.

Una vez visto que los ceros de un campo vectorial holomorfo X en una variedad de
Stein M de dimensiéon dos tienen orden uno, es natural preguntarse cuantos pueden
ser en numero. Por ejemplo, ;jexisten ejemplos de campos completos con dos ceros?
La respuesta es que si, segiin vemos a continuacion.

Ejemplo 4. (Ahern—Rosay, [AR99, p.219]) Consideremos
M = {(z,w,p) €C*: ? = (1 - 2w)},

y el campo de vectorial en C? definido por

0 0
Z—Z&—wa—w

Es facil comprobar que M es una variedad de Stein y que Z es tangente a M. Como
el flujo ¢ de Z estd definido por

@(ta Z, W, p) = (et'za eitw> p)

y deja invariante a M en C3?, la restriccién de Z a M define un campo completo, que
vemos tiene dos ceros aislados, a saber: (0,0,1) y (0,0, —1).

Sin embargo, cuando M = C? no sabemos lo que sucede. Los tinicos campos
vectoriales holomorfos completos en C? que se conocen son los de [Suz77]. Como
hemos visto en la introduccién, M. Suzuki recoge en su lista dos tipos de campos
completos: 1) los que tienen flujo algebraico, y 2) los que tienen todas sus trayectorias
propias. Se observa que ninguno de estos campos tiene mas de un cero. Por eso, en
[R099] v [AR99] se ha propuesto la siguiente pregunta:

Pregunta 2. Si X es un campo vectorial holomorfo completo en C?, ;tiene X como
mucho un cero?

4.2. Numero de ceros de un campo completo

Recordemos que los campos vectoriales polinémicos que estamos estudiando en es-
ta memoria tienen a lo mas singularidades aisladas. En esta secciéon probaremos el
siguiente teorema:
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Teorema 4.2.1. Un campo vectorial polinémico completo X en C? tiene como mucho
un cero.

Campos vectoriales polinémicos completos con primera integral racional.
Recordamos que X tiene una primera integral racional, si existe una funcién racional
no constante H = F/G : C> — CP' que es constante a lo largo de sus trayectorias.
La funcién H se llama primera integral racional de X. En este caso, las trayectorias
de X estan contenidas en las curvas de la forma A\F' + uGG =0, con A y p en C.

Proposicién 4.2.1. Supongamos que X tiene primera integral racional. Entonces,
existe un automorfismo polinémico ® de C? tal que,

i) si X no es singular,

O*X = )\ﬁ, con A € C*.
ox

ii) S1 X es singular,

O*X =\ mavg—i-ny2 , donde m,n € Z*y A € C*.
ox dy

Demostracion. Sea H = F/G una primera integral racional de X, que supondremos
es primitiva (ver teorema 1.5.4). Ademds, podemos tomar H de forma que F' 'y G
sean dos polinomios irreducibles. Como X es completo, vy C? es de Stein, existe un
subconjunto E C C? de capacidad cero que es invariante por el flujo de X y tal que
todas las trayectorias de X en C*\ E son o bien de tipo C, o bien de tipo C* (ver
proposicién 1.6.2). Por tanto, H es de tipo C o C*. Estudiemos estos dos casos.

e Si H es de tipo C, como todas las curvas
{A\NF+uG=0}\{F=G=0}
son no singulares y biholomorfas a C, tenemos que
{F=G=0}=0.

Podemos suponer entonces que H es un polinomio, y por el teorema 1.5.2 existe un
automorfismo ¢ de C? tal que H o ¢ = y. Esto significa que el campo horizontal a%
dual de d(H o ¢) define la misma foliaciéon que ¢*X. De ahi que

X = /\3, para A € C*.
Ox

e Cuando H es de tipo C*, de acuerdo con el teorema 1.5.5, después de un automor-
fismo polinémico ¢ de C2, para una funcién h de CP' de grado uno, H oy = ho G,
con G como en (3.11). Estudiamos dos casos:
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Caso ¢ = 0. Entonces G = ™", con m y n en Z*. Eliminando el conjunto de
ceros o polos de dimensién uno de dG, el campo mma% + nya% dual de ésta,
define la misma foliacién que ¢*X. Por tanto,

v 0 0
goX-A(mx%—i—nya—y).

Veamos ahora que el caso ¢ > 0 no se puede dar. Cuando ¢ > 0, entonces
G = z™(z'y + p(x))", con m,n € Z*, p(xr) un polinomio de grado < [ — 1 con
p(0) # 0. Eliminando el conjunto de ceros de dimensién uno de dG, obtenemos
la 1-forma

a=0 sim>0,
a=1 sim<0,
b= si n>0,
b=1 si n<0,

z™ 'y + p(x)"
w2 (aty + p(x))*"

h'(G)dG, donde

con A € C*. El campo dual de esta forma define la misma foliacion que ¢*X.
Asi, ¢* X viene dado explicitamente como

om:”la% + [B2"y + yp(x) + 5932?'(56)]8%, siendoa € C'y §,7,0 € C.

Tomemos la trayectoria de ¢*X dada por la curva
L = {z'y +p(x) = 0}.

Si ¥ es la rama en el punto p = [0 : 1 : 0] definida por la clausura proyectiva de
L en CP?, esta ¥ define una trayectoria en el infinito que viene parametrizada
por (t) = (t,—p(1,t)), donde p(x, z) es la homogeneizacién de p(z). Como

indy(Fop,x, %) = ordy(—at) =1,
y el orden de contacto o de ¥ con L. es igual a uno, obtenemos que
ind,(Fp,x,2) —ol < 1.

Esto significa que X no es completo en L (ver proposicién 2.1.4). Contradiccion,
y £ no puede ser > 0.
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Curvas invariantes de un campo completo por un cero.

Proposiciéon 4.2.2. Dado un cero p de un campo vectorial holomorfo completo X
en C2, eziste una trayectoria singular C, de X de tipo C* tal que su clausura C,
en C? es una curva analitica que pasa por p, siendo {p} = C. \ C,. Ademds, si X
es polindmico y ¥ es la tinica rama de C, en p, evisten dos posibilidades: 1) C, es
algebraica con C,\' Y su final algebraico, 6 2) C, es transcendente con C,\'Y su final
transcendente.

Demostracion. Por un cero p de un campo vectorial holomorfo X siempre existe una
separatriz > de X por p de acuerdo con el teorema 1.3.1. Fijado un z € X y la
correspondiente C',, el conjunto C, U {p} estd dotado de una estructura natural de
superficie de Riemann (construccién andloga a la realizada en la seccién 2.1 para una
trayectoria en el infinito). Por ser X en C, completo y C? una variedad de Stein,
C, es de tipo C*. Y, como su clausura C, en C? es una curva analitica que verifica
C.\C. = {p} (ver teorema 1.6.1), C, es singular. Ademas, si X es polinémico, puesto
que i : C, \ ¥ — C? es propia, la proposicién 2.1.1 implica que C, \ ¥ es un final
propio de C, tal que
lim (C,\ ) N Ly, # 0.

Cuando este final no es transcendente sabemos que C, define una separatriz de Fx
por un punto r = lim(C, \ ) € Sing(Fx) (ver corolario 3.2.1). Por tanto,

lim(C,) = lim(C,\ X) =,
y C, es algebraica. O

Proposicién 4.2.3. Sea p un cero no dicritico de un campo vectorial polindmico X
en C2. SiT es una curva algebraica invariante por X que pasa por p, y X sobre T'\{p}
es completo, existe un automorfismo polindmico ® de C? tal que ®(T') es una recta.

Demostracion. Como X en I'\ {p} es completo, si identificamos I" con la superficie
de Riemann dada por C, U {p}, al ser C* una variedad de Stein, la trayectoria C.
que define I' \ {p} es de tipo C*. La restriccién de X a I' \ {p} corresponde, salvo
un automorfismo, al campo Az % con A € C* segun la proposicién 1.6.3. Luego, la
tnica rama ¥ de la curva I' en p satisface ind,(Fx,X) = 1 (ver proposicién 1.3.2),
y, en particular, como X en C, extiende a p como un cero de orden uno, la parte
lineal DX, de X en p es distinta de cero. Designemos por A y u a sus autovalores.
Probaremos que para todo los posibles valores de A y p la curva I' es lisa en p.

1. Si A= p =0, después de un cambio lineal de coordenadas, podemos asumir que

0 0
o, (00)
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Supongamos que I' es singular en p y lleguemos a una contradiccién. Como I’
es biholomorfa a C, por el teorema 1.5.3, existe un automorfismo polinémico ®
de C? tal que

®(T) = {2" —ay’ = 0}, con (k,1) =1,a € C".
Como I es singular, podemos ademds suponer que k ¢ ¢ es distinto de uno.
Designemos a ®(I") por I, y tomemos la parametrizaciéon () = (et!, ), con

ek = a, de la rama ¥’ = ®(X) de I" en p’ = ®(p). Ya que

D(®.X), = D®,- DX, - D&},

a b
Dcpp:(cd),

bd —b?
d* —bd

escribiendo

obtenemos que

D(®.X),y =« ( ) , con a = (ad —be)~! € C*.

De esta manera, el campo ®,X en IV U {p'} se expresa entorno a p’ como

. B 0
V(P X) = A(ﬂ&;
con A(t) igual a

ab(det® — bt*) + P(ett, t*)  ad(det’ — bt*) + Q(et*, tF)
el - Joth—1 ’ (4.1)

donde Py @ son dos polinomios que tienen orden > 2 en p.

Analicemos (4.1). Aplicando la proposicién 1.3.2 vemos que ind,(Fx,X) = 1
implica indy (Fsp, x, %) = 1. Concluimos que 7*(®,X) tiene un cero de orden 1
y los érdenes de los dos numeradores de (4.1) son ¢ y k, respectivamente.

e Si bd # 0, tenemos que k > {. En caso contrario, ya que ¢ > k (recordemos
que k 6 £ es distinto de uno), el término —ab*t* en el numerador del primer
miembro de (4.1) deberfa cancelarse con uno de los términos de P(et’,t*), v,
necesariamente, k = j¢ con j > 2, contradiciendo que (k,¢) = 1. Pero k > ¢
implica que ad?ct’ se cancela con uno de los términos de Q(ct, t*), y, asf, £ = jk
con j > 2. Por tanto, una contradiccién, y este caso es imposible.

e Si bd = 0, entonces, o el ordy (P(ett, t*)) = £, o el ordy (Q(ett,t*)) = k. En el
primer caso, ¢ = jk, con 57 > 2. En el segundo k = j¢, con j > 2. Contradiccién
de nuevo con (k,¢) = 1y, por tanto, imposible.
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2. SiA/peQT, como p es no dicritico, p es de tipo Poincaré-Dulac, y por tanto,
[" es lisa en p (ver proposicién 1.3.1).

3. Cuando M/ & Qt, 0 AN#0y pu=0,T eslisa en p (ver proposicién 1.3.1).

Una vez visto que I es lisa, si aplicamos el teorema 1.5.2, sabemos que existe un
automorfismo polinémico ® de C? que transforma la curva I' en la recta ®(T). ]

Observaciéon 4.2.1. Para el caso dicritico la proposicién 4.2.3 es falsa. Tomemos un
campo completo de la forma

X:)\(mx%—kny%), donde m,n € N\ {0,1} y A € C*,

con primera integral racional H = z™y~". El campo X tiene un unico cero en p =
(0,0), que es dicritico. Ademas, todas las curvas H = ¢, con ¢ € C*, son invariantes
por X y singulares en p.

Demostracion del Teorema 4.2.1. Supongamos que p; v ps son dos ceros distintos
de X. Sabemos por la proposicién 4.2.2 que existen dos curvas analiticas invariantes de
X por p1 y p2, que llamaremos I'y y I's, respectivamente. Dichas curvas son distintas
y no se cortan en ningtin punto, pues la restricciéon de X a cada una de ellas define
un campo completo sobre una superficie de Riemman que no es biholomorfa a CP*
(son curvas afines en C?) con un tnico cero (ver proposicién 1.6.3).

Analicemos primero el caso en que p; es no dicritico y I'; es algebraica para cada
i € {1,2}. Podemos asumir, por ejemplo, que I'; es una recta (ver proposicién 4.2.3).
Llamemos Ly, y C; a las clausuras proyectivas de I'; y I'y, respectivamente. Tomemos
el inico punto r donde L,, y C5 se cortan, que sabemos estd en Lo, ya que I''NTy = (.
Veamos ahora que Cy es una recta. Argumentando por reduccion al absurdo, si Cs
no fuese una recta, esta curva, que sabemos es tangente a L,, en r, tendria que ser
también tangente en este punto a la recta del infinito L. De no serlo, tomando la
curva desingularizada Z5 de Cy (ver capitulo 1) y su correspondiente resolucién

" Ly — (O,

el campo completo X en T'y \ {p2} podria levantarse por 7" a un campo holomorfo
completo (7")* X sobre la superficie de Riemann Z, con al menos tres ceros, a saber:
p2 v al menos dos puntos distintos en L., donde intersecan L., y Cs, lo que contradice
el que X fuese completo sobre I'y (wver proposicién 1.6.3). Por tanto, L, y Le son
tangentes a Cs en r. Pero, esto implica que C, tiene dos ramas en r, lo que es imposible
pues T's \ {p2} es biholomorfa a C*. Hemos probado que I'; y 'y son dos rectas que
no se cortan, y de esta manera puedan considerarse como dos rectas paralelas de
ecuaciones
Iy={x=a} y T'e={z =05}, cona,beC,
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después de un automorfismo lineal de C2. Por cada punto z = (x,y) € C? que no
esté en esas dos rectas, la trayectoria C, de X por z, dada como la imagen de la
solucién @, : C — C,, define al proyectarse sobre el eje {y = 0} una aplicacién entera
que no toma al menos los valores a y b. Por el Teorema de Picard vemos que C,
estd contenida en una recta paralela a 'y y a I'y, y asi

X:)\g, con A € C".
Ay

Contradiccion, porque estamos suponiendo que X tiene al menos dos ceros.

Los casos que nos quedan por estudiar son: 1) cuando alguno de los puntos p; es
dicritico, y 2) cuando alguna de las curvas I'; no es algebraica. En el primer caso,
si ninguna de las trayectorias de X por el cero dicritico fuese transcendente, ob-
tendriamos una cantidad infinita de curvas algebraicas invariantes de X. Pero, por
el Teorema de Darboux, X tendria primera integral racional, y de acuerdo con la
proposicién 4.2.1 esto significaria que X tiene a lo més un cero, lo cual no es posible.
Asi, tanto 1) como 2) implican la existencia de una trayectoria transcendente singular
C, de X sobre la que el campo X es completo. Sabemos, finalmente, que estos campos
tienen como mucho un cero (ver corolario 3.5.1), de ahi que este caso tampoco sea
posible.

4.3. Ceros que no son de tipo Poincaré—Dulac

Consideramos en esta seccién un campo vectorial polinémico completo X en C? con
un cero p que no es de tipo Poincaré-Dulac (ver definicién en proposicién 1.3.1). El
resultado principal es el siguiente:

Teorema 4.3.1. Sea X un campo vectorial polinémico completo en C2. Sip es un cero
de X que no es de tipo Poincaré—Dulac entonces, salvo un automorfismo polinémico,
X es uno de los siguientes:

1)

AT % + [a(z)y + b(x)] %,

donde a(x), b(x) € C[z], a(0) #0 y A € C*.

2)
z[n f(z™y") + a % —ylm f(2"y") + O] (%

para m,n € N, o, 5 € C* y f(z) € C[z].
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3)

x[nSJroz]%Jr {_[nT+m($ y"'p(fl?))]s-l-aT} (%

para m,n, ¢ € N*, o € C*, p(z) € Clz] de grado < ¢ tal que p(0) # 0, T =
lx'y + xp'(z), S = f(a™(x'y + p(x))") con f(2) € z- C[z], y donde

[nap (z) + mp(x)]S + axp'(z) € 2° - Clz, ).

xt

Demostracién. Vemos primero que p es el tinico cero de X en C? por el teorema 4.2.1.
Supondremos que tiene coordenadas p = (0,0). Ademads, sabemos que la parte lineal
DX, de X en p es distinta de cero (ver teorema 4.1.3). Es mds, designando a los
autovalores de DX, por A y 1 podemos utilizar el siguiente hecho:

Lema 4.3.1. (Rebelo, [Reb00, p.760]) Los autovalores X y pu son distintos de cero.

Este lema implica que p no puede ser un silla-nodo. Existen dos posibilidades de
acuerdo con la proposicién 1.3.1.

e \/pu € QF. Al no ser p de tipo Poincaré-Dulac, p es dicritico. Entonces, o existe
una trayectoria transcendente singular C, de X tal que C, \ C. = {p} (ver
teorema 1.6.1), o en caso contrario X tiene una primera integral racional por
el Teorema de Darboux. En ambos casos sabemos como son los campos por el
corolario 3.5.1 y el teorema 4.2.1.

e )\ ¢ QF. Las dos tnicas separatrices por p son lisas y transversales en p y
definen dos trayectorias singulares de X. Si al menos una de ellas es trans-
cendente, es consecuencia del corolario 3.5.1 como es X. Si ninguna de ellas lo
es, su clausura en C? viene definida por dos curvas lisas

I ={R=0} y I'y={S =0}, donde R, S € Clz, 3],
que pasan por p. Consideremos
I UT, = {R-S =0},

que topolégicamente corresponde a dos copias de C unidas por el punto p. Como
esta curva es reducible y simplemente conexa, podemos suponer aplicando el
teorema 1.5.3 que después de un automorfismo polinémico su ecuacién es la de
dos rectas

Ya que X es completo y deja a la curva I'y U I'y invariante, su restriccion a
(C*)? define un campo completo. Podemos ahora utilizar la clasificacién de
campos racionales completos en (C*)? de Erik Andersén para el caso particular
de campos polinémicos con singularidades aisladadas obteniendo:
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Corolario 4.3.1. (Andersén, [And00, Corollary 2]) Todos los campos vec-
toriales polinémicos completos en (C*)? son de la forma:

ol f(a) + 0] =yl ")+ 8] 5

para m,n € N, o, 3 € C* y f(z) € C[z].

102



Capitulo 5

Campos de vectores holomorfos y
condicion jacobiana

Tomemos una aplicaciéon F' = (Fy,..., F,) : C* — C" polindmica, es decir, una
aplicacion de la forma

(21, s 2n) = (F1(21, o5 20)s - ooy Fnl21, - o5 20))

donde cada F; es un polinomio de Clzy, ..., 2z,]. Designemos por det(JF') el determi-
nante de la matriz Jacobiana de F

JF - (6F> |
0z; 1<i,j<n

Si F' es invertible, det(JF') es una funcién polindmica que nunca se anula y, por tanto,
constante. Podemos preguntarnos si el reciproco de este hecho se verifica.

Pregunta 3. ;Una aplicaciéon F : C" — C" polinémica tal que det(JF) € C* es
invertible?

Cuando n es igual a uno es conocido (y elemental) que la respuesta a esta pregunta
es afirmativa. Sin embargo, para n mayor que dos, se desconoce si todavia sigue
siéndolo. Esta sencilla pregunta ha dado lugar a la famosa Conjetura Jacobiana, que
recientemente aparece como problema nimero 16 de una lista elaborada por S. Smale
[Sma00] con los 18 problemas o retos matematicos mas importantes atn sin resolver.

Conjetura Jacobiana: 5i F' : C* — C" es una aplicacion polinomica tal que
det(JF) € C*, entonces F es invertible (es decir, F tiene una inversa que también
es polindmica,).

La Conjetura Jacobiana aparece por primera vez formulada como pregunta en la
literatura matemaética en el trabajo de O. H. Keller [Kel39] para polinomios en dos
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variables con coeficientes enteros. Desde entonces, muchos matematicos han intentado
probarla (sin éxito), relacionando este problema con otras partes de las matematicas
como puede verse en [BCW82] y [vdEO00]. Nuestro propdsito en este capitulo serd dar
una reformulacion de este famoso problema y destacar la conexién que hay entre la
Conjetura Jacobiana y los campos completos.

Para realizar nuestra caracterizacion de la Conjetura Jacobiana recordamos el
siguiente resultado:

Teorema 5.0.2. (Bialynicki-Birula, Rosenlicht, [BBR62]) Si F': C" — C" es
una aplicacion polindmica inyectiva, entonces F' es sobreyectiva y su inversa también
es polindmica (es decir, F' es un automorfismo polindmico).

Por tanto, la Conjetura Jacobiana es equivalente a: “si F' : C* — C" es una
aplicacion polindmica con det(JF) € C*, F es inyectiva”.

Campos vectoriales y Conjetura Jacobiana. Nuestro objetivo ahora es estudiar
la Conjetura Jacobiana en términos de campos de vectores. De ahora en adelante,
F = (F,...,F,): C" — C" sera una aplicacién polindmica que satisface la condicién
jacobiana, es decir, con det(JF) € C*. Siguiendo la idea de P. Nousiainen y M. E.
Sweedler (ver [NS83]), podemos asociar siempre a una tal F' la n—upla de campos

vectoriales polinémicos en C”, que designaremos por 8%1, ey %, siguiente:
0 9
OF 0z1
=R (5.1)
9 9
OF, O0zn
. e, .. -1
Puesto que, por definiciéon, cada campo (,%_ es la i—ésima columna de (JF) ', se
verifica que
DF 9 _ DF 0 _ ) (5.2)
\NoF;) T oR Y '
Observacién 5.0.1. De (5.2) deducimos directamente que cada campo 8%1_ es 1o
singular y tiene por trayectorias las curvas
L; = ﬂ {F; = \;}, con \; € C.
i
Proposicién 5.0.1. (Nousiainen-Sweedler, [NS83]) Los campos 8%1,...,8%
forman una base sobre Clz1, . .., z,] del espacio R,01(C™) de campos de vectores polino-
micos en C" que es conmutativa, es decir, tal que [%, %Fj] =0, para todo 1, 7.

De hecho, las propiedades de la proposicion 5.0.1 caracterizan las n-uplas de cam-
pos (3%1, e %) que provienen de una aplicacién polinémica F' verificando la condi-

cién jacobiana.
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Proposicién 5.0.2. (Nowicki, [Now86]) Si los campos X1, ..., X, forman una
base sobre Clzy, ..., z,] del espacio R, (C") de campos vectoriales polindmicos en C*
que es conmutativa, existe una aplicacion polindmica F = (Fy,...,F,) : C" — C"
satisfaciendo la condicion jacobiana tal que X; = aiFi para todo i.

Campos vectoriales completos y condiciéon Jacobiana. Destaquemos que, segiin
(5.2), cada hoja L; estd equipada con una 1-forma holomorfa que vale uno a lo largo

8 .
de 36, €8 decir, tal que

0

Una tal 1-forma se llama diferencial de tiempos. Cuando aiFi es completo coincide
con la diferencial de tiempos definida localmente por su flujo, es decir, la integral
de DF} L, & lo largo de un camino v : I — L; contenido en una carta local de L;
representa el tiempo complejo (salvo periodos) requerido por el flujo de 6%1_ para ir
de un extremo a otro de «y (ver [Reb96]).

Teorema 5.0.3. Si F' = (Fy,..., F,) : C* — C" es una aplicacion polinémica que
verifica la condicion jacobiana, F es inyectiva si y solo si los campos a%i definidos
como en (5.1) son completos.

Demostracion. Supongamos primero que F' es inyectiva. Sabemos entonces que F' es

biyectiva y, por tanto, un automorfismo de C" (ver teorema 5.0.2). Si para cada i

escribimos Fj(z1,. .., 2,) = w;, como los campos coordenados % son completos, los
K3

8%1_ =F *a%i también lo son. Estudiemos el reciproco. Supongamos que los campos
9 son completos. Si F no es inyectiva, existen dos puntos p,q € C" distintos tales

oF;
que F(p) = F(q) = a = (a4, ...,q,). Por tanto, hay n hojas
L = ﬂ]#l{Fj = aj}a

0 - .
una de cada campo 3+ due intersecan en al menos dos puntos p y ¢ distintos.

Fijemos una trayectoria L; y consideremos la solucién entera ¢, : C — L; que la
parametriza para un z € L; ya que (%_ es completo. Sean ty y t; los valores de C
que satisfacen @,(tg) = p y ¢.(t1) = ¢. Si tomamos un camino v : I = [0,1] — C
diferenciable e inyectivo en C que conecta ¢y con ti, es decir, tal que v(0) = to,
(1) = t1 y 7/(s) # 0, levantando la 1-forma DFj|; por ¢, obtenemos la 1-forma

holomorfa en C definida por

" (DEL,) = D(Fi 0 ¢:)(2).
Al ser .*(DFj, ) exacta, un célculo obvio prueba que su integral a lo largo de v es
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igual a

[ R = [ DFo )0
= [ DEep6E) 0 ds 5
= O(FoszWKQdS
=F(q)—F(p) =0

Pero, por otra parte

/wﬂm%ngpm%w»¢mw

Y

5Apm%mmr@w@»w@w

:[:{Dﬂ(g%)WwWQ}Mﬂﬁds "

::ng YV (s)ds (por (5.3))
=q—p#0.

Como (5.4) y (5.5) son contradictorias, necesariamente F' es inyectiva. O

Reformulacién de la Conjetura Jacobiana. El teorema 5.0.3 nos permite dar
una version equivalente de la Conjetura Jacobiana.

Proposicién 5.0.3. La Conjetura Jacobiana es verdadera si y solo si cada base
Xy, ..., X, sobre Clzy, ..., 2] del espacio R, (C") de campos vectoriales polindmicos
en C" que es conmutativa, es completa, es decir, tal que X; es completo para todo i.

Demostracion. Supongamos que la Conjetura Jacobiana es verdadera. Si Xi,..., X,
es una base conmutativa de R, (C"), sabemos que existe una aplicacién polindmica
F=(F,...,F,): C"— C" que verifica la condicién jacobiana y tal que X; = 81& (ver
proposicién 5.0.2). Por tanto, F' es un automorfismo polinémico y por el teorema 5.0.3
la base X,..., X, es completa.

Reciprocamente, si cada base conmutativa Xi, ..., X, sobre C[zy,..., z,| del es-
pacio N, (C") es completa, cualquier aplicacién polinémica F : C* — C™ satis-
faciendo la condicién jacobiana, que sabemos define la base conmutativa de campos

d d Ry &l
30 BEL (ver en proposicién 5.0.1), cumple que los campos 37, son completos. [
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