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Introduccion

En este trabajo, y de un modo muy general, queremos dar respuesta a como se comporta
la dindmica del océano. Obviamente, esta pregunta no tiene hoy dia respuesta més que
de un modo muy parcial y sélo en algunos casos muy concretos. En la presente memoria,
intentaremos dar respuesta a este problema desde un punto de vista principalmente practico.
Para ello, estudiaremos algunos modelos sencillos ya existentes desde hace muchos anos, vy,
algunos casos concretos mas realistas que nos atanan de un modo mas directo, al ser uno de
los principales factores que condicionan nuestro clima: el Océano Atlantico Norte.

Concretando un poco mas, los objetivos de esta memoria los podemos esquematizar como
sigue:

(i) Desarrollar un modelo barotrépico de circulacién general del océano a
latitudes medias, en el que se reflejen los efectos de la batimetria. En general, entre
los oceandgrafos se acepta la hipdtesis de que el flujo ocednico es esencialmente horizontal, sin
que las velocidades verticales tengan gran importancia para la dinamica global de los océanos.
Sin embargo, también es conocido que la batimetria que presentan los fondos oceanicos
condiciona de un modo notable la dinamica de los océanos. De este modo, pretendemos
desarrollar un modelo sencillo (bidimensional) que sea capaz de atrapar la dindmica que la
batimetria genera en el océano.

(ii) Desarrollar un método numérico que resuelva de modo eficiente este mo-
delo. Esencialmente, el modelo que estudiaremos en este trabajo serd Navier-Stokes bidi-
mensional combinado con un término de Coriolis y anadiendo el efecto de la profundidad
del océano, que vendra dado en el término de presién y en los términos no lineales. En la
literatura existen numerosos esquemas numéricos para aproximar este tipo de ecuaciones. En
este trabajo daremos una respuesta esencialmente computacional a este estudio numérico,
utilizando el método semilagrangiano junto con otro tipo de esquemas muy estudiados en
otros trabajos.

(iii) En cualquier modelo climatico (ya sea meteorolégico, oceanografico,...) la dindmica
més importante se desarrolla en los atractores de estos sistemas dindmicos (pues, por defi-
nicién, los atractores son aquellos conjuntos donde toda solucién converge). Por otro lado,
de todos los parametros que intervienen en estas ecuaciones, la viscosidad es el que presenta
mayor incertidumbre (de hecho, todos los demds se pueden obtener experimentalmente de
un modo razonablemente correcto). Por todo esto pretendemos hacer un estudio de los
atractores que posee este modelo asi como el cambio que se produce en ellos a
medida que hacemos variar el parametro de viscosidad (o viscosidad horizontal en
nuestro modelo bidimensional).
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Resumiendo, queremos desarrollar un modelo de EDPs que modelice la dindmica del
océano y hacer un estudio de bifurcacién cualitativo respecto del parametro de viscosidad.

Una vez planteadas las EDPs que queremos estudiar, el siguiente problema que nos
planteamos es el estudio de bifurcacion. Hoy dia existe una completa teoria de bifurcaciéon
que resuelve numerosos problemas. Sin embargo esta teoria no deja de ser muy compleja
y especifica. En este trabajo optaremos por realizar un estudio numérico de bifurcacién de
estas ecuaciones.

A la hora de elegir la herramienta numérica adecuada para realizar el estudio de bifurca-
cion, hay que pensar en las necesidades que requiere nuestro problema. Existen numerosos
paquetes informaticos destinados al estudio de bifurcaciones. Estos se basan, en general,
en discretizar espacialmente el dominio de las ecuaciones, calcular estados estacionarios (lo
que supone invertir matrices u operadores en espacios de dimension del orden del nimero
de nodos), y seguir la rama de soluciones estacionarias donde se encuentran dichos estados
estacionarios. A medida que se va siguiendo cada rama, se calculan las posibles bifurcaciones
que se encuentren en dicha rama (y de un modo un poco més general pero analogo, se puede
pensar en bifurcaciones de tipo Hopf, calculo de ramas de soluciones periddicas, bifurcaciones
a toros,etc.).

El gran problema que presentan este tipo de técnicas hoy dia es que requieren una
gran potencia de calculo, que se acentiia para discretizaciones grandes y para problemas
no lineales. En esta memoria generalizaremos una técnica mas moderna (aunque menos
estandar) que se basa en el método de las Funciones Ortogonales Empiricas .

La metodologia que vamos a seguir seré calcular numéricamente los atractores (o algunos
de ellos) para ciertos valores del parametro de bifurcacién. Esto lo haremos mediante inte-
graciones numéricas muy largas, hasta que la solucion quede estabilizada en un atractor. Una
vez que la solucion numérica esta en el atractor, caracterizaremos este atractor mediante el
método de las Funciones Ortogonales Empiricas, FOE (EOF o POD en sus siglas en inglés),
que nos proporcionara una base de dimensién finita que genera el subespacio donde esta con-
tenido el atractor. Una vez que tenemos una buena descripciéon de los atractores para cada
valor del parametro, construimos una base global para un rango de parametros mediante
una modificacién del método FOE (en algunos trabajos, una descripcién muy parecida de
esta técnica aparece como p-POD o SPOD). Esta modificacién consiste en una especie de
ortogonalizacién de las bases obtenidas anteriormente aprovechando la informacion comuin
que puedan tener.

Mediante el método de Galerkin generaremos un sistema de EDOs equivalente a las
EDPs para el rango de descripcién del pardmetro de bifurcacién (y sélo para ese rango, pues
la extrapolacion funciona muy mal en general, mientras que la interpolacién es aceptable
siempre que los datos de que dispongamos no estén demasiado dispersos, entendiéndose esto
ultimo en cuanto a la variabilidad de las soluciones respecto del pardmetro de bifurcacion).

La gran ventaja de esta descripcion es que proporciona un sistema de dimension muy
pequena que es perfectamente abordable mediante los métodos clasicos en estudios de bifur-
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cacién. Ademas, el andlisis de bifurcacién de esta EDO es cualitativamente el mismo que el
de la EDP de origen.

Este trabajo lo hemos dividido en tres grandes capitulos de la siguiente manera:

En el primer capitulo haremos una breve deduccién de las ecuaciones que estudiaremos en
todo este trabajo. Partiremos de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos incompresibles
tridimensionales en movimiento rotatorio, y pasaremos, bajo ciertas hipdtesis, a un modelo
bidimensional reducido que nos permitira hacer nuestro problema mas asequible. Explicare-
mos la relacion existente entre este modelo y la conocida formulacién de vorticidad-funcion
de corriente, w — 1. Por ultimo, daremos algunos resultados de existencia y unicidad del
modelo descrito, asi como sobre la existencia de atractores globales que posee el modelo.

En el segundo capitulo desarrollaremos un esquema numérico del modelo y lo aplicamos a
varios casos practicos. En primer lugar, estudiaremos un océano idealizado con profundidad
constante, mediante la formulacion de vorticidad-funcion de corriente. Validaremos median-
te este ejemplo sencillo el esquema semilagrangiano frente a un esquema de tipo Leap-Frog,
muy empleado en todo tipo de modelos meteorolégicos y oceanograficos, como el que noso-
tros vamos a estudiar. A continuacién describiremos, mediante el esquema semilagrangiano,
el comportamiento Océano Atlantico Norte. En ambos casos realizaremos un estudio de bi-
furcacion preliminar mediante los resultados obtenidos para distintos valores del parametro
de viscosidad.

En el ultimo capitulo desarrollaremos tedricamente el método de las Funciones Ortogona-
les Empiricas, asi como los métodos p-POD y SPOD utilizados para el estudio de bifurcacién.
Mostraremos una vision suficientemente general del método, y las ideas generales que lo ori-
ginaron, asi como el método de los snapshots descrito por Sirovich a principios de los ’80.
Aplicaremos este método a los resultados obtenidos en el capitulo anterior para mostrar su
eficacia en ciertas soluciones sencillas (soluciones periddicas) y los problemas que encuentra
en soluciones més complejas (soluciones cuasi-periddicas o aperiddicas). Por tltimo, apli-
caremos el método p-POD y SPOD para el estudio cualitativo de bifurcaciéon de los casos
estudiados en el Capitulo 2.
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Capitulo 1

Descripcion del Modelo

En la literatura existen numerosos modelos que intentan proporcionar una respuesta al
comportamiento dindmico de los océanos. Esta respuesta obviamente se ajusta mejor o peor
a la realidad dependiendo de la complejidad del modelo en cuestién. En general, si pretende-
mos abordar este problema desde el punto de vista de la predicciéon o buscando la parte mas
compleja de la dindmica del océano, debemos elegir un modelo tridimensional. Aun asi, la
eleccién del modelo no es sencilla y siempre debemos tener en cuenta las capacidades com-
putacionales que estén a nuestra disposicién. En [27] se muestra un ejemplo de la dificultad
de eleccion de este tipo de modelos. En este trabajo se realiza un exhaustivo estudio de tres
modelos tridimensionales con objeto de dilucidar cual de ellos es el que mejor se adapta a la
realidad.

Sin embargo, a pesar de todo, la realidad dista mucho de poder ser modelada de un
modo preciso, incluso con este tipo de modelos tridimensionales. Las grandes dificultades a
resolver son debidas a la gran cantidad de pequenas incertidumbres que se presentan en la
naturaleza, la gran cantidad de variables que intervienen en las ecuaciones, y otros muchos
factores de indole matematica y computacional, como la falta de resolucién a la hora de
resolver capas limites (principalmente en la superficie del océano y en los fondos marinos).

En cambio, lo que si son capaces de captar muchos de los modelos existentes hoy dia es la
dindmica global de los océanos. Incluso los modelos bidimensionales son capaces de resolver
(en mayor o menor medida) todos aquellos rasgos caracteristicos que dominan la dindmica
de los océanos.

Debido a esto, los complejos modelos tridimensionales suelen simplificarse: la superficie
libre del océano se supone rigida, se incluyen varias capas bidimensionales para relajar la
tridimensionalidad, se limita el nimero de variables a calcular (excluyendo aquellas menos
importantes como la salinidad, temperatura, densidad, ...), y finalmente, se bidimensionaliza
el problema.

Puesto que en la presente memoria estamos interesados en proporcionar el comporta-
miento dinamico global de los océanos, y, en concreto, estudiar como varia dependiendo del
parametro de viscosidad horizontal, en este capitulo introducimos un modelo bidimensional
que ademas sea capaz de retener otro de los factores mas importantes en la dinamica de los
océanos: la batimetria.



2 CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL MODELO

1.1. Introduccion de las ecuaciones

Nuestro punto de partida van a ser las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incom-
presible en un dominio ¥ C R3, que se encuentra en un sistema de referencia en movimiento
—)

de rotacion con una velocidad angular €2 (ver Figura 1.1). Estas ecuaciones se hayan en nu-

merosas referencias (véase, por ejemplo, [1], [11], [50], [53]). Asi, si @ = (u, v, w) representa

la velocidad del fluido para cada punto del dominio Y y para cada instante de tiempo ¢t > 0,

tendremos que nuestras ecuaciones vienen dadas por:
ow . . = >
E+u'Vu+2Q><u:— +(C+g

div =0 (1.1)

+CC

Vp
p

donde ¢ es el vector aceleracion de la gravedad de la Tierra, es decir, un vector que apunta
hacia el centro de la Tierra con médulo g (que consideraremos constante); y p = p, es la den-
sidad del fluido (en nuestro caso, la densidad del agua del océano) que también supondremos
constante.

Observemos que los términos

Du ou -
E—aJru-Vu

corresponden a la derivada material de cada particula del fluido, una de las mayores difi-
cultades a la hora de hacer frente a este tipo de ecuaciones, debido a su no linealidad; el
término

20 x @
representa la fuerza de Coriolis que genera la rotacién del sistema de referencia en torno a
si mismo, donde Q) es la velocidad angular; el término

Vp
p

corresponde a los gradientes de presién que se generan en el fluido; y el término
¢

corresponde a las fuerzas de friccién del fluido.

Ademas, tenemos, por un lado, la condiciéon de incompresibilidad, que viene dada por la
expresion
diva = 0,

y por otro lado, las condiciones de contorno que debemos imponer de forma que, fisica-
mente describan de un modo correcto las propiedades del océano y que, matematicamente
proporcionen un modelo bien planteado, como discutiremos en lo que sigue.
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—
Q

Figura 1.1:

1.1.1. Coriolis y el plano-3

Fijemos un sistema de referencia cartesiano centrado en un punto de la superficie del
océano, de tal forma que el eje x corresponda a la direccion paralela a la longitud, el eje y
proporciona la direccién paralela a la latitud y que el eje z sea ortogonal a éstos, es decir,
paralelo a la profundidad (ver Figura 1.1). Si el dominio ¥ no es muy grande (aproxima-
damente dominios del orden O(1000 km.)), podemos suponer que la superficie del océano
es plana y las ecuaciones quedardn planteadas en un sistema cartesiano (esto es la llamada
proyeccién sobre el plano-3, véase [50], por ejemplo).

De esta forma, en el presente trabajo supondremos que nuestro dominio ¥ siempre lo
podemos escribir de la siguiente forma:

S={(z,y,2) eR’: (z,y) ey — H (2,y) <z <0}

donde II serd un abierto acotado de R? y H : II — R serd una funcién (suficientemente
regular) que nos describa la profundidad del océano.

Ademas, en estas hipotesis también podremos suponer que las fuerzas de friccién son de
la forma (ver [53], [54] y [45])
( =vAu
donde v es la constante de viscosidad molecular, y el operador A se refiere al operador
laplaciano (o de viscosidad), es decir,

En este sistema de referencia cartesiano, €2 viene dado por

—

Q(t,z,y,z) = Q(0,cos6,send)
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siendo 6 la latitud del punto (x,y,z) € Xy Q = HQH =27 rad/dia = 7.2722 x 1075 rad/s.

Es decir, si Ry = radio de la Tierra, y nuestro sistema de referencia estd centrado sobre
una latitud 6y, entonces

Q (t,l’,y, Z) =Q (O,COS <00 + %) , S€n (90 + RiT))

pues y = (0 — 0y) Rr.
Observemos que

2 x i = 20 (0,cos6,senf) x (u,v,w) =

= 20 (wcosf —vsend,senl, —ucos)

Ademas, en este sistema de referencia, el vector aceleracion de la gravedad viene dado
) 7
por

g = (07 07 _g)

Por tanto, las ecuaciones (1.1), se pueden escribir en este sistema de referencia de la

forma:
( Ou 1 Op

g—t+ﬁ-Vu+29(wcose—vsen0):—p—%%—i-uAu
1
—U+ﬁ-Vv+QQsen8 :———p+1/Av
ow 1 0p (1.2)
— +u - Vw — 2Qu cos =———+vAw—g
ot P 0%
divi =0
| +C.C.

donde se entiende que 0 = 0y + Ri (nétese que no depende de = ni de z); py, g, v = cte; y

T
u, v, w, p son funciones que dependen de t, z,y, 2.

1.1.2. Condiciones de Contorno

Veamos ahora cuales son las condiciones de contorno que complementaran estas ecuacio-
nes. Para ello, vamos a distinguir entre los distintos tipos de frontera que podemos tener. La
frontera de X la podremos escribir como

v =T,UT,UT,

donde I'y corresponde a la superficie del océano, I'y al fondo ocednico y I', a las paredes
verticales ficticias que cerraran el dominio ¥ (ver Figura 1.1), es decir,

r, = {(x,y,O) €ER?: (z,y) € H}
Iy = {(z,y,—H(z,y)) €R’: (z,y) € I}
I, = {(z,y,2) €R’: (z,y) €0lly — H (z,y) <z <0}
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El vector normal exterior al dominio ¥ lo vamos a definir de forma natural. En nuestro
caso, este vector 77 = (nq,ng, n3) vendra dado por (ver Figura 1.3)

ﬁ‘re = (07071)
B
S
ﬁ|rp = (n1,n9,0)
donde S
R [ | 1.

sobre los puntos de I'y.

-Condiciones sobre I', : Normalmente se emplean dos tipos de condiciones de contorno
sobre la superficie del océano, dependiendo de si ésta presenta elevaciones o no.

En general la superficie del océano estd en movimiento, por lo que muchos autores mo-
delizan la superficie del océano como una frontera libre (véase [16] para ver un ejemplo en
modelos de aguas someras o [52] para modelos de circulacién ocednica), permitiendo que ésta
presente movimientos verticales e imponiendo que la presion sea constante sobre la super-
ficie libre (observemos que ésto también es una aproximacion —la presion que la atmosfera
ejerce sobre la superficie del océano no es constante— basada en que la presion existente en
la superficie del océano debida a la presién atmosférica, presenta variaciones muy pequenas
frente a las producidas por la profundidad).

Este tipo de modelizacién presenta varios problemas tales como el no tener un dominio fijo
para las ecuaciones (cuando trabajamos en las tres dimensiones espaciales), o la pérdida de
la incompresibilidad del fluido (cuando trabajamos en dos dimensiones, como describiremos
en lo que sigue).

Para evitar dichos problemas, algunos autores proponen el modelo de la tapa rigida. Este
modelo se basa en suponer que no existen elevaciones en la superficie del océano, es decir,
suponer que la superficie ocednica es rigida. Sin embargo, fisicamente hay que arreglar el
hecho de que la superficie del océano no tenga elevaciones. Para ello, tendremos que calcular
unas condiciones de contorno no nulas para la presién sobre la superficie del océano (ver
Figura 1.2).

Para los modelos que utilizaremos en todo el desarrollo de este trabajo, vamos a suponer
que la superficie ocednica es rigida. Esto nos lleva a la siguiente condiciéon de contorno sobre
Ts:

wyp, =0 (1.4)

Atn necesitamos imponer unas condiciones a las componentes u y v de la velocidad sobre
[,. Estas se obtienen a partir de la accién que el viento ejerce sobre la superficie ocednica (y
que es el origen del movimiento del oceano), junto con la modelizacién que se realiza de la
capa limite que se produce en la superficie del océano en el intercambio entre estado liquido
(agua del océano) y estado gaseoso (aire).
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aire /

Figura 1.2:

Para ello se imponen unas condiciones de tipo Neuman para las componentes horizontales
de velocidad. Las condiciones mas utilizadas para modelizar la accién del viento sobre la
superficie del océano (véase [50]) vienen dadas por las siguientes condiciones sobre u y v,
que son las que complementan las condiciones de frontera sobre I':

ou T ov Ty

- == — == 1.5
onir,  vp, Y onir,  vp (1.5)

siendo 7 = (71, T2) los esfuerzos del viento sobre la superficie del océano.

-Condiciones sobre I'; : Las condiciones de contorno sobre el fondo ocednico son, quizas,
las de mas simple descripcion. Debido a que en el fondo ocednico no existe deslizamiento,
las condiciones de contorno serdn de tipo Dirichlet homogéneas en I'f, es decir:

i, =0 (1.6)

Por otro lado, en el fondo oceanico, al igual que en la superficie, el océano presenta una
capa limite muy intensa. Esta capa limite, al igual que en las condiciones para I'y, se modeliza
imponiendo unas condiciones sobre la derivada normal. Existen varios tipos de condiciones
(véase [33], [50], [53]). En nuestro trabajo vamos a utilizar las de descripcién més simple,
que vienen dadas por

vVii - 8p, —yH@ (1.7)
siendo 7 la constante de friccién sobre el fondo ocednico, § definida en (1.3), H la funcién

profundidad, y W definida por (1.15), como veremos a continuacion.

-Condiciones sobre I', : Las condiciones correspondientes a las paredes verticales ficti-
cias que cierran el dominio son
w-nr, =0 (1.8)

i, =0 (1.9)

Tanto con (1.8) como con (1.9), imponemos que el fluido no pueda atravesar las paredes
verticales del dominio. En concreto, la condicién (1.8) establece que el fluido se deslice
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tangencialmente a lo largo de estas paredes. En cambio, con (1.9), estamos expresando que
el fluido no presente deslizamiento a lo largo de las paredes verticales, es decir, suponemos
que las paredes verticales son sélidas y por tanto el fluido presenta velocidades nulas en dicha
frontera.

Como veremos en lo que sigue, ambas condiciones de frontera proporcionan una descrip-
cién fisicamente correcta, ya que cerca de la costa las velocidades del océano son practica-
mente nulas y siempre paralelas a la costa, lo que queda perfectamente descrito con ambas
condiciones de frontera.

Observemos que en el caso (1.8) necesitamos completar las condiciones de contorno. Como
veremos en las secciones siguientes, lo mas simple serd imponer

wrr, =0 (1.10)

siendo w la vorticidad del fluido.

1.1.3. Reduccion de la dimensién del problema

Para hacer mas abordable el estudio de este tipo de modelos, vamos a realizar una
serie de simplificaciones sobre las ecuaciones descritas que permitan hacer una reducciéon
en la dimensién del problema. La hipdtesis principal que vamos consiste en considerar que
el movimiento del océano es casi bidimensional y que las velocidades verticales son muy
pequenas frente a las horizontales. Esto se desprende de la condicién de incompresibilidad

ou Ov Ow

divi=—+ —+ —
U 8x+8y+8z

-0 (1.11)

junto con la hipdtesis
H<L (1.12)

donde L es la longitud horizontal caracteristica del dominio y H la profundidad caracteristica.

Siu~U v~V yw~W,yademéds U ~ V, por (1.11) tendremos que

v w
o~ (1.13)
Por tanto, de (1.12) y (1.13) se tiene que
LGNS
U L
es decir,
W< U (1.14)

Ademas, debido a (1.14), y mediante un andlisis dimensional de las ecuaciones (1.2), se
puede comprobar que es vélida la aproximacién hidrostética para la presién (véase [53]),

9p _ _
82_ pOg



8 CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL MODELO

Esto implicara que la presion verifica necesariamente

p (ta x,y, Z) = Ps (ta xz, y) - pgz
donde p, es la presion superficial sobre la frontera I'y, es decir, sobre la superficie del océano.

Ademas, el movimiento del océano es muy homogéneo en cada columna de agua, lo que
quiere decir que, en cada vertical, la velocidad varia muy poco. Esto nos lleva a introducir
las siguientes funciones, que no son mas que una media sobre cada columna vertical:

0

B 1
u(taxay):m / U(t7l',y72)d2
7H(Z,y)
(1.15)
1 0
v(t,x,y) = Ty / v (t,z,y,2)dz
7H(I,y)

Definamos también

u (tx,y,z) = u(t,z,y,2z)—a(t,z,y
vty 2) = v(t,x,y,2) —0(t T, y)

Observemos que con estas definiciones, # y v representan la velocidad media horizontal
del fluido en cada columna de agua, y por tanto las expresiones

0 0
/ (W (t,2,y,2)) dz, / W (t,z,y,2)) dz
—H(z,y) —H(z,y)
y

0

/ u' (tx,y, 2)v (6, y, 2)dz

_H(xvy)

son las varianzas y covarianzas de las velocidades horizontales. Como veremos, estos términos
seran el origen de los esfuerzos turbulentos de Reynolds.

En lo que sigue omitiremos la dependencia de las variables en todas las funciones, en-
tendiéndose que, segin qué funciones sean, dependeran de unas variables u otras tal y como
se muestra en las definiciones de estas funciones. Ademds, denotaremos por 4 = (u,v,w)
como es usual, y U = (w,v), entendiéndose los operadores divergencia sobre estos vectores
de forma natural. Asi, continuamos con el siguiente lema, que aplicaremos a continuacién:

Lema 1.1 Si¢: Y — R es una funcion C' y H es diferenciable, entonces:

_ a/o /0 dp OH
¢ a.. T, Y,z dz = 5.\, Y, 2 dz + Qj’,y,—H ,Y)) 5 \&Y
0 g . e@wad= [ SR et ) G )
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o) /0 /0 D oH
a p\r, Y,z dz = a5 Y,z dZ—’_QD x7y7_H r,y)) 2 —\T,Y
) o ( ) e ay( ) ( (z,9)) o (z,9)

(ii) div (HE’) ~0.

0 0
(111) / u/dz:/ v'dz =0
—H —H

(iv) div (W, v/, w) = —div @
(v) si H=cte = div (v/,v,w) =0

Demostracién. (i) Consecuencia inmediata de la regla de la cadena y el Teorema Fun-
damental del Célculo.
(ii) Utilizando (i), junto con las condiciones de contorno sobre I's y 'y, (1.4) y (1.6),

0 0
div(Hﬁ) = 8<HU)+8(HU):£/UCZZ+3/UCLZ:

ox y Ox dy
“H “H
0 0
— / @d + a_H + @d + a_H —
N gz T = Ty Ay # V=t oy
-H -H

0 0
ou Ov ow =0
- /(%+0_y> =) gt T
H

= - (w|z:0 - w\zsz) =0

(iii) Directamente de la definicién de v/,

0
/ u'dz =
“H

y analogamente

0
udz:Hu—u/dz:Hu—Hu:O

|
m\o
IS
QL
N
‘ |
—

0
/v’dz =0
“H
(iv)
ou Ou Ov 0v Ow —
d. i 12 2 _Z= v Yy g —d -
iv (u', v, w) e (91:+(9y (9y+8z iva
v) Como H = cte, tenemos que
(v) Como H q
0=div (HT ) = Hdivd — divd =0
y por tanto R
div (v, v, w) = —=diva =0
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Nuestro objetivo es, por tanto, expresar una relacion que verifiquen la variables u y v.
0
Para ello, aplicamos, término a término, / (1) dz a las dos primeras expresiones de (1.2),
—-H

y teniendo en cuenta el Lema 1.1:

0 0
ou 0 _ O0(Hau)
/adz = 5 /udz- 5
“H “H
0

P 0
U
—-H

“H
5 0 o 0 0 iy 0 ,
— g gh i [ 2 O =
= uax/dz—l—ax/udz—l—u/ 8xdz+/u8xdz
—-H —-H —H —-H
0
_ou _ oH ou’
- Hu%—l—u%/u/dz—uu’zz_}[% /u’a—xdz:
_H —H

“H
0
ou 0 B oH ,o0u’
= Hva—y + Ua—y / u'dz Uu‘z_,H@—y + [ 8_de =
—H _
o(Ha) [ 0 roo
I U Y /_v
=7 o —i—/ay(uv)dz /u ayalz
“H “H
0 0 A ou ou’ o’ 0
U U U U , 0w
/wadz = /(wa ng) dz = /wadz— — | u P dz
“H “H “H =
0 ) 0? 0? 0?
U U
Audz = / (8:162 P 2) dz + @dz =
—H “H =
0? 0? B ou 0H Ou o0H ou

z=0
= — H_ a o H — a. a. 9, EN 0z
02 (Hu) + Dy (Ha) 0% |z=—H Ox 8y|2:_H dy " {az]z:—H
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0

0 0
/ QQ(wCOSH—vsenﬁ)dz:290030/ wdz—2Qsen0/ vdz =
—H —H

—H

0
= 2Qcos€/ wdz — 22 (Hv) sen
—H

8x ox ox

—-H

0
/ o, _ 8psdz _ Ops /dz: 779Ps

Asi, de la primera ecuacién de (1.2) tenemos:

d(Hu) 0(Hu) _0(Hu) - ) B
ot tu ox T y vA (Hu) — 29 (Hv)sen =

:__Hﬁps (8_2& _@ ) _

ox Of|z=0  OS|s=—H

— — (v zZ — — (u'v')dz — CcOoS waz+
GH Ox e -H

+/ o div (v, v, w) dz
—H

Del mismo modo, de la ecuacién para v de (1.2) obtenemos

J(Hv) _0(Hv) _0(Hv) _ _ B
T +u 5 +0 o — ApAg (Hv) +2Q (Hu)senf =

1 Op, ov ov
pr— —_H —_— —_— — —
v (amz_o a§|z__H) (1.17)

0 8 0 a ) 0
— — (v’ dz—/ — (@' dz+/ o' div (v, 0", w) dz
| spwna- [ Zeras [ v

Si analizamos todos los términos integrales que hemos obtenido en (1.16) y (1.17), ob-
servamos que estos son de tres tipos distintos. Por un lado tenemos el término

0

2Q cos 6 / wdz (1.18)

—-H

procedente del término de Coriolis. Si hacemos un analisis dimensional de este término y lo
comparamos con

2Q) (Hv)send
también en (1.16),

0
2Q cos 6 d
cos /Hw z oW W » o
2Q) (Hv) send T2QHU T U .

lo que significa que el término (1.18) lo podemos despreciar en (1.16).
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Por otro lado,

0 0 0
/u’div(u’,v',w)dz:—/u'div—ﬁ)dz:—divﬁ/u’dzzo
“H “H “n

y analogamente
0

/ V' div (v, v, w)dz =0
“H

El resto de términos integrales dan lugar a los llamados esfuerzos turbulentos de Reynolds,
y normalmente se modelizan como

J . 2 B d (0(Hu)
-H
0
0 (0(Hu) 0(Hv)
R Y — — R
ay(uv)dz AH@y( a9y + o
-H
0
J ., ,, ., 0 (0(Hu) O(Hv)
%(uv)dz B AH%( Jy - Ox
—-H
o o [0(Ha)
"2 _ v u
gy WS4 = QAHay( dy )
—H

donde Ay es el coeficiente de viscosidad turbulenta horizontal (ver [53] para una extensa
discusioén sobre los esfuerzos turbulentos de Reynolds).

De esta forma,

0 0
0 , ;2 J.,,, 0 (0(Hu) 0 (0(Hu) 0(Ho)
— — = —2Ay— — Ay— =

/(%(u)dz—i—/ay(uv)dz H@x( Ox > H@y( dy i Ox

“H “H

ot 0* J .. -\
— Ay (@(Hu)—l—a—yQ(Hu)—i—%dlv(Hu))_
= —AyA(Hu)

y analogamente,

donde hemos utilizado que div <H 5)) = 0.
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Sustituyendo ahora en (1.16) y (1.17), y haciendo uso de (1.19), el modelo reducido
quedara descrito por las siguientes ecuaciones:

((0(Hu) — ~ ~ ~ 1 Ops ou ou
IV LTV (Ha) — AgA (Ha) — 20H — " H gv. %
o T U VIH) = AgA (Hu) vsend = —Hp +v (amz_o a§|z__H)
0(Hv) — ~ _ _ 1 _0p, Jv ov
T + u -V (Hv) — AgA(Hv) + 2QHusenf = P_OH oy +v (a_nz—o A
div (H ) =0
| +CC

(1.20)
donde escribimos Ay en lugar de Ay + v, pues, en general, se tiene que v < Apy (y en
cualquier caso, Ay + v es una constante).

Si ahora hacemos uso de la aproximacién del plano-(3 para el término de Coriolis, es decir,

si llamamos f(y) = 2Q2sen = 2Qsen ( 6y + Ri , tenemos que
T

FW) = f )= fo+ By (1.21)
donde fy = f(O) =20senby y B = ]2%—9 cos fy.
T

Para terminar la descripcion del modelo, debemos incluir las condiciones de contorno
— . . .
para « . Estas vendran dadas por las condiciones de contorno de « sobre la frontera I,.
Asi, si consideramos la condicién de frontera (1.9), tendremos que, para los puntos que se
encuentren en OII,

-
u

0
1
== /ﬁdz =0 (1.22)
—H

mientras que si consideramos la condicién de frontera (1.8), complementada con (1.10),
tendremos que estos puntos verifican

- I
U -1 =1un, +ong = — (uny 4+ vng) dz =
HJ _y

L /° 1 /°
= — u, v, w) - (ny,ng, 0 dz:—/ u-n)dz =0
7] ) unoa =5 [ e

De este modo, sustituyendo en (1.20) las condiciones de contorno (1.5) y (1.7), la apro-
ximacién del plano- (1.21) y las condiciones de contorno (1.22) 6 (1.23),

(1.23)

9 (Hu) +ua<H&) +68(Ha) — AgA(Hu) — fHo = —iHaps —yHu + i
ot or oy py Oz Po

9 (Hv) +aa(Hv) +68<HU) — AgA(Hv) + fHu = —iHaps —~vHv + T2
ot Ox dy po Oy Po

div (HT) =0 (1.24)
5)‘31’1 — O
6
- o

L ﬂ~n|3H:wa|aH:O
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Observacién 1.2 En todo nuestro desarrollo hemos supuesto que nuestra funcion de pro-
fundidad H no es constante. Si por un momento suponemos que H = cte, estas ecuaciones
se pueden simplificar. Asi, si en (1.24) dividimos por H, y puesto que por ser H constante
podemos sacar esta funcion fuera de todas las derivadas, tendremos:

( 0u ou ou 1 Ops
K a5 A o= gy T
ot Ox dy po O Hp,
v v _0v L 1dps T
— 4 u—+0— — AgAv+ fu=—— — Y0+ ——
8t_>8x Ay Po Oy Hp,
divd =0 (1.25)
—
o =0
0
e d —
L | 2 7Ton =0 ywpen =0

1.2. La formulacion w — ¢ para H = cte

Como hemos visto en la ultima observacion, nuestro modelo bidimensional (1.24) es
mucho mas abordable si suponemos que la profundidad del ocedno es constante (ver (1.25)).
Ademas, estas ecuaciones tienen una formulacién equivalente que es la llamada formulacion
de vorticidad-funcion de corriente, w — 1. Esta formulacién consiste en introducir la funcién
vorticidad w y la funcién de corriente ¢ (véase [53] para una extensa discusién de esta
formulacién, su derivacién, sus propiedades, etc.). La funcién vorticidad viene dada por la
vorticidad del fluido bidimensional, es decir, viene definida por

ov  Ou
w= o ay (1.26)

mientras que la funcién de corriente se puede definir mediante las expresiones siguientes:

ao ¥
__afy (1.27)
YT o

Observemos que con esta definicién se cumple la siguiente relacién entre la funcién de co-
rriente y la vorticidad del fluido:

oW 0% 0 ([ 0 (o) Oov ou
M—w*a—yz—%(%)*%(@)‘%‘%‘“ 129

Observaciéon 1.3 Observemos también que la funcion v estd bien definida ya que div U =0
(ver, por ejemplo, [8]), siempre que las condiciones de frontera sean apropiadas. En nuestro
caso, las condiciones de frontera que imponemos proporcionan esta condicion, ya que siempre
tendremos que W - o = 0.
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Para llegar a la formulacién de vorticidad-funcién de corriente aplicaremos el operador

de vorticidad a (1.25). De esta forma, término a término, tendremos:
00v 0du 0 (8@ 8&)_&)
ot

oxr 0Oy

dr ot oyot ot

9 (o0, 00\ 0 (00 ow_
ox u@x U@y oy u@x U@y N

_Oudv 0P Ovdv 0% Odudu 0w Jdvdu _0*u

T Ovor V022 T 0zdy  "oudy Oyox owdy Oyoy O
Po_ 0w\ (0 a\ ov(on 0v\ ou(0n ov) _
ox?  Oxdy oxdy  0y? Or \dx Oy y \oz  OJy)

_gg @_@ _H‘;ﬁ @—@ —i—@divﬁ—@divﬁ—
N or 0Oy oy \O0r 0Oy ox dy N

Il
I~

Ow = Ow OWow 0Yow

= Uu— - _

ox Uﬁ_y 0z dy Oy Ox

a . 0 . 0u o _of ... — 0y
%(f“)—a—y(—fv)—f%‘i‘ a—y+va—y—fleU+ﬁU—ﬁU— o7
O ( 1o\ _O0( 1op\_ 1[0 9P\ _,

ox Po Oy oy po0xr)  po \Oxdy Oxdy)

0 _ 0 ~ v ou

S () = (i) =y (2T =
7c?(yy_va:v@y_7

(9 T2 8 T1 1 8’7’2 87’1 1 rot —
JR— [— _ —_— _— — — = T
Oz \ poH dy \ poH poH \ Ox dy poH
y por tanto, la formulacién w — ¢ que hemos derivado de (1.25) queda de la siguiente forma:

Ow  O0YOow 0P Oow oY 1 N
o WO IYIW | g9 A Aw — -

o T Gwoy  dyor Pap T Anhw et ot T
Ay =w

+CC

Observacién 1.4 A veces, por notacion, se introduce el operador jacobiano, que agrupa los
términos no lineales de esta formulacion. Por tanto estard definido de la siguiente forma:

M Ow O w
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Figura 1.3:

En lo que sigue utilizaremos esta notacion y ademds llamaremos F a la funcion

1
0

que corresponde con las fuerzas externas del modelo.

Las condiciones de contorno que utilizaremos principalmente para esta formulacién son
(1.23) y que complementaremos con (1.10), como ya explicamos anteriormente. Por tanto,
para cada punto de la frontera (ver Figura 1.3),

L o . oY
il = (0,0) - (ny,ny) = (0, —1) - (ng, —ny) = Vo - it = i 0
es decir, tenemos que la funcién 1) es constante en cada componente conexa de OII. Por
tanto, si el dominio II es simplemente conexo podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que Yo = 0. De esta forma, las condiciones de contorno que emplearemos en esta memoria
para la formulacién de vorticidad-funcion de corriente sera:

-
u

0=

¢|an =0= W\t

Observacién 1.5 Como comentamos, estas condiciones de contorno permiten que exista
deslizamiento a lo largo de la frontera del dominio, pero no permite que el fluido entre ni
salga del dominio. Si, por el contrario, quisieramos condiciones de frontera no deslizantes
tendriamos que imponer la condicion (1.22), que traducida a los términos en los que estamos
trabajando en este apartado se reducen a

oy

p— O p—
Plon O |on

— . . — - .
ya que como u I = 0, en pa’l“tzcular se tiene que u -n—T = 0. Del mismo modo que antes,

l:vw~ﬁ:%:o
on

T>—»
O=1u -n
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De esta manera, la formulacién de vorticidad-funcién de corriente queda descrita de la
siguiente forma:

( Ow oy
E"‘J(lﬁ,wﬂ‘ﬁ% =ApAw —yw + F
Ay =w
Vion = 0 = wion (1.30)
6
_o_ W
Vlom =0 = O |ar1

1.3. Algunos resultados sobre existencia y unicidad

Para completar este primer capitulo sobre la descripcién del modelo que vamos a estudiar
en este trabajo, intentaremos dar una solucién al problema matematico de la existencia y
unicidad de las ecuaciones que hemos deducido, asi como un estudio sobre la equivalencia
entre las ecuaciones (1.25) y (1.30). En cuanto a la existencia y unicidad de solucién de
las ecuaciones (1.24), seguiremos esencialmente [64] realizando las modificaciones oportunas
para las particularidades de nuestro modelo, cuya principal diferencia con respecto al modelo
tratado en [64] (ecuaciones de Navier-Stokes) se centra en el término no lineal, el término
de Coriolis y el término de la presién. En concreto necesitaremos realizar algunas hipdtesis
sobre las propiedades de nuestra solucién, que estaran fundamentadas tanto en observaciones
fisicas como numéricas.

En todo lo que sigue supondremos que Q C R? es un abierto acotado con frontera
localmente Lipschitz, y H : Q@ — R* es una funcién continua y derivable, y tal que H >
ho > 0. Ademds, utilizaremos los espacios L?(Q) y Hj () con sus respectivas normas,
donde, para el espacio H} (2) tomaremos la norma del gradiente, es decir, dada u € H} (£2),

tomaremos
2 2
Jullyy = [ 1V
Q

Introduzcamos en primer lugar los espacios funcionales en los que vamos a trabajar (véase

[64] para un mayor detalle de estos espacios asi como las propiedades que poseen).
D) = {peC>*(Q):sopy C N es compacto}

V = {7eD(Q)’:divi=0y7-VH=0}

H o= V'

V _I—I(%(Q)2

=V

Observemos también que el problema (1.24) lo podemos escribir como

( 8u1 Ul 3u1 U9 3u1 1 ap T1
g MmO MO A Ay — fuy = ——HZL i
8& + Ha@m + Hgy rAu — fus P gx 7U1+p0
U U1 Ous Uo OUg 1 i T2
Gz Wduz | W2CUa 4 A — _—g®_ Lk
5 + T + T oy aAus + fuy 3, Yug + o (1.31)
divi =0
\ 7~_L‘|8H =0
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donde, por comodidad en la notacién, hemos llamado u; = Hu y us = Ho (y @ = (uq, us)).
Ademas, por simplicar todo el andlisis tedérico que vamos a desarrollar, hemos tomado las
condiciones de contorno Dirichlet homogéneas.

Sigamos con una definicién.

Definicién 1.6 Definimos las siguientes formas, bilineal y trilineal respectivamente:
a: H(Q)?x H (Q)® — R
(ﬁ,z‘f)»—>a/ ﬁ-U—i—V/ VU-V??’—i—/ fut v =
Q Q Q

2
= U-Uv+v / Vui-VvH—/ fat v

donde @ = (uy,us), T = (v1,v9), W = (w1, wy), U+ = (—ug,u1) y @ y v son dos constantes
tales que o, v > 0.

Con estas definiciones, si multiplicamos escalarmente en el espacio L? (2)® por una fun-
cién @ € V en las ecuaciones (1.31), tendremos

— = A 1 7 B
= (HVP, @) 20 = 7 (U, 8) 2(p2 + % (7, 8) 1202

o equivalentemente, utilizando la Definicién 1.6 con a« = vy v = Apg,

o . I L. 1 . .
a (u7 SO)L2(Q)2 + b (U, u, QO) +a (uv (P) = (7—7 SO)LQ(Q)2 (132)

donde hemos utilizado que

(HVD.9) 202 = | HVp- 3= [ piliv (H) -
Q Q

Claramente la ecuacién (1.32) es la formulacién variacional de (1.31) y nuestro objetivo
en esta seccién serd probar la existencia de una funcién @ € L ((0,7); V)N L> ((0,T) ; H)
verificando (1.32) para cualquier funcién ¢ € V' y c.t.t € (0,7), junto con una condicién
inicial del tipo u (0) = up € V.
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Observaciéon 1.7 Observemos que el espacio funcional V que hemos elegido no es el que
las ecuaciones (1.31) exigirian. En su lugar, la eleccion natural deberia haber sido

V={teD(Q)’:divi=0}

Si bien con la eleccion de V' que hemos tomado estamos imponiendo ciertas restricciones
a la solucion iU de nuestro problema, veremos que éstas no son tales, pues comprobaremos
como la solucién U verificard en general que

u-VH <1

y por tanto una cantidad despreciable. Ademds, esta hipdtesis que en general comprobaremos
numéricamente su validez, es justamente lo observado por los geofisicos y oceandgrafos, y
que fisicamente se traduce en que el flujo barotrépico sigue la topografia del terreno (la
batimetria,).

Ast, para simplificar el andlisis teorico y eliminar multitud de problemas técnicos que apa-
recerian en caso contrario y que hacen el estudio de la existencia de solucion muy complejo,
nosotros supondremos que la solucion verifica esta hipotesis.

Como ultima observacion, notar que cuando la funcion H es constante automdticamente
tendriamos el espacio V definido como las ecuaciones (1.31) exigen, pues ahora VH = 0.

Antes de seguir avanzando veamos que efectivamente a y b estdn bien definidas y estu-
diemos algunas propiedades.

Proposicion 1.8 Si a,v > 0, entonces, la forma bilineal a estd bien definida, es continua
y coercitiva. Es decir, existen constantes Cy > 0 y Cy > 0 tales que
— — — — — 2
0@ )| < Collilae 1Tlmae V.0 € H () (1.33)
a(i,@) > Cyl|dlf Vi e HE (Q)? (1.34)

Demostracion. Para probar la continuidad de a,

/\u v|—i—u2/|Vul sz|+/‘f ] <

aHuHL2 2 171l 120 2+V||VUHL2 4IIVUIIL2 1 e Nl 22 [10]] 220y

< (04 +v+ HfHLoo(Q)) 14]] g3 2 101l 13 (2 = Co ] 3y 1101 113 2

de donde se deduce que a esta bien definida y ademas es continua.

IN

|a (@, )|

IA

Estudiemos ahora la coercitividad de a:

a(i, ) = /|u| +u2/|w,\ +/H Lrgh . =

=1 Q
- / P / Vil = | e + v [Vl >
Q =10

12 2
> vl = Culluly o

<
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Proposicion 1.9 La forma trilineal b esta bien definida, es continua y verifica

b(@,7,@) = —b(d,w,7) VieV yVo,de H Q) (1.35)
En particular, se tiene que
b(a,5,0)=0 YdeV yvie H (Q)? (1.36)
Ademds, existe una constante Cy > 0 tal que
- = = — — —| - = 2
b (i1, 6, ¥) < Co ||l g2 Nl g2 10y e Vi, ¥ € Hy (2) (1.37)
Demostracién. Como © C R?, tenemos que H} () € L*(Q), y ademss,
lull gy < ¢ () ullpgyq) Ve € Hy ()
Por tanto, utilizando la desigualdad de Holder,
v, v, v,
H u,—Lw;| < ||H™? / —Lw;| < ||H! ; - :
Q/ uig wj| < [ P / Uiz Wil < ] e g il 821 20 lwill ey
Asi,
2 v, 2 v,
b (i, 5,@)] < ) /H_luz‘a—;wj <H ™ pegey 2 Nl gy llwsl s 6_9; @)
i.5=1 | 4 ij=1 i

9 1/2 2 v 112 1/2
< ||H! i : |17 ’ -
< H HLoo(Q) (”ZI Ju HL4(Q) HwJ”L4(9)> (”21 oz, L2(9)>

) 1/2 , o 1/2
= HH_IHLW(Q) (Z||Ui||i4(9)> (Z sz'“i‘*(ﬂ)) HVHHLQ(Q)4 =

=1 =1
<

2 — — — —
= ¢(Q) ||H l||Loo(Q) HU”H(}(Q)Q HUHH(}(Q)Q ”w”Hé(Q)Q
de donde se deduce que b esta bien definida, asi como su continuidad.

Para probar (1.35), integramos por partes en la definicién de b,

2
b(u,7,W) = Z/H ulavj = Z/“jai» (H 'ww;) =
i,j=1¢ ?

zgl

B 2 8H1 _4 0u; _ 8w] B

= - uzw]—i—H o, w; + H™! wigr) =
1]1

:—/(a’-v— (V- ) — /H vwdlvu—Z/
Q 231

= —b (i, 7)

8w]

) 12, 4 1/2
2 _ 2 2 —
O (Zuwuw) (Z”wi“Hé(m> 10 =
=1 i=1
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donde hemos utilizado que
i-VH'=-H?*W-VH)=0, sig€V

Para demostrar la relacién (1.37), bastard con aplicar la desigualdad siguiente (véase por
ejemplo, Lema 3.3, pag. 291, de [64])

2
el gy < 2'2 [lull g2y Vel a2 Yu € Hy (Q)

y de un modo andlogo a como se demostraba la continuidad de b:

9 /2 , 4 1/2
Cs (Z ||ui”L2(Q) ||Vuz‘||L2(Q)) (Z ||wz‘||L2(Q) ||Vwi||L2(Q)> ||77||H3(Q)2 <
i=1 i=1

|b (@, v, @)] <
2 2 2 2 1/4
2 2 2 2 —
< G (Z”uiHLQ(Q)ZHvui”L2(Q)ZHwiHH(Q)ZvaiHL2(9)> HUHH5(9)2 <
i=1 i=1 i=1 i=1
/2 /2 ~111/2 /2 e
< O [l gy IVl o 1011 2 V0 s 1973 e <
—11/2 —11/2 —1/2 —1/2 —
< O e NI e 112 [ N
donde Cy = 22 | H ™| oo -
Finalmente, utilizando (1.35),
b (@, @, )| = [b (4,7, 1)| < Cy WHLZ(Q)2 HEHH(%(Q)Q H77HH3(9)2

|
Sigamos con un par de lemas técnicos que utilizaremos més tarde para estudiar la exis-
tencia y unicidad del problema (1.31).

Lema 1.10 Sea X un espacio de Hilbert de dimension finita, sea k >0 y sea P: X — X
tal que
(P&,&)y >0 VE € X tal que ||E||ly =k

Entonces, eziste £ € X tal que ||&|| < k y ademds P§ = 0.

Demostracion. La demostracién de este lema es una consecuencia sencilla del Teore-
ma del punto fijo de Brouwer (véase, por ejemplo, Lema 1.4, pag. 164, de [64], para la
demostracién completa del lema). =

Lema 1.11 Sea {u}}, .y C V una sucesion convergente a @ € V en L? (Q)?, entonces,

b (i), @y, U) — b(d,d0,7) VTEV

k—o0
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Demostracién. Por (1.35),

v,
I A -, 9V
b (U, g, V) = —b (U, U, Uy) = Z/H Uk7zaxiu’€7j
z,j:lQ
. ~19Y; 1
Ademés, H'— € C; (), por tanto,
&ci
ov; ov; ov; ov;
upup  H 'L = [ g (up — uy) H J—i—/u L — [ wu H 2
/ biteg H o / b (g — ) Hg pitg o= 2 [ g s
Q 0 Q Q
Por tanto,

Lema 1.12 Sea {t}}, .y C L? ((0,T);V) una sucesion convergente a @ € L*((0,T);V) en
el espacio L* ((0,T);H). Entonces,

T T

/b(ﬁk(t),ﬁk(t),ﬁ(t))dtlzo b(E(t),q(t), 7)) dt Ve <(O,T)><Q>

0 0

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Lema 1.11. m

Pasemos ahora a probar uno de los teoremas principales de esta seccion que se refiere a
la existencia de solucién del problema estacionario que estamos estudiando.

Teorema 1.13 Sean o,v > 0 y 7 € L?(Q)*. Entonces, existe al menos una funcion @ € V

verificando
a(d,v) + b(u,u,v) = (7,7) VoeV (1.38)

Demostracion. Para demostrar esta proposicion seguiremos esencialmente los argu-
mentos habituales para probar la existencia de solucién del problema estacionario de Navier-
Stokes (véase [64]) junto con las proposiciones y lemas que hemos desarrollado anteriormente.

De esta forma, utilizaremos el método de Galerkin para encontrar una solucién del pro-

blema. Asi, sea {Uj},cy C V un conjunto de elementos linealmente independientes en V' y
_—V

tales que span {¥;},.y = V. Ahora, para cada m € N, sea 1, € span {ﬁk}ke{l 5..m) tal que

- =

a(ﬁm,ﬁk) —{—b(ﬁm,ﬁm,ﬁk) = (T,Uk)LQ(Q)Q Vk = 1,2,...m (139)

Observemos que (1.39) tiene solucién por el Lema 1.10. En efecto, considerando el espacio
X = span {Uk}ke{1,2,...m} C V, con el producto escalar de V', y P definido por

(120, =0 (6 (€80~ (), vElex
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entonces,

(69), - 2(€9)+(E€9)- (- ., 2

— 2 —
> Cu|g][ = 17l [[E]], >0
. . T 2
para todo £ € X, con H{H > Hnﬂ
Vv Cl

Por lo que, aplicando el Lema 1.10 tenemos que existe una solucién i, tal que ||@, ||, <
171l 2002
Cy
en V a una funcién @ € V y fuertemente en L?(Q)* (pues V C L?(Q)* con inclusién
compacta ya que V C H} (2)?).

Vm € N. Por tanto, existe una subsucesién {ﬁm]} convergente débilmente

jeN

Por el Lema 1.11 tenemos que

b (G, iy, T) — b (@,0,7) V€V

j—o0
y por tanto, como

—

a (ﬁmj, Uk) +b (ﬁmj, l?mj, Uk) = (7_", Uk)L2(Q)2 ij >k y Vk e N
podemos pasar al limite, cuando j — oo y obtendremos que
a (a, ) + b (4, d, v) = (7, ﬁk)L2(Q)2 Vk e N

luego,

a(@,0)+b(@,8,0) = (7,0)aqp WEV

]

Una vez estudiado el problema estacionario, pasaremos a estudiar el problema de evolu-
cién, ecuaciones (1.32). Como ya hemos hecho notar, la gran diferencia a la hora de estudiar
la existencia de solucién de (1.31) frente a las ecuaciones de Navier-Stokes, se debe a la
funcién H, principalmente en el término no lineal y el término de la presiéon. En nuestro
caso, y debido al espacio V' que hemos elegido, veremos que estas dificultades las podemos
subsanar sin problemas.

Para poder obtener resultados de existencia de la ecuacion (1.32) utilizaremos el método
de discretizacién temporal. Asi, dado T' > 0 y dado N € N definimos At = T'/N, y puesto

que suponemos que i (0) = 1y, definimos @° = iy y para cadan = 0,1,2,..., N—1 definimos
@™t € V verificando
1 —n — -n - - 1 - = —
Kt (U o ﬁna ¢)L2(Q)2+b (U +17 ﬁn_ﬁ_lv 90) +a (m+1a @) = p_() (Ta @)L2(9)2 vgp eV (140)

Si bien 4" depende de N (6 At), no escribimos esta dependencia por claridad en la
notacién y por no llevar a confusion.
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Proposicién 1.14 Para cualquier n =0,1,2,..., N — 1 el problema (1.40) siempre admite
solucion.

Demostracion. La demostracion es una consecuencia inmediata del Teorema 1.13, pues

1
(1.40) se puede escribir de la forma (1.38) tomando o = A tryr= Ay. m

Sigamos con una definicién:

Definicién 1.15 Para cada N € N, definimos las funciones iy € L*((0,T),V) y
Wy € L*((0,T),H) como sigue:

uny: [0,T] — V
t — " sit € [(n—1)At,nAt)
Y
wy: [0,T] — H
t = (n—t/A) U 4+ (t/At—n+ 1) " sit € [(n—1)At,nAt)

Veamos como podemos obtener algunas estimaciones a priori, que luego utilizaremos para
estudiar la convergencia cuando At — 0 (6 N — o00) y poder demostrar que el limite que
obtenemos es una solucién de (1.32).

Lema 1.16 Dado H € C'(Q), con H > hy > 0, se tiene que existe una constante Dy > 0

tal que
a7 e < D Yn=0,1,2,...,N
N
D
12 1
At; 1" 32 < I
N
—n —m—1|2
Z Hu —u 1HL2(Q)2 < D
n=1
o2 AT | ,
con Dy = [[@|| 2 ()2 + 2 17222 (y por tanto independiente de At) y Cy la constante
1P0
obtenida en la Proposicion 1.8.
Demostracién. Sabemos que si n = 0,1,2,..., N — 1, entonces, @"™! verifica (1.40).
Tomando @ = 4" en (1.40), tendremos:
1 1,
= (@ — m7m+1)L2(Q)2 +b (@, @t @t + a (@, @) = > (TamH)LQ(Q)z
es decir,
1 - —n
(@ =", @) g + At a (@, @) = p_At (70" 2oy
0

Utilizando que todo producto escalar (-,-) verifica que

2(a—b,a) = (a,a) — (b,0) + (a — b,a —b) Va,b
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entonces,
2 = —n
@ +1HL2 — [la" ||L2 2 T [Ja! ﬂ“i?(Q)Q +2Ata (@ a") = p_OAt (7,4 +1)L2(Q)2
Ahora, utilizando la coercitividad de a y la desigualdad de Hélder, tendremos:
@ W zaye = N gy + 7+ = @ [pagaye + 20088 [ [y e <
2 . 2 .
< ATz [ ey < ATz [y e <
2 CiPo | —nt1112 2 _n
< 2t (S oy + o 7 ) = AT 0+ o 71
es decir,
VAN
HU +1HL2 Hﬁn||i2(9)2 + Hﬁnﬂ - %“12(9)2 + 1At ”ﬁnH”i{&( 2 S = Cip 2 HTHL?(Q
Sumando esta expresion para valores n desde 0 hasta m — 1,
™ ey = 120 2y + D MT" = @ e + C’lAtZ I Wiy <
n=1 =
4At
<G Z Pl < G 17l
es decir, para cualquier m = 1,2,..., N tenemos
—m ||2 - —n, -1 —n, -0 AT 2
|1 ||L2(Q)2 + Z HU HLz +01Atz [k ||H1(Q)2 < HU HLz(Q Cmﬁ ||7||L2(Q)2
n=1 n=1

de donde se deduce facilmente el resultado. m

Lema 1.17 Bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que

—n—1 |2
< D,

—-n _ on—1

donde D, es independiente de At, V* denota el espacio dual topoldgico de V' y % €

V* como la aplicacion

v

—> ]R
T — !
e (PR
At L2(Q)2
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Demostracion. Dadon =0,1,2,..., N — 1, tenemos que
antt — g antt — g
= sup <—, @’) =
At e gl At 12(0)?
1
= sup —b (Z_['H_la m+17 @) —a (m+17 QB) +— (Fa @)L%Q)Q <
I8l <1 Po
S " 1 -
< sup |b(@ @ @)+ sup |a (@, @)+ — sup |(7 @)rz2| <
I8l <1 I8l <1 Po |1@lly <1
1
1 —n+1 +1 =
< Gy HU’H HL2(9)2 H“ HH&(Q)Q +Co Hﬁn HH&(Q)Z + P_o ”THLQ(Q)2 <
1
<

CoDr [y e + Colla™ gy + 2 Iz =

(@)

—n, 1 4
= (GDy 4 Co) [Ty e + - Iz

donde hemos utilizado las Proposiciones 1.8 y 1.9, asi como el Lema 1.16.

Elevando al cuadrado la anterior expresién, podemos encontrar una constante K tal que

2

“n4+1 2 o
< K (|l o e + 170
V*

u
At

y por tanto,

N
ALY
n=1

_ 2
at — gt

N
—n |12 =112
N < KAtZ(Hu HH(%(Q)HIITHLmy) =

Vv n=1

N
) —n, (|2
= KT |7 20y + KA @50 <

n=1

- D
< KT |7l + K5 = D

donde una vez més hemos utilizado el Lema 1.16. =

Lema 1.18 Bajo las anteriores hipotesis, se tiene que existe una constante C' > 0 tal que

HﬁN”LQ((O,T);V) <C )

HUNHLOO((O,T);H) <C
HwNHm((o,T);V) <C

- VN eN
HwNHLoo((o,T);H) <C
H 0wy <c
O leaompy — )
y ademds,
Uy — Wy — 0 en L? ((0,T);H) (1.41)

N—oo
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Demostracion. Las acotaciones en los correspondientes espacios para iy y Wy, inde-
pendientes de At (6 N), son una consecuencia inmediata de los Lemas 1.16 y 1.17, pues:

nAt
— 2 —n
v Esomy) = / I (O30t = Z |1y e =
(n—1)At
N
D
— 1
= ALY @50 < oA
n=1
x| = méx || g2 < DY
N Le=((0,T);H) =0,1,2,....N LQ(Q)2 - 1
ln 2oy = / iy (01 dt =
nAt
2
— Z / (n —t/At)a" (t/At—n—i—l)ﬁ"”Hé(Q)g dt <
(n 1At
N nAt
<y (n— /AL @Y,y oo + (E/AL— 1+ 1) "] St —
= HE(Q)? H(Q)? -
"=l 1A
N
At —n (|2 —m—1||2 —n, —n—1
= 5 (1 W + 17 e + 17 g 17 gy cae) <
n=1
N N
At —n (|2 —n—1(|2 —n |12 Dl
s 5 — <H“ g2 + 1| 1HH&(9>2> = Atzjlnu 2 < el
[N = mix i pqp < DY
N Le=((0,T)H) =0,1,2,...,.N L2(Q)2 - 1
nAt
o o al —11|2
% o = /H o] =3
L2((0,T);V*) v =1, A v
—n—1 ||2
= <D,
V*

D
y de esta forma, basta tomar C' = max {?1, Di/Q, Dg}.
1

Como ademas,

iy (t) —dn (t) = (n—t/A) (@ —a* ), site[(n—1)At,nAt)
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entonces,
T
— — 2 — — 2
lin — Wnlz2omym = /HUN (t) — Wy ()] 2(n)2 dt =
0
D L [ RO
n=1 (n=1)At
N
At o o112 AtDy  TD,
- ?Z Hu —u HLQ(Q)2 — 3 = 3N
n=1
y por tanto,
i = @l 20,0 72,0
[

Una vez demostrados todos estos lemas, estamos en condiciones de poder demostrar el
teorema que nos probara la existencia de solucién a las ecuaciones (1.32).

Teorema 1.19 Si iy, € H y 7 € L? (9)2, entonces existe una unica funcidn

QLQJ|Q_3

[ (), @)oo + 0(E(0), (D), @) +al@(t) §) =~ (7, @), YEEV (4o
(O) — 'LT()

Ademds, © € C ((0,T);H).

Demostracion. La idea de la prueba consistira en probar que las sucesiones que hemos
construido, uy y Wy, son convergentes a una funcién ¢ y que dicha funcién es solucién de
(1.42).

Por el Lema 1.18, tenemos que existen dos subsucesiones {un, }, . ¥ {Wn, }1cn» asi como
dos funciones @, a* € L*((0,T);V) N L>* ((0,T);H) de tal forma que

iy, ki;ﬁ en L*((0,T);V) (1.43)
in, kw—*> wen L™ ((0,T);H)

Wy, k_%;ﬁ* en L? ((0,T);V) (1.44)
W, ki—}oﬁ* en L ((0,7);H)

en L*((0,T);V*) (1.45)

-
Ot k—oo Ot

donde w y w* indican que la convergencia es débil y débil estrella respectivamente.

Una vez maés, por el Lema 1.18, expresion (1.41), obtenemos que @ = u*.
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Ademés, como la siguiente inclusién es compacta (ver Teorema 2.1, pag. 271 de [64]),

{176 L*((0,T);V): % € L*((0,T) ;H)} C L*((0,T);H)

entonces,

ka

—— i en L*((0,T);H)

k—oo
y de nuevo, por (1.41),
iy, — i en L*((0,7);H) (1.46)

k—o0
Si nos fijamos ahora en (1.40), veremos que para c.t.t € [0, 7], esta expresién la podemos
interpretar como

0T, . ) ) L 1L 3
(P 0.5) #0000 (0.9) +aliin, (0.9) =+ F Pl WPEV
315 LQ(Q) pO
o equivalentemente
T a_» T T
/ N (1), (t) dt+/b(uNk ORZRORI0) dt+/a(7vk ()6 () dt =
0 at LQ(Q)2 0 0

Por (1.45),

T
ow ou -

/( e ( t)) dt — (6t() qp()) dt

0 L2(Q)2 —00 ., L2(Q)2

Debido a la continuidad de a, Proposicién 1.8, y (1.43),
T T
/a (uNk (t),¢(t)> dtl:o/a (u(t),1/1(t)> dt
0 0
Y por el Lema 1.12 y (1.46),
T T
/b (ﬁNk (t) v, (t), 9 (t)) dt —> /b (ﬁ(t) LA(t), 0 (t)) dt
0

0

Por tanto,
O/T(gz() ot ))LQ(Q)2dt+O/Tb(ﬁ(t),ﬁ(t),ﬁ(t)) dt+]a<g(t),@(t)) gt —

0
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o equivalentemente,

<E (t), gp) +b(a(t),d(t), @) +a(d(t), @) =— (7. @) 122 Vg e V,ettel0,T]
L2(0)? Po

Para probar que @ (0) = i, sélo necesitamos darnos cuenta de que por (1.44),

[(@n®.50) d— [(i0.50) @ Wer @)V

Demostrar que 4 € C ((0,7);H) es inmediato, pues acabamos de ver que la funcién @
verifica que

—

ou
Yot
lo que implica autométicamente que @ € C' ((0,7) ;’H) y ademés

0 2 u ou
— ||z 2/0\2 = 2( — (t s 7 =2| = ; i (t 1.4
= @ ()2 - <8t (1) U(t)>v*xv ((’% (t),u( ))LZ(Q)2 (1.47)

(ver Lema 1.2, pag. 260, de [64]).

@€ L*((0,T);V) e L*((0,T); V")

Asi, solo falta probar la unicidad de (1.42). Para ello, sean @ y @* soluciones de (1.42).
Llamamos @ = 4 — @*, entonces, para cualquier ¢ € V' y c.t.t € [0,T],

(—%f (t)@) FO(T (), T (), @) —b(a (t),ad (t), ) +a(@(t),@) =0
L2(2)?
y tomando ¢ = w (1),

(%f(t),w(ﬂ) FO(@ (), T (1), 0 (1) = b(@ (£),@ (1), @ (1)) +a (@ (1), (1) = 0
L2(Q)?

—

Ademds, aplicando (1.47) a o (pues @ € L*((0,T);V) y %—1: € L*((0,T);V*), tenemos
que

%Ilw(t)llim)?+2a(v7(t)ﬁ(t)) = 20(a" (1), (1), @ (1) = 2b(a(t),u(t),w(t)) =

donde hemos utilizado que

b(a (t),a (1), (t) =b(a(t),d(t),w(t)) =
= b (t), @ (t),w (1) = b(u(t),a (1), (1) +
+o(u(t), a (t), @ (t) —b(u(t),a(t),w(t)) =
= =b(@ (), @ 1), @) = b ), @), d(t) ==b(@(),a (t),d(t))
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Utilizando las expresiones (1.35) y (1.37), Proposicién 1.9, tenemos que

~2b (@ (), @ (1), B (1) = 2b(@ (1), ()T (1) <
< 20 10 (D) 2y 148 ()] g3 e 1" (0) g3 e <

< 20018 () g + o 19 Ol 17 )y
y por tanto, usando ademés (1.34), Proposicién 1.8,
D 2 N N 2C3 | 2 NN
77 17 Oy + 200 [0 (Bl gy @y < 26010 Oy + =5~ 18 Ol @y 17 Ol 02
es decir,

203 2 e |12
712 1 (£ 722 1T ()| )2

8 e
1 (O} <

o equivalentemente

5’ o 2 2022 - 2 s 2
5 1% Oy = 5 190 Oz 17 @)llgg ey <0

Esta ultima expresiéon podemos escribirla también de un modo equivalente de la forma

t
2C2 . 2
0 -F* [1Z* (s)|15,1 o 2ds
SO agee 0T <0

ot

Asi, si integramos en el intervalo (0,t), y teniendo en cuenta que @ (0) = 0,

t

23 e 2
-2 | NE ()G g2ds
- 2 1 H§(2)
[0 ()| 72(6)2 € 0 ’
de donde se deduce que
w(t)=0

Observacién 1.20 Ademds de este resultado de existencia y unicidad, es fdcil probar, bajo
ciertas hipdtesis de regularidad sobre iy (en concreto Uy € V), que la solucion i estd en
H?(Q)? (la demostracion seria esencialmente la misma que en [64] para las ecuaciones de
Navier-Stokes, con las correspondientes modificaciones, y ademds utilizando los resultados
sobre regularidad eliptica mostrados en [2] y [3]).
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Con este tultimo teorema queda demostrado que el modelo (1.42) posee una tunica solu-
cién que ademds es continua. Es decir, (1.24) posee una tinica solucién para unas condiciones
de frontera de tipo Dirichlet homogéneas, siempre en su formulacién variacional dentro del
espacio de Hilbert V' que definimos al inicio de la presente seccién. Para el resto de condi-
ciones de frontera, el andlisis seria analogo, y todo lo que habria que hacer, seria modificar
adecuadamente los espacios H y V' donde vayamos a localizar nuestra solucién.

Observemos ademas que si la funcion H es constante, tendriamos que los espacios H y
V serfan (de modo analogo) el cierre en L? (Q)* y H{ (Q)? del espacio V que ahora vendria
dado por
V= {UGD(Q)2 dive =0}
En este caso, la soluciéon que obtenemos en nuestro andalisis tedrico no estaria sujeta a las
restricciones fisicas que hemos impuesto.

1.3.1. Equivalencia en el modelo w — ¢

Para estudiar la existencia y unicidad del modelo w — v, ecuaciones (1.30), nos vamos
a basar en el resultado de existencia y unicidad que ya tenemos para las ecuaciones (1.24),
y mas concretamente para (1.25), ya que en el modelo w — 1 suponemos un océano plano,
H = cte.

En las siguientes proposiciones vamos a estudiar la equivalencia de la formulaciéon va-
riacional de (1.25) (que puede ser expresada como (1.42) con H = cte), con la formulacién
variacional de (1.30), que claramente vendra dada por

50 Doy + OO0 0) Dy +6 (5 0) ¢
+An (Vw (1), V@)Lz(g) =—7(w(?) 790)L2(Q) + (F, SO)LQ(Q) Vi € Hy (Q)

(V(Q/J) (). Vo) o) = — (W), 9) 20y Ve € Hy (Q)
w (0) = wyq

L ¢(O):¢0

(1.48)
donde la solucién (w (t),1 (t)) € H}(Q)* para cada instante de tiempo t (considerando
condiciones de contorno con deslizamiento, por simplicidad) y ademds los datos iniciales
verifican

(Viby, VSD)L2(Q) = — (wo, ‘P)L2(Q) Vo € Hé (€2)
con wg € L? (Q) y por regularidad eliptica v, € H* () N H} (Q).
Obsérvese que en el caso que vamos a estudiar (condiciones de frontera que permiten

deslizamiento), el espacio V' definido al inicio de la Seccién 1.3, pasaria a ser el cierre de V
en el espacio

= o o 37}2 8U1 2
TeH () : 0 g =0y (———) =0p C H (D
{ () 69 0r 0y ) e ()
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Proposicién 1.21 Si Q) es suficientemente reqular y simplemente conexo, existe como mu-
cho una solucion de las ecuaciones (1.48).

Demostracién. Sea w y ¥ una solucién de (1.48). Veamos que ésta debe ser necesaria-
mente dnica.

Sean

O O

Uy = =5~ y U2:%

Nuestro objetivo serd probar que @ = (uy,us) verifica la formulacién variacional (1.42),
lo que automaticamente nos dard la unicidad de (1.48).

En primer lugar, debemos notar que como w € H} (), la funcién ¢ € H? (Q) N Hy ()
por regularidad eliptica, y por tanto, @ € H? (Q)2 nv.

Debido a esta regularidad de v y 4, tendremos que Ay = w, y por tanto la funcién de
vorticidad w vendra dada por

P P 0 <8¢) 0 (8@/}) Ouy  Ouy
_ +8_y _

w—Fa—yQ—a—x % a—y _— (1.49)

w=Ay = ox Jy

Ademas,
. (9u1 8u2 621/1 821/}
diva Ox * oy 0xdy M OyOx 0 (1.50)

En (1.48), término a término, y teniendo en cuenta como hemos definido @, junto con
(1.49) y (1.50),

Ow 0 (au2 8u1>

ot ot \ ox dy
oo Wi o0 (w0 (0w ow)
J(Ww) = dx dy 8y8:ﬁ_u vw_ul&c(@x 8y>+u23y(a$ 8y> a
B I R
= u%( uz)—u-a—y( ul)—%(u- UQ)_a_y(U‘ uy)
oY Ouy Ouy . S
ﬁa—x = fuy = Pus + (fo +5y)a—+(fo+ﬁy) 3y =div ((fo + By) u) =
— o (o) + 5 () + 2 ) + 5 () = fodivi =+ div (3y) =
0 0
= a_(ﬂ?/ 1) 6’y( ﬁyuz)

=y (F2 -2 = T () — ()
= oz dy ) Ox R dy T
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y por tanto, multiplicando por ¢ € D () e integrando por partes,

(J(W,w), )2y = — (@- v, V‘PL)H(QF
v (g_i SO) £2(9) = (B V(pl)LQ(Q)Q
VW, Q)2 = —7 (4, VSDL)L%Q)Z

(F, )2 = _pOLH (7, VSOL)LQ(QF

donde V= denota el vector ortogonal de Vi, es decir,
Iy d¢
Vot = (-2,

’ ( oy’ ax)

Debido a que w € H} () (y en principio no estd en H? (2)), el término viscoso lo tenemos
que analizar de forma diferente (aunque anéloga):

8u2 8u1 0 0
(Vw, V), = (V (— — —) ,VQO> = (—Vuz,th) - (—Vu >V90) -
L) or Oy £2(9) Ox 12(Q) oy L2(Q)
&p) ( 8cp> . 1
= — VUij— + Vu1,v_ - - VU/7V v(p 2
( 9z ) 12(0) 9 ) 12(q) ( ( ). @

De esta forma, si agrupamos términos,

o ,., I
— (@, V@L)LQ(Q)g + (- Vi, Vo)

ot +

e T A (Vii,V (vSOL))LQ(Q)

+ (ﬁyﬁi, VSOL)B(Q)? = (% V@L)LQ(Q)Q + poH (7, VSOL)LQ(Q)Z

para cualquier ¢ € D ().

Pero como dado v € V se tiene que

8 (—UQ) (91)1

oy Oz
entonces, existe una funcion ¢ tal que
Vi = (—v2,01)

o equivalentemente
7=V

(ver, por ejemplo [8]). Ademds, como U € V se tiene que ¢ € D ().
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Por tanto, tenemos que la funciéon u verifica

)2y + An (VU V0) 1)+
L1 - L. ,
_|’ (ﬁyul’ ’U) LQ(Q)Z = —’}/ (u, ’U)LQ(Q)Z + p_H (7_, U)LQ(Q)Z V/U E V
0

y trivialmente, definiendo de modo natural «, mediante

Por tanto, definiendo la forma bilineal a(-,-) y trilineal b(-,-,-) como al inicio de la
Seccién 1.3 (con las constantes definidas de modo natural), tendremos que la funcién @ (t)
verifica

9
9
i

S LN i IR [ .
(@ (1), 0) oy +0(@(t),u(t),0) +a(i(t),v) = ol (7, 0) 22, VWEV
)

L
(0 :ﬁo

lo que nos da la unicidad de solucién del problema (1.48), pues si existiera mas de una
solucién verificando (1.48), podriamos construir soluciones distintas verificando (1.42), lo
que es un absurdo. m

Anéalogamente tenemos el siguiente resultado complementario de este tltimo.

Proposicion 1.22 Si Q) es suficientemente regular y simplemente conezo, existe al menos
una solucion de las ecuaciones (1.48).

Demostracion. La demostracion es andloga a la de la Proposicién 1.21 tomando como
punto de partida que (1.48) posee una solucién u con dato inicial @y € V (pues
Yo € H*(Q) N H} (Q2)) verificando que

o, 0w

Up1 = ——5 y Uo,2 o

y construyendo la solucién w y 1 como en la Seccién 1.2. El resto de calculos resultan
analogos a los presentados en la Proposicion 1.21, y que seran validos gracias a que la
solucién @ (t) € H? (Q)*, Observacién 1.20. m

1.4. Estudio de atractores

Como ya hemos explicado, en el presente trabajo pretendemos abordar un estudio de
los atractores del modelo que acabamos de describir, tanto en su formulacién mas general
(1.24), como en su formulacién w — 1 (1.30). En lo que sigue realizaremos un breve estudio
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de las ecuaciones a fin de demostrar la existencia de un atractor global para cada valor
del parametro de viscosidad horizontal Ag. Para ello, demostraremos en primer lugar la
existencia de un conjunto absorbente, para después probar la precompacidad de las orbitas
del sistema dindmico, lo que automaticamente nos llevard a la existencia de dicho atractor
(véase, por ejemplo, [65] 6 [26] para un detallado estudio de la terminologia de atractores,
asi como de sus propiedades).

Siguiendo con la notacién de la Secciéon 1.3:

Proposicién 1.23 FEl sistema dindmico (1.42) admite un conjunto absorbente en el espacio
H, es decir, existe un conjunto G C H de tal manera que para cada conjunto acotado C' C 'H,
existe un tog > 0 tal que

ﬁ(t)GG ‘v’tztoyVEOEC’

donde tog depende unicamente del conjunto C. Ademds, G = By (0, 11y) para algin py > 0.

Demostracién. Puesto que

0
(ﬁ<t)>¢) 2(0)2 — ( (t)ﬂ_é)

si en (1.42) tomamos @ = @ (t), tendremos

ou . . . . . . P
(5 ©0.00)  +b@0.760.30) + (@070 = - 7700
L2(Q)? Po
Si analizamos término a término, tendremos que
ou 10 2
G 0T0) = a0l
(at ey 20t L)
los términos no lineales, utilizando (1.36), Proposicién 1.9,
b(u(t),a(t),u(t)) =0
los términos viscosos, utilizando (1.34), Proposicién 1.8,
. . AN
a(i(t),d(t) = Crlla ()l )
y por ultimo, utilizando la desigualdad de Hélder y la de Young,
1 .. . . L 122 .
o (7,6 (1) 2 < o 17 202 1€ (D)l 2 ()2 < P_o/\l / 17 22 1€ () 1y 02 <

1

Crponn2 L2
< — t + —
= 5 [ ( )HL2(Q)2 202C1 HTHL2(9)2

donde ademés hemos utilizado la desigualdad de Poincaré

_, —1/2 | >
18 (D 22 < A2 1T ()] g3
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(A primer autovalor del operador —A).

Juntando todo esto,

d . . 1 .
En |a (0”%2(9)2 +Ci||a (OH?{(}(Q)? = 20N ||T||i2(9)2 (1.51)
y utilizando de nuevo la desigualdad de Poincaré,
0 1

N N _p)
52 17 Ollz20yz + MCOLE ()220 < 20y 171 22 02

Utilizando ahora la desigualdad de Gronwall,

1
PACENT

1% ()72 < l1Tollze@pe e ™ + (1 —e7@™) (1.52)

Por tanto, si H770HL2(Q)2 < u, para algun p > 0, y tomamos p, > es claro, por

PsCih’
(1.52), que exite un ty > 0 que depende unicamente de u tal que
Hﬁ(t>”L2(Q)2 < Ho Vi >t
es decir, existe un conjunto absorbente G = By (0, p) del sistema dindmico (1.42). m
Introducimos de forma natural el operador no acotado
A:D(A) —H

tal que para cada @ € D (A),

(AT, T) 2 = / Vi Vi  VieV
Q

donde D (A) C V. Se comprueba facilmente que D (A) = H? () NV [65], y por tanto, si
tp € V la solucién de (1.42) verificarda que @ € D (A) (Observacion 1.20).

De un modo similar podemos definir
B:V—V*
tal quesiu € V
(BU, V) ey = b (U, 4, 7) VoieV
Sigamos ahora con una nueva proposicién que nos probara la existencia de un conjunto

absorbente en V:

Proposicién 1.24 FEl sistema dindmico (1.42) admite un conjunto absorbente en el espacio
V', es decir, existe un conjunto G C V de tal manera que para cada conjunto acotado C C 'V,
existe un to > 0 tal que

i(t)ye G Vt>tyyVipeC

donde ty depende tnicamente del conjunto C. Ademds, G =By (0, ity) para algin py >0
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Demostracién. Lo primero que debemos observar es que (1.42) se puede escribir como
igualdad en V'*,

g—f (t) + Bi (t) + vAi (t) + il (t) + fa* (t) = pi? vt e (0. T) (1.53)

—

0
y como ademés 8—1; (t), Au(t),u(t), fat —7’ e L2(Q)°, entonces Bi(t) € L2(Q)?
Po
Vt € (0,7T). Por tanto, multiplicando escalarmente por At (t) en (1.53),

(5 0:450) | #6070, A7) 14T O+
+ (i (1), A (1)) oy + (Ji* (0) AT (1)) oy = — (7 AT (1) a2

Analizando término a término,

o . R )
(5 -am0) = Vi@ GV = S5 10l
Q

(f (1), AT (1)) 12 g

< Al ooy 2 (O] 22 AT @] p2(0)2 <

Voo e 1 2 L2
S 7 [ AU () |72 ()2 + . 1120 0 1€ )| 7222
1 . . 1 . v 1
— (7 AT (D) 2y < — ITllagp2 114G (D)l 2y < 7 14T (D202 + — 717202
Po Po 4 YPo
, . L2
a(u(t), Au(t))2qpe = alli(@)ly o2

donde hemos aplicado la desigualdad de Holder y la de Young.

Para poder dar una acotacién de los términos no lineales, utilizaremos que

b(it, 7,@) < e all 5oy 1 5oy 1715550 14T iy 18 200
cuya demostracion es analoga a las cotas probadas para b en la Proposicion 1.9, junto con
IV 20y < € 17115500 1471 2ty

(ver Proposicién 1.9).

De esta forma, el término no lineal podremos acotarlo de la siguiente manera:
el ()11 oty 18 (8)] 3 e AT (B350, <

u (t)”L?(Q) ||ﬁ(t)||H3(Q)

b(u(t),a(t), Au(t))

IA

y —
< 35 | A (t)||i2((2) +

donde una vez més hemos utilizado la desigualdad de Young.
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Si ahora agrupamos estas acotaciones,

10

2 S 2
577 17 Ol 02 + 17 ()l oy + v AT (][22 <

Cl/

14 2 — 2 — 4 v — 2
< 5 AT Ol + 55 18 Oz 17 Ol 0) + 5 AT )22 +

1, .0 1
+ e 12 (2 Miz@e + 7 ||AU( Wiz@p + — o 1711720
0

es decir,

c” 2 2
% 1@ (Ol < —5 18 @220 17 Oz + 5 11wy 17 DIz + o 171220
(1.54)
Nuestro siguiente paso serd utilizar la desigualdad de Gronwall uniforme (véase, por ejemplo,
[65]) a la expresion (1.54), de esta forma, tomando r > 0, necesitamos acotar la integral en
el intervalo [t,t + 7] de las expresiones

- 2 c - 2 - 2 2 2 _ 2 2 2
1@ @) Tz ) 5 1T ON2@) 1Oy ¥ = 1l 18 Ol720)2 + — 717202
v v VP

para todo t mayor que algin t* > 0.
De esta forma, dado B un conjunto acotado en V' (y por tanto en H), podemos suponer

que ||to|[ 2(q)2 < p, ¥ por tanto sit > to (con to como en la Proposicién 1.23), de la expresion
(1.51) tendremos que,

t+r t+r N2
1 r ||THL2(Q)2
_»t 2 o —»t 2 C / — 2 d < / -2 d —
1 (¢ + 1) 20— 17 () 202 +C HM@Mmys_%axtHﬂy@Qs'jﬁﬁf
y puesto que ||@ (t 4 1)||72p2 > 0
L2(Q)* = %
" r 172 1 r 172 1
. L2(Q L2 TllL2(0)? 2
/m Wigip ds € —aea ot = N Ol < ol + oot

De la misma manera,
t+r t+r

112
c’ 2 2 " 1 2 " THTHLQ(Q)Q L,
[ S0 6 17 gy s < S [ 070 g s < S | o+ o
t

V3
t

Y por tltimo,

t+r

2 2 S 2 2 2 2 2 2 2
/ (; ||f||L°°(Q) ||u(3)||L2(Q)2 + V_p% ||T||L2(Q)2) ds < o ||fHL°°(Q) rig + V_pQT ||T||L2(Q)2

0
t
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De esta manera, si elegimos

Z

_ & 2
ar = ;MOGB
202 2 2
a = - 1112 (@) 7’M3+V—p3T’|THL2(m2
P17 1
as — ) —

chl)\l 4 0

tendremos que
S a u
10y < (T +a2) e Vezto+r

lo que trivialmente implica la existencia de un conjunto absorbente GenV (donde ahora
— ~ a
to=to+ry G= By (0,5,), con 2= (—3 +a2) e). m

T

De este ultimo resultado debemos hacer notar lo siguiente:

Observacién 1.25 De la demostracion de la Proposicion 1.24 se deduce que dado C C 'V
y acotado en H, se tiene que

it)e G Vt>1t yVip el

es decir, el conjunto absorbente también atrae a conjuntos de V acotados en H.

Como consecuencia inmedianta de estas dos proposiciones tenemos el siguiente resultado:
Teorema 1.26 FEzxiste un atractor global A C H para el sistema dindmico (1.42).

Demostracién. Consecuencia inmediata de que el sistema dindmico (1.42) posee un
conjunto absorbente acotado en ‘H y que para cada C' C 'H acotado, el conjunto

U @}

t>1tq

dpeC
es precompacto en H, véase [26] 6 [65] (donde ademds hemos utilizado que todo conjunto
acotado en ‘H termina en G, por la Observacién 1.25 junto con la densidad del espacio V' en

H). m



Capitulo 2

Estudio Numérico del Modelo

Como ya explicamos en la introducciéon de este trabajo, la dindmica mas importante
de los océanos se desarrolla dentro de los atractores que estos sistemas dindmicos tienen.
Ademas, de todos los pardmetros que intervienen en el modelo ya descrito en el Capitulo 1, el
pardmetro de viscosidad horizontal, Ay, es el que mas incertidumbre presenta [53], mientras
que todos los demas pueden ser calculados experimentalmente de un modo razonablemente
correcto. Por esto, si queremos estudiar la dinamica del océano, no nos queda mas remedio
que analizar la dindamica de este sistema dentro de los atractores que puede presentar para
distintos valores del parametro Ay. Mateméaticamente hablando, necesitamos realizar un
estudio de bifurcacion del modelo, tomando como parametro de bifurcacion la constante de
viscosidad horizontal Ap.

De esta forma, en este capitulo vamos a desarrollar un esquema numeérico del modelo de
ecuaciones desarrollado en el primer capitulo, tanto en su forma maés general, (1.24), como
en la formulacién w — v, (1.30). Necesitaremos calcular numéricamente los atractores que
presente nuestro modelo para distintos valores del parametro de viscosidad horizontal Ay,
que en el siguiente capitulo utilizaremos para el estudio de bifurcacion. Por esto, necesitamos
un esquema que sea lo més eficiente posible (pues debemos llegar al atractor numérico que
se alcanza para tiempos grandes), ya que precisaremos de la mayor cantidad de simulaciones
numéricas que estén a nuestra disposicién, tal y como veremos en el Capitulo 3.

La idea principal a la hora de plantear un esquema numérico para resolver las ecuaciones
(1.24) y (1.30), sera combinar algunos métodos de integracién temporal junto con el método
de elementos finitos para integracién espacial. La eleccién del método de elementos finitos
para realizar la integracion espacial se debe principalmente a su versatilidad a la hora de
definir dominios no regulares, como sera nuestro caso. En cuanto a la integracién temporal,
dividiremos nuestros esfuerzos en dos lineas. Por un lado, para los términos no lineales
aplicaremos el método de las caracteristicas, o método semilagrangiano, que en numerosos
trabajos ha demostrado ser uno de los més baratos, computacionalmente hablando, debido
a la facilidad para resolver con pasos temporales grandes (véase [5], [14], 6 [66] para algunos
ejemplos en trabajos recientes). En cuanto a la resolucién de los términos viscosos y de
presion utilizaremos también algunos esquemas muy estudiados en este tipo de modelos,
como los splittings (véase [60] 6 [31]) y las formulaciones mixtas (véase [7]).

41



42 CAPITULO 2. ESTUDIO NUMERICO DEL MODELO

En una primera etapa (Seccién 2.2) estudiaremos el modelo w—1) en un océano idealizado
plano contenido en un dominio rectangular y que se mueve por la acciéon de unos esfuerzos
de viento idealizados de tipo coseno. En esta seccién intentaremos dar una respuesta al
porqué de utilizar el esquema semilagrangiano, comparandolo con uno de los esquemas mas
utilizados en estudios climéticos, el esquema Leap-Frog. Daremos ademés unos resultados
preliminares de lo que va a ser un estudio méas detallado de las bifurcaciones que presenta el
modelo. En la Seccién 2.3 utilizaremos el esquema semilagrangiano para proporcionar una
solucién numérica de las ecuaciones (1.24) en algunos ejemplos idealizados y otros reales, e,
igual que en la Seccion 2.2, daremos un estudio preliminar de bifurcacién para el caso real
aplicado al Océano Atlantico Norte.

2.1. Preliminares

Como ya hemos comentado, durante todo este capitulo vamos a utilizar el método de
elementos finitos para dar una discretizacién espacial del modelo (ver [20] 6 [15] para una ex-
tensa discusion sobre este método). En general, nosotros utilizaremos elementos triangulares
irregulares con polinomios lineales o cuadraticos. De esta forma, tendremos que los espacios
donde buscaremos las soluciones seran

Vi ={vel(Q):vrePy(T) VT € Tp} (2.1)

para k = 1 6 2 en nuestro caso, donde €2 sera el dominio bidimensional donde estemos
resolviendo nuestro modelo, y 7, la triagulacién que hallamos elegido para discretizar el
dominio €2.

En cuanto a la discretizacion temporal, utilizaremos la siguiente notacién estandar a lo
largo de todo este trabajo:

1
Notacién 2.1 Dado At > 0, denotaremos por t, = nAt y t,i1/0 = (n + §)At, para cada
n € NU{0}.

Notacién 2.2 Dada una funcién f :[0,T] x Q— R, denotaremos por f™ a la funcion:

> Q9 —- R
[ty )

es decir, como es usual, f" denotard a la funcion f en el instante temporal t,,.

2.2. Tratamiento numérico del modelo w — . El pro-
blema del rectangulo

En esta primera secciéon vamos a hacer un estudio exhaustivo de las ecuaciones (1.30)
con condiciones de frontera deslizantes. En la Secciéon 2.2.5 haremos un pequeno estudio de
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L = 1000 km. To = py X 1.5 x 107*kg m~ts2
H =800 m. B=20x10""m ts!
Ap € (200,1500) m?s™ | v =10""s"!

Tabla 2.1:

estas ecuaciones imponiendo no deslizamiento en la frontera del dominio. Como veremos, la
resolucion de estas ecuaciones numéricamente se complica de manera notable al introducir
la condicién de no deslizamiento en la frontera. Este es el argumento principal (junto con
la hipotesis fisica de que ambas soluciones no son muy diferentes, pues cerca de la frontera
del dominio las velocidades son paralelas a ésta) para permitir deslizamiento en la fronte-
ra del dominio con el fin de realizar un estudio exhaustivo de este modelo. Sin embargo,
resolveremos numéricamente este otro caso, pues nos dara un buen punto de partida a la
hora de validar el modelo més general de ecuaciones, (1.24), en el que no permitiremos este
deslizamiento en la frontera del dominio.

De esta forma, dado €2 C R? un abierto acotado, las ecuaciones que nos planteamos
resolver son las siguientes:

%+J(¢,w)+ﬁg—Z:AHAw—fyw—l—F, en [0,7] x Q
AY = w, en [0,7] x Q (2.2)

wipn = 0,990 =0
Wit=0 = Wo, ¢|t:0 = 1/}0

donde wq y 1, corresponden al dato inicial, verificando
Athy = wo
Los parametros con los que vamos a trabajar los podemos ver descritos en la Tabla 2.2

y el dominio que utilizaremos serd 2 = [0, L] x [0, 2L].

Ademas, los esfuerzos de viento que van a generar el movimiento del océano en este
dominio haran que éste se desplace en direccion este-oeste en el norte y en el sur del dominio
y oeste-este en el centro (ver Figura 2.1). En concreto elegimos

7(z,y) = (=Tocos(my/L),0) (2.3)
con 7o definido en la Tabla 2.2, y por tanto, segun la expresion (1.29),

7o Lot 7 _ ToTSin (my/L)
poH poH L

(2.4)

Tal como hemos elegido 7, se formaran dos grandes vortices en el dominio {2 que van
a dominar la dinamica de las soluciones, como comprobaremos mas adelante. Estos dos
vortices, debido a la fuerza de Coriolis, terminaran formando una intensa capa limite en la
frontera oeste del dominio con velocidades elevadas que generardn una corriente este-oeste
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2L

T(x,y)

x

Figura 2.1: Esfuerzos de viento definidos para el dominio 2.

en el centro del dominio muy fuerte, ademas de vortices secundarios, pero muy intensos,
también en el centro del dominio.

Como hemos comentado, uno de los objetivos de esta seccién es validar el esquema semila-
grangiano frente a uno de los métodos mas utilizados en climatologia, el esquema Leap-Frog.
Ambos esquemas los describiremos en las Secciones 2.2.1 y 2.2.2. En la Figura 2.2 se mues-
tran los dos mallados utilizados con cada uno de los esquemas (la Figura 2.2(a) muestra
el mallado para el esquema Leap-Frog, mientras que la Figura 2.2(b) muestra el utilizado
para el esquema semilagrangiano). Observemos que ambos mallados poseen exactamente los
mismos nodos (en la Tabla 2.2 se describen las caracteristicas de cada mallado), y la dnica
diferencia entre ambos es que el mallado utilizado para el esquema Leap-Frog utiliza elemen-
tos lineales (es decir, utilizamos una triangulaciéon 7;, con k = 1), mientras que el mallado
utilizado para el esquema semilagrangiano utiliza elementos cuadraticos (la triangulacién 7j,
con k = 2). La forma de construir el mallado del esquema Leap-Frog se realizé6 mediante
dividiendo cada uno de los tridngulos del mallado del esquema semilagrangiano en cuatro de
forma regular.

Notese que utilizamos elementos lineales en el esquema Leap-Frog porque la inversion de
las matrices que obtendremos serd mucho mas rapida (la condicién de la matriz es mucho
menor que en el caso de elementos cuadraticos) y el mallado se ha refinado lo suficiente
como para no tener problemas con la precisiéon en los problemas elipticos que surjan. En
cambio, el esquema semilagrangiano exige elementos cuadraticos debido al orden de conver-
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Figura 2.2: Los dos mallados utilizados.

45

gencia que presenta el método de las caracteristicas (el orden para este tipo de esquemas es

Aqgptl!

O | AtF + =——— ], con k el orden del paso temporal y p la regularidad espacial del espacio

At

de elementos finitos [55], [29], [13], [14]).

Obsérvese también que la construccién del mallado se ha realizado de tal forma que
podamos tener una buena representacion de la capa limite, asi como de los vortices que se
formaran en la zona central del dominio. De esta forma, en la zona oeste del dominio, que
es donde se formard la capa limite, y en la zona central de éste, que es donde habra una
mayor formacion de vortices debido al choque de los dos flujos principales de la corriente,

Mallado Cuadratico

Mallado Lineal

Numero de Nodos

15011

15011

Numero de Elementos

7332

20328(=7332x4)

Nodos en la Frontera

692

692

Tabla 2.2: Descripcién de los dos mallados de la Figura 2.2.
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el mallado se construye con una distancia aproximada de 5 km. entre nodo y nodo. En el
resto del dominio el mallado alcanza una distancia maxima de hasta 40 km. entre nodos en
la zona donde la funcion va a ser mas suave.

En todos los experimentos numéricos que hagamos para comparar ambos esquemas, to-
maremos como datos iniciales

w0:0:¢0

y compararemos las soluciones que ambos esquemas presenten para las viscosidades Ay =
1000, Ay = 800, Ay =600, Ay =400 y Ay = 200 en los atractores que posean.

Si analizamos un poco las ecuaciones (2.2), debido a que tanto 7 como todos los opera-
dores de diferencias que hay en (2.2), son impares respecto de la recta y = L, si tomamos
un dato inicial impar respecto de esta recta, tendremos que la solucién sera impar siempre.
Es decir, en términos de oceanografia, si tenemos un vértice ciclénico en la mitad norte del
dominio, habra también uno de idénticas dimensiones y caracteristicas, salvo que sera anti-
ciclénico, en la mitad sur del dominio. Ademas, debido a esta imparidad de las soluciones,
para cada solucién no simétrica, la funcion simétrica a ésta, también sera solucion.

Notese que cuando hablamos de simetria o imparidad, respecto a la recta y = L, de las
soluciones, matematicamente el significado que tiene es el siguiente:

(2.5)

donde la relacion de simetria sobre v implica las demas por la propia definicion de cada
funcion (expresiones (1.26), (1.27) y (1.28)).

Esta pequena observacién va ser muy importante, ya que esto implica que si iniciamos
con un dato inicial de fluido en reposo, la solucion sera simétrica siempre respecto a la recta
y = L. Numéricamente vamos a comprobar que esta simetria no se mantiene practicamente
en ningun caso debido a los pequenos errores de redondeo que a la larga rompen esta simetria.
Asi, para distintas simulaciones numéricas, empezando con fluido en reposo, podria ocurrir
que, bajo una integraciéon numérica suficientemente larga, lleguemos a atractores que sean
distintos (como comprobaremos en lo que sigue). Como veremos, esto habra que tenerlo en
cuenta a la hora de hacer andlisis de bifurcacién si queremos seguir correctamente las ramas
que surjan.

2.2.1. El esquema Leap-Frog

Una de las principales ventajas que presentan los esquemas tipo Leap-Frog es su facil
adaptacion a esquemas explicitos de segundo orden en tiempo, cuando el problema en cues-
tion impide de un modo sencillo, implementar un esquema implicito. Este es uno de los
principales argumentos por el cual este esquema es tan utilizado entre los modelos climati-
cos, si bien, presenta como gran contrapartida su restrictiva condicién de estabilidad (véase,
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por ejemplo, [63] 6 [41] para una extensa discusién del esquema Leap-frog y sus propiedades).
En nuestro caso, como ya hemos mencionado anteriormente, la principal dificultad de este
modelo es el término no lineal, es decir, el operador jacobiano J (1, w). También el término
de Coriolis puede presentar ciertas complicaciones pues, en caso de ser implicito, romperia
la simetria del operador a invertir.

De esta forma, el esquema Leap-Frog que elegimos sera explicito en el término de Coriolis
y el término no lineal, e implicito en el resto de términos de (2.2). Observemos que para
obtener un esquema de segundo orden en el tiempo (en el espacio ya lo tenemos garantizado,
pues utilizamos elementos finitos lineales), si integramos entre ¢, 1 y t,1, tendremos que
para cada x € (),

O tn i1 n+1 n—1
| S =l = (@) - (0)
tn

—1

/tn+1 J (Y, w) (z,t) dt = 2AtT (", w") (z) + O (At?)

tn—1

tnt1 a¢

oY
Vo

ox

(z,8)dt = 2At3— (z) + O (AP?)

tn

tn+1
/ ApAw (2,8) dt = AtAy (D™ (2) + A1 (2)) + O (AF)

tn—1

/ " (@) dE = Aty (@ (2) + W (2)) + O (AF)

tn—1

/ " P () dt = 2ALF (2)

tn—1

Por lo que, si despreciamos los términos de orden O (At?), el esquema numérico verifi-
card para w la expresion:

a n
W — W 2ALT (7, W) + 2ALS3 (;i =

= AtAy (Aw"“ + Aw"‘l) — Aty (w"“ + w"_l) + 2AtF

o equivalentemente

(1+~yAt) W™ — ApAtAW™! =

2.
= (1 —yAt) w1 + AgAtAw™ ! — 2At3 (2:6)

"
ox

— 2ALT (¥, w") + 2ALF

Por tanto, como ademés Ay = w, en todo instante de tiempo, tendremos que para cada
paso temporal el esquema Leap-Frog queda de la forma:
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(b)

Figura 2.3: Soluciones obtenidas por el esquema Leap-Frog para (a) Ay = 1000, (b) Ay =800 y
(c) Ay = 600. Las tres gréaficas corresponden a la solucién cuando el coeficiente de simetria alcanza
su minimo dentro del atractor. Estas soluciones comparan con las de la Figura 2.4.

(1+yAt) W™ — AgAtAw™™ = G™, en Q
Wiz =0

y (2.7)
AP =t en Q
U =0
siendo G™ la parte derecha de (2.6), que es conocido en cada paso temporal.

Como ya hemos explicado, los dos problemas elipticos que tenemos que resolver en (2.7)
para cada paso de tiempo, los resolveremos mediante el método de elementos finitos lineales,
es decir, haciendo una proyeccién L? sobre el espacio de elementos finitos definido por (2.1),
con k= 1.

En los experimentos numéricos que realizamos para comparar ambos esquemas, utiliza-
mos las viscosidades de Ay = 1000, Ay = 800, Ay = 600, Ay = 400 y Ay = 200 junto
con unos datos iniciales de fluido en reposo. El paso temporal que tomamos serd de At = 1
hora para las viscosidades de Ay = 1000, Ay = 800 y Ay = 600 y At = 1/2 hora para
Apg = 400 y Ay = 200. Obsérvese que elegimos el paso temporal lo méas grande que el
esquema nos permite para obtener estabilidad. Avn asi, como se ve en la Figura 2.6(b), la
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solucién se vuelve inestable y explota en tiempo finito para Ay = 200, como ya analizaremos
con detalle en la Seccién 2.2.3.

En la Figura 2.3 podemos ver algunos de los resultados numéricos obtenidos con este
esquema para las viscosidades de Ay = 1000, Ay = 800 y Ay = 600. Para Ay = 1000,
Figura 2.3(a), mostramos el estado estacionario al que converge el sistema (ver grafica de
energia, Figura 2.5(a)). Para Ay = 800 y Ay = 600 el sistema converge a una solucién
periédica (ver Figura 2.5(b) y (c)). En las Figuras 2.3(b) y (c) se muestra la solucién numérica
obtenida cuando el sistema estd en dichos atractores y el coeficiente de simetria T'D, definido
en (2.13), toma su valor minimo dentro del atractor.

2.2.2. El esquema semilagrangiano

Vamos a empezar dando un poco de notacién que nos simplifique el desarrollo de este
método. Para ello, vamos a suponer que tenemos un campo de velocidades

7 [0,T]xQ — R
(t,x) —  d(t,x) = (ult,z),v(t, x))

que vamos a suponer con regularidad suficiente para que todo lo que definamos a continuacién
tenga sentido. Claramente, estas velocidades van a ser la velocidad del fluido en cada punto
del dominio a la hora de resolver (2.2).

Definicién 2.3 Sea x € 2 y sea n € N, definimos por curva caracteristica a la funcion
X (tns1, ;) : [tn, tns1] = solucion de:

X' (tns1, 5 t) = d(t, X (tnyr, ;1))
X(tpt1, T tny1) =

Recordemos que para que la funciéon X (t,.1,x;t) esté bien definida en un intervalo
temporal [t,,t,+1], es necesario que ¥ cumpla unas hipétesis de regularidad. En concreto
necesitamos que sea espacialmente lipschitciana (véase [6] 6 [21]). Nosotros suponemos que
estas hipdtesis se cumplen y que, por tanto, X esta bien definida en cada intervalo de la
forma [t,,t,41]. Observemos que estas hip6tesis sobre 4 no son restrictivas, ya que como
sera la velocidad de un fluido, estas hipétesis van a tener que cumplirse siempre. Ademas,
en el caso discreto también se cumpliran, pues cualquier funcion perteneciente al espacio V},
es lipschitciana para cualquier valor de k.

Definicién 2.4 Sea f:[0,7T] x Q— R, notaremos por f*™ a la funcion:

e Q — R
[ — f(tn,X(tn+1,5U§tn))

Es decir, mientras que f" denota a la funciéon f en el instante temporal ¢,,, tendremos
que f*" denotara, para cada x € 2, el valor de la funcién f en el instante ¢,, en la posicién
de la particula que ocupara la posicién x en el instante £, .
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Notacidén 2.5 Segin las definiciones que acabamos de dar tenemos que

Ow .
E (t, X (tn-‘rb x5 t)) + u(tv X(tn-i-la 5 t)) ’ Vw(t> X(tn-i-lv Z; t)) =
Ow ,
= E(t,X(th,x;t)) + X' (tny1, z;t) - Vw(t, X (tpy1, z;t)) =
0 Dw
= o (W (& X(tasr, 230))) = 5 (8 X (taga, 251))
. Dw . .
es decir, — (t, X (tn11,2;t)) es la deriwvada temporal en (t, X (t,i1, ;1)) de la funcion w a

lo largo de la curva caracteristica (también llamada derivada material de w).

De esta forma, si ahora @ = (u, v) representa la velocidad del fluido, es decir, si

B Lo
a7 ~ or

entonces, tendremos que

Dw Ow
Dy & X (a1, 258)) = E(t,X(th,x;t)) + J (Ut X(tni1, 231)), w(t, X (tnsr, 251))) (2.8)
y por tanto, de (2.8) y (2.2), tenemos que Yz € Q, Vt € [t,,t,11] v ¥Yn € NU {0}
Dw o
E(t,X(tn+1,$,t)> +ﬂ% (t,X(thrl,iL',t)) = (29)

= AgAw (t, X (tpa1, z5t)) — yw (t, X (tor1, ;1)) + F (X (tpy1, x51))
Ahora, integrando cada término de (2.9) entre t,, y ¢,.1 tenemos que:

tn+1 Dw tn+1 a
ZE 4 X (b, 1)) dt = (Wt X (tyar, 1)) dt =
| B Xt sy = [ S X ()

= [w (t, X (tpi1, x; t))]:z*l =w (tug1, X(tna1, Ty tna1)) — W (b, X (tna1, 3 t0)) =

=w" (z) —w* (z)

aw*(n+1/2)
Ox

tnt1 81/1

Y x : — BA
. ﬁ@a: (t, (tn+1,$,t))dt BAt

(r) + O (A#?)

tn+1
/ AgAw (t, X (tyi1, z;t)) dt = AH% (Aw™™(z) + Aw*(z)) + O (At?)

tn

/ " yw (6, X (tny1, z;t)) dt = 7% (W (2) + w*(2)) + O (AL?)

tn

/ t"“ F(X (bya, 1)) df = % (F™H(z) + F(2)) + O (A)
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(b)

Figura 2.4: Soluciones obtenidas con el esquema semilagrangiano para (a) Ay = 1000, (b) Ay =
800 y (c) Ag = 600. Estas soluciones comparan con las de la Figura 2.3.

(esta es la llamada integracion a lo largo de las curvas caracteristicas en la terminologia
de este método).

De esta forma, nuestra solucion vendra dada al resolver en cada paso temporal

o *(n+1/2)
W — w4 ﬁAtw— -

Ox
= AH7 (Awn—i-l + Aw*n) _ ,.)/7 (wn—i-l + w*n) + 7 (Fn+1 + F*n)

es decir,

A A
(1 - 7775) Wt — AHTtAw"H =

81/1*(71—&-1/2) (210)

At At
( 72)w + H— AW BAL o

+ 7 (Fn—i—l + F*n)

que resolveremos mediante una discretizacién de elementos finitos con polinomios cuadrati-
Cos.
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Por tanto, para cada paso temporal tendriamos que resolver dos problemas elipticos:

At At
(1 + 77) Wt — AHTAw”“ =G", en
n+1
=0
; “lon (2.11)
APt =t en Q
Ui =0

siendo G™ la parte derecha de la ecuacién (2.10), que es conocido para cada paso temporal.

Observemos que el calculo de la funcién G™ no es trivial como en el caso del esque-
) *(n+1/2)
—w y
x

Para el calculo de estas funciones primero tenemos que calcular los puntos X (¢,41,z;;t,) v
X (tn+1, i thy1/2), para cada x; nodo del mallado, y después calcular el valor de las funciones

o *(n+1/2)
w*n7 Aw*n7 w
ox

en estos puntos, que en general no corresponderan con puntos del mallado, no es mas que
hacer una interpolaciéon cuadratica, pues k = 2, utilizando los nodos del triangulo donde se

ma Leap-Frog, ya que tenemos que calcular las funciones w*", Aw*",

, F*™ € V}, en estos puntos (observemos que el calculo de las funciones

n+1/2
encuentre dicho punto). Ademads, para el cdlculo de ———— utilizaremos la aproximacién
x
cuadratica
= "= " O (A
ox 2 2 + ( )
pues v" = Vn € N.

ox

Para el célculo de los puntos X (t,11, 2 tn) ¥ X (tn+1, @i; tny1/2) utilizaremos el algoritmo
que se explica en [4] 6 [5], y que aproxima estos puntos con orden cuadratico. El error global
(temporal més espacial) cometido para el célculo de estas funciones serd cuadratico tal y
como se muestra en [13].

En la Figura 2.4 presentamos las soluciones que comparan con aquellas obtenidas por
el esquema Leap-Frog (Figura 2.3). Para el esquema semilagrangiano hemos optado por un
paso temporal de At = 6 horas. Como podemos ver, a pesar de utilizar un paso temporal
entre 3 y 6 veces més grande, las soluciones son cualitativamente las mismas. En la siguiente
seccion veremos un analisis mas detallado que confirmarda que ambos esquemas nos llevan
a los mismos atractores numéricos, si bien este esquema semilagrangiano es bastante méas
barato desde el punto de vista computacional.

2.2.3. Comparacion de los esquemas

Para la comparacién de estos esquemas nos vamos a fijar principalmente en la evolucion
de dos variables, la energia cinética del sistema, y la diferencia de transporte (o transport
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SEMILAGRANGIANO LEAP-FROG
PT CPU CPU/PT PT CPU CPU/PT
Ag = 1000 | 29200 | 13587.16 | 0.465313 | 175200 | 199574.09 | 1.139121
A =800 | 29200 | 22158.97 | 0.758868 | 175200 | 321110.02 | 1.832819
Apg =600 | 29200 | 47181.17 | 1.615793 | 175200 | 368816.87 | 2.105119
Ag =400 | 29200 | 20284.30 | 0.694667 | 350400 | 349560.64 | 0.997604
Ag =200 | 29200 | 52026.10 | 1.781715 | 106080 | 119592.40 | 1.127379

Tabla 2.3: CPU: tiempo de CPU medido en segundos; PT: niimero de pasos de tiempo.
difference, T' D), introducida en [18], y que se definen como
1 2 2
B) = 5 [ (uOF + 1)) (2.12)

[¥po (0)] = 10y, (1)

e [ ()

(2.13)

donde [¢,,| corresponde al méximo transporte subtropical, y }wm} al maximo transporte
subpolar, y que vienen dadas por
’l/}tr = ms%iX’l/}

Upo = miny

Como ya comentamos antes, toda solucién de las ecuaciones (2.2) cuyo dato inicial sea
simétrico, se mantendra simétrica siempre (en el sentido descrito en (2.5)). La variable 7D
nos va a servir para medir la simetria de las soluciones, de tal manera que si T'D = 0, la
solucién sera simétrica respecto a y = L, si T'D > 0 el giro subpolar serd mas intenso que
el subtropical, y si por el contrario T'D < 0, el giro subtropical serd mas intenso que el
subpolar.

Junto con el tiempo de CPU consumido por cada uno de los esquemas para los distintos
experimentos que hemos realizado, estas dos variables nos van a cuantificar cémo estan de
cerca cada una de las soluciones de los distintos esquemas numéricos.

-Eficiencia computacional:

Todos los experimentos numéricos que hemos realizado han sido ejecutados en un pro-
cesador Mips R10000 a 250 MHz con 4Mbytes de memoria caché y 256 Mbytes de memoria
RAM. Ademas, todos los experimentos descritos en las Secciones 2.2.1 y 2.2.2 los hemos
realizado en una integracion numérica de 20 anos, junto con unos datos iniciales de fluido

en reposo (w(0) =0 =1 (0))

Observemos en primer lugar que todos los experimentos con el esquema semilagrangiano
han sido realizados con At = 6 horas, mientras que, por motivos de estabilidad, que en
el esquema semilagrangiano nunca se presentan, para los experimentos realizados con el
esquema Leap-Frog ha sido necesario tomar At = 1 hora para Ay = 1000, Ay = 800 y
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Figura 2.5: Evolucién de la funcién E(t) para las viscosidades de Ay = 1000,800 y 600, (a), (b)
y (c) respectivamente, y su correspondiente andlisis de Fourier. En rojo el esquema Leap-Frog y en
azul el semilagrangiano.

Ap =600,y At =1/2 hora para Ay = 400y Ay = 200. A pesar de esto, para la viscosidad
de Ay = 200 la soluciéon se hace inestable aproximadamente a los 6 anos de integracién
numérica, como vemos en la Figura 2.6(b).

En la Tabla 2.3 podemos ver el tiempo de CPU total consumido por cada experimento
numérico, asi como el tiempo medio de CPU requerido por cada paso temporal. Como
podemos ver, el esquema Leap-Frog resulta siempre computacionalmente més caro que el
esquema semilagrangiano, no sélo por el tiempo total de cédlculo empleado (que es alrededor
de 15 veces mas caro, segun el caso) y que obviamente seria distinto para igualdad del At,
sino también por el tiempo medio empleado en cada experimento para cada paso temporal.
Es decir, incluso a igualdad de At, el esquema Leap-Frog seria més lento (salvo quizds para
Ap = 200 donde no hemos podido terminar los 20 anos de integracién numeérica para el
esquema Leap-Frog, lo que impide la comparacién entre ambos esquemas).
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Figura 2.6: Igual que la Figura 2.5 pero para las viscosidades: (a) y (¢) Ay, = 400 y (b) y (d)
Ap = 200.

Si observamos, los dos esquemas descritos, (2.7) y (2.11), requieren de la resolucién de dos
problemas elipticos por cada paso de tiempo. Ademas estos problemas elipticos son iguales
(salvo por las constantes que acompanan al operador laplaciano y al operador identidad).
Sin embargo, debido a que el esquema Leap-Frog lo resolvemos mediante elementos finitos
lineales y el esquema semilagrangiano con cuadraticos, y debido a que las matrices que
resultan de utilizar el método de elementos finitos estan mejor condicionadas cuanto menor
sea el grado de los polinomios de interpolacion, tendremos que, en general, el nimero de
iteraciones necesarias para invertir las matrices resultantes de los operadores elipticos del
esquemas Leap-Frog, (2.7), serd menor que en el esquema semilagrangiano, (2.11).

En contraposicién, tenemos que por cada paso de tiempo el esquema Leap-Frog requiere
mas del doble de tiempo de cédlculo que el esquema semilagrangiano para las viscosidades
de Ay = 1000, Ay = 800 y Ay = 600. Esto es debido al célculo de la funcién G™ en cada

uno de los dos esquemas. En el caso del esquema semilagrangiano, la funcion G™ descrita

By +1/2)
en (2.10), se realiza mediante el calculo de las funciones w*”, o y F*". a partir de
x
0
w™ ™ "ty F™ respectivamente (recordemos que _¢ = v), junto con el producto de las

ox

matrices de rigidez y masas por estas funciones (o vectores en el caso discreto). En general el
célculo de estas funciones es bastante répido, tanto en el calculo del los puntos X (t,41, xi; ty),
como ya comentamos, como en el calculo de la interpolacién (véase [5] para una detallada
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explicacién de estos algoritmos) y ademads, como es usual, el producto de matriz-vector no
suele mostrar grandes problemas de eficacia computacional. En cambio, en el esquema Leap-
Frog, el cédlculo de la funcién G", ademas de las multiplicaciones matriz-vector necesarias,
necesita del célculo de J (¢",w™). En nuestro caso, esto resulta en calcular una matriz que
luego tiene que multiplicar a las funciones test del método de elementos finitos. Esto, por el
contrario, es una operacion bastante lenta, ya que necesita de una serie de integrales sobre
cada elemento de la triangulacién, més una fase de ensamblaje de la matriz.

Este es el motivo principal de que el esquema Leap-Frog presente tiempos de paso tem-
poral mucho més altos (algo méas del doble) que el esquema semilagrangiano para estas tres
viscosidades.

Para las viscosidades de Ay = 400 y Ay = 200 ocurre lo contrario. El esquema Leap-
Frog resulta més rapido por paso temporal. Sin embargo, si nos fijamos en la Figura 2.6(a),
vemos que la solucion del esquema Leap-Frog para Ay = 400 alcanza un estado estacionario
(que comentaremos a continuacién). Esto implica que las funciones w™! y 4" estdn muy
proximas (o son iguales) a w" y ¥" respectivamente, para n suficientemente grande. De
esta forma, las iteraciones necesarias para encontrar w™t' y """ en cada paso temporal al
invertir las matrices seran minimas, lo que reduce considerablemente el tiempo de calculo
cuando la solucion ya ha alcanzado este estado. Para el caso Ay = 200 tenemos un caso
similar. Aunque ahora la solucién no converge a ningin estado estacionario, Figura 2.6(b),
si tenemos que de los casi 6 anos de integracion numérica antes de que la solucién explote,
casi 4 transcurren en una zona donde la solucién no presenta grandes cambios, lo que, igual
que antes, reduce considerablemente el niimero de iteraciones necesarias para resolver los
problemas elipticos en (2.7). Esto hace que, en media, el tiempo de célculo de cada paso
temporal no sea muy grande.

En conclusion, para cada paso temporal, el esquema semilagrangiano resulta mas barato
desde el punto de vista computacional, que el esquema Leap-Frog, lo que sumado a la falta
de restricciones del paso temporal por problemas de estabilidad, hacen que este esquema sea
mucho mas eficiente que el esquema Leap-Frog.

-Exactitud:

En las Figuras 2.5 y 2.6 se muestra como evoluciona la energia del sistema para las visco-
sidades comentadas anteriormente. Como se observa claramente en estas graficas, el sistema
converge a un estado estacionario para Ay = 1000 (Figura 2.5(a)), donde ademds podemos
ver que la energia cinética de este estado estacionario coincide para ambos esquemas. En las
Figuras 2.3(a) y 2.4(a) se aprecia como las diferencias entre ambas soluciones son minimas.
En un analisis un poco mas fino, mostramos un corte para y = L de la funcién ¢ en la Figura

2.7.

Para la viscosidad de Ay = 800 el sistema pasa a converger a un atractor periédico (se ha
producido una primera bifurcacién de Hopf en algin punto entre Ay = 1000 y Ay = 800),
segin se muestra en la Figura 2.5(b). En la Figura 2.5(d) mostramos el andlisis de Fourier
correspondiente a la funcién FE (t) para ambos esquemas, donde se observa que existe una
tnica frecuencia dominante (que corresponde con un periodo de unos 188 dias) para ambos
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Figura 2.7: Corte de las graficas presentadas en las Figuras 2.3 y 2.4 para y = L. En rojo la
solucién para el esquema Leap-Frog y en azul la del esquema semilagrangiano.

esquemas y que ésta coincide, es decir, ambos esquemas nos llevan al mismo atractor. Si nos
fijamos una vez més en las Figuras 2.3(b) y 2.4(b) observaremos una vez més que ambas
soluciones son practicamente la misma. En concreto, mostramos la funcién 1 en el instante
temporal dentro del atractor cuyo valor T'D es minimo, es decir, donde el giro subtropical
es mas intenso frente al subpolar. En la Figura 2.7 podemos ver una vez mas un analisis
mas fino de estas dos soluciones, como ya explicamos para Ay = 1000. También en la
Figura 2.8 analizamos mas detalladamente las diferencias existentes entre ambos atractores,
donde mostramos la funcién E (t) frente a T'D (t) dentro del atractor alcanzado por ambos
esquemas. Como vemos, el patrén de las dos soluciones es practicamente idéntico, si bien, se
observa unas minimas diferencias en cuanto a la amplitud de E (t) y TD (t).

Si reducimos un poco mas la viscosidad y analizamos los resultados obtenidos para
Ap = 600, vemos que se ha vuelto a producir una nueva bifurcacién de tipo Hopf en el
sistema (Figura 2.5(c) y(e)). En los andlisis de Fourier mostrados en la Figura 2.5(e) vemos
como la anterior frecuencia principal se ha desdoblado, pasando a tener ahora un valor de
unos 474 dias. Es decir, tenemos que el sistema converge ahora a un atractor de periodo
doble. En la Figura 2.8 se observa mas claramente la naturaleza de este periodo doble para
ambos esquemas, donde ademas observamos que los patrones son una vez mas los mismos (si
bien, al igual que para Ay = 800, las amplitudes de las dos soluciones presentan pequenas
diferencias). Una vez mads, en las Figuras 2.3(c), 2.4(c) y 2.7 vemos las minimas diferencias
que presentan ambos esquemas para esta viscosidad.

Observemos que si bien para estas tres viscosidades las soluciones convergen a atractores
idénticos (al menos desde el punto de vista numérico), el camino que sigue la solucién es
distinto para ambos esquemas. En general, el comportamiento para los dos esquemas que se
observa directamente de la Figura 2.5(a), (b) y (c), se diferencia, principalmente, en cudnto
tarda en llegar al atractor cada una de las soluciones. En realidad este comportamiento
es puramente numérico, y se observa unicamente porque estamos realizando experimentos
numéricos a muy largo plazo. El razonamiento se sigue de la pequena observacion que hicimos



58 CAPITULO 2. ESTUDIO NUMERICO DEL MODELO

A, =800 A, =600
-0.1 : : : 0.05
-0.15} O
~0.05}
-0.2
-0}
= 0.25¢ 1 —~-0.15}
a a
T 03t - =02
~0.25}
-0.35}
-0.3}
~0.4 035
-0.45 : ' : -0.4 - . .
1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.4 1.6 1.8 2 2.2
EQ® x 10 EQ® x 10

Figura 2.8: Funcién E(t) frente a TD(t) en los atractores para Ay = 800 y Ag = 600. En rojo el
esquema Leap-Frog y en azul el semilagrangiano.

al introducir este modelo al inicio de la Seccion 2.2. Esto es, si partimos de un dato inicial
simétrico (en el sentido dado por (2.5)), la solucién se mantendra simétrica siempre. En
nuestro caso, partimos de datos iniciales de fluido en reposo (w(0) = 0 = ¢ (0)), con lo
que, en su solucién continua, el sistema siempre se mantiene simétrico. Sin embargo, cuando
realizamos la integracién numérica, a medida que hacemos més y mas pasos de tiempo, vamos
introduciendo mas errores numéricos que hacen que la solucién numérica rompa esta simetria
y caiga en un atractor no simétrico. Por tanto, el que cada esquema termine dentro del
atractor en instantes distintos se debe a que cada esquema pierde esta simetria en momentos
diferentes. Nétese que en el presente trabajo estamos interesados en el calculo de atractores
y por tanto no nos resultara importante el camino que recorra la soluciéon hasta llegar al
atractor del sistema.

Debido a todo esto, podemos apreciar que el sistema tiene un punto de silla (que corres-
ponde con algin estado estacionario o peridédico simétrico) y al menos dos atractores globales
(pues si tiene uno no simétrico, que sabemos que tiene, contiene también otro, el simétrico a
éste). En la Figura 2.9 mostramos un esquema de cémo podria ser la dindmica del sistema.

Si reducimos un poco mas la viscosidad hasta Ay = 400, Figura 2.6(a), vemos, como
comentabamos antes, que los dos esquemas alcanzan atractores diferentes. En este caso, el
esquema Leap-Frog no rompe la simetria y alcanza un atractor simétrico (que en realidad
es un punto de silla, como esquematizamos en la Figura 2.9). En cambio, en el esquema
semilagrangiano el sistema vuelve a romper la simetria y converge a un atractor no simétrico
como en los casos anteriores. Si nos fijamos en la evolucién de la energia cinética para el
esquema semilagrangiano y en su anédlisis espectral de méaxima entropia, Figura 2.6(a) y
(¢), comprobamos que ha habido una nueva bifurcacién de Hopf y el sistema converge a un
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Estado estacionario simétrico
(punto de silla)

Figura 2.9: Esquema de la posible dindmica encontrada para el modelo.

atractor aperiédico, como comentaremos en la siguiente secciéon con mas detalle. Observemos
que para esta viscosidad hemos suprimido el analisis de Fourier por un analisis de maxima
entropia. Esto se debe a que ahora la funcién E (t) presenta demasiado ruido en su anélisis
de Fourier e impide distinguir claramente las frecuencias mas significativas. En cambio, con
el andlisis de maxima entropia conseguimos filtrar parte del ruido y distinguir algunas de
estas frecuencias.

Para la viscosidad de Ay = 200, Figura 2.6(b), observamos que la solucién presenta
pequenas y rapidas oscilaciones que hacen romper la simetria mucho antes que en casos
anteriores (debido principalmente a la falta de viscosidad que estabilice la solucién) tanto
para el esquema Leap-Frog como para el semilagrangiano. Ademés, estas oscilaciones son el
motivo principal por el que el esquema Leap-Frog termina siendo inestable incluso con un
paso temporal de tan s6lo media hora, como ya comentamos con anterioridad.

2.2.4. Algunos resultados mas del esquema semilagrangiano. Pre-
liminares al estudio de bifurcacién

Como ya explicamos en la introduccién de este trabajo, nuestro objetivo se centra en
el estudio de bifurcaciéon con respecto del parametro de viscosidad Ap. Para ello utilizare-
mos la técnica de las Funciones Ortogonales Empiricas, que desarrollaremos en el siguiente
capitulo. Esta técnica requiere de una serie de imdgenes o instantdneas de la solucién, que
en nuestro caso vendran dadas por los experimentos numéricos (las soluciones para ciertos
instantes temporales). Como ya explicaremos con detalle, este método no necesita de muchas
imédgenes para captar la dindmica de un atractor en concreto (obviamente esto dependera de
la complejidad del atractor, asi como de si estd contenido en un espacio de dimension finita
y la dimensién de dicho espacio). Sin embargo, si queremos captar la dindmica global del
sistema, es decir, como varia a medida que el pardmetro Ay cambia, y si queremos poder dar
una respuesta al estudio de bifurcacion de este problema, necesitaremos un rango suficiente-
mente amplio y no disperso de datos en forma de imdgenes, que capten toda la complejidad
del sistema (o al menos tanta como sea posible).

En el siguiente capitulo explicaremos detenidamente como debemos elegir las instantdneas
para dar una 6ptima soluciéon a este problema. Para ello, necesitaremos de tantos datos como
nos sea posible. Con este sencillo problema que hemos venido estudiando vamos a obtener
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Figura 2.10: Tipo de atractores encontrados numéricamente y esquema de la realizacion de los
distintos experimentos (la flecha indica el atractor del que se inicié cada simulacién).

una gran cantidad de datos que nos hara posible este estudio, para después, en el modelo
mas realista que estudiaremos a continuacién, no necesitemos calcular mas datos de los
necesarios.

En primer lugar, puesto que ya sabemos que para Ay = 1000 la solucién converge a
un estado estacionario no simétrico, utilizaremos este estado como dato inicial para reali-
zar nuevas simulaciones con una viscosidad Ay diferente. En concreto, para Ag = 900 y
Ap = 1100 realizamos la simulacién numérica utilizando como dato inicial el atractor (en
forma de estado estacionario) obtenido para Ay = 1000. La gran ventaja de utilizar este dato
inicial para realizar estas dos nuevas simulaciones reside en la hipdtesis de que los atractores
para estas tres viscosidades no estdn muy lejos y serd menos costoso en tiempo de CPU
llegar a los atractores para Ay = 1100 y Ay = 900. Ademas, de esta forma, nos aseguramos
de que los atractores que calculemos estén en la misma rama de atractores (como ya hemos
explicado, al coexistir varios atractores para una misma viscosidad, podria ocurrir que en
las simulaciones numéricas se alcancen atractores que se encuentran en distintas ramas del
analisis de bifurcacién).

En la Figura 2.10 se muestra un esquema de las simulaciones numéricas realizadas para
distintos valores del parametro Ay junto con los datos iniciales que se han tomado para cada
uno de los experimentos. En total, todas las simulaciones acumulan 1223 anos de integracion
numeérica, siempre con un paso temporal de At = 6 horas, como ya hemos mencionado.

En general nos vamos a encontrar varios tipos de atractores segun el rango de visco-
sidad en el que nos encontremos. Para viscosidades suficientemente grandes ya vimos que
los atractores son estados estacionarios. Sin embargo, ahora podemos observar dos tipos de
estados estacionarios diferentes: los simétricos y los no simétricos. Los estados estacionarios
simétricos aparecen cuando la viscosidad Ay es suficientemente grande, Ay > 1275 (el siste-
ma es muy disipativo). Obsérvese que cuando obtenemos atractores estacionarios simétricos,
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Figura 2.11: Evolucién de la ruptura de simetria. Linea de separacién de corriente subtropical y
subpolar ((x,y) = 0) para Ay = 1275,1250, 1200, 1100, 1000 y 900.

nos estamos asegurando de que no existen més estados estacionarios para esa viscosidad,
pues estamos tomando como dato inicial un estado estacionario no simétrico. Cuando la
viscosidad la reducimos un poco, nos encontramos estados estacionarios no simétricos. Es-
to, necesariamente significa que ha habido una bifurcacion de tipo tenedor, pues, como ya
comentamos antes, debe seguir existiendo un atractor simétrico (un punto de silla) y otro
estado estacionario que es el simétrico al obtenido. En la Figura 2.12 se muestra la evolu-
ci6én de los estados estacionarios (simétricos y no simélricos) para distintos valores de Ay y
como varia su dinamica. En la Figura 2.11 se muestra con mas detalle como se hace menos
simétrica la solucion estacionaria a medida que disminuye la viscosidad.

Si reducimos un poco més la viscosidad nos encontraremos una primera bifurcacion de
tipo Hopf, como es usual en practicamente todos los modelos procedentes de la ecuaciones
de Navier-Stokes. En nuestro caso, este punto de bifurcacion, que se encuentra en la rama
de estados estacionarios anteriormente comentada, tiene un valor de Ay = 865 =+ 5.

Siguiendo nuevamente esta rama (ahora de soluciones periédicas tras la bifurcacion de
Hopf), nos volvemos a encontrar una nueva bifurcacién de Hopf (dos nuevos autovalores
complejos conjugados cruzan el eje imaginario) y esta vez obtenemos soluciones periédicas
donde el periodo se ha desdoblado con respecto a las anteriores soluciones periddicas. En la
Figura 2.14 se muestra claramente como se desdobla la solucién periédica al pasar por este
nuevo punto de bifurcacién que hemos localizado en Ay = 675 + 25.

Para la viscosidad de Ay = 465 £ 5 existe una nueva bifurcacion y las soluciones se
vuelven aperiddicas, sin que se vea un esquema claro de la dinamica de estas soluciones. En
la Figura 2.14 se muestra la complejidad de este tipo de atractores para la viscosidad de
Ay = 460.

En la Figura 2.13 se muestra como evolucionan los atractores a media que disminuye la
viscosidad, donde observamos como aumenta la asimetria (en las graficas se muestra cada
uno de los atractores para Az = 800, 700,600 y 500 cuando T'D es minimo, como en casos
anteriores). Observemos sin embargo, que para la viscosidad de Ay = 400 (se muestra ahora
el atractor cuando T'D es méximo) la solucién ha saltado a otra rama de atractores, que si
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Figura 2.13: Estado estacionario obtenido para Ay = 900 y atractores para el resto de viscosidades
(en TD minimo para Ag = 800, 700,600 y 500, y T'D méximo para Ay = 400).
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Figura 2.14: Evolucién del retrato de fase E (t) — T'D (t) para distintas viscosidades.

bien guarda la dindmica de las anteriores, ésta es simétrica a todas las demds (estamos en
la rama simétrica que comentdbamos que necesariamente debia existir).

Resumiendo podemos decir que los distintos tipos de atractores encontrados después de
haber realizado una numerosa cantidad de experimentos numéricos son: estados estacionarios
simétricos, estados estacionarios no simétricos, atractores periddicos, atractores de doble pe-

riodo y atractores aperiddicos. En la Figura 2.10 se muestra esquematicamente los resultados
obtenidos.

En el siguiente capitulo trataremos de dar un andlisis mas detallado que compararemos
con todos estos resultados obtenidos.
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2.2.5. El modelo w — 1 con condiciones de frontera no-deslizantes

Como ya comentamos en el Capitulo 1 y al inicio de la Seccién 2.2, nos disponemos en la
presente seccién a estudiar las ecuaciones (1.30) con condiciones de frontera no deslizantes.
El principal objetivo de esta seccion no se centra en la resolucion de este modelo con este
tipo de condiciones de frontera, sino en dar un punto de partida para la resolucién de las
ecuaciones (1.24), en las cuales siempre utilizaremos este tipo de condiciones de frontera. De
esta forma, las ecuaciones que vamos a resolver numéricamente en esta seccion seran:

%+J(¢,w)+ﬁg—f:AHAw—fyw+F, en [0,7] x Q
AY = w, en [0,7T] x Q
. o) (2.14)
Voo =0 = a7 100
( W[t=0 = woﬂ%:o =ty

donde una vez mas wy y 1, se refieren al dato inicial verificando Ay, = wy.

Todos los pardmetros que utilizaremos en este modelo (al igual que el dominio) serdn
exactamente los mismos que aquellos utilizados en la Seccién 2.2 y que estan descritos en
la Tabla 2.2 junto con las ecuaciones (2.3) y (2.4). La tnica salvedad que haremos a este

respecto serd la viscosidad horizontal, la cual adecuaremos a las soluciones concretas de
(2.14).

El esquema numérico que utilizaremos para resolver (2.14) serd el método semilagrangia-
no. De esta forma, si integramos temporalmente las ecuaciones (2.14) a lo largo de las curvas
caracteristicas definidas en la Definicién 2.3 (exactamente de igual manera que describimos
en la Seccién 2.2.2), tendremos que para cada paso temporal el esquema numérico que vamos
a resolver serd:

At At
1+y— |t — AHTAw”H =G", en ()

2
A" =+ en Q (2.15)
awn—‘rl
n+1
Vion ot 169

donde, igual que en la Seccién 2.2.2, G" es parte derecha de la ecuacién (2.10).

Observemos que el esquema numérico (2.15) es el mismo que el descrito en la Seccién
2.2.2; ecuaciones (2.11), con la contrapartida de que en esta ocasién la funcién de corriente
1 estd acoplada con la vorticidad w. Este detalle dificulta en gran medida el tratamiento
numérico de este problema, haciendo que en general cualquier esquema numérico que resuelva
(2.15) se complique notablemente.

Para la resolucién en cada paso temporal de (2.15) (observemos que en realidad es un
problema de cuarto orden cuya formulacion formal debe ser realizada en el espacio de Sobolev
HZ (Q)) utilizaremos el algoritmo descrito en [23]. En este algoritmo la verdadera incégnita

del problema viene a ser wfagl que se calcula mediante un algoritmo de gradiente conjugado

precondicionado (observemos que una vez conocido wlnagl el calculo de w™*! y " pasa por
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(b)

Figura 2.15: Atractores obtenidos con el esquema semilagrangiano con condiciones de frontera no
deslizantes para (a) Ay = 360, (b) Ag =280y (c) Ay = 270. En los atractores no estacionarios
presentamos la soluciéon para T'D maximo.

resolver dos problemas elipticos, si bien, el propio algoritmo descrito en [23] devuelve ambas
soluciones).

Si bien este algoritmo evita tener que realizar la formulacién en el espacio HZ () apro-
piadamente discretizado (lo que lleva a invertir matrices con muy pocos ceros -muy mal
condicionadas-, y por tanto muy lentas de invertir), no evita tener que resolver un problema
eliptico por cada iteracién del gradiente conjugado. Experimentalmente esto nos ha llevado
a resolver del orden de 10 problemas elipticos por paso temporal, cantidad muy superior a
los dos problemas elipticos por paso temporal del esquema descrito en la Seccién 2.2.2. Este
viene a ser el principal inconveniente desde el punto de vista numérico a la hora de resolver
este modelo.

Como en el problema anterior con condiciones de frontera deslizantes, los atractores que
obtenemos pasan por estados estacionarios, soluciones peridédicas y soluciones aperiddicas.
En la Figura 2.15 mostramos los atractores obtenidos por este esquema para las viscosidades
de Ay = 360,280 y 270, utilizando un paso temporal de At = 6 horas y el mismo mallado
utilizado por el esquema semilagrangiano aplicado al modelo con condiciones de frontera
deslizantes, Seccién 2.2.2 (elementos finitos cuadréticos, k& = 2). Estas soluciones las com-
pararemos con detalle frente a las obtenidas por el esquema que estudiaremos en la Seccién
2.3.1.
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Recordemos que para las soluciones de Ay = 280 y 270 (soluciones correspondientes a
atractores peridédicos) mostramos aquellas que corresponden a los instantes temporales en
los que T'D es méximo (de modo analogo a las Secciones 2.2.1 y 2.2.2, pues en este caso los
atractores obtenidos estan contenidos en 7D > 0).

En la Seccién 2.3.1 estudiaremos mas detalladamente las soluciones obtenidas por este
esquema, comparandolas con aquellas obtenidas por el esquema (mds general) que estudiare-
mos a lo largo de la Seccién 2.3. Veremos que en este caso las soluciones de ambos esquemas
presentan diferencias significativas, si bien cualitativamente seran similares.

2.3. Tratamiento numérico del modelo generalizado

En la presente seccién trataremos de exponer un esquema numérico para resolver las
ecuaciones (1.24) en distintos ejemplos que iremos exponiendo. Nuestro principal objetivo,
como ya adelantamos, sera resolver estas ecuaciones sobre el Atlantico Norte para después,
obtener un estudio cualitativo de bifurcacién. En esta seccién las condiciones de frontera que
utilizaremos seran las condiciones no deslizantes, como ya utilizdramos en la Seccién 2.2.5.
De esta forma, dado £ C R? un abierto acotado, y H :  — R* una funcién suficientemente
regular (tal y como explicamos en el Capitulo 1), las ecuaciones del modelo que vamos a
estudiar seran:

)
OUTY) | GV (Hu) — Apd (Hu) — fHo =~ 02 i+ T en @ (0,7)
ot po Or Po
9(Hv) + 1 -V (Hv) — AgA (Hv) + fHu = e yHu+ 22 en Qx (0,7)
ot po Oy Po
div (H@) = 0, en Q2 x (0,7)
’LT|59 =0

\

(2.16)
donde, por simplificar la notacién de esta seccion, utilizamos u,v, A,p y 2 en lugar de
u,v, Ay, ps v Il respectivamente.

En la Seccion 2.2 vimos las ventajas del esquema semilagrangiano frente a un esquema
clasico como es el esquema Leap-Frog. En esta seccion utilizaremos una vez mas el esquema
semilagrangiano, combinado en esta ocasion con un esquema tipo splitting y una discretiza-
ci6én temporal tipo stiffly de segundo orden (también llamada BDF, backward differentiation
Jormulae, véase [38] 6 [40]). En concreto la idea serd separar los términos viscosos y convec-
tivos de (2.16) del término de presién tal y como se explica en numerosas referencias como
por ejemplo en [60], [58] 6 [31], mds la discretizacién del esquema semilagrangiano para los
términos convectivos (en este caso utilizando el esquema stiffly de segundo orden).

De esta forma, en primer lugar utilizaremos el método de las caracteristicas tal y como
explicamos en la Seccién 2.2.2. Asi, dado que las curvas caracteristicas estan definidas en la
Definicién 2.3, ahora tendremos que
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0 (Hu)

ot (t, X (tny1, m3t)) +u(t, X (tnyr, 25t)) -V (Hu) (6, X (tny, 25t)) =

D (Hu)
A Dt

para cada x € €1 y para cada instante temporal ¢, ;. Por tanto, si una vez mas integramos
las expresiones de (2.16) a lo largo de las curvas caracteristicas, tendremos que

Hu) (t, X (tpy1,731))) =

(t, X (tns1, 731))

1

( 3 *n —\ k(N —
S(HD)™™ —2(HD)™ + = (Ha)" ™Y
2 N 2 — AgA (H@)" ™ +
fH Q@ — @)t = S HVp -y (HD)"™ 4 —Tp (2.17)
0 0
div (H@)"™ =0
[ T =0

donde utilizamos
a

— @'+ O (AF)

=2u"
de tal modo que las dos ecuaciones de (2.17) para la velocidad u y v quedan desacopladas.

Ahora, para desacoplar el gradiente de presién del paso convectivo-difusivo utilizamos un
esquema splitting. De esta forma, el calculo de @"*! pasara por:

1)

37 - —\ *(n—1)
S —2(HD)" + 5 (Hi) B
Az — AgAu+
n 1 — P (2.18)
+fHQu" —a" Y =——HVp" —yu +
- 0 Po
\ U = 0
2)
(3 3=
5 (H'lj)n+1 — 5 Uu 1
— __HV n+l _ . n
At o IV (=) (2.19)
div (H@)"™ =0
\ antt ﬁ|89 =0

Observaciéon 2.6 En primer lugar debemos darnos cuenta de que el problema (2.18) es un
problema eliptico en 5}, con condiciones Dirichlet homogéneas, que resolveremos mediante el
método de elementos finitos con k = 2 (es decir elementos cuadrdticos), tal y como venimos
haciendo a lo largo de este trabajo.
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Observacion 2.7 En sequndo lugar, la forma de resolver (2.19) pasa por aplicar el operador
de divergencia en (2.19). Asi, si llamamos q = p"*1 — p"™ y aplicando el operador div,

que resolveremos utilizando elementos finitos lineales, es decir, k = 1.

Observemos que utilizamos elementos finitos mixtos para resolver este esquema, pues es-
tamos utilizando elementos finitos cuadrdticos para la velocidad u y elementos finitos lineales
para la presion. De forma usual en elementos finitos miztos, utilizamos el mismo mallado
para la velocidad y para la presion (ver, por ejemplo, [28] y sus referencias).

Existen diversos textos en la literatura que discunten las buenas y malas propiedades que
poseen este tipo de esquemas splittings aplicados a las ecuaciones de Navier-Stokes. Si bien
las ecuaciones que nosotros estamos trabajando no son exactamente Navier-Stokes, debido
a los terminos no lineales, pero principalmente al término de presién, y ademdas estamos
incluyendo una discretizacion mediante el método de las caracteristicas para los términos
convectivos, todos estos analisis se pueden extender al modelo que venimos desarrollando en
la, presente memoria (ver [59], [66] para ver algunos andlisis tanto tedricos como numéricos
de los esquemas splittings, 6 [31] para un anélisis resumido de todos ellos).

En nuestro caso, el esquema splitting que proponemos mediante (2.18)-(2.19) viene a ser
de segundo orden para la velocidad y de primer orden para la presién. Obsérvese que este
primer orden para la presién se debe principalmente a que la presién p"*! calculada mediante
(2.19) no verifica de modo exacto las condiciones de frontera, si bien fuera de las fronteras
el célculo de esta presion es bastante exacto (ver [59] y [32] para detalles sobre el orden de
convergencia).

La gran contrapartida del esquema (2.18)-(2.19) se refiere al paso temporal At. Por un
lado el método de las caracteristicas permite un paso temporal grande, tal y como vimos
en la Seccion 2.2.2. Sin embargo, esta discretizacién tnicamente se debe a los términos
convectivos, y debido a las propiedades de convergencia de los métodos splittings (ver [31])
y la discretizacién explicita del término de Coriolis, tendremos que reducir el paso temporal
como veremos en los préximos ejemplos. Aun asi, el esquema (2.18)-(2.19) sigue siendo
muy eficiente debido a que en cada paso temporal sélo tenemos que resolver dos problemas
elipticos y uno de ellos con elementos finitos lineales, muy barato desde el punto de vista
computacional.

En las siguientes secciones realizaremos un estudio a algunos casos concretos, aplicando
el modelo descrito por (2.16) y utilizando el esquema (2.18)-(2.19). En primer lugar, estu-
diaremos el mismo modelo que el descrito en la Seccién 2.2.5, a fin de validar el esquema.
A continuacién mostraremos algunos casos realistas aplicado directamente sobre océanos y
mares cuya dinamica nos repercute directamente: el Mar Mediterraneo, y muy especialmente
el Océano Atlanico Norte.
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Figura 2.16: Evolucién de la energia cinética E (t) para las viscosidades de Ay = 360,280 y 270,
(a), (b) y (c) respectivamente, y sus correspondientes anédlisis de Fourier, (d) y (e). En rojo la
solucién del esquema (2.18)-(2.19) y en azul la del modelo w — .

2.3.1. El problema del rectangulo con profundidad constante

Como ya explicamos en la Seccién 2.2.5, vamos a estudiar las soluciones del modelo w —1)
dado por las ecuaciones (2.14) mediante el modelo equivalente dado por (2.16). Para ello,
una vez mas volvemos a utilizar todos los parametros descritos en la Tabla 2.2, junto con
los esfuerzos de viento dados por (2.3), y el dominio 2 = [0, L] x [0,2L]. La tnica diferencia
que hay que hacer notar es que ahora H : Q — R es una funcién que tomard tinicamente
el valor descrito en la Tabla 2.2, es decir, H = 800.

Siguiendo la Seccion 2.2.5 realizamos tres experimentos a fin de comparar resultados
para las viscosidades de Ag = 360,280 y 270. Para estos experimentos tomaremos At = 2
horas debido a los problemas de exactitud y estabilidad que puede presentar el esquema
(2.18)-(2.19), tal y como comentamos en la Seccién 2.3. Ademds, como ya explicdbamos en
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(@) (b)

Figura 2.17: Atractores obtenidos con el esquema (2.18)-(2.19) para (a)Ag = 360, (b)Ay =280 y
(c)Ap = 270. Estas soluciones comparan con la Figura 2.15.

las Observaciones 2.6 y 2.7, utilizaremos elementos finitos lineales para resolver el problema
eliptico que se desprende de (2.19), Observacién 2.7, y cuadrético para (2.18). El mallado
(cuadratico) serd una vez mads el utilizado en la Seccién 2.2.2, Figura 2.2, donde tomaremos
como nodos tinicamente los vértices de los tridngulos para resolver (2.19) (elementos lineales).

En la Figura 2.16 mostramos la evolucion de la energia cinética de las soluciones del
modelo w — 1 mediante el esquema semilagrangiano comparada con la del modelo (2.16)
mediante el esquema (2.18)-(2.19).

Como podemos ver en la Figura 2.16(a), para la viscosidad de Ay = 360 el atractor
alcanzado posee practicamente la misma energia cinética para ambos esquemas. Podemos
realizar una comparacién méas precisa mediante las Figuras 2.15(a) y 2.17(a), donde mos-
tramos ambos atractores estacionarios, y en la Figura 2.19, donde se muestra el corte de la
funcién ¢ para y = L.

Sin embargo, para las viscosidades de Ay = 280 y 270 notamos las primeras diferencias.
Por un lado para Ay = 280 ambos esquemas convergen a dos atractores de tipo periédico.
En la Figura 2.16(b) se puede apreciar las pequenas diferencias que poseen ambos atractores,
tanto en la amplitud de las oscilaciones de la energia cinética, como en cuanto al periodo.
En la Figura 2.16(d) se muestra el andlisis de Fourier de ambas series, donde se observan
las pequenas diferencias de periodo que poseen. Comparando las Figuras 2.15(b) y 2.17(b),
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Figura 2.18: Retrato de fase (energia cinética frente a T'D) de los atractores para Ay = 280 y
A = 270.

podemos observar como ambos atractores poseen una dinamica global idéntica, si bien po-
seen pequenas diferencias (las graficas muestran los instantes en los cuales T'D es méxima
para ambas soluciones). En la Figura 2.19 se puede ver con mas detalle las diferencias que
presentan ambas soluciones.

Para Ay = 270 aparecen diferencias mas significativas. Por un lado, y tal como vemos
en la Figura 2.16(c), las dos soluciones convergen a atractores de distinta indole. Mientras
la solucion del modelo w — 1 converge a una solucién periddica, la solucién del modelo més
general (2.16) nos lleva a un atractor aperiédico. En la Figura 2.16(e) podemos apreciar
este hecho, donde mostramos el andlisis de Fourier de la solucién periédica y el analisis
de méxima entropia de la aperiédica (por claridad). En cambio, también podemos apreciar
como las frecuencias dominantes si estdn muy proximas para ambas soluciones (de la misma
manera que teniamos para Ay = 280). Una vez més en las Figuras 2.15(c) y 2.17(c) podemos
comparar las soluciones dentro de estos atractores para T'D méximo y en la Figura 2.19 el
corte de estas mismas graficas para y = L.

Si bien acabamos de comprobar que las soluciones numéricas que hemos calculado del
modelo (2.14) y (2.16) son diferentes, debemos prestar atencion a varios puntos. Por un lado,
si bien los atractores (principalmente los no estacionarios) alcanzados son sensiblemente
diferentes, ambos esquemas llevan a atractores cuya dindamica global es esencialmente la
misma. Una de las diferencias que observamos es que los dos esquemas llevan a sistemas
dindmicos donde las bifurcaciones se alcanzan en valores de Ay diferentes. Este es otro
de los motivos por el cual las soluciones son ligeramente diferentes. Este hecho se observa
claramente en la Figura 2.18, donde se ve resaltada las diferencias de la naturaleza de los
atractores para Ay = 280 y 270, pero donde también se ve claramente como la dindmica que
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Figura 2.19: Corte de las gréficas presentadas en las Figuras 2.15 y 2.17 para y = L. En rojo la
solucién para el esquema (2.18)-(2.19) y en azul la del modelo w — .

exhiben estos atractores es la misma, incluso para Ay = 270 donde una solucion es periddica
y la otra aperiédica.

2.3.2. Un primer ejemplo: el Mar Mediterraneo

Para estudiar cual puede ser la influencia que un océano plano puede presentar en su
dinamica frente a uno que no lo sea, nos plantearemos resolver nuestro modelo aplicado a
unas condiciones que simulen el Mar Mediterraneo.

De esta forma, vamos a elegir un dominio €2 que simule el Mar Mediterraneo, cerrado en el
estrecho de Gibraltar y el de los Dardanelos (que separa el Mar Negro del Mar Mediterraneo).
Para ello, vamos a tomar la profundidad de 50m. como frontera del dominio €2 (por analogia

con respecto a lo que haremos para el Océano Atlantico) tal y como se muestra en la Figura
2.20.

Para las dos simulaciones que vamos a presentar en esta seccion utilizaremos dos funciones
de profundidad H. En primer lugar utilizaremos la funcion H = 1000 para simular que el
Mar Mediterraneo posee una batimetria constante. En segundo lugar, utilizaremos la funcion
profundidad H que vendra dada por la profundidad real de la regién debidamente filtrada y
tomando valores entre 50 y 1000 metros tinicamente (en la Seccién 2.3.3 explicaremos con
detalle porqué se debe hacer estas restricciones sobre la profundidad). En la Figura 2.20 se
muestra también la batimetria real de toda la region en la que se encuentra nuestro dominio.

Para discretizar el dominio 2 nos vamos a fijar especialmente en la batimetria de la
region. En aquellas zonas donde la batimetria presente gradientes suaves, elegiremos una
distancia nodal de aproximadamente 10 km. frente a los 5 km. que tomaremos donde los
gradientes sean importantes. En la Figura 2.21 mostramos con detalle el mallado utilizado
para la discretizacion de §2, y en la Tabla 2.4 sus caracteristicas.
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Figura 2.20: El dominio Q elegido para el estudio del Mar Mediterrdneo (en fondo azul) junto
con la batimetria de la regién (profundidades de 0,50, 100, 250, 500, 750, 1000 metros y cada 1000
metros).

La funcién 7 que tomaremos para modelizar los esfuerzos del viento,vendra dada por la
media anual de los esfuerzos de viento calculados por Hellerman y Rosenstein [35]. En la
Figura 2.22 mostramos dichos valores.

El resto de parametros que intervienen en las ecuaciones del modelo que queremos re-
solver numéricamente, seran exactamente los mismos que aquellos utilizados para el Océano
Atlantico Norte en la siguiente seccion. Quedaran por tanto expuestos con detalle en la
Seccién 2.3.3.

Asi, para una viscosidad de Ag = 2000, que elegimos de esta forma a fin de obtener
atractores estacionarios, y con un paso temporal de At = 2 horas realizamos dos simulaciones
para las dos funciones de profundidad comentadas.

En la Figura 2.22 podemos observar los resultados obtenidos. Como podemos ver clara-
mente, la dindmica general que se obtiene para ambos casos, presenta dos grandes vortices
en la regién occidental del dominio. Cuando consideramos el caso en el que la profundidad es
constante, uno de los dos vértices se vuelve muy intenso (localizado entre la costa catalana,
el sur de Francia, y las islas de Cércega y Cerdena). Por contra, cuando consideramos la
profundidad real de la zona, obtenemos que ambos vortices poseen una intensidad similar,
e incluso, que el vértice més oriental (situado en el Mar Tirreno, entre Italia y las islas de

N. Nodos (u —v) | N. Nodos (p) | N. Elementos | Nodos Frontera
70233 18091 34045 4298

Tabla 2.4:



2.3. TRATAMIENTO NUMERICO DEL MODELO GENERALIZADO 75

46 o
44
42
40
38
36
34

3208

30

Figura 2.21: Mallado utilizado para la discretizacién del dominio €.

Cérecega y Cerdena) es mas intenso. Esto es debido a que entre la localizaciéon de ambos
vortices existe un gradiente en la funcién profundidad muy pronunciado, lo que hace que la
interaccién entre ambos se minimice, a diferencia de lo que ocurre en el caso en el que consi-
deramos profundidad constante. En este caso, el vortice mas oriental empieza a desplazarse
hacia el oeste, debido al efecto de Coriolis, hasta que empieza a interactuar con el vértice
mas occidental, haciendo que éste sea mas intenso. En el caso en el que la profundidad no
es constante, este comportamiento se ve interrumpido por una pared localizada al sur de la
isla de Cerdena, lo que impide el progreso de este vértice a regiones mas occidentales del
dominio.

En la parte oriental del dominio vuelve a repetirse esta dinamica. Por un lado, para
profundidad constante, tenemos que se originan una serie de vértices en toda esta region.
Todos ellos empiezan a interactuar y aquellos més occidentales empiezan a dirigir su dindmica
hacia la zona occidental del dominio (una vez mas debido a Coriolis). Esto hace que el
estado estacionario que se obtiene contenga una gran cantidad de vértices (con los dos
giros posibles), pero de baja intensidad. En cambio, para el caso con profundidad real,
podemos apreciar como la intensidad de estos vortices es mucho mas elevada. Esto se debe
principalmente a que las bajas profundidades localizadas al sureste de Sicilia vuelven a actuar
como pared que impide la progresion de estos vortices hacia posiciones mas occidentales.
Debemos notar que en este caso las velocidades son bastante mas elevadas en toda esta
region, donde incluso en el Mar Egeo (oeste de Turquia y este de Grecia) podemos distinguir
dos vértices de cierta instensidad, frente a las aguas tranquilas que nos mostraba el resultado
obtenido considerando profundidad constante.

Como conclusién podemos hacer notar la influencia que se presenta al incluir batimetria
en nuestro modelo. Si bien en este caso ambos modelos llevan a soluciones realistas de
un modo global (véase [51], [47] 6 [57] para un estudio de las corrientes dominantes en el
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Figura 2.22: Vientos calculados por Hellerman y Rosenstein [35] (arriba) y estados estacionarios
alcanzados para una profundidad constante (medio) y una profundidad real (abajo).
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Figura 2.23: El dominio 2 elegido para el estudio del Océano Atlantico Norte (en fondo azul) junto
con la batimetria de la regién (profundidades de 0,50, 100, 250, 500, 750, 1000 metros y cada 1000
metros).

Mar Mediterraneo), debemos precisar la diferencia que ambas soluciones presentan, debido
principalmente a las paredes verticales que se puedan presentar en el fondo oceanico, y que
necesariamente afectan a la dinamica de las soluciones.

Por tltimo, debemos mencionar que si bien globalmente la dindmica del Mar Medi-
terraneo que hemos obtenido es correcta (al menos en la localizacién de los grandes vértices,
junto con su giro), no podemos olvidar que en estas soluciones no aparecen la gran cantidad
de pequenos vortices (de baja intensidad) que aparecen en la realidad. Esto se debe a varios
motivos. Por un lado a la alta viscosidad elegida que no hace mas que incluir difusion extra
y por tanto eliminar una gran cantidad de estos vortices. Por otro lado, la no variabilidad
de los esfuerzos de viento tomados, que en general originan también gran cantidad de nue-
vos voértices. Todo esto, junto con la bidimensionalidad del problema, hace que la solucién
obtenida se simplifique y elimine toda esta cantidad de pequenos vortices.

2.3.3. El Océano Atlantico Norte

En esta seccién comenzamos el estudio de la dindmica del Océano Atlantico Norte. En
concreto nos centraremos en el océano contenido dentro las latitudes de 15°N y 65°N. Como
ya comentamos con anterioridad, pretendemos realizar un estudio de bifurcaciéon del modelo
(2.16) aplicado al Océano Atlantico Norte. Para ello, realizaremos un estudio exhaustivo de
las soluciones obtenidas por este modelo para distintos valores de la viscosidad horizontal
Ap, tal y como hicimos en la Seccién 2.2.4 para el modelo w — 1.
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Figura 2.24: Mallado utilizado para el dominio 2.
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Figura 2.25: Detalle del mallado mostrado en la Figura 2.24.

La principal caracteristica en la que nos vamos a fijar sera la Corriente del Golfo y la
separacion de ésta y la Corriente del Labrador. En oceanografia se conoce como Corriente del
Golfo a la corriente generada en el Océano Atlantico Norte procedente del golfo de México
y Cuba y que sube hacia el norte paralela a la costa oriental de EE.UU. Por otra parte
la Corriente del Labrador procede del norte de EE.UU. y Canada, y también es paralela a
la costa oeste del Océano Atlantico, pero en esta ocasion se mueve en direccion sur. Estas
dos corrientes chocan aproximadamente a una latitud de 40°N, lo que provoca una serie de
vortices en esta latitud y una fuerte corriente en direccion oeste-este, hacia Europa. Estas dos
corrientes son de gran importancia para el clima tanto de Norte-América como de Europa
debido a que la Corriente del Labrador son aguas frias y la Corriente del Golfo son aguas
calidas, procedentes del caribe. Por tanto, el que esta separacion se produzca a mayor o
menor latitud influye en gran medida en la climatologia de toda esta region.

El dominio €2 que elegiremos en la presente seccion serd el definido por la profundidad
de 50 metros y las fronteras ficticias definidas por las latitudes de 15°N y 65°N, mas una
linea a la altura de las Islas Britanicas y otra mas a la altura de la peninsula del Labrador.
En la Figura 2.23 mostramos el dominio ) que utilizaremos a lo largo de esta seccién, junto

N. Nodos (u —v) | N. Nodos (p) | N. Elementos | Nodos Frontera
250715 63235 124244 4456

Tabla 2.5:
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Figura 2.26: Promedio anual de los esfuerzos de viento calculados por Hellerman y Rosenstein [35].

con la batimetria de la region de estudio.

En primer lugar debemos notar que no hemos tomado como frontera la costa. En vez de
esto hemos tomado como frontera del dominio la linea correspondiente a la profundidad de 50
metros. Esto se suele utilizar a fin de salvar la singularidad que se produce al aproximarnos
a la costa debido a que la funcién H que define la batimetria se acerca a 0 (ver [27] y
sus referencias). Ademds, esta condicién puede cosiderarse suficientemente realista para el
modelo debido a que las velocidades del océano cerca de la costa son siempre muy pequenas
y paralelas a ésta, y por tanto, la condicién de frontera que venimos imponiendo en todo
este trabajo serd perfectamente valida.

En el resto de las fronteras que hemos elegido ocurrird que el océano no podra atravesar
dichas fronteras. Esto es a grandes rasgos lo que ocurre en estas zonas, especialmente en el
norte y en el sur del dominio, donde el océano se mueve de este a oeste, tal y como ocurrira al
incluir estas fronteras en el dominio con las condiciones de contorno que venimos describiendo
a lo largo de este trabajo (ecuaciones (1.24)). En cualquier caso, estamos principalmente
interesados en la Corriente del Golfo y en la separaciéon que se produce entre ésta y la
Corriente del Labrador, y por tanto, la influencia de las velocidades del océano en estas
regiones donde hemos incluido fronteras del dominio €2 serd minima.

La funcién H : 2 — R que representa la batimetria en (2.16) la vamos a elegir por una
lado como (a) H = 1000 m. y (b) H representard la batimetria real (ver Figura 2.23) del
Océano Atlantico Norte filtrada adecuadamente (ver Apéndice B) y con un valor maximo
de 1000 m. El valor maximo de 1000 m. de profundidad se elige asi porque el movimiento
superficial del océano no se ve influido de modo esencial por lo que pueda ocurrir en aguas
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Figura 2.27: Atractor alcanzado por el esquema (2.18)-(2.19) suponiendo un océano plano con
profundidad constante de 1000 m.

profundas, de tal modo que incluir profundidades mayores s6lo complicaria mas la dinami-
ca de nuestras soluciones sin dar informacién relevante. En cambio, las variaciones que la
batimetria pueda presentar para aguas someras es muy relevante, tal y como veremos al
comparar las soluciones obtenidas para (a) y (b). Principalmente estudiaremos la dindmica
de las soluciones obtenidas con la profundidad (b), si bien, daremos solucién de un océano
plano con profundidad constante de 1000 m. a fin de estudiar la importancia de incluir la
batimetria en estudios de circulacién oceanica aplicados al Océano Atlantico Norte.

El mallado que utilizamos para el dominio €2 lo presentamos en la Figura 2.24, cuyas
caracteristicas estan descritas en la Tabla 2.5. Este mallado ha sido construido a fin de
que la separacion de la Corriente del Golfo y la Corriente del Labrador estén perfectamente
definidas, asi como la capa limite que necesariamente se formara en la costa oeste del dominio
Q. De esta forma, en estas regiones se refina el mallado hasta una distancia de nodos de unos 5
km., frente a los 20 km. que tomamos en el centro del dominio, donde la dinamica sera mucho
mas sencilla. Ademas, como se observa en la Figura 2.24, y con detalle en la Figura 2.25,
hemos refinado también hasta una distancia entre nodos de 5 km. en aquellas zonas donde la
batimetria presenta los gradientes mayores (y que corresponde aproximadamente a la linea
de nivel de 1000 m., Figura 2.23), pues grandes gradientes de la funcién H puede provocar
en algunos casos inestabilidades de tipo numérico por la falta de definicién de dicha funcion.

En cuanto a los esfuerzos de viento utilizados como funcién 7 en (2.16), tomaremos la
media de los esfuerzos de vientos mensuales reales calculados por Hellerman y Rosenstein,
[35], Figura 2.26. Si bien estamos suponiendo que los esfuerzos de viento que vamos a tomar
son estacionarios a lo largo del tiempo, ésta sera una buena aproximacién a la hora de
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A =5000

Figura 2.28: Atractores estacionarios obtenidos para las viscosidades indicadas.
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Figura 2.29: Detalle de los atractores estacionarios obtenidos para las viscosidades indicadas.
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calcular atractores en nuestro modelo, y a la vez simplicara las soluciones que obtengamos
pues no obtendremos periodos anuales provenientes del periodo anual de los esfuerzos de
viento reales.

Los pardametros v y p, de las ecuaciones (2.16), correspondientes a la friccién sobre el
fondo oceanico y a la densidad del agua del océano respectivamente, tomaran el valor de
v =10""s"1 y p, = 1024kg/m?>.

En todas las simulaciones que realizaremos, vamos a utilizar un paso temporal de At = 2
horas junto con los pardmetros de Coriolis de 3 = 1.7488 x 107 "Um~1s7t y fy = 0s71. El
valor de 3 estd calculado de acuerdo con la ecuacién (1.21) a una latitud de 40°N, por ser
esta latitud el centro del dominio. En cambio el valor de fy = 0 se elige a fin de evitar la
reduccion del paso temporal que origina en el esquema (2.18)-(2.19) teniendo un término de
Coriolis demasiando grande (esto es debido al tratamiento explicito del término de Coriolis,
que se comportaria como un autovalor imaginario puro en un problema lineal de EDO).
Si bien este valor de fy no es fisicamente correcto y habria que incluir el correspondiente
segin discutiamos en el Capitulo 1, ecuacién (1.21), si mantenemos toda la dindmica que el
término de Coriolis genera en el modelo, ya que es precisamente el valor de  (ctian grande
es el gradiente de la funcién f de Coriolis) el que influye en la capa limite que debe formarse
en la frontera oeste del dominio en todo este tipo de modelos. En algunos otros modelos, el

término fy también puede considerarse un multiplicador de Lagrange y suponer que es cero,
ver [45].

En primer lugar, y a fin de estudiar la importancia que pueda tener la batimetria en
la dinamica del océano, realizamos un experimento en las condiciones explicadas con ante-
rioridad y con la batimetria (a), dada por la funcién H = 1000. Es decir, suponemos que
el océano es plano y con profundidad constante de 1000 m. Utilizaremos una viscosidad
suficientemente grande a fin de obtener un atractor estacionario, pues resultara mucho mas
sencillo de comparar con las soluciones donde consideremos la batimetria real del océano.
En concreto utilizaremos una viscosidad de Ay = 2000.

Como vemos en la Figura 2.27, la dindmica que obtenemos es esencialmente la misma
que se obtenia para el problema del rectangulo, Seccién 2.2, esto es, obtenemos una intensa
capa limite en la costa oeste del dominio que domina la dindmica global del sistema. Co-
mo podemos observar, al igual que en el problema del rectangulo, se forma una corriente
subtropical que compite con otra subpolar (Corriente del Golfo y Corriente del Labrador
respectivamente). En este caso, y a diferencia del problema del rectangulo, ambas corrientes
practicamente no interaccionan, formandose una linea de separacién de ambas corrientes
a una latitud aproximada de 50°N. Esta diferencia respecto al problema del rectdangulo se
debe principalmente al dominio irregular {2 que necesariamente describe la costa este del
continente americano. Esta frontera oeste de €2 hace que el vortice que genera la Corriente
del Golfo sea incapaz de subir méas alla de la latitud de 35°N y sobre todo, impide que el
vortice responsable de la Corriente del Labrador pueda progresar por debajo de la latitud
de 50°N.

En segundo lugar utilizaremos la profundidad (b) que describiamos al principio de la
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Figura 2.30: Tipo de atractores encontrados numéricamente y esquema de la realizacion de los
distintos experimentos (la flecha indica el atractor del que se inicié cada simulacién).

presente seccion, es decir, tomamos la profundidad real del océano, convenientemente filtrada
y con una profundidad méxima de 1000 m. (ver Apéndice B).

En las Figuras 2.28 y 2.29 podemos ver el atractor alcanzado para la misma viscosidad
que la utilizada con el experimento con profundidad constante, Ay = 2000. Una vez mas
podemos observar como la dinamica global de la solucién estd dominada por dos grandes
vortices correspondientes a la Corriente del Golfo y la Corriente del Labrador. En esta ocasién
podemos notar como ambos vértices no aparecen tan pegados a la frontera del dominio €2
(especialmente en el norte del dominio), debido principalmente a los bajos valores que la
funcion H posee en estas zonas. También debemos notar como la separaciéon de las corrientes
del golfo y del Labrador ha descendido hasta una latitud aproximada de 45°N. Esta diferencia
se debe principalmente a que en esa region existen nuevamente unos fondos marinos pocos
profundos (ver Figura 2.23), los llamados Bancos de Georges. Estos fondos ocednicos impiden
que las fuertes corrientes provenientes del sur sigan su camino hacia el norte, posibilitando
de esta manera el acceso de la Corriente del Labrador hasta esta regién. También podemos
observar un vortice secundario situado en la latitud de 40°N, cuya formacion se debe a que
la Corriente del Golfo es incapaz de proseguir su camino hacia el norte, tal y como hacia
cuando suponiamos que el fondo oceanico era plano. Si centramos ahora nuestra atencion en
el Golfo de México, observaremos como el efecto de la batimetria repercute en la pérdida de la
formacion de otro vortice secundario que dominaba esta region. Una vez mas, la batimetria,
con grandes regiones de aguas someras en esta region, repercute de forma fundamental en la
dindmica del sistema.
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Figura 2.31: Evolucién de la energia cinética E (t) dentro de los atractores encontrados para las
viscosidades de (a) Ay = 670, (b) Ay =650y (c) Ay = 640; y andlisis de Fourier, (d), (e) y (f).

Si bien la gran diferencia que hay que resaltar entre las soluciones obtenidas para las
dos funciones H consideradas por el modelo es la latitud a la que se produce la separacion
entre la Corriente del Golfo y la Corriente del Labrador, tenemos que notar que el modelo
que incluye la batimetria real de océano tampoco es capaz de dar una separacion de las dos
corrientes a la latitud correcta, situada por los oceandgrafos a 40° N aproximadamente. Esta
diferencia puede deberse a varias razones:

(1) el modelo es bidimensional y, si bien es capaz de introducir en la dindamica de las solu-
ciones los efectos de la batimetria, ésto no es suficiente y los efectos de la tridimensionalidad
del modelo deberia ser considerada para obtener soluciones mas realistas,

(ii) el modelo utiliza la aproximacién del plano 3, lo que nos lleva necesariamente a no
poder utilizar dominios excesivamente grandes, lo que en nuestro caso ha impedido bajar
mas alla de la latitud de 15°/N. Esto lleva a perder una parte importante de la dindmica del
océano, pues si bien no es esencial para explicar la dindmica de la corriente del golfo, si que
es importante, pues de latitudes inferiores (América del Sur), proceden aguas que originan
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Figura 2.32: Evolucién de la energia cinética F (t) para los atractores aperiédicos encontrados para
las viscosidades de (a) Ay = 630, (b) Ay =600, (c) Ag =550y (d) Ag = 400.

parte de la Corriente del Golfo, atravesando de sur a norte el Golfo de México, pero al oeste
de Cuba y La Espanola.

(iii) el modelo utiliza vientos estacionarios, cuando en realidad éstos poseen un periodo
anual que con toda seguridad harian variar la separaciéon de las dos corrientes, al menos
para ciertos periodos anuales (debido a que la latitud en la cual los vientos se mueven en
direccion este-oeste y oeste-este oscila de norte a sur segiin la temporada del ano en la que
nos encontremos).

Como ya hemos mencionado, estamos interesados en el estudio de las soluciones del mode-
lo (2.16) para la funciéon H describiendo la batimetria real. Para ello, realizaremos un estudio
exhaustivo de los atractores que el esquema numérico (2.18)-(2.19) es capaz de calcular para
los distintos valores del parametro Ay. La metodologia que utilizaremos sera exactamente
la misma que la utilizada en la Seccion 2.2.4. Es decir, empezaremos con un dato inicial de
océano en reposo para una viscosidad suficientemente grande. Una vez alcanzado el atractor
estacionario tomaremos éste como dato inicial e iniciaremos nuevas simulaciones con visco-
sidades mayores y menores hasta localizar las bifurcaciones correspondientes a este modelo.
En la Figura 2.30 mostramos el esquema seguido para el calculo numérico de todos estos
atractores, asi como la clase de atractor obtenido para cada valor de la viscosidad horizontal
Ap; en total acumulamos méas de 58 anos de integracién numérica.
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Figura 2.33: Atractores periddicos y cuasi-periédicos obtenidos para las viscosidades indicadas. Se
muestra la solucion para T'D maéaximo.
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Figura 2.34: Detalle de los atractores aperiédicos obtenidos para las viscosidades indicadas.
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De esta forma, tal y como se observa en la Figura 2.30, para viscosidades superiores a
Ap = 675+5 el esquema (2.18)-(2.19) nos lleva a atractores estacionarios. En la Figura 2.28
podemos ver como evolucionan éstos a medida que la viscosidad va disminuyendo. En concre-
to, podemos observar como estas soluciones practicamente no presentan diferencias salvo en
la zona occidental del dominio. En esta zona, podemos comprobar, como ya comentabamos,
como se forma una intensa capa limite en practicamente toda la frontera oeste del dominio,
con especial intensidad en la zona sur, cerca de lo que seria Florida y subiendo hasta casi
la latitud de Nueva York. Si observamos las diferencias en esta region para las distintas
viscosidades (ver también Figura 2.29), podemos comprobar como esta capa limite se hace
mas intensa a medida que la viscosidad disminuye. Ademas, podemos notar la formacién
de un vértice muy intenso sobre la latitud de 40°N (aproximadamente Nueva York) que se
intensifica para viscosidades pequenas, e incluso presenta un vortice secundario cerca de lo
que seria el punto de bifurcacion, correspondiente en este caso a Ay = 675 +5. La otra gran
zona conflictiva para la dindmica del modelo, los bancos de Georges, presentan también un
comportamiento similar, es decir, a medida que la viscosidad se reduce, empiezan a aparecer
mas vortices.

Para viscosidades inferiores a Ay = 675 £ 5 empezamos a obtener atractores de tipo
periédico tal y como podemos ver en la Figura 2.31, donde mostramos la evolucién de la
energia cinética del sistema, esta vez definida por

E (1) —/((Hu)2+(Hv)2) (2.20)

Q

La dinamica es esencialmente la misma que la obtenida para los atractores de tipo esta-
cionario. En esta ocasién los vortices que comentabamos se iban formando a medida que la
viscosidad iba reduciéndose, empiezan a interactuar formando soluciones periddicas. En la
Figura 2.33 mostramos una instantdnea dentro de estos atractores periédicos cuando la fun-
cién T'D alcanza su méximo dentro del atractor periddico (recordemos que T'D esté definido
por (2.13), donde ahora la funcién v verifica

Aty = rot (Hu)

9
pr— 0 = —
Yion o |oa
pues tomamos
Hu = —a—w
dy
o=
Oz

y que estd bien definido por la condicién de divergencia nula sobre Hi, es decir, div (Hu) = 0).
Debido a que el vértice tropical es mas intenso que el subtropical, T'"D < 0 para todas estas
soluciones que estamos calculando. Por tanto, si mostramos la solucién dentro del atractor
cuando T'D es maximo, estamos mostrando cuando la interaccién entre ambas corrientes es
mayor. Sin embargo, como podemos observar en la Figura 2.33 éstas soluciones no difieren
demasiado de los atractores estacionarios para viscosidades cercanas al punto de bifurcacién
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(ver Figura 2.29), y ademés la amplitud de estas soluciones periddicas es muy pequena, lo
que lleva a que la interaccién entre los vortices que originan estas soluciones periddicas, sea
minima. Es decir, si bien estamos obteniendo atractores periddicos, éstos no hacen que la
dinamica varie de forma notable.

Para Ay = 64343 volvemos a localizar un nuevo punto critico. En esta ocasién los atrac-
tores se vuelven de tipo cuasi-periddicos (ver Figura 2.31), es decir, tenemos dos frecuencias
inconmensurables. Una vez mas la dindmica global de los atractores vuelve a ser esencial-
mente la misma, Figura 2.33, y las amplitudes de los peridos de estos atractores vuelve a ser
muy pequena.

A partir de la viscosidad Ay = 638 + 2 los atractores obtenidos son de tipo aperiédico,
Figura 2.32. Como podemos ver en la Figura 2.34 en esta ocasién la dindmica si empieza
a mostrar soluciones sensiblemente diferentes, especialmente para viscosidades muy bajas.
Como podemos observar, para estos atractores la interaccion de todos los vortices empieza a
afectar la dinamica de las soluciones de un modo mucho mas significativo, llegando incluso
a variar la linea de separacién entre la Corriente del Golfo y la Corriente del Labrador a
latitudes algo més realistas en ciertos instantes dentro de estos atractores (ver Figura 2.34
para la viscosidad de Ay = 400).

Si bien de todas las soluciones que hemos presentado a lo largo de esta seccién las mas
realistas son aquellas que proceden de atractores aperiédicos, en el siguiente capitulo nos
centraremos en la deteccién y seguimiento de las soluciones periddicas y cuasi-peridédicas
que hemos obtenido. La técnica que emplearemos no permite ir mas alld en el estudio de
bifurcacién con cierta exactitud, sin embargo si la utilizaremos para al menos, cuantificar
cuando se producira el punto de bifurcacién que lleva a soluciones de tipo aperiddicas.
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Capitulo 3

Funciones Ortogonales Empiricas

Numerosas son las aplicaciones en las que el método de las Funciones Ortogonales Empiri-
cas, FOE (EOF, Empirical Orthogonal Functions, 6 POD, Proper Orthogonal Decomposition,
en su acepcién en inglés) o expansiones de Karhunen-Loeve, es utilizado. Sus aplicaciones
van desde el reconocimiento de patrones (p.e. [30]), pasando por reconstruccion de imagenes,
caracterizacién de atractores periédicos en sistemas dindmicos [9], [24], [37] (especialmente
en las ecuaciones de Navier-Stokes), estudios parciales de sistemas cadticos [30], [17], [9] (por
ejemplo, en fluidos turbulentos), hasta, mas recientemente, estudios de bifurcacién [19], [39],

[10], [9].

Esencialmente el método FOE realiza un analisis probabilistico de una serie de imagenes
con el fin de obtener un nimero reducido de imagenes que caracterice el conjunto completo.
Mateméticamente se consigue demostrar que esta técnica ofrece la mejor representacion
posible (en cierto sentido matemdtico) con el minimo nimero de imégenes que caracterice
el conjunto de origen.

Como veremos en el desarrollo de este capitulo, definir matematicamente el sentido de
la mejor representacion a la que nos referiamos antes, nos permitira abordar los diversos
problemas que este método es capaz de plantear. En concreto, en nuestro caso, pretendemos
abordar dos problemas. Por un lado, nos proponemos dar una caracterizacién de los atracto-
res (principalmente los periddicos) que presenta el sistema dindmico que venimos trabajando
en esta memoria. Para ello, y tal como veremos con detalle en lo que sigue, utilizaremos vec-
tores de L* (Q) definidos por los instantes temporales de las soluciones periédicas del modelo,
como las imagenes que debemos analizar mediante el método FOE (y también estudiaremos
una sofisticaciéon equivalente de esta técnica, que fue sugerida por Sirovich en [62], y que
ahorra una gran cantidad de tiempo de célculo). Esto nos llevara a un espacio de dimensién
finita en el que estara contenido el atractor que estemos estudiando, lo que nos permitira dar
estimaciones de la dimensién de los atractores que presente el modelo.

Por otro lado, nos interesaremos en el estudio cualitativo de bifurcacion del modelo.
Para ello, la idea serd utilizar esta técnica para extraer una base que caracterice (o que
contenga) de un modo global los atractores en un rango del parametro de bifurcacién (en
nuestro caso, como venimos diciendo, la viscosidad Ag). Existen numerosos trabajos que
intentan aplicar el método FOE para el estudio de bifurcaciones de un modelo en concreto
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[10], [9], [30] (o algunas mejoras como el método p-POD [19], o una generalizacién de este,
SPOD [39]), si bien, la mayoria de ellas suelen intentar resolver un aspecto muy concreto del
modelo (en general, calcular la primera bifurcaciéon de Hopf, o seguir una rama de estados
estacionarios). En general, estos trabajos muestran que con el conocimiento del atractor
(en general periédico) para un valor concreto del pardmetro de bifurcacién, no se puede
extrapolar esta informacién a otro valor del pardmetro de bifurcacién [24] (en especial, si
distan mucho estos dos valores), y por tanto, para un buen calculo del punto de bifurcacion,
se necesita que dicho punto no se encuentre excesivamente lejos del atractor que hayamos
elegido [39].

En este capitulo intentaremos dar una solucién de un modo mas global al problema de
bifurcacion. Mostraremos como se puede estudiar este problema utilizando la mayor cantidad
de datos que dispongamos y como se puede realizar un seguimiento de las ramas de estados
estacionarios o periédicos (esencialmente, esto serd utilizar el método SPOD, introducido en
[39] que nosotros, a diferencia de este trabajo, emplearemos de un modo global para realizar
estudios no localizados en un pequeno rango del pardmetro de bifurcacién).

Para ello, durante este capitulo, introduciremos de un modo detallado y lo més general
posible, el método de las Funciones Ortogonales Empiricas, y explicaremos cémo se aplica a
soluciones periddicas. Después, generalizaremos el método p-POD y SPOD para el estudio
global del diagrama de bifurcacion y lo aplicaremos al modelo de circulaciéon del océano que
venimos planteando a lo largo de este trabajo.

3.1. Descripcién del método

El método de las Funciones Ortogonales Empiricas ha sido desarrollado por varios autores
englobado en diversos campos de la matematica: dentro del contesto de la probablidad [46];
dentro del contesto de la mecédnica de fluidos [36], [24], [62]; dentro del contesto del anélisis
numérico [43], [42], [48];... En [12] y [9] se da un pequeno enfoque de como ha ido surgiendo y
evolucionando este método y de sus precursores. Nosotros trataremos de describir el método
desde el punto de vista del andlisis funcional con toda la generalidad que nos sea posible,
de tal forma que después podamos utilizar los resultados principales sin ningtin esfuerzo
adicional.

Asi, vamos a empezar eligiendo nuestro marco matematico que serd el que se seguira a
lo largo de todo el capitulo:

Sean H, X dos espacios de Hilbert (los cuales debemos pensar como si fueran L? (),
H'(Q), ...) con producto escalar asociado (-, -),; v (-, -) x respectivamente; sea I un conjunto
cualquiera (en general serd un intervalo, o bien I = {1,2,..., M}, para M € N) y sean
J ={1,2,..,dimH} y N € N. Denotamos por (-) una operacién de media asociada al
conjunto I, en concreto supondremos que

(VL' (1) — R (3.1)
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es una funcién lineal y continua, es decir, supondremos que 3C' > 0 tal que
U< Ol Ve L) (3.2)
Ademas supondremos que se cumple la siguiente hipétesis:
sifel?(NY y (fAY=0=f=0 (3.3)

De (3.1)-(3.3) podemos definir ficilmente un producto escalar en L? (I)", que denotare-
mos por (-, '>L2(I)N, de la siguiente forma:
(Ve PN x 2D — R
(f.9) — (/-9

Se comprueba facilmente que (-, -) ;- (N s un producto escalar y por tanto, podemos aso-
ciarle una norma, (-);2p~. En lo que sigue notaremos por (-, -)p2yyn ¥ ||| 2y~ al producto

(3.4)

escalar y la norma, respectivamente, usual de L* (1 )N.
Observaciéon 3.1 De (3.2) se deduce facilmente que

Ny S ClflGgy Ve P (DY

Supongamos que tenemos un muestreo u que queremos analizar a fin de describir sus
caracteristicas comunes mas importantes. Matematicamente, y siguiendo con la notacién
que estamos introduciendo, esto nos llevard a suponer que u € L? (] - HN ) Fijémonos que
en realidad lo que queremos analizar es un conjunto contenido en HY é H, pues la funcién
u podriamos verla como un conjunto {u;},.; C H N Veremos en lo que sigue que suponer
u € L? (I cHN ) no es mas que una hipdtesis que nos exigira la teoria que desarrollaremos
en lo que sigue, y como veremos en los casos a los que aplicaremos todo este desarrollo, no
serd restrictivo.

Para el andlisis de u vamos a definir el operador T': H — H verificando que

(Th, )y = (), D)y » (W), ) ) papyy Vo€ H (3:5)

y cuya importancia quedara clara a lo largo de la presente seccién.

Observacién 3.2 Dado que u € L? (I; HN), tendremos que para cadat € I, u(t) € HY, es
decir, tendremos que u (t) = (u1 (t),...,un (t)), conu; (t) € H. Por tanto, (u(t),¢),; € RY,
ya que (u(t), @), denota

(w(t),8)yr = (), 8)g - (un(),8)) € RN Wi eT

De esta forma, en (3.5) tenemos definida la aplicacion
Pou: I — RY
t o (u(t), )y

En el siguiente lema veremos que el operador T definido en (3.5) estd bien definido como
consecuencia de que la funcion Pyu, definida en (3.6), estd en el espacio L* (I)".

(3.6)
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Lema 3.3 En estas hipotesis, se verifica que T : H — H esta bien definido y ademas es
lineal y continuo.

Demostraciéon. Veamos en primer lugar que T estd bien definido. Para ello, dado ¢ € H
probemos que Pyu definida en (3.6) pertene a L? (I)N:

N
| Poe ()12 = 1), D)7y = D i), @) l72s) <
=1
N
< S )l 180 a3
=1

N N
2 2
=118l D MO lza gy = 1611 D Nl T2z =
i=1 1=1
2
= @l g Nullza vy < o0
lo que implica que la funcién Pyu € L* (I )N para cualesquier ¢ € H.

Sea {e;},.; una base ortonormal de H. Entonces, si ¢ € H,

To=> (T e;)e

jeJ

y como

IN

S 1To, el =S ((ult), 6)y , (u(t), €)1V oa v

jedJ jeJ

< Z L2 N< €j>H>iQ(1)N -

JjEJ
72> () e)y)” <
jeJ
<c? [ (u( H||L2 N Z H j)HHiZ(I)N =
jeJ
N 2
<c? 9] & HuHiQ(l;HN) Z Z H(ul(t), ej)H||L2(1) -
i=1 jeJ
=C? ||¢HH||“”L2 IHN)Z Z 61)2 =
=1 || jeJ

L}(1)

N
2 2 2
= C2 @l Ml oy Y Ml @)1 l] s gy = C* Nl Nl oz < 00

entonces T'¢ € H, es decir, T esta bien definido.
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Ademas, si o, 3 € Ry ¢y,0, € H,
(T (agy + Boy) ,0) i = ((u(t), ady + Ba) gy, (u(t), @) ) oy =
= (e (u(t), 1) g + B (ult), d3) ), (w(t), @) pr) g2y =
= o ((u(t), d1) gy (W(t), ©) ) pagryny + B {(lt), @o) > (wlt), 0) ) oy =

=a(Tey, o)y + B(Toy, o)y = (T d; + BT s, )y
para cada ¢ € H, es decir, T' es lineal.
Como ademas tenemos que
1/2
1Tl = (Z (T'p, ej)|2> < Cllull o grzamy 01l
j€J
entonces, T es un operador continuo de H en H, con lo que queda probado el lema. m

Observaciéon 3.4 Con esta definicion del operador T, es fdcil comprobar que

T¢ € span {u; (t)} Voec H

. H +
ya que si @ € | span{u; (1)} ier , entonces,
N

i=1,...,

(Th, 0) i = ((u(t), @) » (u(t), SO)H>L2(I)N =0
Lema 3.5 El operador T' es compacto, autoadjunto y positivo

Demostracién. Trivialmente tenemos que 7' es autoadjunto y positivo (por la propia
definicién). Asi, sélo falta probar que T es compacto. Para ello, tomamos una sucesién
{ur}, oy C L*(I; HY) tal que u™ — w en L*(I; HY) y tal que dim (span {u"(t)},.;) < oo

n—oo
vn € N.

Sea ahora T,, : H — H definido por

(T, 0 = (nlt), D (). D)) oy Vo0 € H

Por la Observacién 3.4 tendremos que

H

T.(H) C span {uf (t)} rer
i=1,..,N

es decir, T, es un operador de rango finito. Por tanto, para probar que T es compacto, basta
con que demostremos que T,, — T en L(H; H).
n—oo
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Asi, sea ¢, € H, entonces,

W <(U(t 7¢)H ’ (u(t)7¢>H>L2([)N +
) Ot (8- 2 10) gy — (00, O (W(E)s ) ) o =

Como tenemos que
((W(£), @) gy (" (t) = uld), ©) ) pagry | < (W (8), @) gr) pagpyy (W) = wlt), ©) ) g2y <
< O™ (), @) g ll oy 1w (@) = u(@), @) g ll oy <

< Clloll g el 1™l oy lu™ = ull g2 v

y analogamente,

(" () = u(t), @), (W), L)) p2pyn | < OOl g ol g Null 2oy 10" = wll 2wy

entonces, tomando ¢, con ||¢||; <1y ¢ = (T, —T) ¢ en (3.7), tendremos que

2 n n
(T =T) ol < ClIoll g [(Tn = T) @l lu" = ull 2 gy (Hu I z2rmvy + HuHLQ(I;HN)> <
<O =T) 9l llu" — UHL?(I;HN) (Hun||L2(I;HN) + HUHL2(1;HN)>

es decir,
(T, = T) ||y < Cllu” — “”LZ(I;HN) (Hun”L?(I;HN) + HUHL2(I;HN)>

que claramente converge a cero para cualquier ¢ en la bola unidad de H y uniformente en
la bola unidad de este espacio.

Por tanto, T, — T en L(H; H) y como T,, es de rango finito para todo n € N, entonces

n—oo

T es compacto. m

Observacién 3.6 Dado v € L? ([; HN), siu € L? ([; HN) es una aproximacion de u, la
forma natural de medir el error que cometemos al hacer esta aproximacion vendria dada
mediante |[u — Ul| 2 ;. gy, 0 bien, de un modo mds general, utilizando la norma definida por
(5.4) en L* ()",
(lu(®) = w@)ll ) 2
En nuestro caso, utilizaremos esta ultima expresion para medir las aprorimaciones a u

y nuestro objetivo va a ser minimizar esta cantidad para u en algun espacio de dimension
M €N (obsérvese que (-) 2 ;. yny podria ser ezactamente la misma que ||| 2y )-
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3.1.1. Eleccién de la base mas energética

Nuestro objetivo es caracterizar el conjunto de datos o muestreo, contenido en
{u(t)}ser € HY, del modo méas energético posible, es decir, pretendemos encontrar una
base ortonormal {gbj }ies € H de tal modo que los primeros M elementos de dicha base nos
den la mejor descripcion del muestreo u que tenemos, que cualquier otra base ortonormal de
dimension M del espacio H, y esto para cualquier M € J.

De esta forma, buscamos elementos ¢ € H tales que

<@a%@ﬁpmw_m/<WG%wﬁmmN
ol i el &

o lo que es lo mismo, buscamos elementos ¢ € H, con ||¢||,; = 1, tales que

(W (t), 0)p) pagrys = mdx ((u(t), 9) ) oy

pEH
llell g=1

, ;. . . 2
(obsérvese que estamos buscando mdximos relativos del funcional ¢ — ((u (t) ) )2
en la esfera unidad de H, es decir, buscamos las direcciones que mas se aproximen al con-

junto {u;(t)} ter C H de un modo estadistico que medimos mediante el producto escalar
i=1,..,N

() '>L2(I)N)'
Esto nos sugiere el siguiente funcional sobre todo el espacio H,

J)\i H — R
o (), @) ey — Allel

para valores A € R, y buscamos puntos criticos de este funcional para ciertos valores de A,
es decir, buscamos (A, ¢) € R x H tal que

D6+ he) = H(9)
h—0+ h

=0 VoeH (3.9)

(los pares (A, ¢) € R x H que verifiquen la expresién (3.9), verificardn necesariamente la
expresion (3.8)).

Proposicion 3.7 En las anteriores hipotesis, 3 {()\j, qu) }jeJ C Rt x H tal que ¢; es punto
critico de J, Vi e J, y tales que {¢j}j€J es una base ortonormal de H.

Demostracion. Como T : H — H es un operador compacto y autoadjunto en un
espacio de Hilbert, entonces existe una base ortonormal {gbj }je ; integrada por autovectores,
es decir, tales que

To, =N, Vil

Ademsds, como T' es autoadjunto, se tiene que A; € R Vj € J, y puesto que T es
positivo, entonces A\; > 0 Vj € J (recordemos que como T es autoadjunto, entonces
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o(T) C [a,b], para a = 1r€11f{ (T, o)y y b= sup (Ty,¢)y ). En lo que sigue, siem-
¥ @pEH
llell g=1 llell =1

pre supondremos que estos autovalores estan ordenados de mayor a menor, es decir, que
Aj = Ajw1 Vjed

Asi, sélo tenemos que probar que ¢; es punto critico de Jy, Vs € J. Para ello, dado
7 € J, tenemos que

Tgbj:)\j(bj<:’> (T(b]agp)]-[: ()\jqﬁj’gp)H V¢EH<:>
(3.10)
= ((u(t) ;) g, Wt), D)) papyv = Nidjo9)y, Vo€ H

Por otro lado, dado ¢, € H, y dado h € RT, tenemos que

In(@+ he) = Ii(9) =
= {(ul), 6+ ho) 2y — M6+ hipllly = ({(ul0), ) )2 — M6 =

= <(u<t)7 d))H + h(u<t)7 @)H>12(1)N -
=X (165 + 2 llelly; +2h (6, 0)1) = ({(@(8), 8) oy = Mol ) =

= <(U(t)a ¢)H>i2(I)N + h? ((u(t), @)H>22(1)N +2h ((u(t), ¢)H ) (u(t), SO)H>L2(1)N
=X (1613 + 52 llellyy + 2 (6, 0)r) = ({(@l8); 8) Vi = Aol ) =

= h? {(u(t), <P>H>i2(I)N +

2k ((u(t), B) 1+ (wt), @) ) pagpyy — A (02 0l + 20 (6, 0) ) =

= 12 (((ul0). )2y — Mllly) +
+2h <<( (t)7¢)H>(U(t)7S0)H>L2 (¢’ ) >

Por tanto,
i @ H ) = IA(@) _
h—0F h
= Jlim h (((u®). @)y — HsouH) (311)

+2( (u(t) (t),w)Hh W= A, @H) =
= 2((u(t), ®)y , (ult), ) ) —2X (¢, )H

Luego, por (3.10) y (3.11), tenemos que

1§ J)\j (¢g + hg@) - J/\j (¢j)
1m
h—0+ h

=0 Vjield Yoe H

[ ]

Con esta proposiéon queda probado que podemos construir una base ortonormal en H que
nos dé una buena caracterizacién de los datos que tenemos. Pero veamos en qué sentido esta
caracterizacion es buena, y veamos que ademas ésta es la mejor base que se puede elegir.
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Observacién 3.8 Observemos en primer lugar que \; = <(u(t), ¢j)H>i2(1)N VjeJ:

<(u(t)’¢j)H>i2(I)N = (T65,0;) yy = (N6 85) yy = N (65:05) y =& Vi€

y de un modo mds general, si a;(t) = (u(t) gbj)H Vj e JVt € 1, {aj}jeK c L? (I)N
N

forma un congunto ortogonal en el espacio L*> (I)"™ para el producto escalar (-, ->L2(I)N, pues
(a;(t), a; (t»LZ(I)N = <(u(t)> Di)r s <u<t)7 ¢j)H>L2(I)N = (T¢i7 ¢])H = A (wa ¢J)H = Ailij

Proposicién 3.9 Sea {@/)j}jeJ C H wuna base ortonormal de H y sea {¢j}jeJ C H la base
ortonormal obtenida en la Proposicion 3.7. Sea m € J, sean

a;(t) = (u(t),gbj)H e RN

bi(t) = (u(t), ¥;), € RY VieJvVtel

Yy sean -
wn(t) = 3 0;(t)s,
(1) = 3 b0

Entonces, se tiene que

([u) =™ Ol ) 2y < (lu@) = @™ (Ol g) g2y

Demostracion. En primer lugar, observemos que

u(t) =Y a;(t); = > bi(t)y, (3.12)

Por otro lado,
(lu(t) =™ (Ol ) 22y = alt) = u™ Ol ) = @ (@)l ) oy = ) =™ Ol)
= <<Z aj<t>¢j,Zaj(t)¢j> > = Z (ai(t) - a;(1)) (1, 0;) ,; =
S 0 = 3 (08 g~

y del mismo modo,

(lult) =™ )5 ) = > Bit) b)) (i), = > (Ibs (1)

i,j>m i>m

Ademas, como T es un operador autoadjunto, tenemos que

DAz T e Q") = Y (Ihy(0)) (313)
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siendo Q™ : H — span {10 } -re
por ejemplo, Observacion 1.3 de la Secmo’n V.1.2 de [65]).

la proyeccién ortogonal y T'r la funcién traza (ver,

Ademas, por (3.12) tenemos que
2
DA =2 {Ib®F) (3.14)
jeJ jeJ
Por tanto, de (3.13) y (3.14) se deduce que
2N < (bOF
j>m ji>m
que es lo que queriamos probar. m
Observacién 3.10 Si dim (span {u (t)}tel) =k < 00, entonces \; =0 Vj >k pues, por la
Observacion 3.4 y la Proposicion 3.7, ¢; € span{u (t)},.; Vj € J. Ademds, trivialmente se
tiene que span {u (t)},.; = span {¢j}1§jgk'
Observacién 3.11 La Observacion 3.10 junto con la Proposicion 3.9 nos va a sugerir una
forma de cuantificar si el conjunto {u (t)},.; C H estd contenido en un subespacio afin
de dimension finita (o casi contenido), debido al decrecimiento de los autovalores \,. Como
{u(t)},e; siempre viene caracterizado por las primeras autofunciones de T, la forma de

cuantificar qué cantidad de {u (t)},.; estd contenido en un subespacio de dimension finita
pasard por calcular

<||U <t>||HN>L2(I)N
|

b
(lw (Ol gz 2y _JEZJAJ'

Usualmente se llama energia a la cantidad E (m) (estando esta cantidad normalizada),
y se suele considerar que la proyeccion u™ estd contenida en un subespacio de dimension m
cuando E (m) > 0.9999, es decir, cuando u™ capta mds del 99.99 % de la energia de u.

En general, el tipo de funciones a las que se aplica esta metodologia son aplicaciones
u e C ((O,T) x Q; RM > provenientes de la resolucién de un problema dinamico, donde

w:(0,7) — X, con X un espacio de Hilbert, como ya definimos con anterioridad. La idea
es hacer una separacién de variables, es decir, escribir u de la forma

w; (t,x) = Za (x) Vte (0,7),Vee QVi=1,...,M

jEN
donde af : (0,7 —>]Ry<;§;:Q—>R.

Sin embargo, si realizamos esta separacion de variables, estamos tratando cada funcion
u; como si su dindamica fuera independiente de u, lo que en general no es cierto. Por esto,
suele ser conveniente hacer una separacion de variables un poco mas global:

r) = a; (1) ¢, (z)

JEN
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donde ahora tendremos a; : (0,7) — RM y ¢, : @ — R o bien a; : (0,7) — Ry
¢j:Q—>]RM.

Debido a que nuestro principal objetivo es el estudio de la dindmica en un espacio de
dimensioén finita del sistema dindmico en cuestién, resulta conveniente elegir a; : (0,7) — R
y ¢ — RM . Ademdés, eligiendo esta separacion de variables, el método de las Funciones

Ortogonales Empiricas nos calculard una base en un espacio del tipo L2 (Q)" (6 H' ()",
6C (Q; RM ) ,...) que es mucho més apropiado para nuestros fines (por ejemplo, de esta forma
podremos dar estimaciones de las dimensiones de los atractores).

Esto, siguiendo con la notacién que venimos trabajando en el presente capitulo, significa
que la separacién de variables que queremos hacer consiste en tomar a; € L* (I )N y ¢, € H.

Asi, veamos como podemos elegir los espacios H e I (asi como N y (-)) para obtener una
base en algunos casos particulares.

Ejemplo 3.12 Sea Q C R™, con M € N. Supongamos que u € C ((O,T) X Q;RM> para
algiin T > 0. Si elegimos H = L*(Q)M, I =(0,T) y
(y: L'((0,7) — R

foe ()= /0f<t)dt

entonces, tendremos que u € C ((O,T) X Q;RM) CL? ((O,T) ;L2 (Q)M) = L*(I;H), don-
de, en este caso, N = 1. De esta forma, veamos como podemos calcular el operador T definido

en (3.5) (que por notacion, en este ejemplo llamaremos T1) y que ahora vendrd dado por el
operador Ty : L*(Q)M — L2(Q)M werificando

(T1¢7 w)LQ(Q)M = <(u(t)> ¢>L2(Q)M (U(t)a SO)L2(Q)M> V¢, p e LZ(Q)

donde de forma natural escribimos u(t) € L*(Q) tal que u(t)(z) = u(t, ) vt € (0,T).
Calculemos explicitamente quien es T} :

Tio ey = [ | [ult)-o@ds [ult.o) o () da | de =
0 Q Q
— [ [ it o) (e ) o)) dydadt =
0 OxQ

u(t, z) (u(t,y) - ¢(y)) dydxdt =

¢j(y)/Uj(ty)U(t,x)dtdydx =
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:Q/ Q/é¢j(y)kj<m’y)dy ' /¢ e L2(Q)

donde kj(x,y) = /0 w;(t,y)u(t,z)dt y K (x,y) = (k1 (z,y),....km (z,y)) € My (R)

para cualesquiera x,y € €.

Es decir,
(T1o) ( / K(z,y) (3.15)
De esta forma, para calcular las funciones ¢ € L2(Q)M que mazimizan la expresion (3.8)
no tenemos mds que calcular los autovectores del operador Ty dado por la expresion (3.15).

Veamos un segundo ejemplo de como construir una base de estas caracteristicas eligiendo
los espacios de forma diferente.

Ejemplo 3.13 Sea Q C RM, con M € N. Iqual que antes, tomamosu € C ((O, T) x Q; ]RM>.
Elijamos ahora I = Q, H = L*((0,T)), N=M y

() L)

— R
foe = /Qf(fv)dfv

Como en el Ejemplo 3.12 tendremos que la funcion u € C((O,T) X Q;RM) C

L? (Q; L? ((O,T))M> = L* (I; HY). Una vez mds estamos en las hipdtesis generales en las

que hemos venimos trabajando y por tanto podemos calcular el operador T, que ahora llama-
remos Ty y que vendrd dado por el operador Ty : L*((0,T)) — L*((0,T)) verificando

(T2a7 b)L2((07T)) = <(U(, JZ), CL)LZ((QT)) ) (U’() IL‘), b)LQ((O,T))> V(I, be L2((07 T))

Veamos entonces quién es Ty explicitamente:

(Tza,b) L2((0,T))

1/
"/

\
\ﬂ

ult /T u(s, 2)b(s)dsdz =

(u(s,z)b(s)) dtdsdx =

O\ﬂ 9
o\’ﬂ <)

a(t)b(s) (u(t,x) - u(s, x)) dtdsdx =

St~

Z
/

b(s)/Ta(t)/u(t,x)~u(s,x)dxdtds =
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:/M@/@@K@@ﬁ¢: !ﬁ®K@J%bLMM»

con K(t,s) = /Q u(t, x) - u(s, x)dx.

Es decir,

(Tha) (s) = /a(t)K(t, s)dt

Por tanto, igual que antes, para calcular los elementos b € L* ((0,T)) que mazimicen la
expresion (3.8) tenemos que calcular los autovectores de Ts.

Pero, como veniamos diciendo, lo que nos interesa es construir una base ortonormal en
L2 )M, Asi, si {(ny, bj)}jeN C Rx L*((0,T)) son tales que Tb; = y1;b; Vj € N y toma-

mos cada b; tal que ||ij2LQ((O7T)) = u;' Vu; # 0, entonces nuestra base serd

{%}jeN c L2 ()Y tal que
ult,z) = > bi(t);(x) (3.16)
jeN

es decir, tendremos que

¢;(x) = (u(t, ), b;(t)) 1201y
Su tuvieramos p; = 0 para algin j € N, o lo que el lo mismo, bi(t) Lrzoryult, z)
Vz € (1, tendriamos que ¢; = 0 tal y como hemos definido ¢;. En este caso, tomaremos los
¢; correspondientes a los autovalores nulos de tal forma que nos completen la base ortogonal

que estamos construyendo en L* (Q)M.

gzﬁ-} es una base ortonormal en L? (), pues, dados i, j tales que
jEN

Ast, tendremos que { ]

s g # 0,

965 = (90, = (Wt 2), b)) oy * (lt 2), b5(8)) 2oy ) =
Q
= (T, bj)Lz((o,T)) = p; (bi, bj)L?((o,T)) = il = 0

y por construccion, el resto de ¢; son ortonormales.

En estos dos ejemplos hemos visto que si u € C' <(0, T) x Q;RM ) y queremos construir

M . . . ,
una base en L? ()™ que nos caracterice u, lo podemos hacer de dos formas distintas segtin
elijamos nuestros espacios H e I. La pregunta natural ahora es: jla base que se obtiene es
la misma con los dos métodos? Veamos que, efectivamente, las dos bases coinciden.
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Teorema 3.14 Sea {gzﬁj }jeN C L? (Q)M la base ortonormal obtenida en el Ejemplo 3.12 y sea
{%} c L? (Q)M la  base ortonormal obtenida en el Ejemplo 3.13. Sean
jEN

{aj}jeN ) {bj}jeN - L2 ((0, T)) tales que

a;(t) = (u(t), ¢j) L2((0,T))

~ ’ VjeN
ORI COR - ’
y sean {Aj};y {”j}jeN C R* tales que
2
Aj = ||aj||L2((o,T)) Vj €N

2
Ky = ||bj||L2((o,T))

Entonces, se verifica que

aj:bj
)\j:&j VJEN
¢j:¢j

Demostracion. Observemos, en primer lugar, que

Z A= / lu(t, z)|” dedt = Z,uj

geN Qx(0,T) jeN

Definamos para cada m € N,

U () =Y bi(t)e;(x)
Entonces, por la Proposicién 3.9 aplicada al Ejemplo 3.12 tenemos que

Z / lui(t, z) — u™ (t, )| dedt = Z)\ <Z / i (t, z) — a™ (t, )| dedt (3.17)

j>m =1

Lax(o,1) Qx(0,T)

y aplicada al Ejemplo 3.13
Z / lu;(t, 2) — ™ (t, )| dedt = Z,u]<z / i (t, 2) — ul (¢, )| dadt
=g lom) j>m Lax(o,7)

(3.18)
Por tanto, de (3.17) y (3.18) tenemos que

;=3 % VmeN

ji>m j>m
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y en particular

,uj:)‘j VjeN

Asi,
T T
(Tray) ( / /u (t,x) - u(s,x)drds —/ (t,x) / (s,z)dsdx =
0 Q 0
M T
:/u(t,x)- / ds | do =
Q J=1 0
= )\k/u (t,z) - ¢y (x) dx = Apay (1) = pyap (t)
Q
y por tanto

a, = by, Vke N

de lo que se deduce que _

Observaciéon 3.15 Observemos que, en realidad, la unicidad de los autovectores que hemos
construido es unica en cada subespacio (T — )\jl)fl {0}, es decir, si \; = \j, con i # j,
¢, ¢; € span {¢i, ¢j} y son ortonormales al resto de los ¢y.

Al aplicar todo esto a ejemplos concretos, normalmente debemos partir de unas soluciones
numéricas (o de datos procedentes de algun otro tipo de experimento), es decir, en general no

tendremos una funcion v € C' ((0, T) x ]RM>. En su lugar lo normal sera tener imdgenes

en instantes temporales concretos (es decir, discretos) y en muchas ocasiones dados sélo en
una coleccién discreta de puntos espaciales (pensemos por ejemplo en las soluciones que nos
devuelve un esquema de diferencias finitas o elementos finitos, o bien, en las observaciones
de algin experimento fisico). En cualquier caso podremos utilizar las construcciones de los
Ejemplos 3.12 y 3.13 realizando modificaciones naturales y eligiendo adecuadamente los
espacios funcionales I y H tal y como veremos a continuacion.

De esta forma, lo natural sera elegir espacios funcionales discretos que de alguna manera
sustituiran a los que hemos elegido en los Ejemplos 3.12 y 3.13. Asi, las integrales que en
estos ejemplos obteniamos pasaran a ser una multiplicacién del tipo Ay, donde =,y € R™
y A € Myum (R), siendo m el nimero de nodos de la discretizacién de € o el nimero de
iméagenes que estemos tomando, segin si queremos hacer una integral espacial o temporal
como las obtenidas en estos ejemplos.

Asi, si queremos aplicar alguno de estos ejemplos a los datos que tengamos, tenemos
que darnos cuenta que utilizando el Ejemplo 3.12 en su versién discreta, que en principio
seria el mas natural, tendremos que calcular los autovectores de una matriz cuadrada del
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orden del nimero de puntos espaciales. En cambio, utilizando el Ejemplo 3.13 en su versién
discreta, la matriz de la que tenemos que extraer los autovectores sera del orden del niimero
de tmagenes que queramos analizar. En general, en las aplicaciones se tiene que el niimero de
imdgenes sera mucho menor que el nimero de puntos espaciales. Esta pequena observacion,
que Sirovich noté en [62] y que se basa en el Teorema 3.14, hace que podamos utilizar
refinamientos en el dominio §2 en el que trabajemos sin que esto repercuta en el tiempo de
CPU para el posterior analisis FOE.

3.1.2. Desarrollo del sistema sobre la base elegida: la proyeccién
de Galerkin

Supongamos ahora que u : [0,7] — X es solucién de un sistema dindmico del tipo

donde F': [0,T] x X — X y up € X.

Nuestro objetivo es reducir la dindmica de los atractores de (3.19) a un subespacio vec-
torial de dimensién finita lo més pequeno posible. Sin embargo, los atractores suelen estar
contenidos en un subespacio afin. Por esto, suele ser conveniente hacer una traslacién del
sistema dindmico (3.19) a un punto de referencia @ contenido en el subespacio generado por
el atractor del sistema (3.19). La forma de elegir @ consiste en realizar algin tipo de promedio
al conjunto {u (t)},.; C X, donde I C [0,T] y corresponde a los instantes temporales en los
cuales la solucion se mueve dentro del atractor en cuestion.

De esta forma, si w (t) = u (t) — @, tendremos que w verifica

{ w' (t) = G (t,w(t)) (3.20)

w (0) = wy
donde de forma natural wy =up —uy G (t,w (t)) = F (t,w (t) + u).

Ahora, si {qu }j:172,---,m C X verifican que (gbi, gbj)H = 0,5, pretendemos encontrar una so-

lucion del sistema dindmico restringido al subespacio vectorial de X generado por { ¢j}

j=1,2,..m’
es decir, buscamos una funcién w™ : [0,T] — span {¢j}j:1 , . verificando
((wm)l (t) ) ¢k)X = (G (tv wm (t)) ) ¢k)X
, arak=1,2,....,m 3.21
L0y b o P 321

(ndtese que si w (t) C span {¢;} Vt, entonces w (t) = w™ (t)).

7j=1,2,....m

Como

w™(t) € span{g,} vVt e [0,T] =

j=1,2,..m

= 3{a; ()}, 1o t-0 wm(t):Zaj(t)¢j Vt € [0,T]

s Ly
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es decir, conocido {a; (¢)},_,, ,, tenemos caracterizada nuestra solucién w™ (). De esta
forma, si sustituimos en (3.21) tendremos

(@™ .0) = (% (Zamtwj),m) =<Zag<t>¢j,¢k> -

J=1 Jj=1 X

i (0) (¢, 01) x = ar (0)

g
=
©
T
>
|
VR
(]
£
=
S
<
=
~_—
>
Il
(]
Q

con lo que nuestro problema quedaria planteado de la forma:

{ Z;’: 27(5))) z ((io(fg:)z(t))  Ok)x , parak=1,2,....m (3.22)

Observacién 3.16 Hemos reducido un sistema dindmico sobre el espacio de Hilbert X (que
en general serd de dimension infinita) a un sistema dindmico de dimension finita, es decir,
nuestra solucion pasa por resolver una ecuacion diferencial ordinaria.

Observacién 3.17 FEsta construccion es la llamada proyeccion de Galerkin, muy utilizada a
la hora de resolver muchos problemas dindamicos, tanto tedricos (por ejemplo la demostracion
de las ecuaciones de Navier-Stokes, [64]), como prdcticos (en concreto para la utilizacion del

método FOE).

Observaciéon 3.18 Fuxiste también una sofisticacion del método de Galerkin: el método de
Galerkin no lineal. En algunos casos puede ser mds ventajoso que el método de Galerkin (li-
neal) debido a que la convergencia de este método suele ser mds rapida que el del método de
Galerkin (véase [48] y [49]). Sin embargo, no parece que este método ofrezca ventajas signi-
ficativas, ademds de complicar significativamente el andlisis de bifurcacion que realizaremos
mas adelante (véase [10] para algunos ejemplos prdcticos del método de Galerkin no-lineal),
por lo que nosotros obtaremos por el método de Galerkin (lineal) en todo el desarrollo de este
trabajo.

3.1.3. Un caso practico: el problema del obstaculo

Antes de empezar a analizar los resultados que hemos obtenido en el Capitulo 2, vamos
a aplicar, a modo de ejemplo, el método FOE a un problema sencillo. En concreto vamos a
estudiar el problema de un flujo bidimensional incompresible confinado en un canal periédico
que presenta un obstaculo cuadrangular en el centro de éste, Figura C.1, y que explicamos
con mas detalle en el Apéndice C.
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Asi, si definimos Q = (=5/2,5/2) x (=1,1)\ [-1/10,1/10] x [-1/10,1/10] (ver Figura
C.1), el problema que queremos resolver pasard por dar solucién a las ecuaciones de Navier-
Stokes con las apropiadas condiciones de contorno:

a_) —

8—;‘ i Vii—vAi=—-Vp+ [, enQx(0,7T)

divi = 0, en Q x (0,7) (3.23)
iijr, = 0

Ujr, = Ujr,

—

donde 092 = I'y U Ty UTy (ver Figura C.1), f = (2v,0), con v coeficiente de viscosidad

correspondiente a v = Te (siendo Re el nimero de Reynolds).
e

El esquema numérico utilizado para resolver las ecuaciones (3.23) se explica en el Apéndi-
ce C. También se muestran algunas soluciones para ciertos valores de la viscosidad v, asi como
los distintos tipos de atractores a los que converge el esquema numérico desarrollado para
distintos rangos del nimero de Reynolds, Figura C.3. Por ahora, nosotros analizaremos las
soluciones obtenidas para dos de estas viscosidades, correspondientes a los valores del nime-
ro de Reynolds de Re = 460 y 560. Para estas viscosidades los atractores a los que se llega
son soluciones periédicas. Si bien para viscosidades inferiores (Re > 600) las soluciones se
vuelven cuasi-periddicas y aperiddicas, por el momento estudiaremos estos dos casos sencillos
a modo de ejemplo.

Para aplicar el método de las Funciones Ortogonales Empiricas a nuestro sistema dinami-
co definido en (3.23) tenemos que darnos cuenta de que el espacio de Hilbert X en el que se
define el sistema dindmico sera

X={ve H () :divi=0, §ir, =0, tjr, = ir, } € L*(Q)”
y la funcién F' de (3.19) vendra dada, de forma natural, al despejar en (3.23).

Como estamos interesados en caracterizar las soluciones periddicas para las viscosidades
descritas anteriormente, debemos aplicar el método FOE a un subconjunto de X de la
forma {u (t)},.,, donde en nuestro caso, K vendrd dado por una discretizacion del tipo
K= {ti}izl,...,n para unos instantes temporales t; que estén dentro del atractor que queramos
caracterizar. Es decir, @ (t;) € X estard dentro del atractor que vayamos a caracterizar, para
cadat1=1,2,...,n.

Como ya comentamos en la Seccion 3.1.2, para aplicar el méto_gio de las Funciones Or-
togonales Empiricas haremos una traslaciéon sobre un eleLnento u € X contenido en el
subespacio afin del atractor. En nuestro caso utilizaremos w definido por

- 1
u=—>Y u(t
- ; (t:)
con lo que la funcién G vgr}dré dada de forma natural tras definir, como ya hicimos ante-
riormente, w (t) = 4 (t) — u . Por tanto, ahora el subconjunto al que aplicaremos la descom-
posicion dada por el método FOE sera:

{0 ()here = {0 (1)~ T} (3.24)

teK
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Para poder aplicar el método FOE a (3.24) s6lo nos queda fijar los espacios H e I asi como
la funcién media (-) y la constante N. Como ya comentamos en los ejemplos descritos en
la Seccion 3.1.1, lo éptimo desde el punto de vista computacional es utilizar los espacios
funcionales del tipo descritos en el Ejemplo 3.13 pues de esta forma no tendremos que
preocuparnos de la discretizacién espacial (mientras que para la temporal, como veremos a
continuacién, con muy pocos elementos tendremos una buena descripcién). Asi, para este
problema utilizamos

0= (R, [|]],)
I=0Q (3.25)
N =2
junto con
(v: @ — R
J f (3.26)
Q

La descripcion del célculo del operador 1" es analogo al descrito en el Ejemplo 3.13. La
unica diferencia que hay que notar es que la funciéon K (t,s) ahora vendra dada de forma
discreta, y por tanto tendremos una matriz K = ((kij))1<i,j<n , con k;; = K (t;,t;). Por tanto
el operador T, quedara de la forma

Tga Z kija;

con lo que el calculo de las autofunciones a € H = R"™ pasara por resolver los autovectores
de la matriz K, que calcularemos numéricamente mediante la funciéon eig del programa

MATLAB.

Una vez calculados los autovectores de la matriz K y la correspondiente base
{{b}} C L?(Q)? (ver Ejemplo 3.13), slo nos queda realizar la proyeccién de Galerkin.

=1,...,n

Para ello, ya que ahora tendremos

g g
u u

a" (t,x) = () + ™ (t, z) (3.27)

para algin m < n, si sustituimos (3.27) en (3.23) y multiplicamos escalarmente por ¢, en el
espacio L? (Q)?

aa’m 7 / e -m -m = =m ->m 7
(W’%)Lzmy:ak(w: (u VT +70 V" +a™ VT + @™ Vi ’¢k)L2(Q)2_

v wk) o= (T200) Lo+ (R L =
- Z dzyk’a'z + Z qmaz _I' Tk

(3.28)
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@ o

0.04
__0.116} = 0%
5 S
=0.112} g °
= =
0.108 ¢ >
. -0.04
s s t 10 15 0
m=2 oo
— m=2 — m=6
—m — slg
donde
dijk = - <¢z -V J? ¢k)L2(Q)2
:> — hd :> - e
Qi = — ( u - ngz + gbz Vi 7¢k)L2(Q)2 v <V¢Z7 V¢k> £2(Q)?
ﬁ ﬁ — —_ —
i < D @) 1o 12(0)?

Observacién 3.19 Ndtese que en (3.28) hemos utilizado que div ng = 0 para eliminar el
término de la presion (pues ¢, € span{w (1)}, C X).

Observacién 3.20 Todos los productos escalares en el espacio L* (Q)* (integrales sobre Q)
las calcularemos utilizando las matrices de masas y rigidez calculadas por el método de ele-
mentos finitos.

De esta forma, si denotamos D;, = ((dijk>)1§z‘,jgm € Mpsm (R), Qx = (qk1, - - -, @) € R™
ya(t)=(ai(t),...,an(t)), la ecuacién diferencial ordinaria que tenemos que resolver para
calcular @™ (y por tanto @) serd

dp(t)=a(t) Dy @(t)+Qu-a(t)+r, k=1,...,m

que resolveremos numéricamente empleando un Runge-Kutta de orden 4 con control sobre
el paso temporal empleando la implementaciéon ode/5 de MATLAB.
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@ o

0.1
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s
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— m=6 — m=6
— m=10 — m=10
— slg — slg

Figura 3.2: Simulacién FOE para Re = 560.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se muestran los resultados obtenidos por el método FOE para
las viscosidades comentadas anteriormente. En concreto se muestra el decrecimiento de los
autovalores obtenidos por el método FOE (los autovalores normalizados por la suma de
todos ellos, es decir, la energfa total, Figuras 3.1(c) y 3.2(c)) junto con la reconstruccién de
la solucién (la velocidad u y v) en el punto A = (1,0) para distintos valores de m (Figuras

3.1(a),(b) y 3.2(a),(b)).

Observemos en primer lugar el rapido decrecimiento de los autovalores en las Figuras
3.1(c) y 3.2(c). Esto indica la baja dimensién que poseen los atractores estudiados en estos
dos ejemplos (alrededor de 10) ya que si la dimensién fuera mayor, necesariamente tendriamos
ma&s autofunciones asociadas a autovalores mayores (Observaciones 3.10 y 3.11). En la Figura
3.3 podemos observar la energia acumulada para estas dos viscosidades, donde hemos definido

m 2
T L
j; i || ||L2(K;L2(Q)2) “ L2(K;L2(2)?) (3.29)
= n = -2 = —_ 2 :
i 10112 ;22 0 — _‘
j; j ( @?) U— T P (kir(ey)

También podemos observar como el decrecimiento de los autovalores para Re = 460
es mas rapido (6 1 — E(m) en la Figura 3.3), lo que indica que la dimensién del atractor
para Re = 460 es menor que para Re = 560 (usualmente se considera que la dimensién del
atractor es aquel m tal que E(m) > 0.9999, o equivalentemente, 1 — E(m) < 10~* -captamos
mas del 99.99 % de la energfa-).
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Figura 3.3: Comparacién del decrecimiento de los autovalores para las dos viscosidades (E(m)
definida en (3.29)).

En cuanto a la reconstruccion de las funciones u y v, podemos observar en las Figuras
3.1(a),(b) y 3.2(a),(b) como a medida que m aumenta la solucién 4™ se va aproximando mejor
a la soluciéon numérica que hemos calculado debido a que el espacio en el que proyectamos
mediante Galerkin se aproxima méds al subespacio que contiene a la solucién {u (t)},. -
Observamos también que para m = 6 y m = 10 la solucién casi coincide con la solucién
obtenida por elementos finitos, y que coincide con los valores para los cuales la energia
captada supera el 99.99 %.

3.1.4. Aplicacién del método FOE para el estudio de bifurcacién

Durante esta secciéon hemos venido desarrollando una teoria que nos permite dar una
buena caracterizacién de un conjunto cualquiera en un espacio de Hilbert. Nosotros aplica-
mos esta técnica para obtener una base de un espacio afin que contenga a un atractor de un
sistema dindamico concreto. Sin embargo, en muchos problemas practicos, es de interés obte-
ner una descripcion de los atractores de un sistema dinamico dependiente de un parametro,
es decir, un estudio de bifurcacion.

Por otro lado, también es conocido que en general distintos atractores (para distintos
valores de algun pardmetro) estan contenidos en espacios afines diferentes, y por tanto rea-
lizar la proyeccion de Galerkin sobre una base obtenida de un atractor para un determinado
valor de dicho parametro, no suele dar buenos resultados para otro atractor resultante de
otro valor distinto del pardmetro (ver [10] y [24] para un estudio numérico detallado).

Por esto, nuestro principal interés en esta seccion se centra en construir una base global
que presente una buena descripcion de un sistema dindmico dependiente de un parametro.
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Existen varios posibles métodos utilizados para este fin. En primer lugar, uno podria
pensar en juntar todos los datos que se tienen (provenientes de varios atractores del sistema
dindmico de estudio) en un conjunto al que aplicar el método FOE, y de aqui obtener una
base que dé una buena descripcién de dicho conjunto. Sin embargo existen varios problemas
al respecto. Por un lado una simple imagen (correspondiente, por ejemplo, a un estado
estacionario) no tendria el peso estadistico suficiente como para ser significativo frente a
un numero grande de imdgenes (provenientes, por ejemplo, de un atractor periddico). El
resultado seria que esa informacion casi seria ignorada. Por otro lado, juntar varios conjuntos
de datos al que aplicar el método FOE podria producir que, si bien globalmente la base
calculada dé informacién global éptima, para cada caso concreto del parametro de estudio,
quede ensombrecida cierta informacién importante del sistema que cuantitativamente sea
pequena (es como oir dos canciones a la vez, uno es capaz de distinguir los patrones bésicos
de cada cancion, pero no todas las pequenas notas correspondientes a cada una de ellas y
que sin embargo, por separado, son importantes en cada una de las canciones).

Otra posibilidad seria utilizar varias veces el método FOE para varios valores del para-
metro de bifurcacion y después ortonormalizar, via Gram-Schmidt, las distintas bases obte-
nidas. Sin embargo, de esta forma uno podria ser redundante en cierta informacién comun
que pudieran tener los distintos conjuntos de datos y terminar con una base excesivamente
grande.

Otra solucién consiste en aplicar cualquiera de los métodos presentados en [19], w-POD
(weighted-POD) 6 p-POD (predefined-POD). El primero de ellos consiste en elegir una fun-
ci6n media (-) con peso (en vez de la media usual que genera el producto escalar en L2 (1)")
que dé mas importacia a cierto conjunto de datos. Esto puede ser de utilizadad para solu-
cionar el primer problema planteado cuando explicabamos las contrapartidas que surjen al
considerar todos los datos juntos en el andlisis FOE. El método p-POD esta disenado para
construir una base ortonormal a partir de dos conjuntos de datos. Esencialmente implica
aplicar el método FOE al primero de ellos (el principal, pues son los considerados estados
predefinidos), y después aplicar otra vez el método FOE al segundo grupo proyectado orto-
gonalmente sobre el espacio que general el primer conjunto de datos. En [19] se utiliza una
combinacion de ambos para estudiar el punto critico en el estudio de la primera bifurcacion
de Hopf en un modelo de cavidad, con cierto éxito a la hora de calcular con precision este
punto critico. La eleccién en [19] de quienes son los estados predefinidos consiste el elegir
éstos como los estados estacionarios para distintos valores del parametro, y el grupo secunda-
rio un conjunto formado por atractores periédicos (si bien comprueban con varias elecciones
cual de ellas resulta mejor).

Otra posible eleccién consiste en el método SPOD (sequential-POD) desarrollada en [39] y
que no es mas que una generalizacién del método p-POD. También en [39] se intenta calcular
mediante modelos reducidos el primer punto de bifurcacién de Hopf para una generalizacién
del modelo estudiado en [19].

En esta seccién desarrollaremos el método SPOD dentro del marco matematico que veni-
mos utilizando en el presente capitulo. Ademas, uno de los grandes problemas que presentan
tanto el método p-POD como el SPOD consiste en cémo realizar el corte en la base obtenida
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para la proyeccion de Galerkin, pues a diferencia del método FOE, Observacién 3.11, no es
trivial qué elementos de la base debemos mantener. En esta seccion intentaremos introducir
un nuevo criterio a la hora de elegir los elementos de dicha base.

De esta forma, pretendemos construir una base global que retenga todas las caracteristicas
de un conjunto de datos. Pero, tal y como hemos visto en los Ejemplos 3.12 y 3.13, la base
de interés puede estar relacionada con el espacio H, Ejemplo 3.12, 6 bien con el espacio [
(m4s concretamente con L? (I )N), Ejemplo 3.13. De esta forma, seguin el caso tendremos un
conjunto de datos distribuidos de la siguiente forma:

u e L? (IZ-; HN) , parai=1,2,...,s (3.30)
6
u' e L? (I;va), parai=1,2,...,s (3.31)

La construccién que nosotros proponemos podria expresarse como sigue:

(a) Elegimos un estado de referencia @ € H (que usualmente serd una media poderada
de todos los datos que tenemos, o bien, simplemente la media de u' como veremos en la
siguiente seccién).

(b) Sea

W (t)=u't)—u VteL(61)
Aplicamos el método FOE a 4!, 1o que nos proporcionard una base ortonormal {gzﬁj }je ;CH
. N /
junto con {a;},.;, C L2 ()", para el caso (3.30), 6 {qﬁj}jej
{aj},e; C L2 (1) para el caso (3.31). En cualquiera de los dos casos, siempre estaremos

interesados solo en los primeros my elementos de estos conjuntos ortogonales. El célculo de
my lo indicaremos a continuacién.

C H; junto con

(c) Parai=1,2,...,s— 1 hacemos
Wttt = W) —u— Z (u™(2) ,¢j)H oy Vt € I;,1, para el caso (3.30)
j=1
6

G ) = wtl(t) —T— Z (it (1) a (t)>L2(I)N a; (t) Vt € I, para el caso (3.31)
j=1

y aplicamos el método FOE a @‘*!. Ahora obtendremos una base ortonormal de la que

extraeremos (m;1 —m;) elementos y que notaremos por {qﬁj}j it mey C H para el caso
=m; geeey M4

-----

. 7 2 N
De esta forma hemos construido una base {¢j}j:1,..., C H 6 {aj},_, .. C L*(I)
que contiene informacién comun de todos los muestreos {u'},_, .. La principal ventaja de

1=
esta forma de construir la base reside en que

ms

. L
att (Span {gbj}j:l m) Vi=1,2,...,8—1; en el caso (3.30)
o

, L
att C (span {aj}jzlpn’mi) Vi=1,2,...,s —1; en el caso (3.31)
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lo que implica que si span {u'*! (¢) — U}y, , Nspan {ub (t) — 0} e, # &, la informacién
k=1,2,...,i
de {u'*! (t) =}, contenida en span {u* (t) — U} er estd descrita por la base ya
k=1,2,...,i
calculada, {¢; }] " e (6 {a},_; ,..) v por tanto, el nimero de elementos que debemos

incluir en la base serd menor que el que nos daria el método FOE aplicado directamente
sobre w1, Sin embargo, para ello debemos saber elegir adecuadamente cada valor m,. En
este trabajo la eleccion de cada m; la realizaremos de forma natural tal y como explicAbamos
en la Observacién 3.11, que en este caso sera elegir m; verificando:

@™ @) =l g sa

E(m;) = - 5
U1 = T () — Tl o

(3.32)

donde ¢ indica la cantidad de energia del atractor que queremos capturar en nuestro modelo
reducido (e serd usualmente 0.9999).

Observemos que para el cdlculo de (3.32) no podemos utilizar los autovalores obtenidos
por el método FOE, como explicdbamos en la Observacién 3.11 (salvo para a'), pues éstos
estan asociados a la norma de ' en vez de {u’ (t) —},e; (6 {u’(t) —T},e;) que es lo que
a nosotros nos interesa.

Una vez calculada la base en cuestiéon no tenemos més que realizar la proyeccién de
Galerkin al sistema dindmico tal y como explicamos en la Seccién 3.1.2 (dependiente de
un pardametro en este caso) y realizar el andlisis de bifurcacién a este modelo reducido
(en este caso tendremos que estudiar un modelo del tipo (3.19) donde ahora la funcién F
dependera también de un parametro v).

En la siguiente seccion veremos como podemos aplicar este método a un caso concreto:
el problema del obstaculo que hemos estudiado en la Seccién 3.1.3.

3.1.5. Analisis de bifurcacién en el problema del obstaculo

En esta secciéon pretendemos ilustrar como se puede aplicar la metodologia de la Seccion
3.1.4 a un estudio de bifurcacion cualitativo en un caso practico: el problema del obstacu-
lo estudiado en la Seccion 3.1.3. Para ello recordemos que tenemos definidos los espacios
funcionales utilizados por el método FOE en (3.25) junto con la funcién media (3.26). De
esta forma, y puesto que estamos interesados en elegir una base ortonormal en el espacio
L2 (Q)? =12 (I)N, el conjunto de datos al que aplicaremos la metodologia SPOD explicada
en la Seccién 3.1.4 vendra dada por un conjunto de datos de la forma de (3.31), es decir,

WGLQ(I;HZ-N):L2(Q;H3), parai=1,2,...,s
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BASE A BASE B BASE C
7 Re n; | m; 1| Re | n; | my 7 Re n; | m;
1 460 471 6 11460 | 47| 6 1 460 471 6
2 600 200 | 19 2| 600 | 200 | 19 2 600 200 | 19
3 | Atr.Est. 9] 21 31560 | 49| 24 3 560 49 | 24
41500 48 | 29 4 500 48 | 29
5 | Atr.Est. 9| 32

Tabla 3.1: Detalle de las tres bases construidas (siguiendo la notacién de la Seccién 3.1.4). El
conjunto descrito por Atr.Est. se refiere a un conjunto formado por los atractores estacionarios
calculados para Re = 400,410, 420, 430, 440, 450, 452, 454 y 456.

donde ahora

H; = (R™, |[-[|,)
puesto que para cada atractor que queramos incluir en el analisis, el conjunto de datos sera de
la forma {@" (t)},c, C L? (Q)?, con K; = {tt,t, ...t } (observemos que si el atractor es

un estado estacionario, entonces n; = 1).

De esta forma, una vez calculada la base {52} C L? (Q)Q, haremos una proyeccién
i=1,....m

de Galerkin sobre el subespacio generado por esta base (de la misma manera que hicimos en
la Seccién 3.1.3) y realizaremos el estudio de bifurcacién al sistema de EDO resultante, que
ahora serd de la forma:

a, (t) = a(t) - Dy-d(t) + (Qu + Q) - a(t) + (re +vr), k=1,...,m (3.33)
donde

dy = — (3988 0
= o7 .7 v= 2
v = —(T-VE+6-VT.4)
L2(Q)
/ . . — —
dh = —(V6.V) .
- o= 7
k= _(u'vu’qﬁk)y(ﬂ)?

1 — —
/
r, = -—
v =~ (Fd
y Di, Qi, Q.1 v 7, estaran definidos de forma natural como en la Seccién 3.1.3.

Recordemos que ahora el estudio de bifurcacion lo realizamos sobre una EDO de dimen-
sién pequena (de aproximadamente 30 en este caso, como veremos en lo que sigue), para lo
cual existen numerosos paquetes informaticos. Nosotros elegimos el paquete AUTO97 [25]
para el estudio de bifurcaciones de este tipo de ecuaciones.

De esta forma, y para ilustrar como es conveniente elegir el conjunto de datos del cual
extraer la base, vamos a utilizar varios conjuntos de datos de distintos atractores. En concre-
to utilizaremos los atractores extraidos para las viscosidades correspondientes a atractores
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Re=460

Figura 3.4: Energia capturada por la Base A (en rojo), la Base C (en azul) y la base obtenida por
el método FOE al aplicar directamente sobre cada conjunto de datos. Las lineas verticales estan
situadas en m = 6,19,24 y 29, y las horizontales sobre las tolerancias de ¢ = 99.99 y 99.9995.
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacién calculado por AUTO97 para la Base A. La linea continua
muestra soluciones estables y la discontinua inestables. Para los atractores periddicos se muestra
tanto el valor maximo como el minimo en cada atractor.

periédicos, Re = 460,500,560 y 600, junto con los atractores estacionarios obtenidos para
Re = 400,410,420, 430, 440, 450,452,454 y 456. Nos centraremos en el rango Re € (400, 600)
para el estudio de la bifurcacion del modelo, prestando especial atencion al cdlculo del primer
punto critico (la primera bifurcacién de tipo Hopf), asi como el seguimiento de la rama de
estados estacionarios (tanto estables como inestables) y atractores periddicos.

En la Tabla 3.1 se muestran los detalles de como se construye cada una de las tres bases
en L? (Q)* que vamos a analizar. Para el estado de referencia @ descrito en el paso (a) de
la Seccién 3.1.4, elegimos siempre la media de @' (encontramos que no es relevante para el
calculo de la bifurcacién elegir este estado de referencia u otro, como podria ser la media de
todos, la media de algin otro atractor periddico, o alguno de los atractores estacionarios).
Para cada uno de los atractores hemos tomado el nimero de imdgenes que describen un
periodo completo con un paso de 0.13 sg. entre cada imagen, salvo para Re = 600 cuyo
atractor estd descrito por 200 imdgenes (unos 5 periodos). En Re = 600 hemos decidido
tomar mas imdgenes para intentar dar la mayor cantidad de informacion posible al método
SPOD debido a que el atractor encontrado es cuasi-periddico, una estructura mucho més
compleja y sobre la cual el método FOE tiene serias dificultades a la hora de analizar.

La energia £ (m) definida en (3.32), en este caso vendra dada por

2

E(m) = p)

S ’

=
U

L2(K;L2(9)%)

u —

L2(K;L2()%)

para cualquier conjunto {@ ()}, C L? (Q)?, donde @™ es la proyeccién sobre los m primeros
elementos de la base en cuestién. Asi, en la Figura 3.4 se muestra £ (m) para cada uno de los
conjuntos de datos descritos en la Tabla 3.1 y para el atractor calculado para Re = 520, tanto
para la Base A y C (observemos que la Base C la construimos anadiendo nuevos elementos
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0.18

| O slg
|| — AUTO97

Figura 3.6: Igual que en la Figura 3.5 pero para la Base B.

en la Base B) como para la base obtenida al aplicar el método FOE sobre cada uno de estos
conjuntos por separado (la base 6ptima y por tanto con més réapido decrecimiento).

En estas graficas podemos observar como la energia capturada crece mas rapidamente
en aquellas autofunciones extraidas del atractor correspondiente, mientras que crece muy
lentamente en las autofunciones extraidas de atractores distintos. También podemos apreciar
que en todos los atractores el nivel de energia capturada esta por encima del 99.999 % (para
la Base C) incluso para Re = 520, a pesar de que las bases han sido construidas sin tener
en cuenta la informacién que pudiera ofrecer este atractor (es decir, este atractor lo estamos
caracterizando con informacion conjunta de otros atractores, que a priori podrian estar en
espacios completamente distintos).

Como se observa en la Figura 3.4, la tolerancia ¢ elegida a la hora de elegir cada m; es
del 99.99 % para Re = 460, 99.999 % para Re = 500 y 560, y 99.9995 % para Re = 600.

En las Figuras 3.5-3.7 presentamos las soluciones de los andlisis de bifurcacion realizados
al sistema (3.33) mediante AUTO97 para las tres bases calculadas. En estas figuras mostra-
mos la solucién obtenida en el punto A = (1,0), tanto para u como para v, comparandolas
con las soluciones numéricas obtenidas por el esquema numérico (Apéndice C). La eleccion
del punto A = (1,0) se debe a que este punto representa la simetria que pueda presentar la
solucién (ver Apéndice C para un detallado estudio de las soluciones de este problema).

En la Figura 3.5, donde se muestra la solucién para la Base A, podemos apreciar co-
mo los atractores estacionarios calculados por el método numérico coinciden con la rama
de soluciones estacionarias calculadas mediante AUTO97. En cuanto a la rama de solucio-
nes periddicas, podemos observar como el sistema (3.33) se aproxima més a las soluciones
numéricas cerca de las viscosidades correspondientes a Re = 460 y Re = 600, debido a que
es en estas viscosidades donde extraimos los atractores para construir la Base A.

Para la Base B, Figura 3.6, la rama de soluciones peridédicas coincide con los resultados
numéricos practicamente en todo el rango de estudio. Es decir, al incluir dos atractores mas
en viscosidades intermedias, conseguimos resolver adecuadamente toda la rama debido a que
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Figura 3.7: Tgual que en la Figura 3.5 pero para la Base C.

ahora los datos para la construccién de la base no estan excesivamente dispersos como en
el caso anterior. Sin embargo, debido a que ahora no incluimos los atractores estacionarios
para la construccién de esta base, la rama de estados estacionarios del sistema (3.33) difiere
de los resultados numéricos.

En cambio, en la Figura 3.7, correspondiente a la Base C, podemos observar como al in-
cluir los atractores estacionarios para construir la base mediante el método SPOD, volvemos
a recuperar la buena descripcién de los estados estacionarios mediante el sistema (3.33). En
cuanto a la rama de soluciones periddicas, la solucién vuelve a ser buena debido a que la
Base C mantiene las buenas propiedades de la Base B (pues la Base C es la Base B maés tres
elementos provenientes de los atractores estacionarios, ver Tabla 3.1).

Observemos en primer lugar que si bien el sistema (3.33), para las tres bases, es capaz
de reproducir la primera bifurcacién (de tipo Hopf) que se produce en este modelo, todos
ellos dan resultados diferentes debido a la construccién de las tres bases. Ademas ninguno de
ellos coincide con los resultados obtenidos mediante el esquema numérico que pronosticaban
la bifurcacién de Hopf en Re = 457 4+ 1 (si bien esto posiblemente sea error del esquema
numérico, pues cerca de una bifurcacion de Hopf el atractor periédico suele ser muy débil y
en ocasiones ocurre que la integracion necesaria para llegar al atractor debe ser muy larga).

En segundo lugar, recordemos que este problema del obstaculo presenta una segunda
bifurcacién de Hopf sobre la rama de soluciones periddicas, pues, como ya mencionamos,
para Re = 600 la solucion resulta cuasi-peridédica. En este caso, el modelo reducido no es
capaz de reproducir esta bifurcacion para ninguna de las tres bases construidas.

En resumen, y a la vista de los resultados presentados para este modelo, podemos concluir
que un modelo reducido es capaz de captar la dindmica global del sistema en cuestion para
un amplio rango del parametro de bifurcacién en estudio, siempre que los datos que tomemos
para la construccion de la base del modelo reducido no estén demasiado dispersos y siempre
que no extrapolemos en el pardmetro de bifurcacion. Ademéds, también podemos concluir
que si bien el modelo reducido capta adecuadamente la dindmica para atractores peridédicos
(y estacionarios), cuando los atractores presentan rasgos més complejos, el modelo reducido
los suele simplificar (los atractores cuasi-periédicos los toma por periddicos).
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3.2. Aplicacién de las Funciones Ortogonales Empiri-
cas al modelo w — ¥

Partimos de las ecuaciones de vorticidad-funcién de corriente

a—w+J(¢,w)+ﬁa—¢:AHAw—7w+F, en [0,7] x Q
Ay = w, en [0,7] x (3.34)

wion = 0,990 =0
tal y como describimos en la Seccién 1.2 y 2.2.

Nuestro objetivo sera aplicar el método FOE desarrollado en la Seccién 3.1 a los resultados
numéricos de (3.34) obtenidos en el Capitulo 2 y descritos con detalle en la Seccién 2.2.4.

A la hora de aplicar el método FOE al modelo w — @ debemos notar que la solucién de
(3.34) pasa por conocer el par (w, 1) en cada paso temporal. A priori, uno podria pensar en
formar una base en el espacio L? (Q)2 tal y como hicimos en el problema del obstaculo en la
Seccion 3.1.3. Sin embargo, tenemos que recordar que la proyeccién de Galerkin la realizamos
sobre un sistema del tipo (3.19) y que la base ortonormal que calculamos estara en el espacio
de Hilbert X en el que esté definido este sistema dindmico (o en algun espacio que contenga
a X), como vimos en la Seccién 3.1.3 con el problema del obstaculo.

De esta forma, y puesto que (3.34) es equivalente a

Ow . oA w)

pues v viene dado en cada instante de tiempo por

{ A = w, en )
w\aﬂzo

resulta evidente que el método FOE debe ser aplicado a un sistema dinamico que soélo
depende de w, y por tanto el espacio donde debemos calcular la base ortonormal mediante el
método FOE vendra de aplicar dicho método a un conjunto de datos extraidos de la funcién
de vorticidad w (es decir, la base la buscaremos en un espacio del tipo L? (Q)).

Observaciéon 3.21 Ndtese que en realidad lo que marca el conjunto (y el espacio) al que
vamos a aplicar el método FOE es el sistema dindmico (3.19), y mds concretamente el
término u' (t) en (3.19) junto con el conjunto ortonormal contenido en X . Esto es debido a
que al realizar la proyeccion de Galerkin sobre este conjunto ortonormal, el término u' (t) se
convierte en aj (t) (ver Seccion 3.1.2).

Asi, si elegimos un estado de referencia w € L? (Q) y tomamos {w (t)}, ., C L*? (), para
K = {ty,ts,...,t,}, describiendo algin atractor de las ecuaciones (3.34), tendremos que
aplicaremos el método FOE al conjunto

{wt) = Thex € L*(Q)
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y los espacios funcionales que elegiremos seran (siguiendo nuevamente el Ejemplo 3.13)

H = (R [|]l,)
[=Q (3.35)
1

junto con la funcién media definada por

(v: @ — R
f}_)/f (3.36)

Observaciéon 3.22 De la misma manera, si queremos construir el conjunto ortonormal me-
diante el método SPOD explicado en la Seccion 3.1.4, tendremos {w' (t)},c,, C L* () para
i=1,2,...,s. Portanto, ahora tendremos H; = (R"™,||-||,) en lugar de H definido en (5.35).

De esta forma, en esta ocasion el espacio en el cual construiremos la base sobre la que
. - . . N
realizaremos la proyeccién de Galerkin serd L? (I)" = L?(Q).

Observacién 3.23 El cdlculo de la base mediante el método FOE se realiza una vez mds
utilizando el argumento descrito en el Ejemplo 3.13 aplicado a (3.35) y (3.36).

Observacién 3.24 En esta ocasion notaremos por {67 },_y , ., C L*(Q) al conjunto orto-

.....

normal obtenido mediante el método FOE y por gb;/’ a las funciones vericando

quw gb en )
%89
Ademds, tendremos que i
W™ (t, ) ) + Z a; (t) ¢ (2) = T (x) + 3™ (x) (3.37)

entonces, si de forma natural definimos Y™ y 1 como

AYP™ =w™, en () A
=0 y -

trivialmente, por la linealidad del operador laplaciano,

m

W () = P (@) + Y ai ()6 (1) =P (x) + 4 (2) (3.38)

=1
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Asi, si ahora realizamos la proyeccion de Galerkin sobre el subespacio de dimension m
generado por {¢7'},_;, . C L*(Q) a las ecuaciones (3.34), y utilizando (3.37) y (3.38),
tendremos

77777

129)

(8w ’(b’“)mm —d (1) = — (J (@, @)+ J (,5™) +J@m,w> +J@m,w ) %)

o, 81& _ ~m  w

—f ((% mbk) + Ap (AU + AL™, 97 12(q) —
~ w LQ(Q)w

- (@+0, %)mm + (0% ) 120) =

= 5" dgrai®a;(t) + 3 (g + Angly) ait) + (e + Agr)

i,j=1 i=1

donde ahora

== (1(00.5) ).,
(7 (2.6 .68) 12y~ ( <¢§”,w)7¢‘§)mm—ﬁ<%,¢%) ~ 78
L2(Q)
~ (V67 Vi) 2o ~
oY

- (J (w7w) 7¢k>L2(Q) - 6 (3_x’ ¢LI:) -7 <w7 ¢(IJ€J)L2(Q) + (F7 gb‘l:)LQ(Q)
L2(Q)
— (V@, V&) 12 (0

qkz

Por tanto, una vez mas tendremos que resolver el sistema dinamico
a,(t)=a(t) Dy-a(t)+ (Qr+ AuQy) - a(t) + (ri + Anry) , k=1,....m (3.39)
donde, como en los anteriores ejemplos,

((dijk))lgz',jgm € Myxm (R)
Qr = (@15 - - Qrm) € R™
(ql/cl’ te 7q],gm) S Rm

a(t)= (a1 (t),...,an(t))

, parak=1,2,...,m

En las dos préximas secciones resolveremos (3.39) aplicado a dos problemas. En la Sec-
cion 3.2.1 aplicaremos el método FOE a los conjuntos de datos extraidos de algunos de los
atractores de (3.34). Una vez construido el conjunto ortonormal, resolveremos (3.39) y com-
pararemos los atractores obtenidos por este modelo reducido frente a los calculados mediante
el método numérico directo. En esta seccién trataremos de estudiar como se comporta este
método con los atractores peridédicos y las dificultades que encuentra con atractores aperidédi-
cos. En la Seccién 3.2.2 resolveremos (3.39) aplicado a un conjunto ortonormal construido
mediante el método SPOD. En esta seccién trataremos de realizar un estudio cualitativo de
bifurcacién en un rango de viscosidad horizontal Ay lo més amplio posible.



126 CAPITULO 3. FUNCIONES ORTOGONALES EMPIRICAS

3.2.1. Estudio de atractores en el modelo w —

Como hemos comentado al inicio de la Seccién 3.2, vamos a utilizar los datos obtenidos
en el estudio exhaustivo de los resultados de este modelo que realizamos en la Seccion 2.2.4.
El objetivo de esta seccién lo centraremos en el estudio de las diferencias entre los atractores
obtenidos mediante el método numérico directo que hemos utilizado para la obtencion de
estos datos, el esquema semilagrangiano, frente a los atractores que se obtienen en el mo-
delo reducido (3.39) para los distintos conjuntos ortonormales que vayamos construyendo
mediante el método FOE para cada uno de estos atractores.

Como vimos en la Seccién 2.2.4, este modelo presenta distintos tipos de atractores. Sal-
vando aquellos que son estacionarios, vimos que en el rango de estudio el modelo presentaba
esencialmente atractores de tipo periédico (con periodo simple o doble) y aperiddico. Asi,
vamos a elegir las viscosidades de Ag = 800,600 y 400 para la comparacion de atractores
mediante estos dos métodos, ya que estas viscosidades representan los distintos atractores
que posee el modelo tal y como se resume en la Figura 2.10. Asi, para Ay = 800 nos encon-
tramos con un atractor de periodo simple, para Ay = 600 un atractor de periodo doble, y
para Ay = 400 un atractor aperiédico. En lo que sigue veremos las particularidades de cada
uno de estos atractores con respecto al método FOE.

En la Tabla 3.2 mostramos un resumen del nimero n de imdgenes tomadas para cada
experimento mediante el método FOE. Nétese que esta eleccion depende tnicamente del
periodo de los atractores (para el caso de atractores periddicos, Ay = 800 y 600), junto
con la distancia temporal entre imagenes que nosotros tenemos fijada en dos o cuatro dias.
La idea es elegir siempre el nimero n de imdgenes que describan exactamente un periodo
completo (si tuviéramos imdgenes describiendo mas de un periodo tendriamos informacion
redundante, que mateméaticamente significa que las imagenes repetidas tienen un peso mayor
que las no repetidas). Para el caso de Ay = 400 simplemente se toma un niimero grande
de imagenes que contengan la mayor informacién posible del atractor, en este caso més de
cuatro anos de integracién numérica.

Como siempre, el criterio que utilizaremos a la hora de elegir la dimension m del espacio

sobre el que vamos a realizar la proyeccion de Galerkin, vendra dado una vez mas por la
Observacién 3.11, es decir, dado € > 0, tomaremos m tal que

2 A
7j=1

~m (|2
w .
(m) = I HLQ(K,LQ(Q)) S e

—2 T on
lw — WHLQ(K;LZ(Q)) SN
j€l

Ag | 800 | 600 | 400
n 93 | 236 | 450

Tabla 3.2: Nimero de imdgenes tomadas para cada experimento. Para Ay = 800 y 600 la distancia
entre imagenes corresponde a dos dias mientras que para Ag = 400 hemos tomado cuatro dias.
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Figura 3.8: Decaimiento de 1 — E (m) para las tres viscosidades de estudio.

Como veremos, si bien € = 0.9999 (el 99.99 % de la energia) suele dar buenos resultados
e incluso éste es el valor que se suele tomar para cuantificar la dimension del atractor que
estemos estudiando, veremos a continuacién que en algunos casos puede ser insuficiente y
serd necesario tomar un valor de € mayor.

En la Figura 3.8 mostramos la energia acumulada en funcién de m para las tres visco-
sidades en estudio. Como se observa claramente, a medida que la viscosidad disminuye, la
complejidad del atractor crece. Esto se ve reflejado en el lento decaimiento de la energia
capturada a medida que crece m para la viscosidad de Ay = 600 y muy especialmente para
Ay = 400. Como veremos, esto repercute de un modo crucial al realizar la proyeccién de
Galerkin para estas viscosidades, ya que necesitaremos tomar una base mucho mas grande
para poder reproducir correctamente la dinamica del atractor.

En la Figura 3.9 podemos observar los resultados obtenidos para el modelo reducido
(ecuacién (3.39)), comparados con los resultados numéricos obtenidos por el método semi-
lagrangiano. En la figura se muestra la energia cinética del sistema frente a la diferencia
de transporte, TD, definida en (2.13), dentro de los atractores de cada una de estas tres
viscosidades. Para las viscosidades de Ay = 800 y 600 mostramos los resultados obtenidos
para ¢ = 0.9999 y £ = 0.99999 (es decir, 99.99 % y 99.999 % de energia), mientras que para
Ap = 400 mostramos unicamente la solucién para e = 0.99999 por claridad en la figura.

Como se observa claramente, para Ay = 800 con m = 12 (correspondiente a ¢ = 0.9999),
podemos reproducir la dindmica del atractor correctamente. Sélo exiten algunas pequenas
diferencias respecto a la amplitud, si bien, el patron que sigue la soluciéon dentro del atractor
es practicamente el mismo. Ademads, para m = 16 (¢ = 0.99999) la solucién es practicamente
la misma, es decir, ya no introducimos informacién nueva al modelo reducido. Esto es debido
principalmente a que el atractor estd contenido en el subespacio de dimension finita generado
por los primeros 12 elementos de dicha base.



128 CAPITULO 3. FUNCIONES ORTOGONALES EMPIRICAS
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Figura 3.9: Comparacién del retrado de fase (F (t) — T'D (t)) para distintas viscosidades, con
e =0.9999 y £ = 0.99999 (salvo para Ay = 400 donde mostramos sélo € = 0.99999 por claridad en
la grafica).

Para Ay = 600 las cosas empiezan a complicarse. En primer lugar, podemos observar
que para m = 32 (¢ = 0.9999), el sistema reducido no es capaz de reproducir el doble
periodo que presenta este atractor, presentando una solucién peridédica que, de algiin modo,
promedia el doble periodo obtenido por el esquema semilagrangiano. Sin embargo, a medida
que incluimos mas elementos en la base, el sistema reducido es capaz de dar la solucion
correcta y reproducir el periodo doble. En concreto mostramos m = 47 (¢ = 0.99999) donde
una vez mas se observa como el patréon vuelve a coincidir, si bien siguen existiendo pequenas
diferencias en cuanto a la amplitud de ambas soluciones.

Finalmente, para Ay = 400 (solucién aperiédica) comprobamos como todo se complica
notablemente. Por simplificar la grafica, en la Figura 3.9 sélo mostramos la solucién corres-
pondiente a m = 109 (¢ = 0.99999). Como vemos, ni tomando un valor de ¢ tan elevado
somos capaces de reproducir correctamente la dinamica de este atractor, obteniendo una vez
més una solucién periddica con periodo doble (coincidente con la dindmica de la solucién del
esquema semilagrangiano, salvando la aperiodicidad mostrada). En la Figura 3.10 mostra-
mos con mas detalle los resultados obtenidos para distintos valores de m correspondientes a
los valores de € = 0.99,0.999, 0.9999 y 0.99999. Se observa claramente la convergencia que va
mostrando cada uno de los modelos reducidos considerados para cada m. Mientras que para
los valores de m = 21 y 45 la soluciéon no es capaz mas que de mostrar una solucién periddica
muy lejana de la soluciéon numeérica, para valores un poco mas altos, m = 74, la solucién se
vuelve completamente aperiddica (si bien, no es capaz de captar la dindmica exhibida por el
atractor obtenido para esta viscosidad). Sélo para m = 109 somos capaces de reproducir la
dindmica general del atractor, aunque la solucién obtenida es peridédica, y nunca aperiddica,
como se observa en la Figura 3.10.
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Figura 3.10: Retrado de fase (E (t) — T'D (t)) para Ag = 400 con distintos valores de m corres-
pondientes a ¢ = 0.99,0.999,0.9999 y 0.99999, y solucién numérica directa.
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Resumiendo, podemos concluir de los experimentos numéricos realizados en la presente
seccion, que para atractores periddicos el método FOE trabaja de un modo correcto, re-
produciendo la dindmica del atractor salvo pequenas diferencias en cuanto a la amplitud.
También podemos notar que para soluciones algo més complejas (atractores periddicos con
periodo doble) es necesario incluir mas elementos en la base para reproducir correctamente la
dindamica. En cualquiera de estos casos, concluimos que con una base de dimensién pequena
podemos reproducir la dindmica del atractor.

No ocurre lo mismo para atractores aperiédicos. Por un lado la estructura del atractor
es mucho mas compleja, lo que lleva a la necesidad de bases mucho mas grandes que en los
casos anteriores. Observemos que esto ya es un problema pues, especialmente para valores
m superiores a 100, la cantidad de memoria que necesitamos para almacenar los vectores
y matrices que definen el sistema (3.39) es muy elevada, pues, a diferencia de los métodos
numéricos directos (elementos finitos, diferencias finitas,...), estas matrices no presentan ce-
ros. Esto lleva a la necesidad de tener que almacenar del orden de O (10°) elementos no nulos
solo para el término no lineal, D), con £ = 1,2, ..., m. Ademas, se muestra claramente como
la energia necesitada (el valor ) es mucho mayor para poder reproducir el atractor de un
modo cualitativamente correcto.

Todas estas conclusiones las tendremos en cuenta en la siguiente seccién, en la cual
construiremos una base global para un rango de viscosidades siguiendo lo aprendido en esta
seccién para una 6ptima descripcion de cada atractor.

3.2.2. Estudio de bifurcacion para el modelo w — v

Como ya comentamos, en la presente seccion realizaremos un analisis de bifurcacion del
modelo reducido (3.39) con respecto del parametro Ay. Como veremos, esto nos dard un
diagrama de bifurcacién cualitativamente correcto del modelo (3.34). Para ello serd crucial
la eleccion del conjunto ortonormal construido mediante el método SPOD, tal y como vimos
en el ejemplo del problema del obstaculo en la Seccién 3.1.5.

Principalmente nos vamos a centrar en el estudio de bifurcacién dentro del rango del
pardmetro Ay € (450, 1500), pues para valores de Ay inferiores a 450 la solucién presenta
atractores aperiddicos de dificil estudio, mientras que para valores de Ay superiores a 1500
los atractores son de tipo estacionario y ademés simétrico tal y como queda resumido en la
Figura 2.10.

Para ello, y siguiendo la Seccion 3.1.4, vamos a elegir una serie de conjuntos
{w'}ick, CL*(Q), parai=1,2,... sy para K; = {ti,t},... &} }, que describan los atrac-
tores encontrados para distintos valores del parametro Ay. De esta forma, calcularemos una
base {¢}'},_1 5 C L () sobre la que realizaremos la proyeccién de Galerkin para obtener
la expresién (3.39) a la que realizar el estudio de bifurcacién mediante el paquete AUTO97
[25].

De esta forma, utilizaremos los espacios definidos en (3.35) y la funcién media (3.36)
modificando el espacio H por H; = (R™, [|-]|,), es decir, utilizaremos la metodologia SPOD
presentada en la Seccién 3.1.4 aplicado a (3.31).
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AH TG | MMy
800 93 | 12
500 266 | 53

600 236 | 79
700 113 | 82
Atr.Est. 13 | &7

Y = W DN | =

Tabla 3.3: Detalle de la base global construida (siguiendo la notacién de la Seccién 3.1.4). El
conjunto descrito por Atr.Est. se refiere a un conjunto formado por los atractores estacionarios
calculados para Ay = 870, 880, 890, 900, 1000, 1100, 1200, 1225, 1250, 1275, 1300, 1400 y 1500.

Mas concretamente, los datos que tomamos vendran dados de los atractores obtenidos
para las viscosidades de Ay = 800, 700,600 y 500, junto con los atractores estacionarios
obtenidos. En la Tabla 3.3 describimos cada conjunto de datos w® utilizado para la obtencién
de la base {¢{'},_1 5, € L* (), donde en este caso m = 87.

Para aplicar el método SPOD descrito en la Seccion 3.1.4 utilizaremos como estado de
referencia W el promedio de w! (como ya explicamos en la Seccién 3.1.5 no encontramos
relevante la eleccion del estado de referencia siempre que esté contenido en el conjunto de
atractores que queremos estudiar). Una vez més el nimero de imdgenes utilizadas depende
unicamente del periodo de los atractores para cada valor de Ay, donde en nuestro caso
hemos tomado 2 dias como distancia temporal entre imdgenes. Ademds, el valor de € que
utilizaremos para elegir cada m; en la expresién (3.32) lo tomaremos como ¢ = 0.9999
(99.99 % de energia) para los atractores periédicos con periodo simple, Ay = 800 y 700,
e = 0.99995 (99.995% de energia) para atractores periédicos de periodo doble, Ay = 600
y 500, y e = 0.999999 (99.9999 % de energia) para el conjunto formado por los atractores
estacionarios.

Observemos en primer lugar que esta base contiene un alto nivel de energia para todo
el rango descrito que comprende a las viscosidades superiores a Ay = 500 y a las inferiores
a Ay = 1500. Esto puede observarse en el valor de my de la Tabla 3.3, donde anadimos
tan s6lo 3 nuevos elementos a la base, muy inferior a lo que obtendriamos si analizaramos
este atractor directamente mediante el método FOE (obsérvese que ya para Ay = 800
necesitamos elegir m; = 12 y por tanto si realizairamos un analisis FOE directamente sobre
Ap = 700, el nimero de autofunciones necesarias con el mismo valor de ¢ seria superior a
12).

En la Figura 3.11 se muestra el diagrama de bifurcacién calculado por el paquete AUTO97
aplicado a las ecuaciones (3.39), utilizando la base descrita por la Tabla 3.3. En primer
lugar, podemos observar como esta base global es capaz de captar correctamente la primera
bifurcacién de tipo tenedor (descrito en la Seccién 2.2.4) que se produce en el modelo al
realizar el seguimiento de la rama de estados estacionarios. Esta aparece solo como la rama
con valores de T'D negativos debido a que todos los datos a los que aplicamos el método
FOE y SPOD pertenecen a dicha rama. Debido a esto, la bifurcacién propiamente dicha no
aparece en el estudio de bifurcacién del modelo (3.39), y en su lugar aparece un cambio brusco
(aunque suavizado, no hay pérdida de derivabilidad en la curva de estados estacionarios)
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcacién calculado para el modelo reducido (3.39) utilizando la base
descrita en la Tabla 3.3 y el texto. En continuo soluciones estables, en discontinuo las inestables.
Las soluciones periddicas se muestran representadas por el méximo y el minimo dentro del atractor.
Los circulos representan las soluciones obtenidas por el esquema semilagrangiano y los rombos los
puntos criticos del modelo reducido.

en los valores de T'D que presentan los estados estacionarios (recordemos que los estados
estacionarios simétricos presentan un valor 7D = 0). En cuanto al punto critico de Ay en
que se produce dicha bifurcacién, el modelo no es capaz de dar una respuesta debido a que
dicha bifurcacion no se presenta realmente en el modelo reducido. En cambio, si es capaz de
seguir correctamente esta rama a lo largo de todos los estados estacionarios introducidos a
la hora de construir la base global.

En la Seccion 2.2.4 avanzabamos que la primera bifurcacion de Hopf que presenta el
modelo w — 1 estd localizada en Ay = 865 + 5. En estd ocasién el modelo reducido es capaz
de localizar una bifurcacion de Hopf situada en el punto Ay = 850.00, es decir, alrededor
del 1.76 % de error. Como se observa tanto en la Figura 3.11 como en la Figura 3.12, el
modelo reducido es capaz de realizar un seguimiendo de la rama de atractores peridédicos
correctamente, si bien presenta algunas diferencias minimas en la amplitud de las soluciones
tal y como ya habiamos observado en la Seccién 3.2.1.

De igual manera el modelo reducido es capaz de reproducir la bifurcacién en soluciones
periédicas de periodo doble. En esta ocasién esta bifurcacion viene dada en Ay = 618.91 por
el modelo reducido frente al valor de Ay = 675 4+ 25 que teniamos calculado anteriormente,
es decir, alrededor del 8.30 % de error. Una vez més el modelo reducido es capaz de seguir
adecuadamente las soluciones en este tipo de ramas de soluciones periddicas con periodo
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Figura 3.12: Comparacién del retrato de fase (E (t) —T'D (t)) obtenido por el método semilagran-
giano (azul) y el modelo reducido (rojo: solucién estable, y verde: solucién inestable).
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Figura 3.13: Comparacién de los periodos obtenidos para los atractores periddicos de periodo sim-
ple y doble del esquema semilagrangiano (circulos) y el modelo reducido (linea). Para los periodos
dobles dividimos por dos el periodo. Los rombos indican los puntos criticos.

doble tal y como queda reflejado en la Figura 3.11 y con detalle en la Figura 3.12.

Si realizamos un seguimiento a esta nueva rama de soluciones periédicas de periodo
doble, obtenemos que para el valor de Ay = 549.41 esta rama termina juntandose con la
rama inicial de atractores periddicos de periodo simple, ver Figura 3.11. Ademaés, continuando
nuevamente las soluciones periddicas de periodo simple, volvemos a localizar una nueva rama
de atractores peridédicos de periodo doble que se inicia y termina en la rama de periodo simple.
En concreto estos atractores comenzarian en Ay = 518.09 y terminarian en Ay = 469.08. Si
continuamos esta rama de periodo simple, no volvemos a observar ninguna nueva bifurcaciéon
en el rango de estudio y por tanto, los atractores en valores inferiores a Ay = 469.08 son de
tipo periddico de periodo simple tal y como se muestra en la Figura 3.11.

Esto vuelve a ser consistente una vez mas con los resultados obtenidos por el esquema
semilagrangiano, pues como vimos en la Seccién 2.2.4, ésta tltima bifurcacion sobre la rama
de soluciones periédicas de periodo simple se encontraba localizada en Ay = 465 4+ 5, que es
exactamente el valor obtenido por el esquema reducido. Obviamente para valores inferiores
del parametro Ag los atractores del modelo reducido y el esquema semilagrangiano no se
corresponden debido a que estamos extrapolando mediante el modelo reducido (la base la
construimos con informacion procedente de viscosidades de Ay = 500 y superiores y nunca
inferiores a esta). En la Figura 3.12 podemos observar las diferencias existentes entre el
modelo reducido y el esquema semilagrangiando para Ag = 450.

Debemos hacer notar también que entre las dos ramas existentes de atractores peridédicos
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de periodo doble existe una regién comprendida entre Ay € (516.34,543.91) en la cual
cohabitan al menos dos atractores que procenden de la rama de atractores peridédicos de
periodo simple, ver Figura 3.11.

En la Figura 3.13 mostramos la comparacion entre los periodos obtenidos por el esquema
semilagrangiano y el modelo reducido. Una vez mas se observa como el modelo reducido sigue
correctamente esta rama, presentando algunas diferencias para ciertos valores concretos del
parametro Ap, si bien cualitativamente y globalmente podemos dar por correcta la solucién.

En resumen podemos concluir que el modelo reducido procedente de la base global
construida, es capaz de dar una buena respuesta cualitativa del diagrama de bifurcacion,
principalmente en lo que se refiere al seguimiento de las distintas ramas de atractores del
modelo. Sin embargo, también debemos hacer notar que el modelo reducido tiene serias difi-
cultades en localizar de un modo preciso los distintos puntos de bifurcacién. Especialmente
para el caso de la primera bifurcacién en atractores con periodo doble, donde el error es
quizas muy grande. También debemos notar que es de dudosa veracidad las dos ramas de
periodo doble localizadas e incluso la regiéon de coexistencia de atractores peridédicos.

3.3. Aplicacién de las Funciones Ortogonales Empiri-
cas al modelo generalizado
En la presente seccion trataremos de hacer un estudio equivalente al mostrado en la

Seccion 3.2 para el modelo generalizado aplicado a los resultados descritos en la Seccion
2.3.3. De esta forma, aplicaremos el método FOE a los resultados de las ecuaciones

(
a(Hu)+ﬁ-V(Hu)—AHA(Hu)—va:—iH@—vHquE, en 2 x (0,7)
(%) o g fo
0 (Hv D To
+u-V (Hv) — AgA (Hv)+ fHu=——H— —~vHv+ —, enQ x (0,T
. () = Auh (Ho) + fHu =~ HEE — 3 Ho+ (0,7)
div (Hu) = 0, en 2 x (0,7)
\ﬁ|aQ:O
(3.40)

tal y como describiamos en las Secciones 2.3 y 3.1 y donde H,7 = (71, 72), f,7, po, An y
vienen descritos en la Seccion 2.3.3.

De esta forma sélo nos queda fijar los espacios funcionales donde vayamos a aplicar el
método FOE, tal y como se describia en la Seccion 3.1. Para ello, y como venimos haciendo,
lo primero que tenemos que observar es que las soluciones del problema descrito en (3.40)
estan contenidas en el espacio de Hilbert

X = {i e Hy(Q): div(Hi) =0}

y en concreto lo 6ptimo serd buscar las autofunciones en el espacio L? (Q)* tal y como hicimos
en el andlisis del problema del obstaculo en la Seccién 3.1.3.
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Asi, si una vez mas tomamos un estado de referencia T e L2 (Q)2 y un conjunto
{@()}ere € L2 (Q)?, con K = {t,ts,...,t,}, describiendo un atractor de las ecuaciones
(3.40) para algin valor del pardmetro de viscosidad horizontal Ay, aplicaremos el método
FOE al conjunto

5 N g 2 2
@ Ohex = {30) =T} __ CL*©@)
tal y como explicdbamos en la Seccién 3.1.2.

En esta ocasién los espacios funcionales que vamos a utilizar seran los siguientes

Z =R -lly)
=9
N=2

junto con la funcién media definida por

<> 0 — R
fo— [

donde, el espacio funcional Z hara las veces del espacio H que venimos utilizando a lo largo
del presente capitulo (observemos que el cambio de notacién en esta seccién se hace a fin de
no confundir con la funcién profundidad también descrita por H).

Observacién 3.25 Si observamos la unica diferencia que existe entre la eleccion de estos
espacios funcionales a los que aplicaremos el método FOE, respecto de aquellos utilizados
para el problema del obstdiculo, Seccion 3.1.3, reside en la eleccion de la funcion media.
Como veremos en lo que sigue, es justamente esta eleccion la que nos permitird eliminar el
término de la presion de (3.40), tal y como hicimos en la Seccion 3.1.3. Recordemos que este
término no es de relevancia en el estudio del sistema por ser un multiplicador de Lagrange

[64]

Observacién 3.26 Andlogamente, si queremos utilizar el método SPOD para construir una
base que describa de forma optima varios atractores correspondientes a un rango concreto
del pardmetro Ay, no tenemos mds que tomar Z; = (R™, |-||,), donde n; serd el niumero de
imagenes del i-ésimo conjunto a analizar mediante el método SPOD tal y como vimos en la
Seccion 3.1.4.

De esta manera, obtendremos una vez mas que el operador 7' : R” — R" vendra dado
por una matriz K = ((k;;)) donde

1<i,57<n
Q

Aplicando el método FOE (o SPOD) al conjunto anteriormente descrito, obtendremos

nuevamente una base ortonormal {(5]} C L? (Q)2 Sin embargo, debemos notar que
1=1,2,....n
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en esta ocasién, y debido a los espacios que hemos elegido, esta base sera ortonormal en el
espacio de Hilbert <L2 Q)2 (-, -)LQ(Q)2>, Observacion 3.8.

De esta forma, si queremos realizar la proyeccién de Galerkin, no tenemos mas que
sustituir la funcién

() +d™ (¢, x), (donde 1 < m < n)

en la expresién (3.40) y multiplicar por ¢, con la norma usual del espacio L (Q)*:

, T

8([—[@””) e _ —m —m —m —aml 7
(PG ) = (v e - aus ey g G

1 = (3.41)
+ (——HVp —yHuU™ + —, ¢k)
Po Po L2(Q)?

Notemos que tendremos la siguiente relacién entre los dos productos escalares de L? (Q)2
que venimos manejando:

59 [ 1G9 = [ (19)-9) = (159),,,,

Asi, si empezamos a simplificar en (3.41) tendremos

o(Hu™) - e 2 B - o, B
(—015 7¢k>L2(Q)2 o (HU 7¢k)L2(Q)2 o <U ’¢k>L2(Q)2 = aj (t) =

2()2 L2(Q)?
; 1 T3
— (f (HE™)" ) ——(HV, ) - (H“’ ) VS -
(f( )09 oy o PrOk) o k) Ly o D pr:
=—((F+a)-v (0 (T +am)).4,)
= u w u w » Pk L2(Q)2
— + e
+ay (& (8 (T +am)).5) 2—<f(5+u7m) Ge) -
L2(Q) L2(0)2

i,j=1 i=1
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(#8).6) e = (8 ¥ (HT) 00) = (F50.8) 0 = 00

—\ - —, - — - T -
) 80) g = T80 o =7 (T8 g+ (5
( u ), ¢y 202 fa—, o @) v{ U, o L2(Q)2+ Py o

L2(9)?

es decir, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones ordinarias siguiente:

m

ay (t) = Z dijra;(t)a;(t) + Z (qei + Anqy;) ai(t) + (re + Agry,)  Ve=1,2,...,m (3.42)

ij=1 i=1

Obsérvese que gracias a la eleccion de la funcién media asociada al método FOE, el
término de la presion desaparece debido a que tenemos

<HVP’ ggk)L?(Q)Q B (Vp’ Hgg’“)m(m2 B /pdiv <H$k> =0
Q
ya que
div (Hg%’k) —0 Vk=12,....n

Si una vez mas, llamamos

Dy, = ((dijk))1<i j<m € Mmxm (R)
Qr = (@1, qrm) €R™
Q?ﬂ - (ql/ﬂ? tee 7q],gm) S Rm

a(t)= (a1 (t),...,an(t))

, para k=1,2,...,m.

tendremos que la expresion (3.42) podemos escribirla de la forma

d () =a@(t) Dy-a(t)+ (Qu+ AuQr) @)+ (re+ Agrl),  k=1,....m (3.43)

Como podemos observar en la expresion (3.43), volvemos a tener exactamente el mismo
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que en los ejemplos anteriores. Asi, utilizaremos
esta expresion, tanto para caracterizar cada uno de los atractores de (3.40), como para
realizar un estudio cualitativo de este modelo, tal y como hicimos para el modelo w — 1.
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Figura 3.14: Decaimiento de 1 — E (m) para las dos viscosidades de estudio.

3.3.1. Estudio de atractores en el modelo generalizado

Como en casos anteriores, y tal como venimos comentando, esta seccion la dedicaremos
al estudio de algunos de los atractores encontrados numéricamente mediante el esquema
semilagrangiano descrito en la Seccién 2.3. Para ello, utilizaremos los resultados obtenidos
en la Seccion 2.3.3 para extraer una base de cada atractor para después analizar dicho
atractor mediante el modelo reducido (3.43).

Nos centraremos principalmente en el estudio de los atractores de tipo periddico y cuasi-
periddico que encontramos en la Seccién 2.3.3 (ver Figura 2.30). De esta forma, elegimos las
viscosidades de Ay = 670 (atractor periédico) y Ay = 640 (atractor cuasi-periddico), para
el analisis de estos atractores por el método FOE.

En la Tabla 3.4 se muestra el nimero de imdgenes tomadas para cada uno de los atrac-
tores. Como es usual, la eleccion del nimero de imdgenes se debe tinicamente al periodo del
atractor, es decir, se elige de tal manera que describa un atractor completo. Para Ay = 640,
donde el atractor posee dos frecuencias inconmensurables, elegimos un ntimero de imagenes
suficientemente elevado para que el periodo que se reproduce de la frecuencia mas baja quede
cubierto (si bien, debemos darnos cuenta de que este atractor es de tipo toroidal, y por tanto,
a diferencia de los atractores periédicos, nunca podremos obtener una imagen completa del
atractor).

Apg | 670 | 640
n 26 | 200

Tabla 3.4: Nimero de imdgenes tomadas para cada experimento. La distancia entre imdgenes
corresponde a un dia de integracién numérica para Ay = 670 y dos dias para Ay = 640.
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AH=670 AH=640
— slg i | — slg ]
-0.483 — m=6 |{ 0.483 —— m=10
— m=23
-0.484 |
~-0.484 | 1 =
a A -0.485 |
= [
-0.485 t 1 -0.486
-0.487
-0.486 ; : : : :
2.075 2.08 2.085 2.09 2.12 2.14 2.16 2.18 2.2
E(t) 10" E(t) 10"

Figura 3.15: Comparacién del retrato de fase (E (t) —T'D (t)) para las dos viscosidades de estudio
con & = 0.99999 (A = 670), y & = 0.9999 y 0.999999 (A = 640).

La eleccién de la dimension del sistema reducido que debemos elegir para cada atractor
vendrd dado una vez mas por la expresion

mi2
[w ||L2(K;L2(Q)2) B ]Z::l
>

= 2
||w||L2(K;L2(Q)2)

donde el valor de € dependera de cada tipo de atractor.

En la Figura 3.14 podemos apreciar una vez mas el rdpido decaimiento que presenta la
acumulacion de energia a medida que vamos tomando mas autofunciones. También podemos
observar como para la viscosidad de Ay = 640, el decaimiento es mas lento debido a que
la complejidad de este atractor es mayor. En cualquiera de los dos casos podemos observar
que con muy pocas autofunciones podemos capturar una cantidad de energia muy elevada.
En particular, para ¢ = 0.999999 (99.9999 % de la energia), necesitamos sélo m = 23 auto-
funciones para Ay = 640. Veremos sin embargo, que el modelo reducido aplicado a este
problema es muy sensible a la eleccién de su dimension, y ésta sera crucial para una buena
solucién e incluso comprobaremos como para cada caso particular esta eleccion puede ser
muy diferente.

En la Figuras 3.15 y 3.16 mostramos los resultados obtenidos por el modelo reducido
(3.43) frente a la solucién numérica del esquema semilagrangiano de estos dos atractores.
Como podemos observar en estas figuras, la diferencia mas importante a la hora de aplicar
el método FOE al modelo generalizado, consiste en la eleccion del parametro € que nos lleva
a elegir la dimensiéon m del modelo reducido (3.43).
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Figura 3.16: Comparacién de la energia cinética de cada atractor frente a la solucién del modelo
reducido: (a) Ag =670, m =4 (99.99 %), (b) Ag =670, m =8 (99.9999%) y (c) Ay = 640, m =
15 (99.999 %).

Usualmente el valor necesario para obtener una buena descripcién del atractor en cues-
tién, consistia en tomar el valor de e correspondiente al 99.99 % de la energia. Sin embargo,
eligiendo este valor de ¢ para la viscosidad de Ay = 670 (m = 4), Figura 3.16(a), podemos
apreciar como la soluciéon empieza siguiendo adecuadamente la linea general del atractor
para terminar saliendo de ¢l y finalmente caer en un atractor de tipo aperiédico sin ningin
patrén fijo (no mostrado -valores ¢t > 600-). Para este atractor necesitamos llegar al 99.999 %
de energia (m = 6) para empezar a obtener soluciones correctas, Figura 3.15.

Si bien debemos notar que el modelo reducido exhibe diferencias entre ambos resultados
mas significativas que en casos anteriores, el modelo sigue obteniendo una solucién cualita-
tivamente correcta.

Si incrementamos el numero de autofunciones hasta llegar al 99.9999 % de energia
(m = 8), volveremos a encontrar que el modelo reducido no alcanza un atractor correc-
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to, en este caso debido a que empezamos a introducir ruido en el modelo, comportamiento
ya observado por numerosos autores. En esta ocasion, la solucion explota en tiempo finito
aproximadamente a un valor de ¢t = 350, Figura 3.16(b).

Para Ay = 640 volvemos a observar el mismo comportamiento. En este caso si resulta
correcto elegir el 99.99 % de energia (m = 10) tal y como se muestra en la Figura 3.15.
Una vez mas observamos que la diferencia entre el atractor calculado por el modelo reducido
y el esquema semilagrangiano son significativas (incluyendo que con el modelo reducido
obtenemos una solucién periddica en vez de cuasi-periédica), pero siempre manteniendo una
dindmica cualitativamente correcta. En cambio, para valores de energia superiores a éste,
podemos observar como el modelo reducido deja de alcanzar atractores adecuados. Para
un valor de energia del 99.999% (m = 15), el atractor del modelo reducido es un estado
estacionario, Figura 3.16(c), mientras que para el 99.9999 % (m = 23), el atractor es un
estado periddico erréneo, Figura 3.15 (ni la amplitud de la energia cinética, ni la dindmica,
son correctos).

Todos estos problemas que encuentra el modelo reducido para describir adecuadamente
cada atractor puede deberse a varios factores (y que tendremos que tener muy en cuenta a la
hora de construir la base global del método SPOD para el posterior estudio de bifurcacion).

En primer lugar, no es extrano encontrarnos que eligiendo m excesivamente grande el
modelo reducido acumule demasiado ruido y muestre atractores erréneos. Este hecho ya ha
sido observado por numerosos autores. En segundo lugar, y lo que quizds sea méas sorpren-
dente, es obtener un atractor erréneo para valores de ¢ = 0.9999. Esto puede ser debido a
que para Ay = 670, el atractor estd contenido en un espacio afin de dimensién muy baja,
lo que hace que incluir, o no incluir, ciertas autofunciones pueda ser crucial para el correcto
calculo de los atractores.

3.3.2. Estudio de bifurcaciéon para el modelo generalizado

Para el estudio de bifurcacién del modelo generalizado utilizaremos nuevamente la me-
todologia desarrollada en el presente capitulo. Una vez més nos centraremos en aplicar el
método SPOD a conjuntos de la forma (3.31) tal y como desarrollamos en la Seccién 3.1.4 (o
en ejemplos concretos en las Secciones 3.1.5 y 3.2.2). En este caso, el estudio de bifurcacién lo
centraremos en el rango del pardmetro Ay € (600, 5000) pues es dentro de este rango donde
encontramos atractores peridédicos y estacionarios del modelo, mientras que para valores
mas pequenos del parametro Ay los atractores empiezan a exhibir estructuras demasiado
complejas para el estudio mediante estas técnicas.

Los conjuntos que utilizaremos para la construccion de la base global, estaran formados
por los atractores de tipo peridédico encontrados para las viscosidades de Ay = 670 y 650,
el atractor cuasi-periédico para Ay = 640, y un conjunto que contiene todos los atractores
estacionarios descritos en la Seccién 2.3.3 (viscosidades Ay > 680).

Como venimos explicando a lo largo del presente capitulo, para cada atractor peridédico
utilizamos el nimero de imdgenes que describan de manera exacta un periodo completo.
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AH TG | MMy
670 26 6
640 200 | 15

650 24 | 20
Atr.Est. 10| 30

=W DN = =

Tabla 3.5: Detalle de la base global construida (siguiendo la notacién de la Seccién 3.1.4). El
conjunto descrito por Atr.FEst. se refiere a un conjunto formado por los atractores estacionarios cal-
culados para Ay = 680, 690, 700, 800, 900, 1000, 1500, 2000, 3000 y 5000. La distancia entre imdgenes
corresponde a un dia para A = 670 y Ay = 650, y de dos dias para Ay = 640.

En este caso utilizaremos una distancia temporal de un dia de integracién numérica entre
imagenes. Para el atractor cuasi-periédico, Ay = 640, tomamos dos dias de integracion
numérica entre imagenes, con un numero de imagenes los mas amplio posible tal y como
explicamos en la Seccion 3.3.1.

Los valores € que tomamos para elegir cada m; en la expresion (3.32) variaran de acuerdo
a lo estudiado en la Seccién 3.3.1. Asi, para Ay = 670 y Ay = 650 (atractores periédi-
cos) tomaremos el valor de € correspondiente al 99.999 % de energia, frente al 99.99 % del
atractor correspondiente a Ay = 640. Ademads, para el conjunto de atractores estacionarios
tomaremos ¢ correspondiente al 99.9999 % de energfa.

En primer lugar debemos notar que, si bien a priori no vamos a ser capaces de reproducir
la cuasi-periodicidad de la soluciéon para Ay = 640, en el caso de introducir mas autofun-
ciones procedentes de este atractor, sélo incluiriamos ruido, como quedo demostrado en la
Seccién 3.3.1. Ademads debemos observar que para incluir una alta cantidad de energia que
describan todos los atractores estacionarios que hemos encontrado, necesitamos incluir 10
nuevas autofunciones, es decir, el mismo nimero que elementos tiene este conjunto. Esto
es debido al amplio rango del pardmetro Ay que estamos estudiando, lo que hace que las
soluciones en todo este rango estén muy incorreladas, a diferencia de los casos anteriormente
estudiados. En lo que sigue veremos que esto no presenta ninguna dificultad para el método.

En la Tabla 3.5 se describe cada uno de los conjuntos utilizados en el método SPOD,
indicando tanto el nimero de imdgenes que posee cada conjunto, n;, como el nimero de
autofunciones tomadas, m;, para el valor de € descrito. En total, la base obtenida posee una
dimension de 30.

De esta forma, el estudio de bifurcacién de nuestras ecuaciones de partida (3.40), lo
realizaremos como un estudio de bifurcacion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(3.43) aplicada a la base descrita, es decir, el sistema tiene dimensién 30. Como en casos
anteriores, utilizaremos el programa AUTO97 [25] para el estudio de bifurcacién de (3.43).

En las Figuras 3.17 y 3.18 mostramos el resultado obtenido por AUTO97. Como pode-
mos observar claramente en la Figura 3.17, el modelo reducido (3.43) es capaz de seguir
adecuadamente todos los atractores de tipo estacionario, con minimas diferencias cerca ya
del primer punto critico (primera bifurcacién de Hopf).
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Figura 3.17: Diagrama de bifurcacién de estados estacionarios para el modelo reducido (3.43). Los
circulos representan las soluciones obtenidas mediante el método semilagrangiano.

En la Figura 3.18 podemos ver con mas detalle la regién en la cual se encuentran los
atractores periodicos. Si observamos, podemos ver la complejidad que muestra en este caso
el modelo reducido (3.43). En primer lugar debemos fijarnos en la coexistencia de multiples
estados estacionarios, tanto estables (atractores) como inestables (hasta un maximo de 7
para Ay = 640). Esta rama de estados estacionarios proveniente de viscosidades altas,
pierde la estabilidad debido a una bifurcacion de tipo Hopf en Ay = 645.36. A partir de ahi,
existen varios puntos limites que provocan la multitud de estados estacionarios en un rango
aproximado de Ay € (620,710), volviendo incluso a recuperar la estabilidad mediante dos
nuevas bifurcaciones de tipo Hopf en los puntos Ay = 711.62 y Ay = 643.92.

Ademas de las tres bifurcaciones de Hopf mencionadas, el sistema posee hasta 5 nuevas
bifurcaciones de Hopf a lo largo de esta rama de estados estacionarios, si bien todas ellas
estan localizadas en aquella regién donde la rama es inestable.

Si seguimos cada una de las ramas de soluciones periddicas que emanan de cada punto
de bifurcacién de Hopf (donde se pierde o gana estabilidad) podemos ver como sélo una de
estas ramas se convierte en atractores periodicos, mientras que las otras dos son soluciones
periédicas inestables (en el sentido de variedades, [44]).

La primera de estas ramas, que emana desde el punto critico localizado en Ay = 645.36,
simplemente va tomando valores de viscosidad horizontal menores al de dicho punto critico,
mientras la amplitud de sus soluciones se va haciendo cada vez mayor a medida que vamos
avanzando por la rama. La segunda de las ramas (desde el punto situado en Ay = 711.62)
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600 620 640 660 680 700 720

A,
Figura 3.18: Detalle del diagrama de bifurcacién del modelo reducido (3.43). En continuo, so-

luciones estables, en discontinuo, inestables. En azul representamos las ramas de ciclos inestables
(maximo-minimo para cada valor de A ), y en verde las ramas de atractores periédicos. Los rombos
indican puntos criticos (bifurcaciones de Hopf), y los circulos las soluciones del esquema semila-
grangiano (los atractores periédicos vienen representados por su valor méximo y minimo).

conecta con otro punto de bifurcacién de Hopf localizado en la rama de estados estacionarios
donde la rama es inestable, Ay = 643.16. Sélo en la tercera rama (desde el punto localizado en
Apg = 643.92) obtenemos atractores periddicos, si bien, esta rama termina en Ay = 640.66.

En cada una de estas tres ramas (principalmente en las dos inestables) encontramos
nuevas bifurcaciones de Hopf y de tipo toroidal. Las ramas provenientes de bifurcaciones
de tipo toroidal son muy complicadas de seguir, y en concreto el paquete AUTO97 nos
imposibilita esta opcion. Todas las demas bifurcaciones de Hopf estan situadas en ramas de
soluciones inestables, y por tanto, conocemos a priori su inestabilidad. En la grafica, Figura
3.18, tampoco mostramos estas soluciones por claridad.

Por contra, los atractores calculados mediante el esquema semilagrangiano, adelantaban
atractores de tipo periédico para valores de viscosidad Ay < 675 + 5 (presumiblemente
tendrfamos una bifurcacién de Hopf en Ay = 675 £+ 5). El modelo reducido no es capaz de
localizar ninguin atractor de tipo periédico para viscosidades por encima de Ay = 643.92.

Ademas, para viscosidades por debajo de Ay = 643 + 3 el esquema semilagrangiano nos
calculaba atractores de tipo cuasi-periédico. Una vez mas el modelo reducido no es capaz de
reproducir este tipo de atractores (lo que ya habiamos adelantado) debido principalmente a
la complejidad que ofrecen.
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En resumen, debemos hacer notar que las diferencias mas significativas entre el modelo
reducido, ecuaciones (3.43), y nuestro modelo de partida resuelto numéricamente mediante el
método semilagrangiano, ecuaciones (3.40), se centran principalmente en aquellos atractores
no estacionarios. Por un lado, el esquema semilagrangiano adelantaba una primera bifur-
cacion en soluciones periddicas en Ay = 675 + 5, y otra en soluciones cuasi-periédicas en
Ay = 643 + 3. En cambio, el modelo reducido nos presenta una primera bifurcacién de Hopf
en Ay = 645.36, procedente de atractores estacionarios, para después mostrarnos un amplio
rango en el que conviven multiples estados estacionarios y periddicos. Ademas, los atractores
periédicos quedan confinados en un estrecho rango localizado en Ay € (640.66, 643.92).

El motivo por el cual el modelo reducido no es capaz de aproximarse a los resultados
obtenidos por el esquema semilagrangiano, debemos buscarlo en la sensibilidad que éste
posee en la introduccién de ruido. Es decir, tal como vimos en la Seccién 3.3.1, elegir mas
o menos autofunciones de las necesarias puede resultar crucial para poder adaptarnos de un
modo cualitativamente correcto a nuestras soluciones.



Conclusiones

En esta memoria nos hemos ocupado del estudio de la dindamica que pueden presentar los
océanos. Para ello, hemos decidido optar por un modelo barotrépico por su sencillez frente
a otros tridimensionales. Esto también nos ha permitido realizar un gran ntimero de simula-
ciones numéricas sobre mallado muy finos. Puesto que en este tipo de modelos la viscosidad
horizontal siempre es un parametro con gran incertidumbre, el interés de este trabajo lo he-
mos centrado en el estudio de los atractores que presenta el modelo para los distintos valores
de la viscosidad horizontal. Para este estudio, que mateméaticamente se corresponde con un
andlisis de bifurcacién, hemos aplicado el método de las Funciones Ortogonales Empiricas,
generalizando algunas técnicas ya empleadas por algunos autores.

El modelo barotrépico de circulacion oceanica lo hemos desarrollado con el fin de retener
una de las principales caracteristicas que se presenta en la dinamica de los océanos: la in-
fluencia que la batimetria presenta en dicha dinamica. Como se desprende de los resultados
presentados en el Capitulo 2, este nuevo modelo, a diferencia de otros habitualmente utiliza-
dos, es capaz de captar ciertas caracteristicas importantes que se presentan en la dindmica
del océano. En concreto, en el Océano Atlantico Norte, somos capaces de localizar la separa-
cién entre la Corriente del Golfo y la Corriente del Labrador a latitudes mucho mas realistas
que la mayoria de modelos bidimensionales.

Sin embargo, también debemos incidir en el hecho de que existen numerosos factores
importantes dentro de la dindmica del océano (en nuestro caso, el Océano Atlantico Norte)
que quedan sin resolver adecuadamente. Esto implica la necesidad de emplear modelos mas
completos si se precisa de soluciones mas realistas, en cuyo caso, la necesidad de modelos
tridimensionales seria casi inevitable.

En cuanto a la utilizacién del método de las Funciones Ortogonales Empiricas para el
estudio de atractores y estudio de bifurcaciones, hemos visto como los resultados pueden
ser completamente distintos dependiendo de la naturaleza del modelo, la complejidad de los
atractores, etc. En primer lugar, hemos observado como este método es capaz de caracterizar
adecuadamente las soluciones periddicas, utilizando para ello bases de dimensién pequena
(en algunos casos por debajo incluso de diez). En cambio, también hemos podido comprobar
lo ineficiente que en casos mas complejos puede resultar. En la Seccién 3.2.1 hemos mostrado
que no era capaz de reproducir la aperiodicidad exhibida por el esquema semilagrangiano
para Ay = 400 (independientemente del niimero de autofunciones que toméramos para hacer
la proyeccién de Galerkin). En la Seccién 3.3.1 ademés podemos observar la enorme dificultad
existente para elegir el niimero éptimo de autofunciones con que construir el modelo reducido.
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e hecho, en ningin caso hemos podido obtener soluciones cuasi-periddicas, e incluso las
De hecho, h dido obt 1 dicas, 1 1
periddicas nos proporcionaron serias dificultades para poder construir un modelo reducido
adecuado.

Estas dificultades se ven agravadas en el estudio de bifurcacion. Debido a la imposibilidad
de reproducir ciertos resultados complejos, comprobamos cémo éstos tampoco se podian
obtener (como, por otro lado, es razonable) en el posterior anélisis de bifurcaciéon. Ademsés,
a pesar de realizar el estudio de bifurcacién proyectando sobre una base que posee informacién
de un conjunto de atractores completo, esta base no ha demostrado ser determinante para
tal fin. De hecho, en ningin caso hemos podido localizar los puntos criticos (puntos de
bifurcacién) con exactitud, e incluso, como hemos comprobado en la Seccién 3.3.2, esta base
global no es capaz de reproducir de manera 6ptima aquellos atractores no estacionarios.

A pesar de todo, si podemos concluir que los estudios de bifurcacion realizados mediante
estas técnicas, son capaces de proporcionar un correcto (y bastante preciso) seguimiento de
las ramas estacionarias, prediciendo el primer punto de bifurcacién de Hopf con un error
del 5% aproximadamente. Ademas, tal y como hemos comprobado en las Secciones 3.2.1
y 3.1.5, cuando el sistema dindmico no es excesivamente complejo, el seguimiento de la
ramas periddicas es cualitativamente correcto (aunque siempre con pequenos errores de tipo
cuantitativo).

Las posibles modificaciones que podrian realizarse a este tipo de técnicas para mejorar
los resultados podrian encauzarse en las siguientes direcciones:

(i) Recientemente se ha empezado a desarrollar una técnica denominada SV-POD, Spec-
tral Viscosity POD, [61]. Esta técnica ofrece algunas variantes interesantes. La idea consiste
en introducir en el modelo un término adicional de viscosidad. Con esto se consigue que
muchas de las soluciones de cierto de tipo de atractores se aproximen a las soluciones direc-
tas que ofrecen los esquemas numéricos convencionales, las cuales, no pueden ser tratadas
correctamente mediante el método FOE (como hemos visto, por ejemplo, en la Seccién 3.3.2).
Esta podria ser una posible solucién a este tipo de problemas, si bien su extension a estudios
de bifurcacion, como los presentados en esta memoria, no parecen triviales.

(ii) En todos los ejemplos descritos en este trabajo, nos hemos centrado en soluciones
que, en general, estdn contenidas dentro del espacio L? (€2). Sin embargo, es conocido que en
la mayoria de estos sistemas dindmicos, estas soluciones pertenecen a espacios méas regulares
como H' (). Muchos autores creen que al realizar las correspondientes proyecciones sobre
L?(9) se pierde parte de la informacién que posee la solucién bajo estudio. Por tanto, otra
posible forma de solventar los problemas surgidos, habria que buscarla en los espacios sobre
los que se realizan las proyecciones que dan lugar a la matriz de correlacion.

(iii) Algunos trabajos recientes proponen un estudio teérico sobre los efectos que pequenas
perturbaciones en los datos, podrian causar a la hora de obtener un modelo reducido. Si bien
experimentalmente es sobradamente conocido que pequenas perturbaciones no producen
grandes errores al construir el modelo reducido, este tipo de estudios podria dar respuesta a
ejemplos anémalos como el descrito en la Seccién 3.3. En [56] se dan algunos resultados de
regularidad y perturbacién que también podrian sugerir nuevas lineas de investigacién para
paliar los problemas del tipo que se muestran en la Seccién 3.3.



Apéndice A
El método de las Caracteristicas

Como ya explicamos en la Seccién 2.2.2, el método de las caracteristicas, o método semi-
lagrangiano, consiste en el tratamiento numérico de problemas con términos de conveccion.
De un modo general podriamos escribir que este tipo de discretizaciones se aplican a EDPs

del tipo

%Jﬂj.w:}?(t,c), en (0,7) x (A.1)

donde c:RxQ — R, = (u,v) : RxQ—R*y F:R? — R.

La gran ventaja de este método es el tratamiento del término convectivo, término no lineal
y por tanto término que genera gran cantidad de inestabilidades. Sin embargo, con el método
semilagrangiano conseguimos salvar el problema de las inestabilidades no lineales debidas a
este término, y muy especialmente con el recientemente introducido, método semilagrangiano
no oscilatorio, [14], [28].

Como ya explicamos con detalle en la Seccion 2.2.2, este método consiste en introducir,
para cada x € € y para cada instante temporal ¢, la funcién curva caracteristica definida
por

X' (tn+17 €5 t) = /&'(t? X (tn+17 x5 t))
(A.2)
X (tpg1, Ty tpyr) = @
(ver Definicién 2.3). De esta forma, si la ecuacién (A.1) la escribimos en los puntos espacio-
temporales (t, X (t,41,2:t)) € (tn, tnt1) X Q tendremos que
De F V(t2) € (tartnis) X O (A.3)
= = c x; y &L ny n .
D (X by i) o
donde, como ya vimos en la Seccién 2.2.2,

Dc 0 Oc
— =—(c(t,X (tyyr,2;t))) = | = +4- Ve
Dt (4, X (tns1,2:1)) (‘975( ( (bnsa ) (815 )
1(t:X (tnt1.73t))

De esta forma, integrando (A.3) en el intervalo (t,,t,.1) podemos salvar los términos no

lineales, llegando a una discretizacion del tipo
tn+1

= / F(t,c(t, X (b, 2:8)) dt
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en la cual los términos convectivos s6lo aparecen de forma implicita en ¢*” (ver Definicion
2.4).

Sin embargo para el célculo de ¢ necesitamos conocer los puntos X (¢,.1,z;t,) para
aquellos puntos = € () pertenecientes al mallado, tal y como explicabamos en la Seccion
2.2.2. Para ello, el algoritmo utilizado en [5] es quizds el méas eficiente, especialmente en
las ecuaciones de Navier-Stokes, en las cuales la velocidad @ es también una incognita. Tal
y como se explica en [5], para calcular el punto X (¢,.1,z;t,) integramos en (t,,t,+1) la
expresion (A.2), lo que nos da

tn+1

r— X (thy1, 5 t,) = / U (t, X (tper, z;t)) dt =
tn
= Atu (tn+1/27 X (tn+17 x; tn+1/2)) + O (At?) =

1 .
= At gl_[n - 5’1_[”71 (X (tn+1,$; tn+1/2)) + @) (At?’) = (A 4)
— At ga‘n - %m—l (“T X (t;“’ x;t”)) +0(AP)

donde hemos utilizado las aproximaciones cuadraticas siguientes:

3 1.,
ﬁn+1/2 - 5’&% — 5 + O (AtZ)
T+ X i1, Tty
X (tps1, T3 b jo) = 2+1 ) + O (At?)

Por tanto, llamando X}, (¢,41,;t,) a la aproximaciéon numérica que queremos calcular
de X (ty41,2;ty), si definimos

a=1x—Xp (ths1,x;ty) (A.5)

y despreciando los términos de orden ctibico en (A.4), tendremos

a= At @ﬁ” . %a’nl) (m . %) (A.6)

De esta forma para calcular Xy, (t,41, z;t,) calcularemos primero « de la expresién (A.6)
y después, despejando en (A.5) obtenemos X}, (ty41,x;ty,)-

Para el calculo de « el algoritmo mas sencillo de utilizar es el método del punto fijo. Para

3
ello, si definimos por T = At|=u"— 517”’1 , tendremos que el operador

2
T : Q — Q verifica que Ta = «. Para que podamos calcular o« mediante método del
At

punto fijo necesitamos que el operador T sea un operador contractivo, lo que sera cierto
— sup
Q

siempre que
3 —n 1 —n—1
5 Sup|lV (5“ ~ 3¢ )

Sin embargo, en algunas ocasiones puede ocurrir que el operador 7' no sea contractivo y
por tanto, al aplicar las sucesivas iteraciones del método del punto fijo, éstas no converjan.

<1
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X(tnﬂ !X;tn+3/4)

\ Xt X5t s16)

XX td2) X(t,. Xt )

X(tn+1 YX;tn)

Figura A.1:

En este caso utilizaremos el siguiente algoritmo para el calculo de X}, (¢,11, z; t,,) que conser-
vara el orden cuadratico para el célculo de este punto y que no es mas que una generalizacién

del método dado por (A.5)-(A.6).

La idea para generalizar el algoritmo (A.5)-(A.6) para calcular X, (t,4+1,2;t,) la pre-
sentamos en la Figura A.1. Consiste en calcular primero Xj, (t,41,%;t,11_2-=) para algin
m € N. Una vez cdlculado este punto podemos calcular Xj, (t,11,%;t,41_o-m+1) integrando
(A.2) en el intervalo temporal (t,41_g-m+1,tpi1):

tn+1
X (tpa1, Tty g-m+1) = x — / U (t, X (tpyr,x;t)) dt =
tn+1—2_m+1
=2 — 27" AG (tyy—g-m, X (tpy1, Ty tngp1—0-m)) + O (At?) =
= XA (2= 2 T — (1= 2 P () F O (AF)
donde hemos utilizado que
T Z (222 @ — (1—27") @+ O (AR) (A7)
Por tanto, despreciando los términos de orden cubico,

Xp (tpi1, Ty bngrg-mer) = — 27"HAL ((2—27) @ — (1 —27™) @™ 1)

‘Xh (tn+11x;tn+1727’m)

(A.8)
y aplicando (A.8) sucesivamente para los distintos m € N calculamos X}, (t,11,x;t,).
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Para calcular X}, (41, 2;t,11_2-m), con el cual iniciariamos las iteraciones dadas por
(A.8), utilizariamos el mismo algoritmo (A.5)-(A.6) pero aplicado a este nuevo punto, y que
ahora quedaria de la siguiente forma:

a = x—Xp(thi1, @ ty11-2-m) (A.9)
a« = 2mAr(2-2m ) — (-2 ) (v - 5) (A.10)

donde una vez més hemos utilizado (A.7) para aproximar @™ =2"""".

La eleccion de m € N al que aplicaremos el algoritmo (A.9)-(A.10) se elije por ser el menor
m € N tal que las iteraciones de punto fijo (A.10) converjan. Resumiendo, este algoritmo lo
podemos escribir como sigue:

1) Tomamos m = 0.

2) Realizamos las iteraciones de punto fijo para calcular v mediante (A.10). Si no converge
hacemos m = m + 1 y volvemos a 2), si converge seguimos en 3).

3) Calculamos X}, (t,41,%; t,411_2-m) mediante (A.9).

4) Para j =m —1,m —2,...,0, calculamos X}, (t41, ;1 2-7) mediante (A.8).

Observacién A.1 Al aplicar esta generalizacion tendremos que ahora siempre existe un
m € N tal que (A.10) converge. Esto podemos probarlo definiendo la aplicacion T, : 2 — )
tal que

() =27t (22 ) - (-2 ) ) (- )

2
Para probar que T, es contractiva debemos calcular su gradiente, que serd:
1
VI, = —527"AV (2 -2t — (127 ) (I . %)

y por tanto

IVTall < 27 Ae (2= 27 ) IV + (1 =277 [[var ) <

<
< 27N (2| Var| + || vart|)

Como ademds en nuestro caso ", @+ € Vi, para algin espacio de elementos finitos Vj,,
tendremos que siempre existe algun L > 0 tal que

Ivar|, ||[vart| < L
y por tanto,
3
IVTull < g AtL (A.11)

De (A.11) se deduce claramente que para algin m € N suficientemente grande la apli-
cacion T,, serd contractiva y por tanto podremos calcular (A.10) mediante un algoritmo de
iteracion del punto fijo.

Una vez calculado los puntos X}, (t,11,;t,) para cada = € € perteneciente al mallado,
podemos calcular la funcién ¢*™ € V}, realizando las interpolaciones usuales para funciones
pertenecientes al espacio de elementos finitos V}, o bien, mediante el método semilagrangiano
no oscilatorio, recientemente introducido en [14], [28].



Apéndice B

Filtrados

Como ya comentamos en la Seccién 2.3.3, para poder aplicar el modelo (2.16) a una
situacion real, normalmente hay que realizar algin tipo de filtrado a los datos reales de que
se disponen. En nuestro caso hemos necesitado realizar un filtrado a los datos que nos ofrecen
la descripcién de la batimetria en el Océano Atlantico Norte, la base de datos ETOPO5, y
que en las ecuaciones (2.16) serd la funciéon H : Q — RT.

La idea de porqué es necesario realizar un filtrado a estos datos en vez de interpolar
directamente sobre el mallado reside en la incertidumbre que puedan poseer estos datos, es
decir, en general las variaciones que poseen son muy grandes, y en vez de definir funciones
suaves nos encontramos con gran cantidad de picos que en algunos casos hacen que las
hipétesis de regularidad necesarias sobre estas funciones no se cumplan.

En la literatura existen diversos métodos para realizar filtrados sobre un conjunto de
datos provenientes de mediciones reales (especialmente en el campo de la meteorologia), ver
[34]. En general, éstos suelen ser un tanto rigidos en cuanto al mallado sobre el que estan
definidos y ademas sélo suavizan levemente los posibles picos que el conjunto de datos pueda
poseer, sin llegar a eliminarlos por completo en ningtin momento.

Por esto, nosotros optaremos por realizar un filtrado incluyendo difusién directamente a
la funcién que defina los datos de que disponemos. Esto nos dara la ventaja numérica de po-
der realizarlo sobre cualquier mallado que construyamos, habiendo interpolado previamente
los datos sobre el mallado y ademéas podremos controlar cuanto suavizamos estos picos in-
cluyendo més o menos difusion. La gran contrapartida de este método serd la pérdida de
amplitud que puede producirse si la difusién incluida es excesiva.

Supongamos que tenemos discretizado el dominio {2 donde va a estar definida la funcién
que necesitamos filtrar, y supongamos ademés que dicha funcion H : {2 — R pertenece
al espacio de elementos finitos V}, (de tal forma que para calcular H, previamente hemos
realizado una interpolacién lineal a los datos sobre el mallado que discretiza €2). Si llamamos
Hy a la funcién filtrada de H, tendremos que H verifica:

{Hf—{-jAHf:H (Bl)

Hyoo=H
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Figura B.1: Detalle de la batimetria dada por la base de datos ETOPO5 (izquierda) y batimetria
filtrada mediante (B.1) con € = 5 x 10%. La lineas de nivel corresponden a las profundidades de

100, 250, 500, 750 y 1000 m.

Observemos que (B.1) es un problema eliptico con condiciones de frontera Dirichlet no
homogéneas que, como ya hemos mencionado resolvemos directamente mediante el método
de elementos finitos sobre le mallado que discretiza ). Nétese también la dependencia de la
solucion filtrada Hy del pardmetro €, que sera la difusién que queramos incluir a la solucién
filtrada, y cémo cuando € — 0 se tiene que Hy — H. Como es natural, la eleccién del
pardmetro ¢ depende de la necesidad de eliminar mas o menos picos, y del dominio € (a
medida que las dimensiones de (2 aumentan, el pardmetro ¢ crecerd).

Para nuestro caso concreto (tal y como explicamos en la Seccién 2.3.3) tomamos como
funcién H la interpolacion lineal sobre los puntos del mallado que discretiza €2 con la condi-
cion de que la funcién H no sea mayor que 1000 m. ni menor de 50 m. Es decir, si al realizar
esta interpolacién H(x) > 1000 para algin = € Q, tomaremos H (z) = 1000 y andlogamente,
si H (x) < 50, entonces tomamos H (z) = 50. Nétese que el caso de profundidades donde H
es menor que 50 m. se dard en aquellas zonas donde, por ejemplo, existan islas (por ejemplo
en las proximidades de las Islas Canarias, Azores,...), pues las tnicas islas consideradas para
el dominio €2 son Cuba y Santo Domingo (ver Figura 2.23). Las regiones en las cuales H
sera superior a 1000 m. sera toda la region que esta suficientemente lejana de la costa.

Una vez construida esta funcién H, calculamos H mediante (B.1), donde hemos elegido
e = 5 x 10°. En la Figura B.1 mostramos un detalle de la batimetria real de la base de datos
ETOPOS y la solucién filtrada para este parametro. Podemos observar como se suaviza cla-
ramente los datos de ETOPO5, manteniendo las caracteristicas principales de la batimetria,
a la vez que la amplitud disminuye debido al efecto de la difusion artificial que introducimos
en H f-



Apéndice C

El problema del obstaculo: analisis
numérico del modelo

En el presente apéndice describiremos el anélisis numérico utilizado para resolver numéri-
camente el modelo presentado en la Seccion 3.1.3 sobre un flujo bidimensional confinado en
un canal infinito con un obstaculo periédico en el centro de éste, Figura C.1. Mas concre-
tamente, estamos interesados en estudiar numéricamente los atractores que las ecuaciones
siguientes puedan tener:

ou .
a—? Y @-Vi—vAi=-Vp+f,  enQx(0,T)
diva = 0, en Q x (0,7) (C.1)
ﬁ‘ro - 0
Ujr, = U,
- 1
donde, tal y como comentabamos en la Seccién 3.1.3, f = (2v,0), v = —, con Re = n° de

e
Reynolds, Q = (=5/2,5/2) x (—1,1)\ [-1/10,1/10] x [-1/10,1/10] y 092 = 'y U Ty U 'y,

con ['g,I'y y I's como en la Figura C.1.

El esquema numérico que utilizaremos para encontrar las soluciones numéricas de (C.1)
serd una combinacién del método de las caracteristicas (ya explicado con detalle en el Capitu-
lo 2 y en el Apéndice A) junto con un esquema implicito de tipo stiffly de segundo orden (ver
[40], por ejemplo) y el algoritmo descrito en [22] para la resolucién de problemas de Stokes.
Es decir, tendremos que para cada paso temporal, calculamos la solucién @' (conocido u™

y 4" 1) mediante:

(3

St _ggm 4 L)

— VAGH = —Vpntl 4 fn+1) en O

At
diva™tt =0, en (C.2)
—n+1
U|1$1 =0 +1
Yr, = U,

\

Observemos que un esquema de tipo stiffly puede pensarse como una discretizacion del
término de derivada temporal en la EDO o EDP de estudio, junto con el resto de términos en
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Figura C.1:

el instante t,41 (ver [40]). En nuestro caso, y debido a que estamos integrando a lo largo de
las curvas caracteristicas, el término de derivada de la EDP (C.1) viene dado por el término
no-lineal junto con la derivada temporal, y es precisamente a estos dos términos a los que le
aplicamos esta discretizacion, es decir,

§ﬂ*n+1 — o + ﬁ*(n—l)
2

At

N —

ouw L
§+U°VU—

+ 0 (AP)

El resto de términos vendran dados de forma implicita en el instante ¢, tal y como expre-
samos en (C.2).

Si despejamos @™ en (C.2), tendremos que para cada paso temporal resolvemos

3 1 -
§ﬁn+1 — vAtATH = —AtVp ! 4 20 — 51?(”—1) + At en Q
e o e (€3)
Uu =
gt — g

| ST

Es decir, para cada paso temporal tenemos que resolver un problema de Stokes, que,
como ya comentamos, calculamos mediante el algoritmo desarrollado en [22].

Como venimos describiendo a lo largo de este trabajo, para la discretizacion espacial
utilizamos elementos finitos, en este caso utilizaremos P,/P; tal y como se explica en [22]
(elementos cuadraticos para la velocidad 4 y lineales para la presién p).
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Figura C.2:

En la Figura C.2 mostramos el mallado utilizado para resolver (C.1). Este mallado ha
sido construido de tal manera que cerca del obstaculo la distancia nodal sea minima a
fin de poder resolver adecuadamente los vortices y la capa limite que se generara en esta
zona. En concreto llegamos a una distancia entre nodos de casi 0.005, mientras que en las
regiones alejadas del obstaculo y la zona central del dominio (que también se vera influida
por los vortices que el obstaculo generard) utilizamos tridngulos mucho mayores que llevan
a distancias nodales méaximas de aproximadamente 0.075. En la Tabla C.1 mostramos las
caracteristicas de este mallado.

En este problema, y como es usual en las ecuaciones de Navier-Stokes, para viscosidades
suficientemente grandes el atractor serd estacionario y se volvera sucesivamente periddico,
cuasi-periédico y aperiodico a medida que la viscosidad se va reduciendo. En la Figura C.3
mostramos los rangos en los que encontramos cada tipo de atractor segin los experimentos
numéricos realizados.

Para este problema particular tendremos que los atractores estacionarios que obtenemos
son simétricos con respecto y = 0 (de hecho, si partimos de un dato inicial simétrico, la
solucion sera simétrica para todo instante de tiempo t > 0, debido a la simetria del dominio
Q2 y a los operadores de (C.1)). Para las soluciones periédicas se tiene, a diferencia del
problema del rectangulo, que el atractor es también simétrico, es decir, si {ﬁ(t)}te(tl,h)

N. Nodos (u —v) | N. Nodos (p) | N. Elementos | Nodos Frontera
26940 6772 13395 302

Tabla C.1:
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Re=457+1 Re=590+10

Atractores Atrractores Atractores
estacionarios pEriedicos cuasi-periédicos
y aperiodicos

Re

Figura C.3:

es un atractor periddico, y u* (t) es la funcién simétrica a w (t) respecto y = 0 (es decir,
u* (t,2,y) = u(t,z, —y)), entonces {U (t)},e s, 1) = 1U* () ety 1p)- B0 las grificas mostradas
a lo largo de las Secciones 3.1.3 y 3.1.5 podemos apreciar esta circunstancia, donde mostramos
la evolucién de la funcién v en el punto A = (1,0) (Figura C.1).

En la Figura C.4 mostramos algunos de los resultados obtenidos. En concreto podemos
ver dos de los atractores estacionarios encontrados para las viscosidades de Re = 400 y
Re = 650 y dos de los atractores no estacionarios, uno periodico y otro cuasi-periédico
(Re =460 y Re = 620). Para la viscosidad correspondiente a Re = 650 las soluciones son de
tipo aperiddico. Para esta viscosidad mostramos la solucién estacionaria obtenida instantes
antes de que ésta se inestabilice (recordemos que este estado estacionario es inestable, lo
que numéricamente significa que las soluciones pasaran a converger a un atractor en tiempo
finito).

En la Figura C.4 podemos observar como los estados estacionarios crean dos voértices
simétricos junto al obstaculo, pertenecientes a la estela que el fluido genera. Podemos apreciar
también como esta estela se hace mas extensa a medida que la viscosidad disminuye. Para
los atractores no estacionarios podemos ver como dicha estela también se extiende més para
viscosidades menores.
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Figura C.4:
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