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Prodlogo

La utilizacion de redes PERT para la representacién y planificacién de proyectos es la
metodologia mas extendida y defendida de las existentes. En esta memoria se abordan, desde
distintos puntos de vista, tres de los problemas mas comunes asociados a la planificacién de

proyectos con redes PERT, como son:

» El problema del reparto de holguras existentes en una red PERT (problema SPERT)

0, lo que es similar, la elaboracién de un calendario para la ejecucion del proyecto.

» Fl problema del reparto del beneficio que se pudiera generar en la ejecucién de un

proyecto, entre todas las actividades del proyecto (problema APERT).

= Kl problema del reparto del coste por retraso que se pudiera generar en la ejecucién de

un proyecto, entre las actividades retrasadas (problema CPERT).

Para la correcta planificacion de un proyecto es necesario la elaboracién de un plan de trabajo
exhaustivo, es decir, la determinacién de un calendario sin holguras para cada una de las
actividades. Por ejemplo, en la ejecuciéon de una obra civil en Espana, es necesario presentar
este calendario antes de comenzar la ejecucién de la obra. Dado que hacer un reparto de
holguras de una forma eficiente es equivalente a la realizacién de un calendario, la resolucion

del problema SPERT es de una gran utilidad en la planificacién de proyectos.

Una vez planificado con exactitud el proyecto (primer problema que se aborda en esta

memoria), se pasa a su ejecucién, en la cual las actividades tendréan una duracién asociada,



fruto de una gran cantidad de variables, como el dinero invertido en su realizacién, el de-
sarrollo del proyecto en el momento de comienzo de la actividad o la propia variabilidad de la
actividad. El administrador del proyecto debe determinar el grado de cumplimiento de cada
actividad con el calendario asignado en la planificacién (problemas APERT y CPERT),
bien para imputar un coste (o un beneficio) a las actividades responsables del retraso (o ade-
lanto) o bien, para decidir en futuros trabajos la asignacién o no de determinados trabajos a

determinadas firmas responsables de actividades en el pasado.

Se debe destacar la estrecha relacion existente entre el problema de reparto de holguras y
los problemas APERT y CPERT ya que, para la correcta imputacién de costes (problemas
APERT y CPERT), es necesario conocer la holgura de la que podia disponer cada actividad
(resolucién del problema SPERT'). Esta memoria estudia la utilizacién de una solucién del
problema SPERT como punto de partida del los problemas APERT y CPFERT y observa

las ventajas que este método produce.

A lo largo de toda esta memoria se ha hecho hincapié en la importancia de la aplicabilidad
en situaciones reales de cualquier solucién presentada. Por este motivo, las reglas presentadas
en esta memoria son definidas mediante algoritmos polinomiales o polinomiales en media,
excepto para las reglas definidas en funcién del valor de Shapley, sobre las cuales se propone
una aproximacién polinomial con buenas propiedades y extrapolable al célculo del valor de

Shapley en otros problemas.

Fruto de esta ventaja computacional, se calcula el valor de las diferentes soluciones de las

reglas presentadas para un caso real.
Esta memoria ha sido desarrollada como se indica a continuacién:

En el capitulo 1 se introducen los conceptos necesarios de teoria de juegos y de reparto
secuencial (asi como la relacién existente entre ellos), se presentan las redes PERT y los tres
problemas estudiados: reparto de holguras en una red PERT (problema SPERT), reparto
de coste y beneficios en una red PERT (problema APERT) y reparto de costes en una red



PERT (problema CPERT).

En los capitulos 2, 3 y 4, se realiza una revisiéon bibliografica de las reglas existentes para
los problemas SPERT, APERT y CPERT, respectivamente, y se introducen y analizan
nuevos conceptos de solucién para estos problemas, finalizando todos estos capitulos con un

andlisis comparativo entre todas las reglas definidas y las existentes en la literatura.

En el capitulo 5 se propone una aproximacion para el calculo del valor de Shapley basado
en técnicas de muestreo. En particular, se presentan algoritmos con complejidad computa-
cional polinémica que aproximan el valor de Shapley o cualquier semivalor con un error

conocido y acotado para un nivel de confianza fijado.

En el capitulo 6 se estudian y analizan las diferentes reglas definidas en esta memoria

para un caso real.

Esta memoria concluye, en el capitulo 7, con las conclusiones y futuras lineas de investi-

gacion.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se realiza una breve exposicién de las metodologias usadas en esta memo-
ria y de los problemas que se desean abordar. En particular, se comienza introduciendo los
conceptos de teoria de juegos y de repartos secuenciales, asi como la relacion entre ellos;
se continta exponiendo la representacién de una red PERT, y se finaliza enunciando los

siguientes tres problemas:

= Fl problema del reparto entre las actividades de una red PERT de las holguras exis-

tentes, denotado por SPERT.

» Fl problema del reparto del benificio o coste, asociado a un adelanto o retraso en la
ejecucion de una red PERT, entre todas las actividades del proyecto. Esto implica la
existencia de actividades que reciben beneficio y otras a las que se les imputa coste. El

problema se denota por APERT.

= Fl reparto de los costes asociados a un retraso en la ejecucion de una red PERT entre
las actividades retrasadas, por lo que solo existiran actividades a las que se les impute

coste, denotado por CPERT.

Estos tres problemas, con diferentes aplicaciones préacticas, se han planteado en la literatura

de forma independiente; en este trabajo se trata, ademas, de utilizar la solucion del primero
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para la resolucion de los otros dos.

1.1. Conceptos de teoria de juegos

Un juego de valor n-personal en forma de funcién caracteristica esta definido por una
2-upla (N,v), donde N es el conjunto de jugadores y v es una funcién real definida en los
subconjuntos de N satisfaciendo v(()) = 0. El valor de v(S) representa el beneficio que la
coalicién S puede asegurarse, independientemente del comportamiento de la coalicién N\ S.

Se denota por n al cardinal de |N|.

Un juego de valor (IV,v) es superaditivo si:

o(T) 4+ v(S) <v(SUT), VS, T C N tal que SNT = 0.

Un juego de valor (N, v) es aditivo si:

o(T)4+v(S)=v(SUT), VS, T C N tal que SNT = 0.

Un juego de valor (IV,v) es convexo si:

o(T)+v(S) <v(SNT)+v(SUT), VS, T C N.

Un jugador, ¢ € N, en un juego de valor (N, v), es un pelele si:

W(TU{i}) = o(T) +v({i}), YT C N\ {i}.
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Dos jugadores, i,j € N, en un juego de valor (IV,v), son jugadores simétricos si:

(T U{i}) =o(TU{j}), ¥TC N\ {ij}.

El corazén de un juego de valor (N, v), es:

Core(v)z{xé?ﬁ"/inZU(S),VSCN Y Zwi:v(N)}.

€S 1EN

El valor de Shapley de un juego de valor (N, v) es:

shv,o) = S EZDZ O gy i), vie N

n!
TCN, i€T

Para definir el valor de Shapley ponderado (Weighted Shapley Value, Shapley (1957)[28]),
se considera el vector de pesos W = (wy,...,w,), donde w; > 0 es el peso del jugador i,
i =1,...,n. Un orden es una funcién O : {1,...,n} — {1,...,n} que asigna un jugador
O(k) a cada posicién k. Dado un orden O y un vector de pesos W, se define la probabilidad
de O

k

Py(0) = [[(wow/ Y _ wow).
1

k=1 =

Se denota por Pref(O) el conjunto de predecesores del jugador i en el orden O, Pref(O) =

{0Q1),...,0(k — 1)}, sii = O(k).

El valor de Shapley ponderado de un juego de valor (N, v) se define como:

WShi(v) = Py(0)(v(Pre'(0) Ui) — v(Pre'(0))), Vie N
]
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Un semivalor de un juego de valor (N, v) se define como:

)= Y BT -o(T\{i})]VieN,

TCN ieT

n
donde: Z(g__ll)Pszl, P,>0 y 1<s<n.
s=1

El valor de Shapley es el valor de Shapley ponderado cuando w; = wj, Vi,j € N, y es un
(t—1Dl(n—1t)!

semivalor con P; = ‘
n!

Un juego de coste n-personal en forma de funcion caracteristica esta definido por una
2-upla (N, c), donde N es el conjunto de jugadores y ¢ es una funcién real definida en los
subconjuntos de N satisfaciendo ¢(f)) = 0. El valor de ¢(S) representa el coste que la coalicién
S se garantiza pagar como mucho, supuesto que los jugadores de N \ S se comportan de la

forma ma&s negativa para la coalicién S.

Un jugador, ¢ € N, en un juego de coste (N, c), es un pelele si:

o(T U {i}) = e(T) + c({i}), YT c N\ {i}.

Dos jugadores, i,j € N, en un juego de coste (N, c), son jugadores simétricos si:

(T UL}) = (T U{G}), ¥ T CN\{i s}

El corazén de un juego de coste (N, ¢), es:

Core(c)z{xé?ﬁ"/ingc(S),VSCN Y Zazi:c(N)}.

€S 1EN
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El valor de Shapley de un juego de coste (N, ¢) es:

sV, = 3 VOO gy i), vie N

i n!
TCN, i€T

El valor de Shapley ponderado de un juego de coste (N, ¢) se define como:

WShi(c) =Y Pu(0)(c(Pre!(0)Ui) — ¢(Pre'(0))), Vie N
O

Un semivalor de un juego de coste (N, c) se define como:

ve)= Y PleD)—«T\{i})]VieN,

TCN ieT

n
donde: Z(Z’__ll)Pszl, P,>0y 1<s<n.
s=1

1.2. Reparto Secuencial

El reparto secuencial (ver Moulin y Shenker (1992)[23]) se asocia a un problema de reparto

de costes.

DEFINICION 1.1 Un problema de reparto de coste, viene dado por (N,q, C,a), donde:

» N={1,...,n} es el conjunto de agentes.

» ¢ = (q1,...,qn) es el vector de demandas de los agentes, donde q; > 0 es la cantidad
demandada de un bien determinado por el agente i, i =1,...,n.

» C : Ry — Ry, es la funcion de coste de produccion del bien. Es una funcion no
decreciente con C(0) = 0.
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» o R — Ry, es una funcion de agregacién que asigna para cada conjunto finito de
agentes, con su correspondiente demanda q € R}, la demanda total a(q) € Ry como
la minima cantidad de bien que es necesaria para satisfacer a todos los agentes de N,
donde a(0,...,0) =0.

Se denota por C'A™ la clase de todos los problemas de reparto de costes con n agentes y
por C'A la clase de todos los problemas de reparto de costes. Una reparto factible para un
problema CA™ es un vector (z;)ieny € %" tal que 2; > 0,Vi € Ny > ..y xi = Cla(q)); el
conjunto de repartos factibles es F(N,q,C,«). Una regla de reparto es una funcién f que
asigna a cada problema (N, ¢, C, ) € C'A una solucién factible, f(N,q,C,«a) € F(N,q,C, a).

Se asumird que los agentes estdan ordenados de tal forma que ¢; < --- < gy.

DEFINICION 1.2 (Tijs y Koster (1998)[30]) Dado (N,q,C,a) € CA, la regla de reparto se-

cuencial (Serial Cost Sharing allocation rule) viene dada por:

: o kyy _ Q k—1
& (N,q.Coa) =y 2ol 71>+ 10_<k<q )
k=1

dond€q1§"'§(hw qk:(q17"'aq]€—17 Qk7>Qk)yq0:(07a0)
—_—————

n—k+1 veces

La regla de reparto secuencial estd caracterizada por las siguientes propiedades (ver Tijs y

Koster (1998)[30])

Igual tratamiento de los iguales (Equal Treatment of Equals (ETE)):Y(N,q,C,«a) €
CAy Vi, je N, tal que ¢; = gj, se verifica que f;(N,q,C,a) = fj(N,q,C, a).

Independencia de demandas mayores (Independence of Size of Larger Demands
(ISLD)): Dado (N,q,C,a) € CAy (N,q,C,a) € CA, tal que ¢; = ¢; Vi = 1,...,7, se
verifica que f;(N,q,C,a) = fi(N,q,C,a),Vi=1,...,7.

En la literatura de las reglas de reparto, siempre se ha supuesto que los agentes son

simétricos, es decir, reciben el mismo coste los agentes con igual demanda. En esta memoria
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se generaliza el problema C'A y la regla £° de tal forma que también dependan de unos pesos

asignados a los agentes.

DEFINICION 1.3 Un problema de reparto de costes ponderados viene dado por (N,q,C,a, W),
donde:

» (N,q,C,a) es un problema C'A.

» W = (wi,...,wy) es el vector de pesos de los agentes, donde w; > 0 es el peso asignado

al agente v, 1 =1,...,n.

Se denota por CAW™ la clase de todos los problemas de reparto de costes ponderados con
n agentes y por CAW la clase de todos los problemas de reparto de costes ponderados. Un
reparto factible para un problema CAW™ es el mismo que para el problema C A. Una regla
de reparto es una funcién f que asigna a cada problema (N, ¢, C, a, W) € C AW una solucién
factible, f(N,q,C,a, W) € F(N,q,C,a). Se asumira que los agentes estan ordenados de tal

forma que q; < --- < qp.

DEFINICION 1.4 Dado (N,q,C,a,W) € CAW, el reparto secuencial ponderado (Weighted

Serial Cost Sharing allocation rule), viene dado por:

%
Wy

&N, q,C,a, W) = (Clald) = Clald™ ), Vi=1,....n,

1 Zje{k,.,.,n} wj

dondeqlgu-gqn, qk:(QM"WQR*la Qk:77q}€)yq0:(0770)
—_——

n—k+1 veces

Para caracterizar la regla £%%, con la misma filosofia usada para la regla &°, se introducen

las siguientes dos propiedades.

Proporcional tratamiento a iguales (Proportional Treatment of Equals (PTE)):
V(N,q,C,a, W) € CAW™ y Vi,j € N, tal que ¢; = gj, se verifica que w; f;(N,q,C,a, W) =
w]fl(Nv q, C) «, W)
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Independencias de demandas mayores (Independence of Size of Larger Demands
(ISLD)): Dado (N,q,C,a,W) € CAW y (N,q,C,a, W) € CAW, tal que ¢; = ¢; Vi =
1,...,J, se verifica que f;(N,q,C,a,W) = fi;(N,q,C,a, W), Vi=1,...,j

PROPOSICION 1.1 La regla €5V es la tinica regla de reparto factible para el problema C AW
que cumple las propiedades ISLD y PTE.

DEMOSTRACION  La demostracién sigue la misma linea de demostracién utilizada en
Tijs y Koster (1998)[30] para la caracterizacién de la regla de reparto £° para el problema
CA. O

Potters y Sudholter (1999)[25] mostraron que la regla £ es el valor de Shapley ponderado
y pertenece al corazén del juego de coste ¢(S) = C(méx;egs ¢;). Es decir, cuando la funcién
de agregacién es a(q) = max;en gi- En esta memoria se generaliza el resultado para cualquier

funcién de agregacion.

PROPOSICION 1.2 Para todo (N,q,C,a, W) € CAW, la regla £5* es el valor de Shapley
ponderado y pertenece al corazén del juego c¢(S) = C(a(q's)), donde is = max {i,i € S}.

DEMOSTRACION  Para cada k € N, se define el juego de costes:

0 ikk+1,..., S
ck(S) _ si nég
C(a(q¥)) — C(a(¢*1)) en otro caso.

Claramente ¢(S) = >_p_, cF(S).

En todos estos juegos (c*(S), Vk = 1,...,n) los jugadores 1,. ..,k — 1 son peleles y los ju-
gadores k, . .., n son jugadores simétricos, entonces dado que el valor de Shapley ponderado no

se altera ante jugadores peleles y tiene comportamiento proporcional ante jugadores simétri-
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Cos,

.....

Dado que el valor de Shapley ponderado cumple aditividad, se tiene,

WShy =Y WShf =)
b1 1 Zje{k,...,n} Wi

W;

(C(al(d") = Clald"™))) = €™ (N, q,C,a, W).

Ademas, £5" pertenece al corazén del juego:

Y ET(N G, Coa, W) < Y (N, q,Coa, W) < Cla(g)).

i€S i€{l,...ig}

Cuando w; = k, Vi € N, se obtiene el siguiente corolario.

COROLARIO 1.1 La regla £ es el valor de Shapley y pertenece al corazén del juego c(S).!

1.3. Introducciéon al PERT

En la direcciéon de un proyecto de gran escala, que requiere coordinar numerosas activi-
dades en toda la organizacién, se deben considerar una gran cantidad de detalles al planear
cémo coordinar todas esas actividades con el fin de desarrollar una programacién realista y
facilitar después la supervisién del proyecto. Para ello, existen dos técnicas con una relacion
muy cercana: PERT (Program Evaluation and Review Technique) y CPM (Critical Path
Method).

'"Moulin (1995)[22] y Albizuri et al. (2002) [1] estudian la relacién entre otra regla secuencial y el valor de
Shapley.
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PERT y CPM se han aplicado en una gran variedad de proyectos. Algunos ejemplos son

los siguientes:

10.

. Construccién de una nueva planta.

. Investigacién y desarrollo de un nuevo producto.
Proyectos de exploracion del espacio en la NASA.
Produccién de peliculas.

Construccién de barcos.

Localizaciéon de una instalacién grande.
Mantenimiento de un reactor nuclear.
Realizacién de una campaia publicitaria.

Construccién de una autopista.

Proyectos para el desarrollo de nuevos sistemas bélicos.

Las versiones originales de PERT y C'PM tenian algunas diferencias, pero se han ido fu-

sionado de modo gradual y en la actualidad no se las considera de forma independiente. Por

lo tanto, es comun que quienes las utilizan usen los dos nombres indistintamente, o que los

combinen en un solo acrénimo, PERT /CPM. En este trabajo se usara el nombre de PERT.

1.3.

1. Antecedentes de las redes PERT

El método PERT (Program Evaluation and Review Technique) y el método CPM

(Critical Path Method) forman las dos técnicas pioneras en el campo de la moderna plani-

ficacién y control de proyectos. Ambos tuvieron su aparicién en 1958. Aunque surgieron de

investigaciones independientes, en su esencia son iguales, existiendo sélo ligeras diferencias

en sus aspectos formales.
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El desarrollo del PERT se inici6 en 1957, cuando la Marina de los Estados Unidos se
enfrent6 al problema de coordinacién y control que surgié en la realizacién del proyecto de
construcién de submarinos atémicos armados con proyectiles Polaris (proyecto Polaris). En
este proyecto, la Marina de los Estados Unidos debia mantener relacién con 250 contratistas
directos y con mas de 9000 subcontratistas, ademés de un ntimero elevado de agencias guber-
namentales, lo que suponia la coordinaciéon de una gran cantidad de recursos y actividades.
Las técnicas existentes resultaban insuficientes, de hecho, practicamente el tnico método
existente en la época era el diagrama de barras de Gantt (Henry L. Gantt desarrollé su
sistema de planificacion también dentro del marco de las necesidades militares durante la
Primera Guerra Mundial, con objeto de establecer racionalmente los programas de muni-

cionamiento).

Ante esta dificultad, la Marina de los Estados Unidos se planteé desarrollar una nueva
técnica de programacion y control de proyectos. De esta manera, bajo iniciativa del almirante
W. F. Raborn, se constituyé en 1958 un equipo investigador formado por personal técnico
de la Oficina de Proyectos Especiales de la Marina, de la empresa de material aeronautico
Lockheed y de la empresa de Ingenieros Consultores Booz, Allen y Hamilton. El proyecto
de investigacién se designé con el nombre de PERT (Program Evaluation and Research
Task). Cuando aparecié el primer informe interno en la Marina sobre este proyecto, se le
designé con el nuevo nombre de Program Evaluation and Review Technique, que corresponde
a las mismas siglas y es el nombre que se le da en la actualidad. En septiembre de 1959, la
revista Operations Research publicd, en el nimero de septiembre, un articulo realizado por
D. C. Malcom, J. H. Roseboom, C. E. Clark y W. Fazar (miembros del equipo investigador
patrocinado por la Marina). Este articulo constituy6 el primer trabajo publicado sobre el

método PERT (Malcom et al. (1959)[20]).

La aplicacién del método PERT al proyecto Polaris fue un éxito, reduciendo en dos anos
la duracion del proyecto que estaba estimada en cinco. Este éxito supuso su rapida difusion

al campo industrial.

En cuanto al inicio del CPM, se debe a la empresa E. I. Du Pont, que quiso en 1957,
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desarrollar un método que le permitiera controlar y programar los proyectos de mantenimiento
de sus plantas de fabricacion. Lo desarrollaron Morgan R. Walker, de la divisién de ingenieria
de E. I. Du Pont, y James E. Kelly, que trabajaba en Remington Rand-Univac. La publicacién
de los resultados data de 1959 en un documento interno de la empresa (Kelley y Walter

(1959)[16]).

Durante los afios siguientes al nacimiento del PERT y C'PM, surgieron una serie de
métodos de programacién y control de proyectos que ampliaron y perfeccionaron las técnicas
originales. Bernard Roy creé el método dual del PERT o método de los potenciales (Roy
(1960)[26]). Se debe citar la programacién de proyectos con recursos limitados (Burgess y
Killebrew (1962)[7] y Levy et al. (1962)[18]) y la aplicacién de la simulacion Monte Carlo

(Metropolis y Ulam (1949)[21]) a las técnicas de programacién y control de proyectos.

1.3.2. Visualizacion de una red PERT

Una red PERT representa el desarrollo del proyecto que se desea realizar. Esta red viene
representada por un grafo dirigido valorado en los arcos. La informacién necesaria requerida

para la representacion es de tres tipos:

1. Informacién de la actividad: se desglosa el proyecto en sus actividades individuales (al

nivel de detalle deseado).

2. Relaciones de precedencia: se identifican los predecesores inmediatos de cada activi-
dad, (es posible conocer los sucesores inmediatos de cada actividad y a partir de ellos

determinar los predecesores inmediatos).
3. Datos de tiempo: se estima la duracién de cada actividad.
Con esta informacién se construye una red o grafo PERT, que es un grafo conexo, dirigido,

sin ciclos, con un tnico vértice inicial y un tnico vértice final y con una valoracién en cada

uno de sus arcos.
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En la literatura, existen dos tipos de redes o grafos PERT que modelizan un proyecto y

contienen toda la informacién previamente descrita (1, 2, 3):

» Red o grafo de proyecto de actividades en los arcos (AOA, activity on arc) (Malcom
et al. (1959)[20]), donde cada actividad esta representada por un arco. Un nodo se usa

para separar una actividad, de cada una de sus inmediatas predecesoras.

» Red o grafo de actividades en los nodos (AON, activity on node) (Roy (1960)[26]),
donde cada actividad se representa por un nodo. Los arcos se usan sélo para mostrar
las relaciones de precedencia entre las actividades. En particular, al nodo de cada ac-
tividad le llega un arco con el nodo de salida de cada actividad que la precede de forma

inmediata

La versién original del PERT y del C PM usaban las redes AOA, por lo que se convirtieron
en las usadas durante muchos anos. Las redes AON gozan en la actualidad de la aprobacion
de una parte de la comunidad cientifica, por lo que no es facil optar por ninguna de las dos.
Se optara por las redes AOA, dado que los articulos referentes al tema en estudio asi lo hacen,

y esto permite la comparacién directa. En lo sucesivo esta memoria se centrara en las redes

AOA, y se eliminard el adjetivo AOA.

A continuacién se introduce un ejemplo para ver la diferencia entre ambas redes.

EJEMPLO 1.1 El ejemplo que aqui se expone ha sido extraido de Hillier y Lieberman (2001)[15].

Una empresa desea construir una nueva planta; en la tabla 1.1 se muestra la lista de
actividades que se deben realizar, junto con sus predecesoras y su duracion.
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Cuadro 1.1: Actividades del ejemplo 1.1

Actividad | Descripcion de la actividad | Predecesores | Duracién
A Excavacién - 2
B Colocar los cimientos A 4
C Levantar paredes B 10
D Colocar el techo C 6
E Instalar la plomera exterior C 4
F Instalar la plomera interior E )
G Aplanados interiores D 7
H Pintura exterior E,G 9
1 Instalar el cableado eléctrico C 7
J Aplanados exteriores F.I 8
K Colocar pisos J 4
L Pintura interior J )
M Colocar accesorios exteriores H 2
N Colocar accesorios interiores K,L 6

Las actividades predecesoras indicadas en la tabla son las actividades predecesoras inme-
diatas, es decir, son las actividades que deben terminarse mo mds tarde del tiempo de inicio
de la actividad dada: si hay mds de una, todas deben terminar antes del inicio de la actividad

en cuestion. Por ejemplo, los primeros elementos de esa columna indican:

1. La excavacion no requiere esperar la finalizacion de ninguna otra actividad.
2. La excavacion debe terminar antes de comenzar la colocacion de cimientos.

3. Los cimientos deben quedar colocados por completo antes de iniciar el levantamiento de

paredes, etc.

Las duraciones de las actividades son estimaciones, no son tiempos exactos dado que estin su-
jetos a variacion aleatoria debida a la disposicion del material, de la mano de obra necesaria,

etc.

La representacion grdfica con las dos opciones (AON y AOA) serd:
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1.3.3. Definiciones y conceptos en una red PERT

Dado un conjunto finito N se denota por n o |N| el cardinal de N y por PA = {my,...,m,}
P

una coleccién de subconjuntos de N que cubren N (U 7 = N). Paratodo M C Ny M # 0,
i=1

PA|jpr es la coleccién de subconjuntos inducidos por M en PA, ie. PA|y = {mNM/7 €
PA, N M # 0}. Dados x = (2;);eny € R" y S C N, se considera que z|g = (z;)ies € R°.

Siy = (yi)ien € R", x > y significa que x; > y;, Vi € N, x > y significa que x; > y;, Vi €

Ny zx+#yyx>>y significa que x; > y;, Vi € N.

Dado Y C R", la frontera de Pareto de Y es definida como

PBY)={yeY /VzeR" tal que = >y, sewverifica v ¢Y},

v la frontera de Pareto débil de Y como

WPB(Y)={yeY /Y eR" tal que x >>y, sewverifica &Y},

Un grafo dirigido es un par G = (X, N) donde X = {z1,...,2,} es un conjunto finito
de nodos y N = {1,...,n} es la coleccién de arcos. Un arco i € N tiene la forma (z;1,x;i2),

donde x; 1, ;2 € X.

Un nodo fuente es un nodo x, € X tal que no existe un arco ¢ € N con x;2 = 3. Un

nodo sumidero es un nodo z, € X tal que no existe un arco ¢ € N con ;1 = Ze.

Un camino 7 entre 2 y 2* es una coleccién de arcos {i1, ..., iy} tal que z;, 1 = x, 25,2 = =

yVke{l,...,p—1}, x4, 2 = x;,_, 1. Un ciclo es un camino entre el nodo z y él mismo.

Una red PERT, es una 2 —upla PE = (G, D) donde G = (X, N), G es un grafo dirigido
sin ciclos con un solo nodo fuente y un solo nodo sumidero, N es el conjunto de arcos

representando el conjunto de actividades en el proyecto y D es el vector de duraciones,
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siendo d; la duracién de la actividad i, i.e : D = (dy,...,dy). Se supone que d; > 0y si

d; = 0 entonces 7 es una actividad ficticia.

Una red PERT es bipartita en x si Vr € PA, 3i € m, tal que z;2 =2 y = # .. Se

denotara al nodo x como nodo bipartito.

La duracién de un camino m, denotada por d;, es la suma de las duraciones de las activi-

dades de 7, i.e. dr = > .. _d;. Se denota por PA(x,z*) el conjunto de todos los caminos entre

1T
z y *. Un camino completo 7, es un camino entre xj y x.. Se denota por PA el conjunto de
todos los caminos completos. Se dira que dos actividades i, 7 € N son actividades simétricas
posicionales si i € m & j € w, Vr € PA. Dos actividades 7,7 € N son actividades paralelas

posicionales si V{r € PA, ien}, In talque jen yr == \{j}U{i}.

Dado un nodo = € X, se define el conjunto las actividades predecesoras inmediatas de z
como PredIm(z) = {i € N, x;2 = x}, el conjunto de las actividades sucesoras inmediatas
de x como SucIm(z) ={i € N, z;; =z}, el conjunto de las actividades predecesoras de z
como Pred(xz) ={i € N, 3m € PA(z;2,z)} y el conjunto de las actividades sucesoras de z
como Suc(z) ={i € N, 3n € PA(z,z;1)}. Dada una actividad ¢ € N se define el conjunto
de las actividades predecesoras inmediatas de i como PredImA(i) = {j € N, xj2 = xi1},
el conjunto de las actividades sucesoras inmediatas de ¢ como SucImA (i) ={j € N, zj1 =
xi2}, el conjunto de las actividades predecesoras de ¢ como PredA(i) = {j € N, 3 €
PA(xj2,2;1)} y el conjunto de las actividades sucesoras de i como SucA(i) = {j € N, 3In €

PA(l'i’Q, CC]'J)}.

Otra definiciéon alternativa para una red PERT viene dada por una 3 — upla PE =

(N,PA, D), donde N, PAy D han sido definidos anteriormente.

El tiempo PERT, T, esté definido como el tiempo minimo que necesita el proyecto para ser
finalizado, i.e. T' = max,cpa dr. Dado un nodo x € X, se define el tiempo mds temprano de un
nodo (earliest time, T'F), como el tiempo minimo requerido para finalizar todas las actividades

predecesoras del nodo z, i.e. TF = MEX e pA(2y,0) n = MEX{ic Predim(z)} (szl + d;). Dado un
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nodo x € X, se define el tiempo mds tardio de un nodo (latest time, T, zL), como el tiempo
maximo requerido para finalizar todas las actividades predecesoras del nodo x sin retrasar el

proyecto, i.e. TL =T — MEX e pA(2,w.) Ir = MINGeSuerm () (Té2 —d;).

Dado un camino completo m € PA, se define la holgura de w, ps,, como el tiempo maximo,
anadido a d;, que todas las actividades de m pueden usar sin retrasar el proyecto, i.e. ps; =
T — dy. Si psy = 0 entonces m es un camino critico. Se denota por PS = (ps1,...,psp), €l

vector de holgura de los caminos, siendo p = |PA|.

Dada una actividad i € N, se define la holgura de una actividad (activity slack), as;,
como el tiempo maximo, anadido a d;, que la actividad ¢ puede usar sin retrasar el proyecto,
ie. as; = mingecpa, iexr PSr. Si as; = 0 entonces i es una actividad critica. Se denota por
AS = (asy,...,asy) al vector de holguras de las actividades. Si un camino es critico, todas

sus actividades también lo son. Una red PERT es critica cuando as; =0, Vi € N.

Dada una actividad i € N, se define la holgura condicional de una actividad (safety
slack), ss;, como el tiempo méximo, anadido a d;, que la actividad i puede usar sin modificar
el tiempo mas tardio de los restantes nodos, i.e. ss; = TxLZ_2 — TxL“ — d;. Se denota por

SS = (ss1,...,88,) al vector de holguras condicionales de las actividades.

Dado una actividad ¢ € N, se define la holgura libre de una actividad (free slack), fs;, como
el tiempo maximo, anadido a d;, que la actividad ¢ puede usar sin modificar el tiempo mas
temprano de los restantes nodos, i.e. fs; = T£2 _Ta§1 —d;. Se denota por F'S = (fs1,..., fsn)

al vector de holguras libres de las actividades.

Dada una actividad ¢ € N, se define la holgura independiente de una actividad (inde-
pendent slack), is;, como el tiempo méximo, anadido a d;, que la actividad i puede usar
sin modificar los tiempos més temprano y mas tardio de los restantes nodos, i.e. is; =
min {ss;, fs;}. Se denota por IS = (isy,...,is,) al vector de holguras independientes de

las actividades.

A continuacién se presentan los valores de los conceptos definidos aplicados al ejemplo
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1.1.

» X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

N ={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O}.
« D=(2,4,10,6,4,5,7,9,7,8,4,5,2,6,0).

» PA={(A,B,C,D,G,H,M);(A,B,C,E,O,H,M);(A,B,C,E,F,J, K,N);
(A,B,C,E,F,J,L,N);(A,B,C,I,J,K,N);(A,B,C,I,J,L,N)}.

n T =44.

» El camino (A, B,C,E,F, J,L,N) es critico.

s Las actividades A, B,C, E, F, J, L, N son criticas.
» PS,=(4,13,1,0,3,2).

» TF =(0,2,6,16,22,20,25,29, 33, 38,38, 44).

» TF =(0,2,6,16,26,20,25,33, 33,42, 38, 44).

» AS=1(0,0,0,4,0,0,4,4,2,0,1,0,4,0,13).

» 1S =(0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,1,0,4,0,9).

» §5=1(0,0,0,4,0,0,0,0,2,0,1,0,0,0,13).

» [S=(0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,1,0,0,0,9).

La definicién dada de AS, F'S, SS e IS, permite a las actividades ficticias (una actividad
ficticia es una actividad inexistente, inicamente creada para poder representar en la red las
relaciones de preferencia), disponer en algin sentido de holgura. Por ese motivo se pasard a
definir la holgura de la actividad, la holgura libre, la holgura condicional y la holgura in-
dependiente en cada camino sin influencia de actividades ficticias, conceptos en los que las

actividades ficticias no disponen de ningun tipo de holgura. Si se nota por F' el conjunto
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de actividades ficticias, i.e. F = {i € N, d; = 0} y por N* el conjunto de actividades no
ficticias, i.e. N* = N \ F, la mdxima holgura que una actividad no ficticia puede usar en
un camino m, es ps;. La maxima holgura que una actividad puede usar en un camino 7 sin
restar holgura a las actividades posteriores del camino serd la holgura libre de la actividad
mas la holgura libre de las actividades ficticias que le preceden inmediatamente en el camino;
formalmente y sin perdida de generalidad, dado 7 N N* = {1,...r}, el conjunto ordenado de

actividades no ficticias en el camino 7, i.e. i € Suc(z;_12) para todo i =2,...r

Fsim) =19 45+ 3 fsp sii=2,...r

{ke(nNF) / k€Pred(x;1)\Pred(x;—1,2)}

La méxima holgura que una actividad puede usar en un camino 7 sin quitar holgura a las
actividades anteriores del camino serd la holgura condicional de la actividad mas la holgura
condicional de las actividades ficticias que le suceden inmediatamente en el camino; formal-

mente:

ss; + Z ssp sii=1,...,r—1
SSZ‘(T(') = {ke(nNF) | k€Succ(z; 2)\Suce(ziyi,1)}

S8, sit=r

La maxima holgura que una actividad puede usar en un camino 7 sin quitar holgura a
las actividades posteriores y anteriores del camino serd el minimo entre las dos holguras

anteriores; formalmente is;(7) = min{ss;(m), fs;(m)}.

Una vez definida las holguras para cada camino, se pueden definir las holguras de cada
actividad sin influencia de actividades ficticias como la minima holgura en los caminos a los

cuales pertenece, formalmente

CLS>!< — min as:(m) = as;: S>}< — ml/n si(m) > fsi:
v TI'GPA, leﬂ' l( ) v f ? 7I'€PA7 ZeTl'f Z( ) — f 1y
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= { ) > ggic 4gF — : PG > 4S..

ssp = o ssi(m) > ssi; ] welgrill,niew isi(m) > is;
En el ejemplo 1.1 y para el camino 7 = (A4, B,C,E,O,H, M), teniendo en cuenta que la
actividad O es ficticia, se puede ver cémo la holgura libre de la actividad O, pasa a la actividad
inmediatamente sucesora de ella en el camino m, la actividad H y la holgura condicionada
de la actividad O, pasa a la actividad inmediatamente predecesora de ella en el camino 7, la

actividad F, concretamente:

v asa(m) = asp(n) = asc(r) = asp(r) = asy () = aspy(r) = 13,
= fsa(m) = fsp(n) = fso(n) = fsp(n) = 0; fsu(m) =9; fsu(n) = 4.
w ssa(m) = ssp(r) = sso(r) = ssg(r) = ssy(r) = 0; ssp(m) = 13.

v isa(m) = isp(r) = isc(n) = isp(r) = isg(r) = isy () = 0.

n S5 =88 FS=FS* 1S=15".

1.3.4. Red PERT aleatoria

Un supuesto que se encuentra implicito en la red PERT no aleatoria (la estudiada con
anterioridad), es la hipdtesis de certidumbre en cuanto a la duracién de las actividades. En
esta seccion, se trata el caso mas general en el que existe incertidumbre sobre las duraciones.
Es decir, no se va a suponer que se conoce con exactitud las duraciones de las actividades,
sino que se supondra que estas duraciones son variables aleatorias de las que se conoce su

funcién de densidad.

En este nuevo contexto, se modeliza una red PERT aleatoria como una 2 — upla, PE =
(G, D), donde G = (X, N), G es un grafo dirigido sin ciclos, un solo nodo fuente y un solo
nodo sumidero, N es el conjunto de arcos que representa el conjunto de actividades en el

proyecto vy D es el vector de duraciones, siendo D; la variable aleatoria que representa la
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duracién de la actividad 4, i.e. D = (Dq,...,D,). Se denota por u; la media de la variable

aleatoria Dy, i.e. u; = E[D;]. Si no se expresa lo contrario, se asumira que d; = p;.

La red PERT no aleatoria se puede considerar como una red PERT aleatoria con infor-
macién incompleta, sélo se conoce la media de las variables aleatorias, o como una red sin
variabilidad, donde todas las actividades son variables aleatorias degeneradas en d;. En este
contexto, dos actividades ¢,j € N son actividades simétricas si son actividades simétricas
posicionales y D; = D; y dos actividades 7, j € N son actividades paralelas si son actividades

paralelas posicionales y D; = Dj.

En la practica, resulta, asignar una funcién de densidad para cada actividad, por ello sélo

se le pregunta al responsable del trabajo tres valoraciones de la duracién de la actividad:

» La duracién mas probable (m): Es el tiempo normal en que la actividad puede lle-
varse a cabo, y cuyo resultado se obtiene frecuentemente, repitiendo la actividad muchas

veces bajo las mismas circunstancias. Corresponderia con la moda de una funcién de

densidad.

» La duracién optimista (a): Es el tiempo minimo que se requiere para la terminacién
de la actividad en el mejor de los casos. Corresponderia con el minimo del soporte de

la distribucién.

» La duracién pesimista (b): Es el tiempo méximo en que la actividad puede tener
lugar en el peor de los casos, por ejemplo una averia de las maquinas; un corte de la
corriente eléctrica; una enfermedad de parte del personal; retraso en suministros, etc.
Sin embargo, no se debe estimar el tiempo pesimista incluyendo todos los contratiempos
extremistas, pues en la vida normal no suelen suceder tales casos, por ejemplo, huelga
general, epidemia, incendio, etc. Si se tienen en cuenta estos sucesos en los cédlculos del
tiempo pesimista, este serd infinito. Corresponderia con el méximo del soporte de la

distribucion.

Con estos tres parametros se debe ajustar una funcion de densidad, las cuatro distribuciones
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més usadas son:

1. Beta

La funcién de densidad f(¢) de una variable aleatoria ¢, que sigue una distribucién de

densidad tipo beta en el intervalo [a, b], es:

0 sit<a
f@) = Kt—a)*(b—t)% sia<t<b
0 sit>b

donde K es una constante que depende de los valores que se den a la estimacién opti-

mista, a, pesimista, b y a los parametros a y .

N

a m b

Figura 1.3: Funcién de densidad de una distribucién beta.

Para un conjunto de valores de a, b, @ y ¢ dados, la correspondiente curva de densidad
beta adopta una forma parecida a la normal, aunque la distribucién es asimétrica y el

soporte estd acotado.

De todas las curvas tipo beta, la mas usada en la literatura, es la que tiene por desviacion
tipica (1/6)(b—a). Esta condicién junto con los valores de a, by m determinan de forma

Unica la distribucién beta seleccionada, siendo:

IS)
-+
S

04:2+\/§; g0:2—\@ sim >
a:2—\/§; g0:2—|—\@ sim <

S]
OH N
o
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Lo que produce que:

Esta distribucién fue utilizada inicialmente y es la mas difundida en la literatura. Se

notara por (a,m,b).

2. Uniforme

La funcién de densidad f(¢) de una variable aleatoria ¢, que sigue una distribucién de

densidad tipo uniforme en el intervalo [a, b], es:

0 sit<a
ft) = ﬁ sia<t<b
0 sit>b

a b

Figura 1.4: Funcién de densidad de una distribucién uniforme.

Esta distribucién queda definida de forma tinica por los valores de a y b. Lo que produce

que:

Esta distribucién se debe utilizar cuando el experto no es capaz de decidir el tiempo

modal o expresa que este tiempo puede ser muy variable. Se notard por U(a,b).
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3. Triangular

La funcién de densidad f(¢) de una variable aleatoria ¢, que sigue una distribucién de

densidad tipo triangular en el intervalo [a, b], es:

,

0 sit<a

2 .
=] EEat o sa<i<m

\0 sit>b
a m b

Figura 1.5: Funcién de densidad de una distribucién triangular.

Dos casos extremos de esta distribuciéon es cuando a = m, en cuyo caso se llamard

triangular inferior y cuando b = m, en cuyo caso se llamara triangular superior.

Esta distribuciéon queda definida de forma tnica por los valores de a, b y m. Lo que

produce que:

:a+b+m‘ Var[D]:a2—|—b2+m218ab—am—bm

Esta distribucion permite modelizar la duraciéon de una actividad sin realizar hipotesis
adicionales sobre la densidad de la distribucién, a diferencia de lo realizado para la

distribucién beta. Se notard por T'(a,m,b).

4. Degenerada
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La funcién de probabilidad p(t) de una variable aleatoria ¢, que sigue una distribucién
degenerada, es:
1 sit=m

p(t) =
0 en otro caso

Esta distribucién queda definida cuando a = b = m. Lo que produce que:

w=E[D]=m; Var[D]=0

Esta distribucién se debe utilizar cuando el experto indica que la duracién no puede
tener variabilidad, por ejemplo, el tiempo que legalmente debe pasar entre ciertas ac-

tividades. Se notard por Deg(m).

Es posible plantear otras distribuciones de forma directa sin basarse en la estimacién opti-
mista, pesimista y modal, si bien resulta dificil de aplicar en casos reales, por la dificultad de

conocer con exactitud la distribucién de densidad correspondiente.

Por 1ultimo, se debe notar que la variable aleatoria que se ha modelizado no estima la
duracién real de la actividad, sino la duracion de la actividad en ausencia de situaciones
excepcionales (tanto positivas como negativas), dado como se han definido los valores de a, b

y m. En situaciones excepcionales cualquier planificacién serd errénea.

1.4. Introduccién al problema SPERT

El problema SPERT (problema de reparto de holguras en una red PERT), consiste en
repartir una cantidad de holgura adicional en cada camino, entre las actividades pertenecientes
a él, de tal forma que, para todo camino, la duracién final del mismo, no exceda la duracién

inicial que este tenia, d,, mas la holgura adicional determinada en la definicién del problema.
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Si la holgura adicional en cada camino es la holgura del camino, ps;, entonces el problema
se transforma en determinar la asignacién de tiempos extras a cada actividad, sin aumentar

el valor de finalizacion del proyecto representado en el correspondiente problema PERT.

A continuacién se introduce un ejemplo para la mejor comprensién del problema.

EJEMPLO 1.2 FEste proyecto estd compuesto por cuatro actividades A, B, C' y D, donde las
actividades A y B deben completarse antes de comenzar la actividad C, sin existir relacion
entre A y B. Por otro lado, no existe relacion entre la actividad D y el resto de las activi-
dades. La duracion de cada actividad es 10, 8, 5 y 20 respectivamente.

Figura 1.6:

En este ejemplo sélo existe un camino critico, formado por la actividad D. Luego la
actividad D debe comenzar en el instante 0 y finalizar en T = 20. Para las otras actividades
se tienen infinitas posibilidades de reparto de holguras, sin sobrepasar el tiempo PERT al
finalizar el proyecto. Por ejemplo, si se desea que todos los caminos finalicen en el instante
T =20, la actividad C puede comenzar en 10+x y finalizar en 20 y A y B comenzar en 0y
finalizar en 10+zx, para todo 0 < x < 5.

Para establecer el momento preciso de comienzo y finalizacion de cada actividad, se debe
determinar el tiempo extra o duracion adicional, de cada una de las actividades; asi, en este
ejemplo, es equivalente a decir que el tiempo extra de las actividades A,B y C es z, 2+x y
5-x respectivamente, con lo que los tiempos asignados para su realizacion serian 10+z, 10+x
y 10-z, respectivamente.

Se debe notar que, en el reparto, estan altamente relacionados los resultados de las ac-

tividades que se comunican mediante alguno de los caminos ya que, la adjudicacién de una
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cantidad de holgura a una actividad, reduce la holgura de los caminos en los que participa
y, por ello, puede reducir la adjudicacién de holgura al resto de las actividades que estan en

€s0s caminos.

Bajo la asuncién de dos condiciones, el problema planteado toma una gran relevancia,
dado que bajo estas condiciones se esta realizando un calendario sin holguras del proyecto.
Dichas condiciones son que la holgura a repartir en cada camino sea la holgura del camino,

pSx, v que el reparto realizado pertenezca a la frontera de Pareto.

La necesidad de realizar un calendario sin holguras del proyecto, ademés de ser una
obligacién legal en muchas situaciones y de la comodidad de planificacién que éste permite
para las diversas actividades, su no realizacion produce una utilizacion sesgada de la holgura

disponible, como se ve a continuacion.

En la planificacion de un proyecto donde no se ha elaborado calendario, la forma més
habitual de actuar ha sido la de indicar la holgura de cada actividad, as;, y con posterioridad,
y siempre segin el desarrollo del proyecto, ir moviendo esas holguras hacia los caminos en
los que se estaban produciendo retrasos. Esta forma de proceder, lleva a que las primeras
actividades no gocen de ningin margen tedrico (ya que se intenta guardar la holgura para
los posibles retrasos futuros) pero gran margen practico (ya que un retraso a esas alturas
aun es asumible), esta dicotomia lleva, en el caso de ausencia de intereses comunes entre las
empresas que gestionan las actividades (cada actividad la realiza una empresa distinta), a

una utilizacién sesgada de la holgura disponible segin el momento en que se realice.

1.4.1. Antecedentes del problema SPERT.

En la literatura clasica sobre el PERT, la elaboraciéon de un calendario se lleva a cabo
para satisfacer una funcién objetivo o el cumplimiento de unas restricciones adicionales;
por ejemplo, se busca un calendario que minimice el tiempo final esperado del proyecto,
si la duraciones de las actividades son variables aleatorias mediante métodos Monte Carlo

(Metropolis y Ulam (1949)[21]) o se busca un calendario de tal forma que, para todo instante
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de tiempo, la suma de los recursos utilizados por las actividades que se estan ejecutando en
un instante de tiempo, no supere la cantidad de recurso asignado a ese instante de tiempo

(Burgess y Killebrew (1962)[7] y Levy et al. (1962)[18]).

En Bergantinos y Sdnchez (2002a) [2], se trata por primera vez la realizacién de un
calendario como un problema de reparto. Para ello, utiliza la teoria de juegos (una técnica
ampliamente usada para la realizacién de repartos) y, mas concretamente, lo modeliza como
un juego cooperativo donde los jugadores son las actividades, lo que se reparte son las holguras
de los caminos y las normas del juego son que la duracién de todos los caminos, incluyendo
el tiempo extra que a cada actividad se le ha asignado en el juego, no supere la duracion de
T, (X ier (di + ;) < T ¥m € PA). Para el juego resultante proponen dos soluciones, una de

las cuales establece un calendario sin holguras para el proyecto.

En Bergantinos y Sanchez (2002b) [3], se plantea el problema como un problema de
bancarrota con restricciones, la peticién en este problema son las holguras de las actividades,
as;, y las restricciones son que para todo camino ) ;. (d; + x;) < T'. Para este planteamiento,
nuevamente se proponen dos soluciones, una de las cuales establece un calendario sin holguras

para el proyecto.

En Shragowitz et al. (2003)[29] se define una regla polinomial para el problema SPERT
de forma proporcional a unos pesos, si bien, en este caso, la regla no pertenece a la frontera

de Pareto y por lo tanto no determina un calendario sin holguras.

Siguiendo el planteamiento de Bergantinos y Sanchez (2002b) [3], en Castro et al. (2007b)[10],
se propone una regla proporcional a las duraciones que determina un calendario sin holgura

y la compara con las soluciones existentes en la literatura.

La ultima referencia se debe a Castro et al. (2007d)[12] y en ella, se generaliza el problema
y las reglas anteriores, incluyendo la definicién de algoritmos polinomiales en media para el
célculo de las reglas definidas en este articulo, en Castro et al. (2007b)[10] y en Bergantinos

y Sénchez (2002b)[3].
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1.4.2. Modelo SPERT

Una vez explicado el problema que se desea tratar, se pasa a la definicién formal del

mismo.
DEFINICION 1.5 Un problema SPERT esta dado por una 2-upla (PE,S), donde:

» PE, es una red PERT.

» S=(51,...,5p), es el vector de holguras de los caminos a repartir, es decir, la holgura

que como mdximo se desea repartir en cada camino.

Por defecto, S = PS, es decir, se desea repartir toda la holgura disponible en los caminos.

Un reparto factible para el problema SPERT es un vector (x;);eny € R" tal que z; > 0, Vi €
Ny icazi < Sp, Vm € PA. El conjunto de repartos factibles se denomina F(PE,S). Se
define SPE™ como la clase de los problemas SPFERT con n actividades. Una regla es una
funcién f que asigna a cada problema (PFE,S) € SPE™ un reparto factible, i.e., f(PE,S) €
F(PE,S).

Si se aplica al ejemplo 1.1, y recordando que en él

. N:{A7B?C7D’E?F’G’H7I’J7K7L?M7N}

« PA={(A,B,C,D,G,H,M); (A, B,C,E,H M); (A B,C,E,F,J,K, N);
(A,B,C,E,F,J,L,N);(A,B,C,I,J,K,N);(A,B,C,1,J,L,N)}

« D=(2,4,10,6,4,5,7,9,7,8,4,5,2,6)

s §=PS=(4,13,1,0,3,2)

La regién factible, F(PE, S), después de realizar algunas simplificaciones, es = € !4 tal que:

" A, XB,TC,TE, TR, L], T, TN = 0,
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n 0< 27 <2
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» aptxgt+ag+ay <4

Con lo que una solucion factible es, por ejemplo

f(PE,S)=(0,0,0,1,0,0,1,1,2,0,1,0,1,0).

Como se ha indicado en la introduccién de esta seccion, la realizacién de un reparto de las
holguras de los caminos, ps,, perteneciente a la frontera de Pareto de F/(PFE, S), proporciona
un calendario sin holguras para el proyecto. La creacion del mismo, permite una independen-
cia a priori entre las distintas actividades, dado que no es posible para ninguna actividad,
aumentar su tiempo sin que alguna de las otras lo disminuya, y esto ultimo, no va a pasar a

priori, dado que todas las actividades desean el mayor tiempo posible para su ejecucion.

Con este planteamiento, se minimiza en la red PERT la dependencia entre las actividades,
dado que, si cada una cumple con su nuevo tiempo asignado, se termina en el plazo previsto
y cualquier retraso produce un retraso al final del proyecto. Esta situacion evita posibles
especulaciones en la utilizacién de la holgura de los distintos caminos, especulaciones que

pudieran llevar a un retraso no deseado en el proyecto.

En este trabajo se presta atencién a dos aplicaciones concretas.

1. La elaboracion de un calendario para las actividades del proyecto, sin holguras y per-
mitiendo un mayor tiempo de ejecucién que el inicialmente estimado en todos los casos

donde sea posible. Este calendario se realiza dando los siguientes pasos.

= Resolucién del problema SPERT mediante algin método que garantice que la

solucién se encuentra en la frontera de Pareto. Se denota por x; al valor resultante.
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» Calculo para cada actividad de las nuevas duraciones, d} = d; + x;.

s Célculo de los tiempos més tempranos de comienzo y finalizaciéon con las nuevas
duraciones de cada una de las actividades (seran idénticos a los tiempos mas tardios

de comienzo y finalizacién). Estos tiempos seran los del calendario.

En la tabla 1.2, se puede ver el calendario resultante de aplicar la solucién f(PE,S) =

(0,0,0,1,0,0,1,1,2,0,1,0,1,0) al ejemplo 1.1.

Cuadro 1.2: Calendario del ejemplo 1.1

Actividad | Descripcion de la actividad | Inicio | Terminacién
A Excavacién 0 2
B Colocar los cimientos 2 6
C Levantar paredes 6 16
D Colocar el techo 16 23
E Instalar la plomera exterior 16 20
F Instalar la plomera interior 20 25
G Aplanados interiores 23 31
H Pintura exterior 31 41
I Instalar el cableado eléctrico 16 25
J Aplanados exteriores 25 33
K Colocar pisos 33 38
L Pintura interior 33 38
M Colocar accesorios exteriores 41 44
N Colocar accesorios interiores 38 44

2. La utilizacién del reparto realizado de la holgura existente, mediante el problema
SPERT, para la asignacién de beneficios o costes entre todas las actividades (problema
APERT, seccién 1.5) o, de forma més particular, el reparto de costes en el caso de que
se retrasara el proyecto entre las actividades retrasadas (problema CPERT, seccién
1.6). Con esta utilizacién se plantea utilizar la informacién que proporciona conocer la
holgura asignada a cada actividad, como un posible dato a utilizar en los problemas

que se tratan en el tercer y cuarto capitulo de este trabajo.
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1.5. Introduccién al problema APERT

El problema APERT (problema de reparto de adelantos en una red PERT') consiste en
el reparto del beneficio (coste) generado por el adelanto (retraso) en el tiempo de finalizacién
estimado de una red PERT; es decir, dada una red PERT y su ejecucién, el problema
consiste en asignar el pago a realizar o el beneficio a ingresar por cada una de las actividades

de tal forma que su suma sea el beneficio (coste) generado en la red PERT.

El problema APFERT, se plantea como un reparto de beneficios, por lo que valores posi-

tivos son pagos a las actividades y valores negativos son pagos de las actividades.

A continuacidn, se introduce un ejemplo para la mejor compresién del problema.

EJEMPLO 1.3 Sea una red PERT definida por, N = {A,B,C,D}, PA = {(A,B) ,(A,QC),
(D)}, D =(3,6,5,10). Los tiempos de inicio y finalizacion de cada actividad, en la ejecucion
de la red PERT, son b= (0,2,2,0) ye =(2,11,9,10) y la funcion de beneficio es B(x) = x,
donde x es el adelanto final del proyecto. El problema consistird en imputar un valor a las
actividades de tal forma que la suma de esos wvalores sea -1, dado que -1 es el beneficio
generado en la red.

Figura 1.7: Red planeada
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Figura 1.8: Red ejecutada

Una solucion factible es, por ejemplo (fa, fB, fc, fp) = (+1,-2,0,0).

La situacién planteada se da en muchos problemas reales. Por ejemplo, si se desea construir
una casa. Hay un constructor que subcontrata una serie de actividades a otras firmas (ci-
mentacién, albanileria, fontaneria . .. ). Ademds, este constructor vende la casa por anticipado
y da una fecha de entrega a los compradores con la garantia de que, en caso de retraso, les pa-
gard un alquiler durante el tiempo extra que dure la obra. En esta situacion, cualquier retraso
en la obra supone un aumento de costes, aumento que el constructor puede imputar, si asi lo
firma en contrato, a las firmas que hayan ocasionado el retraso en la entrega, beneficiando a

las firmas que hayan evitado un retraso mayor.

Otros sectores donde se da esta situacién de forma directa son:

» Construccion de obras publicas adjudicadas por concurso.
» Transporte de productos perecederos.

» Retrasos en transportes (como el caso del AVE que devolvia el dinero si llegaba con
un retraso superior a 10 minutos o el de las companias aéreas que deben pagar indem-

nizacién a los pasajeros cuando el vuelo se retrasa un determinado nimero de horas).
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1.5.1. Antecedentes del problema APERT.

En Estévez-Fernandez et al. (2005)[14] se introde el problema modelédndolo como un juego
TU, definido en funcién de otros dos juegos TU: el primero para los casos en que todas las
actividades se han retrasado y el segundo para los casos en que todas las actividades se han

adelantado.

El segundo y dltimo trabajo, se debe a Castro et al. (2007a)[9]. En él, se continia
modelizando el problema mediante la teorfa de juegos, aunque con un juego TU diferente, so-
bre el que se estudian sus propiedades y se compara con el juego deinido en Estévez-Fernandez
et al. (2005)[14]. En esta memoria, se estudian tres posibles conceptos de solucién, indicando

las diferencias en cuanto a las propiedades que existen entre ellos.

1.5.2. Modelo APERT

Los elementos necesarios para la definicién del problema son los siguientes:

= Una red PERT.
» Los tiempos de inicio reales de cada una de las actividades b; € 4, Vi € N.
» Los tiempos de finalizacion reales de cada una de las actividades e; € R4, Vi € N.

» La funcién de beneficio asociada al adelanto del proyecto B(x), donde x es el adelanto
sobre el tiempo estimado de finalizacidon. Si el proyecto se retrasa, xr es negativo y

B(z) <0.

Los tiempos de inicio y fin, deben cumplir las siguientes condiciones:

» Kl tiempo de finalizacién de una actividad debe ser mayor que su tiempo de comienzo,

eiZbi,ViEN.
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» Una actividad no puede comenzar hasta que finalicen todas las actividades que le prece-

den, b; > méXjePreImA(i){ej}'

Una vez definidos los elementos necesarios, se pasa a definir formalmente el problema.
DEFINICION 1.6 Un problema APERT es una 4-upla (PE,b, e, B), donde:

» PE es una red PERT.

» b= (by,...,by) es el vector de tiempos iniciales observados de las actividades, donde b;

es el tiempo de inicio realizado por la actividad i, 1 =1,...,n.

» e = (e1,...,6,) es el vector de tiempos finales observados de las actividades, donde e;

es el tiempo de finalizacion realizado por la actividad i, 1 = 1,...,n.

» B:R — R, es una funcion de beneficios no decreciente, donde B(0) = 0.

A continuacién, se definen algunos conceptos relativos a la realizacién del proyecto:

s La duracion observada para la actividad © es, d? =e; — b;.

s La duracion observada de el camino 7 es d?r = méX;cr €, VT € PA.

= El tiempo de finalizacion observado es T° = max,ecpa d2 = max;cy €;.

» El retraso (adelanto) observado de la actividad i es r; = dg —d;, Vi e N

» El vector de retrasos-adelantos observados es R = {ry,...,rp}.

= El retraso observado de la actividad i es v = (r;)4+ = max{0,r;}, Vi € N.
= El vector de retrasos observados es R = {r, ... r}}.

» El conjunto de actividades retrasadas es N** ={i € N , r; > 0}.

= La holgura observada de el camino m es psd = T° — d%, Vr € PA.

0 _

= La holgura observada de la actividad i es as; = mingcpaicx ps?, Vie N.
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Se denota por AP™ la clase de todos los problemas APFERT con n actividades y AP la clase
de todos los problemas CPERT. Un reparto factible para un problema AP" es un vector
(zi)ien € R™ tal que Y,y x; = B(T—T7); el conjunto de repartos factibles es F(PE, b, e, B).
Una regla de reparto es una funcién f que asigna a cada problema (PFE,b,e, B) € AP un

reparto factible, f(PE,b,e, B) € F(PE,b,e, B).

1.6. Introduccién al problema CPERT

El problema CPERT (problema de reparto de costes en una red PERT') consiste en el
reparto del coste generado por el retraso en el tiempo de finalizacién estimado de una red
PERT; es decir, si se plantea una red PERT, se realiza su ejecucion y, cuando finaliza ésta,
se comprueba que se ha producido un retraso en su finalizacién (obviamente, esto se debe a
que han existido algunas actividades que han tardado més de lo estimado en un principio),
el problema consiste en adjudicar, a estas actividades que se han retrasado, el coste de este

retraso final producido.

La situacion planteada se da en las mismas circunstancias que las descritas en el problema
APFERT. Sin embargo, en este problema, el enfoque es distinto, al no permitir pagos entre
actividades, es decir, el problema CPERT se plantea como un reparto de costes, por lo que
sélo hay valores positivos e indican pagos de las actividades, al contrario que sucedia en el

problema APERT.

A continuacidn, se introduce un ejemplo para la mejor compresiéon del problema.

EJEMPLO 1.4 Dada una red PERT definida por, N = {A,B,C,D}, PA= {(A,C),(B,C),
D}, D = (10,8,5,20) y dados los tiempos de inicio y finalizacion de cada actividad, b =
(0,0,15,0), e = (15,13,23,18), respectivamente, y suponiendo que la funcion de coste es la
identidad, el problema consistiria en imputar el retraso de tres unidades (diferencia entre el

tiempo de finalizacion observado y el estimado), entre las actividades que se han retrasado,

i.e. {A, B,C}.
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Figura 1.9: Red planeada

D [18]

Figura 1.10: Red ejecutada

Una solucion factibles es, por ejemplo (fa, fB, fc) = (2,0,1).

Por 1ltimo hay que indicar, que este planteamiento se puede ver como una particu-
larizacién del problema APFERT, dado que se restringe a los problemas en los que ha existido

retraso y a las reglas que no asignan adelantos a ninguna actividad.

1.6.1. Antecedentes del problema CPERT

En la literatura se encuentran dos formas de afrontar el problema CPERT.

= Reglas en dos pasos: Se realiza un reparto del coste entre los distintos caminos que
han superado el tiempo de finalizacién del proyecto y, con posterioridad, se reparte el
coste asignado a cada camino entre las distintas actividades del camino. La forma de

realizar estos dos repartos, es lo que diferencia los distintos métodos.
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= Reglas en un paso: Se realiza un reparto del coste entre las distintas actividades que

se han retrasado, sin realizar previamente un reparto entre los caminos.

Se encuentran tres reglas en dos pasos en la literatura. Branzei et al. (2002) [6] utilizan en el
primer paso la regla secuencial ponderada, usando la suma de los retrasos de las actividades
del camino como peso, y el segundo paso se realiza repartiendo de forma proporcional a los
retrasos. Bergantinos y Sdnchez (2002c)[4] definen dos reglas en dos pasos. En la primera,
ambos pasos se modelizan mediante una regla de tipo secuencial. En la segunda regla, ambos
pasos se modelizan usando la teoria de juegos cooperativos y dando el valor de Shapley como

solucién.

Con respecto a las reglas en un paso, existen dos reglas en la literatura, Branzei et al.
(2002)[6] utilizan las diferentes reglas del problema de bancarrota, usando el retraso de cada
actividad como peticiéon. En este articulo, también se usan algunas reglas de la teoria de
juegos como posibles repartos. Castro et al. (2006)[8], definen unas reglas basadas en el

reparto secuencial.

1.6.2. Modelo CPERT

Los elementos necesarios para la definicién del problema CPFERT y las relaciones existente
entre ellos, son los mismos que en el problema APERT, cambiando la funcién de beneficios
por la funcién de costes, donde C(x) es la funcién de costes asociada al proyecto, siendo x el

retraso sobre el tiempo estimado de finalizacién.

DEFINICION 1.7 Un problema CPERT es una 4-upla (PE,b,e,C), donde:

» PE es una red PERT.

» b= (b1,...,by) es el vector de tiempos iniciales observados de las actividades, donde b;
es el tiempo de inicio realizado por la actividad i, 1 =1,...,n.
= e = (e1,...,6,) es el vector de tiempos finales observados de las actividades, donde e;

es el tiempo de finalizacion realizado por la actividad i, 1 = 1,...,n.



Capitulo 1. Introduccion 41

» C:Ry — Ry, es una funcion de costes no decreciente, donde C(0) = 0.

La notacién introducida para el problema APERT seguira siendo utilizada para el problema

CPERT.

Se denota por C'P" la clase de todos los problemas CPERT con n actividades y C'P
la clase de todos los problemas CPERT. Un reparto factible para un problema CP" es
un vector (z;)ieny € R" tal que x; = 0,5 € N\ N™, z; > 0,Vi € N y >, cnw =
C((T°—T)4); el conjunto de repartos factibles es F(PE, b, e, C). Una regla de reparto es una
funcién f que asigna a cada problema (PFE,b,e,C) € C'P un reparto factible, f(PE,b,e,C) €
F(PE,b,e,C).



Capitulo 2

Problema SPERT

Una vez presentado el problema SPFERT en la introduccion, en este capitulo, se expondran
los distintos enfoques que aparecen en la literatura para abordar el problema SPERT. Por
ello, este capitulo puede ser considerado una recopilaciéon de los distintos enfoques y reglas

que sobre este problema se han presentado hasta la actualidad.

Concretamente, se comienza con las propiedades de una regla en un problema SPERT'; se
continia con las soluciones aportadas mediante la modelizacién del problema como un juego
NTU; se sigue con las soluciones resultantes de la utilizacion del problema con restricciones y
peticiones (PCC); se prosigue con las soluciones logradas mediante la utilizacién del problema
con restricciones y pesos (PCW); y se finaliza con una completa comparativa entre todas las

soluciones aportadas.

2.1. Propiedades de una regla en el problema SPERT

En esta seccién, se definen algunas propiedades deseables de las soluciones factibles
del problema SPERT. Estas propiedades fueron introducidas en Bergantinos y Sanchez
(2002b)]3].

La primera y segunda propiedad, requieren que la soluciéon pertenezca a la frontera de

42
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Pareto de la regién factible o a la frontera de Pareto débil de la regién factible, respectiva-

mente.

Optimalidad de Pareto(PO): V(PE,S) € SPE™,

f(PE,S) € PB(F(PE,S)).

Optimalidad de Pareto débil (WPO): Y(PE,S) € SPE™,

f(PE,S) e WPB(F(PE, S)).

La tercera propiedad requiere que los cambios de escala en la medida del tiempo produzcan

el mismo cambio en la solucidn.

Proporcionalidad (PRO): Va > 0, V(PE,S) € SPE™,

fi(PE*,aS):afi(PE,S), Vie N

donde PE* = (N, PA,aD)

La cuarta propiedad requiere que cuando dos actividades sean simétricas en la red estas

actividades reciban la misma holgura.

Simetria (SYM): V(PE,S) € SPE™ y Vi,j € N, actividades simétricas,

f;j(PE,S) = fi(PE,S).

La quinta, sexta y séptima propiedad requieren que cuando dos actividades son simétricas
posicionales en la red PERT entonces el ratio entre las soluciones factibles coincide con el

ratio de sus duraciones, rangos y varianzas respectivamente.
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Simetria proporcional respecto a las duraciones (PSYMD): V(PE,S) € SPE™

y Vi,j € N, actividades simétricas posicionales,

df;(PE,S) = d; f;(PE, S).

Simetria proporcional respecto a los rangos (PSYMR): V(PE,S) € SPE" y

Vi,j € N, actividades simétricas posicionales,

(bi — ai)fj(PE, S) = (bj — aj)fi(PE, S)

Simetria proporcional respecto a las varianzas (PSYMYV): V(PE,S) € SPE™ y

Vi,j € N, actividades simétricas posicionales,

Var(i)f;(PE,S) = Var(j) fi(PE,S).

La octava propiedad asume que el tiempo extra que una actividad debe recibir debe ser mayor

que el obtenido en cualquiera de los caminos a los que pertenece.

Minimo valor requerido por caminos (LS): V(PE,S) € SPE™,

fi(PE,S)> min f{(PE|;S:), Vie N
w€EPA /| iem

donde PE|; = (m, {7}, D|r).

Se puede considerar también que una actividad puede subdividirse en varias subactivi-
dades (o lo contrario, varias subactividades pueden unirse en una), de tal forma que la suma
de las variables aleatorias de las nuevas subactividades sea igual a la variable aleatoria de la
actividad original. Formalmente: Dado un problema SPERT, (PE,S) se define el problema
SPERT, (PE*,S*) donde:
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1. PE = (N, PA,S), PE* = (M,PA*,D*) y M C N.

2. Existe una sola actividad k € M tal que D} = Dy + Zje(N\M) Djy D = D;, Vi €

3. Vr e PA, ({k}U(N\M)) Cc 76 ({k}U(N\M))Nr =0.

4. PA*=PAly y S* = S|pa-.

En esta situacion, la siguiente propiedad requiere que el reparto del tiempo extra no pueda

cambiar por subdivisiones o uniones.

No manipulabilidad por subdivisiones (NM): V(PE,S) € SPE"™ y V(PE*,S*) €

SPE™, definidos anteriormente

fe(PE*,5%) = fo(PE,S)+ Y fi(PE,S).
JEN\M

La décima propiedad, requiere que la subdivisién de actividades no afecte al tiempo extra

asignado al resto de las actividades.

No afectar a otras por subdivision (NA):V(PE,S) € SPE" yV(PE*, S*) € SPE™,

definidos anteriormente,

fi(PE*,S*) = f;(PE,S), Vie M\{k}.

Si se supone que a la duracién de una actividad se le incrementa el tiempo propuesto
como solucién y, después, se recalcula la holgura del camino y esta actividad es eliminada del
problema, entonces, la propiedad de consistencia requiere que la solucién no cambie para el

resto de las actividades.

Consistencia (CONS): V(PE,S) € SPE",si M C N, PE*|yy = (M, PA|uy, Dly) y
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(PE*|pr,S*|0) € SPE™, tal que Sriu = Se=ie(v\mnr fi(PE, S) donde 7[ny = mOM # 0,

fk(PE*|M,S*‘p|M):fk(PE,S), Vk € M.

La siguiente propiedad requiere que cuando la red PERT pueda ser dividida en dos redes
PERT (lared PERT es bipartita) y se desea repartir la holgura de los caminos (S = PS), la
solucién para una actividad solo dependa de las actividades de la nueva red PERT subdividi-
da a la que pertenece. Formalmente: Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPERT" se de-
finen los subproblemas SPERT, (PE', S') € SPERTIPred@)l y (PE?, §?) ¢ SPERT!Suc(®)l,
donde:

1. PE = (N,PA,D) es una red PERT bipartita, siendo z el nodo bipartito.
2. PE' = (Pred(z), PA(xy, %), D|pred(z))-
3. PE? = (N — Pred(x), PA(z, xc), D|N_pred(z))-

4. S' = PS', §? = PS? donde PS' y PS? son los vectores de las holguras de los caminos
en los PERT, PE' y PE? respectivamente.

Separabilidad (SE): Dado (PE, S) € SPERT™ y dos subproblemas (PE', S') € SPERTPred®)l,
(PE?,5%) € SPERT!Su(®)ldefinidos anteriormente

fi(PE',SY) siic€ Pred(z)

fi(PE?,5?)  sii€ Suc(z)

La ltima propiedad requiere que cuando dos actividades son simétricas posicionalmente en

la red, la probabilidad de excederse en el tiempo asignado después del reparto sea igual.

Conservacion de la igualdad (CI): Dado (PE,S) € SPERT™ y Vi,j € N, activi-
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dades simétricas posicionales,

P(Di = di+ fi(PE, S)) = P(Dj > d; + f;(PE,5)).

2.2. Reglas basadas en un juego NTU

El primer enfoque que se dio al problema del reparto de holguras en una red PERT, fue

mediante la teoria de juegos cooperativos en Bergantinos y Sanchez (2002a)[2].

En esta seccién se define el juego, la regla juego-tedrica del valor de compromiso y una
iteracion de ella, como posibles soluciones al problema SPERT. Para ambas reglas se estudia

las propiedades que satisface.

El juego definido es un juego NTU (Non-Transferable Utility). Un juego sin transferencia
de utilidad, o simplemente un juego NTU, es un par (N,V) donde N es un conjunto finito

de jugadores y, YV T C N y T # @, V(T) c R/ satisface:

» Vie N,V({i}) ={x € R,z <V (i)}, donde V(i) € R;

» VI'C N yT#0, V(T) es no vacio, cerrado, convexo y completo (Y C R" es completo

siVz,ye R"talquey € Y y x <y, entonces x € Y)

n VITCNyT#OWT)={zeV(T),z> (V(i))ienr} es acotado.

Se debe definir un juego NTU, puesto que no todas las soluciones factibles reparten la misma

cantidad de holgura entre las actividades, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.1 Dado una red PERT donde, N = {A,B,C,D}, PA = {(A,B), (A,C),(D)}
yD=(1,1,1,4)



Capitulo 2. Problema SPERT 48

Figura 2.1: Red del ejemplo 2.1

Se puede comprobar que las soluciones (2,0,0,0) y (0,2,2,0) pertenecen ambas a la fron-
tera de Pareto, sin embargo, la primera reparte dos unidades de tiempo y la sequnda reparte

cuatro unidades de tiempo.

2.2.1. Juego SPERT NTU

En Bergantinos y Sédnchez (2002a)[2] asocian un juego cooperativo pesimista al problema
SPERT. En él, se trata de reflejar el tiempo extra minimo que se le asigna a un conjunto de
actividades sin que se retrase el proyecto PERT original. Para ello, la funcién caracteristica
de un conjunto de actividades serd el tiempo extra que estas actividades pueden emplear, en

el peor de los casos.

Dado un problema SPERT (PE,S) € SPE™ y T C N donde T # (), se define la holgura
de la coalicién T en el camino m € PA como

MaXye p(PE ; x; siTnNnm#0,
CSB(T,ﬂ'): v€F(PE,S) Diesnm i =+

0 en otro caso.

Es decir, se define la holgura de la coaliciéon T' en el camino 7 en un marco optimista, por lo
que CSB(T,W) representa el tiempo extra maximo que las actividades T'N 7 puede usar sin

retrasar el proyecto.

Usando este concepto, en Bergantinos y Sanchez (2002a)[2] se define el juego SPERT
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NTU correspondiente.

DEFINICION 2.1 Dado un problema SPERT (PE,S), se define el juego SPERT asociado
como (N,V(pg,g)), donde VI' C N,T # 0, Vpg ) (T) es:

comp{ x € Rt 7 20,vieT
b N\ Sieroe @i < Sx —esB(N\T,m) Vo e PA, TNrx#0 [ [
donde comp(Y)={x e R" / Jy e Y,z < y}.

Dado un camino 7, c¢s®(N \ T,7) es el tiempo méximo libre con una visién optimista
del que podrian disponer, sin retrasar el proyecto, las actividades pertenecientes a N \ 7.
Entonces, en el camino 7, las actividades de T' con una visién pesimista, pueden consumir el
tiempo restante Sy-cs®(N \ T, ). Esto significa que V(pp,s)(T) representa el tiempo extra
que las actividades de T' pueden emplear, supuesto que las actividades de N \ T emplean sus

tiempos extras maximos.

También es posible expresar la funcién caracteristica de forma alternativa, siendo V/(N) =
comp{F(PE,S)}ysiT C N,T# N, T #0,V(T) = comp{x € Rt , Vy € V(N), (z,yl(n\1)) €
V(N)}.

Ninguna de estas dos formas permiten calcular el valor de c¢s®(N \ T, 7) de una forma
polinomial, por ello en esta memoria se introduce un nuevo concepto que permite definir de
forma, alternativa el valor de cs®(N \ T,7) si es el vector de holgura que se reparte es la

holgura de los caminos, S = PS.

Se define is®(T, ) como la minima holgura que las actividades de T' pueden usar en el

camino 7. Dado m € PAy S C N,

isP(S,m) =) "> ish(i)

k=1lienm

Eal 3
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Donde is*(i) = min {23':1 §8j — E;;ll is*(5), fsi} y {m%,..., 75} es el conjunto de sub-
caminos maximos inducidos por S en w, formalmente, se denota V k = 1,...,m 7w} =
{1,...,n}, los subcaminos maximos que cumplen: Uj* m; = SNmy PredIm(z1)Nm C N\S

ox11 =apy SucIm(xy, 2) NT C N\S 0y, 2==e.

PROPOSICION 2.1 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE"™ donde S = PS, csB(N\S, )
= psy —isP(S, 7).

DEMOSTRACION  Por un lado, por la definicién de ss;, no hay ningin reparto de holguras

y € F(PE,S), tal que Z (dj +y;) < TmLZ. . V7 € PA. Por otro lado, por la definicién
j€ Pre(z;q)Nm
de fs;, no hay ningun reparto y € F, tal que Z (dj+y;) > T — Tafyz VY m e PA.
je SUC(CL',L‘,Q)Q’TI'
Entonces, teniendo en cuenta la definicién de isP(T,7) es trivial ver que csB(N\T,7) <

psy — isB(T, 7).

Para probar la otra inecuacién se vera que existe un vector perteneciente a F(PE, S), tal
que la suma de las actividades pertenecientes a N\ T coincide con ps, —is? (T, 7). Siguiendo la
notacién de subcamino méximo descrita anteriormente, un vector que verifica las condiciones
anteriores es: y; = Zjer; (ssj —is*(j))+ss;,si Tk = {1,...,m} tal que i € SucIm(zy, 2)NT;

yi = ssi, st Bk ={1,...,m} tal que i € SucIm(z,, 2)N7 e i€ (N\S)N7 y 0 en otro caso.

Elvector y € F(PE, S) dado que para todo x € X en 7, la suma de y;+d; en este camino es
menor que el tiempo més tardio del correspondiente nodo (i.e S-%_, (d; 4 y;) < TL Vkemn)

ey; = 0siie N\ Por otro lado, teniendo en cuenta que ), ss; = psy Vm € PA, se

tiene, ZIEN\T yi = psy — isP(T, 7). O

Se puede considerar el valor de is” (T, 7) como una generalizacién de la holgura independiente

de una actividad en el caso de que S = PS dado que V m € PA isP({i},n) = is; = V({i}).

COROLARIO 2.1 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE™ donde S = PS,VT C N,T #
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0,Vipp,s)(T) se puede reescribir como
x; >0, VieT
e R = .
Comp{x \{ S ieron wi < isP(T,7) Vo€ PA, Tw #0 }}

Sobre las propiedades del juego, se puede decir que:

» Es superaditivo. Un juego (N, V) es superaditivo si VT, Ty C N , T1,To # 0, TyNTy = ()
se tiene que V(T1) X V(Ty) C V(T U Th)

» Es monétono. Un juego (N, V) es monétono si dado Ty, T C N , T1, To #0,Th CTh y
x € V(T1) existe y € V(T») tal que y|7, > =.

= Es convexo ordinal. Un juego (N, V) es es convexo ordinal si VI7,Ty C N , Th,T5 # 0,
y u € R tal que ulp, € V(T1) y ulr, € V(Tz), entonces ul(rup,) € V(T1 UT2) o
u|(TmT2) S V(Tl NTy).

» Su corazén fuerte coincide con la frontera de Pareto de V(N), i.e. SC(N, Vpgg) =
PB(V(N)). El corazén fuerte de un juego (N,V) se define como: SC(V) = {z €
V(N),VI'C N, T #0,X|r ¢ V(I)\PB(V(T))}

2.2.2. Reglas en el problema SPERT basadas en teoria de juegos

Las reglas propuestas en Bergantifios y Sanchez (2002a)[2] para solucionar el problema

SPERT, estan basadas en la regla juego-tedrica conocida como el valor de compromiso.

En Borm et al.(1992)[5] se introdujo el valor de compromiso. La idea de esta solucién se
basa en encontrar un punto intermedio entre las aspiraciones maximas y minimas de cada

actividad. Para ello se define el valor superior e inferior del juego.

Dado i € N, el valor utépico para el jugador i, K;(V), se define por K;(V) = sup{t €
R, Ja € RN tal que (a,t) € V(N),a & (VIN\{IH)\WPB(N\{i})), y a > (V (1)) jen i} }-
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El vector K(V') = (K;(V);en) es el valor superior del juego.

Dado i € S, se define " (S,i) = sup{t € R,3a € R\ tal que (a,t) € V(S) y a >
(V(4))jes\giy - El valor minimo para el jugador i, k;(V'), es k;i(V) = max;escn ©V(S,4). El

vector k(V') = (ki(V);en) es el valor inferior del juego.

El valor de compromiso, denotado por Y(V'), existe cuando k;(V') < K;(V), k(V) € V(N)
yK(V) & V(N)\WPB(V(N)),y se define como el valor més cercano al valor méximo dentro
del segmento que une k(V) y K(V) y que pertenezca a V(N), mas formalmente, T(V) =
k(V)+ay(K(V)—k(V)) donde ay = max{a € [0,1],k(V) + «(K(V) — k(V)) € V(N)}.

Bergantinos y Sanchez (2002a)[2] prueban que el valor de compromiso para un juego

SPERT NTU, (N,V), puede ser expresado para todo i € N como:

Sr — ZjEW kj(v)

S ) vy e

Si S = PS, entonces K;(V) = as; y ki(V) = is; Vi € N, lo que supone que para el clculo
del valor de compromiso no es necesario conocer nada de la funcién caracteristica, facilitando
enormemente su computacién, aunque el calculo del minimo sigue siendo en el peor de los
casos de complejidad exponencial. Se debe recalcar que en la mayoria de los juegos NTU, el

calculo del valor de compromiso es mucho mas complicado que en este caso.

En la mayoria de las situaciones se busca dentro de un conjunto de soluciones estables
(el corazoén, por ejemplo), una solucién puntual que satisfaga todas las propiedades deseadas.
En este caso el hecho de no satisfacer la optimalidad de Pareto, implica que no pertenece
al corazén fuerte y, dado que este juego tiene siempre corazon fuerte no vacio, parece légico
que la solucién puntual seleccionada pertenezca a él. Ademds se debe recordar que el hecho
de que la solucién no pertenezca a la frontera de Pareto, impide la creacion de calendarios
sin holguras y la utilizacién de la solucién como apoyo en los problemas CPERT y APERT

como se indico en la introduccion.
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Se puede obtener una solucién puntual en el corazén fuerte del juego y por lo tanto en
la frontera de Pareto, ajustando el valor de compromiso mediante el siguiente camino. Se
obtiene el valor de compromiso; algunas actividades no podran obtener méas holgura, pero
otras actividades si podran. Entonces, se considera el problema restringido a las actividades
con capacidad de obtener mas holgura y, sobre este juego, se vuelve a calcular el valor de com-
promiso. En un nimero finito de pasos (no mas que actividades) no existiran actividades que

puedan recibir mas holgura y, por lo tanto, se estara en la frontera de Pareto. Formalmente:
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Algoritmo ((PE,S) € SPE™)
Paso 1:
Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ se define el
juego (N1, V1) como el juego SPERT NTU asociado, donde:
N'={i€ N, mingecpa, icx Sr > 0}.
Para todo i € N' se calcula Y;(N!, V1),

Asumiendo que se conoce (PE, S*) y N* Vk < t.
Paso t+1:
Se define (PE, S'™!) donde:

S;tr+1 = S;tr - Zie(wﬂ]\/t) Ti(Nt) Vt)

Sobre este nuevo problema SPFERT, se define el juego
(N1 VL) como el juego SPERT NTU asociado, donde:

N = {i € N, mingepa, icr SE1 > 0}.

Para todo i € N**!, se calcula su valor de compromiso,

denotado por: T;(NHL Vi+L),

Este proceso termina cuando existe un 7 > 1 en el cual
NITI £ ¢y NITTHL = ¢,
Como el valor de compromiso es eficiente, se tiene N'*t ¢ N, lo

que supone que el proceso termina en un ntimero finito de pasos.

Para todo i € N, dado T} el paso en el cual i € N7 e § ¢ N+,

se define el valor de compromiso ajustado I';(N, V'), como:

Ti(N,V) = S0, Ti(NE VY.
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Una vez definidas las dos reglas encontradas desde el punto de vista del juego NT'U, el valor de
compromiso y el valor de compromiso ajustado, se pasa a la comprobacién del cumplimiento

o no de las distintas propiedades.

PROPOSICION 2.2 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE", el valor de compromiso
del juego cumple las propiedades W PO, SY M, PRO y SE y no cumple las propiedades PO,
PSYMD, PSYMR, PSYMV, LS, NM, NA, CONS y CI .

DEMOSTRACION  Es trivial el cumplimiento de W PO, SYM, SE y PRO y el in-
cumplimiento de PO, PSYMD, PSYMR, PSYMV y CI. Para ver el incumplimiento de

las otras cuatro propiedades, se presentan los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 2.2 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde, PE = (N,PA,D), N =
{A,B,C,D,E}, PA = {(A,B,(0),(D,C),(E)}, D = (1,1,10,10,30) y S = (18,10,0) y
los subproblemas SPERT generados por los dos primeros caminos completos (PE1,S1) €
SPEI™| y (PE,,Sy) € SPEI™| donde PE, = (Ny,PA;,Dy), Ny = {A,B,C}, PA; =
{(A,B,C)}, Di = (1,1,10), S; = (18), PEy; = (N3,PAy,Ds), Ny = {D,C}, PAy =
{(D,C)}, Dy = (10,10), S; = (10)

E [30]

Figura 2.2: Red del ejemplo 2.2.

Se puede comprobar que Yo(PE,S) = 10%, Yco(PE1,S1) = 18% y Yo (PE3, S2) = 10%,

incumpliendo la propiedad LS.

EJEMPLO 2.3 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde, PE = (N,PA, D), N =
{A,B,C,D}, PA={(A,B,C), (D)}, D=1(1,1,1,4) y S = (1,0) y el problema resultante
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de la union de las actividades A y B, (PE*,S*) € SPE? donde PE* = (N*, PA*, D¥),
N*={A,C,D}, PA*={(A,C),(D)}, D* = (2,1,4), S* = (1,0),

A ®1) ]
/

/

D[]

Figura 2.3: Red con subdivisién del ejemplo 2.3.

Figura 2.4: Red sin subdivisién del ejemplo 2.3.

Se puede comprobar que Y 4(PE,S) = Yp(PE,S) = Yc(PE,S) = % y Ya(PE*,S*) =
Yo (PE*, S*) = %, incumpliendo las propiedades NM y NA.

EJEMPLO 2.4 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde, PE = (N,PA,D), N =
{A,B,C,D}, PA={(A,C),(B,C),(D)}, D= (2,4,4,10) y S = (4,2,0) y el problema resul-
tante de la eliminacion de la actividad B, (PE*,S*) € SPE? donde PE* = (N*, PA*, D*),
N*={A,C,D}, PA* ={(A,C),(C),(D)}, D* = (2,4,10), S* = (4,1,0),

D [10]

Figura 2.5: Red con actividad B del ejemplo 2.4.
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Figura 2.6: Red sin actividad B del ejemplo 2.4.

Se puede comprobar que Y A(PE,S) =241y TA(PE*, S*) =3+ 0,5, incumpliendo la
propiedad CONS.

g

PROPOSICION 2.3 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE", el valor de compromiso
ajustado del juego cumple las propiedades W PO, PO, PRO, SYM y SE y no cumple las
propiedades PSYMD, PSYMR, PSYMV, LS, NM, NA, CONS y CI.

DEMOSTRACION  Es trivial el cumplimiento de W PO, PO, PRO, SYM y SE y el
incumplimiento de PSYMD, PSYMR, PSYMYV y CI. Para ver el incumplimiento de las
otras cuatro propiedades, es suficiente observar que los ejemplos presentados anteriormente

finalizan en una iteracién, por lo que el valor ajustado y sin ajustar coinciden. O

2.3. Reglas basadas en el PCC

En esta seccién, se introduce el problema con restricciones y peticiones (Problem with
constrains and claims (PCC')) introducido en Bergantinos y Sanchez (2002b)[3]. Este proble-
ma se puede considerar mas general que el problema SPERT, ya que todo problema SPERT
puede ser modelizado como un PCC'. Esta generalizacion se logra introduciendo en el prob-

lema las peticiones maximas de holgura que las actividades puedan tener.

El PCC también generaliza el problema de bancarrota para aquellas situaciones en las

que existen varias cantidades a repartir y cada una de esas cantidades sélo se pueden reparti
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entre un conjunto reducido de acreedores iniciales. En este trabajo se introduce el siguiente
ejemplo en el que se puede comprender que el PCC' es una generalizacién del problema de

bancarrota.

EJEMPLO 2.5 Se produce la bancarrota de una empresa dedicada al sector eléctrico, esta
empresa tiene activos eléctricos por valor de 20 millones de euros. La empresa quebrada
opera en Espana, Portugal y Francia, por motivos de sostenibilidad del mercado el estado
espanol no permite nuevos activos eléctricos por valor superior a 8 millones, de igual forma,
Portugal no permite nuevos activos eléctricos por valor superior a 5 millones y Francia a 15
millones. A la empresa 1 se le deben 5 millones y opera en Espana y Portugal, a la empresa
2 se le deben 10 millones y opera en Francia, a la empresa 3 se le deben 8 millones y opera
en Espana y a la empresa 4 se le deben 5 millones y opera en Portugal y Francia. En la tabla
2.1 se muestra resumida la informacion dada con anterioridad.

Cuadro 2.1: Datos del ejemplo 2.5

Espania Portugal Francia | Cantidad
Empresa 1 * * 5
Empresa 2 * 10
Empresa 3 * 8
Empresa 4 * * 5
Restricciones 8 5 15 20

Como se puede comprobar la cantidad adeudada por la empresa, es mayor que las deudas
que esta ha generado, ademds no es posible plantear un problema de bancarrota dado que
la solucion pudiera no cumplir las restricciones impuestas por los diversos paises. Por ello,
llamando x; la cantidad percibida por el acreedor i y ¢; la cantidad adeudada al acreedor i, la
region factible del problema quedaria definida como:

n Oszgczlzl,,ll

= To 4+ x4 < 15.

T+ 20+ 23+ 24 < 20.
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2.3.1. Definicién del PCC

En este problema, existen unos recursos que deben ser repartidos entre varios agentes
(N), los cuales hacen peticiones (¢). N es un conjunto finito de elementos y ¢ = (¢;)ien es el
vector de peticiones. Existen subconjuntos de agentes dados por P, cada m € P define cada
uno de estos subconjuntos, tal que, para cada subconjunto m € P, los agentes en 7 pueden

recibir a lo sumo FE. Formalmente:

DEFINICION 2.2 Un problema con restricciones y peticiones, es una 4-upla (N, P, c, E), donde
0<ceR" 0 EeRP, y N=Uzepm. N es un conjunto de agentes, P es una coleccion con
p > 0 subconjuntos que cubren N, ¢ es un vector que especifica las peticiones de los agentes y
E es un vector en el que cada elemento E, es una cota superior para los recursos que pueden

ser obtenidos por los agentes que pertenecen al subconjunto .

PCC™ denotara la clase de problemas PCC' con un conjunto de N agentes, y PCC denota

la clase de todos estos problemas.

Dado (N, P,c, E) € PCC™, se define la regién factible de (N, P, ¢, E') como:

F(N,P,¢,E) = {mea%”, 0<uz;<c¢,VieN; ingEﬁ,VWGP}

1ET

Una regla de reparto es una funcién f que dado cualquier problema (N, P, ¢, E) € PCC™
da un valor que pertenece a la regién factible; es decir, f(N,P,c, FE)
€ F(N,P,c,E). Paratodoi € N, f;(N, P,c, E) representa la cantidad recibida por el agente

1.

Un caso particular es cuando P = {N}, en tal caso el problema planteado es el de
bancarrota. Otro caso particular es cuando P es una particiéon de N (7N T =0,Vr #* 7r/); el
PCC puede ser considerado, entonces, como una soluciéon de varios problemas de bancarrota
al mismo tiempo. Por este motivo, el PCC' se puede considerar como la solucién de varios

problemas de bancarrota cuando hay elementos en las intersecciones.
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En el ejemplo 2.5, el PCC resultante es:

= N =1{1,2,3,4},
= P=1{(1,3),(1,4),(2,4),(1,2,3,4)},
= c=(5,10,8,5) y

« E = (8,5,15,20).

2.3.2. Propiedades del PCC

Las propiedades de la reglas de reparto que a continuacién se enuncian, son habituales de

la literatura de los juegos de bancarrota. Estas propiedades fueron enunciadas en Bergantinos

y Sénchez (2002b)[3].

Las propiedades de optimalidad de Pareto y optimalidad de Pareto débil son bien cono-

cidas.

Optimalidad de Pareto(PO): V(N, P,c,E) € PCC"

f(N,P,¢c,E) € PB(F(N, P,c,E)).

Optimalidad de Pareto débil (WPO): V(N, P,c,E) € PCC"

f(N,P,c,E) € WPB(F(N, P,c, E)).

La siguiente propiedad exige que cuando dos agentes tienen igual peticion y participan

en los mismos conjuntos, la cantidad obtenida por ambos debe ser igual.

Simetria (SYM): V(N, P,c,E) € PCC™y Vi,j € N agentes simétricos posicionales tal
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que ¢; = ¢4,

fi(N,P,C,E):fj(N,P,C,E),

donde dos agentes son simétricos posicionales cuando Vr € P, i € m1 <= j € 7.

El PCC se puede considerar como un conjunto de problemas de bancarrota (uno por cada
elemento de P) interrelacionados entre si, y por ello la cantidad asignada a cada agente debe

ser mayor o igual que lo minimo que obtuviera el agente en esos problemas de bancarrota.

Minimo valor exigido por subconjuntos (LS): Y(N, P,c,E) € PCC™,

fi(tN,P,c, E) > min fi(m, {7}, c|r, Ex), Vi€ N.

TeP, iew

La propiedad de composicion exige que la divisién del recurso entre los agentes, sea la
misma que la que se obtiene si primero se divide una parte de ese recurso en funcién de unas
peticiones iniciales y después se reparte el recurso restante en funcion de las peticiones no

satisfechas en el paso anterior.

Composicién (CU):V(N,P,c,E) e PCC"yVE e RIPl, 0< E <E,

fi(N,P,c,E) = fi(N,P,c, E') + fi(N,P,c— f(N,P,c,E'),E"), Vie N

donde E, = Ex — Y., fi(N,P,c,E"), V1 € P.

Se considera la situacion en que un agente se divide en varios subagentes, de tal forma
que la suma de las peticiones de los subagentes fuera igual a la peticién del agente original.
Formalmente: Dado un PCC, (N, P, ¢, E) se define el PCC, (M, P*,c*, E*) donde:

1. M CN.

2. Existe un solo agente k € M tal que ¢ = cu+> e ¢ Y ¢ =ci, Vie M\{k}.
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3. Vre P, ({k} U(N\M)) Cmo ({k}U(N\M))nr=0.

4. P* = P|y.
5. Ef oy = Bn, YT €EP.

La siguiente propiedad se refiere a que la cantidad de recurso recibida por un agente debe
ser igual aunque el agente se divida en varios subagentes en las condiciones anteriores (las
condiciones pedidas en la divisién son las normales si se tiene en cuenta que se esta trabajando

con deudas).
No manipulabilidad por division respecto a las peticiones (NMC):V(N, P,c, E) €

PCC™ y Y(M, P*,c*, E*) € PCC™, definido como anteriormente se ha descrito,

fe(M,P*, ¢ E*) = fo(N,P,c,E)+ > fj(N,P,¢,E)
JEN\M

La siguiente propiedad indica que los cambios realizados de la forma anteriormente descrita

no influyen en el resto de los agentes.

No afectar a otros por divisién respecto de las peticiones (NAC):V(N, P,c,E) €
PCC™ y ¥Y(M, D*,c*, E*) € PCC™, definido como anteriormente se ha descrito,

fi(M, P*,c*, E*) = fi(N,P,c, E), Vie M\{k}.

La consistencia exige que si algin agente se le da la cantidad de recurso que obtenia como

solucién y se le elimina adecuadamente del problema, la solucién no varia para los demas.

Consistencia (CONS): V(N,P,c,E) € PCC", si M C N,y (M,P|y, |y, E*|n) €
PCC™, donde Exqy = Ex — 3 ie(vanyne JilN, Poe, E) y N M # 0,

fk(N,P,C,E):fk(M,P’M,C|M,E*|M), Vk e M.
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PROPOSICION 2.4 La propiedades PO y CU son incompatibles.

DEMOSTRACION  Ver Bergantinos y Sénchez (2002b)(3]. O

2.3.3. Reglas en el PCC

Una vez definidas las propiedades asociadas a una regla en el PCC, en esta seccién se
introducen dos dos reglas para el PCC' definidas en Berganttios y Sanchez (2002b) [3], donde
la segunda de ellas, se basa en la iteracién de la primera. Estas dos reglas estan basadas en el
principio de proporcionalidad con respecto a las peticiones, es decir, si P = { N} entonces el
reparto que se debe realizar, es el reparto proporcional del problema de bancarrota. Por ello,
las dos reglas aqui expuestas, son una generalizacién para el PCC de la regla proporcional en
el problema de bancarrota. La primera regla se nota como regla proporcional a las peticiones

(P°) y la segunda regla se nota como regla proporcional a las peticiones extendida (Q°).

Dado un (N, P, ¢, E) € PCC™, se define la regla proporcional a las peticiones (P¢) como:

PS(N,P,c,E) = \¢;, Vi € N.

Donde la constante A se determina con las condiciones impuestas por la restriccién, A =

max {\* € R, \*c € F(N, P,c, E)}. Bajo esta condicién se puede demostrar que:

, B, .
\ mitrep g2t sic ¢ F(N,P,c,F)
1 sice F(N,P,c,FE)

La regla proporcional a las peticiones extendida, es la resultante de aplicar inicialmente la
regla proporcional, posteriormente recalcular los recursos sobrantes y eliminar los agentes que
no pueden recibir més recurso y sobre el nuevo problema, volver a aplicar la regla proporcional
enunciada con anterioridad. El proceso continuara hasta que no quede recurso que repartir,

o agente a quien repartirselo. Formalmente:
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Algoritmo ((N, P,c,E) € PCC™)
Paso 1:
Dado un PCC (N, P,c, E) € PCC", se define (N, P!, ¢!, EY)
como N'={i € N, ¢, >0 y mingepier Ex > 0},
P'=Ply1, ¢ =c|y1 y E' = |y
Para todo i € N! se calcula: PF(N!, Pl ct, EY) = A,

reP! C;

El
donde A! = min {1, min T }
1ET
Si se asume que (N*, P ¥ E¥) son conocidos Vk < t:
Paso t+1:
Se define (N1 piHl o+l B+l como:
N = {i € N' / 3¢ > 0,(P§, 1y (N, P! et EY),
Pic(Ntv Pt? Ctv Et) + E)G F(Ntv Pt7 Cta Et)}
Pt—l—l — Pt’Nt+l
C;H—l — Cg _ F’Z-C(Nt,Pt,Ct,Et) Vi € Nttl
EfN =EL =Y cn PE(NY, P EY), Y 7t e P
donde 7! =7|yes1.
Para todo i € N**! se calcula

PZ-C(NH_l, ]Dt-i-l7 Ct-i-l’ Et—i—l) —_ )\H_lCi.

Paso final: Calculo de la solucién
Se para en el paso T > 1, en el cual NIT71 £ ¢ y NIT/I+1 = ¢
Para todo ¢ € N se calcula
ST PS(N', P EY)  siie N
0 siie€ N\ N?
donde, T; (1 < T; < T) verifica i € NTi y i ¢ NTi+L,

QZQ(N7P7C7E) -
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Teniendo en cuenta que en el ejemplo 2.5, N = {1,2,3,4}, P = {(1,3), (1,4),(2,4), (1, 2,

3,4)}, ¢=(5,10,8,5) y E = (8,5,15,20). El valor de (N!, P!, ¢!, E') es:
N'=N, Pl =P, ¢! =cy E' = E. Entonces

§ 5 15 20 1
A= <41,mf e (= 5
{ ’mln{13’10’15’28}} 2

Luego

1
PS(NY, Pl EY = ic}, Vie N

En el segundo paso el valor de (N2, P2 ¢, E?) es:

N2 ={2,3}, P2 ={(3),(2),(2,3)}, ¢c= (5,4) y E = (0,5,7,5,5). Entonces

A2 ={1,min Oj,ﬁ,§ —1.
459 8

Luego

1
PS(N?,P?,c? E?) = gcf, Vi e N2.

En el tercero y tltimo paso el valor de (N3, P3¢, E3) es:

N3 =1{2}, P? ={(2),(2)}, c = (3,875) y E = (6,875, 3,875). Entonces

3 = 11 min 6,8757 3,875 _1
3,875 3,875
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Luego

PS(N3, P33, E3) =3,

En conclusién, el reparto realizado es:

Q5 =25, Q5 =5+0,625+3875=95, Q5 =5+05=55, Q5 =25

Existen otras reglas para este modelo (Lorenzo (2005) [17]) que no se considerardan por no
ser de interés para su aplicacién al problema SPFERT, teniendo en cuenta el planteamiento

introducido.

Por 1ltimo se indican las propiedades que cumple cada una de las reglas y ademas en el

caso de la regla proporcional a las peticiones extendida, )¢, se presenta una caracterizacién.

PROPOSICION 2.5 La regla proporcional a las peticiones, P¢, satisface las propiedades W PO,
SYM, CU, NMC y NAC y no cumple PO, LS y CONS.

DEMOSTRACION  Ver Bergantinos y Sanchez (2002b)(3]. O

PROPOSICION 2.6 La regla proporcional a las peticiones extendida, Q°, satisface las propiedades
PO, WPO, SYM, LS, NMC, NAC y CONS y no cumple CU. Ademds, es la unica regla
que satisface las propiedades PO, LS, NMC y CONS.

DEMOSTRACION  Ver Bergantinos y Sanchez (2002b)[3]. O

En resumen, se han definido dos reglas para el PC'C, las propiedades que cumplen cada una,
estdn expresadas la tabla 2.2 (los asteriscos indican que son las propiedades usadas para la

caracterizacion).
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Cuadro 2.2: Propiedades en el PCC.

Ppe Q-
WPO SI SI
PO NO SI*
SY M SI SI
LS NO SI*
cU Sl NO
NMC  SI  SI*
NAC SI - SI
CONS NO SI*

2.3.4. Aplicacion al problema SPERT del PCC

En esta seccién, se modeliza el problema SPERT como un PCC. Para llevar a cabo esta
modelizacion, se observa que el recurso a repartir en un problema SPERT es S (la holgura
que se reparte en cada camino), y los subconjuntos donde se reparte, serdn los caminos
completos del PERT. Entonces, considerando ¥ =Sy P = PA se tendrd un PCC, ademas

si se define una peticion para cada actividad.

La definicién de la peticién asociada a una actividad da lugar a diferentes reglas de reparto
para el problema SPERT. El concepto de peticiéon se puede plantear desde dos puntos de

vista:

= Por un lado, si se atiende a la maxima holgura que una actividad puede recibir en la

red, sin importar las caracteristicas de la actividad (con lo que la peticién depende

unicamente de la pertenencia de la actividad a determinados caminos y la cantidad de

holgura a repartir en esos caminos), entonces ¢; = min S;. Con ese planteamiento
mePAien

se supone que el Unico impedimento que tiene una actividad para aumentar su peti-

cion, es la factibilidad de la peticion realizada. Si la cantidad a repartir es la holgura

de los caminos, S = P.S, entonces la peticién de una actividad es la holgura de la ac-
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tividad, ¢; = as;. Esta propuesta de peticion fue introducida en Bergantinos y Sanchez

(2002b)]3).

= Por otro lado, si se atiende a la maxima holgura que una actividad puede usar en la
realidad, sin importar su situacién en la red (con lo que la peticién depende tinicamente
de las caracteristicas de la variable aleatoria que modeliza la duracién de la actividad),
entonces ¢; = b; — d;. Con este planteamiento, la peticién depende del tiempo extra
que necesita esa actividad para que la probabilidad de que el tiempo observado sea
mayor que el tiempo estimado més la peticién sea 0. Esta peticién se introduce en esta

memoria.

Se pueden definir otras peticiones, por ejemplo, ¢; = min{mingcp;cr Sz, b; — d;} o cualquier
otra peticién definida por un grupo de expertos en funcién de otros criterios, como la afinidad
con la empresa que realiza la actividad, las condiciones de demora firmadas para cada empresa,
el abaratamiento del proyecto o cualquier criterio de tipo econémico o personal que pudiera

existir en cada proyecto PERT.
El vector de peticiones de las actividades debe cumplir las dos propiedades siguientes.

La primera propiedad requiere que la peticién de una actividad debe ser igual aunque la
actividad se divida en varias subactividades. El incumplimiento de esta propiedad supone el
incumplimiento de las propiedades NM y N A del problema SPERT, lo que supone, ademas,

que la regla Q¢ no quedaria caracterizada.
Aditividad (AD):V(PE,S) € SPE" yVY(PE*,S*) € SPE™, definidos en las propiedades

NM y NA del problema SPERT,

cr(PE*,S*) = c,(PE,S)+ > ¢/(PE,S),
JEN\M

siendo k el elemento subdividido y donde ¢;(PE, S) es la peticién asignada a la actividad 4

en el problema (PE,S) € SPERT™ y ¢;(PE*,S*) es la peticién asignada a la actividad ¢ en
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el problema (PE*,S*) € SPERT™.

La segunda propiedad requiere que la peticién de una actividad degenerada, es decir, sin
posible variabilidad, sea nula. El cumplimiento de esta propiedad es deseable si se considera
que una variable degenerada jamds se retrasa (entendiendo por retraso la diferencia entre el
tiempo asignado, d;, y el tiempo ejecutado, d?), por lo que no necesita recibir reparto alguno
de holgura. Esta propiedad resuelve la asignacién de peticién a las variables ficticias, dado

que estas variables al no existir en la realidad, siempre serdn degeneradas.

No peticion de variables degeneradas (NPD): V(PE,S) € SPE™ y Vi € N tal que
Var(i) =0, ¢;(PE,S) = 0.

La peticién, ¢; = b; — d;, cumple AD, si las variables subdivididas son independientes y
si pu; = d;, dado que b;, maximo de la variable aleatoria y u;, media de la variable aleatoria
cumplen aditividad. Cumple NPD, si u; = d;, dado que en variables degeneradas u; = b;. La
peticién ¢; = mingepa icr Sx no cumple AD dado que la actividad original pertenecera a los
mismos caminos que las actividades resultantes de la subdivisién y como las holguras S; son
constantes en ambos problemas, las peticiones de todas las actividades subdivididas son las
mismas que la de la actividad original sin subdividir. No cumple NPD dado que su calculo
sélo depende de la posicion de la actividad en la red y no de las caracteristicas de la variable

aleatoria.

PROPOSICION 2.7 Elrango o una ponderacidén del rango, son las tinicas peticiones que cumplen
IC ante las reglas P¢ y Q°, si todas las variables son uniformes, o si todas son triangulares
con m; = a; + k(b; — a;).

DEMOSTRACION

P(D; > pi + Qi (N, P,c, E)) = P(Dj > pj + Q5(N, P, c, E)) <>

P(D; > pi + Nici) = P(Dj > pj + Ajcj)
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Dado que las actividades son simétricas posicionales, A; = A\; = A tanto en la regla P¢ como

en la regla Q°. Si la funcién de distribucién de D; se nota por Fp,(t) entonces:
1-— FDZ-(/M + )\Ci) =1- FD]-(Mj + /\Cj) & FDi(Ni + /\Ci) = FD].(,U]' + /\Cj)

» La funcion de distribuciéon de una variable uniforme es:

0 t<a
Frapn(t) = B2 a<t<b
1 t>b

Como Fyy(q 1) (t) = Fro,1)(F2)

wi + Ae; — a; pi +Acj —a; pi + Aci — a;
Fy,1) <w> = Fy(,) (bj—aj a4

Wi + Acj — aj afk%—k)\ci—ai_aj—i— S+ Aej — aj

bj — a; bi — a; bj — a;

C; Cj

bi—ai bj—aj

» La funcién de distribucién de una variable triangular con m = a + k(b — a) es:

0 t<a
S astsario-o
FT(CL,GﬁFk(b*(Z),b) (t) = (b—t)2
1= opp—az otkb—a) <t<b
1 t>b
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Como Fr(qatkv—a)p) () = Frox)(f=2)

|+ Aci —a e — @ N —
Fro,1) g T = Fr(ok,1) PitAC =5\ Mt AG G
- bi —ai - bj —a; bi — a;

+ Ae; — a; _ay + 7(1+k)(;jiaj) + )\Cj —aj

(1+k)(bi—ai)
3

,u,j—l—)\cj—aj a; +
bj—aj bi—ai bj—aj

C; Cj

bi—ai bj—aj

g

En distribuciones uniformes y triangulares con m = a + k(b — a), la peticién ¢; = b; — d;,
si se asume que d; = ;, una situacién normal en redes PERT, ¢; = b; — d; es proporcional

al rango.

» Uniforme: ¢; = b; — p; = b; — @ = %(bZ —a;).

» Triangulares con m; = a; + k(b; —a;): ¢; = bj — pj = b; —a; — 7(1+k)gbi_a") = %(bZ —a;).

2.3.5. Reglas para el problema SPERT basadas en el PCC

En esta seccién se estudian las propiedades asociadas a las cuatro reglas de reparto para
el problema SPERT basadas en el PCC: P¢y (¢ combinadas con las peticiones ¢; =

milrepaier Sz y ¢ = by — d;.

PROPOSICION 2.8 La regla P¢ aplicada al problema SPERT con peticion ¢; = mingepicx Sr,
verifica las propiedades W PO, SYM, PRO y SE y no verifica en general las propiedades
PO, PSYMD, PSYMR, PSYMV, LS, NM, NA, CONS y CI del problema SPERT .
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DEMOSTRACION  La regla P¢ en el PCC no satisface PO, LS y CONS y satisface
WPO y SYM, lo que implica el cumplimiento de estas mismas propiedades en el problema

SPERT.

Trivialmente, cumple PRO y SE y no cumple PSYMD, PSYMR, PSYMV y CI,
mientras que NM y NA no se satisfacen dado que las peticiones definidas no cumplen los

requisitos de la definicion de estas propiedades. O

PROPOSICION 2.9 La regla P¢ aplicada al problema SPERT con peticion c; = b; —d;, verifica
las propiedades WPO si Pf < ¢;, Yi € N, CI si d; = p; y todas las actividades tienen
distribucion uniforme o triangular con m = a + k(b —a), SYM, PRO, NM, NA, SE, y
no verifica las propiedades PO, PSYMD, PSYMR, PSYMV, LS y CONS del problema
SPERT.

DEMOSTRACION  Similar a la anterior, notando que en este caso las peticiones si satis-
facen los requisitos de la definicién de las propiedades NM y N A y satisfacen CI como se

indicé en la proposicién 2.7. O

PROPOSICION 2.10 La regla Q¢ aplicada al problema SPERT con peticidn ¢; = mingepa icx Sr,
verifica las propiedades W PO, PO, SYM, PRO, CONS y SE y no verifica las propiedades
PSYMD, PSYMR, PSYMV, LS, NM, NA y CI del problema SPERT.

DEMOSTRACION  La regla Q¢ en el PCC satisface W PO, PO, SYM y CONS, lo que
implica el cumplimiento de estas mismas propiedades en el problema SPERT, si se tiene
en cuenta que la region factible del PCC y del problema SPERT es la misma, dado que la

restriccién referente a que la solucién no exceda de ¢; con ¢; = mingecpa icr Sr s redundante.

Trivialmente cumple PRO y SE y no cumple PSYMD, PSYMR, PSYMV y CI,
mientras que NM y N A no se satisfacen dado que las peticiones definidas no satisfacen los
requisitos de la definicién de estas propiedades y no satisface LS dado que las peticiones

cambian en el PERT restringido a un camino. O
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PROPOSICION 2.11 La regla Q° aplicada al problema SPERT con peticién ¢; = b; — d;,
verifica las propiedades WPO y PO si Qf < ¢;, Vi € N y CI si d; = p; y todas las
actividades tienen distribucion uniforme o triangulares con m = a + k(b —a), SYM, PRO,
LS, NM, NA, CONS, SE, y no verifica las propiedades PSYMD, PSYMR y PSYMV
del problema SPERT.

DEMOSTRACION  Similar a la anterior, notando que en este caso las peticiones si cumplen
los requisitos de la definicion de las propiedades NM y N A, no cambian las peticiones en el

PERT restringido a cada camino y satisfacen C'I como se indica en la proposiciéon 2.7. [

OBSERVACION 2.1 En la regla Q° con peticion c¢; = b; — d;, la peticion usada en cada paso
(resultante de la peticion inicial menos lo asignado hasta ese paso) coincide con la peticion
definida a partir del problema SPERT definido en el paso correspondiente. Formalmente:
Dado (PE,S) € SPE™ y el PCC asociado, (N,PA,c,S), ¥Vt = 1,...,Tf yV i € Nt,
c;(PE',S") = ct. Donde ¢;(PE",S") es la peticion del problema SPERT, (PE', E'), siendo
PE! = (N',PA|n¢,D") ydt = d; + Z;;l P¢(NI, P, I EY). Esto es asi dado que:

t—1 t—1
ci(PE', S =b —dj =b; —di =Y PN, P/, 87) =c; = Y PN/, PI, &I, §7) =
j=1 j=1

Esto no sucede para la regla Q° con peticion ¢; = mingepaier Sx, como se demuestra en el
stguiente contraejemplo.

EJEMPLO 2.6 Se considera el problema SPERT (PE,S) € SPERT™ tal que N = {A, B,C, D,
E,F.G,H,0}; PA = {(E,A,B),(E,C,D,B),(E,F,G, H),(0)}, D = (102,100, 1,1, 100,
100, 100, 62,402) y S = (100, 200, 40, 0)
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Figura 2.7: Red del ejemplo 2.6.

y el correspondiente PCC (N, P,c, E) donde N = {A,B,C,D,E,F,G,H}, PA={(E, A,
B),(E,C,D,B),(E,F,G,H)}, ¢ = (100,100,200, 200,40,40, 40,40) y E = (100,200, 40)
siendo ¢; = mingepicr Sx

Entonces:

A =min {100 200 40}
240" 540 160
y la division de holgura en la primera iteracion de la regla es
Pp =Pp =P, =P =10 ; Py = P =25 ; P& = P, =50.
Luego

A =ch=100—25=175; c& = 3 = 200 — 50 = 150.

Sin embargo, la holgura de los dos caminos resultantes es 40 (camino formado por (A, B))
y 65 (camino formado por (C, D, B)), luego la peticion usada en el seqgundo paso (75 6 150)
no coincide con la resultante aplicando la férmula inicial (40 ¢ 65).

OBSERVACION 2.2 Dado que la regla Q¢ para el PCC' esta caracterizada, la regla Q¢ aplicada

al problema SPERT con peticion ¢; = b; — d;, estard caracterizada mediante las propiedades
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PO, LS, NM y CONS, si Qf <c¢; Vie N.

A continuacién se resumen las conclusiones de esta seccién. Si se nota:

» () la regla P¢ basada en el PCC con peticién

Sénchez (2002b)[3]).

n (5 la regla P€ basada en el PCC' con peticién c¢;

Sénchez (2002b)[3]).

Cy la regla Q¢ basada en el PC'C con peticién ¢;

= mingepa, icr Sr (Bergantinos y

= b; — d;.

= b

C3 la regla Q° basada en el PCC con peticién ¢; = mingepa, ier S (Bergantinos y

—d;.

La siguiente tabla muestra las propiedades que verifica dichas reglas.

Cuadro 2.3: Propiedades verificadas por las reglas

C1

Ca

WPO
PO
SYM
PSYMD
PSYMR
PSYMV
PRO

LS

NM

NA
CONS
SE

CI

Vv

Vv

<

U NG SO U

< 2 <&

< < < |8

LK
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2.3.6. Calculo de la regla ¢ aplicada al problema SPERT

En esta seccién, se presenta un algoritmo polinomial en media para el calculo de la regla
proporcional a las peticiones extendida, siempre que P = PAy E =5 = PS. Es decir, se
presenta un algoritmo que resuelve el problema SPERT cuando la holgura a repartir es la
holgura de los caminos mediante su modelizaciéon como un PCC' y la posterior aplicaciéon de

la regla proporcional a las peticiones extendida.
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Algoritmo PCCSPERT (G: PERT Graph )

Begin
k:=0
EndA:=0

Asignar una duracién d) > 0 y una peticién ¢ >0 Vi € N
Encontrar el tiempo del camino critico del PERT (G,D%): T
While endA=0

Begin
Calcular la holgura de las actividades en el PERT (G,D*): as;
k:=k+1
Pt .
L sias; >0
Calcular daux; := asi
0 sias; =0
If daux; = 0 Vi € N then
EndA:=1
Else
Begin
Encontrar un camino critico en el PERT (G,Daux): 7*
EndStep:=0
While EndStep=0
Begin -
Calcular \ := — —2ziex= % T

k;7
Z{i6w*|asi>0} =

. dffl + )\cffl sias; >0
Calcular d :=

df_l sias; =0
Encontrar el tiempo del camino critico en el PERT (G,DF): T°
If 7O = T, then
Begin
EndStep:=1

méx {(1 — A)cF~1 0} sias; >0

k-1
G

d"1 4 min {1, \}F 1 sias; >0

dffl sias; =0

Calcular Cf =
sias; =0

Calcular df’ =

End

Else

Begin
Encontrar un camino critico en el PERT (G,D*): =
Calcular d¥ := df_l

End

End
End
End

El tiempo final es df y el tiempo extra es df —d, Vie N
End

*
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PROPOSICION 2.12 La solucién obtenida mediante el algoritmo PCCSPERT coincide con
la solucion proporcionada por la regla Q€ en el PCC.

DEMOSTRACION  En cada paso, cuando 7% = T, se reparte una cantidad proporcional a
las peticiones entre las actividades que pueden recibir mas holgura, as; > 0. Cuando T° = T,

A =max{\* € R / N € F(N*, P* ¥ E¥)}, el mismo valor que en la regla Q°.

El algoritmo finaliza cuando Vi € N, daux; =0 = Vi € N, as; =06 cin = 0, es decir,
cuando no hay més actividades que puedan recibir holgura, lo mismo que sucede con la regla

Q°.

Teniendo en cuenta que se tiene el mismo reparto en cada paso, la misma forma de

actualizacion y la misma condicién de parada, se concluye que se obtiene la misma solucién.

O

OBSERVACION 2.3 FEl cdlculo de la regla proporcional a las peticiones P°, es similar, pero

finalizando en el primer paso del algoritmo.

OBSERVACION 2.4 Con un algoritmo similar, es posible calcular el valor de compromiso y
el valor de compromiso ajustado, definidos en la seccion 2.2.2. A continuacion se escribe el
algoritmo para el valor de compromiso ajustado. El valor de compromiso, es similar, pero
finalizando en el primer paso del algoritmo.
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Algoritmo NTUSPERT (G: PERT Graph )

Begin
k:=0
EndA:=0

Asignar una duracién d9 >0, Vi € N

Encontrar el tiempo del camino critico del PERT (G,D%): T
While endA=0

Begin

Encontrar la holgura y la holgura independiente de las actividades en el

PERT (G,D¥): as;, is;
k:=k-+1

1 sias;—is; >0
Calcular daux; :=
0 sias;—1s;=0

If daux; =0, Vi € N then

Begin
EndA:=1
df = df_l + 18;
End
Else
Begin
Encontrar un camino critico en el PERT (G,Dauz): 7*
EndStep:=0
While EndStep=0
Begin

- 3 * dl'cil_ ; * iSi
Calcular A := ienr 4 : Zzgw
Z’LEW* (asl_lsz)

Calcular df = df_l + Mas; — is;) +1is;

Encontrar el tiempo del camino critico en el PERT (G,DF) :

If T° = T then
EndStep:=1

Else

Begin

Encontrar un camino critico en el PERT (G,D*): 7*

Calcular df := d*~!
End
End
End
End
El tiempo final es df y el tiempo extra es df — dg, Vie N
End

TO
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Obsérvese que el nimero de operaciones elementales de los dos algoritmos anteriores,
PCCSPERT y NTUSPERT, es mnO(PERT) siendo m=numero de caminos, n=nimero
de actividades y O(PERT) < O(n?). Asi pues, la complejidad algoritmica para este caso

tiene como cota superior O(mn?).

Es de este orden, dado que la instrucién while mas interna a lo sumo realiza m iteraciones,
la instrucién while més externa a lo sumo realiza n iteraciones (dado que en cada iteracién
al menos se satura una actividad), y el resto de las instrucciones son de orden inferior o igual

a O(PERT).

Para intentar minimizar el ntimero de iteraciones en el segundo while, se parte como
camino candidato del que maximiza ), _dauz;, con lo que el camino seleccionado ten-
dra actividades con peticiones altas y holguras de las actividades bajas, lo que es un buen

comienzo para que A tome un valor bajo desde la primera iteracion.

Llegados a este punto, s6lo queda por demostrar que este algoritmo es polinomial en media.
Para ello, se realiza una serie de pruebas computacionales. Estas pruebas se realizan para
calcular el ntimero de iteraciones medias del while interno de orden m. Como pardmetros se
usaran el numero de nodos y la densidad del grafo, dado que estos dos pardmetros determinan
el nimero medio de actividades en el grafo. Para llevarlo a cabo, se generan redes PERT

aleatorias, donde:

= El niimero de nodos esta representado en la variable nodos

» Las posiciones de la matriz de adyacencia (Ali,j]) que pueden ser distintas de 0 (j > ),

serdn 0 con probabilidad (1-p) y 1 con probabilidad p. El nimero medio de arcos o

nodos(nodos—1)

actividades serd FE[n] = 5

» De los arcos existentes, el 10 % serdn actividades ficticias y el 90 % seguirdn una dis-

tribucién con moda~ U[0, 100], minimo ~ U0, moda] y méximo~ U[moda, 100].

= Por dltimo, se generan las actividades necesarias para que el grafo sea conexo, estas

actividades seran ficticias.
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Fijado el nimero de nodos y la densidad del grafo, se calcula el niimero medio de iteraciones
(Iter) del while interno, (bucle de orden m) en cada iteracién del bucle externo, para 100

PERT aleatorios. Los resultados se presentan en la tabla 2.4.

Cuadro 2.4: Resultados computacionales

Nodos | p E[n] | Iter | Nodos | p E[n] | Iter
10 0.1 4.5 1.00 || 20 0.1 19 1.12
10 0.2 9 1.01 || 20 0.2 38 1.36
10 03| 135 | 1.01 | 20 0.3 o7 1.67
10 0.4 18 1.08 || 20 0.4 76 1.78
10 05| 225 | 132 20 0.5 95 2.06
10 0.6 27 1.58 || 20 0.6 114 1.30
10 0.7 315 | 1.71 | 20 0.7 133 | 2.36
10 0.8 36 1.73 || 20 0.8 152 | 2.60
10 0.9 40.5 | 1.76 || 20 0.9 171 2.65
50 0.1 ] 1225 | 1.91 || 75 0.1 ] 2775 | 2.14
50 0.2 245 233 || 75 0.2 ] 555 | 2.83
50 0.3 | 367.5 | 2.67 || 75 0.3 | 832.5 | 3.03
50 04| 490 |295 | 75 0.4 | 1110 | 3.29
50 0.5 | 6125 | 2.99 || 75 0.5 | 1387.5 | 3.38
50 06| 735 | 313 |75 0.6 | 1665 | 3.44
50 0.7 | 875 | 3.21 || 75 0.7 | 1942.5 | 3.52
50 0.8 980 |3.25 | 75 0.8 | 2220 | 3.56
50 0.9 | 1102.5 | 3.37 || 75 0.9 | 2497.5 | 3.57

Los resultados obtenidos, indican que el orden del bucle while interno es inferior a log(n),
dado que log(E(n)) > Iter para todas las pruebas realizadas. Por ello se puede decir que el

orden del algoritmo en media sera inferior a O(log(n)n?).
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2.4. Reglas basadas en el PCW

En esta seccién, se introduce el problema con restricciones y pesos (Problem with constrains
and weights (PCW)). Este problema se puede considerar més general que el problema

SPERT, dado que todo problema SPERT puede ser modelizado como un PCW.

La filosofia del PCW se basa en que las actividades no tienen una peticién de recurso, lo
que tienen es una importancia relativa en el reparto que se esta produciendo. Esta diferencia
en cuanto a la informacién inicial que se dispone de cada actividad, es la que debe determinar
la utilizacién del PCC o el PCW. Pese a las diferencias indicadas anteriormente, el PCW
es una generalizacién del PCC', dado que toda solucion factible del PC'C' es solucién factible

del PCW como se vera en la siguiente seccién.

2.4.1. Definicion del PCW

En este problema, existen unos recursos que deben ser repartidos entre varios agentes
(N), los cuales tienen unos pesos (W). N es un conjunto finito de elementos y W = (w;)ien
es el vector de pesos. Existen subconjuntos de agentes dados por P, cada m € P define cada
uno de estos subconjuntos, tal que, para cada subconjunto # € P, los agentes en m pueden

recibir a lo sumo E,. Formalmente:

DEFINICION 2.3 Un problema con restricciones y pesos, es una 4-upla (N, P,W, E), donde
O<WeR"O<SE€eRP, y N=Urcpm. N es un conjunto de agentes, P es una coleccion
con p > 0 subconjuntos que cubren N, W es un vector que especifica los pesos de los agentes y
FE es un vector en el que cada elemento E, es una cota superior para los recursos que pueden

ser obtenidos por los agentes que pertenecen al subconjunto .

PCW?™ denota la clase de problemas PCW con un conjunto de n agentes, y PCW denota la

clase de todos estos problemas.



Capitulo 2. Problema SPERT 83

Dado (N, P,W,E) € PCW™, se define la regién factible de (N, P, W, E) como.

F(N,PW,E)={z€R", 2, >0,¥i€ N; Y z; < Er, Vr € P}

e

Una regla de reparto es una funcién f que dado cualquier problema (N, P,W, E) € PCW™"
da un wvalor que pertenece a la regién factible; es decir, f(N,P,W,E)
€ F(N,P,W,FE). Para todo i € N, f;(N,P,W,E) representa la cantidad recibida por el

agente 1.

Como se puede ver, si ¢ = W, la region factible del PCC' esta incluida en la region factible
del PC'W, dado que la unica diferencia es la eliminacién de que z; < ¢;, Vi € N en la regién

factible del PCW .

2.4.2. Propiedades del PCW

Las propiedades que se exponen a continuacién son consecuencia de la consideracion de

los pesos en las propiedades enunciadas en el PCC.

Optimalidad de Pareto(PO): V(N,P,W,E) € PCW",
J(N,P,W,E) € PB(F(N,P,W,E)).
Optimalidad de Pareto débil (WPO): ¥(N, P,W, E) € PCW™,

f(N,P,W,E) € WPB(F(N,P,W,E)).

Proporcionalidad en los pesos (WPRO): Va > 0, V(N, P,W,E) € PCW™",

fz(N,P,OéVV,E):fZ(N,P,VV,E), Vi€ N.
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Proporcionalidad en el recurso (EPRO): Va > 0, V(N,P,W,E) € PCW",

fi(N,P,VV,O[E):afz‘(N,P,W,E), Vi € N.

Simetria (SYM): V(N,P,W,E) € PCW™ y Vi,j € N agentes simétricos posicionales

tal que w; = wj,

fZ(NapamE):fj(N’PaVVaE)a

donde dos agentes son simétricos posicionales cuando Vr € P, i € m < j € 7.

Variacion con el peso (CW):V(N,P,W,E) € PCW" yV(N,P,W* E) € PCW" tal

que W ={wy,...,wp} y W ={wq, ..., wi—1,w; + €, Wit1, ..., wp} con € > 0,

fi(N7P7W+7E) > fl(N7P>W>E)

Simetria proporcional respecto a los pesos (PSYMW): V(N,P,W,E) € PCW" y

Vi,j € N agentes simétricos posicionales,

Minimo valor por subconjuntos (LS): V(N,P,W,E) € PCW™",

SN, PW,E)>  min fi(m, {x}, Wl Ex), Vi€ N.
{reP , ien}

Composicién (CU): V(N,P,W,E) e PCW" yVYE e RF, 0<E <E,

fi(N,P,W,E) = fi(N,P,W,E') + fy(N,P,W,E"), VieN
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donde E, = Ex — .., fi(N,P,W,E), ¥ € P.
Se considera la situacién en que un agente se divide en varios subagentes. Formalmente:
Dado un PCW, (N, P,W, E) se define el PCW, (M, P*,W*, E*) donde:
1. M CN.
2. Existe un solo agente k € M tal que wj = wp+3_ ;e vy wsj ¥ wi =w;, Vi € M\{k}.
3. Vme P, {k}U(N\M))Crmo ({k}U(N\M))Nnnm=0.
4. P* = Pl

5. F E., VmeP.

E:rﬂM) =

No manipulabilidad por divisién respecto de los pesos (NMW): V(N,P,W,E) €
PCW™ y¥Y(M, P*,W* E*) € PCW™, definidos como anteriormente se ha descrito

fe(M, P*\W*,E*) = fo(N,P,W,E) + > f;(N,P,W,E).
JEN\M

No afectar a otros por division respecto a los pesos (NAW): V(N,P,W,E) €
PCW™ y ¥Y(M, P*,W* E*) € PCW™, definidos como anteriormente se ha descrito,

fi(tM, P*, W*,E*) = fi(N,P,W,E), Yie M\{k}.

Consistencia (CONS):V(N,P,W,E) € PCW" siM C Ny (M, Py, Wln, E*|nr) €
PCW™_ tal que E:IM =Er— Zie(N\M)m,, fi(N,P,W, E) donde 7t|py =7 N M # ),

fk(M7P|M7W‘M7E*’P|M):fk(N7P7VV7E)7 Vk € M.

PROPOSICION 2.13 Las propiedades PO y CU son incompatibles.
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DEMOSTRACION  El ejemplo presentado en Bergantifios y Séanchez (2002b)[3] en la de-

mostracién de la proposicion 1 aplicado al PCW demuestra esta incompatibilidad. U

2.4.3. Reglas en el PCW

En este apartado se definen dos reglas para el PCW, donde la segunda de ellas, se basa en
la iteracion de la primera, mientras sea posible. Estas dos reglas estan basadas en el principio
de proporcionalidad con respecto a los pesos, es decir, si P = { N} entonces el reparto que
se debe realizar es el reparto proporcional a los pesos. La primera regla se notard como regla
proporcional a los pesos (P") y la segunda regla se notard como regla proporcional a los

pesos extendida (Qv).

Dado un (N, P,W, E) € PCW™, se define la regla proporcional a los pesos (P") como:

P,(N,P,W,E) = \u;, Vi € N.

Donde la constante A se determina con las condiciones impuestas por las restriccion A =
max {\* € R | N*W € F(N,P,W, E)}. Bajo estas condiciones se comprueba de forma similar

a la realizada en el PCC' que el valor de X es:

A = min i
eP Zie x Wi

La regla proporcional a los pesos extendida, es la resultante de aplicar inicialmente la regla
proporcional, posteriormente recalcular los recursos sobrantes y eliminar los agentes que no
pueden recibir mas recurso y sobre el nuevo problema, volver a aplicar la regla proporcional
enunciada con anterioridad. El proceso continuard hasta que no quede recurso que repartir o

agente al que repartirselo. Mas formalmente:
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Algoritmo ((N,P,W,E) € PCW™)
Paso 1:
Dado un PCW (N, P,W, E) € PCW", se define (N!, P!,
WL El) como N'={ie N, w; >0 y mingepicr Ex > 0},
P! = Ply1, W =Wy y E' = E|y1.
Para todo i € N se calcula: P* (N1, PL Wt El) = M,
donde \!' = min ¢ p: %
Si se asume que (N*, P*, W* E*) son conocidos Vk < t:
Paso t+1:
Se define (N1 pt+t Wit B+l como:
Nl = {i € N' [ e > 0, (P, ;y (N, P!, W, BY),
PU(N', PLW! EY + e)e F(Nt, P, EY)}
P = Py
WL = Wy
EfL =Bl =300 PU(NY PLWE EY, V ittt e piL
donde 7!t =7t yita.

Para todo i € N*t! ge calcula

Pw(Nt+1 Pt+1 Wt+1 Et+1) — )\H_lwi
7 ) ) ) .

Paso final: Calculo de la solucién

Se para en el paso T/ > 1, en el cual NIT7I £0y NITI+1 = ¢,

Para todo 7 € N se calcula
T ..
Q¥ (N, P.W. E) = Yool PY(NG, PLWEEY  siie Nt
7 s 4y )
0 site N\ N1

donde, T; (1 < T; < T) verifica i € NTi y i ¢ NT+L,
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EJEMPLO 2.7 Dado un PCW tal que N = {1,2,3,4}, P ={(1,3), (1,4),(2,4), (1,2,3,4)},

W = (5,10,8,5) y E = (8,5,15,20). El valor de (N', P, W' E1) es:

N'=N, Pl =P, W' =W y E' = E. Entonces

Al = min 8 51520 _ 1
N 13710715728 27

Luego

1
PY(NY, PL W EY = iw}, Vie N

En el sequndo paso el valor de (N?, P?, W2 E?) es:

N2 =1{2,3}, P2 =1{(3),(2),(2,3)}, W = (10,8) y E = (0,5,7,5,5). Entonces

A2 = min 0’5,E,3 :i.
8 1018 16

Luego

1
PY(N% P2 W? E?) = 1—6102-2, Vi e N2,

En el tercero y 4iltimo paso el valor de (N3, P3, W3, E3) es:

N3 =1{2}, P2={(2),(2)}, c= (10) y E = (6,875, 3,875). Entonces

\3 , [6,875 3,875 3,875
= mil = .
10 7 10 10

Luego

3875

Py (NP, PP, W*, B%) = ==,
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En conclusion, el reparto realizado es:

Q5 =25, Q5=5+0,625+3875=95, Q5 =5+05=55, Q=25

A continuacién, se estudia la relacién entre las reglas proporcionales a las peticiones en

el PCC y las reglas proporcionales a los pesos en el PCW.
PROPOSICION 2.14 Dado un PCC, (N, P,c, E) € PCC",

Q5(N,P,c, E) =min{Q (N, P,c,E),c;} y PS(N,P,c, E) =min{P(N, P,c,E),c;}.

DEMOSTRACION  Se nota por A la constante en el paso t-ésimo para la regla Q¢ y \*

la constante en el paso t-ésimo para la regla Q.

En el paso primero, N', P!, E' y ¢! son iguales en ambos problemas y por lo tanto
Al = min {1, \*}. Si Al = 1 entonces V i € N, P¢(N,P,c,E) = Q¢(N,P,c,E) = ¢; y
QY (N,P,c,E) > P¥(N,P,c,E) > ¢; con lo que queda demostrado. Si A! = A!* entonces
PS(NY, PL el EY) = PY(NY, Pl EY) Vie N

En el paso segundo, dado que es la misma solucién y la misma forma de actualizacién,

N2, P2y E? son iguales en ambos problemas, entonces

o [ B o B2 L
= min min = min min = min .
"reP? | Y en 7 rep? (1= A1) Y el (1=

SiA2=1,Vie N2PS(N? P2 2 E?) = ¢ = QYN, P,c,E) = ¢; y P(N?%, P2, D? E?) >

c? = Q¥(N,P,c,E) > ¢; con lo que queda demostrado.
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2%
Si )\QZW, se tiene que,
c2222_/\2* 2_)‘2* NIVl o y261 2% pwin2 p2 T2 2
Pf(N*, P*,c*, E*) = = (1 =X)e; = X¢; = Xw; = PY(N*, P>, W= E°).

EPURN Y

Siguiendo el proceso, si existen algin t = 3,...,7T; con A\! = 1 la proposicién es probada
teniendo en cuenta que para todo k =1,...,t —1, PZ-C(Nk, Pk .k EF) = PZ-“’(N’“7 Pk ck EF).
En otro caso (A < 1V ¢ = 1,...,T;), se puede probar que para cualquier k¥ = 1,...,T;,
PS(NE, PF cF EF) = PP(N* P* c* EF) y entonces, teniendo en cuenta la definicién de Q¢ y
QY,QS(N,P,c,E) = Q¥ (N, P, c, E), lo cual implica que Q$(N, P, ¢, E) = min{Q (N, P,c, E),
ci}- g

COROLARIO 2.2 Sic; > mingrep jer) Sx, Vi € N, entonces Q°(N, P,c, E) = Q(N, P, c, E).

Por 1ltimo, se indica las propiedades que cumple cada una de las reglas y ademas, en el caso

de la regla proporcional a los pesos extendida, Q%, se presentan dos caracterizaciones.

PROPOSICION 2.15 La regla proporcional a los pesos, PV, satisface las propiedades W PO,
SYM, PSYMW, WPRO, EPRO, CW, CU, NMW y NAW y no cumple PO, LS y
CONS.

DEMOSTRACION

» Claramente se cumplen las propiedades WPO, SYM, PSYMW, WPRO, EPRO,
CW, NMW y NAW y no se cumple LS y PO.

» PY satisface CU. Dado un PCW (N, P,W,E) € PCW"™, donde PY(N,P, W, E) = AW
y PU(N,P,W,E') = W, P*(N,P,W,E") = \N'W y E, = B, ~ X' 3, wi, V7 €P,

se sabe que

> (PP(N,P,W,E')+ P*(N,P,W,E")) < Ex, Vw€P.

s
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Existe un subcamino en el problema (N, P,W, E) que se notara por 7* tal que,

Y iens PY(N, P,W, E) = E+, entonces:

> (P}(N,P,W,E')+ P"(N,P,W,E")) < > P“(N,P,W,E)

1ET* 1ET*
=Y W)W <D A= N+ <
iem* 1ET*
Ademas existe un subconjunto en el problema (N, P, W, E//), que se notard por 7** tal
que Z PY(N,P,W, E") = E;**, entonces
TET**
> (PE(N,P,W,E') + PY(N, P,W, E")) = Ere.
TeETH*
= Y NN wi=Epe = N+ X 2\

TET**

Entonces A = A" + )" lo que implica que cumple CU.

» El ejemplo presentado en Bergantinos y Sénchez (2002b)[3] en la demostracién de la

proposicién 3 aplicado al PCW demuestra el incumplimiento de CON S.

O

PROPOSICION 2.16 La regla proporcional a los pesos extendida, QY , satisface las propiedades
PO, WPO, SYM, PSYMW, WPRO, EPRO, CW, LS, NMW, NAW y CONS no
cumple CU.

DEMOSTRACION

= Claramente cumple W PO, PO, WPRO, EPRO y PSYMW.
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» Dado que las propiedades CU y PO son incompatibles esta regla no cumple C'U.

= QY satisface CW. Se define A! como el minimo en el primer paso del problema (N, P, W, E).
Cuando se resuelve el problema (N, P, W™ E) el minimo en el primer paso coincide

con el minimo definido o uno generado por un subcamino al que pertenece i, es decir,

E
)\1 é {)\ 5 A - ml,n 6P7 € 77(}
e Si el minimo es A (A < A!) = T;" = 1. Si el camino 7! es donde se alcan-

za el minimo, entonces Q;-”(N, PWT E)=MwjVj#ic 7! dado que A < A! =
Q}"(N, PWT E)< Q;V(N, P, W,E)Vj #i¢€r'. Como Zjewl Q;-”(N, PWT E)=
E. > Zjerl QY (N, P,W,E) = QF(N, P, Wt E) > Q¥(N,P,W,E).

e Si el minimo es A!, la propiedad CONS puede ser aplicada en ambos problemas
(eliminando las actividades N'\N?2) y luego repetir el proceso anterior con los
nuevos problemas. Este proceso se repetira hasta que el minimo se alcance en un

subconjunto al que pertenezca i.

» Satisface CONS. Se demostrard por reduccion al absurdo. Se supone que no cumple
CONS, entonces existe un problema (N, P,W,E) € PCW™", existe M C N y existe
k € M tal que:

Q%}(N, P, W7E) # Q?(N7P|M7W‘M7E|P\M)'

Entonces por la propiedad WPRO y siendo a un nimero suficientemente grande:

Qi (N, P,W,E) = Q¢ (N,P,aW,E) y

QZ;H(NaP|M7W’M)E|P‘]\/[) = Q}gU(N)P‘M7OZW|MaE|P|M)7
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lo que implica que:

Q}CU(N7 P,OéW, E) 7é Q?<N7P|M7QW’M7E‘P|M)'

Ademas por el coralario 2.2:

Q}CU(N,P,()(W,E) :Qlcc(NvP7O‘VV7E) y

Q%U(N7P|M7QW|M7E|P|A{) = QE(N7P|M,05W‘MaE|P‘IW)7

lo que implica que:

QE(N7 P, aW, E) 7"é QE(N7P|M70‘W’M7E‘P|M)'

Lo que es una contradiccion puesto que la regla Q¢ cumple CONS.

» Con argumentos similares a la demostraciéon de CONS se prueban las propiedades SY M,

LS, NMW y NAW.

PROPOSICION 2.17 La regla proporcional a los pesos, Q¥, es la tinica regla que cumple las
propiedades PO, LS, NMW y CONS.

DEMOSTRACION La demostracidn se realiza repitiendo los pasos hechos en la demostracién
de unicidad de Bergantinos y Sdnchez (2002b)[3]. La principal diferencia es que en este caso,
cuando M = N? y TiM =1, 2 =L+ )2

Efectivamente,
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» Primero, se verd que \* > A! 4+ \2. Se sabe que V72 € P?,

Z )\ij = Z )\211}]‘ < S72r2 = S7r — AIij.

jemn2 jennNN?2 jem

Entonces por CONS,

S+ < S =AY > wy =8,

JETNN?Z jeTN(NI\N?2)

y como m|yy =N M = 7N N2,

2 1 . S;\M *
A2+ A) < min = =)
7T|M€P|M Zjeﬁ‘]\{ w]

= En segundo lugar, se mostrard que A* < A! 4+ \2. Se sabe que Vr|yy = 1N M = 7N N2,

Z )\*wj = Z )\*wj < S:,‘M = S7r — )\1 Z wy.

JETIM JETNN2 JE(mN(NI\N2))

Entonces por CONS,

> = Awy < S = AD wy = 5%

jETNN?2 jET
y como 72 =7 N N2,
2
Ste

M =A< min =7 = )\2 = \* < (A +)\2).
( )—ﬂrgnelgg Zjen2wj < (A HAY)

Entonces \* = (Al + \?).
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PROPOSICION 2.18 La regla proporcional a los pesos, es la tinica regla que cumple las propiedades
PO, LS, PSYMW y CONS.

DEMOSTRACION  La demostracién es inmediata teniendo en cuenta que PSY MW y

NMW son equivalentes cuando sélo hay un camino y PO se cumple. g

OBSERVACION 2.5 Los métodos usados para la definicion de la regla Q¥, parten de la defini-
cion de un wvalor constante de A para todas las actividades, es posible explorar lo que sucede
si se calcula X en cada paso de forma individual para cada actividad, como indica la siguiente
expresion:

Et
M= mmh ——T—.
TEP!, €T D iy Wj

En el ejemplo 2.8 se muestra como la regla resultante incumpliria consistencia.

EJEMPLO 2.8 Dado un PCW (N, P,W,E) donde N ={A,B,C,D,E,F}, P={{F},{D, E},
{A,C,E},{A,B}} , D=W = (10,20,1,10,15,40) y S = (0,15, 14, 10).

D [10]

Figura 2.8: Red del ejemplo 2.8

La solucion final resulta:

10 20 794 828 ~ 1122

fA:§7 fBzg, f02%7 fD:ﬁ v fE 130
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Si se elimina A,el nuevo problema es:

N ={B,C,D,E,F}, P = {(F),(D,E),(C,E),(B)}, D =W = (20,1,10,15,40) y S =

(0,15, %, %) y la solucion final es:

20

D
fB 37 fC 37 fD Y fE

En resumen, se han definido dos reglas para el PCW, las propiedades que cumplen cada una
estdn expresadas en la siguiente tabla (los asteriscos indican que son las propiedades usadas

para alguna de las dos caracterizaciones).

Cuadro 2.5: Propiedades en el PCW

P Qv
WPO SISl
PO NO  SI*
SYM SISl

WPRO SI SI
EPRO SI SI
PSYMW SI  SI*

CW SI SI
LS NO SI*
CU SI NO
NMW ST SI*
NAW SI SI

CONS NO SI*

2.4.4. Aplicacién al problema SPERT del PCW

En esta seccion, se modeliza el problema SPERT como un PCW. En primer lugar se
debe notar que el recurso a repartir en un problema SPFERT es la holgura que se reparte en

cada camino, S, y los subconjuntos donde se reparte seran los caminos completos del PERT,
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PA. Luego, considerando £ = Sy P = PA se tendrd un PCW si se define un peso para

cada actividad.

El vector de pesos de las actividades, siguiendo los planteamientos presentados para las
peticiones y teniendo en cuenta la relaciéon existente entre los problemas, debe cumplir las

siguientes dos propiedades.

La primera propiedad requiere que el peso de una actividad debe ser igual aunque la
actividad se divida en varias subactividades. El incumplimiento de esta propiedad supone el
incumplimiento de las propiedades NM y N A del problema SPERT, lo que supone que la

regla Q" no queda caracterizada.

Aditividad (AD):V(PE,S) € SPE" yVY(PE*,S*) € SPE™, definidos en las propiedades
NM y NA del problema SPERT,

wi(PE*,S%) = wy(PE,S) + Y w;(PE,S),
JEN\M

siendo k el elemento subdividido y donde w;(PFE, S) es el peso asignado a la actividad ¢ en
el problema (PE,S) € SPERT™ y w;(PE*,S*) es el peso asignado a la actividad i en el
problema (PE*,S*) € SPERT™.

La segunda propiedad requiere que el peso de una actividad degenerada, es decir, sin
posible variabilidad, sea nula. El cumplimiento de esta propiedad es deseable si se considera
que una variable degenerada jamas se retrasa, por lo que no necesita recibir reparto alguno
de holgura. Esta propiedad resuelve la asignacién del peso a las variables ficticias, dado que

estas variables al no existir en la realidad, siempre seran degeneradas.

No peticion de variables degeneradas (NPD): V(PE,S) € SPE™ y Vi € N tal que
Var(i) =0, w;(PE,S) = 0.

Algunos pesos que cumplen la propiedad AD si las variables subdivididas son indepen-
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dientes son, la media, el rango, la varianza, el maximo y el minimo. De los pesos indicados
anteriormente, sélo el rango y la varianza cumplen la propiedad NPD. Ademds estos dos
pesos tienen un comportamiento estrictamente creciente con la dispersion, lo que puede ser

deseable si se estd realizando un reparto para evitar un retraso final en el proyecto.

PROPOSICION 2.19 El rango o una ponderacion del rango, son los inicos pesos que cumplen
1C ante las reglas PV y Qv si todas las variables son uniformes o todas son triangulares con
m=a+k(b—a).

DEMOSTRACION  La demostracién es similar a la demostraciéon de la proposicién 2.7,

teniendo en cuenta que Q’(N,P,W,E) = Aw; y QY (N, P,W,E) = \wj. O

En esta memoria se ha decidido el uso del peso, w; = b; — a;, si existe informacién sobre la
variabilidad de la actividad, en detrimento de la eleccién w; = Var(i). Si no existe informa-
cién sobre la variabilidad, esta memoria recomienda el uso del peso w; = d; que cumple la

propiedad AD.

2.4.5. Regla proporcional

Antes de comenzar a estudiar las reglas derivadas del PCW, se debe presentar la primera
regla que realizé un reparto proporcional a unos pesos. En Shragowitz et al. (2003)[29], se
introduce una regla proporcional a unos pesos en un inico paso con el mismo planteamiento

que las reglas que en la siguiente seccién se estudian.

DEFINICION 2.4 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE"™ y un vector de pesos W > 0,
se define la regla de reparto PW (PE, S, W) como:

PWi(PE,S,W)= min {Sre— 4 VieN.
TEPA, i€ > jen W)
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SiS=PS yw;=d;, Vi€ N entonces

nePA, iem

PW;(PE,S,W)= min {S”Zdid-}:

d; T as;
{ T-SNdj| =% = —1)d; = d;.
FE}JI}‘I’DZ-GW Z J Zjeﬂ dj <T — as; > ¢ <T — asi) ’

jET

Siendo en este iltimo caso una regla polinomial, dado que el cdlculo de T y as;, Vi € N,

son calculables en tiempo polinomial.

Esta regla que introduce repartos proporcionales a un peso, presenta la ventaja, en el caso de
que los pesos sean duraciones y la holgura a repartir la holgura de los caminos, de ser calculable
en tiempo polinomial. Sin embargo, no presenta buen comportamiento ante las distintas
propiedades, por ese motivo en este trabajo se definiran reglas con mejores propiedades y con

un calculo computacional bueno.

PROPOSICION 2.20 Dado un problema SPERT, (PE,S) € SPE", y un vector W > 0, la
regla PW (PE,S,W) cumple las propiedades de WPO, SYM, PRO, LS, SE, NM y NA
si los pesos son aditivos y PSYMD o PSYMR o PSY MYV si los pesos son las duraciones,

los rangos o las varianzas respectivamente y no cumple PO, CONS y C1I.

DEMOSTRACION  Claramente cumple las propiedades de W PO, SY M, PRO, SE, LS,
NM y NA silos pesos son aditivos y PSYMD, PSYMR o PSY MYV si los pesos son las

duraciones, los rangos o las varianzas respectivamente y no cumple PO y C'1.
Para ver el incumplimiento de CON S se presenta el ejemplo 2.9.

EJEMPLO 2.9 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde, PE = (N, PA,D),
N ={A,B,C}, PA={(A,C),(B,C)}, W=D = (2,4,2) y S = (2,0) y el problema resul-
tante de la eliminacion de la actividad C, (PE*,S*) € SPE? donde PE* = (N*, PA*, D¥),
N* = {A,B}, PA* = {(A),(B)}, W* = D* = (2,4), S* = (2,0), se puede comprobar que
PW4(PE,S) =1y PWy(PE*,5*) =2, incumpliendo la propiedad CONS.
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2.4.6. Reglas en el problema SPERT basadas en el PCW

En esta seccién se estudian las propiedades asociadas a las seis reglas de reparto para
el problema SPERT basadas en el PCW: P¥ y QY combinadas con los pesos w; = d;,

w; = Var(i) y w; = b; — a;.

PROPOSICION 2.21 La regla PY aplicada al problema SPERT con pesos w; = d;, verifica las
propiedades W PO sid; >0, Vie N, SYM, PRO, PSYMD, NM, NA y SE y no verifica
las propiedades PO, LS, PSYMR, PSYMV, CONS y CI del problema SPERT.

DEMOSTRACION  La regla P¥ en el PCW no satisface PO, LS y CONS y satisface

WPO y SYM, lo que implica el cumplimiento de estas mismas propiedades en el problema

SPERT.

Trivialmente se cumple PSY M D, PRO y SE y no se cumple PSYMR, PSYMV y CI,
mientras que NM y N A se satisface dado que los pesos definidos cumplen los requisitos de

la definicion de estas propiedades. O

PROPOSICION 2.22 La regla P* aplicada al problema SPERT con pesos w; = Var(i),
verifica las propiedades W PO si Var(i) >0, Vi € N, SYM, PRO, PSYMV, NM, NA y
SE y no verifica las propiedades PO, LS, PSYMD, PSYMR, CONS y CI del problema
SPERT.

DEMOSTRACION  Similar a la anterior. O

PROPOSICION 2.23 La regla PY aplicada al problema SPERT con pesos w; = b;—a;, verifica
las propiedades W PO si b; —a; > 0 Vi € N, CI si son variables aleatorias uniformes o
triangulares con m = a+k(b—a), SYM, PRO, PSYMR, NM, NA y SE y no verifica las
propiedades PO, LS, PSYMD, PSYMV y CONS del problema SPERT.
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DEMOSTRACION  Similar a la anterior, teniendo en cuenta que satisfacen CI como se

indic6 en la proposicién 2.19. U

PROPOSICION 2.24 La regla Q¥ aplicada al problema SPERT con pesos w; = d;, verifica las
propiedades PO y WPO sid; >0, Vie N, SYM, PRO, PSYMD, NM, NA, LS, CONS
y SE y no verifica las propiedades PSY MV, PSYMR y CI del problema SPERT .

DEMOSTRACION  La regla Q¥ en el PCW satisface W PO, PO, SYM, PRO, LS y
CONS, lo que implica el cumplimiento de estas mismas propiedades en el problema SPERT

bajo las condiciones indicadas.

Trivialmente cumple PSYMD y SE y no cumple PSY MV, PSY MRy CI, mientras que
NM y N A se satisfacen dado que los pesos definidos satisfacen los requisitos de la definicién

de estas propiedades. ]

PROPOSICION 2.25 La regla Q% aplicada al problema SPERT con pesos w; = Var(i), ver-
ifica las propiedades WPO y PO si Var(i) > 0, Vi € N, SYM, PRO, PSYMV, NM,
NA, LS, CONS y SE y no verifica las propiedades PSYMD, PSYMR y CI del problema
SPERT.

DEMOSTRACION  Similar a la anterior. O

PROPOSICION 2.26 La regla Q¥ aplicada al problema SPERT con pesos w; = b;—a;, verifica
las propiedades W PO y PO sib; —a; >0, Vi € N, CI si son variables aleatorias uniformes
o triangulares con m = a + k(b —a), SYM, PRO, PSYMR, NM, NA, LS, CONS y SE
y no verifica las propiedades PSYMD y PSY MV del problema SPERT.

DEMOSTRACION  Similar a la anterior, teniendo en cuenta que satisfacen CI como se

indicé en la proposicién 2.19. 0

OBSERVACION 2.6 En el caso de que el peso sea la duracion de la actividad, da lo mismo

usar el valor de A definido, con duraciones constantes, o el valor de \ que a continuacion se
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expresa, duraciones no constantes.

t
)\t = min 1 Sﬂ— - - - —.
mept Zi@r (d; + Zj:l piw(]\m7 Pi Wi, S7))

OBSERVACION 2.7 Dado que la regla Q% para el PCW esta caracterizada, la regla Q¥ aplica-
da al problema SPERT con peso w; = d; o w; = bj—a; o w; = Var(i), estardn caracterizadas
mediante las propiedades PO, LS, NM y CONS, si w; >0 Vi€ N.

A continuacién se resumen las conclusiones de esta seccion. Si se nota:

» Wi la regla PW con peso w; = d; (Shragowitz et al. (2003)[29]).

» Wy la regla PW con peso w; = b; — a; (Shragowitz et al. (2003)[29]).
» W3 la regla PW con peso w; = Var(i) (Shragowitz et al. (2003)[29]).
s W, la regla PY basada en el PCW con peso w; = d; .

s W5 la regla P* basada en el PCW con peso w; = b; — a;.

» Ws la regla P" basada en el PCW con peso w; = Var(i).

s W7 la regla Q% basada en el PCW con peso w; = d;.

» Wg la regla Q% basada en el PCW con peso w; = b; — a;.

» Wy la regla Q" basada en el PCW con peso w; = Var(i).
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Cuadro 2.6: Cumplimiento de propiedades

W3
\/

We

WPO
PO
SYM
PSYMD
PSYMR
PSYMV
PRO

LS

NM

NA
CONS
SE

CI

<<l <=

< < =
<.

LR S
< < S

D L SULSUL UL
<
NG SO UL
L=<
L

<. U<l <
N N b=

S U U S =
SN S B

2.4.7. Calculo de la regla Q¥ aplicada al problema SPERT

En esta seccién, se presenta un algoritmo polinomial en media para el calculo de la regla
proporcional a los pesos extendida siempre que P = PAy E =S = PS. En otras palabras,
el algoritmo soluciona el problema SPFERT cuando la holgura a repartir es la holgura de
los caminos mediante su modelizacion como un PCW vy la posterior aplicaciéon de la regla

proporcional a los pesos extendida.
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Algoritmo PCWSPERT (G: PERT Graph )

Begin
k:=0
EndA:=0

Asignar una duracién d? > 0 y un peso w; > 0, Vi € N
Encontrar el tiempo del camino critico del PERT (G,D%): T
While endA=0

Begin
Encontrar la holgura de las actividades en el PERT (G, Dk); as;
k:=k+1
w; .
Calcular daux; := as; 5108 > 0
0 sias; =0
If dauz; = 0, Vi € N then
EndA:=1
Else
Begin
Encontrar un camino critico en el PERT (G,Dauz): 7*
EndStep:=0
While EndStep=0
Begin
Calcular \ ;= M

ien*|as; >0} Wi
i

df_l 4+ Aw; sias; >0
Calcular df =

df_l sias; =0
Encontrar el tiempo del camino critico en el PERT (G,D¥) : T°
If 7° = T then
EndStep:=1
Else
Begin

Encontrar un camino critico en el PERT (G,D*): 7*

Calcular d¥ := dF*
End
End
End
End
El tiempo final es df y el tiempo extra es df — dg, Vie N
End
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PROPOSICION 2.27 La solucién obtenida mediante el algoritmo PCW SPERT coincide con
la proporcionada por la regla Q% en el PCW.

DEMOSTRACION  Similar a la demostracién de la proposicién 2.12. O

OBSERVACION 2.8 Fl cdlculo de la regla proporcional a los pesos PY, serd similar, finalizando

en el primer paso del algoritmo.

OBSERVACION 2.9 Dado la relacion existente entre las reglas Q° y QW es posible utilizar
cualquiera de los dos algoritmos para encontrar la solucion con cualquiera de las reglas. Por

este mismo motivo, la complejidad del algoritmo descrito es la misma que la del algoritmo
PCCSPERT.

2.5. Comparacién

En esta seccion se presenta desde distintos puntos de vista la comparacion de las reglas

presentadas a lo largo de este capitulo. Los tres enfoques realizados son:

= En funcién de las propiedades.
= En funcién de la complejidad.

» Mediante ejemplos significativos.

La notacién usada es:

» (71 para la regla obtenida calculando el valor de compromiso (Bergantinos y Sénchez

(20022)[2)).

» (3 para la regla obtenida calculando el valor de compromiso extendido (Bergantifios y

Sénchez (2002a)[2]).
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» (' para la regla P¢ basada en el PCC con peticién ¢; = mingepa, iex Sr (Bergantinios

y Sénchez (2002b)[3]).
= (5 para la regla P€ basada en el PCC con peticién ¢; = b; — d;.

» (3 para la regla Q° basada en el PCC con peticién ¢; = mingecpa, iexr Sr (Bergantifios

y Sénchez (2002b)[3]).
= (4 para la regla )¢ basada en el PCC' con peticién ¢; = b; — d;.
» W, para la regla PW con peso w; = d; (Shragowitz et al. (2003)[29)]).
» Wy para la regla PW con peso w; = b; — a; (Shragowitz et al. (2003)[29]).
» W3 para la regla PW con peso w; = Var(i) (Shragowitz et al. (2003)[29]).
= Wy para la regla P" basada en el PC'W con peso w; = d;.
= W5 para la regla P" basada en el PCW con peso w; = b; — a;.
» Ws para la regla P* basada en el PCW con peso w; = Var(i).
= W7 para la regla Q% basada en el PCW con peso w; = d;.
s W3 para la regla Q% basada en el PCW con peso w; = b; — a;.

» Wy para la regla Q" basada en el PCW con peso w; = Var(i).

En funcién de esta comparativa se concluye que las reglas Cy y Wg son las més deseables si
se dispone de datos sobre la variable aleatoria referida a la duracién de la actividad y en caso

contrario la regla Wr.

2.5.1. En funciéon de las propiedades

Con anterioridad, proposiciones 2.2, 2.3, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.20, 2.21, 2.22, 2.23, 2.24,

2.25 y 2.26, se ha estudiado el cumplimiento o incumplimiento de cada una de las propiedades
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para cada una de las reglas, con lo que esta seccién se limitard a resumir en las tablas 2.7 y

2.8 toda esa informacion.

Cuadro 2.7: Cumplimiento de propiedades
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C
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W3

WPO
PO
SYM

PRO
LS
NM
NA
CONS
SE

CI

PSYMD
PSYMR
PSYMV

v
v

Vv
Vv

V

<

LU L <

< <l <=

D UL SUL UL

SN U R =

D NG NUL UL L

<< <=

< L <

SN U U R b=

<

D UL S N Y

Cuadro 2.8: Cumplimiento de propiedades
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El incumplimiento de la propiedad de PO, implica que el problema SPFERT no ha sido
resuelto en el sentido estricto, dado que no se ha repartido toda la holgura indicada. Ademas,
el incumplimiento de PO implica la imposibilidad de crear un calendario cuando S = PS,
lo que a su vez ocasiona que no sea posible la utilizacién de esa regla para solucionar los
problemas APERT y CPERT. El incumplimiento de NM y NA supone que situaciones

reales totalmente similares den soluciones distintas tinicamente por la modelizacién realizada.

2.5.2. En funcion de la complejidad

En referencia a la complejidad de las reglas presentadas, se puede destacar que todas ellas
son computables en situaciones reales con un gran nuimero de actividades, dado que todas
las reglas definidas son calculables en un tiempo polinomial en media y en el caso de la regla
W1 polinomial en el peor de los casos, por lo tanto, desde el punto de vista computacional

no existe motivo para decantarse por ninguna de las reglas.

2.5.3. Mediante ejemplos significativos

En esta seccién se presentan diversos ejemplos ilustrativos que muestran las irregulari-

dades en determinadas situaciones reales generadas por la utilizacion de alguna de las reglas.
Ineficiencia

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas reparten el total de la holgura disponible, por

lo que el problema no queda resuelto dado que hay holgura sin repartir.

EJEMPLO 2.10 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™donde N = {A,B,C,D,E, F,G};
A~ ((0,1,2), B ~ (3(0,1,2), C ~ ((0,1,2), D ~ (3(0,2,4), E ~ (3(0,2,4), F ~ 3(5,6,7),
G ~ ((5,10,15), PA = {{A,B,C,G}, {D,E,G}, {F,G}}; D = (1,1,1,2,2,6,10) y S =
(3,2,0), se muestra en la tabla 2.9 que las reglas Gy, C, Ca, Wy, W, W3, Wy, W5 y Wg no
reparten toda la holgura (no cumple PO). Ademsés las reglas Wy, Wy y W3 no reparten toda
la holgura en ninguno de los dos caminos con holgura.
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AlT] Q 'O C.

D[2] E.\

Figura 2.9: Red del ejemplo 2.10

Cuadro 2.9: Reparto en el ejemplo 2.10

Gu;Cr | Wi | Wa | Wy | Co; Wy W We | Ga; Cs; Cy; Wr; Wg; Wy
fal 1 [3/13]6/16 | 3/28 1/2 1
fe | 1 |3/13|6/16 | 3/28 1/2 1
fo | 1 |3/13|6/16 | 3/28 1/2 1
fo | 2/3 | 4/14|8/18 | 8/33 1 1
fe | 2/3 | 4/14 | 8/18 | 8/33 1 1
fr 0 0 0 0 0 0
fa 0 0 0 0 0 0

Irrelevancia de las duraciones

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la duracién de las actividades.

EJEMPLO 2.11 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde N = {A,B,C}; A ~
3(0,1,2), B ~ ((999,1000,1001), C ~ 3(1100,1101,1102), PA = {{A,B}, {C}}; D =
(1,1000,1101) y S = (100, 0), se muestra en la tabla 2.10 que las diferencias en las duraciones
no son consideradas por las reglas G, Go, C1, Co, Cs, Cy, Wo, W3, W5, W, Ws v W.
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¢ [1101]

Figura 2.10: Red del ejemplo 2.11

Cuadro 2.10: Reparto del ejemplo 2.11

G1; Ga; Cr; Co; Cs; Cy; Woy Wi W We; Wes Wy | Wiy Wy Wy
fa 50 100/101
fB 50 10000/101
fc 0 0

Comportamiento ante la dispersién.

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la dispersion de la duracién de las

actividades y otras que si lo consideran no lo realizan de una forma adecuada.

EJEMPLO 2.12 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde N = {A, B,C}; A ~
£(0,100,200), B ~ (3(50,100, 150), C' ~ 3(300, 350, 400), PA = {{A, B}, {C}}; D = (100, 100,
350) y S = (150, 0), se muestra en la tabla 2.11 que las reglas Gy, G2, C1, C3, W1, Wy y W7 no
consideran en su solucion la dispersién de la duracién de las actividades, lo que produce que
la actividad B reciba 75 unidades, 25 méas de lo que se puede retrasar y la actividad A reciba
75 unidades, 25 menos de lo que se puede retrasar. También se muestra que las reglas Wy y
Wy pese a considerar la dispersién, lo realizan de una forma excesiva, puesto que la actividad
B reciba 37.5 unidades, 12.5 menos de lo que se puede retrasar y la actividad A reciba 112.5
unidades, 12.5 més de lo que se puede retrasar. Esto se produce por el incumplimiento de la
propiedad IC' por parte de estas reglas.
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A0 B[00

p—

C [350]

Figura 2.11: Red del ejemplo 2.12

Cuadro 2.11: Reparto del ejemplo 2.12

G1;Go; C1; C3; Wi Wy, Wy | Co; Cg; Was W Wy | We; W
fa 75 100 112.5
B 75 50 37.5
fc 0 0 0

Variacién producida por subdivisién.

El siguiente ejemplo muestra que no todas las reglas son irrelevantes bajo subdivisién de
actividades cuando la variable original es el resultado de la suma de las variables aleatorias

de las subactividades generadas.

EJEMPLO 2.13 Dado el problema SPERT (PE,S) € SPE™ donde N = {A,B, C,D};
A~ ((1,5,2,2,5), B ~ (3(1,5,2,2,5), C ~ [((1,5,2,2,5), D ~ (3(3,5,7), PA = {{A, B},{A,
CHA{D}}; D=1(2,2,2,5)y S =(1,1,0), y el resultante de considerar la divisién de la activi-
dad C en r actividades C1,...,C,, tal que C1, ..., C) son variables aleatorias independientes
y C = Z§:1 Cj, las tablas 2.12, 2.13 y 2.14, muestran que las reglas G, G2, C1 y C3 no
son robustas frente a estrategias de subdivisién (estas reglas no cumplen NM y NA). Para
estas reglas, dos modelos similares para el mismo problema SPERT producen resultados

muy diferentes.



Capitulo 2. Problema SPERT

112

Figura 2.12: Red del ejemplo 2.13

D[5]

Al2] = B[2]
C1 %O O?Cr

Figura 2.13: Red del ejemplo 2.13 con subdivisiones

Cuadro 2.12: Reparto en el ejemplo 2.13

G1;Go; Cr; Cy; O35 Cy; Wy Wos Was Wy Wi We W Wy W

fa
IB
fc
)

1/2

1/2

1/2
0
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Cuadro 2.13: Reparto en el ejemplo 2.13 con subdivisiones

G1; Ch G2;C3 | Co; Cy; Wiy Wo; Was Wy
Ws; We; Wr; Ws; Wy
fa 1/r+1 1/r+1 1/2
fB /r+1 | 1-(1/r+1) 1/2
fo, + -+ fe, | 1-(1/r+1) | 1-(1/r+1) 1/2
fp 0 0 0

Cuadro 2.14: Reparto en el ejemplo 2.13 con subdivisiones en el limite

G1;C1 | Go; C3 | Co; Cy; Wi Was Wi Wy;
Ws; We; Wr; Ws; Wo
fa 0 0 1/2
5 0 1 1/2
foo +--+ fo, + ... 1 1 1/2
o 0 0 0

Inestabilidad de las soluciones.

El dltimo ejemplo ilustra que no todas las soluciones son estables, menores cambios in-

troducidos en el problema causan importantes cambios en las soluciones.

EJEMPLO 2.14 El proyecto consiste en pintar la pared de una casa. Se tienen 90 horas par
finalizar la tarea. Hay dos actividades que realizar, la primera, raspado de la pared, denotado
por A, y la segunda, pintado de la pared, denotado por B. La distribucién de la duracion de las
dos actividades es (3(15, 30,45). El problema SPERT es, N = {A, B,0}; A ~ (3(15,30,45),
B ~ ((15,30,45), O ~ ((90,90,90), PA = {{A,B},{O}}; D = (30,30,90) y S = (30,0)
(primer caso del ejemplo 2.14).
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O [90]
Af30] _ B[30]
O O O

Figura 2.14: Red del primer caso del ejemplo 2.14

Cuadro 2.15: Reparto en el primer caso del ejemplo 2.14

G1; Go; Cr; Co; Cs; Cy; Wy Way W Wy W We; Wes We; Wy
fa 15
I 15
fc 0

Después, se dan cuenta de que hay dos actividades adicionales, obtener la pintura (C')
y mezclar la pintura (D) que se deben realizar antes de comenzar a pintar la pared. La
distribucién de la duracién de las dos nuevas actividades es 3(0,5, 1, 1,5). El problema SPERT
es, N = {A,B,C,D,0}; A ~ [(15,30,45), B ~ ((15,30,45), C ~ ((0,5,1,1,5), D ~
£(0,5,1,1,5), O ~ (3(90,90,90), PA = {{A,B},{C,D,B}{O}}; D = (30,30,1,1,90) y S =
(30, 58,0) (segundo caso del ejemplo 2.14).

0 [90]

NEaNln

O O :
c /D

Figura 2.15: Red del segundo caso del ejemplo 2.14
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Cuadro 2.16: Reparto en el segundo caso del ejemplo 2.14

G1;C1 | Go; C3 | Wiy W | W | Wy Wi We; Co | Wrs W We; Cy
fa | 11.92 18.08 15 15 15 15
fp | 11.92 11.92 15 15 15 15
fo | 23.02 23.02 1.81 2.15 0.5 21.5
fp | 23.02 23.02 1.81 2.15 0.5 21.5
fol o 0 0 0 0 0

Si ahora se supone que se debe recoger los escombros (E) antes de comenzar a pintar
la pared y la distribucién de la duracién de esta actividad es (3(0,5,1,1,5). El problema
SPERT es, N ={A,B,C,D,E,0O}; A~ (3(15,30,45), B ~ (3(15,30,45), C ~ (3(0,5,1,1,5),
D ~ ((0,5,1,1,5),FE ~ £(0,5,1,1,5), O ~ (3(90,90,90), PA = {{A,E,B},{C,D,B}{O}};

= (30,30,1,1,1,90) y S = (29,58,0) (tercer caso del ejemplo 2.14).

0 [90]

{30 E
_/
o

Figura 2.16: Red del tercer caso del ejemplo 2.14

Cuadro 2.17: Reparto en el tercer caso del ejemplo 2.14

G1;C1 | Go;Cg | Wi W3 | Wa | Wy WOy | We | Wiy Wi Oy | Wy
fa 9.67 9.67 14.26 14.22 14.26 14.22 14.26 14.22
B 9.67 9.67 14.26 14.22 14.26 14.22 14.26 14.22

fo | 19.33 | 24.17 1.81 2.15 0.48 0.57 21.87 21.39
fo | 1933 | 24.17 1.81 2.15 0.48 0.57 21.87 21.39
fe | 9.67 9.67 0.48 0.57 0.48 0.57 0.48 0.57

fo 0 0 0 0 0 0 0 0
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Finalmente, si se decide que no es necesario recoger los escombros antes de pintar, si
no que se puede realizar mientras se pinta. Entonces el correspondiente problema SPFERT
serda, N = {A,B,C,D,E,0}; A ~ (3(15,30,45), B ~ [(3(15,30,45), C ~ ((0,5,1,1,5),
D ~ p(0,5,1,1,5),E ~ (3(0,5,1,1,5), O ~ (3(90,90,90), P = {{A,B},{A,E}, {C,D,B},
{C,D,FE},{O}}; D =(30,30,1,1,1,90); S = (30,59, 58,87,0) (cuarto caso del ejemplo 2.14).

0 [90]

Figura 2.17: Red del cuarto caso del ejemplo 2.14

Cuadro 2.18: Reparto en el cuarto caso del ejemplo 2.14

G1;C01 | Go; Co | Wy W3 | Wa | Wy W We; Cy | Wrs W Wy Cy
fa | 11.92 18.08 15 15 15 15
fs | 11.92 11.92 15 15 15 15
fo | 23.02 23.02 1.81 2.15 0.5 21.5
fp | 23.02 23.02 1.81 2.15 0.5 21.5
fe | 23.44 40.92 1.90 2.27 0.5 44
fol 0 0 0 0 0 0

Si se comparan los repartos realizados en situaciones bastante similares en las tablas 2.15,

2.16, 2.17 y 2.18, se puede concluir que las reglas Gy, G2, C1 y C5 son inestables.
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Problema APERT

Otro problema que surge de forma natural en planificacion de proyectos es el reparto de
costes y beneficios en los casos en los que el proyecto se haya retrasado o adelantado. En
este capitulo se analizardn y estudiaran diferentes reglas para obtener soluciones al problema

aqui planteado.

Este trabajo se centra en el reparto del adelanto (retraso) generado después de una eje-
cucién de un problema PERT, es decir, se reparte el adelanto (retraso) del proyecto y no el
beneficio o coste que este genera. Por ello, a lo largo de este capitulo se supone siempre que

la funcién de beneficios es la identidad, es decir, B(x) =z, ¥V = € R.

Este caso particular tiene un interés especial por dos motivos:

1. Las funciones de beneficios (costes) escalares (una funcién de beneficios escalar es aque-
lla que se calcula multiplicando el adelanto por una constante) son comunes en la vida
real, por ejemplo, en obra civil, se multa con un dinero por cada dia de retraso sobre

la fecha pactada, sin importar el niimero de dias de retraso.

2. Al repartir en realidad el adelanto (retraso) del proyecto, es posible comparar a lo largo
del tiempo, la evolucion de las distintas actividades en el caso de que el proyecto PERT

se repita. Dado que el adelanto (retraso) de una actividad es comparable en distintos

117
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instantes temporales, lo que no tiene porque suceder con las funciones de beneficios (o

costes).

El reparto de beneficios (costes) se realiza entre las actividades no ficticias, dado que
las ficticias no son en realidad actividades, puesto que se crean unicamente con el fin de
poder representar graficamente el proyecto, y por lo tanto , no tienen capacidad de adelanto

(retraso) en su ejecucion.

La teoria de juegos cooperativa plantea multitud de posibilidades para encontrar repartos
eficientes y estables entre las actividades, por ese motivo, esta teoria es la utilizada en este

capitulo.

En los juegos aqui definidos, se realizan dos suposiciones mas. En primer lugar, la no
existencia de ventanas de tiempo (i.e. las actividades deben empezar cuando sus predecesoras
terminan, b; =  max e;) y en segundo lugar, la red es estdtica (i.e. los juegos que se

1€ PredIm(x; 1)
presentan, sélo tienen en cuenta si las actividades pertenecen a un camino, sin considerar el

orden en el camino).

Este capitulo comienza con la definicién de las propiedades en un problema APERT. Se
continua con la definiciéon de las propiedades deseables en un juego definido para resolver el
problema APFERT. Se sigue con la definiciéon de un juego para resolver el problema APERT
presentado en Estévez-Ferndndez et al. (2005)[14]. Para solucionar ciertos problemas que
presenta este juego, se define un nuevo juego. Sobre este juego se definen algunos posibles
repartos para el problema APFERT. Se finaliza el capitulo con una seccién comparativa de

los distintos repartos realizados.

3.1. Propiedades de una regla en el problema APERT

En esta seccién, se definen algunas propiedades de los repartos factibles del problema

APERT.
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La primera propiedad requiere que las actividades que se han retrasado mas de la holgura

mdxima en todos sus caminos, méx  cpa, ier} PSx, sean penalizadas en el reparto.

Uso de la holgura de los caminos (UPS): Dado (PE,b,e, B) € AP ei € N tal que

i > MAX[rcpA | ien} PS, entonces fi(PE,b e, B) < 0.

Las siguientes dos propiedades establecen el comportamiento de la regla para actividades

simétricas y paralelas existentes en la red.

Igualdad de actividades simétricas (BSA): Dado (PE,b,e,B) € AP" ei,j € N
actividades simétricas tal que d) = d?, entonces f;(PE,b,e,B) = f;(PE,b,e,B).

Igualdad de actividades paralelas (BPA): Dado (PE,b,e,B) € AP" e i,j € N
actividades paralelas tal que d? = d?, entonces f;(PE,b,e,B) = f;j(PE,b,e, B).

La cuarta propiedad, estudia el uso que una actividad puede hacer de su holgura inde-

pendiente.

Uso de la holgura independiente (UIS): Dado (PE,b,e,B) € AP" e i € N tal que
r; < is;, entonces f;(PE,b,e, B) > 0.

La quinta propiedad requiere que, cuando la red PERT es bipartita, la soluciéon para
una actividad sélo dependa de las actividades de la nueva red PERT subdividida a la
que pertenece. Formalmente: Dado un problema APERT, (PE,b,e,B) € AP", se define
los subproblemas APERT, (PE!, bl pred(z), €l Pred(z)> B) € AplPred@)]| (PEz,b\Suc(w) —
TE, el Sue(z) — TE B) € APISu®) donde

T

1. PE = (N,PA,D) es una red PERT bipartita, siendo z el nodo bipartito.
2. PE' = (Pred(z), PA(xy, %), D|pred(z))-
3. PE* = (N \ Pred(z), PA(z,xc), DI|N\pred(z))-

4. R' = R|Pred(:p) y R? = R|N\P’l"6d(1‘)'
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Separabilidad (SE): Dado (PE,b,e, B) € AP™ tal que B(z) = z, Vx € R y dos subprob-
lemas (PEI, b|Pred(z)7e|P'r‘ed(z)vB) S AP'PTEd(x”, (PE2,b|5uc(z) — TxEve|Suc(x) — Tf,B) S

APISue@)l | definidos como anteriormente se ha descrito, entonces

fi(PElu b‘Pred(xﬁ e‘Pred(x)a B) sit € PT@d(l‘)

£i(PE,b,e,B) =
fi(PE21b|Suc(x) - Ta:Ea€|Suc(ac) - TwEaB) s11 € SU,C(.%)

Esta propiedad sélo se podra exigir si la funcién de beneficios es escalar (B(z) = Az Va € R),
dado que, en otro caso, no se puede garantizar que la suma de los beneficios de los adelantos

en los subproblemas, sea la misma que en el problema original.

Las dos ultimas propiedades estudian el comportamiento de la solucién ante la subdivision
de una de las actividades en varias subactividades. Formalmente: Dado un problema APERT
(PE,b,e, B) € AP" se define el problema APERT, (PE*,b*,e*, B) € AP™ donde:

1. PE=(N,PA,S), PE* = (M,PA*,D*) y M C N.

2. Existe una sola actividad & € M tal que D} = Dy, + ZJG(N\M) Djy D; = D;, Vi
3. Vre PA, {k}U(N\M))Ccm 6 ({k}U(N\M))nm=10.

4. PA* =PA|lyy S*=S|pa~.

No manipulacién por subdivision (NMS): Dados dos problemas APERT, (PE,b,e,

B) € AP" y (PE*,b*,e*, B) € AP™, definidos como anteriormente se ha descrito, entonces

fe(PE*,b",e",B) = fy(PE,b,e,B)+ Y _ f;j(PE,be,B).
JEN\M

No afectar a otras por subdivision (NAS): Dados dos problemas APERT, (PE,b,e,
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B) € AP" y (PE*,b*,e*, B) € AP™, definidos como anteriormente se ha descrito, entonces

fi(PE*,b*,¢*, B) = f;(PE,b,e, B), Vie M\{k}.

3.2. Juegos cooperativos para el problema APERT

Como se ha dicho anteriormente, un problema APERT consiste en repartir el beneficio
del adelanto o el coste del retraso entre las distintas actividades. Estas actividades interactuan
entre ellas, lo que indica una capacidad de cooperacién. Ademads, el reparto resultante debe
ser considerado justo y estable por parte de las actividades involucradas en el proyecto, dado
que en otro caso, pudieran no aceptarlo si tienen capacidad legal para ello, o no participar

en futuros proyectos si consideran que el reparto no atiende a sus intereses.

La teoria de juegos es una buena herramienta para la busqueda de soluciones justas y
estables (Owen (1995)[24]). Por este motivo, en esta memoria se han utilizado conceptos

juego-tedricos para afrontar el problema APERT.

A continuacién, se introduce en esta memoria, una coleccién de propiedades deseables en
un juego que modele un problema APFERT. La primera propiedad requiere que cuando el
retraso de una actividad es menor que la holgura independiente, la contribuciéon marginal de
esa actividad es positiva en cualquier coalicion. Como consecuencia trivial, esta actividad no

serd penalizada en el reparto final.

Uso de la holgura independiente (UIS): Dado un juego de proyectos (N, v(pg, r)),

si rp < 18, entonces:

vpER) (SU{k}) = vprRr)(S), VS C N\ {k}.

La segunda propiedad requiere que cuando la red PERT se pueda dividir en dos redes
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PERT, el juego original sea la suma de los dos subjuegos. Formalmente: Dado el juego de
proyectos (N, v(pg, g)) se definen los dos subjuegos de proyectos (N1, v(lpEl Rl)) y (N2, U(QPEQ RQ))
donde:

1. N=N'UN2 N'nN2=0.

2. PE = (N,PA,D) es una red PERT bipartita, siendo x el nodo bipartito.

3. PE' = (Pred($)vPA(xbyx)7D|Pred(a:))'

4. PE* = (N \ Pred(x)aPA(£7$6)3D|N\PTed(a:))‘

5. R' = R|Pred(z) y R? = R‘N\Pred(ac)'

Separabilidad (SE): Dado un juego de proyecto (N, v(pg ry) y dos subjuegos de proyectos

(N1, v(lpElle)) y (N2, U(QPE27RQ)), definidos como anteriormente se ha descrito

v1(8) +v3(T) =v(SUT),¥S c N' y VT c N2

La tercera y cuarta propiedad establecen que el juego no cambia cuando una actividad se
divide en varias subactidades. Formalmente: Dado un problema APERT, (PE, R) se define
el problema APERT, (PE*, R*), donde:

1. PE = (N, PA,D), PE* = (M,PA*,D*) y M C N.

2. Existe sélo una actividad k € M tal que D = Dy + 3 ey Dj v D =D, Vi€

3. vr e PA ({k}U(N\M)) C 7o ({k} U(N\M)) == 0.
4. PA* = PA|y.

5. 1} :Tk+ZjE(N\M) rjy ri=mr;, Vie M\ {k}.
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No manipulabilidad por subdivisién (NMS): Dados dos juegos de proyectos (N, v(pg, r))

y (M,vpg« r)), definidos como anteriormente se ha descrito,

vpesr) (S U{RY) = vppr) (SU{k} U{N\M}), VS C M\ {k}.

No afectar a otras por subdivision (NAS): Dados dos juegos de proyectos (N, v(pg,r))

y (M,vpg« r+)), definidos como anteriormente se ha descrito,

v(pE+ r)(S) = vpE,R)(S) VS C M\ {k}.

La quinta y sexta propiedad muestran el comportamiento de las actividades simétricas y

paralelas en el juego.

Comportamiento de las actividades simétricas (BSA ): Dado un juego de proyecto
(N, v(pE,R)) € 1,J € N actividades simétricas tal que d? = d?, entonces los jugadores ¢,5 € N

son jugadores simétricos en el juego.

Comportamiento de las actividades paralelas (BPA): Dado un juego de proyecto
(N,v(pg,r)) € i,j € N actividades paralelas tal que d) = d?, entonces los jugadores 7,5 € N

son jugadores simétricos en el juego.
En la proximas secciones se introducen dos posibles juegos para este problema que son

comparados en funcién de las cinco propiedades definidas en esta seccion.

3.2.1. El juego de proyectos (Estévez-Ferndndez et al. (2005))

En esta seccién, se presenta el juego definido en Estévez-Fernandez et al.(2005)[14]. La
definicién de este juego se realiza mediante otros dos juegos. El primero de ellos se utiliza

cuando las actividades de la coalicién se pueden garantizar un pago positivo, por lo que se
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modeliza mediante un juego de valor (donde sé6lo se reparten adelantos). El segundo de ellos se
utiliza cuando las actividades de la coalicién no se pueden garantizar un pago positivo, por lo

que se modeliza mediante un juego de costes (donde sélo se reparten retrasos). Formalmente:

DEFINICION 3.1 El juego (N*,u(pp ry(S)) para el problema APERT es:

) —e(S) s TH(S)>T
wS) _{ w(S)  siTHS)<T

donde T*(S) es el tiempo del PERT (N, PA, D*), siendo

dF =

(2

d; SiiGN\Syd?Sdi
d) siieS o d)>d;

Para la definicién del juego de adelantos, se introducen los siguientes conceptos:
= Kl adelanto de una actividad es

e; = max{—r;,0}

= La holgura restante después de la ejecuciéon en un camino 7 es

rpsz =psz— »_ ri, V7weEPA

70
iETNN*
= El conjunto de los caminos que no se adelantan en la ejecucién son

Jy={m € PA, rpsp <0}.
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» Recursivamente se define,

k-1 k—1
Jp = {ﬂ'* € (PA\ U Jl) , TpSy < rpsy Vm € (PA\ U Jl> }

=1 =1

Jy, contiene los caminos cuya holgura restante es la menor, excluyendo los caminos

pertenecientes a Jy, ... Jp_1.

» Se define la holgura remanente de J, , Vk = {1,... g} y las actividades pertenecientes

alJy, Vk=1{1,...q},

rps(J1) =0; rps(Ji) =rpsz YmweJy; N(Jp)={ie N*, IrecJy,icn};

= Fl nivel de adelanto que los caminos de J; pueden obtener es

rps(Jpr1) —rps(Jy) sil<k<g
T —T°—rps(Jy) sik=g

FF =

» Por tltimo se define la parte del nivel de adelanto, F*, que las actividades de S no

pueden disponer,

k—1
w*(S) = min Z ei—Zwl(S),Fk VS CN*™
ie(Uf; N(J))\S I=1

Con todo ello, el valor del juego de adelantos, es la parte de cada uno de los valores de Fy,

que la coalicion S puede garantizarse disponer. Formalmente

v(S) = i(Fk —wh(S)) VS c N*
k=1
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El juego de costes, indica que una coalicién S debe responder, en cualquiera de los caminos
a los que alguna de sus actividades pertenece, de la diferencia entre sus retrasos y sus ade-
lantos o del retraso de ese camino, sin que el valor del juego pueda tomar un valor negativo.
Formalmente: teniendo en cuenta que los caminos a los que pertenece alguno de los elementos

de S se nota por PA|g={re€ PA/3ie S, icmn},

o (st St 2 wtemal})

iemNS ieETNN*

Para una posible comparacién con las soluciones que en este capitulo se proponen del
problema APERT, a continuacién, se demuestran algunas de las propiedades que verifica el

juego propuesto en Estévez-Ferndndez et al.(2005)[14].

PROPOSICION 3.1 El juego definido en Estévez-Ferndndez et al. (2005)[14] satisface las
propiedades BPA y BSA pero no verifica las propiedades UIS, NMS, NAS y SE.

DEMOSTRACION

» Claramente cumple las propiedades BPA y BSA.

= A continuacién se muestra un ejemplo en el que la propiedad UIS no se verifica.

EJEMPLO 3.1 Dado el juego (N,u(pg, ry), donde N = {A,B}; PA={(A),(B)}; D=
(2,1); R=(0,1) se puede ver que u(B) = —1 < u(@) = 0.

Figura 3.1: Red del ejemplo 3.1.

= No NMS y NAS.



Capitulo 3. Problema APERT 127

EJEMPLO 3.2 Dado los juegos (N, upp,r)) Y (M,upg+ g+)), donde N = {A,A,,B, C};
PA = {(A,A',B,C)}; D = (1,1,1,3); R = (—1,1,2,-2); M = {A,B,C}; PA* =
{(A,B,C)}; D* = (2,1,3); R* = (0,2,-2); se puede ver que upp«g+)(B,C) =0 #
wpp,r) (B, C) = =1 y upp« p+)(A) = 0 # upp,r) (A) + uppr(A) = —1.

O—O—0C0—0—=0
A1l A 1] B[1] ¢ [3]

Figura 3.2: Primera red del ejemplo 3.1.

O O O O
A2l B 1] e

Figura 3.3: Segunda red del ejemplo 3.1.

= No SE.

EJEMPLO 3.3 Dado el juego (N,upg,ry), donde N = {A,B}; PA = {(A,B)}; D =
(2,2); R=(—1,2) se puede ver que U%PEl,Rl)(A) =1# uppr)(A) =0 donde PE" =
{AL{(4)}, 2) y Rt = (1).

O—0—=0
A2l "B [2]

Figura 3.4: Red del ejemplo 3.3.

PROPOSICION 3.2 El juego definido en Estévez-Ferndndez et al. (2005)[14] es superaditivo y
tiene corazom no vacio.
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DEMOSTRACION  En Estévez-Ferndndez et al. (2005)[14] se prueba que el juego tiene

corazon no vacio.

Teniendo en cuenta que el juego ¢(S) es trivialmente superaditivo y el juego v(S) es
convexo (ver Estévez-Ferndndez et al. (2005)[14]) y por lo tanto superaditivo, para demostrar

que el juego u(S) es superaditivo, se distinguen tres casos:

1. SiT*(S) > T y T*(P) > T. En este caso, si T*(S U P) < T queda demostrado, dado
que u(S) <0, w(P) <0y u(SUP) > 0. Si por el contrario T*(S U P) > T queda
demostrado dado que el juego ¢(S) es superaditivo y u(S) = —c(95), u(P) = —c(P) y
u(SUP)=—c(SUP).

2. SiT*(S) < Ty T*(P) <T. En este caso, obligatoriamente 7*(S U P) < T', con lo que
queda demostrado, dado que el juego v(S) es superaditivo y u(S) = v(5), u(P) = v(P)
y u(SUP)=v(SUP).

3. SiT*(S) > T y T*(P) < T. En este caso, obligatoriamente T*(S U P) < T, luego si
v(S'UP) > v(P) queda demostrado. Para demostrarlo, usando la definicién del juego

v(S), es suficiente probar que w*(S U P) < wF(P)V k =1,...,g, efectivamente

Z e > Z e; = w'(SUP) <w'(P).

iEN(J)\P i€N(J1)\(SUP)

w?(S U P) = min Z e; —w' (SUP), F?
i€E(N(J1)UN (J2))\(SUP)

< min Z e; —w'(P), F?
i€(N(J1)UN (J2))\(SUP)
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< min Z e; —w'(P),F* } = w*(P).
i€(N(J1)UN (J2))\P
Siguiendo el mismo razonamiento se concluye que w*(SU P) <wk(P)Vk=1,...,q9.

O

Pese a que el juego tiene buenas propiedades a conservar, como el cumplimiento de las
propiedades BPA y BSA, la superaditividad y la existencia de corazén no vacio, el in-
cumplimiento por parte del juego de las propiedades UIS, NMS, NAS y SE, llevan a
intentar definir otro juego que manteniendo las buenas propiedades que este juego tenia,

cumpla las propiedades UIS, NMS, NAS y SE.

3.2.2. Un nuevo juego para el problema APERT

En esta seccion se define otro juego cooperativo para el problema APERT. En este juego,
la funcién caracteristica para un conjunto de actividades representa el adelanto (o retraso) que
estas actividades inducen en el proyecto, al igual que en el juego anterior. En este sentido,
cualquier regla de reparto para este juego puede ser interpretada como una medida de la

influencia en el adelanto (o retraso) del proyecto.

Dado un problema SPERT, en Bergantinos y Sanchez (2002a)[2] se define la holgura de
una coalicién en un camino 7 ( c¢s?(S,7) , seccién 2.2.1). Es importante hacer notar que el
concepto de méximo retraso presentado en Bergantinos y Sanchez (2002a)[2] esta definido
para un subconjunto de actividades, incluyendo las actividades ficticias. Teniendo en cuenta
que el propdsito de este trabajo es el reparto del adelanto (o retraso) entre las actividades
no ficticias (en otro caso se imputaria coste o beneficio a actividades ficticias), es necesario
redefinir este concepto para el caso en el cual los jugadores son sdlo las actividades no ficticias.
En este nuevo marco, dado una coaliciéon S C N* y un camino 7, la maxima holgura que

la coalicién S puede usar en el camino 7 (desde un punto de vista optimista), es la holgura
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méxima que esa coalicién puede usar en el sentido de Bergantinos y Sanchez (2002a)[2] més

la holgura del camino 7 asociada a las actividades ficticias. Formalmente:

Dado un problema PERT (PE,S) € SPE"y S C N*, S #1()

csP(8, ) + (psx — csP(N*, 7)) si SNm#0,
cs(S,m) =

0 en otro caso.

Se puede observar que las actividades de S pueden coger més tiempo extra en esta nueva
situacion, i.e. es(S,m) > csB(S, 7). A continuacién se define el tipo de redes PERT en el
cual estos dos conceptos se igualan. Este tipo de redes son aquellas que no tienen influencia

de sus actividades ficticias.

DEFINICION 3.2 Una red PERT sin influencia de actividades ficticias es aquella red PERT
tal que ¥S C N* y V 7 € PA, esB(S,7) = cs(S, ).

Teniendo en cuenta que v(S) representa el tiempo que el proyecto se adelanta (o retrasa)

debido a las actividades de S, para la definicién de v({i}) se deben distinguir dos casos:

s SiVm € PA, i € w,es decir la actividad pertenece a todos los caminos de la red PERT,
el adelanto o retraso de esa actividad se refleja en la duracién final del proyecto, por
lo que teniendo en cuenta que la holgura de la que dispone una actividad es siempre
superior a is; (es igual si es una red sin influencia de actividades ficticias), v({i}) >

—r; +15;.

» Si dr € PA, i € 7, es decir la actividad no pertenece a todos los caminos de la
red PERT, el adelanto de esa actividad no tiene porque reflejarse en la duracién final
del proyecto, dado que la duracién del proyecto pudiera depender de alguno de los
caminos a los cuales esa actividad no pertenece. Sin embargo, el retraso de la actividad
si supondréd un retraso en la duracién de alguno de los caminos, lo que puede inducir

un retraso en la duracion final del proyecto. Por todo ello y teniendo en cuenta que la
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holgura de la que dispone una actividad es siempre superior a is; (es igual si es una red

sin influencia de actividades ficticias), v({i}) > min{—r; + is;, 0}.

Con todo ello, dado que el planteamiento para la definiciéon del juego es pesimista, lo que
supone que el minimo en todos los caminos representa el peor caso posible para la actividad
1, v la consideracién de la holgura que la actividad ¢ puede usar cuando existen actividades

ficticias en un camino 7 es psp — cs(N*\ {i}, ), el valor de v({i}) resulta:
v({i}) = min {—7ri0ix + psx — cs(N™\ {i},7)},
TeEPA

donde é;; toma valor 1, si ¢ € w y 0, en otro caso.

En un caso general, dado S con |S| > 1 y un camino 7, se supondra que las actividades
pertenecientes a N*\S emplean su maxima holgura en el camino 7 en el sentido descrito
anteriormente, i.e. c¢s(N*\S, 7). Si sélo se tiene en cuenta el camino m, las actividades de
S pueden emplear como mucho ps; — cs(N*\S,7) que representa la generalizacién natural
de la holgura independiente dada para un jugador. En conclusion, el adelanto inducido por
S en el camino 7 es ) ;. o —7i + (psx — cs(N*\S,7)). Teniendo en cuenta nuevamente
el planteamiento pesimista para la definiciéon del juego, el minimo en todos los caminos

representa el peor caso posible para el conjunto de actividades de S. Formalmente:

DEFINICION 3.3 Dado un problema APERT (PE,e,b, B) con B(x) =,V x € R, se define
el juego de proyecto TU asociado como (N*,v(pg,g)), donde N* = {1,...,n"},

v(pe,R)(S) = min { Z —m—I—(psﬂ—cs(N*\S,ﬂ))} VS C N*, S#0.

TEPA
iemNS

El valor de la coalicién, v pg g)(S), puede ser interpretado como el méximo adelanto (o
retraso) que estas actividades inducen en el proyecto, una vez anadido el tiempo extra que las

actividades en S pueden emplear teniendo en cuenta que las actividades restantes emplean
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su maximo tiempo extra. Cuando no exista ambiguedad respecto al juego, se notara por v en

vez de U(PE,R)'

Al igual que csP(S,7) tiene en cuenta las actividades ficticias, el valor de is?(S, ),
definido en el capitulo anterior para expresar de forma alternativa el valor de cs? (S,7),
también las tiene en cuenta. Por ello, se debe redefinir la minima holgura que las actividades
de S pueden usar en el camino 7 sin influencia de actividades ficticias. Formalmente: Dado

un problema PERT (PE,S) € SPE™y S C N*, S # 0,

isB(SUF,7) —isB(F,7r) siSNnm#0,
is(S,m) =

0 en otro caso.

Nétese que el calculo del adelanto inducido por S en el camino 7, necesario para computar
el valor de v(.9), es no polinomial si se realiza mediante la definicién 3.3, dado que el computo
es en funcién de c¢s(S, m) y la complejidad segiin su definicién es no polinomial. La siguiente
proposiciéon muestra una definicién alternativa del juego, de tal forma que el calculo del
adelanto inducido por S en el camino 7 es computable en tiempo polinomial. Esto es asf,
dado que is(S, ) se define en funcién de is®(S N F,7) y is®(F, ), valores computables en

tiempo polinomial.

PROPOSICION 3.3 Dado el juego de proyecto TU, (N*,v(pg,R)) ,

v(pE,R)(S) = min { Z —n+z‘s(S,7r)}, vV ScN*

ePA
T iemNS

DEMOSTRACION  Es suficiente probar que cs(N*\ S, 7) = ps; — is(S, )

= Si SN7 =0 esoimplica que csB(N*\ S,7) = csP(N*,7) y que is(S,7) =0
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entonces

cs(N*\ S,m) = csB(N*\ S, 7) + (psy — csP(N*, 7)) = psy — is(S, ).

» Si SN7=p ydado que csB(N\ S, 7)=ps, —isP(S,7) entonces

cs(N*\ S, m) = csP(N*\ S,7) + (psy — csP(N*, 7)) =
psy —isP(SUF,m) + (psy — (psy — isB(F,m))) = psy — isP(S U F,n) + isP(F, )

= psp — (isP(SU F,n) —isB(F, 1)) = psy —is(S, ).

0

OBSERVACION 3.1 Un caso especial para el juego aqui definido es aquella situacion en la
que todos los jugadores (actividades no ficticias en la red PERT ) son criticos (este caso es
especialmente relevante cuando la holgura de las actividades ha sido previamente repartida
como se describe en el capitulo 2). En esta situacion, el juego puede ser expresado como:

vpp,p)(S) = min { > rit 5S,7rp37r}-

iemnNS

Donde 657 =1 si, N“Nm C S y 0, en otro caso.

En esta situacion, para cualquier coalicién S, se puede calcular, en tiempo polinomial, el valor
de v(S), ¥ S C N*, mediante el algoritmo VAPERT. Este algoritmo usa otro algoritmo

definido en este trabajo que se pasa a exponer a continuacién.

El algoritmo que se introduce, permite calcular el tiempo de finalizacién de una red PERT
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sujeto a una condicién. Mas concretamente, calcula la duracion maxima de un camino de
entre los caminos que cumplen que alguna de sus actividades pertenezcan a un conjunto de

actividades dadas. Formalmente:

Dado HCN, T(H)= max dr
wePA, tNH#()

Para la definicién del algoritmo se introduce las siguientes definiciones:

= ¢; indica si la actividad i pertenece o no a H. Formalmente:

1 siie H

0 en otro caso.

« 55nf indica si existe algin camino entre el nodo inicial y el nodo z, tal que no

cumpla la condicidon, es decir, que no pase por ninguna actividad perteneciente a H.

Formalmente:
ey _ [ 1 s130 € Prefm(@), 8 (1-6) = 1
X
0 en otro caso.
. 5§O”f indica si existe algin camino entre el nodo inicial y el nodo z, tal que cumpla la

condicion, es decir, que pase por alguna actividad perteneciente a H. Formalmente:

soomf _ 1 si3i € Prelm(x), 5;’?}’1 =1 6 6iiz60nf5i =1
conf —

0 en otro caso.

« 757" indica la duracién méxima de los caminos entre el nodo inicial v el nodo z,

de entre los que cumplen que ninguna actividad del camino perteneciente a H. Si no
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existe dicho camino toma valor 0. Formalmente:

Tsinconf — < {5szinconf 1—6; Tstinconf d: }
- i Predim(z) L %01 ( T+ di)

con . . <z s . . e e .
« 7" indica la duracién maxima de los caminos entre el nodo inicial y el nodo x, de
entre los que cumplen que alguna actividad del camino perteneciente a H. Si no existe

dicho camino toma valor 0. Formalmente:

e = i AT dy) ST - dy)

Con todos estos conceptos, se pasa a definir el algoritmo, a verificar que calcula lo deseado y

a presentar un ejemplo del mismo.
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Algoritmo PERT2 (G: Grafo PERT; H C N*)

Begin
Asignar (5f£nf = 0; (ﬁinconf =1 beonf =0y T;f”f = 0.
Mientras 4 x € X tal que x no este valorado
Begin

V x € X tal que V i € PredIm(z), ;1 este valorado

End

Begin
sainconf _ 1 siJie€ Prelm(z), 5;iﬁconf(1 —6) =1
i =
0 en otro caso.
seonf 1 sidie Prelm(x), 6§‘Zﬁf =1 6 522%60”}(51‘ =1
T pr—
0 en otro caso.
Tsinconf — max {5szinconf 1—36; Ts'inconf +d; }
v i€PredIm(z) *ia ( Z)( Til ’L)
T = max ot (Tend 4 i) apnents (TS v dy)
i€PredIm(x) i1 i1 b1 1
End
End

PROPOSICION 3.4 El valor de TS™ = méx, cpa - wni£0 .

DEMOSTRACION ~La demostracién es directa teniendo en cuenta las definiciones de 657",

5§imonf , T f;mf y Tgf;mf y que x, es el tnico nodo final de la red PERT.

0

EJeEmMPLO 3.4 Dado el proyecto PERT, PE = (N,PA, D), donde N = {A,B,C, D,E,F};
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PA={(AB,F),(ACF),(D,E,F)}; D=1(2,2,4,2,3,2), encontrar el camino de mdzima

duracion al que pertenece alguna de las siguientes actividades H = {B, D, E}.

Figura 3.5: Red del ejemplo 3.4.

El valor buscado es Tgonf. En esta situacion, 64 = 6c =0p =0y dp=3dp =g =1 con

lo que:

. 6§0nf _ 0’_ 5i9inconf _ 1; Tlconf _ 0; Tlsinconf _ 07_

. 6gonf _ 0; 5;inconf —1:

)

TQconf =0; T;inconf — méX{O 4 2} =2;

o 5 =1, et —o0; T = max{o+ 2} =2; T3 =o;

. 5zonf =1; 6Zinconf =1; T4Conf = méx{2+2,2+3} = 5; Tjinconf = max{2+4} = 6;

o 0 =1 e =1 T = max{5+ 2} =7; T3 = méx{6 + 2} = 8;

Una vez introducido el algoritmo PERT?2, se presenta el algoritmo para el calculo del

valor del juego (N*,v(pg r)(S)) cuando la red es critica.
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Algoritmo VAPERT (G: Grafo PERT; S C N*)
Begin
Asignar una duracién d; > 0 tal que Vi € N*, as; =0
Calcular el tiempo del camino critico en el PERT (G, D*),
donde df = —M siie N*\S,df =0siie€ F,d =di+r;siie€ S
y M es un valor suficientemente grande: T*
Calcular el tiempo del camino critico en el PERT (G, R*),
donde r; =r; sit € Sy r; =0 en otro caso, con la condicién de
que pase por alguna de las actividades de N*\ S: C*
v(S) = min{T — T*, -C*}
End

PROPOSICION 3.5 El walor obtenido mediante el algoritmo VAPERT calcula el valor del
Juego (N*, vpg g)(S)) para la coalicion S.

’

DEMOSTRACION  Teniendo en cuenta que —C* = min E —T o, S€
TEPA, TN(N*\S)#D oS
™

distinguen dos casos:

= Si T* depende del valor de M, implica que no existe camino tal que N* N7 C S, dado
que se busca el camino de mayor duracién y —M es un ntmero suficientemente pequeno.
En esta situacion 65 =0 V7 € PAy T —T* es un nimero suficientemente grande,

con lo que:

v(S) = Wnel};ri‘{ Z —rl} - _C*

ieTNS

= Si T™ no depende del valor de M, implica que existe algin camino tal que N*Nw C S.

En esta situaciéon T'—T* = { Z —1; + pSr}, es decir el minimo entre

min
mePA, N*NmCS
iemrnNS
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todos los caminos en los que dg = 1, con lo que:

v(S) = min _r+5 PSS = min min —7; +PSx ¢,
() wePA{ Z ¥ 087P } {WGPA, m(N*\S):@{ Z iTr }

iemNS iemnNS

{ —r; p ¢ =min{T —T*, —C*}.
Wem,%*\s#@{ii }} min{ }

erns

g

Una vez definido el juego y el caso especial en que la red PERT es critica, se debe estudiar

el cumplimiento de las propiedades en el juego general.

PROPOSICION 3.6 El juego de proyectos (N*,v(pp ry) es superaditivo.

DEMOSTRACION Dados S, C N tal que SNT =)

v(SUT) >v(S)+v(T) @ﬂléljl;lz Z —ri +is(SNT,m) p >
ierN(SNT)

Wrélllgrllq{ Z —r; +1s(S, W)} +7rr£11§,14{ Z —Ti—i—zs(T,w)}.

iemNS iemNT

Si lo cumple para todo m € PA, queda demostrado. Efectivamente V m € PA es cierto

que is(AU B, ) > is(A,7) +is(B,m) cuando BN A = (), entonces

S i tis(SUT ) > Y —rtis(S,m) + Y —ri+is(T, ).

ierN(SUT) ierns iemnT
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PROPOSICION 3.7 El juego de proyectos (N*, U(pE7R)) tiene corazom no vacio.

DEMOSTRACION ~ Se probara que el vector y' definido como:

S — —r; +ssi(m) sitemxNN*
1=

0 en otro caso.

siendo 7 cualquier camino critico en el PERT (G, DY), pertenece al corazén.

= Por un lado, si N* N7 C Sy teniendo en cuenta que ) ;. s5;(7) = psy

v(S) < Z —r; +1is(S,m) = Z =T + PSSy = Z yilzzyil-

iemNS ieETNS iemNS €S

» Por el otro lado si N* N7 ¢ S

v(9) < Z —r; +1is(S,m) = Z —ri +isP(SUF,7) —isB(F, n)
1emnNS 1emnsS

<D i Y ssim =Y yi=> y

iemnNS iemnS iemnNS €S

Ademis el reparto es eficiente

Zy}: Z yil:Z(—m—I—ssi):T—TO.

1EN* 1ETNN* 1€
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De una forma similar se puede probar que el vector

2= —ri + fsi(w) siienmnNN*
2 =
0 en otro caso.
siendo 7 cualquier camino critico en el PERT (G, R), pertenece al corazén. O

PROPOSICION 3.8 El juego de proyectos (N*, v(pE,R)) Satisface la propiedad UIS.

DEMOSTRACION La demostracién es directa. O

PROPOSICION 3.9 El juego de proyectos (N*, v(pE,R)) satisface la propiedad SE si el PERT

es sin influencia de actividades ficticias.

DEMOSTRACION  Para todo m € PA, 7 puede ser expresado como {71, 72}, 71, T2 siendo
caminos de PA(zy,z) y PA(x,z.) respectivamente. Entonces, dados S € N', T C N? y

teniendo en cuenta que el PERT es sin influencia de actividades ficticias

Yo er+is(SUT ) = Y —rtis(Sm) 4+ Y - +is(Tym).  (3.1)

jeTN(SUT) jemns jeT2NT

Siendo 7 el camino en el cual el minimo para la coalicién S U T es alcanzada, entonces

siguiendo la ecuacién 3.1, se prueba que v(S UT) > v!(S) + v*(T).

Dados 7y, w2 los caminos en los cuales el minimo de las coaliciones S y T son alcanzadas
respectivamente, entonces por la ecuacién 3.1 se demuestra que v(SUT) < v!(S) + v*(T).

g

COROLARIO 3.1 Sea i € N* un jugador tal que Vm € PA, i € m, entonces el jugador i es
pelele en el juego (N*, v(pEyR)), si el PERT es sin influencia de actividades ficticias.

COROLARIO 3.2 Si PA = {m}, entonces el juego (N*,v(pg r)) es aditivo.
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En el siguiente ejemplo se muestra una situacién en la que la propiedad SE no se cumple por

ser una red PERT con influencia de actividades ficticias..

EJEMPLO 3.5 Dado el juego de proyectos (N, v(pg,r)), donde N = {A,B,C,D, E,F}; PA =
{(Avch)7(DaBach)7 (D,E,F)}, D = (37071717372) Y R = {07074747072} ) teniendo en
cuenta que la actividad B es ficticia, se tiene

Als] _cli] F[2f
Q—0O0—0

Figura 3.6: Red del ejemplo 3.8.

En el juego global, las actividades D, C y F disponen de 2 unidades de holgura que sdlo
pueden usar de forma conjunta en el camino (D, B,C, F), sin embargo, en el subjuego N =
{A,B,C,D,E}; P = {(A,C),(D,B,C),(D,E)}; D' = (3,0,1,1,3) y R* = {0,0,4,4,0}, el
uso de las dos unidades de holgura pasa solamente a las actividades D y C, eliminando de

su posible uso a la actividad F'.

PROPOSICION 3.10 FEl juego de proyectos (N*,vpE,r)) satisface la propiedad BSA.

DEMOSTRACION  Dadas las actividades simétricas i, 7 € N*, se supone sin pérdida de
generalidad que i € Pred(x;;), es suficiente con demostrar que c¢sB(N*\ (S U {i}),n) =

esB(N*\ (Su{j}),7) VS c N*\ {i,j} y Ve PA.

Sea y = (Y1, Yis---»Yj>---»Yn|) el camino en el cual el maximo para la coalicién
N*\ (SU{i}) es alcanzada en el célculo de cs®(N \ (S U {i}),n), entonces existe un vector
Y= (Y1, Yjre s Yir- - ,y|N|), obtenido reemplazando las posiciones ¢ y j, pertenece a
F(PE,PS) porque i y j son actividades simétricas. Teniendo en cuenta esto, se tiene que

esB(N*\ (S U {i}), ) < esB(N*\ (SU{j}),m) ¥ S C (N*\ {i,j}) y V 7 € PA.
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De una forma similar, comenzando con el camino en el cual el maximo para la coaliciéon

N*\ (S U{j}) se alcanza, se tiene que cs®(N*\ (S U {i}),n) > csP(N*\ (S U {j}),n)

VS cC(N*\{ij})yVme PA. O

OBSERVACION 3.2 Teniendo en cuenta que {k} U{N*\M*} son actividades simétricas posi-
cionales en la red PERT y la proposicion 3.10, el juego de proyectos (N*,vpg,g)) satisface
las propiedades NMS y NAS.

PROPOSICION 3.11 FEl juego de proyectos (N*,vpg,r)) satisface la propiedad BPA.

DEMOSTRACION  Sea i,7 € N* dos actividades paralelas en la red PERT, entonces
is(SU{i}, ) =is(SU{j}, 7 ) VS C N*\ {i,5} donde 7" = {m\ {i} U{j}}. Sea 7 el camino

en el cual el minimo de la coalicién S U {i} es alcanzada, entonces:

» Siigmy j¢m,entonces: v(SU{i}) = > ycrnsupy) —Tk His(SU{i} ) =
Ykern(sujy) —Te Tis(SU{j},m) = v(SU{j}).
= Siiem=j¢msean elcamino completo obtenido como ' = {x\{i}U{j}}, entonces:

o(S UL} = Shennsuy — T is(S ULk m) = Spernsogy —k +is(S U (G}, 7) >
v(SU{j}).

= Ifjcm=i¢gmsean el camino completo obtenido como 7" = {m\{j}U{i}}, entonces:

V(S U{i}) = Xrennsupy) —7k His(S UL} ™) = Yicrnsugy —mk +is(SU{j} ) >
v(SU{j}).

La otra inecuacién puede ser probada de una forma similar tomando el camino en el cual

el minimo de la coalicién S U {j} es alcanzado. O

Asi pues, en esta seccién se ha definido un juego, para el problema APERT, que es su-
peraditivo, tiene corazén no vacio, cumple las propiedades BSA, BPA, SE, NMS, NAS y
UIS y es computable en tiempo polinomial el adelanto inducido por S en el camino 7. Si

todas las actividades no ficticias son criticas, es computable en tiempo polinomial el valor de

v(S).
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3.3. Reglas en una red PERT general

Una vez analizadas una serie de propiedades para el juego (N*,v(pg, g)(S)) que representa
el adelanto que las actividades de S pueden garantizar en el proyecto, en esta seccién se definen

y estudian reglas de reparto para el problema APERT.

Los conceptos de solucion en la teoria de juegos cooperativos pueden ser unipuntuales y
conjuntistas. Dentro de los unipuntuales, en este trabajo se ha utilizado el valor de Shapley
por sus diversas propiedades. Dentro de las conjuntistas se han encontrado dos soluciones

que pertenecen al corazoén del juego.

En esta seccién se analizan las bondades de estas tres posibles reglas de reparto para el
juego (N*,v(pg,g)(S)) y para el problema APERT. Formalmente se definen las siguientes

tres reglas:

1. El valor de Shapley del juego (N*,v(pg,r)(S)),

(t—1)!(n—t)!

ol [w(T) —o(T\ {i})], Vie N*.

Shi(N*,v) = >

TCN ieT

2. El vector f! que pertenece al corazén y se obtiene repartiendo el adelanto (retraso)
entre las actividades no ficticias criticas en la ejecucién del proyecto, considerando que
la primera actividad que puede disponer de la holgura, es la actividad que dispone de
ella.

0; . .
fl = Z 7|Pf; m (—r; + ssi(m)), Vie N™.
TEPAgrit ere

Donde PA..iy = {7 € PA, Zjerr dg-) =Ty dixes1l,sit€my0,en otro caso.

3. El vector f? que pertenece al corazén y se obtiene repartiendo el adelanto (retraso)

entre las actividades no ficticias criticas en la ejecucién del proyecto, considerando que
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la dltima actividad que puede disponer de la holgura, es la actividad que dispone de

ella.

e Y T (g fsim), Vie N

TEPAwris ‘PAcrit|

Una vez definidas las soluciones propuestas, se pasa al estudio de las distintas propiedades

del problema APERT.

PROPOSICION 3.12 El walor de Shapley del juego de proyectos (N*,vpg,r)), cumple las
propiedades BSA, BPA, UIS, UPS y SE cuando la red PERT es independiente de ac-
tividades ficticias, no cumple las propiedades NMS y NAS y no pertenece al corazon del
juego de proyectos (N*,v(pg, Rr))-

DEMOSTRACION

» Las propiedades BSA, BPA, UIS y SE cuando la red PERT es independiente de
actividades ficticias, son directas teniendo en cuenta las propiedades con idénticos nom-
bres definidas para el juego de proyectos (N*, V(PE, R)) y en el caso de la propiedad de

separabilidad la propiedad de aditividad del valor de Shapley.

» Para probar la propiedad UPS es suficiente probar que V .S C N*\ {i}, v(S U {i}) —

v(S) < 0. Sea 7 el camino donde se alcanza el minimo para la coalicién S,

v(SU{ih) —v(S) < > —rtis(Su{itm) = Y —rj+is(S, )

jern(SuU{:}) jemns

= —ri +is(SU{i},m) —is(S,7) < —ri +is(SU{i},7) < —ri + psy

< — max Sy +psr <O0.
wePA,iepr PSrn
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= Fn el ejemplo 3.10 se observa el incumplimiento de las propiedades NMS y NAS.

= La no pertenencia al corazon se puede ver en el ejemplo 3.10 con subdivisién, dado que

en este ejemplo

7
vpe,R) (A, B) = =1 > Sha(N,vpg,r) + Sha(N,vpgRr) = s

O

PROPOSICION 3.13 Las reglas f* y f? cumplen las propiedades BPA, UIS, NMS, NAS y
SE, no cumple las propiedades BSA y UPS y pertenecen al corazon del juego de proyectos

(N*,vpE,R))-
DEMOSTRACION

» Si UIS: Es directo teniendo en cuenta que V7w € PAy Vi€ N*, min{ss;(r), fsi(m)} >

isi.

= Si BPA: Es directo teniendo en cuenta que, si 7,7 € N* son actividades paralelas,

Ve PA, ssi(m) =ssj(n) y fsi(m) = fsj(m).

» Si NMS y NAS: Es directo teniendo en cuenta que, V m € PA, ssp(m) = ssp(7*) +
ZjeN\M ssj(m%), fsi(m) = fSk(W*)+ZjeN\M fsj(m*) siendo = m*|p y Vi € M\{k},
ssi(m) = ssi(7") y fsi(m) = fsi(7).

» Si SE: Es directo teniendo en cuenta que, V 7 € PAy Vi € 7, ss;(m) = ss;(m!) si
i € 7w, ssi(m) = ssi(n?) sii € w2, fsi(m) = fsi(wt) sii € 7wty fsi(w) = fsi(n?) si

i € 72 donde © = 7! U 72
= No BSA:

EJEMPLO 3.6 Dado el siguiente problema APERT (PE,b,e, B), donde N = {A, B,C};
PA={(A,B),(C)}; D=(1,1,3); R=(1,1,0) y B(z) = z, se puede ver que las ac-
tividades A y B son simétricas y sin embargo fi =0, fb = -1, f2=-1y f3 =0.



Capitulo 3. Problema APERT 147

Al B[]
¢ [3]

Figura 3.7: Red del ejemplo 3.6.

= No UPS:

EJEMPLO 3.7 Dado el siguiente problema APERT (PE,b,e,B), donde N = {A, B};
PA = {(A),(B)}; D = (2,2); R = (1,2) y B(z) = z, se puede ver que —1 <
_méXﬂ'EPA , Acn PSSt = 0y que f,}l = fi =0.

A 2]
B [2]

Figura 3.8: Red del ejemplo 3.7.

» La pertenencia al corazon es consecuencia directa de la demostracion de la proposicion

3.7.

3.4. Reglas en una red PERT critica

Una mencién especial se merecen las redes PERT criticas (una red PERT es critica
cuando V i € N*, as; = 0). Toda red puede ser transformarla en una red PERT critica,

anadiendo a la duracién estimada el resultado obtenido después de aplicar sobre la red, una
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regla que cumpla la propiedad PO en el problema SPFERT donde se reparte en cada camino

la holgura del camino en la red PERT, S = PS.

En esta subclase de problemas APERT, se pueden usar las reglas definidas en la seccién
anterior y presentan las mismas virtudes y defectos. No obstante, es posible encontrar una
regla iinicamente aplicable a esta clase de redes que mejora en algin aspecto las reglas ante-

riores.

Esta regla que se denota por f3, pertenece al corazén del juego, pero a diferencia de f*
y f? si puede cumple la propiedad BSA, por lo que el investigador no debe decidir si es la

primera o la dltima actividad la que puede disponer de la holgura.

DEFINICION 3.4 Dado un problema APERT (PE,b,e, B) donde B(x) = z, b; = max e;
1€PredIm(z;,1)
y PE es una red PERT critica

5.
;3: 7’”‘- —T; 3
B= 2 [Py rit )
7T crit

para todo i € N*, donde PAqyy = {m € PA , Zd? = TO}, dixresl, siie€my0, en otro
=
caso y si(m) = wi(m)psy tal que wi(w) > 0V i € N, V1w € PAgyir vy z wi(m) = 1,

ieEmNN*
Ve PAqyi.

Esta regla reparte el adelanto (retraso) entre las actividades no ficticias criticas en la
ejecucion del proyecto, repartiendo la posible holgura del camino (holgura que sélo podia ser

usada por las actividades ficticias) en funcién de unos pesos determinados con anterioridad.

Si estos pesos cumplen aditividad en el sentido de las propiedades NMS y NAS y son
tal que w;(m) = w;(m), V. € PAgi, si iy j son actividades simétricas o paralelas, entonces

la regla presenta buenas propiedades.

PROPOSICION 3.14 La regla f3 aplicado sobre redes PERT criticas cumple ULS, NMS y
NAS si lo pesos son aditivos, SE si la red PERT es independiente de actividades ficticias,
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BSA y BPA si¥ m € PAcrit, wi(m) = wj(m), siiy j son actividades simétricas o paralelas,
no cumple UPS y pertenece al corazon del juego de proyectos (N*,v(pE,R)).

DEMOSTRACION

= Con argumentos similares a los usados en la proposicién 3.13 cumple las propiedades
UIS, NMS y NAS si lo pesos son aditivos, BSAy BPA siV w € PA¢it, wi(m) =

wj(m), si iy j son actividades simétricas o paralelas y no cumple UPS.

= Silared PERT es independiente de actividades ficticias, ps, = 0,V m € PA¢#, lo que

implica el cumplimiento de SE.

= Para ver la pertenencia al corazon, se debe tener el cuenta que en redes PERT criticas

vpe,R)(S) = ﬂlg}}h { Z =7 + 55,7rp87r} .

ieTNS

Se puede ver que V m € PAcpi

Z —7i + Z si(m) > Z —7; + 08 xpSy > Wrg};nA{ Z —Ti + 5S,wp37r} = v(5).

iemnsS iemnNsS iernsS iemnsS

Entonces

) _Oim 3N (i si(m) 2 0(S) = Y FF > 0(S).

PA.;
TEP Aerit [P Acrit| ierns i€sS
Evidentemente, la regla f2 es eficiente.

0

Siguiendo la metodologia expresada en el capitulo dos de este trabajo, los pesos que en

di
este trabajo se recomiendan son, w; (1) = ———— si no se dispone de informacién sobre la

ZjEﬂ’ dj
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bi —a; . . . .
si se dispone de informacion.

Zj@r bj —a

Por todo lo expuesto en esta seccién, una forma natural de proceder para el reparto del

variabilidad de la red o w?(7) =

adelanto (retraso) en una red PERT es el siguiente:

1. Se calcula la solucién del problema SPERT con S = PS, con una regla que cumpla la

propiedad PO, (z;).

2. Se supone que una actividad dispone de su duracién estimada en un principio mas la
holgura asignada en el problema SPFERT, luego la nueva duracién estimada para cada

actividad es d; + x;.

3. Se calcula la solucién del problema APERT con las nuevas duraciones (lo que implica

que el PERT es critico) con alguna regla definida cuando la red PERT es critica.

Esta forma de proceder, le permite al investigador definir de forma libre la cantidad de holgura
que cada actividad dispone a la hora de enfrentar el reparto del adelanto o retraso que se

produzca en la red PERT.

3.5. Comparacion

En esta seccién se presenta desde distintos puntos de vista la comparaciéon de las reglas
presentadas a lo largo de este capitulo. No se presentan las posibles soluciones derivadas del
juego de Estévez-Fernandez et al., dado que al no cumplir este juego las propiedades UIS,
NMS, NAS y SE es facil verificar que las soluciones que del juego se derivan incumpliran

estas mismas propiedades. Los tres enfoques realizados son:

= En funcién de las propiedades.
» En funcién de la complejidad.

= Mediante ejemplos significativos.
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La notacién usada es:

» Sh para el valor de Shapley del juego original.

= Sh? para el valor de Shapley del juego resultante de repartir la holgura con la regla Q%

con peso w; = d;.

= Sh” para el valor de Shapley del juego resultante de repartir la holgura con la regla Q%

con peso w; = b; — a;.
» f! para la regla f' del problema original.

» 19 para la regla f! del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q% con

peso w; = d;.

» fL7 para la regla f! del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q® con

peso w; = b; — a;.
» f2 para la regla f? del problema original.

» 24 para la regla f2 del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q% con

peso w; = d;.

» f27 para la regla f2 del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q® con

peso w; = b; — a;.

» 39 para la regla f3 del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q* con

peso w; = d;.

» 37 para la regla f2 del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q® con

peso w; = b; — a;.

En funcién de esta comparativa se concluye que se debe primero convertir el PERT en critico
(por lo visto en el capitulo anterior usando Q" con w; = d; o w; = b;—a; 0 Q° con ¢; = b; —d;)

y posteriormente aplicar el valor de Shapley si se desea una solucién que cumpla UPS o f3 si
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se desea una soluciéon que no se altere ante las subdivisiones. Notar que el reparto realizado
por la regla Q% con w; = b; — a; es el mismo que resulta de aplicar la regla Q€ con ¢; = b; —d;

en todos los ejemplos que se verdn a continuacion.

3.5.1. En funcion de las propiedades

Con anterioridad, en las proposiciones 3.12, 3.13 y 3.14, se ha estudiado el cumplimiento
o incumplimiento de cada una de las propiedades para cada una de las reglas, con lo que esta

seccion se limita a resumir en la tabla 3.1, toda esa informacion.

Cuadro 3.1: Cumplimiento de propiedades

Shy SKYSH” | f15 f14 f175 f25 124 £20 | A

BSA
BPA
UIS
UPS
SE
NMS
NAS
Core

L

Ll LK
UL UL SO U U Y

3.5.2. En funcion de la complejidad.

El calculo del valor de Shapley es de complejidad exponencial, dado que la suma a realizar
es en los subconjuntos de las actividades (que son 2"). Ademads, para un problema general,
se deben enumerar los caminos para poder calcular el minimo, lo que es nuevamente de
complejidad exponencial. Se debe destacar que en el caso de ser una red PERT critica,
esta necesidad de explicitar todos los caminos, se elimina con la utilizacién del algoritmo
VAPERT. En general, se puede decir que el valor de Shapley tiene una complejidad de

calculo muy alta.
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La complejidad en el calculo de las soluciones f!, f? y f2 radica en la enumeracién de los
caminos criticos en el PERT ejecutado. Si bien esta enumeracién es en el peor de los casos
de complejidad exponencial, en media la complejidad es notablemente inferior, no muchos
caminos tienen exactamente la misma duracién. Por ello, se puede decir que las reglas f1, f2

y f3 tienen una complejidad de célculo no elevada.

3.5.3. Mediante ejemplos significativos.

En esta seccién se presentan diversos ejemplos ilustrativos que muestran las irregulari-
dades en determinadas situaciones reales generadas por la utilizacién de alguna de las reglas.

En todos los ejemplos se supone que B(z) =z ¥V z € Ry que b; = max ej.
{jePredIm(z;1)}

Irrelevancia de las duraciones

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la duracién de las actividades.

EJeEmpPLO 3.8 Dado el problema APERT (PE,e,b,B) € AP"™ donde N = {A,B,C}; A ~
£5(0,1,2), B ~ (3(999,1000,1001), C ~ [(11000,1101,1102), PA = {{A,B},{C}}; D =
(1,1000,1101) y R = (1,100, 0), se muestra en la tabla 3.2 que las diferencias en las duraciones
s6lo son consideradas por las reglas Sh?, fhd, f2d y 3.4,

Figura 3.9: Red del ejemplo 3.8.
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Cuadro 3.2: Reparto del ejemplo 3.8.
Sh; fl,r; fQ,T; f3,r Shd;fl’d;f2’d;f3’d Sh" fl f2
fa 49 -0.9 245 | 99 | -1
fB -50 -0.1 -25.5 | -100 | O
fo 0 0 0 0 0

Comportamiento ante la dispersion.

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la dispersién de la duracién de las

actividades.

EJeEmMPLO 3.9 Dado el problema APERT (PE,e,b,B) € AP™ donde N = {A,B,C}; A ~
£3(0,100,200), B ~ (50,100, 150), C' ~ (300, 350,400), PA = {{A, B},{C}}; D = (100, 100,
350) y R = (100,50, 0), se muestra en la tabla 3.3 que sélo las reglas Sh”, f17, f27 3" con-
sideran en su solucién la dispersién de la duracién de las actividades, lo que produce que
ambas actividades puedan disponer de la méxima holgura que pueden necesitar teniendo en

cuenta su distribucién y por lo tanto no sean penalizadas ninguna de las dos.

A [100] B

C [350]

Figura 3.10: Red del ejemplo 3.9.

Cuadro 3.3: Reparto del ejemplo 3.9.

Sh: fl,d. f2,d. f3,d Shd fl f2 ShT- fl,r. f2,r.f3,r
fa -25 -12.5 | 50 | -100 0
fB 25 12.5 | -50 | 100 0
feo 0 0 0] 0 0
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Variacién producida por subdivisién.

En este ejemplo se muestra que no todas las reglas son irrelevantes bajo subdivision de
actividades cuando la variable original es el resultado de la suma de las variables aleatorias

de las subactividades generadas.

EJEMPLO 3.10 Dado los juegos de proyectos (N, v(pg, r)) ¥ (M, v(pg+ gr+)), donde N = {A, B,
B'}; PA = {(A);(B,B)}; D = (2,1,1); R = (1,1,2); M = {A,B}; PA* = {(A)(B)};
D* = (2,2); R* = (1,3); se puede ver en las tablas 3.4 y 3.5 que el valor de Shapley no es
estable ante subdivisiones. Esto se debe a que considera que al estar méas dividido el enemigo
(el resto de las actividades) su poder de negociacién es mayor y por lo tanto su resultado
mejora. El resto de las reglas son inalterables ante subdivisiones.

A2
B 2]

Figura 3.11: Red del ejemplo 3.10 sin subdivisiones.

A |2
O —0O
By~ O 50

Figura 3.12: Red del ejemplo 3.10 con subdivisiones.

Cuadro 3.4: Reparto en el ejemplo 3.10 sin subdivisiones

Shy Sh; ShTs f15 f20 175 f2 f2% f205 134 f3
fa -1/2
/B -5/2
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Cuadro 3.5: Reparto en el ejemplo 3.10 con subdivisiones

Shi ShE ShT | fU 80 F1rs £2 f2 4 2 £
fa -1/3 -1/2
fotfp | 83 5/2

Inestabilidad de las soluciones.

El siguiente ejemplo ilustra que no todas las soluciones son estables, menores cambios

introducidos en el problema causan importantes cambios en las soluciones.

EJEMPLO 3.11 Dado el problema APERT (PE,e,b,B) € AP™ donde N = {(4),(B)};
A~ ((0,2,4), B ~ ((0,2,4), PA={{A,B}}; D =(2,2) y R = (1,1), la solucién de todas
las reglas es igual, sin embargo con sélo variar levemente el vector de retrasos R* = (1, (1+¢))
todas las soluciones menos Sh, Sh? y Sh” varfan notablemente, como se puede ver en las
tablas 3.6 y 3.7.

A [2]
B 2]

Figura 3.13: Red del ejemplo 3.11.

Cuadro 3.6: Reparto en el ejemplo 3.11.

Shy ShE SH”s f15 f1d; f175 f25 124, f275 1354, 57
fa -0.5
fz 0.5
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Cuadro 3.7: Reparto en el ejemplo 3.11 con la variacién

Shi S ST | 15 f14 15 £ f24 125 £5 1
fa -0.5 0
B —0,5—¢€ -1 —¢

Utilizacion de la holgura no asignada.

Este ejemplo ilustra como se usa la holgura no asignada a ninguna actividad en un PERT

critico.

EJEMPLO 3.12 Dado el problema APERT (PE,e,b,B) € AP™ donde N = {A,B,C, D, E};
PA ={(AC),(D,B,C),(D,E)}; D = (3,0,1,1,3) y R = {0,0,4,4,0} y como se ve en la
tabla 3.8, las reglas f1, fLe, fLr. f2. 24 y 27 usan la holgura que sélo puede ser usada
por las actividades ficticias de una forma partidista. Las reglas Sh, Sh?, Sh”, f3¢ y 37 la

usan de forma equitativa, entre las actividades del camino al que pertenecen.

Figura 3.14: Red del ejemplo 3.12.

Cuadro 3.8: Reparto del ejemplo 3.12.

Sh;Shd;Shr fl; fl’d; fl,r f2;f2,d;f2,r f3,d; f3,r
fa 0 0 0 0
fc -3 -4 -2 -3
fp 3 2 4 3
fr 0 0 0 0
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Irrelevancia del nimero de caminos

Este ejemplo ilustra que las reglas definidas pertenecientes al corazon tienen una gran

dependencia del niimero de caminos.

EjemMPLO 3.13 Dado el problema APERT (PE,e,b, B) € AP" donde N = {A,B1,...,B18}
A~ (3(5,6,7), B; ~ (3(0,1,2), PA definidos en lared, D = (6,1,...,1) y R=(6,1,...,1), la
solucién de las reglas que enumeran los caminos tienen una alta dependencia de ello, como
se muestra en la tabla 3.9 , asi en este ejemplo, cada actividad B; tiene una culpabilidad
40 veces superior a la culpabilidad de la actividad A. Esto se debe a que cada actividad B;

pertenece a 729 caminos y la actividad A s6lo a un camino.

Figura 3.15: Red del ejemplo 3.13.

Cuadro 3.9: Reparto en el ejemplo 3.13.

Sh; Shd; ShT fl;fl,d;fl,r;f2;f2,d;f2,r; f3’d; f3,r
fa -1.5 -6/730=-0.00816
5, -0.25 ~(6* 729)/(730* 18)=-0.33288




Capitulo 4

Problema CPERT

Como se ha visto en la introduccién, el problema CPERT se define como una 4-upla
(PE,e,b,C) siendo PE la red PERT, e el vector de tiempos de inicio en la ejecucion, b el
vector de tiempos de finalizacién en la ejecucién y C' la funcién de costes asociada al retraso
del proyecto y consiste en el reparto del coste generado después de una ejecucién de un

problema PERT. Es decir, las actividades sélo se reparten costes, nunca beneficios.

En este capitulo, se exponen los distintos planteamientos para abordar el problema CPERT.
A diferencia de lo sucedido en el problema APFERT, se estudian las soluciones para cualquier
funcién de costes, aunque manteniendo las suposiciones sobre las ventanas de tiempo (i.e. las
actividades deben empezar cuando sus predecesoras terminan, b; = max e;) y sobre

i€PredIm(z;,1)
el hecho de que la red es estatica.

El reparto de costes se realiza entre las actividades retrasadas (i.e. d? > d;). Eso implica
que las actividades ficticias y las actividades no retrasadas, no deben formar parte del conjunto

de agentes sobre los que se realiza el reparto.

El problema CPERT se aborda desde distintas metodologias de reparto.

= La teoria de bancarrota, basada en la creacién de unas peticiones por parte de las

actividades y en funcion de ellas realizar el reparto.

159
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= El reparto en dos pasos, basada en el reparto del coste generado entre los caminos
retrasados y con posterioridad, repartir este coste asignado a cada camino, entre las

actividades retrasadas que forman parte de éL.

» La teorfa del reparto secuencial (Serial Cost Sharing), basada en el reparto de una forma

secuencial del coste entre las actividades que lo han generado.

Este capitulo comienza con la definicién de las propiedades en un problema CPERT. Se
continua con la definicién de las reglas basadas en el problema de bancarrota. Posteriormente,
se definen tres reglas ad hoc expuestas en la literatura, caracterizadas por ser reglas en dos
pasos. Se sigue con las reglas resultantes de la utilizacién de la metodologia secuencial. Y

finaliza con una comparativa entre todas las reglas presentadas.

4.1. Propiedades de una regla en el problema CPERT

En esta seccién, se definen algunas propiedades de los repartos factibles del problema

CPERT.

La primera propiedad requiere que las actividades que se han retrasado, sean penalizadas

en el reparto.

Actividad retrasada, actividad penalizada (DAPA): Dado (PE,b,e,C) € CP" e
i € N tal que r; >0y T° > T, entonces f;(PE,b,e,C) > 0.

La segunda propiedad requiere que las actividades que no pertenecen a ningin camino

retrasado no sean penalizadas.

Independencia de caminos no retrasados (INP): Dado (PE,b,e,C) € CP"ei € N
tal que d2 < T, Vr € PA|; donde PA|; = {m € PA, i € 7}, entonces f;(PE,b,e,C) = 0.

La tercera propiedad requiere que dos actividades con igual comportamiento en cuanto a

sus duraciones y en cuanto a las duraciones de sus caminos, sean tratadas de forma similar
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en el reparto, sin importar el nimero de caminos a los que pertenezcan.

Independencia del nimero de caminos (IPN): Dado (PE,b,e,C) € CP"ei,j € N
tal que D; = D;, d) = d? yT? = TJQ donde T = M&X(repA, ker) d%, entonces f;(PFE,b,e,C) =
fi(PE,be,C).

La cuarta y quinta propiedades estudian el comportamiento de las actividades simétricas

y paralelas existentes en la red.

Igualdad de actividades simétricas (BSA): Dado (PE,b,e,C) € CP" ei,j € N,
actividades simétricas tales que d = d?, entonces f;(PE,b,e,C) = f;(PE,b,e,C).

Igualdad de actividades paralelas (BPA): Dado (PE,b,e,C) € CP" e i,j € N,
actividades paralelas tales que dY = d?, entonces f;(PE,b,e,C) = f;(PE,b,e,C).

La sexta propiedad estudia el uso que una actividad puede hacer de su holgura indepen-

diente.

Uso de la holgura independiente (UIS): Dado (PE,b,e,C) € CP" e i € N tal que
ri <is;, entonces f;(PE,b,e, C) = 0.

La séptima propiedad, delimita el castigo maximo en problemas donde la funcién de costes

es la identidad.

Madzimo retraso (DM): Dado (PE,b,e,C) € CP" tal que C(z) =z, V € R, entonces
fi(PE,be,C) <rf Vie N*.

OBSERVACION 4.1 Dada la definicion del juego para el problema CPERT de Branzei et al.
(2002)[6]

C(pE7R)(S):m1/Il{ ’I”;F,TO—T}, VSCN**

€S
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y teniendo en cuenta que el corazon de este juego es igual al conjunto de imputaciones,

I(c) = {x ey, <c({i}),VieNy> z =T —T} Y que
=1

VS CN, sz gml’n{Zri,TU—T} < Zmin{ri,To—T} < Zc({z})

€S ieS €S iesS

se comprueba que la propiedad DM es equivalente a la pertenencia de la solucion al corazon

del juego definido.

La octava propiedad requiere que cuando la red PERT pueda ser dividida en dos redes
PERT, es decir, la red PERT es bipartita, la soluciéon para una actividad sélo dependa de
las actividades de la nueva red PERT subdividida a la que pertenece. Formalmente: Dado
un problema CPERT, (PE,b,e,C) € CP", se definen los subproblemas CPERT, (PE",
bl pred(s): €| Pred(a), C) € CPIET @y (PE2 bl gye(a)—TE, €| suc(wy — T, C) € CPI5*®)] donde

1. PE = (N,PA,D) es una red PERT bipartita, siendo z el nodo bipartito.
2. PE' = (Pred(z), PA(xy, %), D|pred(z))-
3. PE* = (N — Pred(x), PA(z,2¢), D|N_pred())-
4. R' = R|Pred(:1:) y R? = R|N\Pred(w)'
Separabilidad (SE): Dado (PE,b,e,C) € CP" tal que C(x) = z, Vo € R y dos sub-

problemas (PEla b‘Pred(w)a e‘Pred(z)v C) € CP|PT6d(x)| y (PE27 b‘Suc(z)_TxE7 e‘Suc(m)_Tan C) S

CPl5ue)l definidos como anteriormente se ha descrito, se verifica que

fi(PEla b|Pred(ac)7 6|Pred(m)7 C) sii e Pred(:c)

fZ(PE, b, €, C) =
Ji(PE? blsycz) — TE €l suc@y — TF,C)  sii € Suc(x)
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Esta propiedad sélo se podra exigir si la funcién de costes es escalar (C(z) = Az ,Va € R),
dado que, en otro caso, no se puede garantizar que la suma de los costes de los retrasos en

los subproblemas sea la misma que en el problema original.

Las dos ultimas propiedades estudian el comportamiento de la solucién ante la subdivision
de una de las actividades en varias subactividades. Formalmente: Dado un problema CPERT,

(PE,b,e,C) € CP™, se define el problema CPERT, (PE* b*,e*,C) € CP™, donde:

1. PE = (N, PA,S), PE* = (M,PA*,D*) y M C N.

2. Existe una sola actividad k € M tal que D} = Dy, + Zje(N\M) Djy D = D;, Vi €

3. Vre PA, {k}U(N\M))Ccn 6 ({k}U(N\M))nm=1.
4. PA* =PAly y S* = S|pa-.
5. Th=Tk+ Xjenan i Y T =1i Vi€ M\ {k}.
No manipulacion por subdivision (NMS): Dados dos problemas CPERT, (PE,b,e,

C) e CP"y (PE*b*,e*,C) € CP™, definidos como anteriormente se ha descrito, se verifica

que

fe(PE*,b",€",C) = fy(PE,b,e,C) + > f;(PE,b,e,C).
JEN\M

No afectar a otras por subdivision (NAS): Dados dos problemas CPERT, (PE, b, e,
C) e CP"y (PE*b*,e*,C) € CP™, definidos como anteriormente se ha descrito, se verifica

que

fi(PE*, b, e*,C) = fi(PE,b,e,C), ¥Yie M\{k}.
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OBSERVACION 4.2 Las propiedades DAPA e INP, DAPA yUIS y SE ¢ INP son incom-

patibles entre ellas.

Para comprobar estas incompatibilidades se presentan los siguientes ejemplos:

« DAPA ¢ INP y DAPA y UIS.

EJeEMPLO 4.1 Dado el problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP", donde N = {A, B};
PA = {{A},{B}}; D = (100,1) y R = (1,1), la propiedad DAPA indica que la regla
debe imputar coste a la actividad B por tener un retraso y haberse retrasado el proyecto
y la propiedad IN P indica que la regla no debe imputar coste a la actividad B por no
pertenecer a ningun camino retrasado. Por otro lado, la propiedad UIS también indica
que la regla no debe imputar coste a la actividad B porque su holgura independiente es

mayor que su retraso.

Figura 4.1: Red del ejemplo 4.1.

Sila red PERT es critica entonces las propiedades DAPA y UILS no son incompatibles.
= INP y SE.

EJEMPLO 4.2 Dado el problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP", donde N = {A, B,C};
PA = {{A,B},{A,C}}; D = (2,2,2); R = (1,1,1) y C(z) = «, la propiedad INP
indica que la regla debe imputar el mismo beneficio a las tres actividades, por lo que
el reparto serd de -2/3 para cada actividad y la propiedad SE indica que la regla debe

imputar a la actividad A el coste que ella genera, es decir -1.

Figura 4.2: Red del ejemplo 4.2.
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4.2. Reglas basadas en bancarrota

Se comienza describiendo el problema de bancarrota y las soluciones mas usadas en este

problema.

Un problema de bancarrota es el par (E,c) donde E es el bien a repartir y ¢ = (¢;)ien,
donde ¢; es la peticién del agente i, con 0 < E < > | ¢;. Este problema consiste en dividir

el bien E entre los agentes.
En la literatura de este problema las soluciones méas habituales son :

1. Regla proporcional (PROP): En esta regla se divide el bien existente de forma

proporcional a las peticiones realizadas, formalmente

PROP,(E,c) = (Z‘;;EC) i=1,....n.
i=1%

2. Regla proporcional truncada (TPROP): En esta regla se divide el bien de forma
proporcional a ciT = min{¢;, E'}, es decir se considera que toda peticién por encima del
valor del bien, se debe considerar de igual forma, independientemente de la diferencia

que exista con este, formalmente

c;-rE )
TPROR(E,C): W 5 Z::l,...,n.
1=1 "1

También se puede expresar como PROP;(E,c").

3. Regla de reduccién constante igual (CER): En esta regla se elimina una cantidad

de cada una de las peticiones hasta que es posible satisfacer lo resultante, formalmente

CER;(E,c) =méax{c; — 3,0}, i=1,...,n.
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n
Donde S es el inico nimero real tal que Z CER;(E,c) =E.
i=1

4. Regla de reduccién constante igual truncada (TCER): En esta regla se elimina

T

una cantidad de cada una de las peticiones truncadas (c;

. = min{¢;, E}) hasta que es

posible satisfacer lo resultante, formalmente

TCER;(E,c) =max{c] — 3,0}, i=1,...,n.

n

Donde (8 es el tnico nimero real tal que ZT CER;(E,c) = E. También se puede
i=1

expresar como CER;(E,cT).

5. Regla de contribucién constante igual (CEC): En esta regla se da una cantidad

hasta las peticiones, mientras sea posible, formalmente

CEC;(E,c) = min{c;,a}, i=1,...,n.

n

Donde « es el tinico nimero real tal que Z CEC;(FE,c) = E. En este caso no se define
i=1

el truncamiento dado que CEC(E,c) = CEC(E,ch).

Para poder usar las reglas del problema de bancarrota para solucionar el problema CPERT,
se debe identificar los valores de E'y ¢; Vi € N* = {i € N* | d) > d;}. En Branzei et al.
(2002)[6], se define el reparto en un problema CPERT cuando existe ademds un calendario

asociado a la red. El valor de E en este articulo es E = C(T° — T) y el valor de la peticién

¢ = e; — min b; — mix  ej — bf
jeSuc(z; 2) JjEPred(wi,1) +

Donde 0§ Vi € N es el tiempo de comienzo previsto en el calendario dado como dato del

es,

+

problema.
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La determinacién del valor de E es claro, es la cantidad que hay que repartir en el problema
CPERT. Por ello, la definicién de la peticién asociada a una actividad da lugar a diferentes
reglas de reparto para el problema CPERT. La peticién definida en Bréanzei et al. (2002)]6],
no se puede usar debido a la utilizaciéon de un calendario para su definicién. En este trabajo

se introducen dos posibles peticiones:

= Si no se considera la posible holgura que pueda disponer una actividad, el retraso de
una actividad se debe definir como:

C; = (do — di)_;_ = 7“;_.

)

= Si se considera la posible holgura que pueda disponer una actividad, el retraso de una

actividad se debe definir como:

e = (df —dy —a3)s = (r} — )5

Donde z; es la holgura asignada a la actividad ¢, mediante una regla que cumpla PO,

en el problema SPERT con S = PS.

Una vez definidas las posibles peticiones, se estd en condiciones de aplicar cualquiera de
las cinco reglas del problema de bancarrota. A continuacién se presenta un ejemplo y las

propiedades de las diez reglas definidas.

EJEMPLO 4.3 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP"™ donde N = {A,B,C,D, E};
A~ ((1,4,7), B ~ 3(2,4,6), C ~ ((1,2,3), D ~ Deg(2), E ~ Deg(10) PA = {{A, B},{A,
C,D{E}}, D = (4,4,2,2,10), R = (2,1,1,0,0) y C(z) = =, se calculan las soluciones de
las reglas descritas.
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E [10]
B [4]

4
A |4
C D

Figura 4.3: Red del ejemplo 4.3.

En este problema las actividades retrasadas son {A, B,C}, que son las que forman parte
del problema y la cantidad de recurso a repartir es E = C(1) = 1.

s Sic = r;r, entonces ¢ = (2,1,1). Las soluciones para las distintas reglas se muestran
en la tabla 4.1.

n Sic= (7";|r +xi)+ y x; es el resultado de aplicar la regla Q™ al problema SPERT con
6 44 411
S=PSyw =0b—a;x

=|-,-,= |, entonces c= | -
59 9D <

,—,— | . Las soluciones para
555
las distintas reglas se muestran en la tabla 4.2.

s Sic = (r;L + i)y, y z; es el resultado de aplicar la regla Q" al problema SPERT
1 1
con S =PS yw;, =d;, x = <1, 1, 2), entonces ¢ = (1,0, 2). Las soluciones para las

distintas reglas se muestran en la tabla 4.3.

Cuadro 4.1: Solucién del primer caso del ejemplo 4.3

Prop | Tprop | Cer | Tcec | Cer;Tcer
fa | 1/2 1/3 1 1/3 1/3
fB| 1/4 1/3 0 1/3 1/3
fo| 1/4 1/3 0 1/3 1/3
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Cuadro 4.2: Solucién del segundo caso del ejemplo 4.3

Prop | Tprop | Cer | Tcec | Cer;Tcer
fa| 4/6 | 4/6 |11/15 | 11/15| 3/5
fe| 1/6 | 1/6 | 2/15 | 2/15 1/5
fol 1/6 | 1/6 | 2/15 | 2/15 1/5

Cuadro 4.3: Solucién del tercer caso del ejemplo 4.3

Prop | Tprop | Cer | Tcec | Cer;Tcer
fa | 2/3 2/3 3/4 | 3/4 1/2
B 0 0 0 0 0

fe| 1/3 1/3 1/4 | 1/4 1/2

PROPOSICION 4.1 El cumplimiento de las propiedades en las distintas reglas es:

1. La regla PROP aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP" con E = C(T°~T) yc¢; =r;
Vi € N** cumple las propiedades DAPA, IPN, BSA, BPA, UPS, MD, NMS y
NAS y no cumple las propiedades INP, UIS y SE.

2. La regla TPROP aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP™ con E = C(T° —T) y
c = rj Vi e N*™, cumple las propiedades DAPA, IPN, BSA, BPA, UPS y MD y
no cumple las propiedades INP, UIS, SE, NMS y NAS.

3. Las reglas CER y TCER aplicadas al problema (PE,e,b,C) € CP™ con E = C(T°-T)
yci= T;_ Vi€ N**, cumple las propiedades IPN, BSA, BPA y MD y no cumple las
propiedades DAPA, INP, UIS, SE, UPS, NMS y NAS.

4. La regla CEC aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP" con E=C(T°—T) y¢; =r}
Vi€ N** cumple las propiedades DAPA, IPN, BSA, BPA, UPS y M D y no cumple
las propiedades INP, UIS, SE, NMS y NAS

5. La regla PROP aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP™ con E = C(T° = T) y
¢ci = (r} —x))y, Vi € N*, cumple las propiedades UPS, MD, BSA si la regla
de reparto del problema SPERT cumple BSA, BPA si la regla de reparto del problema
SPERT cumple BPA, UILS si la regla de reparto del problema SPERT cumple PO 1y
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NMS y NAS si la regla de reparto del problema SPERT cumple NMS y NAS y no
cumple las propiedades DAPA, IPN, INP y SE.

6. La regla TPROP aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP™ con E = C(T° —T) y
ci = (rf —x)4, Vi € N**, cumple las propiedades UPS, M D, BSA si la regla de
reparto del problema SPERT cumple BSA, BPA si la regla de reparto del problema
SPERT cumple BPA y UIS si la regla de reparto del problema SPERT cumple PO
y no cumple las propiedades DAPA, INP, IPN, NMS, NAS y SE.

7. Las reglas CER y TCER aplicadas al problema (PE,e,b,C) € CP" con E = C(T°-T)
Yy = (r:' —x;)+ ¥V i € N**, cumple las propiedades M D, BSA si la regla de reparto
del problema SPERT cumple BSA, BPA si la regla de reparto del problema SPERT
cumple BPA yUIS sila regla de reparto del problema SPERT cumple PO y no cumple
las propiedades DAPA, INP, IPN, SE, UPS, NMS y NAS

8. La regla CEC aplicada al problema (PE,e,b,C) € CP™ con E = C(T° —T) y ¢; =
(7“;F —x;)4+ Vi € N**, cumple las propiedades UPS, M D, BSA si la regla de reparto
del problema SPERT cumple BSA, BPA si la regla de reparto del problema SPERT
cumple BPA yUIS sila regla de reparto del problema SPERT cumple PO y no cumple
las propiedades DAPA, INP, IPN, SE, NMS y NAS

DEMOSTRACION

= Todas las reglas menos las derivadas de CER y TCER cumplen la propiedad DAPA
sic = rj dado que a demandas positivas le dan un reparto positivo. Para la otra
peticién no se puede garantizar su cumplimiento puesto que dependiendo del valor de

x; la demanda puede no existir.

= Ninguna cumple la propiedad IN P dado que pertenecer sélo a caminos sin retraso no

garantiza que la peticion sea 0.

» Las reglas con ¢; = rj cumplen I PN puesto que las demandas en las condiciones de la
propiedad IPN son iguales. Las reglas con demanda ¢; = (7";r + ;)4 no cumplen /PN

puesto que los valores de z; pueden hacer que las peticiones sean distintas.

» Todas cumplen las propiedades BSA y BPA puesto que para estas actividades la

demanda definida es la misma en las circunstancias pedidas.
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» Todas las reglas incumplen la propiedad UIS si ¢; = r;r dado que no se considera la
holgura independiente de la actividad. Para la peticién ¢; = (r] + z;)4 si se puede

garantizar dado que si la regla de reparto de holgura cumple PO, x; > is;.

» Todas las reglas menos las derivadas de CER y TCER cumplen la propiedad UPS

dado que la peticién en cualquier caso es positiva si 7 > mdx  psy.
v TEPA, iew
b

» Ninguna cumple la propiedad SE dado que no se considera la estructura de la red para

su definicién.

» De Frutos (1999)[13] demuestra que la regla PROP es la tnica regla que cumple no
manipulabilidad en el problema de bancarrota, por ello las reglas derivadas de PROP

cumplen las propiedades NMS y NAS y el resto de las reglas no.

+

» Todas ellas cumplen la propiedad M D dado que la peticién siempre es menor que r;".

OBSERVACION 4.3 FEs posible pensar que una actividad con una gran holgura, deba recibir
una penalizacion mayor que una actividad con menor holgura o sin ella, si el retraso, una
vez eliminada esta holgura, en ambas actividades es el mismo. Se puede determinar si tiene
mucha o poca holgura en funcion del ratio con su duracion o su rango. Por ello se puede
redefinir las peticiones como:

donde A > 0, o

¢ = <mfn{(rj ) <1 —/\biiia) (i —:):i)}>+.

Si A =0, se tiene el caso anterior.
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En la tabla 4.4 se presenta las propiedades que satisface cada una de las reglas definidas. El

subindice 1 indica que la peticién es ¢; = r;r y el subindice 2 que la peticién es ¢;

Cuadro 4.4: Cumplimiento de propiedades

= (r{ — i)+

Prop;

Props

Tprop;

Tprops

Cery
Tcery

Cerg
Tcersy

Cecy

Cecs

DAPA
INP
IPN
BSA
BPA
UIS
UPS
SE
NMS
NAS
MD

v

LU O <

L <

V

S UL NG Y

L=<

U<

U<

< <

LU <

A la vista de las propiedades satisfechas y de la filosofia utilizada para afrontar el problema

SPERT (una filosofia proporcional) las reglas seleccionadas dentro de las reglas de ban-

carrota, son las derivadas de la regla proporcional.

4.3. Reglas en dos pasos

En esta seccién se definen las tres reglas en dos pasos existentes en la literatura. Antes

de comenzar con la definicién de estas reglas, se debe recordar que una regla en dos pasos es

aquella regla que reparte el coste del retraso entre los caminos retrasados y con posterioridad

reparte el coste asignado a cada camino entre las actividades que lo forman y se hayan

retrasado.

Con este planteamiento, la unica diferencia entre las distintas reglas de reparto en dos
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pasos esta en la determinacion de la regla de reparto cuando los agentes son los caminos
y la regla de reparto cuando los agentes son las actividades retrasadas de cada camino. A

continuacién, se pasa a definir los tres métodos existentes.

4.3.1. Método basado en el retraso de los caminos

En Bréanzei et al. (2002)[6] se define un método para el reparto de costes en un problema
CPERT bajo la existencia de un calendario. Este calendario se usa para la definicién del
retraso de una actividad. Para el calculo del retraso de una actividad, teniendo en cuenta que
el problema que aqui se aborda no dispone de esta informacién adicional, una forma natural
de redefinir la regla presentada en Branzei et al. (2002)[6] se logra usando como retrasos el

retraso directo, r;r , v mimetizando el resto de la regla de reparto. Formalmente

Se denota por R; = > ... rj y por PA|gr el conjunto de todos los caminos retrasados

(ile. PAlp ={mr € PA, & >T}).

Sean ti,...,tq € (T, T los distintos tiempos de finalizacién de los caminos relevantes
(aquellos que se retrasan). Se considera los intervalos I; = [tj_1,t;],7 = 1,...,q, donde
to =T, el tiempo estimado de finalizacién del proyecto PERT, y t, =T 0 el tiempo obser-
vado de finalizacion del proyecto PERT, y se calcula el correspondiente coste del retraso,
C(tj—T)—C(tj—1—T). Se define los caminos del intervalo I; como PA(I;) = {r € PA, d2 >
ti}.

Paso 1: Dividir el coste entre los caminos

1. Se buscan los caminos m € PA|g para cada intervalo I;. El coste producido como
consecuencia del retraso del intervalo I;, C(t; — T) — C(tj—1 — T), se divide entre los

caminos correspondientes, PA(I;), de forma proporcional a los pesos R.

2. En cada camino se agrega, mediante la suma, los costes obtenidos de los diferentes

intervalos de tiempo I;.
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Paso 2: Dividir el coste de cada camino entre las actividades

1. Para cada camino m € PA|g, se divide lo resultante en el paso anterior entre las
actividades que lo integran de forma proporcional al valor de rj (también es posible
hacerlo en funcién del cociente %, esto parece necesario cuando las actividades tienen

(2
duraciones muy distintas).

2. En cada actividad se agrega, mediante la suma, los costes provenientes de distintos

caminos.

Este método busca la justicia en ambos repartos en funcién del principio de propor-
cionalidad, en el primer paso en funcién de R, (con lo que importa el retraso generado por

las actividades en el camino, sin considerar la posible holgura del camino o los posibles ade-

+
lantos de otras actividades del camino) y en el segundo paso en funcién de rj o di segin
i

si se desea considerar los retrasos absolutos o los relativos. A continuacion se introduce un

ejemplo y las propiedades que cumple la regla definida.

EJEMPLO 4.4 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP™ donde N = {A,B,C,D};
A~ 5(27374—)7 B ~ B(2767 10)5 C ~ 5(25558)7 D ~ Deg(lO), PA = {71'1 = {AvB}’ﬂ-Z =
{A,C},m{D}}, D= (3,6,5,10), R = (1,3,2,0) y C(x) = =z,

Figura 4.4: Red del ejemplo 4.4.

En el primer paso:
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En el sequndo paso:

= FEn el reparto en el camino my,

L8900 818 o

ATy T VP T T 1
n Fn el reparto en el camino s,

13 1 23 2

fA—**—;?JfC—g;—*

PROPOSICION 4.2 La regla de reparto en dos pasos basado en el retraso de los caminos cumple
INP, BSA, BPA y NMS y NAS si el sequndo paso es proporcional a T;_ y no cumple
DAPA, IPN,UIS, UPS, MD y SE.

DEMOSTRACION  La demostracion es directa teniendo en cuenta los argumentos intro-

ducidos para la demostracién de la proposicion 4.1. O

4.3.2. Meétodo basado en el reparto secuencial

En Bergantinos y Sdnchez (2002c)[4], se introducen los otros dos métodos en dos pasos.
El primero de estos dos métodos reparte, en primer lugar, el coste entre los caminos usando
la regla secuencial donde los agentes son los caminos retrasados. En segundo lugar, divide el
coste asignado a cada camino en el primer paso, nuevamente mediante la regla secuencial. En
esta ocasion, los agentes para el problema SC'S definido para un camino, son las actividades

retrasadas en dicho camino.
Paso 1: Dividir el coste entre los caminos

1. Se divide mediante la regla serial el coste entre los caminos, donde N = PA|p =

{71, Mt ary = Dien, (di +7i) =T y & = méxien i
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Paso 2: Dividir el coste de cada camino entre las actividades

1. Dado un camino m; € PA|g, se usa nuevamente la filosoffa secuencial, siendo el coste
para un conjunto de actividades de ese camino, S C 7, el reparto que en el primer paso
hubiera tenido si todas las actividades del camino se retrasan a lo sumo max;cg 7";“ , es

decir

ek — Ik —1 ,
&= c!(k) — ) Vie NV ={iemn;, r >0},
P nj—i—l—k

tal que

7"1 S ttt < Tnj I Cj(k‘) = €S(PA‘R,Q*<I§)7C7 a)? o = mé'\)f(Q’Lv
1€

q*(k) = (qﬂ'lv s 7q7rj_17qz;j7QTrj+17 SR QWﬂnj ) Y Q;krj = Z (dz + min{rz‘, Tk})

1ET; +

2. En cada actividad se agrega mediante la suma, el valor obtenido en todos los caminos

a los que pertenece.

Este método busca la justicia en ambos repartos en funcion del principio de secuenciacion.

A continuacidén se introduce un ejemplo y las propiedades que cumple la regla definida.

EJjEMPLO 4.5 Dado el problema CPERT definido en el ejemplo 4.4, en el primer paso:

1

5
f7r1:§ Yy f7r2:§

En el sequndo paso:
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n Fn el reparto en el camino w1,

fa=- vy fB=

n En el reparto en el camino ms,
1
fa=01y fo= 9

PROPOSICION 4.3 La regla de reparto en dos pasos basado en el reparto secuencial cumple
INP, BSA y BPA y no cumple DAPA, IPN,UIS, UPS, MD, SE, NMS y NAS.

DEMOSTRACION  La demostracién es directa para todas las propiedades excepto el in-
cumplimiento de las propiedades M D, NMS y NAS. Este incumplimiento se puede ver en
el ejemplo 4.10. U

4.3.3. Meétodo basado en el valor de Shapley

El segundo método introducido en Bergantifios y Sénchez (2002c)[4] reparte, en primer
lugar, el coste entre los caminos usando el valor de Shapley para un juego cuyos jugadores
son los caminos retrasados. En segundo lugar, divide el coste asignado a cada camino en el
primer paso, nuevamente mediante el valor de Shapley. En esta ocasién, los jugadores en el

juego definido para un camino, son las actividades retrasadas en dicho camino.

Paso 1: Dividir el coste entre los caminos

1. Se define el juego (PA|g,c(S)) donde V S C PA|g, c(S) = C(méxy;es d?rj - T).

2. Se divide mediante el valor de Shapley en el juego de caminos retrasados anteriormente

definido.

Paso 2: Dividir el coste de cada camino entre las actividades
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1. Dado un camino 7; € PA|g, se usa nuevamente el valor de Shapley, siendo el coste para
una coalicién de jugadores de 7, el valor de Shapley que en el primer paso hubiera tenido

si todas las actividades del camino se retrasan a lo sumo méx;cg r;r , es decir

& = Shi(N?,J(T)) Vie N ={icnm;, r>0},
tal que ¢/(T) = Sha,(PA|g, p(S)), YT C NIy

] _ < 0 0 0 0 0
(8) =C max & dy, o oody, g — > reodg,ndy 0 =T
’ keNI\T +

para todo S C PA|g.

2. En cada actividad se agrega mediante la suma, el valor obtenido en todos los caminos

a los que pertenece.

Este método busca la justicia en ambos repartos en funcion de la teoria de juegos,
concretamente en funcién del valor de Shapley. A continuacién se introduce un ejemplo y

las propiedades que cumple la regla definida.
EJEMPLO 4.6 Dado el problema CPERT definido en el ejemplo 4.4, en el primer paso:

5 1
f7r1: Yy f7T2:§

2

En el sequndo paso:

= En el reparto en el camino my,

y fB=2

N =

fa=
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n En el reparto en el camino s,

1

1
fA_Z Yy fC_Z

PROPOSICION 4.4 La regla de reparto en dos pasos basado en el valor de Shapley cumple
INP, BSA y BPA y no cumple DAPA, IPN, UIS, UPS, MD, SE, NMS y NAS.

DEMOSTRACION  La demostracién es directa para todas las propiedades excepto el in-
cumplimiento de las propiedades M D, NM S y N AS. Este incumplimiento se ve en el ejemplo
4.10. O

OBSERVACION 4.4 En funcién del corolario 1.1, que establece la relacion entre la regla se-
cuencial y el valor de Shapley, el primer paso de las dos reglas definidas en Bergantirios y
Sdnchez (2002¢)[4] es el mismo.

4.4. Reglas basadas en el CAW

En esta seccién se aborda el problema C'PERT mediante la metodologia del reparto
secuencial. Mds concretamente, mediante la modelizacién del problema CPERT como un

problema C'AW y la posterior utilizacion de la regla secuencial ponderada, £%%.

En esta seccién se comienza modelizando el problema C'PERT como un problema CAW.
Se contintia verificando las propiedades en el problema CPERT de la regla secuencial pon-
derada en funcién de unos pesos, £%". Finalmente se determinan dos pesos con buenas

propiedades.

Para poder aplicar la regla secuencial ponderada, £%", primero es necesario modelizar
el problema CPERT como un problema CAW. En esta modelizacién, los agentes son las
actividades retrasadas, las peticiones de cada agente son el retraso maximo de alguno de los
caminos a los que pertenece, la funcién de costes es la del problema CPERT y la funcién de

agregacién es el maximo. Formalmente:
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Para todo (PE,e,b,C) € CP se define el problema (N, q,C,a,w) € CAW, donde:

» N=N*"={1,...,n} es el conjunto de actividades retrasadas de la red PERT.

» ¢ = (q1,...,qn) es el vector de demanda, donde la demanda de la actividad i es el

retraso maximo en los caminos en los cuales la actividad i estd presente.

. ( 0
;=max< 0, mix d, -—T
% { 77r€PA, icw }

s (' es la funcién de costes en el problema CPERT.
= aq) = méxien gi-

» w=(wi,...,wy) >0 es el vector de pesos.

Se puede ver que la seleccién del vector w, determina las propiedades de la regla secuencial

ponderada, &%,

A continuacion se presentan las propiedades de la regla £ en funcién del peso definido.

PROPOSICION 4.5 Dados los problemas CPERT, (PE,e,b,C) € CP" y (PE*, ¢*,b*,C) €
CP™ definidos bajo subdivision, modelizados como dos problemas CAW, (N,q,C,a,w) €
CAW™ y (M, q*,C,o,w*) € CAW™, si w; = wy + Eje(N\M) w; yw =w;, Vie M\{k},
entonces la regla £ cumple las propiedades NMS y NAS.

*

DEMOSTRACION  La demostracién es directa porque Vj € {k} U (N\M), ¢; = g y
VjeM,q =q;. d

PROPOSICION 4.6 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP"™, modelizado como el
W )

problema CAW, (N,q,C,a,w) € CAW", §i " < Q, Vi € N* donde N* =
Zje{hi,...,n} wj 4

{i € N, ¢ >0} y h' = min{j €N, q; = i}, entonces la regla £ cumple la propiedad
DM.
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DEMOSTRACION

)
Wy

§§,w(N7q7C’ a7w) = —(Qk - Qkfl) <
’ k=1 ZjG{k,.‘.,n} wy
z g = U <l
— 1 = (2
Zye{h% oy Wi — Zje{hi,...,n} wy qi

g

Por la proposicién 1.2, se muestra que para cualquier problema C AW, la regla £%% pertenece
al corazon del juego asociado. En el siguiente corolario se traslada este resultado al caso de

los problemas CPERT.

COROLARIO 4.1 Dado (PE,e,b,C) € CPY un problema CPERT modelizado como el pro-
blema CAW, (N,q,C,a,w) € CAW™, la regla £ es el valor de Shapley ponderado y

pertenece al corazon del juego de costes:

c(S) = méx{() méx d2 — }, VS C N.
TI'EPA‘S

Donde PA|g ={m € PA, Snnm # 0}

En redes paralelas, las reglas en dos pasos tienen una interpretacién directa, dado que en
este tipo de redes no existe interaccion entre los caminos. La regla definida anteriormente, se

puede interpretar como una regla en dos pasos cuando la red es paralela. Formalmente:

DEFINICION 4.1 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP", se define la regla en dos
pasos donde:

1. El primer paso es la regla de reparto £° para el problema CA, (N,q,C,a) € CAW™
donde N ={r € PA, d>>T}, ¢ =d) —T, Vi € N y a(q) = méx;en ¢;- Con esto se

asigna el coste entre los caminos retrasados.
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2. En el sequndo paso, el reparto de coste entre las actividades retrasadas pertenecientes

al camino, se realiza de forma proporcional a w;.

PROPOSICION 4.7 Dado un problema CPERT paralelo, (PE,e,b,C) € CP"™, modelizado
como un problema CAW , (N,q,C,a,w) € CAW™, si Zwi =1, Vm € PA entonces la regla

sy
E5Y es la regla en dos pasos definida anteriormente.
DEMOSTRACION  Se consideran los caminos ordenados 7y, ..., T, tal que d?rk < d?rkﬂ,
Vk e {1,...,p—1}y1,...,u; las actividades pertenecientes a 71,u;+1, ..., us las actividades
pertenecientes a 7o, ...,up—1 +1,...,u, las actividades pertenecientes a m,. Entonces:
i w
&;ﬂu(Na q, C,Oﬁ,U/) = —Z(C(Qk) - C(Qk—l)) (41>
1 Zje{k,...,n} wj
Se sabe que C(q1) = -+ = C(qu;); -+ C(qu,_,+1) = - - - = C(qu,); entonces, si se asume que
i € m y se denota ug =0, ¢y =0y d?ro =T, siguiendo la férmula (4.1):
l
Wy
(Cqur) = Clqu_1)- (4.2)

k=1 Zje{uk_l—i-l,...,up} 'UJ]

Como la red CPERT es paralela, Zj@r w;j = 1, Vr € PA entonces

Z wj=p+1—k.

je{uk—l+1a-~-7up}

Sustituyendo en la férmula (4.2), se obtiene la solucién en dos pasos descrita anteriormente.

l

V(N q.Crayw) =Y

k=1

Wy

e, - - o, - 1))

Tk Tk—1
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Cdd, —-T)-C(d2,_ —T) w; Lo, —-T)-C(d,_ —T)

l
Th—1
:wi =
; p+1l—Fk EjEﬂEPAhwj; p+1-k

0

Otra de las ventajas de esta regla, es su forma de cédlculo. El siguiente algoritmo, muestra

una forma eficiente de calcular la regla secuencial ponderada descrita.

Algoritmo WSCSCPERT ((G, D),e,C)
Begin
Encontrar el tiempo del camino critico (T') en la red PERT (G, D).
Encontrar el tiempo del camino critico (7°) y la holgura de
las actividades, as®, en la red PERT (G, DV).

0 f7°—T —as? <0
Calcular ¢; =
T — T — as; siTO—T—asZQ>0

Ordenar las actividades tal que (q(l), e ,q(n))

Calcular w;, Vi € N.

Calcular £(N, q,C, a,w) = bl (C(qr) — C(qr-1))-

=1 Zje{k,...,n} wy
End

La complejidad del algoritmo anterior es O(n?+C,,), siendo C, la complejidad de cémputo
de w. Por supuesto, si w es computable en tiempo polinomial, entonces el algoritmo es poli-

nomial. El valor de g; es el calculado por el algoritmo anterior:

;= méx{0, max d? — T} = max{0,7° —T° + méx d> —T
K X 7r€P.21(' T } x{ weP,? 4 }

li li

= max{0,7° — min S° — T} = méx{0,7° — as) — T}
mTePA|;
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A lo largo de esta seccién, se han analizado las diferentes propiedades para la regla
& (N,q,C, o, w) del problema CAW modelizado desde un problema C PERT para cualquier

vector de pesos w.

4.4.1. Eleccion del vector de pesos

En esta seccién, se propone dos vectores de pesos que puede ser interpretado como la
influencia de las actividades en el retraso total del proyecto. En este caso particular, se
considera que la influencia en el coste de cada actividad sélo tiene en cuenta el vector de
retrasos r. Entonces se asume que la influencia (w) sélo depende del vector de retrasos R.
Para esta situacién, este vector de pesos puede ser caracterizado en problemas CPERT en

redes paralelas.

PROPOSICION 4.8 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,,C) € CP™ en una red paralela
modelizado como el problema CAW (N,q,C,a,w) € CAW™. El inico vector w que depende

solo del vector de retrasos r y cumple las condiciones de las proposiciones 4.5, 4.7 es:

re
Wl = ——— donde {1} = PA|;.
ZjEﬂ' ]

DEMOSTRACION Dado (PE,e,b,C) € CP™ un problema CPERT en una red paralela
modelizado como el problema CAW (N,q,C,a,w) € CAW™. Para cada camino 7 € PA
se considera el problema de bancarrota (N7, ¢, FE), donde N™ =7, ¢; = Vieny E=1
(E = 1, por la condicién de la proposicién 4.7). En De Frutos (1999)[13] se prueba que la

unica regla para un problema de bancarrota (N, ¢, E) que cumple la propiedad NM es la
Ci

ZjeN ¢

Siguiendo este resultado y teniendo en cuenta que w” es una solucién del problema de

regla proporcional, i.e.

bancarrota (N7, ¢, E) que cumple la propiedad NM (por la condicién de la proposicién 4.5),

la proposicion queda demostrada. O
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Una extensién natural para el peso w” para un problema CPERT general es

w, = mix "
i —_— ~ .
7T€PAl|Z' ZjEW T'j

Siendo PA’ |; el conjunto de caminos en los que la actividad i esta presente y tiene méximo

retraso, i.e. PA'|; = {r € PA|;, d® = RIES S d?r,} .

Los pesos w; pueden ser vistos como el impacto causado por el retraso de la actividad ¢
en sus caminos de maximo retraso. Se consideran los caminos con méximo retraso, porque el
coste de la red PERT depende s6lo de estos caminos. En el caso en el cual mas de un camino

tenga maximo retraso, se tomard el camino con mayor peso.

La siguiente propiedad estudia como el vector de pesos w, previamente definido, cumple

las condiciones de las proposiciones 4.5, 4.6 y 4.7.

PROPOSICION 4.9 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP", modelizado como el
problema CAW, (N,q,C,a,w") € CAW™ cumple las condiciones de las proposiciones 4.5,
4.6y 4.7.

DEMOSTRACION Las demostraciones de que w cumple las condiciones 4.5 y 4.7 es directa.

T
G < -1, Vi e N se demuestran primero las siguientes dos inecua-

djeihi o} Wi T i

Para ver

ciones:

= Se denota, PA'={r € PA, d> =T° y PA" ={re PA", er max Zr]}

]671' jeﬂ'

"
vm e PA E w; = E E
1ET zEw maX TJ 1ET E :TJ
JET
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entonces Z w; > 1,donde h =min{j € N, ¢; = TO}.
je{h,....,n}

= Ademds, Vr € PA tal que d2 —T >0, er > d?T —-T.
je™

Uniendo las dos inecuaciones anteriores se tiene:

T
w! i
i < ' = v

'S .
< Wi # <
r o r ? z. . - A'
E w; E w; min E T q;

je{hi, .} je{h,.n} TE€PA; jen

OBSERVACION 4.5 Si el peso es w”, el sequndo paso de la regla en dos pasos en redes PERT

paralelas, es proporcional a ;. Este sequndo paso es usado en la regla en dos pasos definida

en Branzei et al. (2002)[6].

Para todo problema CPERT, el peso w" puede ser calculado en tiempo polinomial. Mas
concretamente, la complejidad en el peor de los casos es O(n?). Asi pues, la complejidad del
calculo de la regla 5% aplicada al problema CPERT es O(n?), siendo n el nimero de las
actividades de la red PERT'. Para calcular w; primero se debe asignar el camino, entre los
que ¢ pertenece, en el cual recibe el mayor retraso, y luego determinar el camino con menor

suma de retrasos. El siguiente algoritmo calcula w".
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Algoritmo Pesos ((G, D), e, C)
Begin
Do para todo ¢ € N.
Begin
Encontrar la holgura de las actividades, as%?, en el PERT(G, D)
donde D% = (dY,...,d? |, M, dgﬂ, ...,d%) y M grande
Encontrar el tiempo del camino critico, 7%, en el PERT (G| i, —R™| 4:)
donde: A" = {k € N, asg’i =0} y G| i es el subgrafo

restringido a las subconjunto de actividades A?.
r_ _Ti
Calcular w; = —T0i

End
End

En la siguiente observacién se presenta una familia mas general de pesos que cumplen las

condiciones pedidas en las proposiciones 4.5, 4.6 y 4.7.

OBSERVACION 4.6 Dado (PE,e,b,C) € CP™ un problema CPERT modelizado como el
problema CAW, (N,q,C,a,w?) € CAW™ donde w} = A wl + (1 —\) w! , A € [0,1], w} =
T ’ .

‘ i r . T . ..
mix =—— yw; = mn <——, cumple las condiciones de las proposiciones 4.5,
TEPA'|; ZjEW ] TePA|; ZjETF Ty
4.6y 4.7.

EJEMPLO 4.7 N = {A,B,C}; P = {{A,B};{A,C}}; d = (5,5,10); R' = (1,4,1); R? =
(1,6,1).
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Figura 4.5: Red del ejemplo 4.7.

La actividad A, si se toma R = R', hay sdlo un camino de mdzimo retraso, PA/|A =
{A,C}. En este caso, el peso de A es 0,5. Por otro lado, si se toma R = R2, hay dos caminos

’ T
con mdzimo retraso, PA' |4 = {{A, B},{A,C}} con ———— igual a = y — respectivamente.
ZjEﬂ' ’I“j 7 2

Como se ha visto en el observacion anterior, el peso de la actividad A puede pertenecer a
11
[7’ 2}

La observacién anterior da una posible familia de pesos deseables dependiendo del valor
de A. Aunque esta propiedad enriquece el modelo desde un punto de vista matematico, el
enfoque de este trabajo propone que el peso de una actividad (que representa el impacto
causado por el retraso en el camino de méaximo retraso al cual pertenece) no debe decrecer
porque la actividad pertenezca a varios caminos de méximo retraso. Teniendo en cuenta esto,

el tnico peso de la familia que cumple esta condicién es el maximo, que se alcanza con A = 1.

A continuacién se introducen las propiedades de las reglas definidas para el problema

CPERT.

PROPOSICION 4.10 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP™, modelizado como
un problema CAW, (N,q,C,a,w) € CAW™, con peso w = w", la regla £>* cumple las
propiedades INP, IPN, BSA, BPA, MD, NMS, NAS, UPS si N* = N** y no cumple
las propiedades DAPA, UIS y SE.

DEMOSTRACION A la vista de lo indicado en las proposiciones 4.5, 4.6 y 4.9, las de-

mostraciones son directas. O
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Para cumplir la propiedad UIS, se puede repartir la holgura aplicando una solucién del

problema SPERT que cumpla la propiedad PO, creando una red PERT critica.

PROPOSICION 4.11 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP", modelizado como un
problema CAW, (N,q,C,a,w) € CAW™, con peso w = w", la regla £ aplicada sobre
redes PERT criticas, cumple las propiedades INP, IPN, BSA, BPA, UIS, MD, UPS
st N* = N* y NMS y NAS si la regla de reparto cumple estas mismas propiedades y no
cumple las propiedades DAPA y SE.

DEMOSTRACION La demostracién es directa teniendo en cuenta la proposicién 4.10. [

OBSERVACION 4.7 Se puede definir otro peso que cumpla las condiciones de las proposiciones
4.5y 4.6 y sea interpretable como una regla en dos pasos en redes paralelas. Este peso permite
que solo las actividades criticas en la ejecucion del proyecto sean penalizadas. Formalmente:

()

s {w;" si PA'|; # 0,

w; = w; =
0 en otro caso

A continuacion se introduce la regla en dos pasos que da la misma solucion que la regla
E5Y con el peso definido.

DEFINICION 4.2 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP™, se define la siguiente
regla en dos pasos

1. El primer paso asigna valor 0 a los caminos no criticos en la ejecucion, i.e. m € PA\

PA', y valor ‘P}MC’(TO —T) a los caminos de PA'.

2. En el sequndo paso, el reparto de coste entre las actividades retrasadas pertenecientes
+

al camino, se realiza de forma proporcional a r;" .

PROPOSICION 4.12 Dado un problema CPERT, (PE,e,b,C) € CP™, modelizado como
un problema CAW, (N,q,C,a,w) € CAW™, con peso w = w*, la regla £ cumple las

propiedades INP, IPN, BSA, BPA, MD, NMS, NAS y no cumple las propiedades DAPA,
UIS, UPS y SE.
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DEMOSTRACION  Es directa teniendo en cuenta la proposicién 4.10. ]

Para cumplir la propiedad UIS, se puede repartir la holgura aplicando una solucién del

problema SPERT que cumpla la propiedad PO, creando una red PERT critica.

PROPOSICION 4.13 Dado un problema CPERT, (PFE,e,b,C) € CP", modelizado como un
problema CAW, (N, q,C,a,w) € CAW™, con peso w = w", la regla €% aplicada sobre redes
PERT criticas, cumple las propiedades INP, IPN, BSA, BPA, UIS, MD y NMS y NAS
si la regla de reparto cumple estas mismas propiedades y no cumple las propiedades UPS,
DAPA y SE.

DEMOSTRACION  Es directa teniendo en cuenta la proposicién 4.11. O

4.5. Comparacién

En esta seccién se presenta desde distintos puntos de vista la comparacion de las reglas

presentadas a lo largo de este capitulo. Los tres enfoques realizados son:

= En funcién de las propiedades.
= En funcién de la complejidad.

» Mediante ejemplos significativos.

La notacién usada es:

» P para la regla proporcional del problema de bancarrota (Branzei et al. (2002)[6]).

» P? para la regla proporcional del problema de bancarrota resultante de repartir la

holgura con la regla Q" con peso w; = d; (Branzei et al. (2002)[6].

= P" para la regla proporcional del problema de bancarrota resultante de repartir la

holgura con la regla Q" con peso w; = b; — a; (Branzei et al. (2002)[6].
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» R2 para la regla en dos pasos basada en los retrasos (Branzei et al. (2002)[6].

» 52 para la regla en dos pasos basada en el reparto secuencial (Bergantifios y Sénchez

(2002¢)[4)).

= Sh2 paralaregla en dos pasos basada en el valor de Shapley para el juego (N**, c(pg r)(S5))
(Bergantinos y Sanchez (2002c)[4]).

= SC! para la regla €% con w = w" aplicada al problema original.

= SC'? para la regla €% con w = w" aplicada al problema resultante de repartir la

holgura con la regla Q* con peso w; = d;.

» SC'" para la regla €5% con w = w" aplicada al problema resultante de repartir la

holgura con la regla Q* con peso w; = b; — a;.
» SC? para la regla £5% con w = w* aplicada al problema original.

» SC? para la regla £ con w = w® aplicada al problema resultante de repartir la

holgura con la regla Q* con peso w; = d;.

» SC?" para la regla €% con w = w* aplicada al problema resultante de repartir la

holgura con la regla Q% con peso w; = b; — a;.

4.5.1. En funcion de las propiedades

Con anterioridad, en las proposiciones 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 se han
estudiado las diversas propiedades para cada una de las reglas, con lo que esta seccién se

limitard a resumir en la tabla 4.5, toda esa informacion.
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Cuadro 4.5: Cumplimiento de propiedades

P | P P | R2| 82, Sh2 | SC' | sC'd, sCl" | SC? | SC?, SC?
DAPA | /
INP v v | v v v v
PN | V| Y, Y, v v
BSA | V| v | V| Vv |V Y, v v
BPA | V| v | V| Vv |V v v v
UIS vV vV vV
UPS | V| Y v
SE
NS | V| V|V v v v v
NAS | V| V|V v v v v
v V| v v v v

Se pueden extraer varias conclusiones:
= Las reglas en dos pasos no cumplen la propiedad M D y por lo tanto pueden imputar
un coste superior a su retraso en problemas cuya funcién de coste es la identidad.

= Sélo las reglas en las que se ha realizado un reparto previo de la holgura cumplen la

propiedad UIS.

= las reglas SC% y SC" son las tnicas presentadas que cumplen UIS, UPS, NMS y
NAS.

= La eleccién entre las reglas SCT, SC' y SC" 0 SC?, SC?? y SC?" se debe realizar en

funcién de la conveniencia o no del cumplimiento de la propiedad UPS.

4.5.2. En funcion de la complejidad.

La complejidad de las distintas reglas es:

= La regla P, SC' y SC? son computables en tiempo polinomial en el peor de los casos.
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» Las reglas P?, P", SC'?¢ SC'", SC?* y SC?", son calculables en tiempo polinomial en
media, dado que el reparto de la holgura mediante la regla Q" con peso d; o b; — a;

tiene esa complejidad.

» Las reglas en dos pasos R2, S2 y Sh2 son computables en el peor de los casos en tiempo
exponencial, dado que es necesario enumerar todos los caminos retrasados en el PERT

ejecutado.

Por 1ltimo, se debe hacer notar que toda regla que no cumpla la propiedad IPN, ten-
dra una complejidad elevada, dado que al depender del ntimero de caminos es muy probable

que sea necesario en algiin momento de su calculo, realizar la enumeracion de ciertos caminos.

4.5.3. Mediante ejemplos significativos.

En esta seccién se presentan diversos ejemplos ilustrativos que muestran las irregulari-
dades en determinadas situaciones reales generadas por la utilizacién de alguna de las reglas.

En todos los ejemplos se supone que C(z) =z V z € Ry que b; = max e;.
{jePredIm(z; 1)}

Irrelevancia de las duraciones

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la duracién de las actividades.

EJEMPLO 4.8 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP™ donde N = {A,B,C}; A ~
5(0,1,2), B ~ £(999,1000,1001), C' ~ B(11000,1101,1102), PA = {{A,B},{C}}; D =
(1,1000,1101) y R = (1,100, 0), se muestra en la tabla 4.6 que las diferencias en las duraciones
s6lo son consideradas por las reglas P%, SC? y SC?,
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A 1] B [1000]
C [1101]

Figura 4.6: Red del ejemplo 4.8.

Cuadro 4.6: Reparto del ejemplo 4.8.

P;R2;SCY; SC? | P%, SC', SC?% | Pr;S2; SC"; SC? | Sh2
fa 0.01 0.9 0 0.5
/B 0.99 0.1 1 0.5
fo 0 0 0 0

Comportamiento ante la dispersién.

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran la dispersién de las actividades.

EJEMPLO 4.9 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP" donde N = {A,B,C}; A ~
5(0,100,200), B ~ 550,100, 150), C ~ 5(300, 350, 400), PA = {{A, B}, {C}}: D = (100, 100,

350) y R = (100,100, 0), se muestra en la tabla 4.7 que sélo las reglas P", SC'" y SC?" con-

sideran en su solucién la dispersion de la duracién de las actividades.

A0 B[00

P—

C [350]

Figura 4.7: Red del ejemplo 4.9.
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Cuadro 4.7: Reparto del ejemplo 4.9.

P: P%: R2: §2; Sh2; SC'; SC': §C?%, SC? | pr;SC"; SC?
fa 25 0
/B 25 50
Jc 0 0

Variacién producida por subdivision.

Este ejemplo ilustra que no todas las reglas consideran las subdivisiones de las actividades.

EJEMPLO 4.10 Dado los problemas CPERT (PE,e,b,C) € CP™ donde N = {A, B,C,D};
PA={{A,B,C},{A,D}}; D=(2,1,1,2) y R = (2,2,4,2),y (PE*,e*,b*,C) € CP™ donde
M = {A,B,D}; PA* = {{A,B},{A,D}}; D* = (2,2,2) y R* = (2,6,2) se muestra en las
tablas 4.8 y 4.9 que las reglas S2 y Sh2 varian ante las subdivisiones. Esta situacion puede
llevar a que redes similares en la realidad, tengan soluciones distintas, tinicamente por el

planteamiento realizado.

Al2] D [2]

Figura 4.8: Red del ejemplo 4.10 sin subdivisiones

Figura 4.9: Red del ejemplo 4.10 con subdivisiones
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Cuadro 4.8: Reparto en el ejemplo 4.10 sin subdivisiones

p;PLPr | R2 | 82 | Sh2 | SC% SC*; S0 | SO SCM SO
fa | 16/11 |32/13|5/2] 2 2 8/7+24/23
fo | 48/11 | 48/13| 4 | 9/2 6 15/7+45/23
fo | 24/11 | 24/13 | 3/2 | 3/2 0 12/7

Cuadro 4.9: Reparto en el ejemplo 4.10 con subdivisiones

P;pP4 P | R2 S2 | Sh2 | SC?.80%, Sc? | SCt.sCt, sClr
fa | 16/11 | 32/13 | 13/6 | 29/12 2 8/7424/23
fs | 16/11 | 16/13 | 7/6 | 17/12 2 5/7+15/23
fo | 32/11 | 32/13 | 19/6 | 32/12 4 10/7+30/23
fo | 24/11 |24/13 | 9/6 | 18/12 0 12/7

Inestabilidad de las soluciones.

Los siguientes ejemplos ilustran que no todas las soluciones son estables, menores cambios

introducidos en el problema causan importantes cambios en las soluciones.

EJEMPLO 4.11 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP"™ donde N = {A,B}; A ~
£3(0,2,4), B ~ 3(0,2,4), PA = {{A},{B}}; D=(2,2) y R=(1,1), la solucién de todas las
reglas es igual, como se puede ver en la tabla 4.10, sin embargo con sélo variar levemente el
vector de retrasos R* = (1, (1 4 ¢)) las reglas SC2, SC?? y SC? varfan notablemente.

A [2]
B 2]

Figura 4.10: Red del ejemplo 4.11.
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Cuadro 4.10: Reparto en el ejemplo 4.11 sin variacién.

P: P4 Pr: R2: §2; Sh2; SC*; SCY. SC1T. SC2%; SC?d: SC?r

fa
fB

0.5
0.5

Cuadro 4.11: Reparto en el ejemplo 4.11 con variacién

P;Pd;PT;RQ;SQ;Sh?;SCl;SCld;SC” SCQ;SCQd;SC’Q’"

fa
/B

0.5 0
0,5+¢€ 1+e¢

EJeEmMPLO 4.12 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP™ donde N = {A,B}; A ~
£(101,100,102), B ~ 3(0,1,2), PA = {{A},{B}}; D = (100,1) y R = (99,99), en la tabla
4.12 se presenta la solucién de las distintas reglas, sin embargo con sélo variar levemente el

vector de retrasos R* = (99, (99+¢)) la regla R2 varfa notablemente. Notar que con el primer

vector de retrasos la tnica regla que imputa coste a la actividad B es la proporcional, esto

se debe al cumplimiento de la propiedad DAPA.

ATTO0)
"

Figura 4.11: Red del ejemplo 4.12.

Cuadro 4.12: Reparto en el ejemplo 4.12.

P Pd; P R2:52; Sh2; SC: SCld; SClr. SC?: SC’Qd; SC?r
fa | 99/2 99
fB | 99/2 0
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Cuadro 4.13: Reparto en el ejemplo 4.12 con la variacién

P; R2 pd. pr S2; Sh2; SCt; scld. sClr | SC?; SC?d, SC?r
fa 99*99/198+-¢ 99*99/99+-¢ 99-¢/2 99
B | 99%(99+¢€)/198+€ | 99 x €/99+¢ €/2 0

Irrelevancia del nimero de caminos

El siguiente ejemplo ilustra que las reglas R2, S2 y Sh2 tienen una gran dependencia del

numero de caminos.

EJEMPLO 4.13 Dado el problema CPERT (PE,e,b,C) € CP" donde N = {A, B1,..., B18}
A~ (3(5,6,7), B; ~ 3(0,1,2), PA definidos en la red D = (6,1,...,1) y R=(6,1,...,1), la
solucion de las reglas que enumeran los caminos tienen una alta dependencia de ello, como
se muestra en la tabla 4.14. FEsto se debe a que cada actividad B; pertenece a 729 caminos y

la actividad A sélo a un camino.

Figura 4.12: Red del ejemplo 4.13.

Cuadro 4.14: Reparto en el ejemplo 4.13.

P; Pd; pr.Ssct, SC’ld; SClr. SC?: SCQd; SC?r R2;52; Sh2
fa 1.5 6/730=0.00816
/B, 0.25 (6*729)/(730*%18)=0.33288
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Estimacion del valor de Shapley

Algunas de las soluciones propuestas para resolver el problema APERT, Sh®, Sh™ y Sh°,
estan basadas en el cdlculo del valor de Shapley del correspondiente juego asociado. El calculo
exacto del valor de Shapley tiene una complejidad exponencial (Shapley (1953)[27]), dado que
hay que calcular la contribucién marginal de un jugador en todas las subcoaliciones de N.
Por este motivo, para la implementacion de estas soluciones en un caso real, donde el calculo
exacto es inviable, es necesario crear una aproximacién al valor exacto que sea computable

en tiempo polinomial y ofrezca una cota para el error de la aproximacion realizada.

El muestreo estadistico permite obtener estimaciones de parametros poblacionales medi-
ante el estudio de los valores de una muestra de esa poblacién. Con este tipo de aproximaciones,

se puede aproximar el valor de Shapley y cualquier semivalor (Castro et al. (2007¢)[11]).

Este capitulo comienza con la exposiciéon de los fundamentos tedricos de dicha aproxi-
macién. A continuacién, se presentan los algoritmos para el cdlculo de esta aproximacién,
tanto para el valor de Shapley como para cualquier semivalor. Por ultimo, se presentan seis
ejemplos donde se aplican los algoritmos anteriormente descritos y se estudia la velocidad de

convergencia y el error cometido en ellos.

199
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5.1. Estimacion de un semivalor

Se define un semivalor, para un jugador 4, como una combinacion lineal convexa de las

contribuciones marginales de ese jugador en los distintos subconjuntos de N \ {i}, es decir:

diw) = D Pu(SU{i}) —v(S)).

SCN\{i}

Donde Vi € N,

n
Z(g—_ll)Ps:L P,>0 y 1 <s<n.
s=1

El problema del calculo del semivalor tiene complejidad exponencial dado que el sumatorio
se debe realizar V S C N\{i}. Por ello, se estimard el semivalor, para cada jugador ¢, mediante

muestreo aleatorio de las subcoaliciones contenidas en N \ {i}. Formalmente:

= Se define la poblacién M? = (S, Ss,...,Sm) como el conjunto de los subconjuntos de

N\ {i} siendo m = 271

» El valor de la variable aleatoria en estudio, X?, es la contribucién marginal del jugador

iencada S C N\ {i} (ie. 2%(S) =v(SU{i}) —v(9)).

= El muestreo utilizado es un muestreo aleatorio con reposicién, con probabilidad de
seleccion del elemento k-ésimo de la poblacién (Sk) igual a P, |, de tamaiio muestral

n. Se denota por (S7,S3,...,S";) la muestra seleccionada.

» El pardmetro a estudiar es el semivalor, 6; = 1;(v).

. . i I i
» El estimador es la media muestral, 6; = - ; x'(SE).

En lo sucesivo se nota al elemento k-ésimo de la poblacién (Sg) por su indice k y a Ps,| por

Py.



Capitulo 5. Estimacion del valor de Shapley 201

PROPOSICION 5.1 En un muestreo aleatorio con reposicion con probabilidad de seleccion del
elemento k-ésimo de la poblacion igual a P, el estimador 0; es insesgado de 1;(v).

DEMOSTRACION  Se define Vk € M?, ), como 1, si k pertenece a la muestra y 0, en otro

Caso.

m m m
1

=S Bl = Y wbnP = Y w0 P = i),
k=1

k=1 k=1

Elf)=E

I~
n Ziﬁz(sk)
k=1

0

PROPOSICION 5.2 En un muestreo aleatorio con reposicion con probabilidad de seleccién del
elemento k-ésimo de la poblacion igual a Py la varianza de 0; es:

2

Varlf;] = U?zi donde o = Z (z'(k) — 0:)*P,  y  60; = i(v).
k=1

DEMOSTRACION

M ()2 M) g
N Z ( (?(l];g) Varleg] + Z 2 (G)z (k) (k)Cov[ej,ek] =

k=1 k#j (n)*
Z (xi(kg)2nPk(1 _ P+ Z M(—HPJ’PQ (5.1)
= (n) o @
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Ademas

2
= @GP (k)P =) (@' () Py)? - (Z IB’(J)PJ)
i#k i=1 =1
=> (@GP -6 (5:2)
j=1
Sustituyendo la segunda expresion en la primera
Varld = 130 @R - LY @mnr+ L3 @i - &
Z n k=1 n k=1 n k=1 n

pero

i (l‘l(k') - HZ)ZPk = i (l‘z(]{?))ZPk — 20i i l‘z(k?)Pk + 912 i Pk =
= k=1

k=1 k=1 k=1

m

Z (x'(k))* Pp — 26,60; + 267 = Z (z'(k))2 Py, — 62
k=1 k=1
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entonces

COROLARIO 5.1 En un muestreo aleatorio con reposicion con probabilidad de seleccion del
elemento k-ésimo de la poblacion igual a Py, el estimador éz es consistente para 1;(v), es
decir, limy, oo P(|0; — 1h5(v)] > €) =0, V e > 0.

COROLARIO 5.2 Si un jugador i es pelele, entonces 0; = ¥;(v) para cualquier tamano mues-

tral.

DEMOSTRACION  Directa teniendo en cuanta que la variable aleatoria X es degenerada.

O
A continuacién se estudia el error cometido mediante esta estimacion

Se puede suponer sin pérdida de generalidad un n muy alto, dado que la estimacién
definida va a ser utilizada en juegos en los que el célculo de v(.S) es polinomial VS C N, y por
lo tanto, la utilizaciéon de un valor alto de n no supone un gasto computacional importante.
Teniendo en cuanta esto, el teorema central del limite y las proposiciones 5.1 y 5.2, se establece

que

0; ~ N(E[6;], Varlb]) = N(;(v), =

R Z2 0%
Entonces el tamano muestral necesario para que la P< 0, —0;| < e) >1—aes,n> 0472261’
e
donde Z, 3 es el valor tal que P(Z > Z,/3) = a/2, siendo Z ~ N(0,1). Es decir, si se toma

Z§/202

. 0; . . .2
un valor de n mayor o igual a 5 entonces el error cometido en la estimacién es menor
e

que e con una probabilidad superior a 1 — .
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Teniendo en cuenta que el valor de Ug_ es desconocido, se acotard su valor para determinar
1

una cota del tamano muestral. Si se define x’ = mix z(S 2 . = min 2*(S
entonces
m i i \2
. €T Tt .
Jg¢ — 2_ : (x’(k) _ 92)2Pk < ( max I mzn)

k=1

Es posible que el clculo de a2t vy mfnm no pueda realizarse en tiempo polinomial, lo que

impide a efectos préacticos calcularlos. En estas situaciones, se puede encontrar una cota mas

general. Se define vy,q; = gné]{[{v(S) Y Umin = gnljr\lf v(S), entonces si el juego es superaditivo
C C

i i

(m'ﬁnm — :cimn) < (Vmaz — Umin) ¥ si el juego no lo es (2}, — 20.i) < 2(Umaz — Vmin)-

5.2. Algoritmos

El célculo de 6; es computable en tiempo polinomial si la seleccién de un subconjunto de
N\ {i} en las condiciones descritas y el célculo de v(S) para cualquier S, son computables en
tiempo polinomial. Si Vinez ¥ Umin son calculables en tiempo polinomial es posible determinar
una cota superior para el error que se estd cometiendo con una probabilidad determinada. El

algoritmo para el calculo de cualquier semivalor es:
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Algoritmo AproxSemivalor
Begin
Para todo ¢ € N hacer
Begin
Determinar n
Cont:=0y 6; =0
Mientras Cont< n
Begin
Obtener un S C N \ {i} de tal forma que la probabilidad
de seleccion del elemento S sea Ps.
Calcular 2%(S) := v(S U {i}) — v(9)
0; := 0; + 21(S)
Cont:=Cont +1

End
End

OBSERVACION 5.1 la seleccion de un elemento de M, se puede realizar en tiempo polinoimial,
para cualquier semivalor, sin mds que seleccionar, con probabilidades (2:11) P, el cardinal
de la coalicion y posteriormente seleccionar, con probabilidades iguales, un subconjunto del

tamano seleccionado.

IN| IN|
Aunque para el valor de Shapley E Z 6;| = v(N), no se puede garantizar que Z 0, = v(N).
k=1 k=1
Por ello, se plantea un algoritmo que garantice esta igualdad para el valor de Shapley, me-

diante la definicién del valor de Shapley como la media de las contribuciones marginales en

todos los posibles ordenes. Formalmente:

» Se define la poblacion M = {O,...,0,,} como el conjunto de las ordenaciones de los

N jugadores, donde m = n!.
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El valor de la variable aleatoria en estudio, X*, es la contribucién marginal del jugador

i en cada orden (i.e. 2/(0) = v(Pre!(0) U {i}) — v(Pre'(0))).

= El muestreo utilizado es un muestreo aleatorio con reposiciéon, con probabilidad de

1 -
seleccion del elemento O; de la poblacién igual a — de tamano muestral n.
n!

» El pardmetro a estudiar es el valor de Shapley, 6; = Sh;(v).

. 1 < .
» El estimador es la media muestral, 6; = — E z*(Oy).
n
k=1

Algoritmo AproxShapley
Begin
Determinar n
Cont:=0y 6; :=0Vie N.
Mientras Cont< n
Begin
Obtener un orden (O) de los jugadores de tal forma que
todos los 6rdenes tengan igual probabilidad.
Para todo ¢ € N hacer
Begin
Calcular Pret(O)
Calcular 2(0) := v(Pret(O) U {i}) — v(Pre*(0))
0; == 0; + 2(0)
End
Cont:=Cont +1

End
6, =% VieN.
End

OBSERVACION 5.2 El algoritmo anterior es eficiente dado que en cada iteracién se reparten

entre los jugadores de un orden, a cada uno el valor de su contribucion marginal, el valor de

v(N).
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OBSERVACION 5.3 Es posible calcular el valor de Shapley ponderado con pesos w, sin mds
que obtener en el algoritmo anterior las ordenaciones con probabilidad,

k

Pu(0) = [[(wow/ Y _ wow)-

k=1 =1

5.3. Ejemplos

En esta seccion se muestran varios ejemplos que ilustran la utilidad del método descrito

para el cdlculo del valor de Shapley.

5.3.1. Juego de votacion simétrico.
Sea el juego (N,v) donde N ={1,...,1000} y ¥ S C N,

1 si|S| > 500,
v(S) =

0 en otro caso.

El valor de Shapley de este juego es 0,001 para cada jugador, dado que son jugadores simétri-
cos. En la tabla 5.1, se puede observar el error maximo cometido para cualquiera de los 1000

jugadores, el error medio y el error tedrico que se puede garantizar para un o = 0,01 teniendo
; i )2

— Ty . .

< 1 min) = T en funcién del niimero de elementos muestreados.

{2
x
en cuenta que ogi < (Tinas

Cuadro 5.1: Errores del juego de votacion simétrico

n 103 104 10° 106 107 108

emaz 0.004 0.001 0.00034 | 0.000106 | 0.000036 | 0.000011
emed | 0.000684 | 0.000252 | 0.000083 | 0.000026 | 0.000008 | 0.000003
Ctesrico | 0.0475 0.015 | 0.00475 | 0.0015 | 0.000475 | 0.00015
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5.3.2. Juego de votacién no simétrico.

Sea el juego (N, v) definido en Owen (1995)[24] para la eleccién del presidente de Estados
Unidos, donde N = {1,...,51} y VS C N,

. > ieN Wi
o[ 1 B B

0 en otro caso

donde w = {wy, ..., ws } = {45,41,27,26,26,25,21,17,17,14,13,13,12,12,12, 11,10, . . ., 10,
——

4 veces
9,...,9,8,8,7,...,7,6,...,6,5,4,...,4,3,...,3}.
S~—— S—— Y Y=
4 veces 4 veces 4 wveces 9 veces 7 veces

El valor de Shapley de este juego y la aproximacion mediante la extensién multilineal de
Owen, se calculan en Owen (1995)[24] y se puede ver en las tablas 5.2 y 5.3, junto con el

valor de la aproximacién presentada en este trabajo con n = 10%.
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Cuadro 5.2: Comparacién con el valor de Shapley en el juego de votacién no simétrico

Jugador | Shapley | Multilineal | Muestreo
1 0.08831 0.08852 0.088257
2 0.07973 0.07976 0.079723
3 0.05096 0.05113 0.050952
4 0.04898 0.04915 0.048959
5 0.04898 0.04915 0.048976
6 0.04700 0.04716 0.047010
7 0.03917 0.03928 0.039199
8 0.03147 0.03157 0.031455
9 0.03147 0.03157 0.031420
10 0.02577 0.02586 0.025759
11 0.02388 0.02396 0.023847
12 0.02388 0.02396 0.023859
13 0.02200 0.02207 0.022037
14 0.02200 0.02207 0.021991
15 0.02200 0.02207 0.022018
16 0.02013 0.02019 0.020128
17 0.01827 0.01833 0.018281
18 0.01827 0.01833 0.018278
19 0.01827 0.01833 0.018277
20 0.01827 0.01833 0.018262
21 0.01641 0.01647 0.016452
22 0.01641 0.01647 0.016417
23 0.01641 0.01647 0.016424
24 0.01641 0.01647 0.016401
25 0.01456 0.01461 0.014572
26 0.01456 0.01461 0.014577
27 0.01272 0.01276 0.012716
28 0.01272 0.01276 0.012716
29 0.01272 0.01276 0.012703
30 0.01272 0.01276 0.012736
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Cuadro 5.3: Comparacién con el valor de Shapley en el juego de votaciéon no simétrico

Jugador | Shapley | Multilineal | Muestreo
31 0.01088 0.01092 0.010905
32 0.01088 0.01092 0.010901
33 0.01088 0.01092 0.010871
34 0.01088 0.01092 0.010888
35 0.009053 | 0.009078 | 0.0090567
36 0.007230 | 0.007243 | 0.0072156
37 0.007230 | 0.007243 | 0.0072248
38 0.007230 | 0.007243 | 0.0072389
39 0.007230 | 0.007243 | 0.0072208
40 0.007230 | 0.007243 | 0.0072332
41 0.007230 | 0.007243 | 0.0072324
42 0.007230 | 0.007243 | 0.0072160
43 0.007230 | 0.007243 | 0.0072478
44 0.007230 | 0.007243 | 0.0072206
45 0.005412 | 0.005431 | 0.0054173
46 0.005412 | 0.005431 | 0.0054107
47 0.005412 | 0.005431 | 0.0054221
48 0.005412 | 0.005431 | 0.0054045
49 0.005412 | 0.005431 | 0.0054231
50 0.005412 | 0.005431 | 0.0054140
51 0.005412 | 0.005431 | 0.0054084

En la tabla 5.4, se puede observar el error maximo cometido para cualquiera de los 51

jugadores, el error medio y el error tedrico que se puede garantizar para un o = 0,01 teniendo
‘ i )2

— Ty .y .

< 1 min) =7 en funcién del ntimero de elementos muestreados.

x/L
en cuenta que oj, < (Tna
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Cuadro 5.4: Errores del juego de votacién no simétrico

n 103 104 10° 106 107 108

€maz 0.00883 | 0.004495 | 0.000969 | 0.000283 | 0.000115 | 0.000053
emed | 0.003104 | 0.001073 | 0.000321 | 0.000082 | 0.00003 | 0.000014
€tesrico | 0.0475 0.015 | 0.00475 | 0.0015 | 0.000475 | 0.00015

Hay que notar que con tamafios de n superiores o iguales a 107, la aproximacién realizada
mediante muestreo estadistico mejora la aproximaciéon multilineal de Owen dado que los

eITores €mazr ¥ emed de la extensién multilineal son 0,00021 y 0,000057 respectivamente.

5.3.3. Juego del aeropuerto.
Sea el juego (N,c) donde N ={1,...,100} y V.S C N,

S) = méx¢;
c(S) méx c;,

Donde ¢ ={¢1,...,c100} ={1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...,4,5,...,5,6,...,6,7,...,7,
—— e — e e e e N —

8 veces 12 wveces 6 veces 14 wveces 8 wveces 9 veces 13 veces

8,...,8,9,...,9,10,...,10}.
—— ———

10 veces 10 wveces 10 wveces
El valor de Shapley de este juego segtin el corolario 1.1, es el valor resultante de aplicar la
regla secuencial. En las tablas 5.5 y 5.6 se muestra el valor de Shapley y el obtenido mediante

la estimacién realizada por el método descrito con n = 108,
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Cuadro 5.5: Comparacién con el valor de Shapley en el juego del aeropuerto

Jug. Shapley Muestreo | Jug. Shapley Muestreo
1 0.01 0.01000240 || 26 0.033369565 | 0.03336215
2 0.01 0.01002122 || 27 0.046883079 | 0.04681264
3 0.01 0.00999404 || 28 0.046883079 | 0.04693904
4 0.01 0.01001061 || 29 0.046883079 | 0.04686664
5 0.01 0.00998937 || 30 0.046883079 | 0.04683868
6 0.01 0.01000476 || 31 0.046883079 | 0.04688131
7 0.01 0.01000974 || 32 0.046883079 | 0.04694949
8 0.01 0.00998920 || 33 0.046883079 | 0.04686780
9 0.020869565 | 0.02086825 || 34 0.046883079 | 0.04687685
10 0.020869565 | 0.02086269 | 35 0.046883079 | 0.04681076
11 0.020869565 | 0.02085620 || 36 0.046883079 | 0.04693215
12 0.020869565 | 0.02087864 | 37 0.046883079 | 0.04683531
13 0.020869565 | 0.02089870 || 38 0.046883079 | 0.04687293
14 0.020869565 | 0.02086929 || 39 0.046883079 | 0.04688354
15 0.020869565 | 0.02089350 || 40 0.046883079 | 0.04686851
16 0.020869565 | 0.02087001 | 41 0.063549745 | 0.06363301
17 0.020869565 | 0.02086078 || 42 0.063549745 | 0.06354695
18 0.020869565 | 0.02085292 || 43 0.063549745 | 0.06358871
19 0.020869565 | 0.02085290 || 44 0.063549745 | 0.06351779
20 0.020869565 | 0.02087947 || 45 0.063549745 | 0.06346493
21 0.033369565 | 0.03335218 || 46 0.063549745 | 0.06350608
22 0.033369565 | 0.03335009 || 47 0.063549745 | 0.06354124
23 0.033369565 | 0.03339154 || 48 0.063549745 | 0.06356064
24 0.033369565 | 0.03329275 || 49 0.082780515 | 0.08280608
25 0.033369565 | 0.03338934 | 50 0.082780515 | 0.08276462
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Cuadro 5.6: Comparacién con el valor de Shapley en el juego del aeropuerto

Jug. Shapley Muestreo | Jug. Shapley Muestreo

51 0.082780515 | 0.08284313 || 76 0.139369662 | 0.13940729
52 0.082780515 | 0.08268617 || 77 0.139369662 | 0.13934942
53 0.082780515 | 0.08276607 || 78 0.139369662 | 0.13951629
54 0.082780515 | 0.08285130 || 79 0.139369662 | 0.13936278
55 0.082780515 | 0.08290920 || 80 0.139369662 | 0.13935631
56 0.082780515 | 0.08279981 | 81 0.189369662 | 0.18945158
57 0.082780515 | 0.08277814 || 82 0.189369662 | 0.18946746
58 0.106036329 | 0.10594986 | 83 0.189369662 | 0.18939991
59 0.106036329 | 0.10600076 | 84 0.189369662 | 0.18936684
60 0.106036329 | 0.10592028 || 85 0.189369662 | 0.18945528
61 0.106036329 | 0.10605632 | 86 0.189369662 | 0.18939632
62 0.106036329 | 0.10598094 | 87 0.189369662 | 0.18929814
63 0.106036329 | 0.10627204 || 88 0.189369662 | 0.18936075
64 0.106036329 | 0.10611809 || 89 0.189369662 | 0.18925926
65 0.106036329 | 0.10614854 | 90 0.189369662 | 0.18938667
66 0.106036329 | 0.10605967 | 91 0.289369662 | 0.28941387
67 0.106036329 | 0.10604222 | 92 0.289369662 | 0.28922169
68 0.106036329 | 0.10618083 || 93 0.289369662 | 0.28929850
69 0.106036329 | 0.10598174 | 94 0.289369662 | 0.28949639
70 0.106036329 | 0.10612261 || 95 0.289369662 | 0.28946205
71 0.139369662 | 0.13937247 | 96 0.289369662 | 0.28920360
72 0.139369662 | 0.13923064 | 97 0.289369662 | 0.28943995
73 0.139369662 | 0.13934868 || 98 0.289369662 | 0.28930091
74 0.139369662 | 0.13927767 | 99 0.289369662 | 0.28926759
75 0.139369662 | 0.13934098 || 100 | 0.289369662 | 0.28925455

En la tabla 5.7, se puede observar el error maximo cometido para cualquiera de los 100

jugadores, el error medio y el error tedrico que se puede garantizar para un a = 0,01 te-

niendo en cuenta que g, <

muestreados.

2 < (xinax

— !

4

min)2 _

102

—— = 25, en funcién del nimero de elementos

4
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Cuadro 5.7: Errores del juego del aeropuerto

n 10® | 10t | 105 | 100 | 107 | 108 |
emaz | 0.06663 | 0.03726 | 0.00621 | 0.00191 | 0.00064 | 0.00024
emea | 0.01441 | 0.00535 | 0.00121 | 0.00048 | 0.00015 | 0.00005
Creorico | 031 | 0.008 | 0.031 | 0.0098 | 0.0031 | 0.00098

5.3.4. Juego de los zapatos.
Sea el juego (N,v) donde N ={1,...,100} y VS C N,

v(S) = min{[Sizq|, | Saer|}

Donde |S;z4| es el nimero de zapatos del pie izquierdo, siendo los primeros 50 jugadores
poseedores de un zapato del pie izquierdo y |Sge,| es el nimero de zapatos del pie derecho,

siendo los ultimos 50 jugadores poseedores de un zapato del pie derecho.

1
El valor de Shapley de este juego por simetria es: Sh; = 3 Vi € N. En la tabla 5.8,
se puede observar el error maximo cometido para cualquiera de los 100 jugadores, el error

medio y el error teérico que se puede garantizar para un o = 0,01 teniendo en cuenta que

7 ) 2
T — b . ., .
O-gi < (ma min) = —, en funcién del ntimero de elementos muestreados.

4 4

Cuadro 5.8: Errores del juego de los zapatos

n 103 104 10° 106 107 108

emaz 0.046 | 0.01285 | 0.00285 | 0.001265 | 0.000355 | 0.0001255
emea | 0.01095 | 0.00385 | 0.00095 | 0.00031 | 0.000115 | 0.000035
€resrico | 0.031 | 0.0098 | 0.0031 | 0.00098 | 0.00031 | 0.000098




Capitulo 5. Estimacion del valor de Shapley 215

5.3.5. Juego del arbol de recubrimiento minimo.

Sea el juego de coste (N, ¢) y un grafo valorado G = (NU{0}, A), donde N = {1,...,100},

la valoracion del arco (i, j) es

1 si(i=j+1lo(i=j—1)o(i=1yj=100)0 (j=1ei=100)
Cij:=1{ 101 sii=00j=0

o0 en otro caso

yV S C N, ¢(S) = Arbol de recubrimiento minimo del grafo G|sufoy, donde Glguqoy es el

grafo restringido a los jugadores de S y al nodo fuente.

El valor de Shapley de este juego por simetria del grafo es: Sh; =2, Vi € N. En la tabla
5.9, se puede observar el error maximo cometido para cualquiera de los 100 jugadores, el

error medio y el error tedrico que se puede garantizar para un o = 0,01 teniendo en cuenta

io—axh )2 100 — (—98))?
que Ugi < (Tina 43:”“”) = ( i ) = 9801, en funcién del nimero de elementos
muestreados.

Cuadro 5.9: Errores del juego del arbol de recubrimiento

no [ 10% | 10t | 105 | 108 | 107 | 108 |
emaz | T | L7 | 0625 02024 0.079 |0.0214
Cmed | 2454 | 0.5982 | 0.1864 | 0.0624 | 0.024 | 0.0066
Creirico | 6.14 | 1.96 | 0.614 | 0.196 | 0.0614 | 0.0196

5.3.6. Juego APERT.

Sea el juego (N,v(pg,p)) definido en la seccién 3.1.2 donde (PE,e,b,B) € AP", N =
{A,B1,...,B18}, A ~ (3(5,6,7), B; ~ (3(0,1,2), PA el conjunto de caminos completos
definidos en la red, D = (6,1,...,1), R=(6,1,...,1) y B(z) =2 Yz € R.
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Figura 5.1: Red del ejemplo.

El valor de Shapley de este juego por simetria es: Sh; = —0,5 si i es una de las actividades
BjVj=1,...18y Sh; = —1,5 si i = A. En la tabla 5.10, se puede observar el error maximo

cometido para cualquiera de los 19 jugadores, el error medio y el error teérico que se puede
i 32 g2
mzn) - 9’ en

4 4

(3
max

garantizar para un « = 0,01 teniendo en cuenta que Ggi < (

funcién del nimero de elementos muestreados.

Cuadro 5.10: Errores del juego APERT

n I I U I 106 107 108

Emaz 0.057 | 0.01002 | 0.003852 | 0.000564 | 0.000576 | 0.000096
emea | 0.01158 | 0.00336 | 0.001152 | 0.000276 | 0.000144 | 0.00003
Credrico | 0.2736 | 0.0864 | 0.02736 | 0.00864 | 0.0027336 | 0.000864




Capitulo 6

Estudio de un caso real

En este capitulo se presenta un problema PERT real, al que se le aplican las soluciones

que en esta memoria se han defendido.

El problema que se propone (Lépez (1997)[19]), es la rehabilitacién y saneamiento de las

instalaciones del cortijo del Centro de Investigacién y Desarrollo Agrario de Cérdoba.

Dicho proyecto se elabor6 por encargo de la Direccién General de Investigacion y Exten-

sion Agraria de la Consejeria de Agricultura y Pesca de la Junta de Andalucia.

6.1. Presentacion del proyecto.

Se comenzard enumerando las actividades que componen el proyecto. En las tablas 6.1,

6.2, 6.3 y 6.4 se desglosan las actividades a realizar as{ como la descripcion de las mismas.

217
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Cuadro 6.1: Desglose del proyecto

n2 | Nombre | Descripcién

1 T1 Desbroce y limpieza de vegetacion en la zona posterior de edificaciones

2 T2 Rebaje de una franja de 10 m de anchura en la zona posterior a fin de
disminuir humedades

3 T3 Explanacion y perfilado de las areas anteriores

4 T4 Perfilado y tratamiento del suelo con estabilizador quimico en la zona
delantera de edificaciones

5 TH Excavacién de zanjas

6 D1 Demolicién de la caseta de transformacién, con transporte de escombro
a vertedero

7 D2 Demolicién de silo forrajero metalico y demoliciéon de su base,
con transporte de escombro a vertedero

8 D3A Demolicién y transporte a fabrica de mamposteria y de ladrillo para abertura
de nuevos huecos de puertas y ventanas en naves del edificio A.

9 D3C Demolicién y transporte a fabrica de mamposteria y de ladrillo para abertura
de nuevos huecos de puertas y ventanas en naves del edificio C.

10 D4A Demolicién de algunos tabiques divisorios para lograr mayor funcionabilidad
en naves del edificio A.

11 D4B Demolicién de algunos tabiques divisorios para lograr mayor funcionabilidad
en naves del edificio B.

12 D4C Demolicién de algunos tabiques divisorios para lograr mayor funcionabilidad
en naves del edificio C.

13 D5A Desmontaje de las cubiertas de teja arabe y demolicién del tablero de rasilléon
del edificio A, incluido transporte a vertedero.

14 D5B Desmontaje de las cubiertas de teja arabe y demolicién del tablero de rasillén
del edificio B, incluido transporte a vertedero.

15 D5C Desmontaje de las cubiertas de teja arabe y demolicién del tablero de rasillon
del edificio C, incluido transporte a vertedero.

16 D6A Desmontaje de las cubiertas de placa ondulada de fibrocemento del edificio A.

17 D6B Desmontaje de las cubiertas de placa ondulada de fibrocemento del edificio B.

18 D7A Demolicién de falsos techos de escayola en el edificio A.

19 D7C Demolicién de falsos techos de escayola en el edificio C.

20 D8&B Limpieza y saneamiento del sotano del local de mejora vegetal en el edificio B.

21 HI1A Reparacion y saneado de soleras y acerados de adoquin en el edificio A.

22 H1B Reparacion y saneado de soleras y acerados de adoquin en el edificio B.

23 H2A Reparacion y saneamiento de soleras de hormigén en el edificio A.

24 H2B Reparacion y saneamiento de soleras de hormigén en el edificio B.

25 H2C Reparacion y saneamiento de soleras de hormigén en el edificio C.

26 H3A Reparacién y saneamiento de solerias de losetas, terrazos y baldosas

del edificio A.
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Cuadro 6.2: Desglose del proyecto

n2 | Nombre | Descripcién

27 H3B Reparacion y saneamiento de solerias de losetas, terrazos y baldosas
del edificio B.

28 H4A Saneamiento del revestimiento de paramentos verticales de azulejos y de zocalos
de losetas en el edificio A.

29 H4C Saneamiento del revestimiento de paramentos verticales de azulejos y de zd6calos
de losetas en el edificio C.

30 H5A Picado y saneamiento de paramentos verticales con enfoscado y enlucido, tanto
en el interior como en el exterior en el edificio A.

31 H5B Picado y saneamiento de paramentos verticales con enfoscado y enlucido, tanto
en el interior como en el exterior en el edificio B.

32 H5C Picado y saneamiento de paramentos verticales con enfoscado y enlucido, tanto
en el interior como en el exterior en el edificio C.

33 HG6A Construccién de tabiques divisorios de medio pie de espesor para boxes de partos,
lazareto y boxes de toros en el edificio A.

34 H6B Construccién de tabiques divisorios de medio pie de espesor para boxes de partos,
lazareto y boxes de toros en el edificio B.

35 H7A Construccién de tabiques de panderete con rasilla y mortero para aseos y servicios
nuevos en el edificio A.

36 H7B Construccién de tabiques de panderete con rasilla y mortero para aseos y servicios
nuevos en el edificio B.

37 HSA Construccién de servicios y cuartos de bano en el edificio A.

38 HS8B Construccién de servicios y cuartos de bano en el edificio B.

39 H9B Solera de hormigén con armadura de mallazo y tratamiento superficial de cuarzo
para nave taller del edificio B.

40 | HIO0A | Soleria de terrazo para servicios y aseos del edificio A.

41 H10B | Soleria de terrazo para servicios y aseos del edificio B.

42 | HI11B | Saneamiento de forjados del edificio B.

43 | HI12A | Relleno con mamposteria y ladrillo para cerramiento de huecos en el edificio A.

44 | HI12C | Relleno con mamposteria y ladrillo para cerramiento de huecos en el edificio C.

45 | HI13A | Refuerzo de esquinas de huecos de puertas para anclaje de marcos en naves
del edificio A.

46 | H13B | Refuerzo de esquinas de huecos de puertas para anclaje de marcos en naves
del edificio B.

47 | H13C | Refuerzo de esquinas de huecos de puertas para anclaje de marcos en naves
del edificio C.

48 H14 Encalado general de paramentos exteriores e interiores con dos manos de cal.

49 H15B | Restauracién y saneamiento de entrada principal y escalera del edificio B.

50 H16 Restauracién y saneamiento de alberca y aljibes existentes.

51 H17A | Solera de hormigén para patio de recrio en el edificio A.
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Cuadro 6.3: Desglose del proyecto

n2 | Nombre | Descripcién
52 | HI18A | Comedero cubierto para vacuno de recrio en el edificio A.
53 | HI19A | Instalacion de vigas cargadero en el edificio A.
54 | H19C | Instalacién de vigas cargadero en el edificio C.
55 Cl1A Limpieza y restauracién de las cerchas de la cubierta en el edificio A.
56 C1B Limpieza y restauracion de las cerchas de la cubierta en el edificio B.
57 C1C Limpieza y restauracion de las cerchas de la cubierta en el edificio C.
58 C2A Instalaciéon de nueva cubierta con tablero de hormigén armado y teja
de hormigén coloreado en el edificio A.
59 C2B Instalacién de nueva cubierta con tablero de hormigén armado y teja
de hormigén coloreado en el edificio B.
60 C2C Instalacién de nueva cubierta con tablero de hormigén armado y teja
de hormigén coloreado en el edificio C.
61 C3A Instalacion de falso techo con placa de laminado continuo en local de
mejora vegetal del edificio A.
62 C4A Instalacion de falso techo de escayola en viviendas y naves
transversales del edificio A.
63 C4B Instalacién de falso techo de escayola en viviendas y naves
transversales del edificio B.
64 ChA Reparacion y saneamiento de los canalones y bajantes del edificio A.
65 C5B Reparacion y saneamiento de los canalones y bajantes del edificio B.
66 C5C Reparacion y saneamiento de los canalones y bajantes del edificio C.
67 S1 Instalacién de sistemas de drenaje en zona posterior de edificaciones
y su conexién con el colector general.
68 S2C Instalacién de saneamientos en el edificio C.
69 S3A Reparacion e instalacién de saneamientos en el edificio A.
70 P1A Reparacion, saneamiento y refuerzo de ventanas, puertas y portones
en el edificio A.
71 P1B Reparacion, saneamiento y refuerzo de ventanas, puertas y portones
en el edificio B.
72 P1C Reparacion, saneamiento y refuerzo de ventanas, puertas y portones
en el edificio C.
73 P2A Instalaciéon de nuevas puertas y ventanas para nuevos huecos y para aquellos
casos en que no sea posible la reparacién de las existentes en el edificio A.
74 P2B Instalacion de nuevas puertas y ventanas para nuevos huecos y para aquellos
casos en que no sea posible la reparacion de las existentes en el edificio B.
75 pP2C Instalacion de nuevas puertas y ventanas para nuevos huecos y para aquellos
casos en que no sea posible la reparacion de las existentes en el edificio C.
76 P3C Modificacion de la entrada de los patios del edificio C, a fin de

conseguir mayor amplitud y funcionabilidad.




Capitulo 6. Estudio de un caso real 221

Cuadro 6.4: Desglose del proyecto

n® | Nombre | Descripcién

77 P4 Instalaciéon de nueva cerca en los laterales este, oeste y norte del recinto.
78 P5A Instalacién de portén en patio de recrio en el edificio A.

79 F1A Instalacién de servicios y aseos para vaqueros en el edificio A.

80 F1B Instalacién de servicios y aseos para operarios en el edificio B.

81 F2A Abastecimiento de agua para todas las naves del edificio A.
82 F2B Abastecimiento de agua para todas las naves del edificio B.
83 F2C Abastecimiento de agua para todas las naves del edificio C.

84 E1l Preparacién para la realizacién de las actividades T4 y H14

Para una mejor visualizacion de la red PERT se dividen las actividades en cuatro grupos,
las actividades del edificio A, las del edificio B, las del edificio C y las obras exteriores. En las
tablas 6.5, 6.6, 6.7 y 6.8 se presenta para cada actividad, su tiempo modal, maximo, minimo
y estimado, la duracién real observada y el retraso de la actividad en su ejecucién, asi como
sus actividades predecesoras inmediatas. En las figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 se muestra la red

PERT del proyecto.
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Cuadro 6.5: Actividades del edificio A

Actividad | a; | m; | b; | d; d? r; | Predecesoras

D3A 1 1 1 1 1 10|-

D4A 0 0 6 1 4 | 3 | D3A

D5A 0|3 |6 1]3]|0]|-3]-

D6A 1 2 3 2 1 |-1| D5A

D7A 1 1 7 2 3 | 1 | D6A

Cl1A 0 4 8 4 5|1 | D7A

C2A 8 | 17120 |16 | 18 | 2 | C1A

C3A 113 |5 3]|4]1]|C2A

C4A 3|1 4|5 |41]4|0]CA

ChA 3131313 ]|3|0]|C2A

P1A 113 (5|3 |3]0]-

P2A 1 1 1 1 1| 0| P1AD3A

P5A 1 1 1 1 1 | 0 | HI8A

H1A 415 12] 6|9 | 3| D4A,S3A,F2A

H2A 0| 1 (20| 4| 8|4 |D4A,S3A,F2A

H3A 0| 0|6/ 1]|3]|2]|D4AF2A

H4A T 7 | 7| 7| 7|0 |HIAH2AH3AHI0A
H5A 0| 0]18] 3 |0 |-3|H1AH2AH3A,HI0A
H6A 1|5 15| 6 | 2 |-4|HIAH2A,H3A HI10A
H7A 11|72 ]| 3| 1| HIAH2AH3A HI0A
HSA 0| 1| 8] 2| 5| 3| H4A H5A H6A H7A H12A
H10A 0| 1|2 ]| 1]2]1]|D4A

HI12A 4 | 4| 4| 4| 4] 0| HIAH2A H3A HI0A
HI13A 0| 2|4 ]| 2| 3| 1| HIAH2AH3AHI0A
HI17A 212|811 3]|6]|3]-

H18A 0 6 6 5 1 | -4 ]| H17A

H19A 0 2 4 2 3| 1]-

F1A 0 0 6 1 2 | 1 | H8A

F2A 1 2 9 3 1 | -2 | D4A

S3A 2 3 41 3 2 |-1]-
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Cuadro 6.6: Actividades del edificio B

Actividad | a; | m; | b; | d; d? r; | Predecesoras

D4B 0|0 11110 ]-

D5B 3 4 |11 5| 8| 3]-

D6B 0| 0]|6]|1] 5| 4)|D5B

D8B 0|0 |6 |1|1]|0]-

C1B 0|2 |10] 3|96 |D6B

C2B 6 7 |50 14|15 | 1 | C1B

C4B 313|155 | 7| 2]|C2B

C5B 213141132 |-1]|C2B

H1B 0| 11]20| 4 | 1 |-3|D4B,F2B

H2B 11219 3] 7| 4 | D4B,F2B

H3B 2|1 3|10 4| 5|1 |D4B,F2B

H5B 71 7 13| 8|12 4 | HIB,H2B,H3B,H9B,H10B
H6B 0| 3 |24] 6 | 18| 12 | HIB,H2B,H3B,HIB,H10B
H7B 0| 0 |18] 3 |15 | 12| HIB,H2B,H3B,HIB,H10B
H8B 1 1 25| 5 |21 |16 | H5B,H6B,H7B

H9B 0 2 122] 5 3 | -2 | D4B

H10B 3 4 |11 5 5} 0 | D4B

H11B 2 4 6 4 3 | -1 | D5B

H13B 1172 6| 4 | HIB,H2B,H3B,H9B,H10B
H15B 212121121120 )|D4B

F1B 111133 |5 | 2 |H8B

F2B 2| 3 10| 4| 3 |-1|D4B

P1B 3|14 |5 |4]4|0]-

P2B 313|155 |13| 8 | PIB
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Cuadro 6.7: Actividades del edificio C

Actividad | a; | m; | b; | d; dg r; | Predecesoras
D3C 1 1 1 1 1 0 |-

D4C 212 |81 3]| 8|5 |D3C

D5C 2 4 |24 7 |19 12| -

D7C 0| 3|6 1|3]|6 /|3 |D5C

H2C 515 |55 |5 | 0 |S2C,D4C,F2C
H4C 0 1 2 1 0 | -1 | H2C

H5C 416 | 8] 6| 8|2 |H2C

H12C 2121|2121 2|0 |H2C

H13C 0| 1|21 1|0 |H2C

H19C 0| 2 |10 3| 4| 1 |D3C

C1C 0| 0 |18 3|3 | 0 |D7C

c20 7113119 |113]18| 5 | C1C

C5C 0| 0 18] 3| 7| 4 |C2C

S2C 4 4 116 | 6 8 2 |-

P1C 0 O (12| 2 |11] 9 |-

P2C 0 1 2 1 2 1 | P1C

P3C 1 1 1 1 1 0 |-

F2C 0 1 2 1 0 | D4C
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Cuadro 6.8: Actividades de las obras exteriores

Actividad | a; | m; | b; | d; d? r; | Predecesoras

T1 1 1 1 1 1 0 | D1

T2 3 4 5 4 3 1-1|T1

T3 2 4 6 4 3 | -1 | T2,H16

T4 6 6 |18 | 8 |18 | 10 | H14

T5 2 2 2 2 2 0| T3

D1 0 0 |12 ] 2 01]-2]-

D2 0| 11|82 |3/ 1]|T2HI6

H14 7110 {37 ] 14| 15| 1 | Todas menos T4
H16 0] 2 |10 3|9 |6]|T1

S1 313|155 |10| 5 |T5

P4 212 1266 11| 5 | T3

El 10| 12 | 14 | 12 | 14 | 2 | Actividades del edificio A
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Figura 6.1: Red del edificio A

H19
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Figura 6.2: Red del edificio B
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Figura 6.3: Red del edificio C
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Figura 6.4: Red global del proyecto
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6.2. Planificacién del proyecto PERT

Una vez presentada la red PERT se pasa a determinar los valores mas habituales en
la realizacién de un proyecto PERT. Concretamente en las tablas 6.9, 6.10, 6.11 y 6.12 se

calcula:

» Los tiempos méas temprano de comienzo de cada actividad (el tiempo més temprano de

comienzo de una actividad es el tiempo mds temprano de su nodo origen).

» Los tiempos mds tardios de finalizacién de cada actividad (el tiempo més tardio de

finalizacién de una actividad es el tiempo mas tardio de su nodo fin).
= La holgura de una actividad, as;.
» La holgura libre de una actividad, fs;.
= La holgura condicional de una actividad, ss;.

= La holgura independiente de una actividad, is;.
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Cuadro 6.9: Tiempos de las actividades del edificio A

Actividad | T¢ Tll as; | fs; | ss; | is;
D3A O| 1|10 0 |10] 0
D4A 1 12|10 | O 0|0
D5A 0| 3]0 0 0|0
D6A 31510 0 0|0
D7A 51710 0 0|0
Cl1A 711110 0 010
C2A 11 127] 0 0 010
C3A 27 131 | 1 1 1 1
C4A 27 131 0 0 0|0
CHA 27 | 31 1 1 1 1
P1A 0 |30]27| 0 |27] O
P2A 3|31 271|271 0| O
P5A 8 |31 ] 22 | 22 0 0
HI1A 5121110 0 0|0
H2A 5 |21 ] 12 2 2 2
H3A 5 12115 | 5 0|0
H4A 11 281 10| 0 0|0
H5A 11 |28 | 14 | 4 4 | 4
H6A 11 128 11 | 1 1 1
H7A 11128 15| 5 5 5
H8A 18130 10| O 0|0
H10A 2 | 21| 18 | 8 8 | 8
H12A 11 [ 28| 13 | 3 3 |3
H13A 11 (3118 | 18 | 8 | 8
H17A 0 | 25| 22 0 22 | 0
H18A 313022 0 0|0
HI19A 0 |31]29 |29 |29 |29
F1A 2031|1010 0 | O
F2A 2 |15]10| O 0|0
S3A 0 |15 ] 12 2 12 | 2
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Cuadro 6.10: Tiempos de las actividades del edificio B

Actividad | T¢ Tll as; | fs; | ss; | is;
D4B 311351 3 0 310
D5B 31136 | 0 0 0|0
D6B 36 |37 0 0 0|0
D8B 31|59 | 27 | 27 | 27 | 27
C1B 37140 0O 0 0|0
C2B 40 | 54 | 0 0 0|0
C4B 54 | 59 | 0 0 0|0
C5B 54 |59 | 1 1 1 1
H1B 36 |43 | 3 0 0|0
H2B 36 | 43 | 4 1 1 1
H3B 36 |43 | 3 0 0|0
H5B 40 | 51 | 3 0 0|0
H6B 40 | 51| 5 2 2 2
H7B 40 | 51 | 8 5 5 5
H8B 48 | 56 | 3 0 0|0
HIB 32143 | 6 3 3 |3
H10B 32143 | 6 3 3 |3
H11B 36 |59 19 | 19 | 19 | 19
H13B 40 | 59 | 17 | 17 | 14 | 14
H15B 32 |59 | 25 | 25 | 22 | 22
F1B 53 | 59 | 3 3 0|0
F2B 32139 3 0 010
P1B 3154119 | 0 |19 0
P2B 35159119 | 0 |19 ] 0
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Cuadro 6.11: Tiempos de las actividades del edificio C

Actividad | T¢ Tll as; | fs; | ss; | is;
D3C 59 |73 13| 0 [ 13| 0
D4C 60 | 76 | 13 | 0O 0|0
D5C 59 | 66 | O 0 0|0
D7C 66 | 69 | O 0 0|0
H2C 658212 | 0 0|0
H4C 70 | 88 | 17 | 17 | 5 5
H5C 70 |88 | 12 | 12 | 0 | O
H12C 70 1816 | 16 | 4 | 4
H13C 70 | 88 | 17 | 17 | 5 5
H19C 60 | 88| 15 | 15 | 12 | 12
C1C 69 | 72| 0 0 0|0
c20 7218 | 0 0 0|0
C5C 85 |88 | 0 0 0|0
S2C 59 | 77|12 | 0 [ 12| 0O
P1C 59 |87 126 | 0 [ 26| 0O
P2C 61 |88 |26 |26 | 0 | 0
P3C 59 | 88 | 27 | 27 | 27 | 27
F2C 63|77 13| 0 0|0
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Cuadro 6.12: Tiempo de las actividades de las obras exteriores

Actividad | T¢ Til as; | fs; | ss; | is;
T1 2 7317 |0 010
T2 3 7T 7010 010
T3 7 81 | 70 | O 010
T4 102 | 110 | O 0 010
T5 11 | 8 |70 | 0 010
D1 0 72 |70 | 0 | 70| O
D2 7 8 [ 79171 9 |9
H14 88 | 102 | 0 0 010
Hi16 3 7|71 1 1 1
S1 13 | 8 | 70| 70 | 0 | 0
P4 11 | 8 | 76 | 76 | 6 | ©
El 31 | 88 | 46 | 46 | 46 | 46

6.3. Problema SPERT

En las tablas 6.13, 6.14, 6.15 y 6.16 se presenta la solucién para las siguientes reglas

defendidas en esta memoria para el problema SPERT con P = PS.

1. La regla Q%, Wg, basada en el PCW con peso w; = b; — a;.
2. La regla Q*, W7, basada en el PCW con peso w; = d;.

3. La regla Q¢, Cy, basada en el PCC' con peticion ¢; = b; — d;.

Los valores b; y e; representan el tiempo de inicio y fin de la actividad i-ésima en el calendario
resultante de la aplicacion de las reglas definidas y z; representa el tiempo extra asignado a
la actividad i-ésima por dichas reglas. El superindice 1 representa la regla W7; el superindice

2 representa la regla Wy; el superindice 3 representa la regla CYy.
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En los resultados presentados en las tabla 6.13, 6.14, 6.15 y 6.16, el rango del tiempo
asignado a cada actividad en el calendario correspondiente, bi1 — e}, b? — e? y bg’ — e?, no
siempre coincide con el tiempo extra asignado a la actividad, x;, més la duraciéon estimada

de la actividad, d;. Esto se debe a dos circunstancias:

1. Si la actividad tiene peso o peticién con valor 0, la holgura que se la asigne sera 0,
independientemente de que quede holgura por repartir que solo ella pueda utilizar.
Esto sucede en las actividades H4A, H12A, H158, H12C y P3C en las reglas Wy y
Cy.

2. Igualmente, aunque quede holgura por repartir que solo ella pueda utilizar, en la regla
Cy, si ya se le ha asignado a una actividad el tiempo extra equivalente al valor de su
peticién, no se la puede dar maés tiempo extra. Esto sucede en las actividades P1A,
H3A, HTA, H10A, H13A, H17A, H18A, H19A, S3A, D8B, C5B, H11B, H13B,
P2B, DAC, HAC, H13C, H19C', P1C, P2C, F2C, T2, T3, D1, D2, H16, S1, P4y
E1.
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Cuadro 6.13: Calendario de las actividades del edificio A

Actividad | [b},e}] z} (b2, e?] z? v, e3] | x}
D3A 0,1] 0 0,15 | 05| [0, | 0
D4A 132 | 12| [53 | 05| [1.34 |14
D5A [0,3] 0 [0,3] 0 03 | 0
D6A 3,5] 0 3,5] 0 35 |0
D7A [5,7] 0 [5,7] 0 [5,7] 0
C1A 711 | 0 7,11] o || 7] | o
C2A a7 | o | per | oo || 27 | o
C3A 27,31 | 1 27,31 | 1 || [27.31] | 1
C4A 2731 | o | @731 | o || [7.31] | o
C5A 2731 | o | @731 | 1 || 2731 | o
P1A 030 | 27 | (0233 [203[ [030 | 2
P2A 30,31 | 0 | [23331] | 67 | [30,31] | 0
P5A 30,31 | 0 | [27.531] | 25 | [30,31] | 0
H1A 7.9,16.1] | 2.2 | [7.4,16.3] | 29 | [8.1,16.5] | 2.4
H2A 7.9,16.1] | 42 | [7.4,16.3] | 4.9 | [8.1,16.5] | 4.4
H3A 7.916.1] | 7.2 | [74,16.3] | 7.9 || [8.1,16.5] | 5
H4A [16.125] | 0 | [16.3,26.5] | 3.2 || [16.5,25] | O
H5A [16.1.25] | 5.9 | [16.3,26.5] | 7.2 || [16.5,25] | 5.5
H6A [16.1,.25] | 2.9 | [16.3,26.5] | 4.2 || [16.5,25] | 2.5
H7A [16.1,25] | 6.9 | [16.3,26.5] | 8.2 | [16.525] | 5
HSA 25287 | 1.7 | 265295 | 1 | [25.28.7] | 1.7
H10A 3.2,16.1] | 11.9 | [3,16.3] | 12.3 || [3.4,16.5] | 1
H12A [16.1,25) | 0 | [16.3,.265] | 6.2 || [16.5.25 | 0
H13A [16.1,31] | 12.9 | [16.3,31] | 12.7 || [16.5,31] | 2
H17A 014 | 11 | [0,103 | 7.3 | [0213 | 5
H18A [14,30] | 11 | [10.3,.27.5] | 122 | [21.3,30] | 1
H19A 031 | 20 | [031] | 20 | [031] | 2
F1A 28.7,31] | 1.3 | [29531] | 05 | [28.7,31] | 1.4
F2A 3279 | 1.7 | 374 | 14 | 3481 |17
S3A 079 | 49 | [074] | 44 || 081 | 1
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Cuadro 6.14: Calendario de las actividades del edificio B

Actividad b1, el] x; (b2, e?] z? b3, €] 3
D4B 31,32.2] | 0.2 | [31,321] | 0.1 | [31,32.2] | 0.2
D5B 3136 | 0 | [31.36) | o | [31.36] | 0
D6B 3637 | 0 | 3637 | o | [3637 | 0
DSB 31,59] | 27 | 31,59 | 27 || [31,59] | 5
C1B 37,40 | 0 37,40 | 0 37,400 | 0
C2B 40,54 | 0 40,54] | 0 40,54) | 0
C4B 5459 | 0 | [5459 | 0 | [5459] | 0
C5B 54,59 | 2 || 459 | 2 || [p459 | 1
H1B 36.5,41.3] | 0.8 | [36.6,41.1] | 0.5 || [36.5,41.3] | 0.8
H2B 36.5,41.3 | 1.8 | [36.6,41.1] | 1.5 | [36.5,41.3] | 1.8
H3B 36.5,41.3] | 0.8 | [36.641.1] | 0.5 || [36.5,41.3] | 0.8
H5B [41.3,49.5] | 0.2 | 41.1,50.1] | 1 | [41.3,50.5] | 0.2
H6B [41.3,49.5] | 22 | [41.1,50.1] | 3 | [41.3,50.5] | 2.2
H7B [41.3,49.5] | 52 | [41.1,50.1] | 6 | [41.3,50.5] | 5.2
HSB [49.5,55.4] | 0.9 | [50.1,55.7) | 0.6 || [50.5,56.5] | 1
H9B 32.241.3] | 4.1 | [32.1,41.1] | 4 || [32.2,41.3] | 4.1
H10B 32.241.3] | 4.1 || [32.1,41.1] | 4 || [32.2,41.3] | 4.1
H11B 3659 | 19 | (36,59 | 19 || [36,59] | 2
H13B [41.3,59] | 15.7 | [41.1,59] | 15.9 || [41.3,59] | 5
H15B 32.259] | 0 | [32.1,59] | 24.9 || [32.2,59] | 0
F1B 55.4,59] | 0.6 | [55.7,59] | 0.3 | [56.5,59] | 0.5
F2B 32.2,36.5] | 0.3 | [32.1,36.6] | 0.5 || [32.2,36.5] | 0.3
P1B 31,37.7] | 27 | [31,43.4] | 84 | [31,36.7] | 1.7
P2B 37.7,59] | 16.3 | [43.4,59] | 10.6 | [36.7,59] | 10
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Cuadro 6.15: Calendario de las actividades del edificio C

Actividad | [b},e}] T (b2, e?] z? 03, e3] | 3
D3C 59,60 | 0 | [59.61] | 1 | [59,60] | 0
D4C 60,70.5] | 7.5 | [61,67.2] | 3.1 | [60,72.2] | 5
D5C 59.66) | 0 | [59.66] | 0 | [59.66] | 0
D7C 6669 | 0 | [6669 | 0 | 66,69 | 0
H2C 7479] | 0 |[69.2,7.8] | 3.6 | [75,80 | 0
H4C 79.88] | 8 | [77.888] | 9.2 | [80,88] | 1
H5C 79,88 | 3 | [77.888] | 4.2 | [80,88] | 2
H12C 79,88] | 0 | [77.888] | 8.2 | [80,88] | 0
H13C 79,88 | 8 | [77.888] | 9.2 | [80,88] | 1
H19C 60,88 | 25 | [61,88] | 24 | [60,88] | 7
C1C 69,72] | o | 69,72 | o | [69,72] | 0
20 72,85) | 0 | [7285 | 0 | [72:85] | 0O
C50 [85.88) | 0 | [85.88] | O | [85.88] | O
$2C 59.74] | 9 | [59,69.2] | 4.2 | [59,75] | 10
P1C 59,83.3] | 22.3 | [59,78.3] | 17.3 | [59,84.6] | 10
P2C 833,88 | 3.7 | [78.3.88] | 8.7 | [84.6,88] | 1
P3C 5988] | 0 | [59,88] | 28 | [59,88] | 0
F2C 70.5,74] | 2.5 | [67.2,69.2] | 1 |[72.2,75] | 1
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Cuadro 6.16: Calendario de las actividades de las obras exteriores

Actividad (b1, el T (b2, e?] z? (b3, €3] 3
T1 [19.320.3] | 0 | [9.814.7] | 3.9 | [20.5,21.5] | 0
T2 [20.3,37.7] | 13.4 | [14.7,34.2] | 15,5 | [21.5,37.4] | 1
T3 37.747.4] | 5.8 |[34.2,53.8] | 15.6 | [37.4,45.1] | 2
T4 [102,110) | 0 | [102,110] | O | [102,110] | O
T5 [47.4,49.4] | 0 | [53.8,63.6 | 7.8 | [45.1,47.1] | ©
D1 0,193 |17.3| [09.8 | 7.8 | [0,205 |10
D2 37.7.88] | 48.3 | [34.2,88] | 51.8 | [37.4,88 | 6
Hi14 88,102 | 0 | 881021 | 0 | [88,102] | 0
H16 20.3,37.7) | 14.4 | [14.7,34.2] | 16.5 | [21.5,37.4] | 7
S1 49.4,88] | 33.6 | [63.6,88] | 19.4 | [47.1,88] | 10
P4 [47.4,88] | 34.6 | [53.8,88] |28.2 | [45.1,88] | 20
El 31,88 | 45 | [31,88] | 45 | (31,88 | 2

6.4. Problema APERT

Como se desprende de las duraciones observadas presentadas en las tablas 6.5, 6.6, 6.7
y 6.8, existe un retraso en la ejecucién del proyecto de 62 unidades. Por lo que, asumiendo
la funcién de costes identidad, se deben repartir entre las actividades -62 unidades. En las
tablas 6.17, 6.18, 6.19 y 6.20 se presenta la solucién para las siguientes reglas defendidas en

esta memoria para el problema APERT.

1. El valor de Shapley, Sh", del juego (N*,v(pg,g)(S)) resultante de repartir la holgura

con la regla Q" con peso w; = b; — a;.

2. El valor de Shapley, Sh?, del juego (N*,vpp,r)(S)) resultante de repartir la holgura

con la regla Q" con peso w; = d;.

3. El valor de Shapley, Sh€, del juego (N*,v(pg,g)(S)) resultante de repartir la holgura

con la regla Q¢ con peticién ¢; = b; — d;.
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4. La regla f3" del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q™ con peso

W; :bi*ai.

5. La regla 3¢ del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q% con peso

w; = d;.

6. La regla f3¢ del problema resultante de repartir la holgura con la regla Q¢ con peticién

C; :bi—di.

Las aproximaciones para el calculo del valor de Shapley se han realizado para cometer un

error absoluto inferior a 0.00001.
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Cuadro 6.17: Reparto en el APERT de las actividades del edificio A

Actividad | Sh! Shd She | | e pie
D3A 0.136552 | 0.1025967 | 0.119334 0 0 0
D4A -0.771219 | -1.3698148 | -0.651525 0 0 0
D5A 0.162198 | 0.1688879 | 0.170309 3 3 3
D6A 0.158863 | 0.1663529 | 0.166945 1 1 1
D7A -0.441493 | -0.3787125 | -0.514830 | -1 -1 -1
Cl1A -0.441086 | -0.3781427 | -0.514957 | -1 -1 -1
C2A -1.019070 | -0.8602457 | -1.137633 | -2 | -2 | -2
C3A 0.163421 | 0.1691384 | 0.171674 | 0 | 0 | 0
C4A 0.158866 | 0.1654609 | 0.167062 0 0 0
CHA 0.158586 | 0.1647987 | 0.166571 0 0 0
P1A 0.034450 | 0.0355371 | 0.033998 0 0 0
P2A 0.033906 | 0.0349625 | 0.033461 0 0 0
P5A 0.033210 | 0.0346878 | 0.032775 0 0 0
H1A -0.282409 | 0.0200886 | -0.153410 0 0 0
H2A 0.104973 | 0.1019506 | 0.097612 0 0 0
H3A 0.103492 | 0.1003504 | 0.096265 0 0 0
H4A 0.133168 | 0.3850788 | 0.116408 0 0 0
H5A 0.134073 | 0.3879728 | 0.117091 | 0 | 0 | 0
H6A 0.137001 | 0.391811 | 0.119701 | 0 | 0 | 0
H7A 0.132301 | 0.3842790 | 0.115655 | 0 | 0 | 0
HSA -0.524122 | -1.1772568 | -0.488956 | 0 | 0 | 0
H10A 0.104869 | 0.1014213 | 0.097538 0 0 0
H12A 0.135890 | 0.3880037 | 0.118764 0 0 0
H13A 0.105310 | 0.1139708 | 0.097436 0 0 0
H17A 0.034650 | 0.0357535 | 0.034195 0 0 0
H18A 0.033618 | 0.0346878 | 0.033177 0 0 0
H19A 0.033506 | 0.0344713 | 0.033067 0 0 0
F1A 0.214615 | -0.2296611 | 0.229296 0 0 0
F2A 0.134852 | 0.1012909 | 0.117818 0 0 0
S3A 0.074417 | 0.0997874 | 0.065003 0 0 0
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Cuadro 6.18: Reparto en el APERT de las actividades del edificio B

Actividad | Sh! Shd She ol o] e
D4B 0.318060 0.2428360 0.326449 0.2 0.1 0.2
D5B -0.839152 | -0.8545585 | -0.838701 | 0 0 | 0
D6B -1.127157 | -1.1592467 | -1.126731 0 0 0
DSB 0 0 0 0 0 | o0
C1B -1.687598 | -1.7398210 | -1.687259 | O 0 | 0
C2B -0.271329 | -0.2762789 | -0.270803 | 0 0 | 0
C4B -0.547952 | -0.5570510 | -0.547565 | O 0 | 0
C5B 0.000697 | 0.0008695 | 0.000778 | 0 0 | 0
H1B 0.073503 | 0.0701564 | 0.073021 | 0 0 | 0
H2B -1.560104 | -1.6803504 | -1.561413 | -2.2 | -2.5 |-2.2
H3B -0.003153 | -0.1209064 | -0.009232 | 0 0 | 0
H5B -0.847855 | -0.6757945 | -0.846650 | 0 0 | o0
H6B ~4.761238 | -4.5240929 | -4.759769 | 9.8 | -9 |-9.8
H7B -2.068345 | -1.8628536 | -2.066996 | 0 0 | o0
H8B -13.236686 | -13.5007537 | -13.215871 | -15.1 | -15.4 | -15
H9B 0.072498 | 0.0692280 | 0.072035 | 0 0 | 0
H10B 0.072249 | 0.0690902 | 0.071788 | 0 0 | o0
H11B 0 0 0 0 0 | 0
H13B 0 0 0 0 0 | o0
H15B 0 0 0 0 0 | 0
F1B -1.079325 | -1.1586650 | -1.065689 | -1.4 | -1.7 | -1.5
F2B 0.162864 | 0.1652662 | 0.168392 | 1.3 | 1.5 | 1.3
P1B 0 0 0 0 0 | o0
P2B 0 0 0 0 0 | o0
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Cuadro 6.19: Reparto en el APERT de las actividades del edificio C

Actividad Shr Shd She ] e e
D3C 0 0.0225281 0 0 0 0
D4C 0 -0.2846152 0 0 0 0
D5C -11.832675 | -11.7790914 | -11.826759 | -12 | -12 | -12
D7C -2.834257 | -2.7821998 | -2.828314 -3 -3 -3
H2C 0 0.0518813 0 0 0 0
HAC 0 0.0011656 0 0010
H5C 0 0.0010110 0 0100
H12C 0 0.0010871 0 0010
H13C 0 0.0012406 0 0100
H19C 0 0 0 0 0 0
C1C 0.164637 0.1666540 0.170685 0 0 0
Cc2C -4.833645 | -4.7813249 | -4.827641 -5 -5 -5
C5C -3.836190 | -3.7832114 | -3.830223 -4 -4 -4
S2C 0 0 0 0 0 0
P1C 0 0 0 0 0 0
P2C 0 0 0 0 0 0
P3C 0 0 0 0 0 0
F2C 0 0 0 0 0 0
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Cuadro 6.20: Reparto en el APERT de las actividades de las obras exteriores

Actividad | Sh] Shd She | gl ] e
T1 0 0 0 0 0 0
T2 0 0 0 0 0 0
T3 0 0 0 0 0 0
T4 -9.835676 | -9.8334700 | -9.829866 | -10 | -10 | -10
T5 0 0 0 01010
D1 0 0 0 01010
D2 0 0 0 01010
H14 -0.839560 | -0.8377029 | -0.833509 | -1 | -1 | -1
H16 0 0 0 0 0 0
S1 0 0 0 0 0 0
P4 0 0 0 0 0 0
E1 0 0 0 0 0 0

6.5.

Problema CPERT

Como se desprende de las duraciones observadas presentadas en las tablas 6.5, 6.6, 6.7 y

6.8, existe un retraso en la ejecucion del proyecto de 62 unidades. Por lo que, asumiendo la

funcién de costes identidad, se deben repartir entre las actividades retrasadas 62 unidades. En

las tablas 6.21, 6.22, 6.23 y 6.24 se presenta la solucién para las siguientes reglas defendidas

en esta memoria para el problema CPERT.

—_

con la regla Q" con peso w; = b; — a;.

. La regla £5%, SC'", con w = w" aplicada al problema resultante de repartir la holgura

2. La regla £5%, SC', con w = w" aplicada al problema resultante de repartir la holgura

con la regla Q% con peso w; = d;.

3. La regla 5%, SC'¢, con w = w" aplicada al problema resultante de repartir la holgura

con la regla Q¢ con peticién ¢; = b; — d;.

4. La regla &%, SC?", con w = w® aplicada al problema resultante de repartir la holgura
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con la regla Q% con peso w; = b; — a;.

5. La regla £5%, SC?¢, con w = w® aplicada al problema resultante de repartir la holgura

con la regla Q" con peso w; = d;.

6. La regla £, SC?¢, con w = w* aplicada al problema resultante de repartir la holgura

con la regla Q¢ con peticion ¢; = b; — d;.
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Cuadro 6.21: Reparto en el CPERT de las actividades del edificio A

Actividad | sCIr [ scid | scle [ scr | sc [ sc
D3A 0 0 0 0 0 0
D4A 1.097851 | 1.415083 | 0.986764 0 0 0
D5A 0 0 0 0 0 0
D6A 0 0 0 0 0 0
D7A 0.638601 | 0.629949 | 0.641789 | 0.917160 | 0.917160 | 0.918519
C1A 0.638601 | 0.629949 | 0.641789 | 0.917160 | 0.917160 | 0.918519
C2A 1.277201 | 1.259899 | 1.283578 | 1.834320 | 1.834320 | 1.837037
C3A 0 0 0 0 0 0
C4A 0 0 0 0 0 0
C5A 0 0 0 0 0 0
P1A 0 0 0 0 0 0
P2A 0 0 0 0 0 0
P5A 0 0 0 0 0 0
HIA 0.487934 | 0.056603 | 0.370037 0 0 0
H2A 0 0 0 0 0 0
H3A 0 0 0 0 0 0
H4A 0 0 0 0 0 0
H5A 0 0 0 0 0 0
H6A 0 0 0 0 0 0
H7A 0 0 0 0 0 0
HS8A 0.792892 | 1.132066 | 0.801746 0 0 0
H10A 0 0 0 0 0 0
H12A 0 0 0 0 0 0
HI13A 0 0 0 0 0 0
HI7A 0 0 0 0 0 0
HI8A 0 0 0 0 0 0
HI19A 0 0 0 0 0 0
F1A 0 0.283017 0 0 0 0
F2A 0 0 0 0 0 0
S3A 0 0 0 0 0 0
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Cuadro 6.22: Reparto en el problema CPERT de las actividades del edificio B

Actividad | Sclr [ scld [ gcle sc2r sc2d SC2e
D4B 0 1.129328 0 0 0 0
D5B 1.831726 | 1.799989 | 1.838105 0 0 0
D6B 2.442301 | 2.399986 | 2.450807 0 0 0
D8B 0 0 0 0 0 0
C1B 3.663451 | 3.599979 | 3.676210 0 0 0
C2B 0.610575 | 0.599996 | 0.612702 0 0 0
C4B 1.221150 | 1.199993 | 1.225403 0 0 0
C5B 0 0 0 0 0 0
H1B 0 0 0 0 0 0
H2B 1.404921 | 1.57484 | 1.411936 | 2.017751 | 2.292899 | 2.020741
H3B 0.125516 | 0.309334 | 0.126170 0 0 0
H5B 2.322814 | 1.806675 | 2.334902 0 0 0
H6B 6.258285 | 5.669545 | 6.289532 | 8.988166 | 8.254438 | 9.001481
H7B 4234393 | 3.683367 | 4.256395 0 0 0
HSB 0.642868 | 9.701222 | 9.626835 | 13.849112 | 14.124260 | 13.777778
HOB 0 0 0 0 0 0
H10B 0 0 0 0 0 0
H11B 0 0 0 0 0 0
H13B 0 0 0 0 0 0
H15B 0 0 0 0 0 0
F1B 0.957901 | 1.070914 | 0.962684 | 1.375740 | 1.559172 | 1.377778
F2B 0 0 0 0 0 0
P1B 0 0 0 0 0 0
P2B 0 0 0 0 0 0
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Cuadro 6.23: Reparto en el CPERT de las actividades del edificio C

Actividad | SCF | scld [ scle sc2r sc2d SC2e
D3C 0 0 0 0 0 0
D4C 0 0 0 0 0 0
D5C 7.663207 | 7.559393 | 7.701468 | 11.005917 | 11.005917 | 11.022222
D7C 1.915802 | 1.889848 | 1.925367 | 2.751479 | 2.751479 2.755556
H2C 0 0 0 0 0 0
HAC 0 0 0 0 0 0
H5C 0 0 0 0 0 0
H12C 0 0 0 0 0 0
H13C 0 0 0 0 0 0
H19C 0 0 0 0 0 0
C1C 0 0 0 0 0 0
C2C 3.193003 | 3.149747 | 3.208945 | 4.585799 | 4.585799 | 4.592593
C5C 2.554402 | 2.519798 | 2.567156 | 3.668639 | 3.668639 | 3.674074
S2C 0 0 0 0 0 0
P1C 0 0 0 0 0 0
P2C 0 0 0 0 0 0
P3C 0 0 0 0 0 0
F2C 0 0 0 0 0 0
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Cuadro 6.24: Reparto en el CPERT de las actividades de las obras exteriores

Actividad | sCIr [ scid | scle [ scr | sc [ sc¥
T1 0 0 0 0 0 0
T2 0 0 0 0 0 0
T3 0 0 0 0 0 0
T4 6.386005 | 6.299495 | 6.417890 | 9.171598 | 9.17160 | 9.185185
T5 0 0 0 0 0 0
D1 0 0 0 0 0 0
D2 0 0 0 0 0 0
H14 0.638601 | 0.629949 | 0.641789 | 0.917160 | 0.917160 | 0.918519
H16 0 0 0 0 0 0
S1 0 0 0 0 0 0
P4 0 0 0 0 0 0
El 0 0 0 0 0 0




Capitulo 7

Conclusiones y futuras lineas de

investigacion

7.1. Conclusiones

Las redes PERT permiten planificar y estructurar la realizacién de un trabajo complejo.
La modelizacién clésica de una red PERT deja abierta ciertas cuestiones que en esta memoria

se abordan.

El primer problema que se aborda es el reparto de la holgura existente en una red PERT,
problema SPERT o, lo que es equivalente, la elaboracion de un calendario. Se deben destacar

cuatro aportaciones a este problema:

» En primer lugar, se ha presentado una metodologia de cdlculo, regla Q% del PCW, que
a diferencia de las habitualmente usadas, se presenta caracterizada mediante cuatro
propiedades con gran presencia en otros problemas relacionados, como el problema de

bancarrota.

» En segundo lugar, se han explicado las relaciones entre los problemas PCC y PCW,
eliminando de esta forma la idea de que la elecciéon de un peso o una peticién sea un

aspecto determinante para el reparto a realizar.
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» Fn tercer lugar, se han definido y programado algoritmos para las reglas propuestas,
logrando que reglas que en su definicién original parecian intratables en problemas
reales, puedan ser aplicadas en problemas grandes como demuestran las pruebas com-

putacionales realizadas sobre redes PERT con hasta 2500 actividades.

= Finalmente, esta memoria aporta una completa comparativa de todas las reglas ex-
istentes para el problema SPERT, permitiendo al usuario que se forme una opinién

sobre las ventajas e inconvenientes de cada regla.

El segundo problema que se aborda es el reparto de costes y beneficios generados por el
retraso o adelanto del proyecto entre todas las actividades del mismo (APERT'). Se deben

destacar tres aportaciones a este problema:

= En primer lugar, se ha definido un nuevo juego cooperativo con distinto enfoque al
juego existente en la literatura para este problema, mejorando a dicho juego en algunas

propiedades.

= En segundo lugar, se han abordado soluciones tanto desde el punto de vista de la justicia
(valor de Shapley) como desde el de la estabilidad de la solucién (valores pertenecientes
al corazén). Estas soluciones se han planteado sobre el problema original y sobre el prob-
lema resultante de resolver como paso previo un problema SPERT. Para todas ellas se
han observado las propiedades, definidas en funcién de una red PERT, que cumplen. Se
concluye que las reglas en las que se resuelve como paso previo un problema SPERT,
presentan mejores propiedades. Esta conclusion es novedosa para este problema y muy

util para afrontar posibles definiciones futuras de reglas para el problema APERT.

» Finalmente y al igual que para el problema SPERIT, se aporta una completa com-

parativa de todas las reglas existentes a el problema APERT.

El tercer y ultimo problema que se aborda, es el reparto del coste genarado en un proyecto
PERT retrasado entre las actividades retrasadas (CPERT). Se deben destacar dos aporta-

ciones para este problema:
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» FEn primer lugar, se ha abordado el problema mediante una nueva metodologia, la
metodologia secuencial. Con este planteamiento se ha logrado una solucion interpretable,

con buenas propiedades y computable en tiempo polinomial.

= Finalmente y al igual que para los otros dos problemas, se aporta una completa com-

parativa de todas las reglas existentes para el problema CPERT.

Algo comun a destacar en los tres problemas abordados es la inmediata aplicabilidad de las
reglas presentadas, como se demuestra en esta memoria al presentar la resolucién de un caso

real.

Ademaés de los avances que sobre los problemas referentes a redes PERT que se han
puesto de manifiesto, se deben recalcar dos aportaciones que transcienden el ambito de las

redes PERT.

= La primera de ellas, trata sobre la relaciéon existente entre la metodologia secuencial y
la teoria de juegos. Mas concretamente, en este trabajo se muestra que todo reparto
secuencial se puede interpretar como el valor de Shapley de un juego. Esta relacién
permite, por un lado, calcular de forma polinomial (dado que la regla secuencial es de
calculo polinomial) el valor de Shapley en determinados juegos y por otro lado, dar
una doble interpretacion al valor resultante aplicando la regla secuencial o el valor de

Shapley en estas situaciones.

= La segunda de ellas, aborda el problema de aproximar el valor de Shapley para cualquier
juego. En determinados juegos con estructura particular es posible calcularlo de forma
exacta, pero en general su célculo es exponencial. Por ello, en esta memoria se ha
diseniado una aproximacién del valor de Shapley que es calculable en tiempo polinomial
siempre que dada una coalicién, el valor de v(S) sea calculable en tiempo polinomial.
Esta aproximacién permite conocer una cota del error que se esta cometiendo y se
ha verificado mediante pruebas computacionales su buen funcionamiento. Por 1ltimo,

destacar que esta metodologia para aproximar el valor de Shapley es extrapolable al
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calculo de cualquier semivalor, conservando las misma buenas propiedades.

7.2. Futuras lineas de investigaciéon

7.2.1. Restriccion entera del problema SPERT

En el problema SPERT presentado, se considera que el tiempo se puede repartir como una
variable continua. En determinadas circunstancias este reparto no es directamente aplicable,
dado que la holgura repartida a una actividad deba ser un ntmero entero. Por ejemplo, si la
unidad de tiempo es el dia laboral y en el contrato de la actividad se debe reflejar el niimero

de dias que tiene para su ejecucién.

7.2.2. Comparacion con los calendarios optimos

En la planificacién de proyectos, existen diversas funciones objetivo que de alguna for-
ma se tratan de optimizar para determinar un calendario. Seria interesante relacionar estos
problemas multiobjetivos para determinar el peso que tienen las diferentes actividades de un

proyecto en la regla Q%, que se presenta en el capitulo 2.

7.2.3. Determinar las estrategias de las actividades

En los problemas APERT y CPERT este trabajo se centra en determinar distintas reglas
de reparto. El siguiente paso a realizar es determinar la estrategia éptima de cada actividad,
dado una regla de reparto concreta, para un juego donde las estrategias de cada actividad son
las posibles duraciones de la misma, teniendo en cuenta que existe una funcién de costes para
cada actividad en funcién de la duracion de la misma. Teniendo en cuenta el planteamiento
desde la teoria de juegos que se realiza en este trabajo, se podria calcular los equilibrios de
Nash bajo una regla de reparto cuando se conoce el coste de una duracién determinada para

cada actividad.
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7.2.4. Determinar la mejor regla, teniendo en cuanta las estrategias de las
actividades

Al igual que sucedia en la seccién anterior, este trabajo aborda la calidad de una regla
en funcién de las propiedades que esta cumple. Se puede plantear que el objetivo del que
determina la regla de reparto (planificador del proyecto) sea la de determinar una regla que
tenga un equilibrio de Nash que no suponga retraso en la ejecucién del proyecto. Es decir,
se podria determinar aquellas reglas que tienen como equilibrios de Nash estrategias que

producen un adelanto o un no retraso del proyecto.

7.2.5. Extender la definicién del juego para cualquier funcién de costes o
beneficios

En este trabajo se define el juego cooperativo para el problema APERIT en aquellas
situaciones en que la funcién de costes o beneficios es escalar. Pese a ser una funciéon muy
usada en problemas reales, es deseable lograr extrapolar la funcién caracteristica definida en

esta situacién particular a cualquier funcién de costes o beneficios.

7.2.6. Definicién de un juego en el problema CPERT

En este trabajo se define el juego cooperativo para el problema APFERT. Teniendo en
cuenta que el problema APFE RT se puede considerar un generalizacion del problema CPERT,
serfa deseable extender la definicion del juego al problema CPERT.

7.2.7. Uso de la regla SC en el problema APERT

La utilizacién de la metodologia secuencial en el problema CPERT permite definir una fa-
milia de reglas con gran interpretabilidad y célculo polinomial, lo que permite su implantacién
en situaciones reales con gran ntmero de actividades. Teniendo en cuenta que el problema

CPERT se puede considerar un caso particular del problema APFERT, seria deseable exten-
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der la regla SC al problema APERT.

7.2.8. Implementacion de las reglas propuestas en situaciones reales

Se considera una labor ineludible en el futuro, la divulgacién, implementacién y andlisis
de las reglas definidas en empresas que deban solucionar problemas del tipo de los abordados

en este trabajo.
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