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INTRODUCCION

Los modelos de variable dependiente cualitativa o de eleccion discreta han
experimentado, en los Gltimos tiempos, un importante auge en cuanto a su utilizacion en
la investigacion econdmica. Esto, seguramente, es debido a la mayor disponibilidad de
bases de datos microecondmicas y a [a importacia creciente del denominado andlisis
microeconomico de la macroeconomia.

En este contexto, se ha desarrollado un conjunto de herramientas fundamentales a
la hora de trabajar con cualquier modelo: estimadores Optimos, estadisticos para el
contraste de hipotesis e instrumentos de prediccién. No obstante, otros aspectos de esta
clase de modelos han recibido mucha menos atencidn, en particular, los relativos a la
diagnosis de! modelo.

En este trabajo se considera un problema concreto en la interaccidn modelo-datos:
la existencia de observaciones andémalas, que resultan frecuentes en las muestras de corte
transversal. Al intentar describir el comportamiento de la muestra mediante un modelo,
puede haber un conjunto reducido de observaciones que, debido a su falta de homogenei-
dad con el resto de la muestra, distorsionen sustancialmente los resultados de la
estimacion, incluso si se utilizan muestras de gran tamafio. En este trabajo, se supone que
dichas observaciones no se deben a errores en los datos, sino a que en ta muestra hay un
grupo de observaciones que proceden de una poblacidn diferente que el resto. Por tanto,
este trabajo se centra en un tipo muy concreto de errores: 1os que tienen su origen en el
hecho de que entre los datos se encuentra un conjunto de observaciones generadas por un
proceso estocastico distinto del que sigue la mayoria de [a muestra.

Siguiendo este planteamiento, el primer objetivo del trabajo es mostrar que,
contrariamente a lo que se ha propuesto en la mayoria de la literatura anterior, en los
modelos de eleccion cualitativa los analisis que se apoyan en los residuos, o en simples
extrapolaciones de los resultados para el modelo lineal general, no resultan adecuados. Ello
se debe a que sOlo se observa una realizacién dicotomica de la variable dependiente, por
lo que e! valor de los residuos estd acotado y no proporciona informacion relevante sobre
la probabilidad que tiene un dato de ser andmaio.



INTRODUCCION 2

E! segundo objetivo del trabajo se centra en derivar estadisticos o medidas de
influencia para la deteccion de anomalias en los modelos de variable dependiente
cualitativa. Este es el primer paso para, posteriormente, decidir el tratamiento mas
adecuado que debe darse a las observaciones que se han detectado como andmalas.

El problema de las anomalias en los modelos de variable dependiente cualitativa ha
sido tratado con anterioridad: Pregibon (1981), Jennings (1986) y Copas (1988) son
algunas referencias. Estos trabajos analizan, bdsicamente, los modelos logit y su
planteamiento puede resumirse en los siguientes puntos: i) no parten de una definicién de
dato andémalo, considerando como anomalia toda observacion cuyo residuo en valor
absoluto es grande y ii) adaptan a los modelos de eleccion discreta los procedimientos para
la deteccion de anomalias utilizados en los modelos tineales que, en gran medida, se basan
en el analisis de residuos y en evaluar el efecto de cada observacioén en la estimacién de
los pardmetros del modelo. Ademds, estos trabajos no parten de una definicion estadistica
de dato andmalo, ni analizan las consecuencias que este tipo de observaciones tienen sobre
los resultados de la estimacion del modelo.

En este trabajo se enfoca el problema de forma diferente, partiendo de la definicion
de observacion andmala que habitualmente se utiliza en la literatura econométrica: una
observacion andémala es aquella que no se ha generado por el mismo modelo estocdstico
que se supone para las restantes observaciones muestrales [Box y Tiao (1968)]. A partir
de esta definicion, se demuestra que, en los modelos de eleccién cualitativa, la existencia
de anomalias en la muestra afecta a la consistencia del estimador de maxima verosimilitud.
Ello se debe a que la presencia de estas observaciones hace que la funcion de verosimilitud
del modelo sea diferente de la habitual.

Este trabajo estd organizado como sigue. En el Capitulo 1 se lleva a cabo una
revision de los modelos de eleccién cualitativa, con la finalidad de establecer la notacion
basica y presentar una serie de resultados utilizados en los siguientes capitulos.

En el Capitulo 2 se aborda el problema de las anomalias en los modelos de
eleccidén binaria (MEB). En primer lugar, se exponen los problemas que aparecen en el
modelo lineal general para, posteriormente, analizar las particularidades que este tipo de
observaciones presentan en los modelos de eleccion binaria. Estas caracteristicas propias
de los modelos de variable dependiente cualitativa hacen que no sea inmediata la extension

de los planteamientos de diagnosis desarrollados para el modelo lineal general.



INTRODUCCION 3

En el Capitulo 3 se trata el problema de la deteccién de anomalias en los MEB.
Los resultados que se desarrollan se encuentran en la linea de robustecer ia metodologia
de estimacion, tal y como se propone en Box (1980) y Pefa y Ruiz-Castillo (1982 y [984),
para el caso de los modelos lineales de regresion. Con esie proposito, en este capitulo se
derivan estadisticos o medidas de influencia para la deteccion de anomalias en los MEB.
Este es el primer paso para, posteriormente, decidir el tratamiento méas adecuado que debe
darse a las observaciones que se han detectado como anOémalas.

En el Capitulo 4 se generalizan los resultados de los Capitulos 2 y 3 para los
modelos de eleccion cualitativa miiltiple (MEM) mads utilizados en ia préctica: el modelo
logit multinomial y el modelo probit multinomial. El planteamiento de observaciones
andmalas, asi como los principales resultados sobre su diagnosis son anilogos a los
desarrollados para los modelos de eleccidn binaria. En los Capitulos 2, 3 y 4 también se
ilustran los principales resultados tedricos con experimentos de Monte Carlo.

Por tltimo, en el Capitulo 5 se aplica la metodologia de deteccion de observacio-
nes andOmalas desarrollada en los Capitulos 2 y 3 a dos muestras de datos reales: la
muestra utilizada por Dhillon et al. (1987) en un estudio sobre la eleccién de tipos de
interés fijos frente a tipos variables para préstamos hipotecarios y la muestra utilizada por
Pregibon (1981) en un experimento médico. El objetivo de estos anilisis se centra en
Hustrar la necesidad de analizar los datos empleados en cualquier estudio, antes de pasar
a la interpretacion de los resultados de estimacién obtenidos.



CAPITULO 1

MODELOS CON VARIABLE DEPENDIENTE BINARIA

1.1. Introduccién

El problema genérico que se plantea en Econometria consiste en explicar el
comportamiento o realizar previsiones de una(s) variable(s) enddgena(s) a través de un
conjunto de variables predeterminadas. Un caso particular de esta situacién, consiste en
analizar el comportamiento de los individuos cuando tienen que elegir entre un conjunto
de alternativas mutuamente excluyentes. En este analisis, la variable dependiente dei
modeio representa la eleccion realizada por cada individuo, por lo que es cualitativa,
mientras que las variables explicativas recogen las caracteristicas del decisor y de las
alternativas disponibles tal y como éste las percibe. Con estos modelos se trata de explicar
las decisiones de los individuos en términos de probabilidad y su aplicacion mas inmediata
es la prediccion del comportamiento individual y/o agregado fuera de la muestra.

Los modelos de eleccion cualitativa se han utilizado ampliamente en aplicaciones
biométricas, antes que en aplicaciones econémicas. [.os bidmetras han usado estos modelos
para estudiar problemas de estimulo-respuesta como, por ejemplo, el efecto de diferentes

dosis de un medicamento en la recuperacion o no recuperacion de un paciente.

En economia estos modelos se utilizan generalmente para explicar decisiones
econOmicas discretas como, por ejemplo, la participacion de los individuos en el mercado
de trabajo, la eleccion de ocupacidn, la pertenencia a sindicatos, la compra de bienes de
consumo duraderos, etc. Por tanto, la motivacion y derivacion de estos modelos suele

realizarse a partir de la teorfa de la decision y, en concreto, de la regla de decision basada
en la utilidad.

Otra caracteristica comin de estos trabajos es la hipétesis implicita de que los
decisores tienen un comportamiento racional; esto es, sus preferencias son consistentes y
transitivas. [.a consistencia implica que cada decisor, bajo circunstancias idénticas, utilizara
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fa misma regla de decision y, en consecuencia, elegird la misma alternativa. La
transitividad implica que si la alternativa A es preferida a la B y ésta es preferida a la C,
entonces la alternativa A es preferida a la C.

En la teoria microecondmica del consumidor, o teoria de las preferencias
individuales, cada sujeto elige aquella combinacién de bienes que le resulta preferible y
que satisface su restriccion presupuestaria. Esta combinacion Optima, se obtiene
maximizando la funcion de utilidad de! individuo sujeta a su restriccion presupuestaria. lo
que permite derivar las funciones de demanda. Sin embargo, en la teoria de la eleccion
discreta, la funcién de utilidad de cada individuo s6lo puede tomar un namero reducido
de valores, tantos como alternativas disponibles, por lo que dicha funcion no es
diferenciable respecto a las cantidades. Consecuentemente, el concepto de una relacidn
continua entre la cantidad demandada y un conjunto de variables explicativas, carecen de
sentido y, por tanto, los modelos tedricos deben basarse directamente en las funciones
individuales de utilidad.

En este capitulo se lleva a cabo una revision de los modelos de eleccion cualitativa,
con la finalidad de establecer la notacién basica y presentar una serie de resultados que van
a utilizarse en los siguientes capitulos del trabajo.

En la Seccion 1.2 se revisan los modelos de eleccion binaria, en los que la variable
dependiente toma s6lo dos valores, correspondientes a las dos alternativas posibles. Se
comienza con la derivacion de estos modelos y se especifican sus distintas formas
funcionales, prestando especial atencidon a los més utilizados: el modelo lineal de
probabilidad. el modelo probit y el modeio logit.

En la Seccion 1.3 se trata la estimacion de los modelos de eleccién binaria. En
concreto, se resume gl procedimiento de estimacién por maxima verosimilitud y la

obtencidon de estimaciones maximo-verosimiles por métodos lineales.

La Seccion 1.4 se dedica al contraste de hipotesis. En primer lugar, se considera
el problema de contrastar una hipétesis lineal general y, posteriormente, se trata el caso
del contraste de hipotesis de exclusion, utilizando el principio de los multiplicadores de
Lagrange. Ademas, se estudia el problema de la derivacidn de intervalos y regiones de
confianza tanto para los parametros del modelo como para las probabilidades individuales.
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En la Seccidn 1.5 se plantea el problema de prediccién con los modelos de variable
dependiente binaria, prestando especial atencién a la prediccion de las decisiones agregadas

de la poblacion objeto de estudio.
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1.2. Modelos de eleccion binaria

Los modelos de eleccion binaria (MEB) tienen su origen en la experimentacion
biomédica, en la que, de una forma natural, es posible codificar los resultados en éxito y
fracaso. En este contexto, se supone la existencia de una variable latente o respuesta no
observable, cuyos valores dependen de un conjunto de variables, y que da lugar a una
observacion binaria codificada normalmente como uno o cero.

En el campo de !a economia, los modelos de variable cualitativa se plantean en un
contexto de toma de decisiones por parte de los individuos. En esta situacion, existe una
variable latente para cada alternativa, que puede interpretarse como la utilidad asociada a
cada una de ellas segun es percibida por el decisor. El individuo elige aqueila opcién que
le reporta una mayor utilidad.

Finalmente, se verd que, tanto el planteamiento de variable latente como el de
eleccion discreta, dan lugar a modelos equivalentes.

1.2.1. Derivacion de los modelos de eleccion binaria

Sea una variabie endégena latente y,” que puede explicarse a través de una funcion
lineal de un conjunto de & variables exdgenas x; y un vector de pardmetros « de dimension
kx1, mas un término de perturbacién', por lo que dicha relacién puede plantearse:

"

v, = xa + E, con E) =0 y We)=do Vi [1.2.1}

-

de modo que si y," sobrepasa un determinado nivel, se observa un éxito en el caso i-ésimo
y, por el contrario, si se mantiene por debajo de dicho nivel, se observa un fracase. La
interpretacion de la variable latente v,” depende de la naturaleza exacta del problema objeto
de estudio. Por ejemplo, en una situacion en que el objetivo sea analizar la decisidén de un
individuo sobre adquirir o no un bien duradero, y,” puede considerarse un indicador de la
predisposicion de compra. que depende de las caracteristicas concretas del sujeto.

En esta clase de modelos es necesario definir una funcién indicador .#(y,") que
relaciona la variable latente con la observable denotada por y,, tal que:

! Aunque el supuesto de linealidad no es necesario en ningin caso, simplifica considerablemente el andlisis.
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1 si y =0
y, = Fy,) = [1.2.2]
0 si y" <0

Aungue en este planteamiento no es relevante la forma funcional de .#(-), conviene
tener en cuenta que, en determinados casos, definiciones alternativas producen modelos
conceptualmente diferentes. Por otra parte, se elige el valor cero come valor critico de la
eleccion. Sin embargo, esta eleccion tampoco es relevante para el anélisis siempre que se
incluya un término constante entre los regresores. En este caso, un punto de corte distinto
de cero quedard reflejado como un cambio de origen.

En este contexto, si F(-) es la funcion de distribucion de g;, que se supone indepen-
diente de x;, se puede definir la probabilidad de respuesta o de eleccion como:

P =Py =11 x)="Py =xlare =0
[1.2.3}
= Ple, > -xja) = 1 -F(-x]a)
o bien:
Py, =0 | x) = 1-P, = F(-x;a) (1.2.4]

S1 la funcion de densidad f(-) aseciada a F(-) es simétrica, que es la situacion mas
frecuente, entonces:

P. = Fxa) {1.2.5]

De hecho, el supuesto de simetria no es necesario, puesto que, sin pérdida de
generalidad, la ecuacién [1.2.1] podria haberse planteado como y," = x & - £, vy siguiendo
los pasos expuestos anteriormenie, se obtiene que P, = F(x,’a) sin requerir ninguna
caracteristica particular de F(+).

Obsérvese que la ecuacion [1.2.3] no estd definida de forma dnica respecto al
vector o, puesto que:
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r
P.=P Al w0 11.2.61

81
Zoz
! A

por o que, convencionalmente, se emplea una normalizacién especifica para cada funcion
de distribucion, lo que se traduce en elegir un \ determinado de forma que la varianza de
¢; sea conocida. De este modo, el modelo latente resulta:

v, =x/8 ¢ con Eg) =0y We) = a, vi {1.2.7]
donde 8 = a/\ y 0,° es conocido y depende de la funcion de distribucion que se suponga
para ¢, lo que no afecta a la funcion indicador ni al modelo observable. Incorporando esta
restriccion, la ecuacidn [1.2.5] resulta:

P, = Felp) 11.2.8)

Es importante sefialar que este tipo de modelos no permite estimar el valor de v,
para un vector x; dado, sino la probabilidad de que y, tome un cierto valor, es decir, la
probabilidad de que el decisor opte por una de las alternativas que se le presentan o
alcance un cierto nivel de respuesta a un estimulo.

A continuacion, se desarrolla un planteamiento alternativo de los MEB maés ligado
a la Teoria Economica y que se debe a McFadden (1973). En este contexto, se supone
que, en lugar de una variable iatente, el individuo percibe dos variables no observabies
para el investigador, que indican la utilidad que le reporta cada una de las alternativas.
Dicha utillidad se considera determinada por una componente sistemdtica (que es
determinista y contiene los componentes mds representativos de la misma) y por una
componente aleatoria (que refleja las caracteristas no observables de los individuos, como
los gustos y los errores de medida en las variables). Entonces, manteniendo el supuesto
de que la componente sistematica es lineal en los parametros, se tiene:

Yo =Xy &

[1.2.9}

L T
_Vfl = X; a] +£,'}

En un contexto de maximizacion de la utilidad, el decisor elige aquella alternativa
con mayor valor de la variable latente por lo que, en este caso, la funcidn indicador que
relaciona la variable latente con la observable es:
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) Losioy 2y 1.2.10
v, = Fly, ) = . . {1.2.10]
0 st yu < Ve

y la probabilidad de eleccion resulta:

P.=Py, =1]x)=Py; = o)

il

Pix o +e, 2 x wy*€,) [1.2.11}

1l

Ple,-¢; = xf(al"au)]

De nuevo, es necesario imponer restricciones para la identificacion del modelo.
Esto puede hacerse normalizando, en primer lugar, [a varianza de [a diferencia entre las
perturbaciones. Esta normalizacion depende de la distribucidn que se suponga y, en
general, puede expresarse:

T
£ £ X (o, — o)
A A

[1.2.12]

P; = p = P[Sl- = xiT(ﬁl_ﬁo)]

para cualquier A > 0, donde ¢; = (g, - &,;)/\ de forma que V() = o,’ es conocida.

Por otra parte, todavia existen infinitos vectores 3, y 8, tales que su diferencia sea
igual a la misma constante, por 1o que también se impone ia restriccion:

By =0, B =8-8, [1.2.13]

de modo que sdlo puede estimarse de forma dnica el vector 8. Por tanto, la probabilidad
de eleccion resuita:

P =Py =1]1x)=Pe = x'® = Fx/B) (1.2.14])
donde F(-) es la funcion de distribucion de &,.
Aunque con este planteamiento aparecen dos variables aleatorias, tan solo es

necesario hacer algin supuesto sobre la distribucion de g, de forma que los modelos
resultantes de la derivacion de variable latente y de decision son equivalentes.
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En las dos formas alternativas de derivacidn de modelos binarios que acaban de
exponerse, se ha supuesto que el vector x; esta formado por un conjunto de variables que
caracterizan al decisor. Sin embargo, un modelo mas general incluiria entre las variables
explicativas un conjunto z; (/ = 0, 1) de g variables que caracterizan las alternativas
disponibles tal y como las percibe el individuo. Este enfoque da lugar a los denominados
modelos de eleccion condicional [Luce (1963), McFadden (1973)]. En ellos, el modelo
latente es:

*

v =xlo v z6+e,  j=0,1 [1.2.15]

La probabilidad de eleccion, incluyendo restricciones analogas a las de [1.2.12} y
[1.2.13] resulta:

P, = P, < x/'8 + (2,2, (1.2.16]
y denotando por:
X, 8
* * 1.2-1
X; = y 87 = [1.2.171
Zi ~ g ¥

el modelo [1.2.15] puede reescribirse como un MEB semejante al de la ecuacion [1.2.7].
Esta generalizacion no aporta nada al analisis en modelos binarios, pero si es relevante en
una sitwacion de eleccion miltiple.

1.2.2. Formas funcionales

Una vez derivado conceptualmente el modelo, para definirlo es necesario
especificar como se distribuye la perturbacion o bien la diferencia entre las perturbaciones
de cada alternativa, lo que da lugar a los distintos modelos concretos. En este trabajo, tan
s0lo se suponen tres caracteristicas generales de la funcion F(-): 1) que es continua y dos
veces diferenciable, ii) que es estrictamente creciente en todo su dominio de definiciéon y
il1) que su funcidn de densidad asociada es unimodal, esto €s, que tiene un s6lo optimo
local que, consecuentemente, es el optimo global.
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1.2.2.A. El modelo lineal de probabilidad

El modelo mas simple, que se conoce como modelo lineal de probabilidad (MLP),
se deriva a partir de la hipdteisis de que ¢, sigue una distribucion uniforme entre dos
valores prefijados -L y L, con L > 0. La probabilidad de eleccion en este caso resulta:

0 si x'B<-L
x‘Tp’ T
B+L
P o= [ seyde, - ol _23 s Lsx’BsL [1.2.18}
=L L
1 si /8>1L

Pese a su simplicidad, este modelo presenta serios inconvenientes teoricos
especialmente en los puntos -L y L, donde la primera derivada no es continua. Ademis,
al trabajar con muesiras reales, inevitablemente ocurre que algunos individuos elijen una
alternativa para la que la probabilidad prevista es cero. Este probiema se debe al supuesto
de que la funcion de densidad de & se hace cero a partir de los puntos -L y L.

Debido a estos problemas, se han desarroliado modelos que describen de forma mas
realista las probabilidades de eleccion. En la practica, el modelo lineal de probabilidad sélo
se utiliza para calcular estimaciones iniciales consistentes de los parametros, que se

emplearan para inicializar procedimientos iterativos de estimacidn de otros modelos.

1.2.2.B. El modelo probit binario

Una hipotesis logica sobre las perturbaciones es suponer que son la suma de un
numero elevado de componentes no observables, que conducen a la decision. Dado este
supuesto, por el teorema central del limite, la distribucidon de las perturbaciones
convergeria a una distribucion normal.

Concretamente, resulta habitual suponer que &, y g;, siguen distribuciones normales

con media nula y varianza hmta, por lo que & serd también normal con media cero.

3 . .. ;o . . .. . .
© Obsérvese que la eleccion de los limites de la distribucidn es irrelevante, puesto que no son mas que
pardmetros de escala, y generalmente se emplea L = 1/2.
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Incorporando la restriccion de identificacion dada en [1.2.12], que para el modelo probit
es V(g) = o, = 1, la probabilidad de eleccion a partir de [1.2.14] es:

P = Pl < x'B)
: e Ly N _ [1.2.19]
L@r_exp( 5 &) de, qub(s,.) de,
= ®(x/B)

donde ®(-) y ¢(') denotan, respectivamente, la funcién de distribucion y de densidad de
una variable aleatoria normal estdndar. Obsérvese que las probabilidades de eleccién del
modelo probit binario no dependen de las varianzas de cada perturbacion o su covarianza.

1.2.2.C. El modelo logit binario

Aunque el modelo probit es intuitivamente razonable y el supuesto sobre la
distribucion de las perturbaciones tiene un fundamenio tedrico, presenta el inconveniente
de que la probabilidad de respuesta no tiene una forma cerrada; es decir, se expresa
mediante una integral. Esto hace que, en algunos casos. sea conveniente utilizar una
funcion de distribucion que, manteniendo la forma de la normal, sea mas sencilla
analiticamente. Uno de estos modelos es el logit binario.

El modelo logit supone que &, sigue una distribucion logistica 0, mas precisamente,
una distribucion del cuadrado de la secante hiperbolica (sech®), cuya ftuncién de
distribucion es:

Fu) = pe—yr] , — <y < [1.2.20]
1 +expl(u ~ p)/7)

y cuya funcién de densidad asociada es:

- el - i) - 1.2.21
N st - P -

donde p es la esperanza de la distribucion y la desviacion tipica es w7/+/3. Se conoce como
tuncion de distribucidn logistica estdndar cuando en {1.2.20}, p = Oy 7 = 1, y en este
caso se cumple que:
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fiwy = F) [1 - Fw)) [1.2.22]

La distribucion logistica tiene un aspecto semejante a fa normal, aunque las colas
son mas gruesas. Para obtener ia distribucidn logistica de &;, es necesario suponer que g,
v &, son independientes y se distribuyen idénticamente valor extremo (distribucion de!
valor extremo tipo I o Gumbel [Johnson y Kotz (1970)]*). Como en los casos anteriores,
es necesario imponer una normalizacion en la escala y usar la distribucion logistica
estandar, con lo que se tiene que E(g) = 0y Wg) = o,/ = 7/3.

Dada esta hipotesis, la probabilidad de eleccidn puede expresarse:

)
]

Ple. < x'0)

| e l [1.2.23]

1 + exp(x;") ) 1 + exp(-x;'B)

A(x"8)

donde, en lo sucesivo, A{"} y A(-} denotan la funcién de distribucion y de densidad de una
variable aleatoria logistica estandar.

Es importante sefalar que la diferente normalizacion de escala elegida para cada
uno de los tres modelos expuestos, hace que 1os pardmetros estimados no sean directamen-
te comparables. Para relacionar los parametros del modelo lineal de probabilidad (MLP)
con L = 1/2 y el probit con ¢ = 1, conviene hacer notar que la desviacion tipica de la
distribucién uniforme (-L, L) es L/+/3 y, en nuestro caso, esti fijada en 1/2+/3, mientras
que es unitaria para el modelo probit. Esta normalizacidn implica que los coeficientes del
modelo probit serdn 2+/3 veces mayores que los de!l modelo lineal de probabilidad.
Siguiendo un razonamiento andlogo, los coeficientes del modelo logit serdn «/+/3 veces
mayores que los del correspondiente modelo probit normalizado. Esta equivalencia puede
tener dos aplicaciones: i) hacer comparables modelos que no lo serian, al tener diferentes
escalas los vectores de pardmetros, y 1i) emplear las estimaciones del MLP transformadas,
como condiciones iniciales para estimar [os otros modelos por métodos numéricos
iterativos.

* La distribucion del valor exiremo (EVD) se deriva del limite de la distribucion del mayor (o menor) vator
de un conjunto de variables aleatorias. La EVD del mayor valor tiene funcién de distribucidn
Fluj = exp{-exp[-(u-w)/r1}, y es unimodal y no simétrica.
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Finalmente, es importante sefialar que, aunque se ha mantenido el supuesto de
linealidad de los argumentos en la probabilidad de respuesta, el modelo logit permite
introducir de torma sencilla un cierto tipo de no linealidad. Este hecho resulta particular-
mente interesante para representar diferentes esquemas de comportamiento de la
prebabilidad de eleccion, sin tener que emplear diferentes funciones de distribucion. En
general, un modelo univariante dicotdmico se puede escribir:

P =Py =1 = Fvix,, 8)), i=1,2,..,n [1.2.24]

donde v(-} es una funcidn arbitraria elegida por el investigador. Cuando F(:) es la
distribucion logistica y se mantiene la relacion lineal entre variables y parametros, se
obtiene lo que McFadden (1978) denomina logit universal [Amemiya (1981)].

A partir de [1.2.23] y [1.2.24], la probabilidad de eleccion resulta:

1

P = A'(x/B) = -
I+ exp[-v(x, B)]

[1.2.25]

donde. por ejemplo, si se supone que v(x/B) = 8§ + &,(x'B), para §, = 0.084 y
6, = 1.702, la funcion anterior es aproximadamente igual a la funcion de distribucion
normal. También, con valores de los parametros §, = 0.012 y §, = 0.601 se consigue una
aproximacion aceptable a la funcion de distribucién uniforme entre -4 y 4. Estas

aproximaciones se muestran en las Figuras 1.1 y 1.2,
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Figura 1.1: Aproximacién de la distribucién normal mediante un modelo logit generalizado.

P

Figura 1.2: Aproximacion de la distribucién uniforme mediante un modelo logit generalizado.
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1.2.2.D. Otros modelos binarios

Aungue los modelos probit y logit son, con diferencia, los més utilizados, se han
propuesto otras funciones de distribucion para proporcionar diferentes patrones de
respuesta de las probabilidades de eleccion. Aunque este trabajo se centra en los modelos
logit y probit, los resultados son validos para otros modelos, como los que se exponen a
continuacion.

Otras tunctones de distribucidn que se han considerado en la literatura son las
siguientes:

1. Distribucion de Cauchy o del arcotangente estindar.

P = .}_ + _Iarctan(xfﬁ) [1.2.26]
2 T
cuya funcidn de densidad asociada es:
fy =Ll e cu < ow [1.2.27]
T 1o+ u?

P=1-__1 k>0 %8>0 [1.2.28]

1+ &8 ]

cuya funcién de densidad asociada es:

fy = [_li’f.‘iT_] ck >0, 1 >0 (1.2.29]
+ uF

y que se usa, fundamentalmente, para tratar variables aleatorias que toman solamente
valores positivos.
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3. Exponencial truncada por la derecha.

exp[-(L - x/B)] si xB<L [1.2.30]
1 si x'B=L

4. Exponencial truncada por la izquierda.
[ - exp(-(xB - L)] si x'B>L (1.2.31]

a 0 si x'B<L

donde, en [1.2.30] y [1.2.31], L es el punto de truncacién,
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1.3. Estimacion de Modelos de Eleccion Binaria

En general, la estimacién de los modelos de respuesta binaria se puede llevar a
cabo por maxima verosimilitud, con la excepcion del modelo lineal de probabilidad, que
puede estimarse consistentemente (aunque no eficientemente} por minimos cuadrados
ordinarios {MCOQO).

En esta secciéon, como en el resto de este trabajo, el andlisis se restringe al caso
mas frecuente en aplicaciones econdmicas, que ¢es el de observaciones individuales
obtenidas por muestreo aleatorio simple. Un tratamiento de la estimaciéon con datos
agrupados, esto es, cuando se dispone de un conjunto importante de observaciones con
idéntico vector de caracteristicas, se encuentra en Cox y Snell (1989) o en Amemiya
(1981) entre otros. Por otra parte, la formulacion y las condiciones de existencia, asi como
las propiedades del estimador maximo-verosimi! (EMV) bajo distintos diseiips de muestreo,
pueden revisarse en Cosslett (1981a y 1981b) y Manski y McFadden (1981). Entre los
esquemas de muestreo no aleatorio simple, el mas frecuente en la prictica es el muestreo

basado en la eleccion (choice based sampling}, cuyo primer tratamiento aparece en Manski
y Lerman (1977).

1.3.1. Estimacion de Maxima Verosimilitud

Dado el modelo en {1.2.13], para una muestra aleatoria de tamano 7, la funcidn
de verosimilitud es:

LB Xy = ]’[ P/ (1-P)"™ {1.3.1

Definiendo F, = F(x8) = P, y tomando logaritmos se tiene:

(B | X, 9 =InE = i[yilnF'. + (1-y)In(1 -F)] [1.3.2]

i=1

El vector gradiente del logaritmo de la funcién de verosimilitud es:
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TR N/ _ 1.3.3]
Ve 38 Z;TF"YT—'F_)O) F)zx, [

donde f; es la funcidn de densidad asociada a F;, mientras que el hessiano puede escribirse:

z (y - . / T
vr . , . [1.3.4]
5Taﬁ Z ' F) fewl s X Fr )fxf”

siendo f*, la derivada de [a funcién de densidad respecto a x;’8.

Asimismo, la matriz de informacion es la menos esperanza de [1.3.4), esto es:

n )
1B) = -E(V? 1) = _}j_ﬂ%__)x,xf [1.3.5]

Bajo condiciones de regularidad no muy restrictivas, y especialmente en los
modelos en los que se centra este trabajo, la funcién de verosimilitud es globalmente
concava |véase McFadden (1973 y 1983), Amemiya (1985) o Nifiez (1990), entre otros].
Por tanto, el estimador maximo verosimil 3 de 3, si existe, es Unico. Ademas es
consistente y \/;z— B -8 se distribuye asintoticamente normal con esperanza 0, y matriz
de varianzas covarianzas [(1l/n) [ (3)]*‘. Los resultados necesarios de teoria asintdtica que
permiten concluir lo anterior se encuentran en Silvey (1970), Cox y Hinkley (1974) y
Amemiya (1985). Un planteamiento general sobre la concavidad de la funcion de
verosimilitud para modelos binarios debida a Nufez (1990) se presenta en el
Apéndice A.1.

L.a maximizacién de la funcién de verosimilitud o, lo que es equivalente, la
solucion de las ecuaciones de las condiciones de primer orden de [1.3.3], debe lievarse a
cabo numéricamente. En el Apéndice A.2 se presenta una revision breve de los métodos
habitualmente empleados para resolver el problema de maximizar una funcion objetivo sin
restricciones.
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1.3.2. Estimacién de maxima verosimilitud por procedimientos
lineales

Siguiendo a Amemiya (1983), un algoritmo de optimizacion mds eficiente
computacionalmente que el de Newton, y que permite una interesante interpretacion del
modelo {1.2.13] es el método de scoring de Fisher. En este algoritmo se emplea la matriz

de informacidén como aproximacion al hessiano y el paso en cada iteracion viene dado por
[véase Apéndice A.2]:

B =B+ (IB)] V@) [1.3.6]

La expresion [1.3.6] puede también plantearse:

= L) [Ve@) ~ 1) B 11.3.8]

y sustituyendo el gradiente y la matriz de informacidn por las expresiones [1.3.3] y [1.3.5]
resulta:

ﬂr _Ff) “ f
Vf:’(ﬁ) [(B)ﬁ ,._A_x,- * X, (x; B)
1 F(1-F) =1 F(1-F)
[1.3.9]
- r
=Y L x,0,+f B - F)
F(l F)

donde la virgulita sobre F; y f; denota que estas funciones han sido evaluadas en el vector
{’. Agrupando términos y operando, la ecuacion [1.3.8] puede escribirse como:

xlF(l rlF(l F')

A -1 P
BT - fz 2 f
g o= [E ),x Y e x  +fTB) - Fy (139
que puede interpretarse como el estimador por minimos cuadrados ordinarios (MCQ) de

3 en la regresion:

5, < £78 + u, (1.3.10}

donde
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e
v = yfff'x"a -k, [1.3.11]
TG
y
§ = fi [1.3.12]

i i

[£(1 —ﬁ,.)lmx

Por tanto, un procedimiento de estimacion lineal maximo-verosimil para cualquier
modelo binario vendria dado por los siguientes pasos:

Paso 0: Elegir un vector B’ de estimaciones iniciales. Fijar el contador de iteraciones a
cero, 7 = 0 y elegir una tolerancia para el criterio de parada e,.

Paso I: Verificar si se ha producido la convergencia, usando los criterios de parada
establecidos. De no ser asi, seguir con el paso 2.

Paso 2: Evaluar las funciones de densidad y distribucion del modelo a estimar en x,3" vy
transformar la variable y; y el vector x; de acuerdo con las expresiones [1.3.11]
y {1.3.12]. Seguir con el paso 3.

Paso 3: Estimar por MCO la regresion [1.3.10]. Los estimadores que resultan son
idénticos a los obtenidos por el método de scoring para cada iteracion. Hacer
7 =71 + 1y volver al paso 1.

Otra derivacidn alternativa del algoritmo propuesto, puede levarse a cabo
[Amemiya (1981, 1985)] del siguiente modo. Sea el modelo no lineal:

v, = F&'B) + 4, (1.3.13]

donde u; es una variable binaria que toma los valores 1-P; con probabilidad P, y -P; con
probabilidad 1-P,, de forma que:

Fw) =0 y W) =P(1-P) [1.3.14]

Si se lleva a cabo una aproximacion lineal del modelo mediante una expansién por
Taylor de F(x,/8"*") en torno a un vector de condiciones iniciales 3, se obtiene que:
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FaeBY) = Fe'B) + e Bx/ (37 -B) + R [1.3.15]

Teniendo en cuenta que R, - 0 en probabilidad si 87 es una estimacién consistente
de 8, sustituyendo el modelo [1.3.13] en la ecuacién [1.3.15]. la aproximacion puede
escribirse:

v, - Fae" By + fa BBy = AT a8 - a, [1.3.16)
El modelo en [1.3.16] es lineal con perturbaciones heterocedasticas, cuya varianza

es I'{1-F). Por lo tanto, la estimacidon eficiente del mismo por minimos cuadrados
ponderados, coincide con la estimacidén MCO del modelo [1.3.10].
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1.4. Contraste de hipétesis

En esta seccion se presentan un conjunto de resultados sobre el contraste de
hipétesis en los modelos de eleccion binaria. En primer lugar, se trata el caso de hipotesis
tineales, y posteriormente, en un contexto mds general, se utiliza el principio de
Multiplicadores de lLagrange para plantear contrastes para hipdtesis nulas del tipo
Hy: o = 0; esto es, de exclusion de algin tipo de variables, para cualquier funcion £(-)
que cumplia las condiciones de regularidad.

1.4.1. Contraste de restricciones lineales

Se considera el contraste de una hipotesis general lineal de la forma:

Hy: RG = r [1.4.1}

donde R es una matriz de constantes conocidas mXk, r es un vector mx1 también
conocido y ademds se cumple que m < k y que rango(R) = m. En lo que sigue, se
distingue entre el casoenquem = l y m > 1.

Siguiendo a Amemiya (1985), es sencillo comprobar que st m = 1, bajo la
hipétesis nula:

RB-r

- N0, 1) {1.4.2]

YRV(B)'RT
donde V(ﬁ’) es una estimacion consistente de la matriz de covarianzas de! vector de
parametros estimado, que generalmente sera la inversa de la matriz de informacion.
También se puede utilizar la distribucién ¢, para llevar a cabo el contraste aunque, al
utilizar muestras grandes, hecho en el que se apoyan los resultados de convergencia,
resulta mas apropiado el empleo de la distribucion normal [Amemiya (1981)].

Un caso particular del que se acaba de exponer es el contraste de significacién de
un parametro individual. En ese caso, el estadistico de contraste se reduce a:
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> N0, 1) [1.4.3]

donde V(Bj) es el elemento j-ésimo de la diagonal principal de V(B).

Cuando m > 1, puede emplearse alguno de los conocidos contrastes de Wald
(WT), Razon de Verosimilitudes (LRT) o Multiplicadores de Lagrange (LMT) [Engle
(1983)). El coniraste de Wald requiere un estimador no restringido consistente y
asintoticamente normal, asi como una estimacién consistente de la matriz de covarianzas®.

El estadistico correspondiente puede escribirse:
WT = (RB-D"[RVBRT (RB -1) ~ X, [1.4.4]

Obsérvese que si m = 1, el estadistico de Wald se reduce al cuadrado del estadistico que
figura en (1.4.2].

El estadistico de contraste de razén de verosimilitudes se formula como:
LRT = 2[0(B) - {(BR] = xn (1.4.5]

donde £(f) y ! (3 o) denotan, respectivamente, el logaritmo de la funcion de verosimilitud
evaluada en el mdximo y en el estimador bajo la hipdtesis nula. Este estadistico estd
asociado a {a estimacion mdximo-verosimii y para su cdiculo es necesario evaluar tanto el
maximo de [a funcidn de verosimilitud del modelo sin restricciones como el de [a funcidén
de verosimilitud bajo la hipbtesis nula, lo que generalmente supone obtener ambos
estimadores. Por esta razon, este estadistico no suele emplearse en la préctica para el
contraste de restricciones lineales generales.

El contraste de multiplicadores de Lagrange también estd ligado a la estimacion
maximo-verosimil y requiere evaluar el gradiente del logaritmo de la funcién de
verosimilitud bajo la hipdtesis nula, asi como una estimacion consistente de la matriz de
covarianzas. E! estadistico de contraste puede escribirse [Engle (1983)]:

IMT = Vi@ B VIBY ~ X [1.4.6]

4 . . .. .. . . . i
Aunque ¢s habitual usar el estimador maxime-verosimil y la inversa de la matriz de informacion, no es
necesario para la aplicacion de este contraste [Amemiya (1981)].
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1.4.2. Contraste general de hipdtesis de exclusion basado en el
principio de multiplicadores de Lagrange

En este apartado se analiza el contraste de hipotesis paramétricas generales que se
pueden plantear como H,: a = 0, [Godfrey (1988, cap. 6)]. Este tipo de contrastes de
exclusion es muy flexible si se introducen relaciones no lineales entre las variables. Sea
un modelo més general gue los que se han tratado en el apartado anterior, en el que la
componente sistematica es una funcién genérica v(z,'e, x,8) donde z, es un vector de ¢
variables exdgenas y « es un vector g x | de parametros desconocidos. La funcion v(+) es
tal que verifica:

v(0,x/B) = x/B [1.4.7]

siendo continua y diferenciable con primeras derivadas continuas. Bajo el supuesto
anterior, siguiendo los pasos dados en las ecuaciones [1.2.1]-[1.2.5] se tiene que:

P = Fiv(z/a, x/)] [1.4.8]

Aplicando el principio de los multiplicadores de Lagrange (ILM) [Engle (1983)],
la adecuacion del modelo se puede analizar contrastando el conjunto de restricciones
H,: o = 0. La construccién del estadistico de contraste requiere evaluar el gradiente del
logaritmo de la funcion de verosimifitud bajo la hipotesis nula y el estimador maximo-
verosimil bajo la hipétesis nula. Para simplificar [a notacién definimos: i) 7 = (o, 87);
iy vi(0) = vz o, xB); i) v (8) = dv(0)/30, donde 6, es el componente r-ésimo del
vector @, ¥ = 1, ..., k+q: iv) Vv(0) = dv{(0)/38; v) F(0) = Flv(#)]. El EMV restringido
se denota por § = (0, 8N,

El vector gradiente del logaritmo de la funcién objetivo resulta en este caso:

_ahn¥ S 1.4.9
ve=SoS - EF(T‘F“)(” F)Vv(9) [1.4.9]

Davidson y MacKinnon (1934) argumentan que el calculo del hessiano puede ser
complicado en este contexto y utilizan la forma OPG’ equivalente, de modo que estiman
la matriz de informacion como W(@)TW(a), donde W(ﬁ) es una matriz # X {(k+q) cuyas filas
son los vectores gradiente de cada observacién. El estadistico puede calcularse como:

> Outer Product of the Gradient: producto exterior del gradiente.
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LM, = nR?, donde R’ es el R? no centrado de la regresion de un vector de unos sobre
W(8) y sigue una distribucién x°,. Una versién equivalente del test es:

[ R n-k-
F, = 2 q
| - R

_ LM1i| n-k-q
| g n(l - R}

que, bajo la hipotesis nula, sigue una distribucidn centrada F,

[1.4.10]

 nig L@ €Videncia para otros
modelos econométricos {Godfrey (1988, cap. 3)], es que este estadistico no tiene un buen
comportamiento en muestras pequefias. La alternativa es, claramente, utilizar la matriz de
informacion en lugar de su estimacion con el equivalente OPG. La matriz de informacion,

en este caso, resulta:

n 2
16) = ~E(V*¥) = 3 ?._(%.F_)Vv‘.(ﬂ)vvi(ﬂ)f [1.4.11]

por lo que el estadistico de contraste [Engle (1983)] es:
LM, = Vi@ @) ved) {1.4.12]

que puede interpretarse como la suma explicada en la regresion de los residuos

estandarizados:
s (b = V- FO [1.4.13]
[F,.(ﬁ)Tl_FT— l_ 9))]1&
sobre:
, £ i
5 = ‘ Vv (87 [1.4.14]
[F® (1 =FnT™
con lo que el estadistico en [1.4.6] puede escribirse:
LM, = (@SB S@)SB] S@)sB) [1.4.15]

y es analogo a los estadisticos dertvados en Gourieroux et al. (1987) que se basan en el
concepto de residuos generalizados.
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La hipétesis H,: e = 0, se puede contrastar comparando el valor del estadistico con
el valor critico de una distribucion x*,. El estadistico LM,, tiene una versidn equivalente

que se distribuye como una F,

.ntg ¥ @ndlogo a F; cuya expresion es:

F - LMz] [ﬂ—k—q1 [1.4.16]
9 1]1r(0-R) ]

[

Por otra parte, para contrastar la hip6tesis de omisién de variables en un MEB, se
puede utilizar el siguiente planteamiento, donde se considera:

v(0) = x{B + zja (1.4.17]

como expresion del modelo aiternativo. Como en el caso del modelo lineal general (MLG),
el EMV restringido é no serd consistente para @ si  # 0. El problema es que, mientras
que las expresiones de la inconsistencia del estimador son sencillas de derivar para el
modelo de regresion lineal general, en el caso de los modelos de eleccion binaria se debe
recurrir a aproximaciones basadas en el supuesto de que los elementos de e estdn proximos
a cero. Godfrey (1988) considera aproximaciones al vector esperanza de la distribucion de
\[n(a - #) bajo una secuencia de alternativas locales H,: a0 = §/x/n, 8’8 < oo,

Sea d,(§) = 3€(8)/08, D,,(#) = 3*(8)/3Bda” y D,(0) = 5°2(0)/98387. El EMV
restringido satisface d,(8) = 0, y, bajo H,, se tiene:

d® =~ d,8) -D, (6 + D, 0@ - ) [1.4.18]

y de lo anterior. despejando, resulta:

(n@ -8 = ~Jr[DO1'd0) + [DO]"D,(0) [1.4.19]

El primer elemento del lado derecho de [1.4.19] es asintéticamente normal con
esperanza nula y matriz de covarianzas finita, mientras que el segundo término converge
en probabilidad a un vector con elementos finitos, no todos nulos. Por tanio, el vector
esperanza de la distribucién asintdtica de \/IT(B -3 es plim [D,())'D,,(6)6. Asi, el
efecto aproximado (inconsistencia local’) debido a la omisién de las variables de Z puede
estimarse:

® Bl términe inconsistencia local no es riguroso. Bl EMV de {3 es consistente bajo A, con (g - 8) Op(n").
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HJ}:{DZZ(B)]*DH(@)& - D, D, D [1.4.20]
n

La expresion [1.4.20] puede combinarse con las expresiones [1.4.13]-[1.4.14] para
obtener una simplificacion para los MEB. Para estos modelos, la inconsistencia local de
B\ debido a variables omitidas es:

n(B) = [XTQX]'XT0Z« [1.4.21)

donde X y Z son las matrices de datos cuya i-ésima fila es x;” y z7 respectivamente, y (2
es una matriz diagonal #Xn cuyo elemento caracteristico es:

fl
r=__J" [1.4.22]
! iF(1-F)]

De la expresion [1.4.21], se deduce claramente que n(ﬁ) es el estimador por
minimos cuadrados ponderados de la regresion de Za sobre X, con matriz de pondera-
cion Q.

1.4.3. Intervalos de confianza para las probabilidades estimadas

Partiendo de los estadisticos expuestos en el Apartado 1.4.1, es sencillo derivar
intervalos de confianza para parametros individuales, asi como regiones de confianza para
el conjunto de pardmetros del modelo. Sin embargo, otro aspecto interesante de la
inferencia, que puede presentar alguna dificultad adicional, es el calculo de intervalos de
confianza para P, Este asunto se aborda a continuacion.

Puesto que el estimador maximo-verosimil de 8 sigue una distribucion asintotica

normal multivariante con esperanza 8 y matriz de covarianzas V(8), la variable x'8 sigue
una distribucion:

N(xTB, x TV(B)x) [1.4.23]

Bajo la especificacion lineal de la parte sistematica del modelo que se ha seguido
anteriormente, para un modelo general se tiene que F'(P) = x'8, y de ahi:
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x TV(B)x)"?

es un estadistico pivote para P,, que sigue una distribuciéon normal estindar.

[1.4.24]

Definiendo 75, como el percentil de la distribucion normal para un nivel de
significacion «, se puede escribir:

xTB-F(P) [1.4.25]
Pl- < . = =1- e
T "“”} i

y despejando:

P[x TB _ nwz(x TV(&)I)UZ < F&i(Pi) < xTB - nwz(x TV(B)x)Uz] = |- [1.4.26]

Teniendo en cuenta las propiedades de F(-) y, en particular, que es estrictamente
creclente en su dominio, el intervalo de confianza a un nivel | - « para P, resulta:

(P 7B - n e TV, Fix T8 + n e VB )} [1.4.27}
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1.5. Prevision con modelos de variable dependiente binaria

Una de las principales razones para la construccién de modelos de variable
dependiente cualitativa es su utilizacion para la prevision de las decisiones agregadas de
una poblacién objeto de estudio. En esta seccidn se presentan los principales métodos para
realizar prevision agregada. Un andlisis mas extenso de estas técnicas puede encontrarse
en Ben-Akiva y Lerman (1985, cap. 6), Daganzo (1979, caps. 4 y 5) y Cramer (1991,
cap. 5).

En esta seccion, no se hace especial diferencia entre modelos binarios vy
muftinomiales, debido a que las técnicas que se describen son de aplicacién general. No
obstante, cuando existan diferencias relevantes se haran notar de forma explicita.

1.5.1. El problema de la prevision agregada

Se supone que el nimero de decisores en la poblacion, denotado por N, es
conocido. Si se conoce el vector de caracteristicas x; para todos los individuos de la
poblacién, calcular una prevision del nimero de individuos que optarian por la alternativa
j es, al menos conceptualmente, sencillo. Esta previsién, que se conoce como demanda
agregada, seria.

N = }:P.. [1.5.1]

donde N, es el nimero total de individuos que eligen la alternativa j, P, es la probabilidad
de que el individuo ¢ elija la alternativa j y P, es la probabilidad de que un individuo
genérico con vector de caracteristicas x elija la alternativa j-ésima.

Notese que N, es el valor esperado del nimero de individuos que elegirian la
aliernativa j-ésima, y es un estimador insesgado y consistente del verdadero valor, esto es,
de los individuos que efectivamente eligen j. Una forma més conveniente de expresar
[1.5.1] es formularla en términos relativos, es decir, estimar la proporcion de individuos
que elegirian j. Esta proporcion se denomina genéricamente participacion:
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1 N
w, = K{E} P, = E(P) [1.5.2}

El problema del planteamiento anterior es que es poco realista, puesto que muy
raramente se puede conocer el vector de caracteristicas para toda la poblacion y, aunque
asi fuera, el estuerzo computacional para calcular previsiones sobre poblaciones grandes
podria ser muy elevado. Partiendo de [1.5.2], si se conoce la distribucion de las
caracteristicas x; en [a poblacion g(x), puede escribirse que:

w, = J}’jg(x)dx = E(P) [1.5.3]

x

donde P, es una funcion de x. Generalmente, g(x) es desconocida y, aunque no lo fuese,
un tratamiento general de [a expresién [1.5.3] podria ser sumamente complejo dependiendo
de las formas concretas de las funciones dentro de la integral.

El propésito de los métodos de prevision agregada es, por tanto, reducir la cantidad
de datos y célculos necesarios para realizar 1a prevision objetivo.

Aunque hasta el momento s6lo se ha expuesto el tratamiento general para realizar
previsiones de la demanda total (V) o de la participacion (w;), la forma de tratar cualquier
otra magnitud de interés asociada a la alternativa j que, en general, se puede denotar como
T{x.B). consiste en calcular o aproximar E,[T(x,3)]. Bajo el supuesto de que se conoce
el vector x para todos los individuos de la poblacion, esto puede llevarse a cabo
calculando:

N
EIT® 81 ~ 5T T B [1.5.4]
i=1
o, de forma mas precisa:

EIT(x. B = | T(x. 6) g dx [1.5.5]

X

y como puede observarse, el tratamiento de la proporcion es un caso particular en el que:
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T(x,B) = P [1.5.6]

Una medida usualmente empleada en la evaluacion de los efectos que tienen
cambios en una variable explicativa sobre la variable dependiente, es la elasticidad. Dicha
medida tiene la ventaja de estar normalizada por la dimensién de las variables. La
elasticidad de la probabilidad de eleccion de la opcién j ante variaciones en la variable &
€s, en general;

x, 0P, dInP

——— = xic
P ox, dx,

[1.5.7]

ﬂjk =

Para derivar casos particulares serd necesario diferenciar entre el caso en que la
variable esté asociada a la alternativa j o a otras alternativas (elasticidad cruzada). Para
modelos binarios como los descritos en las secciones anteriores, las elasticidades resultan:

- B
M = Bk‘xk—_j-_-'
=B (1.5.8]
_ T3
T’Ok kak 1 — FE TB)

En los casos particulares de los modelos logit y probit, la expresién anterior puede
escribirse:

My = Bex (1 -P)
[1.5.9}
Mo = B X P,
para el modelo logit, y:
o(x ’B)
Me = PeXy——
& T
@ [1.5.10]
- $(x ’B)
Mox = '@Hm

para el modelo probit.

La elasticidad agregada de cada alternativa, esto es, la variacién porcentual
agregada de la probabilidad de eleccion de dicha alternativa ante un cambio en la variable
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k-ésima, puede calcularse particularizando las expresiones [1.5.4] 6 [1.5.5] en funcién de
la informacion disponible, haciendo: T(x,B8) = n,.

1.5.2. Métodos de prevision agregada

Siguiendo a Ben-Akiva y Lerman (1985), los métodos de previsidn agregada se
fundamentan en la realizacion de hipétesis simplificadoras sobre el modelo de eleccion,

la poblacién, o ambos. Los métodos bésicos que pueden considerarse son los siguientes:

e Enumeracion muestral: Se utiliza una muestra representativa de la poblacion y
se extrapolan los resultados. La muestra no tiene por qué ser aleatoria, pudiendo

emplearse muestras estratificadas enddgenas o exégenas.

» Clasificacion por caracteristicas: Se divide la poblaciéon en G subgrupos
homogéneos y para la prevision se utiliza un individuo medio representativo de
cada grupo. La prevision agregada se obtiene como la media ponderada de las
obtenidas para cada segmento, utilizando como ponderaciones los pesos de cada
estrato en la poblacion.

¢ Diferenciales estadisticas: Se aproxima la distribucién de las caracteristicas en
la pobiacién por sus momentos y se utilizan dichos momentos en la aproxima-
cion de las previsiones agregadas. Generalmente, s6lo se consideran los primeros
y segundos momentos respecto a la media de la distribucién.

* [Integracion explicita: Se intenta evaluar de forma aproximada la expresion
[1.5.3]. Este método requiere hacer algin supuesto sobre la distribucién de las
caracteristicas individuales. Puesto que habitualmente x incluye variables
continuas y discretas, esa integral debe tomarse en sentido amplio.

En lo que sigue, se presentan los dos primeros métodos, puesto que son los mdas
utilizados y requieren menos hipétesis para su desarrollo. Se presta especial atencién al
estimador de la proporcion de individuos que eligen cada alternativa (w,), aunque es

posible generalizarlo a cualquier otra medida de interés identificando: T(x, B) = '6,-,--
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1.5.2.A. Método de enumeracion muestral

La forma mas simple de aplicar este método consiste en utilizar una muestra
aleatoria representativa de la poblacion objeto de estudio. 1.a proporcion de individuos que
optan por la alternativa j puede estimarse mediante:

n

\Nj=

P [1.5.13]
i

sl—

(=1

donde n es el tamafio muestral.

Este método puede usarse también cuando 1a muestra es estratificada (enddgena o
exdgenamente); esto es, cuando diferentes grupos de la poblacion estin representados en
la muestra en proporciones distintas de las que poseen en la poblacion. En este caso, el
método se aplica primero utilizando la expresion [1.5.13] para los individuos de cada
grupo vy, posteriormente, se obtiene la estimacion global calculando una media ponderada
de las estimaciones intra-grupo:

0 - XK: N _1_2”‘: B, (1.5.14]

j
= N | ns3

donde N, es el tamaio del grupo & en la poblacién y n, es el tamafio de ese mismo grupo
en la muestra. Obviamente, se pueden obtener estimaciones de la participacion de cada
estrato utilizando el componente entre corchetes de la expresidon [1.5.14].

Este procedimiento es el mas empleado en la prictica por su relativa sencillez y
economia de calculo, siendo ademds inmediata la obtencion de previsiones para grupos de
poblacion. Las previsiones obtenidas son consistentes si las estimaciones de los pardmetros
son consistentes, aunque la varianza de la prevision estard sujeta a dos fuentes de error:
el debido al muestreo y el asociado a la estimaciéon. Puede demostrarse [Cramer (1991,
cap. 5} que la varianza del estimador [1.5.13] es:

T

~

oW, aw,
v = | 52 | b | S

[1.5.15]

y para cualquier magnitud de interés, como la elasticidad, la varianza se obtiene de forma
similar.
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1.5.2.B. Método de clasificacion por caracteristicas

El método de clasificacion por caracteristicas se utiliza cuando no se dispone de una
muestra representativa de la poblacion, o cuando se intenta realizar previsién para un
grupo de poblacién escasamente representado (o no representado) en la muestra disponible.
Como se verd a continuacion, y pese a lo atractivo que resulta desde un punto de vista
intuitivo, este método es inconsistente, aunque la inconsistencia puede reducirse a niveles
poco significativos si se toman las precauciones adecuadas.

Este procedimiento es una extension légica del método del individuo medio, por
lo que primero se expone éste, basado en construir un individuo representativo de la
poblacién o del grupo de poblacion objeto de interés, denotado por x, y obtener
estimaciones poblacionales evaluando las magnitudes de interés para este individuo medio.
La participacion resulta:

W, = P(x) = F(x Tﬁj) [1.5.16]
y en general:

EIT(x,8)] = T(x,B) [1.5.17]

La inconsistencia se debe a que, para una funcién no lineal, la media de la variable
dependiente para un rango de valores de las independientes no es necesariamente igual a
la funcién evaluada en la media de las variables independientes.

La inconsistencia es proporcional al rango de variacidn de x, por lo que es un
procedimiento escasamente util para tratar poblaciones en conjunto. Sin embargo, si la
poblacion se estratifica en grupos homogéneos y se agregan las previsiones de cada grupo,
la inconsistencia disminuye y puede ser una buena aproximacion. Esta es la idea sobre la
que se basa el procedimiento de clasificacién por caracteristicas.

Formalmente el método de prevision por clasificacién por caracteristicas sigue las
siguientes etapas:

Paso 1: Se particiona la poblacion en G grupos excluyentes y exhaustivos, cada uno de
los cuales corresponde a un rango de variacion del vector de caracteristicas
definido por el conjunto {X,}, cumpliendo que:
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Oxg . ¥ [1.5.18]
g=1
donde X denota el espacio de las variables explicativas. A veces puede ser
necesario recurrir a métodos multivariantes, como el andlisis de conglomerados,
para determinar los conjuntos {X,}, aunque también pueden ser fijados por el
investigador.

Paso 2: Para cada grupo, obtener el individuo representativo Eg y el tamario del grupo
en la poblacién que, en algunas ocasiones, puede ser necesario estimar.

Paso 3: El estimador de la proporcion de individuos que eligen la alternativa j con este
método resulta:

&
Z _’Yﬁ &) [1.5.19]

donde N, es el nimero de individuos en el g-€simo grupo, N es el tamafio de la
poblacion y Pj(i) es la probabilidad de que el irdividuo medio elija la alter-
nativa j.

La clave de este procedimiento reside en la particién de la poblacién en segmentos.
Cuantos mas estratos se definan, menor serd la inconsistencia del estimador. Por otra
parte, conviene poner de relieve que el criterio que debe considerarse a la hora de definir
los grupos no es el de homogeneidad del vector x;, sino que la homogeneidad debe exigirse
en la componente sistematica [Ben-Akiva y Lerman (1985, pag. 138)].

A la hora de aplicar este método, también hay que considerar que la clasificacion
utitizando todas las variables explicativas puede conducir a una infinidad de grupos, lo que
impondria un coste de proceso innecesaric. Con objeto de tener un nimero de grupos
razonable, es recomendable realizar la agrupacion basandola en las variables principales;
esto es, variables gue tengan el mayor peso en la probabilidad de eleccién individual (las
derivadas de las probabilidades de eleccién o las elasticidades serian los indicadores a
considerar) ignorando el resto. Tambi€n conviene tener en cuenta que los grupos con
escasa representacion en la poblacion contribuyen poco a refinar la estimacion, por lo que
se puede prescindir de ellos.



CAPITULO 2

OBSERVACIONES ANOMALAS EN MODELOS DE
ELECCION BINARIA: PLANTEAMIENTO Y
CONSECUENCIAS

2.1. Introduccion

Citando a Hocking (1983), debe admitirse que “... el ajuste de ecuaciones a datos
observados [frente a datos procedentes de experimentos cuidadosamente disefiados] es, en
el mejor de los casos, un asunto peligroso ...". Inevitablemente, existe una distancia entre
un modelo y la realidad; una cosa es especificar un modelo y otra que ese modelo
represente adecuadamente los datos. En este contexto surge un conjunto de problemas en
la interaccion modelo-datos como, por gjemplo, errores numéricos, muestreo inadecuado,
cifras erréneas o defectos de codificacién o, incluso, que el modelo mismo sea una mala
aproximacion a los hechos que pretende explicar:

* [os errores numéricos aparecen en cualquier andlisis, debido a la necesidad de
trabajar con representaciones numéricas de precision finita. De todos modos,
este tipo de error no provoca problemas serios si se toman las debidas
precauciones, muy especiaimente en los algoritmos numéricos que se emplean
para realizar Ia tareas de calculo, desde la inversion de una matriz a los métodos

de estimacion no lineal.

¢ Respecto a la cuestion del diseioc muestral, lo deseable, como sugiere
Snee (1983), seria contar siempre con muestras que representen adecuadamente
la poblacién en estudio, basadas en un disefio experimental previo. Desafortuna-
damente, en economia, casi siempre se dispone de una muestra dada en cuyo
diseio no ha participado el investigador, por lo que los resultados estaran
siempre condicionados a la muestra disponible.
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¢ Los errores en las cifras surgen mds a menudo con algunos tipos de datos que
con otros. Un modelo de series temporales que utiliza datos de Contabilidad
Nacional y un nimero moderado de observaciones, es dificil que contenga esta
clase de errores si la muestra se ha revisado con cierta atencidn. Sin embargo,
una muestra de corte transversal de gran tamaifio, obtenida enviando cuestiona-
rios a individuos, puede tener bastantes errores: algunos encuestados interpreta-
ran mal ciertas preguntas, otros dardn informacion incorrecta de forma

deliberada, habra errores de transcripcion a soporte magnético, etc.

* La especificacion del modelo es también un problema sustancial y, potencialmen-
te, una nueva fuente de errores para el analisis. El supuesto de linealidad en los
parametros, el conjunto de las variables explicativas o la forma funcional elegida
pueden no ser adecuados. En este aspecto, s6lo un profundo conocimiento del
problema que se desea tratar y el uso, en la medida de lo posible, de herramien-
tas de diagnosis pueden ayudar a modelizar correctamente.

En este trabajo se considera un problema concreto en la interaccidon modelo-datos:
la existencia de observaciones andémalas, que resultan frecuentes en las muestras de corte
transversal. Al intentar describir el comportamiento de la muestra mediante un modelo,
puede haber un conjunto reducido de observaciones que, debido a su falta de homogenei-
dad con el resto de la muestra, distorsionen sustancialmente los resultados de la
estimacion, incluso si se utilizan muestras de gran tamafio. En este trabajo, se supone que
dichas observaciones no se deben a errores en los datos, sino a que en la muestra hay un
grupo de datos que proceden de una poblacidn diferente que el resto. Por tanto, en lo que
sigue, el andlisis se centra en un tipo muy concreto de errores: los que tienen su origen
en el hecho de que entre los datos se encuentra un conjunto (usualmente pequefio) de
observaciones generadas por un proceso estocastico distinto del que sigue la mayoria de
la muestra.

Un ejemplo sencillo del problema que origina la presencia de observaciones
anoémalas, puede plantearse del siguiente modo [Krasker et al. (1983)]: mediante una
encuesta, se obtiene una muestra de tamafio n de cierta poblacion de individuos, con el
objeto de estimar la esperanza de alguna caracteristica de dicha poblacién, que sigue una
distribucion con esperanza p y desviacion tipica ¢. Sin embargo, con una probabilidad w
aparecen observaciones procedentes de una poblacidn distinta, con esperanza p+6 y
desviacion tipica ko. En estas circunstancias, el error cuadritico medio de la media
muestral X es: [{1 — o — wk®) + 8w(l — w)}o*/n. Sin pérdida de generalidad, si se
supone que o=1, 0=1, k=2 y w=0.05, el error cuadrético medio es 0.0025 + 1.20/n por
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lo que, en este caso, no hay una gran ventaja en usar muestras mayores de 1000
observaciones vy los recursos se podrian destinar a mejorar la calidad de los datos.

En este capitulo se aborda el problema de ias anomalias en los MEB. Este tema ha
sido tratado con anterioridad: Pregibon (1981), Jennings (1986) y Copas (1988) son
algunas referencias. Sin embargo, estos trabajos no parten de una definicion estadistica de
dato anémalo, ni analizan las consecuencias que este tipo de observaciones tienen sobre
los resultados de estimacion del modelo. En las paginas siguientes se abordan estos
aspectos y se demuestra que en los MEB la presencia de observaciones procedentes de una
poblacién diterente que las restantes afecta a la consistencia del estimador MV.

El capitulo estd organizado como sigue. En la Seccidn 2.2 se considera el caso del
modelo lineal general (MLG), donde se analizan los tipos de observaciones andmalas que
pueden aparecer y se lieva a cabo una breve revision de los métodos utilizados para su
rratamiento. El objetivo de esta seccion es presentar el problema de las anomalias en el
MLG, como punto de partida para abordar el mismo problema en los MEB.

A continuacion, en la Seccién 2.3, se plantea el problema de observaciones
andmalas en los modelos de eleccion binaria y se analizan las consecuencias que puede
tener su presencia en el estimador de maxima verosimilitud del modelo. En concreto, se
muestra que ante la presencia de anomalias, el estimador de MV es inconsistente.

Por dltimo, en la Seccién 2.4 se ilustran numéricamente los resultados generales
de la Seccion 2.3 usando datos simulados. Para ello, se consideran los dos modelos que
se emplean mas frecuentemente en la practica: el modelo probit y el modelo logit.



(OBSERVACIONES ANOMALAS EN MEB: PLANTEAMIENTO Y ConseEcUEncias 41

2.2. El problema de observaciones andmalas en el modelo
lineal general

En esta seccion se define, en primer lugar, lo que se entiende por observacién
anomala. Seguidamente, se ilustran de forma muy general los problemas que se plantean
en el modelo lineal general (MLG) cuando aparecen observaciones anoémalas en la muestra
y, por dltimo, se presenta un breve resumen de los métodos para su tratamiento.

2.2.1. Observaciones anémalas en el modelo lineal general

Siguiendo a Box y Tiao (1968), una observacion anémala puede definirse como
aquetla que no se ha generado por el mismo experimento aleatorio que las restantes
observaciones muestrales. Por tanto, la diferencia en el proceso generador de los datos,
suponiendo que la hipStesis sobre la forma funcional de su distribucion sea la correcta,
puede tener basicamente dos fuentes de procedencia: i) distintas varianzas en el término
de perturbacion (y por lo tanto, en la variable dependiente) y ii) distintas esperanzas de la
variable dependiente, aunque no en el término de perturbacién. Por supuesto, se puede
contemplar el caso en el que la distribucion de las observaciones andémalas es diferente,
tanto en sus primeros momentos como en la forma funcional, pero esto complicaria

innecesariamente el analisis.

Partiendo de la definicidn anterior, en un modelo de regresion lineal pueden existir
dos tipos de anomalias’, tal y como se ilustra en la Figura 2.1 [Pena y Ruiz-Castillo
(1982 y 1984)] para el caso de una variable explicativa. En la regresién de z, sobre x,, el
punto A puede considerarse un dato andmalo, ya que corresponde a un valor de z; muy
alejado de la media de las restantes observaciones muestrales y por tanto, es poco probable
que su presencia se deba al mismo mecanismo que ha generado los restantes datos. Tal y
como se indica en la figura, la presencia de un punto como éste desplazaria hacia arriba
la recta estimada por MCQ y su residuo seria grande.

Por otra parte, el punto B también puede considerarse anémalo, ya que tanto el
valor de z; como de x; estdn muy alejados de sus valores medijos. Sin embargo, aunque este
punto afectaria gravemente a la pendiente y a la constante de la recta estimada, su residuo

7 . . cyer .
Estamos ignorando conscientemente la posibilidad de que existan otros errores en los datos,
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Figura 2.1: Dos ejemplos clasicos de anomalias.

seria muy pequefo en valor absoluto (mucho menor que el de otras observaciones no
andémalas). Por tanto, la inspeccion de residuos es un instrumento de analisis importante
para la deteccion de anomalias, aunque no suficiente, ya que solo sirve para detectar las
del tipo A. En este sentido, la utilizacién de estadisticos que midan el peso de cada
observacion o grupo de observaciones sobre los coeficientes estimados [como, por

ejemplo, el propuesto por Cook (1977)], es también un elemento fundamental en la
deteccion de anomalias.

Ahora se considera el punto C. Este caso parece semejante al punto B, pero al
contrario que en éste, es muy probable que la observacion C haya sido generada por el
mecanismo que relaciona z; con x;, aunque para un valor extremo en el espacio de las X,
sobre cuya distribucion no se hace ningdn supuesto. Esta clase de puntos no pueden ser
considerados andémalos sobre la base de la definicién que estamos empleando, puesto que
no se puede descartar que correspondan al mecanismo aleatorio implicito, aunque tienen
un elevado peso en la estimacion por MCO del modelo. De hecho, esta clase de puntos
puede contener informacion muy relevante para la estimacion, pero también puede hacer
que la varianza de los parametros estimada sea significativamente inferior a la que se
habria obtenido sin la presencia de los mismos.
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En la Figura 2.2 se presentan algunas configuraciones de interés que pueden
aparecer en los datos. El caso (A) es una situacidn extrema en la que un sdlo punto, como
el C, determina completamente la recta estimada. En este caso, la muestra es poco
informativa, pero un punto alejado del resto puede hacer que los coeficientes estimados

sean significativos cuando, en realidad, no existe una relacion.

El caso (B) representa una situacion en la que debido a la presencia de dos
observaciones anomalas que se compensan, la recta estimada no sufriria variacién. En este
caso se observarian dos residuos grandes y de signo contrario. Al utilizar estadisticos que
evaldan el efecto de cada observacidn sobre los coeficientes estimados [como por ejemplo
el de Cook (1977)], ambas observaciones resultarfan andmalas, puesto que la eliminacion
de una de ellas nos llevaria a la presencia de una anomalia como la del punto A de la
Figura 2.1. Sin embargo, conjuntamente ambas anomalias no presentan problemas sobre
los coeficientes estimados, aunque tendrdn un efecto importante sobre la varianza estimada
de dichos coeficientes.

En (C) y (D} se tlustran situaciones donde la deteccion de las anomalias es
considerablemente mas complicada que en los casos anteriores. En ambos casos, los
residuos asociados a los puntos B y B’ son pequefios en valor absoluto pero, ademas, la
eliminacion de uno solo de dichos puntos no provoca un cambio significativo de la recta
estimada, por lo que no se detectarian como andmalos a partir de un estadistico que evaliie
el efecto de cada observacion por separado. En estos casos, se dice que aparece un
problema de enmascaramiento.

Para terminar este apartado, es importante sefialar que en la literatura no existe una
terminologia de uso generalizado para referirse ai tipo de problema que nos ocupa, por lo
que es conveniente aclarar algunas cuestiones de 1éxico. Como se ha indicado anteriormen-
te, en este trabajo se entiende por observacion anomala o atipica aqueila que ha sido
generada por un proceso estocastico distinto del que se supone para la mayor parte de la
muestra, mientras que se utiliza el término de observacion influyente para designar a toda
observacton que tenga un efecto significativo sobre la estimacién del modelo.
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De acuerdo con estos criterios, los puntos A y B de la Figura 2.1 son andémalos
y ademds influyentes; por el contrario, el punto C de la misma figura es influyente, puesto
que puede tener un efecto importante en la matriz de covarianzas de los coeficientes
estimados (aunque no en el valor de dichos coeficientes), pero no puede considerarse
andémalo. A puntos como el C se les denomina observaciones extremas. De hecho, una
observacién extrema es una anomalia en el espacio de las variables explicativas (ese valor
del vector x; es poco probable), mientras que lo que denominamos observacion andmala
lo es respecto a la distribucion del término de perturbacion o de la variable dependiente.

2.2.2. Métodos de tratamiento

En la literatura economéirica se ha estudiado ampliamente el problema del
tratamiento de observaciones anémalas para los modelos lineales de regresion estdtica
[Beisley et al. (1980), Box y Tiao (1968), Cook (1977}, Krasker et al. (1983), Weisberg
{1983) son algunas referencias]. Principalmente los desarrollos pueden agruparse en cuatro
clases:

® Diagnosis v deteccion |Belsley et al. (1980), Cook (1977)]. En esta linea se trata
de desarrollar estadisticos que ayuden a decidir si los supuestos bésicos del
modelo son aceptables y, por tanto, permiten cuestionar la homogeneidad de la
muestra. Para el caso de observaciones andmalas, el método mas extendido y
usado desde el nacimiento de las técnicas de regresion es el analisis de residuos.
No obstante, en los dltimos afios se ha producido un considerable aumento de
estadisticos para la deteccion de observaciones influyentes en modelos lineales.

Basicamente, hay dos tipos de medidas para caracterizar las observaciones
influyentes: 1) las de distancia de las variables explicativas x; al centro de
gravedad del espacio de las X (valores extremos) y ii) medidas del efecto que
tiene una observacion, o un grupo de ellas, sobre los aspectos mas relevantes del

modelo que, generalmente, son los pardmetros estimados y/o las previsiones.

* Analisis de influencia [Cook y Weisberg (1982)]. La idea general del analisis de
influencia consiste en estudiar los cambios en el modelo estimado, o en otros
aspectos del analisis. cuando se introduce una perturbacion en algunos de los
elementos que componen e! modelo (variables explicativas, término de error,
variable explicada). Mientras que los diagnosticos se usan para encontrar
problemas con un modelo y unos datos dados, el analisis de influencia se basa
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en suponer que el modelo es correcto y estudiar la sensibifidad de un estimador
particular bajo un esquema de perturbacion dado.

Basicamente, el andlisis parte de un modelo sencillo como, por ejemplo:

y =X +6z+¢ [2.2.1]

donde z es un vector unitario. A partir de este planteamiento, se derivan
expresiones analiticas que describen el comportamiento de los diferentes
componentes del modelo (estimaciones, previsiones, etc.) cuando § es distinto
de cero.

Estimacion robusta y de influencia acotada [Huber (1981), Krasker et al.
(1983)]. El desarrollo de métodos robustos de estimacidn se basa en ponderar
las observaciones en proporcion inversa a su peso en la estimacion del modelo
base. No se hace ninglin supuesto sobre la procedencia de las anomalias, pero
se intenta limitar su efecto en la estimacién.

Los métodos de influencia acotada son semejantes a los robustos, aunque basan
sus ponderaciones en medidas del efecto de cada observacion sobre la estima-
cion, como por ejemplo el estadistico de Cook [Cook (1977)]. La diferencia
entre estos métodos frente a los métodos robustos se basa en que limitan el
efecto de cada observacién sobre un aspecto bien definido del problema,
mientras que los métodos robustos generalmente basan las funciones de
ponderacion en el tamafio de los residuos.

Transformaciones de los datos {Atkinson (1982)]. El principio general de esta
metodologia consiste en transformar las variables de modo que el modelo
resultante cumpla las hipdtesis de partida. Un ejemplo puede plantearse del
siguiente modo [Box y Tiao (1968)]: sea un modelo de regresion lineal donde
las perturbaciones, debido a la presencia de anomalias, no siguen una distribu-
cién normal. En este caso, se podria buscar una transformacion de la familia
Box-Cox de modo que, una vez transformada la variable dependiente y/o las
explicativas, se pueda mantener el supuesto de normalidad en la perturbacion.
No obstante, este planteamiento no estad exento de problemas: 1) puede ocurrir
que una sola observacién anémala dicte la transformacion y ii) debido a un
planteamiento erréneo del modelo, al imponer alguna transformacion a priori
surgen observaciones aparentemente anémalas.
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Muy ligada al primer grupo (métodos de diagnosis y deteccion), aparece la idea de
robustecer 1a metodologia de estimacion [Box (1980), Pefia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984)],
que se basa en analizar detalladamente los datos disponibles, tanto a priori como una vez
llevado a cabo el proceso de estimacion por algin método convencional apropiado. Esta
metodologia se basa en el uso de estadisticos de diagnostico e influencia y, posteriormente,
en tomar de decisiones sobre qué hacer con cada observacién o grupo de observaciones
para las que se ha comprobado algin efecto serio sobre los resultados del modelo.
Metodologicamente, esta idea resulta atractiva, ya que no implica el mecanicismo asociado
a otros planteamientos. En esta linea se desarrollan los resultados de este trabajo.
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2.3. Anomalias en modelos de eleccidn binaria

El problema de la deteccién y el analisis de las consecuencias de las observaciones
andmalas e influyentes en los modelos de eleccion discreta ha recibido menos atencién en
fa literatura que en los modelos lineales. Los resultados existentes son generalizaciones de
los obtenidos para el modelo lineal de regresion. Para el caso de los MEB, el problema
de ia deteccion de observaciones influyentes se trata por primera vez en Pregibon (1981),
que plantea estadisticos generales de diagnosis en modelos logit. Posteriormente, Jennings
{1986) cuestiona algunos aspectos del trabajo de Pregibon y amplia algunos resultados,
Copas (1988) trata el problema de anomalias debidas a errores de codificacion de los datos
y Bedrick y Hill (1990) enfocan el problema desde el punto de vista del andlisis de
influencia; en la misma linea, en Lesaffre y Albert (1989) se estudia el caso de los
modelos de eleccién miltiple. Por otra parte, Cook y Weisberg (1980} generalizan algunos
resultados de Cook (1977) para los modeios lineales generalizados (GLM), Williams
(1987) también presenta resultados sobre diagnosis para los GLM, Green (1984} desarrolla
alternativas de estimacién lineales y de estimacién robusta y resistente para el caso de los
GLM, alguno de cuyos casos particulares incluye modelos de eleccidn binaria. Por altimo,
Aranda-Ordaz (1981) y Guerrero y Johnson (1982) tratan la transformacién de variables
para modelos con datos binarios agrupados.

Estos trabajos analizan, basicamente, los modeios logit y su planteamiento puede
resumirse en los siguientes puntos: i) no parten de una definicidén de dato andmalo,
considerando como anomalia toda observacién cuyo residuo en valor absoluto es grande
y il) adaptan a los MEB los procedimientos para la deteccidn de anomalias utilizados en
los modelos lineales que, en gran medida, se basan en el andlisis de residuos y en evaluar
el efecto de cada observacion en la estimacion de los parametros del modelo. Sin embargo,
no tienen en cuenta las particularidades de los MEB, que hacen que dichos métodos no
sean directamente aplicables.

En este trabajo se trata el problema de forma diferente, partiendo de [a definicion
de observacidn andmala que habitualmente se utiliza en la literatura econométrica y que
se ha introducido anteriormente: una observacion andmala es aquella que no se ha
generado por el mismo modelo estocdstico que se supone para las restantes observaciones
muestrales {Box y Tiao (1968}]. A partir de esta definicidn, se demuestra que, en ios
modelos de eleccidon binaria, la existencia de anomaiias en la muestra afecta a la
consistencia del estimador de maxima verosimilitud. Ello se debe a que la presencia de
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estas observaciones hace que la funcién de verosimilitud del modelo sea diferente de la
habitual.

2.3.1. Planteamiento del problema

Consideremos la ecuacién [1.2.7] utilizada para derivar un MEB. Esta ecuacion es
un modelo lineal de regresion en el que la variable dependiente y," no es observable, la
varianza de las perturbaciones €s conocida e igual a o,° y se cumplen las resiantes hipdtesis
habituales del modelo. En particular, la ecuacidn [1.2.7] establece que las variables y,” se
han generado por el mismo modelo estocdstico; esto es, las y,” se distribuyen independien-
temente, con E(y") = x'8 y Vy,) = o,%. De hecho, puede suponerse que y,” sigue la
misma distribucién que &, Entonces, teniendo en cuenta la definicion de observacion
anOmala que se acaba de formular, un valor de y,” serd anémalo si no se ha generado por
[1.2.7}. Obsérvese que el hecho de que v, sea una variable latente no significa que
tedricamente no pueda presentar comportamientos anémalos®.

Segin esto, pueden considerarse dos tipos de anomalias en la variable y,": aquellas
generadas por una distribuciébn con distinta varianza que las restantes observaciones
muestrales y aquellas generadas por una distribucién con distinta media. A continuacién
se estudian ambos casos.

2.3.1.A. Anomalias generadas por el lado de la varianza

La primer forma de modelizar la presencia de observaciones anémalas en el modelo
[1.2.7] es suponer que, aungue las perturbaciones ¢, se distribuyen i.i.d. F(-), existe una
pequefia proporcion desconocida w de perturbaciones que siguen la misma distribucion, con
esperanza nula y varianza o,’h’, donde £ > 1 [ver, por ejemplo, Box y Tiao (1968
y 1973) y Peia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984)]. Esto es, se supone que las variables & en
[1.2.7] provienen o de una distribuciéon F(- | ¢,®) o de una F(- | g,°h%) con proporciones
{/-w) y w respectivamente. En Box y Tiao (1968} se dernuestra que, bajo estas condiciones
y para el caso en que £(-) es la distribucidn normal, las perturbaciones en [1.2.7] pueden
considerarse i.i.d. con una funcion de distribucidén que es una combinacion lineal de dos

¥ por ejemplo, si v," representa la predisposicién que tiene el individuo i-ésimo a adquirir un automovil de
lujo, que se supone depende Unica y positivamente de su renta, entonces un valor anémalo de v,” seria el de un
individuo con renta muy alta que odia 1os coches de lujo o el de un individuo con renta muy baja que gana un
automdvil de lujo en una rifa. En ambos casos, el valor de v, es anémalo porque no se ha generado por el modelo
considerado,
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funciones de distribucion normales y que depende de w y 4. En este trabajo, se extiende
ese planteamiento al caso genérico. de forma que se supone que la distribucion de las

perturbaciones €s:
G(e) = (1-w)F(e | 0.05) + wFe, | 0,03h7) [2-3.1]

donde F(-) denota la funcién de distribucidn con varianza normalizada conocida o’ y F,(")
la funcién de distribucion con varianza o/h°. Esto es, si o = 0 se tiene que
G(e) = F(g, | 0,0,9), por lo que se mantiene la hipdtesis sobre la distribucion de &, Pero
ante la presencia de un porcentaje w de observaciones anémalas, la distribucion de g, es
la indicada en [2.3.1]. Ademas en este caso, para todo i

E(e)
WV(e)

0
g1 + w(h?®- DI

[2.3.2]

por lo que la varianza de la distribucion G(e;) es mayor que o,°.

La implicacién fundamental de que las perturbaciones en el modelo [1.2.7] se
distribuyan como en {2.3.1] es que se produce un cambio en la forma funcional que
determina P,, por lo que, a partir de {2.3.1]:

P, =G, =(1-w)F, + wF, = F, + w(F, - F) 2.3.3]

donde F, y F, denotan F(x,8) y F,(x[8) = F(x8/h), respectivamente,

Obsérvese que, si w = 0, entonces P, = F,, que es el MEB de la ecuacidn [1.2.8}.
Sin embargo, ante la presencia de este tipo de anomalias, la especificacidn correcta en la
determinacion de F; viene dada por la ecuacion [2.3.3], que establece que P, = G,, donde
G, es igual a F;, mas un término adicional cuya magnitud depende de /# y w.

En la Figura 2.3 se representan las funciones F, y G, para el caso particular en que
F(-) es la distribucion normal estandar (#(-)), #* = 7y @ = 0.15. Dado que F,, es una
funcion de distribucion normal con media nula y varianza mayor que la unidad, esta
funcidn se encontrard por encima de F, para valores de x,"8 < 0y por debajo de F, para
valores de x8 > 0., mientras que G(-), al ser una combinacion lineal convexa de ambas,
se encuentra entre F(-) y F,{-).
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Figura 2.3: Representacion de las funciones &, ®,, v G,
Por tanto, se tiene que:

x/B<0=&, >% =G> para P <l)2

Sl 4 x‘,T3= 0 = (pki: éf = Gl'= ‘I'i para P,‘= 1/2 [2.3-4]

x/B>0= &, <® =G <& para P, >1/2

Luego G, tendré la forma que se indica en la Figura 2.3 y la discrepancia entre F,

y G, dependerd del valor de ios pardmetros /4 y w. Para el caso general, a partir de {2.3.3]
se tiene:
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3G.-F)
Y =F_-F
dw F
: ‘ [2.3.5]
NG, -F) dF,, OF(x;'B/h) x'B X'
oh 3h ah h h*

por lo que ambas derivadas son positivas cuando x,/8 < 0 y negativas para valores
x'8 > 0. Por lo tanto, cuanto mayor sea el valor de w y/o 4, mayor serd, en términos
absolutos. la diferencia entre G; y F.

Segun estos resultados, ¢l logaritmo de la funcién de verosimilitud correspondiente
al modelo [2.3.3] es:

n

¢ = ¥ . InlF +w(F,-F)] = (L-y)In[1-F,~w(F,-F)]} [2.3.6]
(=1
de forma que solo si w = 0, [2.3.6] coincide con el logaritmo de la funcion de
verosimilitud del modelo {1.3.2]. En cambio, si existe un porcentaje w de observaciones
con varianza mayor que o,’, la expresion [2.3.6] es la funcidn objetivo que deberia
maximizarse para obtener las estimaciones MV del vector 8. El problema es que esta
funcion depende de fos pardametros w y # que, por io general, son desconocidos.

Por otra parte, la maximizacion de [2.3.6] por los procedimientos expuestos en la
Seccion 1.3 presenta considerables problemas. En concreto, si £(-) es la distribucion
normal, la tuncion de verosimilitud no estd acotada [Day (1969), Quandt y Ram-
sey (1978)]. El desarrolio de un procedimiento de estimacion adecuado para este caso es
algo que no se plantea en este trabajo, aunque el camino a seguir seria la utilizacion de
alguna variante especializada del algoritmo EM, que se describe en el Apéndice A.2. No
obstante, el objetivo de Ia ecuacion [2.3.6] es mostrar el tipo de error de especificacion
que se comete si se ignora la presencia de observaciones anomalas en un MEB vy se utiliza
F, en lugar de G, para calcular la verosimilitud de cada observacion.

La consecuencia inmediata de este error de especificacion en la funcién de
verosimilitud, es que el vector 8 y las probabilidades P, se estimardn inconsistentemente.
Este sesgo asintotico no puede evaluarse de forma general ya que depende de w y #,
aunque si es posible evaluar la inconsistencia local como se desarrolla en el Aparta-
do 2.3.2. Sin embargo, como indican las ecuaciones {2.3.5], es claro que el sesgo serd
mayor cuanto mayor sea el nimero de observaciones anomalas en la muestra y cuanto

mayor sea la varianza de la distribucion que ha generado dichas observaciones.
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La inconsistencia en la estimacion de los pardmetros como consecuencia de la
presencia de este tipo de anomalias demuestra una diferencia sustancial de los modelos de
eleccion binaria con respecto al modelo lineal general donde, a pesar de la presencia de
anomalias generadas por el lado de la varianza, los estimadores por MCO siguen siendo
insesgados y consistentes, aunque no eficientes [véase, por ejemplo, Pefia y Ruiz-Cas-
tillo (1982) y (1984)].

Es importante sefialar que este resultado se basa en que, si existen anomalias en la
muestra, la funcion de distribucién de ¢; viene dada por la expresion [2.3.1]. Esta
expresion es una forma de modelizar la presencia de observaciones andémalas, bajo el
supuesto de que todas ellas provienen de la misma distribucién con media nula y varianza
mayor que o,”. No obstante, este supuesto se hace por simplicidad, ya que otros supuestos
alternativos sobre la generacién de anomalias por el lado de su varianza, conducirian a
errores de especificacion del mismo tipo en la funcién de verosimilitud. En particular, el
analisis anterior puede extenderse facilmente al caso en que las anomalias se consideren
generadas por un conjunto de distribuciones F(-) con distintas varianzas, todas ellas
mayores que o,°. En lo sucesivo, se mantiene el supuesto simplificador, aunque no
restrictivo, de que sélo hay dos grupos de observaciones en la muestra.

2.3.1.B. Anomalias generadas por el lado de la media

Un segundo tipo de observaciones andmalas puede deberse a que una proporcion
de las variables y," se haya generado por una distribuciéon con distinta media que las
restantes. Esta situacion podria modelizarse suponiendo que, aunque las variables v," siguen
una distribucién F(-}, existe un porcentaje desconocido w de estas variables que, aunque
también se distribuye F(-), su esperanza es E(y,) = x,/y, donde ¥ # 8. Obviamente, si
la proporcion « es grande, se podria decir que existe un cambio estructural; esto es, que
la poblacion a analizar se compone de dos grupos de individuos distintos entre si. Sin
embargo, el caso que se considera en este trabajo es cuando w es pequeiio y solo se trata
de unos pocos individuos atipicos. En estas circunstancias, la funcion de distribucion de
v, vendra dada por:

H(}’f*) = (1-w) F(yfm | x,-Tﬁ,ch) + f-'JF(yf‘ [x,-r“y,org) [2.3.7]

por lo que es inmediato que:
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P, = Py 20] = Fx/B) + w [Flxy) -Fx/'B)] = H, [2.3.8]

De manera similar al caso anterior, ignorar el segundo término del lado derecho
de la ecuacion [2.3.8], conduce a un error de especificacion en la determinacion de P. De
nuevo, si se ignora este término y se utiliza F, en lugar de H, para calcular la verosimilitud
de cada observacion, los parametros del modelo se estimardn de forma inconsistente.
Obsérvese que. segin [2.3.8], para un x; dado, el que la funcion H; esté por encima o por
debajo de F, dependera del valor de los coeficientes en el vector v. En cualquier caso, la
discrepancia entre ambas funciones serd mayor cuanto mayor sea w y/o la diferencia entre
los componentes de y y 3. Conviene tener presente que dicha diferencia no serd tanto en
magnitud (puesto que ambos estdn normalizados y operan sobre las mismas variables), sino
en el angulo que forman.

De igual forma que en el supuesto de diferentes varianzas, este andlisis puede
extenderse facilmente al caso de que las anomalias se consideren generadas por un
conjunto de distribuciones F(-) con distintas esperanzas. Este supuesto mds general
conduciria a errores de especificacion en la funcién de verosimilitud del mismo tipo que
los vistos hasta ahora.

2.3.2. Inconsistencia del estimador maximo-verosimil

Para demostrar la inconsistencia del EMV ante la presencia de observaciones
andémalas de acuerdo con los esquemas planteados en el apartado anterior, se utiliza la
expresion de inconsistencia local de la ecuacidn [1.4.21]. Para ello, previamente hay que
parametrizar la presencia de anomalias siguiendo el esquema general de errores de
especificacion presentado en el Apartado 1.4.2.

Para el caso de anomalias por el lado de la varianza, se puede seguir un desarrollo
similar al que se presenta en Godfrey (1988) para un esquema general de heterocedastici-
dad, donde:

i

Vie) = o =aghl, i=12..n [2.3.9]

de forma que, imponiendo la restriccion de normalizacion de [1.2.6], resulta:
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T
A L (2.3.10]
1 hf
donde A, es desconocido. Sin embargo, se puede suponer que:
h o= hz'e) tal que AOY=1 y A'@0)# 0 [2.3.11]

y, ademds, puede suponerse que: A(-) = exp(-) [Davidson y MacKinnon (1984)]. Bajo
estas circunstancias se plantea la hipotesis nula H,: o = 9, lo que hace posible evaluar
la inconsistencia local del EMV de 8 para pequefios alejamientos de la hipdtesis nula.

Manteniendo la notacién de la Seccidn 1.4, a partir de [2.3.10] se tiene que:
v = x'B/h(za), con lo que el problema queda reducido a uno de omision de las
variables z. Realizando una aproximacion de Taylor de primer orden y suponiendo que

los componentes de « estan proximos a cero, resulta:

T
x; 3

vr(o) =
hize)

= x;8 - h'(0) (x;B)z]e [2.3.12]

donde se ha tenido en cuenta que A(0) = 1. De [2.3.12] se puede eliminar el término /4 '(0)
[Godfrey (1988)] puesto que es irrelevante para contrastar H,- o = 0, y puede usarse la
aproximacion de la expresidon de inconsistencia local que aparece en {1.4.21].

Por otra parte, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que las », primeras
observaciones se han generado con el modelo [1.2.7] y que, para las restantes, la Gnica
diferencia es que V(g,) = ¢,’h. Entonces, se puede plantear que:

ho=1+az, i=1,2,....n [2.3.13]

donde « es un escalar y

- [2.3.14]

Esta especificacién corresponde a una situacién donde V(e) = ¢,* para las
primeras 7, observaciones, Vi(g,) = o,’h’ para las restantes y los elementos de 3 se estiman
imponiendo la normalizacion del primer grupo. El pardmetro « puede interpretarse como
h - 1, resultando que. a partir de {2.3.12], la variable omitida para obtener la especifica-
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cién bajo la hipétesis nula es (x7B)z, que es un vector nx 1 con los primeros »n, elementos
iguales a cero y los Testantes iguales a x;/8. Sustituyendo este vector por Zy « por h-1
en la expresion [1.4.21] con © definida en [1.4.22], se obtiene la expresion de inconsisten-
cia local del EMV de 8 bajo la hipotesis nula.

Davidson y MacKinnon (1984} presentan resultados de Monte Carlo en los que se
muestra que, con el problema de variables omitidas, la variante LM, de {1.4.15] es
preferible para lievar a cabo los contrastes. La expresion del término adicional que se
requiere para evaluar la expresion en [1.4.14) es:

dv(8)/a .
vy () = e S [2.3.15]

av 03B X,

por lo que es inmediata la aplicacidén de las expresiones [1.4.13] y [1.4.14] para evaluar
el estadistico de [1.4.15].

De un modo similar se puede parametrizar la situacion en que las observaciones
andmalas proceden de diferentes vectores de parametros. En este caso se tiene que:

vi0) = x[B +z]a [2.3.16]

donde ahora;

=

K
@z
I
—_
a3

E

{2.3.171
x, si i=n-+1,..

y el vector « puede interpretarse como la diferencia entre los vectores 8 y v de {2.2.7].
En este caso, también es posible evaluar la expresion de inconsistencia local del EMV, no
siendo necesaria la aproximacion de Taylor, y derivar expresiones del estadistico LM, para
llevar a cabo el contraste.

2.3.3. Sensibilidad de los modelos

En este apartado se analiza la sensibilidad del estimador maximo-verosimil ante la
presencia de observaciones atipicas en el caso de los dos modelos de eleccion binaria més
utilizados: el modelo probit y el modelo logit.
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En lo que sigue se utiliza la definicion de residuo habitual en econometria [véase
Pregibon (1981), Jennings (1986) y Cox y Snell (1989), por ejemplo]; esto es:

e, =y - Eyl|x)=y - P [2.3.18]

1

Partiendo de [2.3.28). el gradiente de la funcidén de verosimilitud en [1.3.3] puede

escribirse:
_9t ¢ 2.3.19
Vi = —— =Y wex, [2.3.19]
ag =
donde:
w. = _f’__ [2.3.20]
T F(-F)

El estimador maximo-verosimil se define igualando la expresion [2.3.19]1 a 0,, la
cual presenta una gran similitud con el estimador por minimos cuadrados ponderados en
un modelo lineal. En la Figura 2.4 se representan las ponderaciones w; de los modelos
probit y logit para un rango dado de valores de x,”8.

Obsérvese que a partir de las expresiones [2.3.20] y {1.2.22], para el modelo logit
se tiene que: w; = | Vi; esto es, todas las observaciones tienen idéntico peso en la funcion
de verosimilitud. Por el contrario, en el caso del modelo probit binario, w, es una funcién
convexa con un minimo en cero, lo que implica que las observaciones con valores
extremos de x;’@ tienen las mayores ponderaciones en las condiciones de primer orden de
fa funcion de verosimilitud.

La propiedad anterior puede interpretarse como que el modelo logit serd mas
robusto que el probit ante valores extremos en el espacio de las X. Dicha propiedad es un
reflejo de la forma de la distribucion normal, donde las colas son mas finas que en la
logistica, por 1o que valores escasamente probables tienen un efecto mas importante en la

estimacion.

Otra forma de ilustrar este resultado consiste en despejar w; en funcién de e, en
[2.3.20], que para el modelo probit resulta:
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Figura 2.4: Representacién de w, para los modelos probit y logit.
-1

w. =
' le ] (1-1e])

Nuevamente, la funcién w; es convexa, lo que significa que valores con residuos grandes,
esto es, proximos a la unidad en valor absoluto, tendran un peso en la estimacién superior
al de otras observaciones. Ambas interpretaciones son equivalentes puesto que, a diferencia
de un modelo lineal, en los MEB, sélo pueden producir residuos elevados en valor
absoluto observaciones tales que x,/8 sea elevado, es decir, valores en las coias.
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2.4. Resultados con datos simulados

En esta seccion se ilustran los resultados tedricos de las secciones anteriores
utilizando datos simulados. En concreto, se analizan los sesgos en la estimacion MV de
modelos probit y logit derivados de la existencia de anomalias en la muestra.

2.4.1. Planteamiento de ios modeios

Consideramos un MEB con una sola variable explicativa y término constante, en
el que las observaciones se han generado mediante el siguiente mecanismo:

y, = B, + Bzx‘_ + g [2.4.1]
;- bost oy =0 [2.4.2]
o]0 sioy<o0

La variable explicativa se ha generado, en todos los casos de observaciones no
andémalas, como una normal, x; ~ iid N(0,1) y el vector de pardmetros es: 8 = (-0.65, 1)".
Para este vector de parametros, y usando tanto la distribucidén logistica como la normal
para ¢, la proporcion de unos en la muestra es aproximadamente del 25%.

A partir de este mecanismo, se han creado muestras donde se incluye un porcentaje
w de observaciones y," generadas por la misma distribucion que para el resto, pero con
momentos distintos de los que se acaba de sefialar. En particular, se consideran los
sigulentes casos, cuyos planteamientos teéricos se han discutido en ia Secciéon 2.3:

Caso 1: Un porcentaje « de observaciones y,” en la muestra proviene de una distribucion
con la misma media que las restantes observaciones, pero con k' = 7

Caso 2: Un porcentaje » de observaciones y,” proviene de la misma distribucién con
varianza igual a o,°, pero con distinta media que las restantes observaciones. En
concreto, se ha incluido una proporcién w de observaciones tales que
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E(y") = xy, donde y=(1, -0.5)". Obsérvese que se ha considerado un caso
extrema, en el que las componentes del vector y son muy diferentes a las del
vector 3, formando un angulo de 178° aproximadamente.

Caso 3: Un porceniaje « de observaciones estin caracterizadas por £(y") = x/8, e
idéntica varianza que las demds, donde & = (-0.5, 0.5)" y, ademas, para estas
observaciones, x;~iid N(5,1). Esto es, las componentes del vector é no son muy
distintas de las del vector 8 (forman un angulo de 14° aproximadamente) pero,
es de esperar que, para las observaciones andmalas, una proporcion importante
de los valores de x; sean mucho mayores que los de las restantes observaciones.

Estos tres esquemas pretenden reflejar situaciones que pueden producirse con cierta
frecuencia en el andlisis de datos de corte transversal. El caso | se basa en la idea de que
la heterocedasticidad aparece frecuentemente en datos de seccion cruzada. Los casos 2 y
3 pueden interpretarse como originados por las técnicas de muestreo, basicamente el
muestreo estratificado [Azorin y Sanchez-Crespo (1986)], técnica con la que se pueden
estar incluyendo en la muestra elementos de subpobiaciones distintas entre si; por un lado,
respecto del comportamiento, aunque no respecto a sus variables caracteristicas (caso 2)
y por otro, respecto de sus variables caracteristicas aunque homogéneas en su comporta-
miento (caso 3).

2.4.2. Aspectos técnicos de la simulacién

Todos los célculos, en esta seccién y en el resto del trabajo, se han llevado a cabo
utilizando el paquete matemético GAUSS 386 version 2.2,

Un primer aspecto relevante en estos experimentos, es la técnica para generar
variables aleatorias. Esta cuestion se ha resuelto de diferente modo para cada una de las
distribuciones utilizadas. En el caso de la normal, se han utilizado las funciones internas
del paquete estadistico después de comprobar la adecuacion de dichas funciones
{independencia de diferentes muestras generadas consecutivamente y ajuste a la normal).
Para generar variables aleatorias logisticas se usa la transformacion integral [Ar-
naiz (1978)], de modo que se generan valores de z; a partir de una distribucion uniforme
(0,1) usando la funcidén interna de GAUSS, y el valor de la variable aleatoria se obtiene
evaluando A'(z). Una interesante discusion sobre estos aspectos del andlisis econométrico
puede encontrarse en Quandt (1983).
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La estimacidon de los modelos se ha realizado por el método de maxima
verosimilitud por procedimientos lineales, descrito en el Apartado 1.3.2. En este proceso

se utiliza un soéto criterto de parada basado en los parametros, que puede formularse:
k ~ ~
Z 18 -8 < 107 [2.4.3]
=1

En este caso, no se utilizan criterios relativos debido a la homogeneidad en la escala de
las variables.

Todos los experimentos se han realizado con muestras de tamaiio # = 200 y se han
replicado 500 veces. Los resultados que se presentan en las tablas son valores medios, para
las diferentes replicaciones, de los siguientes estadisticos:

¢ Las estimaciones de los pardmetros 3, y 3, vy la desviacion tipica de 3,, puesto
que es la de mayor interés en cualquier aplicacidn empirica.

¢ El error cuadrdtico medio (ECM)} definido como:
ECM = B -7 (B -8) {2.4.4]

que es una medida de la precision de la estimacion.
* [a suma de residuos al cuadrado (SSR) definida como:
SSR =Y (v,- P)? [2.4.5]
i=1

como medida alternativa de la precision de la estimacion al ECM.

2.4.3. Resultados de la simulacion

En las Tablas 2.1 a 2.6 se presentan los resultados de la estimacién MV para cada
uno de los tres casos expuestos en el Apartado 2.4.1, para los modelos probit y logit.
En la primera fila de las tablas, figuran las medias de las estimaciones muestraies de los
parametros con « = 0.0; esto es, sin anomalias en la muestra.

A partir de estas tablas, un primer resultado que requiere algiin comentario es el
sesgo positivo y sistemdtico en las estimaciones de los parametros con las muestras sin
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observaciones andémalas y que s¢ debe a que el estimador MV es sesgado en este tipo de
modelos. Cox y Hinkley (1984, pag. 309) derivan expresiones generales para el sesgo
basadas en evaluar los términos de tercer orden de la aproximacién de Taylor que se
emplea para maximizar la funcién de verosimilitud [véase Apéndice A.2] y como ejemplo,
Copas (1988, pag. 230) obtiene la expresién particular para un modelo logit con una sola

variable explicativa. que es:

1 Yo pa-rPyer -1
2 (mepa-py)f

[2.4.6]

y que tiene el mismo signo que el parametro @, por lo que generalmente estard
sobreestimado en términos absolutos. Utilizando una aproximacién de P, alrededor de
x; = 0y suponiendo valores pequenios de 3, se sugiere que el sesgo puede aproximarse por
0.03483.

Centrando la atencion en el problema de observaciones andmalas, los resultados
mas importantes de la simulacién, pueden resumirse en los siguientes puntos:

* En los tres casos considerados, tanto en el modelo probit como en el logit, el
valor de los pardmetros estimados se aleja de su valor teérico a medida que
aumenta el porcentaje de anomalias en la muestra, como cabria esperar a partir
de las conclusiones de la Seccién 2.3. Como consecuencia de este sesgo de
estimacion, el ECM y la SSR presentan valores mds aitos cuanto mayor es w,
con la Gnica excepcién del caso 3, tanto para el modelo probit como para el
logit. La explicacion de este hecho es que al tratarse de observaciones extremas,
pero generadas con pardmetros similares a las observaciones no andmalas, los
errores de prevision son menores.

* Ademds, tal y como cabria esperar, las desviaciones tipicas apenas cambian en
los casos 1y 2 puesto que las observaciones son homogéneas y la variacion sélo
se debe al factor de ponderacion de [2.3.20]. Por el contrario, para el caso 3,
con observaciones extremas, la desviacion tipica sufre un fuerte cambio, va que
los valores extremos de x; provocan una importante disminucion en la matriz de
varianzas estimada a partir de la inversa de [1.3.5].

* Los resultados para ei caso 1 figuran en ias Tablas 2.1 y 2.4 para el modelo
probit y logit, respectivamente. Obsérvese que los sesgos en la estimacion de 3,

y B, son menores que en los otros casos. Esto es debido a que, aunque la
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varianza de las observaciones andmalas es igual a 7, estas observaciones estan
aleatoriamente distribuidas alrededor de la recta tedrica x;/3, por lo que se
produce una cierta compensacion asimétrica. Dicha asimetria se debe a que, no
todas las observaciones andmalas son percibidas por el modelo. En este sentido,
cabe resaltar que no ocurriria 10 mismo si, por ejemplo, en una muestra dada,
los valores andmalos de v, fuesen sistemdticamente positivos. En muestras
generadas por el mismo mecanismo, pero donde se ha tomado el valor absoluto
de las perturbaciones correspondientes a las observaciones andmalas, forzando
a que haya muchas mas anomalias de v, positivas que negativas, se obtienen
unos cambios considerablemente mayores que los presentados en las Tablas 2.1
y 2.4

El caso 2. donde existen observaciones muestrales con una media muy distinta
de las restantes, parece especialmente grave (Tablas 2.2 y 2.5). Obsérvese que,
solamente con un 5% de este tipo de anomalias en la muestra, los sesgos de
estimacion en los dos parametros son muy elevados, siendo casi tan altos como
los detectados en el caso | cuando w = 30%. En la practica, l6gicamente se
desconoce el origen de las anomalias existentes; sin embargo, este andlisis
muestra que es erroneo pensar que un nimero reducido de anomalias no pueda
tener etectos apreciables en la estimacion del modelo, ya que esto depende tanto
del tipo como de la magnitud de las mismas.

Los resultados de las simulaciones para el caso 3 se muestran en las Tablas 2.3
y 2.6. Este caso trata de reflejar una situacion habitual en la préctica, donde
para los individuos andémalos, no soélo la variable dependiente del modelo
proviene de otra distribucion, sino que también las variables explicativas toman
valores muy distintos que para el resto de la muestra. Obsérvese que, aunque,
en el caso que consideramos, el vector de pardmetros é no es muy distinto de!
que se ha utilizado para generar las restantes observaciones, los sesgos en la
estimacion de [os parametros son importantes, especialmente el de la ordenada
en el origen.

Comparando los diferentes resultados entre los modelos probit y logit se
observa, tal y como se sugiere en el Apartado 2.3.2, que el segundo es mas
robusto que el primero ante los distintos esquemas de anomalias, aunque esa
diferencia es menor de lo que cabia esperar a la vista de la Figura 2.4.



OBSERVACIONES ANOMALAS EN MEB; PLANTEAMIENTO ¥ CoNSECUENCIAS 64

* Por tdltimo, un aspecto también relevante es que, a pesar de que los porcentajes
de observaciones anomalas en las tablas pueden tomar valores demasiado
grandes, como el 30%, esto no debe interpretarse como que realmente puede
existir un 30% de observaciones anémalas en la muestra sin que el investigador
1o haya notado sino, mas bien, como una medida dei efecto que podrian producir
esa proporcion de observaciones anomalas con los pardmetros dados o un

nimero inferior con parametros caracteristicos mas extremos.

Tabla 2.1. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo probit, caso 1.

©% 8, L 8, dt(3,) ECM SSR

0.0 06519 1.0070 0.1449 0.0338 2023

2.5 0.6415 0.9945 0.1440 0.0360 29.99

5.0 -0.6276 0.9699 0.1414 0.0374 30.16

75 0.6090 0.9331 0.1380 0.0416 30.86
10.0 -0.5985 0.9193 0.1361 0.0426 31.66
125 0.5759 0.8901 0.1334 0.0502 31.75
15.0 20,5647 0.8600 0.1308 0.0557 32.41
175 -0.5495 0.8459 0.1295 0.0653 32.75
20.0 -0.5368 0.8190 0.1267 0.0723 32.97
225 -0.5182 0.7994 0.1249 0.0849 33.5
25.0 -0.5185 0.7814 0.1237 0.0941 33.99
275 -0.4902 0.7510 0.1212 0.1158 34.48
30.0 -0.4829 0.7370 0.1199 0.1226 34.81




Tabla 2.2. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo probit, caso 2.
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T

~

w% 8, 8 dt(,) ECM SSR
0.0 0.6594 1.0280 0.1473 0.0353 2926
25 -0.5740 0.9064 0.1347 0.0467 31.24
5.0 -0.5056 0.8306 0.1271 0.0770 33,13
7.5 0.4516 0.7644 0.1215 0.1199 34.71

10.0 0.3978 0.6916 0.1156 0.1811 36.29
2.5 -0.3488 0.6431 0.1118 0.2379 37.90
15.0 0.2994 0.5959 0.1085 0.3071 39.28
175 0.2553 0.5508 0.1056 0.3666 40.57
20.0 0.2144 0.5138 0.1030 0.4430 41.81
2.5 0.1815 0.4757 0.1009 0.5111 42.62
25.0 0.1508 0.4438 0.0995 0.5742 43.75
27.5 -0.1105 0.4157 0.0980 0.6477 44 .72
30.0 20.0763 0.3845 0.0969 0.7234 45.38

Tabla 2.3. Estimaciones MV con

anomalias en la muestra: modelo probit, caso 3.

0% 3 3 dt(3,) ECM SR |
00 0.6658 170300 01470 | 0.0384 575
25 0.6580 0.9918 0.1454 0.0444 28.73
5.0 0.6575 0.9567 0.1431 0.0497 28.20
75 0.6503 0.9226 0.1403 0.0572 2784

10.0 0.6407 0.8711 0.1342 0.0695 27.68
125 0.6386 0.8625 0.1333 0.0702 26.88
15.0 0.6448 0.8323 0.1298 0.0804 26.32
17.5 10,6296 0.7993 0.1246 0.0913 26.06

20.0 0.6402 0.7803 0.1219 0.0999 25.44

2.5 0.6292 0.7589 0.1185 0.1069 24 88

25.0 0.6323 0.7360 0.1134 0.1155 24.37
27.5 0.6294 0.7253 0.1112 0.1253 23.78
30.0 0.6189 0.6954 0.1050 0.1390 23.56
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Tabla 2.4. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo logit, caso .

0% 6, B, de(3) ECM SSR
0.0 0.6540 1.0140 0.1940 0.0634 18.40
25 0.6505 1.0020 0.1938 0.0622 38.73
5.0 0.6252 0.9807 0.1924 0.0663 39.02
75 0.6264 0.9513 0.1894 0.0667 39.35

10.0 0.5893 0.9343 0.1869 0.0714 39.55
12.5 0.5978 0.9111 0.1863 0.0741 39.89
15.0 -0.5838 0.9036 (.1850 0.0762 40.39
175 0.5696 0.8770 0.1827 0.0839 40.20
200 0.5574 0.8657 0.1815 0.0855 40.64
25 10,5409 0.8253 0.1793 0.1043 41.08
25.0 0.5328 0.8129 0.1777 0.1082 41.30
275 0.5234 0.8148 0.1781 0.1057 41.59
30.0 05111 0.7996 0.1774 0.1150 4171

Tabla 2.5. Estimaciones MV con

anomalias en la muestra: modelo logit, caso 2

w% 3, 3 dt(3,) ECM SSR
0.0 0.6635 1.0360 0.1960 | 0.0733 | 38.54
25 -0.6003 0.9543 0.1887 0.0695 39.35
5.0 -0.5489 0.9043 0.1840 0.0761 40.24
75 -0.5134 0.8482 0.1805 0.1016 41.42

10.0 -0.4482 0.7874 0.1752 0.1398 42.21
2.5 -0.405 0.7407 0.1711 0.1751 42.95
15.0 0.3556 0.6970 0.1682 0.2260 43.64
17.5 0.3061 0.6520 0.1655 0.2840 1428
20.0 0.274 0.6022 0.1625 0.3456 45.05
225 0.2411 0.5714 0.1603 0.3932 45.54
25.0 0.1995 0.5413 0.1584 0.4582 46.20
275 0.149 0.4944 0.1557 0.5474 46.59
30.0 0.1077 0.4683 0.1545 0.6181 47.24
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Tabla 2.6. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo logit, caso 3

% 3 B dt(B,) ECM SSR
0.0 06611 1.0230 0.1952 0.0681 3837
25 -0.6473 0.9407 0.1839 0.0785 38.23
5.0 10.6506 0.8734 0.1712 0.0855 37.94
7.5 0.6718 0.8243 0.1603 0.0973 37.37

10.0 0.6627 0.8016 0.1520 0.1033 36.88
12.5 -0.6507 0.7467 0.1396 0.1220 36.87
15.0 0.6539 0.7093 0.1295 0.1350 36.60
17.5 0.6627 0.7059 0.1250 0.1406 35.87
20.0 0.6413 0.6776 0.1172 0.1564 35.71
25 0.6668 0.6478 0.1091 0.1728 35.50
25.0 0.6628 0.6452 0.1057 0.1764 34.84
275 0.6445 0.6254 0.1006 0.1866 34.72
30.0 0.6633 0.6195 0.0971 0.1901 34.12

Por tltimo, se ilustra cémo los sesgos en la estimacidon de los pardmetros del
modelo se traducen en que las probabilidades P, también se estiman inconsistentemente.
La Figura 2.5 contiene las probabilidades estimadas con el modelo probit en el caso 3 para
valores de « = 0.0%, 15% y 30%. Obsérvese que estos sesgos también pueden ser
considerablemente altos. Ademas, las probabilidades estimadas son especialmente

importantes para realizar prevision agregada, lo puede dar lugar a errores de prevision
muy elevados.
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Figura 2.5: Tlustracion del cdlculo de las probabilidades estimadas en el Caso 3.




CAPiITULO 3

OBSERVACIONES ANOMALAS EN MODELOS DE
ELECCION BINARIA: DETECCION

3.1. Introduccion

En este capitulo se trata el problema de la deteccién de anomalias en los MEB.
Como se ha indicado en el Apartade 2.2.2, los resultados que se desarrollan se encuentran
en la linea de robustecer la metodologia de estimacidn, tal y como se propone en Box
(1980) y Pefia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984) para el caso de los modelos lineales de
regresion. Con este propdsito, en este capitulo se derivan estadisticos o medidas de
influencia para la deteccion de anomalias en los MEB. Este es el primer paso para,
posteriormente, decidir el tratamiento mas adecuado que debe darse a las observaciones
que se han detectado como andmalas.

Siguiendo este planteamiento, el primer objetivo de este trabajo es mostrar que,
contrariamente a lo que se ha propuesto en la mayoria de la literatura anterior, en los MEB
los andlisis que se apoyan en los residuos, 0 en simples extrapolaciones de los resultados
para el modelo lineal general, no resultan adecuados. Ello se debe a que sélo se observa
una realizacién dicotomica de la variable dependiente, por lo que el valor de los residuos
esta acotado y no proporciona informacién relevante sobre la probabilidad que tiene un
dato de ser anémalo.

En la Seccién 3.2 se presenta una amplia bateria de estadisticos generalmente
utilizados en la deteccion de observaciones anémalas en el modelo lineal general. Esto
sirve como fundamento de los principales resultados del capitulo.

En la Seceidn 3.3 se exponen las particularidades que presentan los MEB a la hora
de detectar observaciones andmalas e intluyentes, y que hacen que no sea suficiente el
empleo de simples extrapolaciones de los resultados de la seccion anterior.
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En la Seccidn 3.4 se deriva un estadistico de influencia aplicable a los MEB y se
discute su aplicabilidad, asi como sus diferencias respecto a los expuestos en la
Seccién 3.2. Ademds, se plantea la metodologia que seria deseable aplicar a un MEB a
fin de determinar la presencia de observaciones influyentes.

Por dltimo, en la Seccion 3.5 se ilustran los resultados de la seccion anterior
aplicandolos a un conjunto de datos simulados, como los que se utilizaron en la
Seccidn 2.4, con objeto de validar los estadisticos de la Seccién 3.4.
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3.2. Instrumentos de deteccion en el MLG

En la Seccion 2.3 se han presentado los problemas derivados de la presencia de
observaciones anomalas en los modelos de eleccion binaria. Antes de entrar en los
mecanismos de deteccion de anomalias especificos para los MEB, vamos a exponer los
principales resultados para el MLG, puesto que los resultados de la Seccidn 3.4 se basan,
parcialmente. en los de ésta.

En términos generales, existen dos medidas estadisticas bésicas que, individualmen-
te y combinadas, permiten caracterizar la presencia de observaciones anémalas. En primer
lugar, las denominadas medidas a prieri, que sefialan los vectores de observaciones de
variables explicativas alejados del centro del espacio muestral de las X. En segundo lugar,
las medidas a posteriori, que ofrecen informacién sobre el efecto de cada observacion (o
grupo de observaciones) sobre los resultados de estimacién relevantes del modelo,
principalmente sobre los coeficientes estimados. Este segundo grupo de estadisticos son
los denominados estadisticos de influencia.

3.2.1. Instrumentos de diagnéstico a priori

Sea el modelo lineal de regresion:

y=X8 +¢ (3.2.1]

donde y es la variable endogena continua, X es la matriz de variables exodgenas, g es el

vector de parametros desconocidos y, por altimo, & es un vector de perturbaciones.

Sea H = X(X"X)"'X", la matriz de proyecci6n en el modelo lineal general. La mairiz
H es idempotente y semidefinida positiva con rango(H) = rango(X) = k. siendo su
elemento caracteristico:

hy = {H} = 5" X"0"x, [3.2.2]

La matriz H puede utilizarse para analizar el efecto que cada observacion tiene
sobre la variable y; estimada. Dado que § = Hy, para una observacion concreta se puede
plantear:
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)?l. = hjjy}. = Zhl_jyj + h“_yi [3.2.3]
-1

J F®r
La interpretacion de la expresion anterior es que A; (= h;) mide el efecto que tiene la y,

observada sobre la y; ajustada.

También se puede interpretar #; como una medida directa de distancia. Si se denota
por X la matriz X en diferencias respecto a las medias de cada columna, se puede definir

la distancia de cada vector de observacién x; al centro de las X como:
-1
d = (x,-%) [ 1 XTX] x,-B) [3.2.4]
n

de modo que es posible demostrar que [Pefia (1987)]:

h = .’1; (1+d) [3.2.5]

esto es, A es una transformacidon monétona de la distancia [3.2.4] de cada observacion al
centro del espacio muestral de las X.
Es facil demostrar que A, tiene las dos propiedades siguientes:

Iin < h =<1

Yk =k

por lo tanto, si una matriz X esta perfectamente equilibrada, esto es, todas sus observacio-

[3.2.6]

nes tienen el mismo peso, se tendria que: h;, = k/n Vi. De hecho, tal y como argumentan
Belsley et al. (1980). cuando A, toma valores superiores a 2k/n la observacién en cuestion
requiere mayor atencidon y para valores superiores a 3k/n se puede afirmar que la
observacion es extrema respecto de las restantes observaciones en X.

En Belsley et al. (1980" se sugiere el empleo de la matriz ampliada Z = [y X] de
forma semejante a como se ha expuesto para la matriz X, con el fin de detectar
observaciones alejadas del centro de gravedad de Z. Este punto de vista afade la
consideracién de y como fuente potencial de anomalias, como es el caso de observaciones
para las que x; no presenta ningtn problema pero v, estd muy alejado del centro de las y.
f.as medidas de distancia {3.2.4] o [3.2.5] se pueden adaptar de forma inmediata a este
caso, con tan solo sustituir X por Z.
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Adicionalmente, se aconseja el empleo del estadistico de Wilks [Belsley et al.
(1980, pag. 26)] para contrastar la diferencia de medias entre dos poblaciones. En el
problema que nos ocupa, una poblacién estaria definida por la observacion ¢ y la otra por
el resto de los datos. El estadistico de Wilks puede plantearse:

-1

n

" 1] (-my |1 [3.2.7]

Wiz é?
(z) = [ oy

n

donde Z, es la fila / de la matriz Z centrada respecto a la media y €, es el residuo
estudentizado definido por:

e = L L [3.2.8]

donde s, es la desviacidn tipica residual estimada omitiendo la observacion {. Suponiendo
que Z estd formada por # muestras independientes de una distribucion normal & variante
(se estd excluyendo el término constante)®, es posible demostrar que:

nek L-WE)

F 3.2.9
k W(f;) k.n-k [ ]

La particularizacién del estadistico de Wilks para la matriz X resulta:
wEy = L _(1-n) {3.2.10]

n-1

y bajo supuestos equivalentes a los realizados anteriormente, es decir, que las filas de X
son muestras aleatorias de una normal k-1 variante (se estd excluyendo el término
constante), se puede demostrar que:

n-k-1 ldW(fj)

- 3.2.11
k — 1 W(fl) k-1,n-k-1 [ ]

Aunque los supuestos realizados para derivar las distribuciones de [3.2.9] ¥
13.2.11] resultan un tanto restrictivos, la distribucién es util para obtener, al menos,
indicaciones de los valores criticos de los estadisticos propuestos.

% Para derivar la distribucion del estadistico se parte del supuesto de que ambas poblaciones cuya difererncia

de medias se intenta contrastar siguen una distribucion normal, lo que obviamente, no es posible para el término
constante.
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Para terminar este apartado, conviene poner de relieve que los estadisticos
derivados no pueden considerarse, en ningin caso, concluyentes sobre la posible
anormalidad de una observacion en el sentido establecido en el Capitulo 2. Sin embargo,
si presentan informacion relevante sobre la rareza relativa de la observacidn comparada
con las restantes, tanto de X como de y, lo que es un claro indicativo de que es necesario
prestar mayor atencion al dato concreto.

3.2.2. Estadisticos de influencia

La mayoria de los estadisticos que se presentan en este apartado miden el efecto
que tiene la eliminacidén de una observacion (o un grupo de observaciones) sobre los
resultados de la estimacion del modelo, principalmente, sobre el vector de coeficientes y
su matriz de covarianzas.

3.2.2.A. Algunos resultados previos

En primer lugar, se trata el problema de como evaluar eficientemente los elementos
de un modelo estimado por MCO cuando se elimina de la muestra un conjunto de
observaciones denotado por /. De esta forma, se utiliza el subindice [ entre paréntesis (/)
para indicar que a una matriz ie faltan las filas pertenecientes al conjunto /, y el subindice
I sin paréntesis para indicar que la matriz estd formada exclusivamente por las filas del
conjunto /. Un primer resultado matemdtico, que va a utilizarse posteriormente, es el
denominado lema de inversion de matrices que puede formularse:

(A+BCD)' =A" - A'B(C'"+DA'B)'DA™! [3.2.12]

donde A es una matriz mxm, Bes mxk, Ces kxk, Des kxmy, ademés, A y C son no

singulares.

En el modelo lineal general es evidente que:

XoX, = X'X - X/X, 52,131
X{gym = XT.Y - XITy;

Con el tin de aplicar el lema de inversion de matrices a las expresiones anteriores, se hace:
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A=X"X B=X
[3.2.14]
C=1i D =X,

donde p denota el nimero de filas de X,.

Aplicando [3.2.12] a la primera igualdad de {3.2.13], es inmediato que:

(X(;;X(n)‘l - (XTX')*l + (XTX)—IX,T[]P _X’(XTX)—IX[T]'IX[ (XTX)fl [3_2_15]

Sustituyendo la expresion [3.2.15] en el estimador minimo cuadritico de 8 sin el conjunto
I, y despejando, es sencillo demostrar que:

By = B+ XKL -x,& 0 X | ®B-y) [3.2.16]

Expresion que permite calcular la estimacion MCO de 8 omitiendo el conjunto [ de
observaciones a partir de la estimacion con las n observaciones muestrales.

También son de interés {as siguientes definiciones. Se denomina vector de residuos
previstos al vector de residuos calcuiado a partir de estimaciones de 8 sin un conjunto de
observaciones, esto es:

e, = - XB, [3.2.17]

En particular, e, es el vector de residuos previsios para el grupo de observaciones del
conjunto /.

La matriz de proyeccién H, para el conjunto de observaciones omitidas resulta:
H =X, (XTX)_IX,T [3.2.18]

y la varianza residual estimada, sin las observaciones pertenecientes a /, se puede calcular
cCOmo:

(n-k-pss = n-kys* - e,":,)(lp - H)e,, [3.2.19]

donde s° = ele/n-k.
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3.2.2.B. Estadisticos de influencia: observaciones individuales

Los estadisticos de influencia y herramientas de diagnosis que se presentan a
continuacion. se apoyan principalmente en los trabajos de Belsley et al. (1980}, Krasker
et al. (1983), Pena (1987) y Atkinson (1985), asi como en los articulos de Cook (1977)
y Cook y Weisberg (1980). En este apartado se considera el caso de eliminar una
observacion cada vez, es decir, se presentan estadisticos que miden el efecto de una
observacion en los resultados de estimacion del modelo. La exposicion que se presenta no
es exhaustiva, debido a la amplia bateria de estadisticos que es posible derivar. Para una
revision mas completa se puede consultar Belsley et al. (1980) o Cook y Weisberg (1982).

Se debe comenzar senalando que, en la diagnosis de un modelo, los residuos
grandes han sido considerados como una indicacién de problemas en la especificacion del
mismo, puesto que indican una discrepancia entre el valor observado y estimado de la
variable endégena. De hecho, un minimo anélisis de diagnosis de un modelo consiste en
la inspeccion grafica de los residuos estandarizados, que se pueden formular en términos
de h, como:

* Y, —)’J\j
€ T oe——_— [3.2.20]

s\} 1 -h,

aunque algunos autores [Krasker et al. (1983)] prefieren utilizar los residuos estudentiza-
dos, que emplean la desviacion tipica residual estimada sin la observacion i:

e = L (3.2.21]

Estos residuos siguen una distribucién ¢ cuando la perturbacion g, sigue una distribucion
normal. Obsérvese que el empleo de la desviacion tipica residual estimada sin la
observacion i, refuerza el efecto de anomalia si el residuo correspondiente es grande, pero
no tendrd ninguna ventaja si el residuo es pequefio, puesto que la estimacioén de ¢ apenas
cambiara.

Ademads del andlisis de residuos, se puede plantear el estudio del efecto que produce
la observacion i en los valores ajustados. Mas concretamente, se trata de medir como se
ve afectada la prevision del /-ésimo valor de la variable endogena cuando ésta ha sido
omitida en la estimacidon. Dicha medida es el residuo previsto definido en [3.2.17] que,
para la observacion eliminada, puede escribirse:
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ei(t) =¥ _ﬁf(;j =Y. - xiTBm [3.2.22]

Dado que y, e ¥,, son independientes, la varianza de e, es [Atkinson (1985)]:

112 (XX, ] = &le. [3.2.23]

!

Para estimar la varianza de la perturbacién, Atkinson (1985) sugiere utilizar el estimador
sin la observacion i, de forma que una medida de la discrepancia entre el valor observado
y el previsto, o [o que es lo mismo, el residuo previsto estudentizado para la i-€sima
observacion resulta:

e.. .
é - ——w—-——--—i(l) = g

A
{0 -
Sy 100 - h) %o

que sigue una distribucion ¢, , ;, bajo el supuesto de normalidad para &,. Una interpretacion

[3.2.24]

interesante de {3.2.24] puede hacerse considerando que el residuo previsto estudentizado
es el residuo estandarizado corregido por el ratio de desviaciones tipicas estimadas con y

sin la observacién en cuestion. Este residuo es el que Belsley et al. (1980) denominan
RSTUDENT.

Sin embargo, el andlisis de residuos tiene un interés limitado, puesto que la forma
mds adecuada de analizar la influencia de una observacién sobre las estimaciones de un
modelo de regresion se basa en comparar los resultados de la estimacion con la muestra
completa y sin la observacion objeto de interés. Esta comparacion puede centrarse tanto
en la y ajustada como en los coeficientes estimados o en su matriz de varianzas y
covarianzas, aunque como se verd mas adelante, los dos primeros ofrecen la misma
informacion.

Siguiendo a Belsley et al. (1980), una medida elemental se basa en comparar el
vector de coeficientes estimados con y sin la observacidn i-ésima. El estadistico
correspondiente s¢ denomina DFBETA y se obtiene de forma inmediata a partir
de [3.2.16]:

XX)'x. e
B-Bm = ——‘——'—'—( TX) 55

3.2.25]
l1-h [

[
Alternativamente, se puede evaluar el efecto que tiene la observacion / sobre el valor
ajustado de la observacion j-ésima. Multiplicando la expresién anterior por x;” resulta:
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A A - i

V=V = [3.2.26]
Un paso 16gico a partir de [3.2.25} consiste en obtener una medida escalar, para

lo cual se normaliza la expresion por la matriz de varianzas-covarianzas y el nimero de

coeficientes en 8, lo que da lugar a:

- _ -~ T T A -~
¢, = (ﬁ ﬁ(:’}a 6: ie Eﬁ ﬁ(ﬂ) [3_2.27]
s

que es el estadistico propuesto por Cook {1977).

Una forma mas conveniente para el célculo de ¢; puede derivarse sustituyendo la
expresion [3.2.16] en [3.2.27], resultando:

2 =2
e - Gh ek [3.2.28]
i ksz ('1 — h;)z k(-l_"h,)

que refleja la relacion entre ¢; y los residuos estandarizados de [3.2.20]. Una derivacion
alternativa para ¢, se obtiene evaluando la diferencia entre los veciores de valores ajustados

con y sin la observacion i:

_ X@y - B IXB, - B
' ks?
- @(,) _j’\)]v@(,) _yA)
ks

[3.2.29]

que puede interpretarse como una medida del efecto que se produce en el vector de valores
ajustados ante la ausencia de la /-ésima observacion.

Atkinson (1985) sugiere el empleo del estadistico de Cook modificado, similar al
DFFITS de Belsley et al. (1980), que puede escribirse:

172

" 3.2.30
N (3.2.301

- n- k h‘,‘
¢ = | == L
‘ k 1-h
Las diferencias entre el estadistico [3.2.30] frente al de [3.2.28], ademas de usar la raiz
cuadrada positiva, son las siguientes: i) para el caso en el que todas las observaciones de

la matriz X tienen idéntico peso (h; = k/n), resulta que ¢, = | € por lo que la distancia

i) I ’
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entre las estimaciones se debe al vector y, y 11} el empleo de s, en lugar de s como
estimacion de o, asi como utilizar ¢, en vez de ¢, como en el estadistico original, refuerza
el efecto de la anomalia si el residuo es grande. La ventaja de estas modificaciones es que
el estadistico resultante concede mas peso a las observaciones andmalas que c..

El estadistico de Cook formulado en [3.2.27] tiene una clara interpretacion
geométrica: la magnitud de la distancia entre las estimaciones de § puede evaluarse
comparando ¢; con las probabilidades de la distribucion F,, centrada. Por ejemplo, si
¢, = F,,..(0.5), significa que la eliminacion de la observacion ¢ desplaza la estimacion
minimo cuadratica de 8 a la frontera de la elipse de confianza del 50%, lo que resulta un
cambio apreciable. Cook (1977) sugiere que, idealmente, ninguna observacion deberia
provocar un desplazamiento superior al 10%.

Otro aspecto relevante en la estimacion de un modelo, es 1a matriz de varianzas de
los coeficientes, donde también quedardn reflejados los efectos de la presencia de
observaciones anomalas en la muestra. Mas concretamente, una medida de influencia
podria obtenerse evaluando el cambio en la region de confianza del -« cuando se elimina
una observacion. El volumen del elipsoide de confianza es proporcional al determinante
de la matriz de covarianzas, lo que puede expresarse como:

Sy.; 1/2
E « [3.2.31]
|X7X]|

y cuando se elimina la i-ésima observacion, el volumen resulta:

ba's 1/2
E, o | —20 (3.2.32]
l)(lr'}Xm I

Belsley et al. (1980) denominan COVRATIO al estadistico:

: 2k
covrario, - |Zo| - %o L 13:2.33]
' E s* 1-h
y tomando el logaritmo de COVRATIO se obtiene una medida que toma el valor nulo
cuando el volumen no se ha visto afectado por la eliminacion de i. Evaluando el estadistico
{3.2.33] para situaciones concretas, Belsley et al. (1980, pag. 22) determinan unos valores
criticos para COVRATIO, considerando que una observacion tiene un efecto apreciable si
el estadistico cae fuera del intervalo 1 1 3k/n. Cook y Weisberg (1980) utilizan el
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logaritmo del COVRATIO, pero ajustado por los valores de la distribucion F de la
definicion de la regién de confianza.

Por uitimo, Pefia (1987) presenta una medida global de la robustez del modelo que
denomina coeficiente de robustez, y que puede definirse:
-1

2 2
gr o 26 t e [3.2.34]
Y, |7 %D sKi-hy

Es claro que B° estd acotado entre cero y uno, de forma que tomara valores proximos a
la unidad cuando los valores ajustados ¥, est€n proximos a ¥, y se aproximara a cero
cuanto mayor sea la diferencia que presenten, es decir, cuando mas afectados estén por la
eliminacién de la observaciones.

3.2.2.C. Estadisticos de diagnéstico: grupos y otras extensiones

En general. no es complicado extender los estadisticos presentados en el apartado
anterior al caso en que se desea medir el efecto que se produce cuando se eliminan grupos
de observaciones. La dificultad estriba en que los criterios de seleccidn de grupos no son
unicos ni concluyentes. En el peor de ios casos, serfa necesario decidir un tamafio maximo
de grupo ¢ ir probando con todos los grupos posibles de tamafo menor o igual al méaximo
lo que, obviamente, sélo es posible en muestras relativamente pequefias y para tamarfios
maximos reducidos. En este apartado, se generalizan los estadisticos del Apartado 3.2.2.B
para ¢l caso en que se eliminan grupos de observaciones y en el Apartado 3.2.2.D se

presentan algunos resultados para tratar el problema del enmascaramiento.

Uno de los mayores inconvenientes al tratar con grupos de observaciones, es que
algunas de las magnitudes escalares expuestas para una sola observacion se convierten en
vectoriales o matriciales; esto ocurre, por ejemplo, con el estadistico /,. Para transformar
una matriz como H, en [3.2.18} en una medida escalar, Cook y Weisberg (1980, 1982}
proponen emplear la traza; otra alternativa [Atkinson (1985)] seria emplear el determinan-
te. Esta multiplicidad de definiciones refleja el hecho de que la idea de peso en la
estimacion no es tan clara cuando se trata con grupos de observaciones.

La extension de los estadisticos de influencia del apartado anterior a casos de
eliminacion de grupos de variables es inmediata, utilizando los resultados del Aparta-
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do 3.2.2.A. En particular, a partir de {3.2.16] la influencia de un conjunto de observacio-
nes puede evaluarse utilizando:

By - BHTEDB, - B)

ks*

[3.2.35]
esd_-H)'H (I ~H)'e,
ks?

estadistico similar al de las ecuaciones [3.2.27] y [3.2.30]. Si en lugar de 5* se emplea s,y
los residuos previstos e, se obtendria un estadistico modificado similar al de [3.2.30].

Un modo alternativo de calcular ¢; de forma aproximada puede derivarse a partir
de la matriz de influencia M [Pefa y Yohai (1991}], que se obtiene evaluando el efecto
conjunto de la eliminacién simultanea de las observaciones /-ésima y j~ésima de {a muestra
y cuyo elemento genérico es:

mg’ = (5’ _yA(;})T@ _.ﬁ(,))
i3.2.36]
eiejhjj

ks?(L~h) (1 - hy)

donde §, e ¥, son los vectores de valores ajustados eliminado las observaciones ! y j
respectivamente y £, son los elementos de la matriz H definidos en [3.2.2]. Nétese que la
diagonal principal de M esta formada por el estadistico de Cook de [3.2.28] para cada
observacion.

Basdndose en el comportamiento de la funcién de influencia teérica, Pefa y
Yohai (1991) sugieren que una forma aproximada de evaluar ¢, es:

Gc=~Y Y m [3.2.37)

(€l jEI

Otra extension inmediata, consiste en particularizar las expresiones anteriores para
parametros individuales o conjuntos de parametros. De hecho, el andlisis de influencia en
conjuntos de parametros es una de las extensiones més interesantes, sobre todo cuando el
conjunto de variables puede dividirse en grupos de forma natural. Por ejemplo, en un
modelo lineal, donde los coeficientes de las variables son de mayor interés que el término
constante, 0 en modelos de eleccién discreta, donde puede distinguirse entre variables
caracteristicas del individuo y variables caracteristicas de la alternativa.
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La particufarizacion de las expresiones generales anteriores, puede plantearse de
la siguiente forma [Cook y Weisberg (1980), Atkinson (1985)]. Se puede suponer que el
conjunto de parametros de interés son m elementos que se corresponden con las filas del
vector ¢ = R’S, donde R es una matriz mxk de constantes conocidas, con ran-
go(R) = m < k. La matriz de varianzas de la estimacién por minimos cuadrados de # es
R (X'X)'R. Por tanto, una medida de influencia andloga al estadistico en [3.2.35] para
€s(e caso es:

(a(n - 9)T [R T(XTX)JR]_](G(D B a) [3.2.38]

c(0) =

ms*

que también puede expresarse:

e/ (I, -HY'X,NX/(I - H)"e

ms-

c(6) = ! [3.2.39]

donde:
N = (X"X)"RIRTX™X)'R] RTX™X)" [3.2.40]
El efecto de eliminar una sola observacion sobre # puede escribirse:

2 T
& "x; Nx,
=y

que es sencillo de calcular, puesto que N no depende de la observacion eliminada.

c(8) = [3.2.41]

Un caso particular interesante, se produce cuando se analiza un grupo de
parametros, por ejemplo, los Gltimos m componentes del vector 3. En ese caso:

RTB = (Omx(k—m) Im)B = (karml’ ’Bk)T [3-2'42]
y el estadistico de [3.2.39] puede escribirse [Atkinson (1985)]:

e/ -HY'G,( - H)"e,

ms*

o) = -’%c, - [3.2.43)

donde G, = X:,(X,’X,)'X, es la matriz de proyeccion sobre las ultimas m variables del
modelo. Cuando sélo se elimina una observacion, la expresion [3.2.43] puede reducirse a:
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eiz (h, - 8,)

m [3.2.44]

c(0) =

donde g, es el elemento i-ésimo de la diagonal principal de G,

Para el caso de un modelo de regresion, el estadistico para todos los pardmetros
excepto la constante, queda:

e, (h. - 1/n)

- (3.2.45]
=htt=7)

c(9) =

Finalmente, es posible particularizar la mayoria de los estadisticos planteados para
analizar la influencia sobre un s6lo pardimetro. En este caso particular R"(X"X)'R = v;
esto es, el elemento j-ésimo de la diagonal principal de la matriz de varianzas de 3. El
estadistico de Cook resulta:

] [3.2.46}

Naturalmente, estas formulaciones pueden modificarse en el sentido de la expresién
[3.2.30], introduciendo el estimador de la varianza residual con la observacion omitida y
diferentes definiciones de residuo.

3.2.2.D. Algunos tratamientos para el problema del enmascaramiento

El problema de enmascaramiento se produce la muestra incluye un grupo de
observaciones tales que su influencia conjunta disimula el efecto individual de cada una de
ellas, provocando que éste no sea detectado mediante el uso de los estadisticos que
analizan una observacion cada vez. Esta clase de grupos de observaciones pueden presentar
patrones bien distintos, como se ilustraba en la Figura 2.2.

Los estadisticos para grupos, derivados en el Apartado 3.2.2.C, pueden utilizarse
para analizar la influencia de cualquier conjunto de observaciones. La dificultad estriba en
determinar eficientemente los grupos cuya influencia se pretende medir, entendiendo por
eficiente cualquier método que, proporcionando [os resultados perseguidos, no requiera la
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exploracion exhaustiva de todos los grupos de distintos tamaiios posibles de observaciones.
A continuacion se exponen brevemente dos estrategias para tratar el problema siguiendo

los planteamientos de Pefia y Yohai (1991) y Rousseeuw y van Zomeren (1990).

El método propuesto por Pefia y Yohai (1991) se basa en la matriz M definida en
[3.2.39] vy se justifica mediante un argumento heuristico. El planteamiento practico es el
siguiente:

Paso 1: Calcular los autovectores correspondientes a los £ autovalores no nulos de la
matriz de influencia M.

Paso 2: Utilizando los autoveciores asociados a los m mayores autovalores, seleccionar
los pares de conjuntos de observaciones ' y I?, j = 1,....,m < k, incluyendo en
cada uno de ellos las observaciones cuyo componente del autovector sea grande
y POsItivo 0 negativo, respectivamente.

Paso 3: Empleando los estadisticos para evaluar la influencia de grupos de observaciones,
determinar los grupos de observaciones influyentes.

En Pefia y Yohai (1991) se aplica el método a diversos conjuntos de datos ya
utilizados en la literatura y se pone en evidencia que este método permite seleccionar
eficientemente grupos de observaciones influyentes que pasan desapercibidos al emplear
estadisticos de influencia individual y con un coste computacional muy inferior al de otros
métodos propuestos en la literatura. Conviene poner de relive que el coste de calculo no
es alto puesto que: i) existen algoritmos eficientes especificos para evaluar los mayores
autovalores de un matriz real simétrica, por o que no es necesario evaluarlos todos', y
ii) no es necesario almacenar en la memoria del ordenador toda las matrices M y H, puesto
que los elementos m; pueden ser evaluados a medida que sean necesitados si las
limitaciones de espacio lo exigen.

Rousseeuw y van Zomeren (1990) plantean una estrategia completamente distinta,
basada en la busqueda de elipsoides de confianza de volumen minimo. La idea basica es
caracterizar un elipsoide tal que, minimizando el volumen, deje fuera a un numero
reducido de observaciones. Aunque es un planteamiento atractivo, el mayor inconveniente
se debe a que resulta muy costoso en términos de célculo, ya que para tener la seguridad

¥ Una revision de algoritmos para el clculo de autovalores y autovectores para distintas matrices puede

verse en Ralston y Rabinowitz (1978, cap. 10) y codigo eficiente para realizar los cdlculos puede encontrarse en
Smith et al. (1974).
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de que se ha encontrado el elipsoide Optimo es necesario llevar a cabo una busqueda
exhaustiva en el espacio de variables explicativas [ Véase la discusion que sigue al articulo].
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3.3. El problema de la deteccion de anomalias en MEB: el
analisis de residuos

A pesar del planteamiento tedrico desarrollado en la Seccién 2.3, en la practica,
no se sabe a priori si existen observaciones anémalas en la muestra, ni mucho menos cuél
es la distribucién que las ha generado. Por lo tanto, al igual que en los modelos lineales,
la forma habitual de detectar la presencia de estas observaciones es mediante la inspeccién
de los datos muestrales, de manera que un dato se considera anomalo si es poco probable
que haya sido generado por la distribucion que se supone para las restantes observaciones.
Sin embargo, el analisis para la deteccion de anomalias en los MEB presenta algunas
peculiaridades respecto a los modelos lineales de regresion. Ello se debe a que en un MEB
s6lo se observa una realizacion dicotomica de la variable dependiente y,” .

E! objetivo de esta seccidn es mostrar que en el proceso de deteccion de
observaciones andmalas en los MEB, los residuos no juegan el mismo papel que en los
modelos lineales. Ello se debe a que en un modelo de variable de eleccion cualitativa el
valor de los residuos estd acotado como consecuencia de la censura que presenta la
variable y;" , de la que solo se sabe si es mayor 0 menor que cero.

Detiniendo el residuo correspondiente a la observacion i-€sima como la diferencia
entre y, y P, tal y como se ha indicado en el Apartado 2.3.2:

e, =y - P, [3.3.1]

13

donde E(e) = Oy Vie) =P(1 -P). A partir de [3.3.1] es obvio que ¢, estd acotado entre
(-1.1)" pudiendo tomar, para cada observacion, solamente dos valores: (1 - Pi) y —13‘.

En Pregibon (1981), donde se trata por primera vez el problema de la deteccion de
observaciones andmalas en los MEB, se considera como anomalia toda observacion que,
una vez estimado el modelo, presenta un residuo ¢; préximo a la unidad en valor absoluto.
En consecuencia, en el citado trabajo se propone el anélisis de residuos como un elemento
de diagnosis para la deteccidn de valores anémalos y se analizan los efectos en los
coeficientes estimados asi como algunos estadisticos basados en los residuos e, estandariza-
dos. En el contexto del trabajo citado, esto tiene bastante sentido, ya que se trata,

"' En el modelo lineal de probabilidad el intervalo es cerrado puesto que puede haber residuos iguales a uno
en valor abseluto. Sin embargo, dado que este modelo se utiliza escasamente en la practica, no se considera este
caso particular.
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principalmente, de observaciones agrupadas y modelos lineales generalizados, en los que
los residuos no plantean las mismas dificultades que en los MEB.

Posteriormente este andlisis se extiende, entre otros, por Williams (1987), que
plantea estadisticos de diagndstico generales para modelos lineales generalizados a partir
de los resultados de Pregibon (1981} y utiliza un enfoque de andlisis de influencia.
Copas (1988) analiza los modelos binarios bajo el supuesto de que aparecen errores en los
datos, como por ejemplo, de codificacién. Bedrick y Hill (1990) plantean un enfoque
alternativo para modelos logit, pero también basado en el andlisis de influyencia. El
principal inconveniente del andlisis de influencia se encuentra en que se plantean
situaciones excesivamente puras, que, en muchos casos, no reflejan {a realidad de los
datos, donde lo frecuente es que aparezcan grupos de observaciones diferentes de la
mayoria de la muestra y que pueden alterar apreciablemente los resultados del andlisis.

Respecto al empleo de los residuos en modelos de eleccion binaria, Jennings (1986)
critica el trabajo de Pregibon (1981), sefialando los puntos siguientes: 1) los residuos e; no
son comparables a los residuos MCO, ya que cada e, depende de x;, a través de P,, por lo
que cada residuo tiene una distribucidn dnica y los residuos estandarizados no siguen una
distribucion normal y, ii) eliminar de la muestra datos con un residuo préximo a la unidad
en valor absoluto equivale a truncar la muestra por una sola cola, con el consiguiente sesgo
en la estimacion de los pardmetros. En este sentido, para Jennings “... las anomalias son

necesarias...”.

En relacion con la discusién anterior, nuestro punto de vista es que si una
observacion presenta un residuo e, préximo a uno en valor absoluto, simplemente quiere
decir que la P(y;=j | x) < a, donde j = 0, 1 y « es pequeho; esto es, que el valor que
toma y, en la muestra es poco probable. Pero no quiere decir que se trate necesariamente
de una observacién anémala, puede ocurrir que y,” se encuentre en las colas de la
distribucién. Por consiguiente, estamos de acuerdo con Jennings en que no deben
eliminarse de la muestra las observaciones atendiendo exclusivamente a que el residuo
correspondiente se encuentre cercano a uno en valor absoluto, pero no porque “las
anomalias sean necesarias”, sino porque es posible que estas observaciones no sean

anomalas.

La afirmacion anterior puede ilustrarse mediante la Figura 3.1, donde se considera
el caso del modelo probit. La parte inferior de ia figura contiene la nube de puntos
(v, x) (en este caso, x; = (1 x,)") asociada al modelo [1.2.7} y la correspondiente recta
tedrica. En la parte superior de la figura se han trasladado al eje de abscisas los valores
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Figura 3.1: Ejemplos de anomalias en un modelo probit.

de la recta teérica x;/3, mientras que en el eje de ordenadas se representan las probabilida-
des tedricas P; y los valores observados de y,. Las probabilidades P, se obtienen evaluando
la funcidon de distribucién normal estindar en x, /8, mientras que los valores de v,
responden a la relacion [1.2.2]. El problema es que la muestra disponible para la
estimacién del modelo estad formada solamente por los pares (y, x,'), por lo que no se
observa la nube de puntos de la parte inferior de la figura. Entonces, pueden darse las
sigulentes situaciones:

* Consideremos el punto € en la parte inferior de la Figura, correspondiente a un
valor negativo de x; y a un valor muy grande y positivo de y,". En el caso de un
modelo lineal, donde observisemos y,.", este punto presentaria un residuo grande
y positivo, por lo que considerariamos con una probabilidad alta que se trata de
un dato anémalo. Sin embargo, en el caso de un modelo probit, la realizacion
de y. > Oes y. = 1, por lo que ¢l correspondiente residuo e, serd positivo y
con un valor préximo a 1.
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» Consideremos ahora el punto D, donde para el mismo valor negativo de x;, el
valor de y," es negativo y estd a la misma distancia de la recta tedrica que el
punto C. Igual que antes, si observasemos y,,’, este pumto presentaria un residuo
grande aunque negativo. No obstante, el residuo e; que obtenemos, una vez
estimado el modelo, seria muy préximo a cero, puesto que, en este caso, y, = {
al ser y,” < 0.

Con este ejemplo, se trata de ilustrar que dos observaciones igualmente andmalas
pueden presentar, dependiendo del signo de la variable no observable y,”, un residuo
proximo a uno o a cero. Sin ignorar que, en estos modelos, una anomalia del tipo C es,
por lo general, mas peligrosa que una del tipo D, se pueden extraer las siguientes
conclusiones:

* Que una observacion i tenga un residuo proximo a cero no implica que no se
trate de una observaciéon andémala, En el caso mas simple de una sola variable
explicativa, observaciones conx; < Oey” < 06x;, > Oey" > 0 pueden
presentar un residuo muy pequefio y ser realmente andémalas, como es el caso
del punto D en la Figura 3.1. Nétese que en un modelo lineal también puede
haber observaciones andémalas con un residuo proximo a cero, pero dichas
anomalfas no son del tipo D, que podria detectarse ficilmente por su residuo si
se observase v, .

* (QQue una observacion tenga un residuo proximo a la unidad en valor absoluto
puede ser un indicio de que se trata de una observacion anémala, pero no tiene
que ser necesariamente asi. Por ejemplo, una vez estimado el modelo probit, el
punto E de la Figura 3.1 presentaria un residuo e, positivo y préoximo a uno {de
hecho, idéntico al del punto C) aunque, en este caso, si se observase v, no
habria razon para pensar que se trata de un dato anémalo.

En definitiva, los residuos resultanies de la estimacion de un modelo probit, o de
cualquier otro MEB, no son informativos sobre la probabilidad gue tiene cada observacién
de ser anomala. Como se acaba de ilustrar, residuos préximos en valor absoluto a uno o
a cero pueden corresponder tanto a observaciones andémalas como a observaciones
generadas por el modelo considerado. Esta es la mayor diferencia que presentan estos
modelos respecto a los modelos lineales, donde el analisis de residuos no permite detectar
todo tipo de anomalias (sélo las del tipo A de la Figura 2.1), pero donde un residuo
grande si presenta evidencia de que el correspondiente dato puede ser andmalo.
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Por altimo, hay que senalar que, aunque el andlisis de residuos no sea el
instrumento adecuado para la deteccion de andmalos en los MEB, dicho andlisis puede
resultar de interés para detectar otros problemas. En una muestra dada, cabe esperar que
un porcentaje pequefio de observaciones presente un residuo proximo a la unidad en valor
absoluto. sean o no andmalas. Si este porcentaje es elevado puede deberse a una de las
siguientes causas: i) a un error de especificacion, en el sentido de que las variables en x;
no son relevantes para explicar la variable v, y, por tanto, las probabilidades P, y, ii) a
la existencia, al menos, de dos grupos distintos de individuos en la muestra (la nocion de
cambio estructural), que debe identificarse y modelizarse de la forma mas adecuada.
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3.4. Procedimientos de deteccion de observaciones anéma-
las en los MEB

De la exposicién en la seccién anterior, se deduce que la forma adecuada para
detectar si una observacidn es anémala en un MEB, debe ser mediante un estadistico que
mida el efecto de esa observacion sobre la estimaciéon MV de los pardmetros del modelo.
Como se ha demostrado en el Capitulo 2, la existencia de observaciones andémalas genera
un error de especificacion en la funcion de verosimilitud del modelo, que puede conducir
a sesgos en la estimacién de los pardmetros. Por lo tanto, si el efecto de una observacién
en el valor de los coeficientes estimados es grande, dicho efecto puede considerarse como
una medida del sesgo de estimacién provocado por la presencia de esa observacion en la
muestra,

En esta seccion, se deriva un conjunto de estadisticos que miden la influencia de
observaciones individuales o grupos de observaciones sobre los dos aspectos fundamentales
del modelo: los parametros y las probabilidades estimadas. La estrategia general de estas
derivaciones utiliza el modelo linealizado [1.3.10] y el estimador maximo-verosimil por
procedimientos lineales [1.3.9], y se aplican los planteamientos generales de los
estadisticos para el modelo lineal general de la Seccion 3.4 teniendo en cuenta las
particularidades de los MEB, que hacen que no todos los resultados anteriores scan de
aplicacion inmediata.

En concreto, el procedimiento de estimacidon maximo-verosimil lineal permite
evaluar, con un coste de calculo reducido, las estimaciones de los pardmetros cuando se
elimina un conjunto de observaciones, imprescindible para poder utilizar los estadisticos
cuando la muestra con la que se trabaja es de gran tamaiio.

3.4.1. Estadisticos para la deteccién de observaciones anémalas en
los modelos de eleccion binaria

El estadistico que proponemos a continuacion es una adaptacion del presentado en
[3.2.27} y mide el efecto de cada observacién sobre la estimacion MV de 8 en el modelo
[1.2.7]. Para su derivacién, se puede utilizar el Teorema 4.30 de White (1984, pag. 70):
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Sea un vector de variables aleatorias © de dimension k. Si @ - N (0. L),
donde ¥ es la matriz (kxk) de covarianzas asintdtica de O, y existe una

matriz £ simétrica y definida positiva tal que plim £ = £, enton-
ces OTL' @ = xi.

Por tanto, teniendo en cuenia que: 1) el vector f)’ de estimaciones MV sigue una
distribucién asintética normal con media 8 y cuya matriz de covarianzas puede estimarse
con la inversa de la matriz de informacion I(fi‘) = [ en [1.3.5], y ii) el procedimiento MV
garantiza que plim IR =I(B)", se tiene que:

B-»IE@ -8 - x [3.4.1]

Entonces, denotando por B(-) la estimacion MV de § eliminando la observacion i-ésima,

una medida de la distancia entre 8 y 3. vendrd dada por el estadistico:

@

& =@-B)IB-B,) i=l..n [3.4.2]

Este estadistico, que es semejante al que aparece en [3.2.27], proporciona una
medida de la distancia entre 8 y B(n en términos de niveles de significacion. Esto es, a
partir del valor de ¢ y de la tabulacién de la distribucién x?,, puede determinarse en qué
medida la eliminacion del punto [ desplaza el vector de coeficientes estimados dentro de
la regidn de confianza de 3, calculada sobre B. a un nivel de significacion determinado.
Por ejemplo, si &, = 0.57 y k = 2, se puede decir que la eliminacion de la observacién
i-ésima desplaza la estimacion de 3 hasta el borde de la region de confianza de nivel 25%
centrada en 3. Cook (1977) sugiere, sobre la base de experimentos realizados en modelos
lineales, que es deseable que cada fim se encuentre dentro de la regidon de confianza de
nivel 10%. Sin embargo, pensamos que lo importante de un estadistico de este tipo, no es
[a eleccion del nivel de significacion para el que se realiza el contraste, sino el analisis de
las observaciones para las que el estadistico toma un valor mas alto en términos relativos.
Como es obvio, éstas serdn las observaciones con una probabilidad mads alta de ser
anomalas.

Para evaluar eficientemente el estadistico de [3.4.2], es necesario emplear las
expresiones desarrolladas en el Apartado 3.2.2.A para el estimador por minimos
cuadrados ordinarios cuando se elimina una observacion de la muestra. En este caso,
dichas expresiones deben aplicarse al modelo linealizado de [1.3.10]. Asi, dada una
estimacion MV de 8 en la iteracidn 7 y una vez transformadas las variables, resulta:
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By = B+EDOUEN - £X)E]T ETB - ) [3.4.3]

donde, tal y como se ha definido en la Seccién 1.3:

o= Vi +ff(xiTBT) _pi

¥, - A [3.4.4]
[F.(1-F)]"
¥, = — S . X, [3.4.5]
[FAL-F)I™
F,=F&'B)  f = ') [3.4.6]
siendo X una matriz cuyas filas vienen dadas por la expresion [3.4.5].
Sustituyendo {3.4.3] en [3.4.2] y teniendo en cuenta que:
I=%X%
. ¢ 13.4.7)

e. =__,_f__ = .'_—f.rﬁ
" O[B(1-B)” ‘

donde e, es el residuo estandarizado de un modelo de eleccion binaria, el estadistico
[3.4.2] puede escribirse:

2 T T -1~ =2 -
2 e; X (X' X)X, & h

U ®Bp (kY

[3.4.8]

que es una expresion similar a [3.2.28], donde, en general, ﬁij =5J(X T)Z)“ff yh.=h.

A pesar de la similitud con los estadisticos de influencia dertvados para el modelo
lineal general en la Seccidn 3.2, el estadistico & presenta un conjunto de particularidades
que pueden resumirse en tres puntos:

s En primer lugar, el efecto de la j€sima observacion no ha sido completamente
eliminado al utilizar la expresion [3.4.3], puesto que las variables han sido
transformadas con informacioén que depende de dicha observacion. Asi, aunque
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esta informacién no tenga un efecto importante, tampoco el resultado es idéntico
al de [3.2.18]. En este caso, la expresion [3.4.3] puede interpretarse como un
paso por el algoritmo de scoring en el que no se utiliza informacion de la
observacion i-ésima. Es posible eliminar completamente el efecto de la
observacion en cuestién iterando hasta la convergencia, aunque en este caso, el
coste de calculo del estadistico puede ser demasiado elevado.

* Para el modelo lineal general, se planteaba una discusién sobre qué residuos
utilizar en los estadisticos. Como se veia, numerosos autores han sugerido el uso
del residuo estudentizado. Aunque en este caso también es posible definir los
residuos previstos y estandarizarlos, 1a naturaleza diferente del modo en que se
interpretan los residuos hace que la discusion sea bastante menos fructifera. Por
un lado, debido a que cada residuo tiene distinta varianza y, por otro, debido a
que la evaluacion de las funciones F(-) y f(*) para Bm puede ser excesivamente
costosa.

¢ También para el modelo lineal se argumentaba que, en algunos casos, es
preferible emplear estimadores de 1a desviacion tipica residual que no incluyesen
el residuo /-ésimo. En los MEB, esta discusion es improcedente, puesto que la
varianza de las perturbaciones estd predeterminada, debido a las restricciones de
identificacion expuestas en la Seccién 1.2.

Es importante sefialar que un estadistico similar al de la ecuacion [3.4.8] se
propone en Pregibon (1981). En este caso, para su derivacién se utiliza el algoritmo de
Newton, en lugar del algoritmo de scoring, en el proceso de estimacion MV. Dado que
el citado trabajo se restringe al caso particular de los modelos logit y que, con la
distribucién logistica, la expresion de la matriz hessiana en [1.3.4] se reduce a:
-LA(1-A)xx;, siendo A, la funcién de distribucién logistica evaluada en x;'3, el estadistico
analogo a ¢ resultante tiene una expresion sencilla. Sin embargo, esto no ocurre, por
gjemplo, con el modelo probit, donde la utilizacién del hessiano de [1.3.4], complicaria
innecesariamente la expresion del estadistico. En este sentido, la expresion en [3.4.8] es
considerablemente mds general, ya que puede aplicarse a cualquier MEB. Ademds, la
matriz de informacion evaluada en el Optimo, y no el hessiano, es la matriz que
tedricamente debe utilizarse para estimar la matriz de covarianzas de 8 en el calculo de é..

Otra ventaja respecto al planteamiento de Pregibon (1981) es la mayor simplicidad
de célculo en el procedimiento lineal iterativo que se deriva del empleo del algoritmo de
scoring frente al de Newton. Green (1984) plantea un esquema de estimacion basado en
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el algoritmo de scoring para aplicarlo a la familia de modelos lineales generalizados'?,
aunque no explota las caracteristicas especiales de los modelos binarios.

En el Apartado 3.2.2.B, al plantear medidas de influencia para una observacion,
se ha comprobado que, en el MLG utilizando el estadistico ¢;, es idéntico medir la
influencia para el vector de parametros estimados que para el vector ¥. Para los modelos
binarios esto no es cierto, por lo que es necesario derivar un estadistico especifico que
mida la influencia sobre 2, el vector de probabilidades estimadas. Utilizando {a expansién
de Taylor de primer orden en [1.3.15] para ¢l caso en que se elimina la i-ésima
observacion, la probabilidad estimada se puede aproximar de la siguiente forma:

Fix'B,) = F(x'B) + fix/Byx B, - B) (3.4.9]

A partir de [3.4.9], la diferencia en la probabilidad estimada para la observacidn
j al eliminar la observacion i-ésima puede calcularse como:

Fx'By) = F&'B) + fie/ B B, - B [3.4.10}
y la diferencia entre las probabilidades estimadas para toda la muestra resulta:
ﬁ B ﬁ(z) = _‘; X(B(,) - B) = _\i']fz X (B(,} - a) [3'4'11]

donde § y ¥ son matrices diagonales de dimensién n con elemento genérico f y
F(1 - F), respectivamente.

Por tanto, una medida de influencia sobre las probabilidades estimadas es:

&Py =(F - F ) (F - F,)

. el };{_ [3.4.12]
(1 -h)
donde, en general:
h, = XD XEDXDET  y =k, [3.4.13]

2 Green (1984) denomina a este algoritmo Minimos Cuadrados Ponderados [terativos. Estrictamente,

sugiere la palabra reponderados (reweighted), pero parece que esa nocidn ya se encuentra implicita en la palabra
iterativos.



OBSERVACIONES ANOMALAS EN MEB: DeTeccion 96

~

[La diferencia entre el estadistico [3.4.12] y [3.4.8] se encuentra en la matriz ¥
y la interpretaciéon es que, en un modelo no lineal, el cambio en los argumentos de la

]

funcién no tiene por qué ser igual que la variacion en la funcidn., Mas concretamente. 1o
que indica la expresion [3.4.13] es que el cambio en las probabilidades estimadas no séio
depende del cambio en los pardmetros, sino de la situacién inicial de dicha probabilidad,
siendo mayor el cambio cuanto mas proxima se encuentre a (.5. Es importante sefialar que
el empleo del estadistico {3.4.14] es especialmente importante en situaciones en las que
el objetivo sea realizar previsiones agregadas para poblaciones grandes.

La conclusién de este apartado es que el conjunto de particularidades resefiadas,
tanto referentes a los estadisticos que miden el efecto de observaciones individuales, como
sobre el comportamiento general de los MEB en lo referente a observaciones anOmalas,
hacen que la extrapolacidn de resultados para modelos lineales o modeios lineales
generalizados sea claramente insuficiente para arrojar alguna luz sobre el problema que nos
ocupa. La principal deficiencia de la mayoria de la literatura existente sobre el problema
de las observaciones andmalas en los MEB, es que trata del mismo modo todo ¢l conjunto
de modelos lineales generalizados, sin considerar los casos especiales, y esta situacion es
{a que hace mds dificil la aplicacion de los métodos a los datos objeto de anilisis.

3.4.2. Estadisticos de influencia: grupos de observaciones y otros
casos particulares

Como se ha expuesto en ¢! Apartado 3.4.1, a partir de la linealizacién del modelo
binario [1.3.10], se pueden derivar estadisticos de influencia individual semejantes a los
desarrollados para el MLG en la Seccién 3.2. Siguiendo en esta iinea, es posible
particularizar los resultados anteriores a situaciones en las que se eliminan conjuntos de
observaciones, asi como evaluar el efecto de dichas observaciones para un subconjunto de
los parametros del modelo.

Una iteracion por el algoritmo de scoring eliminando la informacién de las
observaciones del conjunto [ puede plantearse como:
A A P ~ I A - -1 ~ A
ﬁ(n - B + (X rX)_lX[[IP - X](X fX)-IXIT] (Xlﬁ “)-7'!) [3.4.14]

donde X e j estan formadas por las observaciones transformadas como en [3.4.4]-[3.4.5].
La inversa de la matriz de informacién resulta:
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XX = @D« @K |1 - X &0 %] X & [3.4.15]

En las expresiones [3.4.14] y [3.4.15], no se ha eliminado completamente el efecto
del conjunto de observaciones en ! y se podria iterar hasta la convergencia. No obstante,
si [as observaciones eliminadas no son influyentes, dicho proceso iterativo no introduciria
variaciones importantes. Por el contrario, si el efecto del conjunto es relevante, la iteracion
posterior reforzaria el efecto de anomalia de la observacién. Dado que para muestras de
gran tamafio, las consideraciones de tiempo de cilculo son importantes, no resulta
necesario continuar el proceso iterativo, excepto, tal vez, en situaciones dudosas. De
hecho, no iterar hace mas robusto el estadistico ante la posibilidad de rechazar observacio-

nes no anémalas aunque, en cambio, reduce la probabilidad de detectar una observacién
andmala.

A partir de [3.4.14], la influencia de un conjunto de observaciones puede evaluarse
utilizando un estadistico similar a [3.2.35], que puede plantearse:

¢ =By -BHEX DB, -B

I

[3.4.16]

e; (I -H)'H I, -H)e;

donde H,=X(X'X)"'X,.

También en los MEB se puede definir una matriz de influencia semejante a la
matriz M en [3.2.39], que puede emplearse para evaluar de forma aproximada el
estadistico [3.4.16], asi como para detectar observaciones que presentan problemas de
enmascaramiento. En este caso, el elemento genérico resulta:

= — Y By [3.4.17]
(L-hy(1 -k

que debe interpretarse en términos de los valores ajustados de la variable enddgena ¥, en
el MEB linealizado. Nétese que la diagonal principal de M ests formada por el estadistico
de [3.4.8] para cada observacion.

De manera anédloga a como se planteé para el estadistico [3.4.8], es posible obtener
expresiones alternativas para [3.4.16] y {3.4.17] basadas en medir el cambio en las
probabilidades estimadas, en lugar de evaluar la diferencia entre los vectores de
pardmetros. En particular, la matriz de influencia alternativa tiene como elemento
generico:
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m, = €6 (3.4.19]
A -i)(L-h)

donde /T!U estd definido en [3.4.14].

Como se puso de relieve en la Seceidn 3.2, es conveniente derivar expresiones
particuiares para evaluar la influencia de grupos de observaciones sobre un subconjunto
de los parametros del modelo. El interés se centra en m elementos que se corresponden
con las filas del vector 8 = R’8, donde R” es una matriz mxk de constantes conocidas,
con rango(R) = m < k. La matriz de varianzas de la estimacién maximo-verosimil de ¢
es RT[I(B)|'R. Una medida de influencia analoga al estadistico en [3.4.16] aplicada a una
combinacion lineal de los parametros originales es:

é0 = @, -0 RTXDRB, - b
[3.4.20]

e (I -HY'X,NX(I -H)"e;
donde:

N =@ XDRRTE DR RTX %) [3.4.21]

En particular, el efecto de eliminar una sola observacion sobre @ puede escribirse:

¢(0) =

4

«2 T x5 =
& ENE [3.4.22]
)

(1-h
que es sencillo de calcular puesto que N no depende de la observacion eliminada.

En los MEB es frecuente la presencia de un cierto nimero de variables cualitativas
entre las variables exdgenas, por lo que, en muchas ocasiones es interesante medir el
efecto de un grupo de observaciones sobre un subconjunto de parametros. Sin pérdida de

generalidad, se puede suponer que los parametros de interés son los Gitimos m componen-
tes del vector 8. En ese caso:

RB = (Oniim | 1B = (Bouys BT [3.4.23]

El estadistico {3.4.20] puede escribirse:
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ex0) = ¢ - e "L ~HY'G U, ~-H)'e/ [3.4.24]

donde G, = X,(XX)"'X,, y X, es la submatriz formada por las ultimas m columnas
de X. Cuando sélo se elimina una observacion, la expresién anterior queda simplificada a:

10
61(0) - er‘ (h{~ g;)
(l _h,'.)z

[3.4.25]

donde £, es el elemento j-ésimo de la diagonal principal de G,.

El estadistico [3.4.8] puede particularizarse para el caso en que se desee medir el
efecto de una observacion en la estimacion de un parametro §; del vector 8. Denotando por

v; el elemento j-ésimo de la diagonal principal de la matriz [(3)", es inmediato que el
estadistico:

- (B(,‘)j - Bj)z

Y

¢(8) [3.4.26]
proporciona una medida del desplazamiento que experimenta la estimacién del coeficiente
8, cuando se elimina de la muestra la observacion i-€sima.

3.4.3. Deteccidon de observaciones influyentes en MEB

A partir de la exposicion de las Secciones 3.2 y 3.3, asi como los estadisticos
planteados en la Seccién 3.4, se puede desarrollar una estrategia de diagnosis de
observaciones anomalas para los modelos de eleccion binaria, que puede plantearse de la
sigulente forma.

En una primera etapa, es necesario utilizar los instrumentos a priori del
Apartado 3.2.2.A, asi como el estadistico #; en [3.2.2] para evaluar la dispersion de las
observaciones muestrales, lo que proporciona informacion sobre potenciales observaciones
exiremas. Alternativamente. puede usarse el estadistico de Wilks. Aunque valores
moderadamente altos de estos estadisticos no son concluyentes, permiten fijar la atencién
sobre algunas observaciones en fases posteriores. Hay que tener en cuenta que estos
estadisticos sOlo son vailidos para variables continuas. Esto supone una limitacién
importante ya que, trabajando con modelos de eleccién discreta, resulta frecuente la
presencia de variables exdgenas cualitativas.
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Una vez estimado el modelo, también es conveniente utilizar el estadistico
h, = %" (X X)"' & que utiliza la variables transformadas en lugar de las originales. Aunque
éste tiene la misma interpretacion que A, puede contener informacion diferente debido a
la no linealidad del modelo. El empleo de ﬁ; sigue los mismos criterios; esto es, localizar
observaciones extremas y potencialmente influyentes.

El siguiente paso es, l6gicamente, calcular el estadistico é definido en [3.4.8].
Valores elevados de ¢, indicaran la presencia de posibles observaciones andmalas. En este
sentido, la principal dificultad estriba en que no existen formas concluyentes de evaluar
valores criticos para dicho estadistico. No obstante, si se puede obtener valores indicativos
utilizando las tablas de la distribucién x?,. Ademads, lo més importante es la comparacién
de efectos relativos. por lo que resulta recomendable realizar comparaciones de las
estimaciones obtenidas con toda la muestra y eliminando un conjunto, usualmente pequeiio,
formado por aquellas observaciones con un valor elevado del estadistico respecto a la

media del mismo para toda la muestra.

Una vez determinado un conjunto de observaciones individualmente influyentes,
conviene analizar la posibilidad de que existan observaciones enmascaradas utilizando el
procedimiento de Pefia y Yohat (1991) descrito en el Apartado 3.2.3. Una vez mds, no
se pueden ofrecer valores criticos concluyentes y, en parte, depende del criterio del
analista la decision sobre el efecto de cada grupo, medido a través del estadistico ¢, en
[3.4.16], asi como las posibles causas de la presencia de observaciones andmalas para
tomar las decisiones finales sobre los grupos de observaciones problematicas.

Otros estadisticos que se desarrollaron para el modelo lineal no tienen especial
interés aqui. Por ejemplo, en el Apartado 3.2.2 se puso de relieve la importancia de
analizar el efecto sobre la matriz de varianzas de los pardmetros, para lo cual se sugerfa
emplear el estadistico COVRATIO en {3.2.33]. Para los MEB, se puede demostrar que
dicho estadistico resulta 1/(1 -4, y, por tanto, proporciona la misma informacién que se
obtiene ai analizar A,.

Por iltimo, es importante sefialar que el conjunto de instrumentos de deteccién
planteado anteriormente revela la presencia de observaciones influyentes en la muestra,
aunque ninguno de ellos hace indicacién del posible origen de las mismas. Una forma de
obtener alguna informacion al respecto, es utilizando los contrastes desarrollados en el
Apartado 2.3.2.
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Los contrastes mencionados pueden utilizarse para, una vez detectadas observacio-
nes influyentes, determinar la fuente de anomalia, suponiendo que ésta sea Unica. No
obstante, en los experimentos de Monte Carlo realizados, no resultaron concluyentes en
ningin caso sobre el tipo de anomalia, aunque si resultaban suficientemente potentes como
para contrastar [a hipdtesis nula de que [as observaciones seieccionadas como potencial-
mente andmalas no habian sido generadas por el mismo proceso que las restantes.
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3.5. Resultados con datos simulados

En esta seccion se pretende ilustrar el funcionamiento de los estadisticos propuestos
en la Seccién 3.4 en algunos aspectos concretos. En particular, se evaluan tres elementos
de la metodologia planteada utilizando los modelos y los casos de anomalias de la
Seccién 2.4. En primer lugar, se plantea si el criterio de seleccidn de puntos de corte para
¢ basado en comparar el cociente entre el estadistico y su valor medio para la muestra
permite diferenciar las observaciones andmalas. En segundo lugar, se analiza el punto
critico que hace minimo el ECM de las estimaciones definido en [2.4.4] en comparacion
con los valores criticos indicativos que se obtendrian de una distribucién ;. Por tltimo,
se analiza la deteccion de observaciones que presentan efecto enmascaramiento utilizando
el método de Pefa y Yohai (1991) aplicado a la matriz M definida en [3.4.17]. Solo se
presentan resultados para e! modelo probit puesto que, de forma similar a como ocurria
en la Seccidon 2.4, los resultados para el modelo logit son casi iguales a los del probit.

Los modelos utilizados, los casos analizados y los aspectos técnicos relevantes de
esta seccion ya fueron descritos en la Seccion 2.4. El modelo considerado es un MEB con
una sola variable explicativa y término constante:

-

y; = B] + 62x[_ + 8:‘ [3.5.1]
[Las observaciones se han generado mediante el siguiente mecanismo:

1 si y, =20
v, = [3.5.2]
0 si oy <0

[.a variable explicativa se ha generado, en todos los casos de observaciones no
andémalas, como una normal, x; ~ iid N(0,1) y el vector de pardmetros es: 3 = (-0.65, 1)".

Los casos de observaciones anomalas considerados son:

Caso 1: Un porcentaje w de observaciones v, en la muestra proviene de una distribucién
con la misma media que las restantes observaciones, pero con > = 7.

Caso 2: Un porcentaje w de observaciones y,” proviene de la misma distribucién con
varianza igual a o,°, pero con distinta media que las restantes observaciones. Una
proporcion w de observaciones son tales que E(y,) = x/v, donde y = (1, -0.5)".
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Caso 3: Un porcentaje w de observaciones estdn caracterizadas por E(y,) = x8, e
idéntica varianza que las demas, donde 6 = (-0.5, 0.5)" y, ademas, para estas
observaciones, x,~ iid N(5,1).

El proposito de la primera simulacién es comprobar hasta qué punto las
observaciones anOmalas pueden diferenciarse de las no andmalas a partir del estadistico
[3.4.8]. En las Tablas 3.1-3.3 aparecen valores medios, para 500 replicaciones, de los
sigulentes estadisticos: la media del estadistico é para todas las observaciones de la
muestra, la media del estadistico €, para las observaciones no anémalas (¢(B)), la media
del estadistico ¢, para las observaciones andmalas (6,(M)) y el ratio ¢(M)/¢,(B). La primera
columna de cada tabla indica el porcentaje de observaciones andmalas presente en las
muestras.

A la vista de las citadas tablas, cabe hacer los siguientes comentarios:

¢ El valor del estadistico de influencia resuita muy homogéneo con independencia
del nivel de anomalias presentes en la muestra, tomando un valor de aproxima-
damente £/n. Por €l contrario, la media de é para las observaciones buenas
disminuye, indicando que estas observaciones tienen menos efecto en la estima-
cion a medida que aumenta w. A medida que crece ei nimero de observaciones
anOmalas. el valor del estadistico disminuye, siendo un claro indicativo de que
se produce un efecto de enmascaramiento: cuantas mas observaciones andmalas
se encuentran presentes, menor serd la influencia de cada una de ellas por
separado. No obstante, el valor medio del estadistico para estas observaciones
se encuentra siempre por encima de ia media para las no andémalas,

¢ Teniendo en cuenta la Gltima columna de cada tabla, un punto critico minimo
para el estadistico de influencia se encontraria, aproximadamente, entre dos y
cinco veces el valor medio para la muesira, que en estos casos, estaria entre
0.02 y 0.05. El valor critico de la distribucién x*, con dos grados de libertad a
un nivel de confianza del 10% es, aproximadamente, 0.2.

* A la hora de aplicar este criterio, debe tenerse en cuenta que serd mas valido
cuantas menos observaciones influyentes se encuentren en la muestra, ya que es
una medida de influencia individual. Sin embargo, aparecen problemas de
enmascaramiento no sera tan itil. Por ofra parte, también es necesario
considerar ¢l nimero de observaciones que sobrepasan el nive! critico: si el
numero es excesivo, habra que elegir como influyentes aquellas observaciones
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con valor mis elevado puesto que, si se eliminan observaciones no anémalas, se
esta eliminando informacion relevante, produciendo sesgos importantes en la
estimacion.

Tabla 3.1. Valores medios de! estadistico ¢;; modelo probit, caso 1.

w% ¢, ¢(B) CAM) CABY (M) CAM)/E;
0.0 0.0101 0.0101 - - -~
2.5 0.0102 0.0098 0.0262 2.68 2.57
5.0 0.0104 0.0094 0.0289 3.07 2.78
7.5 0.0104 0.0090 0.0276 3.07 2.66
10.0 0.0104 0.0087 0.0255 2.92 2.45
12.5 0.0105 0.0085 0.0249 2.93 2.36
5.0 0.0106 0.0084 0.0232 2.78 2.19
17.5 0.0106 0.0082 0.0220 2.69 2.07

20.0 0.0106 0.0080 0.0210 2.63 1.98
225 0.0106 0.0078 0.0204 2.63 1.92
25.0 0.0107 0.0077 0.0198 2.59 1.85
27.5 0.0106 0.0076 0.0184 2.42 1.74
30.0 0.0106 0.0075 0.0181 2.42 1.70
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Tabla 3.2. Valores medios del estadistico ¢;: modelo probit, caso 2.

w% Gi c{(B) c{M) C{B)YIC(M) t(M)/e,
0.0 0.0101] 0.0101 - - --
251 0.0107] 0.0088 0.0862 9.79 8.03
5.0 0.0110] 0.0080 0.0669 8.34 6.10
7.5 0.0112 ] 0.0075 0.0578 7.75 5.15

10.0| 00113 0.0072 0.0479 6.66 4.25
1251 00112 0.0069 0.0412 5.94 3.67
150 | 0.0112 | 0.0068 0.0357 5.22 3.20
175 00111 | 0.0068 0.0313 4.60 2.82
200 0.0110( 0.0068 0.0280 4.13 2.54
225 0.0109 | 0.0068 0.0251 3.66 2.29
25.0 | 0.0108 | 0.0069 0.0226 3.27 2.09
275 0.0108| 0.0070 0.0208 2.96 1.92
30.0 | 0.0107 | 0.0072 0.0188 2.62 1.76

Tabla 3.3. Valores medios del estadistico ¢,: modelo probit, caso 3.

w% & &(B) (M) cABY)ELM) t(Mie,
0.0 | 0.0102 0.0102 - - --
251 0.0118 0.0101 0.0757 7.49 6.44
5.0 0.0135 0.0098 0.0842 8.57 6.22
751 0.0146 0.0097 0.0748 7.73 5.14

10.0 | 0.0149 0.0095 0.0638 6.73 4.28
12,51 0.0154 .0095 0.0562 5.89 3.66
15.0 | 0.0160 0.0093 0.0539 5.78 3.37
17.5 | 0.0158 0.0093 0.0465 5.02 2.95
200 | 0.0158 0.0093 0.0420 4.53 2.65
22,51 0.0165 (.0090 (.0423 4.71 2.57
25.0 | 0.0158 0.0089 0.0368 4.14 2.32
27.5 | 0.0155 0.0090 0.0329 3.69 2.12
30.0; 0.0149 0.0089 0.0291 ; 3.29 1.95
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El siguiente grupo de simulaciones también se ha disefiado para evaluar criterios
de seleccion éptima de puntos de corte del estadistico de influencia ;. En este caso, se ha
investigado el valor critico tal que, climinando aquellas observaciones con & > &7, el
error cuadritico medio de la estimacidon definido en [2.4.4] sea minimo.

Para cada una de las muestras generadas se calcula ¢; y se realiza una basqueda por
el método de la rejilla para determinar el valor de ¢ que minimiza el ECM de las
estimaciones sin las observaciones que superan el valor critico. En las Tablas 3.4-3.6 se
presentan los resultados para €l modelo probit. En las columnas aparecen, para cada valor
de w, las medias de las 500 replicaciones de los siguientes estadisticos: el valor critico de
¢, que minimiza el ECM de las estimaciones (¢"), el ECM una vez eliminadas las
observaciones cuyo valor de ¢ supera ¢, y entre paréntesis, el ECM sin eliminar observa-
ciones (tomado de las tablas de Ia Seccion 2.4), el nimero de observaciones detectadas
como andmalas y, en la ultima columna, el nimero de observaciones realmente anémalas
entre las detectadas. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, se pueden hacer los
siguientes comentarios:

* El principal resultado es que, como puede apreciarse, ¢l punto de corte 6ptimo
es muy sensible al tipo de anomalia que aparece en la muestra. La conclusion
de esto es que, con datos reales, no es posible determinar un punto de corte de
aplicacién general, por lo que es necesaria la intervencién del analista que
debera probar diferentes puntos criticos considerando el nimero de observacio-

nes eliminadas asi como los efectos individuales y los conjuntos.

* Los peores resultados en cuanto al numero de observaciones anémalas
detectadas, se producen en el caso 3 (Tabla 3.6). Esto es debido a que estas
observaciones andmalas se deben a valores extremos de la variable explicativa,
y el modo de llevar a cabo la deteccion es utilizando los estadisticos @ priori en
[3.2.2] y el estadistico ﬁ,.. No obstante, el ECM, una vez eliminadas [as
observaciones con & > ¢ mejora apreciablemente en todos los casos.

¢ El enmascaramiento hace que el valor critico del estadistico disminuya a medida
que aumenta el nimero de observaciones andmalas, de modo que se eliminan
mas observaciones, aunque la proporcidn de observaciones andémalas eliminadas
se mantiene, aproximadamente, constante.
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Tabla 3.4. Error cuadritico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de
la muestra utilizando el estadistico ¢: modelo probit, caso 1.

w% ¢ ECM,, (ECM) N® OBS N® ANOBS
0.0 0.2665 0.0298 (0.034) 0.85 --
5.0 0.2257 0.0192 (0.037) 1.93 0.40
10.0 0.1864 0.0175 {0.043) 2.93 1.03

15.0 0.1556 0.0159 (0.056) 4.11 1.81
20.0 0.1174 0.0141 (0.070) 5.97 3.10
25.0 0.0871 0.0155 (0.094) 7.74 4.31
30.0 0.0692 0.0162 (0.120) 9.80 5.89

Tabla 3.5. Error cuadratico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de
la muestra utilizando el estadistico ¢é; modelo probit, caso 2.

% o ECM, (ECM) | N° OBS | N° ANOBS
0.0 0.2439 | 0.0294 (0.035) 1.07 —
5.0 0.1175 | 0.0155 (0.077) 5.66 2.29

10.0 0.0502 |  0.0290 (0.180) 12.40 6.32
15.0 0.0252 |  0.0543 (0.307) 21.06 11.27
20.0 0.0166 |  0.0969 (0.443) 27.40 15.91
25.0 0.0142 |  0.1615 (0.574) 30.48 19.18
30.0 0.0129 |  0.2531 (0.723) 32.91 21.32

Tabla 3.6. Error cuadritico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de
la muestra utilizando el estadistico ¢;; modelo probit, caso 3.

w% & ECM, (ECM) N® OBS | N°® ANOBS
0.0 0.2438 0.0298 (0.038) 1.10 -
5.0 0.3778 0.0250 (0.050) 1.76 : 0.31

10.0 0.3465 0.0229 (0.069) 2.49 0.66
15.0 0.3016 0.0203 {(0.080) 3.66 0.97
20.0 0.2650 0.0256 (0.100) 5.02 1.41
25.0 0.3001 0.0325 (0.115) 5.58 1.71
30.0 0.1741 0.0372 (0.139} 6.50 2.15
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El dltimo conjunto de simulaciones trata de ilustrar la deteccién de observaciones
anémalas cuando existe un problema de enmascaramiento, esto es, cuando la presencia de
un cierto nimero de observaciones andmalas hace que los efectos individuales de cada una
de ellas queden disimulados. Para ello, se utiliza el método de Peha y Yohai (1991)
aplicado a la matriz de influencia definida en [3.4.17].

La principal dificultad a la hora de instrumentar el método, es que requiere la
intervencion del investigador para determinar los grupos de observaciones potencialmente
influyentes, lo que era inapropiado para realizar un volumen importante de simulaciones.
Por ello, se recurri¢ a la aplicacion de la técnica de forma ne estricta, y se considera
potencialmente anémala cualquier observacion tal que su componente asociado a cualquiera
de los dos autovectores no nulos fuese superior a 0.15. Naturalmente, esta forma de
utilizacion ofrece resuitados bastante peores de los que se obtendrian aplicandola
correctamente a una muestra real, pero es suficiente para ilustrar el buen funcionamiento
del mecanismo cuando se aplica a los MEB.

En las Tablas 3.7-3.9 se presentan las medias, para 500 replicaciones y para
distintos valores de w, de los siguientes estadisticos: el valor del estadistico de influencia
¢, para el grupo de observaciones tales que algin componente asociado de los dos
autovectores principales es supertor a 0.15, el ECM una vez eliminadas dichas
observaciones y, entre paréntesis, ¢l ECM sin eliminarlas, el nimero de observaciones
eliminadas y, por ultimo, el mimero de observaciones andmalas entre las eliminadas. A

la vista de los resultados cabe hacer los siguientes comentarios:

¢ Se puede afirmar que el método, aln utilizado inadecuadamente, funciona bien
en situaciones en las que efectivamente se produce enmascaramiento; esto es,
cuando w es elevado. En particular, en los casos 1 y 2, el ECM se reduce a la
mitad para los valores mas elevados de la proporcién de anomalias (25%
y 30%).

* (Cuando la proporcion de anomalias es pequefa o nula, el mal uso del método
hace eliminar observaciones no andmalas, provocando un ECM superior al que
se obtendria manteniéndolas en la muestra.

* Dado que los autovectores estan normalizados, sistematicamente se elimina un
nimero de observaciones (aproximadamente 12), con independencia de que sean

o no andémalas. El problema es que, cuando son observaciones buenas, €stos
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datos estin en las colas, y se produce el efecto, ya comentado. de pérdida de
informacion relevante.

Tabla 3.7. Error cuadritico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de

la muestra utilizando el procedimiento de Pefia y Yohai (1992): modelo probit, caso 1.

w% ¢ ECM, (ECM) | N° OBS | N° ANOBS
0.0 10.55 | 0.3463 (0.038) | 14.43 | -
5.0 10.47 | 0.2552 (0.037) 13.73 1.68
10.0 10.87 | 0.2074 (0.043) 13.58 3.29
15.0 (0.57 1 0.1274 (0.056) 13.28 4.55
20.0 11.06 | 0.0922 (0.070) 13.44 5.98
25.0 11.16 | 0.0869 (0.094) 13.68 6.36
30.0 10.55 |  0.0672 (0.120) 13.02 7.36

Tabla 3.8. Error cuadritico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de
la muestra utilizando el procedimiento de Pefia y Yohai (1992): modelo probit, caso 2,

w% 7 ECM,, (ECM) | N° OBS | N° ANOBS
0.0 10.70 | 0.3577 (0.035) 14.34 T
5.0 11.05| ©0.1095 (0.077) 12.89 3.77

10.0 11.03 ] 0.0673 (0.180) 11.80 6.12
15.0 11.10 | 0.1052 (0.307) 12.64 7.55
20.0 11.93 | 0.1819 (0.443) 13.20 9.15
5.0 10.13 | 0.2895 (0.574) 11.35 8.86
30.0 9.96 | 0.3948 (0.723) 12.46 10.03 |

Tabla 3.9. Error cuadratico medio de las estimaciones MV eliminando las anomalias de
la muestra utilizando el procedimiento de Pefia y Yohai (1992): modelo probit, caso 3.

w% ¢, ECM, (ECM) | N° OBS | N° ANOBS |
0.0 10.57 | 0.3660 (0.038) 13.90 -
5.0 1127 0.2613 (0.050) 12.86 0.36

10.0 172 | 0.2168 (0.069) 13.21 0.75
15.0 11.00 | 0.2177 (0.080) 12.77 0.97
20.0 10.86 |  0.1990 (0.100) 11.77 1.31
25.0 1070 |  0.1626 (0.115) 12.48 1.63
30.0 1132 | 0.1458 (0.139) 12.77 2.44




CaPiTULO 4

OBSERVACIONES ANOMALAS EN MODELOS DE
ELECCION MULTIPLE

4.1. Introduccion

En este capitulo se generalizan los resultados de los Capitulos 2 y 3 para los
modelos de eleccion cualitativa maltiple (MEM) mas utilizados en la prictica: el modeio
logit multinomial y el modelo probit multinomial. Como se ilustra mas adelante, tanto el
planteamiento del problema de observaciones andmalas, como los principales desarrolios
para su tratamienio son analogos al de los modelos de eleccion binaria, por lo se utiliza
gran parte de las discusiones de capitulos anteriores.

Sin entrar en consideraciones sobre hasta qué punto el planteamiento de la funcién
de utilidad refleja adecuadamente el comportamiento individual, el empleo de los MEM
en economia parte del supuesto de que el decisor elige aquella alternativa del conjunto
factible que maximiza la utilidad esperada. Aunque es posible derivar estos modelos bajo
otros planteamientos, en particular el modelo logit, en este capitulo se mantiene el supuesto
de maximizacion de la utilidad.

El modelo logit, debido a la forma cerrada de las probabilidades de eleccion es el
mas utilizado en aplicaciones practicas, aunque tiene algunas limitaciones para representar
decisiones en las que puede haber una importante sustituibilidad entre alternativas. Por el
contrario, el modelo probit es menos utilizado, sobre todo porque e€s mas complejo y
costoso, y sOlo compensa cuando las propiedades del logit lo hacen inadecuado.

En la Seccién 4.2 se derivan los modelos de eleccion cualitativa multiple a partir
de la teorfa de la utilidad y se analizan las restricciones necesarias para su estimacion asi
como algunas propiedades. en particular, la de independencia de las alternativas
irrelevantes y las limitaciones en modelizar efectos individuales.
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A continuacién, en la Seccion 4.3, se plantea la estimacion de estos modelos por
maxima verosimilitud y se desarrolla un método maximo-verosimil por procedimientos
lineales andlogo al derivado para los MEB en el Capitulo 1. Debido a que los resultados
sobre la distribucion asintética de los estimadores maximo-verosimiles son analogos a los
de los MEB, no se derivan expresiones especificas para los modelos tratados en este
capitulo, pues es suficiente con aplicar las de las Secciones 1.3-1.5 utilizando {a nueva
notacion.

En la Seccion 4.4, se extiende el planteamiento de observaciones anomalas del
Capitulo 2 y se derivan estadisticos adecuados para detectar la presencia de observaciones
andémalas en modelos de elecciéon muitiple. El calculo de estos estadisticos puede llevarse
a cabo de una forma computacionalmente eficiente gracias al procedimiento de estimacién

méaximo-verosimil por procedimientos lineales que se propone en la seccidn anterior.

Por tdltimo, en la Seccién 4.5, se ilustran, con datos simulados, los principales
resultados de las secciones anteriores aplicados al modelo logit multinomial.
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4.2. Modelos de variable dependiente cualitativa multiple

4.2.1. Planteamiento de los modelos a partir de la teoria de la
utilidad

En la Seccidén 1.2 se plantearon los modelos de eleccién binaria bajo el supuesto
de la existencia de una variable dependiente no observable que indicaba la preferencia del
individuo por cada una de las alternativas que se le presentaban. En esta linea, se derivan
los modelos de esta seccion. Un planteamiento alternativo para el modelo logit, mas hgado
al problema de clasificacion, puede encontrarse en Maddala (1983, pags. 34-37).

Ahora se supone que el individuo i puede elegir entre un conjunto de m
alternativas. De la eleccion de la alternativa j, el individuo obtendrd una cierta utilidad,
que se denota por U, de forma que U’ = [U,, ..., U,,] es el vector formado por las
utilidades que el individuo i-ésimo obtendria de cada posible alternativa en caso de
elegirla. Dicha utilidad dependera de un conjunto de factores observables, entre los cuales
se encuentran fundamentalmente los aiributos de la opcién y las caracteristicas del
individuo que puede medir el investigador, asi como un conjunto de componentes no
obsevables ¢;. Denotando por z; el vector de las caracteristicas relevantes de la opcion j
percibidas por i y por x; el vector de las caracteristicas personales relevantes del individuo
i-ésimo que puede observar el investigador, en general, se puede escribir que:

i

i

=Wz, X, B v e =V, v g /] [4.2.1]

if? if i

donde a v; se le denomina wtilidad observable o representativa. Adicionalmente, el
investigador conoce (o supone) la forma funcional de v; que depende de un vector de
parametros #. Naturalmente, el sujeto elegird aquella opcién que le reporte una utilidad
mayor, es decir, elige la alternativa k, si y solo si'*:

U, = U, vi | J#Ek [4.2.2)

En este contexto, €, se considera un componente aleatorio no observable que no
depende de z; ni de x,. Puesto que Uj no es observable, no se puede prever perfectamente
la eleccion del individuo. No obstante, si se puede estimar una medida de la utilidad del

3 Aunque en la comparacién se utiliza el signo mayor o igual, el individuo elige una y sélo una de ellas.
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individuo (v,} y con ella inferir su decision; esto es, estimar la probabilidad de que el
individuo elija la aiternativa j.

Ademds de las variables en x; y z;, se observa la alternativa elegida por el sujeto.
Mis formalmente, se define una funcidn indicador $TU) que traduce la utilidad no
observable del individuo para cada una de las alternativas en un vector y; de dimension
mx1 con elemento genérico y;, de modo que:

S
=
1

=1 si U, z2U; vj|k#j [4.2.3]

0 Vj#k

et
=
1]

y L,¥; = L. Es decir, el individuo s6lo elige una de las alternativas que se le presentan.

La funcion .#(-) transforma el mecanismo de decisién en un vector de ceros con
un uno en la posicidn correspondiente a la alternativa elegida por el individuo. La eleccion
de #(-) implica hacer un supuesto sobre el modo en que el individuo toma la decision, y
en esta situacion, distintas hipétesis pueden dar lugar a diferentes modelos o a interpreta-
ciones alternativas de una misma forma funcional del modelo {Maddala (1983) y Ben-
Akiva y Lerman (1985)].

Obsérvese que, segun el planteamiento que se ha seguido hasta ahora, la eleccion
por parte del individuo es determinista, es decir, la probabilidad de elegir la alternativa
k es uno o cero, dependiendo de que se cumplia o no la condicién [4.2.2].

Para caracterizar totalmente el problema falta definir un punto importante. Sea un
conjunto de individuos que se enfrentan al mismo conjunto de alternativas y que poseen
idénticos valores de la parte de utilidad observabie. El investigador, no obstante, observara
diferentes elecciones por parte de los distintos individuos debidas al componente aleatorio
de [4.2.1]. Entonces, definiendo y; como el nimero de individuos en la muestra que han
elegido la opcidn j-€sima, esto es: v, = Y, v, Se puede definir la probabilidad de
eleccion o de respuesta de la alternativa j por el individuo i, que se denota P, como el
limite de la proporcioén de individuos que, para idénticos valores de utilidad observable,
elegirian la alternativa j cuando el nimero de sujetos investigados tiende a infinito. Por
tanto, la probabilidad de eleccion se define en términos de 1o que el investigador observa,
y no en funcidén del comportamiento individual.
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Esta ultima definicion es fundamental en la interpretacion de lo que sigue, puesto
que el sujeto no tiene probabilidades de elegir, el sujeto elige. Por el contrario, lo que el
investigador hace es estimar la probabilidad (limite de proporcion) de que el individuo
prefiera una cierta alternativa, condicionado a la parte de la utilidad que puede observar.

Dada la definicion anterior, la probabilidad de eleccion sera la probabilidad de que
se mantenga la condicién [4.2.2] dados los componentes observados de la utilidad
(v; = Wz, X;. ), esto es:

Pik - P(Uﬁ:2 Ugj’ Vj | k¢j)

Plv,+e, = v+, Vj| k#)) 42.4]

P(efj —g, 2V, —V

vj | k&)

lj’

FlVig = Vi 0 Vi = Vi)

donde Fi(-) es la funcion de distribucion marginal de ¢;-¢, ¥j #k. En general, F(-) serd una
funcidn de distribucidon conjunta que se evalia para m-l alternativas y la dltima
probabilidad se calcula teniendo en cuenta que las probabilidades de eleccion deben sumar
la unidad. La interpretacion de la expresion [4.2.4] es que la probabilidad de eleccion de
fa alternativa k-ésima es una funcion que depende de la diferencia entre las utilidades
observables derivadas de la alternativa & y las restantes.

Finalmente. con respecto a la forma funcional de v, el planteamiento més usual,

siguido en este tabajo, es una especificacion lineal para la utilidad representativa:

v, = Wz, X, 8) = i + x,.’"gj [4.2.5])

4.2.2. El modelo logit multinomial

De forma similar a como se plante6 en el Capitulo 1, para definir totalmente el
problema, bastaria con elegir una distribucion adecuada para £;-g;, aunque es mas
interesante derivar alguna distribucion para &;.

Se supone una muestra de n individuos, cada uno de los cuales se enfrenta a un
conjunto idéntico de m alternativas, y en la que cada uno de ellos tiene idéntica utilidad
representativa v, para todas las alternativas. En este caso particular, la probabilidad de
eleccion dada en [4.2.4) se reduce a:
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Ple, < g, ¥ | k#z)) = P(g, = max(g,,..., ..., &,)) [4.2.6]

donde, para un m suficientemente grande, y para cualquier hipotesis sobre la distribucion
de g, &, = max(gy.....&,,) s¢ distribuird asintticamente de acuerdo con la distribucion
del valor extremo (EVD}). Bajo hip6tesis distribucionales mas fuertes para

;» por ejemplo,

normalidad, la convergencia de la distribucién &, a la EVD es mucho mas rapida.

Por tanto, se supone que &; Vj, se distribuy idéntica e independientemente (iid)
EVD. Dada esta distribucion de [a componente no observable y partiendo de [4.2.4],
mediante un sencillo cambio de variable, se obtiene que:

Exptv. J
P, = —% vk

m [4.2.7]
E exp(v,)

que no es mas que la funcion de distribucion logistica.

La funcion en [4.2.7] estd acotada entre cero y uno, y es continua y derivable
v v, € R. Ademds, siv; > -0 = P, >0, y por el contrario, si v; > o = P, |; es decir,
cuanta menos (més) utilidad representativa obtenga el individuo / de la alternativa j, menor
{mayor) probabilidad de eleccién tendri dicha alternativa. Por (ltimo, es obvio que [4.2.7]
también cumple que L. P; = 1.

De forma andloga a como se expuso para el modelo logit binario en el Aparta-
do 1.2.2.C, transformaciones adecuadas de v;, representadas por G(v,), permiten que la
forma funcional dada en {4.2.7] se aproxime arbitrariamente a otras funciones de
distribucién. Esto es lo que se denomina el modelo logit universal.

4.2.3. El modeio probit multinomial

En el modelo logit del Apartado 4.2.2 se ha supuesto que los componentes no
observables de la utilidad ¢; se distribuyen iid EVD. En esta seccion se modifica dicha
hipétesis manteniendo los restantes elementos del modelo. Ahora se supone que los
componentes &; de g siguen una distribucion normal muitivariante con vector de
esperanzas 0,. Esto es:
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g ~ NO_, ) [4.2.8]
con una funcién de densidad conjunta:

fle) = ole) = Q27" |E£|—%exp(— LT e) [4.2.9]

[*13

y tunciones de densidad marginal:

(%)2] [4.2.10]

donde m es el nimero de alternativas y ¢, = {L,} son los elementos de la diagonal

| —

fley) = ole) = (27!'0;)__;6)(12) [——

principal de ¥, mientras que las covarianzas se denotan o,. La diferencia fundamental
estriba en que ahora, con la distribucion normal conjunta, los g, pueden tener covarianzas

no nulas.

A pesar de que el modelo probit da lugar a representaciones mds generales que el
logit, presenta mayores dificultades de estimacioén que lo hacen poco adecuado cuando el
nimero de alternativas es grande. Bajo el supuesto de que el individuo elige aquella alter-
nativa que le reporta la mayor utilidad, se tiene que:

P, = Ple,— &, < v, — v, V|k#)) [4.2.11]

if?
que es la expresion en [4.2.4]. Para desarrollar una expresion equivalente a [4.2.7] es

necesario especificar:

[4.2.12]

EatVa TV, By ¥y, ~v

de,, o j dle)de,

- -0

que es la probabilidad de eleccion en el modelo probit.

Alternativamente, la probabilidad de eleccion se podria haber derivado analizando
la distribucién conjunta de las m-1 variables aleatorias g;-&,, que también siguen una
distribucidn normal multivariante. Entonces, P,, puede obtenerse a partir del hecho de que
la suma de las probabilidades de eleccién es igual a la unidad. En ese caso, €s necesario
evaluar una integral maltiple de orden m-1, que no simplifica el problema computacional
cuando m es superior a tres.
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Obsérvese que si se compara con la forma funcional de las probabilidades de
eleccion del modelo logit en [4.2.7], la ecuacién [4.2.12] es bastante desalentadora,
principalmente por lo costoso en términos de cilculo que supone la evaluacion de una
integral de orden m-| para cada una de ias m-1 probabilidades de eleccion y cada uno de
los n individuos. La conclusion de lo anterior es que, pese a lo atractivo del planteamiento
general del probit, sélo resulta de utilidad practica cuando el numero de alternativas es
relativamente pequeio.

Debido a dicha dificultad de evaluacién se han derivado métodos que permiten
calcular expresiones como [4.2.12] a un coste reducido. Lo més utilizados son [véase
Daganzo (1979)): i) integracidon numeérica, i) método de simulacién y 1ii) aproximacién
de Clark. Naturalmente, el coste en que se incurre es la pérdida de precision que, en
algunos casos, puede ser considerable.

4.2.4. Especificacion de la utilidad observada y condiciones de iden-
tificacion

Como se ha indicado anteriormente, se supone una utilidad representativa lineal en
los pardmetros, que se puede escribir como:

v, = zfa + xirﬁj = wTB [4.2.13]

LA

donde w;" = [z,", x"| y 67 = [«, B/].

Es importante tener en cuenta que a partir de [4.2.7] y [4.2.12] las probabilidades
de eleccion dependen de las diferencias entre las utilidades representativas, y no de los
valores que tomen éstas. Este hecho tiene una clara implicacién: no todos los parametros
especificos para cada alternativa pueden ser estimados. Suponiendo que el decisor dispone
de m alternativas, de {4.2.4] se tiene que P, depende de v; - v,,, ¥jZm, y sustituyendo
[4.2.13] en esta expresion resulta:
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vfj Vi T zl_lra * xiTBj - Z,',Zﬂf - x‘-Tﬁm
= (z; 7 Yo + x,.T(b‘f -8) [4.2.14])
=(g; — g+ xiTBj‘ Yji#Em

Por tanto, es obvio que existen infinitos conjuntos de pares de vectores 3; y 3, que
verifican que sus diferencias sean iguales a 8;". Por ello, convencionalmente se impone la
normalizacion:

[4.2.15]

donde los m-1 vectores B} son los que pueden estimarse.

Otra cuestién importante que debe resaltarse a partir de [4.2.4] es que, puesto que
en la determinacion de la probabilidad de eleccion sdlo influyen las diferencias en la
utilidad representativa, las variables que son constantes entre alternativas no influyen en
la probabilidad de eleccion. Por lo tanto, también hay que aplicar una normalizacién para
las variables propias de cada alternativa.

El resultado de este conjunto de restricciones de identificacién es que las utilidades
observables seran:

vi = (g - L) e +x/B VjEm
[4.2.16]
Vim = 0
y las probabilidades de eleccion resultan, para el modelo logit:
P, - exp(v,) exp(vi ) ' vk £ m
Yexptr,) 1+ Y exp(vy)
g SR (4.2.17]
_ 1
T+ Y exp(vy)
iljEm

y para €l probit:
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[4.2.18]

ey - svo—p
é‘t‘ +"| U:o Ei.l' Vlk Lm

j de,, .. j ¢(e)de,_
Por iltimo, conviene hacer notar que al igual que ocurre en los modelos de eleccion
binaria, las probabilidades de eleccién para cada individuo no se ven alteradas por cambios
de escala en la utilidad. Los modelos:

T 4.2.19
u. = w,jﬂj + &, [ 1

v

U\ = w0/ + /N N> 0 [4.2.20]

son observacionalmente equivalentes. Por tanto, s6lo podemos obtener estimaciones de los
parametros # hasta un factor de escala, y es necesario imponer una normalizacion
suponiendo que var(g;) Vi,j es conocida, y los pardmetros estimados lo son hasta un factor
de escala ¢, que es la desviacion tipica de &, ¥i,j.

4.2.5. Otros aspectos de los modelos muitinomiales

En esta seccidn se discuten brevemente dos aspectos importantes a la hora de
modelizar situaciones reales utilizando modelos de eleccion multiple. En particular, se
analiza la propiedad de independencia de las alternativas irrelevantes, que es una
consecuencia del supuesto de independencia entre las perturbaciones en un modelo logit
y las dificultades de modelizar la variacion en gustos.
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4.2.5.A. La propiedad de Independencia de las Alternativas Irrele-
vantes (lIAP)

Se dice que se cumple la JIAP" para un modelo, cuando el ratio de las probabili-
dades de eleccién entre dos alternativas del conjunto disponible para el decisor, es
constante e independiente de las restantes alternativas.

La formulacién del modelo logit en [4.2.7] verifica esta propiedad puesto que:

exp(v,) / Eexp(vij)

P - _expvy) expv, -v) vkl [4.2.21]

P,‘,l CXP(VH) / ZCXP(Vlj) exp(v,-;)
j

Como puede verse en {4.2.21], el ratio de las probabilidades sélo depende de la
diferencia entre las componentes observables de la utilidad de las alternativas & y /, con
independencia de cudntas alternativas se encuentran disponsbles o de las caracteristicas de
las mismas. Esta propiedad no es necesariamente negativa, puesto que permite representar
algunas situaciones reales, aunque también resulta inapropiada en otras ocasiones.

Un ejemplo clasico del problema de la IIAP es el conocido como el del autobis
rojo y el azul. Sea un viajero que tiene la posibilidad de trasiadarse en automovil (Auto)
o en una linea de autobis con vehiculos rojos (BusR), y que para ambas alternativas la
utilidad representativa es idéntica. En esta situacion: P, .., = P, . = 1/2. Sise pone en
circulacién una nueva linea idéntica en todo a la roja excepto porque los vehiculos son
azules (BusA), deberia ocurrir que P, p,x/P;pqa = 1. De acuerdo con [4.2.21}, en el
modelo logit [4.2.7], el ratio P, ,,../P,; .,z = | debe ser constante con independencia de que
haya o no otras alternativas, este ratio continuara siendo la unidad. El dnico valor que
cumple las condiciones anteriores es: P; ... = Pigur = Pipua = 1/3, 10 que obviamente
no es verosimil. En buena logica, lo que ocurriria es que: P, ., = 1/2, Pogun = 14y
P ... = 1/4. Es decir, la probabilidad de ir en automévil no deberia verse afectada por
la introduccion de una nueva linea de autobis, aunque la linea inicial (la roja) si se veria
afectada debido a la (supuesta) indiferencia de los individuos hacia los colores de los
autobuses. En este caso, las probabilidades de eleccion estarian infraestimadas para el
automovil, pero sobreestimadas para los autobuses.

H Independence of [rrelevant Alternatives Property: Propiedad de Independencia de ias Alternativas
[rrelevantes
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Por el contrario, una situacion en la que la [IAP es qtil puede plantearse como
sigue. En una situacion de eleccion de modo de transporte, el conjunto de alternativas al
que se enfrenta cada individuo puede ser infinitamente grande (ademas de los clasicos
automovil y autobis, podemos incluir bicicleta, burro, patinete, etc.). Si el interés se
centra en un par de medios de locomocion (automdvil y autobus, por ejemplo), se pueden
agrupar todos los restantes en una sola opcion o simplemente excluir de la muestra a
aquellos sujetos que no hubiesen elegido ni automovil ni autobus. La IIAP, en este caso,
permite estimar correctamente las probabilidades de eleccién de interés [Train (1986)].

Otra aplicacion interesante de la [[AP consiste en estimar probabilidades para
alternativas que no estin disponibles en el momento de la estimacidn. Si se cree verosimil
el cumplimiento de la AP, el modelo que se estima para el cojunto de alternativas
vigentes puede ser empleado para estimar probabilidades de eleccion de alternativas cuyas
caracteristicas puedan suponerse (0 conocerse), aungque dichas alternativas no existan, Por
ejemplo, en el caso de la demanda de automoéviles. Si se ha estimado la probabilidad de
eleccion para una serie de marcas y modelos concretos, se puede prever la probabilidad
de eleccidn de un nuevo modelo usando las caracteristicas que presentara o, de otro modo,
evaluar la aceptacion potencial de diferentes modelos utilizando las caracteristicas que
podrian ser incluidas en el vehiculo.

La primera solucion para el problema de la IIAP en el caso de que no sea realista,
consiste en utilizar otra forma funcional para F(-), como por ejemplo la normal
multivariante, que no posee la IIAP. Sin embargo, se pueden plantear soluciones
manteniendo la forma logistica para la probabilidad de eieccion. En el ejemplo de los
autobuses, es sencillo demostrar que el problema se soluciona especificando la utilidad
representativa:

G(vi Auro) = vi Auto
[4.2.22]
G(vﬁ) =p + v, j = BusR, BusA
con u = In 1/2. En general, el factor de correccion p es desconocido y es necesario

incluir, entre la variables exdgenas, una constante propia para cada alternativa. La
inclusion de esta constante supone que en la fase de estimacion, se obtienen estimaciones
de los factores de correccidn necesarios para evitar (al menos en parte) los desajustes
provocados por la HAP. Esta inclusion, en cambio, hace que no se puedan estimar
probabilidades para alternativas no inciuidas en la muestra, a no ser que se conozca su
factor de ajuste.
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Por otra parte, el modelo probit no presenta el problema de independencia de
alternativas irrelevantes. Esto es debido a que se permiten covarianzas no nulas en la
matriz de varianzas de los componentes no observables de la utilidad. De hecho, es posible
imponer restricciones sobre la correlacion entre las perturbaciones. Esto permite, ademas,
contrastar la validez del modelo respecto de otro estimado sin la estructura impuesta a
priori.

Sea, nuevamente, una situacion de eleccion de modo de transporte. Las alternativas
que se presentan al individuo son: automovil propio (1), metro (2) y autobis (3).
Posiblemente, las alternativas (2) y (3) son altamente sustitutivas, y la eleccion entre ellas
es independiente de (1). La situacion que previsiblemente se dara si desaparece el metro,
es que los individuos vayan en autobls y viceversa, y en menor medida recurrirdn al
coche.

Considerando que la situacidn anterior es una representaciéon plausible de la
realidad, la matriz de varianzas covarianzas restringida quedara:

7l 0, 04 i 0 0
Q = o oyl = - 0, [4.2.23]

siendo posible contrastar si el modelo con ia restriccion de covarianzas representa los datos
de igual forma que el no resiringido.

4.2.5.B. Variaciéon en gustos

Otro punto importante en este tipo de modelos es que la inclusion de efectos
individuales, lo que puede entenderse como modelizar la variacion en gustos, tiene ciertas
limitaciones en el modelo logit.

El supuesto subyacente es que una cierta caracteristica de las alternativas no es
igualmente valorada por los individuos, lo que se puede ilustrar con el siguiente ejemplo.
Supongamos que la utilidad observable de la eleccion de modo de transporte al lugar de
trabajo depende del coste de la alternativa (C)) y de otro conjunto de caracteristicas. Es
claro que un mismo coste no es valorado de igual modo por diferentes individuos. Por lo
tanto, la utilidad observable puede formularse:
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V. = al.C:f + w;"()j [4.2.24]

¥

donde «, es un parimetro especifico para el sujeto i. En este caso, bajo un planteamiento
determinista, se puede suponer que la valoracidn del coste serd inversamente proporcional
a la renta del individuo i (R):

@ = [4.2.25]

y sustituyendo en {4.2.24j:

Sl . we [4.2.26]

donde C/R; puede interpretarse como la interaccion coste-renta.

En el modelo logit, ¢l tratamiento de factores individuales da lugar a un problema
si éstos dependen de variables no observables o poseen algiin componente aleatorio.
Supongamos que en [4.2.25]:

L® L 4.2.2
o, RI. + [ 71

donde {; es una variable aleatoria con E({}) = 0 y varianza finita. En esta situacion,
[4.2.25] queda:

i

C
V = th‘ f_r + i:c; + w;‘aj [4-2-28]

de forma que la utilidad puede escribirse como:

U.

i

i

a*(C/R) + §C, + w0, + ¢,
! roore [4.2.29]

a’(C/R) + w8 + &

donde ¢;” = {;C, + &; ya no se distribuye idéntica e independientemente EVD, como se
requiere para el modelo que estamos tratando. De hecho, puesto que {; es igual entre alter-
nativas, la cov(g;’, &,) # 0, V j,k. Pero ademas, como C; varia entre alternativas, ahora
var(e,) # var(g,), ¥ j=k.
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Lo que sugiere la discusién anterior es que el supuesto habituaimente utilizado de
que los componentes no observables de la utilidad se distribuyen independientemente es
bastante restrictivo. Su principal deficiencia reside en que no permite la presencia de
correlacion entre alternativas (sustituibilidad), situaciéon bastante realista y cuya
consecuencia mas clara es la IIAP.

Nuevamente, €l modelo probit no presenta este tipo de problemas, ya que permite
covarianzas no nulas entre los componentes no observables, haciéndolo mas flexible que
el modelo logit.
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4.3. Estimacion de los modelos de eleccidon mdltiple

4.3.1. Estimacién de maxima verosimilitud

El tratamiento mis extendido y generalmente satisfactorio para la estimacion del
vector de parametros § en un MEM, es la estimacion maximo-verosimil. La funcion de
verosimilitud para la observacion i-ésima condicionada a la informacion disponible es:

!

L =L@O|W,y) =[P = PiPy...oPir.. Ph = P, [4.3.1}
i=1

Esto es, como cada individuo elige una sola alternativa (sélo un elemento de y; es
distinto de cero) se puede definir £, = P, como la probabilidad de eleccion (estimada por
el observador) de que el individuo elija la alternativa por la que realmente opta.

Por lo tanto, la funcidén de verosimilitud muestral resulta:

e=20lwn=1[%2-TII° [4.3.2)
i=1 izl j=1
y tomando logaritmos
t=In%0| W1 =Y y;InP, {4.3.3]
=1

i=l

que es la funcién a maximizar, donde P; depende de 8 y de los datos segin la especifica-
cion de v; y de la funcidn de distribucion de los componentes no observables. Conviene
resaltar que puesto que y; es cero para las alternativas no elegidas, [4.2.18] es la suma,
para todos los individuos, del logaritmo de la probabilidad de la alternativa elegida.

A continuacion, se desarrollan las expresiones para [os modelos logit y probit que
se han tratado en los apartados anteriores. Supongamos 7 individuos y m alternativas. Para
cada individuo se dispone de m vectores z; de dimensién &, X1 de atributos de las
opciones, y un vector x; de dimension &, X | de caracteristicas personales. Ademads, también
se observa el correspondiente vector de decision y;" = [y, ..., ¥;1 formado por m-1 ceros
y un uno en la posicion de la alternativa elegida por el individuo.
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Los vectores de parametros a estimar seran: i) el vector o de dimension £, x 1
correspondiente a las variables en z;, y i) 7 = [8,", 8, ..., B,,"] de dimension
(m-1)-k,x 1, formado por los vectores de pardimetros de cada alternativa asociados a x;, y
donde se ha impuesto la normalizacion {4.2.16]. El vector del conjunto de parimetros es
0" = o', 87] de dimension kX1, donde k = k, + (m-1)-k,.

El vector w; de variables se puede definir del siguiente modo. Sea ¥; un vector
(m-1)-k,x 1, particionado en bloques de k, elementos que contiene en su j-€simo bloque
el vector x;, y en el resto vectores de k, ceros; esto es, f: = [0{, 0{ xl 0,3:], de
modo que se cumple que f;-"ﬁ = x?ﬁ'}., j=1,..,m—1.Entonces, se define w,ff = [zg, f;l

de forma que, sujeto a la normalizacién {4.2.16], se cumple que: w0 = z,'a + x/8..

Entonces, se define la matriz W, de dimensidn kxm-1:

- — — —

T
Wi Zag v Tag Xy o X 0 . 0 .00 00
,
Wi | | Zog o Ly 0w 0 ox, w0 0 L0 [4.3.4]
L= =
LW:‘:;—I | Zinert e 0 .. 00 .. 0 ...x, .. x

donde z,,,...%,, son las variables que describen como el individuo i percibe las &,

caracteristicas de la alternativa j, mientras que x,, .., x, denotan las k, caracteristicas
personales del individuo i-ésimo.

SeaP/ =F =[P, P, ... P,| = [Fy, Fy .... F,..,] €l vector de probabilidades
de eleccion de las alternativas del individuo i. También se denota por:

[ oF, ]
3(w,19) fi
£, = : _ : y f = [fu ﬂm_l] [4.3.5]
E)Frj f;"
| 9(Wim 18] |

A partir de lo anterior, es claro que:
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d m. dF,
- = ;’ w, = WS, {4.3.6]
0 =1 a(wa 0)
y por lo tanto:
O wy [4.3.7]
60 I

El logaritmo de la funcién de verosimilitud en [4.3.3], teniendo en cuenta las
restricciones de identificacion en [4.2.16], se puede escribir:

£ = Emzl y; InF, [4.3.8]
P
y el gradiente resulta:
ve-TX yj%.w fy = WD, (4.3.9]
i i i
donde D, = diag(F,, ....F,,,). Definiendo la matriz de covarianzas de y,; como:
A, = E[(,—P)(y,—P)) = D, — F,F/] [4.3.10]

y utilizando ¢l lema de inversion de matrices de [3.2.12] puede demostrarse que
D'y, = A;\(y; - F), por lo que otro modo de expresar el gradiente en [4.3.9] es:

Vi=Y WDy =Y WA@Y, -F) [4.3.11]

Finalmente, usando la equivalencia asintdtica:

[0) = —E[ 3¢ ] =E[‘” ‘”1 (4.3.12]

30307 90 307
la matriz de informacion puede escribirse:

10y = £ WAA fW [4.3.13]
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Para el modelo logit multinomial, las expresiones anteriores pueden simplificarse
considerablemente, puesto que en este caso particular A, = f,. El logaritmo de la funcion
de verosimilitud de {4.3.8] se puede escribir como:

t= L5y,
i

L L yly;=inLexp(v,)]

T

ywi0 — T T yIn[T exp(w;0)) [4.3.14]
7

L /

=L

o |

Ty W8 — ¥ ¥ y,In[L exp(w;0))

i i J

Y 3/ W0 — T In[T exp(w;0)]

donde, en [a dltima iguaidad, se ha usado el hecho de que cada individuo sélo elige una
alternativa. El vector gradiente resulta:

T
. 0
Vf:ﬁf:gwiyi-ggw
a0 P T TTepm, 0
j
[4.3.15])
=Z Wy, — E WP,
=Y W@, — P)
y el hessiano:
v = 2 v wey - Pyw [4.3.16]
ay—aar f L 13 ] ¥
Por tltimo, la matriz de informacién en el modelo {ogit multinomial es:
I0) = £ WAW [4.3.17]

La funcion de verosimilitud de estos modelos es globalmente céncava en general,
por lo que la maximizacion de [4.3.3] puede realizarse por alguno de los métodos usuales
de optimizacién numérica expuestos en el Apéndice A.2. Debido a las propiedades de la
funcion de verosimilitud, el algoritmo Newton-Raphson o el de scoring son elecciones
adecuadas [véase Daganzo (1979) y Ben-Akiva y Lerman (1985)].
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Bajo condiciones de regularidad no muy restrictivas, los pardmetros estimados
siguen una distribucion asintdtica normal y, en general, son aplicables todos los resultados
de las Secciones 1.3, 1.4 y 1.5 para modelos binarios. Esto es, todos los contrastes de
resitricciones lineales, asi como el principio de multiplicadores de Lagrange son de
aplicacidn inmediata, con la dnica precaucion de observar la dimensién diferente de las
variables explicativas, que ahora forman una matriz A xXm-1 para cada observacion.

4.3.2. Estimacion de maxima verosimilitud por procedimientos
lineales

Un resultado importante para poder derivar los estadisticos de influencia para
modelos binarios de la Seccion 3.4 era la posiblidad de estimar el modelo por maxima
verosimilitud, pero con el procedimiento lineal derivado en el Apartado 1.3.2. En esta
seccion se plantea un problema similar y se obtienen expresiones para poder estimar un
modelo logit multinomial mediante procedimientos lineales.

La iteracion por el procedimiento de scoring de [A.2.7}-[A.2.8] puede escribirse:
@71-] - é'r + [["T]Alve
[4.3.18]
= (Fri@we 176

A partir de las expresiones del gradiente y la matriz de informacion en {4.3.11] y
[4.3.13] respectivamente se tiene que:

a‘!-*l

li

swaiw] [ Wi o h - [ Wi 1w
‘ [4.3.19]

,:E ‘/szn‘fif“f‘f?vm :l [Z WfrAr-l(y P + ):,

donde la virgulita denota que las expresiones estan evaluadas en 0. La expresion anterior
puede interpretarse como el estimador por minimos cuadrados generalizados (MCG) del
modelo de m-1 ecuaciones en forma reducida:

v, - P - FIWIE = fTw e+, [4.3.20]

con E(u) =0,y V(u) = A.
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Otra derivacion alternativa del algoritmo propuesto puede hacerse del siguiente
modo. Sea e! modelo no lineal:

¥ = FW/0) + u, [4.3.21]

donde 4, es un vector de variables binarias que toma los valores 1-P; con probabilidad P,
y -P; con probabilidad 1-P,

;» de forma que:

Ew) =0y V) = diag(P) - P,P] = 4, [4.3.22]

Si se lleva a cabo una aproximacion lineal del modelo [4.3.21} mediante una
expansion por Taylor de F(W7#™") alrededor de un vector de condiciones iniciales 9", se
obtiene:

T

Folo o r (4.3.23]

FX ‘

Teniendo en cuenta que R, — 0 en probabilidad si 8" es una estimacion consistente
de #. Sustituyendo en la ecuacion [4.3.21] y despejando, la aproximacidn puede escribirse:

v - B FTWIH = FTwWT 0+ u, [4.3.24)

que es la expresion en [4.3.20].

Una vez mas, para el modelo logit multinomial las expresiones anteriores pueden
simplificarse considerablemente. En particular, en la expresion [4.3.24] no hay mas que
sustituir fAi por A; y el paso de scoring de [4.3.19] resulta:

7 [ AW (S hedw)] s
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4.4. Observaciones anomalas en modelos multinomiales

En esta seccién se extienden los resultados previos de este trabajo, desarroliados
para los modelos binomiales, a los dos modelos de eleccién multipie mas utilizados. Desde
un punto de vista general, esta extensién no requiere planteamientos adicionales, y el
problema bdsico consiste en trabajar con un vector de variables dependientes de mayor
dimensién. Este aumento de dimension se traduce en una mayor complejidad analitica al
derivar instrumentos de diagndstico apropiados, aunque las cuestiones conceptuales sobre
el tratamiento de observaciones anémalas en modelos de variable dependiente cualitativa
se mantienen.

En particular, los residuos no son un instrumento apropiado y es necesario derivar
estadisticos andlogos a los de la Seceién 3.4 que midan el efecto de una observacion o
conjunto de observaciones sobre el vector de parametros del modelo. En este punto, el
problema de dimension hace que ahora sea necesario definir una medida escalar del efecto
de las observaciones sobre las probabilidades estimadas para derivar un estadistico anilogo
al é en [3.4.8].

También serd necesario desagregar los instrumentos de diagndstico a priori, puesto
que, en general, en los modelos multinomiales pueden aparecer dos tipos de variables: las
caracteristicas individuales y las caracteristicas de las alternativas, por lo que serd
necesario investigar separadamente, individuos extremos y alternativas extrafias respecto
al conjunto. Esto seri especialmente importante para aquellas variables que no sean
medidas objetivas, sino indicadores de la percepcion que tiene el individuo sobre los
atributos de la opcion.

No obstante, los instrumentos y la forma de utilizarlos, es analoga a la expuesta
para los modelos de eleccion binaria, por lo que nos remitimos a la linea argumental y
metodoldgica desarrollada en dicha seccidn.
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4.4.1. Observaciones anémalas en modelos de elecciéon discreta
muiltiple: planteamiento

De forma anéloga a 1o expuesto para modelos binarios, los problemas derivados de
la presencia de observaciones andmalas en las muestra se ha tratado poco y, en general,
bajo planteamientos metodologicos distintos de los desarrollados en este trabajo. Los
trabajos anteriores se han centrado en un marco, aparentemente mas amplio, como son los
modelos lineales generalizados o se han basado en un enfoque de andlisis de influencia.
Entre estos trabajos se pueden citar Lesaffre y Albert (1989) que enfocan el problema
desde el punto de vista del analisis de influencia y se estudia el caso de los modelos de
eleccion miltiple. Por otra parte, Cook y Weisberg (1980) generalizan algunos resultados
de Cook (1977) para los modelos lineales generalizados (GLM), Williams (1987) también
presenta resuitados sobre diagnosis para los GLM, Green (1984) desarrolia alternativas de
estimacion lineales y de estimacion robusta y resistente para el caso de los GLM, alguno
de cuyos casos particulares incluye modelos de eleccion miiltiple.

Como se planteé anteriormente para modelos binarios, en este trabajo se trata el
problema partiendo de la definicidn de observacién anémala que se ha introducido
anteriormente: una observacion andémala es aquella que no se ha generado por el mismo

modelo estocdstico que se supone para las restantes observaciones muestrales [Box y
Tiao (1968)].

A partir de esta definicion, y utilizando los resultados para los modelos binarios es
sencillo demostrar que la existencia de anomalias en la muestra afecta a la consistencia del
estimador de maxima verosimilitud. Ello se debe a que la presencia de estas observaciones
hace que la funcidn de verosimilitud del modelo sea diferente de la habitual.

El planteamiento bdsico sigue las lineas de la Seccién 2.3. Considerando que una
proporcién de observaciones ha sido generada por un proceso diferente a las restantes
observaciones del modelo, se puede suponer que las probabilidades de eleccion de cada
individuo estdn formadas por una combinacién lineal de funciones de distribucion. Por una
parte, de la verdadera, y por otra, de la distribucion de [as observaciones anomalas. Esta
nueva combinacion lineal debe verificar que 1a suma de las probabilidades de eleccion sea
la unidad.

Bajo este planteamiento, se pueden formular probabilidades de eleccién analogas
a las de los Apartados 2.3.1.A y 2.3,1.B, y la funcion de verosimilitud en [4.3.1] tendria
ambos tipos de componentes. Nuevamente, los desarrolios de! Apartade 2.3.2, sobre la
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inconsistencia del estimador maximo-verosimtil son de aplicacion inmediata a este caso, por
lo que no se repiten aqui.

Se pueden considerar dos tipos de anomalias en la variable y,": aquellas generadas
por una distribucién con distinta varianza que las restantes observaciones muestrales y
aquellas generadas por una distribucion con distinta media.

Con los MEM, este planteamiento puede dar lugar a casos particulares diferentes
de los modelos binarios, por ejemplo, si se suponen distintas varianzas para diferentes
componentes del vector de perturbaciones para cada observacion. Sobre este aspecto cabe
decir que, si bien es una posibilidad, la interpretacion de la fuente de anomalias hace que
sean poco plausibles y, por otra parte, en modelos como el logit multinomial, es necesario
que todos los elementos del vector de perturbaciones sigan la misma distribucién. Por lo
tanto, estos casos se pueden traducir en nuevos errores de especificacion que afectaran a
todos los parametros del modelo (no sdlo a los de la alternativa para la que se produzcan),
por lo que el efecto de observacion andmala puede mantenerse.

4.4.2. Estadisticos de detecciéon de observaciones andmalas en los
modelos de eleccion miltiple

Nuestro primer objetivo es desarrollar un estadistico que permita medir el efecto
de eliminar una observacion cada vez sobre los coeficientes estimados. Para elio, se parte
del estimador maximo-verosimil por procedimientos lineaies en [4.3.19], con el fin de
obtener, de forma computacionalmente eficiente, estimaciones de 8 cuando se elimina una
observacién. Sobre este punto, conviene destacar que, aunque se han derivado otros
estimadores de mdxima verosimilitud por procedimientos lineales, como en Amemi-
ya (1985), la parametrizacion empleada para derivar el estimador en [4.3.19] permite
llevar a cabo las siguientes fases de este analisis con mucha mayor sencillez. En concreto,
Amemiya (1985). deriva los diferentes bloques de los elementos que componen el
estimador a partir de bloques de parametros.

En primer lugar, es necesario desarrollar expresiones del estimador que permitan
obtener estimaciones de # cuando se elimina una observacion, eficientemente. Para ello,
se introduce primero la siguiente notacidn:
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Wo=f W [4.4.1]

donde W, y f‘,. estin definidas en [4.3.4] y [4.3.5], respectivamente. Ademads, sea
A = diag(A4,,... A, la matriz diagonal por bloques de dimension (m-1}nx(m-1)n y
W= W,

Partiendo de las definiciones anteriores, y dada una condicién inicial del estimador
9’, el estimador en [4.3.19] en notacién matricial puede escribirse como:

b= (WA W WA T (4.4.2]
donde ¥' = (§,. .. 7.1y

Go=y, - B+ W [4.4.3]

1

En este contexto, la eliminacidén de una observacion es equivalente a eliminar las
m-1 filas asociadas de la matriz W. Asi, denotando con el subindice (i) aquellas matrices
de las que se ha eliminado la observacion i, se tienen las siguientes igualdades:

WA W), = WA'W- W4a'W [4.4.4]

(WA, = WA™Y - WAy, [4.4.5]

Aplicando el lema de inversiéon de matrices dado en [3.2.12] a [4.4.4] resulta que:

(WATWy, = (WA W)
{4.4.6]
< (WIATW WA, - WOF AT W W WA
Posmultiplicando [4.4.6] por la expresion en [4.4.5] y despejando, queda:

a;; = E) _ (WTA -t ﬁ/)-xﬁ,iT[Ai _ W,[(WTA -1 W)'l ﬁ;iT]q@-i _ WT’B) [4.4_7]

Bajo los mismos planteamientos que en la Seccién 3.4, una primera medida del
efecto que tiene la /-ésima observacidn sobre el vector de coeficientes estimados resulta:
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&=y -0 WA M@, - [4.4.8]
Sustituyendo la expresion [4.4.7] en [4.4.8] se obtiene una expresién, mds sencilla de
calcular. para el estadistico de influencia en [4.4.8]:

¢ = (A, -~ N)N(A, - N)é, (4.4.9]

donde N, = W(W A 'WyW'.

Dada la normalidad asintdtica del estimador maximo-verosimil, la interpretacion
en términos de regiones de confianza del vector de pardmetros estimados que se expuso

para los modelos binarios sigue siendo util para seleccionar puntos de corte indicativos.

Una ultima extension de estos estadisticos se encuentra, naturalemente, en evaluar
el efecto que tiene una observacién andémala sobre un conjunto de parametros. Este caso
es especialmente importante en este contexto, donde el vector de parametros esta formado
tanto por subconjuntos de parametros: los propios de cada alternativa y los asociados a las
caracteristicas de las distintas opciones. De forma semejante a como se hizo anteriormente,

en primer lugar se considera una medida de influencia para el vector n = R#.

Una vez obtenidas las estimaciones maximo-verosimiles de #, resulta evidente que
la matriz de varianzas-covarianzas de # es:

R(WTA‘ ‘1W)—1RT [4.4.10]

Por tanto, un estadistico analogo a [4.4.8] puede formularse:

e = B, - BTRTIROWTA W RTRA,, - B [4.4.11]

Sustituyendo la expresion [4.4.7] en {4.4.11] y particularizando para disintas
elecciones de R se obtiene el conjunto de estadisticos especializados de interés analogos
a los del Capitulo 3.
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4.5. Resultados con datos simulados para el modelo logit
multiple

Con ¢l propoésito de ilustrar que la presencia de observaciones andmalas induce el
mismo tipo de problemas en los modelos multinomiales, asi como la analogia del
estadistico de deteccion de observaciones anomalas (4.4.9] respecto del derivado en [3.4.8]
para modelos binarios, se ha realizado un subconjunto de las simulaciones que se
presentaron en los Capitulos 2 y 3 para modelos binarios.

4.5.1. Planteamiento de los modelos

Se considera un modelo logit con una sola variable explicativa y término constante,
en el que las observaciones se han generado mediante el siguiente mecanismo:

Vi = By * Bux * g,

{4.5.1}
yi; = Bzo * Bll‘xi * g,
y se observa un vector de variables binarias:
y, =1 si y; =y, Jj=23
yp =1 si Yiz 2)’:'; Jj=1.3 [4.5.2]

|
—

y; = 1 demas casos

L.a variable explicativa se ha generado, en todos los casos de observaciones no
anOmalas, como una normal, x,~iid N(0,1) y los vectores de parametros son:
B, = (0.5, 2.5y B8, = (-0.5, 0.5)". Para generar las perturbaciones distribuidas EVD de
cada ecuacion, se ha empleado la transformacion integral, de modo analogo a como se hizo
para las perturbaciones logisticas en la Seccion 2.4. Dado que ahora se trata con modelos

de eleccion multiple, las muestras son de tamafio 500. Cada experimento se replicé 500
VECES.

A partir de este mecanismo, se han creado muestras donde se incluye un porcentaje
w de observaciones y,” generadas por la misma distribucion que para el resto, pero con
momentos distintos de los que se acaban de sefialar. En particular, se consideran los
siguientes casos, cuyos planteamientos tedricos se han discutido en la Seccién 2.3:
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Caso 1: Un porcentaje w de observaciones y;” en la muestra proviene de una distribucién
con la misma media que las restantes observaciones, pero con la varianza
multiplicada por un factor #* = 7.

Caso 2: Un porcentaje w de observaciones y,” proviene de la misma distribuciéon con
varianza igual a o,*, pero con distinta media que las restantes observaciones. En
concreto, s¢ ha incluido una proporcidbn « de observaciones tales que
E(y,) = x/y,j=1,2,donde y, = (0.2, 1.0) y y, = (-1.0, 0.2)". Obsérvese
que se ha considerado un caso extremo, en el que las componentes de los

vectores y son muy diferentes a las de los vectores 8.

Caso 3: Un porcentaje w de observaciones estdn caracterizadas por E(y,) = x/§,
J =1, 2, e idéntica varianza que las demds, donde 8, = (-0.5, 1.0)" y 8, = (0.3,
-1.0)". Para las observaciones anémalas, x, ~ iid N(5,1). Esto es, las componentes
de los vectores 6 son parecidas a las de 8 pero, es de esperar que, para las
observaciones andmalas, una proporcion importante de los valores de x; sean
mucho mayores que los de las restantes observaciones.

La interpretacion de estos tres esquemas, expuesta en la Seccién 2.4, es la
siguiente. El caso | se basa en la idea de que la heterocedasticidad aparece frecuentemente
en datos de seccion cruzada. Los casos 2 y 3, pueden interpretarse como originados por
las técnicas de muestreo. basicamente el muestreo estratificado [Azorin y Sanchez-Crespo
(1986)|, técnica con la que se puede estar inciuyendo en la muestra elementos de
subpoblaciones distintas entre si; por un lado, respecto al comportamiento, aunque no
respecto a sus variables caracteristicas (caso 2) y por otro, respecto a sus variables
caracteristicas aunque homogéneas en su comportamiento {(caso 3).

4.5.2. Resultados de la simulacion

En las Tablas 4.1-4.3 se presentan los resuitados de la estimacion, utilizando el
método de madxima verosimilitud del Apartado 4.3.2 para diferentes proporciones de
observaciones anémalas. En las tablas figuran, para distintas proporciones de observacio-
nes andmalas en la muestra, los coeficientes estimados, las desviaciones tipicas estimadas
de los coeficientes asociados a las variables explicativas, el error cuadratico medio definido
en [2.4.4] y la suma de cuadrados de residuos de cada ecuacion definida en {2.4.5].



OBRSERVACIONES ANOMALAS EN MEM 138

Tabla 4.1. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo logit multinomial,

caso 1

«% | B, | By o B, |awB,) | diB,) | ECM | ssRi | ssR2 | SSR3
0.0] 0.5104| 2.5264| 0.5023| 0.4993| 0.2265| 0.1907|0.1380| 69.21] 62.10[ 78.72
25| 0.4928] 2.4560| 0.4970| 0.5037) 0.2205| 0.1878| 0.1415| 70.49| 62.85| 79.54
50| 04673 2.4072| -0.4889] 0.4815| 02170| 0.1848) 0.1521| 71.20| 63.95| 80.50
75| 0.4690| 23128 -0.4749| 0.5008) 0.2005| 0.1828 0.1588| 73.45| 64.81| 8L.i1
10.0| 0.4603| 2.2648| -0.4677| 0.4879| 0.2058| 0.1803| 0.1739] 74.20| 65.56| 81.75
12.5| 0.4444| 2.1828| -0.4500| 0.4629| 01998 0.1765| 0.2145| 75.95| 66.95 83.03
15.0| o0.4201| 2.1433] -0.4603| 0.4527| 0.1969| 0.1745|0.2513| 76.87| 67.54| 83.84
17.5| 0.4360( 2.0856| -0.4225| 0.4724| 0.1927] 0.1725]0.2023| 78.55| 69.07] 84.34
20.0| 0.4206] 2.0356| 04278 0.4570| 0.1889] 0.1701] 0.3374| 79.68| 69.64| 85.12
2250 0.4102] 1.9777| 0.4143| 0.4369| 0.1852] 0.1676]0.3965| 81.13] 71.12| 86.37
25.0| 03909 1.9204| -0.4138| 0.4225] 0.1812| 0.1655] 0.4624| 82.53| 72.00| 87.58
27.5| 03886 1.8866| -0.4082| 0.4237| 0.1788| 0.1638{0.5058| 83.45| 72.46| 87.91
30.0{ 03753 1.8374| 0.4061| 0.4174] 0.1757| o0.1626| 0.5734] 85.08| 73.43| 88.79

o

Tabla 4.2. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo logit multinomial,
caso 2 '

-

w% | By B, " B, |dB,)|dB,)| scM | ssri | ssr2 | SSR3

0.0f 0.5072| 2.5280] -0.4999 0.50271 0.2265( 0.1903| ©O.1441| 69.15| 62.30( 78.96
2,51 0.4891( 2.4446( -0.5207 0.4852( 0.2200) 0.1877| 0.1338] 70.57] 62.22} 79.66
5.0 0.4899( 240721 -0.5346 0.49221 0.2169| 0.1875| 0.1483| 71.14]| 61.73] 79.99
7.5 0.4738; 2.3102{ -0.5525 0.4640| 0.2094| (.1848| 0.1643| 72.89| 62.02| 81.27
10.01 0.4572] 2.2519| -0.5736 0.4400| 0.2050( 0.1835] 0.1960| 73.86| 61.94; 82.13
12,5 0.4515] 2.2059} -0.5911 0.43781 0.2017| 0.1825] 0.2214] 74.99| 61.54| 82.64
15,00 0.4464| 2.1513| -0.6071 0.4351] 0.1972} 0.1816| 0.2650; 76.16| 61.37| 83.29
17.51 0.4268{ 2.0837| -0.6228 0.4067 0.1923] 0.1789| 0.3147| 77.30| 61.66] 84.48
20,0 0.4142] 2.0442| -0.6389 0.3976] 0.1895]| 0.1786| 0.3559| 78.26| 61.47| 85.21
22,57 0.4127] 1.9865| -0.6492 0.3928| 0.18521 0.1769| 0.4147| 79.58| 61.49| 85.89
2501 0.4023| 1.9423| -0.6646 0.3846) 0.1822] 0.1762 0.4698| 80.89] 61.39| 86.85
27.5|1 0.3973] 1.9050| -0.6750 0.3825] 0.1795] 0.1758| 0.5222) 81.73| 61.41| 87.48
30.0| 0.3781| [.8474| -0.7043 0.3436| 0.1756( 0.1737| 0.6108( 83.01| 61.05| 88.72

ol
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Tabla 4.3. Estimaciones MV con anomalias en la muestra: modelo logit multinomial,

caso 3
wi% | B8, 8, 8, B, | auB,)|dtB,)| EcM | ssRi | SSR2 | SSR3
0.0] 0.5035| 2.5224| -0.4993] 0.5093| 0.2261| 0.1907| 0.1475| 69.38| 62.29] 78.77
25| 0.4908] 24911 0.5196| 04910 0.2266| 0.1919| 0.1478| 67.36| 60.48| 76.95
5.0 0.4739| 24357) -0.5364| 0.4744] 02250 0.1922{ 0.1776| 66.24| 58.93| 75.46
750 04759 23995| -0.5437| 0.4594| 0.2254] 0.1945| 0.1920] 64.72] 57.39| 73.62
10.0{ 0.4673| 2.3686| -0.5555| 0.4487| 0.2256] 0.1955| 0.1857| 63.01| 55.72| 71.67
12.5| 0.4584| 23005| -0.5533| 0.4278| 0.2233| 0.1953| 0.2284 61.54| 54.73| 69.99
150 0.4442| 22407] -0.5748| 0.4103] 0.2213| 0.1970| 0.2865| 60.41| 53.12| 68.56
17.5| 0.4386| 2.1839| -0.5805| 0.3768| 0.2200| 0.1979| 0.3477| 58.64| 51.47| 66.58
20.0| 0.4485| 2.1536| -0.5917| 0.3803| 0.2204| 0.2002| 0.3606| 57.34| 49.89| 64.60
25| 0.4184| 2.0952| -0.6093| 0.3543| 0.2189] 0.2004| 0.4115| 55.67| 48.57| 63.14
25.0| 0.4220| 2.0711| -0.6245 0.3464| 0.2199] 0.2038| 0.459%| 54.14| 46.56| 61.06
27.5| 0.4059| 2.0135| -0.6446] 0.3373| 0.2180] 0.2052| 0.5206| 52.53| 44.92{ 59.25
0.0 0.3848 1.9430| -0.6641| 0.2964| 0.2149| 0.2052| 0.6176| s1.16| 43.73| 57.79

A la vista de estos resultados, es posible hacer las siguientes consideraciones:

¢ De forma andloga a lo que ocurria para los modelos binarios, el estimador

maximo-verosimil es sesgado. Esto puede apreciarse en la primera fila de cada
tabla, donde no hay observaciones andémalas en la muestra.

* La presencia de observaciones anodmalas en la muestra, de forma semejante a

como ocurria para los modelos binarios, induce importantes sesgos en los
coeficientes estimados, mas que en las desviaciones tipicas estimadas. Como
puede observarse, en todos los casos, los sesgos dependen positivamente de la
proporcion de observaciones andmalas, confirmando la inconsistencia del

estimador maximo-verosimil ante la presencia de este problema.

¢ A diferencia de lo que ocurria con los modelos binarios, donde los sesgos de

estimacidn eran bastante diferentes segin el tipo de anomalia presente, en las
tablas anteriores se puede observar que la magnitud de los cambios es semejante,
con independencia del tipo de anomalia presente. También el ECM tiene un
comportamiento homogéneo en todos los casos. Esto, posiblemente, se puede
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atribuir a la mayor complejidad de los modelos, que hace gque el efecto de las
observaciones anémalas se reparta entre todos los coeficientes del modelo.

¢ Como puede observarse, la suma de cuadrados de residuos es mds pequefia en
el caso 3 que en los demds casos. La explicacion de este hecho, como sucedia
en los modelos binarios se puede atribuir a que, las observaciones extremas en
este caso, dado que los parametros son parecidos a los del modefo verdadero,
son mas fdciles de prever.

En las Tablas 4.4-4.6 se presentan los valores medios del estadistico de influencia
individual para toda la muestra, asi como las medias para las observaciones no anémalas
y anomalas. En las dos ditimas columnas figuran los ratios entre la media del estadistico
¢; para las observaciones no andémalas y andmalas y los ratios entre la media para las
observaciones andémalas y la muestra completa.

Tabla 4.4, Valores medios del estadistico é;: modelo logit multinomial, caso 1.

w% 6‘:‘ 61'(8) 6r(M) f‘;(M)/ éi(B) @,-(M)/ 6{'

0.0|70.0080| 0.0080 . - .
2.5] 0.0081] 0.0078] 0.0190 2.4243 2.3377
5.0! 0.0082| 0.0076| 0.0183 2.3909 2.2355
7.5| 0.0082| 0.0074| 0.0174 2.3402 2.1238
10.0] 0.0082] 0.0072| 0.0169 2.3428 2.0654
12.5] 0.0082| 0.0071] 0.0158 2.2131 1.9197
15.0| 0.0082| 0.0070| 0.0155 2.2277 1.8812
17.5| 0.0082| 0.0068| 0.0150 2.2044 1.8189
20,0} 0.0082| 0.0067] 0.0144 2.1599 1.7532
22.5| 0.0083| 0.0065| 0.0142 2.1692 1.7158
25.0| 0.0083| 0.0064| 0.0138 2.1428 1.6667
27.5| 0.0083] 0.0063| 0.0134 2.1080 1.6143
30.0! 0.0083| 0.0063| 0.0130 2.0679 1.5662
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Tabla 4.5, Valores medios del estadistico ¢; modelo logit multinomial, caso 2.

0% | & | &B) | e | ewnie® | edre
0.0 0.0081] 0.0081 - - -
2.51 0.0081( 0.00791 (.0158 2.0024 1.9515
5.01 0.0081| 0.0077| 0.0146 1.8898 1.8093
7.51 0.0081] 0.0076| 0.0146 1.9269 1.8001

16.0] 0.0081| 0.0075| 0.0138 1.8428 1.6996
12.5) 0.0081| 0.0074] 0.0133 1.8099 1.6423
15.05 0.0081| 0.0073) 0.0132 1.8178 1.6192
17.5] 0.0082 0.0071| 0.0129 1.8016 1.5789

20.00 0.0082 0.0070; 0.0126 1.7951 1.5488

22.51 0.0082} 0.00701 0.0123 1.7586 1.5012

25.071 0.0082] 0.0069| 0.0121 1.7574 1.4776

27.51 0.0081{ 0.0068| 0.0lie 1.6992 1.4244

30.01 0.00821 0.0067| 0.0115 1.7069 1.4083

Tabla 4.6. Valores medios del estadistico ¢;: modelo logit multinomial, caso 3.

w% ¢ By | &M | LMIEB) | EMYIE
0.0 0.0081| 0.0081 - - -
2,57 0.0083| 0.0082| 0.0134 1.6398 1.6130
5.0 0.0086| 0.0083| 0.0141 1.7030 1.6452
7.5| 0.0088| 0.0084| 0.0143 1.7024 1.6161

10.0| 0.0091| 0.0085){ 0.0143 1.6844 1.5765
12.51 0.0093; 0.0087{ 0.0135 1.5555 1.4537
15.0| 0.0097| 0.0087] 0.0152 1.7452 1.5697
17.5] 0.0097| 0.0089| 0.0136 1.5290 1.3987

20.0| 0.0101( 0.0090| 0.0144 1.6055 1.4321

22,51 0.0102] 0.0092} 0.0138 1.4998 1.3476

25.01 0.0105| 0.0093| 0.0140 1.5148) = 1.3421

27.51 0.0106| 0.0095} 0.0135 1.4241 1.2749

30'OJL O.OIOSLO.OOQ? %0.0134 1.3866 1.2425
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En este grupo de simulaciones, los resultados son andlogos a los obtenidos para los
modelos binarios. A la vista de las tablas, es posible hacer las siguientes consideraciones:

* Dado que se trata de un estadistico de influencia individual, la mayor diferencia
entre el valor medio para las observaciones andmalas y no anoOmalas se produce
para valores bajos de «. Para proporciones elevadas de observaciones andmalas,
el efecto individual de cada una de ellas queda enmascarado por las restantes y,
por tanto, la media del estadistico individual es inferior, aunque siempre por
encima de la media para las observaciones no anémalas.

¢ (Como ya ocurria en los modelos binarios, en el caso 3 la diferencia entre el
estadistico individual para observaciones anémalas y no anémalas es inferior que
en fos demas casos, debido a que estas observaciones son extremas en el espacio
de variables explicativas, pero dado que sus vectores de parametros son muy

semejantes a las observaciones no andmalas, la influencia es limitada.

* A la hora de aplicar este criterio, debe tenerse en cuenta que serd tanto més
valido cuanto menos observaciones influyentes se encuentren en la muestra, ya
que es una medida de influencia individual, y si aparecen problemas de
egnmascaramiento no serd tan atil. Por otra parte, también es necesario
considerar el ndmero de observaciones que sobrepasan el nivel critico: si el
numero es excesivo, habré que elegir como influyentes aquellas observaciones
con valor mas elevado puesto que, si se eliminan observaciones no anémalas, se
esta eliminando informacion relevante, por lo que se pueden llegar a introducir
sesgos importantes en la estimacion.



CAPiTULO B

APLICACIONES CON DATOS REALES

5.1. Introduccion

En este Gltimo capitulo se aplica la metodologia de detecciéon de observaciones
anomalas desarroliada en los Capitulos 2 y 3 a dos muestras de datos reales. Aunque las
simulaciones realizadas tlustran bien el funcionamiento de los estadisticos propuestos, los
modelos planteados no reflejan exactamente situaciones reales, donde lo frecuente serda
encontrar pocas observaciones que condicionan los resultados de la estimacion y cuya
fuente de procedencia no se suele conocer.

En la Seccién 5.2 se analiza la muestra utilizada por Dhillon et al. (1987), en un
estudio sobre la eleccion de tipos de interés fijos frente a tipos variables para préstamos
hipotecarios. El objetivo de este primer ejemplo es ilustrar la necesidad de analizar los
datos empleados en cuaiquier estudio y, en particular, en los modelos de variable
dependiente cualitativa en busca de observaciones tales que su sola presencia pueda
condicionar los resultados de un analisis.

En la Secciéon 5.3 se aplican los planteamientos metodoldgicos desarrollados
anteriormente al mismo conjunto de datos utilizado en el trabajo de Pregibon (1981). El
interés principal se centra en comprobar que, como se ha argumentado en el Capitulo 2,
los residuos son un instrumento muy limitado a la hora de detectar observaciones
influyentes y que, ademds, los estadisticos de influencia individual pueden resultar
insuficientes para detectar situaciones de enmascaramiento. Ademas, se ilustra el empleo
del método de Pefia y Yohai (1991) aplicado a modelos de variable dependiente cualitativa.
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5.2. Eleccidon de tipo de interés fijo frente a variable

En una nota en el Journal of Money, Credit and Banking, Dhillon et al. (1987)
plantean el estudio de las caracteristicas personales y financieras que hacen que los
individuos elijan tipos de interés fijos o variables a la hora de contratar sus préstamos
hipotecarios. El articulo utiliza un modelo probit para determinar los principales factores
que influyen en la decision. El interés principal del estudio se centra en contrastar las dos
posturas que dominan los planteamientos tedricos sobre el tema: la primera, pone de
relieve la independencia de las caracteristicas personales del prestatario en la eleccion del
tipo, dados los precios y los términos del contrato'; la segunda, supone informacién
asimétrica; esto es, dadas las condiciones del mercado, los prestatarios pueden favorecerse
no revelando sus caracteristicas personales a la hora de firmar el contrato'®.

5.2.1. Planteamiento del modelo

El modelo basico utilizado por Dhillon et al. (1987) relaciona la probabilidad de
que un individuo elija, dadas sus caracteristicas personales y las condiciones del mercado,
un tipo de interés variable para un préstamo hipotecario.

[.os datos utilizados son los que acompafian, en soporte magnético, al libro de Lott
y Ray (1992). Aunque estos autores afirman que se trata de los datos utilizados por
Dhillon et al. (1987), la variable PR (ratio entre los pagos con interés fijo y variable) no
aparece en el archivo. Esto no plantea ningin inconveniente serio, puesto que los
resultados son semejantes a los obtenidos en el articulo original, aunque la omisidn de esta
variable puede explicar las diferencias numéricas obtenidas, en concreto en la estimacién
del término constante.

La muestra estd compuesta por 78 clientes de un banco hipotecario de Louisiana
(EE.UU.). Los préstamos fueron concedidos durante el periodo que va desde enero de
1983 a febrero de 1984. Del total de observaciones, 46 eligieron un tipo de interés fijo y

'3 La informacion es simétrica, y el efecto de las caracteristicas personales ya se encuentra incluido en los
términos del contrato.

18 La informacién asimétrica supone que existen caracteristicas personales que, de conocerse, podrian
perjudicar ai prestatario.
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32 un tipo de interés variable no acotado. Todos los préstamos a interés fijo tenian un
plazo de vencimiento de 30} afios. Las variables disponibles aparecen definidas en la Tabla
5.1 y un hstado completo de los datos utilizados se incluye en el Apéndice A.3.

Los autores especifican un modelo probit no restringido utilizando todas las
variables disponibles (Modelo 3) y dos versiones restringidas del mismo. El Modelo 1
excluye las variables LA y STL, con el fin de contrastar la significaciéon de dichas
variables econdmicas personales, mientras que el Modelo 2 excluye las variables de
caracteristicas personales, con el proposito de contrastar [a hipétesis de informacion
asimétrica. Una variable fundamental en el trabajo es la prima de riesgo, que se mide por
la diferencia de los tipos del Tesoro a diez y un afio.

Tabla 5.1. Variables en el modelo de eleccidn de tipos de interés.

Variable dependiente

AD]J Ficticia, el individuo elige tipo de interés variable, 1 = Si.

Variables exdgenas de condiciones de mercado y caracteristicas del contrato

FI Tipo de interés fijo. ]

MAR Margen sobre €l tipo de interés variable.

YLD Diferencia entre el tipo de interés del Tesoro a 10 afios menos el de 1
afo,

PTS Ratio entre el tipo de interés fijo y variable,

MAT Ratio entre los vencimientos de los préstamos hipotecarios con tipo
variable y fijo.

Variables exogenas de caracteristicas personales

BA Edad del prestatario.

BS Afos de escolarizacion del prestatario.

FTB Ficticia, el prestatario compra vivienda por primera vez, I = Si.
CB Ficticia, existe un co-prestatario, 1 = Si.

MC Ficticia, el prestatario estd casado, 1 = Casado.

SE Ficticia, el prestatario trabaja por cuenta propia, 1 = Si.

MOB ] Movilidad: afios en la direccidn actual.

Variables exdgenas de caracteristicas econdmicas

NwW Riqueza neta del prestatario.
LA Activos liquidos.

STL Compromisos del prestatario a corto plazo.
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5.2.2. Resultados empiricos con los modelos originales

En la Tabla 5.2 aparecen los resultados de la estimacion de los tres modelos
considerados por los autores del trabajo. Para ello se ha utilizado el método de méaxima
verosimilititud por procedimientos lineales expuesto el Apartado 1.3.2. Debajo del
coeficiente asociado a cada variable figura la desviacién tipica estimada. En las tres
Gltimas filas de la tabla, se ofrecen, para cada modelo, el logaritmo de la funcién de
verosimilitud definido en {1.3.2], el valor del estadistico de contraste de razon de
verosimilitudes en [1.4.5] (bajo el modelo restringido) y el nimero condicién de la matriz
de varianzas-covarianzas estimada'’.

Siguiendo a Dhillon et al. (1987), y a la vista de [os resultados de [a Tabla 5.2 se
pueden hacer las siguientes consideraciones:

® Las variables de precio resultan claramente significativas y tienen los signos que
cabria esperar, con la excepcion de la prima por riesgo {(YLD) y el ratio de
vencimientos (MAT), que no son individualmente significativas.

* Las variables personales no son significativas indidividualmente en ninguno de
los modelos que las incluyen, aunque llevando a cabo un contraste de razén de
verosimilitudes entre los Modelos 2 y 3, si resultan conjuntamente significati-
vas'®, 10 que presenta una evidencia a favor de la hipdtesis de informacion
asimétrica.

* Las variables de caracteristicas econdmicas (LA y STL) no resultan significativas
en ningiin caso, ni individual, ni conjuntamente.

¢ El numero condicion de las matrices de varianzas-covarianzas es muy elevado
en todos los casos. Esto es un indicativo claro de que la estimacion estd mal
condicionada y, por tanto, pequefios cambios en la muestra pueden inducir a
variaciones importantes en los coeficientes estimados.

7 Ratio entre el mayor y el menor autovalor de la matriz de varianzas-covarianzas.

¥ E] valor tabular de la distribucion x5 esde 12.0 a1 90% y de 14.1 al 95%. E) valor del estadistico de
contraste ¢s 16.8.
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Estimacién de los modelos originales
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de Dhillon et al (1987).

Variable Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Constante -3.4855 -1.8774 -3.1077

(5.2870) (4.2249) {5.8775)

FI (Tipo fijo) 0.9786 0.4987 1.0081

(0.3911) {0.2772) (0.4107)

MAR (Margen) -0.6268 -0.4310 -0.7052

(0.2588) (0.1736) (0.2723)

YLD (r-r) -2.2381 -2.3840 -2.5251

(1.4310) (1.0880) (1.5881)

PTS (Puntos) -0.7226 -0.2999 -0.8303

(0.3753) (0.2415) (0.3977)

MAT {Ratio de venci- -1.1366 -0.0592 -1.1644

Mientos) (0.8927) (0.6147) (0.8946)

BA (Edad) -0.0031 - -0.0040

(0.0390) {0.0429)

BS (Estudios) -0.1094 - -0.1083

{0.0967) {0.0998)

FTB (Primera compra de 0.2398 -- (.1434

vivienda) {0.5208) {0.5583)

CB (Co-prestatario) -(1.8061 - -1.0666

(0.6044) (0.6922)

MC (Casado) -1.0358 - -1.0586

(0.6357) {0.6728)

SE (Cuenta propia) -0.5906 - -1.1275

(1.2238) (1.5598)

MOB (Movilidad) -0.0882 - -0.0930

{0.0521) (0.0550)

NW (Riqueza neta) 0.1349 0.0838 {.1288

(0.0901) £0.0422) (0.1053)

LA (Activos liquidos) -- - 0.0146

{0.0350)

STL (Compromisos a ¢. p.) -- - 0.0161

{0.0283)

In ¢ -31.53 -39.21 -30.73
LRT 1.60 16.96

N condicién 1.7e+6 1.4e 405 2.4e +06




APLICACIONES con DaTos ReaLes 148

En la Tabla 5.3 aparecen las elasticidades, calculadas mediante las expresiones
[1.5.10], de la probabilidad de elegir un tipo de interés variable respecto de las variables
continuas del Modelo 3. Como puede observarse, la variable que puede producir mayores
cambios en la decision es el tipo de interés fijo. Un incremento del 1% puede llegar a
producir un importante aumento en la probabilidad de elegir el tipo variable (de hasta un
48 %). No obstante, hay que tener en cuenta que el cambio en la decision del individuo
solo se produce cuando la probabilidad de eleccion de éste se encuentra préxima a 0.5, por
lo que seria necesario un cambio sustancial del tipo de interés fijo para inducir cambios
en la decision.

Tabla 5.3. Elasticidades, para el Modelo 3, de la probabilidad de elegir un tipo de interés
variable respecto de las variables continuas.

Variable | Media D.t. Min Max

Fi 17.23 1 13.29 0.00 | 47.86
MAR -2.49 2.62 -9.95 0.07
YLD -5.41 4.26{ -15.56 -0.00
PTS -1.69 1.67 -8.21 0.00
MAT -1.55 1.23 -5.07 -0.00
NW 0.30 0.38 0.00 2.30
BA -0.19 0.16 -0.89 -0.00
BS -2.21 1.81 -1.92 -0.00
MOB -0.65 1.38 -1.95 -0.00
STL 0.23 0.31 0.00 1.83
LA 0.09 0.24 0.00 1.80

Con estos resultados, los autores concluyen que “... en general, las caracteristicas

individuales del prestatario tienen una influencia débil en el tipo de préstamo elegido. Hay
una tendencia a que algunas clases de prestatarios, ... tienen preferencia por los tipos de
interés variable. Esto es consistente con la hipétesis de informacién asimétrica” Dhillon

et al. (1987, pag. 265).
H.2.3. Deteccion de observaciones andOmalas

En este apartado se aplica la metodologia desarrollada en la Seccion 3.4 para
detetectar observaciones andmalas e influyentes. En la Tabla 5.4 se presentan un conjunto
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de instrumentos de diagnosis desarrollados en el Capitulo 3 para un conjunio de
observaciones tales que presentaban valores apreciables en alguno de ellos.

Por columnas, la Tabla 5.4 contiene: el nimero de la observacidn, el estadistico
de distancia definido en [3.2.2], el estadistico ﬁf. de distancia para las variables
transformadas con las expresiones [3.4.4]-[3.4.5], el residuo definido en [3.3.1], el
estadistico de influencia individual de [3.4.8] y, por iltimo, los componentes de los
autovectores asociados a los dos mayores autovalores de la matriz de influencia M definida
en {3.4.17].

Tabla 5.4. Estadisticos de diagndstico para las observaciones mds significativas.

i h, h, e ¢ A} A
5 0.2006 0.3072 | 0.5854 0.5040 | 0.0460 | -0.0010
14 0.3737 0.6298 |  0.6990 10.6700 |  -0.9762 0.0118
15 0.1491 0.5046 | 0.6070 3.1750 0.0025 | -0.0075
22 0.1905 0.2090 | -0.8115 1.4380 0.0339 0.0001
23 0.1531 0.2305 | -0.5074 0.4009 0.0094 0.0007
24 0.1531 0.2305 | -0.5074 0.4009 0.0094 0.0007
25 0.1531 0.2305 | -0.5074 0.4009 0.0094 0.0007
26 0.1905 0.2090 | -0.8115 1.4380 0.0339 0.0001
35 0.0987 0.3097 | -0.5198 0.7037 0.0264 | -0.0004
37 0.8889 0.9675 | -0.2322 277.2000 00103 | -0.9998
45 0.3373 0.0315 | -0.0008 0.0000 0.0001 0.0000
46 0.3579 0.0570 | -0.0020 0.0001 0.0015 0.0000
53 0.1101 0.3102 | -0.3445 0.3426 -0.0076 0.0001
55 0.0604 0.1820 | -0.8855 2.1030 0.0194 0.0053
58 0.1353 0.4689 | -0.6062 2.5580 0.0160 0.0070
59 0.4819 0.5944 | -0.1261 0.5211 0.0338 0.0013
61 0.1650 0.3417 | -0.3911 0.5066 0.1577 0.0021
62 0.1456 0.4145 | -0.4997 1.2070 0.0379 0.0000
63 0.3541 0.0832 | -0.0042 0.0004 0.0028 0.0000
64 0.0637 0.2432 | -0.4694 0.3757 0.0250 0.0021
67 0.1159 0.4599 [ -0.5995 2.3600 0.0022 0.0027
68 0.0976 0.1798 |  0.8874 2.1060 0.0815 0.0047
69 0.0996 0.3206 | 0.6719 1.4220 0.0102 | -0.0023
71 0.1208 0.1890 | 0.7418 0.8257 0.0478 0.0037
76 0.1211 0.2318 | 0.8253 1.8560 -0.0180 0.0036
77 0.1890 0.4327 |  0.4205 0.9757 -0.0072 0.0010
78 0.1482 0.3224 | 0.3790 0.4286 0.0343 0.0010

A la vista de la Tabla 5.4 se pueden hacer los siguientes comentarios:

* El estadistico h; en [3.2.2] calculado para las variables continuas del modelo
sugiere que las observaciones 14 y 37 son extremas, muy especialmente esta
Gltima. Una vez estimado el modelo por el procedimiento MV lineal del
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Apartado 1.3.2 y transformadas las variables, el estadistico 4. confirma que
existen algunas observaciones extremas en el espacio de las X.

* Atendiendo al estadistico para cada observacion, puede comprobarse que la
niamero 37 toma un valor extremadamente elevado. También la observacion 14
tiene una influencia alta, aunque considerablemente menor que la 37. Notese,
que el valor de la distribucién x*,s para una probabilidad del 10% es de 8.6,
aunque este punto critico puede considerarse elevado. Obsérvese también que la
media del estadistico & para la muestra completa se encuentra por encima de
cuatro, aungue esa media estd muy afectada debido al valor extremo de la
observacion 37. Utilizando la media de las observaciones, eliminando la 37, un
valor critico bajo es, aproximadamente, 1.5. Por dltimo, un punto critico
minimo se encuentra en 2k/n, pero a la vista de la tabla, puede resultar en la
eliminacién de un nimero excesivo de observaciones.

¢ Como se puso de relieve en los Capitulos 2 y 3, los residuos en los modelos de
variable dependiente binaria no son una indicacion de la posible anormalidad de
una observacion. Como muestra la Tabla 5.4, las observaciones cuyos residuos
son mas elevados no presentan ninguna evidencia de anormalidad cuando se
presta atencion a los estadisticos de influencia'.

¢ Segun estos resultados, las observaciones 14 y 37 pueden calificarse como
influyentes. El valor del estadistico de influencia para el conjunto de ambas ob-
servaciones resulta ser 176.7. Ademas, dado el caracter extremo de ambas, y
que la muestra es de tamafio reducido, la decision adecuada es eliminarlas en la
estimacion.

* Para analizar el posible efecto de enmascaramiento provocado por estas observa-
ciones, se ha utilizado el procedimiento de Pefia y Yohai (1991) aplicado a la
matriz M definida en [3.4.17]. En las dos dltimas columnas de la Tabla 5.4
aparecen los correspondientes componentes de los autovectores asociados a los
dos mayores autovalores de M. Como puede apreciarse, ambos autovectores
estan claramente dominados por las observaciones 14 y 37, respectivamente.
También se puede comprobar que la observacion 61, que no aparecia como

19 Aungue no se incluyen en la tabia, los residuos estandarizados tampoco presentaban valores especialmente
elevados. Tan sdlo un pequerio porcentaje de las observaciones tenia un valor superior & dos en valor absoluto
y ningln residuo sobrepasaba tres en valor absoluto.
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potencialmente influyente considerando los estadisticos anteriores, tiene un
componente asociado relativamente elevado en el primer autovector (aproximada-
mente el doble que la siguiente observacién), por lo que también se incluye en
el grupo de observaciones influyentes. El valor del estadistico de influencia para
las tres observaciones resulta ser de 170.4.

® Dado el reducido tamaiio muestral, parece aconsejable no eliminar mas
observaciones sin contar con informacién adicional sobre el disefio de 1la mues-
tra. Adicionalmente, se consideraron algunas otras observaciones® como
potencialmente influyentes. Los resultados del estadistico de influencia conjunta,
asi como el andlisis de la muestra no permitian concluir que realmente lo fueran,
por lo que es preferible mantenerlas en la muestra.

En la Tabla 5.5 aparece la estimacion de los tres modelos de la Tabla 5.2,
eliminando el efecto de las observaciones 14, 37 y 61. A efectos de comparacion, en la
iltima columna de la tabla se incluye el Modelo 3 estimado hasta la convergencia sin
dichas observaciones (Modelo 3%).

Las principales diferencias con respecto a las estimaciones resumidas en la
Tabla 5.2 son:

* Al contrario que con los modelos de la Tabla 5.2, realizando un coniraste de
razon de verosimilitudes, se puede rechazar la hipotesis de que las variables
financieras personales, LA y STL, son no significativas. Adicionalmente, se
confirma menor aversion al riesgo de los individuos mas ricos (coeficientes
positivos y significativos de LA y NW),

* [a importancia de las variables personales, utilizando el mismo contraste que
con los datos originales, puede considerarse superior. Algunas variables pasan
a ser individualmente significativas, en concreto: BA, BS y CB.

“ En particular, se llevaron a cabo pruebas incluyendo como influyentes, ademas de las mencionadas 14,
37 y 61, las observaciones 68 y 69.
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Tabla 5.5. Estimacion de los tres modelos considerados eliminando el efecto de las
observaciones 14, 37 y 61.

Variable Modelo { | Modelo2 | Modelo3 | Modelo 3

Constante -4.5046 -1.1074 -4.7255 -5.5329

(5.4612) (4.2720) {6.0367) (6.2820)

FI (Tipo fijo) 0.8075 0.5402 0.7735 1.1339

(0.3966) (0.2826) {0.4197) (0.448%)

MAR (Margen) -0.3098 -0.5000 -0.2779 -0.2064

(0.3021) (0. 1864) (0.3163) (0.3082)

YLD (r),-r) -1.4383 -2.9296 -0.6247 -0.5817

(1.6207) (1.2077) (1.8326) (1.9498)

PTS (Puntos) -0.7358 -0.3719 -.6362 -1.1011

{0.3867) {0.2704) {0.4105) (0.4857)

MAT (Ratio de vencimien- 0.1122 -0.1849 0.3134 -0.2943

L0s) (1.0311) (0.6404) (1.0958) (1.1719)

BA (Edad) -0.2141 - -0.1958 -0.0602

(0.0737) {0.084%) (0.0664)

BS (Estudios) -0.0123 - -0.0514 -0.2311

(0.0398) (0.0468) (0.1156)

FT8B (Primera compra de -0.0866 -- -0.1120 -1.4168

vivienda) (0.0971) (0.1011) (0.9045)

CB (Co-prestatario) 0.0021 - -0.3887 -1.8438

(0.5338) (0.5908) (0.9051)

MC (Casado) -0.8557 - -1.3870 -(1.4495

(0.6268) (0.7348) (0.7130)

SE {Cuenta propia) -0.6201 -- -(1.3346 -4.2153

{0.6802) (0.7104) {2.4431)

MOB (Movilidad) -0.4544 - -3.6371 -0.7308

(1.2332) (1.9868) (0.2861)

NW (Riqueza neta) 0.1867 0.0816 0.1974 0.6143

(0.0951) (0.0430) (0.1154) (0.2303)

LA (Activos liguidos) - -- 0.1506 (.0699

{0.0879) (0.0762)

STL (Compromisos a ¢. p.) - - 0.0462 0.0614

(0.0306) (0.0372)

In ¢ -42.80 -39.41 -55.46 -22.39
LRT 25.32 32.10

N? condicién I.7e +6 [.4e+5 2.2e+6 [.9¢e +6
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¢ [os cambios en los coeficientes estimados para el Modelo 2 son muy pequerios,
lo que hace suponer que la fuente de las anomalias procede de variables de
caracteristicas personales. Este hecho es 16gico ya que, dado el lapso de tiempo
en que se tomaron los datos, no cabe esperar que el mercado sufriera variaciones
sustanciales.

* Debido a los cambios en los coeficientes, 1as elasticidades estimadas también han
cambiado. Como puede apreciarse en la Tabla 5.6, las elasticadades de las
variables que ahora son significativas son claramente superiores a las que
aparecian en la Tabla 5.2.

Tabla 5.6. Eiasticidades, para el Modeio 3, de la probabilidad de elegir un tipo de interés
variable respecto de las variables continuas una vez eliminado el efecto de las observacio-
nes 14, 37 y 61.

Variable | Media D.t. Min Max

FI 1428 | 13.59 0.00 | 56.80
MAR -1.01 1.22 -5.75 0.04
YLD -1.43 1.33 -5.84 -0.00
PTS -1.30 1.35 -5.63 0.00
MAT 0.44 0.42 0.00 2.01
NW 0.47 0.72 -0.00 4.00
BA -2.72 311 -16.30 -0.00
BS -2.41 2301 -11.84 -0.00
MOB -2.16 548 | -31.05 -0.00
STL 0.62 0.81 0.00 3.75
LA 0.62 1.30 0.00 9.14

Finalmente, se puede concluir que, a diferencia del articulo original, las variables
personales si resultan ser relevantes a la hora de explicar la eleccion de tipo de interés y,
por tanto, estos resultados apoyan claramente la hipdtesis de informacion asimétrica. La
menor aversion al riesgo de los individuos mas ricos, sugerida por Dhillon et al. (1987)
también queda contrastada, asi como la mayor aversion de los individuos de mas edad. Tal
y como ellos concluyen, hay algunos tipos de individuos que prefieren més claramente los
tipos de interés variables: aquellas familias con co-prestatarios, las parejas casadas y los
individuos con elevada movilidad.
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5.3. Analisis de los datos de Pregibon (1981)

En Pregibon (1981) se presenta, como ejemplo, el andlisis de unos datos sobre
vaso-constriccion en la piel de los dedos. Los datos proceden de Finney (1947), aunque
aparecen listados en la Tabla 1 del articulo, de donde se han tomado. En el Apéndice A.3
se incluye el listado completo de estas observaciones.

Las variable endogena (VC) es binaria, y esti codificada como uno si el individuo
presentd vaso-constriccion en la piel de los dedos y cero en caso contrario. Las variables
exogenas son la tasa (fasa) y el volumen (vol) de aire inspirado durante una fase pasajera
de vaso-constriccion de la piel de los dedos. Pregibon (1981) estima un modelo logit con
las variables en logaritmos. Utilizando el algoritmo de maxima verosimilitud por
procedimientos lineales desarrollado en el Apartado 1.3.2, el modelo estimado,
numéricamente idéntico al del articulo original, resulta ser:

A

P
In ' = -2.875 + 4.562 Intasa, + 5.179 Invol,
l1-P

I

(1.319) (1.835) (1.862)

En la Tabla 5.7 se muestran los estadisticos de diagndstico para todas fas
observaciones de la muestra. Por columnas, la Tabla 5.7 contiene: el nimero de la
observacion, el estadistico de distancia definido en {3.2.2], el estadistico E,. de distancia
para las variables transformadas con las expresiones [3.4.4}-[3.4.5], ei residuo definido
en [3.3.1], el estadistico de influencia individual de [3.4.8] y, por ultimo, los componentes
de los autovectores asociados a los dos mayores autovalores de la matriz de influencia M
definida en [3.4.17].
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Tabla 5.7. Estadisticos de diagnosis para todas las observaciones en la muestra.

{ h, h. e; ¢ A/ N
l 0.1456 | 0.0927 0.0464 | 0.0055 | -0.0797 -0.0132
2 0.1412 1  0.0429 0.0179 | 0.0009 | -0.0279 -0.0085
3 0.0391 0.0612 0.0787 | 0.0059 | -0.0289 -0.0208
4 0.0101 0.0867 0.9252 1.2870 0.2137 0.6863
5 0.0453 0.1158 0.2184 | 0.0414 0.0374 -0.0143
6 0.0550 | 0.1524 0.2705 | 0.0787 0.0958 -0.0048
7 0.0296 { 0.0076 | -0.0011 0.0000 | -0.0005 -0.0016
8 0.0120 { 0.0559 | -0.5097 | 0.0652 0.1132 -0.1152
9 0.0047 0.0342 | -0.0087 | 0.0003 0.0000 -0.0102
10 0.0255 0.0072 | -0.0009 | 0.0000 0.0000 -0.0014
11 0.0187 1 00097 | -0.0014 | 0.0000 | -0.0002 -0.0020
12 0.0521 0.1481 -0.2047 { 0.0525 | -0.1351 -0.1014
13 0.0512{ 0.1628 | -0.3753 | 0.1395 | -0.2096 -0.1185
14 0.0423 1 0.0551 0.0615 1 00040 | -0.0306 0.0189
15 0.0590 | 0.1336 0.1592 | 0.0337 0.0413 -0.0257
16 0.0801 0.0402 0.0242 | 0.0011 -0.0259 -0.0109
17 0.1407 | 0.0172 0.0050 | 0.0001 | -0.0071 -0.0036
18 0.0051 0.0954 0.8941 0.9845 0.0712 0.6072
19 0.0257 0.1315 ] -0.5346 | 0.2003 0.42906 .1442
20 0.0513 0.0525 0.0547 | 0.0034 | -0.0434 0.0168
21 0.0747 0.0373 | -0.0114 | 0.0005| -0.0108 -0.0119
22 0.0032 0.1015 | -0.1495 | 0.0221 0.0085 -0.0911
23 0.0134 | 0.0761 | -0.5120 | 0.0935 0.2433 -0.1278
24 0.0210 | 0.0717 | -0.6519 | 0.1558 0.3898 -0.0892
25 0.0380 | 0.0587 0.1007 | 0.0074 | -0.0666 -0.0185
26 0.0235 0.0548 | -0.0248 [ 0.0016 | -0.0120 -0.0232
27 0.0422 | 0.0661 0.1173 | 0.0101 | -0.0948 -0.0161
28 0.0139 | 0.0647 | -0.4469 | 0.0597 0.0221 -0.1190
29 0.0355 [ 0.1682. 0.4465 | 0.1961 | -0.4408 0.1233
30 0.0380 | 0.0507 | -0.0097 | 0.0006 0.0066 -0.0119
31 0.0825 [ 0.2459 0.2776 | 0.1661 | -0.4463 0.0432
32 0.4203 0.0000 | -0.0000 | 0.0000 0.0000 -0.0000
33 0.015t 0.0510 | -0.5926 | 0.0824 0.1302 -0.0922
34 0.0245 0.0601 0.2288 | 0.0202 | -0.0501 -0.0041
35 0.0230 | 0.0552 0.2260 | 0.0180 | -0.0725 -0.0028
36 0.0484 | 0.1177 0.1890 { 0.0352 0.0326 -0.0200
37 0.0139 | 0.0647 | -0.4469 | 0.0597 0.0221 0.1190
38 0.0171 0.1000 | -0.1919 { 0.0293 | -0.0458 -0.0995
39 0.0176 | 0.0531 0.3322 1 0.0295 ] -0.1384 0.0351

A la vista de los estadisticos de la Tabla 5.7 se pueden hacer la siguientes
afirmaciones:

» Considerando el estadistico ¢; las observaciones 4 y 18 resultan claramente
influyentes, tanto de forma individual como conjunta, puesto que ambas exceden
el valor critico de la distribucién x*; que, para un 10% de confianza, es 0.584.
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El valor medio del estadistico resulta ser 0.1. El estadistico de influencia
conjunta resulta ser 5.6.

¢ Las observacion 32, asi como las 1, 2 y 17 que podian ser potencialmente
influyentes, dado que se encuentran alejadas del centro del espacio de las X, no
revelaron nada concluyente a la vista de ¢; y de los componenentes asociados de
los autovectores.

* Al analizar la existencia de un posible efecto de enmascaramiento, se observa
que el segundo autovector estd claramente dominado por las observaciones 4 y
18, ambas influyendo en el mismo sentido (igual signo del componente asociado
del autovector). Sin embargo, en el primer autovector se observan dos grupos
de observaciones dominantes, ef formado por la 19 y la 24, ambas con signo
positivo, y el formado por la 29 y 31, ambas con signo negativo. Los estadisti-
cos de intluencia conjunta resultaron ser 1.26 para el par {31, 29} y 0.85 para
el par {24, 19}. Por tanto, parece que, al menos el primer grupo es andmalo (un
valor elevado del estadistico de influencia conjunta) y esta enmascarado por las
observaciones 4 y 18 que tienen el mismo sentido de influencia (mismo signo en
los componentes de los autovectores).

* En su trabajo, Pregibon (1981) sélo detecta las observaciones 4 y 18, puesto que
solo éstas muestran tanto un residuo como un estadistico individual elevado. No
obstante, el grupo {4, 18, 29, 31} acumula una influencia de 9.48, siendo el
conjunto de mayor influencia. Nuevamente, y a falta de informacion adicional,
se puede eliminar este conjunto de observaciones.

En la Tabla 5.8 se muestran las estimaciones del modelo eliminando el efecto del
grupo de observaciones de la primera fila de la tabla. En la fila inferior, aparece el
estadistico de influencia conjunta.



Tabla 5.8. Estimaciones del modelo de Pregibon eliminando distintos conjuntos de
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observaciones y estadisticos de influencia conjunta.

7,18,
/- iy | 8y | 030 | n19, 24 2{9' o
Comt | 28754 | 58501 | 3.4866 | 23026 | 6.7427
Tasa 45617 | 81523 |  s2717| 40575 |  9.817
Vol 51793 | 90831 | 47612| s53940| 86468
z 17535680 | 12620 | 08430 | 04840

Como puede observarse, el efecto del grupo {29, 31} es muy pequefio, especial-
mente si se compara con el efecto de los restantes. El grupo {4, 18} es el de mayor

influencia, pero cuando se anade el par {29, 31} el cambio resulta ain mds apreciable.

Como conclusidn de esta seccion cabe decir que, para detectar observaciones
anomalas, no es suficiente con el andlisis de residuos y los estadisticos de influencia
individal, sino que, ademds, es necesario analizar la influencia de grupos de observaciones.
Para seleccionar eficientemente dichos grupos de observaciones, el método propuesto por
Pefia y Yohai (1991), aplicado a una matriz de influencia propia de los modelos de

eleccion cualitativa, mantiene la validez del planteamiento aplicado a los modelos de
regresion lineal.



CONCLUSIONES

Conclusiones generales

La principal conclusion que se puede obtener de este trabajo es que, como se ha
pueste de relieve, la presencia de observaciones anomalas en modelos de eleccion
cualitativa tiene como consecuencia la inconsistencia del estimador maximo-verosimil. La
deteccion de observaciones anémalas en dicha clase de modelos presenta diferencias
sustanciales con respecto a los modelos lineales, o a los lineales generalizados, que hacen
necesario derivar una metodologia propia para abordar el problema.

En este trabajo se ha analizado el efecto de las observaciones andmalas bajo
pianteamientos paramétricos y se han derivado instrumentos de deteccion apropiados para
modelos de eleccion discreta. Las principales aportaciones de este trabajo pueden resumirse

en los siguientes puntos:

* El estimador maximo-verosimil en los modelos de variable dependiente
cualitativa, ante la presencia de observaciones anémalas, es inconsistente. Se
demuestra que la inconsistencia depende tanto de la proporcion de observaciones
andmalas existentes como de los parametros que caracterizan la distribucion de
dichos datos.

e [os residuos, y en general, la mera extrapolacion de los planteamientos para el
modelo lineal general, no son un instrumento apropiado. Se han derivado
estadisticos especificos que miden el efecto de una observacion o conjunto de
observaciones sobre el vector de parametros del modelo. En general, es posible
adaptar los instrumentos utilizados para ¢l modelo lineal general o los modelos
lincales generalizados, pero estas extensiones debe llevarse a cabo considerando
las particularidades de los modelos de variable dependiente cualitativa.

* Se han derivado estadisticos de influencia para su aplicacion tanto a modelos de
eleccion binaria como muiltiple. Ademas, se han particularizado dichos
estadisticos para el analisis de influencia sobre grupos de pardmetros o conjuntos
de observaciones.
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® Utilizando experimentos de Monte Carlo, se han comprobado los efectos de las
observaciones anomalas que sugerian los desarrollos tedricos y se han validado
los estadisticos propuestos, poniendo de relieve sus limitaciones cuando aparecen
efectos de enmascaramiento.

¢ Definiendo las matrices de influencia adecuadas, se ha extendido el plantemiento
de Pefia y Yohai (1991) para tratar el enmascaramiento en modelos de eleccion
binaria. También se ha comprobado su funcionamiento, tanto con datos
simulados como con datos reales.

* Se ha desarrollado un algoritmo de maxima verosimilitud por procedimientos
lineales para modelos de eleccion cualitativa mittiple. Este algoritmo, semejante
al de Amemiya (1985), permite estimar eficientemente 1os modelos eliminando
conjuntos de observaciones, 10 que hace posible la derivacidn de estadisticos de
influencia para esta clase de modelos.

Finalmente, con el conjunto de instrumentos desarroliados, se ha planteado una
metodologia de diagnosis y deteccion aplicada a dos muestras de datos.

Extensiones

Una primera extension posible, es la derivacion de una version del algoritmo EM
particularizada para la estimacion de modelos con anomalias. La idea basica es separar los
conjuntos de observaciones andmalas y no andémalas utilizando los estadisticos de
influencia y estimar los pardmetros caracteristicos de ambos conjuntos mediante un
procedimiento iterativo que contemplara ambos pasos.

Una segunda extension importante se centra en un analisis exhaustivo de los
estadisticos LM propuestos para contrastar las hipotesis correspondientes sobre la
procedencia de las anomalias. A la vista de los resultados obtenidos, el principal problema
es su falta de potencia para discriminar entre las posibles fuentes de anomalias, aunque

funcionan bien para contrastar si determinados conjuntos de observaciones o son.

Una altima extensidn relevante es el analisis de valores criticos de los estadisticos
de influencia propuestos. Si bien parece dificil determinar sus distribuciones teodricas, una
extension de gran utilidad puede ser el desarrollo de distribuciones empiricas que permitan
la clasificacion de observaciones de una forma cbjetiva, sin requerir el andlisis pormenori-
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zado del investigador. Esta idea también es aplicable al procedimiento de Pefia y
Yohai (1991) para determinar grupos de observaciones influyentes.



APENDICES

A.1. Concavidad Global de las Funciones de Verosimilitud de
los MEB

Es importante analizar la concavidad de las funciones de verosimilitud de los
modelos binarios y, especialmente, de los modelos probit y logit por dos razones: i) para
una funcién de verosimilitud estrictamente concava, si existe un EMV, este serd Gnico, y
ii) desde el punto de vista del procedimiento iterativo no restringido que se utilice, a pesar
del incumplimiento de alguna de las hipotesis realizadas sobre la funcion de verosimilitud,

la concavidad asegura la convergencia de los algoritmos.

Aunque la concavidad de la tfuncién de verosimilitud para probit y logit binarios
ha sido ampliamente demostrado en ia literatura [Amemiya (1985) es un ejemplo], en un
articulo reciente Nuflez (1990) plantea una clase general de modelos de eleccidn binaria
y deriva condiciones bajo las cuales la funcién de verosimilitud sera estrictamente concava.
A continuacién se presentan los principales resultados de dicho trabajo.

Definicién D.A.1.1. Clase ¥ de funciones de densidad. Sea f{*) la funcién de densidad
de una variable aleatoria de tipo continuo. Se dice que f € ¥ si y sélo si se verifican las
siguientes condiciones:

A flx)y >0, vx <Oy

B. fix)y =fi(—x),vx &€ R

Partiendo de la definicion anterior, las principales caracteristicas de las funciones
que pertenecen a dicha ciase pueden resumirse en: .
1) Son funciones continuas y estrictamente positivas sobre R.
HS8ifev <0, vx >0
3) Alcanzan su maximo en x=0y éste es lnico.
4) Sif € ¥, se cumple que

Algunas densidades pertenecientes a la clase definida son la normal, la logistica o
la Cauchy.
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Ff(x)dx = If(x)dx = % [A.1.1]

Lema L.A.1.1. Sea el MEB definido en [1.2.13]. Si F(-) es la funcién de distribucién
correspondienie a una funcidén de densidad f{-) tal que f & ¥, se tiene que si In F(-) es
estrictamente concava, entonces In L también lo es.

Lema L.A.1.2. Sea f{*) una funcion de densidad de la clase ¥, y sea F(-) su funcién de
distribucion asociada. Entonces:
A. In F(-) es estrictamente cdncava en R*.

B. Siademas existe f°(0), entonces In F(-) es estrictamente concava en R™ U {0},

Teorema T.A.1.1. Condicion suficiente de concavidad estricta de In L(#). Sea un MEB
como el planteado en [1.2.13], v sea f{-) la funcién de densidad correspondiente a la
distribucion F('). Consideremos la funcién g(-) definida por:

2(2) = &‘)2 vzER (A.1.2]

si se cumplen las siguientes condiciones:
A fe v
B. Existe una funcién A(-) continua, tal que:
1) flz) = cexpl | A(z) dz] donde ¢ es una constante, y
2) D) gl) < I,vz € R
entonces fa funcion de verosimilitud In L(-) es estrictamente cOncava.

La aplicacion inmediata de estos resultados es la demostracidn de la concavidad en
el caso del modelo logit y el modelo probit, y la dnica dificultad estriba en encontrar la

funcion A(-) apropiada. Para el primero de ellos se puede comprobar que:

+et

flz)y = exp “ i-ez dz] [A.1.3]
por lo que A(z}) = (1=} (1+€), ¢ = 1l yademds h(z2)g(z) =1 — &€ < I,Vvz € R.

Para el modelo probit se tiene que:
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f2) = — exp(j - dz) [A.1.4]
2
donde en este caso #(z) = —zy ¢ = 1/y2#. Ademas:
£ 242
h(z)g(z) = —Z_Lexp[z 2t ] dt =
= exp(z2/2)f -zexp(-t¥2) dt < [A.1.5]

-

< exp(z/2) J ~texp(-t¥2)dt = 1

Para una funcion de verosimilitud obtenida a partir de una distribucién general serd
necesario demostrar que el hessiano es una matriz definida negativa que es condicion
suficiente [Bazaraa y Shetty (1979)]. A partir de la expresion [1.3.4], el hessiano de la

funcion de verosimilitud se puede escribir como:

"y, =2 F - FOf + (v - F)FA(1 - F)x/B]

vie = -y

< (F(-F)I

[A.1.6]

y siguiendo a Amemiya (1985), es necesario demostrar la positividad del numerador de
[A.1.6], que puede plantearse como una funcién:

8.2 = (y-2yF+F)f + (y-F)F(1-F)z [A.1.7]

v es necesario comprobar que es estrictamente positiva para y = 0, | y cualquier valor
de z.
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A.2. Notas sobre Métodos Numéricos de Optimizacion No
Restringida

El método de estimacion es un aspecto fundamental de cualquier investigacion sobre
modelos econométricos, sobre todo cuando los modelos implicados son no lineales. Las
funciones de verosimilitud de los modelos tratados en este trabajo son cdncavas, lo que
evita el posible problema de optimos parciales. Pese a estas buenas propiedades,
seleccionar un método de optimizacion eficiente sigue siendo un aspecto central del
problema [ver Bunch (1988)].

En este apéndice se presentan un conjunto de técnicas generales de optimizacion
y se analiza con especial atencién su aplicacion a problemas de maxima verosimilitud. Para
un analisis en profundidad de estos temas se pueden consultar: Dennis y Schnabel (1983)
o Gill et al. (1981), y para revisiones de los métodos Goidfeld y Quandt (1972) y Quandt
(1983).

A.2.1. Planteamiento del problema

Sea el problema:

max flx,,..., x ) [A.2.1]

respecto al vector x = (x,,...,x,)’, donde f- R" - R es un campo escalar que, en general,
supondremos dos veces diferenciable, con derivadas continuas, aunque este supuesto no
siempre es necesario. El procedimiento analitico general para resolver el problema,
consiste en plantear y resolver el sistema de ecuaciones que viene dado por sus condiciones
de primer orden:

—4f5 _ [A.2.2]

0x "

Una vez determinado el conjunto de vectores x° € R que satisfacen estas
condiciones, debe comprobarse cuales de estos puntos satisfacen también las condiciones
de segundo orden, esto es, que la matriz hessiana H(x") sea definida negativa.

El enfoque analitico para resolver problemas de optimizacion, se caracteriza por

la generalidad de su planteamientos, asi como un elevado rigor matemadtico. Sin embargo,
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muchos problemas practicos no pueden resolverse analiticamente. En el extremo opuesto,
los métodos numéricos son poco generales, ya que cada algoritmo estd especializado en
unos pocos casos concretos y su fundamento matemético es poco riguroso; a cambio,
pueden resolver numerosos problemas practicos.

En este Apéndice, trataremos algunos aspectos de la resolucion numérica de
programas matematicos. Para ello, se presentan distintas técnicas que permiten calcular una
sucesion de valores x” x’,....x* que, idealmente, convergerd a la solucion dptima del
problema.

Comenzaremos definiendo un esquema que contiene todos los elementos que se
encuentran en los métodos basados en direcciones de busqueda, que son los de uso mas
frecuente en aplicaciones econométricas. Para la definicidon matemdtica de este algorit-
mo--tipo, emplearemos la siguiente notacion:

Optimo del problema.

Valor de la funcién objetivo alcanzado en la k—ésima iteracion.
Estimacion de x” en la k—ésima iteracion.

Direccion de bisqueda del optimo utilizada en la k—ésima iteracion.
Gradiente de f{x) evaluado en x*.

Hessiano de f(x} evaluado en x*.

QR R TR

Asimismo, todos los algoritmos que discutiremos comparten una serie de elementos
comunes: t} se dispone de unas condiciones iniciales, esto es, un valor inicial del vector
de variables x” para iniciar el proceso de calculo, ii) un criterio para determinar en qué
direccion del espacio E' se encuentran soluciones mejores que la actual (vecror de paso),
iii) un criterio para determinar cudnto hay que avanzar en la direccién del vector de paso
(longitud del paso}, y por ltimo, iv) un criterio de convergencia que permita determinar
st la solucion actual cumple las condiciones de primer orden con el grado de precision
requerido. Debido a la existencia de estos elementos comunes, todos los algoritmos que
vamos a tratar pueden describirse dentro del siguiente esquema de célculo:

Paso 0: Inicializacion: Situar el contador de iteraciones & en cero. Seleccionar arbitraria-
mente una estimacion inicial del dptimo x”!, el maximo niimero de iteraciones

admisibles K y una tolerancia para los criterios de parada e.

1 La eleccién de x° puede ser un problema gerio en si misSmo, puesto que generalmente la convergencia es
mas rapida cuanto mds proximo se encuentre x° al maximo. Por otra parte, en problemas de estimacion, es
conveniente (cuando no necesario) que x° sea una estimacién consistente, aunque esto es irrelevante a efectos
computacionales.
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Paso 1: Comprobar si se cumplen las condiciones de convergencia en la iteracion actual.
Si se cumplen, se toma x* como aproximacion suficiente a x* y finaliza el

proceso. Si no se cumplen, se sigue con el paso 2.
Paso 2: Determinar una direccion de bisqueda p*.
Paso 3: Determinar una iongitud de paso o.
Paso 4: "1 = ¥ + o p*.

Paso 5: Hacer k = k + 1. Sik < K, volver a comenzar una iteracion en el paso 1, en
otro caso, detener el proceso.

Por otra parte, consideraremos que la caracteristica esencial de un algoritmo es 1a
forma en la que se genera la secuencia de vectores p*. Los demds aspectos, adn siendo
importantes, no parecen suficientemente sustanciales como para que una variacion en las

mismas caracterice un nuevo algoritmo.

La eleccion de un algoritmo debe hacerse desde distintos puntos de vista que suelen
implicar un intercambio de ventajas e inconvenientes, ya que no existe un algoritmo que
sea el mejor desde todos los puntos de vista y para todos los problemas que pueden
plantearse. Dos aspectos fundamentales a la hora de elegir un algoritmo son: i) su
robustez, esto es, el grado hasta el que el algoritmo en cuestion sea capaz de dar una
estimacion de x* del verdadero méaximo x” tal que |x* — x'|| < e, para algtin ¢ dado vy
positivo; ii) su coste computacioﬁal, que se supone, de algin modo, proporcional al
numero de iteraciones y evaluaciones de la funcion objetivo, memoria de ordenador,
tiempo de célculo, operaciones de lectura/escritura, etc y ili) sus propiedades especificas
para resolver la familia de problemas que nos interesan.

A.2.2. Criterios de convergencia

El criterio de convergencia es un elemento arbitrario del algoritmo de forma que,
si se cumple la condicidén que lo caracteriza, se considera que el algoritmo ha alcanzado
un solucién satisfactoria. Sea x**’ la estimacién actual de x* obtenida mediante un
algoritmo cualquiera y sea una tolerancia arbitraria e > 0. En estas circunstancias, algunos
posibies criterios de terminacion son:
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A. | o' | = e, esto es, detener el algoritmo si el paso es peguefio. Un criterio
semejante al anterior puede plantearse de la siguiente manera:

2

nyo

B. |/ —f| < e, intuitivamente, detener el algoritmo cuando la mejora en
la funcion objetivo es pequefia.

C. &' = e que es equivalente a una comprobaciéon aproximada del
cumplimiento de las condiciones necesarias de primer orden.

D. |gl'| <e(i=1,..., n), que supone una comprobacion de las condiciones
necesarias mas estricta que con el criterio C.

Existen otros criterios para decidir si el proceso de célculo debe detenerse en la
iteracion actual. Sin embargo, todos ellos se basan en las mismas ideas: 1) comprobar el
cumplimiento aproximado de las condiciones de primer orden o bien ii) detener el proceso
iterativo si el paso es pequeno o 1) si la funciéon objetivo mejora poco.

Todos esios criterios son validos aunque tienen el defecto de que son sensibles a
la métrica en que estd definido el problema. Por eilo, si un mismo algoritmo va a utilizarse
para resolver problemas definidos en distintos espacios métricos, resuita dificil determinar
un valor adecuado de e. Para resolver esta dificultad, conviene usar un criterio de
convergencia adimensional.

Otra consideracion relevante es la velocidad a la que converge el algoritmo, que
generalmente vendra determinada por la eleccién del modo de calculo de p*. Se dice que
un algoritmo es cuadrdticamente convergente si alcanza el maximo de una funcidn
cuadrética acotada en una iteraciéon. Asimismo, se dice que un algoritmo es linealmente
convergente si alcanza el Optimo de una funcion lineal acotada en una iteracion. Por
iltimo, se dice que una algoritmo posee convergencia superlineal si, aplicado a una
funcién cuadratica acotada, converge al optimo en un nimero finito de iteraciones. Para
una discusion mas formal sobre las propiedades de convergencia puede verse Bazaraa y
Shetty (1979) y Dennis y Schnabel (1983).

Las nociones de convergencia cuadrética y superlineal son importantes, puesto que
a menudo se puede suponer que la funcién objetivo es aproximadamente cuadritica (al
menos en un entorno de optimo) de forma que f(x) queda bien aproximada por un
desarrollo de Tayfor de segundo orden. Un problema adicional que surge en problemas de
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estimacion es los que, si el resto de la aproximacién no converge a cero cuando el tamaiio
de la muestra empleada aumenta arbitrariamente, la estimacidn de los parimetros en el
optimo puede estar sesgada [Cox y Hinkley (1974)].

A.2.3. Criterios para determinar la longitud de paso

En la practica, existen muchos criterios para determinar la longitud del paso «* en
una iteracidn cualquiera. La mayor parte de estos métodos intenta garantizar que, una vez
realizada la iteracion, no se produzca un empeoramiento en el valor de la funcion objetivo,
Una discusion de estos procedimientos puede encontrarse en Bazaraa y Shetty (1979) y
Dennis y Schnabel (1983).

En realidad, s6lo hay un criterio que tenga una base objetiva, ¢l de la longitud de
paso optima. La idea en que se basa el procedimiento es sencilla. Una vez elegido el
vector de desplazamiento p*. el valor de la funcién objetivo que se alcanzara después del
paso es funcion de una sola variable:

foet*y = fixt + of pb) [A.2.4]

donde sélo se desconoce o, que serd el valor positivo que produzca un aumento mayor
de la funcién objetivo. Por tanto, es posible calcular de forma Optima la longitud del
desplazamiento utilizando un algoritmo eficiente de optimizacidn para problemas de una
s6la variable como, por ejemplo, el de Fibonacci [ver Gill et al. (1981)].

A.2.4. Métodos tipo Newton
El punto de partida de los métodos tipo Newton, consiste en aproximar f{x) por un

desarrollo en serie de Taylor de segundo orden alrededor de x* y optimizar la funcion
resultante, esto es, resolver el problema:

Max fx*) - g7 -x*) + -é-(x**‘—x")TG*(x’“‘-—x") [A.2.5]

Aplicando la condicion necesaria de primer orden a la aproximacion [A.2.14] y
despejando x**’, el paso de Newton-Raphson resulta:
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x’”' — xk - [G(xk)]-lg(xk) [A.Z.ﬁ]

Este criterio proporciona, por tanto, el maximo aumento de valor de la aproxima-
cién de segundo orden de la funcién en un entorno de x* si G* es una matriz estrictamente
definida negativa.

[La expresion anterior es la base de los denominados algoritmos tipo Newton, cuyo
objetivo es reducir el coste computacional manteniendo las propiedades de convergencia
del algoritmo de Newton en el que se basan. Para ello, sustituyen el hessiano en [A.2.16]
por aproximaciones adecuadas. La expresion general de estos algoritmos es:

P = gk ak[Hkl-lg(xk) [A.2.7]

donde la direccién de biisqueda es p* = -fH [ g(x").

Algunas elecciones habituales de H y « en problemas de estimaciéon son: i) la

matriz de informacion de los parametros y o = 1, lo que produce el algoritmo de scoring:

a*¢ ak
-H* = -E = J(6") [A.2.8]
[aaaa?\y

donde ¢ es, normalmente, el logaritmo de la funcién de verosimilitud objetivo y 8 el vector

de pardmetros a estimar, 11) utilizar la forma del producto exterior del gradiente:

H = {Qﬁ]?‘[ﬂﬁ] [A.2.9]
a0 00 | 4

y o = 1 que da lugar al algoritmo Gauss—Newton, que se suele emplear en problemas

en los que la funcidn objetivo es una suma de cuadrados; o bien iii) hacer H = —[ y

o =1 que es el método del gradiente o mdximo ascenso™, cuyas propiedades de

convergencia lo hacen adecuado para iniciar cualquier proceso iterativo.

El algoritmo de Newton-Raphson posee excelentes propiedades de convergencia
local; esto es, si se parte de un punto relativamente cercano al Optimo y ademas requiere
que H sca definida negativa. De no cumplirse este iltimo requisito, las iteraciones podrian
representar alejamientos del objetivo. Para evitar este inconveniente se han sugerido

diferentes procedimientos, pero el mas simple de utilizar y que ofrece resultados optimos

22 El método del gradiente también puede derivarse directamente optimizando un desarrollo en serie de

primer orden en un entorno del vector de prueba actual, afiadiendo una restriccidn de normalizacion arbitraria
para acotar el resultado.
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consiste en perturbar 1os elementos de la diagonal principal de H con la cantidad minima
que asegure que la matriz es definida negativa. Este planteamiento da lugar al algoritmo
de ascenso cuadrdtico [Goldfeld, Quandt y Trotter (1966)].

A.2.5. Métodos quasi — Newton

La idea fundamental tras estos métodos es similar a los expuestos en el apartado
anterior: mantener las buenas propiedades del algoritmo de Newton pero reduciendo el
coste de cdlculo en cada iteracién y garantizando el condicionamiento en signo de los
autovalores de H*. Para conseguir esto, los métodos quasi—Newton optan por actualizar
(en vez de calcular como los tipo Newton) la matriz H en cada iteracion, utilizando para
ello informacidn de las primeras derivadas y los resultados de la iteracién anterior. Este
planteamiento da lugar a una amplia familia de algoritmos de optimizacion eficientes, con
elevadas tasas de convergencia y computacionalmente menos costosos que los expuestos
mas arriba. Las caracteristicas de esta clase de algoritmos pueden resumirse en: i} en cada
iteracion, la basqueda es unidimensional, i} el algoritmo sélo calcula valores de la funcién
objetivo y primeras derivadas, y iii) en la iteracion k—ésima, s6lo emplea informacion
calculada en las iteraciones kK y k—1.

El desarroilo de los métodos quasi—Newton parte de considerar la expansién del
gradiente alrededor de x* en la direccion s* = x**' — ¥* = ofp™:

glxt + s [A.2.10]

La curvatura de F en la direccion s* esta dada por s*G*s*, que puede ser aproximada usando
informacion de primer orden:

SHTGisE = (g(x* + 5%) - gHTs [A.2.11]

Esta relacion serd exacta para un modelo cuadratico, y se puede suponer que la
aproximacion es adecuada en un entorno del maximo.

Al comienzo de la iteracién & por un método quasi—Newton se dispone de un
hessiano aproximado B y, normalmente, se comienza con B® = [, o con un Hessiano
calculado, si es posible. Si se considera B* como el hessiano de funcién cuadrética, la
direccion de busqueda es la solucion al sistema:

Btpt = g* [A.2.12]
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Una vez se ha calculado x**', se obtiene una nueva aproximacion a! hessiano
actualizando B, de acuerdo con la expresion:

B*t = B* + U* [A.2.13]

donde U/ es la matriz de actualizaciéon que se calcula a partir de la informacion de las
primeras derivadas. Ademads, el hessiano actualizado deberia aproximar la curvatura de F
en la direccion del vector de paso s*, es decir, cumplir lo que se denomina condicion
quasi—Newton:

Bk+lsk - yk [A.2.14]

donde y* = g(x**') — g(x*}. La seleccién apropiada de U* requiere imponer que la nueva
actualizacién sea simétrica y cumpla la condicién quasi—Newton. Ademas, la matriz
resultante deberia ser definida negativa. Diferentes elecciones de [ dan lugar a distintos
algoritmos de una misma familia.

Si se hace U, = uv’ con u = y* — Bs* y se imponen las restricciones expuestas,
se puede obtener una familia de actualizaciones denominada Powell — Symmetric — Brovden
|Gill et al. (1981)]. Haciendo v = y* — B*s* se obtiene la actualizacion Davidon-Fletcher-
Powell (DFP):

1

k+1  _ ko ko ko kTR & kg, kT T kok Ky k
B*' = B WB sks T+ 4 y”sky T 4 (s*TB *shyw Ew [A.2.15]
donde:
N S L Y 1 A.2.16
w ykrs.ty TR egh s (A.2.16]

En general, se considera que la mejor de toda la familia de actualizaciones es el
denominado método Brovden — Fletcher — Goldfarb — Shanno (BFGS), cuya actualizaciones:

L pugkgirpge L piur [A.2.17]

Bk+k - Bk _
StTBkSk ythk-

Si ademds del empleo de alguna de estas actualizaciones, se determina la longitud
de paso de forma optima, esto es, se elige of tal que para x* y p* dados se cumpla:
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iﬂ%’—)ﬁi -0 [A.2.18]
(04

los algoritmos expuestos generan direcciones conjugadas y se asegura que la actualizacion
del hessiano es definida negativa.

Una variacién de los métodos guasi —Newton es el algoritmo BHHH [Brendt et al.
(1974)], que utiliza técnicas de actualizacion como las expuestas, pero aplicadas la matriz
de informacidn del lugar del hessiano. A pesar de que fue concebido para problemas de
estimacion, hay evidencias de que su rendimiento general no es superior al de otros
métodos tipo Newton o quasi~Newton, y no es muy empleado en la prictica.

A.2.6. Métodos que no emplean derivadas

En principio, los métodos de optimizacion que no requieren usar derivadas son
atractivos ya que: i) en ocasiones no se conocen las expresiones analiticas de las derivadas
de la funcién objetivo vy ii} el cdlculo de derivadas es una tarea costosa en términos de
tiempo de calculo. Por otra parte, estos métodos suelen tener garantizada su convergencia
a algin maximo, con independencia de la concavidad de la funcidén objetivo. Sus
inconvenientes principales son dos: lentitud en la convergencia, incluso en la proximidad
del optimo, y elevado coste computacional, al tener que evaluar la funcion objetivo un
elevado numero de veces.

Una clase de algoritmos sin derivadas, emplea la nocién de busqueda en una rejilla
de puntos. Un procedimiento sencillo se obtiene comenzando en algin punto x” y evaluar
la funcion en x? y en los 2x puntos de la rejilla dada por x* + Av, donde v, (i = 1,....n)
es un vector con un uno en la posicion { —ésima y ceros en el resto, y & es la anchura de
la rejilla. Se pasa de x” a un x’ tal que f{x') = sup f(x* + Av,). El procedimiento se repite
partiendo de x’ hasta que no se obtiene mejora. En ese caso, se reduce la anchura de la
rejilla s y se contindia hasta alcanzar un valor de / especificado de antemano que serd la
precision con la que se obtiene el éptimo.

Un método de bisqueda alternativo y mas eficiente es el de Hooke y Jeeves (1961).
Este algoritmo emplea dos tipos de movimientos: i) busquedas exploratorias, que se
realizan en direcciones paralelas a los ejes de coordenadas, y i1) biusquedas patron, que se
hacen en una direccion dada por una combinacién lineal de las direcciones de las
busquedas exploratorias anteriores. Si una bisqueda exploratoria y la siguiente buisqueda
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patron resultan en una mejora de la funcidn objetivo, se aceptan; de lo contrario, se hace
un movimiento en la direccion exploratoria. En general, se comienza con un valor fijado
de A y se continda hasta que se ha reducido lo suficiente, aunque una modificacion con la

que se gana eficiencia consisten en calcular # en cada iteracion.

Un problema serio con el tipo de algoritmos que sélo modifican una variable en
cada paso es que pueden no converger todas las variables simultineamente. Aunque en
general funcionan bien si se detiene el proceso cuando la mejora en la funcion objetivo es
pequena, el gradiente puede ser no nulo a lo largo del recorrido del algoritmo ¢ incluso
es posible que itere indefinidamente.

Por otra parte, también es posible combinar los algoritmos expuestos en el apartado
anterior con un criterio de aproximacion numérica, que permite llevar a cabo el proceso
de optimizacién sin un conocimiento explicito de la forma funcional de las primeras y
segundas derivadas de la funcién objetivo.

Por ejemplo, para el caso de funciones de una sé6la variable, se puede obtener una
buena aproximacion del valor de la primera derivada utilizando la siguiente expresion:

flx+ax) -f) _ flx - Ax) -f(x)

Y A.2.19
Fla) = Ax . Ax [ 1

que corresponde al método de aproximacion por diferencias centrales. Aplicando un
procedimiento similar, también podria obtenerse una aproximacion numérica a los valores
de la segunda derivada.

El uso de estas técnicas tiene la ventaja indudable de que permite trabajar sin
conocer la forma funcional exacta de las derivadas de la funcién objetivo. Sin embargo,
siempre tienen un cierto coste en términos de precision,

A.2.7. Un algoritmo especializado: El algoritmo EM

Un algoritmo especialmente efectivo en problemas con datos incompletos (muestras
censuradas o truncadas) o con variables no observables, es el denominado algoritmo EM,
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cuyas propiedades bdsicas se exponen en Dempster et al. (1977) y algunas extensiones en
Ruud (1991).

El problema de datos incompletos puede plantearse suponiendo una variable
aleatoria x con funcién de densidad f(x | 6), ademds se supone que existe una relacion con
una variable y observable. El problema se produce debido a que una observacidn de y no
identifica de forma unica a la x correspondiente, aunque puede estimarse la probabilidad
de que la observacion v haya sido generada por un conjunto de x. Las observaciones de
v se suponen generadas por:

gy | 8) = Lf(x | 6) dx [A.2.20]

Un ejemplo sencillo es el modelo de regresion cambiante (switching regression) con
una estructura:

\2 xf 8, +u,; con probabilidad =

[A.2.21]

7

!

x{B, +u, con probabilidad 1 -=

donde x; son variables exdgenas, que pueden ser no observables, y, es la variable
enddgena, 3,, 3, son vectores de parametros desconocidos y u;,, i, son las perturbaciones
habituales. La probabilidad = es desconocida y tampoco se conoce a que régimen
pertenecen las observaciones.

Los pasos fundamentales del algoritmo EM son el paso E (Esperanza) y el paso M

(Maximizacion), que se llevan a cabo en cada iteracion y que pueden resumirse en:

Paso E: Dado un valor del vector de parametros & y los datos observados y, obtener
estimaciones de x* mediante E(x | y,6), que puede ser una mezcla de funciones
discretas y continuas. Las expresiones a utilizar dependerdn del problema
concreto que se trate.

Paso M: Usando los valores estimados x*, maximizar la funcién de verosimilitud del
problema completo (como si se observaran las x) para obtener #*'. Esta etapa
se llevard a cabo utilizando algin algoritmo de los expuestos anteriormente.

Si la secuencia de estimaciones obtenidas converge, ese punto es un punto
estacionario, generalmente un maximo local, de la funcion objetivo.
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A.3. Datos de los ejemplos del Capitulo 5

Tabla A.1. Datos de Dhillon et al. (1987}, tomados del soporte magnético que acompaita
el libro de Lott y Ray (1992). Las definiciones se encuentran en la Tabla 5.1.

ADI| FI MAR YLD PTS MAT|BA BS FIB CB MC SE MOB|NW LA STL
01362 T30 1738 233 1.50| 38 22 0 ¢ 0 T{™7.36 8.91 3.69
O 13.62 1.50 1.38 2.33 1.50] 38 22 1 0 0 0 1] 7.56 891 3.69
011362 1.50 1.38 233 1.50} 38 22 1 0 0 0 11 7.56 891 3.69
0l 13.62 1.50 1.38 2.33 1.50] 38 22 10 0 0 11 7.56 891 3.89
01 14.00 5.50 1.38 1.75 1.00] 41 16 1 0 ¢ I 41 7.82 12,50 50.93
0j 1400 475 1.38 1.75 1.00| 41 16 1 0 0 1 4] 8.01 17.74 50.44
0 14.00 4.75 1.38 1.75 1.001 41 16 I 0 0 1 41 3.01 17.74 50.44
0l 13.62 1.50 1.38 233 1.50} 38 22 1 0 0 0 1| 7.56 891 369
gf 13.50 2.40 1.59 1.00 1.00| 44 16 I 9 1 1 11717.86 17.12 31.46
0] 13.75 244 145 2.00 0.67( 34 19 1 ¢ 0 1 21 9.10 6.18 40.48
0 14.00 2.45 1.64 1.00 1.00| 44 16 I ¢ 1 0 2| 2.42 5.01 28.81
0] 14.00 245 1.64 1.00 1.00( 44 16 IV 0 2| 2.42 5.01 28.81
0] 13.50 240 1.59 1.060 1.00F 44 16 10 ] 1 11117.86 17.12 31.46
0] 14.00 0.35 L.64 1.25 0.67]| 57 17 11 ] 0 28] 5.62 16.84 22.53
0f 13.90 3.04 1.50 2.03 1.00] 42 20 1 0 1 0 8112.40 0.00 0.00
0f 13.75 2.33 1.45 2,50 1.00] 38 22 1 0 0 ¢ Il 7.56 8.91 3.69
O 13.75 233 145 2.50 1.00] 38 22 1 0 0 0 | 7.56 891 3.69
Of 1375 233 145 250 1.00f 38 22 1 0 O 0 1l 7.56 891 3.69
Gy 13.75 233 145 2.50 1.00| 38 22 1 0 0 0 11 7.56 891 369
Of 13.75 2.33 1.45 2.50 1.00| 38 22 1 0 0 0 11 7.56 891 3.69
0} 13.75 233 145 250 1.00| 38 22 1 ¢ 0 O 1] 7.56 8.9 3.69
11350 2.40 1.59 1.00 1.00! 44 16 I 0 1 | 11117.86 17.12 31.46
1] 13.88 035 2.04 0.83 1.007 39 21 1 1 1 0 21 426 1.20 25.80
1] 13.88 0.35 2.04 0.83 1.001 39 21 1 1 1 0 21 426 1.20 25.80
1] 13.88 0.35 204 0.83 1.00] 39 21 11 1 0 2| 426 1.20 25.80
Il 13.50 2.40 1.59 1.00 L.0O| 44 16 1 0 1 1 11]17.86 17.12 31.46
1 13.30 3.86 1.60 0.74 0.42| 53 16 11 1 0 171 1.98 7.05 0.30
1] 1238 273 140 1.66 0.85] 32 18 1 0 1 0 4| L.11  3.60 (.59
i 12,13 336 160 1.66 0.85( 24 17 0 0 0 O 1} 612 0.28 1.07
111225 3.36 1.60 1.66 0.85| 43 16 1 0 { 0 6 0.88 344 935
111238 336 L.60 1.66 0.85] 30 13 0 1 1 0 1] .36 2.34 11.56
1] §2.38 336 1.60 1.66 0.85| 25 16 0 0 0 Q0 31 0.46 1.37 0.00
1] 12.25 3.36 1.60 1.66 0.85| 26 14 1 1 | 0 51 057 0.75 15.32
11240 3.36 1.60 1.66 0.85] 32 12 0O 1 0 0 31 0.35 Q.69 27.91
1] 12,50 2,10 1.77 0.00 1.00| 27 13 1 0 1 0 1] 0.61 (.17 7.03
1| 13.00 3.61 1.69 181 1.007 27 17 I 0 0 0 41 073 0.25 12.56
111325 361 1.69 434 100} 25 16 1 1 I 0 1|13.57 93.49 86.35
1] 12,25 2.60 1.59 2.55 0.93| 24 16 ¢ 1 1 0 1| 0.48 2.01 38.08
1] 13.00 2,40 1.59 2.00 1.00( 34 9 0 1 1 0 21 017 044 0.34
LE12.50  2.60 1.59 1.27 0.93| 4 12 0 0 1 0 91 046 210 3.04
Pl 12,50 2.60 1.59 255 0.93] 30 18 0 0 0 0 2¢ 0,42 1.55 1812
111250 260 1.59 1.27 093] 35 24 0 1 1 0 Lj 3.20 27.58 0.00
11 13.00 386 1.60 148 1.69| 34 17 1 0 1 0 21 3.43 1.22 26.82
111250 2.60 1.59 2.55 0.93| 355 14 1 0 1 0 61 1.68 571 0.13
1] 13.25 3.86 1.60 148 127 65 6 0 1 [ 0 10 0.07 021 1.23
1] 12.50 260 1.59 1.09 0.93( 27 18 0O 90 0 0 27| 0.19 048 0.52
L 1275 386 1.60 1.48 0.85( 31 20 11 1 0 21072 1.07 11.52
1] 12,13 3.36 1.60 1.66 0.85| 36 16 0O 0 0 90 1| 0.37 1.08 8.62
1| 12,75 3.86 ]1.60 148 0.85] 27 16 0 0 0 O 21 021 097 9.18
1) 12.25 273 1,40 1.24 0.85( 31 12 0 1 i 0 11 0.42 3.03 7.31
131275 260 1.59 0.76 093} 31 15 1 1 0 1f 1.00 0.25 2.40
1] 13.25 2.08 1.50 0.97 1.42| 45 14 1 0 1 0 51 0.79  1.32 14.94
1| 13.50 3.04 1.50 2.03 1.00| 37 12 0 0 l 0 1] 0.26 0.70 1.91
1] 12.25 2,60 1.59 0.69 0.93| 37 14 1 0 1 0 1] 0,75 233 0.80
111275 2.08 1.50 0.49 0.951 32 16 0 0 0 9 L} 0.11 040 9.81
111390 3.04 1.50 2.03 1.00{ 41 18 1 1 1 g 21 0.88 1.22 0.00
11 12.60 3.36 1.60 1.66 0.851 31 16 0 1 1 0 1| 0.60 2.12 3.92
1] 1400 245 1.64 1.00 1.00]| 36 25 o 0 0 ¢ ] 0.44 0.71 0.20
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Tabla A.2. Datos de Pregibon (1981) tomados de la Tabla 1, pag. 709, del articulo
original. Las definiciones se encuentran en la Seccién 5.2.

"VC TTASA™ VOL
T 0855 3V
l 1.090 3.50
| 2.500 1.25
1{ 1.500 0.75
1{ 3.200 0.80
11 3.500 0.70
0l 0.750 0.60
0} 1700 1.10
01 0.750 0.90
01 0.450 0.90
0} 0.570 0.80
ol 2.750 0.55
0; 3.000 0.60
11 2.330 1.40
11 3.750 0.75
1| 1.640 2.30
1| 1.600 3.20
1 1.415 0.85
0] 1.060 1.70
i 1.800 1.80
g1 2.000 0.40
0| 1.360 0.95
0 1.350 1.35
0] 1.360 1.50
1y 1.780 1.60
01 1.500 0.60
1| 1.500 1.80
0] 1.900 0.95
11 0.950 1.90
0f 0.400 1.60
Iy 0.750 2.70
0| 0.030 2.35
0 1.830 1.10
1y 2.200 1.10
1} 2.000 1.20
1] 3.330 0.80
01 1.900 0.95
0] 1.900 0.75
1 1.625 1.30
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