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Si nuestro conocimiento cientlfico fuera perfecto,
seria preciso que comprendiéramos lo que somos, lo
que es el mundo y cuales son nuestras relaciones con
el mismo. Pero nuestra comprension de estas tres

cosas es solo fragmentaria.

Bertrand Russell (1872—1970), El hombre y el medio.
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INTRODUCCION



Presentamos en este documento la exposicion y el andlisis estadistico del de—
sarrollo temdtico de la Teoria de los Determinantes, sus propiedades y primeras
aplicaciones en el marco de la asignatura de Matemdticas I del Curso de Orienta—
cién Universitaria (C.0.U), siguiendo un nuevo método que denominamos Axiomdtico~—

Inductivo.

El documento consta de dos partes. En la primera, integrada por cuatro capitu—
los, se realiza, bdsicamente un repaso de las dos lineas metodoldgicas llamadas

tradicionales y que se siguen en la exposicién de la teoria de los determinantes.

El capitulo 1 pretende dar una visién histérica de los determinantes desde sus

origenes y en el propio 4mbito de la evolucién matemadtica.

En el capitulo 2 se trata de resaltar la importancia del concepto de determi—
nate en el contexto del programa actual vigente de la asignatura de Matemadticas I
del C.0.U. Para ello se presenta una coleccion de cuestiones muy concretas con Su

correspondiente resolucidn.

El capitulo 3 contiene el desarrollo expositivo de la teoria de los determi-
nantes partiendo de las permutaciones simples. Por este procedimiento se ha im—
partido la materia a cuatro grupos de alumnos al realizar la experiencia. En las
referencias a este método en el desarrollo posterior lo nombraremos como Método

Historico.



El capitulo 4, con el que finaliza esta primera parte, contiene el tratamiento
de la teorfa de los determinantes partiendo del concepto de forma multilineal al-—
ternada. En las referencias posteriores lo citaremos como Método Multilineal. En
la materializacién de la experiencia se ha explicado la teoria de los determinan--

tes por este procedimiento a un total de cuatro grupos de alumnos.

La segunda parte contiene el estudio empirico de los datos obtenidos en la

aplicacién del nuevo método y de los tradicionales.

En el capitulo 5, y en su introduccién, se expone una argumentacién de las ra—
zones que nos han impulsado a la propuesta de un nuevo método. Estas han estado
motivadas, fundamentalmente, por la observacién diaria del grado de aceptacion y
de los resultados logrados por parte de los alumnos en los afios de explicaciéﬁ
unica por los métodos tradicionales. Se continda, en este capitulo, desarrollando
el que llamamos nuevo método o Axiomdtico—Inductivo. Se ha expuesto la teoria de
los determinantes, siguiendo este nuevo método a cuatro grupos de alumnos. El 11—
timo apartado de este capitulo estd dedicado a enumerar los objetivos que preten—
demos lograr del seguimiemto del nuevo método asi como a establecer las hipdtesis

de trabajo en el andlisis de los resultados de su aplicacidn.

El capitulo 6 es una exposicién del disefio y metodologia de la investigacidn.
Se describe el tipo de disefio seguido, se detalla el proceso de seleccion de la

muestra y el procedimiento fisico e instrumental seguido.

En el capitulo 7 se materializa el andlisis estadistico de los datos. Comienza
el capitulo estableciendo una descripcién del disefio de experimentos, dentro del
andlisis estadistico, para centrarse en los diseflos factoriales partiendo del

analisis de la varianza.



La segunda parte de este capitulo estd dedicada a la aplicacion del disefio
descritoc anteriormente a los datos obtenidos de las calificaciones de la prueba
sobre los determinantes por los alumnos participantes en la experimentacion. Se
ha establecido un disefio factorial de cuatro factores: Método de ensefianza, Pro—
cedencia, Optativa y Repetidor. Se exponen las razones por las cuales no se in—
cluye el factor sexo, contrariamente a lo que en principio hubiésemos deseado. Se
suple, parcialmente, esta ausencia estableciendo un disefio factorial entre método

de ensefianza y sexo del alumno.

El capitulo termina con la aplicacién de un test de homogeneidad de proporcio—
nes con el cual se detecta el estrato de alumnos en los que incide mas ostensi—

blemente la eficiencia del nuevo método.

En el capitulo 8 se enumeran los resultados de la experimentacién, que nos
muestran una mayor eficiencia del método Axiomdtico— Inductivo con relacidon a los

métodos Histérico y Multilineal.



PRIMERA PARTE: MARCO TEORICO _



CONSIDERACIONES HISTORICAS



Como argumenta Thomas Muir en su obra, posiblemente la mds documentada sobre
la evolucién del concepto de determinante, The Teory of Determinants in the His—
torical orden of Developmentl,, el modo en que el material para una historia de la
teorfa de los determinantes ha sido acumulado es algo similar a lo observado en

otros campos de la ciencia.

A mediados del siglo XVIII uno de los descubridores independientes de tan in—
teresante idea, Cramer, fue lo suficientemente afortunado como para atraer la
atencion tanto de los matemdticos franceses como de los restantes y mds avezados
de los demds paises europeos con dedicacién matemdtica, hacia esta idea en la que

trabajaron de una manera directa durante no menos de setenta afios.

Durante el siglo XIX aparecieron multitud de articulos sobre este aspecto for—
mél de las matematicas, pues los determinantes con su aparicion no representan
una innovacion matemdtica al estilo del Cdlculo Diferencial e Integral o de la
Geometrfa Analitica, ya que, al igual que las matrices, son novedades en el len—
guaje matemdtico que han dado gran fluidez a procesos creativos, incluso muy dis—
pares, dentro de la matemdtica pura y de las disciplinas que se apoyan en ella.

En este sentido nos parece muy oportuna la cita de Laplace, que introduce Morris

1 Macmilland and Co., Limited, London. 1906.



Kline en su obra El pensamiento matemdtico de la Antigiiedad hasta nuestros dias:
"Tanta es la ventaja de un lenguaje bien construido que su notacién simplificada
a menudo se convierte en fuente de teorfas profundas".2

En contraposicién, por ejemplo, con la derivada o con la misma integral que
tienen un significado es si mismas, los determinantes y las propias matrices son
solamente formas nuevas del lenguaje matemdtico cuyos arquetipos corresponden a
ideas que ya se conocfan. Los determinantes transmiten, por tanto, esa idea con
mayor fluidez. La creacién matemdtica no se ha visto afectada de una manera deci—
siva con la llegada de estas herramientas que, sin embargo, han tenido una acep—
tacidn generalizada por su esquematismo y compacidad haciendo el discurso mds es—
tructurado, mas directo, en definitiva mds matemdtico en el sentido mds puro del
término. Es por todo ello por lo que el concepto de determinante y el de matriz,
ahora inseparables, se nos muestran como herramientas imprescindibles en el de—

senvolvimiento de la matemdtica actual siendo, en este momento, t6picos permanen -

2 A propésito  del  lenguaje bien construido como méxima a gue nos invita Laplace
(1749—-1827), distrae inoportuna, mi atenciém al escribir en este dia cdlide de
agosto del 94 y finales de este segundo milenic en que la Posmodemidad es
pura  antigualla, la  noticia solemne que transmitian los  televisores  vecinales,
literalmente:

"Los tipos de interés han bajado quince décimas".

Matemdticamente  ofendido  decidi  comprobar si  tal  desvario  aparecia en la
prensa escrita. Al dia siguiente comprobé en tres diarios madrilefios de la
méixima  difusién, tan celosos  defensores de nuestras  esencias  lingiiisticas, que
Ia  noticia era reproduccién literal de la difundida por la excelente cadena de
television. No he observado ninguna réplica correctora en los  dias  posterio—
res. De wvivir Rey Pastor, brillante académico él, en su segura protesta hubie—
sen tenido los responsables de tales medios la oportunidad de comprobar lo que
debe  entenderse, y  practicarse, como lenguaje  bien  construido  cuya  primera
premisa debe ser no difundir el error, en este caso fruto de .una ignorancia

solo justificable en persona no escolarizada.



tes en toda programacién cuyos contenidos contacten minimamente con el dlgebra
lineal.

Un problema permanente en el quehacer matemdtico del hombre ha sido la resolu—
cién de ecuaciones el cual, de manera natural, nos lleva al planteo y estudio de
los sistemas de ecuaciones. Los sistemas de ecuaciones llamados lineales son
aquellos en que las indeterminadas o incdgnitas son, como mdximo, de primer

grado.

Al encontrar la solucién para sistemas de este tipo los matemdticos se encon-—

traron con [0s determinantes.

Fue Leibnmz (1646—1716) el primero, entre los matemdticos, en reconocer la
fundamental importancia del algoritmo algebraico que constituyen los determinan—
tes con el inicio del estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Intuy6é de
una forma clara algunas de sus mds notables aplicaciones. Estas inquietudes se
las comunico en una carta a I.’Hoépital, manifestindole de una manera categdrica
que el perferccionamiento del Algebra ha de lograrse por la via del cdlculo

combinatorio.

Es muy probable que la urgencia en atender aspectos centrales del Andlisis In—
finitesimal impidiesen que Leibniz se concentrara en el estudio e inmediato desa—

rrollo ‘'de las ideas que poseia sobre los determinantes.

Como en el campo de la combinatoria los caminos estaban suficientemente alla—
nados, otros matemdticos de primera linea centraron su atencidn en las sugerentes

1deas adelantadas por Leibniz.

Tal es el caso de Gabriel Cramer (1704—1752). Fue este profesor de Matemdticas

y Filosoffa en Ginebra quien en 1750 descubre los determinantes en su sentido ri—



guroso siendo, por reconocimiento undnime de los matemdticos que le son contempo—
rdneos, €l verdadero iniciador de esta teorfa. Confirma este reconocimiento la
aparicién en su obra Introduction a l'analyse des lignes courbes algebriques, de
la hoy llamada regla de Cramer para solucionar ecuaciones simultineas de dos,
tres y cuatro incognitas por el método de los determinantes y que fuera, segun se
cree, adelantada por Maclaurin en 1729, si bien fue publicada pdstumamente en su
Treatise of Algebra en 1748. La resefia histérica de este trabajo es Introduction
a U'Analyse des Lignes Courbes algébriques (Pp. 59, 60, 656—659.) Geneve, 1750.
Los trabajos desarrollados en este campo por los matemdticos de la posteridad,

entre otros Laplace, Lagrange, Gauss, Cauchy..., parten de los principios esta—

blecidos por Cramer.

El término determinante, utilizado por Gauss para designar el discriminante de
la forma cuadratica Q(x,y)=Ax2+2Bxy+Cy2, aparecido en la obra de 1801 resefiada
como Disquisitiones Arithmeticae. Auctore D. Carolo Friderico Gauss3, lo aplicé
Cauchy a estos entes matemdticos que habian aparecido con anterioridad en los.
trabajos de otros matemdticos en el siglo XVIII. Posteriormente, el mismo Cauchy

sustituyo la palabra determinante por la expresién fonction alternée.

Centrandonos en la génesis del concepto de determinante, ha de admitirse como
principio undnime el que todos los matemdticos desde Leibniz, cuando querfan
obtener las soluciones generales de un sistema de ecuaciones con un nimero eleva—
do de ellas —este nimero era considerado ya grande incluso para tres—, topaban
con cdlculos extensos, incdmodos y propicios al error; era pues asunto de primera

necesidad el disefiar un método o algoritmo algebraico que les permitiese obtener

3 167 pp. Lips. Werke, 1. (1863), Gottingen.
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las posibles soluciones, asunto éste de absoluta necesidad en diferentes campos

del dlgebra y de la geometria.

Antes de 1678 se inicid ya el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales,

que en notacién usual nosotros simbolizamos en la forma
n
X a1JxJ=b1 i=1,2,...,m
=1

para describir un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas.

Leibniz, en 1693, utiliz6 un conjunto sistemdtico de indices para los coefi—
cientes, que en el caso de un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas con

escritura
a1 Xy tapxy = by

ay Xy t+axgXxy = b2

y donde los subindices de los coeficientes indican: el primero el lugar de la
ecuacién y el segundo la incégnita a que corresponde, para proceder a determinar

los presuntos valores que pueden tomar las incdgnitas x; y X;.

Estos presuntos valores —pueden no existir— resultan de realizar en el sis—

tema el tratamiento algebraico siguiente:

Multiplicando la primera ecuacién por aj; y la segunda por —a;, se tiene

ajjagX tapanXx; = aypb;

—a12821X1 —QA[2820Xp = —ajoby

sumando, a continuacidén, las dos igualdades y agrupando en x; es

{a)1897—a)7391)X] =ageb) —ajHby

11



con lo cual resulta que €s

o = B22D1 21202
1™ 31120, —a) 087

Multiplicando, a contihuacién, la primera ecuacién por —a;; y la segunda por
apy, se tiene
—ay1@iX apdy Xy = —#1b)
ajjyyxyHaanty = apby
y sumando estas igualdades, se obtiene
(a31a22—aj2a21)X2 =21 1by —az1b;

de donde al despejar x; resuita

- ay1by—ap by
2 d)1@2—a12d2)

Las expresiones formales obtenidas para x; y X, originan valores concretos
para estas indeterminadas solo en el caso de que el denominador comin

411ap2—ajay; sea distinto de cero.

La expresién ajjapp—230371, ¥ que en la actualidad escribimos como
ar A
Q1 a2
se llama determinante de segundo orden.
También el propio Leibniz, en un sistema de tres ecuaciones lineales y dos in—
cognitas, eliminé las dos incdgnitas del sistema obteniendo un determinante, que

hoy llamamos resultante del sistema. Cuando este resultante se anula se tiene ga—

- rantizada la existencia de un solo valor para x y un solo valor para y verifi—

12



cando ambos a las tres ecuaciones. El proceso tiene una formulacidén algebraica
del estilo siguiente:

Dado el sistema lineal

apx+apy = a3
ay|X+axpy =
az|X+azy = as;
vamos a eliminar las dos incégnitas x e y obteniendo lo que actualmente
se llama el resultante del sistema, que Leibniz obtuvo en 1693 y que no es
ofra cosa mas que el determinante de la matriz A formada por los coefi—
cientes y los términos independientes del sistema, es decir
a1 412 a3

A=l ay ap a3

3] d3p 2433

En efecto: Multiplicando la primera ecuacién por ay, y la segunda por
—ajy y sumando se elimina la variable, obteniéndose:
(an132—az1312) X =ay33y3 —ayzd3

y por tanto

_ dj3dary—ajpass
d11a32 —a12ay]

Andlogamente, multiplicando la primera ecuacién por —a;; y la segunda

por a;;, se tiene

(a1132—a5237 1)y =a31833 —a;32y]

13



de donde resulta que es

- 211823781339
a33dy2 —-4d12221

Los presuntos valores de x e y, que se acaban de obtener, serdin una
solucién del sistema cuando al ser sustituidos en la tercera ecuacién,

ésta se verifique idénticamente,

Sustituyendo, pues en la tercera ecuacion se tiene:

. a13d2 —a)2d23 _d11d23—a3d)) —a
SMaag —aggayy | 0F Apap—apty)

y operando es

a13a9231 —a12333a31 T 211323337 —A)33p1832 =4a] 1372333 —A123721333

lo cual equivale a escribir

a) 137433 +a;787383) +2a13ap 237 — 1387431 —4a) 223332 —4a 241333 =0

es decir

det(A)=0

En definitiva hemos obtenido, como desedbamos, la anulacion de la resultante.
Lé anulacién de la resultante, como condicién para que tres ecuaciones Simultdi—
neas no homogéneas, con dos indeterminadas, admitan una solucion comiin, expresa
el resultado de eliminar las dos incOgnitas de las tres ecuaciones. Los inicios
de la teoria de los determinantes nos lleva a otro amplio y grave problema, el de
la teoria de la eliminacidn, que se extiende a otros campos y direcciones si bien

utilizard, sistemdticamente, los determinantes como herramienta de cdlculo.
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La regla de su nombre fue dada por Cramer para encontrar los coeficientes de

una conica general con ecuacidn normalizada del tipo
x2+Axy+By2+Cx+Dy+C=0

de la cual se conocen cinco puntos. Utilizé los determinantes con el criterio
actual, es decir, como sumas de productos de elementos uno de cada fila y uno de
cada columna, sin que haya dos o mds de la misma fila o de la misma columna. A
cada sumando le atribuia un signo partiendo de un orden fijado en los factores,
el signo de cada uno de los demds es positivo si se llega a é con un mimero par
de cambios en los factores; cuando el nimero de cambios es impar se le hace
corresponder signo negativo. Un criterio sistemdtico para hacer corresponder el
signo adecuado a cada término del desarrollo de un determinante fue aportado por
Bezout en 1764 en su trabajo Recherches sur le degré des équatios résultantes de
I’évanouissment des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d’employer pour
trouver ces équations®. También fue Bezout quien demostré la propiedad que

diariamente maneja un estudiante del actual C. O. U.:

Es condicion necesaria y suficiente para que en un sistema lineal homogéneo
con n ecuaciones y de n incognitas tenga soluciones distintas de cero, que

se anule su determinante.

En realidad en ese momento no se hablaba de sistema sino de un nimero n de

ecuaciones simultdineas.s

4 Hist. de I'Acad. Roy. des Sciences, Ann. 1764 (pp. 288--338), pp. 291-295.
5 Bezout (1779): Théorie Générale des Equations  Algébriques, §§ 195-223, pp.
171 -187; §§ 252-270, pp. 208--223. Paris.
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Vandermonde, aparte de aplicar los determinantes para estudiar ecuaciones li—
neales simultdneas, en su trabajo de 1771 Mémoire sur [DéliminationS, es quien
comienza a estudiar los determinantes como entes matemdticos en si mismos. En
este sentido se le debe considerar como el verdadero iniciador de esta teorfa.
Descubrié algunas propiedades de los determinantes y adelanté la regla para desa—
rrollar un determinante de tercer orden empleando menores complementarios de se—
gundo orden. Este método fue generalizado por Laplace utilizando menores de un
nimero genérico i de filas y los menores complementarios. Se conoce en la actua—

lidad este procedimiento como Regla de Laplace.

La formulacién de la teoria de los determinantes, en forma casi idéntica a co—
mo hoy la conocemos, se debe a Cauchy. El fue el primero que escribid un determi—

nante de orden tres en la forma de cuadro actual

a1 412 a3
d21 A2 A3

431 a3 3an

No obstante, las columnas o lineas verticales fueron aportadas mds tarde, en
1841, por Cayley. Cauchy hizo un tratamiento sistemdtico de esta teoria
demostrando muchas de sus propiedades o mejorando resultados previos, como es el
caso de la regla de Laplace. Quizd el resultado mds espectacular aportado por
Cauchy sea la propiedad relativa a lo que entonces se denomind producto de
determinantes. Lagrange demostré este resultado para determinantes de tercer
orden considerando las filas como vértices de un tetraedro, (un vértice debia ser
el origen). Esta interpretacion geométrica le debié impedir, posiblemente, la

generalizacién que no logré. La propiedad formulada con lenguaje actual —hemos

6 His. de Pdcad. Roy. des Sciences (Paris), Amn. 1772, 2° partie ({(pp. 516—
532).
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de indicar que los determinantes aparecieron antes que las matrices y es por ello
por lo que en la version de Cauchy se habla del producto de determinantes—
establece que dadas las matrices A=(a;)€ HMLK) Y B=(bij)e M(K) y siendo

C=(cy) la matriz producto de A y B y, por tanto, con

n

= ) by
k=1

se verifica que
det(C) =de:!*.-B) =det(A) - det(B)
(Los matemdticos del momento lo escribieron como |aj|-|by| =|¢j))-

Los matemdticos de la época aplicaron los determinantes no solo a la resoluc—
cibn de sistemas de ecuaciones lineales, sino a una gran parte de las lineas de
trabajo del momento, cuales fueron la teoria de -la eliminacién, los cambios de
coordenadas, el estudio de las formas cuadréticas, {(ya con la ayuda de las matri—
ces), los cambios de variables en la integracion multiple, la bisqueda de expre—
siones canénicas,... o la integracion de sistemas de ecuaciones diferenciales. En
todos estos procesos se encontraron determinantes especiales y nuevas fomas de
calcularlos, estando las investigaciones motivadas unas por los nuevos descubri—
mientos y otras por las demandas de la fisica y los fendmenos naturales, princi—

palmente por los movimientos en el sistema planetario.”

Los problemas geométricos, como la transformacién de un conjunto en un sistema
de ejes rectangulares en otro que tenga el mismo origen, hace presentes los de—

terminantes, bien directamente, bien en la forma de eliminar incégnitas en un

7 Laplace (1772): Recherches sur le calcul intégral et sur le systtme du monde.
Hist. de ['Acad. Roy. des Sciences (Paris), Ammn. 1772, 2¢ partie (pp. 267-367)
pp. 294-304. OFEuvres, viii. pp. 365—406.
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sistema de ecuaciones lineales. Se presentan también los determinantes en las
sustituciones ortogonales que, pese a su importancia matemadtica y como observa
Muir, no atrajo la atencién de los matemdticos alemanes. Los tratados de mecdni-
ca, en el deseo de explicar los movimientos planetarios, son documentos en clave
de Fisica—Matemdtica que se topan con los determinantes o necesitan de ellos para
una justificacidn mds razonada de sus argumentaciones O, en cualquier caso, una
presentacion mas sintética.

Siguiendo la obra mencionada de Thomas Muir, reproducimos, por su interés, los
cientificus y las obras que, en el periodo fundamental para la consolidacién de
la teorfa de los determinantes comprendido entre 1748 y 1840, colaboraron en ma—

yor o menor medida.

1748. EULER. Imtroductio in Analysin Infinitorum. Tomi duo. Lausannae et Genevae

(v. ii. Appendix de Superficiebus).

1770. EULER. Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile.
Novi Commentarii Acad. Petrop., XV. pp. 75—106; Commentationes Arith. Col—
lectae, i. pp. 427—-443.

1772. LAPLACE. Recherches sur le calcul intégral et sur le systéme du monde.
Hist. de ’Acad. Roy. des sciences (Paris), 2¢ partie, pp. 267—376.

1773. LAGRANGE. Nouvelle solutién du probléeme du mouvement de rotatién d’un corps
de figure quelconque qui n’est animé par aucume force accélératrice. Nouv.

mém. de I’Acad. Roy... (Berlin), pp. 85—120.

1775. EULER. Formulae generales pro traslatione guacunque corporum rigidorum.

Novi Commentarii Acad. Ptrop., XX. pp. 189-207.
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1776

1776.

1784.

1802.

1806.

1810.

1811,

1818.

1827.

1827.

1827.

EULER. Novamethodus motum corporumrigidorum determinandi. Novi Commen —

tarii Acad. Ptrop., XX. pp. 208—-238.

LEXELL. Theoremata nonnulla generalia de translatione corporum rigidorum.

Novi Commentarii Acad. Ptrop., XX. pp. 239—-270.

MONGE. Sur P'expression analytique de la génération des surfaces courbes,

Mém. de I'Acad. Roy. des sciences (Paris). [pp. 85—117], p. 114.

HACHETTE et POISSON. Addition au mémoire précédent. Journ. de I’Ec. Polyt.,
cahier xi, pp. 170—172.

CARNOT, L. N. M. Sur la relation qui existe entre les distances respectives

de cing points quelconques pris dans [’espace suivi d’un... Paris, 1806.

LACROIX, S. F. Traité du calcul différentiel er du calcul intégral. 2¢ édi—

tion, i. p. 533...
LAGRANGE. Mécanique analytique. 2° &dit., i. p. 267.

GAUSS. Determinatio attractionis... Commentationes Soc... Gottingensis,

(Classis math.) iv. pp. 21-48; Werke, iii. pp. 331-355.

JACOBI. Euleri formulae de transformatione coordinatarum. Crelle’s Journal,

ii. pp. 188—189; Gesammelte Werke, vii. pp. 3-5.

JACOBL Ueber die Hauptaxen der Flichen der zweiten Ordnung. Crelle’s Jour—
nal, ii. pp. 227-233; Gesammelte Werke, iii. pp. 45—53.

JACOBI. De singulari quadam duplicis integralis transformatione. Crelle’s
Journal, ii. pp. 234-242; Gesammelte Werke, iii. pp. 55—66.
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1828.

1828.

1829.

1829.

1829,

1831.

1832.

1832.

CAUCHY. Sur les centres, les plans principaux et les axes principaux des
surfaces du second degré. Exercices de Math., iii. pp. 1-22;, OEuvres com—

pletes, 2¢ sér. viii. pp. 8§35,

CAUCHY. Discussion des lignes et des surfaces du second degré. Exercices de

Math., iii. pp. 65—120; OEuvres compleétes, 2¢ sér. viil. pp. 83—149.

CHASLES. Sur les propriétés des diamétres conjugués des hyperboloides.
Corresp. Math. et Phys., v. pp. [137—-157} 139—141.

CLAUSEN. Ueber die Bestimmung der Lage des Haupt — Umdrehungs— Axen eines
Korpers. Crelle’s Journal, pp. 383—385; Nouv. Annales de Math., v. pp. 81
—83. |

CAUCHY. Sur P'équation a I’aide de laquelle on détermine les inégalités
séculaires des mouvements des planétes. Exercices de Math., iv. pp.140

—160; OEuvres complétes, 2¢ sér. ix., pp. 172—195.

JACORI. De transformatione integralis duplicis indefiniti... in forman
simpliciorem... Crelle’s Journal, viii. pp. 253-279, 321-357; Gesammelte
Werke, iii. pp. 91—158.

_GRUNERT. Ueber die Verwandlung der Coordinaten im Raume, Crelle’s Journal,
vili. pp. 153—159; Nouv. Annales de Math., v. pp. 414—416.

ENCKE. Ableitung der Formeln von Monge fiir die Transformation der
Coordinaten in Raume. Berliner Astron. Jahrbuch (1832), pp. 305-310;
Corresp. Math. et Phys., vii. pp. 273—-277.
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1832.

1833.

1833.

1835.

1839.

1839,

1840.

JACOBI. De transformatione et determinatione integralium duplicium
commentatio tertia. Crell’s Journal, x. pp. 101—128; Gesammelte Werke, iii.

pp. 159189,

JACOBI De finis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis...

Crell’s Journal, xii. pp. 1—69; Gesammelte Werke, iii. pp. 191—268.
GRUNERT. Supplemente zu Kliigels Worterbuch: Art. "Coordinaten”.

JACOBI. Observationes geometricae, Crell’s Journal, xv. pp. 309-312; Ge—

sammelte Werke, vii. pp. 20—23.

CATALAN. Sur la transformation des variables dans les intégrales multiples.

Mém. couronnés par I'Acad. de Bruxelles, xiv. ii. pp. 1—47.

REISS. Sur les neuf angles que forment réciproquement deux systémes d’axes

rectangulaires. Correspond. Math. et Phys., xi. pp. 119~173.

RODRIGUES. Des lois géometriques qui régissent les déplacements d’un
systtme solide dans Despace,... Journ. (de Liouville) de Math., v. pp.
[380—440] 404 —405.

En esta relacién de trabajos son siete los mds directamente relacionados con

la teoria de los determinantes: dos de Jacobi en 1827, uno de Cauchy en 1829,

tres de Jacobi entre 1831 y 1833 y uno de Catalan en 1839,

Por su invariable actualidad, vamos a mencionar el problema resuelto por Jaco—

bi que permite encontrar la ecuacidon candnica de una superficie de segundo grado,

cuando estd escrita en su forma mds general.
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Jacobi, en su trabajo de 1827, Ueber die Hauptaxen der Fldchen der zweiten
Ordnung8, plantea y resuelve, el problema de transformar una expresion de la

forma
Ax2+By2+Cz2+2ayz+2bzx+2cxy

donde x, y, z son las coordenadas de un punto referido a un sistema de coorde—

nadas oblicuo, en una expresion de la forma

LE24+Mn2+N§2

Esto implica que el asunto directamente buscado son los nueve coeficientes que

dan cada una de las coordenadas originales en funcién de las nuevas.

E!l momento mds espectacular, y a la vez curioso, lo representa el afio 1812 que
registra solo dos nombres como aportadores de resultados, en este caso definiti—
. vos, en la teorfa de los determinantes. Nos estamos refiriendo a Binet y a Cauchy
quienes con dos memorias de contenidos pricticamente idénticos, y presentadas in-—
cluso en la misma fecha, se adelantaron a resultados que de suyo deberian haber

llegado afios mds tarde.

La memoria de Binet tiene la siguiente resena: Mémoire sur un systéme de

formules analytiques, et leur application a des considérations géométriques.

Journ. de I’Ec. Polyt., ix. cah. 16, pp. 280—302,...

La de Cauchy, aparece como: Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir
que deux valeurs égales et de signes contraires par suite des transpositions

opérées entre les variables qu’elles renferment. Journ. de I’Ec. Polyr., x. Cah.

17, pp. 29—112. OEuvres (2) i.

8  Creile’s Journal, ii. pp. 227-233; Gesammelte Werke, iii. pp. 45-53.
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El fundamento de ambos trabajos es el mismo y a nosotros nos interesa resaltar
que de ellos se tiene que un determinante es una suma de productos, cada uno de

ellos con un signo obtenido con un criterio preestablecido.

Ambos son conocedores de sus trabajos manteniendo comunicacion sobre los mis—
mos, por lo cual la coincidencia en su presentacidn resulta menos sorprendente.
Este intercambio de opiniones lo resefia T. Muir y es asi de esclarecedor: Asi

habla Binet sobre el asunto que le ocupa:

Ayant eu derniérement occasion de parler a M. Cauchy, ingénieur des ponts et
chaussées, du théoréme général que j'ai énoncé ci—dessus, il me dit étre
parvenu, dans des recherches analogues a celles de M. Gauss, a des théorémes
d’analyse qui devaient avoir rapport aux miens. Je m’'en suis assuré, en je—
tant les yeux sur ces formules: mais j'ignore si elles ont la méme généra—
lité que les mennes: nous y sommes arrivés, je crois par des voies trés—

différentes.
Cauchy, por su parte, lo corrobora asi:

J'avais rencontré 1'été dernier, a Cherbourg, ou j'érais fixé par les
travaux de mon état, ce théoréeme et quelques autres du méme genre en cher—
chant a généraliser les formules de M. Gauss. M. Binet, domt je me félicite
d’étre ami, avait é1é conduit aux mémes résultars par des recherches dif—
Jérentes. De retour ¢ Paris, j'étais occupé de poursuivre mon travail,
lorsque j’'allai le voir. Il me montra son théoréma qui était semblable au

mien. Seulement il désignait sous le nom de résultante ce que j'avais appelé

déterminant.
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Cauchy prologa su memoria con otra, titulada Sur le nombre des valeurs qu’une
fonction peut acquérir lorsqu’on y permute de toutes les maniéres possibles les

quantités qu’elle renferme.

Todo ello le permite introducir el concepto de determinante como una clase de
funciones. Las que €l denominG fonctions symétriques alternées. Primero lo hizo
para funciones simétricas alternadas de segundo y tercer orden, generalizdindolo

acontinuacién para orden n cualquiera.

Hemos de observar también que en esta memoria es donde aparece el teorema, ya

mencionado, sobre el determinante del producto y que presenté asi:

Lorqu'un systéme de quantités est déterminé symétrquement au moyen de deux
autres systémes, le déterminant du systéme résultant est toujours égal au

produit des déterminants des deux systémes cOmposans.

- Para orgullo de la cultura francesa, en el periodo comprendido entre 1693 y
1812, son de esta nacionalidad los matemdticos que mds brillantes aportaciones
realizaron a la teoria de los determinantes. Los nombres de Bezout, Vandermonde,
Laplace, Lagrange, Monge, Binet y Cauchy, estdn ligados a las aportacionnes mds
notables, copando incluso el campo de trabajo sin dejar ninguna aportacion de re—

lieve a los investigadores contempordneos de otras nacionalidades.

El afio 1841, en cuanto al avance del estudio de los determinantes, presenta
una situacién paralela a la del afio 1812. Los avances mas notables corespondieron
entonces a solo dos matemdticos, Binet y Cauchy. Ahora son también dos matemati—
cos los que aportan, exclusivamente, las monografias mds meritorias: Cauchy y Ja—
cobi. Es preciso observar que Cauchy, habiendo nacido quince afios antes que Jaco—

bi, sin embargo le sobrevivié en seis. Jacobi contribuye en 1841 con una monogra—
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ffa comparable a la de Cauchy de 1812, en tanto que la de Cauchy de 1841 tiene
todas las espectativas de un matemdtico adelantado a su propio tiempo.

Las aportaciones de Cauchy en este afio estdn resefiadas asi:

Note sur la formation des fonctions alternées qui servent a résoudre le
probleme de [I’élimination. Compres Rendus... Paris, xii. pp. 414—426;

OEuvres complétes d’Augustin Cauchy, 1t Sér., vi. pp. 87-90.

Note sur les diverses suites que Pon peut foprmer avec des termes donnés.
Exercices d’analyse et de phys. math., ii. pp. 145—150; OEuvres complétes,

2¢ Sér. xil.

Mémoire sur les fonctions aternées et sur les sommes alternées. Exercices
d’analyse et de phys. math., ii. pp. 151—159; OFEuvres complétes, 2° Sér.

xii,

Mémoire sur les sommes alternées, connues sous le nom de résultantes.
Exercices d’analyse et de phys. math., ui. pp. 160—176; OEuvres complétes,

2¢ Sér. xii.

Mémoire sur les fonctions différentielles alternées. Exercices d’analyse et

de phys. math., ii. pp. 176—187; OFEuvres complétes, 2¢ Sér. xii.

Estos trabajos de Cauchy adentran la teorfa de los determinantes en el campo
del andlisis combinatorio considerando la paridad de las permutaciones, la gene-
racion ciclica de otras a partir de una dada y, en definitiva, un criterio idgico
~ de atribuir adecuadamente el signo que debe corresponder a cada término del desa—

rrollo de un determinante.
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Por otra parte, haciendo uso de la que hoy llamamos regla de Cramer, Cauchy
nos muestra la manera de resolver sistemas de ecuaciones lineales simultineos con
el mismo nimero de ecuaciones que de incOgnitas, mediante la consideracion de

ciertos determinantes:

Dadas las ecuaciones simultdneas

a1x+b1y+clz = E
Hx+byy+coz

I
=

azx+bsy+csz

que permiten obtener las tres variables £, %, { en funcién de las otras
tres X, y, z. Si existe soluciébn para cada sistema anterior, se podrdn
expresar las tres variables x, y, z por medio de las £, n, ¢ lo cual

origina el nuevo sistema,

]
Ay Aj Ay
X = —§& + gt
AN
By By Bs
4 = _ - +_. _l.._
y A § A {
Ci, G G
7 = = +w. +_.
A E A n A g-
\

en el cual A es el llamado determinante del sistema original y A, B,
Ci, Ag,... son los cofactores en A de ay, by, ¢y, ay,... respectivamente.
Multiplicando los determinantes de los dos sistemas se obtiene el deter—

minante de las cantidades

lo cual fue generalizado con la siguiente afirmacién:
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Si n varigbles Xy, Xy,..., Xp, étant liées & n autres variables vy,
Y2,-., ¥n» Par 0 équations linéaires, on suppose les unes exprimées en
Jonctions linéaires des autres, et réciproquement; les deux résultantes
(determinants) formées avec les coefficients que renfermeront ces fonc—
tions linéaires dans les deux hypothéses, offriront un produit équivalent

a Dunité.

La propiedad anterior es el adelanto del conocido resultado del algebra lineal

moderna:

Todo endomorfismo f en un K —espacio vecrorial n—dimensional E, cuya ma—
triz asociada M, en una base @, es regular, tiene asociado otro endomorfis—
mo f"l, llamado reciproco de f, cuya matriz asociada en la misma base B
es, precisamente, ML Ademds se verifica que la matriz asociada al endomor—
fismo composicion fof~l=f-lof=idg es M~ LM=1 (siendo 1 la matriz

unidad de orden n). Como consecuencia es.

detM ™ L-M) =detM 1) derM) =der() =1

Los resultados de Jacobi de 1841 aparecen resefiados como:

De formatione et propietatibus Determinantinm. Crelle’s Journal, xxii. pp.

285-318; Werke, iii. pp. 355—392.

Jacobi, que estaba al corriente de los trabajos de Cramer, Vandermonde, Be—

zout, Laplace, Gauss, y Binet tiene, sin embargo, en Cauchy su principal fuente

de inspiracién.

De todos los contempordneos de Cauchy es Jacobi quien manifiesta una mayor

evidencia de haber leido y asimilado la famosa memoria de 1812.
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Es importante resaltar que, en cierto aspecto, la memoria de Jacobi no es mds
que la introduccién a otras dos de mayor importancia, tratando ambas una clase
especial de determinantes del tipo posteriormente asociado con su nombre. Una
lleva por titulo De determinantibus functionalibus. Ocupa cuarenta y una péginas
(319-359) en la memoria general. La otra, con el tittulo De functionibus alter—
nantibus earumque divisione per productum e differentiis elementorum conflatum,
trata de aquellos determinantes, primeramente considerados por Cauchy, en los
cuales los miembros de un conjunto de indices representan potencias y a los
cuales el nombre alternants fue el que se le asigné después. Esto ocupa doce pd—

ginas (360—371).

Las tres memorias agrupadas constituyen un excelente tratado del tema y son
conocidas por su marcada influencia en propagar un mejor conocimiento del asunto
entre los matemdticos. De este modo Jacobi ha pasado a la posteridad con el méri—
to, compartido con Cauchy, de ser el padre de la teoria de los determinantes. El
fﬁanejo usual que ho& hacemos de los determinantes es el mismo que ellos
establecieron salvo algunos matices de notacién y, por supuesto, los logros pro—
pios de la teoria asi como muchos determinantes especiales que pertenecen a su
posteridad. Los determinantes llamados jacobianos, con todas sus notables aplica—
ciones, son actualmente tépicos imprescindibles dentro del Algebra Lineal y del

Andlisis Matematico.

En la mencionada memoria de Jacobi sobre los determinantes funcionales, consi—
dera n funciones u,uy,...,u; siendo cada una de ellas, a su vez, funcién de
las. » variables xy,X3,...,X,, Yy se pregunta sobre la posibilidad de eliminar las
variables  x; mediante la obtencién de una ecuacion que relacione a las .
Cuando no es posible obtener esta ecuacién se dice que las funciones u; son

independientes. La conocida respuesta a la cuestion es que si se anula el ja—
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cobiano de las u; con relacién a las x; entonces se dice que las wuj son li—
nealmente dependientes.
Establece también el teorema relativo al producto de los determinantes jaco-—

bianos y que dice:

Si  24,29,...,2, son funciones de otras n, yi,¥2,..., Yn, Y €stas lo son a su
vez de las  X%y,X9,...,X,, entonces se verifica que el jacobiano de las
funciones z; respecto de las x; es igual al producto del jacobiano de
las funciones z; respecto de las 'y, por el jacobiano de las y;

respecto de las x,.

Ademds, Jacobi descubrid la férmula para obtener la derivada de un determinan—
te cuando cada uno de sus elementos son funciones de una variable. Si es
A=(ay) € My(K) donde aj=a;(t) y siendo de(A)=|A| y Ay el menor

complementario del elemento a;;; se verifica que:

diA diA| da;
1Al =Ajj | _—_EAij._—a_‘:l
da;; dt y dt

Ya hemos mencionado anteriormente cémo los determinantes se presentan en cam-—
pos ajenos al del dlgebra. Un caso concreto es el de su utilizacion en el cambio
de variable para el cdlculo de una integral miltiple. Los primeros resultados,
que son casos particulares, fueron descubiertos por Jacobi hacia 1832. El resul—
tado general, tal y como se utiliza en el andlisis actual, en el caso de la inte—

gral triple es:

” f(x,y,z)dxdydz

si se realiza el cambio de variables dado por
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x=x(u,v,w) , y=y@v,w) , z=z(u,v,w)

la integral adopta la forma

fu f fy
JJJg(usvyw) Bu Ev Ew dudvdw
h, h, hy

donde
g(u’v’w) =f(X(ll,V,W),Y(U,V,W),Z(U,V,W))

El determinante funcional que aparece en la integral anterior es el Hlamado jaco—

biano de x,y,z respecto de u, v y w.

El resultado general corresponde a Eugene Charles Catalan (1814-—1849) y que

presentd en la memoria de 1839 de la cual ya hemos hecho mencidn.

Siguiendo a Cauchy y Jacobi hemos dejado resultados anteriores de notable im-—
portancia sin mencionar; tal es el caso de Heinrich Ferdinand Scherk quien en
1825 en su obra Marhematische Abhandlungen enriquece la teoria de los determinan—
tes con nuevas propiedades. Entre ellas el valor de un determinante de una matriz
triangular como producto de los elementos que estdn sobre la diagonal principal,
que un determinante es nulo cuando tiene una fila que es combinacidn lineal de
otras filas, la regla de multiplicar un determinante por un ndmero, o las reglas

para sumar dos determinantes que tienen una linea en comun.

Los tratados previos de importancia sobre el tema, conocidos por Scherk, son
los de Cramer y Bezout de 1764, los de Vandermonde y Bezout en 1779, los de Hin—

denburg y Rothe.
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La parte esencial de la memoria presentada por Scherk en 1825, citada ante-
riormente, estd dedicada a elaborar una extensa y detallada demostracion de la
regla de Cramer por el llamado método de induccién matemdtica. En la propia expo—
sicién demuestra ciertas propiedades de las llamadas entonces funciones de Cramer

(mds tarde determinantes) y que ya hemos indicado anteriormente.

El proceso seguido es el de partir de una ecuacién con unma incégnita, luego
dos ecuaciones con dos incdgnitas, tres ecuaciones con tres incignitas, conecta—
das en forma de sucesion; de tal forma que la solucién de cada caso se utiliza
para obtener la del siguiente. De suponer resuelto, mediante la regla de Cramer,
un sistema con n ecuaciones y n incdgnitas, demues'ra la validez de la misma

para el caso de n+1 ecuaciones y n+1 incdgnitas.

Quien mds empefio demostré por hacer una teoria propiamente dicha de los deter—
minantes fue el singular y polifacético James Joseph Sylvester (1814—1897), de—
dicando a su estudio, de una forma mds o menos directa, aproximadamente cincuenta
afios. La sociedad de la época fue muy injusta con este hombre, dotado de gran in—
genio y con capacidad de encontrar aspectos matemdticos y aplicaciones en lugares
insospechados antes, y a quien, por razones de ascendencia, se le impidi6 acceder
con la prontitud que merecia al puesto de profesor, que apetecfa, en la universi—
dad de Cambridge. Esta circunstancia le obligé a realizar otras actividades hasta
qﬁe fue nombrado, en 1876, profesor de Teoria de Invariantes, —por ¢l mismo
aportada a las matemdticas— en la universidad americana Johns Hopkins. Con
Sylvester se inicia la investigacion en matemdtica pura en los Estados Unidos y
fund6 para la divulgacion de los descubrimientos el American Journal of

Mathematics.
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Con ganado prestigio ante los matemdticos de la época —era intimo amigo de
Cayley— regres6 a Inglaterra en 1884 donde, en forma tardia, se reparé parcial—
mente la injusticia al ser nombrado profesor de la universidad de Oxford. Contaba
setenta afios y ocupdé este puesto, con la brillantez que le era propia, hasta su

muerte.

Se dice que Sylvester era un profesor de exposicion apasionada suscitando es—
timulo en sus alumnos. Impregnaba de gran vivacidad a su discurso, impreso en
términos de nueva matemdtica y con lenguaje brillante. Aporté nueva terminologia
al lenguaje matemdtico relacionando campos tan dispares como la teorfa de inva-—
riantes y la mecdnica. Tenfa sorprendentes intuiciones sobre nuevas propiedades
que en algunos casos eran incorrectas, pero la mayoria de ellas contribuyeron a

ensanchar el campo de la matemdtica conocida.

Las aportaciones mds notables de Sylvester a la teorria de los determinantes

. sont las que contienen las siguientes memorias.

1839. On Derivation of Coexistence: Part 1. Being the theory of simultaneous
simple homogeneous equations. Philosophical Magazine, xvi. pp. 37—43;

Collected Math. Papers, i. pp. 47-53.

1840. A method of determining by mere inspection the derivatives from two
equations of any degree. Philosophical Magazine, xvi. pp. 132-135;
Collected Math. Papers, i. pp. 54—57.

1841. Examples of the dialytic method of elimination as applied to termary
systems of equations. Cambridge Math. Journ., ii. pp. 232-236; Collected
Math. Papers, i. pp. 61—65.

32



En la memoria de 1840 plantea Sylvester el problema siguiente: a partir de las
ecuaciones
axt + ap.xth 4+ o+ ax +a, =0

bpx® + by _xm-1 + 4+ bx +bg =0

se trata de establecer las reglas que nos permitan alcanzar tres diferentes

objetivos:
(1) Una regla para eliminar la incégnita x.

(2) Una regla para encontrar la primera resultante de pnimer grado y que sea de

la forma Ax—B=0.
(3) Una regla para encontrar la primera resultante de cualquier grado.

El primero de ellos conlleva el proceso conocido posteriormente con el nombre
de método dialitico del que, por aportaciones anteriores de otros matematicos

como Bezout, solo se necesitaba ya una parte del mismo.

La descripcion del método que permite llegar a la resultante de las dos ecua—
ciones, condicién equivalente a que ambas ecuaciones tengan una raiz comtin, es la

siguiente segiin Sylvester:

Se forma la progresion a de coeficientes en m lineas (m es el grado de
la segunda ecuacion) y de forma andloga la progresion b de coeficientes en
n lineas (n es el grado de la primera ecuacién) del siguiente modo: Afiadi—
mos m—1 ceros a la derecha de los términos de la progresiébn a de coe—
ficientes de la primera ecuaciéon. (Esta es la primera fila de una disposi—
cion cuadrada que acabaremos obteniendo).” La segunda fila se obtiene. afia—

diendo m—2 ceros a la derecha y llevar uno a la izquierda. Se repite el
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proceso hasta que todos los m—1 ceros son colocados a la izquierda no
quedando ninguno a la derecha. Cada una de las m filas as{ formadas estd
escrita debajo de otra diferente.

Escribimos, ahora, n filas mds con la progresion b de coeficientes de la

segunda ecuacién distribuyendo n—1 ceros entre la derecha y la izquierda.

Estas n filas debajo de las m obtenidas anteriormente repressentan una
configuracién cuadrada (hoy una matriz) con m+n términos de profundidad

(filas) y con m+n términos de anchura (columnas).

La anulacién del determinante obtenido es la condicidn necesaria y suficien—

te para que las dos ecuaciones tengan una raiz comin.

Asi, por ejemplo, para eliminar x de las ecuaciones

azxd + 2x2 + a;x + a5 =0

b2X2 + blx + Ibo = 0
formaremos el determinante de orden 243

a3 a; a; a O
0 a3 a a a
by by by 0O O

0

0 b, by by

Igualando a cero este determinante se tiene una ecuacién en la que no

aparece la incognita x y que es la resultante de la eliminacién.
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Cauchy, en su memoria de 1840, Mémoire sur ['élimination d’une variable entre
deux équations algébrigues®, demuestra que el método de Sylvester conduce a los

mismos resultados que los métodos, ya conocidos, de Euler y Bezout.

Los determinantes despliegan toda su fuerza como operadores algebraicos cuando
se alian con el concepto de matriz. Actualmente en cada proceso pertinente
hablamos del determinante de una matriz. Las exposiciones docentes se realizan en
ese Sentido. Los determinantes son un apéndice de algo mds general, en una visién
mds estructural del dlgebra moderna, cual es la teoria de las matrices. Sin em-
bargo, es preciso recordar que fueron los determinantes con su configuracién
plana en forma de cuadrado, quienes propiciaron la aparicién de las matrices. En
cierto modo las matrices se manejaban incluso antes de ser definidas como entes

matemadticos en si mismos.

9 Exercices d’analyse et de phys. math., i. pp. 385-422; o OFEuvres complétes, 2¢
Sér. xi.
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IMPORTANCIA DE LOS DETERMINANTES EN

LA ASIGNATURA DE MATEMATICAS I



1.—

En este apartade se presentan algunas  cuestiones  muy
concretas, que pretenden  mostrar la  importancia  opera--

tiva de los determinantes en nuestra asignatura.

Ecuacion de una recta en el plano cuando se conocen dos puntos de la misma.

Sea la recta r determinada por los puntos Py(x(,y;) y Pafxp,y2) dados por

sus coordenadas en un sistema cartesiano de referencia con ejes rectangulares.

X=X| _¥y—%1

La ecuacién de la recta, en forma continua, es r =
X2—X1 Y27Y1

M

. Operando en la
proporcidn se tiene (x—x1)(y2—yp=(y—yy)'(Xp—Xy), de donde resulta Ja igualdad

Xy)+Xoy+X;¥2 —Xy2 —X1y —X2y; =0.

En virtud del desarrollo de un determinante de orden tres, la igualdad anterior

se escribe con mayor comodidad en la forma:

1 1 1
X X1 X2 =0
y Y1 ¥

De esta manera y a modo de ejemplo, la ecuacién de la recta que contiene a los

puntos Py(3,—1) y P,(1,4) resulta inmediata de la igualdad:

1 1
X 3 =0
y -1 4

obteniéndose la ecuacion cartesiana o general Ax+By+C=0.
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2.—

Determinese m para que los vectores u=(m,—32); v=(2,3,m) y w=(4,6,—4)

generen, en el R—espacio vectorial R3, un subespacio vectorial de dimensién 1.

Solucion:
Sea S=f({ﬁ, v, ‘_V}) el subespacio engendrado por los vectores dados.

Dim(S)=1 & rang{ﬁ,?,i?} =1, y por tanto todo menor M de orden igual o mayor que
dos en la matriz A, formada por las coordenadas de los vectores u, v, y W

H

tiene que ser cero.

m 2 4
Como es A=| -3 3 6 |, tiene que ser |A|=0. Calculando:
2 m —4
m 2 4 m 2 2 m 2 0
Al =|-3 3 6 |=2|-3 3 3 ]=2]-3 3 o |-=
2 m —4 2 m -2 2 m —2-m

= 2¢(=2-m)(3m+6)=—6-(m+2)2

se tiene que |A|=0 & m=-2.

-2 2 4
Con m=-2 la matriz A de los vectores dados es A=| -3 3 6 |, enlaque
2 -2 -4

solo un vector es linealmente independiente, por ejemplo v=(2, 3, —2).

Conclusion: dm(S)=1 & m=-2,

38



3.—-

- 3
0 -a -a -a
_ a 0 -a -a 3 .
Calcular el rango de la matriz A= , segun los diferentes
a a 0 —a
a a a 0
. J

valores reales de a.

Solucion:

Como A es una matriz cuadrada se calcula su determinante.

0 —-a -—-a -a
Al a 0 —-a -—a sumando a la segunda columna la primera por —1
- a a 0 —a y a la tercera columna la segunda por —1
a a a 0

= = desarrollando por la dltima fila
a 0 —a -—a : ' .

—a 0 —a
= —a| —-a —a —a| = sumando a la tercera columna la segunda por —1
0 —-a -a
-a 0 —a
= -~a| —a —a 0 = desarrollando por la tercera columna
0 -a
—a —a
= (~a)(~ay =
—a
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Del cédlculo de |A|, y de la propia configuracion de A, se deduce que:

Sies a#0 se tiene que rg(A)=4.

Sies a=0 se tiene que rg(A)=0.

A veces el método de los determinantes se combina con otros para obtener el

rango de una matriz como muestra el siguiente ejemplo.

0 —-a -«
Calctilese el rango de la matriz M=|a 0 —a |, segun los valores reales de
o o 0

Solucion:

Por observacién de la matriz M se encuentra la relacién, 3°C=1*C(—-1)+2*C(1) es

decir que la tercera columna es combinacién lineal de la primera y segunda in—

dependientemente del valor de «. Por esto podemos afirmar que rg(M)=rg(M;),
0 -«

siendc M;=| «o 0

(4 (4]

Ademds, en la matriz M;, se verifica que 3*F=2%F(1)+1*F(—1), por lo que se
0 -—w

tiene la igualdad rg(M;)=rg(M,), siendo M,= . En definitiva el rango
o 0

de la matriz inicial M es el mismo que el de la matriz M,, para todo valor de-

«. Considerando que det(A)=a2 se tiene, en conclusién, que:

Si a#0 es rgM)=2, ysi a=0 es rgM)=0.
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5.~

Demuéstrese que si A es una matriz antisimétrica de orden n, siendo n impar,

se verifica que det(A)=0.

En efecto:

Si es A antisimétrica, entonces A=-A‘=(—1)-At. Tomando determinantes en la

igualdad anterior, se tiene:

Al=1(=1A' | =(=D™ |A| =(=1)-|A] ==|A|

De la igualdad |Aj=-—|A| se tiene que 2-|A|=0, y, en consecuencia, |A|=0.

Determinese, si es posible, un valor para N tal que el vector u=(1,2,N)
pertenezca al subespacio vectorial, de R3(R), engendrado por los vectores

v=(1,1,1) y w=(2,1,-1).

Solucion:

Sea S el subespacio que engendran Vv y w. El vector u pertenece a S
cuando existan dos nimeros reales « y £ verificando que u=o'V+8-w, y como Vv
y W son linealmente independientes debe ser rg{E,V,W} =2. Esto equivale a

afirmar que es:

1 2 1
rg| 1 1 2 |=2
I -1 «
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7.—-

1 2
y, COMO €8 #0, tiene que ser 1 1 2 |=0.

1 1

Desarrollando el determinante anterior haciendo, previamente, ceros en la primera
columna sumando a la primera fila la segunda multiplicada por —1 1y a la tercera

fila también la segunda por —1, se tiene:

Desarrollando por la primera columna es =0 dedondees 2—a+2=0 y,

en consecuencia, o=4.

La teoria del rango, utilizando det_errhinantes, permite obtener las ecuaciones
implicitas de un subespacio vectorial. Esto lo vamos a analizar con el siguiente

ejemplo.

Hdllense wunas ecuaciones implicitas del subespacio vectorial S, que en el
]R—espa'cio vectorial ]R3,. engendran los vectores u=(1,2,—-1) y v=(1,1,1).
Solucién:

Todo vector w={(x,y,z) € S ha de ser tal que rg{'ﬁ,V,v_v} =2, ya que los vectores

u y Vv son linealmente independientes y W tiene que ser combinacién lineal de

ellos.
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La condicién anterior equivale a decir que:

1 1 X
gl 2 1 y =2
-1 1 z
1 1
y como es #0, debe verificarse que:
2 1
1 1 X
2 1y |=0
| -1 1 z

y de donde se tiene =(0. Operando resulta una sola ecuacién implicita
2 Z—X

del subespacio 3x—2y—z=0.

Es preciso recordar que el nimero minimo de ecuaciones implicitas que tiene un
subespacio vectorial viene dado por la diferencia entre la dimensién del espacio,

que le contiene, y la propia dimension del subespacio.
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8.— Estudiese el sistema de ecuaciones siguiente segun los valores de a:

x-cosa + y-sena = 1

x-sena — y-cosa = 1
Solucién:

cosa  sena
Considerando la matriz de coeficientes M= se verifica que
sena  ~—cosa
dct/M)= —(cos2a+sen2a)=—1. Este sistema es de Cramer cualquiera que sea el valor
de a. Una manera de obtener la solucidn, para cada valor de a, es aplicar la

regla de Cramer, siendo:

1 Sena
A I —cosa —C0SA—SeNA———.—-.-r—.
X = X = = 2 LT = senatcosa
A cosa  sena -1
sena  —cosa
sena 1
A —cosa 1 _
y = N = = _‘osa—_sena Sena—cosa
A cosa  sena -1
sena  —cosa
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9.— Estidiese para qué valores de a, b y ¢ es de tipo Cramer el sistema

Xx+y+z=a
xX+y+tz=b
X+ty+z=¢

Solucion:
1 1 1

Como el determinante general del sistema es A=| 1 1 1 |=0, el sistema nunca
1 1 1

es de Cramer cualesquiera que sean los valores de a, b y c.

10.— Hdllense los valores de a para los cuales el sistema lineal homogéneo siguiente

tiene soluciones diferentes de la trivial.

i

@+l)x + y — 2z

X +ay + z
2x+y —z =90

Solucion:
A a+1 1 -2
El determinante generales A=] 1 a 1 |=a‘(2—a). Cuando sea a=0 6 a=2,
2 1 -1

el sistema, que es compatible por ser homogéneo, es indeterminado, con lo que

presenta infinitas soluciones distintas de la solucién nula.
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11.— En el espacio vectorial real de la geomerria tridimensional V3, considerada la
base ortonormal @B z{'ﬁl,ﬁz,ﬁ;;}, el producto vectorial de los vectores

X=xX;U;+XU,+X3l3 € Y=y, +yur+y3us es un vector que se representa mediante el

u Uy
determinante  simbdlico XAY=| X; X3 X3 |, con la obligacion de ser
Yi ¥Y2 Y3

desarrollado por los elementos de la primera fila.

Si consideramos un tercer vector Z=z;u;+ZUy+z3u3, €l producto mixto de los
vectores X,y y z también estd dado por un determinante, siendo:
Xl X2 X3
XFAD=[XYZI=|y1 Y2 VY3

1 I 13

Cuando dos vectores no son nulos y su producto vectorial es nulo significa que el
determinante simbdlico es nulo lo que significa que los vectores son de componen—

tes proporcionales, lo que geométricamente significa que son paralelos.

A su vez si tres vectores son no nulos y su producto mixto es nulo, significa que
en el determinante existe combinacién lineal entre sus filas y en este caso los

vectores son geométricamente coplanarios.
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Como consecuencia de lo anterior se tiene:

12.— Ecuacién del plano cuando se conocen tres puntos, no alineados, del mismo.

Sean A(ag,a,as), B(by,by,b3) y C{cq,co,c3) tres puntos del espacio afin tri—
dimensional Aj, dados por sus coordenadas en una referencia ortonormal y que

forman tridngulo.

La ecuacidn del plano que definen se obtiene considerando que un punto genérico
del mismo P(x,y,z), debe ser tal que los vectores AP, AB y AC han de ser co—

planarios o de producto mixto nulo. Esta condicién se escribe asi:

X—a4 y—ar Z—aj

[AP,AB,AC]=det(AP,AB,AC)= b1~—a1 b2--a2 b3-—a3 =0

Ci—7a; C—ay C3—a43

La ultima igualdad es equivalente a la siguiente, que es de mas ficil recuerdo:

Desarrollando este determinante se llega a una ecuacién del tipo
Ax+By+Cz+D=0
que es la llamada ecuacién implicita, o general, o cartesiana de dicho plano.

Ejemplo: Encuéntrese la ecuacién del plano que definen los puntos A(2,2,—2),

B(2,-2,2) y C(-2,2,2).
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Escribiendo para este caso la igualdad anterior, se tiene:

1 x y z
1 2 2 -2
=0
1 2 =2 2
1 -2 2 2

Si en este determinante restamos la segunda fila a cada una de las

demds tenemos:

Desarrollando por la primera columna se tiene esta otra igualdad:
x=2 y—2 z+2
(=D-y O —4 4 |=0
-4 0 4

Prescindiendo del factor (—1), queda:

x=-2 y—2 z+2
0 —4 4 |=0
—4 0 4

Finalmente si se desarrolla este determinante por los elementos de la

primera fila se consigue la igualdad:

—16(x—2)—16(y—2)—16(z+2)=0
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Simplificando en ella resulta la ecuacion pedida del plano:

x+y+z—2=0

13.— Dadas las rectas r y s en el espacio, que no son paralelas, para decidir si

se cortan o se cruzan, se emplea un determinante procediendo del siguiente modo:

Sean A(a;,a,a3) y B(by,bp,b3) dos puntos arbitrarios, uno en cada recta, y
u=(uj,up,u3) y V=(vy,v9,v3) vectores direccionales respectivos de r y .

Considerando el determinante de los vectores u, v y AB, se tiene:

uj 15 U3
» Si det(u,v,AB)=| v, vy vy |=0 los tres vectores son

byj—a; bp—ap bz—as

linealmente dependientes y, por tanto, las rectas se cortan.

uj up U3
» Si, por el contrario, es det(u,v,AB)=| v, vy V3 #0 entonces

bj—a; by—a; bz—ay

las rectas se cruzan.

Ejemplo: Decidase la posicién relativa de las rectas:

y= X=1 _y+2_z g = X=2 _y+l _2-1
i -2 1 Z 1 3
Solucion:

Las rectas no son paralelas pues dos vectores directores respectivos

son u=(1,—-2,1) y v=(2,1,3). Considerando punto A(1,-2,0) en la
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recta r y el punto B(2,—1,1) en la recta s, se tiene el vector

AB=(1,1,1) con lo que es:

1 -2 1 1 -2 0
det@,v,AB)=[2 1 3[=|2 1 1 |=-3
1 1 1 1 1 0

Las rectas r Y § S§€ cruzan.

14.— Dados los planos:

71 = ax+y+tz=1; mp = x+tay+z =1 ; 73 = x+y+az=1

Determinense los valores de a para los cuales forman un triedro.

Solucion:
- Como es:
a 1 1 a+2 a+2 a+2
1 a 1| = 1 a 1 =
1 1 a 1 1 a
1 1 1
=@+2)}1 a 1| =
1 1 a
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15.—

=@+ |1 a-1 0 |[=

= (a+2)'(a—1)2

Para todo valor de a que sea distinto de —2 y distinto de 1, los planos tienen
un tlnico punto en comiin, pues el sistema formado por elos resulta compatible de—

terminado para esos valores.

Cdlculo de la distancia entre dos rectas que se cruzan.

Dadas las rectas r y § que se cruzan en el espacio tridimensional y conside—
rando los puntos arbitrarios A, en r, y B, en §, y vectores direccionales
respectivos uw y v, la distancia entre las rectas dadas, teniendo en cuenta la
interpretacién geométrica del producto mixto de tres vectores, estd dada por la
férmula:

|det(@,¥,AB)|

d(r,s)= -
luav]

Ejemplo: Calciilese la distancia entre las rectas:

x=0 x=1 _y _z+l1
1 1 2 =2

e
i

Solucion:
A(0,1,0) es un punto de r y B(1,0,—1) es un punto de s.

El vector u=(0,0,1) es direccional de r vy el vector v=(1,2,—2) es

de la direccion de .
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Como det(u,v,AB)={ 1 2 -2 |=-3, es |det(u,v,AB)|=3. And—

logamente siendo:

-

=|
>
<
fl

i
0 0 1 |=-2T+7F
12

es |uav|={5. Teniendo en cuenta lo anterior resulta que d(r,s)=i

=

16.— La ecuacion de la recta que es perpendicular a dos rectas que se cruzan se puede

obtener como interseccion de dos planos mediante dos determinantes.

En efecto: Siendo r y s dos rectas que se cruzan, consideremos los vectores

V. ¥y Vg direccionales respectivos de » y 5, y dos puntos arbitrarios P

en r, y Pg, en s Designando con X un punto genérico de la recta ¢ perpen—

dicular comiin, que se desea obtener, se tiene:

det(P,P,u,u.nxg) = 0

det(P,P,u,,u Ay = 0
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17.— Condicién que deben cumplir cuatro puntos del espacio afin tridimensional, dados

por sus coordenadas en un sistema de referencia, para que sean coplanarios.

Los puntos A(a;,ap,as), B(by,ba,bs), C(ci,co,c3) y D(dy,dp,d3), no alineados,
estdn en un mismo plano cuando es rang{AB,AC,AD}=2. Por tanto debe ser
det(AB,AC,AD)=0, es decir:

by—a; by—a; bsz—a;z

ci—a; ¢p—ay c¢3—az [=0

di—a; dy—ay di—az

La condicién anterior es algebraicamente equivalente a esta otra de mas fécil

recuerdo:

18.— Volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro.

De la interpretacién geométrica del producto mixto de tres vectores se tiene que
el volumen del paralelepipedo u ortoedro cuyas aristas concurrentes en el vértice
A son las definidas por los puntos  A(ap,ap,as), B(by,by,bsz), C{ci,ep,c3) vy
D(d;,dp,d3} estd dado por:
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bi—a; by—a
V=|det(AB,AC,AD){=|| cy—a; ¢y~

di—a; dr—ay

Consecuencia de ello es que, si un tetraedro tiene por vértices los puntos

D(dl ’dz,dﬂ) ’

A(al )32333)’ B(bl;bzib:;)s C(CI’CZ’C3) y

sexta parte del que tiene el paralelepipedo de aristas definidas por Jos vectores

AB, AC y AD, estd dado por:

by—a

V=|det(AB,AC,AD)| = é-[ ¢ -2y
dj—a;

1 d,

1 1 by

6 1 Cl

1 d

Aplicacién: (Ejercicio propuesto en examen de acceso a la universidad).

Obténgase la ecuacion del plano determinado por los puntos

A(0,2,-2), B(3,2,1) y C(2,3,2) vy calcilese el volumen del tetrae—

b3—aj3

C3—a3

dz—aj

by—ay
Cr—ay
dy—ay
a a3
b, b3
€2 €3
dy dj

b3—a3
C3'—a3

d3—a3

dro que limita con los planos cartesianos.

Solucion:

Si es P(x,y,z) un punto genérico del plano pedido, la ecuacion del

mismo resulta de la condicién:

34

su volumen, que es la




x—0 y—2 z+2

det(AP,AB,AC) 3-0 2-2 1-(-2) | =

i

2-0  3-2 2-(-2)

Desarrollando el determinante anterior se tiene:
~3x—6(y—-2)+3(z+2)=0
Operando y simplificando resulta la ecuacion del plano pedido:
x+2y—z—6=0

El plano hallado corta a ios ejes coordenados en los puntos

Q(6,0,0), R(0,3,0) y S(0,0,¥6). El volumen del tetraedro -OQRS
pedido es:

6 0
VOQRszé- | det(OQ,0R,08) | =é.| 0o 3 0 =.}5_.|6.3.(_6)| _18
0 0 -6
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TEORIA DE LOS DETERMINANTES MEDIANTE

PERMUTACIONES



En  este capitulo se expone la Teorfa de los  Determinantes
siguiendo el  llamado Método Histérico o de las  permutaciones,
desarrollada  en forma idéntica a la seguida en el aula ante los
alumnos de cuatro grupos, del total de los doce, que participaron

en la experimentacion.

Para establecer una definicion de determinante con lectura
comoda  para el estudiamte de este  nivel, es preciso  recordar

ciertas propiedades relativas a las permutaciones simples.

1.— Permutaciones simples

Por permutaciones simples de n  elementos, a;a5...q,, entenderemos todas las
agrupaciones posibles de estos objetos, siendo distintas dos de estas agrupacio—
nes cuando difieran en el orden de colocacién de sus elementos. De este modo,
123, 132, 213, 231, 312, 321, son las permutaciones simples formadas a partir de
lqs tres primeros numeros naturales. las permutaciones son pues las variaciones
simples de n objetos entrando todos ellos en cada coleccién. Por tanto el nime—
1o de permutaciones simples de n elementos, que notaremos con P,, es precisa—

mente V, con lo cual es:
P,=n-(n—1)n-2). . .(n-n+D=nm-1)(n-2)...-3-2-1=n!

De este modo existen 3!=6 permutaciones simples con tres elementos. Con cuatro

se tienen 4!=4-3-2-1=24, etc.
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2.~ Permanencias e Inversiones

Dada una permutacién cualquiera, @;ap...d;...ay...a,, de entre las n! posibles con
los elementos @;a;...a,, se dice que dos de ellos, @; y @, forman sucesién o
permanencia cuando dentro de la permutacién aparecen colocados en el orden
natural que es el de la permutacién principal o permutacién bdsica. Si, por el
contrario, aparecen en orden opuesto al natural se dice que forman una inversion

dentro de la permutacion.

3.~ Clase de una permutacion

Dada una permutacién de las formadas por a;a,...a,, se dice que es de clase par, o
de primera clase, cuando el mimero de inversiones de la misma es un ndmero par y
se dice que es de clase impar, o de segunda clase, cuando presenta un nimero

‘impar de inversiones.

4.— Proposicion

La trasposicion de dos elementos (intercambio en sus posiciones), en una permu-

tacién origina un nimero impar de inversiones.

En efecto: Sea la permutacién a;ay...4;...Gx..a, Yy supongamos que inter—
cambiamos la posicion de los elementos a; y @, es decir, que realizamos
una trasposicién de los mismos. Realizado el intercambio la posicién de los
elementos que estdn situados a la izquierda de 4; y a la derecha de g
permanecen inalterados. Cambia la posicién de los elementos a4y o con

relacion a los elementos comprendidos entre ellos, y la propia posicién re—
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lativa de a@; y a; Para precisar el nimero de inversiones originadas por
el cambio de posicidn relativa de los elementos al originar la nueva permu-—
tacién, procederemos del siguiente modo.

Supongamos que existen m elementos entre &; Yy @ en la permutacion
ajay...q;...a...a, 'y, de entre ellos, un nimero p estin en el orden natural
respecto de a; y ¢ forman inversién respecto de a; y que pj estin en
orden natural respecto de @ y ¢g; formando inversién con respecto a a.
Es evidente que p+g=p;+q;=m. Como consecuencia de la trasposicién se pasa
de sucesiébn o permanencia a unversién, y reciprocamente. En forma mis

concreta, si el elemento a; estaba en forma natural con relacién a otro

J
elemento intermedio antes de la trasposicién, después de ésta los mismos
elementos forman una inversién, y lo mismo ocurre con el elemento a;. Por
tanto el nimero total de inversiones de los elementos a; 'y a4 con
relacion a los elementos intermedios es p+p; antes de la trasposicién y

q+q; después de la trasposicion. Bl numero de inversiones originadas por el

intercambio de los dos elementos es
r=@p+pp—(g+qp)
si {p+pp>(g+qp, y como g=m—-p y q;=m-—pj, se tiene que
r=(p+p)—(m-p+m-pp=2p+p;—m)

de donde resulta que el nimero r es par. Ahora solo nos falta tener en
cuenta la posicién relativa de los elementos a y & entre si. En el
supuesto de que antes del intercambio su orden fuese el natural, después del

cambio formardn inversién y viceversa. De este modo el nimero total de in—

5%



versiones originadas por la trasposicion de los dos elementos a; y a; es
r+1 6 r—1, en todo caso un nimero impar.

Consecuencias de ello son:

a) Escritas las n!  permutaciones que pueden obtenerse con los elementos

b)

¢)

ajay...4;...a;...a, y transponiendo dos elementos, por ejemplo a; y a, en cada
una de ellas, entonces todas cambian de clase; y como una vez que se han
transpuesto dichos elementos en todas las permutaciones volvemos a obtener el

total de las permutaciones, se tiene:

» Si antes de transponer dos eclementos cualesquiera ¢; y @ en las n!
permutaciones consideramos las que existen de clase par, de las cuales
habrd un nimero p, y las de clase impar, que serdn un numero ¢, una vez
transpuestos los dos elementos aparecerdan ¢ de la clase par y p de la
clase itmpar. Como estin las »n! permutaciones iniciales resulta que g¢=p
y, por tanto, el nimero de permutaciones de la primera clase, o clase

par, es ¢l mismo que el de permutaciones de segunda clase, o clase impar.

Cualquier permutacién puede obtenerse de la permutacién principal, o bdsica,
por trasposiciones. Como consecuencia de la proposicion se tiene que la clase
par, o primera clase, es la formada por aquellas permutaciones obtenidas de
la permutacion principal mediante un ndmero par de trasposiciones, mientras
que la segunda clase, o clase impar, es la formada por aquellas permutaciones
obtenidas de la permutacion principal mediante un nimero impar de

trasposiciones.

La paridad del nimero de trasposiciones necesarias para pasar de una permuta--

cién a otra es independiente del camino seguido. Se presentan cuatro posibi—
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lidades, pasar de una permutacién par a otra par, de una par a otra impar, de
una impar a otra par, y, finalmente, de permutacién impar a permutacién
impar.

Considerando uno de los casos, por ejemplo pasar de la permutacién a;a;...q,,
permutacion de clase par, mediante un cierto mimero de trasposiciones a la
permutacién  b;b,...b,, de clase impar, probemos que es necesario realizar un

nimero impar de trasposiciones.

En efecto: cada trasposicidon efectuada origina un niimero impar de inver—
siones. Si de la primera permutacion, ajap...q,, pudiésemos pasar a la
segunda mediante un nimero par de trasposiciones, €l nimero de inversio—
nes ganadas, 70 perdidas, seria Ia suma algebraica de un nimero par de ni—
meros impares, que es par, y como hemos partido de una permutacién par,
al final se obtendria una permutacion par. En consecuencia nunca podremos
pasar de una permutacién de orden par a otra de orden impar mediante un
nimero par de trasposiciones. Por tanto para pasar de una permutacién de
orden par a otra de orden impar es preciso realizar un numero impar de
trasposiciones pues, en este caso, el nimero de inversiones ganadas o
perdidas es igual a la suma algebraica de un nimero impar de cantidades
impares, que es impar, y al partir de una permutacién par y sumarle o
restarle un nimero impar al nmimero par de inversiones que presenta, se
obtiene un niimero impar de ellas., De todo lo anterior queda probado que
es posible pasar de una premutacién par a otra impar mediante un nimero

impar de trasposiciones.
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5.— Definicion de Determinante

Siendo .#,(K) el conjunto de las matrices cuadradas de orden n y cuyos n2
elementos pertenecen a un cuerpo dado K (usualmente en este curso es el cuerpo

R, de los nimeros reales), se llama determinante a la aplicacién

| | : Mn(]K) —s K
tal que a cada matriz
( 3
ayy 4y ...... Arn
A=(a!])= aZI a22 ...... asy c ﬂn(IK)
an] aﬂz ...... ann 'J
le asocia el escalar de K dado por
ajg ary ... ar,
det(A)=|A] = | %21 422 - oy | _
aﬂ] anz ----- ann
- RN N S
= T 00y 0y e, 0
01']2 ) 'jn)ean

donde 9P, representa las n! permutaciones simples de los elementos 1,2,...,n.
Guz-Jn

se indica el fndice de la permutacion

La expresion representa a cada una de dichas permutaciones. Con

o(iiz--Jn) (Gi2--Jn) Qque viene dado por
el mimero de inversiones que tiene esta permutacién respecto a la permutacién
principal (12...n). En la expresién (I) el indice de fila de cada elemento es fijo,

siendo variable el de columna. De forma andloga tendriamos el mismo valor de |A|

si se considera fijo el indice de columna y siendo variable el de fila para tener
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Al =} (-l)aﬁliz"'i")ai,z‘aizz'---'ai,,n
(i1iy...i)EPD,

La definiciéon (I) expresa que el determinante de la matriz A es un elemento
de K que se obtiene como la suma de n! productos de elementos de la propia
matriz A. Cada sumando es un producto de »n factores, uno y solo uno de cada
fila, y uno y solo uno de cada columna. Cada sumando estd precedido de un signo,
positivo cuando el indice de la permutacién de columna es de paridad coincidente
con el de filas, y negative cuando esta paridad es distinta. De este modo a la
mitad de los téminos del desarrollo les corresponderd signo positivo y a la otra
mitad signo negativo. Obtengamos, para aclarar mejor lo expuesto, el determinante
de una matriz en los casos mds sencillos, de orden dos y orden tres, de acuerdo

con la definicién de determinante dada.

aj; a2
Siendo A= , el determinante de A estd definido por
az; ax : .
ap;  ap .
— - g
al=| = L 00
21 22 G 1] ?)E PZ

y como (iye{(12),21)} siendo o(12)=0 y o@1)=1, resulta

ay;  ap2
|A]= =dap; G~ G2 ay]
az; az

a;; 812 a3

En el caso de orden tres, es decir si es A=| ay; ay; a3 |, entonces
a3y 432 433

es, segtin la definicion,
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ay; 41z 913
En el caso de orden tres, es decir sl es A=| az; ap; dayz |, entonces

az; a3z 433

es, segin la definicion,

apr 42 413
- _NOGYdY
|Al=|azy @z a3|= ) (D ”3’3)0111 a3, Onj,

ay; az azy | U/d)EPs
y siendo
(i€ {(123),(132),213),(231),312),(321) }
como los indices respectivos para cada una de las permutaciones son
0(123)=0; o(132)=1; o(213)=1; 0(231)=2; 0(312)=2; 0(321)=3;
resuita que
| Al =ajrazyazz—ajpazsazy—ajyaz;azztagyazyaztapyaz;as—a1y 62431

El resultado anterior se recuerda con gran facilidad mediante la regla de
Sarrus que agrupa por una parte los términos positivos, y por otra los tér—

minos negativos del desarrollo en la forma siguiente

No existen reglas de este estilo abreviado para el cdlculo de los determinan—

tes de orden superior a tres.

El cdlculo de un determinante de orden cuatro siguiendo la definicion (I) es
ya bastante incémodo pues consta de 4!=24 sumandos, cada uno de ellos de cuatro
factores, la mitad de ellos positivos, y la otra mitad negativos. Para matrices

de orden superior el cdlculo de su determinante, de acuerdo con la definicidn,
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parece pues poco recomendable. Parece, pues, muy deseable que existan formas mds
ripidas de obtener este nimero asociado a cada matriz cuadrada. Tales métodos
existen, pero es preciso conocer ciertas propiedades de los determinantes que,
convenientemente utilizadas, nos van a permitir simplificar el proceso de cdiculo

de una forma considerable.

6.— Propiedades de los Determinantes

1.— Si A=(ay€ #y(K) es la matriz nula entonces |A|=0.

Esta propiedad es evidente pues, al ser todos los elementos de la matriz A
iguales a cero, cada término del desarrollo del determinante, cada sumando,

es nulo al ser un producto de n factores nulos.

2.— Si A=(aij)e HK) es tal que una de sus lineas, fila o columna, esti toda

ella formada por ceros, entonces |A|=0.

La propiedad resulta inmediata pues en cada uno de los sumandos del desarro—

llo aparece el factor cero por la propia definicién de determinante.

3.— La matriz identidad Ip€ #4(K) verifica que |Iy|=1.

Como es Ip=(5;), con 6;=1 'y ;=0 para i#j, se tiene que
|[In|=06;7-627"...°6p,=1-1-...-1=1, pues los restantes sumandos son nulos al

aparecer en ellos el factor cero.

4.— Siendo A=(ay)e MK}, se verifica que |At| =[A[, es decir, una matriz y su

traspuesta tienen el mismo determinante.
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En efecto: siendo A=(ay) es At=(a,-j), con  aj=ay, y por tanto,
utilizando la definicién de determinante, se tiene que:
A = T () ey =
01’2]!1)61)"
z (—l)goﬂz"J")ajll'ajzz'...-ajn,, = |A|
Gz I EPn
(El valor de |A| en la igualdad anterior ha resultado realizando ‘su desa—
rrollo  dejando fijo el indice de fila en cada producto y permutando los

indices de columna).

5.— Dada A€ #,K) y siendo Be .#,(K) la matriz obtenida de A por intercambio

de dos lineas paralelas, se verifica que |B}=—|A]}.

Consecuencia: Si en una matriz se realiza un nimero par de intercambios de
lineas paralelas, se obtiene otra con determinante del mismo valor. Y si el
nimero de intercambios es$ impar, la matriz resultante tiene determinante de

valor opuesto al de la matriz inicial.

Para demostrar la propiedad enunciada consideremos una matriz A€ #,(KK)

15 5 BN/ 5 L IO Ay
Qpr Qpp oeeennnnn, Ahn
A=l v
ary Qo el Qi
\ a,,] Ay e Aun
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y sea

.
( ary Gz -ooeviennnnn Ain
Qrr Qg coeevenneens Qi
B=!| -+ o e
apr App oeeveineenns App
! a,u [/ 9, R TTPPP Ann

la matriz obtenida de A por intercambio de las filas de lugar 2 y k. Si
son  A=(a;) vy B=(b,:,-) s tiene que en la matriz B es by=ay,
j=1,2,...,n. En estas condiciones el determinante de B es:

|IB| = ): ("l)aoyzmthkudn)bljl'b2j2'---'bhjk'“-'blqk'---'b
(jljz...jh..Jk...jn)efpn

Wy

_ R O O A
) (-1 Q1j,; @2y Oy, O
Gz dpdi-dn) EPn
- _ N/ o S I U
) -1 A1j, gy ) Oy O
Gz die-dn i €EPp

= -|a

(El paso de la permutacién (12...h..k..n) a la permutacién (12..h..k...n)
origina paridad contraria entre las permutaciones de fila y de columna, por

lo que cada sumando tiene signo contrario al idéntico en la otra expresidn),

6.— Si Ae #,(K) es tal que en ella existen dos lineas paralelas iguales, en—

tonces es |A|=0.
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En efecto: sea

f !
ary 4yz oo arm
ahi Apo oo ann

A= cit errmeaeearer s
pr AR coviiennenn apy
Aui Qpp coeeeeennnn Qun j
“

y consideremos la matriz B obtenida de A intercambiando las filas que
son iguales. Por una parte, siendo |A|=A, ha de ser |B|=—A en virtud de la
propiedad 5, dado que B proviene de A por intercambio de dos lineas
paralelas. Por otra parte, al ser B=A, ha de ser |A|=|B| o0 bien A=-—A,

es decir: |[A|=—]A|, de donde 2-{A|=0, y en consecuencia, |A|=0.

7.— Dada A€ #,(K), la matriz Be .#,(K) obtenida de A multiplicando los
elementos de una cualquiera de sus lineas por una constante real arbitraria

k, verifica que |B|=k'|Aj.

En efecto: siendo

( arp; arg ... iy | ( aj;  ayz ... an 1
A= a; ap ... Qip B=| k-a;; k..;z.,z k-aj,
Lanl app ... A J k ] anz Qyy J
resulta que
|B| = Vo )iy ey keay ey =

Giadi ) €D,
= k- Z (_I)UO'sz--J}---fn)a
(yz-di-J) €D,
= kA

Ijl'azjz' ayt ...-anj” =
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La propiedad anterior se puede enunciar también asi: Para multiplicar un de—
terminante por un nimero, basta con multiplicar los elementos de una sola y

cualquiera de sus lineas por ese nimero.

Consecuencia: Si se multiplican todos los elementos de la matriz A€ #,(K)

por un nimero k, la matriz B obtenida es tal que |Bj=k"|A[.

8— Si Ae#,(K) es tal que en ella existen dos lineas paralelas proporcionales

entonces |A|=0.

Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la anterior ya que si es

r 3
a1 175 3 R TR TP arn
apg 1732 BT Apn
A= e e
k-ag; kapy ..o k-ap,
| Au1 Bpo e Ay
se verifica que
4 3
ar; Qp2 eiirinens an
apy App ~ooevvennnns Ahy
1A|=k- s e e v | =k0=0
Apr ARz ovrvenenn, Qhn
Ay Auo evnieennns any,
. b

9.— Si Ae #,(K) es tal que en una de sus lineas cada elemento es una suma de dos
sumandos, se verifica que su determinante es igual a la suma de los deter—
minantes de dos matrices en las cuales las lineas que no son de sumandos per—

manecen inalteradas; en la linea de sumandos, y en la primera matriz, aparecen

6%



10.— Si

los primeros sumandos; en la segunda matriz, y en esa misma linea, los segun—

dos sumandos de la matriz inicial. Es decir

ap;

A= a,-1+a,1

Qni

“

ar; dp2 - Qrn

AI" a;; 4 ... i
La,,l agy -.--.. Aun
se verifica que |A|=[A;|+]|Ay}.

------

Q1n
I
aiptaiy
Apn
J
\
ap (/5 1 BETRTIS arn
’
aj; Gz .o in
Anp Gp2 - Ann
F

(La propiedad es generalizable para tres, cuatro y, en general, para un ndimero

finito de sumandos en una linea arbitraria).

Demostracion:
|A| )

Gtz P,

L

Gz di-dn) €Dy

+

(_I)U(fIfZ'

(=170

'J""J")alj_t.aZJ‘z.”'.(a‘.'fi-'_aéji)"".a"
Iy gy d ey, ¥
00 yzedied ot =
z ( 1) 1]2 i n)al i) a212 . a;-ji anjn =

Giz-dird) €Ps

i

| Az +]As]

A€ M (K)

es tal que una de sus lineas es combinacién lineal de otras

paralelas a ella, verifica que su determinante es nulo.
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En efecto, sea

arg 175 5 NP Ain ]
apJ Apa e App
A= agg 77 NP apy,
atnBay  atn+Bas . cd+Bag
o G e G
Si calculamos su determinante se tiene
aj; Ay Ajn argy (75 3 U
L B % R app ap; Qpy e
|A| = a; ayy e a, || axg 77 S
aap; oy aay, Bay; Bayg,
P I P
Q17 Q13 oo ag, Aj; Q12 e
ay; Qp2 e app apr Ay e
= o| @Gy Gy e Gy |8 G @2 e
(5% (7778, R apn arg aio ....
Apy Ay eeerereennn. Qpp Gn; G2 .........
= @0+8-0=0
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11.— Dada A€ #,(K), y siendo Be #,(IK) la matriz obtenida de A sumando a una
cualquiera de sus lineas una combinacién de otras lineas paralelas a ella, se

verifica que |B|=|A].

Demostracion:
Sea
r 3
ayy (112 ............ amn
ani (777 JNTTSTPPTN hn
A=| G G oooeennnn. Qjp
apI ap2 ............ apn
ani Ap2 e Aun
\ J
y consideremos la matriz
3 3
Qyg 175 5 NP Ain
ap;p apz /709
B= Qyy AQyy e [
aprtoap+Bay;  apytoaptBay ... Apn + adp,+Bayy,
Ay Ay Qupn
\ J

El determinante de B se puede escribir como suma de tres determinantes al

ser cada elemento de la fila de lugar p una suma de tres sumandos, es decir
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| Bl

{Los

te, a o ya §, son nulos por tener dos filas iguales).

Consecuencia: De la propiedad anterior se deduce que dada

puede obtener, a partir de ella, otra matriz Be€ #,()K) en la cual todos los

arr

ap

= |A|+o

(73 BRI ary
apz e Apn
Up o G
Gyt e
[/ RO Aun
5 apz e arn
Ay AR eeeeeennnnes apy,
a7 ALy s aLy
(/7% B 7 Y Ry Qpp
7/ T ' N0 U Gnn
aiy 175 1 BT PP P TPR ar,
Qp;  Gp2 e ann
ay; /7 ST (7579
;. AR e ay,
Ap;  Ap2 oo A

= |A]+ar0+B0=1A]

determinantes que en la expresion anterior multiplican, respectivamen—
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elementos de una linea, arbitrariamente elegida, son iguales a cero, excepto
uno de ellos, a lo sumo, y de forma que [B|=|A].
Vamos a tratar de concretar esta consecuencia por medio de una matriz

cuadrada de orden cuatro.

3 4 6 2
2 3 2 =2 ,
Sea A= ; para calcular su determinante por los ele—
5 5 4 3
-2 2 3 4

\ J

mentos de una de sus lineas —procedimiento que desarrollaremos oportuna—
mente— vamos a tratar de encontrar otra matriz cuyo determinante sea de
igual valor, teniendo en una linea la mayor cantidad posible de ceros.
Como en A no existe ningln cero, en principio no existe preferencia en
la eleccién de linea. Tampoco existe un factor comun en los elementos de
toda una linea. Como, por otra parte, y aparentemente, nor se aprecia com—
binacién lineal entre lineas paralelas —en caso de darse .ya seria
|A| =0— la bisqueda de la posible combinacién lineal es mds incdmoda, en
este caso, que el cdlculo del propio determinante. Ademds, caso de no
existir combinacién lineal, habrfamos realizado una tarea poco eficaz

dado que no hemos obtenido el valor del determinante.
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7.~ Desarrollo de un determinante por los elementos de una de sus lineas

I.—

Definicién de menor complementario y adjunto de un elemento

Sea el determinante de orden n

ar; Q2 - 4p - Ay
as; azyy ... azj e dop
a;; aip alj gy
a,1 ayy .. a.,,j o Qpp

y consideremos el elemento a;. Se llama menor complementario del elemento
a;, y se representa por Dy, al determinante de orden n—1 que resulta de

suprimir la fila { y la columna j del determinante dado.

Se llama adjunro del elemento aq; al menor complementario de dicho elemento
anteponiendo el signo + ¢ — segin que la suma de subindices, i+j, co—
rrespondiente  al lugar del elemento sea par o impar; se representa por
Ag=(—1)i+j-D,-j. Si i+j es par es Ay=Dy, y si i+j es impar es

Aij: —Dy

El signo que debe anteponerse a cada menor complemen:ario para obtener su co—

rrespondiente adjunto en el caso de n=3 resulta del siguiente diagrama

Y para Ordenes superiores a tres basta contar desde a;; en horizontal y ver—

tical, comenzando por el signo + y cambiando en cada paso.
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2.— Proposicion

El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de los elemen—
tos de una linea por sus repectivos adjuntos, es decir, si se considera la

fila i es
|A| =a;; Aitaiy Aipt - taiy A
y si desarrollamos por la columna j es

|A| =an'A1j+a2j'A2j+" ’ +a,,j-A,,j

Demostracion:
En
ai apy ... aU eee Qpp
asy drz ... azj .- Goy
il G2 " Ay o iy
Qut s .. anj cee Qpp
= —NOT2ddy o
Z (=1) @1jy %y - Oy,
Gz S €D,

existen n! sumandos. En cada sumando aparece un factor de cada linea, por
egiemplo de la primera fila. Sacando factor comin estos elementos de la

primera fila se tiene
|A] = apr (=1 ay, a3, ay ) Fazy (1D ay, a3, .. ay )+ |

+otag G- D™ay, a3, ay )
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La dltima expresién tiene n sumandos, y cada uno de ellos, a su vez, cons—

ta de n—1 sumandos.

Comprobemos que cada uno de esos paréntesis e€s un adjunto de cierto elemento

de la primera fila. El término

ay (F(—1)"az;, a3, ~Apj )

contiene, en el paréntesis, todos los posibles productos de elementos que no
estdn en la fila 1 ni en la columna j. Si indicamos con o; el indice de
la permutacidn jy;..j,, y es o el nimero de inversiones de la permutacién
Jji2js3..j, cuando j; toma el valor j, al suprimir el primer elemento j;
de la permutacién, tendremos tantas inversiones menos las que formaba j;
con todos los restantes elementos de la permutacién, es decir j—1, y por

tanto es o=g;+(j—1) de este hecho resulta que
alj-(Z(-l)a-azjz-ajjs-...-anjn) = aIJ--(Z(f1)"3+U—1)-a2jz-a3j3-...~a,,j") =
= (= ay (-0 ay, a5, ay ) =
= (=) *-a;;Dy; =
= ayAy

El razonamiento que acabamos de realizar con la primera fila puede seguirse de

manera idéntica con otra fila u otra columna cualesquiera.

Con esta proposicion ya podemos calcular el determinante que, a modo de ejem-—

plo, habfamos considerado en la consecuencia de la propiedad 11.
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Para calcular

3 4 6 2

2 3 2 =2
|A}=

s 5 4 3

-2 2 3 4

procedemos del siguiente modo:

A la primera columna le sumamos la cuarta. A la segunda columna le sumamos

también la cuarta, y a la tercera columna le sumamos la cuarta. De ello re—

sulta que
5 6 8 18
0 1 0 O
|Al=
8 8 7 19
2 6 7 16
desarrollando por la segunda fila es
5 8 14 5 8 14
Al=(-D%|8 7 19|=|8 7 19
2 7 16 2 7 16

sumando, en el determinante obtenido, a la primera fila la segunda por (—1),

y a la segunda fila la tercera también por (—1), se tiene

-3 1 -5
iAl=| 6 0 3
2 7 16

sumando a la primera columna la tercera multiplicada por (—2), es

7 1 =5
A= 0 o 3
30 7 16
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desarrollando ahora por los elementos de la segunda fila se obtiene

7 1
[A]=(-1>3 = ~3-(49+30)=—3-79=~237
-30 7

Como consecuencia de la proposicién anterior resulta la siguiente.

3.— Proposicién

En toda matriz A=(q;)€ #y(K) se verifica que la suma de los productos de
los elementos de una cualquiera de sus lineas por los adjuntos de los ele—

mentos de otra linea paralela, vale cero.

Demostracion:
Sea
( \
dpy apz .-.... warres Qn )
Qur Apy ceenennnnnn. ay,,
A= - o e
Ay A2 oevinennn. akn
an] anz ............ an”
- J
y consideremos la matriz
([ 3
Ary Ao ceevennnnn. Ay
Qi Qg2 ooevenenn. iy
B=| - o
App A2 e apy
Apr Qua oeneininl. App
- /
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en la cual las filas de lugar h y lugar & son idénticas. Al tener B

dos filas iguales es |B|=0.

Por otra parte, desarrollando el determinante de B por los elementos de la

fila de lugar k, se tiene que |B|=ap; AgrtanAgat...Fap, Apy.

Tenemos, por tanto, la igualdad ap;-Ag;t+apy A +...+ap, A, =0. Observando la
matriz A podemos afirmar que, en ella, se verifica que la suma de los
productos de los elementos de su fila de lugar A por los adjuntos de los

elementos de la fila de lugar & vale cero.

De una forma andloga se puede establecer la propiedad correspondiente para

columnas.

Observacidon: Las propiedades que se contemplan en Ias proposiciones 2 y 3

pueden enunciarse, a la vez, del siguiente modo:
En toda matriz A=(ay)€ #(K) se verifica que
App Aki T apg Agat . HQpy Ay =0pr | A
(Enunciado para filas). Y también

ajp Apetag At Fag A=y [Al

(Enunciado para columnas). El stmbolo 0y es la lamada delta de Kro—

necker que tiene valor uno cuando h=k y vale cero cuando hs=k.
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8.— Cdlculo de la inversa de una matriz mediante adjuntos

1.— Proposicién

La matriz A€ #,(K) tiene inversa &

Demostracion:

|A] =0,

=) Si existe la matriz A_l, inversa de A, verifica AA" =1 y por tanto

€3

~1 -1
|AA T =]A[ A T =[T] =1

con lo cual al ser |A| y |A
|A]1=0 y |AT! 0.

«) Consideremos Ia matriz adjunta de A, A

r

adj __

Y

AII AIZ - Aln
Azr Az ... Az

Ay App o Ay,

todos sus elementos entre |A| y trasponiendo, se tiene

adj _4e
é__z |At
|Al

Comprobemos que esta matriz es la
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Ay
|A]

Az
|A]

A?.n

inversa de

3

An
Al
An2
tAt

la matriz A:

3

)

1] elementos del cuerpo IK deben ser

; dividiendo



-
Air Ay Anj 1
y | 1AL 1A T |A|
a 7 BT a
az; 4az2 - Q2n Al 1A] 7 |A| |=
Anj Qpz oo a o
. n " nnJ m ?\31 Ann
|Al |A] |Al
r R
a;;*A”+...+a,u-A,n a;,-A7,+7...+a,,,-A2n aH-An1+...+a1n°Am
|Al |A] |Al
az;-A”+...+a2,,-A;,, 021'A2]+...+dzn‘A2n 021-An1+...+a2,,-Ann
_ [A] Al Al
a,,;-A”+._.+a,,,,-A;,, an;-A9,+...+a,,,,-A9,, anI-An1+...+a,m-Ann
|Al |A] |Al

En esta matriz los elementos de la diagonal principal todos tienen el

|Al

valor ——=1, ya que cada numerador es la suma de los productos de los

|Al

elementos de cada fila por sus respectivos adjuntos. Los restantes ele—
mentos son nulos, ya que cada numerador es la suma de los productos de
los elementos de una fila por los adjuntos de otra paralela. En conse—

cuencia dicha matriz es L
El mismo resultado se obtiene efectuando el producto en orden contrario.

La demostracién dada es constructiva, en el sentido de que nos da el método

para calcular la matriz inversa de una matriz A.
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Ejemplo:

Calcilese, empleando los adjuntos, la inversa de la matriz

1 2 -1
A=|3 4 -3
2 2 2

Demostremos que tal inversa existe comprobando que su determinante es dis—

tinto de cero.

Como la matriz adjunta es
A=l —6 4 2
su traspuesta es

@aMy=| 12 4 0

Dividiendo, ahora, entre —8 todos sus elementos se tiene la matriz inversa

—7/4 34 /4
ATl=l 32 -12 0

1/4 —-1/4 1/4
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Comprobacion:

1 2 -1 -7/4  3/4 1/4

1 0 0
AAT'=13 4 3l 32 -—12 0 |=|0 1 o0]=I
2 2 2 e -1 ya| L9 01
9. — Cdlculo del rango de una matriz mediante determinantes
1.— Dada A€ #,,«,(KK), se llama menor de orden h al determinante de la submatriz

de A resultante de suprimir m—#h filas y n—h columnas en A,
Ejemplo:

1 2 3 4

En la matriz A=| 5 6 7 8 |, son menores de orden dos:

9 0 -1 2

1 2 6 7 3 4 5 8
5 6 0 -1 |7 8 9 2
Menores de orden tres son, entre otros, los siguientes:
1 2 2 3 4 1 3 4
5 7 , 16 7 8,15 7 8
9 0 -1 0o -1 2 9 -1 2

2.— Se Hama rango, por determinantes, de la matriz A€ #,x,(K) al orden del

mayor (mds grande) menor no nulo de A.
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De este modo, al decir que una matriz tiene rango cinco estamos afirmando que
en ella hay un menor de orden cinco que es distinto de cero, y que todos los

menores de orden superior a cinco (caso de que existan) en ella son nulos.

En la matriz del apartado anterior existe un menor de orden tres distinto de

cero pues
1 2
5 6 7 |=-320
9 0 -1

y como en la matriz A no existen menores de orden superior a tres es

req (A)=3.
3.— Proposicién

Si una matriz cuadrada de orden r+1 tiene determinante nulo y el menor de
orden r, formado por las r primeras filas y las r primeras columnas, es no

nulo, entonces la fila de lugar r+1 es combinacién lineal de las r

primeras filas.

Demostracion:
Sea
ay g a2 e azy arr+1
az1 a2 e Qr 4]
.............................. =0
a1 G2 s Ay A r+1
+1,1 8412 - A+lr r+lr+l

85



donde es

Los determinantes

a;; ary ... ap, arg

azy a2 e azr a2s

s N BRI ., &,
G+l A+1,2 - Y+ir +ls

son nulos para s=1, 2,..., r ya que tienen dos columnas iguales; y para

s=r+1 por hipotesis.

Desarrollando el detérminante anterior por su (ltima columna se tiene
ajAptayeAxt. taAta. oM =0

y como es M,#0 se obtiene

A A, A,
L _als‘_ﬁ—az.s"ﬁ_ "ars'ﬁ
r r r
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y dando a s los valores 1, 2,..., r, r+1, queda:

AI AZ Ar
aryy,] = “au'ﬂ——azrﬁ----—arrﬁ
T T r
A Az A
Qri12 = ﬂluﬁ*‘“zzﬂ*‘ _r2'ﬁ"
T r r
A A, A,
r+ir+l = _aI,r+1'ﬁ““_a2,r+I'§*---_ar,r+1'ﬁ
¥ r tr

Estas r+1 igualdades equivalen a esta otra:

—-A;
M ~(a;; 3812581 r+1 )+
r

@4 1,19 41,20+ 1r+1) =

+

(“213u22!"'!“2,r+1) +

A,
+ M, (@r1,Gy2s- 58 r 4 1)

lo cual nos indica que la fila r+1 es combinacién lineal de las demds.
4,— Proposicién

En toda matriz A se verifica que el rango por filas coincide con el rango

por determinantes.
En forma abreviada esto se expresa asi:
rgAA)=r < rgA)=r
Demostracion:

=) Si es rgdA)=r, debe existir un menor de orden r, M,#0, pues si todos

los menores de orden r fuesen nulos, al considerar los menores que se
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5. -

pueden formar con una determinada fila, esta fila serfa combinacién
lineal de las r—1 anteriores y, considerando los menores formados con
esas r—1 filas y cada una de las siguientes, al ser todos nulos, las
otras filas también serian combinacién lineal de éstas. En consecuencia
solo habrfa r—1 filas linealmente independientes con lo cual no puede
ser  rgAA)=r.

Como  rgdA)=r solo existen r filas linealmente independientes y
cualquier menor M, ;, de orden r+1, tiene elementos de otra fila y otra

columna y al existir combinacién entre filas debe ser M, ;=0.

<) Sies rgiA)=r, entonces existe un menor M, 0 y cualquier menor M, ;,
de orden r+1, debe ser nulo. En estas condiciones las r filas de las
que forma parte M,, son linealmente independientes (en caso contrario,
serfan nulos todos los M,). De ello se deduce que rgdA) = r. Ademds,
como todo menor de orden r+1 es nulo, siempre que se consideren r+1
filas d¢ A una serd combinacion lineal de 1as otras. Es asi que no hay

r+1 filas linealmente independientes y, por tanto, rgdA)=r.

Cdlculo del rango: Método del orlado

Por aplicacion de las propiedades anteriores podemos enunciar la siguiente

~ proposicién:

Si orlando un menor no nulo con los elementos de una fila y todas las columnas
restantes todos los menores obtenidos son nulos, entonces dicha fila es combi—

nacion lineal de las otras.

Con el fin de hacer mds inteligible la demostracion la realizaremos en un caso

particular.
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Sea

y supongamos que

ap; 4y 4apy 44 0151
az; Q2 Q3 43¢ G5

az; Gz dzz 43¢ da3s

Qg1 GQq2 Q43 G4q dy45

;7 4p2
M= #0
dyy 4z

la propiedad que vamos a demostrar es la que dice:

EMyx5(R)

Si todos los menores de tercer orden formados a partir de M con los ele—

mentos de la tercera fila y de las columnas tercera cuarta y quinta son

cero, es decir si

a;; 4y 4a;3
azy Gz 4z

az; 4z 0433

a;j; G4z 414

=0, lay ayp ay =0,

d3; G32 Q34

apy
az;y

asz;

app; djs
ax; azs |=0,

dsz 4dss

entonces la tercera fila es combinacion lineal de las dos primeras.

En efecto: Como

arp
az;

aszg

tenemos cinco

a2 a4 /53]
az;  ap; |=0 y as]
dzz d4zg asjp

menores de tercer orden nulos.

ajz
azs

asz

Si

ajz
azp |=0

azz

desarrollamos estos

menores por los elementos de la iltima columna se tienen las igualdades
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aypApztaz;AgxztazrAzy =
ayyAjztazyAzztazyAz =
a;3AjztazyAgztazyAzy =

g ApztazeAxztazyAzy =

o O o o O

a;5Aj3tazsAxtazsAgy =

Ademds, como los cinco menores nulos que hemos considerado tienen idénti—
cas las dos primeras columnas, en todos ellos los adjuntos de los elemen—
tos de la tercera columna son iguales. Por otra parte, al ser Aj3=M=#=0,
se puede depejar su coeficiente en cada una de las igualdades anteriores.

. _ Ap _ A
Si designamos A=-——— y p=a resulta que

Ass 33
az; = Myjtpay
@z = Majptpag;
azz = Najz+pagz
azg = Najqtpazy

azs = ANajs+pazs
Si escribimos las igualdades anteriores en la forma
(a37,432,033,434,035) =N a11,812,0]13,814,015)+ u(d21,822,023,424,825)

resuita que la tercera fila es combinacidon lineal de las dos primeras,

como se deseaba probar.
La forma prdctica de calcular el rango de una matriz A es la siguiente:

1.,—Se suprimen de la matriz A las lineas que sean nulas, proporcionales a

otras y las que sean combinacién lineal de otras, que se observen.
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2.—Se elige un elemento no nulo en A, por lo que el rango es mayor o igual que
uno. A continuacién orlamos "este menor” con elementos de una fila y todas
las columnas posibles hasta encoﬁtrar un menor no nulo. Si esto ocurre, el
rango es, al menos, dos. Si todos fuesen nulos, la fila es combinacién lineal

y se suprime.

3. —Repetimos este proceso de orlado hasta encontrar un menor de orden r, M,#=0

tal que todos los menores de orden r+1 sean M, ;=0.

Ejemplo:
(-5 -3 1 -1 0)
-5 -3 1 -1
-1 0 2 1 0
rg =rgl -1 0 2 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1
2 0 —4 =2
L J

pues F4=(—2), F2 Yy C5=0.

Como es —5#0 orlamos con la segunda fila y como €s

-5 -3
-1 0

=—3%0

el rango es, como minimo, dos. Orlando este menor, se tiene

-5 -3 1 -5 -3 -1
-1 0 2(=0 y -1 0 1 |=0
111 111

por lo que la fila tercera es combinacion lineal de las filas primera y

segunda. En consecuencia el rango de la matriz es dos.
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- TEORIA DE LOS DETERMINANTES A PARTIR DE LAS

FORMAS MULTILINEALES ALTERNADAS



En este apartado se presemta la  Teoria de los Determinantes
partiendo  de las  formas  muitilineales, tal y como ha  sido
impartida a cuatro grupos de entre los doce que han seguido la
experiencia. Este procedimiento exige conocimientos previos de

mayor alcance que el llamado Método Histérico.

1.— Aplicaciones bilineales

El alumno del nivel que nos'ocupa ha manejado ya dos herramientas matemdticas
bdsicas, como son el producto escalar y el producto vectorial. En este momen;o,
es preciso recordar, que un producto escalar en un espacio vectorial real V es
toda aplicacién (,): VXV — R que a cada par de vectores X,y de V le
asigna un nimero real, que indicaremos por (X,Yy), o bien como X-y, y que
tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

X, 7 = &,9 + &7
X,¥y+¥) = K.,9) + &,¥"
(WX, y) = {,A\) = Mx,V)
y por cuya verificacion decimos que el producto escalar es una aplicacién

bilineal de V en IR.

El término bilineal significa que esta aplicacién es lineal en X, para cada

y fijo, y también, que es lineal en y para cada X fijo.
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A su vez, el producto vectorial, en el espacio vectorial real V es la

aplicacién A : VXV —— V tal que algunas de sus propiedades son:

F+TINT = FAT) + @ AF)
xA(F+Y) = XAY) + (XAY)
AX)AY = XAQY) + MXAY)

y por la verificacién de ellas decimos que el producto vectorial es una

aplicacién bilineal de V en V.

Este recuerdo de dos operadores usuales, de fundamental importancia en el
dlgebra lineal, nos permite establecer la definicidn general de aplicacion

bilineal.

2.— Definicién de aplicacion bilineal

~Dados E, F y G, espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, una
aplicacion f: EXF — G  se dice que es bilineal si verifica las siguientes

propiedades:
I) ¥xX,X'€E, VyeF : f(x+X', Y)=f(x , )+ &', y)
2) vx€E, vy, y'eF : f(x ,y+y)=f(x ,+f(x,¥)
3)/ VAEK, VX€E, VYyeF : f(AX , V)= (X , A\Y) =N (X, ¥)

Estas propiedades nos indican que la aplicacién f es lineal en X (primera
componente) cuando la y (segunda componente) es fija. Y también es lineal en ¥y

cuando la X es fija, y por ello el nombre de bilineal.
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3.— Proposicion. (Definicién equivalente de aplicacion bilineal)

Dados los K —espacios vectoriales E, F y G, la aplicacion f: EXF — G

es bilineal si, y solamente si, se verifican las dos condiciones siguientes:
1) YA ueK, VX, X'€E, VY€F : fAX+uX', Y)=N X, V)+uf X', ¥)
2') YA uEK, VXEE, Yy, y'eF: f(X , \y+uy )=NG , Y)+uf (X, ¥)

Es inmediato comprobar que esta definicién es equivalente a la dada en 2.2.

4.~ Definicion de forma bilineal

Dados E y F, IK-—espacios vectoriales, toda aplicacién bilineal

f: EXF — K se dice que es una forma bilineal.

Segiin la definicion dada, todo producto escalar en un espacio vectorial real
E es una forma bilineal real. Ademds, todo producto escalar es conmutativo, es
decir (X,y)=(y,X), propiedad que no es necesaria para que una aplicacién sea

bilineal.

Cuando una forma bilineal f es tal que f(X,y)=f(¥,X), VX,y, entonces, se
dice que es una forma bilineal simétrica. En consecuencia todo producto escalar

es una forma bilineal simétrica.

5.— Definicion de aplicacion bilineal alternada

Siendo E y F K —espacios vectoriales, una aplicacién bilineal

f:EXE —- F es alternada si Yx€E es f(i,i')=q6.

95



Observacién.— El producto vectorial en el espacio tridimensional real V3 es

una aplicacién bilineal alternada ya que vXe€V3 se verifica que XAx=0.
En cambio el producto escalar usual no lo es ya que (X,x)=xX=x|2 vy

IX]=0 & x=0.

6.— Proposicion

Si E y F son K—espacios vectoriales y f:EXE — F es aplicacion
bilineal alternada, entonces, para todo par de vectores x,y de E se verifica

que f(X,y)=—f(¥,X).

En efecto:
f altemada = f(x+y, §+§)=6, vx,y€E. Como f es bilineal:
fE+Y , X+9)=f )+ N+ .0+ §.5)=0

y, COmo f(?,ﬂ=f(i,?):6, se tiene que f(i,’y’)-kf(?,i)nﬁ de donde resulta
que f(x,y)=f(,X).

7.~ Observacion

Si el cuerpo K es |Q -—cuerpo racional— & IR -—cuerpo real— 6 C —cuerpo
complejo, es vdlida la proposicién reciproca, es decir, si E 'y F son
K —espacios vectoriales y f es una aplicacién bilineal f:EXE — F tal que

vx,yEE es f(x,y)=—f(¥,X), entonces f (i,i):ﬁ, es decir, f es alternada.
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En efecto:

Si XK=Q 6 R 6 IC yes f(X,y)=—f(,X), vX,y€E, haciendo y=Xx resulta
fF(x,X)=—f(X,X) vy, por tanto, 2f(§,§):6 y, en consecuencia, f(i,i')=6 y
f, por tanto, es alternada.

Nota. — En esta proposicién se hace presente el concepto de caracteristica de
un cuerpo, siendo vdlida solamente en cucrpos de caracteristica distinta de dos.
No se mencionard a los alumnos por no ser acorde con el programa de la

asignatura.

Con el fin de definir el determinante de segundo orden consideraremos las
aplicaciones bilineales alternadas f: EXE —— F siendo E y F IK-—espacios
vectoriales, teniendo E  dimensién dos. Todo ello queda establecido en la

siguiente proposicion.

8. — Proposicion

Dados E y F IK—espacios vectoriales, siendo dim(E)=2, para cualquier base
@={il,iig} de E vy para todo vector v de F, existe una tnica aplicacién

bilineal alternada f: EXE —— F tal que f(u;,up)=v.
Demostracion.:

Sean X e Yy vectores cualesquiera de E. En la base @ se expresardn como

X=XjU;+X20;, Y=yu;+yu,.
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a) Unicidad:

Supongamos que existe una aplicacion bilineal alternada f: EXE — F
cumpliendo las condiciones del enunciado de la proposicién. Debe

verificarse, por tanto que
£ @, up)=f @u,,u)=0 y S (ug,up)=—f (uy,uy)

y como f es bilineal se tiene

FY) = fauptxu, , yup+yuy) =
= xpyf (g, up)+xy,f (U, u) x5y (g, u)+x0,f (Ug,uy) =

= xpyof (U, up) —xyf (U, uy) =

i

Cepy2—xzyp)f (up,up)
Si f existe, al ser f(uj,up)=V, se tiene que
f&y)=@y2—xypv
y, por tanto, f es tnica.
b) Existencia:
~ ‘La aplicacién f: EXE —— F definida por
S & Y)=@y2—xpynv

siendo X=xpu;+xuy e y=yu;+ysi; y QZ:":{EI,EZ} la correspondiente

base de E tal que f(uy,up)=V, es bilineal y alternada.
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En efecto
» Linealidad en la primera componente:

VA u€EK, vx X', YEE es

FOXHx, ) = [ +ux)ys— O +uxdy v =
= [()\XJ "‘.MXi))’z-(7\J'f2"'.lﬂi:§))’1]V =

= NXpy2—Xy )V +p(X{y2—X4y )V =

M &Y+ X', Y)

» Andlogamente resulta la linealidad en la segunda componente,

verificindose, como es inmediato comprobar, que
VA eEK, VX7, yEE = f&, N +u¥) =N XN+ X, Y")
» f es alternada, pues VXEE es fEX)=@py—xx)¥=0, con lo cual

queda probada la proposicién.

9.~ Definicién de determinante de orden dos

- Siendo E un K-—espacio vectorial de dimensién dos y elegida en él una base
cualquiera 9 ={u;,u,}, se considera el vector 1 del espacio vectorial K, (como

KK es cuerpo es autoespacio vectorial) y, por la proposicién anterior, existe una

forma bilineal alternada, vnica f tal que f (uy,uy)=1.
Considerados los vectores X € y de E tales que en la base @ son

X =x70]+x21) y=yjuy+ysuy
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Para la forma f el escalar

F&Y)=@y2—xy ) 1=(x;y2 X2y 1)

se llama Determinante de los vectores X e y respecto de la base @6 ={u;,uy}.

Lo indicaremos del siguiente modo:

X1 Y
D(X,y)=det(X,¥)=x1y,—Xxzy;=
_ Xz Y2
arpy 42
Anilogamente, dada la matriz A= , se llama determinante de A, al
azy Az
de sus vectores columna, es decir
apy a2
der(A)= =aj12;—2 281
azp ax

10.— Aplicaciones trilineales alternadas

Siendko E y F IK-—espacios vectoriales, una aplicaciéon f: EXEXE — F se

dice que es trilineal alternada si verifica las propiedades:
i) fes lineal en cada una de sus tres componentes.

W f&, Yy, a=6 cuando coincidan dos vectores.

Dicho de otro modo, f es una aplicacion trilineal alternada cuando al fijar uno

de los tres vectores, resulta una aplicacién bilineal alternada en los otros dos.

Como consecuencia de la definicién dada se tienen las propiedades:
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a) f(X,¥,7) cambia de signo cuando se intercambian dos vectores, teniéndose, de

ello, las siguientes igualdades:
f(ia?s-i) :f(y-,i,§)=f (iﬁi’y)z_f&;iri):*f(i;iyi):_f(ia?,;)

b) Si uno de los tres vectores es combinacién lineal de los otros dos, entonces

es f(X,y,2) =0.
En efecto: Supongamos que €s Z=AX-+uy, en este caso es
FEYD=E, ¥, X+upy)=N XY,X)+u X,y,y)=0

¢) f(X,¥,zZ) permanece inalterado al sumar a uno de sus vectores cualquier

combinacidn lineal de los otros dos.

Comprobacion:
Si sumamos a Z una combinacién lineal de X E y resulta:

FEYD=E,Y, ZEAX+uy)=f XY, D+ X, ¥, NX+py)=f (X,¥,2)

11.— Formas trilineales alternadas

' Si  E es un IK-—espacio vectorial, toda aplicacién ftrilineal alternada

fi: EXEXE ——» K se lama forma trilineal alternada en E.

Ejemplo de forma trilineal alternada:

Vamos aconsiderar el producto mixto de tres vectores en €l espacio vectorial

vV’ dela geometria euclidiana.
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Se llama producto mixto en vV ala aplicacién definida por

VIxv3xvi S R

®yzn — AP z=[Xy.7]

Este producto mixto definido es nulo en cada uno de los casos siguientes:

(@) Cuando es nulo alguno de los vectores X,y,Z.
(b) Cuando los vectores X € y son linealmente dependientes o colineales.
(c) Cuando los vectores XAYy,z son no nulos y ortogonales.

Consecuencia de las propiedades anteriores es la siguiente:

Tres vectores en el V>  son coplanarios si, y solamente si, su producto

mixto es cero.
Interpretacion geométrica

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores en V?  coincide con
el volumen del paralelepipedo, u ortoedro, construido con los tres vectores

como aristas COncCurrentes en un vértice,
Valor del producto mixto

Sea @ ={"ﬁl,'ﬁz,ﬁ3} una base ortonormal en V> y consideremos los vectores

X,y¥,Z cuyas expresiones en dicha base son

; = Xlil-l +x2fl.2+X3ﬁ3
Y = yju;+yuy+ysu;
Z = zj) +zuy 27513
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Como es

XAY =0y 3=Xgy U +(x39; —X1y3)8p+(X1y2—X21)u3

se tiene que el producto escalar (XAY).z es
XAYYZ=(xy3—X3y2)2;+ &3y ~X1¥3)22+ (X 1y2—X2Y )23

Usualmente, la expresion anterior presenta mayor comodidad operativa, cuando

adopta la forma:
(XAY) Z=X1y223+ XY 321 +X3Y 122~ X3V 221 ~X2Y 123~ X[V 322
Propiedades del producto mixto

a) El producto mixto es lineal en cada uno de sus factores. Es decir:

vApeR y V¥x,x',y,y,z,z’ ev? - se verifica: .

DR+R', T, ZI=NET, Z1+uE,5,2]
X, \Y+4Y' , Z1=NK T, Z]+4lK, ', 2]
X, , NZ+uZ 1 =NK. 5, Z)+u[X. 5, 7]

b) El producto mixto cambia de signo al intercambiar dos cualesquiera de sus

factores. La propiedad se expresa con las siguientes igualdades.

E;?!E]= _[;,HZ-,?]=[?,_Z_,§] _[y ,X Z] [-i ;‘. -i [Ev?’.i]
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¢) Como consecuencia de a y b se tiene: V?,?,EEVS
XAV E=@AY)T=K.5. A= IR =G ATy X=X GAD=XT AT

Si observamos los términos extremos de la igualdad se tiene la importante

y despreocupada relacién: XAy Z=X'yAZ.

La interpretacién coloquial de esta propiedad es: En el producto mixto se
pueden intercambiar los signos del producto escalar y del producto

vectorial, sin alterar su valor.

Conclusion: El producto mixto, que acabamos de analizar, cumple, entre otras
propiedades, las requeridas para considerarlo una forma trilineal aternada en

el R—espacto vectorial \'2

12. - Aplicaciones trilineales alternadas en un espacio vectorial tridimensional

1.~ Proposicion

Dados E y F IK—espacios vectoriales, siendo dim(E)=3. Para toda base
QB":{ﬁl,ﬁz,ﬁ;;} de E y todo vector v de F, existe una dnica

- aplicacién trilineal alternada f: EXEXE — F tal que
f (g, up,u3)=v
Demostracion:
a) Unicidad

Dada f: EXEXE — K, aplicacién trilineal alternada, cumpliendo las

condiciones del enunciado, probemos que es tinica.
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Sean

X = X1ﬁ1+x2ﬁz+x_;ﬁ3
¥ = yju;+ysup+ysu;
z = Zlﬁ1+2262+23ﬁ-3

vectores cualesquiera de E expresados en la base 9f. Escritos en la

forma

Zily;

|
Il
I [~ w
o
n-FI
|
H
I~ w
=
=1
N|
Il
I [~1 @

y al ser f trilineal, se tiene

3 3 3
FEYD) = fO) xfi, ) yui, )| a4l =
i=1 =1 k=1
3

f

) Xiyjzf (W3, 05,000

ij.k=1
tomando los indices ij,k valores arbitrarios en el conjunto  {1,2,3}
con lo que la suma tiene, en principio, un total de sumandos igual a
33=27=VR§ (nimero de variaciones ternarias, con repeticion, de tres
elementos). Pero, al ser f alternada, es f (u;,u;,uy) =0 cuando dos
subindices coinciden en valor. Como mdaximo, serdn diferentes de cero
aquellos sumandos en los que los indices i,k tomen, en cada caso,
valores diferentes, lo cual ocurre en tantos casos como V%=P3=3!=6.
Los 27-6 sumandos restantes son nulos. Vamos a calcular f (uj,u;,uy)
en los seis casos dichos. Las imdgenes de estas ternas resultan a

partir de Vv, pues al ser f alternada se tiene:

S up,us)=f (uz,uz,u)=f (uz,uy,u)=v
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fﬁl1ﬁ3’62):f62131’ﬁ3) =f @3,?1.2,-61):-—-7

Se han recorrido las seis permutaciones posibles del conjunto {1,2,3}.
En las permutaciones pares o circulares, que son la mitad, es

f (l_li,ﬁ'j,ﬁk)="7, y en las impares es f (Ei,ﬁj,ﬁk):_v_

Teniendo en cuenta estas consideraciones se conoce la imagen de f en

todo caso resultando ser

F &Y. 2)=0cpyz3+Xoy32; +X3Y 120X 123~ X Y322 — X3 221)° ¥

y, como las coordenadas delos vectores X, y, X son Unicas en la base
considerada, también lo es la imagen de f quedando probada la
unicidad de la aplicacién trilineal alternada  f, cuya existencia se

habia supuesto.
b) Existencia

Siendo E y F IK-—espacios vectoriales con dim(E)=3 la aplicacién

f: EXEXE — F definida por

S XY, D) =0yo23+X,y321 H X3922 =X Y322 — XY 123—X3Y227)'V

siendo

]
I

= xIEI +x232 +X3ﬁ3

Y = yu;t+yus+yzus

N|

= 21—61 +22ﬁ2+23ﬁ3

respecto de la base @ ={'ﬁ1,ﬁz,i3} de E es trilineal y alternada.

En efecto. En cuanto a la linealidad, probemos que f es lineal en X

cuando se suponen fijos y y zZ.
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Como en cada sumando de la expresién que define f interviene una sola
coordenada del vector X y el vector AX tiene por coordenadas en la

misma base (A\x;,Ax3,Ax3) se verifica que:
f XY, Z)=N(%,¥,2)

r

Ademds, como las coordenadas del vector X+Xx’, en la base @, son
(x;+x{, xp+x3 , x3+x3)  cuando son  (xzx2x3) Yy ({,x3,X3),
respectivamente, las coordenadas de X y X’ en la misma base 9B, se

tiene que
fRAT, Y, D= EF,DH 7.2
con lo que queda probada la linealidad en X.

De forma andloga se probaria la linealidad en y y en z.

Un caso particular de aplicaciones trilineales alternadas de orden tres, son

los determinantes de tercer orden.

13. — Determinantes de tercer orden

- Como consecuencia de la proposicion 12.1 podemos establecer la que

enunciamos seguidamente:
1.— Proposicion

Si es E un K—espacio vectorial tridimensional y siendo @ ={ﬁ'1,ﬁz,'ﬁg}
y 9'={1} bases respectivas para E y IK, existe una forma multilineal

alternada unica f: EXEXE — K, tal que f(0},l,,u3)=1.
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X = xlil-1+x2ﬁ2+x_g-ﬁg
Si y = yju;+yup+ysu3 son vectores arbitrarios de E referidos a la
z = ZII_11+2262+Z3E3

base @3, para la forma f dada a f(x,y,Z) se le llama determinante
de los vectores X,y,z respecto de la base @={El,ﬁz,'ﬁ3}, y se

simboliza como

X1 Y1 4
D@,i,E):det(i,i,i)ﬁ X2 Y2 22
X3 Y3 I3

Por los resultados de la proposicion 12.1 el valor del determinante

anterior estd dado por

D(x,y,z) = dei(X,y,z) =

Xy ¥Yr i
=41X2 Y2 22| =
1 X3 Y3 23

= XpyR3tXoysey+X3y 122 —X Y322 XY 123 X3V 2]

Existe un método prictico para obtener la expresidn polindmica del desarrollo
del determinante de orden tres, que es la conocida regla de Sarrus: Los sumandos
con signo positivo son productos de elementos de la diagonal principal de la
correspondiente matriz, o bien, de un segmento paralelo a ella, mientras que los
negativos resultan con criterio andlogo, pero con relacion a la diagonal

secundaria.

Los estudiantes reciben con entusiasmo el poco esfuerzo que precisa esta regla
para su asimilacion. El profesor les hace ver la escasa eficacia de la misma al

no ser valida para determinantes de orden superior. Existen otros métodos que
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permiten calcular determinantes de cualquier orden con lo cual esta regla cae
préicticamente en desuso.

Como consecuencia de lo anterior podemos definir el determinante de una matriz
cuadrada de orden tres con elementos de un cuerpo JK, habida cuenta de que las

lineas de la misma son vectores de un espacio vectorial de dimensién tres, del

siguiente modo: Dada

arpy 4p2 a3
A=l ay; ay ay |€ H3(K)

as3r a3y 433
se llama determinante de A, y se indica como det(A) o bien por |A|, al
escalar

aj; Gy 43
det(A) = | ay; axp a3 | =

az; azy. dizz

= Q11422033 +012023031+313021032 — 3138031 — Q17021033 — 61102303

Observacion: Dada A€ #3(K) y considerando la matriz traspuesta de A, que

indicaremos con A, se verifica que det(A)=det(AY).

Consecuencia de esta obsevaciébn es que toda propiedad relativa a los

determinates, que sea vdlida para filas, lo es también, para columnas.

2.— Propiedades de los determinantes de orden tres

Como consecuencia de las propiedades relativas a las aplicaciones
trilineales  alternadas, se  tienen las  correspondientes a  los

determinantes de orden tres.
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a1 42 43
(i) Si es A=|ay az 4y |€.#5(K), entonces Vvx€IlK, la matriz

az; d4diz2 433
kdy; apz 43
B=| kay; az; a3 E./ff:;(]K) es tal que |B| =K‘A‘ .

K@z; 433 433

Esta propiedad se puede enunciar asi: Para multiplicar un determinante
por un mimero, basta con multiplicar los elementos de una cualquiera de

sus lineas por dicho niimero.

ajptay a4z a3
(ii)  Para la matriz A=| ay;+ay; ay apz | € #3(K), se verifica:

az taj  az;  az;

ajptap  ap a3 Gp;. 412 453 ap; Q2 a3
|A| =\ ax+ay; az az |=|ay axp a |+|ay ax a
azjtaz; az as; az; a4z a3z a3 Az 4z

Propiedad que podemos recordar asi:

Si en una matriz cuadrada los elementos de una linea son sumas, su
determinante se puede escribir como suma de tantos determinantes como

‘sumandos existen en dicha linea.

app G2 43
(@ii) Dada A=| a;; ay; ap3 (€.#3(K) y considerando la matriz

az; dzy  dzgz

2 411 43
B=|axn a3 ay |€H#3(K)

dz; 431 a3z
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(iv)

7

obtenida de A por intercambio de las columnas primera y segunda, se

verifica que [B|=—[A].

En lenguaje coloquial se puede enunciar esta propiedad diciendo: Si en
una matriz cuadrada se itercambian dos de sus lineas paralelas, se

obtiene otra cuyo determinante es opuesto al de la primera.

a;; a3 Myptpap
La matriz A=| ay; @y Aag;tpay, [€ #Z5(K) es tal que |A]=0.

az; a3  Aaz;tpaszs

De forma general esta propiedad dice: Si en una matriz cuadrada una de
sus lineas es combinacion lineal de otras paralelas, entonces su

determinante es nulo.

a1 @iz 453
Sies A=| ayz; az; az; |€#3(K), y se considera la matriz

daz; a4z djzz

arjy ajz apztAaptpap;
B=| ay; ay axthaytpuay |€ #3(K)

az; a3zx  azztAaz tpas

se verifica que [B|={A].
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Demostracion:

aj; @2 GpztAaptpag;

|Bl = | ay; ax azzthay+pay |=

az; a4z dzztAaz;tudi

aj; 412 a3 ag;  Aarz  Myituap

= | ay ayp ay|t|ay axpn Mgtuay |=

az; a4zy a3 az; 03z ANazptpaz;

JA| +0=1A]

il

Esta propiedad tiene el siguiente significado: Si en una matriz cuadrada
se suma a una de sus lineas cualquier combinacion lineal de otras
paralelas a ella, se obtiene otra matriz, cuyo determinante tiene el

mismo valor que el de la matriz inicial.

También se puede enunciar diciendo que un determinante no altera su valor
por sumar a una cualquiera de sus lineas una combinacién lineal de otras

lineas paralelas a ella.

Como consecuencia inmediata de esta propiedad es posible conseguir que en
una linea cualquiera de un determinante todos sus elementos salvo uno, a
lo sumo, sean nulos sin alterar el valor del determinante. Este resultado
es muy il a la hora de desarrollar un determinante por los elementos de
una de sus lineas, pues origina un proceso recurrente por el cual todo
determinante de un cierto orden es igual al producto de un mimero por

otro determinante de orden una unidad menor que el determinante inicial.
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3.— Desarrollo de un determinante de tercer orden por los elementos de una de

sus lineas

ay; 912 913
Dada A=| ay; az ap; |€ #3(K), sabemos que

az; QAzy 433

apy 4y 43
Al = | ayy axp a3 |=

az; 432 0433

= Q)1a2a33Fa]2a23031 T A13021032 Q13022037 —Aj2021033—A11423C32

Si en el desarrollo anterior consideramos, por ejemplo, los elementos de

la tercera columna y agrupamos con relacion a ellos, se tiene

|A| = aj3(az03—aza37) +azsiar2as3;—agjaszy) +azs(ayjaz—a202)=
az; a2 app a2 | a;;  ap
= daj3 +agz(~ )+asz;z =
azy Az az; dzz daz;y a2
= ay3A13+az3Az3taszsz;z

Los factores respectivos de a;3, az3; y a33, expresados por A;y Ajz y
Ajz; se llaman adjuntos o cofactores de dichos elementos. Cada uno de
ellos es un determinante de orden dos, precedido de un signo, que es
positivo si la suma de los subindices de fila y columna del lugar

correspondiente es par, y negativo si es impar.

La propiedad es vdlida para cualquier linea, pues basta con agrupar, en
la expresion que da el valor del determinate, respecto de los elementos

de esa linea. En este sentido, si hubiésemcs agrupado, por ejemplo, por
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los elementos de la primera columna, obtendriamos el mismo valor del

determinante, ahora en la forma

| Al =a;5A 1 +a21A21+a31A3

La propiedad que acabamos de comprobar puede enunciarse asi: El valor del
determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de
los productos de los elementos de una cualquiera de sus lineas por sus

respectivos adjuntos.
Una consecuencia, inmediata de la propiedad anterior es la siguiente:

La suma de los productos de los elementos de una linea cualguiera, en una

matriz cuadrada, por los adjuntos de otra paralela, tiene valor cero.

La generalizacién de los conceptos de forma bilineal, forma trilineal, y sus
propiedades, nos va a permitir definir los determinantes de “orden n,y

establecer sus propiedades.

14. ~ Determinantes de orden n

- 1.— Aplicaciones multilineales

1.— Definicién

Dados E y F IK—espacios vectoriales y siendo p un ndmero natural

(p=2), la aplicacion

f:EP — F
(X1.X2,.,Xp) = f(X],X2,..,Xp)
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se¢ dice que es p—lineal si es lineal en cada uno de los p vectores

componentes X1,X,...,Xp.

2.~ Propiedades
@) Para cualesquiera escalares ?\1,7\2,---,)\;; en K, se verifica:

S ONX AKX, ApXp) =M A e R f (X, X250, X))

En efecto:
Como f es lineal en X; se tiene
S ONX 100X, AoXp) =Apof (X1,A9X0, ., ApXp)
Procediendo por induccién sobre p, supuesto que
L XX, ApXp) =A Ay e A1 f (X1,X2,- s Xp — 1»ApXp)
y teniendo en cuenta la linealidad de f en X, se tiene que

FONX MK, ApXp) =A Ayt A — 1A f (X1, X250, Xp)

En el supuesto de que cada uno de los vectores  Xp,Xp,..,Xp sea

combinacién lineal de los »n vectores Vi,v,,...,¥,, es decir, cuando para
n

todo i=1,2,..,p X= a;¥j, de la lincalidad de f respecto del primer
i=1

vector X, resulta

n n
f( Z a;ﬁj,ig,...,ip): E dljf@,gz,...,ip)
=1 =1
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Por la linealidad de f respecto de X, se tiene

n

n
f 3% X)=f (5, ) agVi X3,-0Xp =} agef (V5 VioX3, ... Xp)
k=1 k=1

y, sustituyendo en la igualdad anterior, resulta

n n

f(;l,-fz,;:;,...,dfp) = f( z alj—ij , z anVk ,§3,...,§p)=
j=1 k=1

J=

n
=} ajanf (Vi VX3, Xp)

k=1

En esta suma existen n-n=n? sumandos ya que j y k toman valores de
1 a n, independientemente uno del otro, pudiendo ser iguales o

distintos.

Razonando por induccidn sobre p, supongamos que

n

n n
S( E aljlvjl’ Z angij yeeny E ap_ljpﬂjvjpml’xp)=
=1 J=1 Jp-1=1
n

= ) ay;agy -1y f (le,vjz,...,vjp_l,xp)
jl,jz,..-,jp_1=1
Esta suma tiene una cantidad de sumandos igual a #° -1 , ya que cada uno

de los indices, j;.j3,....fp— ., toma valores de 1 a n.

Como f es lineal en X, se tiene que

n

f(le,ij,---,Vjp_l,Xp) = f(le,ij,---,Vjp_l, Y pj, Vi) =
Jp=1

n
= Eapjpf(vjl’vjl,."’vjp)
J,=1

y, por la hipétesis de induccidn, se tiene la propiedad (ii).
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(i) Si f:EP —- F es una aplicacién p—lineal, entonces

n n it

f( ): az,vi, » E YT z ap Vi )=
n=l J2=1 Jp=1
n

= L a0, G ViV
j[nj?,:-”’jp=l

donde la suma se extiende a n” sumandos, ya que cada uno de los

indices, j1.j2....Jp—j;, toma valores de 1 a n independientemente de

los demas.

2.— Aplicaciones multilineales alternadas

Siendo E y F IK-—espacios vectoriales, una aplicacién p-—Ilineal

f:EP — 5 F se dice que es alternada si f(ﬂ,?z,...,?f'p)=6 cuando

También podemos decir que la aplicacién p—lineal f:EF —> F s
alternada si es bilineal alternada para todo par Vi,'v_j de componentes

distintas, permaneciendo fijas las p—2 componentes restantes.
1.— Propiedades
- @ - Si f:EP —— F es una aplicacién p—lineal alternada, entonces
SO L ¥ Vi V) = =f (Vo Vi Vs, V)
siendo V=V,

La propiedad se puede enunciar, también, diciendo: Si en una aplicacion

p—lineal alternada  £:E° — F  se intercambian dos de los p
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(i)

vectores componentes  V),Va,..,Vp, entonces cambia de signo de
f(¥1,v2,.., ¥p)-
La demostracién es inmediata, pues, si son V; ¥ Vj con i<j, los
vectores que se intercambian, basta considerar la aplicacion h,
definida por h(?i,?j)=f(?1,._.,Vi,...,Vj,...,'\_rp). Como [ es alternada, h
también lo es con lo cual A(vi+v;, ?i+"v"j)=—6.
Ademds, h es bilineal, por ser f p—lineal, y podemos escribir
0 = hF+V;, Vi+V) =
= BV, ¥)+h(v;, V) +h(v;, V) +h(V;, V) =

= h(v;,V;)+h(vj,V) (pues (v, V)=h(v;,v)=0)

De la igualdad A(V,,¥)+h(V;,7)=0 se tiene que h(¥;Vi)=—h(¥;¥).
Finalmente, teniendo en cuenta la definicion de la aplicacion A, se

concluye que
f(Vl,...,Vj,...,Vi,...,?p)=-—fGl,...,Vi,...,Vj,...,Vp)

Si f:E’ —» F es una aplicacién p—lineal alternada y 7 es una

permutacién del conjunto {1,2,...,p}, cuya signatura es o(w), entonces
S O V@) s V) =0(®):f (V1,¥2,-.,Vp)
Demostracion:

Se sabe que toda permutacion x€P, se puede expresar como
composicion de trasposiciones: w=tjolg_jo..otyot;, siendo g el
nimero de trasposiciones que presenta «. Ademds la signatura o(7)

de esta permﬁtacién es o(m)=(-D1L
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(iii)

(iv)

En virtud de la propiedad anterior, para toda trasposicion T€Pg
realizada entre los subindices de los vectores Vv;, se origina en f
un cambio de signo y, en consecuencia, aplicando sucesivamente las
trasposiciones  71,72,...,7q €n que se descompone =, se realizan ¢

cambios de signo, teniéndose, en consecuencia:
f (V'rr(l)aqur(?,)’ - '5V7r(p)) =( - l)q'f (71 ,_\7’.2, . .,Vp) =0(1r)-f Gl ,?2, . "?P)

f:EP —» F es una aplicacién p—lineal alternada, y siendo

M= VI,VZ,...,VP} un sistema de vectores linealmente dependientes, en E,

entonces f(?l,72,...,7p)=0.

Demostracion:

Si es M un sistema ligado existe, al menos, un vector v;EM que
es combinacién lineal de los restantes vectores de M. Supongamos
que sea v; el vector que es dependiente de los restantes. (Si

fuese otro se razonarfa de manera andloga). En estas condiciones

P
existen los escalares ApA3,..,hp, tales que Vi= ) N¥; y, por
i=2
tanto, es

p P
SV, V=1 ( Z NVi, V2, Vp) = Z N (Vi,Va,..., V) =0
=2 i=2

pues f es alternada y actia sobre p vectores, entre los cuales

siempre existen dos que son iguales.

E es un IK-—espacio vectorial finitamente engendrado, siendo

dim(Ey<p, entonces para todo K—espacio vectorial F se verifica que

toda aplicacién p—lineal alternada f: E® —> F es nula.
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v)

En efecto:

Como es dim(E)<p, todo conjunto con p vectores, {71,72,...,71,}, en
E es un sistema ligado y, por la propiedad anterior, es

fv 1,"\72,...,Vp)=6. Por tanto f es la aplicacién nula, es decir

f=0.

Dados E y F, K—espacios vectoriales, y f:E’ — F una
aplicacién p—lineal alternada, y si p vectores dados, V,V,,...,v,, e€n

E son todos ellos combinacién lineal de los vectores uy,uy,...u,, o

P
cual se expresa como V;= Z a,-jiij (1=i<p), entonces

i=1

FELY2 V)= Y o(m) @1y G2n2y - Gpr(pyS (@1, ..., Up)
€D,

donde el sumatorio se extiende al total dé las p! permutaciones =

de P, realizadas con los elementos del conjunto {1,2,...,p}.

Demostracion:

P
Como es v,= Za,—jﬁj (1<i<p), por la linealidad de f en cada
i=1
componente es
FV1,¥2,.5¥p)= Za]jj'a2j2""'apjp'f(ajl:ajzr--sujp)

donde la suma se extiende a las pP variaciones con repeticién, de
orden p con p elementos dados, y que recorre el sistema

{jl,jz,...,jp}, al tomar cada jg un valor arbitrario de entre los

elementos del conjunto {1,2,...,p}.
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Pero, al ser f alternada, en cuanto que dos de estos indices, J;

y jx» tomen los mismos valores en una variacién es
f(ﬁjl,ujz,...,ujp)zo.

Por tanto, solo se deben considerar los casos en que el sistema de
p  indices, ji.ja,..-Jp, tome valores todos ellos distintos, lo cual
solo ocurre cuando {jl,jz,...,jp} toma valores sobre las  p!
permutaciones del conjunto {1,2,...,p} pues, en los pP—p!  casos

restantes, la aplicacién f es nula.

Este sistema de indices, todos diferentes, lo escribiremos en la
forma {w(1),7(2),...,m(p)} y =« debe tomar todos los valores del
conjunto P, de las p! permutaciones de los elementos del

conjunto  {1,2,...,p}.

Solo nos interesa, en definitiva, conocer f (ﬁ,,(l),'ﬁ,r@),...,ﬁ',,(p)).

Pero, por la propiedad (ii), es
S (Wr(1)sUn(2), - Un(p) =0(7)f (U, up)
y donde of(x) es la signatura de la permutacion .

En definitiva tenemos, al sustituir, el resultado esperado:

FE1LY2 7= ) 0(0) Gty Gam2y - Gpr(py S W10, -, Up)
€D,

Como consecuencia de las propiedades anteriores, en el caso de que sea E un

K —espacio vectorial de dimension p y F un IK—espacio vectorial de dimension

arbitraria,

por analogia con las aplicaciones ftrilineales, se puede establecer el

siguiente teorema fundamental:
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2.— Teorema

Si E 'y F son K-espacios vectoriales y  dim(E)=p, con
@ ={uj,uy,...,up} una base cualquiera de E, entonces para todo vector
v de F existe una Gnica aplicacién p—lineal alternada f: EP — F

tal que f(uy,up,...,up)=V.

(La demostracion es andloga a la expuesta en el caso de las
aplicaciones trilineales. Omitiremos su exposicion a los alumnos por
tener ya la idea de la misma y dado que la formalizacion de ella

tiene una notacién incémoda).

Con todo lo expuesto anteriormente estamos ya en condiciones de introducir la
definicién general de determinante, de acuerdo con la teorfa de las formas

multilineales alternadas.

15. — Definicion de forma p—lineal alternada

Si es E un K-—espacio vectorial de dimensién p, una aplicacién p—lineal

alternada f: EP —— K se llama forma p~—lineal alternada.

Ademds, en virtud del teorema fundamental anterior, considerando una base
arbitraria ng{ﬁ],'ﬁz,...,ﬁp} de E vy tomando como vector en K el 1, existe

una tnica forma p—lineal alternada f: EP — K tal que f(uj,uy,...,up)=1.
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16.— Definicién de determinante de p vectores

Siendo E un IK—espacio vectorial de dimension p, se llama determinante de
los p vectores V[, ¥,,..,V, en la base @ ={ﬁl,i'1'2,...,iip}, a la imagen
D(¥},¥3,...,Vp) en K mediante la forma p—lineal alternada, dnica, D : EF — K
tal que D(Uy,Ty,...,0p)=1.

P
Si es v;= [a,-jﬁj, (1<i<p), entonces el determinante de los vectores
=1

V1,¥2,--,Vp, €S

D(vy ,VZ,...,VP) = z o(7) A1y A25(2) - Bpa(p)
wefl)p

Consecuencia de la definicion de determinante y del teorema anterior es la

. propiedad:

1.— Caracterizacén de las formas p—lineales alternadas

Toda forma p—lineal alternada f: EP — > K es de la forma «x-D, con

k€K.

- {Evidente).

2.— Determinante de una matriz de 4/ ,(K)

Siendo A una matriz cuadrada de orden p, cuyos elementos pertenecen a

un cuerpo K
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(i)

r 3
ary 421 - Gpi
A= ajy dop ... apz
alp azp ...... app )

se llama determinante de A, y se simboliza por D(A) 6 det(A) 6 |A]

app 4zp ... ap1
app azy ... ap» .

0 P2 |, al escalar de K definido por
aIP azp ...... aPP

det(A)= Z G’(‘W)'d}.‘.ru)'azw(z)‘ - Apx(p)
WEEDP

Propiedades de los determinantes
Si A€ #,(K) se verifica que der(A")=der(A).
En efecto:

Sean A=(ay) Y At=(a§j), verificando que aj;=a;. Por la definicién

de determinante es

de.t(At) = z U(T)'G}T(I)'aéw(z)‘ . .-a;,.,r(p)
WEYDP

y dado que K es un cuerpo conmutativo podemos ordenar la permutacion
de fila de forma que  {=x(1),#(2),...,#(p)} tenga el orden natural
{1,2,...,p}. Esta reordenacién se consigue mediante la permutacion p=="1

con el siguiente criterio:

Si para todo i€{l,2,...p} es w()=k, entonces es pk)=i 'y, por

tanto, @) =Ek=0kpk)» de 1o cual, habida cuenta que
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o(m)=a(x— 1), resulta que el término genérico del desarrollo de dei(A)

estd dado por
o’(p)'alp(l)'azp(z)‘ -++"Bpp(p)

Ademds, sumar cuando x recorre P, equivale a sumar cuando xl=p

recorre  Pp, teniéndose, finalmente, que

detAY= T 0(0)a1,(1y a20(2)" - App(p)=det(A)
pEEpp

Consecuencia de esta propiedad es la

(i) Toda propiedad referida a las filas de un determinante es vidlida,
también, para columnas. (Filas y columnas quedan englobadas en el término

genérico de lineas).

Al ser la funcién determinante p-—lineal alternada, por las propiedades de
estas aplicaciones, son evidentes, ahora, estas otras propiedades de los

determinantes,

(iii) El determinante de una matriz cambia de signo al intercambiar en éI dos

lineas paralelas.

(iv) Si en una matriz cuadrada existen dos lineas paralelas iguales, entonces

su determinante es nulo.

) Si en una matriz cuadrada una de sus lineas estd formada por elementos
que son sumas de dos sumandos, entonces su determinante es igual a la

suma de dos determinantes.
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v

(vii)

(viii)

(ix)

(x)

Si A es una matriz cuadrada y B es la matriz obtenida de A al
multiplicar los elementos de una cualquiera de sus lineas por un nimero

k, entonces es det(B)=«-det(A).

Si en una matriz cuadrada A una de sus lineas es combinacién lineal de

otras paralelas, se verifica que der(A)=0.

Dada A, matriz cuadrada, y siendo B Ja matriz obtenida de A al sumar
a una de sus lineas cualquier combinacién lineal de otras paraielas a

ella, se verifica que det(B)=det(A).

Siendo A una matriz cuadrada, es posible obtener a partir de ella otra
matriz B en la que todos los elementos de una linea cualquiera,
prefijada, salvo uno de ellos a lo sumo, son iguales a cero, verificando

que det(B)=det(A).

Si A y B son matrices cuadradas del mismo orden se verifica que

det(A-B)=det(A) det(B).

La demostracion de esta importante propiedad no se sigue
directamente de las propiedades de las aplicaciones p—lineales
alternadas. No se realiza, ordinariamente, una demostraciéon de Ila
misma para alumnos del nivel que nos ocupa, pues la demostracién
usual mads sencilla exige considerar la matriz asociada a un
endomorfismo y la matriz asociada a la composicion de dos

endomorfismos en un mismo espacio vectorial.

La idea general de la demostracion es que un endomorfismo en el

K —espacio vectorial E, compuesto con la aplicacion determinante de
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4.—-

E’ en K, origina una aplicacién p—lineal alternada y, de las
propiedades de la misma, se sigue la propiedad.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea

Vamos a establecer un método para cacular un determinante por los
elementos de una columna y que, por las propiedades de las formas

multilineales alternadas, es vdlido también para una fila.
Siendo A =(a;)€Mp(K), sabemos que

det(A)= z o(7) @ r(1y B27(2) - Cpr(p)
wEfDP

Si es E un K—espacio vectorial referido a la base @={ﬁl,ﬁz,...,ﬁp} y

considerando los p vectores

se tiene que con relacién a la base elegida es der(v l,Vz,...,Vp)xder(A).

Ademds, para cada i€{l,2,....p} es der una forma lineal en Vv, y si

para este indice i se sustituye Vv, por su expresion en funcién de la

p
. base, v;= [aijﬁj, se tiene
=1

p
det(Vl,Vz,...,Viml , Z Clyﬁj , Vi-f-l""’vp):
=1
p
= X a,-j-det(Vl,Vz,...,?i_l,ﬁj,?H1,...,”

-«
o
-

1=1
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Hacemos A,-j-—=det(Vl,72,...,Vi_l,ﬁj,VH1,...,Vp), que es, precisamente, el
determinante de la matriz que se deduce de A  sustituyendo el vector
columna V; de lugar i por el vector u; de la base que ocupa el
lugar j. Dicho de otro modo, es el determinante de la matriz obtenida de
A al sustituir la columna i por una columna, toda ella de ceros, salvo

el elemento de la fila j que se sustituye por 1.

Con la introduccién de los determinantes A; tenemos que

P
det(A) = E afj-AiJ:au‘A,-I +052‘A,‘2+ +a,-p-A,-p
=1

y por tanto podemos afirmar que el determinante de A se ha desarrollado

por los elementos de su i—é&sima columna.

Para todo i y todo j en el conjunto {1,2,...,p} el determinante Ay

se llama cofactor, complemento algebraico o adjunto del elemento a;.

Cdlculo prdctico de los cofactores
a) Calculemos, en primer lugar, Aj;.

Por definicién, Ay I=der(ﬁl,72,..‘,7p) es el determinante de la matriz
obtenida de A al sustituir los elementos de la primera columna por
ceros salvo el a;;, en cuyo lugar se pone 1. Por lo tanto, para
obtener Aj;; basta con sustituir en la suma que da der(A) los

apgry por cero si w(l)#1, y por uno si x(1)=1, con lo cual es

Ap1= X o(7) 2(2) G32(3) -+ Cprip)

estando la suma extendida a Jas permutaciones 7  del conjunto

{1,2,...,p} que dejan invariante el elemento 1, o bien, a todas las
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b)

permutaciones 7' €9P,_; del conjunto {2,3,...,p}. Como ademds, en todas

estas permutaciones es o(p)=a(p’), resulta que

A=) o) az) Gy - o)
7r'€1)p__1
Vamos a designar con Dy;; al determinante de la matriz obtenida de
al suprimir la primera columna y la primera fila. En este caso

Ap=Dy,.
Cdlculo de cualquier Ay

Denotaremos con Dy el determinante de la matriz que resulta de
al suprimir en ella la columna de lugar i y la fila de lugar

Vamos a comprobar que A,-jz(—l)iﬂ'-D,-j.

En efecto:

Sabemos que  Ay=der(vy,va,..., Vi,

vector u

A

€S

A

Vit1r--Vp). Si llevamos el

;, que ocupa el lugar i, al primer lugar permuténdole

sucesivamente con los vectores que le anteceden, hemos de realizar

i~1 cambios de signo, y como det es una funcidn alternada,

tiene que

A’:f:(_ 1)f—1-det(1_1j,V1,72,...,?i_l,,VH_ 1""’VP)

S

Llevando, ahora, la fila j al primer lugar por permutacién

sucesiva con las filas que la preceden tendremos que realizar j—1
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cambios de filas y que al ser alternada la funcién determinante

resulta

Al:j"“"(_ 1)i+f-det(ﬁl,'\7'1,7§,...,'\7{_1,'\7{4.1,...,v£,)

Donde ¥i,v5,...,vy son los nuevos vectores columna.

Si en la expresidn anterior aplicamos el resultado conocide del

cdlculo de A;;, se tiene que es
det(ﬁlsviivé’---’v{—l!;i+l:"'!vi)):'DJ_fj

y, en consecuencia, resulta que Aij=(—1)"+j-D,-j.

El proceso anterior tiene como finalidad establecer la siguiente proposicion:

1.-

Proposicion

-

Si es A=(ay)€ #, vy designamos con D; al determinante de la matriz
obtenida de A al suprimir la columna i y la fila j, se verifica

que

p
det(A)= ): (—1)i+j‘aij‘Dy‘
j=1

0 bien

p
der(A)= Y} ajAy
j=1

Este resultado se conoce como el desarrollo del determinante de A por
los elementos de la i—é&sima columna. Como cada propiedad de columna

tiene una correspondiente de fila, se tiene, andlogamente, que
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P P
det(A)= ¥ (—1)i*-ayDy= | ayhy
i=1 i=1

y se llama desarrollo del determinante de A por los elementos de la

fila j.
Veamos, ahora, algunas aplicaciones sencillas de la proposicion anterior.

(a) El desarrollo del determinante de la-matriz

X x X X
_ y yr yﬂ‘ yru
A= ' " "r
zZ Z z z
t t t" "

X X X X
' " "
_ _|1yy Yy y
det(A)-lAl - ' " re |
Z Z z z
t t ot "
y yn yrrr x x" x'' x x" x" x x"* x"
=—x'l z z" z" +yr z z' 7" | -7 y yfr yﬂ.r +t' y yr.' yrn
tt" ot t t" t ot ot z " "

En cada uno de los determinantes de orden tres que han resultado,
podriamos a su vez, aplicar de nuevo la propiedad desarrolidndolos por

una cualquiera de sus lineas.

(b) El determinante de una matriz diagonal e$ igual al producto de los

elementos de su diagonal principal.
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En efecto:

Siendo D una matriz diagonal de orden p, obtengamos su determinante:

dip 0 ... 0
depy=| 0 d2z oo 0
0 0 ... dpp

dyy O .. 0
det(D)=d11' O d33 ...... O
0 0 .. d,,

y, razonando por induccion sobre p, en el supuesto de que

dy—1p-1 0
de[(D):dII'dZZ'""dp—Z,p—Z' . ,
0 dpp

se obtiene que

det(D) =d]]'d22' ...'dpp

(o) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los

‘elementos de su diagonal principal.
En efecto:

Sea T una matriz triangular superior de orden p y calculemos
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det(T)=] 0 0 azz ... Gp3

a22 a32 ...... apz
de(T)=a;; 0 a3z ... ap3
0 0 ... App

y razonando por induccién sobre p, en el supuesto de ser

Gp—1p-1 %pp-I
det(T)=a”-azz~...-ap_2,p_2- ,
0 App

se obtiene, finalmente, que der(T)=a;j;-azy ... apy,.

(d) En el resultado anterior se basa el llamado método de reduccion para el

cdlculo de un determinante, el cual consiste en realizar transformaciones

en la matriz dada hasta obtener otra triangular sin alterar el valor del

determinante inicial.

Ejemplo:

a+b a a a
) a a+b «a a
Calcular el valor del determinante A=
a a a+b
a a a atb

Sumando a la primera fila todas las demds, el determinante no altera su

valor, quedando
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4a+b 4da+b 4a+b 4a+b
a atb a a
A=
a a atb a
a a a a+b

Sacando el factor 4a+b de la primera fila obtenemos

A=(4a+b)

D R R
L B

2

+

Q—

a a atb

Si, ahora se le suma a cada columna la primera, multiplicada

previamente por (—1), se obtiene

A=({4aq+b)

S 8 o =
oo s o
==
==

En la dltima expresion aparece como factor el determinante de una

matriz triangular, con lo cual es, finalmente,

A=(4a+b)-(1-b-b-b)y=(da+b)-b°

17.— Célculo de la inversa de una matriz mediante determinantes

1.— Comatriz 0 matriz adjunta de una dada

Dada la matriz A=(gy)e AHH(K), se considera la matriz B=(b,-j)e /ﬂp,
siendo b,-jz(—*l)““f-D,'j, y donde Dy es el determinante de la matriz de
orden p—1, obtenida de A al suprimir en ella la columna i vy la fila

Jj-
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La matriz B, traspuesta de B, se llama comatriz 0 matriz adjunta de

A. La indicaremos por A*%.

Ejemplo:
1 -1 0
Para la matriz A=| 1 1 -1 |e #3(R), cada uno de los b; de la
2 0 1
matriz B son:
1 -1 -1 0
bry=(-1!+! =1 biz=(~1)+2 =-(-1=1
0 1 0 1
-1 0 1 -1
bis=(-1/+7 =1 byr=(—1)2+1 =-3
1 -1 2 1
1 0 1 0
b22=(—1)2+2' =1 bz3=(_1)2+3. =1
2 1 1 -1
1 1 1 -1
b3]$(-1)3+1- =7 b32=(—l)3+2' =-2
2 0 2 0
-1
byz=(—1)7+% =2
1 1
1 -3 =2
De este modo es B=| | I -2 y, por tanto,
1 1 2
1 1 1
AM—B'=| =3 1 1
-2 -2 2
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2.— Proposicion

Para toda matriz A€ MP(JK) se verifica Aadj-AmA'Aadjzdet(A)-Ip. (Donde

I, es la matriz unidad en L (IK)).
En efecto:

Sea A=(a;). Considerando la matriz B=(dy), siendo b,-j=(——1)"+f-D,-j,

es B'=(b}) con bj;=by.

Teniendo en cuenta la definicion del producto de matrices es

p
Bt'A=C=(c,-k) con Cip= Zb}ka,j, es decir,
=1
p Y
¢k = | @by =) (=D -ayDy =
j=1 j=1
P . .
G A =0 der(A) = det(A) si k=i
L 4 A =ik 0 si ki

=1
(En virtud del desarrollc de un determinante por los elementos de una

linea). En consecuencia es Aadj'A=det(A)-Ip.

3.— Definicion

La matriz A€ #,(K) se dice que es inversible 0 regular cuando existe
una matriz A~!e #,(K) verificando A-A—1=A‘1-A=Ip. (La matriz I, es

la matriz unidad de /flp(IK)).

4.— Proposicion

La matriz AeMy(K) es inversible si, y solamente si, der(A)#0.
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Demostracion:

a) Si A es inversible, entonces existe la matriz A~1 tal que

AA-l=A-LA=]
Tomando determinantes en la igualdad anterior, se tiene

det(A. A~V =det(A). det(A—Y=dei(l)=1

Con lo cual det(A)#0, (ademds s¢ tiene, en este caso, que

h=_1

det(A )=
def(A)

b) Reciprocamente, si  det(A)=0, al ser Aadj-A=det(A)-I, se tiene que

adj
A ‘A=1, con lo cual A es inversible siendo su inversa
det(A)
_1_ Aadi
det(A)
Ejemplo:
1 -1 0
Calculemos, ahora la inversa de la matriz A=} 1 1 =1 |e #Z3R).
2 0 1

En el apartado 17.1 se ha obtenido la matriz adjunta de A:

1 1 1
AMI—] 3 1
-2 =2 2

Hemos de caicular, ahora, el determinante de A:

1 -1 0 1 0 0
det(A)=| 1 I =-1[=]1 2 -1 |=4
2 0 1 2 2 1
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(Se ha sumado a la segunda columna la primera y, a continuacién, se ha

desarrollado por los elementos de la primera fila).

Aadj

Entrando con estos resultados en la expresion ATl= se obtiene:
det(A)
1 1 1
A—1=% -3 1 1
-2 =2 2
es decir
1/4 1/4 /4
ATl=| -34 14 14

-1/2 —-1/2 172

Comprobacion: A-A~ Loy,

En este lugar nos ha parecido muy oportuno considerar las propiedades mas
relevantes de las matrices inversibles, su estruétura y otros métodos de cdleulo
diferentes al que aqui hemos expuesto siguiendo la teoria de los determinantes.
El método de Gauss resulta imprescindible en los procesos numéricos del Algebra
Lineal, que contemplard su formacién matemdtica universitaria, futura e
inminente. Hemos propuesto como egjercicio individual, la comprobacion de estas
propiedades, cuya correccién se realizé posteriormente en clase. La asimilacién
de las mismas debe ser un objetivo que lograr con el alumno. Hemos manifestado a
nuestros alumnos la posibilidad de incluir alguna de estas cuestiones en la
correspondiente prueba de evaluacién. De este modo tratamos de atraer la atencién
de los estudiantes a estos aspectos algebraicos que serdn fundamentales para sus

cursos futuros.

138



SEGUNDA PARTE: ESTUDIO EMPIRICO



NUEVA METODOLOGIA DEL CONCEPTO DE

DETERMINANTE



INTRODUCCION



En nuestros afios de docencia en el Curso de Orientacién Universitaria hemos
asistido, en los Seminarios Docentes de la asignatura de Matemdticas, a debates
muy Vvivos cuando‘ se trataba de concretar la programacién correspondiente a la
asignatura de Matemdticas I del COU y, concretamente, al tratar de establecer la
metodologia que seguir para el desarrollo de la unidad temdtica relativa a los
determinantes. De forma permanente aparecian defensores de cada método, argumen-—
tando todos las excelencias de la opcién que, en cada caso, estaban dispuestos a
seguir. La conclusién mds frecuente era aquella que sugeria a cada profesor que
optase por el método que estimase mds acomodado a las caracteristicas del grupo y
a las circunstancias de temporalidad y otras relativas al propio desarrollo del

programa.

Como resultado de ello es que actualmente se siguen ambas tendencias, quizd
con una mayor aceptacién del primer método, al que usualmente se le denomina tam—

bién método histérico.

Hemos podido comprobar un fuerte rechazo por parte del alumnado hacia ambos
métodos, salvo en aquellos estudiantes con destacada motivacién matematica, Las
circunstancias académicas de los adolescentes preuniversitarios, en nuestra par—
ticular observacién de los ultimos quince afios, evidencian un rechazo manifiesto
al discurso largo y profundo, incluso siendo imprescindible en una exposicién ob—
jetivamente acorde con los programas vigentes, como ocurre con la teorfa de los

determinantes que es un tépico obligado en el marco del Algebra Lineal. Ademds
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comprobamos, dia tras dia, que la mayor parte de nuestros alumnos apetecen de re—
sultados rdpidos, aspecto éste muy acorde con la edad, pero, si éstos no estin
fundamentados mediante el ejercicio de la razdén, dificilmente podrdn llevarlos
con garantia de éxito a sus diferentes aplicaciones prdcticas, lo cual avoca al
estudiante a una muy dificit capacidad recreadora en su labor matemdtica préxima
inmediata y a una prictica anulacién de su posible labor investigadora en el fu—
turo. La mera enumeracién diaria de resultados sin argumentos razonados hace que,
por la amplitud de la materia, su actitud hacia la misma sea de desafecto. A su
vez, y lamentablemente, son ya abundantes los textos de la asignatura de Matemd—
ticas I del Curso de Orientacién Universitaria que propician estas circunstan—
cias, reduciendo, pensamos en forma poco consecuente con el futuro académico del
alumno, la teorfa de los determinantes a reglas muy concretas que permiten al es—
tudiante realizar, a lo sumo, cdlculos con determinantes de orden dos y tres ex—
clusivamente. De este modo se deja de lado toda generalizacién del concepto lo
cual es contrario a la esencia misma del proceso matemdtico y sus aplicaciones
futuras. Se observa, incluso, la circunstancia paraddgica de que algunos textos
que tratan ¢l tema de una forma muy aceptable tienen escasa difusién.

Analizar las circunstancias descritas y muchas mdas en torno a la formacién ma-
temdtica integral de los adolescentes espafioles en el momento actual, en la que
pensamos existen muy serias lagunas, serfa el punto de partida para un trabajo de
alto interés socio —pedaglgico del cual, como resultado mds apetecible, esperaria-—
mos el diagnéstico para remediar la manifiesta apatia que observamos en deinasia—
dos alumnos. Despachar esta preocupante situacién con el permanente, inconcreto y
socorrido topico del fracase escolar, nos parece muy poco operativo y sobre todo

una forma excesivamente lacdnica de explicar tan grave problema.
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Nuestra formacién matemdtica, por si sola, no nos permite emprender tan ardua
como necesaria tarea y de la cual, estamos seguros, no obtendriamos resultados de
aceptable fiabilidad, pero debemos manifestar nuestra modesta contribucidn a pen—
sar largo tiempo sobre estos problemas que, con seguridad, con nuestro quehacer

diario, colaboramos a su misma permanencia.

En nuestra dedicacién a la ensefianza universitaria en los ultimos afios hemos
podido comprobar como el tema que nos ocupa, fundamental en la formacién matemd—
tica superior por sus continuas aplicaciones, no ha sido asimilado en su corres—
pondiente nivel por la gran mayorfa de los alumnos en sus estudios preuniversita—
rios. Parece, pues, necesario pensar sobre la posibilidad de que el alumno asimi—
le estos conocimientos con la mayor garantia, y, si es posible, evitdndole es—

fuerzos innecesarios.

Existe un rechazo manifiesto hacia los dos métodos usuales de exponer la teo—
ria de los determinantes en el momento actual tanto por parte del alumno como del

profesor.

El profesor, en este caso, tiene que utilizar resultados desconocidos por el
alumno en su formacién anterior y otros que no le han sido probados. Por su parte
el alumno debe aceptar como conocidos hechos que necesitarfan un desarrollo con
ﬁtmo mds pausado para su total asimilacién y afecto hacia la materia. Concreta—
mente, por la via de las permutaciones, que fue el caminoc histérico, existe el
inconveniente de utilizar resultados cuya justificacién entrafla mayor dificultad
de asimilacion para el alumno que las mismas propiedades del concepto que se pre—
tende asimile. Por ejemplo, la alteracion de la paridad en una permutacién al in—
tercambiar dos elementos cualesquiera de la misma, o el hecho de que la mitad de

las permutaciones simples de »n objetos sean pares y la otra mitad impares, etc.
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Por otra parte, una insistencia en la prueba detallada de las propiedades previas
al concepto que nos ocupa hace demasiado extensa y tediosa la exposicién, llegan—
do el alumno con mermado interés a su objetivo central, que es asimilar la idea
matemdtica de determinante, sus propiedades, cdiculo y aplicaciones de mds nota-—
ble interés en el marco del Algebra Lineal, que corresponde al programa de la
asignatura.

El método de las formas multilineales és, en nuestra opinién, mucho menos
aconsejable ain, ya que por este procedimiento necesitarfamos partir del concepto
de forma bilineal, el cual, a su vez, precisaria conocer el significado matemdti—
co de la linealidad en el d4mbito de los espacios vectoriales a  través de las
aplicaciones lineales. A continuacién deberia introducirse el concepto de forma
multilineal y, como caso particular, el de forma multilineal alternada, a partir
del cual se define la funcién determinante y sus propiedades de una manera bas-—
tante fluida. Nuestra experiencia nos demuestra que todos estos conceptos previos
le ‘resultan poco accesibles al alumno debido, principalmente, a su aspecto nove—
doso y a su propio manejo algebraico marcadamente distinto de las técnicas mds
puramente mecdnicas que han posibilitado su formacidn matemdtica en el bachille—
rato. En resumen, los antecedentes exigen un mayor esfuerzo de asimilacién que

aquel que precisa el propio concepto que se quiere introducir.

- Nosotros, por nuestra parte, proponemos un método diferente que hemos denomi—
nado axiomdrico—inductivo de mas comoda exposicién, mds sintético, con menor
exigencia memoristica y, en general, con mejor aceptacién por parte de los alum-—
nos de prueba, a quienes se les ha expuesto en contraposicién con los dos proce—

dimientos tradicionales.
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Nuestra propuesta de un nuevo método y la esperanza de una mas favorable
acogida que los usuales se fundamenta, entre otras razones, en que el alumno estd
familiarizado con el manejo de los axiomas; conoce los nimeros naturales a través
de los cinco axiomas de Peano. Las estructuras bdsicas del dlgebra, como grupos,
anillos, cuerpos... le son muy familiares, y les han sido presentadas como deter—
minados conjuntos en los que se definen una o mds operaciones verificando deter—
minadas propiedades o axiomas. Por otra parte, la mayoria de los alumnos tienen
asimilado, de una forma aceptable, el concepto de probabilidad, que han estudiado
en el curso primero de su bachillerato, y al cual llegaron mediante la definicién
axiomdtica de Kolmogorov. Por probabilidad, recuerdan los alumnos, se entiende la
aplicaciéon entre el espacio de sucesos asociado a un experimento aleatorio y el
conjunto de los mimeros reales no negativos, que verifica los tres axiomas

siguientes:
i) La probabilidad de cada suceso es un nimero no negativo.
i) La probabilidad del suceso seguro tiene valor uno.

tii) La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles coincide con la

suma de las probabilidades de dichos sucesos.

- Es preciso indicar, ademds, que el alumno conoce y usa con soltura el método
de induccién matemdtica o de induccién completa para demostrar resultados alge—
braicos establecidos para los nimeros naturales. Recuerda, con seguridad, el es—
pecial énfasis que mostré su profesor en la exposicion de este método demostrati—
vo, que posiblemente utilizase para probar la validez universal de la férmula de
la potencia n—ésima del binomio de Newton, suma de nimeros pares, sumas de cua—
drados, de cubos..., incluso toda aquella "sinfonia" de resuitados con ndmeros

combinatorios con los cuales, y para mejor recordarlo, disefi6 Tartaglia su tridn-—
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gulo mdgico. En resumen, el estudiante estd en posesién del segundo gran método
de demostraciéon matemdtica. El cldsico método deductivo aportado por los griegos
pierde vigencia en favor del método inductivo de origen anglosajén con el cual
queda abierto el camino al mundo fascinante de los procesos estadisticos, de la
teorfa de la decision y de la investigacién operativa.

Por todo lo argumentado, consideramos mds conveniente exponer a nuestros alum-—
nos la teoria de los determinantes por el mencionado método axiomdtico—inductivo

que a continuacion presentamos.
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DESCRIPCION DE LOS CONTENIDOS Y

FORMA EXPOSITIVA DEL. NUEVO METODO



Dada la matriz A=(a;) € HK), designaremos sus columnas por Aj,As,...,Ap,
siendo cada una de ellas un vector del K—espacio vectorial K", que estard
representado por
£

afj
as;

j
2nj

. Py

Utilizando las columnas se escribe la matriz en la forma A=(A[,A,,...,A,).

1.— Definicion de determinante

Se lama determinante de orden n a la aplicacion der: #, (K) — K entre el
conjunto de las matrices cuadradas de orden n y el conjunto I, con su

estructura de cuerpo, si verifica los siguientes axiomas:
Axioma 1. (De linealidad).
En cada columna, y cualquiera que sea el vector VEIK', ha de ser

det(...,A+V,..)=det(..,A;,.. ) +det(...,V,...)
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Axioma 2. (De linealidad).

Si se multiplican los elementos de una cualguiera de las columnas de la
matriz A por un mimero  «, entonces su determinante queda

multiplicado por «, es decir:

det(....x Aj,..)=x-del(...,Aj,...)

Axioma 3. (De nulidad).

Si en la matriz existen dos columnas iguales, entonces el determinante

tiene valor cero. Es decir, si Aj=Ay, para j#k, es det(Aq,...,Ap)=0.
Axioma 4. (De identidad).
El determinante de la matriz identidad tiene valor uno. Es decir

dei(ly,....I)=1.

Vamos a poner algin ejemplo que nos haga ver que la definicion dada es
consistente. Para manejarnos con mayor soltura establezcamos, previamente,

algunas propiedades de la funcién determinante que hemos definido.

2.— Proposicién

La aplicacion determinante verifica, entre otras, las siguientes propiedades:

1.~Si A€ #,(K) es tal que una de sus columnas es el vector cero de K°
entonces su determinante tiene valor cero. Es decir, si Aj=0 entonces

det(Ay,...,A)=0.
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2.— Al intercambiar dos columnas cualesquiera en una matriz se verifica que su

determinante cambia de signo. La propiedad enunciada la escribiremos asi:

dff(...,A',...,Ak,...)= —det(...,Ak,...,Aj,...)

3. —El determinante de una matriz conserva su valor cuando a una de sus columnas

se¢ le suma otra multiplicada por un nimero. Es decir:

det(...,Aj+ N Ay, ... Ay, .. )=det(..,Aj,..., Ay, ...)

4.—81 A€ #LIK) es tal que sus columnas son vectores lineaimente dependientes

en K", entonces es det(A)=0.
Demostracion:

La propiedad I resulta ser inmediata a partir del axioma 2 con solo tomar

k=0.

Para demostrar la propiedad 2 se considera la matriz (o Ajt AL, ., AjH A,)
que, al tener dos columnas iguales, por el axioma 3 tiene determinante nulo.

De la igualdad

0 = det(...,Aj+ Ay, . AjtAyg,. )= axioma 1
= de(...,Ajy... Aj+ Ay, ) Hdet(. A, A+ Ay, ) = axioma 1
= det(...,Aj,...,Aj,.. ) Fdet( .., A, Ay,..) Fdef(.., Ag,...,Aj+Ag,..)=  axioma 1
= det(...,A

j,...,Aj,...)‘E'det(...,A',,..,Ak,...)‘l‘d@[(...,Ak,...,Aj,...)+det(...,Ak,...,Ak,...)

Como por el axioma 3 los sumandos primero y cuarto son nulos, se tiene
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0= det(...,Aj+Ak,...,Aj+Ak,...)=

det(...,A-,...,Ak,...)+det(...,Ak,...,Aj,...)
de donde resulta que det(.,.,Aj,...,Ak,...)=—det(...,Ak,...,Aj,...).

Para demostrar la propiedad 3 se considera la matriz obtenida de A sumando
a la columna j la columna 4 multiplicada por A y, a continuacién,

calculamos el determinante de la matriz obtenida:

det(...,A;+NAy, .., Ag,..) = axioma 1

= det(...,A;,...,Ay,...)+det(... . A Ay,...,A,..) = axioma 2

det(...,Aj,....Ag,.. )t hdet(.. ,Ay,...,Ag,...) = axioma 3

i

det(...,Aj,..., Ay, ..)

Demostracién de 4: Si las columnas de A son linealmente dependientes, una
de ellas se puede escribir como combinaciéon lineal de las restantes. No
perdemos generalidad si suponemos que es A; combinacién lineal de las
demds. Si esto ocurre, entonces existen Ao, Aj,...,A, escalares en K, tales
que

n
Al=>\2‘A2+>\3’A3+...+)\H'An= z )\k'Ak
k=2
de este modo es
n
det(Ay,A,,...,Ay) = del( z M A Ay, A= axiomas 1 y 2 sucesivamente
k=2

=

= ¥ Nedet(A Ay, Ap)
2

=
I
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Pero, en virtud del axioma 3, al ser der(Ay,A,,...,A;) nulo para k=23,...n,

se tiene, en definitiva, que det(A;,Ap,...,A)=0.

Establecidas, y probadas estas cuatro propiedades, pongamos ejemplos sencillos
de determinantes, que nos van a garantizar la consistencia de la definicion dada,

y comprobemos su unicidad.
Ejemplo 1
La aplicacion der : #, — IR definida por

ar; 4
det =aj1a3—a20;
az; G2

es un determinante de orden dos.

La comprobacidén es un sencillo ejercicio que los alumnos aceptan de buen grado
y ellos mismos desarrollan ia tarea de comprobar la verificacion de los cuatro
axiomas definitorios, con la ayuda del profesor cuando ha surgido alguna pequefia
dificultad. Nosotros no la expondremos aqui. Nos parece mds interesante probar la
unicidad de la definicién. Para ello demostremos que €ste es el tnico ejemplo de

determinante de orden dos que existe.

) ap; az ayy
En efecto, dada la matriz A= sus vectores columna A= y
ay; 4y az;p
412 PR .
Ay= 2 son expresables, como combinacién lineal de los vectores integrantes
22

de la base canénica I,I, del siguiente modo:

Aj=apli+ayl Ap=apyli+ayly
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Sea D otra aplicacion determinante de orden dos, es decir una aplicacién

definida en el conjunto de las matrices cuadradas de orden dos con valores

reales, verificando los cuatro axiomas definitorios. En estas condiciones

ar;
D

ar

ar2

az;

= D(A,Ap=

= D(011‘11+021'12 s A2)=

= D(ayrly , Agy+Dlazrly , Ay=

= aj;'D(1},Ap)+az;-D(Ip,A0) =

= apr-a; Dy, Iy +ag-aD,,1p)+

+ayrrapD(y,L) +azpaz DIy, 1)) =

= ajrazy Dy, In-az;a;D{;,1)=

= dppaz—apraz =

apy 4z
= det
d;; dap;

con lo cual se tiene que D=der.

Ejemplo 2

La aplicacién

det : #3(R) — R definida por

aj; 4y2 43
det| az; axp ay |=

az; adszy 4azz
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=aypy-Gzyaz3tayyazyaz+ayyay;az—aryazyay;—ayayaz—apyazras;
es un determinante de orden tres.

La comprobacion de que esta aplicacion verifica los cuatro axiomas
definitorios de determinante y que es la tnica aplicacién determinante de
orden tres es un ejercicio que se ha propuesto a los alumnos. Hemos podido
comprobar que mds de la mitad de los alumnos han desarrollado esta pequefia
prueba con destreza aceptable. Para aquellos alumnos que tenian dificultades
se les mostré el paralelismo con el caso de determinante de segundo orden con
lo que han sido muy- escasos los estudiantes que no culminaron su terea.

Omitimos aquf el desarrollo de estas comprobaciones.

Con lo dicho anteriormente tenemos garantizada la existencia de la aplicacién

determinante para los casos de segundo y tercer orden, asi como su unicidad.

El valor o desarrollo de un determinante de orden tres se recuerda con
facilidad mediante una configuracién conocida como regla de Sarrus. Reglas de

este tipo no se conocen para determinantes de orden superior a tres.

.

(@ ® ° (@ ® o)
° ° o
® ° ™ ™ ®

\ / \ J

Necesitamos definir determinante de orden »n y probar su unicidad para cada

matriz A€ #,(K).
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3.— Existencia y unicidad de la aplicacién determinante

En este proceso vamos a utilizar el método de induccion completa, también llamado
de induccién matemdtica, para demostrar la existencia y unicidad de la aplicacién

determinante en #,(IK) para cualquier orden n.

En los casos n=2 y n=3 estd probada la existencia y unicidad de la aplicacién
determinante. Vamos a aceptar que para n=1 es det{a;;)=a;;. De este modo
tenemos ya establecida la existencia y unicidad de la aplicacién determinante

para los tres primeros valores de n.

Supongamos que se tiene la existencia y unicidad del determinante de orden n-—1.
Sies A una matriz de orden n vamos a poder definir su determinante por medio
de matrices de orden n—1 obtenidas a partir de los elementos de una cualquicra

de las lineas de A.

1.~ Definicion de menor complementario

Sea A€ #,(K). Se llama menor complementario del elemento a; en la
matriz A, y se designa por detif(Ay,...,Aq), al determinante de orden
n—1 de la matriz obtenida de A al suprimir de ella su fila i y su

columna j.

Cuando es notoria la columna suprimida, designaremos el menor

complementario del elemento a; por det(...,Aj_1,Aj41,-)-
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2.~ Proposicion

En el supuesto de darse la existencia y unicidad del determinante de

orden n-1, la aplicacién der : #,(JK) — K definida por
n
det(Ay,...Ap) = T (=1) aypder(Ay,....,Ap)
j=1

es un determinante de orden n, y por tanto el tinico.
Demostracion:
Verificacion del axioma 1

Dada A€ #,(K), se considera la matriz Be& .#,(K) obtenida de A
sumando a la columna k el vector VeEK", es decir, B=(Ay,...,Axt+V,...,Ay).
En estas condiciones

n
det®)= Y} (—1)'V-byjdet;i(By,....By)
i=t

en esta suma, cuando j#=k, es

det;i(By,....By) =detj(...,AxtV,..)=dety(...,Ay,..) +dety(...V,...)
y bjj=ay;. Cuando j=k, es

detj{(By,....By) =dety(... A +V,.. ) =dety(...,Ay,..) +dety(...,V,...)

y by=ay+vy. En consecuencia, todos los sumandos con j#k se

descomponen en dos

Cl]j'deflj(...,Ak, . ..)+a1j-det1j(...,V,...)
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y el sumando j=k en otros dos

afj-derfj(. s Al .)+v1j-detlj(...,V,...)

Los primeros sumandos forman det(A,,.. ,Ay,...,A,), en tanto que los

segundos forman det(Ay,...,V,...,A}); en definitiva se tiene que

det(B)=det(Ay,...,Ay,....Ap)+det(Ay,..,V,...,Ay)

Se tiene, por tanto, la verificacién del axioma I.
Verificacion del axioma 2

Dada A€ #,(K), multipliquemos su columna de lugar k por el escalar
AeK y llamemos B a la matriz resultante, es decir
B=(Aq,....A " Ag,...,Ap).

n
det®)=} (—1)'-by;detyi(By,....By)
=1

en esta suma, Si j#K&,
det1{(By,....By)=detji{... . N A,..)=N-det (..., Ag,...)
Yy bpj=ay; en la misma suma, si j=k,
det)i{By,... By)=derj(..., N Ay,.. ) =det (... Ay,...)

y bg=Mhay. Por tanto, en todo caso es

n

det®)= T (—D' I N-adety(Ay,..., A =\-det(A)
j=1
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Verificacion del axioma 3

Sea dada la matriz A=(... p LA ,Ap+1,...,Aq_l,Aq,AqH,...) en la cual las
columnas A, ¥y Aq son iguales, es decir @;=a;, para cada
i=1,2,...,n. De acuerdo con la definicion, es

n

det(A)= T (=1 V-aydetsj(AyyeAp, - Agses An)
j=1

y, en esta suma, si j#p y j#gq, €l sumando correspondiente es
deflj(Al,...,Ap,...,Aq,...,An)=0

por tener dos columnas iguales y, de este modo, la suma anterior se

reduce a la suma cuando j=p y j=gq, con lo cual es

det(A) = (1) Papydeti(...Ap_1,Ap 1 A1, ApAgr 1)+

Q-1
+(-1' qﬂ}pdefj( Ap—1ApAps s Ag-1L,AG+1,-)

e, intercambiando ¢g—1-—p veces sucesivas la columna Ap con las

siguientes, resulta
det]( p laA 9Ap+1!"'sAq—~l’ q+1s-- )'"'
= q—1-
=(=D17 " Pdery( Ap 1, Ap s 15 Aq— 1A Ag 1)

por tanto

det(A) =

1 —y—
= (=) "Payydetyp(Ag, . AYH(=D T (=1TP gy dery (A, Ay =
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= [(—1)1+p+(—1)1+2q_p_1]-alp-detlp(Al,...,An) =

= 0-azydetp(Ag,...Ap) = 0

Verificacién del axioma 4

Sea I=(ej)€ #y(K) la matriz identidad. Como es e;=0 si i#j y
e;=1, se tiene

n n
derly="T (=)' Peppdenily, - d)= T (=D Fe=(=1' ey =1
j=1 i=1

La proposicion 3.2 confirma la existencia y unicidad del determinante de
orden n. Incluso nos aporta un método importante para el cdculo de dicho
determinante  consistente en €l desarrollo del mismo por los menores
complementarios de los elementos de la primera fila. A  continuacién
estableceremos una proposicion que generaliza el resultado anterior al obtener el

desarrollo del determinante por los elementos de una fila cualquiera.

4.~ Proposicion

La aplicaciéon der : #,(KK) — K definida por

n
det(Ay,...Ap= T (1) gy deryAy,..., Ay
=1

para cada i=2,3,..,n es un determinante de orden n.

La demostracién de esta proposicion es la misma que la de la proposicién 3.2
y se obtiene de ella con solo cambiar el subindice 1 por el i, sin pérdida de

generalidad. Por su inmediated no escribimos la demostracion.
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5.— Proposicion

Dada A€ #,(K), todos los desarrollos por fila de su determinante coinciden.

Esta proposicién es una consecuencia inmediata de la unicidad del determinante

probada en las proposicidnes 3.2 y 4.

Expuesto lo que antecede, hemos propuesto a nuestros alumnos varios ejercicios

de los dos tipos siguientes.

a)

b)

6.

Calcular varios determinantes de orden superior a tres. Hemos preferido, para
evitar cdlculos demasiado laboriosos, que sean de orden cuatro,

desarrolldndolos en cada caso por dos filas distintas.

Obtener el valor de varios determinantes de orden cuatro reduciéndolos,

sucesivamente, al cdlculo de determinantes de orden inferior.

— Proposicién

Siendo A€ #,(K), se tiene que

n
det(Ay,... Ap= T (-1)'V-gy-dety(Ay,.... Ap)

1=1

para cada j=1,2,...,n.
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En efecto

Cada columna A; de la matriz A puede expresarse como combinacién lineal de
los vectores de la base candnica en la forma

n

A= ] ay'li

i=1
De este modo podemos escribir el determinante de A como

det(Aq,...,Ay) = det(Al,...,Aj,...,An)z

n
= det(Ay,.., ) @y ,...,Ap)=
i=1

n
= ¥ ajdet(A,.. L., Ap)

i=1
por la proposicién 4, aplicada a la fila i, se tiene

) |
det(Ay,... Ty A= T (=)' Fayedety(Ar,.. ..., Ap)
k=1

que, en esta suma, si k=j es a,-k=ag-=1 y, por tanto,
(— D' ayedetiAg, .. L A =(= 1) T odet Ay, T, Ap)
R y si k#jf
detip(Aq,....L,...,Ap) =0

ya que en la matriz existe una columna de ceros. Entonces resulta que

det(Ay,.. L, Ay = (=1)Pde(Ay,. T, A=

= (=)' det(A,,...., A
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Con 1o cual

n
det(Ay,...Ap= Y (=1)'-aydetiiAy,...,Ap)

i=1

La proposicion demostrada nos proporciona otro método para calcular los
determinantes de orden n, que consiste en obtener el desarrollo del determinante

por los menores complementarios de los elementos de la columna j, j=1,2,...,n.

Hemos considerado muy conveniente proponer, en este momento, ejercicios de
cdlculo de determinantes, desarrollindolos por una cualquiera de sus columnas y

comprobar los resultados, desarrolldndolos por filas.

7.— Proposicion

Toda matriz cuadrada A, de orden n, verifica que det(At)=det(A).

En efecto:

Sean A=(ag;) Yy B=(b,-j)=At y, por tanto, b;=a; Vamos a realizar la

demostracién por induccién sobre n.

~Para  n=1 'y n=2 la proposicion se verifica, siendo inmediata su
comprobacion Supongamos la proposicidn vdlida para n—!. En estas condiciones

por la proposicién 4, se tiene

det(A") =det(B)

n
Y (=17 by der(By,...,By) = hip6tesis de induccién
=1

1l

n
Y (=1 bydety(Ay,... Ay = definicién de b,
j=1
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n
= E (—1)i+j-aﬁ-detj,-(A1,...,An) = proposicién 4
i=1

= det(A)

La proposicién demostrada pone de manifiesto que toda propiedad de los
determinantes, relativa a las columnas, tiene otra con idéntico enunciado para

filas.

8.— Proposicidn

Sies A una matriz cuadrada A=| . |€ #,(K) en la que AI,AZ,...,An designan sus

filas, entonces:

1. Al multiplicar una sola, y cualquiera, de sus filas por un escalar arbitrario

x el determinante de la matriz queda multiplicado por «.

2. Cualquiera que sea €l lugar i de fila y para cada vector v de K=o, se

verifica que

detiab 45| = det|pb{+det| v

3. El determinante de la matriz se anula cuando existen dos filas iguales.
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4.

La matriz identidad tiene determinante de valor uno.

Esta proposicién es consecuencia inmediata de la proposicibn 7 y de los

axiomas definitorios de columna.

La proposiciéon 7 nos permite afirmar que todo determinante de orden n

verifica para filas los cuatro axiomas definitorios de columna. Como consecuencia

de ello resulta inmediata la verificacién de la siguiente proposicidn.

9.—

Proposicion
Si alguna fila de la matriz A€ #,(K) es el vector cero de K" entonces es
det(A)=0.

El intercambio de dos filas cualesquiera en la matriz A€ #,(K) origina un

cambio de signo en su determinante.
Si en la matriz A€ .#, existen dos filas iguales entonces der(A)=0.

Si en la matriz A€ _#,(K) existen dos filas proporcionales entonces

det(A) =0.

El determinante de la matriz A€ #,()K) permanece inalterado cuando a una de

sus filas se le suma cualquier combinacion lineal de otras.

10. — Determinante del producto de dos matrices

Seaen A y B “dos matrices cuadradas de orden n y sea A'B su matriz

producto. Designando con (A'B); la columna j de la matriz producto A-B, se
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observa que (A'B);=A'B;. Es decir, que la columna j de la matriz producto A-B

es igual al producto de la matriz A por ia columna j de la matriz B.
1.— Proposicion
Si Ae #,(K) y Be #,(K) se verifica que det(A-B)=det(A) det(B).

Demostracion:

Sea la aplicacién ¢ : #Z,(IKK) — K definida por

| HX)=¢(Xy,...,X,) =det(X-By,...,X-By) vX € M, (K)

n
Como es X'Bj= Z by X;, para cada j=1,2,...,n, se tiene que

i=1
n n n
axiomas

O(X1,..-,Xp) = det( ): birX;, [ biXi ..., z bin X)) = 1,2 3y4

i=1 i=1 1=1
= k'de[(Xl,...,Xn)

siendo k& una constante que depende, exclusivamente, de los elementos

by de la matriz B. Si ahora consideramos que es X=I, se tiene

¢(1y,.... I =det(I'By,...,I-By) =k-der(Iy,..., 1) =k

y al ser

(I'By,....I'Bp) =(By,...,By)

se tiene que es k=det(B,,...,By). De este modo para X=A se tiene que

$(Ay,...,Ap)=del(A-By,...,A-By) =der(By,...,By)-det(A, .., A,)
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con lo cual es

det(A-B)=det(A) det(B)

La comodidad de la demostracion dada serfa motivo suficiente para seguir el
método axiomdtico inductive y no los métodos tradicionales en los que resulta muy

complicada y, en todo caso, no acorde con el nivel de los alumnos.

11. - Adjuntos

1.— Definicién

Siendo A una matriz cuadrada de orden 2 y a; uno cualquiera de sus
elementos, se define adjunto del elemento ay, que se designard por Ay, al

nimero dado por

Aj=(~Diti-detii(Ay, .., Ap)

Teniendo en cuenta esta definicién, los desarrollos respectivos, por columnas

y filas, de det(A) estdn dados por

n
det(A)= Z ai A
i=1
J indice fijo mientras i varfa, j=1,2,...n, y
n
det(A)= Y ajA;;
ji=1

i indice fijo mientras j varia, i=1,2,...,n.
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2.— Proposicion

Siendo A una matriz cuadrada de orden A, se verifica que la suma de los
productos de los elementos de una de sus filas por los adjuntos de lo
elementos de otra fila cualquiera vale cero. Es decir

n

L @A =0
j=1

En efecto:

Consideremos la matriz B obtenida de A al sustituir los elementos de
la fila k& por los correspondientes de la fila i. De este modo la

matriz B tiene dos filas iguales con lo que es det(B)=0.

Si ahora desarrollamos el determinante de B por los elementos de la
fila k& se tiene
n ’ n
det(B)=0= Z A A= z ajj Ay
j=1 ji=1
Consecuencia inmediata de esta proposicion es la siguiente:

3.— Proposicién

En toda matriz A€ #(K) se verifica que la suma de los productos de los
clementos de una de sus columnas por los adjuntos de otra columna cualquiera

vale cero.
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12. — Matriz adjunta

1.— Definicion

Siendo A=(a;)€ #y(K), se llama matriz adjunta de A a la matriz que se
obtiene de A al sustituir cada elemento por su adjunto. La simbolizaremos

por A*Y=(aAyp).
2.— Proposicién
Sies A€ #,(K) se verifica A-(A;)'=(derA)L
Demostracion:

Representemos la matriz producto  A-(Ay) mediante (cx). Por la
definicidon del producto de matrices es

n

Cip= Z alg"Arj
=1

y, teniendo en cuenta la definicion I11.1, relativa al desarrollo de un

determinante por los elementos de una fila, y la proposicién 11.2, es

o] dera) i r=k
k= 0 si r#k

con lo cual resulta que (cg) es la matriz diagonal det(A)-1.
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13. — Matriz inversa

1.—

Definicion

Dada A€ #,(K) una matriz Be #,(K) se dice que es la inversa de A si se

verifica que A-B=B-A=I siendo 1 la matriz unidad en _#(K).

Cuando esta matriz B existe se representa con A~ .

2.—-

3. -

1

Propiedades de la matriz inversa de una dada

Si la matriz A tiene inversa ésta es unica.

Si la matriz A  tiene inversa también la tiene su traspuesta Al

siendo  (AY) " l=a"h.

Si la matriz A tiene inversa A} _ésta también la tiene siendo

A6 Hl=A.

Si la matriz A tiene inversa también la tiene su potencia n—ésima

A", con neNN, siendo (AN '=a~HP

Si las matrices A y B tienen inversa también la tiene la matriz

A‘B, siendo (A-B) !=B" 1AL

Definicion

Una matriz A€ #(K) se dice que es regular si der(A)#0. Si es det(A)=0

entonces la matriz se dice que es singular.
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4. — Observacion

En  #,XK) el conjunto de las matrices regulares constituye un grupo
multiplicativo (no conmutativo). Cuando el cuerpo K es IR, y es n=3, este
grupo es el llamado Grupo Lineal, de gran importancia en las transformaciones

del espacio afin tridimensional.

5.— Proposicion

Es condicién necesaria y suficiente para que una matriz A€ #,(JK) tenga

inversa que A sea regular.
Demostracion:
a) La condicién es necesaria.

Si existe la matriz inversa A”! es A-A_1=I, y teniendo en cuenta la
proposicion 10.1, es  det(A-A” )=det(A)-det(A”)=1, con lo cual es

det(A)#0 y A es regular. Ademds, de la igualdad anterior se deduce que

S 1
e )= e

b) La condicién es suficiente.

Si la matriz A es regular se tiene que def(A)#0 vy, de la proposicién

12.2, se tiene que

1

" - . tz
A det(A) (Ayr =1

Aplicando trasposicién de matrices en la igualdad anterior se tiene

L Ay at=
det(A) (AyA=1
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Por otra parte, es de comprobacién inmediata la igualdad
(Ay) A'=(Ay)"A=I
con lo cual también se da la igualdad
1 t
e (Ay) A =1
det(A) (Ay)

En consecuencia se tiene que A_1=L- Aj).

—der(A)

La expresi6n anterior es una férmula cuyo seguimiento nos permite calcular la

matriz inversa de una matriz regular.

14. — Determinantes y rango de una matriz

1.- Deﬁnicién

Dada la matriz A€ #,,x,(K) se llama submatriz de A a toda matriz B
resuitante de A al suprimir en ella cierto nimero de filas y un determinado

niumero de columnas.

2.— Definicion

Dada la matriz A€ #,(K), y siendo B una submatriz cuadrada de orden #

en A, al determinantiec de B se le llama menor de orden h en A.
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3.— Definicion

Dada la matriz A€ #,«4(K) y siendo h€IN, con hA<min{m,n}, el menor M de
orden # en A, formado por las A primeras filas y las & primeras

columnas de A, se llama menor principal de orden h en A.

4.— Definicion

Se llama rango o caracteristica de una matriz A€ #p, x,(K) al orden médximo de

los menores no nulos existentes en A.

Asi, por ejemplo, si una matriz tiene rango igual a cuatro significa que en
ella existe al menos un menor de orden cuatro distinto de cero, y que los menores

de orden superior a cuatro en A son inexistentes o bien son nulos.
5.— Proposicion

Sea la matriz A=(A[,Ay,...,Ap)) € #Zyxn(K). El mimero de vectores, entre las
columnas Ay,As,...,A; de A, que son linealmente independientes coincide con

el rango de A.
En efecto:

Sea r el nimero de vectores linealmente independientes que existen
entre las columnas de la matriz A. No resta generalidad el suponer que
las columnas linealmente independientes son Aj,A,,...,A,. (Si fuesen otras
r  distintas razonarfamos en forma andloga). En estas condiciones, el
subespacio vectorial engendrado por los n vectores columna Aj,A,,...,A,

es de dimensién r siendo {AI,AZ,...,Ar} una de sus bases.
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Probemos, ahora, dos cosas.
a) El rango de A es menor ¢ igual que .

Sea M un menor de orden s en A, con s>r. Las s columnas del
menor M son linealmente dependientes, pues son mds vectores que la
dimension del subespacio que los contiene, por tanto una de las
columnas de M, al menos, es combinacién lineal de las restantes y, por

tanto, el menor M es nulo.
b} El rango de A es mayor o igual que .

Sea s<r. Entre los menores de orden s que en la matriz A pueden
obtenerse a partir de los r vectores Aj,Aj,...,A, debe existir al
menos uno distinto de cero (obviamente algin menor de orden uno) ya que
los vectores Ap,A,,...,A; son un sistema libre. Consideremos, pues, que

arp - Ay
#0

as1 e a«ss

Suponiendo que es nulo todo menor de orden superior a s se tendria

que para cada r=s+1,5+2,...,n el menor de orden s+1

ary - GQps App

=0
gy . Qg Gy
Uy s Oy
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De ser nulo el menor anterior, y en virtud de la proposicién 11.2,

podemos escribir:

aII'AtI+...+a1s'AtS+a1r'Atr=0

asl'Atl +... +ass'Ats+as'rAtr=0

Desarrollando el menor, nulo, anterior por los elementos de la ttima

fila, se tiene:

ap At a Agta, Ay=0 (r=s+1,5+2,...,n)

Las igualdades anteriores, se pueden escribir en 12 forma

~

a1 ars arr
Aa| @ [+ FAG A =0 @D
apy Lans Apy
dyy ... G
y, al ser A,=| ... .. .. |#0, la igualdad (I) nos dice que los
Qg; ... Qg

vectores ApLAg,. LA son linealmente dependientes, lo cual es
contradictorio con la hipdtesis. Hemos de admitir, por tanto, que

existe, al menos, un menor no nulo de orden igual o mayor que r.

Por los apartados a) y b) queda demostrado que el rango de la matriz A
coincide con el nimero de vectores columna linealmente independientes

que tiene la propia matriz A.

6.— Proposicion

En toda matriz A€ #,,«u(IK) se verifica que el nimero de vectores linealmente

independientes que hay entre sus filas coincide con el rango de A.
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Esta proposiciom resulta inmediata siguiedo €l mismo proceso que en la

anterior, teniendo en cuenta la proposicién 6.

Como consecuencia de las proposiciones I4.5 y 14.6, resultan las

siguientes:

7.— Proposicion

En una matriz A€ .#,,x,(IK) un vector columna es linealmente dependiente de
los restantes si, y solamente si, el rango de A coincide con el de la

submatriz resultante de A al suprimir dicha columna.

8. — Proposicion

En una matriz A€ #,x,(IK) un vector fila es linealmente dependiente de los
restantes si, y solamente si, el rango de A coincide con el de la submatriz

resultante de A al suprimir dicha fila.

9.— Proposicion

La matriz A€ #,(KK) es regular si, y solo si, todos sus vectores columna son

linealmente independientes.

10. — Proposicién

La matriz A€ #,(K) es regular si, y solo si, todos sus vectores fila son

linealmente independientes.
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11.— Proposicion

Toda familia con »n vectores de un IK—espacio vectorial de dimensién n
forman una base del mismo si, y solamente si, considerados como vectores

columna de una matriz A€ #,(K) ésta es regular.

12.— Proposicion

Toda familia con 7 vectores de un JK—espacio vectorial de dimensién »#
forman una base del mismo si, y solamente si, considerados como vectores fila

de una matriz A€ #,(K) ésta es regular.

15.— Orlados

1.~ Definicion

Dado un menor de orden A en una matriz A€ #,, «,(K), entenderemos por orlar
este menor el formar otro menor, de orden A+1, en la matriz A afiadiendo a
la submatriz que lo define los elementos de una fila y una columna que no

formen parte del menor inicial.

2.—. Proposicion

S1 en una matriz A€ #yy,(K) existe un menor de orden A no nulo y todo
orlado con los elementos de una columna fija y las restantes m—h filas , es
nulo, entonces esta columna es linealmente dependiente de las A4 que forman

parte del menor no nulo.
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3.— Proposicion

Si en una matriz A€ #,«,(IKK) existe un menor de orden ~ no nulo y todo
orlado con los elementos de una fila fija y las restantes #n—h columnas es

nulo, entonces esta fila es linealmente dependiente de las 4 que forman

parte del menor no nulo.

Omitimos incluir aqui la demostracion de cada una de estas propiedades pues es
la misma que la dada dentro de la teoria de los determinantes mediante el método
de las permutaciones y de este modo se han desarrollado para los alumnos que han

seguido el método axiomatico inductivo.
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OBJETIVOS E HIPOTESIS



El desarrollo de los distintos métodos, en cuanto a tiempo de exposicion,

satisfaccion del profesor y apreciacion directa de la aceptacién por parte del

del alumnado, nos predispone a esperar unos mejores resultados en su calificacion

media, de la correspondiente prueba sobre los determinantes para aquellos grupos

de alumnos que han seguido la exposicion de la teorfa de los determinantes segin

el método axiomdtico inductivo. Es por ello por lo que con esta parte del trabajo

nos proponemos lograr los siguientes objetivos.

1.—-

Objetivo fundamental

Verificar que el método axiomdtico inductivo es mds eficiente que el método

histérico y que el método multilineal.

2.—

1,—

Otros objetivos

Detectar la existencia de interdependencia entre los factores procedencia
del alumno (de centro publico o privado), cardcter de la asignatura
(obligatoria u optativa), tipificacion académica del alumno (novel o
repetidor) y sexo, con el método seguido en la exposicién de la teorfa de

los determinantes.
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Dicho mds técnicamente, detectar la existencia de interacciones de segundo

orden.

Determinar la existencia de otro tipo de interaciones para las distintas

combinaciones de los factores como las siguientes.
» Procedencia—Optativa (interaccion de segundo orden)

» Método—Repetidor—Optativa (interaccion de tercer orden), o bien la

tinica posible de cuarto orden en nuestro disefio:
» Método—Procedencia—Optativa —Repetidor.

Supuesto logrado el objetivo bdsico de confirmar que los alumnos que han
seguido el método axiomdtico inductivo han obtenido calificacién media
superior 2 la de los grupos que siguieron los otros dos métodos, se trata de
determinar en qué estrato de alumnos —en los de calificaciones mds bajas, en
los de supenso alto o es en los alumnos aprobados, o en los mds brillantes—
en los que mds ha repercutido este método en la mejoria de sus

calificaciones.

Establecidos los objetivos hemos de definir las hipdtesis de trabajo.

3 -

1.-

Hipétesis de trabajo de las cuales hemos partido al realizar este estudio:

No existe diferencia entre las medias de las calificaciones para los

distintos niveles de cada factor.
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2.— No

Ejemplos:

No existe diferencia entre la media de las calificaciones de los
alumnos que proceden de un centro piblico y la de los que provienen de

un centro privado.

No existe diferencia entre la media de las calificaciones de los
alumnos que han seguido el metodo histérico y la de los alumnos que lo
han hecho con el método multilineal o con los que lo hicieron siguiendo

el método axiomdtico inductivo.

existe diferencia entre las medias de las calificaciones para las

posibles combinaciones de los factores.

Ejemplos:

No existe diferencia entre las medias de las calificaciones del
conjunto de los alumnos noveles que proceden de centro privado y del

conjunto de alumnos noveles provenientes de centro publico.

No existe diferencia entre las medias de las calificaciones del
conjunto de alumnos repetidores que proceden de centro privado y del

conjunto de alumnos repetidores que provienen de entro piiblico.
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DISENO Y METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION



INTRODUCCION



Siguiendo las consideraciones, ya argumentadas, respecto de nuestra posicidn
critica en cuanto al seguimiento de los métodos tradicionales para impartir la
docencia correspondiente a la materia de los determinantes en la asignatura de
Matemdticas 1 del Curso de Orientacion Universitaria, habida cuenta de cual es
situacién en cuanto a la media de rendimientos en matemdticas en el momento ac—

tual, solamente cabrian dos lineas metodolégicas.

Una -consistente en tratar los determinantes desde una consideracidon meramente
calculista enumerando el minimo de reglas o guias de cdiculo sin fundamento de—
mostrativo y en consecuencia ajenas a un minimo rigor. Un tratamiento de este
estilo priva al discente de la posibilidad de detectar las relaciones para un
conocimiento de este tema desde la parte mas amplia del algebra y de sus relacio—
nes con la geometria en que se encuentra dentro de la globalidad de 1la

asignatura.

- Esta es la forma de tratar el tema en una parte importante de los textos de
Matemadticas I en los que el tratamiento de los determinantes prdcticamente se re—
duce a los casos bi y tridimensional. El cdlculo de los determinantes se hace si—

guiendo la nemotécnica regla de Sarrus y las propiedades de los mismos son meras

comprobaciones en determinantes de tercer orden.

Otra alternativa, aceptando el hecho de que los tiempos del rigor y la funda—

mentacién formal no son, precisamente, los actuales, se nos presenta como aquella
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que, sin abandonar la argumentacion razonada nos permitiese llevar a nuestros
alumnos, de una forma mas fluida, al concepto de determinante y sus propiedades.
todo ello, claro estd, desde la mayor generalidad posible para que su conocimien—
to del tema, una. vez asimilado, sea de visidn global y conociendo su utilidad
tanto particular como en relacién con los temas afines.

Esta segunda via, que a nosotros nos parece la adecuada, pensamos es imposible
de adoptar, en este nivel de ensefianza intermedia, utilizando los dos métodos
tradicionales. Por ello hemos dedicado algin tiempo a pensar en la posibilidad de

disefiar esta forma deseable de ensefiar el tema.

El atrayente libro de Serge Lang, Algebra Lineal, publicado por la editorial
Fondo Educativo Interamericano en 1974, nos dié la clave. En su capitulo VII
apunta una definicién axiomdtica si bien no desarrolla toda la teorfa desde la
definicion dada. Nosotros partimos de una axiomdtica distinta y todas las propie—
dades son demostradas utiizando los axiomas y el método de induccién matemdtica.
Por ello le denominamos axiomdtico inductivo. Matemdticamente se nos presentaba
coherente y su ligera carga algebraica nos hizo pensar en él como muy adecuado
para ensefiar los determinantes a nuestros alumnos de COU. Este método es mas di—
recto que los dos tradicionales y las propiedades se comprueban con mayor comodi—
dad. La propiedad relativa al determinante del producto de dos matrices tiene una
demostracidén, pricticamente inabordable para la mayor parte de los alumnos de COU
segin nuestra experiencia particular. La demostracién de esta misma propiedad es
un sencillo ejercicio en el nuevo método, que la mayorfa de los alumnos observa—

mos asimilan y reproducen con facilidad.
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A la validez matemdtica y satisfaccion personal por €l método como alternativa
frente a los dos tradicionales deberd seguirse su mayor eficiencia con relacidén a

ellos.

Esta mayor eficiencia quedard contrastada cuando sea utilizado experimental—
mente en el aula en forma y condiciones aleatoriamente idénticas y simultdnea a
los otros dos y, posteriormente, los resultados de su aplicacién sometidos a un
estudio estadistico cientificamente correcto. Si nuestras favorables sospechas se
confirman por medio del estudio estadistico, podremos asegurar que, en verdad, en
la experimentacion realizada nuestro método es, en efecto, mas eficiente que los

métodos histérico y muitilineal.
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Ti1PO DE DISENO DE LA INVESTIGACION



En nuestro estudio se va a seguir un disefio factorial de cuatro factores.

Uno de los factores se denomina Método de ensefianza y tiene tres niveles. Los
tres restantes, que designaremos como Procedencia, Optativa, y Repetidor son cada

uno de ellos con dos niveles.

Este disefio se establece sobre una variable respuesta: Calificacién numérica

obtenida por el alumno en la prueba realizada sobre la teoria de los

determinantes.
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.DESCRIPCION Y SELECCION DE LA MUESTRA



I1.—

La muestra estd constituida por 408 alumnos del Curso de Orientacidén

Universitaria del centro Instituto Vox de Madrid.

Estos alumnos han estado escolarizados en dicho centro a lo largo de seis

cursos académicos, de 1985/86 a 1990/91.
Provienen de doce grupos, a razén de dos por curso escolar.
Todos ellos han cursado la asignatura de Matematicas 1.

Seis del total de los doce grupos han cursado esta asignatura bajo la
cualificacion de materia obligatoria, en su rama, y los otro seis como

materia optativa.

Las edades de los alumnos integrantes de la muestra se concentran en el
itervalo 17, 18 afios cor alguna excepcidn poco numerosa que sobrepasa los 20

anos.

El nimero de mujeres con relacién a los hombres se sitda en torno a la

proporcion 2/1.

El mimero 408 resulta de la clasificacién de la totalidad de alumnos que han
cursado la asignatura de Matemdticas I, a partir de la cualificacién

académica individual, de acuerdo con los cuatro factores del disefio, lo que
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origina 24 grupos homogéneos de entre 18 y 25 alumnos. Para realizar un
diseio equilibrado por muestreo aleatorio simple se han obtenido 17 alumnos
en cada grupo.

9.~ Uno de estos grupos, por ejemplo, seria el de aquellos alumnos que en la
explicacién de los determinantes siguieron el método multilineal, proceden
de centro publico, tienen la asignatura de Matemdticas I como obligatoria y

son estudiantes de COU por primera vez.

10. —El producto de los 24 grupos por el mimero de alumnos de cada grupo, 17 es

el nimero 408 de individuos de la muestra.
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PROCEDIMIENTO MATERIAL E INSTRUMENTACION



El desarrollo de la realizacién fisica de la experimentacion hasta el momento

de disponer de datos, en nuestro caso la tabla de andlisis de la varianza, a par—

tir de la cual el andlisis estadistico de estos datos nos va a permitir estable—

cer conclusiones con soporte de fiabilidad medida en términos de probabilidad, ha

seguido los siguientes pasos.

1.—-

La experimentacion de nuestro método se ha llevado a cabo en el centro Ins—
tituto Vox de Madrid, y en su seccién de COU, a lo largo de los seis cursos

escolares que comprende el periodo 1985/86 a 1990/91.

En el proceso experimental han participado doce grupos, a razén de dos por
curso escolar. Uno de estos dos grupos, de cada afio, lo integran siempre
alumnos de la denominada opciéon A o Cientifico—Técnica, y el otro es siempre
de alumnos de la opcién B o Bio—Sanitaria. Cada curso escolar de los seis
que dura la experiencia se explican los determinantes por dos métodos
diferentes, uno en cada grupo. Para que el proceso fuese totalmente aleato—
rio, en cuanto a la asignacion de método a grupo se ordenaron los doce pre—
visibles grupos en la forma ABABABABABAB. Al mismo tiempo se introdujeron
tres bolas en una urna teniendo cada una el nombre de uno de los tres méto—
dos. Seguidamente se extrajeron en forma sucesiva las bolas de una en una.
En la extraccién resulté que la primera bola extraida fue la del método mul—
tilineal; la segunda extraida fue la del método histérico, siendo la tercera

la del método axiomadtico inductivo. El orden de extraccidn es el de explica—
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cién de cada uno de los métodos. El primer afio de la experiencia, curso
1985/86 se explicaron los determinantes por el método multilineal a los
alumnos del grupo A y por el método histérico o de las permutaciones al
grupo B. En el curso siguiente 1986/87 se utilizé el método axiomdtico in—
ductivo para explicar los determinantes a los alumnos del grupo A y el mul-—
tilineal para la explicacion en el grupo B, continuando el proceso con el
mismo ciclo hasta el curso 1950/91.

Con el proceso descrito, al final de los seis afios se tiene que de los doce
grupos cuatro han seguido el método multilineal, cuatro el método histérico

y otros cuatro el axiomdtico inductivo.

La explicacion de la teorfa de los determinantes, aparte de los ejercicios
ordinarios que la exposicidn aconseja en cada momento, y en cada uno de los
métodos, se complementa con una coleccidn de ejercicios de ayuda, que el
alumno debe intentar resolver por su cuenta. Posteriormente serdn resueltos
en clase por el profesor en forma detallada. Un modelo de esta coleccidn se
incluye como Anexo I. Una condicién imprescindible es que estas colecciones

sean de idéntico formato y dificultad. |

Siguiendo el curso su desarrollo normal, y transcurridos ocho dias desde la
finalizacién del tema de los determinantes, los alumnos de ambos grupos de
cada curso escolar realizardn en forma conjunta y simultinea una prueba es—
crita de examen sobre determinantes. La prueba consistird en resolver du-—
rante un tiempo mdaximo de dos horas cinco cuestiones, cada una de ellas con
dos apartados. La calificacion de cada cuestion serd de un mdximo de dos

puntos. No se tendrdn en cuenta apreciaciones de calificacién en cada cues—
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tiéon inferiores a un cuarto de punto. Las calificaciones globales de la
prueba se redondean por exceso en un cuarto de punto.
Las calificaciones de la prueba sobre los determinantes, realizada cada uno

de los seis afios, se anota en la ficha académica personal del alumno.

Al finalizar los seis cursos académicos de la experimentacién, y con las ca—
lificaciones de los doce grupos en la prueba sobre los determinantes,
disponemos de un banco de datos a partir de los cuales se inicia el
tratamiento estadistico en la forma que se expone en el capitulo siguiente.

(Véase obtencion de datos).

Sobre la totalidad de los alumnos de los doce grupos de la experimentacion,
y considerando su situacién concreta de acuerdo con los cuatro factores del
disefio: método seguido en el aprendizaje de los determinantes, procedencia,
optativa y repetidor, a partir de su ficha personal, se ha obtenido una cla—
sificacién de la totalidad de los alumnos en 24 grupos. En cada uno de los
grupos estin aquellos alumnos que han seguido el mismo método, tienen igual
procedencia, el mismo factor obligatoria u optativa para la asignatura y el

mismo factor repetidor o novel.

El nimero 24 de los grupos resulta de la totalidad de elecciones posibles de

cuatro niveles uno de cada factor, resuitando 3-2-2-2 = 24.

A partir de las fichas personales de los alumnos se establece otra clasifi—
cacién de la totalidad de los alumnos participantes en la experimentacién

segtin los factores método de ensefianza y sexo.

El factor sexo no se ha incluido en el disefio principal pues entonces se

tendrfan 48 grupos de la totalidad. El disefio podria resultar desbalanceado
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por la escasa representatividad de algunos grupos originando resultados de
menor fiabilidad.

De los 408 alumnos distribuidos en 24 grupos de 17 alumnos cada uno se ha
considerado la correspondiente calificacién en la prueba realizada sobre los
determinantes obteniéndose la matriz de datos que aparece como Anexo III . A
partir de ella se elabora la tabla de andlisis de la varianza y sobre ella
se realiza el andlisis estadistico que nos permitird aceptar o rechazar las

hipdtesis sacando las conclusiones pertinentes.

Como el factor sexo no se ha incluido en el disefio principal, haremos un es—
tudio aparte mediante la elaboracidon de un disefio factorial de dos factores,
en este caso el factor método de ensefianza y sexo del alumno. Con este
disefio detectaremos si el factor sexo origina variaciones significativas en
las calificaciones de la prueba o su interaccién con el factor método de en—

seflanza seguido.
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ANALISIS ESTADISTICO DE LOS DATOS



FUNDAMENTO TEORICO



INTRODUCCION AL DISENO DE EXPERIMENTOS



Sir Ronald A. Fisher (1890—1965) fue el primero en el uso de los métodos esta—
disticos en el Disefio de Experimentos, desarrollé y aplicé por primera vez el
Andlisis de la Varianza como herramienta bdsica para el andlisis estadistico en
esta importante rama de la Inferencia Estadistica. Aunque €l fue el primero, mu-—
chos otros han contribuido de manera significativa al desarrollo de esta herra—
mienta de apoyo a la investigacién, entre ellos, F. Yates, G.E.P. Box, R.C. Bose,

O. Kempthorne, W.G. Cochran y otros.

Los disefios experimentales se aplicaron inicialmente en las dreas de la agri—
cultura y las ciencias bioldgicas. Como consecuencia de ello gran parte de la
terminologfa, asi como la mayoria de los ejemplos que encontramos en las diferen—

tes publicaciones provienen de estos antecedentes.

A partir de 1930 se introduce en la industria textil de Gran Bretafia y, des—
pués de la segunda guerra mundial, empieza a abarcar las industrias quimicas y de
transformacién americanas. En la actualidad su utilizacién es frecuente en prdc—
ticamente toda la industria, as{ como en medicina, biologia, las ciencias socia—

les y de la educacion.

El diseno experimental es un medio de importancia critica en la ingenierfa
para mejorar el rendimiento de un procesc de manufactura, también se emplea en el
desarrollo de nuevos procesos. La aplicacién del disefio experimental en una fase

temprana del proceso puede mejorar el rendimiento del mismo, al conseguir una
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menor variabilidad, un mejor ajuste ‘a los requerimientos impuestos, asi como
menor tiempo y costos en el desarrollo.

También en el disefio técnico tiene un cometido importante el disefio experimen—
tal, en lo referente al desarrollo de nuevos productos 0 mejora de ofros ya exis—
tentes. Algunas aplicaciones del disefio experimental en el disefio técnico son la
evaluacion y comparacién de configuraciones de disefio basico, evaluacién de mate—
riales alternativos y seleccion de pardmetros de diseno, de modo que el producto

funcione bien en gran nimero de situaciones o circunstancias.

Uno de los disenos que recientemente ha tenido una gran difusién, por su im-—
pacto social, ha sido el realizado por el doctor Elkin Patarroyo, médico colom—
biano descubridor de una vacuna sintética contra la malaria. Para contrastar su
efectividad se siguié un proceso de vacunacién de diferentes personas, comprobdn—
dose una manifiesta proteccion contra la enfermedad en comparacién con el resto

de la poblacién.

Podemos afirmar, de forma general, que los investigadores realizan sus experi-—
mentos virtualmente en todos los campos del saber. La finalidad de su trabajo ra—

dica en descubrir algo acerca de un proceso global o de un sistema particular.

El problema que aborda el Disefio de Experimentos es analizar sobre un conjunto
de individuos o unidades experimentales, y ello medido en una variable cuantita—
tiva de interés o variable respuesta, el efecto de un conjunto de variables de
entrada cualitativas o cuantitativas, si bién éstas serdn tratadas como cualita—
tivas, llamadas factores, que inciden con diferentes niveles, impuestos o selec—

cionados por el investigador. Se llama tratamiento al par factor —nivel.
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El proceso puede esquematizarse mediante la figura 1, en la que observamos
que las unidades experimentales, o individuos, transforman los tratamientos de

entrada en una salida con una o varias respuestas observables.

Alguna de las variables del proceso, Xi,Xj,...,Xp, son controlables, mientras
que otras, Z;,Z,,...,Zg, po controlables aunque pueden suponerse controlables para

los fines de la prueba.
Entre los objetivos del experimento pueden incluirse:
1. - Determinar qué variables tienen mayor influencia en la respuesta Y.
2.— Analizar qué nivel o niveles proporcionan ia mejor respuesta de Y.
3.— Determinar, asi mismo, qué niveles conducen a una menor variabilidad de Y.

I.o que buscamos principalmente con el Disefio de Experimentos es desarrollai o
depurar un proceso para mejorar su rendimiento.

FIGURA 1: Disefio de experimentos

/

Factores controlables
X
l1 12 xP
ENTRADAS UNIDADES Mb
—_——p

‘ . EXPERIMENTALES |
T T ERROR EXPERIMENTAL
Z 1 z 2 Zq

Factores no controlables

Nosotros hemos realizado una aplicacion en el campo de la ensefianza. Concreta—
mente aplicaremos un disefio experimental con el objetivo de verificar la eficacia

del método axiomdtico—inductivo en la introduccion del concepto de determinante,
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sus propiedades y principales aplicaciones en el marco de la asignatura de Mate—
méticas I, del Curso de Orentacion Universitaria.

Para que un experimento se realice de una manera eficiente es necesario em-—
plear en su desarrollo métodos cientificos. El Disefio de Experimentos es un
método de abordar el desarrollo de un experimento que permite obtener datos apro—
piados y que pueden ser analizados mediante modelos estadisticos con objeto de
obtener conclusiones vdlidas y objetivas. La metodologia que desarrolla la Esta—
distica es el unico enfoque objetivo para analizar un problema que contenga datos

sujetos a errores experimentales.

Este ‘proceso se desarrolla en dos fases: la primera el diseno del experimento
y la segunda el andlisis estadistico de los datos. Ambas estdn estrechamente re—

lacionadas, ya que el método de andlisis depende del disefio empleado.

Nosotros nos centraremos exclusivamente en el disefio factorial, que ha sido el
utilizado para el desarrollo de este andlisis. Buscamos la existencia de alguna
diferencia entre los tratamientos, estimar la misma y si esta diferencia es debi—
da a la influencia de los distintos tratamientos o al error experimental ya que,
al tratarse de una estimacidn, la dificultad surge debido a la variabilidad, que
es logica, en los datos experimentales. La contribucion de la Estadfstica al es~
clarecimiento de esta incognita, es la aportacion de la técnica llamada contraste
de hipétesis, que es una regla para decidir si se acepta o rechaza la hipétesis
inicial de igualdad del efecto de los tratamientos en la variable respuesta, con—

forme al examen de los datos.

Esta hipétesis de igualdad en el efecto de los tratamientos se denomina hipé—
tesis nula; el investigador propone, en funcién del riesgo que supone un rechazo

de la misma cuando resulte ser cierta, un o« llamado nivel de significacidn,
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siendo 1—« ¢l grado de confianza o seguridad con que va a aceptarla cuando sea
cierta. Estdn en juego dos lipos de errores:
» FError o o tipo I, que es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula

cuando sea cierta.

» Error 8 o tipo II, que es la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula
cuando es falsa; este error B es desconocido y no controlablel®, pero serd

tanto menor cuanto mayor sea a.

Fijado « el experimentador dispone de un nivel de confianza, normalmente
elevado: 90% 6 95%, en que la eleccion de la hipétesis nula como cierta es co—
rrecta, no se descartan niveles de confianza mads elevados, cuando el rechazo de

dicha hipétesis traiga como consecuencias costes o riesgos elevados.

Como resumen podemos decir que la variaciéon de los resultados es tipica en la
rama de la experimentacion, de aqui la dificultad de obtener conclusiones vilidas
para toda la poblacion a partir de una muestra de ella. Las teorias estadisticas
de estimacién y de contraste de hipdtesis proponen soluciones a este problema en
forma de aseveraciones definidas que tienen una probabilidad conocida y controla—
ble de ser correctas. Estas afirmaciones son lo suficientemente especificas para

utilizarse en decidir qué accién puede tomarse basdndose en los resultados.

1. Fases del Disefio de Experimentos

Un disefio experimental exige, en primer lugar, concretar con la mayor claridad

posible cudl es el objeto de nuestro estudio, conocer adecuadamente la realidad

19 por el investigador que irabaja sobre muestras, por lo gque desconoce el verda—

dero valor de los parimetros poblacionales.
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del problema objeto del trabajo y el contexto del mismo, disponer de un método

adecuado para la obtencién de datos y tener una idea del método a seguir para

realizar un andlisis de los mismos.

Esquemdticamente el proceso puedese describir asi:

1.—-

Comprensién y planteamiento del problema. Debemos desarrollar todas las
ideas sobre los objetivos del experimento, serd necesaric recabar la maxima
informacién sobre los elementos que lo conforman. Es evidente que un
planteamiento claro del problema contribuird a su mejor conocimiento y, por

supuesto, a abordar mejor la solucién del mismo.

Eleccién de factores y niveles. Es el experimentador el que debe decidir qué
factores deben incluirse en la realizacién del experimento, los intervalos
de variacidn y los niveles sobre los cuales se realizard el experimento.
También debemos saber cémo vamos a mantener esos niveles y el proceso de
medida. Cuando el objetivo es determinar qué factores producen diferencias
significativas lo mds aconsejable es mantener bajo el mimero de niveles; lo

usual es emplear dos.

Seleccién de la variable respuesta. Al seleccionar la respuesta o variable
dependiente debemos estar seguros de que dicha variable nos va a
proporcionar una informacion realmente iitil para el estudio que debemos
realizar. El error de una medicién también es un factor importante, si la
fiabilidad de la medida es imprecisa podemos esperar que el experimento solo

detecte efectos relativamente grandes de los factores; en ese caso deben

hacerse repeticiones.
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4.-

Eleccion del disefio experimental. Para elegir el disefio es necesario
considerar el tamafio muestral, seleccionar un orden para los ensayos
experimentales, y determinar si existe efecto significativo entre bloques u

otras restricciones de aleatorizacidn.

Realizacion del experimento. Es muy importante comprobar el desarrollo del
experimento, para tener la seguridad de que todo se realiza segin el esquema
prefijado. Se ha de tener presente, en todo momento, que cualquier error en

su realizacion puede anular la validez del experimento.

Andlisis de los datos. Se utilizardn métodos estadisticos para analizar los
datos, de modo que los resultados y conclusiones sean objetivas y no
apreciativas. Los métodos estadisticos, aplicados adecuadamente, permitirdn
llegar a conclusiones vdlidas con un alto grado de fiabilidad. La gran
ventaja de los métodos estadisticos es que aportan objetividad al proceso de

toma de decisiones.

Conclusiones y recomendaciones. Una vez que hemos analizado los datos,
debemos extraer conclusiones pricticas de los resultados y recomendar una

decisién determinada.

Durante todo este proceso es necesario tener presente que la experimentacién

€s

parte importante en el proceso de aprendizaje, en el cual formulamos

tentativamente hipétesis acerca de un sistema, realizamos experimentos en base a

€sas

hipétesis y, con los resultados obtenidos, formulamos nuevas hipdtesis.
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2.— Métodos para incrementar la exactitud de los experimentos

Hay dos fuentes de errores experimentales; una es la variabilidad inherente al
material experimental sobre el que estamos aplicando los tratamientos, estas
diferencias, de mayor o menor significacion, contribuyen a formar los errores
experimentales; otra fuente de errores es la falta de uniformidad en la
conduccién fisica del experimento, la deficiencia en poder uniformizar la técnica

experimental.

La presencia de los errores experimentales no debe preocupar al experimentador
que, con un disefioc adecuado, ha de conseguir minimizarlos al objeto de evitar que
dichos errores, fruto de la variabilidad inherente a las unidades experimentales
y a la medida, enmascare las diferencias en las variable respuesta que queremos

analizar.

Estos métodos podemos clasificarlos en aquellos que aumentan la magnitud del
experimento, bien sea por medio de las repeticiones, o bien, por la adicién de
tratamientos en los que intentan refinar la técnica experimental, o en los que se
puede manejar el material experimental de tal manera que se reduzcan los efectos
de la variabilidad, esto lo podemos conseguir por medio de una seleccidon rigurosa
y cuidadosa del material, tomando medidas que nos aporten mds informacién

respecto al material, o por un agrupamiento hdbil de las unidades experimentales.

Para aclarar que estos errores no suponen equivocaciones, recordaremos los
conceptos exactitud y precision, a los que en ocasiones se les ha asignado el
mismo significado. La exactitud nos indica la cercanfa del valor obtenido al
valor verdadero, mientras que la precisiébn, va ligada a la repeticién del

experimento, indicdndonos la agrupacién de los resultados. Es evidente que puede
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existir una medicién con un gran sesgo pero con los datos muy agrupados, diriamos
que es de alta precision y de baja exactitud. Cuando hablemos de la diferencia
entre dos tratamientos, nos referiremos a la diferencia verdadera tal como fue
registrada por el dispositivo de medicidn que se usd.

Cualquiera que sea la fuente de los errores experimentales, la repeticién del
experimento va disminuyendo constantemente el error asociado a la diferencia
entre los resultados medios de los tratamientos, siempre que nos aseguremos que
un tratamiento no estd siendo favorecido, esto hard que los errores que afecten a
cualquier tratamiento tiendan a anularse cuando el nimero de repeticiones

aumenta.

La justificacion de que el aumento del nimero de repeticiones minimiza el
error experimental, la proporciona el parimetro varianza del error que se obtiene
mediante la esperanza matemdtica del cuadrado del error que afecta a la
observacion de una unidad experimental, su raiz cuadrada se llama error estandar
por unidad. Si o es la »;arianza del error por unidad y hay »n repeticiones, la

. . . 2
varianza del error de la diferencia de los tratamientos es Zg_ y, por tanto, el

error estdndar serd su raiz cuadrada.

Otro método que permite aumentar la precision es el refinamiento en las
técnicas empleadas por el experimentador, lo que se asegura con la uniformidad en
la aplicacion de los tratamientos, e¢jercitando suficiente control sobre las
influencias externas, llevando a cabo medidas convenientes y no sesgadas de los
efectos de los tratamientos y previniendo errores importantes de los que ningin

tipo de experimentacién estd enteramente libre.

En resumen, hay numerosos métodos disponibles para aumentar la exactitud de un

experimento. Se puede llegar al mismo fin por varios caminos diferentes. El
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método adoptado deberd ser aquel para el cual la norma de aproximacién deseada se
pueda lograr con el minimo gasto de recursos y tiempo.

Una de las mejores reglas de trabajo a la hora de wusar el disefio de
experimentos es usar el mds simple que satisfaga las necesidades de la ocasidn;
esto no implica que los disefios complicados no deban ser usados, se ha demostrado
su eficacia principalmente en los campos de la investigaciébn donde parece no

haber ninglin otro método igualmente viable para lograr los mismos resultados.
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EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR. ANALISIS

DE LA VARIANZA



1.— Generalidades

Antes de introducir los disefios factoriales debemos comenzar explicando el

proceso estadistico en €l que se basan los mismos, €l Andlisis de la Varianza.

Es una técnica de la Inferencia Estadistica propuesta en 1923 por Fisher
quien, desde el afio 1919 hasta el 1933 en el centro experimental de Rothamsted en
Inglanterra, efectué importantes contribuciones al estudio del coeficiente de
correlacién y al Disefio de Experimentos. En su honor Snedecor di6é el nombre de F

a su distribucién.

Si por un primer andlisis de resultados observamos una diferencia entre lo
efectos producidos en la variable respuesta por diferentes niveles de un mismo
factor, no podemos, a simple vista de los mismos, saber si esa diferencia es
debida a la propia variabilidad de la wvariable o es debida a que el efecto
producido por los diferentes niveles realmente mejora o empeora unos resultados

finales.

Se trata de comparar y estimar con un cierto nivel de confianza el efecto que
producen los valores de una variable independiente (factor), controlada por el
investigador, sobre las unidades experimentales homogéneas de r  muestras en

relacién con otra variable dependiente, también denominada variable respuesta.

lLa variable factor puede ser cuantitativa o cualitativa, aunque a efectos del
modelo la primera se trata como cualitativa, para unos valores dados que
denominamos niveles, sus niveles podrin venir especificados o ser elegidos de

entre muchos posibles.
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2.— Planteamiento del Problema

Supongamos que queremos comparar el efecto de r tratamientos o niveles de un
factor unico. La tabla que sigue contiene los diferentes tratamientos con sus

observaciones, totales y promedios. Lo normal es que tengamos »n observaciones
por tratamiento.

Tabla 1: Tratamientos

Tratamiento | =, 0 vaciones | Totales | Medias
(nivel)
1 Yii Yiz - Yin | YL Yi.
2 Y2t Y22 - Yan | Y2 ¥2.
r Yr1 ¥e2 - ¥m | V. Yr.
y y.

Como ya se indicé la variabilidad se debe a dos causas; la correspondiente a
los distintos efectos de los tratamientos (cuya medida es nuestro objetivo) y las

debidas al error experimental que trataremos de minimizar con un disefio adecuado.

FIGURA 2: Efectos del error experimental
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En la figura 2 el eje de ordenadas representa el tamafioc de los efectos,
representados en las abcisas. Si reducimos de 1 a 2 el error experimental
podremos poner de manifiesto los efectos de los tratamientos C y D, antes

enmascarados por el error.

Este es, por tanto el, objetivo de un buen disefio, disminuir el error
experimental, lo que descansa en tres principios, aleatorizacién, repeticién vy

homogeneidad.

La aleatorizaci6n establece que los factores no controlables por el
experimentador, y que pueden influir sobre los resultados, se asignen al azar
mediante un procedimiento objetivo que asegure la aleatoriedad, como es el uso de
tablas de numeros aleatorios. Con esto conseguimos prevenir la existencia de
sesgos, evitar la dependencia entre observaciones y confirmar la validez de los

procedimientos estadisticos mds comunes.

El principio de repeticién nos determina el ndmero N de individuos sobre los
que realizaremos el experimento. Por el teorema central del limite sabemos que

T . - . . 2
las distribuciones de medias muestrales de tamafio N tiene por varianza GT

)

entonces, para poder poner de manifiesto la diferencia existente entre los
diferentes tratamientos, conviene minimizar este cociente, lo que podemos lograr

por dos caminos:
» Disminuir o2, lo conseguiremos con la homogeneidad de los individuos.

» Aumentar N, se pretende el mayor tamafio muestral posible compatible con las

posibilidades econdmicas, tiempo, etc.

214



El \iiltimo principio es el de homogeneidad del material experimental. Si el
experimentador conoce la homogeneidad de la respuesta de los individuos es
posible llevar a cabo este experimento, donde la medida del efecto de un factor
la conseguimos manteniendo fijo cada nivel durante el experimento. En caso de no
existir la homogeneidad evitaremos el efecto producido por la heterogeneidad de
la muestra considerdndola una mds de las variables no controlables vy

aleatorizando su aparicién en ¢l experimento.
Definimos el siguiente modelo estadistico lineal:
yij:,u+‘ri+£ij i=1,2,...,r j=12,....n

donde u es un pardmetro comun a todos los tratamientos, es la media del total

de los datos, 7; es un pardmetro lnico para el i—ésimo tratamiento y ¢&; es la

i
componente aleatoria del error.

Los objetivos del Andlisis dé la Varianza son: comparar mé4s de dos medias
muestrales pertenecientes a otras tantas distribuciones normales de la misma
varianza, analizar la influencia que los distintos tratamientos tienen en la
media de la variable respuesta en r poblaciones, por otra parte, estimar por
intervalos dichas medias o diferencias de medias y, por \ltimo, el estudio de los

componentes de la varianza.

3.~ Condiciones de validez

Planteadas 1as hipdtesis nulas de igualdad de los efectos de los tratamientos
y alternativa de diferencia entre ‘ellos, procede verificar las condiciones de

validez que permitan la realizacién de un contraste pardmetrico, mds potente que
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los no paramétricos, a los que habria de recurrirse en el caso de no cumplimiento
de alguna o algunas.

Estas condiciones para la distribucién de los errores son:

1.,— Homogeneidad. los errores son variables aleatorias independientes de media
0, para garantizarla, los valores y; han de estar todos tomados en las

mismas condiciones.

2.— Homocedasticidad o igualdad entre las varianzas de los tratamientos en las
r muestras. Esto implica que las causas de variabilidad no atribuidas a los
diferentes tratamientos han de permanecer constantes durante la realizacién

del experimento.

3.— Independencia en el error experimental que estd garantizada si se da entre
las medias V;; uno de los objetivos del Disefio de Experimentos es

garantizar esta independencia.

4.— Normalidad. Si el experimento estd bien disefiado, el teorema central del
limite debe garantizarla, ya que en los errores experimentales influirdn
gran cantidad de causas independientes y ninguna de ellas muy relevante

frente a las demds.

Debemos diferenciar entre modelos de efectos fijos y de efectos aleatorios.
Denominaremos fijos aquellos en que los niveles del factor constituyen la
poblacion total de niveles y de efectos aleatorios si el experimentador los elige
en una poblacion mayor de niveles. En nuestro trabajo desarrollaremos

exclusivamente los modelos de efectos fijos.
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Sea 'y  la suma total de las diferentes observaciones, sea y; la suma
total de observaciones realizadas en el nivel i—ésimo del factor en estudio. Y

denominaremos como y _ e y; a sus respectivas medias:

r n
v.=% Vv Y..=—)%,'—
i=1j=1

n
Yi,= [ Y Y. =—
j=1 |

siendo N el numero total de observaciones y n el mimero de observaciones del

i—ésimo tratamiento.

Las hipdtesis que planteamos implican la igualdad o desigualdad entre las
medias de los diferentes tratamientos:
Hy @ py=po=..=pn
H, : Bi % By para, al menos, un par
También podriamos plantear la hipétesis nula como la igualdad a cero de los

efectos de los diferentes tratamientos:
Hy : Ty # T para, al menos, un par

4.— Descomposicion de la suma de cuadrados

El Andlisis de la Varianza se explica al descomponer la variabilidad total de
los datos en sus diferentes partes. La suma de cuadrados total corregida:

T n

ssp= ¥ ¥ y-v)
i=1j=1

la usaremos como medida de la variabilidad total de los datos.
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Si dividimos la suma de cuadrados entre sus grados de libertad N-—1
obtendremos la varianza muestral de Y, es por lo que podremos utilizar a SSt

como una medida de variabilidad. La SSt podemos también anotarla:

Y Toy-70 =1 T (i -V )+o5-Y)) =

i=1j=1 i=1j=1

T T n
- 2 —.2
TR TR N 2 W W PRl
i=1 i=1j=1
El término del producto cruzado es 0. El primer sumando es la variacion
intergrupos debida a los niveles del factor, como vemos, es la diferencia entre
las medias de cada tratamiento y la media general. La varizacién entre

tratamientos la denominaremos suma de cuadrados debida a los tratamientos

SSTRATAMIENTOS-

El segundo sumando representa la variacién dentro de los grupos o variacién
debida al error experimental. Se denomina suma de cuadrados debida al error SSg.

Por lo tanto, la suma de cuadrados total podemos expresarla como:
SST=SSTRATAMIENTOS +S558

Los N—1 grados de libertad que tiene la suma de cuadrados total se reparten
de la siguiente forma: La SStraTaMiENTOs tendrd r—1 grados de libertad,
siendo r el nimero de niveles. Como existen #n réplicas en cada uno de los
tratamientos tendremos n—1 grados de libertad para la SSg por cada uno de los

tratamientos, lo que nos da un total r(n—1) o, lo que es lo mismo, N—r.

La varianza muestral del 1—ésimo tratamiento es:
n — 2

2= (i~ Yi.)

- g

i=12,...r
n—1

i=1
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La varianza poblacional la podemos estimar mediante una media ponderada de las
varianzas muestrales utilizando como pesos los grados de libertad de cada

muestra:

(a=DST+(—DSI+...+(n—DS> _|
(—D+@n-D+..+(n—1

Como podemos ver, la suma de cuadrados debida al error dividido entre sus

SS L )
grados de libertad, —%-E—, es una estimacién de la varianza comuin de cada uno

(N-7)

de los tratamientos bajo la hipdtesis de igualdad de medias.

Utilizando el mismo razonamiento, si no exiten diferencias entre las medias de
los tratamientos, podemos usar la varianza de las medias de los tratamientos con

respecto a la media general para estimar la varianza:

r
- w2
- om Y@Ly
SS i=1

r—1 r—1

Realizaremos un razonamiento intuitivo para demostrar lo anteriormente

expuesto. Una estimacién para fni’ la varianza de las medias de los
T r
V3.7, n Y Gi-y.)

tratamientos, es —=. e , por tanto i=1r_1 debe estimar o2

si las medias de los tratamientos son iguales.

Como hemos visto, podemos estimar o2 por dos caminos, si no existe

diferencia entre las medias de los tratamientos, los resultados obtenidos por uno
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u otro camino deben ser muy parecidos, si esto no es asi, podremos sospechar que
es debido a las diferencias entre las medias de los tratamientos.

Ahora hemos de buscar la forma de realizar una prueba formal de la hipdtesis
de igualdad de medias de los tratamientos. Como presuponemos que los g; son
independientes y estdin normalmente distribuidos con media 0 y varianza o2, las
observaciones ¥ij también son independientes y se hallan normalmente

distribuidos con media pu+7; y varianza 2. Es posible demostrar que el

S§ . o . :
cociente —2T tiene una distribucion Ji—cuadrado con N—1 grados de libertad
o

porque  SSt es una suma de cuadrados de variables aleatorias normalmente
distribuidas.

: SS : :
Lo mismo ocurre con _zE’ que sigue una Ji—cuadrado con N-r grados de
o

libertad y, st la hipétesis nula planteada sobre la igualdad de los efectos de
los tratamientos es verdadera, también seguird una Ji—cuadrado con r—1 grados

SSTRATAMIENTOS

de libertad el cociente -
O'L

Ahora bien, estas tres sumas de

cuadrados no son independientes, la primera, SS7, es la suma de las otras dos.
Para intentar establecer la independencia entre SSg  y  SSTRATAMIENTOS

recurriremos al teorema de COCHRAN.

El teorema de Cochran dice: Sean X1,X9,...,%X, variables aleatorias
independientes normalmente distribuidas N(O,l) v Q1,Q2,...,Qx  formas

cuadrdticas de las X, siendo n; la caracteristica de Q;. Supongamos, ademds,
k n

que seq Z Q= X X%. Entonces:
j=1 i=1
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k
1: Sies an=n [1l, cada Q; tiene una distribucion x? con n; grados de
i=1
libertad y las Q; son independientes.

2: Si cada Qj sigue una x2 con n; grados de libertad, las Q; son

independientes y se verifica [1].

3: Si las Q son independientes, cada Q; sigue x? con n; grados de
libertad y se verifica [1].

Siguiendo este teorema, la suma de cuadrados debida a los tratamientos y la
debida al error cumplirian el teorema si su varianza fuese uno, por lo tanto, si

SSg SSTRATAMIENTOS
7 ¥ ;)
[0} o

lo dividimos por ¢2, implicard que sean variables

aleatorias independientes con distribucién Ji—cuadrado. Por lo tanto, si la
hipétesis nula de igualdad de medias de los tratamientos es verdadera, el
- cociente entre ambas variables seguird una distribucién F de Snedecor con r—1

y N-r grados de libertad.

SSTRATAMIENTOS
oo r—1 _ MSTRATAMIENTOS
0 SSg MSg
N—r

‘ La- media de cuadrados debida al error, MSg, es un estimador insesgado de o2.
St la hipotesis nula es verdadera, la media de cuadrados debida a los
tratamientos, MSTRATAMIENTOs. también serd un estimador insesgado de o2, en
cambio, si la hipotesis es falsa, el valor esperado de MSTRATAMIENTOS €S mayor

que el valor de o2. Si esto ocurre, el valor del numerador serd superior al
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denominador, debe rechazarse H, si el valor de tal estadistico de contraste es
demasiado grande, es decir, rechazamos Hg si Fo>F, . | Nt
Podemos simplificar y facilitar el cdlculo de las sumas de cuadrados:

r n

72
2 Yy
S$§+= Y il
T Z ZYU N
i=1j=1
T
2 Yl
SSTRATAMIENTOS = | Yi. 7y
i=1

SSE=S>T—SSTRATAMIENTOS

En la siguiente tabla resumimos el procedimiento.

Tabla 2: Andlisis de la varianza 1

Fuente de Suma de Grados de Media de F
Variacion Cuadrados Libertad . Cuadrados 0
MS
Entre tratamientos | SSTpaT r—1 MSTRAT. T OTRAT.
' MSg
Error (dentro) SSg N—r MSg
Total SSy N—-1

5.— Estimacién de los pardmetros del modelo

Vamos a buscar estimadores del modelo lineal y;= pt7itE;.

St para estimar los pardmetros utilizamos el método de los mfnimos cuadrados,

no es necesario suponer la hipdtesis de normalidad de los errores.
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Construimos una ecuacion con la suma de los cuadrados de los errores:
T n T n
2 _ 2
M=} Yeij=) ] (e
i=1j=1 i=1j=1

Ahora debemos escoger los valores de x y de 7; que minimicen M. Las
soluciones las obtendremos como resultado de las r+1 ecuaciones formadas al

derivar M respecto a p Yy respecto a los diferentes 7y

M _, M _g i=1.2,...r
du a7,
Al igualar las derivadas a 0:

r n
-2V Y y—s—m=0  i=12,.r

i=1j=1

n

=2 ¥ (yj—p=r)=0 i=1,2,...,r

j=1

Si simplificamos tendremos r+1 ecuaciones con r+1  incOgnitas que se

denominan ecuaciones normales de minimos cuadrados:

Nutnr+nrmnt. . +or =y
Npt+nr =y,
Nptnr, = ¥,

La primera ecuacién es combinacién lineal del resto de ecuaciones, por lo que
el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones. Para poder soslayar esta
dificultad podemos recurrir a varios métodos diferentes, pero como desde el

principio definimos como nulo el sumatoric de los efectos de los tratamientos,
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r
- . -
éste serd el que utilicemos para poder obtener una solucion E 7;=0
i=1

restriccién obtenemos las siguientes soluciones:

2=y, =i -7.. i=1,2,...r

De todas formas no es importante el valor de las estimaciones de

las diferencias entre las medias de los tratamientos.

Para definir un intervalo de confianza para el estimador  y;

utilizar p;=p+7;.

. Usando esta

i, Sino de

podriamos

Un estimador puntual para la media del i—ésimo tratamiento podria ser

A~ ~

=i 5=

Ahora bien, el suponer que los errores estdn normalmente distribuidos, implica

— . . 2 .
que ¥y; es una Normal de media p; y varianza %, por lo que el intervalo de

confianza podria ser:

_ MSg
Yi.itafZ,N—r' n

El intervalo se confianza para la diferencia de medias de dos tratamientos a

un nivél' de confianza (l—a)-100% seria:

_ MSg
Yi. 7Yj. o N-r |—5—

224



6.— Comprobacién de la validez del modelo

Ya hemos mencionado las condicionés de validez de la distribucién de errores.
Si las suposiciones realizadas sobre los mismos son ciertas, el procedimiento de
Andlisis de la Varianza constituye una prueba paramétrica para las hipdtesis de
igualdad de medias de diferentes tratamientos. No siempre dichas condiciones de
homogeneidad, homocedasticidad, independencia y normalidad se cumplen con
exactitud, por lo que no parece logico, toda vez que el andlisis de la varianza
depende de estos supuestos, iniciar €l estudio sin haber comprobado con

anterioridad que se cumplen estas condiciones.

Definiremos el residuo de] tratamiento i de la observacion j: eij=yij—§ij.

Como el valor estimado serd ?ij=;€+;i=?..+@i.“?..)*?i resulta e =y;;—y;.

Si el modelo es adecuado los residuos deben seguir una distribucién Normal.

Existen varios métodos graficos y numéricos para verificar esta condicién:

» Una primera aproximacion podemos tenerla representando los valores en la
recta real para observar su agrupamiento en las proximidades de la media y su
simetria, 0 bién mediante un histograma de los residuos; si la suposicién de
normalidad es cierta debe ser semejante al de una Normal de media 0 vy
varianza 2. Este procedimiento es vélido para muestras de gran tamafio, en
muestras de pequefio tamafio pueden existir diferencias entre ambos histogramas
que no tienen por qué representar la ausencia de normalidad de los residuos.

Si las desviaciones son grandes, se hace necesario un estudio mds profundo.

» También podemos utilizar una grifica de probabilidad Normal de los residuos

en la que se representa la funcion de distribucién de los residuos. Si la
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distribucién de los errores es una Normal, al representarlos en esta forma
conseguiremos una linea recta.
Ademds de estos métodos grificos disponemos de algunos numéricos mds potentes

para verificar este requisito. Estdn entre ellos:

» El test de D’Agostino, muy util en muestras pequefias, consiste en disponer en

orden creciente los datos y comparar el estadistico de contraste:

(1) ¥ y;
J iy

-

n
2
alnl L yi———
i=1

N

con una D, tedrica tabulada por este autor.

» El contraste de la x2 se apoya en la comparacién de las frecuencias
absolutas observadas en la muestra y esperadas bajo el supuesto de normalidad

mediante el estadistico:

~ 10K’
Xpxp= 1 IEi —=) E

i=] i=1

siendo k& el mimero de intervalos, que no debe ser inferior a 10,
requiriéndose que ningtin valor esperado, E;, sea menor que la unidad y no mds
de un 20% de ellos menores o igules a 5. Lo comparamos con una ng con
k—p—1 grados de libertad, siendo p el niimero de parimetros estimados en la

muestra.
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» El test de Kolmogorov—Smirnov es aplicable a muestras grandes y preferible al
de lJa x?2 por ser méds potente, no requerir valores minimos para las
observaciones y ser de cdlculo mds breve. La realizacién exige establecer
intervalos y calcular las frecuencias relativas acumuladas tanto tedricas,
F,, como experimentales, F.. Se calcula el valor absoluto de las diferencias
de las frecuencias para cada intervalo |F,—F.|, el estadistico de contraste
es el valor D=mdx|F,—F,|. Fijado el nivel de significacién se compara con

una D, tedrica tabulada por estos mismos autores.

En general, pequeiias desviaciones de la normalidad no tienen mucha

importancia en el andlisis de la varianza de efectos fijos.

La prueba de la F se ve poco afectada ante las pequefias desviaciones de la
normalidad, la falta de normalidad hace que tanto el nivel de significacién
como la potencia difieran ligeramente de los valores que se indican, siendo
en realidad una de menor potencia. Los modelos de efectos aleatorios se ven

mds afectados por la falta de normalidad.

Un buen disefio debe garantizar la homogeneidad, los datos o medidas deben ser

tomados en las mismas condiciones.

Un defecto que comunmente suele aparecer en este tipo de andlisis es la
existencia de algun residuo que sea mucho mayor que los demds. A este residuo se
le denomina inusitado u obsevacién extrema. La presencia de uno o varios de estos
residuos inusitados puede producir graves distorsiones en el andlisis de la
varianza por lo cual, cuando se produce algin error de este tipo, debe
investigarse, porque normalmente son errores en los cédlculos de obtencién de los
mismos, 0 bién en la transcripcion de los datos. Si no ha sido debido a ninguna

de estas causas, debemos revisar las circunstancias de la experimentacion. No se
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puede descartar o rechazar una observacion de este tipo, a no ser que exista una
base estadistica para hacerlo. Como posible solucién se puede realizar un estudio
incluyendo dichas observaciones extremas y otro sin incluir dichas observaciones.
Existen varios procedimientos para detectar estas observaciones extremas. Uno
de ellos es el estudio de los residuos estandarizados, estos deben seguir una
Normal (0,1), el 95% de los valores estandarizados deben encontrarse entre +1°96

y pricticamente todos entre 3.

Para veriﬁcaf la independencia de forma aproximada puede realizarse una
grifica situando los errores en el orden del tiempo en el que fueron obtenidos,
cuya observacion nos puede detectar la existencia de rachas, zonas en que los
residuos son positivos o negativos, esto nos dard a entender que los residuos no
son independientes. Una forma mds rigurosa de verificar la independencia es la
realizacion del test de rachas que consiste en comparar el valor experimental,

Texp, que definiremos a continuacién, y una Normal.
_ |Rexp—E®)| -0’

4] V(R)

Texp

siendo;

Rgxp = Nimero de rachas o de secuencias de valores positivos o

negativos de los residuos.

2N1‘N2
ER) = ——r
1 2
2Ni;"Np—N|—N
V(R) = 2Ny Ny 21 _—2
N+ N> (N +Ny— 1)
Ny Niumero de errores con valor positivo.,
N, Nimero de errores con valor negativo.
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Disponemos también del test de coeficiente de correlacidon serial que consiste

en calcular el estadistico de contraste:

n—1 n—1 n—1
(=1 Y VierVi = ) Vel Z ¥i
Rg= i=1 i=1 i=1

-

n—1 n—1 2 n—1 2

n—1
=1 - T yiei=| Y vied| [ |e=D - T yvi-| I v
i=1

con 108 y; en el orden en el que han sido tomados. A contrastar el valor:

(n=1)R.+1
Jn+2

con un valor tedrico tabulado de una Normal (0,1).

La condicién de homocedasticidad o igualdad en las varianzas de los diferentes

~ tratamientos, se verifica planteando las hipétesis:

H; al menos una diferente

El test de comparacidon mds comunmente usado es el test de Bartlett que

explicamos a continuacion.

. 12 2 . . .
S1 s7,83,...,5% son las varianzas muestrales de los diferentes tratamientos,

cada una con sus respectivos grados de libertad, que denominamos f£1./5,....f;, el

valor experimental lo obtendremos:

a) Si los grados de libertad son los mismos:

r .
£ (ring2~ ) ins?)
i=1

C

2 _
XEXP™
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ro 2
S.
S—Er ; ffl f;- ; Cl-1'37
i=1
b) Si los grados de libertad son diferentes:

r r
Y fiins?— Zf-l-lns%

2 =i=l i=1
XEXP C
T
[+
: LR
J st ‘ L /i
=1l . c=1+ =l
: 3 (F=1)
Y A
i=1

Si las varianzas son iguales serd X%XP< xé con r—1 grados de libertad. Si
esta desigualdad no se cumple, significa que no existe igualdad entre las
varianzas de los diferentes tratamientos; ‘si esto ocurre, se puede solucionar

realizando transformaciones en los datos para poder estabilizar la varianza.

7.— Tranformaciones de las observaciones

La. finalidad de las transformaciones es corregir el no cumplimiento de alguna

de las condiciones de validez del andlisis o test a aplicar.

Ostle asegura que el uso de una transformacion para corregir una deficiencia

particular ayudard, en general, con respecto a otra deficiencia.

La posibilidad de realizar una transformacion de los datos deberemos tenerla
siempre presente pues, a menudo, no hay nada que recomiende hacer el andlisis en

la misma métrica en que vienen los datos del problema.
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Consideremos un ejemplo en el que se puede apreciar la naturalidad de las
transformaciones: Un investigador, que estudia unas pruebas atléticas, puede

medir el tiempo ¢ en segundos que un atleta tarda en recorrer una distancia de

1000m., pero igual podria haber considerado la velocidad media 10[00 €n metros
por segundo, efectuando en este caso una transformacién fuerte: tr— ,_tl._

Y

_Mjﬁ> 3, las

Si los datos varian en un intervalo lo suficientemente amplio,
‘ M

hipdtesis sobre el método utilizado pueden cumplirse mds limpiamente en una

métrica determinada, que no tiene porque ser precisamente la inicial.

Después del andlisis, los resultados deben ser transformados otra vez a la
métrica original y expuestos en la escala en que sean mds comprensibles. Si los

Ymax
MIN

datos estin distribuidos en un intervalo de amplitud pequeia, <3, los

efectos de las transformaciones apenas se notardn.

Para poder realizar una transformacion necesitamos una serie de condiciones
minimas; en primer lugar debe ser continua en el intervalo en el cual la
aplicamos con la intencién de que los intervalos se transformen en intervalos y
no se produzcan cortes o vacios en la distribucién transformada y, en segundo
lugar, debe ser derivable en el intervalo abierto que recoge los datos que vamos
a transformar, pudiendo no serlo en los extremos del mismo, con el fin de
garantizar una transformacién sin cambios bruscos. Por dltimo, la funcién
transformacion ha de ser mondtona, con el fin de poder efectuar la transformacion

inversa para poder devolver los resultados a su métrica original.
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Supongamos que no se cumple la condicién de homocedasticidad y que, ademds, ia
desviacion tipica ¢, es proporcional a alguna potencia de la media de v: o

proporcional a u®.

Deseamos realizar una transformacién de y  que produzca una varianza
constante. Se supone que Ja transformacién es una potencia de los datos

originales: y*=yA. Entonces:
o, =K, oy proporcional a K,-p}

donde K, es el pradiente de la curva y* en funcién de la curva y que

depende de la media p.

FIGURA 3: Transformacién de las observaciones

/

Gradiente K

N

-

o escala original y

| Pero el gradiente K, es proporcional a pr~1 ya que la derivada de y*
respecto @y es igual a N-yrl, luego o, es proporcional a pr—lux o, lo

que es [o mismo, prta—1

Si elegimos un A de forma que A+o—1=0, A=1~aq, entonces resultard aue Jy

no dependerd de p.
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La siguiente tabla nos muestra un resumen de las transformaciones mds comunes.

Debemos apreciar que A=0 implica una transformacién logaritmica.

Tabla 3: Transformaciones para estabilizar las varianzas

Relacién entre o A=1—q | Transformacién Comentario
Gy Y K
)\Uya constante 0 1 Ninguna
crya,u” 2 1/2 1/2 Rafz cuadrada | Datos de Poisson
Oyt 1 0 Logarftmica
o 3/2 3 / —1/2 Reciproca raiz
yoH 2 cuadrada
I Uya,uz _ 2 -1 Reciproeca

En algunos casos podemos determinar empiricamente el valor de «. Supongamos
que para €l conjunto j del experimento se verifica que crj-a-,u‘j', entonces
tendremos que loge;=cre+orlogp;, por lo tanto la grifica de logs; en funcidn

del logp; serd una recta con pendiente .

FIGURA 4: Estimacién empirica de o

f

log sj

En la prdctica no conocemos los valores de g Y u, pero si podemos
estimarlos mediante s; e yj- Si hacemos el diagrama de puntos (logy;,logs;),

podremos trazar una recta que se ajuste a la nube de puntos.

233



8. — Anadlisis detallado

1.— Comparacion de medias de tratamientos individuales

Supongamos que al efectuar un andlisis en un modelo de efectos fijos
rechazamos la hipdtesis nula. Esto nos indica que existe al menos una de las
medias diferente al resto, pero no nos especifica cual de ellas es diferente. Si
esto ocurre es conveniente realizar comparaciones entre las medias de los
distintos tratamientos para localizar cual o cuales medias son diferentes al

resto.

Existen varios métodos para realizar las comparaciones entre las medias,
normalmente se denominan métodos de comparacién multiple. Dependiendo del
problema, el experimentador debe decantarse por la eleccion de uno u otro método.

A continuacion vamos a ver los métodos mds comunes.

2.— Comparacion grdfica de medias

No es dificill desarrollar un procedimiento grdfico para comparar las
diferentes medias. Supongamos que el factor tiene r  niveles por lo cual
tendremos las r medias de los respectivos tratamientos. Si conocemos o
sabemos la desviacién media de cada uno de los diferentes tratamientos, si el

disefio es equilibrado serd Si las medias de los tratamientos fuesen iguales

g
In
el conjunto de medias se comportarfan como una distribucién normal de media y

2
y varianza fn—.

Podemos representar una distribucién normal y colocar las medias de los

diferentes tratamientos en uno de sus ejes. Si las medias no son iguales habrd

234



ciertos valores que se salgan o que no parezca que pertenecen a dicha
distribucién.

Como no conocemos la varianza, emplearemos la media de cuadrados debida al
error como estimador de la misma, y utilizaremos una T de Student en lugar de
una Normal para efectuar la comparacion. Esta es una técnica un poco burda, pero

en todo caso es eficaz en muchos problemas de comparaciones miltiples.

3.— Contrastes del andlisis detallado

Este método es mds riguroso que el anterior. Supongamos que las medias del
nivel i y del nivel j son iguales, o bién que el efecto producido por los

niveles i y j son similares a los f y k.

Las hipdtesis planteadas son, en el primer caso, pj= p;, y en el segundo seria
Ho : pi+tpj=ps+pg. En cualquiera de los dos casos implica una combinacién lineal

apropiada de los totales de los tratamientos y; —y; =0 6 y; +yj =y, Y,

En general, podemos afirmar que cualquier comparacién de medias lleva unida

una combinacién de los totales de sus tratamientos, que lo podemos expresar de la
r

siguiente manera: C= [c;yi, Teniendo en cuenta que la suma de los diferentes
i=1

¢; tiene que ser igual a 0. A estas combinaciones las conocemos con el nombre de

contrastes. Definimos como suma de cuadrados de un contraste:

2

T
Y ¢y
i=1

SSC =

r
A z Ci
i=1
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Para probar el contraste lo comparamos con la suma de cuadrados debida at
error. El estadistico resultante sigue una distribucion F de Snedecor con 1 vy

N—r grados de libertad.

1.— Método de Scheffé para todos los contrastes

Hay muchas ocasiones en que no se sabe a priori cuales son los contrastes
que se quieren realizar, por esto Scheffé propone un método para poder

comparar cualquier contraste, o los posibles contrastes.

Supongamos que hemos resuelto realizar m contrastes de las medias de los

tratamienios:

Pu=cupHoauprt...Heqy u=1,2,....m

El contraste correspondiente usando las medias de los tratamientos es:

Cu=CpuY1. TCou¥2. +--CVr. u=1,2,...,m

El error estandar de este contraste es:

r 02 )
iu
SCu= MSE. z ni
A 1=1

El valor critico con el que compararemos el valor obtenido serd:

Sa,u mSCuJU‘_DhFa:,r— I,N—;

Para probar la hipdtesis nula planteada, que I, es igual a 0, comparamos
el valor C; con el valor critico obtenido T. Si |Cy|>S,, Ila hipétesis

nula debe ser rechazada.
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4.— Comparacién por parejas de medias de los tratamientos

Existen cuatro métodos para realizar estas comparaciones.

1.— Msétodo LSD (minima diferencia significativa)

Es el método mds comunmente utilizado, también se denomina test de Student

para comparaciéon de medias de variables normales.

Deseamos probar la Hg : pj=p; para toda i#j. La tg sera :

Yi. Y.

t0=

1 1
La hipdtesis se acepta si ty es menor que una ty,» N—, POr lo tanto si
en la ecuaciébn de tg  sustituimos tg por el valor de  ty;n N—p
despejando la diferencia de medias, tendremos Jla ' diferencia minima

significativa:

1 1
LSD:ta/Z,N-—r' MSE Tl+ﬁ_)—

si el disefio no fuese equilibrado. En el caso de serlo, todas las muestras

l 2MSg
LSD=ty» N-r | =

Para comparar dos medias, simplemente comparamos la diferencia en valor

del mismo tamiio:

absoluto existente entre ambas con el LSD, si esta diferencia es superior al
LSD podemos considerar diferentes las medias poblacionales de los dos

tratamientos al nivel de significacion «.
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2.— La prueba de intervalos miiltiples de Duncan
Esta prueba fue desarrollada por Duncan en el afio 1955.

Si el disefio es equilibrado, se disponen en orden ascendente las diferentes

medias de los tratamientos y se determina la varianza de cada uno de los

2 2MSg

tratamientos Sj=———.

Si, por el contrario, no es equilibrado, deberemos remplazar »n por su
r

media arménica 1, =
1
L]
1

Hip~—] =

Duncan construyé una tabla en la cual se obtienen los valores 7, o, (pJ),
para p=23,..,r donde o es el nivel de significaciéon y f los grados de
libertad del error. Los intervalos los transformamos en un conjunto de r—1

minimos intervalos significativos calculando R, =r1,(®./)S;.

Posteriormente comparamos las diferencias observadas entre las medias,
empezando por el mayor valor contra el menor, comparando esta diferencia con
el intervalo minimo significativo R,. Después entre el mayor valor y el
segundo mds pequefio y lo comparamos con R,_;. El proceso continda hasta
haber comparado todos los posibles pares. Si la diferencia existente entre
dos medias es superior a su intervalo correspondiente, podremos afirmar que

las dos medias en cuestidn son significativamente diferentes.
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3.— Test de Newman—Keuls

Esta prueba fue desarrollada por Newman en el afio 1939, posteriormente
Keuls, en el afio 1959, le da un nuevo enfoque, de aqui el nombre de la

misma.

El procedimiento es muy similar al desarrollado por Duncan, la diferencia
entre ambos métodos estriba en que las diferencias criticas son calculadas

de maneras diferentes.

Se calcula un conjunto de valores criticos K,, en donde qu(p.H es el
punto de mayor porcentaje de tamafio a del intervalo siundentizado para

muestras de tamafio p y f grados de libertad del error:

Ky,=44(p.N)S; p=23,..r
El rango studentizado se calcula mediante q= YMAX_YIYHN .
MSg
i n

Los valores yyax € Ymin corresponden a la maxima y minima media muestral
respectivamente en el grupo total de muestras. Con los valores de la tabla
de puntos porcentuales de la estadistica de amplitud studentizada se
calculan los K, de la misma manera que se realizaba en la prueba de

Duncan.

La prueba de Newman—Keuls es menos eficaz que la de intervalos de Duncan

porque detecta peor la posible diferencia de medias.
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4. Contraste de Tukey

Tukey en 1953 propone un nuevo procedimiento de comparacion multiple basado
también en intervalos. Tukey establece que dos medias son significativamente

diferentes si el valor absoluto de sus diferencias muestrales es superior a:
To=9(./SYi.

Los valores d¢ q vy f los encontramos en las tablas que desarrollé el
mismo Tukey. La prueba de Tukey tiene un nivel de error tipo I de o para
todas las comparaciones por pares. Es mds conservadora, un nivel error tipo
I menor que las dos pruebas anteriores de Newman—Keuls y Duncan. Esta prueba

tiene menos poder de discriminacidén que las anteriores.

Al plantearnros qué método puede ser el que mds se adapte a nuestro
experimento, no hay una regla fija que nos permita determinar cudl es la mejor
forma de comparar las medias de los tratamientos. Cramer vy Swanson en 1973
realizaron unos estudios en Montercalo en los que analizaron estos métodos y
otros aqui no mencionados. Llegaron a la conclusién que el método de minimas
diferencias significativas es un método muy eficiente para detectar diferencias
entre medias, si el andlisis de la varianza ha sido significativo al 95% de
confianza. También destacaron el método de intervalos miltiples de Duncan. Ambos
métodos son los mds difundidos en la mayoria de los paquetes de programas

estadisticos para ordenador.

5.— Comparacién de tratamientos con un control

Hay ocasiones en que uno de los niveles de un factor actia como nivel patrén,

o de referencia, lo denominaremos control, por lo que ya no es necesario realizar
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las ey (’21_) posibles comparaciones, \nicamente serd necesario realizar la

comparacién del tratamiento control con el resto, es decir, deberemos realizar
r—1 comparaciones.

Existen varios procedimientos; uno de los mds conocidos es el método
desarrollado por Dunnett (1964): denominemos al tratamiento control. Nuestras
hipétesis serdn:

Ho @ pi=p,

H; : al menos una diferente i=1,2,...,r—1

Para cada par se calculan las diferencias entre las medias muestrales, se

rechaza la hipdtesis nula con un error « s

- - 1 1
|Yi. = Yr. | > Da(r—=1.) |[MSg: |- — -

1 r
si el disefio no es equilibrado, y la sigui_ente.condicic’m si lo es:

_ 2-MSg
LYi._Yr.‘>Da(r_le) n

siendo la constante D, (r—1,/) el valor correspondiente de la tabla de Dunnett,
6.— Estimaciéon por intervalos de confianza

En este modelo suponemos que los resultados finales que el experimentador
desea aportar aparecen en términos de intervalos de confilanza y que estd

dispuesto a especificar de antemano la amplitud de los mismos.

Imaginemos que estamos realizando un experimento y deseamos un intervalo de
confianza del 95%, que la diferencia entre dos tratamientos es un valor dado y

que tenemos una desviacién estdndar calculada inicialmente.
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ZMSg
==t

La precision del intervalo es +tgyn N--r°

El nivel de significacion propuesto se aplica sflo a un intervalo de
confianza. Puede usarse el mismo método si el experimentador, de antemano,
establece un conjunto de intervalos de confianza sobre los cuales se hard una

afirmacién conjunta.

9.— Métodos no paramétricos en el andlisis de la varianza

El test de la F es muy robusto ante el no cumplimiento estricto de las
condiciones de validez, no obstante hay veces en que las desviaciones son muy
fuertes, en particular en el campo de la investigacién pedagdgica que es nuestro

caso, psicoldgica, social, etc.

En estos casos no existe otro recurso para comparar el efecto de varios
tratamientos que recurrir a tests no paramétricos, seglin las condiciones no

satisfechas. Los mds usuales son:
» El test de Kruskal —Wallis si falla la normalidad y la homocedasticidad.
» El de Cochran si fallan la normalidad, homocedasticidad e independencia.

» Y el test de Welch si falla la homocedasticidad.

1.— Test de Kruskal— Wallis

Lo usamos para probar la hipétesis de igualdad de r tratamientos, contra la

hipétesis de que al menos uno de ellos es diferente,
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Tenemos r muestras independientes de tamaiios »#n; de una variable aleatoria

cuantitativa. Las mezclamos todas como si fuesen una unica muestra de tamaiio
r

): n;=N elementos, que ordenamos de menor a mayor, y asignamos rangos del modo
i=1

habitual y teniendo en cuenta los empates si los hubiere, calculamos la suma de
los rangos de cada muestra R; y comprobamos que:

r
z R,= N-(N+1)
-2
i=1

El test no serd valido si r=3 1y algin n; es menor o igual a 5.

La cantidad experimental para la realizaci6on del contraste, si llamamos {;

al nimero de empates del grupo i, y denominamos T;=(f—1)-5(4+1), serd:

r
12 R _ _
D ‘[1—5— 3(N+1) VT
W= = C=1-
C (N=1)N-(N+1)

La cantidad tedrica es una Ji—cuadrado con a—1 grados de libertad.

2.— Test de Welch

No precisa que el modelo sea equilibrado. Dadas r muestras se calcula el

estadistico de contraste:

T
Y w3 -y
i=1
2 r—1

2 2 wi W
r(zr 1) Z 1=
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n.
con fi=m—1; wi=—, se compara con una F de Snedecor con (vj,vp) grados de

1

libertad:

T
w-
vi=r—1 y Uy = 3 Z—%— 1- !
. 1
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DISENOS FACTORIALES



1.— Introduccion a los diseiios factoriales

Muchos experimentos se llevan a cabo para estudiar los efectos producidos por
dos o mds factores, puede demostrarse que, en general, los disefios factoriales
son los mas eficientes para este tipo de experimentos. Por disefio factorial
entendemos aquel en el que se investiga todas las postbles combinaciones de los
niveles de los factores en cada ensayo completo o réplica del experimento.
Imaginemos que tenemos un factor A_ con r niveles y un factor B con s
niveles, cada réplica del experimento contiene todas las rs  combinaciones de
los tratamientos. A menudo se dice que los factores estdn cruzados cuando estos

se analizan en un disefio factorial.

Definiremos el efecto de un factor como la modificacién en la respuesta
producida por un cambio en el nivel del factor. Con frecuencia se conoce como
efecto principal, porque se refiere a los factores de interés primordial del

experimento.

En algunos experimentos puede encontrarse que las diferencias entre los
niveles de un factor no es la misma en todos los niveles de los otros factores,

cuando esto ocurre existe una interaccién entre los factores.
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Hay que hacer notar que, cuando el valor de una interaccion es grande, los
efectos principales, es decir, los producidos por cada uno de los factores,
pueden tener poco sentido prictico. Cuando los efectos de una interaccién son muy
significativos, el experimentador debe examinar los niveles del factor mantenien—

do fijos los niveles de los otros factores.

Las wventajas de los disefios factoriales pueden ilustrarse fécilmente.
Supongamos que tenemos dos factores, A y B, cada unc de los cuales tiene dos
niveles, los niveles los vamos a representar por A;, A, By y By La
informacién acerca de ambos factores podemos obtenerla modificando el nivel de un
solo factor. El efecto de variar el factor A estd dada por A;B;—A;B,. Ya que
existe el error experimental es conveniente realizar por lo menos dos
observaciones de cada combinacion de los tratamientos empleados (tabla 4), lo

cual requiere un total de seis observaciones.

Tabla 4: Disefos factorigles

FACTOR B

B B

FACTOR | A1 | A1—B; | A;—B;
A Az AZ'_BI

' Si se hubiese realizado un experimento factorial, se habria recurrido a la
combinacién de tratamientos A,B,. De esta manera con sélo cuatro observaciones
podrian calcularse dos estimaciones del efecto A; AyB;—AsB; y A;By—A;B,. De
forma similar pueden hacerse las estimaciones del efecto B. Podrfan promediarse
para producir efectos principales, promedio que tiene la misma precisién que los

experimentos de un factor, pero requieren tan sélo cuatro observaciones, y podria
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decirse que la eficacia relativa del disefio factorial para el experimento de un

factor a la vez es de %———1’5.

Esta eficacia relativa va aumentando con el nimero de factores, lo podemos ver

en la figura 5.

FIGURA 5: Eficacia del diseiio y nimero de factores

f

Pp=HOQPOQOHTR

¥ T | I
2 3 5 5

NUMERO DE FACTORES

Imaginemos que en el primer disefio nos indica que AB, y A,B; dan mejor
respuesta que A(B;, una conclusién Idgica serfa que A,B, es alin mejor, siit
embargo, st existe interaccion, al realizar esta afirmacién incurrimos en un

gravisimo error.

En resumen, podemos afirmar que los disefios factoriales poseen algunas
ventajas: son mds eficientes que los experimentos de un factor, es mds, los
disefios  factoriales son necesarios cuando alguna interaccién puede estar
presente, con el propdsito de evitar extraer conclusiones erréneas o engafiosas.
Los disefios factoriales nos permiten experimentar los efectos de un factor en los
diversos niveles de los otros factores, ddndonos soluciones que son vilidas sobre

la extension de las condiciones experimentales.
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A continuacién haremos una descripcién del disefio factorial de dos factores

para después exponer el caso general.

2.— Disefio factorial de dos factores

Los casos mds sencillos en el disefio factorial implican la existencia de
dnicamente dos factores. Partimos de un factor A con r niveles y un factor B

con § niveles, por lo tanto tendremos r-s tratamientos diferentes.

Los datos observados pueden ser expresados como aparece la tabla 5. Cada
columna expresa los diferentes niveles del factor B y cada fila los del factor
A. En cada casilla tenemos los datos correspondiente a cada tratamiento, el modo
en el que se deben tomar las rs-n  observaciones debe ser completamente

aleatorizado.

Tabla 5: Tratamientos de dos factores

FACTOR B
- i
1 2 s
1| yiinYui2s-oYiim | Y122:¥122,¥12n T--- Y1s1:¥1s25--»¥1sn
FACTOR | 2 | Y211:¥212--¥21n | ¥221:¥2225--2¥22n | - | ¥2515¥252>--»¥2sn
A ............ T U TP
- - | _

1 o¥rits¥ri2s--9¥rin ¥Yr21:¥122> - ¥r2n v 1 Yrslo¥es2s-- 1 Yrsn
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El modelo estadistico lineal mediante el cual podemos describir las

observaciones seri:

i=1,2,...,r
Vijg=#+ri B+ ten  J=1.2,...,8
k=1,2,...,n

donde pu es el efecto medio general, r; es el efecto del i—ésimo nivel del
factor A, B; es el efecto del J—ésimo nivel de factor B, (78);; es el efecto
de la interaccién producida por el nivel i—ésimo del factor A y el nivel j—

ésimo del factor B, &, es el componente del error aletorio.

Debemos suponer que ambos factores son fijos, que los efectos de los

tratamientos se definen como desviaciones de la media general, esto implica que
T §
):ri=0 y EBJ:-O; también suponemos que los efectos de la interaccidén son

i=1 =1
r s

fijos y que su suma es O: X Z(Tﬁ)ij=0, y hay un total de  rsn
i=1j=1
observaciones, que es el nimero de veces que se realiza el experimento.

Nuestro interés radica en probar la hipdtesis de igualdad de los efectos
producidos por los diferentes niveles de cada uno de los factores, por un lado:
Ho LTITTM =T,
Hy : al menos una 7;#7;
y del otro:

Ho: B1=Br=...=8
H, : al menos una Bi?ﬁBj
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También nos interesa saber si los tratamientos interaccionan, luego debemos
probar:

Hg : (8); 1iguales para todo ij
H; : al menos una (rﬁ)ij distinta de las demds

Vamos a ver ¢cdmo podemos probar estas hipdtesis por medio del andlisis de la

varianza.

Antes de comenzar definiremos una serie de términos. Definiremos como y; a
la suma total de las observaciones bajo el i—ésimo nivel del factor A, como
yj. @ la suma total de las observaciones bajo el j—ésimo nivel del factor B,
Yij. a la suma total de las observaciones de la celda ij, por dltimo

designaremos con y _ a la suma total de las observaciones.

También definiremos  y; , Y, yjj, Y Y., como las medias de los

diferentes niveles de A y B, de las distintas interacciones y la media total:

8 n
_ Vi .
Yi.. = ): Z Yijk Yi.. = an i=1,2,...r
i=1k=1
T n
- Vi .
Yi=1 L Yik V=5 J=1,2,008
i=1 k=1
- =12
_ - yij_ 1=1,2,...,F
Yij. = [ Yijk Yii.= =12
k=1 gheyonny
r ] n
- Y. .
v.=L L L Vi . = i=1,2,....r
i=1j=1k=1

La suma total de cuadrados corregida podemos expresarla de la siguiente forma:
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T s n

R e P

i=1j=1 k=1
T S n

=Y ¥ VG -F)+F, -7 )+Gi. 5.V 5.47.)- 05 —viwl” =

i=1j=1k=1

T s T 8
— 2 - 2 - = = \2
=sn ) G-V ) Hrn ) G-V )+ ] ¥ G oY oYY )T

T 8 n
= 2
+7 b Y GVl
i=1j=1k=1
Esto es asi ya que los seis productos cruzados del segundo miembro de la ecuacién

son iguales a cero.

El proceso algebraico ha consistido en descomponer la suma cuadritica de los
errores en varias sumas cuadrdticas: una es la suma de cuadrados debida al factor
A (SS,), otra es la suma de cuadrados debida al factor B (SSg). Estd, también,
la suma de cuadrados debida a la interaccidn de los factores A y B (SSap), v,
finalmente, la suma de cuadrados debida al error (SSg). En consecuencia se tiene

la 1gualdad

SST=SSA+SSB+SSAB+SSE

Tabla 6: Grados de libertad con dos fuctores

1 GraDOS DE
EFECTO
LIBERTAD

A r—1

B s—1
INTERACCION AB | (r—D-(s—1)

ERROR rs(n—1)
TOTAL rsn—1
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Los grados de libertad asociados a cada una de las diferentes sumas de

cuadrados son los reflejados en la tabla 6.

La descomposicién efectuada sobre los rs-n—1 grados de libertad podemos
justificarla de la siguiente manera: los efectos principales producidos por los
factores A y B tienen r y s niveles respectivamente, por lo cual tendran
(r-1) y (s—1) pgrados de libertad. Los grados de libertad de la interaccién
corresponden a los grados de libertad de cada celda, r-s—1, menos los grados de

libertad de sus respectivos factores, en resumen seri:
(rs—D—@F—D—E—D=0r-1)—-1)

Dentro de cada uno de los rs diferentes celdas tenemos n observaciones, por
lo tanto, tendremos n-1 grados de libertad por celda, lo cual implica un total
r-s(n—1) grados de libertad del error. Se cumple que los grados de libertad
debidos al total, rs-n—1, es igual a la suma de los grados de libertad d_ebidos a

los tratamientos, a la interaccién y al error.

Cada una de las sumas de cuadrados dividida entre sus grados de libertad
produce una media de cuadrados. Los valores esperados de dichas medias de

cuadrados seran:

T
sny ”
SSa =1
E(MS ) =E —g24=l
(MS2) r—1 7 r—1
T
rn ] 6
SS _
EMSp)=E| B |=g24_1=1
s—1 s—1
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T 5

ny ¥ (1B}

SSAB i=1j=1
E(MSap)=E|— | =c2+——1
MSAB)=F | 56— 1) —6-1)
SSg
E(MSE)=E m =0'2

Si las hipétesis nulas, que recordemos consistfan en la igualdad tanto entre
los niveles de los factores como entre los diferentes tratamientos, se cumplen,
se verificard que MS,, MSg, MS,g Y MSg son estimadores insesgados de o2
Ahora bien, si MS, fuera mayor que MSg, entonces existirfa una diferencia
entre los distintos niveles del factor A, si fuese MSp el que fuera mayor que
la suma de cuadrados debida al error, serfa entre los niveles del factor B
entre los que existiesen diferencias, de forma similar ocurriria con la

interaccion,

Para probar la influencia de los efectos principales, los factores, asi como
su interaccién, simplemente debemos dividir las medias de los cuadrados

correspondientes entre las medias de cuadrados del error.

Si el modelo es el considerado inicialmente, Yijk=# 7+t (78);; + &k, es el
modelo adecuado y los términos del error Eijk son independientes con
distribuciones normales de media cero y varianza constante  ¢2, entonces las

razones de las medias de los cuadrados producidas por el cociente de las medias

MS,  MSg y MSap
MSg’~ MSg MSg

de cuadrados con las media de cuadrados del error,

’

tienen distribuciones F cada una con sus respectivos grados de libertad en el

numerador, r—1, s—1 y (r=1)(—-1), y rs(n—1) en el denominador. Las
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regiones criticas corresponden al extremo superior de la distribuciébn de la F.

La prueba se presenta en la tabla de andlisis de la varianza 7.

Tabla 7: Andlisis de la varianza 11

Fuente de Suma de Grados de Media de F
variacién cuadrados libertad cuadrados 0
SSa MS,
TRATAMIENTO A SS r—1 MS,= =
A AT Fo="ms,
SS MS
TRATAMIENTO B SSy s—1 MSp= B Fy B
s—1 MSg
SSan MSug
INTERACCION SS r—=1)(s—1 MS pg=~e-—"___ | Fg=
AB (r—=1)(s—1) AB="C T =1) 0=,
SS
ERROR SSg rs(n—1) MSE=J_
rs(n—1)
- TOTAL SSt rsn—1
Las sumas de cuadrados es posible obtenerlas mediante las siguientes

gxpresiones mas

operativas:

r s n )
) Y%jk“{-;;,_"—
i=1j=1k=1

r

2 ¥

SSp= Yi..‘“¥
i=1
s

2 Y

ssp= T v -
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Para obtener la suma de cuadrados debida a los tratamientos, primero
calcularemos la suma de cuadrados entre los totales de los r-s  tratamientos,
que la llamaremos suma de cuadrados debido a los subtotales:

T

; 2 ¥
SSSUBTOTALES= ).} Yij.~ o
i=1j=1

Esta suma de cuadrados contiene también a la suma de cuadrados debidos a los

factores SS, y SSp, por lo tanto SSpp  serd:
SSAB=SSgUBTOTALES ~5SA—S553
La suma de los cuadrados del error se podrd calcular por la diferencia:

SSE=S881—SSSUBTOTALES

1.— Comparaciones miiltiples

Si el andlisis efectuado nos lleva a concluir que existen diferencias entre
los efectos de los factores, es necesario realizar comparaciones entre las medias
de las filas o columnas para encontrar las diferencias especificas, para ello

debe recurrirse a los mismos métodos expuestos en el andlisis de un sélo factor.

2.— Comprobacién de la idoneidad del modelo

Al igual que se explicé en el andlisis de un sélo factor, debe comprobarse la
idoneidad del modelo para poder extraer conclusiones del andlisis de la varianza.

La mejor herramienta de la que disponemos para verificar la idoneidad de nuestro

modelo es el estudio de los residuos.
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Los residuos los calcularemos restando de cada observacién su valor ajustado,
que es la media de su tratamiento. El estudio de los residuos es el mismo que el

explicado en el andlisis de la varianza de un sélo factor.

3.— Estimacién de los pardmetros del modelo

Una forma de estimar los pardmetros es la aplicacién del método de minimos
cuadrados. Debemos estimar 1+r+s-+r-s pardmetros, luego tendremos el mismo

nimero de ecuaciones normaies.

r S r 8
po rs s Z Tt E Bitn X X (B); =y. (1)
i=1 j=1  i=1j=1
S 8
Tj s pbsneTn Y Bi+n ) (7B = Yi. @)
j=1 j=1
r r
Bju : rne e ) TitrnBtn Y By =Y, 3
1=1 1=1
(Tﬁ)ij : n-ﬁ+n-?i+n-6j+n-(rﬁ‘)ij = Yij. @

A la derecha de cada ecuacion normal, hemos colocado su pardmetro

correpondiente.

. La suma de las r ecuaciones normales de la ecuacion (2), nos da la ecuacién
(1), al igual que st sumamos las 5 posibles de la (3) obtenemos la (1). Si
sumamos respecto a { la ecuacion (4) obtenemos 12 ecuacién (2) y si lo hacemos

respecto a j obtenemos la ecuacién (3).

Por lo tanto, el sistema no tendrd una solucion tnica. Para poder resolver el

sistema necesitamos mds restricciones. Las restricciones que emplearemos serdn:
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[3j = 0 ()
j=1
LGB, = 0 J=1,2,008 @
s A
T @By, =0 i=1,2,..,r @)
j=1

Las ecuaciones (5) y (6), nos proporcionan una restriccién cada una, y de las

ecuaciones (7) y (8), obtenemos r+s—1 restricciones independientes.

Si resolvemos el sistema obtenemos las siguientes soluciones:

>
i

Y.
5= ViV i=1,2,...,r
E}j =Yy,7Y.. j=1,2,...,
(t8) = Vi~ Yi. 7YY i=1,2,.,r  j=L2,..s

Los efectos debidos a los niveles del factor A  se estiman mediante la
diferencia de la media de cada nivel con la media general, igual ocurre con el
factor B, y el factor de la ij—ésima interaccién lo estimamos restando a su
media la media del factor A en el nivel i, la media del factor B en el

j—ésimo nivel y afadiéndole la media general.
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El valor esperado de una observacién lo podemos obtener despejando los

resultados obtenidos en el modelo:
Yijk=p+7i+8i+(7B);
Sustituyendo por los valores obtenidos:

Y.."'Gi.._?...)"'@.j. )+(—l_] =Yi.. +y )= Yu

En algunas ocasiones puede resultar conveniente llevar a cabo el andlisis de
la varianza sin tener en cuenta la interaccién entre los niveles de los

diferentes factores. Cuando asi lo realicemos utilizaremos el modelo;
Yijk=# 718+ &jjk

No conviene utilizar este modelo a no ser que tengamos la certeza de la no
existencia de interacciones  significativas, pues podriamos obtener unos

resultados que nos condujeran a conclusiones erréneas.

3.— Disefio factorial general

Los resultados y conclusiones extraidas del estudio del disefio factorial de
dos factores, pueden hacerse extensivos al disefio factorial general en el que
existan varios factores, A, B, C, etc., tal que cada uno de ellos tenga r, s, ¢,

etc., niveles respectivamente.

Si tenemos n  réplicas del experimento completo, tendremos un total de

rs-n=N observaciones diferentes. El mimero de réplicas minimo que podemos
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emplear es de dos si queremos introducir en el modelo todas las interacciones
posibles.

En el modelo de efectos fijos, que es el que hemos estado estudiando, aquellos
estadisticos de contraste que prueban tanto los efectos principales como los
efectos debido a las distintas interacciones, los podemos construir dividiendo la
media de cuadrados de ese efecto, 0 de esa interaccion correspondiente, entre la
media de los cuadrados del error. Todas las pruebas de la F corresponden a

pruebas unilaterales del extremo superior.

En cuanto a los grados de libertad, los de los efectos principales serdn igual
al numero de niveles de ese factor menos uno, y el de las interacciones al
producto del nimero de niveles menos uno de todos los factores que formen parte

de dicha interaccidn.

Consideremos un disefio de tres factores, A, B. y C, cada uno de los cuales
tiene r, 5§ y ¢ niveles respectivamente. El modelo del andlisis de la varianza

seria:
Yijk1 =4+ 7+ 8+ v H (B + (77)ik T By + (rBy)iix +&ija

la tabla 8 de andlisis de la varianza representa un modelo de efectos fijos
de tres factores con r, s y t niveles respectivamente. V.as pruebas F para probar
los efectos principales, asi como Ias interacciones, se deducen inmediatamente a

partir de los valores esperados de la media de los cuadrados.
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Tabla 8: Andlisis de la varianza 111

| Valor esperado
Fuente de Suma de Grados de Media de .
de Ia media Fy
variacién cuadrados libertad cuadrados
de cuadrados
stn L7 L Ms,
A S8 —1 MS +— =
A 4 A r_l 0 MSE
ren Z BJ? MSg
B SSp s—1 MSg o —" Fy=
2
rsne ) Y, MSe
C SSe 1—1 MS¢ oA —— Fp=
t—1 MSg
PN MS
ch Ti)::
AR SS A5 (r—1)(s—1) MS 5 o2+ L —
(r—1)yE—1) MSg
bn Yy Y : MS
-n (y);
" AC SSac (r=1)(t—1) MS ¢ o2+ | pp=—2E
(r—1)-(t—1) MSy
L L6, MS
an 5y,
BC $Sgc (s—1)-—1) MSge 2+ Ko pp=— 2
(—1yG-1) MSg
Y L T s, MS
n T68%).
ABC SSppe | P=D=10—1 | MSupe | o2+ U | py=—2EC
(r—1-(s—1)-¢—1) MS
Error . S8g r-st-(n—1Y% MSg g?
Total 551 rsrn—1

Para calcular las sumas de cuadrados podemos emplear las formulas que ha

continuacién se exponen. El procedimiento es similar al seguido en el disefio de

dos factores.
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La suma toial de cuadrados sera:

=

8 t n 2

ssT-[ YL LV [ i YLV _'_'

i=1j=1k=11=1 i=1j=1k=1=1

La suma de los efectos principales se calcula por medio de los totales de cada

uno de los factores:

t 2 2
Y.k _Y...

rsn o _a-

r 2 2

] r' .

w
e
o b2

I
~1

Para poder calcular las sumas de cuadrados de las interacciones de dos
factores recurriremos a los totales de las combinaciones de dos en dos o, de otra
forma, sumaremos los valores de las celdas AXB, AXC y BXC. La estrategia més
conveniente, para poder calcular estas cantidades con mayor facilidad, consiste
en desglosar la tabla de datos original en tres tablas de datos, teniendo en
cuenta en cada una de ellas la accién de dos factores, sin tener en cuenta el

tercero, con el fin de calcular los totales. Las sumas de cuadrados serdn:

2

y
SSAB—E [ A "__—SSA SSp=SSsUBTOTALES(AB)—SSA—SSp
i=1j=1

7
y k
SSAC‘—[ E =SS A —SSc=SSsUBTOTALES(AC) ~SSA—SSc
i=1 k=1

S t 2

k. Y.
SSBC—Z Z Tin T_SSB'"SSC SSsUBTOTALES(BC)—~SSB—SSC
i=1 k=1

La suma de cuadrados de la interaccién de los tres factores la determinamos

usando los totales de las celdas en todos los sentidos.
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r s t o
i

2
Yijk. _ ¥Y....
SSABC = z z Z f"]l _T_SSA_SSB_SSC_SSAB_SSAC_SSBC =
i=1j=1k=1

= SSSUBTOTALES(ABC)~SSA—SSp—SSc—S82—SS4c—S8g¢

Por dltimo, la suma de cuadrados debida al error la calcularemos por la
diferencia entre la suma de cuadrados total y la suma de cuadrados debida a los

subtotales ABC.
SSE=557—SSsuBTOTALES(ABC)

Los métodos para la comparacibn de medias y las condiciones de validez del
modelo son los mismos que han sido expuestos en el andlisis de la varianza con

anterioridad.

1.— Disefios desequilibrados

Hasta ahora hemos; analizado el disefio factorial como un disefio equilibrado,
pero existen ocasiones en las que no es posible equilibrar los datos, es decir,
no tenemos el mismo nimero de observaciones en cada una de las celdas. Este tipo
de problemas aparece en ocasiones porque, si bien el experimentador elabora y
realiza un disefio equilibrado, surgen problemas y se pierden algunas

observaciones, con lo cual, lo transformamos en un disefio desequilibrado.

En otras ocasiones se realiza un disefio desequilibrado porque algunas de las
diferentes combinaciones entre los tratamientos son de alto coste econdmico o de
dificil  realizacién. Cuando los experimentos son de tipo  socioldgico,
psicolégico..., en general, ubicados en el dmbito de la estadistica de las ciencias

sociolégicas, como es nuestro caso que se centra en un aspecto concreto de la

263



formacién matemdtica intermedia, puede ocurrir que el nuimero de individuos
perteneciente al nivel de algin factor sea muy superior al de los otros niveles,
y sea necesario desbalancearlo para poder tener una muestra mds representativa en
las diferentes celdas, ya que la precision perdida por el hecho de no ser
equilibrado es inferior si reducimos drésticamente el nimero de réplicas.

La propiedad de ortogonalidad de los efectos principales y de Ilas
interacciones presentes en el disefio factorial equilibrado no se cumplen en el
caso en que sea desequilibrado, por lo tanto, no podemos aplicar las técnicas

normales del andlisis de la varianza.

El no poder aplicar el andlisis de la varianza, hace que el disefio factorial
no equilibrado sea mds dificil de llevar a cabo que el equilibrado. Lo veremos en

un diseno de dos factores de efectos fijos siendo sencilla su generalizacion.

Supondremos que el numero de observaciones de la celda ij—ésima serd ny,
~denominaremos »n;  al numero de observaciones lde la i—ésima fila que corresponde
al numero de observaciones del i1—ésimo nivel del factor A. De igual forma
denominaremos 2 al ndimero de observaciones de la j—ésima columna, que
corresponde a las observaciones existentes en el nivel j—ésimo del factor B. Y

serA N el nimero total de observaciones.

'2.— Datos proporcionales

Cuando los datos son proporcionales, aunque el disefio no sea equilibrado la
dificultad que representa su resolucién no es muy grande. Diremos que los datos

son proporcionales, cuando se cumpla la siguiente ecuacidn:
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o mhong
nu— N

Si esto ocurre, podemos realizar un andlisis de la varianza tnicamente con

algunas modificaciones en las férmulas utilizadas para calcular la suma de
cuadrados:
r st
ss;=) | [Y%Jk N
i=lj=1k=1
T2 5

- yz' y

— J. ...

ssB-[ T
j=1
lJ _ .. _
SSag=) } TN SSA—SSg
i=1j=1

r s t

SSE-—"SST SSA_SSB_SSAB“' E z Eyljk Z z yl_]
i=1j=1 k=1 1j=1

3.— Métodos aproximados

En algunas ocasiones los datos no estdn muy desequilibrados, podemos entonces
usar una seriec de métodos aproximados que nos transformen el problema en uno
equilibrado. En la realidad, hay que ver cudndo los datos no estin muy

desbalanceados para poder utilizar los métodos que exponemos a continuacién.
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1.— Estimacion de observaciones faltantes

Cuando el nimero de valores que faltan es pequefioc podemos estimarlos, con lo

que podremos equilibrar el disefio.

2.— Eliminacién de datos

En ocasiones serd mds sencillo eliminar algiin dato que estimar una serie de
ellos. Imaginemos un disefio de tres factores con dos niveles cada uno en el
que existen un total de 81 observaciones, repartidas diez en siete de las
ocho celdas y once en la otra celda. Es de suponer que facilitaremos el
trabajo, y tendremos menos error, si desechamos uno de los datos de la celda
que posse once observaciones que si estimamos siete valores para las
restantes,lo cual supondria que cerca del 8% de los datos han sido

estimados.

" La observacién que se elimine debe ser elegida al azar. Otra solucién es
retirar una y realizar el andlisis; una vez efectuado recuperaramos ese
resultado y obtenemos una observacién diferente, a continuacién repetiremos
el andlisis de la varianza. Lo normal es que no existan diferencias que
comprometan los resultados obtenidos. Si ocurriese, puede ser debido a que
una de las observaciones eliminadas corresponda a un residuo aleatorio

alejado, o a un error a la hora de obtener o anotar los datos.

3.~ Moétodo de los promedios no ponderados

Este método fué introducido por Yates en el afio 1934. Considera la media de

las observaciones de cada celda como un sélo dato independiente del nimero
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de observaciones de cada una de las celdas, y realiza un disefio factorial
equilibrado para obtener la suma de cuadrados de los diferentes factores
principales, asi como las interacciones. La media de cuadrados debida al

€ITOr Sera:

t

=Z Z Z (yUk Y1_|

N—rs

i=]1j=1k=1

Usaremos la media de cuadrados debida al error para asi poder estimar o2,
la varianza de las observaciones individuales. Sin embargo, la media de
cuadrados del error utilizada en el andlisis de la varianza debe estimar la
varianza de la media de las celdas y; porque el andlisis se ha realizado
sobre la medias de las celdas y la varianza de la media de la ij—ésima celda

a2

i )

sera

Si denominamos MSg al valor anteriormente obtenido y utilizamos como

estimador de ¢ a MSy tfenemos:

Esta es la férmula que utilizaremos para obtener la media de cuadrados
debida al error en el andlisis de la varianza, con n—rs grados de

libertad.
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La ventaja de este método es la simplicidad de los cdlculos. Un
inconveniente se presenta cuando las n;; son muy diferentes. En este caso,

el método pierde efectividad, pudiendo aportar conclusiones errdéneas.

4.— Meétodo exacto

En aquellas situaciones en que los métodos de aproximacién no son apropiados,
casos con celdas vacias o n; muy diferentes, el experimentador debe usar el
método exacto. Para desarrollar las sumas de cuadrados, con el fin de probar los
efectos puncipales y las interacciones, se representa el modelo de andlisis de
la varianza mediante un modelo de regresién. Se ajusta el modelo a los datos y se

utiliza la técnica de la prueba de significacion de regresion general.

Existen diferentes formas de llevar a cabo este método y cada uno de ellos
puede darnos resultados diferentes para la suma de cuadrados. Ademds las
hipétesis que se prueban no siempre son andlogas a las del caso equilibrado, y

los resultados no siempre pueden interpretarse facilmente.
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MATERIALIZACION DEL DISENO Y

RESULTADOS



OBTENCION DE LOS DATOS



El experimento se ha realizado con el alumnado de C.0.U. del instituto VOX si—

tuado en ia Gran Via de Madrid.

En dicho instituto, y a lo largo de seis cursos académicos, se ha explicado,
siguiendo tres métodos diferentes, el concepto matemdtico de determinante, sus
propiedades y aplicaciones mds notables. Estos métodos son los que hemos designa—
do como: el método histérico, llamado también de las permutaciones, el método de
las formas multilineales, y el método axiomdtico—inductivo. En cada curso escolar
se han seguido dos de los métodos indicados, cada uno de ellos en un solo grupo,
de acuerdo coh la correspondiente programacion, y siempre dentro de los conteni—
dos que contempla el programa oficial vigente de la asignatura de Matemdticas I,

del Curso de Orientacion Universitaria (C.0.U.).

Uno de los C.O.U.s de cada afo corresponde a la opcion denominada A, o rama
Cientifica, cuyos alumnos cursan la asignatura de Matemdticas 1 con el cardcter
de materia obligatoria. El otro grupo, del mismo afio, lo constituyen alumnos de
la opcion B o Bio—Sanitaria en la que se cursa la misma asignatura, como materia

optativa dentro de la opcidn.

El nimero de métodos existente es de tres y el nimero de opciones son dos,
obligatoria y optativa, para obtener un equilibrio en los datos necesitamos que
el nimero de C.0.U.s que reciban cada uno de los diferentes métodos sea el mismo,

es decir cuatro, pero ademds es necesario que de esos cuatro dos sean de la op—
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cién A y dos de la opcién B. Para asignar el método que ibamos a emplear en cada
uno de los C.0.U.s para explicar los determinantes, de forma que cumpliera con la
condicidon arriba indicada, lograr el equilibrio de los datos, y con la de aleato—
riedad necesaria en el disefio de experimentos, realizamos el siguiente procedi—
miento: Colocamos en una urna tres bolas en cada una de las cuales figuraba el
nombre de uno de los métodos empleados, procedimos a extraer una de las bolas, se
extrajo la correspondiente al método de formas multilineales, a continuacién se
extrajo la del método histdrico y por iltimo la del método axiomdtico inductivo.
Este es el orden que se utiizé para la explicaciéon de los métodos, el primer afo
se explico al C.0.U. con la opcién A el metodo multilineal y al C.0.U. con la op—
cion B el histdrico, el segundo afo se explicé el método axiomdtico inductivo a
la opcion A e iniciamos de nuevo el ciclo, es decir, a la opcion B le fueron
explicados los determinantes por el método multilineal, y asi se continué hasta
completar el periodo de seis afios, con lo que conseguimos que, de los doce
¢.0.U.s, cuatro recibieran el método multili.neal, cuatro el histdrico y cuatro el
axiomdtico~inductivo, y, dentro de los cuatro C.0.U.s, de cada método dos fueron
de la opcién A y dos de la B,

El nimero total de alumnos fue de 493, aproximadamente unos 40 alumnos por
clase, los que nos sirvieron como material para la realizacion de este experimen—
to. El instituto VOX es un centro en el que no se imparte B.U.P., con lo cual [a
procedencia de sus alumnos es muy diversa, también cabe destacar el gran mimero
de alumnos que ya ha cursado C.0.U. en otros centros, mds el nimero de repetido—
res del propio centro, que hace que el nimero de alumnos que ya han realizado

C.0.U. con anterioridad sea muy elevado, superior al 40%.

La wvariable utilizada para verificar la eficacia de los diferentes métodos ha

sido la calificacién obtenida en una prueba teérico—prictica propuesta a los
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alumnos sobre determinantes, sus propiedades y primeras aplicaciones, realizada
ocho dias después de finalizar la exposicién tedrica y habiendo sido atendidas
las correspondientes aclaraciones a las dudas surgidas y desarrollados los ejer—
cicios propuestos para asimilar los conceptos o mejorar estrategias. Este examen
se ha disefiado con cinco cuestiones con idéntica puntuacién médxima de dos puntos
y una duracién no superior a dos horas. Las variaciones en la calificacién infe—
riores a un cuarto de punto se desprecian.

Junto con el diferente método de ensefianza utilizado hemos estudiado otros
factores dentro del disefio principal. Estos factores son, por una parte, el fac—
tor denominado procedencia, en él hemos clasificado a los alumnos seglin provengan
de un centro privado o de un centro estatal, otro factor ha sido la optativa, en—
tendiendo por optativa si estdn cursando la opcidn A o la opcién B anteriormente

mencionadas y, por ultimo, si son o no repetidores.

El primer factor, que es el método de ensefianza utilizado, tiene tres niveles,
denominamos uno al método de formas multilineales, dos al método histérico y tres
al método axiomdtico inductivo. El segundo factor es la procedencia, como ya
hemos mencionado, consta de dos niveles, que hemos denominado cero si proviene de
centro privado y uno s1 su procedencia es de un centro publico. El tercero, tam-—
bién con dos niveles, es el denominado optativa; designaremos con cero a la op—
cibn B y con uno a la opcién A. Y, por iltimo, el factor cuatro, que designamos
como repetidor, resefando con cero al alumno que ya ha realizado C.O.U. en alguna

otra ocasion y con uno al que lo realiza por primera vez.

§i combinamos los diferentes niveles de nuestros cuatro factores tenemos 24
posibles grupos diferentes, llamaremos grupo al conjunto de individuos con las

mismas caracteristicas, es decir, con los mismos valores en todos los factores.
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Con la totalidad de los alumnos que han cursado C.O.U. estos afios comprobamos
sus fichas de ingreso y los clasificamos en grupos; por ejempio, todos los alum-—
nos a los cuales se les habfa explicado los determinantes por el método tradicio—
nal, que pertenecian a la opcién A de C.0.U., que realizaron B.U.P. en un centro
publico y que era la primera vez que cursaban los estudios de C.0.U., serfa un

grupo de los 24. Dentro de cada grupo tenemos entre 18 y 25 alumnos.

Como la idea era realizar un disefio equilibrado o balanceado por muestreo
aleatorio simple, obtuvimos un muestra de 17 individuos de cada grupo, con el fin
de poder realizar este tipo de disefio. Si multiplicamos 17 por el nimero total de

grupos, tenemos que el tamafio de nuestra muestra es de 408 alumnos.

Tratamos de detectar, si existe, alguna diferencia estadisticamente significa—
tiva tanto en los efectos principales de los factores mencionados, como en la in—

teraccién entre elios.

También hemos estudiado el factor sexo, pero no ha sido introducido en el
disefio principal. Ha sido objeto de un diseno posterior junto con la variable mé—
todos de ensefanza. La razén de no hacerlo obedece a dos causas: por una parte,
el hecho de introducir un nuevo factor hubiera reducido el nimero de alumnos den—
tro de cada grupo, lo cual podria habernos llevado a posibles conclusiones erré—
neas, -principalmente en las interacciones, debido a la poca representatividad de
la muestra y, en segundo lugar, el nimero de alumnas es pricticamente el doble
que el de alumnos, con lo cual, para poder balancear el disefio, el nimero de in—
dividuos dentro de cada grupo hubiese sido muy pequefio, restdndole fiabilidad a

los resultados.

Con la distribucion de factores y la correspondiente valoracion de los respec—

tivos niveles, asi como con las calificaciones resultantes de la prueba  hemos
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construido una matriz de datos en la que cada fila es un indivduo y cada columna
una variable diferente, con esta matriz iniciamos el andlisis de la varianza con
cuatro factores, método de ensefianza, procedencia, optatividad y repetidor y una
variable respuesta que es la calificacién de la prueba sobre la teoria de los

determinantes.
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Aungue en el apartado anterior ya hemos adelantado una idea del modelo que va-—
mos a seguir, lo precisaremos con mds detalle.

Tabla 9: Pardmetros estadisticos de la variable respuesta

Calificacién numérica
- VARIABLE de la prueba
de 0 a 10 puntos

TAMANO MUESTRAL 408
MEDIA 5’50042
MEDIANA 5’5
MobDa 5
MEDIA GEOMETRICA 4'97425
VARIANZA 4’52525
DESVIACION TIPICA 2'12726
ERROR ESTANDAR 0’105315
MiNIMO 0’5

| MAXIMO 10
RANGO O RECORRIDO 9’5
QUARTIL INFERIOR 4
QUARTIL SUPERIOR 7
RANGO INTERQUARTILES 3
SIMETRIA -(’074372
SIMETRIA ESTANDARIZADA -0613287
CURTOSIS —0’549939
CURTOSIS ESTANDARIZADA —2’26746
COEFICIENTE DE VARIACION 38’6746
SUMA 2244°17
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Vamos a realizar un disefio factorial de cuatro factores, en el cual uno de los
factores constard de tres niveles y los otros tres factores de dos. Los factores
son el método de ensefianza, con tres niveles ya definidos, la procedencia con
dos, la optativa y el repetidor ambos también con dos niveles. La variable res—
puesta es la calificacion numérica realizada al concluir la materia relativa a la

teoria de los determinantes.

Una vez definido €l disefio vamos a dar una serie de pardmetros estadisticos de
la variable respuesta que es la calificacion de los alumnos en la correspondiente

prucba.

1.~ Verificacion de las condiciones de validez

Antes de realizar el andlisis de la varianza del modelo disefiado debemos pro—
ceder a comprobar que los errores, definiendo como errores la diferencia existen—
te entre el valor observado y la media de cada grupo, cumplen con las propiedades
de homogeneidad, homocedasticidad, independencia y normalidad. Para ello llevare—
mos a cabo un estudio en el que aplicaremos diversos tests para verificar que Jos
residuos cumplen las condiciones de validez que nos permitan realizar el andlisis

de la varianza.

En la tabla 10 reflegjamos los principales pardmetros estadisticos de la va—

riable, que hemos denominado errores o residuos.

En el grifico 1 se representa un histograma de frecuencias absolutas, en él

vemos como estd distribuida la variable errores.

278



Tabla 10: Pardmetros estadisticos de la variable errores o residuos

VARIABLE ERRORES

TAMANO MUESTRAL 408
MEDIA 1’02835 E—13
MEDIANA —0°0735294
MobDa —1"10588
MEDIA GEOMETRICA
VARIANZA 4’52525
DESVIACION TIPICA 2'12726
ERROR ESTANDAR 0'102073
MINIMO —5°87647
MAXIMO 4’98824
RANGO 10’8647
QUARTIL INFERIOR - 142353
QUARTIL SUPERIOR 1’49706

| RANGO INTERQUARTILES 2’92059
SIMETRIA —00356004
SIMETRIA ESTANDARIZADA —-(°293569
CURTOSIS -(0°381423
CURTOSIS ESTANDARIZADA —1'57265
COEFICIENTE DE VARIACION 2’00493 E—15
SuMA —4719567
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GRAFICO I: HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS
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El histograma divide la distribucion de los errores en intervalos. La altura
de cada uno de ellos nos indica el nimero de errores o residuos que hay dentro

del mismo.
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1.~ Homogeneidad

En primer lugar debemos demostrar ia homogeneidad de la muestra. Si la muestra
es homogénea la media de los errores debe ser 0. Planteamos un test para verifi—
car si el valor que nos da la media, que es de 1'02835 E—13, puede ser considera—
do 0. El intervalo de variacién para la media a un nivel de confianza del 95% es

~ (-02007,072007).

Las hipétesis planteadas son que la distribucion de los errores tiene de media
0, como hipétesis nula, o distinta de O, como hipétesis alternativa, con un
HO : pL=0

=0°05; .
« Hl . [L?EO

Para realizar el contraste utilizaremos el siguiente estadistico: Tgxp=

I
::]QN E

obteniéndose: Tgyp=1'00747 E—12.

Lo comparamos con una T con 407 grados de libertad, lo que nos da un nivel
de significacion de 1 que la media es 0. Con este resultado podemos afirmar que

la media de los residuos es igual a 0, con una garantia casi absoluta.

La homogeneidad de los residuos estd garantizada por la propia muestra. No po—
demos considerar a los individuos como homogéneos comparandolos uno a uno como es
evidente, ahora bién, durante los afios en que se ha desarrollado el experimento
el plan de estudios no ha cambiado y el Instituto sigue encontrindose en el mismo
lugar, por lo que podemos afirmar que el conjunto de alumnos sigue siendo el

mismo y, en consecuencia, considerar homogéneos los grupos de alumnos.

Realizamos, también, un test de rechazo de observaciones errdneas para compro —

bar la posible existencia de algin error en la toma de los datos o algin valor
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inusitado. Para realizarlo colocamos la muestra ordenando las calificaciones en
orden ascendente ¢ descendente.
La homogeneidad explicada dentro de los grupos, unido a la demostracion de que

la media de los residuos es 0, garantiza la homogeneidad de los residuos.

2.— Homocedasticidad

Para verificar la homocedasticidad aplicamos el test de Barlett que nos pueda
confirmar la hipétesis de igualdad entre las varianzas de los diferentes grupos;
asi mismo, por medio de grificos, analizaremos la varianza de los niveles de los

diferentes factores.

El test de Barlett contrasta la hipétesis de igualdad entre las varianzas de
los diferentes grupos frente al hecho de que al menos una de ellas sea diferente.
Para ello utiliza un estadistico de contraste a comparar con una X%EORICA con

tantos grados de libertad como nimero de varianzas compara menos 1.

La media de las varianzas de los distintos grupos es de 4°240470. El valor de

la X%XP y la tedrica para un «a=0’05 serdn:

2 L)
xEyp= 24'30177

2 b
XTEORICA,a=005,23G.L.= 32’007
Al sér la X%XP<X%EORICA aceptamos la hipdtesis nula. Esta afirma que las

varianzas de los distintos grupos son iguales,

En los grificos del 2 al 5 vemos como se distribuyen los residuos de las
calificaciones en los niveles de los diferentes factores; se puede apreciar que
son muy similares, dnicamente se observa que en el factor denominado método de

ensefianza existe una concentracién de los datos algo mds acusada en el nivel
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nimero tres, correspondiente al método axiomadtico—inductivo, que en los otros dos
métodos.

El grifico nimero 6 nos muestra cdmo estdn distribuidos los errores dentro de
cada uno de los grupos segin el valor de la media de la calificacidon del examen.
No se aprecia una distribucién de los residuos diferente segun el valor de su

media.

El grifico nimero 7 nos muestra los valores de las varianzas dentro de los
diferentes grupos. La numeracién de los diferentes grupos se ha hecho desde el
nimero 1 hasta el 24, siguiendo el mismo orden que el establecido en la matriz de
datos. El primer grupo corresponde a los niveles 1, 0, 0, y 0 de los factores en
estudio y asi sucesivamente, hasta el ltimo que corresponde a los niveles 3, 1,

1yl

Las varianzas del nimero 17 al 24 corresponden a los grupos del nivel tres del
factor métodos de ensefianza. Como ya sefialamos, su cocentracién es mayor y
podemos ver que sus varianzas son algo menores que en los otros niveles de su
factor aunque, como ya hemos verificado con el test de Barlett, no son

significativamente diferentes ya que se cumple la condicién de homocedasticidad.
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GRAFICO 2: DISTRIBUCION DE LOS RESIDUOS SEGUN EL METODO DE ENSENANZA
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Cada punto representa la diferencia entre la calificacidén de un alumno y la
media de su tratamiento. Los alumnos que han seguido el método axiomdtico
inductivo presentan una concentracion alrededor de su media algo superior a la

que se observa en los otros dos métodos.
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GRAFICO 3: DISTRIBUCION DE LOS RESIDUOS SEGUN LA OPTATIVAVIDAD
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Al igual que en el grifico anterior, reflejamos la diferencia entre la
calificacion del alumno y la media del tratamiento del factor, en este caso la
optativa. No se aprecia una diferencia importante entre Jlos niveles de este

factor.
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GRAFICO 4: DISTRIBUCION DE LOS RESIDUOS SEGUN LA PROCEDENCIA
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apreciamos diferencia en la distribucién de sus errores.
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GRAFICO 5: DISTRIBUCION DE LOS RESIDUOS SEGUN EL ALUMNO
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Repetidor y novel son los niveles del factor repetidor, tampoco apreciamos una

diferencia entre la distribucién de sus errores.

287



GRAFICO 6: RESIDUOS POR GRUPOS
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En el grifico se representan por grupos, es decir, por las posibles

combinaciones entre los niveles de los factores, los errores de cada uno de

ellos. Cada grupo estd situado segin la calificacion media del mismo. Los ultimos

grupos son los correspondientes al método axiomdtico inductivo y, como se

observa, son los que presentan una calificacién media mds favorable. En elios se

aprecia una mayor concentracidon de los errores.
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GRAFICO 7: COMPARACION DE LAS VARIANZAS DE LOS DIFERENTES GRUPOS

(3,1,1,1)
(3,1,1,0)
(3,1,0,1)
(3,1,0,0)
(3,0,1,1)
(3,0,1,0)
(3,0,0,1)
(3,9,0,0)
(2,1,1,1)
(2,1,1,0)

- (2,1,0,1)
(2,1,0,0)
(2,0,1,1}
(2,0,1,0)
(2,0,0,1)
(2,0,0,0)
,1,1,1)
(1,1,1,0)
(1,1,0,1}
(1,1,0,0)
(1,0,1,1)
(1,0,1,0)
(1,0,0,1)
(1,0,0,0)

Cada barra nos indica el valor de la varianza en los distintos grupos.  Se
aprecia que los grupos que han seguido el método axiomdtico inductivo, (3,-,,"),

tienen en general una varianza algo menor. Esto corrobora la apreciacion

realizada en los gréficos anteriores.
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3.— Independencia
Para verificar la independencia de los datos recurrimos al test de las rachas.

Comprobaremos que los signos, positivo o negativo, de los residuos son
aleatorios y no estdn influenciados por el resultado anterior. Del mismo modo

estudiaremos una grifica de los residuos que nos demuestre que no sigue ningin

patron.

Para realizar el test de rachas necesitamos calcular varios parametros:

Tabla 11: Test de rachas

Niimero .d.e N1 200
errores positivos
Ndmero df" N, 208
errores negativos
Niimero de secuencias
de igual signo Rgxp 213
2N1‘N2
E(R) ———=+1 203'92156
N+ Ny
ZN{ Ny (2N No— Ny —N.
V®) b D 1016709
(N1+N2) ‘(Nj+Ny,—1)
R —ER)| -0’5
tEXP Rexe” PO, 0°857844

[V(R)

Se contrasta con una normal. El nivel de significacion aproximado para la

tgxp calculada es 0’80, luego debe aceptarse la aleatoriedad de la muestra.

El grifico nimero 8 nos muestra como se distribuyen los errores. En el eje de
las abscisas tenemos el orden de aparicién de los mismos y en el de las ordenadas

el valor de cada uno de ellos. Se observa que no siguen ninglin patrén, ya que
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estan aleatoriamente distribuidos, no existiendo zonas de concentracidn a lo
largo del eje de abcisas.

Con este estudio podemos garantizar la independencia de los errores.
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GRAFICO 8: RESIDUOS DE LA CALIFICACION DE LA PRUEBA SOBRE
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En el grifico se representan los residuos o errores segin el orden de
aparicion en la obtencién de los mismos. Buscamos la no existencia de algin
patrén, para asi poder pgarantizar la aleatoriedad de los mismos.  No se aprecia

ningin patrén. En consecuencia, el grifico muestra la aleatoriedad de los

residuos.
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4.— Normalidad

Para verificar la hipdtesis de normalidad de la muestra hemos recurrido a la
aplicaciéon de diversas pruebas, el test de la x2. Las hemos aplicado en dos
ocasiones con intervalos diferentes, el test de Kolmogorov—Smirnov, un grifico de
probabilidad de normalidad (grdfico 11) y dos histogramas de barras colgadas
(grificos 9 y 10), con el mismo mimero de intervalos que los utilizados en los

test de la x2.

I.— 19 Test de la x>

En primer lugar tomamos 10 intervalos para realizar este test que, como ya
sabemos, comparé la frecuencia observada en un intervalo con la esperada si
fuese una normal. El estadistico de contraste es el sumatorto de la
diferencia al cuadrado entre el valor esperado y el observado, partido por

el valor esperado.

Tabla 12: Primer test de la x*

LIMITE LIMITE | FRECUENCIA | FRECUENCIA 9
INFERIOR | SUPERIOR | OBSERVADA ESPERADA X

— oo -3'800 13 13 0’00792
-3'800 | —2'700 29 26 (0’47869
—2°700 | —1°600 49 50 0704258
—-1’600 | —0°500 75 76 0’00497
—0°500 0’600 83 86 0’09128
0’600 1’700 72 74 0°04043
1700 2'800 54 48 J 075572
2'800 3°900 20 24 0’56140
3900 | oo 13 12 0’09345
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Realizado con nuestra muestra se obtuvieron los datos de la tabla 1211

Con estos valores la x?=2'07643 con 6 grados de libertad. Esto supone un

nivel de significacién del 0°912536.

Este es un nivel de significacién altisimo, debemos de tener en cuenta que
lo normal es aceptar la hipdtesis de normalidad con valores superiores 0°05.
El nivel de significacion es 18 veces superior al que hubiese sido necesario
para entrar en niveles digamos de duda, esto nos da idea de la bondad del

ajuste de la distribucion de los errores.

Si observamos el grdfico nimero 9 vemos c6mo se ajusta el histograma de
barras colgadas a la curva de normalidad, lo que nos demuestra grificamente

los resultados obtenidos con el test de la x2.

Este test es mds potente si el mimero de intervalos es mayor, siempre que
cumpla unas condiciones minimas, por lo cual, decidimos realizar otro test

pero ahora con 33 intervalos.

11

El hecho de que se formen 10 intervalos y aparezcan 9 es debido a que el

paquete  estadistico  utilizado  agrupa  algunos  valores de la  cola de la

distribucion.
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GRAFICO 9: HISTOGRAMA DE BARRAS COLGADAS (PARA 10 INTERVALOS)
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Cada barra representa un intervalo de valores de los errores y la altura de la
misma nos muestra la frecuencia con la que aparecen. La curva representa una
normal de media 0 y desviacién tipica la de los errores. Cada barra nace en la
curva normal, si alcanza justamente la linea inferior indica que el valor
observado y el esperado si fuese una normal serfa el mismo. Buscamos la bondad
del ajuste siendo mejor cuanto mds se aproxime cada barra a la linea inferior. En

nuestro caso se consigue un buen ajuste.

295



2.—

20 Test de la %2

Los datos obtenidos son:

Tabla 13: Segundo test de la x*

LIMITE LIMITE FRECUENCIA | FRECUENCIA 9

INFERIOR | SUPERIOR | OBSERVADA ESPERADA X
— —4°3333 6 73 021780
—4°3333 | —3°6667 11 8’1 1’02863
-3’6667 | —3°3333 7 6’2 0’09201
—3°3333 | —3°0000 11 8’1 1’03641
-~3'0000 | —2°6667 7 10°2 1’02825
—2'6667 | —2'3333 11 12°6 0720867
—-2'3333 | —2°0000 11 15°2 1°13741
—2°0000 | —1°6667 21 17°7 0’60799
—1°6667 | —1°3333 19 202 (0’06967
—1'3333 | —1'0000 31 22’4 3°29670
—1'0000 | —0’6667 19 2472 112853
—0'6667 | —0'3333 26 25’5 0’00879
—0'3333 | 0’0000 28 262 0'12353
-0°0000 (’3333 25 26°2 0’05526
0’3333 0’6666 22 252 0’48716
0’6667 170000 16 24°2 2779489
10000 1°3333 20 2274 0°25827
1’3333 176667 26 2002 1’67464
1°6667 270000 18 177 0°00449
2’000 2’3333 16 15°2 0’47545
2°3333 2'6667 15 12°6 0’44762
26667 3’0000 12 10°2 0’30034
3'0000 3’3333 13 | 81 2’96072
3’3333 3’6667 3 6’2 1’68395
376667 4’3333 7 81 (715230
4’3333 | oo 7 73 0’00912
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En este test hemos dividido la muestra en 33 intervalosi2, las condiciones de
validez anteriormente mencionadas son: que no exista ningln intervalo con 0
observaciones y que no exista un 20% de ellos con un nimero de observaciones

inferior a 5.

En nuestro caso s0lo un intervalo tiene un numero de observaciones inferior
a 5. Los resultados obtenidos con estos valores son: x2=20’8607 con 23

grados de libertad. Esto supone un nivel de significacién del 0°5899596.

Como vemos el nivel de significacidn es menor que en el anterior test.
Aunque ha disminuido, sigue siendo muy elevado. Ademds la robustez del mismo
ha aumentado con lo que seguimos obteniendo unos niveles de significacién

para la hipétesis de normalidad muy elevados.

12 E] hecho de que se forman 33 intervalos y aparezcan 26 es debido a que el

paquete estadistico utilizado agrupa los valores de la cola de la

distribucidn.
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GRAFICO 10; HISTOGRAMA DE BARRAS COLGADAS (PARA 33 INTERVALOS)
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Es similar al grifico anterior. En este caso se ha aumentado e! nimero de
intervalos. La bondad del ajuste es algo peor que en el anterior, pero sigue

siendo excelente.
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3.— Test de Kolmogorov—Smirnov

Al igual que los tests anteriores comparaban diferencias entre los valores
observados y los esperados, é&ste también compara las diferencia de las
frecuencias relativas acumuladas, siendo su estadistico de contraste la
mdxima diferencia en valor absoluto entre la frecuencia acumulada observada

y esperada.

El test de Kolmogorov—Smimov es mds potente que el de la x? pues emplea
un mayor nimero de intervalos y estos no necesitan cumplir las condiciones

de validez que exige el test de la x2.

El valor del estadistico de Kolmogorov—Smirmnov es 0’0344118, lo que da un
nivel de significacién de 0°719403, como se desprende de la propia tabla por
ellos creada. El nivel de significacidn tiene, de nuevo, un valor muy

elevado por lo que debemos aceptar la normalidad de los errores.

4.— Estudio de la grifica de probabilidad a una Normal

Como ya se ha explicado en la introduccidn tedrica, esta grdfica representa
la distribucién acumulada de los residuos, representando la distribucién

normal mediante una recta.

En el grifico nimero 11 apreciamos como exite un excelente ajuste, la

representacidn de los residuos sigue una tecta que se ajusta a la normal.

Con los test realizados y la grafica podemos afirmar que la distribucién de

los residuos se ajusta a una normal de media 0 y desviacién 2°06177.

En resumen, después de las diferentes comprobaciones vemos que los residuos

cumplen con las condiciones de validez exigidas para poder realizar el
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andlisis factorial, con total garantia de que los resultados obtenidos en el
andlisis de la varianza no podrdn llevarnos a conclusiones erréneas por el
hecho de que los residuos no cumplan con las condiciones de validez exigidas

en esta clase de disefio de experimenios.
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GRAFICO 11: PROBABILIDAD DE LA NORMALIDAD DE LA

DISTRIBUCION DE LOS ERRORES O RESIDUOS

:

5 9997 . |

= s

&

w80 i

&,
6 -4 22 0 2 4 6

ERRORES

" En este grifico la linea recta representa el valor de la frecuencia acumulada,
en porcentaje, de una normal. Los puntos representan la distribucidn de los
residuos. Cuanto mds se aproximan los puntos a la linea que representa Ja normal,
mejor es el ajuste de nuestra distribucién. En nuestro caso vemos que el ajuste
es pricticamente perfecto hasta los valores cercanos al 999 lo que significa un

excelente ajuste y, por tanto, se verifica la hipdtesis de normalidad de los

residuos.
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ANALISIS FACTORIAL



Comprobado que los errores cumplen las condiciones que exige el andlisis
factorial, vamos a comenzar el desarrollo del mismo. Para ello hemos de realizar
previamente el andlisis de la varianza; comenzamos elaborando la tabla

correspondiente (tabla 14).

La calificaciéon numérica de la prueba referida a los determinantes es la
variable respuesta sobre la que analizaremos los cuatro factores considerados en

este disefio,

Como vemos, la tabla consta de seis columnas, la primera muestra la fuente de
variacion, la siguiente la suma de cuadrados, los grados de libertad, la media de
cuadrados, valor resultante del cociente de las dos anteriores, la quinta nos da
el valor del estadistico de 1la F calculada y la dltima el nivel de

significacidn correspondiente a dicho estadistico.

Se sabe que la F experimental de valor préximo a cero va unida a un alto
nivel de significacion, lo que significa que la hipédtesis de igualdad, entre los
niveles de dichas fuente de variacion, debe ser aceptada. Por el contrario, un
valor alto significa que rechazamos la hipétesis de igualdad, entre los efectos

de los tratamientos o de las interacciones.

El grifico 12, es un diagrama de barras que nos marca los niveles de
significaciéon segin la fuente de variacién. Solamente el efecto producido por el

factor método de ensefianza podemos afirmar que sea un efecto significativo, es
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decir, se producen unos resultados diferentes dependiendo de que el alumno haya
recibido la explicacién de determinantes por el método multilineal, histdrico o

axiomatico —inductivo.

Tabla 14: Andlisis de la varianza IV

FUENTE DE Suma de Media de Nivel de
G.L. F—RATIO .
VARIACI6N cuadrados cuadrados significacién
EFECTOS
PRINCIPALES 7
A : METODO 41305943 2 20°652972 4’591279 0’0107
B : PROCEDENCIA 1953267 1 1'953267 0’434223 0’5174
: OPTATIVIDAD 1°'540453 1 1'540453 07342452 0°565
D : REPETIDOR 2'997306 1 2°997306 0666319 0’4236
INTERACCIONES [ )
AB 9'351129 2 4'675565 1"039406 03547
AC 117133796 2 5'566898 1°237555 0’2912
AD 0°768473 2 0384237 0°085418 0’9181
BC 4°014267 1 4°014267 0°892396 0’3555
BD 9°129071 1 9'129071 2°029447 0’1551
CD 1'903767 1 1°903767 0423216 075227
ABC 6°807335 2 3403668 0°756656 0’4699
ABD 13°584355 "2 6°792178 17509942 02222
ACD (855571 2 0°427786 07095099 0’9093
BCD 6°407541 1 6°407541 1°'424435 02334
ARBCD 2°676649 2 1'338325 0'297518 0’7428
. RESIDUAL 1727°3489 384 4’498304
TOTAL (CORREGIDO) 1841°7778 407

El nivel de significacion producido en esta fuente de variacidon es de 0°0107.
Si tenemos en cuenta que rechazamos las hipétesis de igualdad con unos niveles
del orden del 0’05, comprobamos que tenemos un alto nivel de confianza a la hora

de rechazar la hipétesis de igualdad. Podemos afirmar con un valor cercano al 99%
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de confianza que el efecto producido por los diferentes métodos de ensefianza

aplicados para explicar los determinantes es distinto en cada caso.
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GRAFICO 12: COMPARACION DE LOS NIVELES DE SIGNIFICACION
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El nivel de significacién es una medida del grado de confianza de la hipdtesis
nula de igualdad de medias entre los distintos niveles de los factores y las
interacciones. Solamente el factor método de enseflanza tiene un nivel lo

suficientemente bajo como para considerarlo significativo a la hora de rechazar

la hipdtesis nula de igualdad de medias.
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1.— Estimacion de los pardmetros

Para calcular los pardmetros del modelo emplearemos las medias de los

tratamientos e interacciones.

Tabla 15: Medias de los tratamientos e interacciones I

NIVEL NuM| MEDIA | _STROR | INTERVALO AL 95%
MEDIA TOTAL 408 500417 0°105001 5395416 |  5°605418
A :_METODO
MULTILINEAL 1| 136 | 5228300 0'181867 5°046441 |  5°410176
HISTORICO 2| 136 | 5326103 0°181867 5'144236 | 5'50797
&xiigrg?‘[?go 3| 136 5'946838 0°181867 5764971 |  6°128706
B : PROCEDENCIA
PUBLICO 0| 204 | 5569608 0°148494 5421114 | 5718102
PRIVADO 1] 204 | 5'431226 0°148494 * 5282731 | 5'57972
C : OPTATIVIDAD
OPTATIVA 0| 204 | 5438971 0’ 148494 5290477 |  5°587465
OBLIGATORIA 1 | 204 | 5'561863 07148494 5°413369 |  5°710357
D : REPETIDOR
REPETIDOR 0 204 | 5414706 0148494 5266212 | 5°5632
NOVEL 1| 204 5°586128 0148494 5'437634 | 57734622
AB
10 | 68 5°086025 0'257199 4828826 | 57343224
11 | 68 5'370588 0°257199 5°113389 |  5'627788
20 | 68 5°472059 0°257199 57214859 | 5°729258
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Tabla 15: Confinuacion

NIVEL NUM | MEDIA ESET%I&(;% o | INTERVALO AL 95%
21| 68 | 5180142 | 00257199 | 4922042 |  5'437341
30 | 68 | 6150735 | 0°257199 |  5°893536 | 67407934
31| 68 | 5742941 | 0257199 |  5°485742 | 6°00014
AC
| 10| 68 | 5116177 | 0257199 | 4'858978 | 57373376
11| 68 | 5340441 | 0257199 | 5083242 | 5'59764
20 | 68 | 54875 0257199 | 5'230301 |  5'744699
20 | 68 | 5164706 | 0257199 | 4'907507 | 5421905
30 | 68 | 5713235 | 00257199 |  5°456036 |  5'970434
31| 68 | 6180441 | 00257199 | 5'923242 | 643764
AD
10| 68 | 5168382 07257199 | 4911183 | 5425581
Il | 68 | 5288235 | 0257199 |  5°031036 | 57545434
20 | 68 | $275735 |  0'257199 | 5°018536 | 5°532934
21 | 68 | 5376471 | 0257199 | 5119272 | 5763367
30 | 68 | 58 0'257199 | 5'542801 6’05719
31 | 68 | 6003677 | 0257199 |  5'836478 | 6350876
BC
00 | 102 | 5'607353 | 0210002 |  5°397351 | 5'817355
o1 | 102 | 5531863 | 0210002 | 5321861 | 5741865
10 | 102 | 57270588 | 0210002 | 5060586 |  5'48059
11 | 102 | 5501863 | 0210002 | 5381861 | 5'801865
BD
00 | 102 | 5334314| 0210002 | 5124312 | 5544316
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Tabla 15: Continuacién

NIVEL NUM | MEDIA | cortone | INTERVALO AL 95%
o1 | 102 | 5'804902{ 0210002 | 55949 6°014904
10 | 102 | s49s0e8| 07210002 | 5285096 | 57051
11| 102 | 5367353 | 07210002 | 5157351 | 5577355
cD
00 | 102 | 5421569 | 0210002 | 57211567 | 5°631571
o1 | 102 | 54563731 07210002 | 57246371 | 5°666375
10 | 102 | 5407843 | 0210002 |  5'197841 | 5°617845
1| 102 | 5715882 0210002  5°50588 |  5°025884
ABC
100 | 34 | 5073529 | 0363735 | 4'709794 | 5437264
101 | 34 | 5105882 | 0363735 | 4742147 |  5°469617
110 | 34 | S'U76471|  0'363735 | 4'812736 | 57540206
11| 34 | 5501176 | 00363735 | 5227441 |  5°954911
200 | 34 | 5582353 | 0363735 | 5218618 |  5'946088
201 | 34 | 5373529 | 0363735 | 5°009794 | 5737264
200 | 34 | 5414706 | 0°363735 | 5050971 |  5'778441
211 | 34 | 4985204 | 0363735 | 4621559 | 5'349029
300 | 34 | 6182353 | 0363735 | 5'818618 | 67546088
301 | 34 | 6132353 | 0363735 | 5768618 |  6°496088
310 | 34 | 5261765 | 0363735 |  4'89803 |  5°6255
311 | 34 | 6252941 | 07363735 |  5'889206 |  6'616676
ABD
100 | 34 | 5135204 | 0363735 | 4771559 |  5°499029
101 | 34 | 50441181  0°363735 | 4°680383 | 5407853
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Tabla 15: Continuacién

NIVEL NUM | MEDIA | Sﬁfl{f{%‘) o | INTERVALO AL 95%
110 | 34 | 5214706 | 00363735 | 4850071 | 5°578441
Ui | 34 | §552941| 00363735 | 5°189206 | 5916676
200 | 34 | 5129412 | 0363735 | 4765677 | 5'493147
201 | 34 | 5826471 | 00363735 | 5462736 | 67190206
200 | 34 | S444118 | 0363735 | 5080383 |  5'807853
21 | 34 | 4955882 | 0363735 | 4'592147 | 5319617
300 | 34 | 5747059 | 0363735 | 5383324 | 6'110794
1 | 34 | 6567647 |  0°363735 | 67203912 | 6931382
310 | 34 | 5'870558 | 0'363735 | 5'506823 | 6'234293
311 34 5644118 0'363735 57280383 6007853

ACD

100 | 34 | 5082353 | 0363735 | 4718618 | 5446088
01 | 34 | 5167647 | 0363735 | 4803012 | 5531382
110 | 34 | 5267647 | 0363735 | 4'903912 | 5631382
111 | 34 | $420412| 0363735 | 5°065677 | 5793147
200 34 5'502941 0’363735 5°139206 5866676
201 | 34 | 5494118 | 0363735 | 57130383 | 5'857853
210 | 34 | 5070588 | 0363735 | 4'706853 | 5'434323
211 | 34 | 5288235 | 0363735 |  4'9245 5°65197

300 | 34 | 57 0363735 | 5336265 |  6°063735
301 | 34 | 5744118 | 0363735 | 5380383 | 67107853
310 34 5°917647 0'363735 5553912 6°281382
31| 34 | 6467647 00363735 | 6'103912 | 6831382
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Tabla 15: Continuacién

NIVEL NUM MEDIA ES]?TIKR/I(}):;) 0 INTERVALO AL 95%
BCD

000 51 5568627 0’296987 527164 5°'865614

001 51 5'656863 0°296987 5359876 595385
010 51 5'105882 0°296987 4°808895 5'402869
011 51 5968627 0°296987 5'67164 6°265614
100 51 57288235 0°296987 4'991248 5585222
101 51 57280392 0°256987 | 4'983405 5'577379

110 51 5'731373 0°296987 5434386 6702836
111 31 5488235 07296987 | 5’191248 5785222

ABCD

1000 17 57152941 0’5144 4'638541 5°667341
1001 17 4'994118 0°5144 4479718 5°508518
1010 17 5'117647 05144 4'603247 5632047
1011 17 5'094118 0’5144 4'579718 5°608518
1100 17 5'011765 0'5144 4’497365 57526165
1101 17 5341176 0’5144 4826776 5855576
1110 17 5'417647 0’5144 4'903247 5932047
1111 17 57764706 0’5144 5'250306 6’279106
2000 | 17 5447059 0’5144 4'9326359 5961459
2001 17 5717647 0’5144 57203247 6°232047
2010 17 4814177 0’5144 4299777 57328577
2011 17 5'935294 0’5144 5420894 6449694
2100 17 5'558824 0’5144 5°044424 6'073224
2101 17 5'270588 0’5144 4°756188 57784988
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Tabla 15: Continuacion

NIVEL NUM| MEDIA | SSNOX | INTERVALO AL 95%
210 | 17 | 5320412 05144 4815012 |  5'843812
2 | 17 | weanzs | o's144 #126776 | 5155576
3000 17 6°105882 0’5144 5'591482 6620282
3001 | 17 | 67258824 | 05144 s744424 | 6773224
3010 | 17 | 5388235 | 05144 4873835 | 5'902635
011 | 17 | 6876471 | 05144 6362071 | 7°390871
3100 | 17 | 5204118 | 05144 4779718 | 5°808518
3101 17 5'220412 0’5144 4715012 5743812
310 | 17 | 6447059 | 0’5144 5932659 | 6961459
| 3111 17 6’058824 0’5144 5'544424 6'573224

Calcularemos los pardmetros segtin los datos de la tabla 15.

Los efectos de los valores calculados, tanto de los efectos principales como

de las interacciones, aparecen en la tabla 16.

El grifico nimero 13, que aparece a continuacién, nos muestra el valor de los
pardmetros de los efectos principales, resaltando la influencia de cada factor en
la media. El grifico es de tipo pastel: en €l consideramos el pardmetro de uno
solo de los niveles, el que toma valor positivo, en aquellos factores que
solamente poseen dos niveles, ya que el valor de los pardmetros es el mismo con
signo cambiado. Se aprecia cémo el nivel tres del factor método de ensefanza, que

corresponde al método axiomdtico inductivo, es el que tiene mayor valor.
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1.— Calculo de los efectos de los factores e interacciones

Tabla 16: Efectos de los factores e interacciones

l

1

Media general 5°500417
Nivel 1 Factor A —(’272108
Nivel 2 Factor A —(0’174314
Nivel 3 Factor A (’446215
Nivel O Factor B 0°069191
Nivel 1 Factor B —0°069191
Nivel 0 Factor C -0°061446
Nivel 1 Factor C 7061446
Nivel 0 Factor D —0'084711
Nivel 1 Factor D 0’085711
Interacciones AB AC : AD
(1,0) ~0°211471 —0’050686 0°025784
(1,1) 0'211471 0050736 —0°025784
(2,0) 0767648 0222793 0035343
2,1 —0’76765 —0222793 —0"035343
(3,0) 07134706 0017216 -0°061127
(3,1 —07134706 0°265293 0147892
- Interacciones BC BD CD
(0,0 0099191 —07149583 0683088
0,1} —0’99141 0°149583 —07068309
(1,0) —0'99191 0°149583 —0’682591
(1,1) 0099241 —07149583 0683589
Interacciones ABC ABD ACD
(1,0,0) 0°000441 0180343 —0’422061
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Tabla 16: Centinuacién

| Interacciones ABC ABD ACD
(1,0,1) 0°006862 ~0°251422 0°011274
(1,1,0) 0°017206 — 0245539 0°103971
(1,1,1) 0°009215 0270099 —0°039315
2,0,0) ~0150294 —0°142696 ~0°002501
2,0,1) 0’16200 0°154461 —0°240209
2,1,0) 0172353 0°164755 0°073088
2,10 —0°132697 0°005538 0°004803
(3,0,0) 0°166029 ~0°107255 0065229
3,0,1) — 0152844 ~0°10147 —0°096227
(3,1,0) — 0148382 0°124902 0000882
3,11 0177156 —0°096078 0072009
Interacciones BCD

(0,0,0) 012826

| 0,0,1) —0'117475

| 0,1,0) —0'122427

©,1,1) 0’133112

(1,0,0) ~0°114534

(1,0,1) 0°141986

(1,1,0) 0°192476

(1L,1,1) ~0'108114

Interacciones ABCD Interacciones ABCD

(1,0,0,0) ~0'124216 | (2,1,0,0) Z0071127
(1,0,0,1) 0884314 | (2,1,0,1) ~(°018088
(1,1,1,0) 0°097795 | (2,1,1,0) 0°019999
(1,0,1,1) —0°132009 | (2,1,1,1) —0°084901
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Tabla 16: Continuacién

Interacciones ABCD Interacciones ABCD
(1,1,0,0) 0°079608 | (3,0,0,0) 0°065343
(1,1,0,1) ~0'151177 | (3,0,0,1) ~010701
(1,1,1,0) —0°148676 | (3,1,1,0) ~0°102058
(1,1,1,1) 0°070246 | (3,0,1,1) 0°053727
(2,0,0,0) 0°013284 | (3,1,0,0) —0°114363
(2,0,0,1) —0'057892 | (3,1,0,1) 0°040441
2,1,1,0) —0'05294 | (3,1,1,0) 0’03853
2,0,1,1) 0’00108 | (3,1,1,1) ~0°127548
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GRAFICO 13: VALOR DE LOS EFECTOS DE LOS FACTORES
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El efecto principal es la influencia que tiene cada uno de los niveles de los
factores sobre la media de su grupo. El método de ensefianza es el factor que mds

influye en dicho valor y, dentro de éstos, el axiomdtico—inductivo.
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GRAFICO 14: DIFERENCIAS DE LOS EFECTOS DE LOS FACTORES E

INTERACCIONES
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Con este grifico pretendemos hacer notar cudles son los factores o
interacciones que mayor influencia tienen en la media de su grupo. La perienencia

a uno u otro nivel puede ocasionar diferencias. Son los niveles del factor método

los que mds influencia tienen.
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El grifico 14 nos muestra los efectos de los pardmetros de los factores e
interacciones. Para resaltar mejor el efecto de un factor o una interaccién, el
valor empleado en el grifico es la mdxima diferencia entre el valor de dos

parametros del mismo factor o interaccion.

Destacan especialmente los debidos al factor metodo de ensefianza y los de la
interaccion de tercer orden debida a los factores método de ensefianza, optativa y

repetidor.

Podemos comprobar, en la tabla del andlisis de la varianza, que las fuentes de
variacién con valores altos en la suma de cuadrados se corresponden con

diferencias altas entre sus pardmetros.
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ANALISIS DETALLADO



Hasta este momento el estudio realizado nos confirma la existencia de un
factor, método de ensefianza, en el cual existe una diferencia estadisticamente
significativa en los efectos producidos por los distintos niveles de dicho
factor, pero no sabemos cudl de los métodos es el que se puede considerar que
establezca una diferencia significativa o si son los tres los que producen

efectos diferentes.

1.— Comparacién grifica de medias

En el apartado anterior, Esfimacién de los pardmetros, presentamos la tabla de
medias de los niveles de los factores e interacciones. Las idltimas muestran los
valores de las medias de los diferentes grupos de la interaccién de cuarto orden.
El grifico mimero 15 es una representacion de dichos valores. Del estudio del
mismo vemos que son los grupos que recibieron las explicaciones de los

determinantes por el método axiomdtico inductivo los que destacan sobre el resto.

Los graficos 16 al 19 nos muestran los valores de las medias de los niveles
de los diferentes factores entre si. Solamente cabe destacar las diferencias
existentes en el factor método de ensefianza, en particular el correspondiente al
nivel tres que es el axiomdtico—inductivo. En los otros factores vemos pequeiias
diferencias. Los alumnos que cursan Matemdticas I como asignatura obligatoria

obtienen mejores resultados que aquellos que la tienen como optativa. Los alumnos
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que proceden de centros piblicos tienen una media ligeramente superior a los que
proceden de centros privados. Y, finalmente, los alumnos que realizan C.0.U. por
primera vez obtienen una ligera ventaja sobre los repetidores. Pero estas ultimas
diferencias son poco relevantes.

Los graficos comprendidos entre los nimeros 20 y 25 nos muestran las medias
de las interacciones de nivel dos. Lo mds resefiable es que en todas las
interacciones en las que aparece el primer factor método de ensefianza, en su

nivel tres presenta medias superiores a los otros dos niveles.

Si comparamos las graficas con la tabla de la varianza, observamos que las

mayores diferencias estdn relacionadas con valores altos en la suma de cuadrados.

Ninguna de las Interacciones alcanza valores que se puedan considerar
estadisticamente significativas. Lo mismo ocurre con las interacciones de Ordenes

tres y cuatro.
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GRAFICO 15: COMPARACION DE LAS MEDIAS DE LOS GRUPOS
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Cada una de las barras nos muestra la media del grupo que figura a su lado. Se
aprecian unos valores superiores en las calificaciones medias de los alumnos que

recibieron la explicacién de los determinantes por el método axidmatico—

inductivo.
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GRAFICO 16: INTERVALO AL 95% DE CONFIANZA DE LA CALIFICACION

MEDIA DEL EXAMEN SEGUN EL METODQ DE ENSENANZA APLICADO
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Cada trazo en linea mds gruesa nos indica el intervalo, al 95% de confiauza,
de la media de los tres niveles del factor método de ensefianza. El métode

axiomdtico—inductivo presenta una media superior a los otros dos,
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GRAFICO 17: INTERVALO AL 95% DE CONFIANZA DE LA CALIFICACION

MEDIA DEL EXAMEN SEGUN LA PROCEDENCIA DEL ESTUDIANTE
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Fueron los alumnos que cursaron los estudios de B.U.P. en centros publicos los
que obtuvieron una media mds elevada con respecto a los que lo cursaron en

centros privados.
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GRAFICO 18: INTERVALO AL 95% DE CONFIANZA DE LA CALIFICACION

MEDIA DEL EXAMEN SEGUN LA OPTATIVIDAD
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En el caso del factor optativa son los alumnos que cursan la

asignatura de

Matemdticas I como obligatoria los que obtienen una calificacién media superior,
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GRAFICO 19: INTERVALO AL 95% DE CONFIANZA DE LA CALIFICACION

MEDIA DEL EXAMEN SEGUN EL ESTUDIANTE SEA REPETIDOR O NO
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Los alumnos que acceden por primera vez al Curso de Orientacién Universitaria,
obtienen una calificacion media, en la prueba tedrico—prdctica sobre log

determinantes, superior a la de los alumnos repetidores.
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GRAFICO 20: INTERACCION ENTRE EL. METODO DE ENSENANZA

APLICADO Y LA PROCEDENCIA DEL ESTUDIANTE
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valores dispares,

mientras que los alumnos que provienen de centros publicos

privados lo logran con el multilineal.
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mejores resultados se logran con el método axiomdtico—inductivo.

Las interacciones entre el método de ensefianza y la procedencia del alumnado,
son las posibles combinaciones entre los diferentes niveles de ambos factores. La

combinacién de los métodos multilineal e histérico con la procedencia produce

obtienen mejor resultado con el método histérico, los que provienen de centros

Lo que si parece evidente es que los




GRAFICO 21: INTERACCION ENTRE EL METODO DE ENSENANZA

APLICADO Y LA OPTATIVIDAD

i
6.3 L LI T TP PIOPPI P, T
AXIOMATICO i
. INDUCTIVO
6.1 FUTUUR I, g e
é 59 ST EOUSTSR R Y AT O |
i AXIOMATICO
o INDUCTIVO
8 57 |- 1 N AU W
G
:
55 |l iisioiics
53
MULTILINEAL
51 Lo -
OPTATIVA OBLIGATORIA

Ocurre algo similar a la interaccion anterior. Los alumnos que tienen la
asignatura de Matemdticas I como optativa obtienen mejores resultados con el
método histérico, y los que la tienen obligatoria con el multilineal, En ambos
casos, sin embargo, los mejores resultados corresponden a los alumnos que han

seguido el método axiomdtico—inductivo.
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GRAFICO 22: INTERACCION ENTRE EL METODO DE ENSENANZA

APLICADO Y SI EL ALUMNO ES REPETIDOR O NO

! — l
6.1 ...................... -} - AXIOMAﬁCO
INDUCTIVO
5.9 B S S T RTT T TRTEIRTYTIIN PP
AXIOMATICO
3 INDUCTIVO
g 57 || . __ Joe
z
2
S | |
o
HISTORICO
53 |.. et i e T — -
HISTORICO / MULTILINEAL
MULTHLINEAL
51 oo B S — . _
REPETIDOR NOVEL

En esta interaccién no se producen valores cruzados. Se observa que son
siempre los alumnos noveles los que obtienen unos resultados superiores a su

companeros repetidores. Cuando esto ocurre el nivel de significacién de esta

interaccién es muy alto.
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GRAFICO 23: INTERACCION ENTRE 1.A PROCEDENCIA DEL ALUMNO Y

LA OPTATIVIDAD
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De nuevo se cruzan, lo cual nos dard un nivel de significaciéon no muy elevado.
Los alumnos que cursaron sus estudios de B.U.P. en un centro privado y tienen la
opcién B, es decir las Matemdticas I como optativa, obtienen una calificacién

media muy baja, en comparacion con las otras tres posibles combinaciones.
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GRAFICO 24: INTERACCION ENTRE LA PROCEDENCIA DEL ALUMNO Y

SI EL. ALUMNO ES REPETIDOR O NO
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Podemos destacar que la calificacion media cbnseguida por los alumnos que

realizan el C.O.U. por primera vez y que proceden de centros publicos que es
manifiestamente superior a la de sus compafieros que estudiaron en centros

privados y a los que, procediendo de centros piiblicos, han sido repetidores.
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GRAFICO 25: INTERACCION ENTRE LA OPTATIVIDAD Y SI EL

ALUMNO ES REPETIDOR O NO
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Destaca la calificacion media de los estudiantes que tienen las Matemadticas 1

como asignatura obligatoria y es la primera vez que cursan C.O.U.
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Los graficos 26 al 29 presentan unos diagramas de caja, denominados Box-—
Whisker. En ellos aparece el rango de las calificaciones de la prueba sobre la
teorfa de los determinantes seglin los factores y divididos por niveles dentro de
cada factor. Este rango estd dividido en cuartiles por medio de un rectingulo. El
mismo nos indica donde se encuentra concentrado el 50% de la poblacién entre el

cuartil superior y el inferior.

En todos los factores el rango es muy similar. Varia algo la concentracion de
los datos en la zona entre los cuartiles mencionados, destacando una mayor
concentracion de los datos en el nivel tres del factor método de ensefianza. Su
rectdngulo es mds reducido que en los demds. Esto significa que los datos en

estos cuartiles estdn mds concentrados alrededor de la media.
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GRAFICO 26: DIAGRAMA DE CAJA PARA LOS NIVELES DEL FACTOR

METODO DE ENSENANZA
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El rectingulo delimita el 50% de ios datos. El extremo inferior y superior
separan, respectivamente, el 25% de las obsevaciones (primer cuartil), y el
superior el 75% (tercer cuartil). Un rectingulo mds reducido, como el que
Corresponde a los datos del método axiomdtico—inductivo, indica una mayor

concentracion de los mismos en dicho intervalo.
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GRAFICO 27: DIAGRAMA DE CAJA PARA LOS NIVELES DEL FACTOR

PROCEDENCIA DEL. ALUMNO
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La distribucién de las calificaciones de los alumnos segin el factor

procedencia es précticamente idéntica en ambos niveles, publico y privado.
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GRAFICO 28: DIAGRAMA DE CAJA PARA LOS NIVELES DEL FACTOR OPTATIVIDAD
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Aunque el cuartil superior es algo mayor en el nivel obligatoria, no es en

absoluto significativo por su escasa diferencia,
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GRAFICO 29: DIAGRAMA DE CAJA PARA LOS NIVELES DEL FACTOR REPETIDOR
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No existen diferencias significativas entre los niveles del factor repetidor.
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2.— Contrastes del andlisis detallado

Por medio del contraste de hipdtesis detectaremos cudl, o cudles, son los
niveles, de los diferentes factores, cuyas medias difieren de las de los
restantes. Es decir, si existe algin nivel que marque una diferencia
estadisticamente significativa. Este es siempre un procedimiento mds fiable que

el contraste grafico de medias.

Para ello utilizaremos los métodos mds conocidos, y que ya se han comentado.
Estos son: el de Scheffe, LSD o minima diferencia signnificativa, la prueba de
intervalos mudltiples de Duncan, la prueba de Newman-Kleus y la prueba de Tukey vy
Bonferroni. Con estos tests verificaremos si las diferencias apreciadas son o no

estadisticamente significativas.

1, — Test de Scheffe

Para un nivel de confianza del 95%, el contraste de medias de los niveles del
factor método de ensefianza da como resultados:

Tablas 17A/B: Test de Scheffe 1

) Tamaiio de ) Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Multilireal (1) 136 5228309 X
Histérico (2) | 136  |5'326102! XX

Axiomdtico

, 136 |5'946838 X
Inductive (3)
Contraste T Diferencia | +/— Limite
1 — 2 | [=0097793] 0°63203
1 - 3 | *|-0718529] 0’63203
2 — 3 | |-0620736] 063203
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Nota: El * marca, en lo sucesivo, una diferencia

significativa.

El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 18A/B: Test de Scheffe 11

T iio d Grupos
Nivel | 200 €€y fedia P
la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5431226 X

Piblico (0)| 204  |5°569608 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 —0°138382| (0’41299

El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 19A/B: Test de Scheffe HI

. Tamaiio de . Grupos
Nivel Media i
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204 [57438971 X |

Obligatoria (1)| 204  |5'561863 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 —07122892| 0°41299
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El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 20A/B: Test de Scheffe IV

. Tamafho de . | Grupos
Nivel Media ,
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5'414706 X
Novel (1) 204 5’586128 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 -0°171422| (’41299

2.— Test L.S.D. (Minima Diferencia Significativa)

Con el mismo nivel de confianza, 95%, el contraste de medias de los niveles
del factor método de ensefianza da como resultados:

Tablas 21A/B: Test L.S.D. I

. Tamaiio de . Grupos
Nivel Media i
S la Muestra homogéneos
Muitilineal (1) 136 5'228309 X
Histdrico (2) 136 5°326102 X
Axiomadtico
Inductive (3)

136 5946838 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
1 -2 —=0’097793| (0’50581
1 -3 ~0°718529] ('50581
%2 -3 ~07620736, 0’50581

|« *l
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El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 224/B: Test L.S.D. I

. Tamaifio de . Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5431226 X

Publico (0) 204 57569608 X

Contraste Diferencia |+/— Limite
0—1 —(0’138382] 0’41299

El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 23A/B: Test L.S5.D. Il

) Tamaiio de ) Grupos
Nivel Media B
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204 5438971 X

Obligatoria (1) 204 5'561863 X

Contraste Diferencia { +/— Limite
0 -1 —0'122892 041299

El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 24A/B: Test L.S.D. IV

Tamaiio d G ]
Nivel "0 Media | TP
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5°414706 X
Novel (1) 204 5°586128 X

Contraste Diferencia | +/~ Limite
0 -1 ~(0'171422| 0’41299
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3.— Test de Tukey

Al 95% de confianza el contraste de medias de los niveles del factor método de

ensefianza resulta:

Tablas 25A/B: Test de Tukey 1

Tamaiio de Grupos
Nivel Media P
la Muestra homogéneos

Multilineal (1)| 136 (5228309 X
Histdorico (2) 136 5°326102 X
Axiomidtico
Inductivo (3)

136 5°946838 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
1 — 2 ~-0’097793| 0’60513
1 -3 ~0'718529| 0’60513

2 -3 ~(’6207361 ’60513

*
*

El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 26A/B: Test de Tukey I

Tamaiio de Grupos
Nivel Media P

la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5'431226 X

Piiblico (0} 204 57569608 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 —1 —('138382| 041289
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El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 27A/B: Test de Tukey IH

Tamaio d G u
Nivel amano €€ redia rupos
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204  |5°438971 X

Obligatoria ()| 204 5561863 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 ~(°122892: (41289

El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 28A/B: Test de Tukey 1V

Nivel Tamaiio de Media Grupos
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5414706 X
Novel (1) 204 5°586128 X ]
Contraste Diferencia | +/— Limite
0 —1 | [=0171422, 0’41289
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4.— Test de Newman — Keuls

Al 95% de confianza, se han obtenido, para el contraste de medias de los

niveles del factor método de ensefianza, los resultados:

Tablas 29A/B: Test de Newman—Keuls 1

. Tamaiio de ) Grupos
Nivel Media )
la Muestra homogéneos

Multilineal (1) 136 57228309 X
Histdrico (2) 136 . 157326102 X
Axiomadtico
Inductivo (3) L

136 5'946838 X

1

Contraste Diferencia
1 — 2 —-0'097793
1 -3 [ *|~-00718529
2 -3 | *1~0620736

El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 30A/B: Test de Newman—Keuls 11

. Tamaiio de| . Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5431226 X

Publico (0)| 204  |5°569608 X

Contraste Diferencia
0 —1 —~0’138382

344



El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 3IA/B: Test de Newman—Keuls 111

] Tamafiio de | Grupos
Nivel Media )
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204 5°438971 X
Obligatoria (1) 204 5'561863 X

Contraste Diferencia

0—-1 —(°122892

El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 32A/B: Test de Newman—Keuls 1V

. Tamario de ) Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5414706 X
Novel (1) 204 55860128 X N
Contraste Diferencia |
0 —1 —(0°171422
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5.~ Test de Duncan

Al 95% de confianza hemos obtenido en el contraste de medias de los niveles

del factor método de ensefianza:

Tablas 33A/B: Test de Duncan I

. Tamaiio de . Grupos
Nivel Media ]}
la Muestra homogéneos

Multilineal (1) 136 5228309 X
Histdrico (2) 136 5'326102 X
Axiomadtico
Inductivo (3)

136 5946838 X

Contraste| | Diferencia
1 -2 | |[—0097793
1 — 3 | *|-0718529
2 — 3 | *|-0620736

El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 34A/B: Test de Duncan Il

. Tamano de o Grupos
Nivel Media

la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5431226 X

Piblico (0)] 204  |5'569608 X

Contraste Diferencia
0 -1 —(’138382
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El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 35A/B: Test de Duncan 111

. Tamaiio de ) Gruposﬁ
Nivel Media i
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204 5438971 X
Obligatoria (1) 204 5561863 X

Contraste Diferencia

0 -1 -0°122892

El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 36A/B: Test de Duncan 1V

) Tamafio de . d Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5°414706 X
Novel (1) 204 5'586128 X
Contraste Diferencia
0 -1 ~0'171422
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6.— Test de Bonferroni

Al 95% de confianza los resultados han sido en el contraste de medias de los
niveles del factor método de ensenanza:

Tablas 37A/B: Test de Bonferroni 1

. Tamafio de ) Gruposﬁ
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Muttilineal (1) 136 5228309 X
Historico (2) 136 5326102 X
Axi itl
xiomatico 136 |5'946838 X
Inductivo (3)
Contraste| | Diferencia | +/— Limite
1 —2 —~0'097793 0’63855
1 —3 | *!—~0°718529! (63855
2 — 3 | *|-0620736] 0°63855

El contraste de medias de los niveles del factor procedencia da:

Tablas 38A/B: Test de Bonferroni 1I

. Tamaiio de . Grupos
Nivel Media
la Muestra homogéneos
Privado (1) 204 5431226 X
Piblico (0) 204 57569608 X

Contraste

Diferencia

+/— Limite

0 -1

—0'138382

0’41299
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El contraste de medias de los niveles del factor optativa da:

Tablas 39A/B: Test de Bonferroni HI

Tamaiio de ] Grupos
Nivel Media .
la Muestra homogéneos
Optativa (0) 204  [5'438971 X

Obligatoria (1) 204 5561863 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 ~0'122892| 041299

El contraste de medias de los niveles del factor repetidor da:

Tablas 40A/B: Test de Bonferroni IV

) Tamaiio de . Grupos
Nivel Media i
la Muestra homogéneos
Repetidor (0) 204 5'414706 X
Novel (1) 204 5°586128 X

Contraste Diferencia | +/— Limite
0 -1 ~0°171422F 0°41299

Nota: Recuérdese que el * en las tablas anteriores marca una diferencia esta—

disticamente significativa.

En" los diferentes tests aplicados udnicamenie encontramos diferencias
estadisticamente significativas entre las medias del factor denominado método de
ensefianza. En los demds factores las diferencias entre las medias estdn por

debajo de los valores requeridos para ser significativas con un grado de

confianza del 95%.

En el factor método de ensefanza, y en todos los contrastes realizados,

encontramos que existen unas diferencias significativas entre el nivel 1, que
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corresponde al método multilineal, y el nivel 3, que corresponde al axiomdtico—
inductivo. También en todos vemos que no existe ninguna diferencia significativa
entre los niveles 1 y 2, (multilineal e histérico). Entre los niveles
determinados por e! método histérico y por el método axiomdtico inductivo, en
todos los contrastes aparece una diferencia significativa, excepto cuando
aplicamos la prueba de Scheffe. En dicha prueba se establece como limite para
considerarla significativa, con un nivel de confianza del 95%, un valor de
0°63203, mientras que la diferencia real existente entre ambos métodos ha sido de
(0’62074, lo que supone un valor muy préximo al requerido.

Con un grado de confianza del 95% podemos afirmar que las medias de los

tratamienteos del factor método de ensefianza son distintas.
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DISENO CON LOS FACTORES METODO Y SEXO



Como ya se indicé en el planteamiento inicial del problema, queriamos analizar
el factor sexo pero, finalmente, no fue estudiado debido a que el tamaiio de los

grupos habrfa sido muy reducido y podria haber distorsionado los resultados.

En el estudio anterior encontramos que el factor método de ensefianza producia

diferencias significativas. Realizaremos, ahora, un andlisis factorial con estos

dos factores unicamente para comprobar si el factor sexo, o la interaccidn de

este factor con el método de ensefanza, produce alguna diferencia significativa.

En el tratamiento de este factor no profundizaremos tanto en el estudio de los

errores y nos centraremos, principalmente, en el andlisis de la varianza.

Designaremos por O al sexo masculino y por 1 al femenino.

Tabla 41: Andlisis de la varianza V

" FUENTE DE

SUMA DE MEDIA DE NIVEL DE
VARIACION | CUADRADOS L. CUADRADOS F-RATIO SIGNIFICACION
Efectos
Principales
A . METODO 34°114205 | 2 17°057103 3’815524 0’0228
B : SEXOC 1425225 1 1°425225 0’31881 0’5787
Interaccion
AB 1918948 2 0959474 0°214626 (0’8069
RESIDUOS 179712 402 4'470448
TOTAL 1841°778 407
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En los grificos 30 y 31 comprobamos cémo los errores no siguen ninglin
patrén, ni en su distribucion general ni en los grupos, estando distribuidos

aleatoriamente.

En la tabla del andlisis de la varianza verificamos los resultados obtenidos
anteriormente sobre el factor método de ensefianza, pero no vemos la existencia de
un nivel de significaciéon bajo en lo referente al factor sexo, ni su interaccidn

con el factor método de ensefanza.
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GRAFICO 30: RESIDUOS ORIGINADOS POR LA INFLUENCIA DEL

FACTOR SEXO
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Cada punto representa la diferencia entre la calificacion media de uno de los

alumnos y la media del grupo al que pertenence, entendiendo como grupo la
combinacién de los diferentes niveles del factor sexo y el método de ensefianza.

El no seguir ningdn patrén garantiza fa aleatoriedad de la muestra.
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GRAFICO 31: RESIDUOS DE LOS GRUPOS COMBINANDO LOS FACTORES

METODO DE ENSENANZA Y SEXO

3t

RESIDUQCS

I STETEEIESINEE BeIIREEPSLSE and
3e s see sxsseen

B BB SRS B B & B See SRS &

...
RS PYETTT RPN T X SRS TT 1T S

TR E TE Aeshensidontsis W a0 aee T

o

LJ!I[\ALJ]I‘?[JLL:!'||IAI.£

5 52 54 56 58 6 62

CALIFICACION MEDIA DE LOS DISTINTOS GRUPOS

Cada alineacién de puntos marca los errores de una combinacién sexo—método

Cada una se sitia segin la calificacién media de su grupo.
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En la siguiente tabla aparece la nota media, el mimero de casos, su error

estandar y su intervalo al 95%.

Tabla 42: Medias de los tratamientos e interacciones II

NIVEL |NOUMERO| MEDIA ES’?::;T:)O INTERVALO AL 95%
Media Total 408 5°479756 0111057 | 5’3687 5590813
A : METODO

1 136 5193264 0°190621 5°002643 5383886 ‘
2 136 5'339725 0°192658 5147067 5’532384
3 136 5’90628 0'193774 5712506 6'100053
B : SEXO
0 136 541705 0’181371 5°235679 5°598422
1 272 5°542463 0°128213 5°41425 5670676
AB
B 10 47 5079787 (308409 4771379 5'388196

11 29 5306742 0°22412 5082622

20 45 538 0315188 5064812

21 91 5°299451 0°221643 5077807 5°521094
30 44 5'791364 (0’'318749 5'472614 6'110113
31 92 6’021196 (°220436 5'80076

Los graficos 32 y 33 representan la calificacion media de la prueba sobre la
teoria de los determinantes, correspondientes a los alumnos, hombres y mujeres,
asi como las interacciones con los distintos métodos de ensefiaza empleados Se
constata que las mujeres tienen una media superior a los hombres, pero la

diferencia no se puede considerar significativa al 95% de confianza.
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Al realizar un contraste de medias empleando el método de minima diferencia
significativa se obtiene que la diferencia en valor absoluto entre los dos
niveles es de 0’12541 y el limite por el método arriba indicado, con un nivel de
confianza del 95%, es de 0'43674, que estd muy por encima del valor real

obtenido. En consecuencia:

No se puede afirmar que el factor sexo, conduzca a diferencias
estadisticamente significativas en las calificaciones del examen sobre la teoria
de los determinantes, ni tampoco su interaccion con el factor método de

ensefignza.
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GRAFICO 32: INTERVALO AL 95% DE LA CALIFICACION MEDIA

SEGUN EL SEXO DEL ALUMNO
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La media de las calificaciones de las mujeres es algo superior a la de los
hombres.
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GRAFICO 33: INTERACCION ENTRE EL METODO DE ENSENANZA Y EL SEXO
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Es con el método axiomético—inductivo con el que los alumnos de ambos sexos

obtienen sus mejores calificaciones, estando muy equilibrados sus resultados para

los otros dos métodos.
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TEST DE HOMOGENEIDAD DE PROPORCIONES



Hasta este momento todo el estudio ha estado dirigido a comprobar si influian
o no en las calificaciones de la prueba los diferentes factores. Una vez
descubierto que es el método de ensefianza empleado el que puede influir en los
resultados, vamos a buscar en qué grupo de jévenes se produce dicha diferencia,
es decir ;son los buenos estudiantes los que hacen que aumente la media? o ;json
los estudiantes medianos?, ;o los que obtienen los malos resultados? Para poder
ver este punto recurrimos al conjunto existente de calificaciones. En ellas vamos
a comprobar si las proporciones de insuficientes, suficientes, bienes, notables vy
sobresalientes con los tres métodos de explicacion de la teorfa de los

determinantes, son las mismas.

Para poder realizarlo recurrimos a los llamados tests de homogeneidad de

proporciones para variables cualitativas.

En la tabla 42 aparece indicado, en la parte superior de cada cuadro, el
mimerq de alumnos de cada uno de los diferentes métodos que han obtenido las
respectivas  calificaciones  cuantitativas de insuficiente, suficiente, etc. Este
valor se denomina valor observado. En la parte inferior de cada casilla estd el
nimero de alumnos que deberfan existir si la proporcién fuese igual en los tres

métodos y que denominamos valor esperado.

A estos datos les aplicamos un test de homogeneidad. Buscamos, si existe,

igualdad en dichas proporciones.
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Tabla 43: Valores observados y esperados 1

INS SUF BIEN NOT SOB Total

Método 49 30 28 22 7 136
Multilineal 40 35’5 22 29*7 9

Método 46 34 15 30 11 136
Histérico 40 35’5 22 29'7 9

Método 25 42 23 37 9 136

Axiomdtico _

Inductivo 40 35’3 22 297 9

TFotal 120 106 66 3Y 27 | 408

El planteamiento realizado se estructura del siguiente modo:

Queremos conocer si los resultados obtenidos en la calificacién de la prueba
sobre determinantes por los alumnos que recibieron la explicacion segiin los
diferentes métodos, multilinial, histérico y axiomdtico—inductivo, estdn

repartidos en la misma proporcidn,

Hp : las proporciones son iguales

H| : las proporciones son diferentes
a=0'05

Condiciones de validez: Si Hy fuera cierta se tiene que cumplir que:

F, C_ FC
E',j:T.prob(FiﬁCj)xT.?',m%: ITJ

donde: T=Total; F;=Total de la fila i—ésima; C;=Total de la columna j—ésima.
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5: El estadistico de contraste:

O..—E.: 2 O2
b= [ ]
ij ij

i
E;

es una medida entre el valor observado y el esperado.

Los grados de libertad son (r—1)-(s—1). Para la explicacion de los grados de
libertad tenemos un T fijo, luego tendriamos rs—1 grados de libertad; ahora
bién, de los r valores fijos por las filas, como uno puede obtenerse del total,

tenemos que restar r—1, e igual ocurre con las columnas, por lo tanto tenemos:

rs—1—(-1)—E-D=r-1)-1

El estadistico que obtenemos en este caso es =19°2606.

2

XExp
Si consultamos en las tablas, el valor de la Ji—cuadrado con 8 grados de

libertad, para un nivel de significacion del 005, es de 15°507. Se tiene, por

tanto que: =19”2606>x%~05,8:15’507. Por lo tanto debemos rechazar la

2
Xgxp
hipétesis nula.

No podemos considerar que las proporciones de insuficientes, suficientes,

bienes, notables y sobresalientes sean las mismas para los tres métodos de

ensefianza.

A continuacién debemos buscar cudl o cudles son los valores causantes de que
se rechace la hipdtesis nula. Para facilitar esta bisqueda pasamos los datos a

porcentajes, en vez de utilizar los valores absolutos:
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Tabla 44: Valores observados en porcentaje 1

INS SUF BIEN NOT SOB Total
Método 3603 | 2206 | 2059 | 16’18 66 | 100%
Multilineal
Métod
eao 33'82 | 25 11°03 | 2206 | 809 | 100%
Histérico
Método
Axiomético 1838 | 30°89 | 1691 | 27°21 66 | 100%
Inductivo

La proporciéon del nimero de insuficientes en el método axiomadtico—inductivo
estd muy por debajo de las proporciones en los otros dos métodos. Para comprobar
si éste puede ser el causante del rechazo de la hipdtesis de igualdad de las
proporciones, procedemos a comparar el método multilineal con el histérico, para

ver si verifican la hipétesis de igualdad.

Planteamos el problema de la misma manera que el anterior; tomamos como
hipétesis nula la igualdad de proporciones y, como alternativa, que son
diferentes, con un nivel de significacion del 0'05. La tabla nos queda de la
siguiente forma:

Tabla 45: Valores observadoes y esperados H

INS SUF BIEN NOT SOB Total

Método | 49 30 28 2 7 136
Multilineal 47°5 32 21°S 26 9

Método 46 34 15 30 11| 136
Histérico 475 32 21°5 26 9

Total 95 64 43 52 18 | 272
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2

O..

KExp=[ [ 5 ~T=278'39462-272=63946268
i

X%XP =6"395 < X%*05’4 =9"488

por lo que aceptamos la hipdtesis de igualdad entre las proporciones de los

métodos multilineal e histdrico.

A continuacién agrupamos ambas muestras para comparar este conjunto con los
que recibieron la explicacion por el método axiomdtico inductivo. La hipoétesis
nula considera la igualdad entre las proporciones con un nivel de significacidn

del 0’05. La tabla sera:

Tabla 46: Valores observados y esperados 11

INS SUF BIEN NOT SOB Total
Métodos 95 64 43 52 18 272
Multilineal
e Histérico 80 7007 44 59°4 18
Método 25 47 23 33 9 136
Axiomdtico
Inductivo 40 35’3 22 29°7 9
Total 120 106 66 8% 27 | 408

2

O..

xixp=} T ——T=421"02845 —408 = 13°02845
PN

XExp=13"02845 > x}.05 4 =9°488
por lo tanto rechazamos la hip6tesis nula, las porporciones no son iguales.

Para ver que es el conjunto, o conjuntos, de calificaciones lo que hace que
las proporciones no sean iguales, formamos de nuevo una tabla de porcentajes para

ver cudl, o cudles, son las que mas diferen:
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Tabla 47: Valores observados en porcentaje II

INS SUF BIEN NOT SOB
Métodos
Multilineal 34°9 23’5 i5'8 19°1 6’6
e Histdrico
Método
Axiomitico 18’4 30°9 16’9 272 6’6
Inductivo

Son los insuficientes los que tienen un mayor desgjuste en su proporcién. Para
verificar si son ellos los causantes del rechazo de iguaidad de la hipdtesis
nula, realizamos un test de homogeneidad de proporciones en el cual retiramos los
insuficientes, para ver si asi se verifica la igualdad de las proporciones. La
tabla queda de la siguiente manera:

Tabla 48: Valores observados y esperados IV

SUF BIEN NOT SOB Total
Métodos 64 43 52 18 177
Multilineal
e Histdrico 65°15 40’56 547 16’59
Método 42 23 37 9 111
Axiomdtico
Inductivo 40’85 2544 343 10°4
Total 106 66 89 27 288

2 07
XEXP= ——T=1"09759
_U_EF

i J

XExp=1'09759 < x3'05,3 =7.851

por lo que aceptamos la hipdtesis nula de igualdad entre las proporciones.
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Para verificar que el valor que produce el rechazo de la hipdtesis es el
nimero de insuficientes en el método axiomdtico—inductivo, formamos una ultima
tabla en la cual agrupamos, por una parte, los alumnos que obtuvieron la
calificacion de aprobado frente aquellos que obtuvieron la calificacion
insuficiente, manteniendo agrupados los alumnos de los métodos multilineal e
histérico frente al axiomdtico—inductivo. La hipétesis nula es de nuevo la de
igualdad de las proporciones y el nivel de significacion del 0°05. La tabla queda
de la siguiente forma:

Tabla 49: Valores observados y esperados V

INSUFICIENTES APROBADOS Total
Métodos 95 177 272
Multilineal
e Histérico 80 192
Método 25 111 136
Axiomdtico
Inductivo 40 96
Total 120 288 288

Xexp=11'95312> yEyp=3"841
que nos lleva a rechazar la hipétesis de igualdad de las proporciones.

- Del anterior estudio se concluye que son los alumnos que obtuvieron la
calificacion de insuficiente 'y que recibieron la explicacion de determinantes por
el método axiomdrico—inductivo los que ocasionan el rechazo de la hipotesis de

igualdad de proporciones entre los diferentes méiodos de ensefianza.
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CONCLUSIONES



Realizados los tests para verificar las condiciones de homogeneidad,
homoceasticidad, independencia y normalidad, se ha comprobado, al 95% de

confianza, que todas se cumplen.

Efectuado €] andlisis de la varianza, podemos afirmar, con un nivel de
significacion del 5%, que los factores procedencia, optatividad, repetidor y
sexo, asi como las interacciones entre la totalidad de los factores, no
produce, al nivel de significacién indicado, unas diferencias entre las
medias de las calificaciones sobre la prueba tedrico—préctica relativa a los
determinantes, que podamos considerar representativas. Unicamente es el
efecto producido por el factor denominado método de ensefianza el que ocasiona

unas diferencias estadisticamente significativas.

Una vez efectuados los diferentes contraste de medias podemos afirmar, con un
nivel de confianza 95%, que la nota media de los alumnos que recibieron la
explicacién de los determinantes por el método axiomdtico—inductivo es
superior a aquellos que recibieron la explicacién por el método histérico y

el de formas multilineales.

Estudiada la homogeneidad de la muestra, podemos afimar, con un nivel de
confianza del 95%, que la proporcidn de suspensos entre los alumnos que
recibieron la explicacion de los determinantes por el método axiomdtico—

inductivo es inferior al resto de los alumnos.
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Conclusiones en porcentajes

A) Porcentajes absolutos respecto de la media general
» Método Multilineal: —4’95%
» Método Histérico: —3°17%
» Meétodo Axiomdtico—Inductivo: 13’74‘%
» Diferencia entre Multilineal y Axiomdtico—Inductivo: 18°69%
» Diferencia entre Histérico y Axiomdtico—Inductivo: 18°69%
B) Porcentajes absolutos teniendo en cuenta los métodos dos a dos

® Xx; serd la media de un método.

¢

S

I
2|
+ |

rJ

» Muitilineal y Axiomdtico—Inductivo: —12°86%
» Histérico y Axiomdtico—Inductivo: —11'01%

Q) Tomando intervalos al 95%

® Limite inferior = Mdximo intervalo menor — Minimo intervalo mayor -+
Media.

® Limite inferior = Mdximo intervalo mayor — Minimo intervalo menor +
Media.
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» Multilineal y Axiomdtico—Inductivo: (6’35,19’37)

» Histérico y Axiomdtico—Inductivo: (4°56,17°47)
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ANEXO 1
EJERCICIOS DE AYUDA A LAS TEORIAS

SOBRE DETERMINANTES



Vamos a proponer una colecciéon de ejercicios con los que se pretende reforzar
los conceptos y propiedades mds notables tratados en la exposicién de la teoria
de los determinantes. Estos ejercicios serdn los mismos para todos los alumnos
aunque €l método de aprendizaje de la teorfa de los determinantes haya sido

diferente.

Al ser propuestos en clase se ha afadido alguna sugerencia o indicacién minima
en aquellas cuestiones que tienen alguna dificultad. Se ha solicitado la expo—
sicién .de las soluciones a los alumnos que lo deseen animdndoles cuando emprenden
el buen camino, o haciéndoles ver el error en que pueden caer si plantean un pro—
ceso inadecuado. Hemos terminado dejando solucionadas todas las cuestiones y
aclarando las dudas que nos han sido planteadas. Solo les queda ya el trabajo
personal que debe terminar, ldgicamente, con una satisfactoria asimilacién de
este importante concepto matemdtico que serd herramienta imprescindible para su
labor universitaria préxima. La consecucién de nuestros objetivos es cosa que

esperamos de los resultados de la correspondiente prueba de evaluacién.
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1:

Calcilense los siguientes determinantes haciendo €l mayor nimero posible de

ceros en una fila. Compruébese la validez de los resultados obtenidos

haciendo ceros en una columna:

2 1 3 -1 1 2 2 3
4 2 0 1 0 -2 1 1
Al = AZ -
1 2 -1 3 -1 3 4 -1
2 -1 1 4 2 1 -2 2
-1 1 1 1
1 -1 1 1
Ay=
1 1 -1 1
1 1 1 -1
4 0 -1
Demuéstrese, sin calcular su valor, que el determinante A= —1 —1 3
3 2 5

es miiltiplo de tres.

Compruébese, sin efectuar sus desarrollos, que los determinantes siguientes

son nulos
3 2 -1 2 4 6
Ar=| —1 1 2 Ary=1| 3 6 9
1 -3 4 1 1 -1

2 X X X

X 2 X X
A=

b X X

X X X 2
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§:  Obténgase, en la forma mds simplificada posible, €l valor del determinante

1+a 1 1 1
1 l—a 1 1
A=l 1 1+6 1
1 1 I 1-b
6: Hillese el valor de cada uno de los determinantes
a+t+b | 1 1 a a a a
1 a+b 1 | a b b b
A= Ay=
1 1 a+b 1 a b <
1 1 1 a+b a b c d
expresando el resultado en forma simplificada.
7:  Calcilense los determinantes de orden »
1 1 1 1 i 1 1+x 1 | S 1 1
1 5 1 1 1 { I i+x 1 ... 1 1
1 1 14x ... 1 1
A= P b 13 ool agm| o o
1 1 1 .11 1 11 ... 1+x 1
1 1 1 I i n 1 1 | S 1 1+x
, X ¥y z
8: Sabiendo que el determinante ros ot tiene valor 5, calcilese, sin
u v ow
2x 2z 2y
efectuar el desarrollo, el valor del determinante 2u 2w 2v
2r 2t 2

Indiquese en forma detallada el proceso seguido.
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10:

11:

12:

Utilizando iinicamente propiedades de los determinates,

valor de los dos que se escriben, demuéstrese la igualdad

atb b+c c+a
ptqg q+r r+p

I
)
£ T ~ T -

x+y y+z z+x

Sean x, y, z nidmeros reales no nulos. Sin calcular los

intervienen, pruébese la igualdad

yz x  x? 1 x2
zx oy [Tl y?
xy 7z Zz2 1 2

Dy O

y sin calcular el

determinantes que

Sin efectuar su desarrollo, demuéstrese que es nulo el determinante

Sin desarrollar el determinante, pruébese la igualdad

a a+l a¥2 a+3
a+l a+2 a+3 q+4

a+?2 a+3 a+4 g+5

a+3 a+4 a+5 a+é6
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13: Justifiquese la igualdad

=(b—a)-(c—a)(d—a) (c—b)(d—b)(d—c)
az b2 2 4?2

a3 b3 C3 d3

(Este es un determinante de Vandermonde).

14: Teniendo en cuenta el resultado del ejercicio (13), caicilese el valor del

determinante
1 1 1 1
log? log20 log200 10g2000
A=

(log2y?2  (log20)? (10g200)2  (log2000)2

(log2)3  (log20)3 (l0g200)3  (log2000)3
-1 -1 1+=x

15: Resuélvase la ecuacidn 2 —x  —10 {=0. Razdnese el proceso seguido.

1 x-3 =5

16: Obténgase, indicando el proceso, el valor del determinante de orden n

2 a a ... a a
a x2 a .. a a
2
a a x2 ...
A= a x a «a
a a a .. X2 a
a a a ... a x2
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17: Hallense los valores de x que anulan el determinante

x 1 2 3
x 2 3
A=
1 x 3
1 X

18: Sin efectuar el desarrolio, compruébese que es nulo el determinante

X=y y—z I—X

19: Compruébese la igualdad

2 uy ¥
2 a2 2y |=(d+yd)
2y y2 X2
20: Compruébese la identidad
a b a+b
b a+b a |=-2a’+b9)
a+b a b
21: Resuélvase la ecuacion
1 x x2 x3

3 2x+1  x2+2x  3x2
3 x+2 2x+1 3x
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22:

23:

24;

25:

26:

27:

o o
e
.

c
Dada la matriz A= , obténgase det{A).

o
!
&
Y
o>

d c —b a

. J

(Sugerencia: Considérese la matriz Al y calcilese det(A-At)).

Dadas A, B y C, matrices cuadradas de orden n, siendo |A|#0, demués—

trese que si es A-B=A-C, entonces es B=C.

Obténgase, simplificado, el desarrolio del determinante de la matriz

r 1
ab-c —-ab a?
A=| _p%e 2 —ab
22 —b e 3abc

Utilizando determinantes, decidase para qué valores de a y & tiene in—

at+b 2a
versa la matriz A= . Determinese la matriz A_l.
b a+b

Con la ayuda de los determinantes, calcilese el rango de la matriz

cost¥  —send

A= , ¥ encuétrese los valores de ¢ para los cuales existe
send  cos?d

la matriz inversa de A. Calcilese la matriz A~

Empleando determinantes encuéntrese los valores de m para los cuales la

1 0 -1
matriz M=| 0 m 3 tiene inversa. Obténgase, si existe, la matriz
4 1 —m

M~ cuando es m=2.
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28:

29:

31:

32:

33:

Calcilese el rango, por determinantes, de las matrices

(2 -1 1 0 2]
(-2 -4 1 -1 1 3 -1 5
-2 -4 1 0 2 3 -5 -2 -1

A= B=

1 2 3 -2 4 3 2 0 2 7

1 2 10 -3 11 ) 5 1 \ 2

2 -8 4 —4

Obténgase,  utilizando determinantes, el rango de la matriz

2 A 0 1
-1 A 1
A -3 2 1

, seguin los diferentes valores de A.

Mediante el

empleo de determinantes, calcilese el rango de la matriz
a 2 |
A=} 2 a+1 0 |, para los diferentes valores de a.
1 0 a+2

Empleando determinantes, decidase si existe algin valor de x para el cual

sean linealmente dependientes los vectores

ﬁ=(2:13331)5 V=(1505110) y

w=(3,x,0,1), en el espacio vectorial ]R4(IR).

Dados los vectores w=(2,1,~1) 'y v=(1,3,0). mediante

encuéntrese,
determinantes, todos los vectores w del IR—espacio vectorial ]R3, de forma

que el conjunto {E,V,v_v} sea un  sistema libre.

Aplicando determinantes estidiese la dimension del subespacio vectorial

engendrado en ]R4(IR) por los vectores u,=(3,1,2,1), up,=(1,1,4,a) y

u3=(5,0,0,c), segin los diferentes valores de a, b y c.
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ANEXO 1I

MODELO DE PRUEBA



1.— a) Definase el determinante de orden »n y apliquese la definicién dada al
@rp drz  4;3
calculo del determinante de la matriz A=| ay; 4 a3 |€ #3(R).
a3y az2 a3z
@1 42 4q3
b) Siendo A=| ap; ay; a3 |€ . #5(R), compruébese la igualdad:
Gz; Gz 4y
det(A)=a;oA 2+ azAntazAs;
2.— Eminciense, y demuéstrense, los casos en los que el determinante de una matriz

A€ H,(IR), vale cero.

3.— a) Deduzcase, en funcion de a, b y c, el valor del determinante:
1 1 1 a
l1+a 1 1 a
A=
1 1+5 1 a
1 1 I+¢ a

b) Compruébese, indicando el proceso, la validez de la igualdad:

y z
y—1 z+1
y+1 z—1
y+1 z+1

¢
r+1
t+1
1—1
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4.— Mediante 1a utilizacién de determinantes:

a) Hallese los valores de m para los cuales tiene inversa la matriz:

3m m m
M=| 0 3m —m
0 0 m

y obtégase, dicha inversa, en funcién de m.

b) Resuélvase la ecuacién matricial X-A=B+C, siendo:

11 2 2 0 0 1 1
A={3 4 6 B=j1 1 2 C={0 1
4 2 9 2 0 1 0 1

5.— Utilizando el concepto de determinante definase rango de una matriz A€ 4, «4(IR),

y calciilese:

0 a 0 b
_ a O a 0 )
a) El rango de la matriz M= € J4(R), segin los diferentes
a 0 a
b 0 a
. J
valores de a y b.
o 8 (8
b) El rango de la matriz M,=| o« B v | € #4(IR), para los posibles

B+y yta ot

valores de o, 8 y 7.
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ANEXO III
CALIFICACIONES DE LA

PRUEBA SOBRE DETERMINANTES



N° DE

PROCE—

QOPTA-

REPE~

CALIFI-

ORDEN METoDO DENCIA TIVA TIDOR Sexo CACION CopiGo
1 i 0 0 0 0 4’5 SUF
2 1 0 0 0 i 6'75 BIEN
3 1 0 0 0 1 40 INS
4 1 0 0 0 1 3’5 INS
5 1 0 0 0 0 60 BIEN
6 1 0 0 0 1 6's BIEN
7 1 0 0 0 0 55 SUF
8 1 0 0 0 1 5'0 SUF
9 1 0 0 0 1 4’5 SUF
10 1 0 0 0 0 40 INS
11 1 0 0 0 1 20 INS
12 ] 0 0 0 1 5°0 SUF
13 1 0 0 0 1 3’5 INS
14 1 0 0 0 ] 75 NOT
15 i 0 0 0 1 8's NOT
16 1 0 0 0 0 30 INS
17 1 0 0 0 1 80 NOT
18 1 0 0 1 1 40 INS
19 1 0 0 1 0 30 INS
20 1 0 0 1 1 375 INS
21 1 0 0 1 1 2’5 INS
22 1 0 0 1 ! 5°0 SUF
23 1 0 0 1 1 9'0 SOB
24 1 0 0 1 1 9'8 SOB
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N°® DE

PROCE -~

OPTA-

REPE-

CALIFI-

ORDEN MEropo DENCIA TIVA TIDOR Sexo CACION Copico
25 1 0 0 1 0 6'0 BIEN
26 1 0 0 1 1 5’8 SUF
27 I 0 0 1 0 40 INS
28 1 0 0 1 1 50 SUF
29 i 0 0 1 0 3’5 INS
30 1 0 0 1 0 6’5 BIEN
31 1 0 0 1 0 30 INS
32 1 0 0 1 0 30 NOT
33 1 0 0 | 1 4’0 INS
34 1 0 0 1 0 20 INS
35 1 0 1 0 \ 4’0 INS
36 1 0 1 0 1 6’5 BIEN
37 1 0 1 0 1 4’5 SUF
38 1 0 1 0 I 5°5 SUF
39 1 0 1 0 1 35 INS
40 1 0 1 0 0 6’5 BIEN
41 1 0 I 0 0 4’5 SUF
42 1 0 I 0 0 2’5 INS
43 1 0 1 0 1 50 SUF
44 1 0 1 0 0 6’0 BIEN
45 1 0 1 0 1 70 NOT
46 1 0 1 0 1 50 SUF
47 1 0 l 0 1 3’5 INS
48 1 0 1 0 1 70 NOT
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N° DE

PROCE —

OPTA-

REPE--

CALIFI-

ORDEN Méropo DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION CopIGo
49 | 0 1 0 1 50 SUF
50 1 0 1 0 1 60 BIEN
51 1 0 1 0 0 50 SUF
52 1 0 1 | 1 6’0 BIEN
53 1 0 1 1 1 4’5 SUF
54 I 0 1 1 1 30 INS
55 1 0 1 1 1 1’5 INS
56 1 0 1 1 0 50 SUF
57 1 0 1 1 i 40 INS
58 1 0 1 1 0 75 NOT
59 1 0 1 | 1 3’5 INS
60 1 0 1 1 | 30 INS
61 1 0 1 1 0 75 NOT
62 1 0 1 i 1 1’0 INS
63 1 0 1 1 1 6’0 BIEN
64 | 0 1 1 1 30 INS
65 I 0 1 1 0 70 NOT
66 1 0 1 1 1 80 NOT
67 1 0 | 1 0 6’3 BIEN
68 1 0 1 1 0 '8 SOB
69 I 1 0 0 0 3°0 INS
70 1 1 0 0 0 35 INS
71 | 1 0 0 0 6’5 BIEN
72 1 1 0 0 0 6’5 BIEN
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N° DE

PROCE —

OPTA-

REPE-

CALIFI-

ORDEN Mgropa DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION CopiGo
73 ) 1 0 0 0 6’5 BIEN
74 1 1 0 0 1 40 INS
75 1 1 0 0 0 6’3 BIEN
76 1 1 0 0 0 1’3 INS
77 1 t 0 0 1 2’5 INS
78 | 1 0 0 1 5’8 SUF
79 | 1 0 0 0 2'0 INS
30 1 1 0 0 1 6’5 BIEN
81 1 1 0 0 1 6’5 BIEN
82 1 1 0 0 1 73 NOT
83 1 1 0 0 0 60 BIEN
84 1 1 0 0 0 1’5 INS
85 1 1 0 0 I 9’5 SOB
86 1 1 0 1 1 8’8 SOB
87 1 1 0 1 0 3’5 INS
88 1 1 0 1 1 30 INS
89 1 1 0 1 | 5’5 SUF
90 1 i 0 1 1 6'75 BIEN
01 1 1 0 1 | 4’8 SUF
92 1 1 0 1 1 1’5 INS
93 1 1 0 L 0 6’0 BIEN
94 1 1 0 \ 0 5°0 SUF
95 1 1 0 1 | 3’5 INS
96 1 1 0 1 1 6'0 BIEN
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AR A A
97 1 1 0 1 1 6's BIEN
98 1 1 0 1 0 5’5 SUF
%9 ! ! 0 1 0 73 NOT
100 1 L 0 1 1 4’3 INS
101 ! 1 0 ! 1 70 NOT
102 ! 1 0 1 1 60 BIEN
103 ! ! ! 0 1 60 BIEN
104 ! ! 1 0 I 40 INS
105 1 ! 1 0 . =0 NOT
106 ! 1 1 0 1 10 INS
107 : ! 1 0 0 50 SUF
108 1 1 1 0 L 30 INS
109 1 ! ! 0 1 75 NOT
110 i 1 1 0 0 40 INS
i1l 1 1 1 0 1 83 NOT
12 1 i 1 0 0 30 INS
113 I ! I 0 0 s NOT
114 1 1 1 0 1 975 SOB
115 1 1 1 0 . 375 NS
116 I 1 1 0 1 30 INS
117 1 1 1 0 I 675 | BIEN
18 I 1 1 0 1 50 NOT
119 1 1 1 0 1 3'5 INS
120 1 1 1 1 0 >0 NS
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N°® DE

PrROCE —

QPTA-

REPE-

CALIFI—

ORDEN METODO DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION CopiGo
121 1 1 1 1 1 5°0 SUF
122 1 1 1 1 0 4’0 INS
123 1 1 1 1 1 10°0 SOB
124 1 1 1 1 0 78 NOT
125 1 1 { 1 0 80 NOT
126 1 1 1 1 1 80 NOT
127 1 1 | 1 1 5’5 SUF
128 1 1 1 1 i 6’5 BIEN
129 1 1 1 1 | 4’5 SUF
130 1 i 1 1 | 5'8 SUF
131 1 1 | 1 1 0’8 INS
132 1 1 1 1 1 4’8 SUF
133 1 1 1 1 1 58 SUF
134 1 1 1 1 1 5'0 SUF
135 1 1 1 \ 1 6’0 BIEN
136 I 1 1 1 1 8’5 NOT
137 2 0 0 0 0 4’5 SUF
138 2 0 0 0 1 50 SUF
139 2 0 0 0 0 9’6 SOB
140 2 0 0 0 0 8’5 NOT
141 2 0 0 0 0 5°0 SUF
142 2 0 0 0 1 5’5 SUF
143 2 0 0 0 1 30 INS
144 2 0 0 0 1 8’0 NOT
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N°® DE

PROCE—

OPTA-

REPE-

CALIFI-

ORDEN METODO DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION CopiGo
145 2 0 0 0 1 1’5 INS
146 2 0 0 0 1 4’5 SUF
147 2 0 0 0 1 5°0 SUF
148 2 0 0 0 1 55 SUF
149 2 0 0 0 1 70 NOT
150 2 0 0 0 1 4’0 INS
151 2 0 0 0 0 80 NOT
152 2 0. 0 0 1 1’5 INS
153 2 0 0 0 1 6’5 BIEN
154 2 0 0 1 I 6’0 BIEN
155 2 0 0 1 1 8’5 NOT
156 2 0 0 1 0 5 SOB
157 2 0 0 1 0 50 SUF
158 2 0 0 1 1 5’5 SUF
159 2 0 0 1 1 70 NOT
160 2 0 0 1 1 2°0 INS
161 2 0 0 1 0 2’8 INS
162 2 0 0 1 1 50 SUF
163 2 0 0 1 0 4’5 SUF
164 2 0 0 1 1 85 NOT
165 2 0 0 1 1 76 NOT
166 2 0 0 1 1 5’5 SUF
167 2 0 0 1 0 5’8 SUF
168 2 0 0 1 0 4’0 INS
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N° DE

PROCE—

OPTA -

REPE-

CALIFI-

ORDEN METopo DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION Copico
169 2 0 0 1 1 2’5 INS
170 2 0 0 1 1 75 NOT
171 2 0 1 0 1 3°0 INS
172 2 0 1 0 1 4°0 INS
173 2 0 1 0 1 6°0 BIEN
174 2 0 1 0 1 4’5 SUF
175 2 0 1 0 1 4’5 SUF
176 2 0 i 0 1 6’5 BIEN
177 2 0 1 0 0 9’8 SOB
178 2 0 1 0 1 70 NOT
179 2 0 1 0 1 3’5 INS
180 2 0 1 0 0 6'S BIEN
181 2 0 1 0 0 5°0 SUF
182 2 0 1 0 1 75 NOT
183 2 0 1 0 0 0's INS
184 2 0 1 0 1 50 SUF
185 2 0 1 0 1 3°0 INS
186 2 0 1 0 0 4’5 SUF
187 2 0 1 0 ! 1'0 INS
188 2 0 | 1 1 4°0 INS
189 2 0 1 1 i 4's SUF
190 2 0 1 1 0 6°0 BIEN
191 2 0 1 1 0 75 NOT
192 2 0 1 1 0 2°0 INS
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N° DE

PROCE —

OPTA-

REPE—

CALIFI-

ORDEN MgToDo DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION CopiGo
193 2 0 I I 1 2’3 INS
194 2 0 1 1 1 9’0 SOB
195 2 0 1 1 0 75 NOT
196 2 0 1 1 1 9’0 SOB
197 2 0 1 ! 0 7’5 NOT
198 2 0 1 1 1 30 SOB
199 2 0 1 1 0 58 SUF
200 2 0 i i 1 3’5 INS
201 2 0 1 1 1 70 NOT
202 2 0 1 1 1 30 INS
203 2 0 1 1 | 5’5 SUF
204 2 0 1 1 0 78 NOT
205 2 1 0 0 1 2°0 INS

| 206 2 1 0 0 1 70 NOT
207 2 1 0 0 I\ 6’5 BIEN
208 2 1 0 0 1 4’0 INS
209 2 I 0 0 1 4’0 INS
210 2 1 0 0 0 8’0 NOT
211 2 1 0 0 0 05 INS
212 2 1 0 0 1 78 NOT
213 2 1 0 0 0 4’3 INS
214 2 1 0 0 1 8’8 SOB
215 2 1 0 0 0 53 SUF
216 2 1 0 0 1 1'0 INS
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LR
217 2 { 0 0 1 8'0 NOT
218 2 1 0 0 1 10°0 SOB
219 2 ! 0 0 1 675 | BIEN
220 2 1 0 0 ! 570 SUF
21 2 1 0 0 0 55 SUF
222 2 ! 0 ! ! 30 INS
223 3 1 0 1 0 4°5 SUF
224 2 ! o | 1 1 6’ BIEN
225 2 1 0 1 1 6'5 BIEN
226 2 i 0 1 ) 20 INS
227 2 1 0 1 0 7'S NOT
228 2 1 0 1 1 10°0 SOB
229 2 i 0 1 0 53 SUF
230 2 1 0 1 0 30 INS
231 2 1 0 1 0 3’ INS
232 2 1 0 1 1 3’5 INS
233 2 1 0 1 1 6’3 BIEN
234 2 1 0 ! 0 5°0 SUF
235 2 1 0 1 0 6’3 BIEN
236 2 1 0 1 0 76 NOT
237 2 1 0 1 1 2°0 INS
238 2 1 0 " 0 oy p—
239 2 1 1 0 1 60 BIEN
240 2 L 1 0 0 73 NOT
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N°¢ DE

PROCE —

OPTA-

REPE-

CALIFI-

oroen | METOPO | pencra TIVA TIDOR SEX0 CACION CopiGo
241 2 1 1 0 1 70 NOT
242 2 1 1 0 i 60 BIEN
243 2 1 1 0 1 9’6 SOB
244 2 1 1 0 1 9'8 SOB
245 2 1 1 0 1 3'8 INS
246 2 1 1 0 0 1’8 INS
247 2 1 1 0 0 2’0 INS
248 2 1 1 0 1 09 INS
249 2 1 1 0 0 2’0 INS
250 2 1 1 0 1 5’5 SUF
251 2 | 1 0 0 73 NOT
252 2 1 1 0 1 4’8 SUF

| 253 2 1 1 0 1 78 NOT
254 2 1 1 0 1 50 SUF
255 2 1 1 0 i 4’0 INS
256 2 1 1 1 0 73 NOT
257 2 i 1 1 1 3'8 INS
258 2 1 1 1 1 30 INS
259 2 1 1 1 1 1’5 INS
260 2 1 1 1 1 50 SUF
26! 2 1 1 1 \ 6’0 —BIEN
262 2 1 1 1 1 50 SUF
263 2 1 1 1 i 3’8 INS
264 2 | ! 1 1 73 NOT
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N° DE

PROCE—

OPTA-

REPE-

CALIFI-

ORDEN METoDO DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION Coico
265 2 | 1 1 0 4’3 INS
266 2 1 1 1 1 3’5 INS
267 2 1 1 1 1 78 NOT
268 2 | 1 | 1 50 SUF
269 2 1 1 ! 1 2’8 INS
270 2 1 1 1 1 70 NOT
271 2 1 1 1 0 1'8 INS
272 2 1 i i 1 4’0 INS
273 3 0 0 0 0 6’5 BIEN
274 3 0 0 0 1 75 NOT
275 3 0 0 0 1 50 SUF
276 3 0 0 0 0 4’5 SUF
277 3 0 0 0 [ 50 SUF
278 3 0 0 0 | 0 3’5 INS
279 3 0 0 0 0 8'0 NOT
280 3 0 0 0 0 75 NOT
281 3 0 0 0 { 70 NOT
282 3 0 0 0 1 6’0 BIEN
283 3 0 0 0 1 50 SUF
284 3 0 0 0 1 50 SUF
285 3 0 0 0 1 5°0 SUF
286 3 0 0 0 0 8'3 NOT
287 3 0 0 0 1 5°0 SUF
288 3 0 0 0 1 70 NOT
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Nroe Jwerovo | TRt | O | | o | ST como
289 3 0 0 0 1 80 NOT
290 3 0 0 1 1 5°0 SUF
291 3 0 0 1 1 4’5 SUF
292 3 0 0 1 0 2’5 INS
293 3 0 0 1 0 58 SUF
294 3 0 0 1 1 35 INS
295 3 0 0 1 1 8’5 NOT
296 3 0 0 i i 9°0 SOB
297 3 0 0 1 1 9's SOB
298 3 0 0 1 0 53 SUF
299 3 0 0 1 1 70 NOT
300 3 0 0 1 0 6’5 BIEN
301 3 0 0 1 1 5'5 SUF
302 3 0 0 1 1 675 BIEN
303 3 0 0 ! 1 8'0 NOT
304 3 0 0 1 0 6's BIEN
305 3 0 0 1 ] 0 NOT
306 : 0 0 1 1 4’5 SUF
307 3 0 1 0 0 2’0 INS
308 3 0 1 0 1 5’5 SUF
309 3 0 1 0 0 s NOT
310 3 0 1 0 1 8°S NOT
311 3 0 1 0 1 50 NOT
312 3 0 1 0 1 2’5 INS
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N° DE

PROCE —

OPTA -

REPE-

CALIFI-

ORDEN METopo DENCIA TIVA TIDGR SEXO CACION Copico
313 3 0 I 0 I 2’0 INS
314 3 0 1 0 1 4’5 SUF
315 3 0 1 0 1 5’0 SUF
316 3 0 1 0 1 5°8 SUF
317 3 0 1 0 0 2’5 INS
318 3 0 1 0 1 5’5 SUF
319 3 0 1 0 0 8’5 NOT
320 3 0 1 0 1 50 SUF
321 3 0 1 0 1 6’0 BIEN
322 3 0 1 0 1 53 SUF
323 3 0 | 0 1 6’5 BIEN
324 3 0 1 1 1 10’0 SOB
325 3 0 1 1 0 6’0 BIEN
326 3 0 1 1 1 6'5 BIEN
327 3 0 1 1 1 75 NOT
328 3 0 1 1 1 8’5 NOT
329 3 0 1 1 0 1’0 INS
330 3 0 1 1 1 50 SUF
331 3 0 1 \ 1 6’5 BIEN
332 3 0 1 1 1 70 NOT
333 3 0 1 1 0 8’8 SOB
334 3 0 1 1 1 75 NOT
335 3 0 | 1 0 6’5 BIEN
336 3 0 1 1 0 9°0 SOB
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N°® DE

PROCE—

OPTA-

REPE—

CALIFI-

ORDEN METoDO DENCIA TIVA TIDOR SEXO CACION Copico
337 3 0 1 I 0 70 NOT
338 3 0 1 1 1 4’8 SUF
339 3 0 1 1 0 5’8 SUF
340 3 0 1 1 1 9’5 SOB
341 3 1 0 0 0 3'0 INS
342 3 1 0 0 1 5°8 SUF
343 3 1 0 0 1 2°0 INS
344 3 1 0 0 1 2'0 INS
345 3 1 0 0 0 4’5 SUF
346 3 1 0 0 1 3’5 INS
347 3 1 0 0 1 6’5 BIEN
348 3 1 0 0 1 40 INS
349 3 1 0 0 I 74 NOT
350 3 1 0 0 0 50 SUF
351 3 1 0 0 1 75 NOT
352 3 1 0 0 0 6’5 BIEN
353 3 1 0 0 1 75 NOT
354 3 1 0 0 0 38 INS
355 3 1 0 0 0 6’ BIEN
356 3 1 0 0 1 65 BIEN
357 3 1 0 0 1 80 NOT
358 3 1 0 1 1 48 SUF
359 3 1 0 1 0 69 BIEN
360 3 1 0 1 1 95 SOB
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N° DE

PROCE ~

OPTA-

REPE-

CALIFI-

ORDEN MEropo DENCIA TIVA TIDOR Sexo CACION Copico
361 3 1 0 1 1 NOT
362 3 \ 0 1 1 4’0 INS
363 3 1 0 1 1 3’5 INS
364 3 1 0 1 1 20 INS
365 3 | 0 1 0 50 SUF
366 3 1 0 1 | 6’5 BIEN
367 3 1 0 1 0 40 INS
368 3 1 0 1 0 5°0 SUF
369 3 \ 0 1 1 5’5 SUF
370 3 1 0 l 1 3’8 INS
371 3 1 0 1 0 3’5 INS
372 3 1 0 1 0 3’5 INS
373 3 1 0 | 1 0 8’0 NOT
374 3 1 0 1 1 5'8 SUF
375 3 1 1 0 1 80 NOT
376 3 1 1 0 0 6’5 BIEN
377 3 l 1 0 1 9’8 SOB
378 3 1 1 0 1 5’3 SUF
379 3 1 1 0 0 75 NOT
380 3 1 1 0 1 4’3 INS
381 3 1 1 0 0 5’8 SUF
382 3 1 1 0 1 53 SUF
383 3 1 1 0 1 5°0 SUF
384 3 1 1 0 1 4’0 INS
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onpme | METoDo | T T | moon | SO | cacew | o9
385 3 1 1 0 1 70 NOT
386 3 1 1 0 0 80 NOT
387 3 1 1 0 1 70 NOT
388 3 1 1 0 0 70 NOT
389 3 1 1 0 1 6'3 BIEN
390 3 1 1 0 1 70 NOT
391 3 1 1 0 1 5'8 SUF
392 3 1 1 1 1 75 NOT
393 3 1 1 1 1 3°0 INS
394 3 1 ! 1 1 5'0 SUF
395 3 1 1 1 0 6’5 BIEN
396 3 1 1 1 1 5'8 SUF
397 3 1 1 1 1 70 NOT
398 3 1 1 1 0 8's NOT
399 3 1 1 1 1 5'0 SUF
400 3 1 1 1 1 6'0 BIEN
401 3 1 1 1 | 5'0 SUF
402 3 1 1 1 1 5'5 SUF
403 3 1 1 1 0 4'3 INS
404 3 1 1 1 1 4'8 SUE
405 3 1 1 1 1 8’8 SOB
406 3 1 1 1 1 6'0 BIEN
407 3 1 1 1 1 8'3 NOT
408 3 1 1 1 0 6°0 BIEN
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